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Théorie de l'élasticité des corps solides
Théorie de l'impulsion longitudinale d'une barre élastique par un corps massif qui vient heurter une de ses deux extrémités ; et de la résistance de la matière de la barre à un pareil choc.
1 . Problème général des résistances vives ou dynamiques, — Les pièces solides qui entrent dans les constructions et les machines y éprouvent non seulement des actions statiques ou constantes, mais, encore, des actions ou impulsions variables qui tendent, comme les autres, à chan<,aM' les distances mutuelles de leurs molécules, à altérer leur contexture et à les rompre, soit immédiatement, soit après les avoir graduellement énervées. Longtemps le problème de la comparaison des effets des chocs et des pressions a été une pure énigme ; son mot ne pouvait pas être trouvé en envisageant abstractivement, ainsi qu'on faisait, les solides comme incompressibles et inextensibles. Mais, aujourd'hui, la considération et la mise en compte de leur élasticité permet d'aborder cette question, ou de traiter analyliquemenl ce que Thomas Young a appelé la résilicnce, et, Poncelet, la résistance vive ou dynamique des pièces. L'étude que nous allons l'aire de leur impulsion longitudinale a une importance pratique réelle, puisque (comme on verra au § 90) la plupart des constructions sont aujourd'hui disposées de manière que leurs pièces ne suppoitent que des actions dans le sens de leur longueur.
Nous ne pourrons nous y servir de l'intégrale qui vient d'être donnée par Clebsch,§60, de l'équation du mouvement vibratoire longitudinal. Il y est en effet supposé que la barre vibre seule; il nous faudra une autre analyse pour notre problème actuel, où le mouvement est supposé produit par l'impulsion d'un corps étranger qui, tout d'abord, se meut en union avec la barre ; ce qui change essentiellement les conditions à remplir pour obtenir la solution.
2. Sa solution présentée élémentairement quand on néglige l'inertie des pièces heurtées. — Deu.v théorèmes de Young. — Deu.rième approximation pour une partie de cette solution. — Le problème des mouvemenis et déformations d'une barre ou même d'ini système quelconque de barres élastiques, déterminés par le choc d'une masse étrangère sur un de ses points, tandis que certains autres points sont fixes, se résout aussi facilement que le problème de l'état d'équilibre qui est pris sous une action statique, lorsqu'on néglige l'inertie du système. En effet, ce qui retarde la transmission, à ses différentes parties, du mouvement imprimé à l'une d'elles, ou ce qui exige pour sa propagation un certain temps Uni, c'est l'inertie, entrant successivement en jeu, des divers éléments de la masse. Si on la néglige, ce qui est possible comme approximation quand la masse du système est fort petite par rapport à celle du corps heurtant, le système peut être considéré, pour chaque instant, comme déformé de la même manière qu'il serait, au repos, par des forces d'intensité graduellement variable, convenablement appliquées à l'endroit heurté. La loi de leurs intensités successives est connue, car eiles sont constamment égales et contraires aux réactions élastiques du système; et ces réactions restent dans un rapport constant avec le déplacem.ent, supposé rester très petit, du point qui a supporté le heur«.
50 bis.
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On peut tirer (le là presque immédiatement (comme nous ferons aussi à la Note du î^ suivant, 61, relative aux chocs transversaux qui produisent des flexions) une équation simplement différentielle fournissant la loi pendulaire des vibrations des pièces avec le corps qui les a heurtées. Mais nous pouvons obtenir même élémentairement, sans équation ni intégration, les résultats essentiels de l'hypothèse ainsi faite. Soit en effet, pour fixer les idées, une barre prismatique ayant une longueur «, une section transversale <t, un poids P et un coefficient E d'élasticité longitudinale, fixée à un bout et heurtée à l'autre bout par un corps rigide d'un poids Q animé d'une vitesse Y. Ce choc diminuera ou augmentera la longueur a d'une petite quantité u selon que le corps Q, d'une forme quelconque, viendra heurter la barre, ou selon que, d'une forme de manchon ou de collier embrassant librement celle-ci, il viendra exercer son impulsion sur un bourrelet ou arrêt saillant dont la barre est munie tout autour à son extrémité libre. La réaction élastique de la barre contre le corps Q a pour intensité, alors,
Eo- - ; et comme celte intensité, nulle au premier instant du contact, a crû a
lu uniformément, elle a eu ^^ Eo- - pour moyenne. Multipliant cette réaction,
égale et opposée à l'effort qu'a exercé le corps Q,par l'espace u qu'a parcouru
égalé, puisqu'on néglige le travail de l'inertie de la barre, à la demi-force vive primitive du corps Q si la barre est horizontale ; et, si elle est verticale, à cette même demi-force vive possédée au premier instant du contact, plus le travail Ou de la descente du poids Q depuis cet instant. 11 en résulte
le point d'application de cet effort, on a un travail total Es- — . Il doit être
u"^ 0 V- Barre horizontale £<>—- = -—» d'où
Q si u^.=:pr- a désigne l'allongement ou raccourcissement purement statique :
équation dont nous aurons à nous servir au n° lo sous celte forme:
Ib) u=a - V/ TT' oi"i "==V/ ~' si P= — désigne la densité de la matière de la barre. * ' <D Y F Vf (jaa °
(c) Barre verticale ^^'^ = -y +0u, d'où u = u^+ W i,i + (vv/^M •
C'est de raisonnements de ce genre, appliqués spécialement i)ar lui aux effets de l'impulsion transversale, que le docteur Thomas Young. en 1807 (*), a déduit diverses (conséquences, crues approchées, entre autres que :
1" L'extension (ou contraction) de mise en charge, produite quand le poids Q
(•) A course of Lrclurcs on natural Pkilosoplnj and Ihc mcchanical arts in iii'o vohiiuen. pariiculièremeiu vol. I", pp. 135 à 144.
IMPULSION LONGITUDINALE. PRISE EN CONSIDÉllATION DE l'deRTIE. 4S0 C
est posé sans vitesse à l'extrémité libre de la barre, est double de l'extension statique ; en effet, la formule (c), quand on fait Y^O, donne u=îîu,. 2" La résilience de la barre heurtée, en nommant ainsi la demi-force
QV- , Y-
vive-^du corps Q capable, en tombant sur elle d'une hauteur—, de la
rompre ou d'altérer sa contexture, est proportionnelle à son volume, quels que soient les rapports mutuels de ses dimensions. En effet, si nous appelons,
comme au n" 7 (page 26 i) de la Note ci-dessus du § 37, -^ la plus grande
des dilatations longitudinales non dangereuses que la barre puisse éprouver
sans désagrégation, nous obtenons, en mettant — pour - dans l'équation (a) :
Q Y^ Eca ßo\- Rf, ac .
montrant que la résilience -—- est égale à la moitié du volume a<T de la barre,
multipliée par une constante -~ ne dépendant que de la nature de sa matière,
et que Tredgold a appelée son module de résilience, de même que E et R^ désignent son module d'élasticité et son module de résistance statique permanente. On verra à la note du §61, n" 54, page 560, que la même loi s'ap- ])liquc aux impulsions transversales avec d'autres diviseurs numériques que 2 du volume des barres lorsqu'elles sont fléchies au lieu d'être simplement étendues ou comprimées dans le sens de la longueur.
On peut même, quand on ne veut avoir que l'allongement ou accourcissement maximum total u de la barre, l'obtenir, encore élémentairement, par une deuxième approximation, généralement grande (voyez n" 4 et surtout n" 11 ci-aprés), en prenant, au lieu de (a),
U:') u=^4 /— r- OÙ l'on a /i=: I (-)_:; ^ - •
W f/ j^/.P Jo \aj a o'
expression établie (comme on l'expliquera aux n°* 4i, 47 et 50, pages 581, 585, 594, de la Note du ^ 61 relative au choc transversal) en attribuant à la barre, au moment où le choc commence à la compriiner ou à l'étendre, une inertie résultant d'un certain partage, opéré avec elle, de la quantité de mouvement initiale du corps heurtant.
3. Nécessité d'un calcul exact des effets de l' inertie de la barre heurtée. — Autre théorème de Young pour l'effet de premier instant. — Sa démonstration et celle de la formule de la célérité de la propagation des ébranlements ou du son. — Mais, comme l'observe Young lui-même, l'inertie, cette cause que l'impulsion se transmet le long de la barre dans un temps toujours fini, a besoin d'être prise en considération d'une manière rationnelle, notamment pour l'établissement des conditions de résistance. Par exemple,
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connue w= i /-, o étant la densité de la matière, et w la célérité ou vitesse
dit-il, au premier instant du choc, si la vitesse reelle V, imprimée à la
tranche môme qui le reçoit, est assez grande pour que son rapport - à ce que
nous appelons (pour éviter la confusion) la célérité w de la propagation de son effet, surpasse la proportion D de l'extension ou de la compression que la matière peut supporter sans se désagréger, la désagrégation se produira; et, comme Young l'exprime, la résllience de la matière sera vaincue: c'està-dire que le corps heurlant, quelque petite qu'en soit la masse, brisera la pièce, ou bien y fera quelque impression permanente, altérant sa contexture au moins à l'endroit soumis nu choc.
11 n'est pas difficile de justifier celte condition ou relation nécessaire V= ou >wö fournie à Young plutôt par nne intuition que par un calcul, et de démontrer, du même coup, d'une manière élémentaire, la formule
apparente de propagation des ébranlements ou du son dans la barre. En effet : 1° Si, <) étant une très petite fraction quelconque, deux forces d'intensité Eo-D agissent en sens contraire aux deux extrémités d'une barre de section a, elles lui feront prendre, d'un bout à l'autre, dans l'état de repos, quand l'élasticité s'est conservée, une dilatation (ou contraction) dont la proportion est ?. Si l'une de ces deux forces seulement a été appliquée sur une des deux extrémités, l'autre étant éloignée, la même dilatation d sera prise de ce premier côté sur une longueur d'abord infiniment petite, après quoi la tranche ainsi étendue ou comprimée exercera sur la tranche suivante la même action qu'elle aura reçue, et ainsi de suite ; en sorte que la barre éprouvera cette dilatation positive ou négative 3 sur des longueurs uniformément croissantes. Et si l'on appelle od la longueur primitive de la partie de la ]jarre qui l'aura subie au bout du temps t, l'extrémité sollicitée aura cheminé de mI. <), et aura pris, en conséquence, avec toute la partie étendue ou comprimée, une vitesse wî), ce qui donne bien, si l'on appelle Y cette vitesse imprimée :
2" Gomme la masse qui aura reçu cette vitesse est po-w/, la quantité de mouvement acquise par elle est pc-wf. wî). En l'égalant au produit, par le temps l, de la force Eo-D qui l'aura engendrée, on tire bien pw^^^E, d'où
if)
formule qui représenterait également la célérité de propagation d'une dilatation, due à la soustraction brusque de la force comprimante, et par conséquent aussi celle de la transmission du son ou de petits ébranlements sa composant de compressions suivies de dilatations ou réciproquement (*).
(•) Cette démonstration simple de la formule de la vilesse du son peut être attribuée à Itabinet, qui m'a dit l'avoir professée vers IS'2'J. Elle est, certes, bien préférable à celle de Newton, que sa puissante intuition seule a comprise et que ni Lagrauge, ni aucun pliysicicn
CHOC LONGITUDINAL. — PREMIER ESSAI. — SÉRIE
4. Solution, par Navier, en série trigononiélrique d'un nombre infini de termes, du problème du choc longitudinal. Nécessité de recourir à un autre genre de solution. — Navier, en 18'2o, ainsi aulcnr de la première fornnulo exacte de résistance vive qui ait été donnée, a tenu analytiquement un compte complet de l'inertie de la pièce heurtée, dans sa solution du problème du choc longitudinal d'une barre, telle que sont les tiges verticales de support des ponts suspendus.
Si a, E, 0-, p, V = çgaG, Q, V, w=i/- ont les mêmes significations
qu'aux deux numéros précédents, mais u désignant ici le petit déplacement, au temps t, du point ou de la section dont l'abscisse z est comptée à partir de l'extrémité fixe, tandis que l'autre extrémité z=^a est celle que heurte le corps 0 dans un sens où il tend à la dilater, une tranche de la barre, comprise entre les deux sections a- d'abscisses s et z-\-dz, est sollicitée en
sens opposés, sur ces sections, par les tractions — Ec-— et Ec- (-r^-t-
-cT^ dzU en sorte que, comme son inertie est — ptrdz ^t^, son equilihre
O ^'' J Cl"
dynamique est exprime par Ec- -r-^ — p^r -7— = (), d ou 1 équation
indéfinie ou applicable à tous les points de la barre et à tous les temps; tandis que les équations définies ou particulières, vu que l'équilibre dynamique du corps heurtant pressé par la réaction élastique de la barre
Q^-w ^ eu ^ , P ,
exige -^-4-E7-7-=0 pour 2= a, et, vu 0-= . seront :
g ot- cz ^ pga
,,, , , „ f^ù-^u , P 3u\ ,-. /^ii\ { V au point .r = a,
(h) {u)^^^ = Q,^Q—-.--j^j^^=Q, [ji)^^=\ 0 en tout autre point;
équation et coyiditions qui sont toutes satisfaites par la solution de Navier :
V v^ 2 cos m . mz . »iwf (*)
U=:a - > ; : SIH SIU — ;
<à ^^ Hi(m+ sinm cosm) a a
le 2 s'étendant à toutes les valeurs de ;» racmes réelles et positives
p de l'équation transcendante m sin m = "r cosm-
n'a jugée acceptable. J'ai montré dans une note du Compte rendu, 18 juillet 1870, p. 15ü. qu'on pourrait l'appliquer au>si pour la propagation des ondes lumineuses transversales de l'étlier, et même pour celle des ondes ou intumescences liquides dans un canal; et qu'elle s'applique encore lorsque, pour une colonne d'air surtout, l'on donne à E une valeur supérieure à la valeur statique, de manière à obtenir, en tenant compte de la chaleur dégagée comme a fait Laplace, la vitesse réelle du son, au lieu de la vitesse moindre ditenevvtonienne. C) C'est bien, en effet, l'expression (11) du n" 226, page loi, du lUippurt et Mnnoire sur
Comme ces racines sont en nombre infini, le mouvement résulte de la superposition d'une infaiilé d'oscillations pendulaires ou isochrones de
diverses périodes ir .
Navier ne développe sa formule et n'en tire une règle pratique que pour le p cas extrême où le rapport- est extrêmement petit. Alors, l'équation transcendante donne m=\/ - pour sa racine la plus petite, fournissant un terme
de la série devant lequel les autres sont ordinairement négligeables ; et l'expression ainsi obtenue du déplacement u, ainsi que de la dilatation
2^=:- la même alors à chaque instant d'un bout à l'autre de la barre, n'est
autre chose que celle (a) qui a été établie élémentairement ci-dessus en néfflisreant son inertie.
11 aurait pu écrire la même équation transcendante m^- M _ — -+- .... j
— L f[ —'^'.-f- ....J, d'où m- = -- i\ :)--^9-?-Hv-)» donnant, si î«*
est petit devant »t-, pour la valeur approchée de la plus petite racine :
qui, substituée dans le premier et le plus influent terme de la série I particularisée pour 3= a, sin — ^=1, donne, pour le déplacement maximum u du point heurté, précisément cette deuxième approximation {c') que nous avons obtenue autrement et élémentairement au n" 2, p. 4S0c.
Nous avons étendu cette étude analytique à des cas variés de conditions limiles [Comptes rendus, o juillet 1865, p. 00) et aussi (M mai 1868, p. 877) à des barres composées de troncs de cône ou de pyramide. Mais, surtout, nous nous sommes efforcé de tirer de la formule trigonométri(iue (i) de Navier ses conséquences exactes pour les valeurs supposées les plus usuelles du rapport des poids de la barre heurtée et du corps heurtant,
/es ponts suapenilux, édition de 1825, lorsqu'on y remplace | — l', E, h, p, m, par m, E<r, a,
? m . „ ,. , E Efifia - . —, et w- étant = - = —f— a a p P
Poiicelol l'a complétée (Introduction à la mécanique industrielle, 1S50, n" 522) en prenant en coiisidération [comme il l'a fait aussi par la formule [e] ci-dessus] la descente du poids Q pendant que s'opère celle de l'extrémité heurtée, ainsi que les dilatations initiales dues au poids de la barre verticale et à l'action statique du poids Q supposé lui être suspendu avant de la heurter.
CHOC LONGITUDINAL. — SOLUTION EN TERMES FINIS
savoir pour - = -, ^, 1, 2, 4. Nous nous sommes pour cela livré à un
travail circonstancié tant numérique que graphique, analogue à celui qui sera décrit aux n"* 52 à 55 de la Note du ^ Gl pour le choc transversal ; et nous en avons rapporté les résultats principaux au n" LV, p. ccxxxv, de l'historique mis en tète de l'édition posthume (18G4) des Leçons de Navier.
Ils donnent a,ssez régulièrement la suite des déplacements du point heurté. Mais quant à ceux que nous avons calculés de quatre autres points de la barre, et, surtout, quant à la connaissance la plus essentielle, celle des dilatations dangereuses ou les plus grandes, lorsque l'on examine les courbes nombreuses et fort sinueuses ayant pour abscisses les temps, et pour ordonnées les déplacements u des points de la barre, courbes qui doivent fournir ces dilatations par los plus grandes inclinaisons de leurs tangentes, on ne peut y démêler aucune loi manifeste, ni y entrevoir l'espérance d'en constater aucune en triplant ou quadruplant le nombre des résultats particuliers de ce travail déjà extrêmement long. Cette difficulté, cette sorte de relative impossibilité lient sans doute à la nécessaire discontinuité affectant, comme nous verrons, la suite des valeurs des dilatations dans le choc longitudinal.
Une autre solution du problème de ce genre de choc était donc à chercher.
5. Solution en termes finis. — Heureusement que cette solution désirable est possible (*).
On sait depuis longtemps intégrer, au moyen de la somme de deux fonctions arbitraires de z-\-o)t, z — at, l'équation différentielle (g) des vibrations longitudinales d'une barre qui vibre seule.
Cauchy et Poisson l'ont appliquée au choc mutuel de deux barres libres; et, dans un mémoire où je discutais et modifiais quelques-unes de leurs conclusions (**), j'ai étendu celte solution à des barres de ^?'OsseMrs e/ de matières différentes, dans le but, comme eux, de répondre à la question posée par Coriolis, celle de la quantité généralement perdue de la force vive translatoire lors de cette collision de deux corps même parfaitement élastiques. La suite des mouvements de leurs parties est fort compliquée, à cause des nombreuses réflexions des ébranlements aux extrémités de l'une comme de l'autre des deux barres.
Mais bientôt j'ai vu que cette grande complication disparaît, et que la solution trouvée devient celle, en termes finis et simples, du problème qui nous occupe ici, si l'on suppose [Compte rendu du 50 mars 1808, p. 650) Vune des deux barres élastiques extrêmement courte ou raide par rapport à l'autre; car celle-ci peut être regardée comme la barre heurtée, et la
(*) Heureusement aussi, hâtons-nous de le dire eu attendant la Note du § 61, que pour le problème du choc transversal ou tendant à fléchir les pièces, la solution donnée par nous (1857) en série trigonométrique, est d'une application bien plus simple et plus satisfaisante que celle du même genre essayée, comme on vient de dire, pour le choc longitudinal.
(") Mémoire lu le 24 décembre 18G6 (Extrait au compte rendu, p. 1108) imprimé en 1867 au Journal de Liouville, p. 257 à 576.
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première, comme étant le corps ramassé et aussi rigide qu'on veut qui la heurte et qui lui reste quelques instants uni. En effet, cette supposition rend extrêmement petit le rapport ?• des masses ébranlées en un même temps dans la barre heurtante et dans la barre heurtée , en sorte que les termes
( . ) entrant dans nos formules de 1860, où le nombre très grandi
\i-hrj
est celui des réflexions du son dans la barre heurtante, reviennent alors
à e ^* " , vu que l'exposant i peut être tiré d'équations telles que
Oit — ;: = 2r ^/, et que ( ) esti:= e~ lorsque r tend vers zéro; transformation d'où nous avons pu déduire, tantôt en un, tantôt en deux, tantôt en trois termes alfectés d'exponentielles, la solution simple désirée du problème du choc, par un coi'ps rigide ou ramassé Q, d'une barre libre P. Et nous avons ajouté finalement qu'il en sera de même quand cette barre heurtée P, au lieu d'être libre, sera assujettie au bout non heurté ; ce que nous avons alors vérifié et récemment reproduit avec calculs dans deux articles des Comptes rendus (21 août et 4 septembre 1882, p. 559 et 425). Cette possibilité de changement de formules compliquées et comme incalculables en formules d'un usage facile nous a tellement étonné, dans le premier moment où elle s'est offerte, que nous lui avons fait subir (à notre Note de mars 18C8) trois sortes de vérifications dont l'une établit leur identité avec les expressions en série trigonométrique qui y répondent; ce qui a confirmé leur exactitude et la légitimité des transformations qui y ont conduit. Les formules nouvelles ont sur la formule en série, outre l'avantage de
la facilité des calculs pour toutes les valeurs de - ainsi que de l'abscisse z
et du temps t, celui d'embrasser, pour le premier instant du choc qui précède toute propagation d'ébranlement, cette expression (e) () = ±
— ) =:- que la série trigonométrique {i) paraît impuissante à
fournir, vu qu'elle n'a plus ni convergence ni signification, surtout différentiée en z, l()rs(pie z et t tendent vers zéro.
6. Cas partlcuiier ou extrême de cette solution par exponentielles. — Par une tout autre méthode, dont il avait exposé et développé le principe dans des comnuinicatious à l'Académie, les 2,9 et 16 janvier 1882 {Comptes rendus, p. 55, 71, 127), M. IJoussinesq est arrivé le 10 avril [Comptes rendus, ]>. lO'dlj à une expression revenant à
du dé[)la('eiuent // r^i'éprouvc le poini d'abscisse z de la baiTC de longueur a et de poids P lieurtée lougitudiualement avec une vitesse V par un corps
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Qà son extrémité :: = 0, pour tout temps t moindre que celui -oiiTébran-
lement parvient à son extrémité z^=a; expression qui a été ensuite reconnue
s'étendre jusqu'au temps f = 2- du retour de Tebranlement au point
heurté, et former ainsi le premier terme des formules applicables à des temps quelconques. Dans cette même note d'avril où son auteur commence par supposer le corps étranger Q uni à la barre et soumis à une action F fi) variant rapidement avec le temps, il i-end compte analytiquement de la loi
7)=- de premier instant d'un choc brusque, aperçue par Young. 11 en
étend même la formule à un choc transversal moyennant sa simple multiplication par un certain coefficient numérique variable avec la forme de la section. 11 a trouvé même depuis, pour le choc brusque des plaques avec une grande vitesse, quelque chose d'analogue qui explique certains effets .connus.
7. Vraie raison et introduction la plus directe des termes exponentiels, trouvées par MM. Sébert et Hugoniot, comme résidtant de l'intégration de Véquation différentielle qui exprime la jonction du corps heurtant et de la barre heurtée. — Cette introduction s'est trouvée opérée, un peu après, dans la troisième des quatre r(>marquables communications faites à l'Académie par ces deux savants, l'un colonel, l'autre capitaine de l'Artillerie de marine ("), comme extraits, présentés d'avance, d'un mémoire annoncé et devant offrir une suite théorique à leurs ingénieuses et importantes expériences sur le tir des canons, ainsi que sur les effets qu'en éprouvent les pièces de leurs affûts.
Prenant comme Navier pour origine des coordonnées l'extrémité fixe de la barre heurtée, et supposant d'abord, comme a fait M. Phillips dans un beau mémoire de 1864("), que l'extrémité opposée z = a éprouve, au lieu d'un choc, une action ¥{t) fonction connue du temps, ils font usage, comme lui, de la solution u = (j>[z + ojt)^-^ [z — w /) de l'équation ci-dessus (g)
y— = w^ -^=r- en astreignant les deux fonctions arbitraires », -L à satisfaire
à [u) rr= 0, F (f) = (Et-^I . Puis, désignant comme Poisson et
M. Phillips, par ^ la variable quelconque de ces fonctions à toute époque, ils obtiennent d'abord, d'une manière simple, pour exprimer la suite de
(') Sur les vibrations longitudinales des barres élastiques dont les exti'émités sont soumises à des efforts quelconques (Comptes rendus, ôl juillet, 7, 14, 'il août 1882, pages 213, 278, 538, 582).
(**) Solution de divers problèmes de mécanique, où les conditions imposées aux extrémités des corps sont données par des fonctions du temps (Compte rendu, 15 février 18G4, p. 517, et Joui-nal de Liouville, 1S64).
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leurs dérivées œ, 4^» l'équation • .
„ ,„=;,_o=iK^)-p(^)+K^)--]
dont le dernier membre contient, entre crochets, non pas une série indéfinie^ mais un polynôme que l'on convient de borner aux termes pour lesquels les quantités décroissantes Z — a, ^ — 5a.... n'ont pas cessé d'être positives; ce qui donne déjà un type simple et clair des formules successives de vitesses ou de dilatations comme celles (2) à (2"') qu'on verra ci-après, dont chacune se compose de la précédente et de termes additifs provenant de doubles réflexions nouvelles, aux extrémités de la barre, des ébranlements propagés avec la célérité w.
Ensuite, rétablissant le corps Q resté uni à la barre, ou prenant pour la condition à remplir au point 2 = «, eu égard à son inertie,
où ils mettent pour u sa valeur y(« 4- w/) + ■^{a-+-Mt, ils obtiennent :
!«"(« + (ùi) + ro'{a + (ùt) = i'{t) — ii"(rt — (ot) — vS^^a — wf), (J(i)2 (Jto-
C'est de cette équation, considérée comme différentielle linéaire du premier ordre en f' et w/, que ressortent le plus naturellement les termes exponentiels ; car elle a pour intégrale, C étant une constante :
(n) 9'(a -+- 6>0 = Ce""" + c-""//'^' [{{t) - ^"{a - w/) - ^'{a — «i)]« dt ,
qu'ils transforment, au moyen des autres conditions limites ou initiales, en celle-ci, où nous désignons, à peu prés comme a fait M. Phillips, par
ç' K= ^ ]> les valeurs de la fonction ?' pour celles de sa variable comprises
entre n et oa :
Ils partent de là pour obtenir une loi de rccurrence déduisant les valeurs de cp', pour ç entre na et {n-\- 2)a des deux valeurs déjà calculées de la même fonction pour C entre des limites respectivement moindres de 2a et de \a, ce qui donne l'assurance d'une solution complète en exécutant les quadratures
I e"^' f ( ]> qui s'effectuent d'elles-mêmes quand f est constant; en
sorte que l'analyse des deux savants officiers permettra, par exemple, d'embrasser les cas où il conviendra de tenir compte de l'action continuée du poids (hi corps heurtant, comme a fait Poncelet par son complément à la solution en série de Navicr.
Ajoutons que M. Ilugoniot nous a dit de vive voix être déjà parvenu à
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quelques conséquences générales, telles que : iMa fin du choc ou la séparation des deux corps, qui a heu constamment au temps t= — lorsque la barre lieurtée est libre, ne s'opère, lorsqu'elle est assujettie à un bout, que plus tard, à un instant qui varie suivant le rapport -j- et dont la détermination lui paraît demander encore quelques recherches; 2" la plus grande dilatation ou contraction s'opère généralement au point fixe d'attache de la
barre, et a une grandeur plus que double de celle - assignée par Young pour
Cü
le premier instant.
8. Solution complète (lu problème du choc longitudinal, par M.Boussinesrj. — Réduction simple des deux fondions arbitraires à une seule. — Formule propre à en déterminer les valeurs successives. — Informé par un simple ouï-dire que les deux savants officiers avaient avancé sur cette voie où l'on vient de voir (n*^ 6) qu'il avait fait plusieurs pas, M. Boussinesq nous a envoyé d'une petite localité du Viverais, où il était en septembre ISS^, un travail qui nous a paru si direct et si complet, sur le choc longitudinal, que nous regardons comme opportun d'en rapporter, dans cette Note, une analyse étendue.
Plaçant l'origine ; ^ 0 des coordonnées longitudinales z au point où le corps Q a frappé la barre à l'instant / = 0, et par conséquent, mettant au point z=:a l'autre extrémité soit fixe, soit libre, de celle-ci, il prend de
suite pour 1 integrale de 1 équation [g) y— =: w- ^-^, ou pour 1 expression gène-
raie, au temps quelconque t, du petit déplacement il de la section d'abscisse z :
le signe supérieur étant attribué au second terme lorsque la barre est fixée au bout ; = a, ou lorsqu'on a (m) ,^^ = 0, et le signe inférieur lui étant
donné quand ce bout est libre, afin que (p) donne \r-) =0 quel que
soit t, et /'ayant la même signification dans les deux termes, en sorte que l'on n'a, ensuite, dans tout le cours du calcul, qu'une seule fonction arbitraire /"dont on ait besoin de déterminer les valeurs successives.
Elle doit satisfaire à la condition de jonction avec la barre, au point :; = 0 du corps Q, c'est-à-dire à une équation posée, comme on a fait pour celle (/), en mettant en équilibre la réaction élastique de la barre avec l'inertie de ce corps, ajoutée à une force que nous appellerons ¥'{t) par unité de sa
masse -; ce qui donne. \a E=^pa- et o — — > d'où Ea = — : g (Jfi^ g(i
(7) ^F(/)---+E.-^=0, ou (^____j_^F'(0.
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Celte condilion, il faut le remarquer, n'est à satisfaire que jusqu'au moment où, j)ar suite de ce que 7— s'annulera et changera de signe, l'action E(7^ cessera de s'exercer entre le corps et la barre. Ils se sépareront
alors et le choc sera leraiiné.
Jusque-là, pour déterminer n, substituons-en l'expression (p) dans celte équation de jonction (7); nous aurons, en divisant tout par w- :
On prouve facilement que la fonction f, ainsi quo sa dérivée f, eu mille pour toute valeur nulle ou négative de sa variable {*}; et comme il en est de même de la fonction qu'on a appelée F', une intégration immédiate de tous les termes de cette équation (s) multipliée par d (w/) est possible à partir de U ou / = 0, sans ajouter de constante. Et si nous désignons, en général, à l'instar de Poisson et de M. Phillips, par ^ la variable, quelle qu'elle soit, de la fonction f dont nous cherchons à déterminer les formes successives, ce qui revient, paur ici, à faire &jf = s, nous avons :
f'^'^ + é^f^'^=lK^-[^'^'-'"^-i''^'~'"^}
C'est une équation différentielle en f{K) cl ^ qui, en regardant le deuxième membre comme une fonction déjà connue de Ç, est linéaire du premier ordre et donne, étant intégrée :
(u) rour^>0, ^^^) = e""'i^j^>"|iF(y±[/'(^-2«)-^^A^-2«)]|^/"C.
Or, on peut bien supposer connaître ce qui est dans le second membre, car : 1" en ce qui regarde les fonctions f (C — 2a), /"(ç — 2a), dont les valeurs sont connues pour C = ou-<2a, puisqu'alors elles sont nulles, il suffira, à chacune des applications successives de cette équation, do ne pas
(*) En eJfet comme, au temps <=Oetà tout temps antérieur, le repos n'est pas encore troublé, on a, pour loule valeur nrgnlivp de w/ — :■, ?/=:0; d'où, d'après [p),f\oit — i — 2 (« — ;)J = ±f{uit — ;); équation prouvant que la fonction /' ne peut être qu'une constante pour toute valeur négative cie sa variable, puisqu'on ne change rien, comme on voit, à la valeur absolue de cette fonction en ajoutant à sa variable U — ; une autre quantité négative — 2 (a — î). En appelant c celte constante, l'égalité (ju'on vient d'écrire revient à r = dz c ; ce qui prouve que dans le cas du signe inférieur, qui est le cas do la barre libre, on a nécessairement f = 0; et, quant au cas du signe supérieur ou de la barre iixéc, connue le signe est — dans l'expression générale {p) du déplacement, si on ajoutait celte constante c à chacun des deux /' comme étant arbitrairement prise pour leur valeur initiale, elle s'éliminerait d'clle-niéme; d'où il suit bien qu'il y a lieu de faire nulles toutes les valeurs de la l'onction /', et par suite de sa dérivée /', pour toutes les valeurs négatives ou nulles de sa variable.
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faire croître C de plus de 2a pour que ces deux fonctions continuent indéfiniment à être connues.
2^ En ce qui regarde le terme - F ( - ) , si nous appelons
le très petit intervalle de temps, d'une durée inconnue et généralement inappréciable pendant lequel se produit, à partir de I^^O, l'impulsion to-
taie - V, la fonction F ( - ) nulle pour C = 0, mais. aussilôlaprés, très rapide-
ment variable, toujours dans un même sens, atteindra et conservera désormais
la valeur V quand ^ égalera et dépassera s. Alors cette fonction F ( - jsous
le signe / pourra être réduite à V, sauf dans quelques éléments de temps négligeables, voisins de la limite inférieure de l'intégrale. La formule (ii)
1 /s; \ devient donc, en effectuant l'intégration de 0 à Ç pour ce terme - F - :
^ ^^\- c''^'')±c~'^''j^ >r;[^/"(._.2«)_ lß-2a)y..
9. Application de cette équation fondamentale et promotrice {v). Tableau de formules donnant les valeurs successives de la fonction f et de sa dérivée f. — Pour fixer les idées en faisant cette application, nous supposerons, dans tout ce qui suivra, la vitesse V du corps heurtant positive ou le choc tendant à la compression. Il suffira, pour passer de ce cas à celui d'un choc tendant à l'extension, de changer de signe F, Y,/' et u, ainsi que
les dérivées premières de //, savoir 7— et 7—, exprimant les dilatations et les
c^ et
vitesses des divers tronçons de la barre.
Ceci entendu, comme, pour C ou mI compris entre 0 et 2a, les fonctions f {^ — 2a), /'(C — 2a) ont leur variable négative et sont nulles ainsi qu'on vient de dire, l'expression [v] de /"(Ç) se réduit à son premier terme. Seulement, vu que cette expression ne représente pas tout à fait ce qui se passe dans le laps inappréciable de temps qui s'écoule entre w< = 0 et w/ = c, temps pendant lequel s'engendre avec rapidité la vitesse V, si l'on déduit par différentiation, de ce premier terme de [v], une expression de la dérivée /"'(C), on ne devra la regarder comme applicable qu'entre les limites s et 2a de Oit. Nous aurons donc :
M ,(,= -) = |^!G-rl^); „.sr(.= -) = ^-^^.
Pour pousser plus loin, mettons ^ — 2a à la place de Ç dan.'^ ces expressions {x) de /"(C) et de /' (C). Elles nous donneront ainsi les valeurs
de n C— 2a = "t j , fil — 2a = " j • Si nous regardons la seconde comme
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sensiblement applicable pour tout l'intervalle de 0 à 2«, en négligeant ainsi ce en quoi ce qu'elle donne pour /"' (C) entre 0 et s peut différer de la valeur inconnue de la fonction /' dans cette étendue imperceptible, nous aurons, en les mettant dans le second membre de l'équation {v), une formule qui donnera /"(C) pour les valeurs de K — 2a comprises entre G et 2«, ou, ce qui revient au même, pour les valeurs de C comprises entre 2f/ et Aa. Nous aurons, par conséquent, promu ou fait progresser de 2a l'étendue des valeurs de Ç, pour lesquelles nous cherchons à connaître celles de f{^).
Mais il ne faudra pas oublier, en effectuant l'intégration après cette substitution, que les termes sous le signe /, exprimant ainsi /"(Ç — 2a) et ^■' (^ — 2a), n existent qu'à partir de Ç = 2a, parce que ceux (.r) de f{^) et /''(Ç),d'où ils viennent, n existent quà partir de î; = 0; de sorte que tant que 'C, n'atteint pas 2a, ces termes doivent être remplacés par zéro. La limite inférieure de V intégration sera donc 2a. Effectuant, en conséquence, entre 2a et ?, ces intégrations dans la deuxième partie de l'expression générale ou fondamentale {v), nous obtenons, vu que la première partie ne change pas,
En différentiant par rapport à ?, nous aurons, pour le /'' (C) correspondant :
ï.-5î±ÏA-2£i^'V-^-
Or, on peut remarquer qu'en y faisant ? = 2aqui est la limite inférieure
de la variable, l'on aura, pour /''(2o),dz- de plus qu'en faisant de même
/ 2a\ ç = 2a dans l'expression (;r) de f I î; = j . Cette différence tient à ce que,
tandis que les fonctions f{l) varient constamment avec continuité, sans aucun bond ou saut, leurs dérivées f (Ç) changent comme brusquement de valeur toutes les fois que leur variable ^ vient de passer par une grandeur multiple exacte de 2a. C'est ce que nous marquerons au tableau ci-après de formules [z) à (;'^), en écrivant 2a + e au lieu de 2a pour la limite inférieure de /' (ï) dans la formule (i"), et faisant dt' même pour celles qui suivront. Cela évitera toute méprise dans l'application de ces formules à leurs jonctions les unes avec les autres.
Pour nous élever de / ( ï = ,^ 1 a / ( j: = . i , nous operei'ons comme nous
avons fait de fU=:''^ \ à fU = ^ \, Nous mettrons!; — 2a au lieu de C
dans les expressions {z") de fiç^ jet/'K j regardées, la seconde
aussi bien que la première, comme donnant d'une manière suffisamment approchée f'{K) dans l'étendue entière de 2a à 4a. Il résultera, de cette
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substitution, des valeurs do /'K — 'ia=^^ 1 et /"' K — -fl = Q ), qui,
étant substituées à leur tour dans la seconde pai'tie du deuxième membre de la promotrice (v), donneront, pour le premier membre, la valeur de /"(Ç) pour i; — 2a entre 2a et 4a, et, par conséquent, pour ■; entre 4a et 6a, ou ce
que nous appelons /"(!:=: . j. 11 faudra, encore ici, ne pas oublier que les
quantités /''(^ — 2a), f{x, — 2a) sous le signe /, n'existent que depuis K — 2a=:2a et, par conséquent, depuis ^ = 4a. Les intégrations par rapport à ':: ne devront donc être effectuées qu'entre 4a et ?.
Nous obtiendrons ainsi l'expression (-'") de /'[:;= . j; d'où, en diffé-
rentiant, celle de f (ï), que nous exprimerons ne convenir exactement que de 4a H- £ à 6a, ou n'être point applicable pour :; = 4a ; vu qu'elle excéderait de ±-, d'après ce que nous venons de dire et comme on le vérifierait
Cl)
immédiatement, la vraie valeur de /''(4a) obtenue en faisant ç=4a dans celle f (^ _^ j qui précède.
Nous obtiendrons de la même manière fi ^^ \ et sa dérivée, ce qui
nous suffira généralement, comme on verra, sans pousser plus loin. D'où ce tableau, en tête duquel nous mettons les valeurs de f{0) et f (s) pour embrasser ce que Young a trouvé et que nous avons démontré ci-dessus pour l'effet produit dans le premier élément du temps qui suit le choc, et qui s'applique aussi bien à la barre libre qu'à la barre assujettie :
(Z) /•(!;= 0 ou <0)=:0, f(? = s)=-; {^') f f
PC
^=2a) =[l'expression(.'),enJ;,de/Jrt:|'^[-l-f (^l-l-2^^j T^^^J, •(^^^"V [l'expression [z'), en Ç^def] ±: Vl-2^^=^) c~<^^~;
==[lexpr.(.")]±-[l-4Q-^ + 2^-,(^-^j Je « :
Ort
4ö-fs
PÇ-éaj
Q fl
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Ces formules, cii y fnisanl r = .,;/, fournissent, par leur substitution dans ip) u = f{o}t — 2)zî=/'(w/-f-< — 2a), la solution du problème des états successifs de la barre tant qu'elle reste unie au corps qui l'a heurtée.
10. Dilatations ou contractions. Instants où elles deviennenlniiUes àV extrémité heurtée et oii, par coméquent, le choc se termine. — Nous avons à déterminer, au moyen de ces formules : 1» quels sont les instants, variables, comme on va voir, avec le rapport ^ des poids heurtant et heurlé, où
cessera l'union de la bane avec le corps heurtant, et où le choc, comme on dit, finira; 2" quels auront été les plus grands déplacements du point heurté ; 5" quelles auront été, surtout, les plus grandes valeurs de la con-
du traction ou de la dilatation ■^, jusqu'à cet mstant et même un peu après ;
et, par conséquent, quelles seront les conditions, aussi variables avec le rapport de Q à P, à poser pour assurer la conservation de la contexturo et de la cohésion de la matière, qui exige que cette déformation ne dépasse pas une certaine limite dépendant de sa nature propre.
La réponse à la première de ces ti-ois questions, celle de la séparation des deux corps heurtant et heurté, se trouvera dans une détermination de l'instant du changement de signe, à leur point de jonction :s = 0, de la dérivée
— , ou ce fini revient au même, de l'action mutuelle ( Eff-^r 1 des deux
corps; car si le corps Q, ayant pressé ou tiré la barre, cesse de le faire, il n'y a plus de raison pour qu'il lui reste uni, ne lui ayant été que juxtaposé ci non soudé ; en sorte que l'instant de la fin du choc sera doimé par
— t*„ = — (^ ) =0. Tirons donc des i%), (:s'), (i") les valeurs cor-
respondantes de la dilatation
expression où nous ne conservons que le signe supérieur du second terme, vu que nous nous occupons spécialement du cas où la barre est fixée ou assuji'llic au bout non heurté (*) ; nous aurons ces équations où C pourrait être couvenableuient remplacé par w/, et dont les premiers membres sont, comme les derniers, des (|uantités positives :
(*) Dans le cas de liberté des deux bouts de la barre heurtée, il faut prendre les signes inférieurs dans les expressions à double signe, et on a, par conséquent, — 3 = /"' (ç) — /"(ç — 2c/). Los expressions (rt,), («,),.... de — ?o seront les mêmes tjue dans le cas examiné d'assujettissement du bout non heurté; et comme elles sont toutes deux de même signe, on voit que la séparation n'aura toujours pas lieu entre le début w/ = 0 et l'instant utt = la où l'ébranlement aura parcouru la barre aller et retour. Mais on aura pour {(i[\ particularisé en faisant Ç = w<=^2r/4-£ et donnant le signe — au second ferme, qui sera alors
r 2(1 + g - c ^ " , puis en négligeant - devant I
— ?„(pour w< = 'J« + £)=V6- ^\{
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{«.) . Au début:- 00= (fl) =n^=^)=^-
SP? — Sa^ ""
:[lexpress.on(«J]+-e Q'|2-10--^ +8^-(^-^j -K"^) J ^*
1° L'expression {a^) n'offre autre chose qu'une nouvelle confirmation du théorème ou de l'intuition de Th. Young relative à l'effet de début, ou du premier instant du choc.
On voit du reste que : 2° Dans le premier intervalle, à savoir de f = 0
2rt à f = — , le signe de — t)^ reste constamment le même, et ce signe est celui
de V. Aucune séparation n'a donc lieu dans cet intervalle-là, ou pendant le temps qui s'écoule entre le premier instant du choc et l'instant où l'ébranlement, c'est-à-dire la tête de son onde élastique, est revenu à l'extrémité heurtée z=:0 après s'être réfléchi à l'extrémité non heurtée z = a.
û^Bien que le facteur entre crochets de la o^ expresssion, ( a^ ), décroisse
constamment de sa première valeur qui est 1 H- 2 ( 1 -je '■! , répon-
dant à i; = 2« + a, à la dernière 1 + 2 M — ^ (i) ^ '^ il "c s'annule et ne
Comme le signe de cette quantilé est toujours contraire à celui de (r/'J que — c'o avait dans tout l'intervalle précédent, u>t de 0 ou £ à 2a, ou voit que, si la barre hetu-tée est libre, la séparation a toujours lieu immédiatement après l'instant t=^— où. l'ébranlement a parcouru une fois aller et retour la longueur de la barre ; résultat auquel nous étions arrivé d'une autre manière en 1866 dans notre mémoire sur le choc de deux barres, n° 11, page 555.
(*] Ces valeurs de — Dni multipliées par --—5 satisfont, en les retranchant des -^r^ tirés de (p) et des (;) à (3'^), à la condition (7) d'extrémité ^ = 0, avec zéro pour second membre.
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change de signe avant que C atteigne sa deuxième limite Aa qu'autant
que l'on a
Écrivons 2 ( 2 p: — lie *-' > 1 celte inégalité; prenons les logarithmes
(vulgaires) des deux membres et traitons-là, en mettant = au lieu de >,
comme une équation à résoudre numériquement. jNous en tirerons 2-
= 1,15710; d'où la condition suivante de séparation, entre les temps /= — ,
/ = — , où le son a parcouru deux fois et quatre fois la longueur de la barre;
(cj ^j = 0,578595, d'où p =1,7585.
4° Si, au contraire, la masse heurtante Q est > 1 ,7283 P, ou si P <0, 5786 Q, le choc ne se termine qu'après le temps / =4-. Considérons donc l'expression suivante (a j"), qui est celle de la dilatation— ?„ dans l'intervalle de w?= Aa + t à w/ — Oa ; nous aurons la condition pour qu'elle change de signe dans ce laps de temps, ou pour que le choc se termine avant le temps
tz= — , si nous exprimons que celte expression devienne négative en y faisant
V '-- U=^(ja ; ce qui donne, en divisant par ~ e~^ " > facteur toujours positif:
2P En remplaçant < par =, elle donne —=1 0,4818; d'où la condition
pour que la fui du choc ait bien lieu entre les instants I = — et — -
(a'AIc conclusion est exacte, bien que l'équation transcendante qui donne
2P (r/j) avec =au lieu do ■< puisse avoir d'autres racines que — = 0,4818.
En effet , comme l'observe M. Boussinescj dans une discussion circonstanciée, la première jku lie l-l-2( 1 — ' " j e '*' de l'expression [a^), débariassée du facteur -e~, diminue évidenunent sans cesse ({uand Ç :=: w<
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croit de 4a à 6«, et il n'est pas difficile de voir ({u'il en est de même de la seconde partie, vu qu'il ne s'agit ici (coninie on a vu au 2") que des cas
nouveaux où - est niférieur à 0,5786. Le premier membre de (^/,), changé
de signe, grandit avec l'inconnue 2 -r tant qu'elle ne dépasse pas la limite
supérieure 1.15719 qui lui a été assignée par la discussion de (a J; car, même
P jusqu'à 2 - = 2, sa dérivée par l'apport à celte variable est positive; d'où
il suit bien qu e//e )ie sanunlcra qii une foh entre r-=0 et -=0,5786,
comme nous l'avons implicitement supposé en posant les (ej.
0° Au delà de la valeur (ej 4,15110 du rapport p, l'action de Q sur P peut
se prolonger après le temps / = — ; et la séparation aura lieu entre ^t = 6a
et Mt = Sa si ce même rapport ^ a des valeurs telles que l'expression (a"'),
spécifiée pour od=: Sa, s'annule ou passe du positif au négatif. On a ainsi
P à résoudre en 2 - l'équation
qui donne
— =0,272, d'où p =7,55.
Donc, pour la barre fixée au bout z=a, lorsque
1-g < 1,7285, le choc se terminera entre les instants / ^ 2 - el i=:i-, r w (0
(e'i) (§>1,7285 et <4,1ü11 4 1' et 6?,
^>4,1511 et <7,35 6- et 8-.
En conséquence» pour déterminer, le rapport ^ étant donné, le moment
où le choc se terminera , c'est-à-dire la valeur de '; = w/ pour laquelle -^Sy^Oj il faudra :
1^ Si p;est < 1,7285, égaler à zéro l'expression ( a l) de — t^^ relative au
temps qui s'écoule entre ::=2a ou 2a-l~î et ^ = Aa, ce qui donne, en effa-
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V --^ çant le facteur e ^ « (ne pouvant fournir, étant égalé à zéro, que '4 = 00 ,
solution hors de ces limites), l'équation
2" Si ^ est entre l,7285et4,1511, égalera zéro l'expression (a'ï) de— D^ relative à c entre 4a et %a, d'où l'équation
ç 2a s — -ia
En remplaçant, dans le second terme, par \- 2, l'on a une
équation du second degré en i, dont on tire
0° Si 77 est entre 4,1511 et 7,o5, égaler à zéro l'expression (a )de — t), et
résoudre numériquement l'équation du troisième degré qui en résultera en
- — G , afm d'évalner -, donnant, entre 6 et 8, l'instant de la fin du choc. a ' ■ a
11. Plus gramls accourcissements {ou allongements) de la barre, ou maxima des déplacements {u) z = o de son extrémité heurtée. — Pour répondre à cette deuxième question du n" 10, faisons, pour abréger,
(«).^o = «o; Max. dewo=:î/om; j^=^''; ~ = — = 1'
jNous avons, pour tout le temps du choc :
(r^) „^ = /-(a,/)_/-(o3/ — 2fl);
en sorte (juc l'équation à résoudre en t=^wt, pour déterminer le temps du maximum de i/y, sera
(t) 1^ = 0 ou f'[r)-f'[l-^-a)=:(S.
Mais pour pouvoir en tirer la valeur de l, ou wf à substituer dans (ß), il
faut d'al)ord savoir lesquelles des expressions {z') à (2'^) devront être mises
dans celte équation jjour les fonctions f, ou, ce qui revient au même, il
la faut connaître pendant laquelle des périodes — du temps t, ou la de Ç, le
maximum cherché de //^ tombera suivant le plus ou moins de grandeur du
rapport donne -.
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On y arrivera si l'on considère qu'au commencement de cet intervalle I2a, le déplacement positif ?/„ croîtra, et qu'à la fin, après avoir passé par son maximum, il décroîtra. La dérivée (y) f(l) — f'[l — 2a), positive d'abord, finira donc par être négative. Si, par exemple, le maximum de w,, se trouve être dans l'intervalle Ç = 2aà i«,/^' (2a) — /"'(O) sera positif, et /'(ia) — f (2a) sera négatif. Or ces deux /"' ont entre eux la même diiïérence que /''(4a + s) et f'[^a-\-i), puisque ceux-ci sont justement égaux à ceux-là
-1--, ainsi que le montrent les expressions [z) (;;'^') des /"'et ainsi que nous le
remarquerons plus particulièrement au n° suivant [équations (//j)]. Le maximum de Vq se trouvera donc dans l'intervalle (^ = 2a à 4a si l'on a :
De même, il se trouvera entre 4a et 6a si - est tel qu on ait
(o') /■'(irt + z) — f'{Ga + s) > 0, et ainsi de suite.
Or, au n" 12 ci-après, se trouve déterminé (pour un autre et très important objet) entre quelles limites de grandeur le rapport de P à 0 doit se tenir pour que les conditions telles que (o), (5') soient remplies. On y voit que :
! Pour celle [o], f'{U + h) > f'{ia + s), il faut qu'on ait 0 < 5,C8CP (s) Pour celle (ô'j f'{Aa + s) > f'{G(i + t), il faut Q > .^j,(j8öP et < 15,82P ( Pour que /''(ô« + e)>/'(8fl + s), il faut Q> 15,82P et <25,t6P.
Supposons donc, en premier lieu, que ,^ soit entre 0 et 5,68G ou qu'on
ait ?> 0,17587.
Comme dans l'intervalle de Ç = 0 à C==2a, l'expression (p) de ?/„ se réduit
/ 2a\ à son premier terme nÇ^ |, sa valeur, donnée par (i'), croît constamment avec Ç jusqu'à la dernière limite 2a. Le maximum do v^ ne peut donc pas se trouver dans cet intervalle. Considérons le suivant; nous aurons à chercher le maximum de
ou, d'après les expressions (z") et {z') des f, en réduisant et en faisant usage de nos abréviations, le maximum de
(Ç) u,{de (:=2« à ia) = -^^-l- e-''^ -f- [2 + 2r{-q - 2)]c-''-''--' j.
La valeur de Ç ou de iq relative au maximum cherché sera obtenue soit en
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égalant à zéro la dérivée de cette expression par rapport à r\, soit directement, en prenant l'équation (y) qui est, ainsi particularisée,
!2û + ey ' \ z
Subsliluant aux f leurs expressions données par {z") et (z'), il vient :
Effaçons le facteur -e "^ qui, égalé à zéro, donnerait ■/] ou ^ = (,d= oc, so-
lution hors des limites 2a à k/, nous avons cette équation pour déterminer r, ou le temps du maximum de iIq :
Substituant dans l'expression (il) de ii^, l'on ol)lient:
(0) ?/o„,(max.- de ?/ü de w< = 2a à wi = 4rt)= y -( — 1 + :2e^â •^j.
Lorsque ^^ est un très grand nombre, e a est extrêmement petit; l'expression (■/]) do)uie t.)^ = trôs peu au-dessus de 2a, limite qui sépare les deux premiers intervalles. En même temps, comme le second terme de la parenthèse
1 — ô^"^) l'ona à peuprésî/p^^j=:-7y--( 1 — e^'y j,
expression qui se réduirait a -yy - si - était extrêmement grand.
Soit, en second lieu, ï^,> 5, 080 et < 15, SI, ou -entre 0,17.')87 et 0,07258.
Alors, d'après les conditions (e), l'on a
ce qui, en substituant les (:,"), (;'), donne, avec nos notations (a), dont le maximum aura lieu pour la valeur de -/-j tirée de l'équation
qui est, en ôtant le facteur commun -e "' : (x) 1 -2c(ri - 2)c^'+ [- 2r{r, - A) + 2r'^(r) - ■\y^e^' = 0.
Si l'on remplace son second terme par — 2r(ri — i)e"'^ — Are'' , et si on mul-
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tiplie tout par 2e *^ on a une équation du second degré en 2r{-r^ — ij dont on tire
Avant de substituer dans (t) les valeurs de n qu'on en déduira, simplifions cette expression (t) de ii^ en y mettant pour 2/'-(rj — 4)- ce qu'on peut tirer de l'équation (y.), elle deviendra
et elle fournira facilement les valeurs du premier membre répondant à celles der,, tirées de (À), qu'on y substituera et qui seront relatives aux valeurs
de T-j entre 0,I7o87 et 0,07238.
Nous avons calculé les valeurs du déplacement maximum Mq« de l'extrémité heurtée, ou plutôt celles de - —par les formules (6) et (y.); et nous avons aussi calculé, comparativement, pour les mêmes valeurs du rapport rr, celles de :r. -^ par les deux formules approximatives (b) et (c') du
n" 2 ci-dessus, pages ASOb et 480e, dont la première, réduite à \/f, ' est
ce qu'on a par la théorie élémentaire usitée, négligeant tout à fait l'inertie de la barre, et dont la seconde est ce qui est obtenu, comme nous avons dit à la fin du n" 1 en en tenant compte, aussi élémentairement, par une certaine hypothèse qui sera plus particulièrement expliquée pages 577 à bSb pour le choc transversal, et qui donne
{C) '^"^^ ^P aulieude(/>) ;^^" = v/^.
wuom P ^,735,5151
Val. de^-. — pourpre 2-r--l t-tôt
Vö *^Q 424 4284
d'0Ùv7= -2.0fl4t3 2.0086 2,0186 2,0528 2,0677 2,1488 2.5679 2,6506 5,1215 Par (Ö) et (a) = 0,i9Ü9 0,d.ï15 0,6559 0,7557 0,8691 1,0519 1,5298 1,3448 1,9072
Par{&),W^= 0,7071 0,7360 0,8163 0,8944 1,0000 1,1317 l,il42 1.6530 2,0000
Par(c')= 0,3485 0,6007 0,6667 0,7313 0,8660 1,0528 1,5095 1,5596 1,9216
On voit, par la ligne [h) comparée à la ligne (6) et {i>) que la formule vulgaire
— = - V /f = VV / — = Vv/-F^» dressée en néglifreant l'inertie de la a ojV 1' Va V ^Eas' ^ °
barre, donne, excepté pour les très petites valeurs de .^r, des résultats très
différents de ceux que donnent les formules (0) et (pi) ; et que, excepté pour les
P ?'o( V /Ô ï rares valeurs de - excédant 2, la formule [c') -^ = - /^ — donne
des résultats fort approchés de ceux (0) et {y) de la théorie exacte de M. Boussinesq; en sorte que lorsqu'il ne s'agit (lavoir que le plus grand déplacement Ihm du point heurté, on peut, dans la pratique, se servir de cette formide (c'), dite de deuxième approximation, aussi simple que celle {b) de première.
Mais quand il s'agira d'avoir les plus grandes dilatations ou de poser Véquation de résistance au choc, la formule (c') éloignerait encore plus des vraies valeurs que ne ferait celle (b), comme on verra à une sous-note de la fin du n» 13, p.. 480 ce. C'est une singularité qu'ofjrira aussi le choc transversal (Voir aux Ciiangemonts et Additions, p. 895). Il faut donc, sur ce point essentiel, recourir à l'analyse exacte, comme nous allons faire.
12. Loi des valeurs successives de la dérivée f dont dépendent les dilatations ou contractions prises par les éléments de la barre pendant la durée du choc, ainsi que dans le commencement de la détente libre qui le suivra. — Nous pouvons maintenant passer à la troisième et plus essentielle question, celle de la détermination des plus grandes valeurs numériques qu'atteignent
ou les dilatations <) = 7^. Elles dépendent des dérivées f'{i) de la fonction /"(Q
qui définit les déplacements u.
Étudions donc tout d'abord la loi de ces dérivées. Elle nous sera révélée en retournant à l'équation (/) n° 8, obtenue par une première et simple intégration des divers termes de celle (s) de condition de jonction de la barre
et du corps Q. Cette équation (/) peut s'écrire, si on remplace - F ( -j par la
valeur — que nous lui avons reconnue altribuable, en écrivant celle {v) :
(fi) f'{^) = r{l-2a) + j! -JL [/■(!:) + /-(^- 2«)] j.
Or la dérivée f (ï) + f (c— 2«) du binôme affecté de 7^ dans le second
meiiibrc, représente, si on la multiplie par Ea- et si l = r-)l, la pression
E, ( — ^ ) = Et [r(wO -\-f'{Ml — 2a)] que le contact et l'action du corps
V <^/ =0 heurtant fait éprouver à la base o- ou section ^:=0 de la barre Cette action est positive t;iiit (pie le contact dure; donc le binôme f{'i)+f{'i — 2a) est jl
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une quantité croissante avec X tant qu'il n'y a pas séparation du corps heurtant Q. Donc la quantité entre accolades du même second membre de (/;) est constamment décroissante lant que cette séparation n'est pas encore faite.
Or, dans le temps où i^=Mt ne varie que de 0 ou î à 2a, le premier terme f {■; — '•2a) du même second membre est nul d'agrès ce que nous avons dit, au n" 8, de la nullité de la fonction /'de toute grandeur négative.
Donc l^la dérivée /"'(!;), qui occupe le premier membre, décroît du com-
mencement à la fin de cette première période, où elle est /' (:=="_ j . 11 suit de là, 2" que pour ;=: de 2a H- z à ia, le premier terme du second membre de (/;), qui est alors f ('i — 2a =' j , décroît constamment lorsque X. croît ; or il en est toujours de même, avons-nous dit, du deuxième terme, compris entre accolades. Donc la plus grande valeur de /' (-- = <,) _, )
p dont l'expression en ^ i=w/et- se trouve donnée parla deuxième formule (s")
ci-dessus, a sa plus grande valeur pon.r r = sa limite inférieure 2a -+- 1.
3", 4«, Par une raison tout à fait semblable, lorsque -. variera de
4a 4- £ à6a, sa plus grande valeur sera celle qu'elle a pour sa limite inférieure x^Aa + z; et ainsi de suite. Donc jusqu'à l'instant où il y aura séparation,
(,e. fondions ,( ,^5;). ,(,= .^^^ ^), ,(,= J« ^)
' ^' M ont pour leurs maxima : /"(î), f [ia + i), f'{Aa-\-i)
' et pour leurs uiiniuia: /"' (2fl), f {^(')-> /'{o^)'
Or, d'après les (:;') à (5"') l'on a, en ne négligeant que des termes en t,
CO r[^=l' r(2«) + ^=r(-^«+o, r(4«)+; =rt.4«+3), etc.
La marche des valeurs de fil) se compose donc. 1'^ entre ses minima ef
ses maxima, d'une suite de bonds ou d'accroissements rapides - d'une du-
rée imperceptible telle qu'est-, et 2° entre ses maxima et ses minima, de dé-
croissements continus ayant des durées -, ou sensiblement ^-.
Cette considération conduit aussi à prouver que le choc se terminera nécessairement. En effet, quelque discontinue que soit analytiquement la marche de sa dérivée /"' {%), la fonction f (:) ne cesse pas de varier continue-
ment. Le binôme/" (:)+/"(:; — 2a) qui entre négativement, multiplié par ^.
dans le second membre de (f), ne cesse pas de s'accroître , même dans le
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passage d'un intervalle '2a au suivant; la différence f'{l) — /' (c — 2«) tirée de (/i) finira par s'annuler; puis elle deviendra négative, et croîtra négativement d'une manière de plus en plus rapide; et, même, il finira par y avoir annulation de chacun de ses deux termes f'{%) cif'{i — 2a); d'où aussi
Pu colle de leursomlne qui est — , et par conséquent , annulation de l'action
mutuelle de la barre et du corps Q, et leur séparation nécessaire.
On verra aussi que les maxima successifs f {z), f (2a -h s), f (4a -i-î),... forment une série d'abord croissante, mais qui ensuite est décroissante, et
de plus en plus jusqu'à la fin du choc; que la vitesse (-77) =3oj[/''(w< —
f {r,)t — 2a)], positive dans le temps de leurs accroissements qui est aussi le temps de la compression grandissante de la barre, deviendra négative dans un temps qui sera celui de la délenle de la barre contre le corps Q, en attendant &2L détente libre qui aura lieu lorsque ce corps aura cessé de lui être uni.
Et que deviendra la barre après l'instant, soit t^t^ de cette désunion, ou dans l'état, dit de détente libre, qui la suit?
Les déplacements de ses points seront toujours régis par une expression de la forme {p}, n = f{ut — z) — f[',it-\-z — 2a), qui n'est, en effet, que la traduction de l'équation aux dérivées partielles [g] jointe à la condition (w)^ _ ^^=r 0 de fixité de son extrémité non heurtée r = a.
La fonction arbitraire devra désormais remplir une condition nouvelle pour l'autre extrémité, puisqu'elle est devenue libre. Ce sera,!;^ étant la valeur, pour /= /j, de sa variable quelconque <;= ou >> q,
('•• (ë):.=,r^' '''''" /"CO— rCC-2«), donnant /■(•C)^/'(!:,)_|/-(v_2«)-/-.(!;-2ö)j
Sans nous attacher à déterminer ici cette forme nouvelle de f qui, comme on voit, sera ou deviendra bientôt périodique de période 4a, avec alternatif changement de signe dos f de chaque demi-période à la suivante, il suffit à notre essentiel objet de remarquer que la barre sera, pendant celte détente, dans le cas d'éprouver des dilatations égales aux contractions précédemment subies, et réciproquement.
Or, à égalité de valeur numérique, les dilatations sont plus dangereuses,, comme on a vu au n" 11 de la Note finale du § 57, page 270.
Il conviendra donc, en posant l'équation de résistance (ce que nous considérerons à la fin du n° suivant, 13), d'y introduire les plus grandes contractions, produites vers la fin du choc, sur le même pied que si c étaient des dilalalions.
13. Plus grandes dilalalions ou contractions. — Les considérations précédentes sur la suite des valeurs prises par f {i) vont nous éclairer dans la détermination des plus grandes valeurs de la dilatation î), dont l'expression générale est fournie par :
On ne peut pas se servir du procédé analytique ordinaire pour déter-
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miner les niaxima, en t ou en z, de cette somme de deux fonctions /"', qu'on a vu être fort discontinues. Mais nous avons vu que par rapport à sa variable totale ?, ayant ici les valeurs w/ — c c['U -i-z — 2a, la fonction f présente, dans
sacourse, divers maxima qui sont /"'(îl^ -, f (2a 4- e), f (ia + î),.... Parmi
eux, il y en a un plus grand que tous les autres. S'il est possible de faire chacun des deux termes de f de (y\) égal à ce maximum particulier, son double offrira la plus grande valeur cherchée de leur somme. Or cette possibilité de rendre les deux termes égaux existe toujours; il suffira pour l'obtenir de faire z = a, ce qui donne
C'est donc à l'extrémité fixe z = a de la barre que se produira la dilatation ou contraction la plus grande ou la plus dangereuse, qui est ainsi :
Ulax.de— Doude — îi^ = leplusgTand des2f(c), 2/'(2rt+5), 2/''(4rt+s),2/'(Ga+s).- .
] , ,. , .-f , « + ^ oa + z 5fl-f-î 1(1+ i I avant lieu aux temps respectifs <= > . , •
V ' W (d w to
Reste ainsi à déterminer pour quelles valeurs successives du rapport -
du poids heurtant au poids heurté, chacun de ces maxima relatifs (/j) se trouve être plus grand que les autres.
Calculons-en donc d'abord les valeurs en P et Q. Les formules f'{^) de [z) à [z") nous les fourniront en n'y conservant que le signe supérieur + du ± et en mettant successivement z, 2a -f- s, Aa -+-t, Ga + £ au lieu de C, non seulement dans leurs secondes parties, mais aussi dans les premières parties qui sont, pour chacune, empruntées aux formules précédentes. La dernière seule des formules ci-après, celle f (8a -f- s), a été obtenue autrement, de manière à nous dispenser d'établir, comme les autres, une expression
f'K = ^ . j qui serait fort compliquée. Comme nous savons (n° 12) que
/' (8a -{-s) =:/■' (8a) H- -, nous avons simplement ajouté - à la valeur de
f'{Sa) tirée de (3'") , en y faisant C = 8a pour avoir f (8a H- s) . On a ainsi, pour
ces divers maxima, en négligeant, après les calculs faits, les -devant l'unité,
et en les doublant, pour avoir, comme on vient de dire, les déformations maxima :
(mj) Dilatation (sauf le signe) 2f' (£)=2 - ;
(rn'i) Dilatation (Idem). 2/-'(2a4-e) = 2 - A + e ~''^'] ;
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Parmi ces expressions de maxima des dilatations opérées pendant l'acte du choc, on prendra d'abord, et sans hésitation ni incertitude, la seconde (m') si l'on a Q-<^,7285P; car alors, d'après le tableau [e ) de résultats numériques, le choc se termine entre mI = 2a -j- ^ et w/ = 4a ; il n'y a ainsi de choix à faire, pour le maximum, qu'entre celles {m^) et (m') . Or la seconde
évidemment supérieure à l'autre, doit être prise pour la proportion de la plus grande dilatation longitudinale éprouvée, lorsqu'on a Q<< 1,7285 P. Mais cette même expression (mj) ou (m') ne peut-elle pas servir encore si
p est plus grand que l,728o? C'est ce qu'on saura en considérant, outre
le maximum particulier (m') 2/''(2a + £), les suivants (m) If (ia + e), (m' ) 2/"' (6a -|- z] qu'on aura, d'après le même tableau numérique, si Q est entre
J,7285P et 4,1511 P, entre 4,1511 P et 7,55 P, car alors le choc ne finira
,,,.,.. 4a 4- £, 6a 6a -f- s 8a qu entre les mstants f= et — , ou entre ceux et — ,.., Ur le
maximum particulier (m) sera plus grand que celui [m] si - est tel que l'excès du premier sur le second soit une quantité positive, ou si, en faisant abs-
iP _2P iP
traction du facteur positif commun - e \ l'on a 4- c " — e ^ >> 0, ou
{o,) 2.=i^e'^-1>0 d'où ?> 0,1 7587, ou j,<5,G86.
Si cette condition est remplie, (^n) surpassera (»'); et par cela seul (m') surpassera (ni j, (''*',7--- ; car, d'après ce qu'on a dit au n" 12, les maxima f (e), f (2a -f- s),... qui forment d'abord une série croissante, en font ensuite une qui est, de plus en plus rapidement, décroissante ; en sorte que dès qu'un (m) a dépassé celui qui vient après, il surpasse à plus forte raison ceux (jui suivent.
Donc, et sans plus avoir à tenir compte de la première limite trouvée Q < 1 ,7285 P, il suffit qiion ait Q •< 5,686 P pour que la plus forte compression ou dilatation soit exprimée par {in\ 2/"' (2a + s).
Quand Q dépasse cette limite 5,086 P, \o choc ne se termine qu'après
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(,)t = (ja-\-z. Il y a lieu de considérer et de comparer les trois maxima (m'), (m"), fm") et même le suivant, (»i") 2/"' {Sa + z), si, d'après le même
tableau ci-dessus (e'J, ^ va jusqu'à excéder 7,35. Or le maximum (m")
2/''(4a+ s) y est plus fort que (»t') 2/"' (2a -H s), et il suffît que ce même
2/"'(4a-f-£) dépasse {m'î) -f (öa + e) pour qu'il dépasse les suivants comme
on vient de dire, et qu'il soit le plus grand de tous. U expression de cette con-
dition donne, en divisant tous les termes par -e ^'
2P inégalité dont le premier membre, pour— plus petitquele nombre 0,55174
trouvé par (oj comme limite inférieure, grandit visiblement dans chacune
de ses deux parties en même temps que -^ ; et, égal à — 1 pour — = 0,
op . Q .
devient positif dès que ^ dépasse 0,14476, c'est à-dire quand p est moindre
que 15,82.
Ainsi, la plus forte compression est (»i ) 2/'' (4a + i) quand le rapport ^
se trouve compris entre o,C8G et 15,816.
Enfin, si p dépasse 15,816, cas où 2/'' {Ç>a-\-î) dépasse 2/'' (ia + s), et où,
d'ailleurs, le choc ne se termine qu'après w^ = 8a, le maximum particulier 2/"' (6a -h î) est le plus grand de tous, pourvu qu'il dépasse If (8a + s). La condition pour qu'il le dépasse est que l'excès de (»i ") sur ^m'^j surpasse zéro. Cela donne
inégalité dont le premier membre, négatif quand on fait:= 0 son inconnue
-çT, mais croissant dans chacun de ses trois termes variables, avec-j- pour les
2P petites valeurs de — dont on a à s'occuper (ou moindres que 0,14476), devient
2P positif dés qu'on arrive à ^ = 0, 07949, racine de celte inégalité résolue
numériquement comme une équation; ou, ce qui revient au même, quand
p reste au-dessous de 25,16.
Ainsi, la plus forte compression a pour formule
('•,) — 3 =2/'' (6a + a) lorsque Q est compris entre 15,82 P et 25,10 P.
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Lorsque ^ devient extrêmement grand, le choc, d'après ce qu'on vient de
voir, ne se termine, ou le corps heurtant ne quitte la barre heurtée qu'après
un temps t comprenant un grand nombre de fois celui — de l'aller et du
retour de l'ébranlement provoqué au premier instant de leur jonction. Une sorte de continuité approchée s'établit; les mouvements se règlent bientôt comme si l'inertie de la barre était à peu prés sans influence devant celle de la masse considérablement plus grande qui l'a heurtée ; ou comme si, au cours des nondjreuses réflexions de l'ébranlement, la proportion — d de la contraction devenait sensiblement la même d'un bout à l'autre de la barre. Alors, les formules obtenues élémentairement au n" 2 d'après Young, Tredgold, Poncelet, etc., en négligeant l'inertie de la barre heurtée, peuvent être appliquées avec une approximation suffisante, en sorte qu'on peut prendre pour la plus grande contraction ou dilatation, la formule {b) du n° 2,
Appliquons-la, comparativement à celle (r^), quand ^ = 25,16 ou la plus "rande valeur à laquelle s'applique cette formule ; nous obtenons :
{s') Par(;v ou (m';),— 0=.2/-'(Grt + £) = G,02ol2-,
(s") Par(si), — D = -v/25,l(J = 5,01925- (*) •
Ainsi appliqué dans la limite où nous possédons la vraie formule {i\),
celle (sj) ne fait erreur que de ^ dans l'évaluation de la plus grande dilatation éprouvée.
Si le rapport de Qà Pexcède25,lC, l'erreur sera encore moindre, puisqu'elle
se réduit à zéro pour -j^ infini. Mais, même, il sera rare que ^ atteigne25,16;
il n'est donc point nécessaire de pousser plus loin, ou jusqu'au calcul de
f (c— , ), dans une vue de plus grande exactitude, une analyse qui,
sans offrir plus de difficulté, se complique de plus en plus ; et on peut s'en tenir à ce qui vient d'élie donné.
Il reste touU'fois, pour éclairer celle matière, à prouver que la solution
(*) Ainsi qu'on a dit ;'i la lin du ii" 11, \). 480 y, l'on ne gafjnerail rien, car on trouverait 4,988 au lieu de 5,01925 si, au lieu de [h) ou (v,), 'on substituait la l'ormule {c') des n°» 2 et 11, p. 480 r et WO t. Cette formule (r'), (|ui suppose la dilatation Kiiiforiiic, ne donne Une deuxième approx.imalion que pour le calcul des déplacenienis divers du point heurte.
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vulgaire, susceptible d'èli'c ublenue élémenlairemenl quand on suppose négligeable l'inertie de la barre, et se tirant encore de la série (/) de Navier (n" 4), peut être déduite aussi de l'analyse qui vient de nous donner la solution en tei'mes finis.
Pour y arriver, supposons, de prime abord, que la séparation ne se fasse que lorsque &)f = ^ atteint un nombre de fois extrêmement grand la longueur la. Alors, ainsi que nous avons dit, la fonction /"(") peut être l'egardée comme gi'aduellement variable, c'est-à-dire comme ayant ses petits accroissements proporliomiels à ceux de sa variable qui y répondent. Si donc nous écrivons sous la forme suivante l'équation fondamentale [l) du n" 8, immédiatement déduite de celle (s) de jonction du corps heurtant ave(; la barre, en y remplaçant :: ou Oit par ? -f- a d'où m/ — 2rt par '^ — a, et mettant pour - F ( -
sa valeur reconnue égale a - ,
"la Oa '■la ~~ -la (./
nous pouvons y regarder ^-^ 11— XilIZiz comme égal à /'(i;); et puis,
toujours en vertu de cette marche supposée continue de /', d'où sa variation linéaire dans le petit intervalle 2«, nous pouvons regarder
f (; + »)- /■-(;-,,) 'la
comme égal à la dérivée /'" (C) de /' (î). 11 en résulte une équation différentielle du second ordre
<«■' ^"<-' + ïï^ '■'■' = 5^0- ■
dont l'intégrale bien connue est, A et B représentant deux constantes
Sans donner ici le détail des considérations par lesquelles M. Boussinesq détermine les deux constantes et réduit cette équation à
ilpeutsuffire de remarquer que lemouvement est ainsi, dans ce casextrêmej sensiblement pendulaire ^ ce qui a pour conséquence les résultats de la théorie élémentaire, au nombre desquels est la formule (i) du n" 1, ou
De tout cela M. Boussinesq conclut que dans la pratique, il faut prendre, pour les proportions — î) des plus grandes contractions ou dilatations de la
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§ 61. — Vibrations transversales.
Je passe au problème des vibrations transversales, qui est de la plus grande importance, principalement en ce qui concerne les vibralions des cordes. Le problème des cordes vibrantes a été traité, depuis
barre prismatique d'un poids P, heurtée longitu'dinalement avec une vitesse V par un corps d'un poids Q à une de ses deux extrémités, l'autre étant fixe, les valeurs suivantes, qui sont respectivement celles de 2/"' {i), 2/' (2a -h s),
2/''(4a + £), 2/"' (6a -h s) ci-dessus :
iAu point heurté, à l'instant du commencement du choc Y — 3= - cruels que soient P et 0 ;
A l'extrémité assujettie, ou opposée à celle qui a reçu le choc :
Pour^<o,68(j : —3=2- {\+e ^ ), donnant —d=— si ^ est très petit
Pour p >5,686et<13,81G: — 3==2 - [1 + A— i j'jV '"'' -f c~ ~^ 1 ;
Pour p >15,81G et<25,'lG : —'^=^1 l+( 1-8^+8^. je '^ + ( 1—8 ^
Pour^>25,lG: — 3= (sensiblement) - i/-^=:VW r —
D'où il tire la conclusion que quand un corps massif heurte longitiidinalement, àun bout, une barre de longueur finie dont l'autre bout est fixe, la ])lus grande déformation qui en résulte se produit à l'extrémité fixe, et
sa proportion vaut le produit de celle de début, -. par un nombre dépendant
du rapport du poids Q du corps au poids P de la barre, et qui, égal à 2 quand ce rapport est nul, grandit indéfiniment avec lui en restant supérieur à sa racine carrée vers laquelle il tend.
Ce seront ces déformalions, quel que soit leur signe, c'est-à-dire dilatations ou contractions, dont la valeur numériijue devra, d'après ce qu'on a dit de ce qui peut se passer pendant la détente (fin du 11" 12, p. iSO/^/'), être égalée
à la limite ~ des dilatations non danfrercuscs ])our établir (w" 10 et 11 de
la Note du § o7, p. 207 à 270) la condition de coliésion ])ornianouto, c'està-dire de uou-rupture, même éloignée, ou de non-énervement de la matière de la barre.
{VA nous renvoyons, au leste, à la fin du i)° 11, pages 4(S0î/ et ;;, pour la solution de la parlic du problème consistant sinq)lemeüt dans la détermination du plus grand déplacement de l'extrémité heuilée.)
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au produit du poids du corps qui la lieurte par la hauteur de chute gi-néra-
trice de sa vitesse de clioc, est égale au — =:^0,0oüü56 du produit de son
volume par -^ qu'il appelle le mxlitle de rcsilicnce (ransveraah de la ma-
tiére dont elle est composée.
Mais on conçoit fiu'il faudrait un plus grand nombre de calculs rigoureux portant sur d'autres exemples pour s'assurer de l'approximation de cette sorte de compensation des causes d'augmentation et des causes de diminution du coefficient numérique quand le l'apport des poids Q et P varie.
55. — Suite (les api)lifaüi>n.< des noliitious vkioiiveusea ou en séries. — Eremple d' im])ulsi(m en partie güadcke due à l'action de la pesanteur de la barre ainsi que de celle du corps qui l'a heurtée. — C'est le cas, n" !25, de la prise en considération des poids agissant après l'impulsion brusque et verticale d'une barre horizontale, qui a fourni pour les déplacements u la
formule (/>.) ayant une partie entière hors du V, et, dans la parenthèse, sous
ce signe V, outre te terme ordinaire affecté du sinus d'un multiple du
temps, un second terme affecté du cosinus.
Déterminons seulement la plus grande flèche de flexion; en ne tenant compte, ce ({ui suflitàtrès peu près pour une pareille détermination, (|ue de
ce qui est fourni par le premier terme du V, celui qui vient de la plus
grande vibration, ou de la plus pelite des valeurs rûQ de m, donnée par le premier tableau du n" 5'2.
Alors, la plus grande valeur de u se trouve, à chaque instant, au milieu. Mais il faut connaître à quel instant aura lieu le maximum de la parenthèse
Irigonoraétrique binôme ent affectant ce que recouvre le V. Si l'on égale
à zéro sa différentielle par rapport à t, on en tire :
'"-/ iir-\-
On voit une l'angle — excède '- ; on aura le maximum du binôme en T z
prenant cet angle entre -^et -: car le sinus étant positif et le cosinus négatif, le binôme, en faisant la substitution, sera positif; tandis qu'il serait négatif si on prenait l'angle entre -^ et 2^-.
On a ainsi le cosinus et le sinus égaux à — gz- et à )?i-Vt divisés par \/ \9'''] -i-('»'Vr) • Substituant, le binôme devient ce radical lui-même
multiplié par — ; . Donc, en désignant par f^ la flèche que nous appellerons
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totale, qui est l'excès du maximum de (20:,= „ s""" ^^ partie qui provient de la flexion avant le choc, fournie par le premier des deux termes de (p/) Jiors du V, et en remettant pour (/t- sa valeur dans le premier terme sous le radical, on a :
(»e) /t^I'"''»^- de w,,)— -^
48Ëi
+ (/«nV:i-
"IV \cos- in„ coli'-/».
11 serait facile de calculer celte expression pour les diverses valeurs de m^que donne la première colonne du tableau des valeurs de m, du n" o!2. Or, 1", nous j)Ouvons remarquer que la fraction affectant le radical, si on la multiplie par ml Vt, n'est autre chose que la valeur (ry'J, donnée (p. 555) au n" 52, de la fîcche dijnaniique f^^ pour ni=mQ; en sorte qu'en faisant i)assersous le radical cette fraction élevée au carré, le second terme deviendra ce que nous avons appelé /'^.
2*^ Si l'on calcule les valeurs de celte même fraction pour divcMs rapports de P à (}, on trouve
Pour — =
' "IV " \cus- Wq coh- lll^,
O.DO'Jb!:)-
SS =j
La fraction dont il s'agit diffère ainsi extrêmement peu de la valeur ^,
p qu'elle a exactement, comme nous verrons au n" o7, lorsque - est regardé
comme infiniment petit, ou qu'on néglige l'inertie de la barre. En la remplaçant par p|-, et en faisant passer ce rapport sous le radical, son premier
terme devient irrrr,) »ou le cairé de la flèche purement slatùiiie que nous
désignons ainsi
(ll'lt
prise par la barre sous la pression dti poids <j dans l'état de repos. On voit ainsi, f\. étant la llèche totale^ que* dans les limites très étendues
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du rapport du poids V de la barre au poids Q du corps qui la heurle, ou peut prendre
K) fr^fs + ^n + ti-
C'est l'expression qui a été obtenue par Poncelet pour le cas extrême de 1> -- très petit ou en négligeant, dans le calcul, l'inertie de la barre, lors(iu"il
s'agit du clioc longitudinal.
Si V = U, d"où /o = 0, c'est-à-dire si le corps pesant Qesl posé sans vitesse sur le milieu de la barre, cette expression devient
ce qui donne une généralisation, ou une extension à presque tous les rapports du poids heurté au poids heurtant, du tliéorème connu, trouvé pour le cas où le premier poids est très petit vis-à-vis du second, et qui consiste en ce que la flèche de simple mke en charge, sans vitesse, est double de la flèche statique.
Ce résultat se conçoit jusqu'à un certain point à priori; car, au delà de la situation d'équilibre statique que traverse le système du poids posé Q et de la barre P, et où la vitesse du point milieu est arrivée à son maximum, cette vitesse décroit en passant par tous les mêmes degrés que ceux de sa croissance, et doit engendrer, par conséquent, le même espace parcouru.
Ce théorème de Young énonce le premier résultat, en quelque sorte, d'impulsion continue, ou graduelle, ou tranquille, des systèmes élastiques, qui ait été trouvé.
56. Solutions approchées et simples de problèmes de déformation dynamique des corpa ou systèmes élastiques, tirées du développement des sinus de multiples des coordonnées qui entrent dans les solutions transcendantes. — Première approximation qui suppose très petite la masse de la pièce heurtée, comparativement à celle du corps heurtant. — Prenons encore pour exemple le problème (n"' 4, 6, 15) du choc, au milieu, par un corps de poids Q, de la pièce prismatique de longueur 2a et de poids P, appuyée aux deux bouts. Alors, expression (e,) du n" T», on a
^ -^ /smm sili /;/ ^ , .,., / 1 1 \ cos»; cohm
CCS m colu/(/ \cos-//( coli-/;*
Vu les développements connus des sinus et cosinus circulaires et hyperboliques rappelés au n" 22 formules (v.), on trouvera facilement
, . „ - .\.'2.:A,\a (!'/ l.'2...7\ 1«' \.^.örr l.ti «^ ^ ö'/^ 1.2..11 («t) Z = 2»r ^ '- ^ ~ /
1 — in^ 4- ^ )/iS .
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\cos-?» coli-//( '
2iv/(« 'j>0/)('o
Ai) 141 /.)
fit, pour l'équalion destinée à fournir le paramètre m,
sin )ii
sili
cos m
col
1 inj
210 ' Mh^m ■■■■
On sait que les développements comme {c-) d'équations Iranscendanter. bornés aux premiers termes ne peuvent fournir approximativement que leur plus petite racine; nous n'en tirerons donc que celle que nous avons appelée hIq.
Supposons d'abord (jue le rapport - soit très pehl.
L'équation prouve que ml est du même ordre de grandeur que ce rap- )rt; on peut donc réduire son secoi à ce premier degré d'approxi nation,
port; on peut donc réduire son second membre à _-J» el l'on obtient,
':hn 2P 4 6P
On a en même temps, d'après [c~), (b.), (a-), __" = — ^ Sm^, = -^
pour les deux termes du dénominateur de Texpression (:„) de //, el
I_? ( '- ^ —] iiour — Z dans son nnméralcnr; d'où, en ôtant le signe >
cl en niellant pour t sa valeur i /-—-, avec i /— pour ml, l'expression de première apjtroxinuition suivante :
C'est précisément w (in'oii aurait trouvé en supposant nulle, de primo
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abord, la masse -, ou en négligeant rinfluence de l'inertie du corps heurté
pour retarder et diminuer la flexion, ce qui aurait réduit l'équation différentielle à
à intégrer avec les conditions suivantes (où l'inertie du corps heurtant Q n'est point négligée comme celle de la barre heurtée) :
En effet, si nous appelons — ^T une fonction arbitraire de t, prise pour second membre de l'équation résultant d'une première intégration de ^-^ = 0, les intégrations subséquentes faites eu égard aux trois premières conditions donnent
qui fournirait le déplacement statique des divers points si ï n'était qu'une constante représentant le déplacement du point milieu, ou la flèche. La substitution de cette expression dans la quatrième condition produit
::-rr, '7-; + T = 0: équation qui, intégrée de manière que les deux dernières
IK^hl ci-
conditions, revenant à ce qu'on ait -^ =-V et T = 0 pour i = 0, soient satisfaites, donne, ce qu'il suffit de vérifier, une valeur de la fonction T du temps dont résulte bien l'expression {d-,) du déplacement u.
Cette expression [d-) fournit, en faisant %=^a et le sinus égal à l'unité, la suivante, simplement approchée, et connue, de la flèche centrale de flexion que nous avons appelée (n" 55) flèche dynamique et désignée par {^ en même temps que nous avons désigné par f^ la flèche staticpœ due à l'action, au repos, de la force Q appliquée au milieu :
57. Méthode générale et élémentaire donnant les flexions, extensions, contractions, torsio7is, ou les divers petits déplacements des points d'un système élastique quelconque, dus au choc d'une masse rigide lorsque, pour première approximation, on néglige tout à fait l'inertie de ce système quelle est venue heurter. — Puisqu'on y néglige l'inertie du système élastique heurté, ce qui revient à supposer nuls les retards qu'elle apporte à la communication du
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mouvemenl depuis le point heurté jusqu'aux points fixes, le système se déformera successivement comme s'il était sollicité, an repos, par une suite croissante de forces appliquées au point heurté et dans la direction du heurt. Ces forces, égales et contraires aux réactions qu'oppose l'élasticité du système à la continuation du mouvement du corps heurtant, restent dans un rapport constant avec les déplacements successivement produits et supposés très petits.
La théorie statique de l'élasticité fait connaître, pour les divers cas, le rapport dont il s'agit. Si nous l'appelons
c'est-à-dire si un effort statique q', à l'endroit du heurt, est capahle d'y produire un déplacement /', on aura, lorsque ce déplacement sera arrivé à une petite valeur quelconque ii'
pour l'effort supporté, ou pour la réaction égale et contraire, qu'alors le système élastique opposera à la continuation du mouvement du corps heurtant Q et du point heurté. On aura donc pour le travail résistant opéré lorsque le déplacement //' sera arrivé à son maximum /'^ qui est ce que nous avons appelé la tlèche dynamique,
{a.) Travail total | " jr, it'dii' = q' -r-,
Égalant ce travail, produit jusqu'à l'anéantissement de la vitesse, à la demi-force vive initiale, on a
d'où
Si l'on prend </' = Q, f n'est autre chose que la flèche statique /j, qu'aurait produite au repos le corps 0 agissant par son poids sans vitesse d'ai-rivée. Un a donc pour la flèche dynamique, quelle que soit la structure de ce système élastique dont on négligefainsi l'inertie :
/i.-vv/£
ou l'expression (f~} déduite de celle (d-) trouvée au numéro précèdent de deux manières pour le cas particulier d'une barre unique heurtée au milieu.
11 est à peine besoin de dire :
1° Qu'on peut, plus èlémentairemenl encore et sans aucune intégration,
DEUXIÈME APPROXIMATION EN EXPRESSION AUSSI SIMPLE
obtenir l'exprossion (g-) du travail total, d'où celles (//-), (L) de la llècho dynamique : car, puisque l'effort ■- u' va croissant uniformément depuis
m' = 0 jusqu'à la petite flexion u'=^f^ qu'on suppose rester dans les limites de parfaite élasticité où les effets sont proportionnels aux forces productrices, sa valeur moyenne est ,y % f^^, donnant, si on la multiplie par l'espace
parcouru f^, le travail 7' _Li^ , ou son expression (g-) applicable à tout système heurté.
2" Que, puisque la déformation s'opère approximativement comme sous un effort statique, il suffit, pour avoir le déplacement maximum de tout point du système dont on donne les coordonnées, de multij)lier Je déplacement [i-j) /jj du point heurté par la fonction des coordonnées statiquement obtenue
pour représenter, comme fait le binôme ( ^ - — -iiy ^ 1 dans l'expression le-)
déterminée statiquement au n" -"(î, le rapport du déplacement de ce point à celui du point heurté qui était le point z-=^a.
7)" Qu'un raisonnement non moins élémentaire (*) montre que pour avoir les déplacements à une époque qnelconquc, il suffit de multiplier pour tout
point son déplacement maximum par sin (t^^ ,
58. Deiirihne approrimation, considérablement plus grande, exprimée par des formelles à peu près aussi simples que la première, et susceptibles d'élre
employées jusqu'à des limites étendues du rapport - de la masse du système
heurté à celle du corps heurtant. — Application, d'abord, à la barre appuyée aux extrémités et heurtée transversalement au milieu. — Cette deuxième et généralement très grande approximation, notamment de la flèche dynamique de flexion du système élastique, ainsi que de la durée périodique ou du ton de son oscillation principale, s'obtient en ne négligeant que les termes affectés de la huitième puissance du paramétre désigné par m^, dans les développements algébriques des équations transcendantes qui en fournissent la valeur, et dans ceux du premicF et principal terme des séries 2.
iNégliger m^ devant m,' semblerait équivaloir (n«5fi) à négliger — devant-,
ce qui ne serait permis que pour de petites valeurs de -• Et cependant,
chose toute particulière et heureuse, dont l'explication ne s'aperçoit pas de suite, les formules ainsi obtenues donnent des résultats se confondant presque
(*) Voir tous les cours de mécanique pratique où l'on traite des oscillaUons pendulaires.
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p avec ceux des foi-iiiules exactes lorsque - est plus giaad que 1 et même que
2, 5 cl i, comme ou verra.
Par exemple, pour noire problème (n"* ^, 5, (>, 7\Çt) de la barre appuyée
. , ... , , ,, ... ... .• /siu m sili m\ 'JP
aux extrémités et heurtée au milieu, 1 équation )n
vcos )a cos hj 0 donne, par son développement (c^) en divisant de part et d'autre par le second membre sauf par son facteur m', et négligeant les m- :
.11' /', '"'* \ / , '"'' \ 'ji' / , I'
d'où on tire
HP
Comparons les valeurs de j/j^ données à un tableau au n° 52, et exactes à quatre ou cinq décimales, avec celles que fournit cette formule (/;), ainsi
qu'avec celles que donnerait la première approximation i — U du n" 7>>j, Nous aurons
Pour- =
Valeurs exactes do
Formule (y.),
Wo = . .
Formule (—]'
i.r.ioo
On voit que la formule ( ji ne saurait fournir dos valeurs de »i^, approchées, excepté quand le rapport - du poids de la barre au poids du corps
heurtant est sensiblement au-dessous de 1/4; mais que la formule presque aussi simple (j^), de deuxième approximation, que nous venons d'obtenir,
fournit, jusqu'au rapport -:r= 4, considérable cl assez rare, des valeurs fort
peu différentes de celles qui se firent de l'équation transcendante dont les valeurs exactes de m^ donnent la |)lus petite racine (*).
(') Il est bon de remarquer qu'on n'aurait pas des valeurs de h/i, aussi approchées si on né-
RÉSULTATS TRESQUE EXACTS DE LA DEUXIÈME APPROXIMATION
Calculons, avec la même deuxième approximalion, l'expression (:-g de
,...,,., r, /sin m sili>/( ,
u pour 2 = 0, en divisant haut et bas par mL =w ,eten
\cosm cohm/
nous l)ornant toujours au premier terme de la série V; nous aurons, eu
substituant ensuite les développements algébriques (è^), [c-) des expressions transcendantes en m,
. '"-/. yn-l
4Vt ""— iV^ *"" —
CCS- //( coh- \n , ^ \ 45
sm /;/ sin
sm /// sin m / ?«* \ / ///* \
CCS »t colu;i \ ^ / \ ~ ^ + ■ ■ ■ • J
OU, toujours en supprimant les termes en ?n\
4V- ^'"-r- Vtsui —
Substituant les valeurs de ml et de ??/^ tirées de l'expression de deuxième approximation (j.), puis mettant pour t sa valeur i/-— - et ayant égord
ensuite à la valeur
's — (ÎEI de la flèche statique, et à ce que u^^ est, pour le temps t, le produit de la ileche dynamique f^ par sin -^ , nous avons enfin
' - ' ■• 17 p\ , /, 17 p V \ ^ùoLV
\Ao('-l^^) 0-
gligeait -r^ devant 1 au lieu de négliger /«», c'est-à-dire si, dans l'expression (j^) de m^ ,
p / 17 P \ on divisait le numérateur par le dénominateur en prenant, ainsi, m' =5— i 1 1
qui, d'ailleiir?, s'annulerait pour P — '2, 0588.
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On voit que la valeur de seconde approximation de la flèche dynamique /„ est égale à celle de première approximation Vi I :~L == — ^^^-four-
■e approximation Vi /-:iL = — --=r
P nie au n" 50 par l'hypothèse du rapport- infiniment petit, divisée par la
d7 P racine carrée de ce binôme correctif 1 -|- -- - par lequel il faut diviser aussi
la valeur de première approximation du paramètre w^ pour avoir celle de la seconde, sensiblement égale à sa valeur réelle. Cette expiession simple de la flèche dynamique /^ = ii^^ divisé par le
sinus de— =-, ou cette sorte de théorème dont l'analogue se retrouve dans
toutes les solutions de problèmes de ce genre, donne, ce qui est remar-
p quable, comme celle {j^) de n^ et jusqu'à - s'élevant à 4, des résullats fort
approchés de ceux d'une analyse exacte et complète, comme sont ceux qui ont été rapportés à la fin du n" 53.
Voici en effet la suite des valeurs obtenues pour-i' ;
Vouv- =
Par le calcul et l'addition d'un nombre suffisant de termes de la série
Par la formule
l An
vK'+^li)
Par la formule de i»remière approximalion =.=^ t^ -^^
YT
o.Tr.o
O.IOX'
O.IGS"
SS
On voit (|ue l'expression de pi-emière approximation, seule enseignée jusqu'à pi'ésent pour obtenir la flèche dynamique de flexion, est en défaut,
p excepté pour des valeurs du rapport - qui seraient très petites, tandis i[ue
la nôtre, de deuxième approximation, ne le cède presque en rien à l'expression Iranscendante et exacte pour toutes les vahMirs usitées de ce rapport.
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39. — Forinc de la harre à une époque ((uelconque, d'après celte dcu.rième approximation. — Comme on ne tient compte, en en faisant usage, que du
premier terme de la série transcendante V, on aura, pour tout point de la barre et pour toute époque, le déplacement u en effaçant, de son expression (ie) du n" r»(3, le signe V, en y mettant pour Z son développement (r/.,)
en expression entière, et, pour m, la valeur [j-,) de m^ de deuxième approximation.
Cela reviendra à prendre l'expression [k-) ou (/,) de l'ordonnée centrale
u^^ et à la multiplier par rj- c'est-à-dire, d'après (o-), par
(:?i-ii:)--^(-Ii-^^i:-^i:4-l^)- '
En divisant le numérateur par le dénominateur, on a, au degré d'approximation où l'on efface les m^ devant I, la même chose que si l'on multi-
pliait le premier ternie du numérateur de cette fraction par 1 H- -^j- en laissant le second terme tel qu'il est. Remplaçant m,'; par sa valeur (7,), on obtiendra pour l'ordonnée approchée de la courbe de flexion, à toute époque :
[ Il = l'expression (/;) de » ^ multipliée par ('-- — :) -r ) H-
Comme le second terme de ce facteur est nul pour le point milieu 3 = 0 comme pour les extrémités ::• =0 de la barre, et sera toujours très petit devant le premier qui est =: 1 pour z=:a, on voit que ce premier terme
:r- — - — I suffira généralement, c'est-à-dire que suivant cette deuxième ap- 12 « 'J ay
proximalion comme suivant la première du n° 54, la barre prendra successivement les mêmes formes que si elle était sollicitée, dans l'état de repos, par des forces appliquées statiquement au point heurté, mais donnant au
maximum, ou au temps sin — ^ = 1, une flèche dynamique (Z^) différente de
celle [f^) ou (i\) de première approximation qui est fondée sur une abstraction de l'inertie de la barre.
Mais la forme ainsi obtenue pour la barre ne donnera point, d'une manière suftisamment approchée, ses jaZus grandes courbures. Elle ne fournira
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point, par conséquent, les conditions de sa résistance si les vibrations secondaires, tertiaires, etc., données par les divers termes de la série y, sont capables, malgré leur.s imperceptibles durées, de mettre autant la cohésion en péril que la vibration principale (n"o4).
40.- — l'alcnrs du diviseur binôme correctif de la première approxima-
tionpour divers cas de choc d'une barre élastique.
1« Cas déjà traité de barre appuyée aux deux bouts et heurtée au milieu.
17 P Diviseur : \ -{- ^ -•
2° Barre P encastrée aux deux bouts, heurtée au milieu par un corps "*. L'équation du n° 12 donnant les valeurs du paramétre 7/1 est
(</j roproduilc) m (1 — cos »i coh m) = - (sin vi coli m -f cos m sih m).
Mettons pour les sinus et cosinus leurs développements connus, et m,^ pour m puisqu'on ne peut avoir ainsi, comme nous avons dit, que la plus petite racine de cette équation, celle qui répond au premier et plus influent
terme de l'expression en série V du déplacement transversal n, et qui suffit lorsqu'on ne se propose d'avoir que la flèche dynamique /j, ainsi que
le temps périodique Srr-^de la vibration donnant le son fondamental produit par le choc. Nous obtenons:
ou, divisant par ce qui multiplie m^ dans le premier membre et supprimant toujours les termes en vil,
?H * z= 1 2 — ( 1 tn '
d'où
1" approximation m'i^ = 12 - ; 2* npproxiinntion lu^ =
le diviseur biuônic correctif est 1 H •
3" Barre \\ encastrée à un bout, heurtée transversalement à l'autre par Ij
corps Q. — l,'é(|ualion en înest(n'' lo)
p (7',reproduile) - (1 + ces m coli m) - m (sin »( coli ui -— cos m sih m).
niVISEURS BINÔMES CORRECTIES TOUR LES DIVERS CAS. 0/0
. divisant par i^ ( I — cnj,) «^ négligeant ??i,j. 51' , Il .\
. 51' . . .. , <J . 1'' approxinialiOH »<; — - — : "i" approximalion m\^ = „-t^, .
' divisriir binùiiie coneclif est 1 + ttttt: •
4" IJarre I' appuyée aux deux bouts et heurtée transversale. nent ailleurs qu'au milieu par un corps Q. — Soient (comme au n« 17) '•la sa longueur. h, bi les distances où le point heurté se trouve de l'extrémité de gauche et
de l'extrémité de droite, en sorte que h-^bi-~2a. On a trouvé m(Z).^^=— -
pour l'équation en »i; ou, vu l'expression i.rj de (Z).^^,
— = ; 1 OU p = - , (1 z= ~ , jj Jf- q ^2 •
(jiii col iiip -\- col »Kj {:olh mp + coin inq a a
Or, en général on obtient par division algébrique du cosinus par le sinus
cot » = '\ 1 X .r'* 'ix^
el coth a; = \ x~^ o ii) "*" 9 15
(^.'où
COlH(ü=k I /l //- ,'\ m, , 2»' ,\ C0tm7=( {a m,'mc
— ( »f lli; — ( » -^ — - — /»* ) :il. . . . ; < clioseavecc/
et coth m/> = ( »( \ />» 15 /"^,>\/ ol5 / cotli/H7= ( aulicudc
L'équation en m devient
^_ -5(^^+^ + -Srrr-'"',)
VI- \ j) q -i;j / 1» \ .jIo
On a, vu que » + 7 = 2, -4--:;=—. Si on iléveloppe en divisant le pre-
mier membre par le second et négligeant les >u^ puis multipliant de part et d'autre par »iS on obtient
Oi-, de p-i-fjz=:11, on déduit en gênerai p +7 =-^ \l> +^1 J
1 II— \ n— l\ .
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d'où
ir + (f' =1% — ^Sp<i . /)•' + 7^ — 5'2 — 40y*7 + 1 <>/j'(/- .
L'équation précédente revient donc à D'où, pour la plus petite racine ///o
Mettant pour /> et <i leurs valeurs -, -, et, vu '2« = /;+/^], on a
5P/«'\"- ... -, TT te
et le diviseur binôme correctif est 1 + -^ j^ M + i> 1 + . ' | •
En introduisant les valeurs de //îq tirées de ces secondes approximations dans les solutions (ij, (AJ, (^^ä) des n"" 15, 16, 17 après les avoir développées, on obtiendra les valeurs des déplacements //, notamment aux points heurtés, pour cette même approximation dans les divers cas traités d'impulsion brusque.
\\^ — Solutions (le ticu.rièinc approximation pour /r.s- ca^ <V imitulsion traitqiiUIrs ou (iradiie'es. — Les mêmes considérations et calculs que nous venons de présenter pour les impulsions brusques leur seront applicables.
D'abord, pour le cas complexe du n" 25, d'une bairc horizonlale subissant l'impulsion brusque d'un corps Q, suivie de l'impulsion graduelle de la pesanteur et de celle des deux corps Q et o", comme l'équation [u] en m est la même, &auf Q + q' au lieu de Q, ((ue lorsqu'on ne lient pas compte de ces deux pesanteurs, on aura encore, en deuxième approximation
—7 divise par 1 + ^
et le déplacement //, pour tout point, sera égal aux deux ternies algébriques précédant le V dans [p^] plus l'expression {It) de »„ du n" 5(>, excepté qu'au
III -t ., ., . m'-t </T* m'-i
lieu de Ytsin — au numérateur, il y auraYrsin — , cos -^; et (lu on
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multipliera celte expression par le polvnôine en-, valeur de 7;^ qui, dans
l'expression (/'-) du n" 59, multiplie l'expression il-) de u^^ ; et aussi, que l'on mettra Qh-q' au lieu de Q quand le corps </ préalablement uni à la barre existera.
Pour la barre des n"" '20 et '27, sollicilée sans choc par une force constante ou variable 7 en son milieu où est attachée une masse Q, on se servira
toujours des expressions (rj ou (^J de u, sous le signe y\, en y mettant
pour m.
Et quant aux ban es des n""- 28, 29 et 50, dont le milieu, où aucun corps étranger n'est fixé, se trouve astreint à un déplacement soit invariable, soit fonction du temps, ou bien à recevoir l'action continue d'une force, il n'y a pas à rechercher des valeurs approximatives de )n puisqu'elles sont
toutes connues et égales à —', — '» " n ^ a dûn(' pas lieu d'v user d'au-
tre approximation que de se borner à un seul terme de la série "V (*).
f) On peut se demander si cette sorte de simplification et d'approximation peut s'appliquer aux problèmes d'impulsion brusque de barres librf's ou pivotantes des n " 19, 20, 21, 22, 25.
Les deux cas particuliers considérés au n^ 22, 1» de barre libre heurtée à un seul bout (cas 9=0): J." de barre pivotante autour d'un point fixe qui est à un de ses bouts, heurtée à l'autre (cas r = 0, q = x> ) qui a été considéré plus directement au n" 2ô), ont offert respectivement pour les équations transcendantes dont les racines sont les diverses valeurs du paramètre ;«. ces équations ayant été dégagées du l'acteur m qui donnait une racine m = 0,
1" cas : >ii sin tu coli m — cos //( sih m) -\- — ( [ — cos m coh m ]
cos III coli III „ Ù
!■' cas : — r- = 2 III ~
sin //( sih III V
Celte équation du 2'= cas étant développée devient — ^^^° — ^^ 2 m, -. donnant avec la
racine iii,^=^0, qui reparaît, une autre racine qui serait tirée de iii^ = — ~ ( 1 4- ^ ) î
valeur imaginaire et nunu'riqwiucnl considérable, surtout quand P est petit devant Q. Celle du premier cas étant développée de mémo devient :
2m'' / m'' \ F /«* / II,-* \
'" -r i • - •7ïïi+--j + o T ( ^ - 4ro - •••• j = 0.
D'où une racine m'^ = 0 et, en négligeant les nfl. une autre donnée par m), =
210 pp . Cette dernière, même pour les petites valeurs de - . est trop considérable
1 + i pour qu'il soit permis de négliger les ?//„-
lîes'.c donc a prendre les racines m =0. Elles fournissent pour ces cas, comme on a vu
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4'2. — Remairjue sur le partage (jiii se fait, entre le système heurté et le corps heurtant, de la (juniitité de mouvement apportée par celui-ci. — Observons, comme préparation à une méthode de reeheiche élémentaire de la solution de deuxième approximation ci-dessus, que la vitesse donnée par cette solution pour le point heurté, après l'acte du choc, aurait été obtenue de suite et sans intégration j)Our le cas, par exemple, du choc exercé au milieu de la barre appuyée à ses deux extrémités, si l'on avait supposé
que la quantité de mouvement initiale ^— du corps heurtant, se partageât
dans Y acte du choc, et préalablement à la flexion qui en est l'effet, entre sa
masse -et celle - du corps heurté, mais celle-ci, eu égard à ce qu elle n est
pas libre, étant réduite aux ^^ de sa grandeur.
11 en fût résulté en effet, V, étant la vitesse commune après l'acte du
choc, QV-— (q+;^P jV„ ce qui donne
QV
G + Uv
D'où l'on aurait pu déduire la demi-force vive du système à cet instant,
17 1' en ne comptant toujours la masse de la barre que pour — -, ce qui aurait
conduit à l'expression (/-) de la flèche dynamique on égalant celle demiforce vive au travail de réaction élaslique estimé au n" 07.
Mais nous renvoyons ce calcul au n" 46 où la valeur de la demi-'brce vive après le choc se trouvera établie sans cette réduction fictive de la masse de la barre.
45. — Solutions de deuxième approrimation des problèmes du choc de
au II" 2'2, en les substituant dans les parties transcendantes des solulions, précisément les parties algébriques qui les précèdent et qui donnent les raouvements de rigidité'.
De là, nous pouvons inlérer que dans les cas de liberté ou de pivotement, la seule solution fijifirof/irc, comparable à celles de première et de seconde approximation ci-dessus, est ce qu'on a pour Ir iiiouvnncnl tir In barre m la supposaiil rif/idc. Si Ion veut avoir les flexions, même seulement celle qui est due à la vibration prinripalr et qui répond plus petite valeur »/„ de m, rien ne dispense de résoudre numériquement, et par un procédé exact d'approximations successives, l'équation transcendante en /;» pour la valeur numérique donnée du rapport des poids I' et Q.
Cela s'applique à un certain degré au piobiéme important du balancier de machine; car la première approximation de son mouvement serait évidenunent celui (ju'il prendrait dans l'état de rigidité, et((ui est tout donné. INous croyons avoir indi(|ué, au premier alinéa du n" 51, ce qu'on pourrait l'aire pour en avoir une seconde et une troisième sans les rattacher à la solution transcendante et fort complexe.
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systèmes à points fixes, obtenues d'une manière élémentaire et directe. — Ce qu'il y a de remarquable, comme ou va voir, ef aussi d'heureux pour la pratique, ninsi que pour l'enseignemeut technique des procédés de détermination des llexions dynamiques ou autres déformations que les impulsions produisent, c'est que les expressions ci-dessus que nous avons appelées
17 I' correctrices, telles que I -r-;^ -, au moyen desquelles on obtient des résultats presque fout à fait exacts, et que nous avons tirées au n° 40 des solutions transcendantes, ces expressions, dis-je, peuvent être obtenues et démontrées très élémentairement par un emploi rationnel et simple du principe des vitesses virtuelles, ou, ce qui revient ici au même, par celui du théorème très connu de perte de foi'ce vive dans les diminutions ou augmentations brusques de vitesse; théorème aperçu et démontré comme on s.iit en 1766 par Borda (*) pour le choc direct de deux corps solides jusqu'à égalisation des vitesses de leurs deux centres de gravité, et qui, aussitôt étendu analogiquement par lui aux changements de vitesse dans les fluides en le confirmant par des expériences, se trouve aujourd'hui très fréquemment mis en œuvre jusque dans les Cours d'arts et métiers (").
(*) Memoire sur l'ecoulemenf des fluides par les orifices des vases (Acad. des sciences, volume paru en 17G9).
(**) [A] Il s'agit ici, comme on va voir, du théorème des vitesses ou des travaux virtuels, appliqué rt des quanlite's de mouvement finies, traitées comme des forces: application dont on ne se faisait nulle faute à Tépoque de d'Alembert, où les forces étaient crues ne s'exercer que par percussion, et où l'équilibre lui-même se déflnissait par le parfait repos que ion imaginait devoir êlre pris, en principe, par deus corps parfaitement durs (les seuls solides dont la Mécanique s'occupât) se choquant avec des vitesses opposées et réciproques à leurs masses.
Depuis un demi-siècle, une pareille application de ce théorème a été un sujet de controverses parce que, d'après l'ensemble des faits obseivés, on ne reconnaît plus aujourd'hui que des forces non instantanées communiquant les vitesses graduellement ou avec continuité, ef des corps tous dcformables sous leurs actions quelconques.
Cependant, et sans y contredire. Poncelet, dès 18-26., dans un Cours de machines fait aux ouvriers de Metz, et autographié à peu d'exemplaires, considérait des chocs censés brusques, et estimait très rationnellement l'eflet de celui des cames contre les pilons ou marteaux au moyen d'une accumulation d'impulsions rapidement mais continûment produites dans un lemps fini, qui n'était que très court.
Et, en 1828, Cauchy lisait à l'Académie, puis pubhait dans le recueil mathématique le plus répandu qu'il y eût alors, et sous le titre Noureau principe de Mécanique (Bulletin Terussac. tome XI, juin 1829, n" 69, page 116), un court et substantiel mémoire, rédigé aussi au point de vue actuel des réalités physiques, dans lequel il démontrait la parfaite applicabilité du théorème des travaux virtuels des quantités de mouvements, finies, perdues et gagnées dans un choc, si les petits déplacements fictifs qu'on appelle vitesses virtuelles sont pris constants pour chaque ji jint pendant la durée de l'acte du choc, et choisis tels qu'à tout instant de sa très courte durée ils donnent à deux molécules quelconques, agissant l'une sur l'autre, des déplacements égaux et de même sens, ces déplacements étant comme Cauchy l'a précisé en 1856 dans une discussion; estimés en projection sur la ligne de jonction des deux molécules ; ce qui revient à dire que les déplacements virtuels choisis ne changeraient point la distance de l'une à l'autre molécule.
Ce principe étant admi-. nous serons en droit d'inférer pour la pratique, si nous pouvons choisir des déplacements fictifs ou virtuels des divers points qui, tout au moins, ne fassent varier qu'extrêmement peu leurs distances mutuelles, que l'application qui pourrait être faite du théorème des travaux virtuels, ainsi entendu, ou de ce qu'on en tire pour les forces vives,
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44. — Déterminalion de l'expression générale de la vitesse \\ du point heurté à la fin du temps imperceptible de /'acte du choc, ou au commencement du temps de son effet. — Employons le principe rappelé au nu-
à nos problèmes de choc d'une barre I' par im corps Q, sera tout à fait légitiruc,et fournira des résultats suflisainment approchés, dont les petites erreurs ne seront attribuables qu'à l'imperleclion du cliuix en qui'stion, ou, comme on va voir, à celle de l'hypothèse que nous serons obliiïés de fain' sur les formes que prend la barre à la Ihi de Vacte du choc, ou au commencement du temps plus lony:, mais toujours de faible durée, de ses effets qui sont les flexions des pièces heurtées ou les dilatations de leurs fibres.
J'ai donc étudié tout ce que j'ai pu connaître d'écrit sur cette sorte d'application des vitesses virtuelles; notamment (outre le mémoire cité de Cauchy, ainsi que l'utile note de Poncelet bientôt insérée au même volume de 1829 du Bulletin des sciences malhcmuliques, n° 198. p. 02"») ce qui se trouve là-dessus dans les livres, mémoires et leçons de Kavier, Coriolis, Duhamel, Poncelet, de Sturm, de M. Résal et aussi au chapitre vn et dernier des Fo7iclions ininlijliqucs de Lagrange; puis aux Comptes rendus, 6 décembre 1841, p. 1040, le mémoire de Sturm, auquel une suite posthume a été donnée (même recueil. 15 décembre, p. 1U»8); enfin les pièces de la polémique de 1856-1857 entre Cauchy, Duhamel, VoncQ\ei {Comptes rendus, 8, 22, 29 décembre, p. 10G5, 1108,1157, 1165; 5, 19, 26 janvier 1857, p. 5, 80 à 89 et 101, 104). J'espère avoir condensé, dans les pages qui suivent, et suffisamment discuté, ce qui peut s'y trouver tout au moins d'applicable au sujet actuel. Je crois d'abord nécessaire d'exposer ce qui peut êlre regardé comme la vraie raison du théorème ou principe des vitesses virtuelles, envisagé au point de vue de la mécanique actuelle ou physique, sans le regarder comme préalablement démontré.
fB] On sait que ce célèbre principe, aperçu pour un sens restreint il y a plus de deux siècles et demi, comme une synthèse des conditions d'équilibre de toutes les machines simples, a reçu, depuis un siècle environ, avec un énoncé qui en étend l'emploi, plusieurs démonstrations regardées comme générales.
Telle est, par exemple, celle de Lagrange [Mccan. an., section I) par l'introduction supposée de moufles où le nombre des cordons est proportionnel à l'intensité de chaque force appliquée à un système; celle de Fourier [Journal de l'Ecole polyfec/ini(^ue \ers \SOS)^ plus élégante encore, par de simples poulies de renvoi dont les fils viennent fictivement s'attacher perperidiculau^ement sur un levier droit unique, à des distances de son point d'appui proportionnelles aux petits espaces susceptibles d'être simultanément parcouius par les points d'application des mêmes forces. Ces démonstrations connues sont présentées par leurs deux illustres auteurs comme s'appliquant à des systèmes de pièces rigides ou inextensibles, dont les points prennent des mouvements qui se commandent ou se lient géométriquement en partie les uns les autres.
Pour pouvoir les adapter aux corps te's qu'ils sont dans la nature, c'est-à-dire déforraables, il faudrait pour cluujue molécule, et même chaque point matériel, autant de moufles ou de fils multiples de poulie que ce point supporte de forces émanant des autres points.
Or, on se dispense de faire de telles et aussi innombrables fictions si (comme je l'ai (ait dans un mémoire présenté le 14 avril 1854, et dont Coriolis a fait mention au 24^' cahier du Joiirn. de l'Ecole polijterlni.) l'on regarde simplement l'équation des vitesses ou des travaux virtuels comme n'étant, à bien prendre, ou dans la réalité physique, qu'une somme générale, pouvant toujours être faite à volonté, des équations particulières d'équilibre statique ou dynandque des divers points, ces équations étant préalablement multipliées par de petits facteurs linéaires arbitraires, variant généralement d'un point matériel à l'autre; facteurs qu'on choisit ensuite pour divers buts, comme de faire disparaître de celte sonnne toutes les forces dont ou ne connaît pas les intensités, telles que sont des actions mutuelles de points mobiles faisant partie du système, et des réactions de points fixes ou autres appartenant à des systèmes extérieurs. Ainsi, m représentant les masses des divers points du système, X, Y, Z les composantes des forces qu'ils supportent parallèlement aux X, y, Z; et M, V, "', les composantes de leurs vitesses dans les mêmes directions rectangulaires fixes, en sorte que, le signe S désignant les sommes relatives aux forces agissant sur un même point, les équations
^,) _,/Z';^vx^O, -.l^^+vY^O, _,.^-fXZ=0
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raéro précédent 43, sous la prcMiiière de ses deux formes, ù l'ensemble de
notre barre quelconque de masse -et du corps de masse- qiiila heurte avec
expriment, comme on sait, pour l'époque inarquée par le temps /, ré(iuilibre, en trois sens, entre l'inertie d'un point m et les forces motrices qui le sollicitent : on aura ainsi, en faisant la somme, désifinée par le signe S, de toutes les équations de ce genre mnllipliées pp.r des facteurs arbitraires Sx, oij, Sz, variant généralement d'un point à l'autre, l'équation suivante, qui est celle tics vilrsses ou travaux virtuels dans toute sa généralité, si ces facteurs sont de petits espaces supposés parcourus parallèlement aux mêmes axes :
(ß) S m ( ^ 0^^ + '-J, SiJ + '^ Sz ) = Ss (X Sx + Y S y + lSz).
Maintenant si. pour toute une courte durée t, — Iq du temps, l'on fait les facteurs Sx constants, pour chaque point, et de même ceux Sy, ceux Sz, on obtient, en multipliant par dt, intégrant et nommant Wo et «,, Vq et v, , Wq et ir, les vitesses aux époques initiale /o et finale ti :
(y) s III (m, — Uq) Sx + (y, — t'ol Sy -f ( /'', — //•(,) o ;. | = / ett & CX Sy -f Y Sy + Sz] .
[C] Cette égalité, aussi incontestable que les précédentes, ne diffère pas de celle (ô) du Mémoire cité de Cauchy, de 1828.
On y apporte généralement, comme lui. une première simplilication, consistant à retrancher de son second membre, comme négligeables, tous les termes où les composantes X, Y, Z sont celles des forces extérieures, telles que la pesanteur, s'exerçant dans le temps extrêmement court fj — <o eî ayant incomparablement moins d'intensité queles forces moléculaires développées par le choc.
Que deviennent celles-ci, et quelles valeurs donnera-t-on aux facteurs ou petits déplacements virtuels Sx, Sy, Sz pour obtenir des résultats utiles ?
On sait que si l'on fait égaux chacun des trois pour tous les points, en sorte qu'ils n'expriment qu'une translation générale, on n'a que le théorème bien connu du mouvement du centre de gravité d'un système; que si on les prend tels qu'ils ne produisent que des rotations générales autour d'axes lixes, on a le théorème des aires, exprimé comme celui-ci par des équations d'où toutes les actions intérieui'es disparaissent encore comme étant toujours deux à deux égales, opposées, et affectées des mêmes multiplicateurs.
Dans notre problème, tous les auteurs, et Cauchy lui-même quand il passe à une application, prennent pour les Sx, Sy, Sz les petits espaces parcourus par les divers points à la fin de l'acte du choc, ou pendant le dernier élément dt de son temps /, — /„. Tous aussi, abstraient on retranchent de ces mouvements finaux, d'une manière au moins implicite, les ébranlements, c'est-à-dire leurs parties vibratoires, en sorte qu'ils les réduisent à ce que Coriolis a appelé les mouvements moyens, ou de solidification, formés par la suite des positions autour desquelles les points des corps heurtant et heurté exécutent des oscillations imperceptibles.
La raison de ce choix des facteurs 5, est, si la matière des deux corps jouit d'une cerfaine résistance comme font les métaux, les bois durs, que les sommes \Sx -)- \Sy -f ISz qui en résultent pour les travaux virtuels des actions moléculaires, même énergiques seront nulles, ou négligeables comme celles qui viennent des forces extérieures, dans là plupart des problèmes et spécialement dans !e nôtre ; en sorte que le second membre de (•/) peut être remplacé par zéro, et le premier, en même temps, ne contient plus que les données et les inconnues principales du problème.
[D] En effet, considérons les actions qui s'exercent entre les molécules de chacun des deux corps en particulier; et supposons un instant que les mouvements moyens ou sans vibrations, dont nous parlons, aient été les mouvements rcel s pendant loute la durée du choc. La fin de l'acte du choc est l'instant où les deux corps cessent de se pousser ou de se comprimer l'un l'autre, et où ils commencent à cheminer de concert en vertu des vitesses alors possédées. Si donc ils sont l'un et l'autre (comme on le suppose ordinairement) de forme ramassée, telle que des sphères, des prismes courts ou autres corps dont les trois dimensions sont du même ordre de grandeur, et s'il n'y a pas eu de glissement de l'un sur la surface de l'autre, ils se mouvront alors ensemble à peu près à la manière d'un corps in-
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une vitesse V, pour exprimer Y équilibre entre la quantité de mouvement
-Vdu commencement de l'acte du choc, et celle de sa fin, prise en siffne
variable. Eu conséquence, et comme, du reste, leur forme, ainsi que leur orientation, n'auront que fort peu clinngé pendant le petit temps du choc, si, à une quelconque de ses époques, on fait éprouver fictivement à leurs molécules ces déplacements de presque solidification de l'époque finale /j, ils ne leur feront presque éprouver (jue des translations et des rotations générales, ne changeant que fort peu ou point les distances entre les molécules propres à chaque corps. Les sommes \8x -\- YSy -f- l^z relatives aux actions entre ces molécules seront, à tout instant, nulles, ou au plus du même ordre que celles qui peuvent venir des forces extérieures, et on pourra les effacer des seconds membres de l'équation (y) ainsi que nous avons dit pour celles-ci.
II y a aussi à considérer les actions, très intenses et réciproques, des molécules de chacun des deux corps sur celles de l'autre, qui sont voisines de leur petite surface de contact apparent. Tous les auteurs les réduisent à deux résultantes opposées normales à cette l'ace, et à deux résultantes tnngentielles si le choc lui a été oblique. Tous regardent comme nuls les moments virtuels des résultantes normales ; ces force«, en elfet, produisent bien un travail réel vu la petite compression mutuelle éprouvée; mais il ne s'agit point ici de poser une
équation de travail elïectif : leurs travaux \§x -\- que nous considérons pendant toute
la durée du choc sont purement virtuels, dus, pour des forces égales et opposées, aux déplacements finaux, qui sont égaux et de même sens. Ces travaux sont donc, ensemble, nuls.
P>esteraient les ti-avaux virtuels dus aux résultantes tangentielles, ou aux frottements : ils sont quelquefois notables et font une partie essentielle de ceux dont Poncelet a tenu compte d'une autre manière pour le calcul des machines, Poisson et M. Résal pour celui du tir et du recul d'un canon. Mais, dans notre question, nous supposons que l'obliquité, si le choc en a une, n'est que faible et ne produit pas de glissement et de frottement. Le second membre de l'équation (y), toujours dans les suppositions faites tout à l'heure, est donc sensiblement zéro.
[E] Rétablissons maintenant ce que ces suppositions ont fait abstraire, c'esl-à-dirc : 1° les vitesses vibratoires ou d'ébranlement ; 2° la forme particulière, à savoir allongée, de notre barre qui reçoit le heurt.
La conclusion sera la même.
En effet, premièrement, les vitesses vibratoires que le choc a engendrées font osciller constamment les intensités X, Y, Z des actions intérieures d'égales quantités de part et d'autre de leurs valeurs moyennes qui répondent aux situations moyennes locales des points entre lesquels elles s'exercent. Les très petits écarts alternatifs de leurs produits \Sx, Yiî//, 7jSz par les déplacements virtuels choisis se compenseront donc avec toute l'approximation que la question comporte, et on aura sensiblement toujours, pour deux corps dont la forme et l'orientation n'auront pas changé d'une manière sensible pendant l'acte du choc, la nullité totale des sommes de moments virtuels Xiîx-, Yô//, ISz des actions mutuelles de leurs molécules.
En second lieu, supposons maintenant que le corps heurté, au lieu d'être, comme l'autre, libre et d'une de ces formes qu'on peut supposer n'avoir que très peu ou point varié, est allongé, mince et flexible, appuyé en deux endroits, et (ju'il ait pu, ainsi, subir quant à son ensemble, pendant l'acte du choc, une certaine déformation (bien plus petite toutefois que celle, encore petite, qui ensuite sera V effet du choc jusqu'à annulation des vitesses).
Le propre d'une pièce mince et relativement longue est de pouvoir se partager transversalement (note du § 28) en un certain nombre de tronçons dont les trois dimensions sont de grandeurs du môme ordre. Celui (jui aura reçu le choc n'aura guère subi qu'une translation avec le corps heurlant : les autres auront éprouvé, outre des translations, des rotations communes à tous leurs points. Comme les actions entre molécules no se font sentir qu'à des dislances en cjuelque sorte infinitésimales, celles qui s'exercent d'un tronçon à l'autre à travers leur face de séparation peuvent être négligées devant celles qui agissent entre toutes les molécules d'un même tronçon. Si donc on multiplie les composantes X, Y, Z de celles-ci par les déplacements ^.c, Sij, Sz presque purement translatoires et rotatoires de l'instant final de l'acte du choc pour les mômes points, on aura toujours des sommes de trinômes Xox + Yiî// + Zo; sensiblement nulles.
On peut donc, dans notre question du choc des barres élastii(uc<, remplacer, connue on
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contraire, en choisissant pour les déplacements virtuels ceux de la fin de cet acte, comme il faut toujours le faire (voir notre sous-note, fin de son n" [E]), pour que le principe des travaux virtuels soit ainsi applicable.
a dit, par zéro le second membre de (y), et, en divisniit tout [lar dt, remplacer aussi Sx, 01/, oz par W|, i^i, ii'i, qui seront des vitesses nunjennca locales, ou sans petites vibrations, de la fin du temps de l'acte du choc, ou du commencement de son effet.
On aura ainsi, pour leurs relations avec les vitesses u,., v,„ «•„ du commencement du choc, où aucune vibration n'était eiiCDre créée, l'équatiim
(0) S[m[u^^—u^)u^-\- m (vq—l\) y, -f- ?h [h'o— h', j «'|] = 0.
Elle exprime, comme nous avons dit en commençant, l'équilibre, posé par le principe des travaux virtuels, avec un choix déterminé des déplacements virtuels ou hypothétiques, entre les quantités de mouvement primitives nnu, »tvo, mir„ traitées comme des forces, et les quantités de mouvement résiducs, prises en signes contraires, — mtii. — mi\, — mwi, traitées comme d'autres forces, ou, si l'on veut plutôt, comme des inerties.
[F.] Cette analyse, en éliminant toutes les forces motrices X, Y, Z, n'annule aucunement les résultats de leur action. Ces résultats, sont, d'une part, le changement des vitesses primitives 2/„, î'o, u'o en les vitesses ultérieures, et aussi translatoires. M|, u,, il\; et, d'autre part, la production de ces vitesses vibratoires que l'équation (S) ne fait que masquer, et dont elle peut même, si on la transforme, déterminer et mesurer Ve'nergie qui n'est perdue, par le fait, que pour certaines composantes de vitesses ou un certain genre de mouvement à savoir, les mouvements visibles ou utiles.
On n'a, pour cette transformation, qu'à remarquer, vu l'identité
, , "o «1 («0 — «.)^ [z] "oK— "i) = T~ 7 ~i — '
et deux autres identités semblables pour les c et les w, que l'équation (à) revient à :
,.. C "o + ^o+«'o Q iq-^vl + ioi r("i-î'o)' , l''i-^'o)' . («'^'.-«'oj'l
(1) bm— ^ bm ^ =bmy ^ -|- ^ 1 -^ J-
C'est une forme moins simple que celle (o) mais plus facile à énoncer et à se rappel r. Elle exprime que le choc brusque ou très bref a fait perdre à l'ensemble du système une certaine quantité de demi-force vive translatoire ou visible, qui s'est changée ou entièrement en force vive vibratoire, ou partie en un potentiel de compression élastique qui par délente en en:: endrera d'autre, et que cette ;5^'//e apparente est égale à la demi-force vive qui serait due aux vitesses perdues ou ^o^z/ers dans le chcc C'est le théorème de Borda, de 1706, cité ci-dessus, auquel Carnot, en 1783 {Essai sur les machines en général, réédité en 1805 sous le titre Principes d'érjuilibrr et de mouvement) a donné à peu prés, pour les corps qu'il supposait invaritibles. cette forme générale, avec une certaine démonstration qui n'est plus admise.
Lagrange, comme on sait, après avoir simplement cité ce théorème dans la Mécanique analytique sans le prouver {^1" partie, section 3). en a donné une démonstration dans le résumé substantiel de mécanique qui occupe le chapitre vni et dernier de son traité des Fonctions analytiques.
« Si, dit-il à peu près, on communique aux corps d'un système, avant les chocs opérés, des vitesses égales et contraires à celles qu'ils auront à la fin de ces chocs, et qui ne changent plus les distances mutuelles des points heurtants et heurtés, il n'y aura pas de changements dans leurs actions mutuelles, ni, par conséquent, dans les diminutions que les forces vives peuvent éprouver. Ces diminutions, causées par les chocs, sont, ainsi, les forces vives qui seraient dues aux vitesses résidues de ces communications hypothétiques. Donc, etc. »
Cette démonstration de Lagrange est digne de sa puissante intuition. Mais elle suppose tacitement plusieurs choses, et elle exigerait, pour qu'on pût s'en contenter, des développements et d'essentielles distinctions. Elle ne peut d'ailleurs s'appliquer à nos barres flexibles, ayant des points d'appui ou d'encastrement.
Le théorème de perte de forces vives qu'exprime l'équation Cç), et on peut en dire autant de celui de dynamique des qnanlilés de mouvement qui se trouve exprimé par celle (o), est peu ou point utile dans le calcul des effets des machines, comme l'ont remarqué Coriolis et Poncelet : il ne fait point connaître les vitesses après le choc; il ne se prèle point d'une
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Si nous appelons, à cet instant transitoire, final pour l'acte et initial pour
l'effet, V, la vitesse inconnue de la masse -, et v, celle d'un élément quel-
dV conque — de la barre ou du système, élément dont la quantité de mouvement primitive était nulle ; nous aurons pour exprimer la nullité de la somme des produits des quantités de mouvement par les déplacements virtuels, au commencement et à la fin de l'acte du choc, ceux de la fin étant pris en signe contraire :
-V.V.f// — -V..V//i— -i\.v^dt^(}:
g g .ip 'j
,. . \.cU
équation qui peut être écrite, en divisant tout par :
manière sûre à la mise en compte du travail des frottements, et il ne dispense pas ainsi de poser des équations d'équilibre dynamique pour chaque piixe, en éliminant ensuite entre elles leurs actions mutuelles inconnues. {Cours de mécanique appliqué aux maclii- 71CS, de Poncelet, réédition de 1874, quatrième section).
Mais, pour certaines autres questions, et surtout moyennant la supposition très approximative que nous pourrons faire, dans la nôtre, sur les rapports des vitesses des divers points après le choc, à la vitesse de l'un d'entre eux (celui qui a reçu l'impulsion), ce qui réduit les inconnues à une seule, susceptible ainsi d'être dégagée de l'équation (o) ou (Ç). ce théorème, sous sa double forme, peut rendre d'utiles services pratiques.
[G] On voit qu'au lieu de n'être applicable qu'aux corps dénués d'élasticité, comme on l'a souvent présenté, ce théorème convient aussi aux corps élastiques (comme tous le sont), si l'on regarde l'acte de leur choc comme terminé au moment où los parties qui se sont heurtées ont pris la même vitesse, et si on considère que l'énergie élastique alors en réserve, au lieu d'engendrer de notables mouvements de translation comme dans les billes d'ivoire ou dans certains ressorts d'acier, ne produit presque jamais, outre le bruit et les vibrations, que de petits rebonds et autres effets stériles dont on n'a pas à tenir compte.
On voit encore, par la manière dont nous avons cru convenable d'en préciser et généraliser la démonstration, en la présentant au point de vue de la mécanique pliysique ou des corps naturels, qu'on peat employer ce théorème, non pas seulement pour les corps libres et ne changeant pas de forme d'une manière perceptible, mais aussi, comme nous ferons, pour les pièces ou systèmes qui, après le choc et par suite de l'impulsion reçue, prennent des flexions et autres changements 1res sensibles de forme sous l'inlluenco modificatrice de réactions d'appuis ou autres conditions d'assujettissement de quelques-uns de leurs points, ce qui n'avait pas encore été considéré.
Et je crois devoir terminer cette digression en renvoyant à une courte Note sur les perles apparentes de force vive, etc., insérée au Compte rendu de la séance de l'Académie du 18 juillet 1866, mais surtout à un Mémoire lu le 'Ji décembre 18(10 {Journal de mathémaliquna, '2° série, t. XII, p. 2'u de 1867) oii se trouve traité un sujet connexe à celui qui nous occupe ici, et intitulé : Sur le choc longitudinal mutuel de deux han-cs élastiques libres, et sur la proportion de leur force vive qui, malgré une élasticité sujiposée parfaite, se trouve perdue pour la trnnslation ■ultérieure. Je ne sais s'il me sera donné d'achever un travail semblable relatif au cas où l'une des barres est assujettie à son bout non heurté, ce (pii, je le pense, ainsi ([ue je l'ai exprimé à la fin d"une note ultérieure déjà citée ci-dessus (n" 1), insérée au (lompte rendu du 7)0 mars 1868, f. 66, p. tiSO, conduira à une solution pratique, en termes finis et propre à fournir peut être des résultats imprévus, du problème de la résistance ^ivc longitudinale traité en 1823 par Navier et en 1857 par l'oiicelet au moyen de séries masiiuaiil une loi essentielle, que Th. Young présentait en 1806 sans l'avoir nettement déterminée.
CALCUL ÉLÉMENTAIRE DES VITESSES APRÈS LE CHOC d'uN SYSTÈME FLEXIBLE. 5(So
d'où, pour la vitesse inconnue du corps heurtant, ainsi que de l'élément contigu de la barre, à l'instant do la fin de l'acte du choc, ou à l'instant initial de la flexion ou autre déformation qui est son effet dynamique à calculer, la formule
en sorte que si l'on connaît, tout au moins approximativement, los rap-
ports T^ des vitesses Vy des divers points de la barre à celle V, du point
'1 heurté, on obtiendra cette dernière vitesse, et par suite toutes les autres, pour la fin de l'acte du choc, ou le commencement de la flexion qui en dépend et qu'il s'agit de déterminer.
45. Suite. Même expression de la vitesse V^ du point qui a été heurté, obtenue en employant le théorème des pertes de force vive dans les changements brusques de vitesse, au lieu de celui des vitesses virtuelles. — Ce théorème est, avons-nous dit, comme une deuxième forme, ou une spécialisation, du principe rappelé. La demi-force vive avant le choc (n" précédent) est
Elle est, après le choc, vu la signification (/,) du nombre k,
0 V- Éffalons la perte, c'est-à-dire l'excès de - -v sur celte exuiobsion, à la
ö r jry '2,
demi-force vive due aux vitesses brusquement perdues qui sont V — V, pour -, et — j'i pour l'élément —, puisque sa vitesse, primitivement zéro, est devenue v^ ; nous avons
oy. ov^ l'Vn Q(V-V,)^ l>(-V,)^
^ ' (j g ^<J ^ <i ^J i) -^ il -
20V équation qui développée, réduite et divisée par ^^^' donne bien, comme cela
devait être, la même expression {r^) de Vj que la méthode du n" précédent, où l'on a mis en œuvre un théorème dont celui de perte brusque de force vive n'est, en quelque sorte, qu'une transformation spécialisée.
Ce second moyen d'y arriver estnioins direct que l'autre, puisqu'il conduit à une équation de sept termes, (ju'on réduit à trois par des deslruclions et des réunions. Il est, aussi, bien moins général, car, comme l'ont observé Coriolis et surtout Poncelet, il ne permet pas de faire entrer en ligne de
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compte lo travail du frottement entre une pièce heurtante et une pièce ou un sol qui reçoit le heurt, comme dans le problème des cames si bien traité dans les Leçons de l'École de Metz, ainsi que dans le mémoire de Poisson sur le tir d'une pièce d'artillerie et sur la réaction opposée par le sol aux crosses de l'affût.
Mais, pour nos problèmes actuels, où le froltemenf n'entre pas eu jeu, ce théorème de perte de force vive, dont tout le monde a l'énoncé présent à la mémoire, sera souvent plus commode à mettre en usage, bien qu'il ne soit pas, au total, très difficile de retenir aussi que les vitesses virtuelles à attribuer aux éléments de masse sont les vitesses inconnues de l'instant de In fin du choc, et du commencement de son effet.
46- Calcid r/es coefficients, numériques /''=/( ïf ) !>' moijennes des
carres des rapports des vitesses i\ des éléments dP du système heurté, à celle y^ de l'élément qui a reçu le choc. — 11 faut, pour un pareil calcul, faire une
hypothèse sur ces rapports inconnus -rr- Ils sont, au moment de la fin de
'i l'acte du choc, les mêmes que ceux des petits déplacements simultanés des divers points do la barre au déplacement de l'un d'entre eux, celui qui a été heurté. Notre choix, que juslifieroiit non seulement les résultats conformes à tous ceux du n° 40, mais encore un certain raisonnement indiqué à la fin du n° 50, a été l'hypothèse que ces rapports mutuels des déplacements se
règlent sensiblement de la même manière que lorsque x est petit ou que le
système élastique n'oppose qu'une très faible inertie à la prompte transmission, dans toutes ses parties, du mouvement imprimé à l'une d'elles; ou autrement dit, que ce système ou cette barre prenne instantanément, au moins en moyenne locale quant à la situation de chaque point, et à toute époque de l'acte du choc, ainsi que pendant la flexion qui le suivra, la même forme qu'il prendrait sous des actions statiques exercées au point heurté, et dans la direction du heurt.
La détermination de cette forme est toute faite ci-dessus pour notre barre appuyée aux deux bouts et heurtée au point milieu, car on a trouvé aux n°* 56, 59, et on trouve dans tous les traités de résistance des pièces élastiques, que si, dans l'état de repos, u est le déplacement du point dont l'abscisse est z, et u^ celui du point milieu z- = a, l'on a
expression qui, d'ailleurs, est celle qui évidemment satisfait (n" 5(î), à
Un a donc
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d'où pour toute la barre de longueur 2a,
fa, 5; \z--Y(lz l f 1 _ , ,., -, 1/9 0 1\
^'ous trouvons ainsi, en substituant dans (r^), justement l'expression (oV)
du n" 42 qui a eu pour conséquence celle (p.;) de l'expression de deuxième
approximation de la flèche dynamique; c"est-à-dire précisément cette réduc-
tion aux ^rr que nous avons trouvée, par une suite de calculs tout différents,
être à faire subir à la masse de la barre si Ion veut calculer la vitesse Vj en partageant entre elle et le corps heurtant la quantité de mouvement priini-
tive - V de ce corps.
47. Calcul, par suite, fait élémentairrment, fie la demi-force vive du $ijstènie à la fin de l'acte du clwc^ ou au commencement de sa flexion sensible, et, comme deuxième conséquence, de la flèche dynamique qui sera prise au point heurté. — Cette demi-force vive de la fin du temps imperceptible de l'acte du choc, dans le problème particulier du n^' précédent et dans tous ceux du même genre, sera, vu les signilications (n" 44) de Ypii, k.
Q VI, /' v\ f/P \ ; g i '^ Jp '1 (j ~ 'ig
J ? '1 (I za
et, d'après l'expression générale (r.) N,= p trouvée en appliquant
(qi.s 44^ 45) sQit iç théorème des vitesses virtuelles, soit celui de perte brusque de force vive, celte même demi-force vive sera
Égalons la, conune nous avons fait pour celle- -r du cas extrême, n" 57,
d'une barre dont l'inertie était supposée tout à fait négligeable, au travail de la réaction élastique du système toujours supposé prendre, jusqu'à annulation de la vitesse, une suite de formes comme celles que lui eussent données des
actions statiques, travail que nous avons trouvé exprimé par {y~) jr, -2, où
jr, est le rapport constant d'actions statiques quelconques q' aux flèches /'
qu'elles produisent, nous en tirons
fu=".a=''\'f'j[^ + ''r,)
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Si la force quelconque dont la pression produit la flèche f dans l'état de repos, est prise égale au poids Q du corps heurtant, f est la flèche statique /'j.
On a donc cette expression aussi générale que simple de la flèche dynamique /p en deuxième et presque toujours très suffisante approximation,
Pour notre problème particulier du n° précèdent, et des n°* i, 58 (barre
appuvée aux deux bouts et heurtée au milieu) on v fera - ;= -^r-r^f k = ^=r^ , ^^ •' • ^ br/Ll .)5
ce qui rendra cette expression tout à fait conforme, en faisant le sinus égal à
l'unité, à ce qu'a donné l'expression de seconde approximation (Z^) du n"T)S.
48. Suite delà (hnxième approximation. Determination de i a période de vibration et de la loi du mouvement vibratoire du sijt^tème heurté. — Il est non moins facile de les tirer, que la flèche, de l'expression trouvée (r^) de la vitesse V, imprimée par le choc au point heurté avant le commencement du temps quelconque pendant lequel la flexion dynamique s'opère ensuite.
Posons à cet effet, pour une époque quelconque, et pour une portion dt de ce temps, l'équation du travail entre la réaction élastique que le système P exerce contre le corps heurtant Q, et les inerties de ce corps ainsi que des éléments dP. Si nous appelons, pour cette époque, u^^ le déplacement du point heurté, et si nous supposons toujours que le système se déforme comme sous des efforts statiques s'exerçant en ce point, la réaction en question, qui agit pour retarder le mouvement, a l'intensité (n° précédent) jrj //^,, et son travail, pendant le temps dt, est
q' ( Il
Q ^Ht eu Le travail de l'inertie du corps Q est — -7—' -7?-^'^^; ßt si nous appelons,
comme au n" 44, ,,' le rai)port entre la vitesse de l'élément dV et celle du
point heurté , rapport supposé constant pour cet élément pendant toute la
durée de la flexion, comme on l'a supposé être (même n" -44) pendant toute
la durée impei-ceptihle de l'acte du choc, le travail de l'inertie de l'élé-
nient dP sera
En faisant la somme relative à fous les élémcnls, on aura pour l'équation
( Il du travail après qu'on aui'a divisé tous les termes par -^' dt, et eu égard
cd
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à (r,) qui donne / U-j y = ^'
équation satisfaite par it,, = A sin \U, si les constantes A, B sont prises
telles qu'on ait pour /.— 0 le déplacement «„ = 0 et la vitesse __=Vj
et
(n'^' 4 4); d'où le déplacement du iioint heurté pour l'époque quel-
conque t de sa llexion
/ru 1 . ^
Le rapport ^; à introduire dans cette formule dépend de la forme du système : on a toujours, en appelant /^ la flèche statique produite au repos par une force égale au [)oids Q
en sorte que si on appelle T la durée de la période du mouvement vibratoire, ou le temps qui ajouté à t redonnera au sinus la même valeur en augmentant de ^tt son arc, on a
T=.i.vA;V/'H
40. Identité (les hmômca [ -\- k - des formules (r^), [r^), (.r,), (/y^), z-, aux
diviseurs binômes correctifs de la première approximation, tirés aux n"" 38 et 40 des solutions transcendantes en déterminant iine seconde approximation pour la plus petite valeur iUq de leur paramètre ni.
1" Barre appuyée aux extrémités et heurtée au milieu. Celte identité a déjà
été reconnue d'après l'expression {t^), k=^^ du n" 43.
2" Barre de longueur ''la encastrée aux deux bouts et heurtée au milieu. L'équation connue de sa déformation statique est, u^^ désignant toujours u pour :-=:fl,
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qui en effet satisfait à ^^— r=Ü, (u)^^^^), ( — ) =0) i'ër)
eu
Comme — a la même valeur que 7^ — = Tr, on a
tt
, , r^-(lz /^ z'^ ^z-'Y 9 12 , 4 15 ^ ^ s Jo '■2a \ «-' (f / o b 7 00
ou 1 4-A: ?^ = 1 4-^ Kl comme on a trouvé au ir 7)8 'l", Q 55 Q
5° Barre de longueur a encastrée à un bout et heurtée à Fautre. Équation
de flexion statique si elle n'est que pressée au bout heurté :
/:, z' 1 zr^\
^ «^ «y2a' '■2(rJ
satisfaisant à ■^^=■-0, {u)q = Ô, (— ) =0, i-r-i] =0. Donc
comme on a trouvé au même n° 40, T)".
¥ Barre de longueur h-\-h^, appuyée aux deux bouts, heurtée au point éloigné de h de Vextrémité de gauche et de b^ de celle de droite. Les équations d'équilibre statique sous une simple pression exercée en ce point sont respectivement pour la partie b et pour la partie è,, les abscisses 2 et 3i étant comptées, connue au n" 15, à partir de leurs extrémités respectives, et vu queu, = (u)^^, = {u,),^^^l:
Car ces équations satisfont à 7r-,=^0, r, — r = 0,etaux conditions d'appuis
(J 2* c ' -ïf
libres f7/)o:=0, (?/,)„ :=(), (7—,) =0, i-c — -,] =0, ainsi qu'aux conditions de raccordement (»),^.=(//j), ^^, (tll\ =^ — (^"~) .Donc
quantité égale à la suivante, connue ou le vérifie facilement eu multipliant
IDENTITÉ DES RÉSULTATS APPROCHÉS, TIRÉS DES DEUX MÉTHODES
par b-\-bi et développant :
, (i-fMn*'
Or celle-ci est précisément ce que nous avons trouvé d'une tout autre manière au n° 40, A". (*).
5" (Exemple de cas où la pièce doit être traitée com.me composée de plusieurs parties, et exemple, aussi, de l'emploi toujours facile du théorème de perte brusque de force vive.) Barre henrlée au milieu et qui dépasse de part et d'autre les appuis, de deux portions notables et égales de sa longueur. — Soient P le poids et 2fl la longueur de la partie entre les deux
appuis, a' les longueurs qui dépassent, et P' = — Pleursdeuxpoidsréunis.
A la fin de l'acte du choc du corps 0 avec une vitesse V, ou lorsque, comme au n» 44, Vj représente la vitesse du point heurté et v^ celle de l'élément f/P de la partie entre les appuis qui est à la distance : de l'un d'eux, si l'on appelle i'/ la vitesse, en sens opposé, de l'élément d¥' d'une des deux parties extérieures, situé à la distance z' du même appui, ou aura, les rapports mutuels des déplacements étant supposés se régler comme dans un état dedéfonnation statique (n" 40) où les parties extérieures seront restées droites :
En prenant pour les déplacements virtuels, comme aux n"^ 46, 47, ceux de la fin du choc pendant un instant dt, c'est-à-dire \idt, i\dl, v^dt altribua-
bles aux masses -, — , — ? l'égalité des travaux virtuels des quantités de
9 9 9 mouvement du commencement et de la fin de l'acte du choc donne
Nous serions aussi arrivés à celte équation, sans aucune préoccupation du choix des déplacements virtuels (comme nous avons observé à la fin du n°4oj, en posant celle du théorème très connu de perte brusque de force
(") Cette expression (Cg) de Ä a les valeurs suivantes, selon le rapport p . à la longueur
b -{- bi de la bai-re, de la distance du point de heurt à l'extrémité la plus voisine :
si , / , = 0,1. 0,-2. 0,25, 0,5, 0,4, 0,5,
o + bi
on a k= '2,805, 1,011, 0,774. 0.04-2, 0,518, 0,4857 = ^^-
On voit que le coefficient k du diviseur correctif (n" 40), 1 + ä ^j n'est pas toujours plus
petit que l'unité. Il est évident nièine que si Ton avait b = 0, l> serait infini, car alors le choc seiait suppoité et amorti par un des deux appuis.
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vive. Elle nous eût donné, en effaçant partout le dénominateur '■Ig :
OU OV- — OV^ - Q (V-^ — 2 VV, 4- Vp =-. 2 ÇvlcW + 2 Çv^hlV ,
qui, en réduisant et divisant par 2Vp donne bien la même chose que (g^).
V dt Si, dans {g^) on met pour v,, i'/ leurs valeurs (fj et si on divise par — *— on a
où comme
Loo ' 4 Vp / J Q
expression dont nous avons obtenu aussi le dénominateur d'une autre manière à savoir, après une solution transcendante du problème, qu'il serait peu utile de rapporter ici, et après avoir tiré en deuxième approximation, comme dans les autres problèmes, la valeur nio du paramètre m qui entre dans le premier terme de la série ^ qui fournit // dans cette solution.
6° (Exemple de pièce non prismatique). Barre ponée aux deux bouts et heurtée au milieu, à section transversale rectangulaire ayant une largeur constante et une Jtauteur variable réglée de manière à offrir longitudinalement la forme d'égale résistance à un effort statique qui agirait au point du choc et dans sa direction. — Soit toujours 2« sa longueur ; soient b la largeur constante de la section transversale, h sa hauteur ou épaisseur à la distance z d'un des appuis, c cette hauteur au milieu ou pour :, = a.
On sait qu'il doit y avoir, pour l'égal risque de rupture partout dans l'état statique, la relation parabolique suivante entre l'abscisse -ï et l'épaisseur h
(in) — =constante= —
Et, en effet, comme le moment de flexion \{a) du n" 2], M = El ^a pour
valeui", à la distance 2 du point d'appui le plus voisin, le pioduit ^^^ i de ce
Q' bras de levier 3 par la réaction quelconque -^ de l'appui, et comme la fibre
la plus tendue y éprouve une dilatation c = - -pr-^= ^ ^, on tire, vu
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!:=—:' la dilatation v2
en sorte qu'il faut, pour que cotte dilatation dangereuse soit égale partout à une même limite donnée, que le rapport ^, soit le même pour toutes les sections, ce qui doiuie bien la relation connue (tg).
L'équation différentielle générale de l'équilibre d'un élément de la barre du n" 0
[{(!') reproduite] _ El ^. ) + ^ 7^ = 0,
j • X . . b¥ bc' I zvi ^ p I
devient, en conséquence, vu I = 7^ = — ^ I - 1-' et 1 — = -^
__ bh
^ abc
=^^:r- ( - V , VU que le moment d'inertie de la section milieu ;■ = a, est
(^»' -s[Gyii]+^'G)'S=»'
SI T
Dans l'état statique, cette équation réduite à -r-, ( :.î — - j= 0 et intégrée de manière à avoir, d'après les conditions (e) du n" .",
donne pour l'équatio:) en u et :: de la fibre moyenne statiquement fléchie.
L'équation des travaux virtuels de la quantité de mouvement primitive
-V et des quantités de mouvement à l'instant où finit l'acte du choc, savoir
- \\ et — i\, en prenant pour déplacements virtuels ceux Ay/f et Vidt du
, , ,. . , dt
même instant, sera, comme au n" 44, en divisant tous les termes par — :
(4) üvv,=Qv;+ /;.;rf|.=v;[Q + i.j_;(^)'*].
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Remplaçons les rapports rr' des vitesses des divers éléments f/P à celle V, 'i
,,,,., . , . /, N ?/ • . . , • ^^P '^^hhdz-
de 1 élément heurte, par le rapport (/tj — qui leur est egal; puis — par -j—j—
=z — ( - Vj (l:., parce que la barre se compose de deux portions de longueur
a et de volume ^ abc, nous avons :
29 ^ L'intégrale calculée a pour valeur -7= a^ . L'expression (r^) du n° 44 est
donc, pour ce cas de heurt d'une barre ayant, sous largeur constante, la coupe en double parabole donnant ce qu'on appelle l'égale résistance statique à une charge au milieu :
K) - v, = p OM /.■ = ^- (•)
(*) Cette forme jiaral>olit|iie donnerait zéro pour l'épaisseur /i de la pièce à ses exirémilés. Elle a donc besoin, dans l'exécution, comme je l'ai indiqué en 1857 dans un Cours, et en 1845 dans un mémoire, d'èU'c modifiée dans la proportion que donne, vers ses extrémités, une théorie de la rupture par çilissement, ou comme on a dit depuis, par cisaillement.
Soit e l'épaisseur, ou be. la section qu'il faudra donner à la barre pour qu'elle ne rompe
point de celte manière là sous les plus grands efforts tranchants exercés par les appuis et
5EI qui sont les moitiés de sa réaction élastique centrale q = ;p^, f^ au moment de la plus g:rande
flèche f^. Cette épaisseur e devra être telle qu'on ait (vu que le glissement maximum sur
la section est -. du glissement moyen) 9 ■777-= la constante Tq des n" 8, 12 et 15 de la Note
du § 57. On ajoutera pour cela, à la barre parabolique, vers ses extrémités, deux prismes de
sa matière, de hauteur horizontale h et ayant pour bases des triangles rectangles à hypo-
thénuses courbes, ces triangles ayant des côtés verticaux ^ e, et des côtés horizontaux — a.
ba e~ Le volume de ces deux prismes ensemble sera -^ • — a, et leur poids sera égal à P nuiltiplié
par le rapport de ce petit volume à -abc. L'abscisse î de leur centre de gravité sera tt; "Ta '^•
En supposant, ce qui est suffisamment approché, que leur niasse soit concentrée à ce centre, l'addition de ces deux prismes de matière vers chaque extrémité ajoutera au second membre
de l'équation des travaux virtuels (/cl un terme Vi; ô ( ■^, — ) — 2 ( -^^ — ) * - — dont l'a-
nalogue, facile à calculer, peut avoir quelques influence dans le problème de la barre d'égale résistance encastrée à un bout et heurtée à l'autre. Mais, dans notre problème actuel de barre appuyée aux deux extrémités, précisément tout aui)rès desquelles se trouve faite
l'addition de matière, cette addition n'augmenterait le coeflicieul (»y). /i = — que d'une
fraction de l'ordre df ( - ) <;l négligeable.
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Nous avons trouvé le même dénominateur biuùuie, dit correctif de la première approximation, en opérant de manière à obtenir la solution rigoureuse du problème posé, c'est-à-dire en faisant, dans l'équation aux dérivées partielles [j^], comme aux n"^ 4, etc.
» = 7 Z A —; sin h B cos — ;
d'où pour déterminer la fonction Z de ;:, celte équation
à intégrer de manière que et qu'on ait enfin
bien que l'équation (oj puisse être amenée en faisant -='(,- à la forme
plus simple T71 = 10 »<^ C-Z, et être même réduite, en faisant ensuite
tX«
elle ne peut être intégrée qu'en série. On pourrait par exemple se servir, à cet effet, d'un procédé proposé par M. Liouville, en 1858, dans un mémoire n paraissant avoir remplacé celui que, l'année précédente, il avait préparé en commun avec Sturm ('*] ; procédé que Sturrn a indiqué aussi à la 4S«(n'' 614) des leçons de son Cours d'aaalijse publié en 1839. Mais on obtient une série plus convergente par une application simple des coefficients indéterminés, qui étend à cette équation linéaire (rj du quatrième ordre, pour obtenir du même coup les quatre intégrales particulières dont on a besoin, le procédé employé par Euler pour les deux qu'exigeait l'intégration de l'équation du second ordre -r^^ -f- gx'"?/=: (j {***). La valeur de Z
(') « Sur la théorie des équations tlilTérentielies linéaires, etc. y> Journal de Mathématiques, tome III. Mémoire qui a servi de texte à des leçons faites au collège de France.
(*') Il n'en a paru qu'un extrait, au lonie II du même journal, 1857, ou au tome IV des Comptes rendus de l'Académie, 8 niui 1857, p. 675, sous ce titre : « Sur le développement des lonctions eu séries dont les différents termes sont assujettis à satisfaire à une même équation différentielle, etc. »
("") Calcul différentiel et int. de Lacroix, n° 061,
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ayant été tirée aussi del équation (/'g), transformée de K), donne, comme à l'ordinaire (n" 7), si l'on détermine trois de ses coefficients de manière à satisfaire aux trois conditions limites ip^) et si on la substitue dans la quatrième (f/s), donne, dis-je, l'équation propre à fournir toutes les valeurs du paramètre m ["). Qu'il nous suffise, sans donner ici le développement de cette solution, de dire que l'équation en m ainsi obtenue, et naturellement toute développée suivant les puissances de m, est
f, 7 \ Pr 1-' /5 6.8 i\
0 = '"^+ -5ÏÏÎX8+ oTTsT../'^^ '"^ + •••• + d""îô +''"^^
ou
5 P _ 'Iln^\ _ 9 P ^ 7 (J "" 189/"" 4 (j '
prouvant qu'on a, en première approximation, pour ^ lort petit, m*=z j^ -;
9 p mais, comme seconde approximation, en mettant ^ -pour m' dans le troisième terme de la parenthèse :
(«s) '"^ — iill p '
En sorte qu'on a 1,=: j^ ,ou 1 H- 7:77: pour le diviseur curredif des valeurs
de première approximation ; ce qui est exactement ce que nous avons trouvé
par remploi du principe des travaux virtuels, ap-pliqué (n° 44) aux quantités de mouvement avant et après l'acte du choc :
50. Deux luis simples donnant, avec une grande approximation, la durée périodique et V amplitude de l'oscillation principale des barres heurtées. — Leur explication et leur généralisation pour un système élastique quelconque.
D'après la formule simple et usuelle du n" M :
\[x.) reproduite] /;,= \J ~ --J-=. on /• = f^( ^^ V --
(') Pciiir résoudre ainsi notre équation 7^ = a;*Z, M. Boussincsq ma indicjuc d'y faire
Z= A ï^ + A .-c"'^'^'4- A,.«""^'- 4- + A „.(■'' ■*'*'", ce qui doiuie pour déterminer tous
les coehicients A comme uiullipies du prciMicr A^ la relation A,, — A„_( divisé par (a _|_ G«) (a -|- 6// —\) (a -(- 0« — '2) [a. + •'>/' — .")) ; a Plant un ilrs noudu'cs qui satisfont à ec (0; — 1) (a — 2) (k — 5) =- 0. c'est-à-dire ayant la valcnr 0. ou 1, ou 2, ou Ti. Liela donne de snito, comme on voit, pour Z, les quatre intéffralcs .particuliùies dont la sonnnc, nuiltiplire par quatre constantes dans lesquelles ,\o se fond, fournit l'inléijirale générale désirée^
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qui nous a donné pour la flèche dynamique /"^ dds résultats sensiblement aussi exacts que la formule transcendante, et, d'après la formule du n" 48 :
[(.1) reproduite] T = 2r. \J ^1 \/ 1 + /^ ^ '
d'accord, à la même approximation, avec celle T =^-1t.^— (ii"^ iO et 40
comparés) donnant le temps périodique de la m.^\\\Q vibration principale ànwi l'amplitude a sensiblement la valeur qui vient d'être écrite pour f^, l'on voit que : Pour même flèche slaliqae f^ qui serait produite par la simple pression du poids Q, et pour même vitesse V de son choc, le carre' du temps de la période de cette vibration, et l'inverse du carré de son amplitude, sont sensible-
p ment proportionnels à l'unité plus le rapport - des poids heurté et heurtant,
multiplié par la moyenne générale k ^ j l^\ —des carrés des rapports
des déplacements statiques des divers points du système heurté, à celui du point qui reçoit le choc.
Ce sont les deux lois simples de la résistance rive des solides dont M. Boussinesq, dans un mémoire des 7 et 14 décembre 1874 {Compte rendu, p. lôii et 1407) déjà ciié, a donné une explication analytique et une généralisation pour tout système élastique P heurté par un corps Q.
Il s'est fondé pour cela sur la considération, déjà indiquée au n*^ 8 de la Note finaledu §28, du potentiel d'élasticité $ pour prouver qu'en substituant,
p dans le calcul du coefficient k du rapport-' les rapports d'équilibre ou
d'état statique rr à ceux qu'on a dans l'état de mouvement pour les défor-
mations produites par la vibration principale ou répondant à la plus grande valeur jn^ du paramétre ni des formules transcendantes, on ne peut com-
mettre que des erreurs de l'ordre de (-j , sans influence si -est petit. Il
montre ensuite que quand le rapport -n'est pas petit, si les expressions
ainsi trouvées soit pour m^* et par conséquent T-, soit pour f-, sont affectées d'une certaine erreur à leur numérateur, elles le sont d'une erreur de même sens au dénominateur; ce qui explique comment nous avons pu trouver que les formules simples, ainsi construites, continuent de donner des
P résultats pratiques presque exacts, même quand - excède beaucoup l'unité.
51. Suite de remploi de la méthode élémentaire de deuxième approcimation. Application à un cas d'impulsion graduée combinant son effet avec celui d une impulsion brusque. — Ce cas est celui des W^ 25 et 55, d'une barre horizontale appuyée aux deux bouts et heurtée verticalement au milieu par un coips
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qui continue ensuite d'agir sur elle après le choc par l'impulsion graduée
et tranquille de son poids Q déjà uni à la barre.
Pour avoir, à ce degré d'approximation (qui ne donne, avons-nous dit, que
la vibr.ition principale), la suite des valeurs du déplacement {ii)~^a=^'t(a ^^
point milieu [en abstrayant, encore pour simplifier, ce qui vient du poids
propre de la barre, et qui, pour z = a, est donné par le premier terme
de (p,^) ituge Soi], Jious n'avons qu'à poser, comme au n» 48, une équation
q' de. quantités de travail de la réaction élastique — jr, u^^, et des inerties de
la masse heurtante - ainsi que des éléments — de la barre, en y joignant, 9 9
ici, le travail Q -^dt du poids Q. Cela se réduit à mettre, au second
membre de l'équation [ij^) de ce n" 48, Q au lieu de zéro; cette même équation en écrivant, dans son second terme, le rapport de Q à la flèche
statique /g au lieu de^ auquel il équivaut, devient, après avoir divisé tout
par - ,
Une première intégrale s'en obtient, après avoir multiplié par c)n^^, en déterminant la constante de manière que pour i:=0, temps de la fin de l'acte
iii V du choc et du commencement de son efiet, on ait -^ = V, = r,; et
l'on obtient ensuite, pour seconde intégrale, la constante étant prise telle qu'on ait «^ = 0 pour ^ = 0,
Si le corps, d'un poids Q, a été posé sans vitesse, on a V = 0, /jj=0,ct celte formule du déplacement vibratoire se réduit à son second terme, dont le maximum a lieu pour le cosinus = — 1, ce qui donne l'expression
de la flèche de mise en charge, double de la flèche statique ou de repos, obtenue autrement au n" 55. Et l'on trouvera (connue on a fait à ce même n") en égalant à zéro la dérivée, par rapport au temps t, de l'expression [ti^), que son maximum, ou la flèche complète f^ de flexion, est
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Cette expression {v^) peut d'ailleurs être obtenue directement et sans intégration d'équation diflérentielle si, sans s'occuper des oscillations, on pose l'équation des forces vives et du travail depuis l'instant où les vitesses du corps heurtant et de l'élément dV sont ^\ et r,, jusqu'à l'instant où ces vitesses s'annulent, et où le fléplacement du point heurté a acquis sa plus grande valeur f^, car cette équation est
qui devient, en remplaçant le second terme par P -J. j (tt' j -p-:=/iP _L.
et, ensuite, dans les deux premiers termes, Y; par sa valeur I i _j_/. P I »
(J puis divisant tout par ^'
équation du second degré en Z'^, qui, résolue, donne bien l'expression (i-g), de même forme, avons-nous dit à la fui du n» 25, que celle qui a été donnée par Poncelet pour l'allongement d'une barre verticale de faible masse, sous l'action du choc et ensuite de la pesanteur d'un corps qui l'a heurtée longitudiiialemcnt (*).
52. Flexion et réaistance iViine poutre horizontale sous l'action d'une CHARGE EN MOUVEMENT {comme problème d'impulsion graduée ne pouvant être résolu que par des méthodes d'approximation). — Équations générales du problème. — Première approximation où, les inerties sont négligées. — Autre approximation oii l'on compte l'inertie de la charge mobile en négligeant celle de la poutre ainsi que les effets du poids de ses parties. — Ce problème a beaucoup occupé les savants, les ingénieurs et les expérimentateurs depuis
(*) On peut même teiiii^ compte ici du travail de l'abaissement des poids des éléments de la barre. L'abaissement d'un élément d\> aura été celui f^ du point heurté multiplié par le
rapport que nous avons appelé ^i supposé être sensiblement le même (jue pour les flexions
statique? dues à une pression au milieu. Le travail total dû à ses abaissements sera donc
I f/[> ^i /■ = P/" r — — -• Il faut l'ajouter au premier membre de l'équation (arg), ce qui
est la même chose que remplacer son troisième terme Q/"^ par | Q + I' I -^ ~)'^t- l'evenant
à I 0 + - P ) /"t. quand on a -'-! = ^ - — j^ ^ comme dans le présent problème.
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le commencement des travaux de la commission anglaise sur les fers, de 1846 0.
Les équations générales complètes, posées pour la première fois par M. Phillips en 1855 (**)> sont les suivantes. Soient
2a la longueur d'une poutre horizontale AAj que nous supposerons appuyée aux deux extrèmiiés A, Aj;
P son poids, y compris celui de sa charge permanente et uniformément réjiarlif ;
Q celui d'une charge, telle qu'une locomotive, réduite à un point, qui la parcourt de A en Aj, avec une vitesse conslnnte V, estimée horizontalement;
x^\t et 2a — x = '2a — \t les distances où la charge Q se trouve être de A et de Aj à l'époque marquée par le temps t;
z et 2i les abscisses de points des deux parties de longueurs x et 2o — x, mesurées à partir de A et de A,, par conséquent comptées en deux sens opposés;
u et Mj les dépressions ou les déplacements verticaux, au temps t, de ces points ;
u' et u\, leurs valeurs statiques ci-après ;
y=^{ii)^^ le déplacement vertical du point où se trouve la charge Q au
temps t; f~fi la flèche statique (i<),^^ = («,). ^^ qu'on a au repos quand la
charge Q est au milieu.
D'après les n"' 2 et 3 ci-dessus, où l'on doit prendre l'équation générale d'équilibre dynamique {d) p. 495 avec El constant, g = f/ (comme au n° 25), et les conditions de limite et de raccordement (e), (/"), [g], les équations devant fournir u, u^ seront les suivantes [z-^, {a^, (b^).
Dans celles [Zg), nous avons pu, au heu de ëy— , -j^, écrire V- 7—-^, ^ Y~i*
en remplaçant simplement dt par y*
Mais, dans la dernière des (b^) tirée de (g) du n° 5 et exprimant l'équilibre, à tout instant, entre les réactions élastiques transversales à l'endroit où porte la charge mobile, et son inertie jointe ici à son poids propre Q, cette
inertie a pour expression jrA {^')z=yt ^' ^^ désigne une différentielle
complète du déplacement vertical du poids Q, tant en raison de ce que le point de la poutre où il portait au commencement de dt s'est affaissé, que parce que ce poids porte, à la On de dt, sur un autre point, éloigné de \dt
(*) RnpoH of thc Commissioners appointr.d In inquire inlo Ihc appHcation ofiron lo Bailwaii-Struclurcs, F,ondoii 4849. Voir appendice B, notes des pages 188 et suivantes et surtout p. 107 : « Tiieoreticnl inquisition ol Trnjeclory ».
(") « Calcul de la résistance des poutres droites telles que les ponis, etc., sous l'action d'une charge en mouvement ». Annnfes des Mines, tome VII, 1855.
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du premier; en sorte qu'on a, les 6^' caractérisant les différentielles partielles,
<lu ehl Du o'Z ou Pu j
dF~W^ Izft ^" [pzft ^ W7'
dx expression qui, en remplaçant dt par -^ donne bien le trinôme entre parenthèses, multiplié par V% du second membre de la dernière condition de raccordement {hg). On a ainsi, les iudices désignant des valeurs particulières
de z^ z^,
FI— — — — — — — —— FF^— — — — — I! £!!fi-
(tu)
l/2a— .-c \ ■^ y :i \ 'i J In — x
Vu les conditions (èg) de raccordement en des points variables avec le temps, le problème parait n'être pas résoluble exactement de manière à obtenir les parties vibraloires des déplacements ii, u^ et à satisfaire à des conditions initiales données quelconques.
Mais on peut, par divers procédés, obtenir approximativement les siluations moyennes autour desquelles les points font d'imperceptibles oscillations que l'on abstrait dans les calculs, sauf à arbitrer ensuite, faute de mieux, leur part d'influence dans la pratique quand il s'agit de calculer les résistances.
La première approximation est celle qui donne les valeurs u', u\ de ji, î/, répondant à une marche infiniment lente de la charge. On les obtient en effaçant des deux équations différentielles (zg) et de la dernière condition [b^)
les termes affectés de V^ provenant des ^— ■ , et exprimant les inerties ou forces
centrifuges des éléments de la poutre et de la charge mobile Q. Une première double intégration en i, z^, en déterminant les quatre constantes de manière à satisfaire aux deux dernières (r/g) ainsi qu'aux deux dernières [b^], fournit, ainsi qu'il est aisé de le vérifier :
Pi' M 2« El
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Et il convient de remarquer qu'on peut aussi établir directement ces deux formules; car les réactions de bas en baut des deux appuis A et A, calculées en posant l'équilibre de rotation du système autour de A, et autour de A sont :
et si l'on pose ensuite ces équations d'équilibre, successivement autour des centres des sections d'abscisses ;; et z^, des actions élastiques dont les premiers membres des (c^) expriment les moments, avec ces deux réactions (c'g)
Vz ?z dont les bras de levier sont z, z,, et avec les poids ^, 7.^' des portions de
^ ^2a 'za '^
poutre entre ces centres et les appuis A, A^; ces poids agissant en sens opposés avec des bras de levier moyens qui sont égaux aux moitiés ^' ^ des
longueurs de ces parties, l'on obtient bien, sans intégration, et d'une manière élémentaire connue, ces formules [0^] donnant, dans l'état statique, les valeurs des moments dits fléchixscnits aux deux points de la poutre dont les abscisses sont c- et z^.
En faisant une seconde double intégration et déterminant les constantes de manière à satisfaire aux quatre conditions non encore employées, savoir les deux premières tant de {a^) que de (bg\ , on a les formules suivantes, ainsi qu'il est encore facile de le vérifier par substitution dans toutes les équations du problème, momentanément débarrassées des termes dynamiques ou affectés de V- :
, „ 2rt — a; ,,, „^ ., ^^ SaH — iaz'^ + z*
lL>r/EI '' ' ' ' ' 48aEI
dont la seconde redonne la première si l'on y met 2a — x pour ,r et z pour z^ ; et qui, l'une et l'autre, donnent, pour la flèche statique centrale f\, l'expression connue
M. le professeur Willis, de l'université de Cambridge, membre de la commission citée, de 1840, le premier qui se soit occupé de la (|uestiün ac^tuelle, ayant, pour simplifier, abstrait le poids de la poutre, a écrit tout d'abord, en le tirant des Leçons de Navier (édition de 1855, fin du n" ô.VJ) pour le déplacement statique du point où la charge Q est posée, l'expression suivante, idenliiiue avec celle {d^} de ii' (piand on y fait.r= ;et P=:0,
(h) y = ^^,2a.r_xr-,
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coiriiîie donnant l'équation de la Irajecloirc que cette charge parcourrait avec une vitesse infiniment petite; puis il a observé que pour tenir compte d'une
vitesse finie V, il faut, au poids 0 de la charge, ajouter son inertie — ~ 777
ou, ce qui revient au même, la force centrifuge — Q — t4 qu'engendre son • ° g (Lc-
mouvement sur cette trajectoire dont le rayon de courbure est — y^; et
il en a conclu qu'on aura une deuxième approximation des valeurs de ij eu X si l'on résout l'équation différentielle suivante dans le troisième membre de laquelle /"^ est la (lèche centrale (ej quand P est négligé :
M. Stokes, son ami, associé du collège de Pembroke, aujourd'hui correspondant de l'Institut de France, fît, en 1849, de la discussion de cette équation diifèientielle, la matière d'un mémoire (*) où il lui donne d'abord la forme plus simple
ih) ?r -r4 = 1 en faisant x = --, y = -^
en sorte qu'elle se trouve n'être affectée que d'une seule conslanle :
ih)
ß 5(/Ei ga
M. Stokes résolut numériquement cette équation de plusieurs manières selon la grandeur du nombre -; d'abord par des séries, puis par une inté-
grale exacte en termes finis dont il aperçut qu'elle était suseeptiljle, et il
dressa, des résultats, deux tableaux (tables V et Vl du Report, i>. 199-200) où
- reçut successivement les valeurs -r-, 4, 2, r, puis ^, ^, -» r-r et enfin -iri fi ■ ■ 5 5 0 9 0 IJ Iv
et M. Willis en tira neuf épures de la trajectoire de la charge. Nous avons dû mentionner ici ce grand travail, afin de faire remarquer que le défaut prononcé de symétrie des courbes par rapport à leur ordonnée à égale distance
des deux appuis n'a lieu que pour des valeurs de - plus grandes que j^ et
par conséquent hors de toute application aux poutres des ponts, vu que le
rapport ^ de lein- fièche statique centrale à leur longueur ne varie guère
qu entre ^^jt; et ökt (**) en sorte que - est toujours ])ien plus petit que —
('} Lu à la Société de Cambridge, le 2 mai 1849.
('■) Même Repoif. appendice B. note de la p. 197, etc. Eridnice Deflection of'f/irders, |i.2(i7.
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et même que ^ dans la pratique.
L'approximation des ordonnées y (ou u pour z = x) de la trajectoire, qu'il est ici question d'avoir en abstrayant le poids et l'inertie de la poutre, peut s'obtenir au même degré sous une forme générale et simple, sans intégration, par une mélliodebien connue de substitutions successives qui, ici, consistera
d~ii à mettre à la place de -p, dans l'équation ((/g), sa valeur déduite de la diffé-
rentiation de (/j). Cette différentiation donne
/ • \ ^ " il-y C>V- , . „ , , ,, „. 1 (j«.r — '■lu- — 5.1--
" (j ex- ^oqEl^ ' ß a-
d'où
^ •^' -' brtLt \ [i a- ]
qui donne une courbe symétrique par rapport à l'ordonnée du milieu, car en y faisant a; = a + ^', l'abscisse nouvelle x' ne s'y trouve plus qu'au carré. Le premier des deux facteurs de (A,,) a sa plus grande valeur pour ^ = a ; il en est de même du second. On a donc pour f^ , en appelant ainsi la plus grande flèche dynamique produite par le passage de la charge roulante
On pourrait obtenir, en apparence, des approximations plus grandes en mettant pour — dans (f/j) sa valeur tirée de l'expression (Jg) de î/, plus approchée que celle (/g); et en mettant ensuite pour-r^, dans (f/g), sa valeur
tirée de la nouvelle expression de y ainsi construite, et ainsi de suite. 11 en résulterait pour yy une série ordonnée suivant les puissances de (x — x-)et par conséquent de (2a,r — .r-) - donnant toujours des valeurs de y symétriquement distribuées ; d'où, comme l'a trouvé M. Stokes, en faisant
ß-- ß-i ' [ir. ß4 ' ß.
Mais outre qu'une pareille série devient toujours divergente à partir d'un
certain terme, rien ne dit qu'en bornant même la parenthèse aux trois
12 5 termes \ -\ h .^^ où la divergence ne se fait jamais sentir, l'on aurait
une plus grande approximation quen se le.nanl aux deux premiers 1 + r«
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En effet, d'après l'expression (/g) qni définit -, son carré est affecté de ce-
/•' lui Li du rapport de la flèche à la longueur de la demi-poutre, carre qui
dépend de ceux des proportions des dilatations des fibres, c'est-à-dire de
carrés sur la suppression desquels sont fondés la linéarité supposée de tontes
les formules de la Ihéorie de l'élasticité, et le calcul des effets composés au
moyen de l'addition pure et simple des effets composants. La plus grande
approximation espérée ici en ajoutant les puissances de - serait donc illu-
soire et pourrait même, éventuellement, être trompeuse, ou aussi bien capable d'augmenter les petites erreurs que de les atténuer.
Aussi M. Stokes lui-même, à la fin de l'Addition faite à son mémoire de 1849 par suite des documents à lui fournis par M. Willis sur la petitesse de
— , reconnaît que, dans les cas de la -pratique, la série peut être réduite a
Ce qu'il y a d'essentiel est de connaître le plus grand moment fléchissant
= — El -^-^ dont dépend la plus grande courbure — j— ^ des fibres, et, par
suite, la plus grande dilatation de celles qui sont le plus tendues, et le plus grand danger qu'elles ne rompent ou s'énervent. Appelons
M el M
les grandeurs de ce moment dans l'état statique, où la charge n'a qu'une marche extrêmement lente, et dans l'état dynamique où elle parcourt les poutres avec une vitesse notable V. Comme, dans le premier cas, la flexion de la poutre (toujours si son poids est abstrait ainsi qu'on fait provisoirement ici) entre le premier appui et le lieu du poids Q, dépend de la réaction
Q — -. — - de cet appui ; et, comme le plus grand bras de levier de cette
force est r, on a
Pour avoir le même moment dans l'état dynamique, il suffit d'augmenter le poids roulant Q de son inertie ou force centrifuge, c'est-à-dire de le remplacer par Q ( 1 -T-^ 1 ; ce qui donne, en mettant (/g) pour le second
terme entre parenthèses :
2û — X /, , 1 6ax — 2a"- — 5a-
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dont la plus grande valeur a lieu, comme pour (ky) ou la flèche, au point x = a, d'où
Max. M^=:(Max.jg(^l + i)
Il y a ainsi (toujours en négligeant le poids de la poutre), le même rapport 1 à 4 H- - entre les plus grands moments fléchissants dynamique et statique qu'entre la flèche dynamique et la flèche statique de flexion (*).
55. Solution du même problème de la charge roulante ou voyageuse, en tenant compte de lapesanteur et de Vinertie de la poutre ainsi t/ue de la charqe fixe qu elle supporte sur toute sa longueur. — C'est à M. Phillips qu'on doit la prise en considération analytique de ces deux éléments essentiels.
Pour y arriver, il cherche à satisfaire aux équations posées complètes
[z^], (flg), (ftg) en égalant leurs deux inconnues r« et Uy à des séries indéfinies
où les puissances entières des ahscisses z, z^ ont, pour coefficients, des
fonctions indéterminées du temps t ou de Vf =:.r' facilement réductibles à
quatre d'entre elles, et il développe à leur tour celles-ci suivant les puis-
sauces de la constante, toujours petite. - — rrr , qui affecte les -77-- dans les
laghi cJt^
équations (2^), ou plutôt [comme on voit plus loin à ses formules (60) à (60)] suivant les puissances du produit de cette constante par QV-a-. Cela lui permet de faire dépendre les coefficients, fonctions du temps, d'un seul d'entre eux (appelé h^ dépendant lui-même d'une équation simplement différentielle du second ordre. Il en obtient, par approximations successives, une intégrale : et le résultat de cette œuvre de sagacité et de persé-
(*) Il convient d'avertir d'une erreur qu'on peut être porté à commettre et qui donnerait
\ entre Mj, et M^ un l'apport moindre que 1 + -• Elle consiste, dans l'évaluation de la force
centril'upe qu'il faut ajouter au poids Q, à prendre pour le rayon de courbure p dans son
expression - —, celui, de la poiUrc fléchie. L'inverse -de ce rayon, pour x =: a est dcter-
miné par — = le moment - r? de la réaction ^ d'un des deux appuis, s'exercant avec un bras de levier n ; d'où, pour la force centrifuge, si on l'évalue ainsi,
.7 p ^ iVyEI " 4 p ce qui donnerait —2 ^14- --au lieu de! -l
Cette erreur se trouve à l'article L)/Z?/r«tr /tu mouvniienl sur lurluirr/e. des « Leçons de mécanique pratique» (Résisfntice des vuilcridiix, n° fi.M) de la 2» édilioi: 185, et n" 451 {\q la 3% 18(12) de Morin qui, voulant en faire l'évaluation d'ime manière tout à fait élémentaire, a supposé que la charge roulante parcourait la poutre ayant la forme que lui ferait prendre cette même charge po^éo au milieu, tandis que, parle fait, celte forme changea cha(|iie instant et (pie la charge parcourt la trajectoire dont la forme est donnée en priMuière approximation par l'équation (/'g) de M. Willis, que l'auteur des Leçons citées voulait se dispenser d'élabiii-.
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vérante hardiesse est d'arriver, après des calculs étendus, à des expressions
des deux inconnues u, Ui se composant chacune de sa partie statique, celle
que nous avons appelée {d^} u' ou u\, et de parties dynamiques affectées
4 20aVprécisément delà constante {ig) --= ^^ de M. Stokes. Même, vu la peli-
tesse de cette constante dans toutes les applications, M. Phillips ne conserve que les termes où elle entre à la première puissance.
D'après cela, il est évident qu'on peut simplifier beaucoup la solution de M. Phillips en faisant porter, sur les inconnues u, u^ elles-mêmes, la méthode d'approximations par substitutions qu'il a employée pour obtenir un des coefficients (celui h^) des séries, c'est-à-dire en posant de prime abord comme dans d'autres problèmes ci-dessus (n'^^ 25 et suivants) u=^u' -f- U, «j = M/H-li', u' et u\ étant les parties statiques déjà calculées {(1^) qui offrent une première approximation ou la portion la plus grande de u ou u^ ; et, dans cette recherche d'une deuxième approximation, négliger ce qui sera de l'ordre de grandeur des carrés des parties dynamiques U, Uj,saufà passer de la même manière à une troisième si l'on s'aperçoit que ce que l'on a négligé ainsi était notable. Il est évident aussi que, dans Cette substitution des binômes, il est loisible d'affecter les seconds termes U, Vi de tel coefficient numérique qu'on veut, fonction des données, si l'on voit qu'il en puisse résulter des simplifications dans les caiculs ultérieurs. Ce coefficient devra naturellement contenir V- et Q d'où dépend la partie dynamique, et il est
facile de voir que le nombre - qui s'est présenté dans les premières et inconi-
r piétés tentatives de solution (n" précédent) sera, pour ce coefficient tout facultatif, un choix convenable.
Posons donc
Ü et U| étant des fonctions de z, z^ ainsi que du temps t ou dex = \t^ fonctions à déterminer de telle manière que les binômes ijjg) mis pour u et ii^ satisfassent à toutes les équations du problème, à ce degré d'approximation dont nous parlons.
Comme les (r/g) u', u\ ont été tirées de toutes les équations (:^g), [a^), {h^ moins les termes en V- affectant les seconds membres non nuls, tout ce qui proviendra de w' et de u\ dans celte substitution disparaîtra des premiers
membres, où il ne restera ainsi que des termes en U, \]^ affectés de-; et les
trois seconds membres seront ce qu'ils sont dans les deux [z-^] et dans la deuxième [bg], excepté qu'au lieu de u, u^, il y aura u', ii\ puisque, connue on vient de dire, l'on néglige, dans les termes dynamiques ou affectés de V^ que ces trois membres constituent, les parties dynamiques de u, u^,
qu'expriment- U, - Ui. Cela reviendra, comme on peut voir, à supprimer
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les (-] quand on aura remplacé
PVi 1 .'■■ QV-^ 1 5
Toutes les équations ayant alors été divisées par-, les trois seconds membres dont nous parlons seront respectivement :
CM
Mettant, dans ces mêmes membres, potn^ //', u\ leurs expressions trouvées (rfg), puis, faisant z =.r dans celle {h^. on a, pour déterminer les nouvelles inconnues Ü, U,, les équations :
Les deux (ry^), intégrées deux fois, donnent, C et Ci étant deux constantes, ou plutôt deux fonctions de x-=^ \t,
^•'U 5P C-la — x) /;- \ f9--H, 3P.r /z^ ^^U 5P(2rt — .r) /;■• \ ^i'-^U, 5Px-/ä'
^«^^ «rt'El
A' \ ^^-U, 5Px- /z; \
En substituant ces dernières dérivées, spécialisées pour 2 = ^, 3,= 2« — ,;;, dans la troisième condition de raccordement (Sg), et en substituant les deux premières dans celles (^J,on obtient, après réduction, les deux équations
(•ni) ^ + G — ^"^ ^ "' + c, , (2« —.r)C-\-xC^——'-2ax{'-2a—x)-h ^(Crt.c- ôx^ — 'la-jt
d'où l'on tire facilement C, C,.
Nous pourrions aller plus loin et tirer des [Vg), par deux nouvelles inlé^
grations,— .■^, puis, finalement, U, U, en déterminant les nouvelles constantes au moyen des deux premières équations de condition, tant de (/-g) que de (sj. ()]i obtiendrait ainsi sans difficulté les déplaoemenls (/>;,) it, //,»
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OU les équations, pour toul instant t-^'^., des deux parties de la poutre fléchie, ainsi que celle y= (w)._^ ^= (Wj). _,^_j. de la trajectoire de la charge
raoliile.
Mais les formes de ces courhes ont peu d'intérêt ; et ce qu'il importe de connaître, comme l'observe M. Phillips, c'est la plus grande valeur du moment fléchissant dynamique
11 suffit de l'avoir pour la première partie de la poutre, car celui qui serait relatif à la seconde paitie s'en déduirait en changeant ^en 2a — x, et il ne sera même pas nécessaire de le considérer, comme on va voir. Ce moment — El -y-, s'obtiendra simplement en ajoutant sa partie statique (Cg),
qui donne — El -r^, à la première expression (t'j) de -, - multipliée par — El. 11 en résulte :
,, t^,^-n 0 ''2(1 — .r / . [ 6ax — 5a* — 2«- M = — hl-7r-=z — z 1 ■
l'ia — :; 1 2« — .r 10a. j- — 4.c- — z-
Les parties de cette expression où :; affecte 0, qui n'est lui même affecté que d'une fonction de x, ont leur maximum lorsque ^ a sa plus grande va-
leur qui est x. Alors la partie principale affectée de Q est ;^— ^ — dont
le maximum a lieu pour./- = a. Ue même la partie principale affectée de P,
p-(2a — 2) qui est- -^ -^ a son maximum pour z = a. Comme les autres parties,
affectées de -, leur sont toujours très inférieures, on ne changerait que très
peu, en y ayant égard, les valeurs de x et de z, convenant au maximum de l'ensemble, et cela n'aurait qu'une influence du second ordre de petitesse, ou insensible, sur la valeur du maximum lui-même. On peut donc (comme a fait M. Pliillips) faire z = x =:= a, ou prendre
OÙ l'on a
5f/hl
Et l'on peut s'y tenir sans passer à une approximation ultérieure, possible de la même manière, comme on a dit, en calculant par deux intégrations des (Dj,) les valeurs de ii, iii auxquelles on ajouterait de nouvelles parties
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dynamiques- Ü,, -^'- dùtoriiiinables comme on vient de le laire pour U, LV
Ce calcul compliqué n'ajouterait en effet que des termes en i-j ne donnant
qu'un surcroît illusoire d'approximation comiue nous avons dit au numéro précédent après avoir posé la série (/g).
L'expression trouvée (29) diffère par son second terme de celle que M. Phillips adopte dans son chapitre III intitulé Conséquences pratiques, car il ne met, pour ce second terme, que
Cette différence vient de ce que, dans la vue de simpliîler des résultats dont la forme est fort complexe, il a supprimé plusieurs termes des expressions trouvées pour les déplacements, sans s'apercevoir que deux d'entre
\ eux étaient du même ordre de grandeur que ceux en - qu'il conserve (*).
(') Ainsi, dans le mémoire de M. Phillips où y, x. Si, l, M sont respeclivemenl ce qne
nous appelons u, z, x, 2a, El, l'expression (64), page 25, du déplacement y, a pour ses trois
premiers termes
(..) („+_,j.,+ (^/. + _,/j..._^-^__.Sou- = — ^OU==^;^^^j.
et OÙ a, h, c, d sont quatre fonctions du ti-mps t. en sorte qu'on a
<^' ■'"=;^=-f ('--)• "=-SW('--)(--)-
Or l'auteur, dans le chapitre III, Coiisc(ßiciicc.< praliqucs, no conserve (form. 71, p. 54), au
lieu de (a) que
(y) ax + bx^
en supprimant ainsi tout ce qui est affecté de la quantité — . ce qui réduit la partie de la
courbure — ttÀ provenant de ces termes de («), à <ûx^
Il manque, conséiiuummcnt, à l'expression de cette courbure de la poutre, vu — = ^q .
une partie
Or, cette partie ainsi soustraite n'est nullement négli^^eable ; car quand on la spécilie comme fait M. Phillips et connne nous faisons aussi, pour x = \l = -^ , ou pour l'abscisse du milieu de la poulre, afin d'en avoir le maximum, on a, vu les valeurs (ß) (pii viennent d èlre données pour <l et pour „ ^ >
— . -^77— = avec nos notations -rrr, • zrr,» ou ß = -., ..■ • C'est précisément ce qu'il faut ajouter à la seconde parenthèse de l'expression (7ö) do la conr-
jjm-c _ — ■' dans le mémoire de M. Phillips, page 55, ou ce (lu'il faut ajouter, en nuiliipliant
dx'^ par Ll, à rcxi)ressiün [z'^) que nous venons d'écrire pour (prelle soit d'accord avec notre
i'-u expression complète (^9) du maximum du moment (léclnstant — LI y_.y
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La solution de .M. ['hillip.s, où il est facile de voir que les coefficients indéteriTiinés appelés «,, />,, c,, d^ remplacent nos constantes d'intégration, est donc complète dans les limites de l'approximation qu'elle comporte et qui suffit ; mais ce qu'il en a tiré dan? son dernier chapitre a besoin d'être rectifié parla restitution de termes qu'une préoccupation de simplification l'a porté à effacer.
54. Slêine solution complète du problème de la charge roulante, obtenue aussi exactement par une méthode élémentaire, sans position et intégration d'équations différentielles. — La méthode en question, dont j'ai ou l'occasion de communiquerle résultat à M. Phillips dans une lettre du 12.") janvier 1875, est 1res propre à mettre en évidence la raison de la différence qu'offre l'expression (s'g) avec ce qui y répond dans la nôtre {z^), et à montrer qu'elle tient précisément à la mise en compte, dans celle-ci, de l'inertie des éléments de la poutre qui se trouve omise dans celle-là. L'idée de cette méthode est venue aussi à M. Bresse qui, sous le nom de « théorie simp'ifiée », l'a exposée le premier, et d'une manière très claire, au n*' 57 de l'édition de 188U de son Cours; mais, en abstrayant, comme il le dit lui-même (p. 159, note) <( les forces d'inertie de la poutre », en sorte que son emploi semble exiger,
conlinue-t-il, « que le rapport --soit petit ». Cette restriction n'a plus de
raison d'être en tenant compte de Telement en question (l'inertie de la poutre), ce à quoi se prête sans difficulté, comme on va voir, la méthode ou tîiéorie fort simple dont il s'agit.
On peut, en en faisant usage, obtenir les déplacements u, u^, ou les flèches, etc., tout comme avec l'autre méthode. Bornons nous à en tirer les
Cl} r 2
valeurs des moments fléchissants — El ,— ;, — El - — !•*
Soit toujours M^. et soient M', M" les valeurs qu'aurait le premier de ces deux moments sous les actions respectives 1° des efforts statiques, 'l" de l'inertie ou force centrifuge de la charge roulante -^, 3° de l'inertie des éléments des deux parties de la poutre. Le moment dynamique total sera, par superposition, \ = M^ - M' + M".
Or l'' M n'est aulre chose que l'expression [c^) — EI-^— du n° 32, sus-
ceptible, avons-nous dit, d'être posée directement et sans intégration, vu
que le second membre est la somme des moments, autour du centre de la
section d'abscisses, de la réaction Q — ^^ — ^ -f - du premier appui et du
ppoids — ;y- de la partie de poutre entre l'appui et ce centre agissant avec
un bras de levier moyen J^- Donc (page 599),
(>|0 ClIAP. IV. — NOTK DU ß 01. — IMPULSION TfiANSVERSALK.
2" M' sera ce qu'on a en mettant dans le preniiertenne Q ^^^1 — ^2 de
— El ^,, on [aj an lieu du poids Q, son inertie ou sa force centrifuge. Or,
sans recourir au trinôme différentiel de la dernière condition [bg], on peut
prendre, pour cette force, — ^- ^j^,' tj étant l'ordonnée de la trajectoire
parcourue par la cliar^fe Q. l/êqualion de cette trajectoire, tirée, en première approximation, de l'expression (r/g) de u' page 600, où l'on fait u' = y, :; = ,r, est la suivante (plus complète que celle (/";,) construite par M. Willis ea abstrayant la llexion due au poids do la poutre) :
Tirant 7^ et substituant, on a, eu égard à ce que représente (/g)-, pour la seconde partie du moment,
5» En appelant, pour un instant, ith et i^dzy, les inerties des éléments de longueurs di et dzy des deux parties de la poutre, on a i(/< = — y— -tt;'
t,(]z, = -7 — ^ou Ion peut simplement iaire c ^'= -vr^ puisque les
'■lag ct^ >'
deux dérivées secondes sont celles de déplacements de points ayant les
abscisses fixes 2 et «j; et l'on peut aussi, dans ces expressions qui se trou-
pys 1
veroiit affectées de— rrr et par conséquent de-' remplacer //, //, par leurs
valeui'S (f/g) n\ v\ de première approximation. On aura ainsi
Ces forces verticales, supposées agir seules sur la poutre, détermineront, de la part de son premier et de son second appui, des réactions aussi verticales. L'intensité de la premièie, si on l'appelle ,'R,, s'obtiendra en posant l'équilibre de rotation de la poutre autour de l'appui opposé. Comme les bras de levier de di, ?>/:-, '>/-, sont respectivement iV/, 'la — t-, et ;,, on au l'a
{du:) '
d'où 'Jl=--\^^,^,A'if'-:r){\a~3').
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Posons laainteiiant. coinine nous avons lait pour obtenir directeuienl les moments (Cg) et comme on fuit constamment clans la théorie classique de la flexion des pièces droites, l'égalité du moment, ici iM", des forces élastiques à travers la section d'abscisse z, à la somme des moments, autour de son centre, de la réaction ih ayant le bras de levier s, et de toutes les forces idz', s'exerçant sur les points d'abscisses c-'<^3 avec des bras de levier ;: — ;;'; nous aurons, vu la valeur (<?j„) de idz en y mettant z' pnur .:■, et la valeur f/,„) de ü\,
En ajoutant (ajo) M^, {b^,) M', et (ej,j) M", on retrouve (//g) M^. auquel on était arrivé par des intégrations d'équations.
Les deux premières parties M^ et W ont leur maximum par rapport à ^ pour la plus grande valeur de ^ qui est ,r, et, en mettant ainsi ,r pour z, le maximum en .v de ces deux j;arlies du moment }\^ a lieu pour x = a.
Quant à la troisième partie (cjj M", si, pour avoir son maximum en :ï. on égale à zéro sa différentielle par rapport à cette variable, on trouve
^ = i ' r- ' ]■' qui. substitué, donne M" =^^7-^(2a— ,r) (4a.r — x-]'^. \ o y 0,3 Iba- ' ' '
dont la différentielle égalée à zéro donne A{iax — x^-)l {'5a — x) [a — x) = 0. La seule valeur de x qu'on puisse tirer de celte équation, et qui soit dans
les limites de la longueur de la poutre, est.f= «. d'où z =r"' T ^' Y- =a, donnant à son tour
\ Va
On a. en les réunissant,
et les cinq parties de cette expression, relatives à l'instant ^ = " où la charo-e Q passe au milieu de la poutre, ont ces divers caractères :
Que ^a est le moment statique dû à la charge isolée Q ou à chacune des
reactions -y que lui opposent les appuis ;
yue -j est le moment statique dû au poids de la poutre et de sa charge
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permanonle, ou l'excès du moiiu'iit ^-ya de la réaction -^ de chaque appui
sur celui - - du nioineut du poids - d'une demi-barre ;
■ Que ^ - est le moment de la partie de l'inertie centrifuge de la charge 0
qui a élé engendrée par l'incurvation de la jioutre sous cette charge isolée;
„ ?a 5 1 QV^ Pf/- . , .• , r- .• j , . ,
Que -r- T- = 77F7 est la partie de I niertie de la même charge rou-
A A p g Hhl ^ °
laute Q qui a été engendrée par l'incurvation due au poids pi'opre P de la
poutre et de sa charge permanente;
Pa 1 1
Enfin, que-;y ^ - est la partie du moment total M^, qui ei^t due à ^inertie
de la poutre et de ses divers éléments rais en mouvement par ses flexions dues au passage de la charge Q.
La formule (/'iJ ou (îg). que contient d'une manière implicite le mémoire de M. Phillips, ne borne donc point son application, comme on parait l'avoir cru jusqu'ici, au cas où le poids P de la poutre avec sa surcharge iîxe est petit par rapport au poids mobile Q. Nulle part, dans notre double calcul, il n'a été fait acception de la grandeur de leur rapport, et nous pensons que cette formule peut s'appliquer jusqu'à des grandeiu's du poids P de la pouti'e sensiblement supérieures à celles du poids mobile Q.
54 {bia). Termes périodiques à ajouter aux expressions algébriques ci-dessus des déplacements et courbures, afin détenir compte, par apjiro .rimât ion, des mouvements vibratoires, et de la condition d'immobilité initiale. — Recherches de M. Stokes. — Il n'a point échappé à M. Phillips, dont nous venons d'exposer l'ingénieuse solution, en en modifiant la forme et en en complétant la conclusion, que quelque chose y manquait, savoir, de satisfaire à la condition de nullité de vitesse de la pouti'e à l'instant initial t = {) ou ,i: = \t = 0, où la charge mobile y ari'ive. C'est ce qu'effectivement l'on ajterçoit, rien qu'en examinant les formules (//g) de j)reaiiére approximation des déplacements des points; foi'mules ne dil'féranl de celles de deuxième
approximation [(w) ci après] que par une addition de term(>s affectés -, qui
ne changent rien à ce qu'on peut conclure de cet examen. A cet instant f = 0, comme l'observe M. Phillips, la seconde partie de la ])outre, celle dont les déplacements sont ?/, (ui u\. comprend la poutre entière : leui' expression qui est la deuxième formule {d^). se réduit bien, connue cela doit être, si l'on y fait x ou t = 0, ä son deuxième terme leprésenlant l'état où était la poutre, flécliie alors par son seul jioids propre; mais en la dilïérentiant après avoir reni])lacé ,r par \t. elle donne
\ot/i = o l'ial'A
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tandis qu'on devi-ait avoir cette vitesse =0; en sorte que l'expression (f/,)
même avec les termes qu'y ajouteront les {«>) ci-après , ne donne qu'une
sorte de solution particulière relative à un cas idéal où Ton aurait choisi des
vitesses initiales telles que (a).
Pour obtenir un aperçu du degré de l'influence que peut avoir, sur le
résultat, cette supposition tacite de vitesses initiales (a), M. Phillips calcule
quels déplacements auraient éprouvés, au bout du temps /, les éléments de la
barre appuyée 2a, si, sans supporter aucune charge, elle eût été abandonnée
à elle-même après que des vitesses (a), changées de signe, leur eussent été
imprimées au temps t = 0. Les équations capables de donner ces petits
déplacements que nous appellerons v, sont la deuxième (îg) en ôtant le
P terme — ;^; les quatre {a^), et une dernière, spécifiant la vitesse initiale,
Pa'"
c'est-à-dire, en faisant (comme au n" 4) ;i— jtj-= --, les équations
(It- (W
%r "• (ë),„ = "• - (ji), =„ = '•«^P'-^'^^i«" (')■
Elles sont satisfaites, i désignant tous les nombres entiers positifs, par
i'= > A. T--sin-7— sm-TT-,
si les A . satisfont à
> A.sm-;T- = — -nT-TTT(4a-: — ^'j-
jL^ i '•)n 1 '•'/■; <
2a ~ \2aEl On en tire par le procédé connu d'élimination consistant à multiplier par
,/5sin— et à intégrer tous les termes de 0 à 2a, ce qui donne, dans le pre-
mier membre, seulement A . | (h sin- -^r- = A «,
' 'Jo 2a '
\ = — — i \a' idz sm -r ^-dz sni 5- = — 1 -^rûïï *
'• 12a^EI\ J 2a J 2a J i-U
D'où, en substituant et mettant pour - sa valeur, la série très convergente :
'^»90fl2V /Tfp' / TZ -H i . 2-; . A-H 1 . 3-^ . 9::-^
Oli CHAI'. IV. .NOTE DU j/ (»j.
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Ce résultat porte à inférer, bien (ju'indirectement, que la condition initiale omise dans les solutions algébriques ci-dessus serait remplie par une addition de termes périodiques, et même , 1res approximativement, d'un seul, car le premier terme de la série qu'on vient d'écrire l'emporte beaucoup sur les autres affectés de fractions ±- = — ^-r, vt^, — .,.^, On
peut même déjà conclure, comme a fait M. Pbillips, que ces termes additifs seront beaucoup moindres que les termes algébriques principaux; mais rien ne dit qu'ils soient pour cela négligeables, car ils peuvent égaler et même
excéder ceux en - qui évaluent les inerties, et dont nous tenons compte.
Quels seront ces nouveaux termes? Un pareil aperçu ne peut nous en instruire; c'est donc le cas d'exposer une ingénieuse analyse donnée en 18411 par M. Stokes, dans un autre but, qui était d'évaluer approximativement l'influence de l'inertie de la poutre dont il n'apercevait pas, alors, que la mise en compte pouvait s'opérer aussi comme nous venons de faire aux deux numéros précédents; mais analyse où l'état initial est pris en considération, et précisément, au moyen de termes périodiques qui peuvent nous fournir ce dont nous clierchons ici à déterminer une valeur approchée.
« En considérant 0. dit M. Stokes (dans une Deuriemc addition à son Mémoire cité, lu à la Société de Cambridge), « les résultats d'expériences récentes où M. Willis a fait ressortir la notable influence des inerties, j'ai été induit à tenter une solution approchée oh il soil tenu compte de V inertie de la poutre ». négligée jusque-là ; et, continue-t-il, «j'ai trouvé que si on remplace chacune des forces agissant quelque part sur la poutre par une force uniformément distribuée sur toute sa longueur, et d'intensité telle {of such na aniounl) qu'elle produise la même flexion moyenne que celle-ci, ce qui, évidemment, ne peut occasionner une grande erreur matérielle, on obtient, pour déterminer les déplacements, une équation différentielle admettant une intégration en termes finis. »
Pour atteindre, par cet expédient, le but ainsi indiqué, qui n'était donc pas (comme on l'a cru), celui de traiter uniquement un certain cas extrême dont nous parlerons, M. Stokes, considérant que le poids propre P de la poutr(! est déjà uniformément diürihiir. fait provisoirement abstraction des déplacements qui lui sont dus. saufà les ajouter plus tard, et il prend pour inconnue la moyenne générale, à une époque quelconque t.
<"'' '-rj
:\dz
des déplacements verticaux, appelés ici u, cpii sont produits par toutes les autres forces en jeu, savoir : 1° la charge mobile Q, -" son inertie et H" celles des divers éléments de masse de la poutre. Pour arriver à construire une équation où celle inconnue \>- soil cngagécj
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M. Slokos commence par détenninei' et comparer ensoml)le. en général. (leur moyennes :
des déplacements quelconques qui seraient produits statiquement aux points d'abscisse :; de notre poutre de longueur 2a, savoir : la première. \x\ par une force F' agissant isolément en un point particulier dont nous appellerons X l'abscisse z; la seconde, p.", par une force F" uniformément distribuée sur toute sa longueur 2«. Si d'abord nous appelons respectivement, pour abi'éger, \]'.\}[ ce qui multiplie (J dans les premières parties des expressions statiques citées {dg) de u[.u\ nous avons (en nous servant de leurs secondes parties pour l'expression de ij").
D'où, en mettant pour U',U' ce qu'ils représentent, effectuant et comparant, l'on déduit ces deux expressions générales, exemptes de toute hypothèse d'approximation, et conséquences exactes des formules (r/„) ainsi que des définitions générales de :j/,!j.",F',F" :
[ ,_ 8a''.r — 4fl.r- + .r'' " = V'' ""' •
) •' 48aEl * '■' i:.El'
don. SI [1 =z\}.', la relation r :=o. r-r~, 1' •
iUa'
Il résulte non moins rigoureusement de l'expression de ij.". que si on appelle F la force uniformément répartie capable de produire dans la poutre des déplacements u ayant (a') jj. pour moyenne, l'on a
M. Stokes l'égale, conformément au principe général de superposition des petits déplacements élastiques produils par des actions simultanées, à la somme des forces verticales qui, si elles étaient aussi réparties d'une manière uniforme, produiraient les mêmes déplacements moyens, respective-
0 rf-v ment : 1" Que le poids 0 plus son inertie — ^ -p appliqués au point d'abscisse X dont nous appelons y le déplacement particul'or u ; 2" Que les inerties — -—(h-— des divers éléments d'abscisses z et de longueur (h, oui
zag al- ^
éprouvent les déplacements u. jusqu'ici inconnus, dus à la fois aux trois espèces de forces spécifiées.
D'après la dernière des trois formules (y), si l'on fait, pour abréger,
,. ^Sa''.r — ia.r^ H- ./•''• ,, ^Sa'z — Aaz''-^-z''
U) o r-—, = Aj et de même O t——, = Z,
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il suffira de miilliplior respectivement par X et par Z res forces Q — ' -jp,
et (h — agissant isolément comme faisait V, pour avoir les forces uni-
'ing dt'
formément réparties, capables de produire les mêmes déplacements moyens
que chacune d'elles. On â. en égalant leur somme à la force (o) capable de
produire le même déplacement moyen total qui leur est dû, l'équation
Cette équation est rigoureuse comme les précédentes; mais les déplacements verticaux appelés ii et y aux divers points d'abscisses z et .r sont, nous avons dit, inconnus.
C'est ici que, pour y suppléer avec une certaine approximation regardée
comme pouvant suffire. M. Stokes, conformément à son hypothèse ci-dessus.
remplace ces déplacements par ce qu'ils seraient si la poutre fléchissait sous
15E1 la force totale (o) — ^-jj- uniformément l'épartie sur sa longueur entière 2a.
Cette supposition donne, toujours d'après les deuxièmes parties des formules statiques déjà invoquées (r/g).
,, loEI 8rt"'2 — Aaz^'-^-z'' i v ^ v
d.r Substituant dans (?) et remplaçant df par —, le deuxième terme du second
membre de (ç) devient, vu la valenr (s) de Z, et en effectuant l'intégration :
en sorte que cette équation (c) est, en divisant par P,
15E1 15ü V^ (Py. ..Q,Yl ^'^^'•^^\
M. Stokes remarque qu'elle se simplifie beaucoup et s'intègre facilement dans le cas où ^^ est très petit. Alors, en effet, l'aspect comparatif des deux membres montre que \>. est (ht même ordre dt. petitesse que ce rapport. Le terme en -j-f qui, dans le second, se trouve multiplié par j^, peut donc être effacé comme ne fournissant ainsi ù l'éciualion (|u'un terme très petit
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du second ordre. Cette suppression, qui rovient à négUger l'inertie de la charge roulante, réduit l'équation à
(■"•) -7-^, + - = T^-TT-f - , SI on fait ^^ —TTT- = r\
où r est une pclite ligne donnée aussi par
c'est-à-dire que - est la constante (/J des formules ci-dessus; et /'( est. d'après les secondes parties des ((/g), la flèclie statique u ou »1, pour î on Zi = a, due au seul poids P de la poutre et de sa charge permanente.
M. Slokes tire de l'équation (/.), C et C étant deux constantes, l'intégrale
^ ' r r I0LI \ dr- d.r'
qu'il est facile de vérifier par substitution, car X n'étant que du quatrième degré en x, ses dérivées paires sont nulles au-dessus de la quatrième.
Pour déterminer C,C', l'on considère que pour x ^ Y/ = 0 , c'est-à-dire an moment où la charge mobile arrive sur la poutre, la flexion iji est nulle; et elle l'est aussi, ou elle n'est qu'infiniment petite du second ordre, quand la charge n'y a encore parcouru qu'un espace dx infiniment petit du premier ordre. Faisons donc successivement
nous pourrons tirer C et C et les substituer. Enfin, rappelons-nous que toute cette analyse, basée sur une substitution d;ms(:j, aux valeurs incoimues de u
I tFI
et V, de ce qu'elles seraient sous le seul empire de la force j. distribuée
d'une manière uniforme, a été faite sans tenir compte du poids propre P de
la poutre, seule force qui soit distribuée de cette nianière-là. Complétons-la
en ajoutant à \). la flexion moyenne —r-, que ce poids produit d'après la
seconde fy); nous aurons la flexion moyenne totale. En l'appelant Ui, nous obtenons :
Pa'' ^ Va? _ „8a''.r — hax' -\- x'" ^ Oa? r- ^ax — x-
■' 15EI ■ loEI ^ 48«E1 ' 4EIa^ a'
, Of*T- '''/j -n M -r~\r . x'
~'~Frr '>-7 1— cos- — 1+.)— -sm- OKlL ft rj ^ a- Ja r
où l'on peut mettre partout Y/ pour x.
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On voit que ce sont l)ien les termes multipliés par cos-, sin- qui serrent
à satisfaire aux conditions initiales.
Une fois calculée cette moyenne généiale, |j.,. des déplacements contemporains qui se produisent d'un bout à l'autre de la poutre au temps t = ~,
l'on a. d'après (o), (toujours dans Thypothese faite couune approximation sur la loi de leurs distributions à cbaque instant), la valeur suivante du déplacement individuel n du point quelconque d'abscisse z^ sous l'empire de toutes les forces enjeu, y compris le poids propre P :
„ ^ SaF'z — iaz'^ -+- z'*
2a ^yia) ~^V:>a) J"
Et. en faisant z = x. ?/ = ?/. l'on a pour l'ordonnée ou l'équation appi'orbée de la trajectoire de la charge roulante Q :
.. ^ 8r/'.r — Aa.r' -+- ,r ■ (o) . //=,,X = ,,o- —^ .
En faisant l'épure de cette courbe, qui est simplement algébrique, et du huitième degré lorsque dans li-i on fait r = 0 revenant à V- =: 0. M. Stokes a remarqué qu'elle ne s'éloigne que peu do la courbe du quatrième degré, ayant aussi ses tangentes horizontales aux extrémités, qui représente ecacleinenl, d'après (Q et [d^), la trajectoire poiu' une marche inhuiiuent lente de la charge mobile.
En rétablissant les termes en r. et en écrivant -t au lieu de -, comme
le cosinus et le sinus (|ui rendent périodique une portion des valeurs des déplacements ?/. et qui ondulent la trajectoire de la charge Q, ne changent
pas de valeurs en augmentant t de 2-^^ secondes, l'on a
(.) Période d'oscillation = 2.^=2.^3^^^ (où [1 = ^;
période dont la durée est indépendante, connue l'observe M. Stokes, de la grandeur du {»oids Q de la charge dont le passage provoque les oscillations; et qui est la mêm(> que si Q était= 0, ou que si la poutre, un instant fléchie, était abandonnée ù (>lle-nuMue ou vibrait seule, auquel cas on aurait
-; — I — = 0, résolue par iji:=G cos- + C sm — dx^ r^ r r
11 en résulte, si on nomme n le nonihrr de ijiiarlF. de périade que les oscil-
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Intions acoomplissont pendant le temps -rr mis pnr la charge Q à parcourir la poutre :
M. Stokes a calculé (Table A du Report of tlie Convnissionnerii, p. '211) les ordonnées de la trajectoire (o) pour diverses valeurs n=i, 2, â, i, 5, (î,
S, 10, 12, in, 2c , de ce nombre, et pour vingt valeurs du rapport — de
l'abscisse à la longueur totale ; et il en a déduit les épures de ces courbes. Elles composent la figure 2 du Mémoire de Cambridge et la figure B de la planche 10 du Report, où M. Willis a inséré une longue analyse de ce beau Mémoire composé à sa demande. Les courbes )?=:1, 2, ô, 4 ne sont nullement symétriques, on le conçoit, par rapport à l'ordonnée du milieu. La courbe n = :x. ou r=:0, Y- = 0, est celle de la marche infiniment lente de la charge.
M {tel'). Extension de cette anahji^e à des vrdeiirs quelconques du rapport des poids P, Q de la poutre el de la charge roulante. — Bien que M. Slokes
n'ait intégré l'équation ii),que pour le cas de ^ très petit, où elle se léduit
à (■/.), il semble pressentir que toutes ces considérations et conséquences
sont applicables aussi lorsque Q et P ont des valeurs à peu près égales, ce
qui est, comme le dit M. Willis, le cas de presque toutes les applications.
Nous avons aussi cette opinion. Nous pensons même que l'équation de
M. Stokes peut être intégrée aussi simplement et avec à peu prés autant
d'approximation pour toutes les valeurs pratiques de ce rapport de Q à P,
sous une seule condition (conforme encore à toutes les données pratiques et
que M. Stokes parait exiger lui-même pour le cas qu'il traite), à savoir que
1 2QaVla fraction -= . , - soit assez petite pour qu'on puisse négliger tous les
termes où elle entre au carré.
Effectivement, le terme — r^ de l'équation (;), terme qui vient de
celui - -r-^ de 1 équation (;), cesse d embarrasser et peut être conserve si
g de- 1 . / r
l'on remplace l'ordonnée y de la trajectoire par sa valeur de première approximation. On pourrait prendre pour telle l'expression du huitième degré (o) y = iJijX en faisant r = 0 et en faisant aussi P = 0, puisqu'il ne s'agit ici que des effets indépendants du poids propre dont il peut n'être fait compte qu'après le calcul de ix. Mais on peut faire mieux; car les erreurs seront évidemment atténuées, et on aura une approximatiun plus grande et plus
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sûre si, pour la valeur de y répondant à Y-=^0, l'on revient de la fiction M=r!j.Z à la réalité, c'est- à dire si l'on fait simplement (expression /j de M. \Yillis, p. fiOOl :
W y = iT;7r['-^'''-^)"
liaj-l
valeur parfaitement exacte de cette ordonnée dans la première approximation où la marche du poids mobile est supposée infiniment lente; et dont on tire, pour passer à la deuxième approximation :
^ ' (It- g (Ix- ugavA 8 a-
Cette expression mise pour jy, dans l'équation (t), ou écrite dans celle
(t) au lieu de r— - qu'on y avait fictivement substitué, cbange ces deux
(j dx'
équations, vu la Videur (/.) de r-, en la suivante :
f/-a u Ocv' X, . ,, ^-/. 1 •>û'î^ — ''"••3^' — 2a-
'^> dx' ' r' J5E1 r-' ' ' ' \ ß n-
L'on tire de cette équation (?) une intégrale toute pareille à celle (>) de r équation (•/.) de M. Stokes, sauf (|ue la parenthèse, bien que Xi soit du
sixième degré en x, se réduira en supprimant les termes en r' et r" comme affectés de (-•) et (-) à X, — ^''~T^'' l^inôme dans le second ternie du-
. , iP\, . i quel on peut supprimer toute la jjaitie de -pi *ïi" ^ ö P^"'" '«i^lt-ur; car
?^-- se trouverait affecté du carré de -.
En déterminant, de la nièine manièr-e qu'on a fait, les constantes C,G',
c'est-à-dire par iji et 7-=*^ pour .r = 0, on tiouve C nul ou supprimable
Vacomme affecté de r', d'où, en ajoutant jFrr, comme ci-dessus, la solution
Pa-' Ver Qrr /v .<i'^ \ ,.Cmx—7yx^ — '2a
ihU ' • 'jr)KI 15KIV 'Z'^' P «'
Ua' / , '•1 ,ï)-\r . X Vv\V — r+-:. -sm-
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expression genyral(3qiii, d après (;), étant muitiplife par / = o.
donnera toujours, vu l'hypothèse primitive, les valeurs, pour tous les points de la poutre, des déplacements ii qu'ils éprouvent au temps ^ = recette expression (•/) de !J.|, que nouspensons pouvoir être étendue à toutesles valeurs pratiques du rapport de 0 à P, n'a fait, pour en devenir capable, qu'a-
jouter comme on voit, à celle (v), deux termes affectésdc -= ^-^ ,., , savoir le
terme — - dans ce qui affecte le sinus, et le troisième terme de la première parenthèse.
Dans le second terme de cette même; parenthèse, remplaçons le -— par
'^ if< r — {— 4 '■^3?- o/'"
sa valeur 5. — - — r-^—, — ~ — ; puis, dans ce même terme, et dans celui — loa' a-
de la seconde parenthèse, mettons à la place de — sa valeur (-/.') ^rr^--.-; ^ ^ a' %)2 Q p
ces termes, multipliés par Q qui est hors des parenthèses, ne seront plus
affectés que de P, et aussi de -; et nous avons en multipliant, d'après (k),
v-i par Z pour avoir le déplacement vertical ii du point de la section d'abscisse z :
^ Sr/^s — iaz''+z''lOa' S'U-'x — 4o,r'-{-.r'' /. 1 ßf'^^ — ^^^' — 2a-\
Iba' (OKI ha' \ fi a- /
Fa"' /. 1 loo '■lav — a:-\
_6EI\ pJ^p'lUo'î^El
r . XI -sin- , a r \
où l'on peut faire r ^ Y< afin d'avoir le déplacement en fonction de l'ab-
scisse z amsi que du temps t entre / = Ü et f = — .
De celte expression qui donnera l'équation de la trajectoire de la charge
mobile en faisant u = y, 2 = ,r, on tirerait, comme M. Stokes a fait de
celle (v), des conséquences tant numériques que graphiques qui seraient
analogues à celles de la figure 2 de son Mémoire de Cambridge ou de la
figure B de la pkincbe 10 du Report, et qui en seraient peu différentes, vu
1 bax — or- — 2a- , , -. ,. , 2 , que le terme H -, de ta première ligne et le terme de
la seconde ligne ont peu d'inlluence quand - est petit. Mais cette petitesse
supposée de 7 et la non-petitesse de ^ excluent les suppositions des valeurs i, 2, o, A, 5, G, 8 et même 10 à donner au nombre (p) n de quarts de période
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d'oscillations do la partie périodique de ('^j u. car on a environ n = 20 pour ß = 50, p = 1 , et n = 9 pour p = 1 2, j^ =-.
Or les trajectoires de l'épure citée sont toutes symétriques par rapport à leur ordonnée milieu z. = a, passé w = 0 ; et il en est de même des courbes de la figure .") de Cambridge ou C du Report qui donnent, non plus les trajectoires, mais, comme ordonnées, les grandeurs successives que prend la flècbe de courbure au milieu de la poutre, lorsque la charge mobile se trouve aux dislances de Textrémité z=0 que désignent les abscisses.
D'où l'on peut déjà inférer, en excluant tout au plus les poutres de pontceaux étroits, ou les rails (dont les sections se règlent plutôt par des expériences que par des calculs), que les plus grandes flexions ont lieu sensiblement, dans les conditions ordinaires, au milieu des: jwutres au moment où la charge y passe; et la forme des courbes fait présumer qu'il en est à peu près de même pour la plus grande courbure éprouvée.
34 {qualer). Conclurions pratiques. — Avant de les tirer de ces formules, revenons, pour les leur comparer, à celles que fournit pour u. u^ l'analyse du n° h7>.
Si l'on met en œuvre le procédé que nous avons indiqué au bas de la page G0<), mais que nous n'avons alors, pagetiOT, employé que pour le calcul de la dérivée seconde de u en z et du moment de tlexion (j/g), on trouve les expressions suivantes ayant leur première ligne identique avec chaque expression ((/„) de première approximation, et dont la seconde, celle (w'), peut être déduite de la première en changeant :; en z^ et x en 2a — .r :
, , ^zCf^a-x — 6a.r--l-.r) — ;;''(2«— .r) N«''^ — 4(7^-" -f-i'
M î^ = 0 Tô-j?! \^
.l2aEl ' 48at;i
f -^^ ( — 1 6a''.r H- fiOa'-x- — C)2a\r H- Vmx" — 7)x^)
(4a'' — i\a-x H- 12ax- — ô.r^)
4a-EI \ ^ _P^ (|ç),Sa\rH- iSOa'.r^ — 680alr' +270aa:'^ — oT^x')
Pv' P:"'
^ -TTT ( — 1 Oa^.r H- Oo.r^ — 2.r-') -|- -r- (2a — x) .
I - oU
z.,{ia^x — x-')-z}r 8a^^, — 4a^^ + ^^
48a El
^ ( _8a\r + 24a V- — \ Oalr- — 6a.r* + n.r-')
_l_ 1 . _1_^ _+_ ^' (2alr - ßax'- + 3,r') 4- t^ ( — ^a'-^' — 5«^- + 2.r')
+ ^. (1 1 2a\rH-240^/^r^— I G(la-^*-— 60a.r^+r.oa;'')+ -^ 1 2 1(1 ciU '
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Ces foniuiles (dont la première, difiérentiée deux fois en :;. redonne idenliqnemeiil celle {ijg) d'où (c,,) trouvées autrement pour le moment de llexiou)
satisfont en effet, à cela près de termes aff(>ctés de ( - i que l'on néglige, à
toutes les équalions (Cg), (og), {b,j) posées, p. 59i), pour la solution supposée
algébrique du problème; et la seconde, relative à la deuxième partie de
poutre comprenant la poutre enlièie lorsque x=iSl=^Q, satisfait aussi
alors à la condition de nullité des déplacements dyndini(jues, mais non pas.
comme nous avons dit, à celle de nullité des vitesses initiales.
La formule nouvelle (f) a. de plus que celles-ci, le terme périodi(jue
affecté de sin - = sin — qui a servi à satisfaire à la condition initiale de r r
vitesse nulle pour 1 = 0. Comme cette partie péi'iodicjue du mouvement
vertical de cliaque point de la poutre a zéro pour moyenne, on comprend
(jue la partie algébrique de u. dans (f), ne doit pas différer beaucoup de
ce que donne la formule (w) ou (w') pour ce déplacement.
On le reconnaît, en effet, si on applicjue les formules (w) el (■l). par exemple
au déplacement du point central i = a pour l'instant x=:a. l=^y> on la
charge mobile y passe; car on trouve pour la /lèche dijnamique /^ y relative:
Par (»,. /•„=,„U„, =j-ï^l+^)+3^((l+25 -); ,,Jd ,, ,■ l'J-') Ony. , i\ lA'a-l, 155 1\
\ iibblL^V fV ^'^ ßj« ''
La partie algébrique résultant de (•I>) donne ainsi, pour la portion de flèche attribuable à l'action de la charge mobile 0. les -^ de ce que donne
1 Jo
('jj), ou -p: seulement de moms; et la diminution est bien moindre en ce
qui vient du poids propre P, car elle ne porte que sur la petite fraction -■
Mais il en est autrement pour les valeurs du plus grand moment de flexion ; car on trouve
/ n.f^'"\ Oa/, 1\ Va/. 5 1\
, , ]„ , -5n /. 1\ Vaf , 155 1\
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L'expression provenant de (■l) n'attribue an premier terme de la partie algébrique ou non alternative de ce moment de llexion, si sin - est nul, que
les — de la valeui' donnée par l'expression provenant de (m); et elle diminue aussi la valeur du second terme.
Or on conçoit que les formules (w), résultats des calculs d'approximation successive du n" 55, correctement exercés sur des formes algébriques, et opérés sans substituer, aux modes particuliers et réels de flexion, un mode uniforme et fictif, néritent plus de confiance que la partie algébrique de la
125 5 formule ('^). Les coefficients numériques tels que j^, ^ sont, dans celle-ci,
évidemment dus à celle fiction destinée à pouvoir obtenir les compléments périodiques. 11 ne faut pas, à l'obtention plus ou moins approchée de ces termes accessoires, sacrifier, et en moins, les termes principaux des solutions.
Aous pensons donc définitivement que ce qu'il y a de mieux à faire, c'est de superposer ou ajouter, à la solution (o)) dont M. Phillips a été l'initiateur (et qui, bien appliquée, tient compte de toutes les inerties), la partie périodique de l'ingénieuse et hardie solution de M. Stokes, modifiée et complétée, comme nous l'avons fait, par des termes en - la rendant applicable à
toutes les valeurs usuelles du rapport du poids de la charge mobile et de la poutre.
Et notre conclusion est :
1" Que si l'on veut avoir les déplacements de tous les points de la poutre, ou les équations en ii,ai et z,Zi de la forme courbe qu'elle affecte aux divers
instants marqués par t^~^ ou pour les diverses situations, d'abscisses .r,
de la charge mobile Q qui la parcourt, il faut, aux expressions ?/,», données par (w), (w'), ajouter la partie périodique de ('^), savoir :
(tO
la \2(^// v2a
(}«■•/, '-^\ 1 ''>2 51V' <1KÎ\ W"^ß 105 iSKI
r . X -sm-, a r
2° Que si l'on veut avoii" on // et x l'équation de la trajectoire que parcourt la charge mobile 0, l'on n'a qu'à faire u:= i/, z = x dans l'expression ainsi établie de u ou des déplacements de la première partie de la poutre.
5» Que si l'on se borne à avoir la (Irclie di/naniique, ou la dépressiim du milieu de la poutre à l'inslant où la charge y ])asse, il laut prendre, en conséquence :
Qa'f, ]\ 5lVr 25aT /, 2\ 55 IHr . a
// """ V 252 (T [^ ~ V o78 'r/KI '
CONCLUSIOiNS l'RATlQUKS K.\ AYAM' KGAUD Al V COM)ITI()-NS LMTIALKS, 0 1 0 /
4" Et si, ce qui a plus d'intérêt pratique, on vont avoir la valeur approchée du plus grand moment de fiexion —El 77^7,. ou celle de la plus grande
courbure — 7— y afin d'établir la condition de non-rupture en lui imposant une limite, il convient de prendre :
où Ton pourrait faire généralement sin-=: — 1, alin d'attribuer au second
terme son maximum.
5" Qu'il convient de ne plus dire, comme à une époque où . la question n'avait pas encore été suffisamment étudiée, que les solutions telles que ('»)
P et (■>) ne conviennent qu'à deux cas extrêmes; celle-là pour -r très petit, et
celle-ci pour - très grand, ni que M. Stokes n'a eu d'aulre intention, en
1849, que de traiter ce dernier cas. Le but primitif de l'éminent correspondant de l'Institut a été, comme l'exprime notre citation ci-dessus, de « tenir compte de l'inertie de*la poutre >> ; ce but s'est trouvé atteint six ans après, en 18ào, d'une autre manière, et sans changement hypothétique du mode de distribution des déplacements le long de la poutre, par des formules algébriques telles que (w); mais son beau et hardi travail a eu le précieux effet de fournir une évaluation approchée et suifisante de cette partie périodique ou oscillatoire des mouvements que la solnlion algébrique de 18üo était réduite à négliger; évaluation que nous croyons avoir montré être facile a étendre à tous les rapports habituels des poids P.Q de la poutre et de la charge mobile qu'elle supporte pendant son trajet.
55 Suite. Mise en compte, pour la flexion du pont, de V action du train qui ^'avance à la suite de la locomotive. — Les wagons disséminés que la locomotive remorque doivent produire bien moins d'effets de flexion et de courbure que ce lourd engin concentré à chaque inslant en un seul endroit. Il convient cependant d'évaluer ce qui peut résulter de leur pression et de leur mouvement. C'est ce qu'a fait en 1860, d'une manière intelligente et remarquable, M. Renaudot, aujourd'hui ingénieur en chef des ponts et chaus sées, dans un Mémoire intitulé Élude de Vinfluence des charges en mouvement sur la résistance des ponts métalliques à poutres droites, et inséi'é aux Annales des ponts et chaussées, mars 1861, p. 145-1204.
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Si, par unité de lougiieur. on a p=r:~ pour le poids de la poutre avec
sa charge permanente, et ;/ pour celui du train qui y est supposé engagé d'une longueur a: = \t au bout du tem|)s t, les équations de M. Uenaudot, propres à fournir les déplacements verticaux u de la partie de longueur .r et n^ de la partie de longueur 2a — .r de la poutre, aux points ayant des abscisses z-, Sj à paitir de leurs extrémités respectives, reviennent aux suivantes, faciles à déduire de celles (Z)^) et (/;,,),
oz{ ^ g cJx-'
car M. Renaudot reconnaît (à sa note A, p. VMM que le terme 2;— 7— doit
entrer aussi bien que les doux autres dans la parenthèse de la première équation, comme partie essentielle de la dérivée seconde complète, par rapport au temps ^Voy. ci-dessus, n" 52] du déplacement de tout point de la charge mobile, bien qu'il ait [à sa page loi, éq. (2)], en vue de simplification, retranché ce terme, jugé par lui peu influent.
Mais la présence de ce terme du trinôme différentiel ne rend pas plus dilïicile la solution simplifiée, que nous avons trouvée en opérant comme il a été fait, au n" 55, pouj- le cas de la charge roulante isolée, à savoir : 1° en déterminant d'abord, comme première approximation, les valeurs u' , u[. ce qui s'opère, soit d'une manière élémentaire, comme il a été fait pour les formules [d,^] du n° 52. soit en résolvant les équations ((/,„) dans la supposition de Y infiniment petit, ou en effaçant les termes en V- de ces équations et de la dernière (/g), ce qui donne :
2" en substituant ensuite dans les termes de (g^f^) en V- restitués, ces valeurs n', n[, de première approximation du u, u^ et en intégrant de nouveau avec les conditions particulières (r/g), (/;„) du n° 52. Le résultat obtenu a été le même que celui qu'on trouve en opérant aussi, comme au n" 54, par un procédé élémentaire de calcul de l'inertie des éléments de la pouti'e. Nous sommes ainsi ariivè, en nous bornant, ce qui suffit, à deux intégrations des
(^,0) par rappoit à :-, à une expression générale de 7— et par suite du
moment fléchissant, dont la plus grande valeur, qui a lieu au point milieu
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z = a quand le train est arrivé à 0(xuper toute la longueur 'ia de la poutre, est
ce qui donne 1 + jr — pour le rapport entre la courbure maximum dynamique et la courbure maximum statique (*).
(*) M. Renaudot a trouvé [p. 171 form. (45) de son mémoire] '——- a- I 1 + r o> ) ? ou
pour la proportion de l'excédant de tension (comme il l'exprime) de la fibre la plus tendue
2 8 10 dû aux inerties centrifuges, les ^ : ^=— de ce que nous trouvons-
Malgré la faiblesse de cette différence, je crois devoir donner ici, pour prouver que l'expression (//,y) est juste, le détail de celles dont je l'ai déduite et que tout le monde pourra vérilier par de faciles substitutions. Si on lait, pour abréger,
ix) ;r- = \, — • = Z, -J- = Z. , avec ' — — - = -,
les expressions générales ou applicables à tous les points, sont :
— El f.~=z2a"-p (l — lA + tap' \U\ — ^A l-~'lA + '
(6)( +(-5+^^-^^-^)^'^+(-^î+^)''^''+ro] '
Or il est facile de vérifier, après deux différentiations, qu'elles satisfont à tout, à cela'
près de terires en ( -, j négligeables comme étant toujours de second ordre de petitesse
dans la pratique; à savoir aux deux équations du quatrième ordre ^,(/io), ainsi qu'aux conditions d'extrémités ou de raccordement, qui sont les deux dernières («g) et les deux dernières (fcg.)
du n° 32 modifiées en mettant, vu (a), 2rtX, 2flZ, 2aZ, pour x, z, z, et . .,„ . pour -rrr- Quant
* '^ ;/ö-ß jEl
au maximum de la première (ß) on l'aura, à cela près de quantités très petites aussi d'ordre
supérieur en y mettant les valeurs X = 1, Z = ^ qui annulent les dérivées en X et Z de sa
partie principale et de beaucoup la plus influente 'ia-p (Z — Z-) + iap' [(2X — X^) Z — Z-] ;
c'est-à-dire en prenant pour le lieu et le temps de ce maximum, .c =. la, z-^^ a, comme a
fait aussi M. Ren^iudot.
Au reste, il termine avec raison son Élude en concluant, après avoir donné pour
2 p'a-\^ 1 -h ;: — jTj- des chiffres relatifs à divers ponts métalliques, et qui excèdent peu l'unité, que
cette espèce d'impulsion graduée n'a, sur les courbures et sur le danger de rupture, qu'une influence pre?(iuG insiynifiaiile.
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Il sera facile, d'apn^ès ces doubles manières de résoudre le problème, comme on vient de voir, du moment flécliissant quand il n'y a que les wajions pesant p' par mèlre courant, et (n"" üo, h'i) quand il n'y a que leur remorqueur pesant Q, de déterminer l'expression de ce même moinent lorsque le train est complet, ou composé de ces deux éléments, en tenant compte du
poids P et de sa charge permanente. Cette expression du moment — El -7-^
se composera de la partie principale, ou statique, c'est-à-dire de l'une des deux suivantes :
(î.o - ^A — - pour V = 0 = y> -— +/>' ^ j- + (j -r, ^^
O-.o) ^ - El — pour V ^^^=p — ^ +y/ — + 0 _;
et de deux parties dynamiques affectées respectivement des petites fractions que nous avons appelées-, — , dont on aura négligé le produit comme les
carrés. Tirer de celte expression complète, fonction compliquée de 2 ou de Zj et de l'abscisse ^ = V^ de la tète du train, en égalant à zéro ses différentielles par rapport à ces deux variables, leurs valeurs donnant le maximum, serait aussi impossible qu'inutile. 11 suffit de chercher ces deux abscisses xe\.z ou 2j pour le plus grand des deux maxima des parties^ statiques [i^^, Oin) , car celles qui répondraient au maximum absolu de l'expression com-
pléte du moment n'en différeraient que de quanlilôs alfectées de-' — ' ou
du premier ordre de pctites-se; et la valeur (jui en résultera pour le maximum cherché ne différera du vrai maximum que de quantités petites du second ordre, etsansinlluence,
En égalant à zéro les différentielles par ra]jportà.x et par rapport à jet s, des expressions statiques (ii„) et (^k,), la seconde ne fournit rien qui ait rapport à la question. La première, en écartant la racine i r= 0 ne donnant qu'un minimum, fouiiiit pour valeurs donnant son maximum :
P' L '■■^pa 2 0;-f;y)«J
d'accord avec les solutions x = 2«, ; = a, Irouvées tout à l'heure quand on avait (J = 0. Mais la valeur [k^^] trouvée ainsi pour l'absci-sse .r de la tète du train se trouve en défaut si '■la est petit en sorte que Q excède !2a/>' ; et, de toute manière, le résultat de la recherche analyti()ue du point de maximum a besoin d'être contrôlé et même su[)plèé par des tâtonnements numéri(|ues toujours faciles. Les valeurs de .1: et de :• élant trouvées, leursuhslitulion dauïsla formule (/jo), complétée par raildiliundi' la partie dynaniii|ue,
CHARGE ROULANTE. SOLITIO.N DE M. BRESSE POLR UNE CERTAINE SUrPOSITION. 610
donnera le plus grand moment et les conditions de résistance de la poutre au passage du train (*).
(*) Nous renvoyons au mémoire de 18,"),") de M. Phillips pour le cas où la poutre supportant le passage de la cliarj,'e mobile Q est cncnsirrc aux extrémités au lieu d'y être simplement posée, en recommandant de réparer une inexactitude de la seconde parenllièse de sa formule (70), que M. Bresse a signalée dans son Cours, et de la modifier aussi en ayant soin de conserver, dans le calcul de ce résultat linal, tous les termes des expressions (46), (47), etc., page 20, des dépressions appelées y, sans en négliger une partie comme il a été fait ainsi que nous avons dit, lorsque la formule ((54) p. 25 relative à la poutre posée a été réduite à celle (71) de la p. ôi. Au reste, il n'arrive jamais, comme en général l'a observé Poncelet après Vical, que les encastrements de poutres produisent leur effet entier, et il est bon de n'y point compter surtout quand il y a, comme dans le cas présent, des mouvements alternatifs qui en détruisent bientôt presque tout l'effet. (Voir l'édition annotée des Leçons de Kavier, § (> de l'appendice I).
Nous renvoyons de même au Cours très répandu et estimé de M. P)resse, pour la solution complète, par une intégration exacte, alors possible et effectuée d'une manière simple, du problème où le train, occupant toute la longueur du pont et se renouvelant d'une manière continue, serait arrivé à sa vitesse V graduellement, en sorte que la poutre aurait acquis sans impulsion sensible une forme d'équilibre qu'elle conserve sous l'action constante de sa charge fixe 2yw, et des poids ainsi que des foices centrifuges des éléments p'dz de sa charge mobile. Qu'il nous suffise d'exprimer ici que si it désigne, comme ci-dessus, la dépression éprouvée par la poutre au-dessous de l'horizontale, à son point qui est à ladistance i du premier de ses deux appuis, la solution du problème dépend évidemment (n"' 52 et suivants) de l'équalion simplement différentielle
équation du second ordre en-^r;^ , qui donne pour cette inconnue, multipliée par — El, en l'intégrant de manière qu'elle s'annule aux deux points extrêmes ; = 0 et ; = 2a,
(,3) _El|^ = (;,H-;/)a2ß'
r:Vr
; -, étant = — rr-
Ce moment llécliissant a son maximum pour z=^a ou au milieu de la poutre, d'où IV Max. de (- El gj) ^^"^"^ «^.Oß'/— U - 1 V
On tire facilement de cette formule transcendante une expression algébrique approchée, de
même forme que celle (/*jo) ci-dessus. On n'a qu'à remplacer cos V/ö/ P^"" son développe-
1 1 \ ment 1 — -— ; -\- ^„-^ -jr, — et qu'à effectuer la division de 1 par ce polynôme, ce qui
donne, après réduction, et en effaçant finalement, comme ci-dessus, les termes affectés de
Max. du mora' fléchissant f — El ^| = • ■ a- M -| — y ^, )
Celte expression aurait pu s'obtenir aussi par le procédé d'approximations successives que nous avons appliqué ci-dessus à des questions plus compli(iuées. iJ'après cette curieuse analyse dont M. Bresse n eu l'idée, un voit que l;i jiroporlion dans
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56. Confinnation de VanaUße ci-desms par r expérience. — Xous avons déjà cilé au n° u!2 (sous-nolc) l'enquête sur les fers, oi'donnée par le gouvernement anglais en 1840 à la suite de graves accidents de ponts ou viaducs métalliques, et le célèbre Rapport de 1849. Nous n'analyserons pas les habiles expéiiences de M. Willis sur des barres d acier qu'il a soumises à la pression d'une charge roulante, en mesurant soigneusement les flexions produites, et nous ne reproduirons pas ici ce que nous avons eu l'occasion de dire en 1804 (dernière édition des Leçons de Kavier, n" LVIl, pagf s ccxi et ccxiv de VHistoriqne) sur les effets de l'application de cette ingénieuse balance d'inertie, à levier en équilibie sous deux poids toujours égaux mais variables à volonté; levier dont il faisait conmiuniquer, par une bielle mince, l'une des deux extrémités avec le milieu de la barre en expérience, afin, sans dugmenler aucunement sa masse ni sa raideur, d'accroître à volonté son inertie dans la vue d'apprécier expérHuentalement l'iiilluence de cette force que l'on croy;iit, alors, impossible à faire entrer Ihéuriqucnient dans le calcul.
Les courtes et minces barres sur lesquelles ces expériences de charges mobiles ont porté sont trop éloignées des données pi'atiqnes relatives aux poutres des ponts pour que les résultats observés soient capables de confirmer ou d'infirmer les formules (ir* 52 à 55 où la constante appelée - est
supposée toujours très petite) que nous avons calculées ci-dessus.
11 en est autrement des expériences de flexion par impulsion brusque. In
laquelle le mouveiiieiit de lu charge 2p'a, ou son inertie centrifuge conslante en chaque endroit, augmente le plus grand moment statique (p-{-p')a -, n'est que les
de la proportion •- -, . donnée par notre analyse, form. (/',o). Mais le savant ingéniour-pro-
lesseur (aujourd'hui membre de la seclion de mécanique de l'Académie) reconnaissait, avec sa modeste et judicieuse réserve, dès l'édition de 1859 de son Cours, que les choses se passent un peu autrement que ce que suppose la solution présentée par lui ; car la poutre, successivement pressée par le train qui s'y avance avec la viles-sc tout acquise V, s'allaisse en outrepassant la situation stable que l'énoncé indique, et que déliiiit l'équation (ß), réduction de la première (</,„) ci-dessus, et qui exprime seulement l'équilibie entre l'élasticité de la poutre et des forces toutes constantes, tant de pesanteur que dineriie.
Mais cette solution offre l'avantage de fournir, pour un cas extrême et intéressant, une solution complètement rigoureuse et applicable à toutes les grandeurs de la constante \ VU' \'^
-=^ — ^r ' 3insi que celui non moins utile de faire apparailie cette conslante de ß' ^Ll ^ ''
prime abord, d'une manière explicite; mettant ainsi on lumière le rôle esscniiel qu'elle remplit dans tous les problèmes de ce génie, et l'ournissaut par la forme du résultat, si ou le réduit, comme nous avons fuit, à être simplement approché, une sorte de vérilicationc des résultats de même forme obtenus dniis les problèines plus complexes où tout ce que représentent les diver^^ termes des écpiatioiis dilférenlielles. entre en jeu et en ligne de 'vOiiipte.
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très grand nombre de ces expériences intelligemment dirigées, surloul par M. Eaton Hodgkinson (*), ont été relatives au choc de barres de fer appuyées aux deux bouts sur de petits louleaux (pour éviter les résistances dues aux frottements), et heurtées au milieu, horizontalement, par un boulet suspendu à la manière d'un pendule, ce qui permettait, au moyen du inesurage des cordes des arcs de chute, d'avoir exactement les vitesses d'impulsion, qui sont proportionnelles à ces cordes géométriques. Les flèches de flexion, vu la difficulté plus grande de leur juste mesure, étaient fixées d'avance, et de divers nombres exacts de demi-pouces ou de quarts de pouce; et l'habile physicien cherchait, par tâtonnement, les cordes des arcs de chute du boulet qui étaient capables de les produire. Quelques expériences de choc vertical furent faites aussi enmesiu'ani les flèches au moyen de petites chevilles s'enfonçant dans de l'argile ; quelques-unes aussi ont eu lieu en attachant à la barre, pour recevoir le coup, une très petite masse de plomb dont il est facile de tenir compte dans le calcul, fait comme au n" 42 ci-dessus.
Tredgold avait, antérieurement, remarqué que la flèche dynamique calculée comme faisait Young, en négligenut l'inertie de la barre, ou par la formule que nous avons appelée de première approximation (n"* 5(3, 57) était constamment plus forte que Ihs flèches réellement prises, et il l'avait attribué, avec raison, à ce que la vitesse V du heurt se partageait, avant la flexion, entre le corps heurtant Q et le corps heurté P. Il supposait donc
cette vitesse réduite à Y ^ '^ , comme dans le choc des masses libres.
Mais M. Hodgkinson observait, non moins judicieusement, que cette réduction était trop forte, vu que la barre élastique, qui a deux points fixes, ne doit pas compter pour sa masse entière dans un pareil partage. El prenant la moyenne des résultats de toutes ses expériences de mesurage de flèches et de vitesses, il concluait qu'elles se trouvaient très approximativement représentées lorsqu'on réduit dans cette formule de Tredgold la barre aux 0,47 de son poids P, et il proposait, en conséquence, d'évaluer la vitesse Vj que possède le point heurté au premier instant où la flexion s'opère, par
une formule Vj = j-r^ ; puis, de calculer la grandeur qui en résulte
pourla flèche, jusqu'à extinction de cette vitesse, comme Young faisait avec la vitesse V entière (n"* 36, 57 ci-dessus).
Nous aurions pu nous en tenir ä ce résultat remarquable de .M. Hodgkinson, et y voir une bien suffisante confirmation expérimentale, non seulement de notre procédé élémentaire d'évaluation des flèches, fondé sur l'emploi du théorème des travaux virtuels ou de celui de perte brusque de force vive, mais même de toute notre application ci-dessus de l'analyse aux différences partielles à la théorie de l'élasticité, qui nous a fait arriver à des
(*) Report of ihe Commissionfirs, etc. Voyez surtout l'appendice 4, page 4. Fonnul/c of résistance of bars In fuui-onlal inipacis.
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résultats sensiblement idenliques. Nous avons en effet trouvé analytique-
ment, pour le coefficient numérique /i dont il convient d'affecter j:^ dans la
formule Vj = jj
nombre intermédiaire entre ceux, très proches, 0,47 que M. llodgkinson a
trouvé comme moyenne d'observations et ^ =0,50, qu'il propose d'adopter.
Nous nous sommes imposé d'aller plus loin. Nous avons refait, expérience par expérience, les calculs auxquels a dû se livrer M. llodgkinson. Mais, comme il a été reconnu depuis longtemps, par Wertheim et par d'autres, que le mesurage dynamique des modules d'élasticité E, au moyen des sons que rendent les tiges vibrant longitudinalement ou transversalement (sans les corps qui les ont mises en mouvement), donnent des résultats constamment un peu plus forts que les mesurages par des allongements ou flexions au repos (ce que Duhamel expliquait par la chaleur que les mouvements vibratoires dégagent), nous ne nous en sommes pas rapporté, dans nos comparaisons des expériences avec les formules, aux mesurages statiques, préalablement opérés, de E, par M. llodgkinson; mais nous avons pensé que ce qu'il y avait de mieux à faire était de déduire les valeurs de ce module E des expériences mêmes du choc, en y appliquant les formules à ai)précier; et cela n'est point une pétition de principes si l'on a soin de comparer les résultats de pareils calculs faits pour les barres de longueurs ou grosseurs différentes, ainsi que pour des vitesses variées, et surtout pour des valeurs
p fort différentes les unes des autres du rapport r. des poids heurté et heurtant.
Les formules dont nous nous sommes servi pour déduire ainsi les coefficients E de 67 expériences de choc horizontal, dont oO pour une distance de 15 pieds et demi (4'", 56*^) entre les appuis, et 57 pour une portée moitié, moindre, ont été celles du 5" du n° 4î) ci-dessus, où il est tenu compte de l'inertie des deux parties de barre dépassant les appuis, et qui faisaient en-
vironjjdc leur intervalle. Les diverses valeurs des modules dynamiques
d'élasticité E, ainsi calciilées au moyen de ces 67 expériences, des vitesses
p deheuitde 1 à 15 pieds anglais par seconde, et d s rapports- variant de
0,21 à 2,5 et même à 4,1), n'ont pas offert entre elles des différences très sensiblement plus grandes que les différences inévitables trouvées entre les résultatsd'expériences stali(pies comparées les unes aux aulri's, quoique les valeurs dynamiques de K dépendent des carres des flèches qui sont l'élénient le plus diflicile à bien mesurer, tandis que les valeiu's statiques du
CONCLUSION ])K CF.TTK ïriÉOlilK ni: LA liÉSISTANCF: VIVK OC DYNAMlgllK. 625
même coefficient ne dépendent que de sa première puissance dans les formules. On ne peut rien inférer non plus qui y soit contraire, des anomalies offertes par les résultats de quatre des neuf expériences faites de choc vertical, car les parties persistantes considéral)l"S que les flèches y ont acquises prouvent que dans ces quatre expériences finales, ce qu'on appelle la limite d'élasticité avait été fort dépassée, en sorte que nos formules ne doivent naturellement pas en représenter les résultats.
Ce'a prouve suffisamment que dans nos formules ci-dessus, même approximatives (de deuxième approximation), les données variables, à savoir les longueurs, les dimensions transversales, et les rapports de la masse heurtée à la masse heurtante, se trouvent engagées comme elles doivent l'être pour la représentation des faits acquis; en sorte qu'elles peuvent être regardées comme pouvant fournir la prévision des autres faits d'une manière suffisante, ce qui est le but de toute formule de mécau'que appliquée.
57 . Conclusion de cette théorie de la résistance vive on dynamique des solides. Flèches et flexions produites par les impuhions. Plus grandes courbures qu elles font prendre aux pièces dynamiquement fléchies, et conditions de la stabilité de leur cohésion (*). — Occupons -nous d'abord des llexions produites par des impulsions brusques.
D'aprè« tout ce qui précède, lors(jue, dans les problèmes de choc des pièces ou des systèmes élastiques, il ne s'agira d'obtenir (ce qui déjà est important en pratique) que la flèche, ou le plus grand des déplacements du point heurté, produit surtout par la vibration principale ou de plus longue
(*) Résistance aux impulsions longitudinales . — ryotre analyse qui précède n'est relative qu'aux pièces sollicitées Iranscersalcmcnt par des impulsions. Nous avons l'ait aussi, sur les impulsions s'exerçant dans le sens de la longueur des barres, un long travail, tant analytique que numérique et graphique, dont de courts extraits ont été publiés au Bulletin de In Société philomatique (5 nov. 1853 et 21 janv. 1854) et aux Comptes rendus (10 avril et 5 juillet 1865, p. 75'^ et 53) et aussi au n° LY de {'Historique, en tête de l'édition annotée, 18(54. des Leçons de Kavier. Ce que nous avons dit aux n"" 3(>, 37 et 44, 45 ci-dessus pour les méthodes de première et de deuxième approximation est appliirable à la recherche de leurs extensions dynamiques. Mais les corrections des résultats de première approximation par
un diviseur binôme qui, ici, est 1 -)- - - puisqu on trouve /. =-, conduisent à des résultats
moins appprochés que pour le choc transversal, et. ainsi que nous l'avons dit dans une sous-note du n" 1 ci-dessus, des recherches ultérieures, dont nous croyons avoir posé la base à l'article cité des Comp'.es rendus du 50 mars 1868, nous paraissent nécessaires pour résoudre d'une manière satisfaisante la partie essentielle du problème, celle de la jylus grande dilatation dynamique, sur laquelle Young a présente une vue intuitive destinée peut-être à recevoir analytiquement sa confirmation, en appliquant la méthode dont j'ai l'ait usage dans mon Mémoire de 18(57 /Journal de Liouville) accompagné de diagrammes représentatiis, sur le choc longitudinal mutuel de deux barres libres. Torsions dynamiquement produites. — 11 n'est pas besoin de montrer que le même
genre de calcul et de correction, par des diviseurs tels que 1/ [-^ k~' le no:Tibre k ayant
/* / V \ - dV toujours une expression / / — 1—77-. des résultats de première approximation, s'applique-
rait à la recherche des tensions d'une tige de poids P par le choc qu'une masse de poids Q imprimerait au levier dont la rotation la lait tordie.
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période, ainsi que la forme ai)i)rocliéc oumoijenne prise en même temps par le système, animé d'autres vibrations d'une période bien plus courte et imperceptibles que l'on abstrait, il suffira généralement de se servir de la méthode décrite, dite de seconde approximation, fondée sur le théorème des travaux virtuels appliqué aux quantités de mouvement du commencement et de la fin de cet acte du choc, qui précède le temps de son effet, la déformation produite. On emploiera ce théorème en prenant pour vitesses'virtuelles les vitesses inconnues delà fin de cet acte ou du commencement de cet effet ; ou encore, ce qui donne le même résultat, en se servant du théorème connu de perte brusque de force vive ; calcul revenant simplement
(n- 46, Al) à diviser par i/l + /.■ ^ la valeur Y ^'h. [n" o7, form. (/,)] que
donnerait pour cette tlèche dynamique /^ la méthode connue, de première approximation (/^ étant la flèche statique) obtenue quand on néglige l'inertie du système heurté; et /.• = f (^^\ V ^ P X \j) '^^ ^'^^"* la somme, divisée par le poids P du système heurté, des produits de ses éléments tW par les carrés dès rapports qu'il y aurait entre leurs divers déplacements et celui du point heurté, si le système se déformait comme sous une action statique exercée à ce point dans la direction du heurt. Le temps du qufut de période de vibration principale, au bout duquel cette flèche est formée,
s'obtient à la fois, et est '- il 1 + h - , ou est le temps qu on trouverait
en première approximation, multiplié pari/ 1 + A'^-
Quant à la forme que prend alors le système moyennement ou en abstrayant les vibrations secondaires, et de bien plus courte période, elle est approximativement celle qu'il prendrait sous un effort statique lui donnant, si on l'appliquait au point heurté, la flèche dynamique /^ obtenue comme
on vient de dire.
Cette détermination approchée des flèches dynamiques s'appliquera non seulement aux pièces isolées, mais même aux assemblages, tels que ceux de lames superposées composant les ressorts de wagons, etc. (ainsi que je m'en suis assuré par des calculs faciles qui ne pourraient trouver place dans cette Note déjà longue) on tels que ces poutres dites franiex, qui sont composées d'une suite de triangles dont les côtés s'étendent ou se compriment sans fléchir.
Elle peut facilement être introduite dans les Cours de Mécanique industrielle de tous les degrés; et il convient de l'y siibslitner à la méthode de première approximation qui y est enseignée aujourd'hui; car lorsqu'il s'agira de calculer les valeurs de /. = p / (^ j tlW comme les rapports^
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sont connus par la théorie de la résistance statique des solides et sont généralement exprimés par des fonctions algébriques polynômes d"une abscisse;;, le calcul, qui se réduit pour l'analyste ù celui d'intégrales fz'"dz, se réduira, pour les élèves des Cours dont nous parlons, et sans parler d'intégrales, à un facile usage du théorème (1 -f-i)" = 1 H- n/ qui suppose simplement i- négligeable devant /, théorème de pure algèbre, démontrable de proche en proche au moyen de multiplications successives par 1 + i, sans même invoquer la formule du binôme, et qu'on étend facilement à n frac-
tionnaire, en faisant i = - et élevant les deux membres à la puissance
—, etc.
Mais cette méthode de seconde approximation, dont nous ne sommes pas
p en mesure de pouvoir conseiller l'emploi pour des valeurs de r. au delà de
4 lorsqu'il s'agit de la barre prismatique appuyée aux bouts et heurtée au milieu, aura peut-être des limites d'application plus étroites pour des barres autrement assujetties ou heurtées, ou pour des systèmes de barres. Malgré donc les avantages inespérés que nous lui avons reconnus, elle ne peut dispenser, sous aucun rapport, d'étudier les solutions analytiques en série transcendante comme celles qui ont été données dans toute la première partie de la présente Note.
11 conviendra même de faire de pareils calculs pour les barres libres ou pivotantes (n°' 17 à 25) et pour les barres soumises à des impulsions graduelles et tranquilles (n'" 25 à 50) et d'examiner le degré d'inlluence, peutêtre faible, sur les résultats de la partie transcendante ou vibratoire en série 2 pour celles-là, et des termes en m^, m^, de la série pour cellesci. Suivant les résultats de cet examen et de ces calculs, on pourra, en usant d'une analogie naturelle, se faire une idée de l'ordre de l'influence des vibrations dans d'autres problèmes d'impulsion graduelle pour lesquels l'analyse se refuse à fournir ces vibrations qui pourtant existent; comme sont les problèmes in"-' 52 à 55) de flexion des poutres par des charges voyageuses.
Plus grandes courbures ; plus grandes dilatations des fibres. Conditions de la stabilité de la cohésion dans les pièces soumises à des impulsions. — Pour cette plus importante partie du problème, les documents complets tirés des formules transcendantes seront encore plus essentiels que ceux qu'elles fournissent pour l'amplitude des flexions.
On peut, il est vrai, de la connaissance de la plus grande flèche qui est généralement l'ordonnée du point de plus grande courbure, et de la supposition que les rapports des grandeurs des diverses ordonnées de la pièce dynamiquement fléchie se conservent à peu prés les mêmes que dans la flexion statique, on peut, dis-je, déduire une certaine approximation de la plus
grande de ses courbures ou de la valeur maximum de — ^, On trouve,
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ainsi, en diflérentiant deux fois les équations telles que celles (s',), fa,), (cg), (dg), [kg) des n"^ 46 et 4-9 et en y faisant ;s = a, ou z- =b :
— /^ pour la pièce de longueur '2a, posée au deux bouts,
heurtée au milieu ;
— /|^ pour la pièce de longueur 2«, encastrée aux deux bouts,
heurtée au milieu;
~, l\^ pour la pièce de longueur «, encastrée à nu bout, heur-
moxunum tée à l'autre;
jr- /„ pour la pièce de longueur h + />, posée aux deux bouts,
iieurlée en un point qui en est distant de h et de t, ;
Ö-T /d pour la pièce longitudinale en double parabole du
(»' du n' iO.
Mais ce calcul qui revient à peu près à se tenir au premier terme des séries H =Vt2 donne, pour la courbure maximum, des valeurs sensiblement au-dessous de celles que nous avons tirées au n° 54 des tracés repré-
sentatifs des rapports exacts— obtenus en ajoutant ensemble des termes de
la série 2 jusqu'à ce que leur petitesse échappât au niesurage, et nous avons trouvé, (r'e) :
ce qui, eu égard à (j'J \^
Pour P = ^ 0 ,
donne
I.Soâ
valeurs qui, multipliées par la demi-épaisseur de la pièce donneront, comme on sait, la proportion de la dilatation qu'éprouve sa fibre la plus tendue, et à laquelle une limite doit être imposée pour assurer sa non-énervalion ou la stabilité de la cohésion de sa matière (A'ole du § 7û, n" 7, pay^e rjG!2).
On représenterait d'une manière suffisamment approchée ces divers résultats si. en appelante« les valeurs telles que (/,n) —,/'(, de la courbure,
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données par le premier terme de la série 2, on prenait
Mais pour construire une formule empirique, utile et sûre, du coefficient qui, en affectant Co- donnerait ainsi les plus grandes courbures dynamiques, il faudra un plus grand nombre et une plus grande variété de calculs complets que nous n'en avons fait au n" oi ; et nous regrettons que le temps nous manque pour exécuter nous-mêmes ces calculs utiles.
Plusieurs questions, du reste, se présentent, dont l'analyse ne peut encore tirer, des faits actuellement connus, une solution suffisante.
1'^ Doit-on (comme ont fait les auteurs qui ont traité les problèmes de ré.
sistance vive par première approximation) regarder la limite -rr(n° 7 de la
Note du § 57, p 266) des dilatations statiques ou permanentes non dangereuses des fibres, comme s'appliquant aux dilatations dynamiques ne durant qu'une fraction df^ seconde, et qu'un même cboc ne produit qu'une seule fois dans toute leur grandeur; ou bien peut-on, sans péril, en adopter une moins élevée.
2° Doit-on, dans le calcul (numérique ou graphique) de la plus grande courbure, ajouter, comme nous avons fait au n" 34, à ce qui vient de la vibration principale et visible, donnée parle premier terme, en m^, du E, ce que fournissent passagèrement les vibrations secondaires, tertiaires, etc., représentées par les autres termes, et dont la durée périodique est incomparablement plus petite ; ou bien peut-on négliger, comme sans danger, les surcroîts de dilatations de fibres qu'elles produisent par instants; ce qui
reviendrait à s'en tenir aux valeurs (/lo) de [ — ,— | , en les affectant, tout
\ "•"'/mai.
au plus, de coefficients de sécurité ou de précaution, étrangers au calcul des vibrations accessoires?
5" Y a-t-il, de la part des vibrations élastiques de peu de durée et d'amplitude, et vu le seul fait de leur fréquente répétition, une sorte particulière de danger, comme serait celui do détruire le nerf du fer forgé ou laminé, en le disposant, comme le feraient de fortes vibrations calorifiques ou une sorte de fusion, à revenir de l'état fibreux ou à particules entrelacées, à l'état cristallin ou grenu?
Des expériences, dont il est difficile de tracer le programme, mais où pourra jouer un rôle essentiel le mesurage de ces déformations persistantes regardées comme annonçant des commencements d'énervation et de désagrégation, seront nécessaires pour renseigner là-dessus la théorie qui devra, quels qu'on soient los résultats, se bien garder d'abdiquer son rôle et de renoncer aux considérations et patients calculs dont nous avons, à l'instar de nos maîtres, lâché de donner quelques spécimens.
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g 62. — Vibrations tournantes.
Les vibrations tournantes ont, avec les vibrations longitudinales, une telle analogie, qu'il suffira d'en dire quelques mois. Si l'on admet qu'aucune force n'agisse sur l'intérieur de la lige, l'équation différentielle qui définit à chaque instant la position de la section transversale est, d'après le §59, page 475, équation (218 rf) :
où ^- doit être déterminé, suivant la forme du contour des sections, comme il a été dit à la Note de celte page.
Cette équation différentielle ne se distingue de celle des vibrations
longitudinales qu'en ce que le coefficient -r; ^, y remplace le coefficient -r;« Par cette considération on peut, sans autre modification, se cjh
servir des formules établies dans le § 60, pourvu que l'on donne à la quantité désignée par a la valeur
La série des nombres de vibrations est
pour le cas où los deux extrémités de la tige sont fixes. Elle est au contraire
Tta OTî-a Ott«
pour le cas ou l'une des deux extrémités est libre.
Assurément, dans ce cas, on ne peut plus considérer ces nombres comme représentant des sons, mais leur signification, en ce qui concerne les vibrations isolées, et tout ce qui a été dit précédemment sur la position des nœuds, demeure absolument le même, sans modification.
n Cette équation différentielle revient ;i celle — ^ 7rt= ôTtr que j'ni donnée dans une \ ^ ^ p \\ (jx- c'i-
nolcdu 15 janvier 1840, sur 1rs vibralioitslouriianlrs, insérée à la pnjjeO!) du tome XXVIII des
Con(7^<esr«K/MS, car ona ladensité/5=i-. le moment d'inertie polaire //. = (/*-)- x*)ç; et
G(/.i, où iJ.\ est une qnanlilé moindre que // pour toute autre fonne de section que le cercle, sifjnilie la même cliose (pic ce que Clebscli appelle ï^~-a.
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l 63. — Tensions à l'intérieur de la tige.
Les tensions qui se produisent à rinléricur d'un c-orps ayant une section transversale très petite ont déjà été déterminées dans ce qui précède; mais, en raison de l'importance des applications, il peut être utile de le rappeler tout spécialement ici Ç).
Dans une tranche quelconque d'un tel corps, il n'existe à proprement parler que les tensions t^., t^., t.,, les autres étant d'un ordre supérieur de petitesse. De ces trois tensions, les deux premières agissent : V sur la section transversale de la tige, parallèlement à ses deux axes principaux; et 2" parallèlement à l'axe de la tige sur les sections longitudinales que déterminent des plans passant par cet axe et par chacun des axes principaux de la section transversale. D'après les équations (176 a), § 48, p. 411, ces trois tensions ont les valeurs suivantes, dérivées de celles (65), § 25, page 150, en y faisant 6^ 0 [70 a, §24, p. 156] et où nous remplaçons la fonction Q par sa valeur (178 a), page 415, Q = bß^ 4- hß^ + bß,, ou (68 a), page 155 avec 6 = 0:
>..=^\K^-h [,|V(g- 3,)|j- (| - o)*,..+4t + ^ §+*, ti-
ou bien, en remplaçant les coeflicients a, «^ «,, b^ par leurs valeurs
(178), a= j^, a^ = — g^; (môme g 48; page 415) en fonction
des composantes A, B, C ainsi que des couples A', B', C de forces, et de ce qui dépend des dimensions transversales de la tige,
Gi CV SB,. AT .y-' /E ^ \ir- fß, . EUG'/ ^BÄ B r 7/ä /E . \.i-' [B.,
^^=G-.)p(-^-ä)-;;^hi+(G-'%-T7
Bf/E \ êB,
G "^Fy-T-:
Ç) Oïl a vu. aux Notes du cominencemeiU et de la iiu du g 37, (lue la détermination des lensions intérieures n'importe que loisqu'eJle peut conduire a celle des plus grandes dilatations. Car c'est en limitant celles-ci que L^'ctablissent les vraies conditions de résistance permanente à la rupture.
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Rappelons-nous maintenant que la fonction B^, est du second ordre de petitesse; que B^, B^ sont du tioisièuie ; que leurs quolients différentiels sont respectivement d'un ordre inférieur d'une unité, et que •/., A, - sont du premier ordre ainsi que ./•, >/, :. Il résulte que C, du
même ordre que B' est très petit devant R':^, : que .r', //', xz, xy, sont
très petits devant .7% //, etc. I.e système se réduit alors, en négligeant les termes d'ordre supérieur de petitesse, à
cB
ex
Ces termes sont en général les seuls à conserver. En certains points particuliers seulement, où la courbure de la tige change très rapidement, et dont il a été déjà fait mention au g 49, on devra, de plus, conserver les termes dépendant de A et de B. Au contraire, pour des tiges qui demeurent à peu prés rectilignes, il pourra être nécessaire de conserver, dans l'expression de t,., le terme dépendant de C lorsque la tige sera soumise à une tension longitudinale relativement importante. On écrira alors
Si on remplace les moments A', B', C par leurs valeurs tirées de
(187) en fonction de r,, ]\^, v ou (§ 54) des inverses - > — des rayons de
codfbure et de l'angle - de torsion ou de rotation relative des sections.
rapporté à l'unité de leur distance, on a :
Les deux dernières tensions disparaissent, comme on voit, avec la torsion.
te>siol>s a l'imérieur des tiges. 651
Dans leccis rie la flexion simple, il ne reste donc, en général, dans rintérieur de la lige, que la tension longitudinale t.,. Cette tension se
compose de deux parties, l'uiu! - provenant de la force longitudinale
C, et qui est commune à tous les points de la section transversale ; et l'autre
^.9i pj/
qui disparait sur l'axe longitudinal delà tige pour croître en allant vers la périphérie de la section, mais suivant des proportions dilTérentesdans les diverses dircclions. La tension la plus grande se trouve donc sur la périphérie de la section transversale, en un point qu'il serait facile de déterminer au moyen de cette formule.
Si, en particulier, la tige reste presque droite, et si l'on désigne par u, Ü, les petits déplacements des points de la ligne des centres de gravité dans des sens parallèles aux axes x, y, on a, d'après le § 54, formules (:208f/), p. 450,
1 L'ii
et par suite :
formule applicable à la flexion des tiges minces, et qui se transforme en la formule usuelle, lorsque l'on considère isolément l'î/ne des deux flexions m, v.
CHAPITRE V
§ 64. — Principes généraux de la théorie des plaques minces.
La théorie d'une plaque élastique mince (*) s'établit de la même manière que celle d'une tige mince, que nous venons de développer (§§47 à 50). Nous partirons, ici encore, de celle considération fondamentale que, pour l'équilibre intérieur des éléments, on peut négliger les forces extérieures, telles que la pesanteur, agissant sur l'intérieur de la plaque. Nous exprimerons d'abord les conditions de continuité de ces éléments en portions Unies, mais très petites, dans lesquelles la plaque sera supposée partagée ; puis, en déterminant les conditions de Vèquilibre extérieur de chacun d'eux, nous arriverons aux équations l'équilibre de la plaque entière.
Imaginons, dans l'espace, trois axes de coordonnées x\ y', z-', placés de telle manière que, dans sa position primitive, la surface médiane d'une plaque donnée coïncide avec le plan x' \j' . Soient «, 6, les coordonnées x! , y d'un poinL de cette surface médiane. Par ce point, considéré comme origine d'autres coordonnées x, y, z, menons un système d'axes des a?, y, z, parallèles aux premiers, et qui sera employé seulement pour les points voisins de (a, b). Supposons ensuite l'axe des x de ce second système invariablement lié avec un élément de la ligne matérielle menée par le point (a, b) parallèlement à l'axe
(') Les équations exactes pour les petits déplacements et les petites vibrations des plaques mince sont été données eu premier lieu par Kirchlioff dans le Journal de Grelle, tome40. l'ius lard, à la suite d'une remarque qu'il lit (Journal de Grelle, (. \LVI) au sujet de la méthode employée par Gehring dans sa disserlalion inaugiu-ale (thèse de doctorat) de (njualioiùlm; differenlialibus quihus (rquilibriiim et moins Unninœ crislallinœ drfiniunlur (Berlin). Kirclihol'i étendit ces équations aux corps cristallins (non isotropes). On n'a pas encore traité. jus(iu'à présent, les courbures ou les llexions finies de ces corps (Note de CIcbsch).
M. Kirclihotl, au mémoire cité du t. XL de Grelle, qui est (1(! lSiS-l<sr)0, et dont un extrait a paru au Complc loidu de Paris (17 ilécendiro 184!), p. 7.^"») partait (i(> la supposition, déjà faite par Navier en iStiO, (jue les lignes matérielles primitivement normales aux faces de la plaf|uo leur restent normales. M. Gehring, sou élève, s'est passé de cette hypothèse en opérant comme on va voir.
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des x\ de telle sorte qu'après une flexion ou déformation quelconque de la plaque, cet axe des x suive la ligne ainsi tracée, supposée faire partie du corps. Supposons de même le plan j- xj invariablement lié avec l'élément matériel de la surface médiane, de manière que ce plan puisse bien glisser dans le plan de l'élément, mais sans cesser de coïncider avec lui. Menons alors, par le point a h, dans la surface médiane, avant tout déplacement, deux éléments de ligne da, dh, parallèles aux axes des x', y'. Après une déformation quelconque, le système des axes des coordonnées x, y, z devra s'être déplacé de telle sorte que l'axe des x coïncide toujours avec l'élément matériel da, et que l'axe des z soit toujours perpendiculaire au plan matériel de da, db.
Dans ce système de coordonnées mobiles, soient maintenant a-, y, z les coordonnées primitives d'un point situé très près du point [j/ =a, y' =6), en sorte que x -{- a, y -^ b, z soient les coordonnées primitives x', y', z' de ce nouveau point dans l'espace, ou par rapport au premier système d'axes. Après les déplacements, le point {a, b) aura, par rapport aux axes fixes, des coordonnées que nous appellerons ^, y;, 'Ç. Le système des axes x, y, z s'est déplacé en même temps comme il est dit ci-dessus, et le point qui, dans ce système, avait primitivement les coordonnées x, y, z, y a maintenant des coordonnées que nous appellerons
lU.
Considérons d'abord ce qui se passe dans l'élément de la plaque qui est voisin du point {x'=a, y' = b) devenu [x' ^"z . y' =^r,, -•'=:':).
La relation du système mobile des x, y, z après le déplacement, avec le système fixe des x' , y z' s'exprime au moyen des équations suivantes pareilles à celles (179. c) du § 49, page 417, attendu que I, •/], l sont les coordonnées de la situation nouvelle de l'origine des X, y, z '.
!x'z=\-^ a, (./• + II) + a^ (// + v) 4- a (^ 4- ii')> y' = r.-\-'^j, {x 4- m) + ^, ( ^ -f- 11 1 -h ;i (; + w) , i' = C 4- Yi i-c 4- u) 4- ï. (y 4- v) 4- r fc; + ic).
Dans ces équations, x', y', z' désignent les coordonnées, pnr rapport aux axes fixes, du point (r, y, z) après son déplacement et a, ß, Y> X,,...,. sont les cosiims des angles formés avec les axes fixes
des x', y', z' par les'axes .r, 7, z déplacés, en sorte qu'on a
Oj = cos {.v,x') , ßj = cos {x,y'), yj == cos (.r,i'). a, = cos(î/,.c'), ?2=<ios(j/,?/'), Y3 = C0S(//,^'),
a = COS (-,.*'')' [i = c"s (s,?/'), r =^ cos (^,3')-
Entre ces neuf cosinus existent les relations (181) et (182)
Les ^, y;, ;; doivent être, comme ces neuf cosinus, considérés comme des fonctions de
qui étaient les coordonnées [)rimitives x ij de l'origine des coordonnées du système x, y, z se mouvant avec les éléments de la plaque. Le problème de la déformation de la plaque sera entièrement résolu si l'on détermine, pour tous les éléments, ces diverses quantités, ç, r^, ç, a, ß, Y, a^,.... en fonction de 0 et h.
Dans le déplacement, l'élément linéaire da a subi une légère dilatation ; et il est devenu, par exemple
da (1 + î) )
^ il'
t^ étant une très pelite fraction; de môme (Ih est devenu
r//Wl-r-ï^;i
?j^ étant aussi' une très pelile fraction numérique, ("es deux éléments de ligne qui, primitivement, étaient perpendiculaires l'un à l'autre, ne le sont plus, en général, après le déplacement, et ils font entre eux un angle
g désignant uji angle liés petit qui est ce que nous avons appelé jusqu'ici un glissement. Nous pouvons exprimer de deux manières dilférentes la position des extrémités de ces éléments linéaires. Le premier élément après le déplacement, coïncide toujours avec l'axe des x, en vertu de la défmition même de la direction de cet axe mobile. Ses projections sur les axes fixes des x\ ?/, z' sont donc respcctivemeni :
(232a) a,r/a(H-?J, |i,r/« ( I 4- c^J , y^rfrMl 4-c^>
l 64. — GOOHDO>NLtS A ülUGINES DIVERSES ET MOBILES 655
L'autre élément db^ en vertu de la définition adoptée pour la direction du plan mobile x y, est resté dans ce i)lan. Pour avoir ses projections sur les x', \J , z', nous coinniencerons par le projeter sur l'axe des '/ dont il s'écarte de l'angle ^ , et nous projetterons, sur les trois
ab
axes fixes x', y' z\ la ligne brisée formée par les deux côtés du triangle rectangle dont cet élément dh est l'Iiypothénuse. Si nous considérons que, vu la petitesse de l'angle g dont s'est rétréci l'angle primi-
ab
tivement droit de da et de dh, on peut poser cos g = 1 , et sin g == g ,
ub ab ob
les deux côtés de l'angle droit de ce triangle rectangle sont db {[ -\- d^) etg^^ db (l + i^^). Le premier, qui est parallèle à l'axe
des */, l'ait avec les axes fixes des angles dont les cosinus sont a,, p.^, v^: le second, parallèle à l'axe des x, forme, avec les mêmes axes, des angles dont les cosinus sont a^, !i^, \\. Les sommes des projections de ces deux côtés sur chacun des axes fixes seront égales aux projections de l'élément sur les mêmes axes x', y', z' . Ces sommes sont respectivement :
Mais nous pouvons aussi considérer les extrémités de ces éléments comme origines de nouveaux systèmes de coordonnées analogues aux .r, y, i, et correspondan t, non plus au point {«, 6), mais à des points voisins qui auraient pour coordonnées
l'un a H- da , b,
l'autre a, b-\-db.
Comme le point dont les coordonnées primitives étaient a, b par rapport aux axes fixes, a pour coordonnées actuelles;, r,, 'C, celles de ces nouveaux points par rapport aux mêmes axes fixes sont
'.-r-'-r^da .
et les projections, sur les axes fixes des x', y\ ;*', des lignes joignant le point {q, y;, s) avec ces points, c'est-à-dire les projections des éléments da, dh déplacés, sont respectivement
oç , ex, , ok ,
y^ da , y=r- da, „— da ,
oa C'a c)a
OiZ ' ''■ -^
•^7 db , ^rj- db , -ô^dh.
cjo c'O au
■^ + fa'"-
er, , v; -h 7— da , oa
Cl r
; -f- TT db , ob
C -t-Trr dh , cb
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En comparant ces valeurs avec celles (252. a) et (252. b) trouvées pour les mêmes projections, on a les relations
Au moyen de ces équations, on peut expiimer tous les coeflicients ou cosinus a, [i, y,.... des angles des axes fixes des x , \j\ z\ avec les axes desx, y, z mobiles et variables d'un élément à l'aulre, en fonction des quotients diliérenticls de l, •/;, 1^; car, en additionnant les carrés de ces équations, et en négligeant g % on trouve, vu la pre-
ab
mière, la troisième et la sixième des équations (252),
c a/ \ca
et, en multipliant deux à deux les équations (255), il vient, si Ton en additionne les produits
o^ <; ; , cfi CO ( X c
Au moyen de ces relations, dont les deux premières fournissent <^^. ()^ et la troisième g^^, les équations (255) doimcnt immédiatement les valeurs de a^, ß^, y,, «j, ß^, Ya- Quant à a, [i, y. <»n les oblienl ensuite par les relations (252). Le problème est ainsi lamenéà six incon-
Ol OTi O't o\ c)t\ t
connues, ;- , 7-^ » ?-^ ' tt ' tt' -/ • ca ca ca cb cb eu
§ 65. — Expression cinématique des déplacements de points dans les éléments de la plaque, en fonction d'autres quantités qui dépendent des déformations qu'on la suppose subir.
Maintenant, pour avoir les expressions des déplacements u, r, w, procédons comme nous l'avons fait au § iO, à l'égard de la li^e, avec cette différence que nous avons ici, pour la plaque, deux variables
CINÉMATIQUE DES ÉLÉMENTS DES PLAQUES
indépendantes, a, b, au lieu de la seule variable s. Nous déduirons d'abord facilement, des relations (252) les systèmes suivants, où nous avons introduit des notations nouvelles r^ r,, r^, s^, s^, % :
t'«. , p (Pi
- c a la ca
ca c'a c'a
c^a ' la l a
ca ca c a
1 ri 1 il'/ ' * 1 '^ /
cb
t«î_L_ft <^P2,^ *^^2_A
OU
t'a , „ ^P , c^Y rt
Fb^^rb^'Tb=^'
'>■ t, — h ß -? — rt -c-
ta ca ' oa
r Cri (~
'i ^. + 1^1 T-. + Yi r-
ca
oa
^Yi
'^T^ + ^Iô +^î6) = '-
'' Ib^^' Ib^ '' Ib
c Cr, (^
^'- hb^'' ib^^'- ib
Nous pouvons encore remarquer que, d'après ce que nous avons dit sur la double manière d'exprimer les projections des éléments Jrt, àh, les quotients différentiels des coordonnées x\ y', z' d'un point déplacé doivent être les mêmes par rapport à a, b que par rapport à X, y. En effet, dans sa position primitive, un point du corps a les coordonnées x -\- a^ y -\-b, z\ donc x , y' , z peuvent être considérées comme fonctions de ces trois grandeurs; et il doit par conséquent être indifférent de différentier x\ y', z' par rapport à x ou par rapport à a, par rapport à ?/ ou par rapport à b.
Si nous faisons ces deux différentiations comme nous avons fait celles du § 49, c'est-à-dire si nous différentions u, v, w, ^, r„ ^ et les
cosinus a, '^ par rapport à « et à b, mais u, v, w seulement par
rapport ä x el h y, vu que ç, y;, ^ et les neuf cosinus ont les mêmes valeurs pour chaque élément da db de la plaque, et si nous égalons les résultats des deux différentiations soit de x\ soit de ij, soit de z' [form. 251] ainsi faites, nous obtenons six égaillés qui en fournissent facilement six autres plus simples en ajoutant ensemble soit les
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trois premières, soit les trois dernières multipliées par a^, ßj, Yj, et faisant de même après des mulliplicalions par œ^, ß^, v^puis par a, ,3,v,
et ayant égard aux six expressions (253) de ~, -rj, encore analogiquement à ce que nous avons fait au § 49 relativement à la tige. Ces six dernières égalités, analogues aux formules (186) page 420, sont : .
ÛU ou , / , s -, , , ■^
-,!-- , y ^^' OV , , , V , . V
^ ") \ Yx^lki'^ '"' ^" "^ "'^ "~ ''° (^ + ") • IF "^ IvT "*" ''- ^'"^ "^ "^ — ''i (y + ^') ■'
du c)u , , , , /, -. X
(255 b) ( ^ = g + s, (2 + îf) - So (.r + u) H- S^ ,
Laissons de cû(é le cas où la courbure de la plaque changerait très rapidement, et qui nous conduirait à des considérations analogues à celles que nous avons développées pour les tiges ; nous pouvons alors simplifier beaucoup ces équations, qui dans leur forme générale cidessus n'auraient besoin d'être appliquées qu'à des points singuliers des plaques. Les équations (255 «, h) ne doivent s'étendre qu'à de très petits espaces à partir de l'origine variable des coordonnées; X, y, z sont donc toujours des quantités très petites, et n, v, w sont très petites par rapporta elles; la différcnliation de u, v, iv par rapport à .>', y, abaisse en général d'une unité l'ordre de petitesse de ces grandeurs en y supprimant un facteur très petit, tandis que la différcntiation de ces mêmes quantités par rapport à a, b, qui sont des grandeurs finies ne change pas l'ordre de leur grandeur. Donc, en général, les ([uoticnts différentiels par rapport à a, b, seront très petits vis-à-vis de ceux qui sont pris par rapport à .r, y, et pourront être négligés vis-à-vis de ceux-ci ; si de même nous négligeons u, v, w vis-à-vis de x, y, z et le produit g^^^ d^ vis-à-vis de g j, nous obtenons le svstème suivant :
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iu , - fil
(^2ô6) ; -^ = i\z — Po-r , ^=s^z — s,x -f ?
Ces équations, lorsqu'on détermine ?/, f, w de manière qu'elles soient satisfaites, expriment que la plaque est formée d'une série continue d'éléments, c'est-à-dire que les divers éléments dont elle est composée s'enchaînent avec continuité. Comme les quantités r, s, D, g^^ ne dépendent que der/, b, et sont indépendantes dex, y, z, il est facile, au moyen de ces équations, de trouver les expressions de n, V, w, c'est-à-dire de déterminer les déplacements relatifs que peuvent subir les parties voisines d'un élément, sans que la connexion des divers éléments entre eux soit détruite.
On peut cependant encore simplifier les expressions (256) en ayant égard aux équations ('255); car on peut prouver, en s'appuyant sur ces dernières, que r^ et s^ doivent être de très petites grandeurs et que Sj ne peut différer de — r^ que d'une très petite quantité. En effet, si l'on néglige, devant 1, î»^. î)^. g, qui sont très petits, on déduit, de ces équations (255)
^ ' [;a[b~ fb^ fa ' batb^ ih ia ' fatb fb t'a' On déduit, par conséquent, de (255) avec la même approximation,
" ""■ \- tb^ '- cb^^- 'ôbj ^ - 'c(i '- la^ •- fa
Les deux derniers membres de ces équations sont nuls d'après la seconde et la troisième des mêmes équations (255) déduites de
Les quantités r^, s^ sont donc de l'ordre des î^^, î)^,, g^^, que l'on a négligés en tirant (257) de (255).
(*) Voyez § 49. les fovrnulo? analognos (18G h) et la note à la suite.
Ces mêmes équations (237) donnent :
c'est-à-dire
IV
On peut donc, comme nous venons de le dire, en négligeant les grandeurs d'ordre supérieur de petitesse, poser, dans les équations (256),
(258) ro=0, Sji^.O, s, = — r,;
et alors ces équations (256) deviennent :
c)u , ^ eu ,
cw ow
dans lesquelles on n'a négligé que les grandeurs 1res petites du second ordre. Ces équations (258 a) donnent immédiatement, par intégration, en appelant
des quantités indépendantes de x et de tj, mais fonctions de :, a, h,
n = — v^x + \\zii + ?^.r -f- ^ji 4- M„ , (*)
V = r^zx + s^zij -f t^^/y + r, .
x'- If- .
î" = Ta 9" — rr^.'/ — Si 77 + '^'o
Ces quantités ?/„, v^, ?/>„ sont soumises à certaines conditions géométriques résultant du choix du système des coordonnées .r ,?/ , ::•. En effet, le point {a, h) dont les coordonnées, dans ce système, sont égales
(*) En effet, en intégrant la 1" et la 2° (208a), on a, f cl F représentant deux fonctions ar))iti'aircs :
n^ — l\zx 4- 3a ^ + /" (^' =) , " = ^\>J' + '>^nb 'J + '* (^' = ) *.
expressions qui ne peuvent être égales à moins que F n'égale la soniiue des deux premiers termes de la première, et que f n'égale la somme des deux premiers termes de la seconde, plus, chacune, une fonction de z seul; ce qui donne bien la première (259), hq <^''''"'' cette fonction de z seul.
Et les deux autres (S'O) se dénionti'ent do l;i iiirinf nianiéi-e.
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à zéro, reste encore origine des coordonnées après le déplacement. L'élément dx mené par ce point reste toujours, par hypothèse, sur l'axe des x; et l'élément rf?/, qui coïncidait primitivement avec l'axe des y, reste après le déplacement, on vertu de la seconde hypothèse, dans le plan tjx. Donc ?/, r, iv doivent s'évanouir simultanément avec x,7j, z; de même v et w doivent aussi s'évanouir pour x = <Ix, y^O, 2 = 0; et enfin w doit aussi s'annuler pour x = 0, y = (1y^ ;:-^0; ou en d'autres termes on doit avoir
(259 fl) ] ex ex c y
( pour ,*:=:0, y^O, i = 0.
Lorsque l'on introduit ces conditions dans les équations (259) on voit que les quantités v^, v , lu , qui sont, avons-nous dit, fonctions seulement de z, a, b, doivent s'évanouir avec z, et que, par ce fait, toutes les antres conditions se trouvent remplies d'elles-mêmes.
§ 66. — Équilibre intérieur des éléments de la plaque.
Jusqu'à présent, nous n'avons considéré que la connexion des éléments successifs de la plaque, et ce qui précède (§ 65) n'est que de la pure géométrie, ou l'étahlissement de relations entre les diverses quantités qui dépendent de sa déformation.
Abordons maintenant la question statique ; ou exprimons que les valeurs (259) de ii, v, iv satisfont aux équations de Téquilibrc intérieur de chaque élément. Pour cela, la matière de la plaque étant supposée de contexture symétrique par rapport aux trois plans rectangulaires des 7/2, zx, xy dont le dernier est parallèle à ses bases, substituons les valeurs (259) dew, v, w dans les formules suivantes, où a,b,c,d,e,f, d',e',f' sont des constantes dépendant de la nature de cette matière; formules qui expriment les composantes des tensions agissant sur l'unité de superficie des faces, parallèles à ces plans, d'un parallélépipède infiniment petit faisant partie d'un de ces éléments :
eu eV ^ ,ew ^ . fev eu
ex ey et- !'^ \c z èy
P39a, ( t„ = fg+bg+d'|ï;, .„ = e(gH-|
,oU , .,ev , ew ^ „feu ê^v\
-~^ ex ey ez' ^'J \ey exj ^'
(') Ce sont les lormules [g] de la Note de la lin du § 16. Leur emploi donnera des expres-
Cette substitution des (259) nous donnera, en écrivant simplement
g au lieu de g^^^ ,
oi\
D'après ce qui a été dit § 47, on peut faire abstraction des forces extérieures agissant sur l'intérieur de l'élément. Par conséquent les équations de l'équilibre intérieur sont simplement [§ 12, équations (24)]
Cit C^i l^i
ex cy cz
.ot. Cl ct„
—d^ _4 dL _j - = 0 .
c'X oy cJz
Substituant les (259 &) nous aurons les équations simples
t'Vn
cZ- OZ'
6W„ oV. ,
Les deux premières équations montrent que -^ > -^ sont des quan-
tités constantes. Par suite, les composantes de tension t , t le sont aussi; et la troisième montre que la composante de tension t est également conslanle.
sions à peu près aussi simples que celles de Clebsch, qui s'est borne, ici comme ailleurs, au cas excessivement rare d'une Isotropie complète.
Pour les plaques d'épaisseur Unie, considérées au % 59, nous avons été oblig;és de nous borner aux formules (//) applicables quand la contexiure est la même dans tous les sens transversaux ou parallèles aux xij, car ce n'est qu'à celle condilion que la belle solution trouvée iiar Ciebscli peut être donnée; mais, pour les plaques cxtrênienient minces dont il est ici question, nous pouvons, excepté au g 70 à partir des formules ('272), ainsi qu'aux es 71 et 72, embrasser, sans plus de complication, le cas plus général de contexture simplement symétrifiuc en trois sens.
Et on pourrait même facilement l'élendre, d'après ce qu'on a vu à la même Note, au cas de symétrie par rapport aux seuls plans pai;allèles aux deux faceà de la plaque..
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Or, à la surface libre de l'élément, qui est parallèle au plan xij, il ne peut exister aucune tension extérieure, puisque d'après les hypothèses que nous avons constamment faites, aucune force extérieure ne doit agir sur cette surface (*).
Il en résulte que les tensions t , t , t , sont nulles sur cette surface,
et que, puisqu'elles sont constantes, elles sont nulles partout. On a donc
ou
cv,
De ces nouvelles équations, il résulte que u^ et v^ eux-mêmes sont constants; ils sont par conséquent nuls, puisqu'on a vu à la fin du § précédent qu'ils doivent s'évanouir pour 2 = 0. Quant à w^,'û doit aussi disparaître pour z^O. En tenant compte de cette condition, et en intégrant la dernière des trois équations qu'on vient d'écrire, on obtient la valeur de ii\ et l'on a ainsi
Substituant dans (259) et dans (259a) on obtient, pour 11, v, iw, et pour les tensions, les expressions définitives :
u—-~ v^zx -f T^zy -f- Tix + g// , w = r
/|-'V-^-s,f-^(e^-l-d?J.+ (d's -e'rj|] .
DU \ C J
(*) Ces hypothèses de nullité des actions sur les bases de la plaque n'ont été faites à aucun endroit, au § 04 et au § 65. précédant celui-ci. et relatifs aux plaques minces.
L'auteur se reporte donc, sans aucun doute, aux suppositions qu'il a faites dans la première partie, §§ 59 à 46, sur des plaques d'épaisseur finie; il a ainsi l'intention de ne traiter encore, ici, que des plaques qui ne sont soumises à des pressions ou tensions extérieures que sur leurs faces latérales cylindriques.
Voyez plus loin le § 76 où il suppose la surface supérieure sollicitée par un poids unique, posé en un seul de ses points, tout le reste étant libre ou sans pression.
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formules dont la o", la 4'', la 5' el la 6% si la matière de la plaque était
isotrope dans les sens latéraux, cas où l'on a, Note du § 16,
a = b=2f+f , d'=e', et d'après ses formules (::•), p. 84, - = '
a = a, = -, T. 1 1 = -r—i r: '1 ^= ■;; r. seraient :
11 convient de remarquer que les états représentés par ces formules sont compris dans ceux qu'expriment les formules générales (150) de la première partie, p. 501, qui ont été trouvées pour w, v, iv au § 59 où l'on s'occupait de plaques d'épaisseur quelconque sollicitées sur leurs faces latérales cylindriques.
Si en efïet, dans ces trois formules (150) du g 59, on pose
t = -^— (*- — //-j — r,.cy , C = -^ (sj — r.) ,
on obtient identiquement les trois premières expressions (240). On voit donc que les considérations générales qui ont été développées alors trouvent ici leur application à un élément de la plaque. L'élément est soumis seulement à des efforts de tension qui sont parallèles au plan de sa surface médiane et à des couples dont les axes sont situés dans ce plan. Cela ne veut pas dire absolument que les tensions ou les forces agissant sur le bord, et qui auraient une autre direction, doivent nécessairement être nulles; mais elles ne peuvent avoir que des valeurs susceptibles de produire seulement des déplacements d'un ordre supérieur de petitesse relativement aux autres. Cette observation est importante pour l'application des formules qui viennent d'être développées. Si nous considérons le bord de la plaque, les forces qui y sont appliquées peuvent avoir pour effet de la faire llécliir de manière que les foiccs extérieures se trouvent [)anillèles à lu surface médiane, et alors les formules précédentes sont applicables. Mais s'il
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n'en est pas ainsi, et si les forces appliquées sur le bord de la plaque lui sont perpendiculaires, et ne sont pas cxtrèinenienl petites (d'ordre supérieur), il se produit des points singuliers où la courbure change rapidement, et que nous no considérerons pas ici. Dans le § 51, nous avons indiqué un résultat analogue pour les tiges.
g 67. — Forme approchée de la surface médiane de la plaque. — Elle constitue une surface développable. — Détermination du type général de la forme qu'elle affecte.
Les équations (255), 7^=:z, (1 H-<) ), Vr^ (?■ +i.'x ) (I +?,). . . .
page 656, bien que purement cinématiques, et où z,r^,'C, sont les petits déplacements du point x =a, y' = b pris pour origine, sont de la plus grande importance. Elles permettent en effet de déterminer d'avance et sans attendre l'établissement ultérieur des conditions d'équilibre, le type général des formes que peut affecter la plaque courbée, au moins avec une première approximation. En y négligeant les grandeurs d'ordre supérieur de petitesse, à savoir les ö et g devant 1, ces équations se réduisent à
oa ou
01 _ Si
0a~^' ' Tb
Si donc nous parvenons à démontrer que ces équations ne peuvent être satisfaites rigoureusement qu'autant que la surface médiane de la plaque courbée affecte la forme de certaines classes de surfaces, nous pourrons affirmer que la forme réelle de cette surface médiane ne peut différer qu'infiniment peu d'une de ces surfaces ; et lorsque nous aurons déterminé la forme qui résulte de ces équations, nous pourrons avoir une seconde approximation en y introduisant de très petites modifications qui représenteront l'influence des forces agissant à l'intérieur de la plaque. Et même cette seconde approximation n'aura pas un intérêt essentiel en ce qui regardera les déplacements finis. Lorsque l'on aura déterminé les tensions, il suffira en général, pour obtenir le changement de forme de la plaque, d'avoir la première approximation ; et il ne sera nécessaire de passer à la seconde que si
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la première indiquait que la plaque reste plane, c'est-à-dire s'il ne s'y produit que des déformations très petites (*).
A cause des relations qui existent entre les six cosinus appelés a,, ßf... les équations (241) peuvent être remplacées par les suivantes :
la \oa
ê)a m ~^ Sa m '^ SaE)b~
Ces équations ne contiennent plus que ^, y), Ç. Elles ne représentent rien autre chose qu'une surface développable de la nature la plus générale. Cela peut se démontrer directement par une intégration des équations (242) ; mais ici il n'est pas nécessaire de recourir à l'intégration, et on peut se convaincre de l'exactitude de ce fait par des considérations tirées de la nature même du sujet. En négligeant les quantités 2»^, ()^, g, c'est-à-dire en nous bornant à la première approximation, nous avons implicitement fait l'hypothèse que, dans la surface médiane, tous les éléments conservaient les mêmes dimensions et les mêmes formes. Sans aller plus loin, nous pouvons reconnaître que la surface primitivement plane ne peut se courber dans ces conditions que si elle est pliée suivant certaines droites qui, de leur côté, conservent absolument leur forme rectiligne. Nous devons, ainsi, nous figurer, dans la surface médiane de la plaque, un système de droites qui demeurent droites après la flexion; et, pour qu'il ne se forme aucun pli, il faut que ces
(')Une explication, ici, ne sera pas inutile. Les S„, 3^ représentent les proportions des petites dilatations des éléments linéaires parallèles aux axes coordonnés fixes x', y , pour chaque point (x' = a, ?/' = /') pris pour origine de coordonnées mobiles x, y,z-; et g représente les petits changements des angles primitivement droits den, b, ou (ce qui peut y être ramené) les dilatations ou contractions qu'éprouvent de petites lignes bissextrices de leurs directions. EOacer les d, g, comme lait l'auteur dans les g§ 07 à 71, c'est supposer que les éléments superficiels rectangles de la surface plane médiane ne changent ni de dimensions ni de formes: il n'est pas étonnant qu'alors on ne détermine que ses changements en une surface développable comme il va être dit. 11 n'en sera plus ainsi lorsqu'on tiendra compte des effets des forces qui, appliquées à la plaijue, obligent les éléments linéaires de sa surface médiane à changer sensiblement de dimensions et d'inclinaisons mutuelles. Comme ces changements sont toujours supposés très petits, la forme nouvelle de la surface diffère peu, ou de la forme primitive, ou de celle de la surface développable qu'on aurait sans ces mêmes changements; mais le problème complet n'est résolu que lorsqu'on a déterminé les diflérences, et c'est ce qui sera fait au .^ 72 (jue l'auteur intitule ; « Seconde approximation. Détermination des dilatations. » Cette seconde approximation est la seule qui intéresse les problèmes pratiques de résistance àe plai[ues planes fixées tout autour, car la forme de prcmièrc approximation àa la surface inédianr n'est alors autre chose ([ue son plan primitif.
ARÊTE DE REBROUSSEMENT DE CETTE SURFACE DÉVELOPPARLE
droites ne se coupent pas à l'intérieur de la plaque (*). Deux droites consécutives comprennent entre elles un trapèze infiniment petit, et la flexion se produit par ce fait que chacun de ces trapèzes tourne, par rapport au précédent, autour de la droite qui l'en sépare.
Pour établir l'équation générale de la surface ainsi obtenue, il suffit de se représenter l'arête de rebroussement de cette surface, c'est-à-dire la courbe sur les points de laquelle se coupent les droites successives du système que l'on vient de définir. Comme sur chaque droite il se trouve deux points voisins appartenant à la courbe, les droites dont on parle ne sont autre chose que les diverses tangentes à l'arête de rebroussement.
Cette courbe, qui était primitivement plane et comprise dans le plan de la surface médiane de la plaque, devient, après la flexion, une courbe à double courbure. Mais, dans les deux formes successives qu'elle affecte ainsi, les longueurs des éléments d'arc qui la composent, et les angles de deux tangentes consécutives, restent les mêmes ; et, par conséquent aussi, les rayons de courbure. Par ces deux grandeurs, les longueurs des arcs et les rayons de courbure, la courbe plane se trouve complètement déterminée; et, pour achever de déterminer la courbe à double courbure, il faut y adjoindre la connaissance des angles que forment entroeux les plans consécutifs infiniment voisins. On a ainsi les trois variables qui peuvent définir la courbe à double courbure et par suite, la surface développable dont elle est l'arête de rebroussement.
Désignons par
la longueur de l'arc de l'arête de rebroussement, mesurée à partir d'un point quelconque arbitrairement choisi sur cette courbe; par ?o' "'lo» Co les coordonnées du point de la courbe situé à l'extrémité de l'arc ç, et par), une distance mesurée sur la tangente h l'arête, menée par ce point, et à partir du point de contact. Si l'arête est supposée connue, un point quelconque de la surface développable peut être défini par les valeurs de ; et de a, puisque ce point se trouve toujours sur une tangente à l'arête, déterminée par son point de contact, lequel est défini par ç, et à une certaine distance de ce point, distance exprimée par a.
Je considérerai ;„, ri^, l^,, coordonnées d'un point de l'arête, et q qui détermine également ce point, comme des fonctions d'une même
(*) C'est-à-dire que l'arête de rebroussement de la surface développable doit tomber hors de la plaque ,
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variable indépendante, dont la signification pourrait, à la rigueur, rester indéterminée. Tous les poinis de l'arête seraient obtenus en attribuant à cette variable différentes valeurs. Il est possible de choisir, pour cette variable indépendante, l'arc de la périphérie de la surface médiane de la plaque, que je désignerai par s. Les quotients différentiels ou dérivés de l^, -^o, C«. ç, par rapport à la variable indépendante s, seront désignés par les mêmes lettres revêtues d'accents en nombre égal à l'ordre des quotients différentiels, en sorte qu'on aura :
(h 0 as iJ (As-
D'où, en vertu du théorème des différentielles de fonctions de
fonctions, qui donne -^r= — ^ -^, (is d: as
dço %
Tç-,"
et ces trois dérivées des coordonnées d'un point (ï„, •/;„, l„) de l'arête par rapport à son arc ç sont les cosinus des angles que forme, avec les axes de coordonnées fixes x', y', z', la tangente à l'arête, en ce point, ou la direction de X. Les coordonnées ç, •/;, 'Q d'un point de la surface, lequel se trouve sur cette tangente à la distance a du point de contact, s'exprimeront donc ainsi :
et on a, en même temps, l'équation
Cette dernière condition fait que les quatre variables ç^, t]^^ l'^,, ç peuvent être exprimées, en fonction de leur arguments, au moyen de trois fonctions arbitraires seulement (*). Et précisément parce que cette con-
(") C'est-à-dire, sans doute, au moyen de trois fonctions de cet argument, ou de cette variable indépendante s, fonctions qui peuvent être les expressions mêmes, en «, de trois des quatre quantités linéaires ?„, vjy, ç„, ç, la quatrième étant donnée (ou au moins sa dérivée étant donnée) par l'équation {'244) quand on connaît les autres. Si l'autour appelle arbitraires les trois fonctions de s dont il s'agit, c'est qu'en effet on peut, tant qu'on ne se donne pas les forces qui font clianj^er la lornie de la plaque élastique, choisir ces trois fonctions comme on veut, au moins dans certaines limites.
En se donnant (hors du contour do la phupio, avons-nous dit) la courbe ou arête de rebroussement dont les points ont Çq, •/;„. r„ jiour coordonnées, et dont l'arc est ç, on se donne, par cola seul, loule la surface ilévolojipjiblo dont les points ont pour coordonnées ç, vj, ç, puisqu'elle est forméo par reiiseniblo des lanj;ontes à cotte courbe.
Chacune de cos surlaces dével(>|ipablos. si, ooinino son arêlc, elle s'écarte fort peu du
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dition est la seule qui lie les quatre fonctious , les Irois autres conditions sont tout à fait arbilraires, ce qui fait que les équations (245) représentent une surface développable la plus générale possible. Celte surface n'est définie que par la forme de ces fonctions arbitrai! es.
Voyons maintenant quelle relation existe entre la surface développable que les équations (245) représentent, et la surface plane dont la déformation lui a donné naissance. Dans le plan de celle-ci, désignons respectivement par a, b ela„, b^, les coordonnées x', y' des points qui, après la déformation, auront, sur la surface développable, les coordonnées ç, r„ 'Ç, et Cq, •/;„, L„ ci-dessus. Les points {a^, h^) forment, dans le plan de la surface médiane primitive, une courbe qui, dans la flexion, devient l'arête de rebroussement.
Dans la transformation de la surface plane en cette surface développable, il y a, comme nous l'avons dit, deux grandeurs qui ne changent pas ; ce sont l'élément de l'arc de l'arête de rebroussement, et son angle de contingence, à la place duquel on peut considérer le rayon de courbure dont l'inverse est le quotient de cet angle par l'élément d'arc, et qui n'est pas non plus modifié. De même que les équations (245) représentent tous les points delà surface développable, de même aussi les équations
(245) a = flo + >7, h=:h,^i-l\,
représentent tous les points correspondants du plan primitif lorsque l'on attribue à a et à la variable indépendante s toutes les valeurs possibles. Et pour correspondre à l'équation (244), onafZa„-l- dbl=. d(;' , on
qui, avec (244), exprime l'invariabilité de longueur de l'élément d'arc dz,.
Désignons, dans le plan, par o l'angle de l'élément d'arc de, avec 1 axe des a ou des x', nous aurons :
da^ (Ib.,
—^ = cos & , —r^ r=z sni o, de <l:
plan x' y' de la surface plane médiane primitive, sera la solution de première approximation d'un problème de déformation de la plaque, non seulement quand les forces n'agissent que sur la surface cylindrique latérale ainsi qu'il a été supposé avant de poser les égalités ('259 b), mais même lorsque les forces de tension ou pression agissent sur les deux bases.
Seulement, la deuxième approximation, où il est tenu compte des dilatations des éléments de la surface médiane, domiera, à partir des points de la surface développable, des écarts différents suivant les deux manières dont les forces sont supposées appliquées.
OU
(247) _2 = cos?, -^=sin?.
Différentiant par rapport à s ces deux équations, puis éliminant entre elles ■^, = -y-; ==: ç", et remplaçant coso et sin 9 par leurs valeurs (247), on a la valeur suivante de-^ = -y^ qui est, comme on
ç de,
vient de le dire, l'inverse du rayon de courbure dont ç est l'arc et d(f est l'angle de contingence :
i (1(0 tù a b" — b' a"
Le rayon de courbure doit conserver la môme valeur pour l'arête de rebroussement. Rappelons-nous la formule connue qui donne le sinus de l'angle v formé par deux droites faisant avec les axes des angles dont les cosinus sont/), q, ?% p,, qi, ?', :
(248 a) sin^^r = {qr, — rq,y- -\- {rp, — pr,y- + (/xy, — qp.y. (*)
En vertu de cette formule, le sinus de l'angle que la tangente dont la direction est déterminée par les cosinus
forme avec la tangente voisine déterminée par les cosinus est donné par l'équation :
mb)smH^={d.Y=(<,r:i_':^,i'^^^^
Remplaçant le premier membre par ( — ) =:— ( y ) ds- =:— , ds\
' ' fi /^' \
et, dans les parenthèses du second membre, les (/ -, par ds vl -)et
ç rfs\;7
(■) CcUe égalité est facile à vérifier en rclraiicliant, de l'unité, chacun de ses deux membres, et meltant ensuite dans le premier, devenu cos-i', pour cos v sa valeur plus connue ppi + 77, 4- rr,.
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ainsi des autres, puis divisant les deux membres par ds- et effectuant les différentiations, des réductions s'opèrent dans chaque parenthèse et on a, en divisant tout par ;'^ :
i _ cp-- _ «,^: - w + ^^: - ^sy + ^^>: - ^ff .
expression à laquelle on donne facilement la première des deux formes suivantes, que la relation (244) permet de remplacer par la seconde :
j 1 _ (^;f + \ + ^:) ^1 + ■'": + -?) - (vi: + « +vZ
Cette équation, avec celle (248), exprime l'invariabilité de l'angle de contingence.
Nous avons déjà remarqué que, tandis que la courbe plane correspondant à l'arête est déterminée par l'élément d'arc et le rayon de courbure, il faut, pour définir l'arête elle-même, un troisième élément, l'angle dfo de deux plans osculateurs consécutifs, angle qui, divisé par
l'élément d'arc, donne pour quotient l'inverse :^ de ce qu'on appelle
le rayon de cambrure de la courbe. (*) Mais, avant de déterminer ce rayon R, nous nous occuperons plus spécialement des coefficients a, ß,... et des grandeurs ou rotations que nous avons appelées r^, r^, s^, s,, aux §§ précédents.
Différentions les équations (245) par rapport à a et &, et considérons en même temps s et a comme fonctions de ces variables, nous trouvons :
(*) L'auteur appelle R le rayon de torsion; on dit, le plus souvent, en France, rayon de seconde courbure. J'ai montré, dans un Memoire sur les courbes non planes {Journal de l'École polytechnique, 50° cahier, 1844, et Comptes rendus, 6 septembre 1844, t. XIX, p. 547), que ces deux expressions étaient impropres et que la première, surtout, prêtait à faire tomber dans une erreur grave; car, entre autre raisons, ainsi que je l'ai encore montré ailleurs [Comptes rendus, 50 octobre 1845, p. 952-955, l" et 15 juillet 1844, p. 46 et 185 et historique en tête de l'édition de Navier, 1864, n"" xx et xxi), une tige courbe peut éprouver de fortes torsions sans que ses plans osculateurs changent d'inclinaison les uns sur les autres. Aussi je me sers ici d'une locution que j'ai proposée alors, et que M. Résal a adoptée, notamment dans son Cours de l'École polytechnique.
la
r C Ci
va
6 s ca
(ri
TT = 'o'
1 <9X '7'Fa
es
\ il II) "^ ? â
ç'^ Ur
-,'XJs
ri. ^
Il ' o ^
Il y r „
dl
dq da
D'après les équations (233)-j- = a, (1 + D„),-t^= (*2-+g*i) (1 +<^/')i
= , où d et g sont généralement négligeables, les expressions
ci-dessus sont les valeurs approximatives des coefficients ap p^, y^, ttg, p^, Y^. Elles contiennent encore les quotients différentiels de s et de X que l'on exprime aisément au moyen des équations (245)
a = a„ -\- \ -^^ b = ...., et (247) a = c' cos o, b' = c! sin o. En ef-
fet, si l'on différentie par rapport à a et /> les équations (245), on trouve, en ayant égard à (247),
1 = ç' cos f
0 = c' cos -D 0 L= ç' sin <p
1^ 1 êl
-^TTb
1 £x ç' ca 1 il
-.smy.y ^,
— Xsincp.f -jrr, , "s
' ca
Si nous éliminons 9' entre la première et la troisième de ces équations, puis entre la seconde et la quatrième, nous obtenons la première et la troisième des équations ci-après ; les deux autres s'obtiennent en éliminant de môme ç' et les parenthèses :
ÙS 1 [l
cos ï-
siiiij)
ta^ :! H~
sin ï.
COS-D
m^ c' êb
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et par suite, les équations (250) founiissenties valeurs approximatives suivantes de six des cosinus ; les secondes formes que nous leur donnons résultent de (247) :
h = ;' sin o, a' = ;' cos o,
/ d'où /'■ = i;'cOS3.3''H-î"sin s, «":=—;' sin 3.5.' + (;"C0Sçp ^i = — COS a '■ — rr-, — Sin cp =
(I (I 'fi n
fil=:-, COS o
SUl » =
■f'y — rih
Vi = — COS(p —
sin 9 =
a.= ^ Sill CO + -^— ,r-, — COS ç = —
00 0 fi
ß,= j; sin o + "\,^,_; " COS ç = ^^TTTT-^".
!;'V — :"r Ta'— r«'
y,:=-i;sin ç+ "\,^_; '"C0SÇ= — '" \,.J' °-
Quant aux valeurs de a, [i, 7, on les déduit immédiatement des valeurs ci-dessus au moyen des relations (192) du § 50, p. 450, qui donnent, eu égard aux (251 a),
« = :ii7. — ;vi
ï;'C' — ^ "fi" 00 u 0
11 est à remarquer que toutes ces expressions des cosinus des angles des X , y, z' {l 64) avec les x, y, z sont indépendantes des distances A des divers points de la plaque aux points de tangence de son arête de rebroussement et ne contiennent plus que la variable indépendante arbitraire s. Cela signifie qu'en suivant une même ligne X tangente à l'arête, les divers systèmes de coordonnées mobiles, x, y, z, de tous les éléments situées sur cette ligne, doivent être parallèles entre eux, non seulement dans la position primitive de la plaque, mais encore après sa flexion.
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En vertu de cette particularité, on a, eu égard aux (251), les équations différentielles suivantes (où a', fi', désignent toujours y . ,-
c)a. ,c)s sin ç ,
(254) \ _ /et ainsi des huit autres cosinus.
^a ,ûS COS 9 ,
En introduisant ces valeurs dans les expressions (255) p. 637 des r^, 1*2' Sj, Sj, et en exprimant les quotients différentiels a',... au moyen des équations précédentes (252) et (255), on trouve
sin 9 cos 9 cos-y
Tj — r O , S| — Q. ,
sin'9 sni û> CCS © -^— £i , 82 = ^"t i fl ,
où Q représente l'expression
ilooa) li^^ 7773 •
Cette expression a une signification géométrique très simple.
Il a déjà été question tout à l'heure du rayon de cambrure R dont l'inverse est égal à l'angle de cambrure div, formé par deux plans osculateurs consécutifs et divisé par l'élément d'arc ds compris entre les deux points voisins où ces plans sont menés. Les normales à ces deux plans osculateurs sont, l'une, la ligne dont la direction est désignée par les cosinus a, ß, y, et l'autre celle qui l'est par a h- da, ß + rf|3, ï + f'ï C) ' ^^ ^^^ ^^^^^ normales voisines font entre elles l'angle dw.
(*) Cela a besoin qu'on le démontre. On peut le faire par une considération d'aires infinitésimales comme celles dont j'ai fait usage à un Mémoire sur les courbes non planes, de 1844, déjà cité. Sur l'élément cli de l'arête de rebroussement, dont les projections sur les axes coordonnés fixes des .r', .(/, s' sont d^g, ärj^, d^^, et sur l'élément suivant dont les projections sont rf?o + ^'"?0' d'^'O-h'i'nn, </Ço+<^'Ço' construisons un parallélogramme; ses projections sur les trois plans coordonnés des i/'z', z'x', a;'?/' auront respeccivement pour aires
(//;„ d- i-„ — f/ r,, d- >;,| , d :„ d- lu — d ly d- ;„ . d l^, d- r,Q — d •/;„ </••» f „ .
Les rapports de ces aires à celle du parallélogramme consti'uit sont les cosinus des angles que fait, avec les trois mémos plans coordonnés, le plan du parallélogrannne, c'est-à-dire le plan des doux éléments conséculifs de l'arête de rebroussement, ou \eplan qui lui est osculnlrur au point (?o, /ju, Ço); ^^ sont aussi les cosinus des angles que fait, avec des a:', y', i' la poprndirii/airr au plan osculaleur.
Avec les notations de l'auteur on a rfto = 2'o"'*' <'/'*lo = l"o '/«'''• I-cs cosinus des ongles que
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On obtient donc cet angle comme on a obtenu ci-dessus d? [(248 b) p. 650] en mettant seulement a, % v, à la place des quantités -,j -t' ^»
qui entrent dans l'expression de f/9. On trouve ainsi :
dw- = (ßf/r — ^dpy- -h (yJa - ady)- + (a(/3 — ^d(/.)-
= (a^ + ^- 4- Y") {(h'- + dy- -+- df) — {mh -f- ,3f/.3 + rf/y)^ ;
ou enfin, à cause de (252) a' -f" ß" + Y' =^ 1 "^ont la différentielle est nulle,
dw'- = d7?^d''/--hih:-. (*)
On aura pour ^-v -7^» les six formules suivantes (255 b) qui se
^ da ab ~ > -1
déduisent de (255) p. 657 comme celles (196) p. 454 l'ont été de (184)
(1% et (185), c'est-à-dire, -j- == Yi ^2 — U ^v ^"^ ajoutant ensemblela première, la cinquième et la quatrième (255), (la cinquième prise sous la seconde forme et changée de signe) multipliées respectivement par a,
aj, a^, et en faisant des opérations pareilles pour avoir -j-i ••••
fait, avec les x, y', s' la perpendiculaire à ce plan osculateui' au point (Çq, Iq- ?o) sont donc proportionnels respectivement à
ÇO'Î
Or, d'après les formules (253), a, ß, y sont proportionnels à ces trois mêmes binômes, et sont, par conséquent, comme les cosinus dont nous venons de nous occuper, égaux respectivement à chacun d'eux divisé par la racine carrée de la somme de leurs carrés. Donc a, ß. Y, ou les cosinus des angles de l'axe mobile des z avec les axes fixes des x'. y, z' sont bien les cosinus des angles faits avec ces axes par la perpendiculaire au plan osculateur à l'arête de rebroussement.
La raison s'en conçoit finalement, car, puisque la surface médiane primitivement plane s'est ploijée extrêmement peu, eu entraînant dans son mouvement les petites lignes matérielles qui lui étaient perpendiculaires, les axes mobiles des z doivent, tout au moins à la première approximation où l'on se tient ici, avoir les directions des normales aux surfaces planes infiniment étroites dont se compose la surface médiane devenue courbe et développable. Les ;, qui font, en chaque point, avec les x', ]/. z', les angles dont les cosinus ont les désignations a, ß, y, ont donc les mêmes directions que les perpendiculaires menées aux mêmes plans osculateurs, qui ne sont autre chose que les surfaces planes infiniment étroites dont on vient de parler.
Mais il convenait de s'en assurer analytiquement, comme nous venons de faire.
(*) On obtient bien plus directement cette expression dedic'^ en supposant tirées, par l'origine des coordonnées, deux droites égales à l'unité, et faisant avec les x', y', z', des angles dont les cosinus sont a, ß, y pour l'une, et a-J-da, ß+^ß- y-hf/y pour l'autre. Comme ces mêmes cosinus sont les coordonnées des extrémités des deux droites, la petite ligne qui joint ces extrémités a pour projection les diiférences dx, rfß. dy. Or cette petite ligne est la mesure de l'angle dw des deux dioites : donc dw'^^^dx- -\-d'ji'--\-d-f-.
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Oa COL
(255/.) { i| = r.|i,-r,[i,. ^^=s,%-sj^,,
ou, eu
Il en résulte immédiatement
dr^X , /<?'ß\2 /^y\2 /^a\2 /^ß\* /^r\^ , , ,
c a/ Y 0.) Y (1/ \^b/ \f bj \oby Mais d'après (254) le premier membre de cette équation est égal à
«'^ + r + /^ tandis que le second membre, d'après (255), est égal à ^^ . On a donc
oc''--hr--^r" = ¥'^'-^
et par suite
_ /Tu'Y _«" + ?'- + y'- _
ou
Si l'on remarque que - désigne le rayon de courbure, on voit que
Ü n'est autre chose que le rapport du rayon de courbure au rayon de cambrure.
Ce qui précède fait voir comment la considération de la surface développable donne lieu à l'introduction des fonctions arbitraires C^, lîp, Cg et comment tout peut s'exprimer au moyen de ces fonctions dont la forme reste à déterminer, dans chaque cas particulier, en raison des circonstances. Celte détermination est liée aux conditions d'équilibre de la plaque, conditions dont nons allons maintenant nous occuper.
§ 68. — Equilibre extérieur des éléments.
Considérons un parallélépipède élémentaire faisant partie de la plaque et dont quatre faces soient perpendiculaires aux deux faces de
ÉQUILIBRE EXTÉRIEUR DES ÉLÉMENTS DE LA PLAQUE
la plaque. Sur ce parallélépipède agissent d'une part les tensions dont les expressions (240) ou ('240«), ont été données ci-dessus, p. 645-44, et, d'autre part, les composantes et les moments qui })roviennent des forces extérieures.
Pour établir les conditions d'équilibre, nous aurons recours au principe des vitesses virtuelles, en vertu duquel, pour un petit déplacement du corps, la somme des travaux des forces doit constamment être nulle. Les déplacements des particules de la plaque, les unes par raj)port aux autres, ne peuvent pas être quelconques. Pour en trouver l'expression la plus générale, nous pouvons prendre les équations (231) x' = ^ H- «1 (X ■+- u) +..., y' = .., z' = ..., page 655, qui expriment les coordonnées d'un point quelconque déplacé, en fonction de l, »j, i; et
des coefficients a, ß On peut, dansées équations, faire c/;=0, y = 0,
ou ne considérer sur la surface médiane que les points dont les coordonnées .r', i/ étaient primitivement «, 6, et que nous avons pris (§ 64) pour origines de coordonnées mobiles x, y ; car, pourvu qu'on attribue aux grandeurs«, />, z toutes les valeurs possibles, on obtient tous les points de la plaque. D'après cela, l'expression la plus générale des coordonnées d'un élément d'une plaque courbée d'une manière quelconque est, en négligeant les quantités d'ordre supérieur de petitesse :
Si tous les éléments doivent être à la fois infiniment peu déplacés, cela veut dire que les grandeurs ;, «, ç, a, ß, y ne doivent éprouver que de très petits changements. En introduisant, dans ces équations, de très petites différences de ces grandeurs ayant ^ pour caractéristique, nous obtenons immédiatement, sous la forme suivante, les déplacements du point considéré :
(256) §x' = ^l-\- zSoL , d%' = h + 25,3 , ^z' = Si H- ^-h .
Les déplacements simultanés de tous les points de la plaque sont donc exprimés par les variations de six fonctions qui ns dépendent plus que de « et de h. Mais ces six fonctions ne sont pas indépendantes les unes des autres ; car il existe entre elles les relations suivantes
dont les deux dernières résultent de celles (255), -r-=-ix (i-f-î) ),. .. p. 656.
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en sorte que les variations §1, etc. doivent satisfaire aux conditions résultant de la variation, ou difierentiation par o, de ces équations, savoir :
(257) { (Ja ' oa c/a da (ja ' oa
Désignons maintenant par
(257 a) Idadbdz- , \dadbd: , Idcullnh
les composantes, suivant les axes fixes des x\ y', z. des forces agissant sur un élément dadhdz, composantes comprenant à la fois les tensions (240) t^^, t^, , t^^ , suivant les axes m.obiles x, ij, z projetés sur ces axes fixes x\ ij', z', et les forces extérieures qui s'exercent sur les points de l'intérieur de la plaque. Le travail produit sur cet élément pour un petit déplacement ayant les projections ox', oy', Bz' sur les axes fixes des x', y/, ;•', sera alors
{XSx' + Yoy' + Zô3') dadbd^.
Intégrons dans toute l'étendue de la plaque, et appelons c*I> la somme des travaux produits dans tous les éléments; nous avons l'intégrale triple .
(257 6) H=z j {\§x'-h\§y' + '/.§z-')dadbdz:
Il reste à considérer les éléments qui se trouvent suj" la périphérie delà plaque. Si, dans l'expression de S<I» qu'on vient d'écrire, X, Y, Z sont supposés exprimés d'une manière générale pour tous les éléments du corps, en l'onction des tensions ou traclions (259 a')t^.,.... t (g 66) que ces éléments exercent les uns sur les autres et qui, ici, ont les valeurs (240), même g 66, page 643, une erreur se trouve commise pour lesélémenls situés sur la périphérie, eu ce (|uc, sur les faces extérieures de ces éléments, ce ne sont pas de pareilles tensions qui sont appliquées, mais bien des forces extérieures. Nous devons donc ajouter, à l'expression précédente, le travail des lorces extérieures
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appliquées sur la surface latérale cylindrique de la plaque, el en retrancher le travail des tensions ou tractions sur la même surface, qui se trouvent introduites dans les formules, mais ne sont pas applicables à la surface latérale ou périphérique dont il s'agit. Comme nous avons annoncé, g 67, page 648, que nous choisissions, pour la variable indépendante et d'abord indélerminée s, l'arc de la périphérie de la surface médiane, un ('lémeiit quelconque de la surface périphérique est ds (h. ISous pouvons désigner par
les excès, par unité superficielle de cet élément, des composantes des forces extérieures réellement appliquées, sur les com[)Osajites des tensions qui se trouvent ainsi mises en compte au lieu d'elles dans (257 b) o<t>; et c'est la somme des travaux produits par ces différences que nous devons ajouter à c<I>. Si g4>i désigne cette somme de travaux, nous avims
5*j = ÇÇ (XoV + %' -+ ISz') (ls(h ;
l'intégrale devant être étendue à toute la surface latérale cylindrique qui a pour base la périphérie de la surface plane médiane de la plaque.
Dans les intégrales o<I>, o(I>i on peut immédiatement effectuer l'intégration par rapporta 2. Les variations 5;, cq, etc.. sont, comme les fonctions elles-mêmes, indépendantes de z ; si donc on introduit dans
3^eto<I)i les valeurs (256)c£c' = 0^ H- ioa, de zx\oij' oz', ei
si pour abréger Ton pose
j\d^ = \', j\dz = y, f\z(h = \\ f\^dz. = Y.
(258) < j\dz = \', j\dz = T, fYzdz = Y", j\zdz = Y,
I Idz =T , I Idz = Z' , Ç'L^.dz = Z" . flzdz = Z" ; on a
(258 a) o> = ff (X'o; + rSr. + l'Sx + X'Vîa 4- Y"o> + Z"5y ) dadb ;
(258 b) 0^*1 = / ' {\'^l + VSr, -4- Z'^ï + X"öV. + Y'VÎS + Z"o\) ds ;
la première intégrale devant être étendue à toute la surface mé-
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tüaiie de la plaque, cl la seconde à toute la surl'acc périphérique. Le principe des vitesses virtuelles exige maintenant, pour que la plaque soit en é(iuilibrc, que, pour tous les déplacements possibles de ces points, on ait
Si les 0^,.... oa,.... étaient tous indépendants les uns des autres, la condition précédente entraînerait l'annulation de tous les coelficients de ces variations dans les expressions de o<i>, o^i^i. Mais ces variations sont liées par les trois équations (257). Ou pourrait donc, au moyen de ces équations, exprimer quelques-unes des variations en fonction des autres, et introduire les valeurs ainsi obtenues dansoO, 0*1 ; et l'on devrait alors égaler à zéro les coefficients des variations qui n'auraient pas été ainsi éliminées. La méthode des coefficients indéterminés, de Lagrange, conduit au même résultat d'une manière plus commode et plus symétrique. D'après cette mélhode, on doit multiplier les équations de condition (257) par des coeflîcients indé terminés Q, Qi, Q^, ajouter les expressions ainsi obtenues à la fonction qui se trouve dans o^t» multipliée par da db sous le signe d'intégration, et considérer ensuite tous les S^ comme indépendants
les uns des autres, sauf à choisir ultérieurement Q, Qi, Q^. Nous poserons donc tout d'abord :
(X'^^ -h Y'or; 4- l'Bx) + (X"^a -h Y"5ß + l"h) f- Q {r,.§a H- p5[i 4- yoy)
(258c) H=ff\^Çi(J^+/^+,^j^.B^^^J±§,\ \dadh. JJ \ \ cJa ^ ( a c'a ta c'a ' ca / [
Dans cette expression se trouvent non seulement les variations S^, o-f], c'C, elles-mêmes, mais aussi leurs quotients différentiels. On élimine ces derniers, comme on sait, en intégrant par parties les termes qui les contiennent. Pour les termes où entrent les quotients différentiels par rapport à a, on intégrera par rapport à cette variable a tout le long d'une bande de largeur db, et parallèle à l'axe des x' pour la position naturelle de la plaque; et, de même, pour les termes où les variations sont différentiées par rapport à b, on intégrera le long d'une bande parallèle à y'. D'après le procédé déjà appliqué plusieurs fois, dès le g 16, page 58, on obtient, en désignant par y; l'angle fait avec l'axe des x par la normale à la courbe de périphérie :
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Çr Q^ L ^ _|_ ß ?^ 4- y ||\ dadb = fo, («5; + ':^h + yo^ cos p. fh -
JJ \ (a la Va )
De cette manière, o<p se divise en deux parues, l'une formée d'une intégrale double, et l'autre d'une intégrale simple; cette dernière,
dans l'équation
se réunit à S*,, mais l'autre ne contient plus que les variations o;, ^r„ cC, ca, cß, cy. Si l'on égale isolément à zéro les coefficients de ciiacune des variations qui se rencontrent dans la prcrtiière partie (258 a), on obtient le système suivant qui doit être satisfait pour un point quelconque de la surface médiane :
"^ J \ ca c'O ^ ca ' < b
ca ob ca c'b
De l'équation c<ï> + 24>j = 0 exprimant le principe des vitesses virtuelles, il ne reste, aprts ?ela, que
(260) 0 = 5*1 + r (Qj LOS p + Qa sin p) (aS; + ßo-^ -|- y/^) ds ,
équation dans laquelle il n'y a plus que des intégrales simples.
Toutes les grandeurs comprises sous les signes d'intégration sont maintenant fonctions de la variable .n\ On n'arriverait donc à rien qui eût un sens si, dans la suite de l'application de la méthode précédente, on voulait continuer simplement d'introduire, affectées de facteurs, et telles qu'elles sont, les deux dernières équations (257), où les différenliations sont faites par rapport à a et b. Il faut, à la place de ces deux équations (257), en introduire une nouvelle dans laquelle les variations 0^, 0T„cL, soient différentiées par rapport à s, au lieu de l'être par rapport à « et 6.
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Pour trouver les quotients différentiels par rapport à s, il faut dabord déterminer le sens dans lequel on conviendra de compter cette variable. Convenons donc que la direction des s positifs sera celle que l'on suivrait en parcourant un arc de 90", de l'axe des x positifs à l'arc des y positifs. Avançons, dans cette direction des s positifs, d'une très petite quantité s ; alors a diminue de s sin p, tandis que b croit de ecosp; une fonction quelconque f, de a et 6, devient donc par là
f (a — esin p,b-\- s cos p)=f [a, b)-\- s r-^ cos p — -^ ?Ànp\ -+■
et le quotient différentiel --- qui est la limite de
a pour valeur
f{a — ssinp, b -(-scos/j) — f{a,b
<y's ob (a
D'après cela, si Ton multiplie la seconde des équations (257) par — sin/j, et la troisième par cos p, et si l'on fait la somme, on obtient :
Ajoutons à l'équation (2v30), après y avoir mis pour c<I>j sa valeur (258 b) la première équation (257) et l'équation (200 a) que l'on vient de trouver multipliées respectivement par des indéterminées D et D,, nous aurons la suivante ;
X'o^ + Y'o-., + Z'oJ; + X"oa -h Y"oß + 7/'oy -+■ 1) («ôa -h [W^ -+- yôy)
(261) 0= r / fJôr mr>_^ doX,d\^ dr,^^
+ (0, cos p + Q, sin p) (aôi + ^?>-n H- yS^)
Il faut encore ici, au moyen d'une intéf^ration par parties, donner une autre forme aux termes de la troisième ligne, affectée de Dj, qui contiennent les quotients différentiels des variations 3;, cy], IX,. Remarquons que la partie (|ui, par suite de cette opération, se trouve mise en dehors du signe d'intégralion, ('X|)rimc une intégrale effectuée tout le long de la périphérie, c'est-à-dire entre deux limites qui coïncident;
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cette partie est donc identiquement nulie et l'on a simplement :
J \ ( '^ (-^ f •* ,' J \ os es es- /
En introduisant dans l'équation (261) cette valeur d'une partie de ses termes, et en égalant isolément à zéro les coefficients de chacune des variations, on obtient, pour les points de la surface latérale :
«^ TV c)j:
-V + a (Qi cos;^ H- 0, sin p) —'^ = 0 , X" + Da ^ D, ^ = 0 .
(262)( Y' + .(i(QiCos;^ + Q,siny;)— ^ = 0 , Y''+ I>> + f>i|^= 0 ,
Z' 4- Y (Q, CCS />-{- Q., sin //) —^ = 0 , Z" + Dv + 1)^'-^= 0 .
Ces équations doivent être satisfaites pour tous les points de la périphérie : avec les équations (259) elles déterminent complètement ce problème.
Ce double système de six équations peut se simplifier en multipliant les équations qui se correspondent trois à trois, respectivement par x^, ßj, Yi ou par a^, ß^, y^, ou par a, ß, y et en additionnant chaque fois. On peut alors laisser de côté deux combinaisons qui ne servent qu'à la détermination des coefficients Q et D. Les dix autres, lorsqu'on
a égard aux relations connues (252) entre les neuf cosinus a, ä, v, ;
aux relations (255) page 656, qui, en négligeant î)^, ?^,, g^^ devîintl se
réduisent à celles (241) p. 645; aux relations (255) définissant r^, r,, Sj, s,;
enfin à la relation générale 7-= cos p--^ — sin »-r-^ trouvée tout à
(S ^ cb ^ ca
l'heure, donnent les équations suivantes :
Pour un point quelconque de la surface médiane X'«! 4- \'% 4- Z'yi + Qir, + Q3S, = 0 , X' a,-f- Y' ß, + Z'y, - Q^ri - Q,Si = 0 ,
oa co
X"a, + y"3, + Z"Y,4-Qi=0,
Pour un point quelconque de la courbe périphérique X'«.
Z'yi H-I»! (s, cos/; — r, sin;;) = 0 , Y'[1, + Z'y, — J),(SiCOsyv — r, siny>) = 0, (*) .
X'a + X'Î'^ + Z'y + Qi cos /) 4-O2 sinp ^ = 0 ,
X"«i-)-Y"ßi + Z"r,— l),sin;j = 0, X"«2 + Y"ß, H- Z"Yä + Dl cos 7; = 0 .
Il reste maintenant à donner les expressions des forces X', Y', .... qui entrent dans ces équations. Chacune de ces expressions se compose de deux parties, l'une provenant toujours des forces extérieures, et l'autre des tensions t^.., t , t_. La première partie est facile à déterminer : soient
käadhdz ,
Bdadbdz
Cdadbdz
les composantes dos forces qui agissent dans l'intérieur de l'élément parallélépipède dont le volume est da db dz ; les parties correspondantes de X, Y, Z [c'est-à-dire des forces qui, d'après leur définition (257 a) page 658, sont celles qui agissent snr les éléments de Tintérieur rapportées à l'unité de ce volume] sont les quantités A, B, C ellesmêmes ; et lesparties correspondantes de (258) X', Y', Z', X", Y", Z" (qui, d'après leur définition, sont les sommes de ces forces et de leurs moments pour toute l'épaisseur h de la plaque, rapportées à l'unité superficielle de chaque élément da db de sa surface médiane) sont les intégrales :
Ad:
Bdz- ,
Cdz
A"= f Azdz.,
Bzdz,
Czdz
étendues à toutes les valeurs comprises entre h désigne l'épaisseur de la plaque.
— oet~ = + ;^, si
{') Dans le livre de Clcbsch, le donner terme de cette équation est + D (s, cosp — rjsinyj). C'est une laulc (ju'il corri{,'-e plus loin ('2' équ. i'Ci'J).
Les deux couihinaisons laissées de cùlé pur l'auteur, comme ne faisant que déterminer Q et i) dont on n.iura |)as à se servir, sont:
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^ 69. — Introduction des valeurs des tensions. Forme définitive des conditions d'équilibre.
Pour déterminer maintenant les termes provenant des tensions, revenons à l'élément da dh dz. Les trois normales aux faces latérales à cet élément ne sont autre chose que les trois axes mobiles x, y, z, liés à l'élément et qui, après le déplacement, forment avec les axes fixes les angles dont les cosinus sont :
cos {XyX') = oci , cos (.?,?/') = pi , cos {x,z') = Yi . eos {ij,x')= oc, , cos{!j,y') = p,, cos (//,3') = Yi • cos {:-,.r') z= (Z , cos {z,i/) = p , cos (;,c/) = y .
Sur les faces de cet élément, qui sont du côté des axes négatifs, agissent des tensions dont les composantes respectivement parallèles aux X, y, z, sont, d'après ce qui précède :
[ Face perpendiculaire aux .r : — t,_^,db(h, — t,^dhdz, 0,
(264 fl) I — • aux ,j : — t,^/afL- , — i^^dcuh , 0 ,
( — aux ; : 0, 0, 0 .
Si nous décomposons ces mêmes tensions parallèlement aux axes ü\es x', y', z\ les composantes sont :
— (t YiH-t y^dadz.
Parallèlement aux r' : — (t^^.aj + t^.^ao)^/^^: (264 b) j — aux y' : — [t^Ji, -+- {^.^^%) dbdz :
( _ aux:.': -(t^.^,Y, + t^.^v,)JM.^;
Pour obtenir les composantes des tensions agissant sur les trois autres faces de l'élément, il suffît de changer les signes des précédentes, et de remplacer les termes t^^a^, par les valeurs qu'ils
prennent quand on change a en a -h da pour ceux de la première ligne verticale, et 6 en 6 -|- db pour ceux de la seconde. En ajoutant aux précédentes les composantes ainsi obtenues, on a les composantes totales agissant sur les éléments. Ce sont :
( Suivant l-axe des y J^ <'.»-+ V'V^". »"■ + '»'■>] Mb,k,
(264 .) des ,' : ïiMiz:!^ + i(k^±Wî^T ,„„„, ,
\ L ca «^ ^ J
des ,' : ['■"^■ + V'' + i<Wi±Win éadU. . L cJa cb J
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Ces tensions, résultantes de celles qui s'exercent sur chacun des éléments dadbdz, introduisent, dans les valeurs (258) X'= / \dz,y=....
des forces s'exerçant sur toute l'épaisseur de la plaque pour l'unité superficielle de la base da db du petit prisme contenant tous ses éléments, les termes suivants, qui sont ceux qu'on vient d'écrire débarrassés du facteur da db et intégrés :
t dz.
i.ni
Trois termes analogues s'introduisent dans les valeurs (258) de X", Y".Z"; ils ne se distinguent des précédents que par le facteurs ajouté sous le signe d'intégration.
Si l'on prend, dans les équations (240) p. 645, les valeurs des t^^
et si l'on effectue les intégrations dont les limites sont — ^ et-|- k» o"
obtient, pour les intégrales qui devront entrer ainsi dans X', Y', Z'jel
: hS) , eu faisant 3) = (a— —V,. -f- ( f —
iJ^ = hS^',
/ i,./dz- = — 5i, en faisant 31= -
.zd. = -îr,
Mais les X, Y, Z définis par (257o) se composent à la fois de ce qui vient des tensions et de ce qui vient des forces extérieures A, B, C, définies par (2656), et agissant à l'intérieur de la plaque; en sorte que X', Y',Z',X", Y",Z' définis par (258) seront égaux à A, B', C, A",B",C"
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définies par (264) plus les termes ('265) et plus aussi ceux que l'on coiuposera d'une manière analogue pour X",Y",Z" en y introduisant
les valeurs (266) des jUlz-, / t:f/;. On obtiendra ainsi les valeurs suivantes :
\ ca c'a ta cJa co ob co oo)
\ ta ta ca ^ c)a cb cb cb ( b]
ta ta ta ca cb cb cb ob;
12 \ \: r; 'Va ca ca cb (b < 0 cb J
Ces expressions, introduites dans les cinq équations (265), donnent à celles-ci leurs formes définitives.
Comme ces équations commencent par des trinômes tels que
X'a, H- Y'3i -t-Z'Yj. l'introduction des six expressions de X', Z" se
Icra en les ajoutant trois à trois, multipliées par a^.ß^.Yi, puis par ».^ ßo Y?» puis par a, ß, 7. En ayant égard aux relations connues entre ces neuf cosinus, ainsi qu'aux expressions (255) page 657 qui définissent les r et les s, enfin aux équations (258) page 640 desquelles il résulte qu'à cela prés de quantités négligeables on a r^^^O, So = 0, s, = — r^. nous aurons, pour les cinq parties affectées de/<, respectivement :
V^Yca ^■' Ihj' '^\lb ■ da)'
D'où, en mettant pour £>,£D', ^R, fR' ce que, d'après (266), ces lettres représentent, les cinq équations suivantes, remplaçant celles d'équilibre (265) applicables à tous les points de la surface médiane :
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' ta ob i\ c J " ' \ c / \ * * « '/
b-Ç)î>,s,-2fr.gl=0:
iz( \ c/tfl \^ c / c a cD)
équations qui se réduisent, en vertu des formules (:•) du n° 16 de la Note de la fin du § 16, s'il y a isotropie transversale, ou si a = b = 2f 4- f ; d' = e', respectivement à
E'/i (^(î)^ + n'?) 1-n'^gi
E7i /^5'(ö+n'?„) 1 — i)'t"'g) A'«,+B'ß, + C'Y.+Q.r,+Q,s,+^-— 7i | ^_«_LiV -y^ || j =0,
A'a+B'ß+C'r-^'-§^-+-^,j(S„+9'?>',-(l-9')gr,-?,+9^)s,j=0, A"« H-B"ß -hC'y +0 -f- ^'^'' ^ _^(r,-p'Sj) ..M ^^1 _o
Maintenant, pour poser aussi les équations qui sont relatives aux seuls points des faces latérales, nous allons déterminer de la même manière
les grandeurs (238) de X'= f Ich, T, Z', X"= f Xzdz, T, Z"
où les X, Y, Z sont, avons-nous dit, les excès des forces réellement appliquées sur ce qui vient des tensions intérieures t , t
(') Ces formules, et aussi cellns (268 a) ci-après, se conloiident avec celles de Clobsch qui suppose l'isotropie complèlo, lorsqu'on suiiprime les accents de E' et de t)', ce qui revient à supposer le module d'élasticité E' ou E^ = E d'extension de lames taillées transversalement dans la plaque, égal à celui E = E^ de petits prismes qu'on en extrait dans le sens s de son épaisseur, et égaux les rapports des contractions aux extensions de sens perdendiculaires qui les amènent.
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Désignons par
(267 i) Vdzds, \dz(h, "^dzds
les composantes suivant les x', y\ z', de ces forces extérieures réelles agissant sur un élément dz ds de la pcripliérie. Les ternies provenant de ces forces et entrant dans les expressions de X', Y', Z', X", V', Z" pouri'ont être désignés par la notation qui suit, analogue à celle qui a été employée pour les X, Y, X'....
U' = f Idz , \j" = f Uzdz ,
(267 c) { ^' = f ^'^^ ' V" = r Nzdz ,
w = r vfdz , w" = r w:. dz. .
Pour former l'expression des X', , nous avons à déduire de ces
quantités les intégrales correspondantes qu'on obtient en remplaçant
Ü, V, W par les tensions intérieures calculées pour l'élément dz ds de
la surface périphérique. La normale à cet élément forme avec lés axes
des X, y, z, les angles
de sorte qu'en se reportant aux équations fondamentales (25) de la lin du § 12, donnant les tensions qui s'exercent aux surfaces limites des corps, ou bien, en remarquant simplement que cet élément dzds a une projection dzdscosp sur un plan perpendiculaire aux x, et une projection dzdssinp sur un plan perpendiculaire aux y, les composantes totales de la tension sur le môme élément par unité de sa superficie seront, d'après le théorème de l'équilibre du tétraèdre ou du prisme triangulaire élémentaire de Cauchy :
Et ce sont ces valeurs qu'on doit faire entrer, non pas dans celles X, Y, Z qui d'après les définitions (257 a) et 257 c) sont des forces dirigées suivant les axes fixes dont nous avons appelé x', y\ z les directions, mais dans leurs composantes suivant les axes mobiles des x, y/, i; composantes qui, d'après les significations ai = cos ix' ,x), ßi = ...., sont :
Xai 4- Y^.i + Zyi , Xa, -f- Yß, -[- Zy, , Xa + Yß + Zy .
Suivant les x :
t.-xCOSiv + t^^siny;,
— les ?/ :
t^yCOs;> + t,^^sin;j,
— les 2 :
Intégrons donc ces trois Irinùmes de :;■ = — - h z= -\- - après les
M là
avoir multipliés par ^/:, opération qui change simplement X en X',..,; ensuite, après les avoir multipliés par z=d%, ce qui les change en X",...; puis, égalons ces intégrales trinômes, telles que X'ai 4- Y'^i -\- Zvi à des trinômes tout semblables avec U', V, W au lieu de X', Y', Z'; U", V", W au lieu de X", Y",Z", en retranchant respectivement ces
J (t,., cos p + 1_^,,, sin y) ch , j (t^,,^ cos p + 1,^,^ sin p) dz , 0 ,
j (Kx ^0« P +■ L;/ sin P)-^l^' j (t,, cos 7> H- t^^,^ sin p) Uz^ , U ,
nous aurons en remplaçant les A _^ dr j t^^ zdr, ..,.. par leurs valeurs déjà obtenues (266),
X'a,H-Y'[i,-hZ'Yi = i;'«,H-V'[3i + W'y, — Ä(iD cos/> -I- fgsiny>), \'a, H- Y'[i, -H ZY2 = U'«2 H- Y'ßa + W'y, — h (Ig cos + ^' sin y;), \'« -t- rp -+- Z'y = IJ'a + V'[i H- W'y,
\"«, H- V"[i, + Z"yi = U"a, + Y"[i, -f- W"v, - ^ (51 cosy> -h titr, sin/>),
XV + Y'% + Z''y, = US + Y''ß,4-W''r, — ^i^(21riC0sy> + ill'siny;), X"a -I- Y"[i H- Z"y = ü"a + Vp -+- W"y.
Mettons les seconds membres des cinq premières de ces six égalités . à la place des trinômes qui en occupent les premiers membres, dans les cinq équations {li^Tyri) de la fin du § 68 où ces trinômes figurent aussi, équations à satisfaire pour les points de la surlace latérale ou périphérique, nous avons, en mettant aussi j)our iD, à)', tR, iÂ', ce que ces lettres représentent, d'après les (91).
U'a^ -h V'p, + W'y, H- Di (s.cos/) — r, sïnp)
_/.j[^(a-f)c^„+(r-^)^^]cos/,+ lgsiny,.{^0,
U'«, -I- V'[i, H- W'y. — 1», (s, cos /; — r, s'nip)
c\-i-(i' rr,i h^i'iy + igcosy*
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U'« + V'[i + W'y — V- + Qi cos p -+- Q, sin /> = 0 , L;"«,H-Y"|i,-|-W"Y, — l>,sinp
U"a, + V"ß, + \V"y, H- L), cos p
\biiUc/
1) I Si — ({' j r J sin/^-h'JtViCosyj ( ^=0.
12 ( Dans ces équations, les deux secondes lignes affectées de — h et les
deux secondes lignes affectées de — j^ se réduisent respectivement,
toujours en \ertu des formules {z) du n« 16 de la Note de la fin du g 1(), p. 8i, s'il y a Isotropie transversale, à
-i-ZTiy. [f^-'^'^'^'^^'^^-
— [— (r, — 9's,) cosy> H- (1 — 9') r^ sinp].
:\ I2(i_9^ [(s, — 9'i%)sinyjH-(l— 9')riCos/)].
Ces équations (268), d'où il reste à éliminer, comme de celles (267), les indéterminées D,, Oj, Q^ introduites au g 68 comme facteurs, à la manière de Lagrange, pour composer les équations (258 c) et (261), offrent les formes définitives des (265 a) qui sont à satisfaire aux points de la surface cylindrique latérale ou contournante, de même que les (267) sont, comme nous l'avons dit, les formes détinitives des (265) relatives aux points de l'intérieur. 11 convient de rappeler que d'après (267 6), U', V, W, U", V", W" sont les composantes totales et les moments totaux, pour toute l'épaisseur A, des forces extérieures U, V, \V, définies par (267 a), et qui sont, parallèlement aux axes fixes d'espace x\ //', z\ celles qui agissent par unité superficielle sur cette même surface cylindrique.
g 70. — Division du problème. — Première approximation. — Détermination de la surface développable en laquelle se change, à cette approximation, la surface plane médiane de la plaque.
Au moyen de ces équations (267), (268), nous sommes maintenant en mesure d'aborder la discussion complète du problème.
Nous diviserons cotte élude en trois parties : la première aura pour objet la détenninalion de la surface développable qui donne une première approximation de la forme affectée par la surface médiane de la plaque déformée. Dans la seconde partie, nous chercherons l'expression des dilatations ?^, î)^ et du glissement g = g^^ qui sont produits par les forces extérieures. Enfin, dans la troisième, nous déterminerons, par des calculs de deuxième approximation, les petits écarts entre la forme réelle de la surface médiane et la surface développable trouvée d'abord.
Bornons-nous, afin de simplifier, dans ce § et dans les trois suivants, 71, 72, 75, au cas (Visolropie transversale ou d'une contexture égale dans les divers sens parallèles aux bases de la plaque, mais pouvant être aussi différente qu'on veut dans le sens de son épaisseur.
Pour la première des trois parties énoncées du pro])lème, ou pour la surface développable, nous nous servirons des deux dernières équations (267 a) que nous mettrons sous la forme :
rQ^__(A a,+Tî ß,-t-c Y2)-,|2(i_^..^L' — Yb — "^(* —^ ^I^J
Imaginons maintenant que ces valeurs soient introduites dans la troisième équation (268), à laquelle nous joindrons la quatrième et la cinquième, modifiées par (268 a). Nous pourrons ainsi exprimer a, ß, y et les r, s au moyen des formules du §67, principalement (251), (255), (255), ainsi que (245), (247), en fonction des variables ;„, t,„, 'Q^oi des grandeurs a, <p, ç qui ont été employées pour la représentation de la surface développable donnant la première approximation.
Nous obtiendrons ainsi trois équations différentielles contenant ^0, r^n Ln, A, 9, ç, Dj et qui peuvent même contenir aussi a„, h^^ car il est possible que les forces, appliquées à un point de la périphérie, soient fonctions de la position occupée originairement par ce point.
On peut cependant exprimer quelques-unes de ces quantités en fonction des autres. Des équations (245), (247) du § 67, p. 649-50, on obtient immédiatement
(270) ßo = a — \co^tf, h = h — >siny.
Comme il ne s'agit ici que du bord de la plaque, a, h représentent les coordonnées d'un élément de la courbe périphérique, et, comme
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telles, sont des fonctions donnècis de s. Les éqnalioris qu'on vient (!'(''criie expriment donc a^. b^ au moyen des fonctions connues, et des incormues >., 9, dont la première est la dislance, mesurée sur une tangente à l'arête de rehroussemont à partir du point de contact, jusqu'à la courbe périphérique. Différenlions c^s équations, et introduisons, comme variable indépendante, l'arc s de cette courbe du bord de la plaque. Désignons comme au § 07, expressions ('242 «), par des accents, les quotients différentiels pris par rapport à cette variable s. Puisque /* était l'angle formé avec l'axe des ./• par la normale à cette courbe menée vers l'intérieur. Ou" -f- ;; sera l'angle formé par <h avec le même axe; et les cosinus dos angles de cet élément avec les axes x, y, seront les grandeurs (i\ //, qui auront les valeurs
a' = — sin p , // = CO:, p.
Kn même temps, d'après ('247) du môme ^ 67, on a
o=c'cos9, h' = z' 'AUX -ù .
Par conséquent, la différentiation des équations (270) donne
ç' cos * ::= siu /) )>' CCS ç? + Ai' SI 11 O,
1;' siu -0 = COS p — /' siti ï) — H' cos z. ;
ou bien, en multipliant ces deux équations une première fois par cos 5, sin f , une seconde fois par sin 9,. — cos 9 et en additionnant chaque fois,
(271) ;' = siu (» — ;>) — à', 0 = — cosfs — p)-\-\-i'.
La seconde de ces équations permet d'exprimer X au moven de 9 et de la fonction donnée p ; la première donne également ;' qui entre seul (; n'y figure pas) dans les équations du problème.
On voit ainsi que les inconnues se réduisent à cinq, ;„, •^^, r,, 9, D^, ou même à quatre, car Di est facile à éliminer.
Entre ces cinq inconnues et ç, il existe, outre les trois équations déjà mentionnées, les deux suivantes [voyez § (>7, 00. 7i] :
D'après ce qui précède, on peut exprimer les seconds membres de ces équations en fonction de ; et de quantités connues. Ces deux équations, réunies aux trois mentionnées plus haut suffisent à déterminer les cinq fonctions inconnues. 11 ne reste donc plus qu'à élablir
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les dernières équations, celles qui résullenl des conditions limites à la
périphéiie de la plaque.
Dans les expressions de 0^ et Q^ données ci-desssus (269), nous
allons substituer aux ri- r^, s,, s^ les valeurs (255) telles que
Q sin cp cos 9 . , r, ni r-- / . . ■ j
r, := z ~, trouvées au g 0/, pageüa4, en tenant comple de ce
que la seconde el la quatrième des équalions (251), page 052, donnent, d'abord pour les quotients dilTèrenticls de s par rapport à a et 6, et cnsuile la première et la troisième pour ceux de a :
/ es sin V fï , ts , ç' sin CD
T- = ^-r. — =coscp — ? ^ = 0080)-^ -,
\ la Aj/ ca ca ' ' Ai
i Fs cos 3) cl . , ds . ç'cnsD
f TT = -^—tj 7T = snî'-& — <; T7 =8nicp r—p- .
[ cb J.J,' ^ C 0 ' (U AS
da da ds
TV- 1-1 • . 1, 1 1 , , , d. ds d
iNous obtiendrons ainsi tout d abord, eu égard a - =
'' ds d. , , , , ,. p .,
==— , -r- , toulcs réductions lailes : dh dh . ds
j cWj, (\\ <i (usina;) (lisiii^)ç'
l la cb '/.-(b'da Y'jj'
] eu. c'i\ r/ (neos a-) (iicoscû)ç'
(-■ ' '■) j Tb^ü=- -xH^dl- ^'- '
I es, Uj _ 0 tb _4_ il- _ 0
\ c)a ùb cb va
Des deux dernières de ces égalilés il résulte que, dans les expressions (2(39) de 0,, (J,, les parties aflectées de i)', entre crocbels, s'annulent, et les deux premières donnent les valeurs de ce qui y reste, d'où il suit qu'on a, en effectuant lesdilférentiations de 0 sin ç et de Ü cos ? :
,„ , E'A'' /ü,-'sin'j a'sincp ncoscoX
^~ ' i ^„ , E'Iv /a;'coscp il cos» £iSina.\
où (Note du ?, U), page Si) l on a j— 7, = i»,-
Si mainlennnt on introduit ces valeurs de (J,, 0.> d^uis la troisième équation (268), en posant, pour abréger :
I, ^ (■ V. + V'[i 4- W'y - (A"«, + n"[i, -4- C'y,) cos y> - (.\"«, + l}"j3, + C'y,) siii;;, on a d'abord la s\iivanle :
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Et si l'on introduit les valeurs (255) de rp r,, s, dans les trois dernières (268) modifiées par (208 a) on a les deux suivantes :
/ D, sin p = U"a. + V"«.i H- W^
! +T9"M ,7^7 [smcpsui(5>— ;>)-^t) cos ? cos (-i)—;^)],
l ■" 12(1- n^^) r i^^"^ '^ '^^" '^ ~^^^ ~ '^ suis cos (=—;>)],
à la place desquelles on peut écriie les deux combinaisons (274) et (271 a) qui suivent, obtenues en multipliant successivement par cos/). sm p, puis par sin 79, — cos p et en additionnant chaque fois :
l O^Mh-tttt-, 7- - . rsiii-(* — /)) + n'cos-(? — pli,
(•274) <' 12(1 1} -) A VT / ; / \r l!p
en faisant M = [U'a^ + V'ßi + W'yO cos p^(i"oL, -i-\"p,-^\\"r,^ sin p ; l ,> AT E7i'' û . , , ,
(en faisant N =: (Ü"a,4-V"3j +-W"r,) sinp — (U"a, + V'%+W"y.)cosp.
Nous obtenons de l'équation (275). apr-ès en avoir élitniné D^ au moyen de celle (274 a) quicn fournit la valeur,
( +(l-9']j,("sin(^ — ;;)cos(cp-;»)jj.
On a ainsi éliminé la variable D^ ; on peut inversement considérer Ü comme inconnue el joindre, comme nouvelle équation, la suivante (255 a) du^ 67, page 65 i qui définit cette fonclion :
(276) a = ^»" ^^^^'" ~ ^o'""^ "^ • 0" ^ VÖ - KQ -+-
Les deux équations (271), les deux (271 «), et celles (274), (275), (276) donnent sept relations entre un même nombre de fonctions inconnues ^o,-/;«' 'Co» ?> >M?,ß.
Les quantitr^s désignées par K, M, N. dans (275). (274), (274 a) ont
(hG ihai'- V. — im,\qi;ks mi.nci s.
une sigiiilicalioii mécanique simple. Si, primilivemciil, X, V^, /représentaient les composantes, rapportées à l'unilé de surface, des forces agissant sur un clément ds dz de la surface périphérique, et décomposées paralléllement aux axes fixes des x\ ij , z, les composantes de ces mêmes forces décomposées respectivement dans le sens des axes des:-, des ic et des // liés à l'élément et se mouvant avec lui, sont respectivement
Xa+Y^ + Zy, Xa, + Y[i, -h Zy, , Xa, + Yjî, + Zy, ;
et ces mômes forces décomposées parallèlement à trois droites reclanrrulaires dirigées respectivement suivant le môme axe des r-, suivant la direction de la normale à l'élément (/s de la phériphérie, menée vers l'extérieur, et suivant cet élément ds lui-môme, auront pour composantes :
Xa + Y^-iH-Zy,
(X«! H- Yß, + Zy,) eos p + (Xa, ^- V;i, -+- Zy.) sin p, — (Xa, H- Y[ii + ZyJ sin p -+- (Xa, -h Yj^, + Zy,) cos p.
Multiplions ces deux dernières composantes par cJ^Js, et intégrons lie — 7 ^1 + ff' "ous obtiendrons évidemment Mds et — ^ ds, d'après les définitions (267 c) de U", V", W". Par conséquent, Mds et N ds sont les moments des forces extérieures agissant sur l'élément d'arc ds, moments tendant respectivement à opérer une rotation autour de la direction positive de l'élément ds et autour de sa normale dirigée vers l'extérieur.
La (grandeur K se compose de deux parties. Colle D'à -h V'[i H- W'y est la première des trois composantes ci-dessus, intégiée par rapport à z. Celle première partie de K, multipliée par tis, représente donc la composante des forces agissant sur l'élément ds, suivant la normale à la surface médiane. La seconde partie, ou le reste de K, est absolument semblable à — M, avec cette différence qu'il s'agit ici de la composante totale des forces extérieures agissant sur l'intérieur de lélément, au lieu de celle des forces agissant extérieurement ou sur la suiface, l'orcesqui figurent dans celle dernière quantité.
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^71. — Considération d'un cas particulier très étendu; suivie d'une indication générale relative à la théorie des plaques primitivement courbes.
Les quantités K, M, N sont ordinairement fonctions de s, q„, r,„, ;
il faut donc, en général, considérer à la fois les sept équations différentielles ou autres entre la variable indépendante .s et les sept inconnues 5o, •/;o, Co' Qi 'm 9, ß- Il y a cependant un cas particulier, dans lequel la solulion se simplilie considérablement, en ce que K, M, N, ne dépendent que de ,s et sont, par suite, des fonctions données à l'avance.
Ce cas se réalise si aucune force extérieure n'agit sur les points de l'intérieur de la plaque, et si les forces s'excrçant sur son bord sont invariablement liées à l'élément superficiel sur lequil elles sontappliquées, ou si elles restent les mômes lorsqu'il se déplace.
Dans ce cas, en effet, on peut, au moyen de l'équation (274), expri-
mer r en fonction de (9 — p) ; et, en introduisant dans l'équation (275)
la valeur ainsi obtenue, on obtient l'équation différentielle suivaiile qui est du premier ordre : (*)
_ , , ,. d'S M[l +lang^'(ç — w)l (h
^ ' as sni^ ('f — p) -h f) cos- [f — p) as
+ ta"g(? i'\is\^n\'(.^-p) ^r)' co^\^-p)r^ "^ Kls\ M sm (y- />) cos {-u-p)
(*) Pour cela, il faut se servir des expressions (271), s' = sin (y — p) — i', 0 ^ — cos (-j — p) -{- /y', dont la seconde donne
et dont la première fournit f
lii , a' n sin (y — y) , n' ni' nsin(ö— ;;) , d { Q.\ n ,. , , , d (Q.\
—■■] — = r^ — —+ rTr=- -H — —+-r\ - =- ? tang y — pH-t( " •
Cela permet d'écrire l'équation (275)
+ (I — >)') ^ [7 sin (? — v) CCS (r — ;^)J 5 . En y mettant, pour — r— —. -y. sa valeur tirée de Vcquation (274), et en se rappelant que 9' reprcsente -r- on anivo à l'cciualiou (270«).
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qui, à part o, ne conlient que des fonctions données de .v, el où, en en posant lang (9 — p) = z, on fait disparaître toutes les expressions Irigonomélriques. En intégrant celte équation, et par suite, en en déterminante, l'on trouxe Ü, a, c au moyen des équations suivantes dont les deux premières sont les relations (271) du § 70. el dont la troisième n'est que l'équation (274) :
r COS (= — /;)
ç' = sin(= — p) — ■/.'
E'/r' sin- (-^ — p) -\- p' eus- (y — p)
On connaît donc complètement l'angle de deux génératrices \oisincs el l'angle de deux plans osculateurs voisins, de la surface développable en laquelle se transforme la surface médiane de la plaque, c'est-à-dire le rayon de courbure et le rayon de cambrure del'arétede rebroussement de celte surface, ainsi que la position, dans la surface primitivement plane, de la courbe qui se transforme en cette arête. Il reste à déterminer, au moyen de ces éléments, la surface développable elle-même, c'est-à-dire sa position dans l'espace. On se sert, pour cela, des équations simullanées suivantes (271 a) p. 675, (255ft) p. 634 :
^r (•'î'ï" — -'■/;") -j- ■/;'" (-' ;" — "d 'O -\- 'C' ' (c'/;" — j;';") = fi?'''c '', « ■ « » 0 «' « ^0 0 ■« 0'' 0 ^ 0 u ou' ' * '
qui, si l'on y considère comme inconnues ^'0, ^^^„, 'Co-, sont respectivement^ l'ordre 0, 1, 2. Un procédé plus simple consiste à revenir aux coefficients a. fi, Au moyen des équations (254) p. 65i,
do. sin CP , (h COSO , , /o-r ;\ nr-n ^^^
on constitue facilement le système suivant, en remplaçant r^, r,, s,, Sj
, , ^„.,^, sin 5 cos 9 ^^ , j- • , -,
par leurs valeurs (2oo), l'j = — '-z 0, r^ = et divisant ensuite
sino cos 0
par — -^/ ou —
AO
a'^iîç' (a, sillç — ajCOSç), «, = — fl^'aslnç, a^=n?'aC0S9.
ß' = ar'(ß, sinç — ßjcos?), ß; = — n?'[i sin? , ßj = n?'ßcosc. y' = û?' (ti sin ? — Yjcosç), y',— — nç'rsinç, y^ =:ü?'ycos9.
On peuf remarquer que les trois équations de la piemière ligne
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horizonlnle conslilueiitun système à part qui ne contient (jue les y. ; de même celles de la seconde, de la troisième, contiennent seulement lesß, les Y ; et, à cela près, chacun de ces derniers systèmes est absolument identique au piemier. Il snl'lira donc de trouver les intégrales de l'un de ces trois systèmes, pour chacun desquels on en connait déjà une, savoir :
puis déposer pour les a, 3,.... des expressions semblables avec des conslanlcs arbitraires, et enlin, de déUrminer ces constantes de manière
à satisfaire aux équations (252), p. 054 ; a- -f- y- + v"^= 1,
a, X -f- ß., [i -(-Y, Y = 0 Lors(|ue l'on aura trouvé ces coet'ti-
cientsa, ji on déterminera, par desimpies intégrations lesyaleursç«,
•^,„ Lo au moyen des six équations (252) page 055, en ajoutant les trois premières, multipliées par cos ç, respectivement aux trois dernières multipliées par sin 9, d'où résulte que les deuxièmes termes des seconds membres se détruisent deux à deux, ce qui donne en se lappelanlque z\, tj'o, Ç'^, ç' désignent les quotients ditïèrentiels, en s,
"^ ^oi '1o' s i ? •
(/?„ / • il^
(h ^ - (la
'-^ = {% cosç H- %s'm r) ^ , r/.s- f/s
-=(v,cos = + v,sm,)^^^.
il suffira d'indiquer comment on peut traiter ce cas particulier. Je remarquerai seulement que la marche qui vient d'être donnée ne conduit pas toujours à un résultat, car il y a une condition qui dwt toujours être remplie, c'est que les génératrices delà surface développable ne puissent jamais se rencontrer à l'intérieur de la surface médiane(*). Si donc la solution conduit à un pareil résultat, on doit en conclure qu'il se produit des déformations exceptionnelles, ou des points sin-guliers auxquels la théorie n'est pas applicable.
Mais on peut toujours résoudre le problème inverse, c'est-à-dire trouver les forces qui doivent être appliquées à la périphérie d une plaque donnée pour lui faire prendre la forme d'une surface développable déterminée à l'avance. Alors, il est toujours possible de supposer que ]N est nul ; et K, M se déterminent au moyen des équations (27ea), (2706), p. 077. 078.
(*) Ou, comme nous l'avons dit en note au § (37, p. 647^ que l"arête de rcbroussemenl tombe entièrement hors de la jikujue.
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Celle remarque peut servir iiussi de base à la théorie des plaques qui, dans leur état primitif, ont déjà la forme d'une surface développablc.
On entrevoit facilement que toute cette théorie donne lieu à une série de solutions intéressantes absolument analogues à celles des g§ précédents sur les tiges minces, ou droites, ou primitivement courbes ; et que les problèmes sur les plaques pourront être traités d'une manière semblable.
^ 72. — Détermination des petites dilatations, ou seconde approximation de la solution des problèmes de la déformation des plaques élastiques.
La première partie de la solution du problème de la déformation d'une plaque, et qui a pour objet de déterminer la surface courbe développable offrant, à une piemière approximation, la forme nouvelle de la surface médiane, supposée primitivement plane, de cette plaque, dépend, comme on vient de le voir, de l'intégration d'un système d'équations dilférentielles ordmaires, où entrent, dans ce que nous avons appelé K, M, iN, [expressions (275), (274), (274a)], les forces extérieures s'exeiçant sur la surface latérale cylindrique de la plaque, ainsi que les forces (oïdinairement réduites à la pesanteur dans les questions d'équilibre) qui agissent à l'intérieur. Mais les autres parties de la solution ne peuvent s'effectuer qu'au moyen d'équations aux différentielles partielles simultanées ; je me contenterai ici d'indiquer la manière d'établir ces équations.
LaSseconde partie du problème tolal se propose de déterminer les extensions et glissements, c'est-à-dire les changements de longueurs et d'angles que nous avons appelés t)^,, î)^, g = g^,^, et que les forces extérieures produisent dans les côtés des éléments de la plaque. On peut, pour y arriver, se servir des trois premières équations (207) du
^ 09, p. 608, qui, lorsque l'on y met pourO^vQ^, i\, i\ les valeurs
approximatives trouvées dans le paragraphe précédent, se transformerd. en équations aux différentielles partielles, dans lesquelles tous les coelticients sont des fonctions connues de a, s, ou ce qui revient au môme, d(; a, b. Ces équations peuvent donc servir à déterminer les trois fonctions c*^^, <)^, g, dont il s'agit. Leur solution la plus générale compoi'le un certain degré d'arbilraiie qui disparait, eu prenant en considération les deux premières équations (268), équations qui doivonl élre satisfaites à la périphérie de la pb^qup. Je remarquerai
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encore que l'on peut, dans tous les cas, trouver la solution la plus générale des équations (267; ; propriété pai ticuliére et remarquable que je me contente d'indiquei- sans y insister davantage.
Enfin, la troisirme partie du problème comprend les petites corrections qu'il faut Taire subir aux valeurs des ç, 'o, C, ^c, ß, trouvées à
première approximation, pour tenir compte de ce que la surlace médiane courbée ne coïncide plus exactemeni avec la surface développable lorsqu'on ne néglige plus les petites déformations ?^, 'd^, g. Pour déterminer ces corrections, je pose })arlout dans les formules précédentes :
les lettres marquées d'un accent désignant les valeurs approximatives
qui viennent d'être trouvées et les q", y;", a", \et corrections à
leur faire subir, et qui sont très petites du premier ordre. On a déjà vu,
au § 57, (210 a) p. 460, les formes telles que a' = /j,ä — pä,, a'^ =
qui doivent être données aux corrections des a afin de satisfaire identiquement aux relations connues (252) p. 654 qui doivent avoir lieu entre les neuf cosinus a, ß,.... On peut, d'après cela, poser
où q, q^, q, représentent de très petites grandeurs indépendantes les unes des autres. lutroduites dans les expressions (255) derj,r,,r^, s^.... p. 657, ces valeurs, en effectuant les multiplications, et effaçant les termes contenant les produits des petites quantités q, ryp q,, ou de leurs dérivées en a ou h, donnent :
72«"' — 7''. » \ = 1J + 72» — 7Sj 1
(Cl' - (
ri ^ 7iS
Les corrections des ^' , ^' .... se trouvent au moyen des équations
c Cl ou
(255). ^ =?-'i (-' +<^„) '•••• *^" supprini;nil l<'^ i^randeurs d'ordre zc'.'o
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qui sont égales de part et d'autre, et en ne conservant que les grandeurs d'ordre supérieur; car, en mettant dans les premiers membres, ?' -f fpour s, et dans les seconds, a -h x" pour a,, on a
cl' cl" ' '
^ ~^ ~r-= {y-' ■+■ a") (• -1- ^a) ^I"' ^^f Ï3 même chose que a + 7, a' — qa.' -h a' d^^ , en mettant pour a" sa valeur donnée par la première des neuf égalités posées tout à l'Iicure, (276 c), et négligeant les produits très petits du second ordre. Or, on peut effacer, dans le pre-
mier membre, ^^ , et dans le second, «', qui lui est égal d'après la
première équalion (255), '— = aj (1 -+-t^„), appliquée aux déterminations de première approximation, où les dilatations d sont supposées nulles. On obtient ainsi la première des égalités suivantes, dont les autres s'établissent de même :
^ =72^'— 7^-^ «A, nr=7'^,— '/y+=';s+<î^,.
^=7.?'-'/?:+?,^, 7l=7K~Vi?'H-?;g+?Ä'
jj; = <n\ — (la + r'.g + i^v
Ces équations sont tout juste suffisantes pour expriiner les six quantités 7^, q,, 7, t>^^, <)^, g, en fonction des quotients différentiels de ?", r/', C". En multipliant les trois équations de chaque système, respectivement par a], ß'i, y',, puis par a, ßl, -/, puis par a', ß', 7' et en additionnant chaque fois, on obtient, en tenant compte des relations connues (252) qui existent entre les cosinus a'^, a'„ les équations
suivantes :
V ^^ OL -, h ß \- Y -T^ .
oa
ca ' r a
ca
Cru
fj + ë
cb
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Mais l'on a déjà, en traitant la seconde partie du problème, enseigné comment se déterminent o^,î*^, g. Si donc, au moyen de ces six équations, on en forme trois qui ne contiennent plus les trois Ibnctions inconnues q, on aura un système d'équations aux dilTércntielles partielles pour la détermination de ?",r;',;". Ce système se compose des trois équations suivantes, dont les deux premières sont la première et la cinquième ('270) et dont la troisième résulte de l'addition de la deuxième et de la quatrième :
r'if r II c-fii
^-'^^^^-^'i^Tl^'^^^^-^-'^
Comme celles dont il a été question plus liant, ces équations dont on peut, dans tous les cas, trouver les solutions les plus générales, comportent, dans leur intégration, un certain degié d'arbitraire. Pour le faire cesser, il faut établir de nouvelles conditions, savoir celles qui doivent être satisfaites à la périphérie de la plaque. Ces conditions s'obtiennent en rétablissant, dans les équations qui ont servi à la première approximation, les termes très petits du premier ordre qui avaient été négligés dans ce qui précède ; mais il faut conserver en même temps, dans les valeurs zi, w, w, et dans les expressions des tensions, les quantités d'un ordre supérieur de petitesse, et par suite passer, dans les équations (255 a), (255 b) à une approximation supérieure; ce qui du reste s'exécute facilement conformément aux méthodes développées. On arrive ainsi à une forme modifiée des deux dernières équations (267) p. 668 et des trois dernières (268) p. 671 (*) ; et si, dans ces équations, on introduit les valeurs approximatives trouvées, avec les corrections, les termes finis se détruisent, tandis que les termes très petits du premier ordre fournissent les conditions cherchées.
Je viens de donner un court exposé de la série des problèmes qui s'offrent à résoudre loisque l'on étudie la flexion finie des plaques minces. Il n'y a qu'un seul cas où l'on puisse avancei- davantage dans cette étude ; c'est celui où les courbures finies disparaissent, et où il n'y a plus à trouver que les corrections à apporter à la forme primitive
(■) Je crois, d'après leb ;28l ci-nprés, que ce sont plutôt les deux prciiiicics ('267; et les dois i»cniiri es ('208) .
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(le la surluce nirtliaiie. C'est ce pioblème, de délerminer la délormalion d'une plaque dont les diverses parties ne s'écarlent que très peu de leur position primitive, que nous allons traiter d'une manière plus détaillée.
^ 73. — Petits déplacements des points. — Retour au cas général d'une contexture qui est symétrique mais qui n'est pas isotrope, même pour les diverses directions parallèles aux bases de la plaque.
Lorsque les points de la plaque n'ont éj>rouvé que de très petits déplacemenls, l'état naturel ou primitif o//>'e déjà la première approximalion. Dans ces conditions, les axes mobiles a,-, î/, z, après les déplacements, se trouvent partout sensiblement dans la direction des axes fixes x' . ij\ z' ; et la première approximation s'obtient en les supposant parallèles, c'est-à-dire en posant :
alors, les équations (279) donnent :
c-ii r'it
l « ta ^ ° cb
1 e? tr (?■ Il (T'ir r it
/non \ / <^ "" ~ C/3 O^ CV
I r ^11 r II
En môme temps, vu que les grandeurs (jue nous avons, au § précédent 72, appelées r'_, r......s'^,.... [et définies par (277) comme les
(276 c) définissent les a', ß', aL[....\ se composent [analogiquement
aux rp r,...Si définis par les (255) du § 65 page 657] de produits tels
(lue a'-^ des valeurs de première approximation a', ß,... des neuf ca '
cosinus, devenus constants, par leurs quotients différentiels devenus
nuls, ces grandeurs s'évanouissent; celles r", r", s',', — deviennent,
ainsi, identiques aux r^, r,. s,,..., et on obtient de (277) ^ 72, en y
mettant pour r/j, 7,, 7, les valeurs qu'on vient d'écrire,
^'-ib- ib^'
''- tb~ 'ca^'
^''- cb~'can>'
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Toutes les grandeurs î)^ ,. î)^, g, r^, i,, Sp sont donc exprimées en fonctions des pclits déplaceni nts ï". r/', ^" éprouvés par les éléments de la surface médiane, à partir de la position de repos. Si nous introduisons ces expressions dans les équations (î2G7), (268), p. 068, 670, nous obtenons les formes modiliées de ces éipjalions dont il est qnestion à la tin du § précédent* II convient de remarquer qu'ici, dans le calcul des tensions, il n'est pas nécessaire de retenir les termes d'ordre supérieur, comme un devait le faire dans les problèmes concernant les flexions finies, car ces termes se trouvent ici naturellement d'un ordre plus élevé de petitesse qu'ils n'étaient alors, puisque les quantités r, s, qui étaient alors des grandeurs finies, sont, maintenant, du premier ordre de pc^titesse.
Les équations mentionnées, savoir (267), p. 668, relatives à tous les points de la plaque, et (268), p. 670, aux limites, c'esl-à-dire s'appliquant aux seuls points de la surface latérale ou périphérique, donnent, en y faisant (commencement du présent §), 3.^ = X=\'^=U les autres a, 3, y, nuls, et en attribuant à c*^^, ?^, g, ainsi qu'à r^, r^, Sp s^ leurs valeurs difléientielles données tout à l'heure en ;", -r;", T' (dont, pour abréger, nous effaçons les accents, en sorte que ;, r,, 'Ç, désignent les déplacements très pc ils qui sont ici les oèplacemenls totaux), les sept suivantes (280 c) et (281).
Les deux premières (280 c) sont ce qui résulte des deux premières (207) ; les deux suivantes résultent des deux premières (208). Un y a, comme on voit, supprimé ce qui viendrait des termes aflectés de ces quantités 0^, Q,, Dj qui ont été introduites comme facteurs indéterminés p. 600 et 662; en effet, si l'on tireQp Q^ des deux dernières (208), on a des quantités très petites du premier ordre comme étant affectées, ou des r, s, ou des moments A", B", U", V" dont les bras de levier sont de l'ordre de la. demi-épaisseur de la plaque. L'on a ainsi d'abord :
d'^\^"-Ti , / dV\ Bn , pf fcl , f-/-,\ B' ^
c J ( b- \ c J cficb ca\ib eu/ h
(280 <•) ( avec les conditions aux limites latérales :
Occupons-nous mainlenanl de ce qui pont l'i'sullcr des trois dernières
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(207) et des Irois dernières ('26(S). Celles-là, en faisant de niôine (x^ = p^ = Y == I , et les autres a, [i, v =:: 0 se réduisent à
c'-t-t-^!- !="-^"-"^-îi;r ••h"-''"-«>4| -h»-
Ici nous ne pouvons plus, comme dans rétablissement des équations (280 c), négliger les termes où sont engagées les indéterminées Qj, 0,- Tirons leurs valeurs des deux dernières des trois équations que nous venons d'écrire pour les substiluer dans la première et donnons à r^, r^, Sj, Sj ainsi qu'à D^,?^,g, leurs valeurs (280 6) et 280 r/), nous
avons la première des trois équations suivantes (281).
La seconde et la troisième (281) se tirent des trois dernières (208) qui se réduisent (vu toujours ol^ = '^^_=:'( = 1 elles autres a, ß, v = 0)
W _C^ + Q cosyj-hO.,sin» = 0.
es '
M"— D.sin;)— ^^1 ^ = 0.
V" + D,cos;^-^j |=--0
On obtient d'abord, en ajoutant les deux dernières, multipliées respectivement par cos p et par sin p, ce qui élimine l)^, la seconde (281). Ensuite en tirant D^ des deux mêmes dernières équations, ce (jui se fait en les ajoutant après les avoir multipliées par sin p et — cos p, et substituant, dans la première des trois, la valeur ainsi obtenue pour Dj ainsi que celles de 0^ et de 0^ que nous venons de tirer de la (|uatrièmeet de la cinquième (207), nous obtenons la troisième (281).
Ces équations sont, en les multipliant par ^ :
Pour les divers poiiils tic la plaque :
~~/i''\ (U (h) II- {\_\ c/'ca \ c jib\(a-
H_r(i, -'^)^+{r -'JJi^iiliîiH-sf i'^+'A^.
[\ c, i(h \ {■ Jfir\fh' ^ f h f (il /(If h)
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avec les conditions limites ou rflati\es c'.ux points de la surface latérale :
b - f ^- d j ^J sin p cos p + 2 f .-^ (cos^ p - sin V>) j =
/> H- P)" sin /) — W -h ~ ((■" sin /> — V" cos //) ; (*) (S ' J
= -TT- A" cos h' I
équations où roii peut faire, lorsqu'il y a isotroi)ie Iransversale, coniunnéincnl aux fornmles (:•) du n'' 10 bis de la Note finale du i; 10, [)age 84, quelque différente que la conlexture ou lelaslicile puisse être dans le sens de l'épaisseur de la plaque, état qui s'exprimi; par a = b = 2f4-r, d' = e':
c c cl — n -
a — f 4- H_Ilil e' = a - f = l) — f = 2f
Le premier système [celui (280 c)] de quatre équations provenant de celles de composantes, ou d'équilibre de translation, détermine complètement, par lui-même, les déplacements ;, -^ parallèles à la surface médiane. Le second système [celui (281)] engendré par les équations de moments, ou d'équilibre de rotation, détermine les déplacements C perpendiculaires à celte surface lorsque les premiers sont connus. Dans la première équation du système (281), l'on n'a pas pu négliger absolument les produits des déplacements entre eux ou avec leurs dérivées parce qu'ils sont divisés par la quantité très ])etite h^. Ces termes ont d'ailleurs une inlluence très significative.
En ce qui concerne le premier système (280 c), il convient de remarquer qu'il coïncide avec celui des équations (150), (154) du § 45,
{') CeUe dernière équation (281) est celle dite Ae fusion des couples de torsion avec les cflorts tranchants. Voyez le n" LX do l'Historique en tête de l'édition annotée (1804) des l.fçons de Navier, cl le n" 17 de la Nnie ci-après de la lin du prt'sent >$ 7.".
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pages 518, 519, relatif à l'équilibre d'une plaque (Tépaisseur quelconque qui n"est sollicitée, sur sa face latérale cylindrique, que par des forces appliquées parallclemerit à la surface médiane, et symétriquement distribuées de manière à produire seulement de«? extensions sans torsion. La seule différence entre nos équations actuelles et celles que nous citons consiste en ce que celles-ci contiennent des termes dépendant de forces agissant à l'intérieur de la plaque et, par contre, ne contiennent pas ceux qui, dans les équations du présent §, sont multipliés par les puissances supérieures de h.
Je vais traiter les deux systèmes (280 c) et (281) pour le cas d'une plaque circulaire. Pour le premier système, je ne ferai aucune hypotbése sur la nature des forces extérieures; mais pour le second, j'introduirai, alln de simplitler, l'hypothèse que les déplacements ;, y;, parallèles à la surface médiane, et qui figurent dans les équations (281), consistent principalement en une extension uniforme qui serait communiquée à la plaque entière. Cette hypothèse n'exclut pas le cas où d'autres déplacements parallèles à la surface médiane se produisent en même temps, pourvu qu'ils soient as>ez petits pour qu'on puisse les négliger dans le second membre de la première équation (281). J'admettrai donc que les grandeurs l, r,, figurant dans cette première équation (281), sont obtenues au moyen du système (280c) en y faisant égales à zéro les forces A', B' qui agissent sur les points de l'intérieur, et en remplaçant les forces U', Y', appliquées au bord, par une force de traction normale égale en tous les points et dont la valeur soit T par uni^é de surface, de sorte que
U' =: T/i cos p , V =■ 'ïh sin p.
Dans ce cas, où l'on suppose aussi (281 a) que la plaque est d'égale conlexture dans les directions parallèles à ses bases, les quatre équations (280 c) d'équilibre horizontal sont satisfaites par
Substituant dans la première (281) divisée par
elle se réduit à
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Elles mêmes équations ('280 f) donnent, alors, t^^ étant la dilatation horizontale du plan moyen,
D'où, si l'origine des a, b n'a subi aucun déplacement, ces solutions des équations (280 c)
Nous donnerons plus tard la transformation que doit subir l'équation {'•282) pour être appliquée aux problèmes de vibrations. Mais, pour les problèmes d'é(|uilibie, traités dans ce qui suit, nous poserons, en particulier c^^ = d,. = 0, ou T = 0, ce qui annule le quatrième terme du premier membre (*).
NOTE FINALE DU
f) Théorie de la flexion et des autres petites déformations des plaques élastiques planes minces, tirée directement des équations différentielles générales de l'équilibre d'élasticité des solides.
1. Généralités s»/- un établissement direct et nouveau des équaiions différentielles des petits déplacements des points des plaques de petite épaisseur, dont la surface médiane est un plan. — La principale de ces équations, celle qui porte ci-dessus le n" 282, peut être écrite, si l'on y met x, y au lieu de a , h pour les coordonnées rectangles parallèles à la surface médiane 3 = 0, puis Wq = [iv]-=o au lieu de r, pour les déplacements normaux de ces points, et si l'on efface le terme affecté de la tension générale T, qui n'a d'influence qu'exceptionnellement comme on dira au n'' 10,
C'est l'e'quation très connue trouvée en 1815, sans démonstration, dans les papiers de Lagrange, qui y était arrivé en 1811 en examinant la tentative faite par Sophie Germain d'étendre aux plaques la méthode exposée dans la Mécanique axalytioie (') pour exprimer l'équilibre des simples ûls ou lames élastiques ; méthode revenant à égaler le moment virtuel total des forces lléchissant une pareille lame, à une constante multipliée par la somme
r 1 1 1 r/l\^ ds
l ds - S ~ = r; 0 l ( -] ds des moments virtuels des résistances — de
ses
(*) Première partie, section V. article 40.
690 CH.Vr. V. — PLAQUES MINCES. NOTE DU §75. •
éléiiienls ds ayant los rayons de courbure p ; ou, ce qui revient, au même, à l'égaler à la variation ou différentielle par § d'un potentiel -^ / ds i-
ces résistances élastiques proportionnelles aux courbures prises -.
Mais, ainsi que nous l'avons dit à notre Avertissement, mis à la suite de la préface de Clebscli, cette équation classique [a) de l'équilibre des plaques, n'a pas encore reçu de démonstration satisfaisante et claire (*).
Poisson a renoncé à celle qu'il en avait présentée en 1812, et où il attribuait à la matière delà plaque une constitution fort éloignée de la réalité (**). Celle qu'il y a substituée en 1828 ("*) et celle du même genre qu'en a donnée en même temps Cauchy (****) seront , nous le pensons, reconnues insuffisantes après l'examen qui en sera fait au n" 25 ci après. Celle qui a été donnée parNavier, dans ton trésremar(juable travail de 1820, sur lequel nous
(■) On [Ulli \oir inix ii" IJX cl l.X de Vlli. loric/nc que nous ;ivoiis mis en tôle de la troisième édition (1864) du Hcsume des Lrrons dr Narirr, un exposé de diverses recherches faites sur ce sujet depuis Tessai, de 1787, du dernier Jacques Bernoulli, qui proposait, sans
y insister, de prendre -r^-r + -ptt = '' i^'l/)-
L'idée qu'eut mademoiselle Sophie Germain d'égaler, au moment virtuel total des forces
i 1 extérieures qui ont donné aux éléments dxdy de la plaque des courbures principales, -> —,,
à une sûiiinie K i I dxdy (--{• — j S l~-{- -j =- S jj dxdij (- + -) de leurs résis-
tances élastiques supi'osées proportionnelles à - + -,» a sans doute été heureuse puisque,
traitée correctement par Lagranfje, elle a fait découvrir la véritable équation (a) indéfinie ou s'appliquant à tous les points du feuillet moyen de la plaque. Mais personne n"en a vu
là une démonstration sul'lisante : et d'ailleurs, celte expression ^ o / l ne fournit point,
assionlojfjfi
par les termes qu'on fait sortir d'un des deux signes / en intégrant par parties, les vraies
conditions définies à remplir au contour, ce qui vient de ce que le vrai imlentiel, pour
l'unité de surface, n'est pas proportionnel à (-H — -, J , mais l'est à ce carré augmenté
I 1 d'un terme proiiortiomiel à la somme —, + — , ; laquelle, traitée de la même manière que
p- pl'autre partie, fournit comme celle-ci le trinôme différentiel du quatrième ordre.
(l'est ce qu'a reconnu cl très bien l'ait voir M. Kirchholf dans son remarquable Mémoire de l.S48-r)(), ainsi que uous l'avons montré aux pages cclvj, cdvij de Y liisloriqne cité.
Qu'on me permellc de probier de l'occasion qui s'en présente pour faire remarquer que l'on obtient d'une manière plus simple l'expression calculée page ccivij, de la seconde partie du ])Otenliel moléculaire, eu ne prenant pas pour axes des x et // les directions des dilatations ou des courbures principnlrs en un point quelcou(]ue, mais en supposant de suite ,r_ =0, g. =0 qui résultent de l'hypothèse d'approximation laite par M. Kirchhofl pour
le ("dculer.
(") Mémoire SU1- la surface é//isti(/ue, au volume de I81'2 des Mémoires de la première classe de l'Institut, publiés en 1S14.
('**) Mém. xiir l'équilibre ri le luouroncnl drx corps élatiliqnrs, au t. VIII des Mémoires de l'Acad. des sciences.
(*'**) Exercices de nialhémaliqi<es,\. III, p. 528 et suivantes.
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reviendrons au n" 54, se ressent de ce que l'excellent ingénieur- analyste n'était pas encore en i)Ossession de cette théorie générale de l'équilibre d'élasticité, qui fut fondée par lui l'année suivante; et d'ailleurs, celle démenslration se base, comme celle du beau mémoire cité de M. Kirclihoff de 18i(S-i(S50 (*). sur la supposition que les petites lignes droites matérielles, priniiliveinent normales à la surface médiane de la plaque, sont restées exactement rectilignes el normales à celle surface devenue courbe : or cette supposition générale n'csl pas exacte puisf|u'('lle revient à annuler les glissements g.,., g.,^ ou les composantes de tension l.^., t.,^, et par conséquent les efforts tranchants qui ('rdinairemenl jouent un rôle essentiel (Note finale du § 45, n"'6, 8). Enfin Clebsch lui-même (§§ 04 à 73 ci-dessus), tout-en ne donnant que des concku ions justes, s'est trouvé aussi obligé, par sa méthode, d'annuler [dès son >/ 06, form. ('24(^1 t.,,, t.,^ en même temps que t... Et cette simplification du point de départ n'empêche pas son exposition, du reste ingénieuse, d'être obscure, indirecte, fort compliquée, ce qui tient non pas seulement à ce qu'il a voulu embrasser le cas purement curieux où des déplacements finis transforment d'abord le plan moyen en une surface développable et aussi à ce qu'il a cru nécessaire de partager la plaque en éléments dont chacun a ses coordonnées propres à origine mobile qu'il faut ensuite transformer en faisant des suppositions discutables, mais encore à ce qu'il a fait usage de considérations mettant dans la nécessité de composer [§ 68, expression (257 h)] un terme souslractif pour faire disparaître « une erreur » ou corriger une sorte de double emploi que ces considérations imposent. Il faut convenir aussi que si la méthode de la Mécanique anali/tiriiœ mise en œuvre par le calcul des variations peut offrir quelques avantages, celui, par exemple, qui lui est souvent attribué, de fournir le nombre d'équations définies Jw.'îtemen^ nécessaire, en sorte que son usage a pu faire apercevoir la réunion possible de deux des équations de Poisson en une seule, cette méthode est toujours fort détournée et bien peu propre à éclairer l'esprit sur la vraie raison des conclusions ainsi que sur leur sens géométrique.D'ailleurs on peut remarquer qu'elle cesserait de s'appliquer si les forces en jeu n'avaient pas de potentiel (**).
Or M. Boussinesq, en reprenant, sur notre invitation, le problème des plaqués minces, dans la deuxième partie d'une Elude de 1871 sur l'équilibre et le mouvement des solides dont certaines dimensions sont très petites par rapport à d'autres, et surtout dans son Complément de 1879, que nous avons déjà cité pour les tiges au n° 8 de notre note du § 28, a montré (***i
(*) Comptes rendus IG octobre i84S, p. 394 et Journal de Crclle, XL^ volume, 1850. Urbcr glcichgewicht und Bewegung einer elastirhen Scheibe.
(") Ainsi qu'il arriverait, par exempJe, si l'on avait à mettre enjeu un froltemenl, tel que celui de l'archet sur les plaques sonores de Cliladni, dont les curieuses expériences ont été l'occasion de ce programme de j^rand prix qui a déterminé en 1810 les recherches de Sophie Germain suivies de la découverle, par Lagrange, de l'équation («).
("*) Comptes rendus, 5 et 10 avril 1871, p. 407 et 449, el Journal des mathc'matiques, même année, août, p. 125-274. Complément à celte étude, 1879, même journal, pages 103, .'29; surtout pour le préambule, p. 105, commun aux tiges et aux plaques; puis page 329 pour les plaques seules.
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qu'on pouvait très bien, sans mettre en œuvre le calcul des variations, éviter ce qui a été regardé comme une erreur de Poisson, ou fondre facilement en une seule ces doux équations définies au contour qu'on lui a reproché d'avoir séparées. Il a reconnu aussi que la théorie de l'équilibre des plaques pouvait, comme on a vu pour celle de l'équilibre dos liges, et même 2)lus facilement^ être déduite simplement de ce que présente de particulier leur Ibrme aplatie, en en tirant les conséquences cinématiques et statiques.
Nous allons exposer cette manière nouvelle, en modifiant sur quelques points ïa marche du savant professeur de la facullè de Lille, et en nous abstenant, pour être facilement intelligible, de cette grande généralisation par laquelle il a compris, dans son analyse, des plaques hétérogènes, composées (le tranches ou de feuillets d'élasticités difiêrentes, etc.
Nous commencerons, après avoir défini (n° 2) nos notations, par démontrer d'une manière simple (n" o) l'équation difterentielle du quatrième ordre de Lagrange, modifiée de manière à s'appliquer à une conlexlure non isotrope de la matière. Ensuite (11° 4), nous justifierons avec détail, en les fondant sur la nature ou la simple définition géométrique de celte espèce de solide, les suppositions mises en œuvre comme approximation suffisante et d'autant plus grande que son épaisseur est plus petite. Puis nous établirons les équations aussi indéfinies ou applicables à tous les points où se trouvent engagés leurs petits déplacements parallèles aux faces, et nous compléterons l'équation des déplacements normaux en y embrassant le cas de la membrane, ou de fortes tensions parallèles aux faces. Ensuite, nous établirons les conditions définies applicables aux points du contour, en discutant avec soin leur nombre, et par conséquent un point qui a été l'objet d'une vive controverse paraissant avoir pris fin, et amener la conclusion que ce nombre de conditions, et, aussi les termes à y faire entrer, doivent être bornés à ce qu'a indiqué M. Kirchhoff, même quand on ne fait pas avec lui l'hypothèse simplificatrice de conservation de la normalité, au feuillet moyen devenu courbe, des petites lignes matérielles qui lui étaient normales avant sa llexion. Nous terminerons par des applications des équations aux flexions des i)laques circulaires minces, en montrant la conformité des résultats avec ceux que nous avons trouvés d'une autre manière à la note du § 45, enfin, par leur application aussi à des plaques rectangulaires, en faisant connaître et étendant les remarquables solutions de Kavier de 182U, à peu prés inédites, et faisant disparaître un apparent paradoxe qui l'a embarrassé parce que la théorie de l'élasticité des solides, dont l'année suivante il a été l'inventeur, n'était pas encore créée et complétée par les théorèmes de Cauchy sur les tensions ou pressions dans les corps de toute nature.
2. Notatiom dont nous nous servirons. — Soit une plaque d'une épaisseur très petite
constante ou peu et graduellement variable, mais syinétri(piement divisible par un |tl;ui que nous ]»jendrons pour celui des .ry ; plan que, pour fixer les
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idées, nous supposerons horizontal, et qu(i nous appellerons le feuillet moyen, en nonnnant généralement feuillets les surfaces intérieures sensiblement parallèles aux deux laces et partageant les plaques en couches, connue nous appelons fibre^^ les ligues matérielles longitudinales dans les tiges. Nous nommerons
Uq, Vq, h'q les valeurs, pour :=0, ou pour un point (.r, y) de ce feuillet moyen, des petits dé|)lacements u, v, w, de sens x, y, z^ ;
^x> ^y, ë'j:ii' ^'^^ valeni's, aussi pour^ = (l, des déformations c^,., dy, g,.y ;
ixxi Cl/ M 7^) les valeuis, encore pour 3 = 0, des tensions
et de leurs dérivées en .'•, y, i, pour l'unité superficielle des faces où elles agissent ;
^'.r.vy ^'tjir ^'.nj des quantités dont nous dirons au n° 6 l'origine et qui résulteront de ce que, dans 1,.^., t , t réduits à n'être fonctions que des trois
déformations ?,., ?„, g-,.,,, on aura misa leur place respectivement -rr^» -r^y
" ^.r% ' (t..) ; = -H :ou- e, OU (t.-) e, (t;;)-E, OU simplemBut t^, t^, les valeurs
de t,., et de même pour t^,., t,,^, qui sont lelatives à z = z ou à ^= — t,
c'est-à-dire aux points des surfaces supérieure et inférieure de la plaque,
par unité de leurs éléments superficiels.
Et rappelons ces notations deClebsch, pour un point quelconque [x, y, z) :
A, B, C, les forces motrices ou d'inertie agissant [§ 68 (263 b)] sur l'unité de volume de la matière, dans les sens .v, y, z ;
U, V, W, celles qui agissent, aussi dans les sens x, y, z, sur I'unile superficielle d'un élément ds ch- du cylindre contournant, ds étant un élément de l'arc s du contour du feuillet moyen;
A', B', C, V, V, AV = I '' (A, B, C, U, V, W) dz ;
A", B", C", U", Y", W" = 1' (A, B, C, U, V, AV) zdz ;
/\ p = n, X, l'angle fait avec les x par une normale n au cylindre contournant
ou à sa coupe par le feuillet moyen.
Appelons encore :
Ms, le moment dit de flexion au contour pour l'unité de sa longueur ; ou
\ds le moment, autour de l'élément ds, des forces qui agissent sur la
bande 2 zds ayant toute la petite hauteur % du cylindre contournant; M,(, le moment de torsion au contour, aussi pour l'unité de sa longueur ;
ou M,ids le moment autour de la normale n, des mêmes forces agissant
sur la bande 2c ds.
5. Equation différentielle indéfinie des déplacements w^ des divers points {x, y, U) d/( feuillet moyen de la plaque. — Nous déduirons cette équation de •
celles de l'équilibre de translation ('24 du g 12) d'un element tir dij ih, dans les sens x, y, z, d'un corps quelconque :
ê)i H 91 di di di di c\ ?.v
Les dérivées en x, y des trois composantes de tension t^,^, t,^,^, t^.^^ peuvent, comme on va voir, s'exprimer en fonction de celles du déplacement n\ des points du feuillet moyen : il convient donc d'éliminer, des équations qu'on vient de poser, les autres dérivées, qui sont celles des composantes t,,., l.^^, t., agissant sur des plans parallèles à ce feuillet, de manière à avoir une équation où n'entrent, avec les premières composantes, que des quantités connues. On y parviendra en ajoutant la troisième des équations (ft) aux deux premières multipliées par z après avoir été respectivement différentiées par rapporta./- et à /y, puis en intégrant, entre les limites — c, + s de l'épaisseur de la plaque, cette équation somme multipliée par àz; car des intégrations par parties produiront la destruction mutuelle de plusieurs termes. C'est ce qu'on produira même simplement, avant les intégrations, si Ton remplace, dans les deux premiers termes de la troisième équation (/;), I,. et t,^. par les seconds membres des identités
■' -■ ('Z dz ^11- — f z oz
car l'effet en sera, dans l'équation somme, la disparition de quatre termes, ce qui la réduira à
fdn 9n ê)H s c) i)lzl ) c) 9(zi ) 91 /n. pnN
en sorte qu'en intégrant de z=: — s à z=^-\-z après avoir multiplié par dz, les trois termes qui restent en 1.^,, t,,^, t,. ne fourniront que des quantités censées connues. Le premier, par exemple, donnera, d'après la notation du
. On pourra écrire (même n°) A", B", G
n'* précédent, —
str;.— — E)t^
à la place de f kzdz, fWzdz, fCdz; il en résultera l'équation d'équilibre
n re 9n
' - £ 9x9 y J - e 9tß
OÙ l'on a
[e) J^^^^}^zdz + ^. j' ^zdz-^ I' '-J!lzdz+f(.ivy) = 0,
(/■) />-^^) = C'+(tJ^^-(tJ_^+Ç^ + ^+^-s(tJ + t-)+|-..(t- + l-).
expression dans laquelle tout est censé donné et connu en r, y, et dont on n'aura à conserver le plus ordinairement que les deux premiers termes.
Celte équation (r) est, juscprici, très générale, puisqu'elle CDUvient quelle que soit la matière de la plaque et quelle que soit son épaisseur 2e, constante ou variable.
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Or je dis qu'elle se changera en une autre ayant Wq pour seule inconnue et comprenant comme cas particulier celle de Lagrange, si, pour une matière de contexture symétrique, l'on fait les deux suppositions suivantes, qui seront justifiées ensuite pour 2: très petit :
1" Qu'on ait partout (ce qui a été supposé par tous les auteurs ayant écrit sur les plaques) (*).
2" Qu'on puisse prendre aussi partout, si le feuillet moyen s'est courbé sans se dilater et si p, r/ désignent les rayons de courbure de ses coupes
parallèles aux z.v et ://, c^^ = -' <),, = ■^, ou ce qui est la même chose
^ ' v 0x- U c)if
supposition qui paraîtra naturelle et rationnelle puisqu'elle revient à composer ensemble ou superposer, comme a vu à la note finale du ^ 45, Jorniules {(l), [u] des n"* 5, 5], deux üexiom cylindriques, à angle droit l'une sur l'autre, d'un élément de la plaque (supposition analogue aussi à ce qu'on a pour les liges, où elle se réalise lors même (jue des efforts tranchants infléchissent légèrement les sections).
En effet 1" si la matière de la plaque possède trois plans de symétrie de contexture perpendiculaires aux .v,y, z,on a [formules {(/) de la Note finale du § 16 déjà reproduites au ^ 66 sous le n° (259 a')] :
> t =a? +PD -fe'D , t =dg ,
V .rx .,■ ' // ' z' yz ^ijz
U] l t =i'D +bO +d'D , t =re? ,
( t =e'D +d'a +cD , t =ï<i .
D'où, si l'on fait [(j) t.. = 0 dans la troisième de gauche, ces expressions déjà trouvées aux g^ 66, etc.
2° Les suppositions ih) introduites dans ^ ^ ■ t — ^ ^ i . -,
ou dv\ ~x)
ê)*Wo
SxSy xy ê)x'^ê)y'-
C) Même les deux derniers, M. Boussinesq et M. Lévy. Voyez pour celui-ci, dans son Mémoire sur les plaques, du Journal des mathématiques, volume de 1876, la quatrième des formules XI qui sont relatives à une pla([ue d'épaisseur quelconque; puis, pour les lormules complémentaires qu'il ajoute, au § III, à celle du §11, ses expressions (17), et le résultat de leur substitution dans la troisième (i): enfin au ,t; V, après 1 inti^oduction de forces d'abord abstraites (comme la pesanteur et l'inertie), la quatrième des formules (29).
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Si l'on subslitue cette expres.sion ainsi que celles (j) différentiées deux fois, l'une en .r, l'autre en y, dans l'équation d'équilibre trouvée (e) en mettant pour ^,, ?, leurs valeurs [h), comme les w^ sont indépendants de la coordonnée z, ils sortiront des signes d'intégration : et comme tout se trouvera multiplié par
il en résultera l'équation en \i\ du quatrième ordre
Elle est plus générale que celle [a) de Lagrange ; et elle se confond avec celle-ci, non seulem.ent quand la matière est complètement isotrope comme il l'a supposé ainsi que Navier, Poisson, Cauchy, mais encore lorsque l'égalité de contexture n'a lieu que dans les divers sens parallèles au feuillet moyen, l'élasticité pouvant être aussi différente qu'on veut dans le sens perpendiculaire. On a en effet, alors [note du l 10 form, {h), {x) pp. 77, 87., etc.],
e'- d'e' d'* in] a = b = 2f+f', d' = e' . a - = 9f + f _ _z=b = a,,
d'où en divisant par ^ ainsi que par ce coefficient iV élasticité a^ que nous
avons dit (note du ^ 16, p. 85, et note du g 45, p. 559) èire propre aux plaques dont la matière a cette contexture assez ordinaire :
ê>x'^ ' ê).v^i)y- ' t'(/4 2ais
Telle nous paraît être jusqu'à présent, en la confirmant comme on va voir quant aux deux suppositions généralement faites [g], {h), la démonstration la plus naturelle de l'équation principale, étendue pour une contexture non isotrope, de l'équilibre des plaques dans un sens perpendiculaire à leur feuillet moyen.
4. Raisoui^ et véritable aens f/es suppositions (</), [k) faite>: pour arriver à Véijuation (a) du quatrième ordre en iv^. — A défaut de solutions générales et exactes (juc l'analyse nous lelnse pour ré(iuilibre d'élnstic.ilé de corps de formes quelconques, ces sortes de suppositions se font à l'effet d'obtenir des solutions approximatives applicables à des corps spéciaux, comme on a vu qu'il a été fait pour les tiges à la .Note du § 28.
Le vrai sens de la première {(/), t_ ^0, que nous faisons ici pour les plaques, n'est donc point que l'équation obtenue [o) soit applicable seulement quand les forces extérieures se trouvent être telles qu'on ait la composante de tension t., réellement zéro partout, ce qui excîluiait les cas où la plaque supporte une cbarge répartie sur sa l'ace supèrituie : en la faisant, on en-
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tend seulement que pour tous les systèmes de forces non exceptionnelles, les déformations se distribuent d'elles-mêmes, en chaque endroit, à très jtou près comme si cette composante de tension t_ était nulle.
La raison ou justification de cette supposition {g) ainsi que de l'antre (A), comme grande approximation, se trouve simplement dans la nature même ou la forme de ces corps aplatis qu'on appelle des plaques.
Concevons en effet (*) que notre plaque soit divisée par des plans perpendiculaires aux X et aux 1/ en tronçons rectangles ayant leurs dimensions horizontales comparables à leur petite hauteur 'Je. De ce que la longueur et la largeur totales de la plaque sont loit considérables relativement à de pareilles dimensions, il résulte que deux tronçons voisins se trouveront dans des condilions à peu près pareilles par rapport à l'ensemble du système et à ses limites ; de sorte que si l'on abstrait des régions de peu d'étendue auprès des bords, etc., on peut admettre que chacune des six composantes t^^, t de tension, et chacune des six déformations élémentaires
?_j., g , s'y distribuent de manière à avoir des valeurs fort peu différentes dans ces deux tronçons contigus,en des points situés sur le même feuillet ou aux mêmes hauteurs z au-dessus du feuillet moyen. Aulrement dit, les dérivées des t,.. ?,.. g.., qui peuvent être grandes par rapport à la coordonnée z, seront comparativement, si on les prend par rapport aux coordonnées aj, ?/, extrêmement petites, et pourront être traitées comme nulles.
Poser ces — — ^-^ = 0 comme une approximation d'autant plus grande que
ùx, ( y
la plaque sera plus mince (analogiquement à ce que nous avons dit pour les tiges à la fin du n° H de la note du g 28) ne sera que traduire analytiquement, en quelque sorte, la définition de la plaque, et l'énoncé de la question actuelle, qui est de s'éclairer, de se renseigner sur l'ordre relatif de grandeur des diverses tensions ou des diverses déformations dans chaque tronçon d'une plaque mince.
Contentons-nous, d'abord, de prendre
(p) — ^ — ^^r—^ =1 0, OU extrêmement petits.
Cette supposition réduit les deux premières équations d'équilibre [b) à
ùZ cJZ
Si on les intégre par rapport à la petite coordonnée z on voit que les composantes t,^, t, nont de valeurs, à l'intérieur d'un tronçon ou élément de plaque, que celles qu'elles peuvent avoir sur une des deux bases, plus ce qui vient des forces A, B, agissant sur sa masse. Ces forces locales n'on qu'une influence insignifiante qui n'est presque rien en comparaison de ce
(■) Commencement du Complément de 1879 à une étude de 1871 sur les the'ories des corps élastiques dont certaines dimensions sont très petites relativement à d'autres, par M. Boussinesq (Journal des mathématiques, t. V, p. Iö5).
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qui vient à la fois de toutes les forces agissant sui- le reste de la plaque ainsi que sur ses bords par les réactions des appuis ou autrement, et dont les effets accumulés se transmettent au tronçon à travers ses quatre faces latérales, ce qui s'applique surtout aux composantes agissant horizontalement.
Les composantes tangentielles t,^., t. i^ont donc ou nulles ou 1res petites vis-à-vis de ces trois t , t , t , dont les intensités, souvent considérables, sont ce qui résiste à la flexion, et n'ont de très petit ou nul que leurs dérivées en X, y.
Substituons maintenant les valeurs, quelles qu'elles soient, des compo-
C-i fit
oi^ <; t.
santés t , t dans la troisième équation d'équilibre qui est -^ -\ — ^' -{-
-~ -{-C=:0. Les deux premiers termes seront extrêmement petits à double
titre, puisque ce sont les dérivées de tensions qu'on vient de voir être très petites, prises par rapport k x e.\. ij, c'est-à-dire dans les sens où les diverses quantités ne varient qu'insensiblement ou fort lentement comme on a dit. f]n les effaçant et en raisonnant comme il a été fait pour t, ., t,^^, on voit que : La composante t_, très petite derant t,^, t, , Vest à double raison devant celles t , t , t ,.
r.)' XI/ !/!!
Et si à celte considération l'on ajoute que, dans un tronçon, la force t_ a pour caractère, plus que toutes les autres, d'agir par sa valeur particulière et locale sans rien emprunter aux tronçons environnants, on voit que l'on aura toujours une suffisante approximation pour tout le reste, notamment pour les relations mutuelles des diverses déformations, si l'on détermine ce qu'elles seiont en prenant avec tout le monde, comme nous avons dit au n" précédent :
[(gf) reproduite] t_ = 0.
5. Suite. Raison ou justification des deuxièmes suppositions, [h). — Il nous suffira pour la donner, d'admettre et de prendre
suppositions qui sont bien moins restrictives que si (n° précédent) l'on faisait 1° t,^, t,, et par conséquent g^^^ g nulles, et 2» nulles aussi [comme on a
dit pour ■'•■r- .rt/1 ?/?/ "j igg dérivées du premier ordre de ?, en x et y; d'où
c)x, c)y il suivra que les suppositions [q) pourront conduire à des approximations plus grandes, ou s'appliquant à dos plaques moins minces que ne
feraient des suppositions g ., g =0 et ^— = 0 (Voyez len» 2! ci-après).
Les relations (7) de gauche donnent les quatre égalités
¥x\J~x'^ ¥z)-^'d^j\Yz'^ dTi)-'^''f;j\dx^ î^z)-^' ^x\?z^ dy}-"^'
ex -f
reviennent à
Fz Fx-'
Fd,/
iz
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dont les deux premières, et la somme dos deux dernières, si l'on a égard à ce que
Fjj'^ Fx~"-^'/
^ «^ gj.'/ 2
c y- Fz FxFy
Or les seconds membres de celles-ci, diffèrentiés par rapport à z, donnent tous zéro pour résultat en vertu des dernières {q), puisque ?, n'est autre
chose que ■^—. Ces seconds membres des (r) sont donc indépendants de la
oz
coordonnée z, et on peut leur attribuer, tout le long d'une perpendiculaire quelconque au feuillet moyen, les valeurs qu'ils ont pour un des points de cette perpendiculaire, par exemple le point ;. = 0 où le feuillet est coupé par elle, et où l'on a w = u\; ?, g = ?", g°. Intégrons donc ces équations (/) en y remplaçant iv par îr^, nous avons celles-ci :
Les deux premières comprennent celles {h) employées au n° ô qu'il s'agissait de motiver. La troisième comprend implicitement celle [le) que nous en avions déduite.
Elles montrent, comme conséquence cinématique des égalités posées (q), que les dilatations de petites droites matérielles horizontales de direction donnée varient Unéairemeni le long de toutes les lignes primitivement verticales, des divers points desquelles ces petites horizontales auraient été tirées.
Il convient de remarquer en passant que cela n'entraîne nullement, comme conséquence, que ces verticales resteront exactement droites et normales au feuillet moyen devenu courbe, car leurs petits intervalles horizontaux peuvent très bien croître linéairement avec z quoi(ju'elles soient devenues courbes, si celli^s qui sont voisines affectent des inflexions pareilles, ainsi qu'il arrive pour les sections voisines, dans les tiges éprouvant /a ^exion dite inégale.
Remarquons aussi que lors même qu'une plaque mince posée, par exemple, tout autour sur un cadre horizontal, n'est sollicitée à fléchir que par une charge disséminée sur sa face supérieure, cas où il se trouve nécessairement des tensions ou pressions t,^ d'une certaine intensité, les équations
construites comme a été celle du quatrième ordre (m) ou [o^ en se basant sur la supposition \.„ = 0 partout, ne cessent pas d'être applicables et de pouvoir donner, avec toute l'approximation désirée, les déplacements ii\ du feuillet moyen, en mettant, bien entendu, dans le second membre f{x,y) de (n), ou dans (/") du n" 5, à la place de (t„) ^ _ sa valeur finie et donnée en fonction de x, y. En effet, comme nous avons dit au n° 4, ce sont les pressions sur toute la plaque, y compris les réactions du cadre d'appui, et
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non les seules pressions locales sur un élément ou tronçon particulier, qui déterminent ce qui se passe dans ce tronçon. En général, les <), g, t seront sensiblement les mêmes dans tout tronçon à base carrée de côlés 2 z que si aucune force n'agissait ni sur ses bases ni sur sa masse : leurs valeurs ne dépendront tiés sensiblement que de celles qui agissent ensemble sur tout le reste de la plaque.
La môme cliose, au reste, est admise pour les tiges. Bien que les formules de leur flexion aient été basées sur la supposition (Note du ^ 28) que leurs faces latérales sont libres, personne ne met en doute que ces formules ne s'appliquent à une pièce horizontale posée aux deux bouts et supportant une charge répartie sur toute sa longueur (*).
G. Conséquences plus générales de^ expressions [s] des trois déformations S^, 2 , g de directions parallèles au feuillet mojjen de la plaque. — Équation différentielle en »'„ lorsque la contexture de la matière n'est symétrique que par rapport aux plans parallèles à ce feuillet etlorsquelle manque même de cette symétrie. — Nous avons appelé, au n" 2, t" les valeurs des tensions t
de mômes indices pour z = 0, et t' ce qui résulterait de ce que,
dans t supposés amenés à n'être fonctions que de ? , ? , g , on mît
à leur place, respectivement, -c,—^, -t-t^ ^ -
o'x^ ' cy" f '^( y
Il en résulte immédiatement [formules (s)] que si les composantes de tension dont nous parlons sont effectivement amenées à cette forme, on a :
(/) (t , t , t ) = {to, t», t" )-j(t', t', t').
^ ' \ .cf' j;;/' ij!/' ^ 3-x^ xf ijij' \ .rj' .cy' niji
Si l'on intégre de — s à -f- s après avoif multiplié d'abord par dz, puis par zdz, on 'fera disparaître, la première fois, les t', la seconde fois les l",
vu que / zdz = G et que les t", t' sont indépendants de z, 11 restera ces deux égalités :
(?/) f' (t , t , t )di = %{\.\ t", l");
^ ' J_^^ .v.r .rif ijij' ^ xi' xii' ml''
M r (t , t , t )zdz = — ~(l' , t', t').
Or on peut facilement faire voir : 1" que moyennant la supposition {y)
t,. =0, faite et motivée aux n"' o et 4, on peut toujours amener les
t , t , t à n'être fonctions que de î) , ? , g si la matière de la plaque
a en tout point un plan de symétrie de contexture parallèle aux xy;
2° que moyennant qu'à cette supposition t.. = 0, l'on veuille joindre celles
(.r) t =0, t =0, _l_ -■'• sjij
(*) J'ai, dans un Mémoire des 50 octobre et 6 nov6njl)re 184.". elierché à tenir compte (p. 946 et 10'24 des Comptes rendus) de cette pression latérale que je supposais décroître uniformément de la face où elle' s'exerce jusqu'à la face opposée de la même (lièce, où celle même pression est nulle, et j'ai calculé son effet pour modilier les dilatations ou contractions longitudinales des libres d«' la pièce. Je n'ai trouvé que des termes négligeables.
ÉQUATIONS DIFFÉUEMIEI.LES POUR TOUTE CONTEXTURE
admissibles aussi (mais à une approximation moindre, comme on a vu au 11" 5), l'on pourra encore exprimer 1 en ? , ö , if lorsque la pla-
que n'aura pas de plan de symétrie de contexture, ou, si elle en a, lorsque ces plans de symétrie ne seront pas parallèles aux .rij ou au feuillet moyen.
En effet, 1" s il y a un plan de symétrie parallèle aux xij, il résulte de quatre des formules (/"bis) de la note finale du ^ 10, p. 70, que les quatre composantes de tension t^.^, t^ , t , t.. s'expriment linéairement en fonction seulement des quatre déformations c* , ? , c et t) . En égalant à zéro, en vertu de la supposition (</), l'expression de t,., on a une équation du premier degré dont on peut tirer ?. pour en substituer la valeur dans celles des trois autres composantes, ce qui donnera bien t^.^., t ,^, t = sommes de produits de?^., <) , g par des coefficients ou paramétres d'élasticité.
2" En second lieu, s'il n'y a pas de plan de symétrie de contexture parallèle aux xy, et si, après avoir posé les six formules (!2ô) du ^ 11, p. 58, donnant linéairement les composantes de tensions en fonction des six déforiiialions D, g, l'on égale à zéro non seulement t,., mais aussi t,,,, t, , ce qu'on a dit au n« 5 pouvoir être fait en tant que manière d'obtenir des relations approchées entre les diverses déformations dans chaque tronçon, l'on aura, comme l'a observé M. Boussinesq, trois équations à premier membre zéro, dont on tirera c*,, g,^,, g , qui, substitués dans les expressions de t^,^. \xy, t , les rendront encore fonctions du premier degré de D^., () , g . seuls.
En y mettant, à la place de ces trois déformations, les expressions (.s) du 11° 5, on aura, pour les trois mêmes composantes de tensions, les expressions [t], d'où celles (y); et, par conséquent, en substituant dans l'équation d'équilibre vertical [e) du n*^ 5, on aura :
2e5 y ex- ^ '^^ l)
Ce sera, vu la signification (n» 2) des t'^^,, ^^, ^,^, l'équation aux différences partielles du quatrième ordre en »'„, x, y, comprenant, comme cas particulier, celle (/n) du ir 5.
On voit qu'une équation de cet ordre, où se trouvent engagés les déplacements, dans le sens i, des points du feuillet moyen, et exprimant l'équilibre, dans ce même sens, des éléments de la plaque, peut être posée pour toute contexture homogène, ou ne variant, autour des divers points que d'une même manière, du reste quelconque.
Et elle est applicable, comme on voit, même quand l'épaisseur 2s de la plaque, au lieu d'être constante, est une fonction graduellement variable de x et y.
7. Etablissement des deux autres équations différentielles indéfinies ou applicables à tous les points du feuillet moyen, et exprimant l'équil/bre de translation des éléments dans les sens x, y qui lui sont parallèles. — Ces équations ne seront autre chose que les deux premières équations générales
{b) de l'équilibre, prises pour toute l'épaisseur, c'est-à-dire multipliées par dz et intég-rées de — s à -4- s.
En y mettant pour les t^,,.^ ^.^^ ^^^ leurs valeurs [t), ou pour les p t zch
leurs valeurs {u), ces deux équations deviennent, vu les notations du n» 2 qui comprennent celles de Clebsch /(A, B)dz = A', B', et pour z variable comme pour e constant :
Développons les pour les cas de la contexture triplement symétrique,
où les t^^, t^^^^ sont représentés par les formules (j), le t,.^ l'étant par (t) fg^,^;
nous aurons, les î»^., c)^^, g^.^ étant remplacés par leurs valeurs
ou ov i)v eu ^. . . .
öTf r-t c, — y--c- particularisées pour s = 0,
cx cy c'.r oy '
devenant, pour le cas d'isotropie partielle ou d'égale élasticité dans les directions parallèles au feuillet moyen, uii l'on a, entre les coefficients, los
relations (n) a = b = 2 f + f rappelées au n" 5, en sorte qu'ils se
j'édnisent à deux, ai et f,
r D /c)uo Pv„\ , P /Pli. Pi\,\ 1
Ces équations du second ordre mettent en évidence ce (ju'a très bien lemarqué Clebsch après Cauchy et Poisson, que la détermination des déplacements v,„ /'o des points du feuillet moyen parallèlement à son plan est indépendante de celle des déplacemenis normaux w^ qui produisent les flexions, et qui sont régis par l'équalion du quatrième ordre (in) ou (o).
8. Complément à ilontier an ^eeoml membre de reijiiation (m) ou [O) ou [y) en Wo lorsque des tensions jiiepondcrantes sont e.rereées dans des directions parallèles au feuillet moyen. — Application aux membranes. — Ce com- I)lémenl se trouvera en tenant compte de ce que négligent les trois écpiations ordinaires d'équilibre (b) des éiénicnls, à savoir, ce (pie peuvent ajouter, aux forces agissant dans le sens de la coordonnée verticale z, les projections ou composantes, suivant ce sens fixe, des tensions intérieures t , t , t s'exeicant dans des directions primitivement horizontales ou
ara;' xtj^ m/ ^ r
pci'pendiculaires à celle coordonnée z, mais qui lui sont derenues un peu
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obliques par suilc de la flexion de la plaque, ou de riiicurvaliuu de sou feuillet moyen.
On s'assure facilement (jiic les petites composantes de ce genre peuvent être négligées quant à ce qu'elles ajouteraient, dans les deux premières équations {b}, p. 694, aux lorces ayant les directions x ely; mais elles peuvent devenir influentes, quant à la troisième équation {b), ou pour le sens z, dans certains cas ; par exemple lorsqu'il sera exercé de fortes tensions ou compressions horizontales sur les bords, et qu'en même temps la plaque sera excessivement mince et llexible; car, al<M's, vu la faiblesse du facteur
•^ affectant le premier mendjre de l'équation (m) on {y}, ce premier
membre pourra presque s'effacer devant ce que nous allons évaluer comme à y ajouter; et l'équation deviendra alors celle de la flexion d'ii/ie membrane, qui n'y résiste ou qui n'exécute des vibrations autour de la situation d'équilibre qu'en vertu de ces fortes tensions horizontales, tensions indépendantes de son élasticité, ou au moins de sa résistance élastique à la flexion, comme fait une tige réduite à l'état de corde tendue et vibrante.
Pour évaluer ces forces additionnelles, de sens z, considérons ce que deviennent les trois extrémités des deux côtés adjacents dx, dy, du petit rectangle suivant lequel l'élément "2 t de dy de la plaque est coupé par le feuillet moyen. Ces extrémités auiont, après la flexion, des coordonnées z qui au lieu de zéro seront :
Wo, U'o + -ïT— rt.r, «'„-f- T— du ;
c\v c II ■>
en sorte que leurs projections sur l'axe fixe des z, par unité de leur longueur, seront
ix ' ly
En regardant ces valeurs moyennes de petits cosinus d'angles légèrement différents de l'angle droit, comme sensiblement applicables à toutes les forces t^.^ dy et t^,^^ dy s'exerçant sur la hauteur entière 2 s de la face 2 z dy, on aura pour les composantes qu'elles donneront dans le sens ^ ;
•^ \ô.T J -ex c y J x,j J
On aura aussi, sur la face opposée et égale, une force semblable, de signe contraire et augmentée de sa différentielle prise par rapport à .r. En raisonnant de même pour les forces agissant sur les deux autres faces, de superficie 2 ■ dv, du même élément 2 s dx dy de la plaque, il y aura lieu, en divisant leur somme totale par dr dy, d'ajouter au premier membre de l'équation (e) du n" 5, qui exprime l'équilibre, dans le sens z, de cet élément de hauteur 2 z, pour l'unité superficielle de sa base (/./; dy :
ox\c>x J XX ^ cij J xy J^ê)y\BxJ xy ' c y J uy /'
qui peut s'écrire, lorsque i est constant, ou bien lorsqu'on peut différentier en a-, y sous les signes | en négligeant ce qui viendrait de la différentiation des limites (*) :
^ »' \ CX-' J '■■': cxdj J ■'■[/ c>lf J illl J
On peut, pour la deuxième partie de cette expression, remplacer les deux intégrales, comme on a vu au commencement du n" 7, par le premier terme de chacune des équations d'équilibre horizontal (^), (i'), où elles se trouvent déjà évaluées ; on peut, par suite, et ce qui leur doimera une expression plus simple, les remplacer par leurs équivalents, à savoir, les trois derniers termes de ces mêmes équations (j), (2') pris en signe contraire, et où tout est connu. En remplaçant donc, dans la première partie de la même expression qu'on vient d'écrire, les trois intégrales par leurs valeurs que donne l'égalité triple [u] du n° 6, l'on a, pour cette expression, ou pour ce qui est à ajouter ainsi au premier membre de l'équation (e), ou au second de l'équation (m) ou {y), afin de tenir compte de ces composantes suivant les z, des tensions dans les directions que la flexion a fait prendre aux éléments dx, dy,
9. Équation différentielle indéfinie complète, du ¥ ordre, de l'équilibre des plaques dans le sens i)erpendiculaire à leur feuillet moyen. — Supposons, comme au n° 5, que la matière de la plaque ait trois plans rectangulaires de symétrie de contexture, perpendiculaires aux x, aux y, aux z. L'équation sera celle (m) de ce n" 3, page 696, en donnant au second membre la valeur (/'), p. 69i, augmentée, pour comprendre l'exception mentionnée au n° 8, du complément (f/j), ce qui donne
C / e'x'' \ C / oX-('f ' \ C / c !l'
-^(^'+t.-t,)-^(B'-Ht^-t,)j-f
+ i. fto??^M-2t"P^ + toÇ^^
{') Si l'on en Uoiil coinplo, il faut ajoulor à celle expivssion (r',), vu que les l' se délruil'oul dans des sommes telles que (tj.^)i::^+t+(*'j-c);=— i •
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où il V aura lieu de faire, dans la deniière liofiie, si les trois t" ne
O ' .r.c» xi/i tili
sont pas donnés, ou si parleurs intensités à pou près connues, ils ne rendent pas cette ligne négligeable :
Cette équation est conforme, vu 'iz = h, à la première ('281) du texte quand on ôte les teinies en t,;^. , ~ . dont Clebsch n'a pas timu compte parce qu'il suppose nuls les charges, pressions ou frottements sur les deux faces supérieure et inférieure de la plaque ; et aussi, quand on néglige, à la tioisiéme ligne de (ej, les produits très petits des forces horizonlales A', B' par les dérivées de Wq.
Ainsi que nous avons déjà dit au n" 5 [égalilés {n)], lorsque la malièrf. de la plaque est d'égale contexture autour de toute parallèle aux ;, la première ligne ou le premier membre de {e,) se réduit, a^ étant le module
d'élasticité = a ;- =2 f + f propre aux plaques^ à
^ l \CX' cJx-dxf (-y J V-^' fj) J \0X- ex- J 1 i i 11'
et si la matière est tout à fait isoirope, l'on a
'/ -i- u. 8 Nolations de Lamé, a =: c =: >. + 2<j., d'=^ e'= a, a,=4y. . " ' = -G si ). = a =G = f ■
A -j- Vy, 0 '
Notations (.r") de la p. 559, a " c — (2 + tiG. d'= iG, :i, — i ^' G, ^ = l~^' G ;
D ou, s. -.= 1. a.= (2 + tT{2T3Ô ^^Th^'-
iO. Equilibre et mouvement d'une membrane. — La dei'nière ligne de l'équation (e/) est négligeable (juand il s'agit bien dune plaque proprement dite, dont la matière est solide ou d'une grande résistance élastique; celte ligne, en effet, d'après les expressions {e\) des 1°, se compose de quantités de l'ordre de petitesse des carrés ou produits des petits déplacements ?/„, i'o, !t'o- Mais il n'en est pas de même lorsque les tensions t,",, t,°, dans les directions parallèles au feuillet moyen, sont fort grandes, lorsque les païamètres d'élasticité a, b, sont très petits, et que la petitesse de s rend
— très grand. Alors [et cela revient à ce que dit Clebsch après avoir posé
l'équation (281)j, il faut conserver la dernière ligne de cette équation (e^), même à l'exclusion de son premier membre; et si l'on a
C'=23C=-S3p^, f.-=t^-T, to=û,
ou si la force C agissant sur la masse de la plaque n'est autre chose cpie
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son inorlie vibratoire, sa densité étant p, ou la masse de son unité superficielle étant 2ip, et si T est sa lensiMU uniforme supposée forte, on a
ce qui est l'équation qui a été donnée par tiilei- pour les vibrations des fainbours ('). Comme leur membrane vibre en vertu do sa tension T plutôt que de son élasticité d'extension ou de flexion, l'on comprend que ce soient les composantes verticales, considérées au n" X, de cette tension primiiivement horizontale, s'exercant sur de petites faces que la flexion a rendues légèrement obliques, qui tendent à lamener la membrane à sa forme plane, en sorte que nous avons dû tenir compte, à ce n" 8, des conqtosantes de sette sorte, négligées dans les équations ordinaires ib) de l'équilibre des éléments des solides [").
11. Détermination des (léplacements a, v, w des divers {mnts de la p!a(jiie et des forces qui s'exercent dans son intérieur, une fois déterminés les déplacements Uq, Vo, iVq des points de son feuillet moyen. — Conditio7i de sa résistance permanente. — Supposons résoluei les équations différentielles (ej) en »'„, (:-) et (;'), ou [a^), {a\), (è,), {h\) en u„, /'„, de manière à satisfaire aux équations définies au contour et ailleurs, qu'on établira ci-après, en sorte que les déplacements Wq, !<„, v^, suivant les z, .r, ij des points du feuillet moyen ; = 0 d'une plaque mince aient été calculés.
il est facile de voir que cette connaissance des «„, v,,, ir„ et, par suite, des (5", ()", s° , t" relatifs au feuillet moyen, suffira pour arriver à
connaître les déplacements, les déformations li les tensions en tous les autres points de la plaque.
En effet : 1" Les formules (s) du n" 5 donneront pour un |)oiut quelcun-
V eu ^ CV C U c V
que les?, = ^,t»^^= ^,g_^y= T- + T-^, exprnnes en ?"', g", »■„ '^l ^-i
d'où, par les fornmles connues do changements de directions, les dilatations 0 dans toutes les directions horizontales autres que .r, //, à des distances quelconques z du feuillet moyen.
^1" La triple formule (/) du n" (> donnera, pour tous les points de la plaque, les l,,,, „^, yy en t;',^ ,,^, ,^,^, ^. et u\, dont les l' sont des fonctions counues.
C) De moln vibrulorio tympanorum, au loiue X (1797) des Novi cominenlarii de l'Acadéiiiie de Sainl-I'iHcrsbourg:, p. Siö. Kuler coiisulorait les membranes comme dos tissus de lils élasliqiies se ci-oisant reclany;iilaireiiii'iit.
(*') Voyez aussi la neuvième des Leçons sur l'élasticilr ilr Lamé, qui a dû borner aux membranes ceUe leçon relative aux surlaces élastiques, connue il a l)onié aux cordes ou lils celle qui li'aile des corps allon^'és, ne s'étant point occupé des llexions des liges, ni des plaques. Sa inétliodc, pour les nienibraiics. est plus simple, touiine il le niunlre, (jue celle lie roisson: mais colle de noire n' 10, empruntée à M. Bonssinesq, parait préférable, au moins lour les membranes nalurellement planes.
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0° Quant aux t,,, t , si on désire les connaitic pour tous les points autres que ceux du foiiillcl moyen, ils pourront ;''tre fournis par les deux
_ c Ij., c t premières équations detjuililtre de Iranslaiion [h) en en tirant -rz^^ ~^t >
et inlégrant depuis la face i = — î où ces tensions sont nulles ou connues, jusqu'à une valeur de ; quelconque. Comme t^.^^ qui entrent dans
ces deux équations sont, d'après les (7), du premier degré en z,, les t^,,, t seront du second degré. S'ils s'annulent comme habituellement, pour c =r it: :, on pourra les supposer, au degré d'approximation (jue tout ce
calcul comporte, égaux à des fonctions de .r, /y, multipliant \ — ^, ou po-
scr, comme on a vu dans la solution rigoureuse donnée pour deux cas particuliers aux n°' 7, 8, 9 de la .Note de la fin du § 45 :
en sorte que P et Q, fonctions de x, ij, seront les efforts tranchants
j_ ^., ,jz '^-- I' 0" les glissements g^,, = j;;, + .^ » «^y ^ I^; + H' On aura ainsi ce qu'il faudra pour déterminer approximativement partout, au moyen d'intégrations des» valeurs trouvées pour leurs dérivées en .r, y, z-, les déplacements //, r, w des divers points de la plaque.
En substituant les expressions précédentes de t^.., t , du second degré en z, dans la dernière des trois équations d'équilibre (b), on en tirera pour t,, une expression en i, dont la non-nullité n'impliquera aucune contradiction avec la base (</) adoptée au n" 5 pour la détermination des rapports approximatifs des déformations locales et l'établissement des équations différentielles, d'après ce qu'on a dit alors. Les premières de ces diverses déterminations, savoir celles (.s)
en 3^, s", :• et it'o. ^^^ 'leu\ dilatations el du glissement :
''''^l D=3o_,Llü^', ,^o:!-.S, , =--2-^^'^"
qui se réduisent le plus souvent à leurs seconds termes, sont, une fois it'o trouvé, les plus faciles, et en même temps les plus utiles à obtenir. Elles serviront en effet à établir la condition de résistance permanente de la matière de la plaque, condition qui, dans le cas habituel d'égale contexture dans tous les sens horizontaux, consiste à astreindre la plus grande dilatation de sens horizontal à ne pas dépasser une limite comme, aussi fournie par l'expérience. Ordinairement, les plus grandes valeurs des quantités S^, c) , g répondent à ; = £, ou à la face inférieure de la plaque. Si ()x' est, sur la même face, la dilatation dans une direction x' faisant un an-
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gle a avecr, sa valeur est, d'après uno formule connue
5 ,=:d cos- a + t) sin-a + s siliaCOSa
l+cos2'/ - 1— cosâoc sin 2a
dont le maximum, qui répond à l'angle '2 a déterminé par
0 = — 3 sin2a.+ ?^ sinia + g cos2a,
est
(/.) ^lax. de 3^,= -^ ± 2 \/(^. - ^/ + -Il '
formule d'accoid avec quelques-unes de celles de la Note du § 57.
Lorsque g . ^0, ce qui aura lieu fréquemment, la plus grande dilatation sera î) ou ?• , c'est à-dire, si les <)° sont nuls, — i -7—7 ou — £ -7^,°.
12. Détermination den efforts tranchant-^ — Ils sont plus utiles à connailre (n" 34 ci-après) que les intensités iinlividuelles des tensions tangentielles t ,, t ,. Leurs valeurs, qui sont, po.ir l'unité de longueur des coupes verticales faites dans la plaque perpen(;iculairement aux ,r, aux //,
(ii)
r t ch, f I (Iz.
n'ont nul besoin, pour être déterminées, qu'on s'occupe de la loi quelconque suivant laquelle varient, en fonction de ;, les tensions langentielles
t t dont ils se composent. Ils sont, eu effet, liés avec les dérivées en x
•ri' yj
et V des tensions horizontales l , t , t dont la variation linéaire avec z
J .i.i d If tjlj
est connue [formules [t) et (/^i)], par ces relations qu'on va démontrer :
V"l' J_e Xî J—i \ c'X OIJ J J—tl/i J — t\(X olj /
aux seconds membres desquelles il faut ajouter respectivement
s'il y a lieu, c'est-à-dire si les t,^, t ne sont pas nuls sur les faces z=:dzî (le la plaque, et si l'unité de volume de celle-ci est sollicitée horizontalement par des forces A suivant les x, B suivant les //, ce qui sera rare. On peut démontrer de deux inaniércs ces relations (/.-,). ^ ^■
L'une consiste à remi)lacer comme on a fait, (c), au commencement du n" T),
S- p''"' — TT^"' — « -7^";
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puis, dans le second terme de ce biiiùine, --— |);u';>a valeur tirée de la première équation d'équilibre (a), ce qui donne,
^ ^. i: f.li /
^^' ' • ■ ^ ox cij
Mulliplianl par </c et intégrant de — =■ à h, on a précisément la première relation (/.j) avec son terme additif (/,) ; et la seconde se démontre de même.
La seconde démonstration, due à M. Boussinesq, qui a donné en 1871 les relations (/.j), est moins prompte, mais elle est plus directe, puisqu'elle ne s'appuie pas sur les équations d'é(|uilibre de translation [b), et elle est plus lumineuse en ce qu'elle fait mieux voir la nature de ces relations, établissant que cbaque effort trancbant est une somme de dérivées de deux moments
fléchissants, comme sont / t zdz- ^ i t zdz-; théorème semblable àceluides
liges, consistant en ce qu'un effort tranchant l\ , suivant une de leurs deux
. ''\ coordonnées transversales .r, esttoujouis égal à la dérivée-^' par rapport a
la cordonnée longitudinale :ï, de leur moment fléchissant autour d'une parallèle à la deuxième coordonnée transversale y. On sait que la démonstration s'en fait en égalant le moment P dz de la rotation que l'effort P^tend à imprimer à un tronçon de tige de longueur dz-, autour de cette parallèle
aux», â la différence M + 1 dz- — M des moments, autour de cette
même parallèle, des tensions longitudinales t.. der agissant à travers les éléments drr des deux sections extrêmes t de ce même petit tronçon. Eh bien, de même, pour poser l'équation de l'équilibre de rotation, autoui- du côté dy de la base mo}' etmc dx dy du tronçon élémentaire 'iidx dy d'une plaque d'épaisseur 2î, on n'a qu'à poser l'égalité du moment de l'effort tranchant
vertical dy j t dz qui agit avec un bras de levier dr, à la somme des
moments des forces pai'allèles aux x positifs, qui agissent avec des bras de levier ;:, et qui sont : 1" les forces A dxdy dz s'exerçant sur la masse des élé-
ments du tronçon; 2'^ les différences dy dz—-' dz des tensions qui agissent
normalement sur les éléments dij dz des deux faces parallèles et opposées
2î ^7/, éloignées Tune de l'autre de dx; o". Les différences dxdz-^dii J' o (y
de celles qui agissent tangenlielicment sur les éléments r/.r dz des deux faces parallèles et opposées 2c dx, éloignées de dy. Il en résulte, en divisant tout
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par (Lr cly,
h.,~'l'= -7^^^/=+ -r^^d.+ "Â.r/2. J •'= J cx J cy J
c'esl-à-dii't^ la premit're des deux équations (/>•,) avec l'un des deux termeb complémentaires de (/j), auquel l'autre terme, (tj +, £ — (t^.) _, ( — î) se serait trouvé joint si l'on avait tenu compte des fensions (t.J ^ ^ </,r rf//, {i,\^dx dy sur les bases t = ± e, agissant avec des bras de levier, + ?,
— î pour faire, comme les autres forces, tourner le tronçon autour du côté fil/ de sa section médiane.
ir». Éqiialion>i de condition définies, // remplir aii.r points du cylindre contournant laplncpœ. — Elles doivent exprimer que les tensions élastiques y font équilibre, en chaque point, aux forces appelées par Glebsch (n» 2),
qui agissent dans les sens .r, y, z sur l'unité superficielle de l'élément rectangle ds di, de hauteur dz et de base ds, d'une bande 'iids comprise entre deux arêtes du cylindre contournant, à l'endroit où JE
est l'angle fait avec les ,r par la normale à ce cylindre, menée vers le dehors.
L'élément ds est l'hypoténuse d'un triangle rectangle doni les côtés, respectivement parallèles aux ,r et aux// positifs sont
(Is siii /), (la cos p ;
et dsdz, est la plus grande des trois faces latérales d'un élément de volume, prismatique triangulaire, ayant pour bases deux triangles comme celui-là; les deux autres faces, perpendiculaires respectivement aux x et aux y, étant
r/.sr/:. cos/y, (Isdis'mji.
Posons l'équilibre de ce petit prisme. Les faces ayant ces dernières aires supportent, par unité sui)erficie]le, des tensions dont If^s composantes sont respectivement, dans les sens .r, //, t- :
l'oor l;i première. . . . , l'niu" l;i secoiido
!l'' lin II-
Or (ainsi que (laiicliy l'a reMiar(|ué), les forces non rècipi'oques telles que la pesanteur ou l'iiierlic (|ui peuvent agir sur la masse de ce petit prisme sont du même ordre de gran(l(>ur, pour l'unité du vohinie, que sont les tensions agissant sur ses f.ices |i(iiii' l'unilc de la siipeilicic ; la somme des prc-
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m iôres forces, qui est proportionnelle à un volume très petit du troisième ordre, est donc négligeable par rapport à chacune des sonnnes des serondos, qui sont proportionnelles à des superficies très petites du secondordre; d'autre part, les forces opposées qui agissent sur les deux l)ases triantjulaires n'ont entre elles (pi'une différence aussi du troisième ordre et négligeable. Donc il faid et il suffit pour l'équilibre de ce petit prisme, ou pour la nullité des sommes de composantes, dans les sens respectifs des r, des y cl des ;; des foi'ces qui le sollicileni, qu'on ait les trois équations qui, divisées par Je <h. donnent ces relations (tommes :
(m) 11 = 1 cos/;-f I siii/y; V = l cosw+t sin/>; \V=t cosw-ft sin/.».
14. É<ii((ilion tili cimlour, entre forrex lior/wii taies crtérteiirrA et intérieures aifusant dans /es sens ,v et xj. — On suppose que les seules résultantes
I (U,V) dz de ces forces sont conmies et données pour l'unité de longueur
de l'arc de la périphérie du feuillet moyeu. Les seules équations qu'on pourra poser pour les sens x, i/, sei'ont ainsi celles qui résulteront delà multiplication des deux prertiièi'es (/H,) paiw/c-, et de leur intégration entre — s et
-\- t. En mettant, nom' les 1 t dz-, leur valeurs données pai- les i.m
i\v. w (j. on a, vu les notations (U',V') = / (U,V|r/î du n" i, les équation ;
it,,) 2î(r.cos/; + t;,,sinp)=n',
(;,;) 2s(t«,cos/. + t^«,sinyy)=zV'.
Si l'on y met pour les I" leurs valeurs (é\) en »„ iv («" 9) du cas de trois plans de symétrie de contexture, elles deviennent
ou, si la contexture est égale dans tous les sens parallèles au plan du feuillet moyen, et différente seulement dans le sens :; de l'épaisseur [ (?i) du n" 5, p. 096],
, \ o M /^"'1 , ^''"\ Of^^'"1 , ef^"o , ^''n\ • / IT,
'/^.) ^^^ / [^'. [-^ + ö^j - ^f-J COS y. + f ( j^ + -^J ^.n p i = Ü'.
lo. Autres équations définies à yjose/- au contour. — Ces équations restant à poser seraient naturellement une équation semblable de composantes pour le troisième sens, celui des z, et aussi, trois équations d'équilibre do rotalion, ou de moments, des forces dont nous nous occupons, qui sollicitent les éléments du cylindre contournant la plaque.
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Un y a aucune équation de moments à écrire an tour des -;, ou des arèlos de ce cylindre ; car les forci^s U, V, qui agissent, par unité super(iciello,sur chaque portion d'nne tranche ds dz de sa bande 2- ds n'ont que des bras de I évier entre ze'ro et ds cos p ou ds sin p ; en sorte que leurs moments, pour toute la bande, sont de l'ordre de ds-, ou négligeables.
Poisson pose donc, outre les deux équations (n^) et (n^), l'équation de composantes de sens z, dont nous venons de parler, et deux équations de moments, savoir autour de parallèles aux x et de parallèles aux //, menées pai' le point {x, ij) du contour du feuillet moyen de la plaque.
Pour bien reconnaître, et d'une manière simple et directe, s'il y a, en cela, quelque chose de tiop, ainsi que M. Kirchhoff l'a exprimé, nous prendrons, au lieu des moments des forces autour de parallèles à x et à y, deux autres moments qui, ensemble, reviendront au même, ou auront le même moment résultant : ce sont ceux qu'ont adoptés MM. Kirclihoff et Clebsch. savoir :
\° Leur moment autour de ds ou de la tangente à la périphérie du feuillet moyen, moment désigné par M {n' 2), et appelé de flexion parce que c'est celui avec lequel les forces appliquées au contour tendent à faire tléchir la plaque en cet endroit autour de cette tannente.
2" Le moment des mêmes forces autour de la normale n à celte même périphérie et à la surface contournante, moment désigné par M toujours pour les forces rapportées à l'unité de longueur de la périphérie, et qui est appelé de torsion parce qu'il tend en effet à en imprimer une à la plaque en cet endroit autour de la même normale.
IQ. Suite. Equation au contour entre moments de flexion des forces extérieures et intérieures. — Le premier des deux moments, M , dont nous venons de parler, fournit une équation nécessaire, acquise au nombre des conditions délinies à conserver. Les forces W qui agissent suivant les arêtes du cylindre contournant n'y fournissent rien puisque leurs directions rencontrent son axe. Celles U, V, décomposées parallèlement et perpendiculairement à ds ou à la tangente, donnent, perpendiculairement, c'est-à-dire dans le sons de la normale à cette ligne, vu que l'angle /> est = [n^x), les sommes partielles de composantes
{(il ) ( U CCS /> + V sii I />) dzds ,
dont les bras de levier sont^. On a donc, pour l'unité de longueur de l'élément ds de la périphérie, eu égard aux notations du n" 2 :
{ri) ^h= j (Ucos/H-Vsin;;):.r/s = U"cos/; + V"sin/j.
L'équation d'équilibre s'obtiendra en égalant celle expression à celle ci., pour U, V, on aura mis les binômes (w.) en t du w IT», (lui doiven
leur être égaux sur chaque élément du cylindre, ce qui donne rexprossion
(.V,) cos' ji l i zdz + '2 ^ui /) cox 1) j I :./:.+ sin-/; /' t :/:■.
KOCATION Ali CO.NTOri!, KNTKE MOMENTS DE FI-ENiax.
En y mettant pour les trois intégrales leurs valeurs données par [v) du n"6 p. 700, on a, pour l'équation d'équilibre des moments dits de flexion au contour de la plaque :
(f,) =- ■ t^^cos-p -i-2t'^^sin/j cosp -J- t'^^sin^p =1 "cos/) + V" sinp = M^ ;
ou einnettant pour les t' et t' les valeurs (/) ot(/), de t ,t du cas
o ^'"'o Ci '^'"'o
de trois plans de svmetne de contexture. avec ur il) tt» -r-^> - r — c- <iu ^ ' ' c/c- ( y- cx cy
lieu de () Z, , s , on trouve
I L'"cosjö + V"sin/i=:M^ =
I '-i'-'ur I e'2\c-(rn /_ d'e'\c-Wol . ,f ^''<-'o -
("i) \ <> ' L . c/ (X- \ c / ciy^ \ ' c.vcij ^
équation qui est conforme, vu ^s = h, à la seconde (^Sl) du texte de Clebsfh. Elle se réduit, lorsque a = b = 2 f -(- f et d' = e', ou lorsqu'il y a égale contexture autour de parallèles aux z, à
f SI 1 on lait -TT-r = -ers cos- » + 2 „ „ sm o cos o + -ër^sm-
l C'n- àx- ^ axaii '^ ^ ày-
sm- p :
etil est facile de voir que-? — ^ est la dérivée seconde de ?ry par rapport à une coordonnée n normale au cylindre contournant (*).
i 7. Suite. Destruction mutuelle partielle des couples dits de torsion, et réunion de ce qui en reste aux composantes de forces suivant les arêtes du cylindre contournant. — Reste à exprimer l'équilibre entre les forces extérieures, quant à leurs composantes parallèles aux z, agissant suivant les arêtes du
{') En effet, si la normale ii augmente de dn, x augmente de clucos p, et y de f/«sin /).
d'où — - = cos Ü, -r-= sin», car ici dx, dii sont les différentielles des coordonnées condn dn
vantes de points extérieurs et intérieurs, et non les projections d'un élément ds du contour
du feuillet moyen. Donc
-s-^ = -7^~ -7- + -7-^ -, '— — ^ cos p + ^— " sin p ; dn c X dn ( tj dit ( X cy
(II- ' \ ( X- du (Xô'y du y \( yox dn r y- dn j
e-t bien égal à son expression d',).
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cylindre contournant, cl- quant aux moments de torsion qu'elles produisent autour des normales n à ce cylindre.
S'il y avait des forces extérieures isolées, appliquées en certains points de ce cylindre et faisant couples autour de ses normales, elles seraient capables d"y imprimera la plaque, entre cespoints, des torsions finies. Aucun auteur n'a supposé l'existence de pareilles forces, qui sont capables de produire des altérations permanentes de la conlexture de la matière de la plaque si elles agissent avec une ceitaine intensité sur des portions excessivement petites de sa surface. Tous supposent que les forces se répartissent sur des surfaces d'étendue finie ; et nousne considérerons même, ainsi qu'ils l'ont tous fail, que des forces agissant sur le cylindre contournant d'une manière continuée! graduelle, comme celles dont Clebscli appelle U, V, \V les composantes rapjiorlées à Timitè superficielle.
Ol', il nous sera facile de voir que leurs couples, s'exerçant autour de toutes les normales, se détruisent en partie les uns les autres à cause de la solidarité des bandes 'lais du contour. .
La cjiose est évidente si ces couples sont formés par des forces verticale;? appliquées sur les arêtes. Deux d'entre elles, égales et opposées, agissant sur une bande élémentaire 2sils aux exti'émités de sa base très petite ds ou .i.s qui est l'élément de la périphérie du feuillet moyen, tendront en effet à élever une des deux extrémités de cet élément linéaire et à al)aisser l'autre : or, sur la bande suivante, Time des deux forces d'un couple analogue et de même sens tendra à relever précisément l'extrémité que le précédent aura abaissée, en sorte que. si tous les couples, agissant sur des bandes d'égale superficie, avaient des intensités égales, leur (»ffet total serait nul ; et si leurs intensités changent graduellement le long du contour, ils n'auront, comme on voit, d'eflet que par Iciira différences conaéciitii'ea.
S'ils sontforiïiés par des forces horizontales tangentes au cylindre, agissant en sens opposés, les unes au-dessus, les antres au-dessous de la périphérie moyenne, et si la plaque est supposée avoir une épaisseur comparable aux deux autres dimensions, ces couples pourront conspirer pour produire certains effets d'ensemble dont nous ne nous occupons pas, tels qu'une inflexion iiiqjrimée à toutes les aiètes, et accompagnée de cette torsion générale autoui' d'un axe vertical dont il a été traité dans les chapitres relatifs aux tiges. Mais si la pla(|ue est exti'èmement mince, ces sortes de déformations sont négligeal)les. Les couples de foires horizontales dont il s'agit s'exei'çant d'une manière continue sur les arêtes successives, ne produiront (pie ces torsions /wa/e.s dont nous nous occupons ici ; et leurs effets seront sensiblement les mêmes que ceux de couple* de forces verticales de même moment, (pToii leur substituerait en faisant tourner ceux-là de 90 degrés, 'substiliiliiius qui se f(Mil. connue on sait, dans la statique élémenlaire des corps solides.
[jn couple de forces horizontales, agissant sur une bande de largeur ds du cylindiv contournant, et ayant un moment M^^/s proportionnel à cette largeur, pourra ainsi être reuq)lacé sensiblement, quant à ses effets sur cel endroit de la pliKpn-, [lar le ((mple. aussi de UKtmcMl M ds, (pii serait l'or-
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nié, avec un bras de levier ds, par deux forces verlicales M^^, — M^^ appliquées suivant les arêtes passant aux deux extrémités do la ligne ds, la première au point (r, //) do la périphérie du feuillet moyen, la seconde au point {x -+- d-^, ,'/ + dy).
Sur la bande suivante, dont la largeur ds commence en ce second point, s'exercera un couple qui pourra de même être remplacé par deux forces,
M„ + '1 ds : — ( M,, H- —L' ds ] agissant suivant ses deux arêtes l'xtrôiui's.
Considérons en paiticulier colles qni agissoni siu' le point (.r-{-^/./-, ij -\-dij), suivant la verticale qui y passe. \\n les composant cnsoinble, à cause de la solidarité des bandes, l'une — M^^. se trouve fléli'uite par la [lartie M^^ de l'aulro, et il ne reste que la (leiixième partie ât' celle-ci. savoir :
Comme il y aura une pareille force résidue sur cliaque arête du cylindre, cette force verticale s'ajoutera purement et simplement, partout, comme l'a evpliqué M. Boussinesq, à la force verticale ou effort tranchant de môme direction parallèle aux :•, et appelée par Clebsch (n" 2)
\\ilz>ls = ^\'ds'
De cette addition il résultera une force ou effort tranchant total qui, rapporté on chaque endroit à l'unité de longueur du contour un de son élément ds, est
C'est précisément ce que M. Ivirclihoff a trouvé indirectement, en se basant sur la supposition, que nous nous sommes abstenu de faire, et dont nous n'avons eu nul besoin, de la conservation de la forme rectiligne et de la direction normale, des petites lignes matérielles primitivement normales au feuillet moyen de la plaque.
Au reste, nous examinerons plus loin (n" 25, sous note) les conséquences, que nous reconnaîtrons d'ordre négligeable, de cette rotation de 90 degrés imprimée aux forces et aux bras dejevier des couples de torsion s'exerçant sur le cylindre contournant.
18. Suite. Dernière équation de condition définie au contour, produite par la réunion des efforts tranchants ^\'ds aux couples de torsion quand la plaqu." est mince. — Nous pouvons en conséquence former notre dernière et importante équation définie d'équilibre, entre les forces extérieures données et les forces élastiques intérieures agissant au contour de la plaque.
Les forces horizontales LV/; ds, \dz ds qui agissent de l'extérieur à Tinté-
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rieur de la plaque pour produire une rotation autour de la normale extérieure n qui fait l'angle /;avec les x, auront ensemble des composantes :
(Izcls (V cosp — Ü sinp)
s'exerçant avec des bras de levier z; en sorte qu'on aura pour leur moment de rotation total par unité de largeur de la bande
(z,) M^;:^ I {\cosp — Vsinp)z(}:.=r\" cosp — V" sinp-
11 en résultera, d'après ce qu'on vient de dire, pour l'effort trancluiiil total (//,),
(«o) W + —{y"cosp — V"s\np]-
Cette somme doit èlre égalée aune expression qu'on aura composée avec les tensions intérieures qui, individuellement, feraient équilibre aux tensions U, V, \V dont elle se compose.
Or, si l'on intègre, après l'avoir multipliée par dj, la troisième des équations de composantes (?/ij) de la fin du n" 15, page 7H, Ion a :
iK
I \\(lz=^cosp I [dz + sinp I \ ,d^'.
ou en remplaçant, dans le second membre, les deux efforts tranchants par leurs valeurs (A:,) du n'^ 12, complétées par les (/j),
(C) f\ SXclz:^^V = cosp [3(tJ^ + s(tJ_^+ j (^ + ^J^+ a) zcIz] •
+ sin,, [s (g^ + s (t^p_^ + /('^ + ^' + b)./c.],
OU, en mettant pour les / ^JEr^Jl zdz, leurs valeurs en 7^ — tt- données par
les expressions [t] du n" 6 :
+ s\np
D'un autre côté on a, d'après les expressions (hj,) de U, V, et en dilïérentiant par rapport à l'arc .s- de la périphérie moyenne,
{^•1) — (^ ^'0^/^ — U siii p) =^ sin /; cos p ( -p^-^ ^ j + [cos-p — sin-/)) -~ ;
.".laMliN. ALX EtFOIVrS THANCIIAMS, des DÉHIV. DKS CdUI'. l)K TOliSIO^-. 717
d'où, multipliant par zdz et intégrant,
I (V" cos p - U" sin /.) = sin p cos p [j_ ^ '-^f zdz - j _ ^-~ =d.]
+ (cos-/j — siiv-p) j -~ zdz.
Mettons, d'après les expressions {v} du n'' 6, page 700, à la place des trois intégrales, respectivement :
«V ^ ££ -ril . /«
Ö cS ' 5 c)s ' 5 o'S ' '
nous aurons, en ajoutant (r/,), celte dernière équation au contour, applicable à £ lentement et graduellement varialjle (n" 6) comme à = constant :
Si Ton met dans cette équation, à la place de t'^,^, t' , t\ , les expres-
sions de t,. ., t.,„, t,„ données par (/) et (i) du n" o, avec -r—, -y—f, 2 ? — p^ ■" w •'^^ 6.r^ (^y oxly
pour ?^, (>^^, g^,,^ (n"" 2, 6) ce sera y faire, pour le cas de trois plans de symétrie de contexlui'e ou pour celui d'égale contexture" autour de parallèles
aux z
^Kx , ^Kii_f^ e'^\S''u\, , /„^ , ,., d'e'\ c''Wo 9 /3Hv„ . ê)^w,
Sx oij \ c
^tr„ . ^^,„ /. d
t;-t;,=(a-r+^::i^e')t^-(b--f'-^::i^d'')5^,ou^(a-P)f?^^
\ " *■' v t; /^.i- c J cif ^ \c'x-^ oy- J
{') ^■ous avons, tout à l'heure, en vertu des mêmes égalités (t) du n° 6, t =1" — ;l', qui
tirf; = — "- l', remplacé les / -^ — ^zdz par des — — '■ . U
_. ^ J ox,oy ô èx,gij/
nous eûtsufli, pour être autorisé à cette substitution, de partir de ^ '^ = "^ "^
CX,6'î/ 6^J-,CÎ/ &j;,c!/
au lieu de {t). Or la même chose peut être dite de la substitution que uous venons de faire
, iS Oi lot 11.-. . ,,
des -;;- TT- aux / s- -•'^:. car les dérivées par rapport a i arc * sont exprimables en dérivées O as J ts '
par rapport à a- et à y (Voir n" 21 ci-après.)
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Elle coïncidera alors, sauf les termes i,"^'" dont Clebsch ne tenait pas t'onipte, avec la troisième équation ("281), p. G87, et avec ce qu'elle devient en faisant a = b = '2 f H- I', d' =: e'.
19. — Conclimon relative aux conditions définies à remplir aux poinii^ des bords de la plaque ou de son cylindre contournant. — Ces conditions sont, ainsi, au nombre de quatre, exprimées par les équations [ny), («/), (i,), (/,), et complètement établies pour une matière homogène et simplement symétrique, en tout point, par rapport au plan parallèle aux xij qu'on peut y mener ; avec extension possible (n" 7), moyennant quelques postulats de p'us, savoir t,,, r= 0, t, = 0, à une matière homogène de contexture quelconque.
Les arbitraires des expressions de »>„, ?/„, v^ à tirer par intégration des eijuations différentielles indéfinies [e^, (:•), (;') devront être déterminées de manière à satisfaii'e à ces équations définies (»,), (/*/), (/,), (/'_,).
■^U. — Des conditions définies particulières pourant être à remplir pour certains points. — Si, par exemple, un point x =: a, y = b doit rester iniuiobile, et si la plaque doit y être boulonnée, on aura
Mais, aux bords, ou sur tout le contour de la plaque, où une continuité est supposée s'observer, les particularités ne feront qu'affecter des valeurs spéciales, zéro, par exemple, à un membre d'une ou plusieurs des quaire conditions {n^), («'|), (ty), (/",) ; ou bien, quelques-unes pourront être remplacées par d'autres plus simples.
Si, par exemple, les boids sont entièrement libres, la phujuc n'étant fixée (comme on vient de le supposer) (pfen certains points de l'intérieur, on aura, en tous les points des boi'ds
en sorte que les premiers mendjres des (/?i), [n/), (<,), et le second de (/"^l, seront à égaler à zéro.
Lorsque ce bord devra être appuyé sur un cadre ü\e, on y aura (si lehottcment peut y être négligé),
(>,) ü' = 0, V'=0, M^=:0 avec H'ü = 0.
Ce //'„ = () remplacera, pour la solution, la (pialrième condition {(\) , car les efforts tranchants, W, rèsuilani des rèaclions du cadre, ne seront connus qu'après la solution trouvée.
CONDITIOÎSS DEFLMES PARTICULlEliES POL 11 Cl:KiAI^< l'uLMS.
lîl si le bord doit être encastié, on devra y avoir déplus, // étant, coir.me au 11" 16, une coordonnée comptée sur la normale au contour du leuillel moyen
Il faudra donc y satisfaire (sous-note de ce n" 10. page 715) à
(/.,) "'(1^0, ~p-^ cos p + -p^r^ sin » = 0 .
qui remplaceront les conditions U,) du moment de tlexion. et (/',) de l'effort tranchant; car ce moment et cet effort, provenant des réactions de l'encastrement , sont inconnues, et on n'en pourra déterminer les grandeurs qu'après la solution du problème de la déformation de la plaque.
Pour certains problèmes, dont on a même déjà vu un exemple au n" J i de la Note tiiiale du^45, relative aux plaques épaisses, deux parties dune plaque quelconque se trouveront soumises à des conditions particulières diflèrentes et devront être regardées, dans le calcul, comme deux plaques soudées ensemble suivant une même ligne, c'est-à-dire suivant une même section plane ou cylindrique, normale au feuillet moyen. Les conditions à remplir pour le raccord à cette jonction seront que, ii étant la direction de la normale à la section commune, et s la direction de la tangente à sa courbe moyenne, apjjai tenant aux deux parties, on ait
I En tout point de cette courlie moyenne de jonction,
I Wq , -rrr êl M^ les mêmes pour les deux parties de la plaiiiie.
■21 . Extension possible de rappiicalion des équations et fünnides ci-dessus à des plaques dont l'épaisseur, toujours petite, ne le serait pas ejcessivemoii par rapport aux autres dimensions. — Les équations et formules, bien que fondées sur les suppositions (ii"^ 5 et 5) non rigoureusement remplies, savoir
Sx, dij c'x', c)xêy, Bij-
doivent être regardées comme exactes en tant que suffisante approximation, si la plaque est d'une épaisseur 2e excessivement petite. Toutes méritent confiance, et nous regardons comme vaine toute tentative d'en établir de plus sûres par une addition de termes (v. n" 24).
Mais il est bon de remarquer que certaines de ces équations, qui sont même les plus importantes, exigent moins de suppositions que d'autres, pour être établies.
Ainsi, il suffit, pour démontrer l'équation du quatrième ordre de
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Lagrange, en ?*>„, même généralisée pour une contexlure hétérotrope à plan? de symétrie (n"" 5, 9), de supposer qu'on a
e/.r-, âxc'tj^c'y- cx', àxoij , cij- ex , ( x-r ij, cxc'ij-, ( ij'^
suppositions bien plus larges ou d'une nature moins restrictive que celles (m.) ; car, au lieu d'exiger la nullité de t_, ou même de n'exiger que sa constance sur un même feuillet et dans chaque tronçon avant pour base un carré de
côlés 2î, comme ferait une condition 7 — ^ = 0, la première (/z,) n'impose,
sur ce feuillet, que la linéarité de sa variation avec r et y, ou demande seulement qu'à l'intérieur de la petite portion comprise dans le prisme ayant ses deux côtés horizontaux 12e, la surface représentative que l'on construirait avec x, >j pour abscisses, et pour ordonnées les valeurs de t,,, pût é:re remplacée par un plan, ce qui est on ne peut plus admissible, en fait d'approximation, si 2^ est pelit.
On peut, en effet, voir que la première égalité (h,), combinée avec la troisième formule {i) de gauche du n° 5, t„ = e'd^ + d'?^ + et),, donnera, au lieu des deux égalités (j), leurs deux différentielles secondes en x et y; (jue la seconde et la troisième {m,) donneront, au lieu des formules (s)
^,- = ^".r - ^^ f^"' ^, = ••••' S,, = S.r,j - 2^ f^. les six résultats de
leurs différentiations par rapport à x et y. Or tout cela suffit pour démontrer l'équation du quatrième ordre (m) du n" 5.
On a pu voir aussi, au n" 18 (sous-note), que pour démontrer la dernière des quatre conditions définies au contour exprimées en «'„, savoir (f^)
W-h 7- ( ) = avec les substitutions (s) du n" h dans ses termes
en tj.'^^ ^^, il aurait suffi de supposer qu'on a
. in') _— ^^-=:0, au lieu de t z= 0-
On aurait pu aussi, au lieu des suppositions du n° G (l), t^ =
1%,.,.... — ^l',,.,... des tensions en t", :: et les t', qui sont des fonctions de //'g, et leurs conséquences {u}, [v], ne démontrer fjur leurs dérivées en X, y, ce qui aurait suffi encore pour établir d'autres des équations du problème.
Par contre, on a vu que l'établissement des équations différentielles en iVq, pour une plaque dont aucun des trois plans coordonnés n'est plan de symèlrie de contexture, exige qu'on admette t,^ = 0, t.^ = 0. vu qu'on ne
peut pas, |)our colle plaiiue, se couleulei' de , '"' , '" -= 0.
GÉNÉRALISATIONS, COMPARAISONS, ETC
Il ne faut pas conclure de là que cerraines des équations démontrées cidessus soient plus ou moins vraies que les autres, ou ne le sont que sous des restrictions. Toutes sont également vraies pour des plaques extrêmement minces.
Mais CCS remarques montrent comme quoi les formules, établies pour des épaisseurs excessivement petites, ou infiniment petites conmie l'ont exprimé MM. Kirchhoff et Glebscli, s'appliquent encore, surtout quand les plans coordonnés sont des plans de symétrie, à des plaques dont l'épaisseur peut s'élever à des fractions d'une certaine importance des deux autres dimensions.
22. Comparaison des deux manières de traiter et résoudre les problèmes des petites déformations des plaques. — Ceux des tiges ont été résolus rigoureusement au chapitre ii (0^ '22 à 27 et 50 à 51) pour des rapports quelconques des longueurs aux dimensioiig transversales de ces corps prismatiques, moyennant que, leurs faces latérales étant libres, les forces qui les étendent, fléchissent ou tordent, soient appliquées et distribuées sur les éléments des deux bases, de telle manière que, d'une extrémité à l'autre, il n'en résulte aucune tension normale sur les fibres ou éléments longitudinaux intérieurs; ou, autrement dit, moyennant que les composantes t^^^, t , t,^ des tensions sur les bases, supposées perpendiculaires à la coordonnée z, aient les expressions qu'on trouve analytiquement en partant de la supposition (g 22) t^^ = 0, t^^ = 0, t = 0 de nullité des tensions s'exerçant normalement sur les faces des fibres.
Et, comme il a été ensuite démontré (surtout à la Note finale du § 28), en combinant les équations générales de l'équilibre avec le principe du potentiel d'élasticité toujours positif, que, quand ces tiges, ayant leurs faces libres, sont allongées et fort minces, l'on y a sensiblement t^.^,^ ^^^^ = 0 partout, nous avons pu conclure, comme on a vu, que les formules trouvées en partant de cette triple supposition donnent très approximativement les extensions, flexions, torsions, quel que soit le mode d'application et de distribution, vers les extrémités, des forces dont on donne les résultantes et moments résultants; et, cela, même quand il y a des forces modérées agissant continûment sur les faces latérales ainsi que sur la masse de fa tige.
Eh bien, pour les solutions relatives aux plaques, on a trouvé, avec quelques différences, une dualité analogue.
En effet, et à l'instar de l'hypothèse ou point de départ l^.^^ ^^ = 0 du § 22 relatif aux tiges, on a vu (chapitre m, § 59) que Glebsch a fait, pour les plaques, celle
OU de nulle tension ou pression ni sur leurs bases ni sur les feuillets qui leur sont parallèles, et qu'il a résolu rigoureusement, en partant de là, pour une plaque d'épaisseur quelconque, divers problèmes, notamment celui du § 45 où il est question de sa flexion par des couples s'exerçant uniformément autour des tangentes à la périphérie de son feuillet moyen, Nous-même, à
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la iXote de ce § 45, après avoir montré que le résullat, qui osl une tlexion sphérique, s'obtient très simplement par la superposition de deux flexions cylindriques, nous avons, nous aidant de recherches faites par M. Boussinesq, donné aussi des solutions rigoureuses pour des plaques d'épaisseur quelconque en parlant, non de la triple supposition (Oj), mais seulement de
/ t = 0 partout,
' ( avect ,t nuls seulement sur les facos 2 =±:£ do 1.1 plaque,
ce qui coniparte Vexiüence iV efforts tranchants; et nous avons appliqué nos calculs à des plaques surtout circulaires posées ou encastrées soit tout autour, soit tout auprès de leur milieu, soit sur un cercle fixe intermédiaire, etc.
Comme cette hypothèse fondamentale, t_ ^ 0, a été justifiée au n" 4 de la présente Note comme grande approximation pour les plaques très minces, quelle que soit la manière dont elles sont sollicitées, les solutions de la Noie du § 45 se trouvent être applicables à ces sortes de plaques quand les forces sont distribuées sur les bords, de toutes autres manières que ce qu'exi^raient les expressions (/') et (»') de t^.,, et t^.^, spécifiées pour r = a,
de cette Note du chapitre m.
En conséquence, et bien que l'application très générale et très étendue, aux plaques minces, des équations différentielles de la présente Note du g 73 n'ait nul besoin, pour offrir les approximations désirables, de s'appuyer sur les solutions exactes, mais très particulières, présentées ä la Note du^ 45, on voit que les deux analyses qui y sont données se confirment l'une l'autre, et qu'elles doivent conduire aux mêmes résultats.
C'est ce qu'on verra surtout à quelques-unes des applications qui occuperont les n°" '27 à 50 ci-après.
Avant de les donner, nous allons examiner et discuter, n^* 25 à 26, ce qui a été présenté par plusieurs auteurs pour l'établissement des équations différentielles, tant indéfinies que définies, relatives aux plaques élastiques minces.
25. — Examen de la marche que Poisson et Cauchy ont suivie en un même temps (1828), et presque identiquement, pour établir V équation différentielle indeßnie du quatrième ordre des déplacements verticaux Wq des points du feuillet moyen de la plaque mince. — Ils admettent l'un et l'aulie, comme nous avons dit à la Note du g 22, p. 145, que vu la petitesse de ly coordonnée z, les tensions mises en jeu dans le sens % « sont exprimables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et positives de celle coordonnée » ; en sDiie qu'en désif^nant par l'indice U les valeuis qu'elles ont, ainsi (juc leui's dérivées, quand on y lait i = 0, l'on a:
(/'.) l'<'»'- t.., t^„, t^^ : t ^ l, + . (1^)+ il (gj^^ + (*)
'-'1' -' » ' \0zj ' i
{'} Ainsi (jiK! nous avons dit à la mùinu Noio liu g 'i'i, ce yeiiro de supiiositiou était saiib
EXAMEN DE LA MARCHE SUIVIE PAR POISSON ET CAUCHY EN
D'où résulte, commo ils supposent que ces trois compomntes sont nulles sur les deux faces de la plaque ou que (t.^^ zz)z=z±z^^^'
D'où, en dédoublant, l'on déduit, par additions et soustractions alternatives, suivies de division par 2 :
Ces égalités établies, leur procédé revient à ceci :
Multiplions respectivement les trois équations générales d'équilibre inté-
l'ieur (/;) du n" o ci-dessus, par ?r, —, ;t; différentions-les toutes trois par
rapport à z, puis encore, la première, par rapport à .r, la seconde à //, la
troisième à z; ensuite, ajoutons-les ensemble, ainsi qu'avec la troisième
non dift'érentiée ni multipliée, et faisons enfin :^ = 0 dans le tout, nous
obtiendrons ( eu égard à ^^ H- — = .^ i :
vu que le second membre de l'équation ainsi composée serait
ou un trinôme dont les trois parties sont nulles en vertu des égalités (r,) que l'on borne, en raison de la décroissance présumée de leurs termes successifs, aux deux termes qui sont écrits dans chacune.
Et l'on peut remarquer même que, pour l'aimulation des deux premières parties de {t^), il aurait suffi d'admettre, au lieu de la nullité des seconds membres des deux premières égalités (r ), celles de leurs dérivées en a: ettj,
doute connu. La^range s'en est servi dans son grand mémoire sur la lliéorie du mouvement des fluides (Académie dß Berlin 1781, ou œuvres, t. IX de l'édition de 1S(J9), car, à son n" 2i, il dit : « Si la masse du fluide était telle que l'une de ses dimensions fût considérablement plus petite que chacune des deux autres, en sorte que les coordonnées i, par exemple, fussent
très petites vis à vis de x et y il est clair qu'on pourrait, aux inconnues/?, donner
la forme p' + p"- + i^'"-'^ + ; P'^ p" ■,■■•• étant des fonctions de .r,?/,<, sans z. « Et, au
n" 26: « Le calcul deviendrait encore plus facile si les deux variables y et z étaient très petites vis-à-vis de .r; car, alors, on pourrait supposer /> = />' -j- y/'// -|-/j"'î -f ^;i'^y- -j- .... ». Et il applique, au n" 4o, cette supposition à la propagation des ondes dans un canal peu profond. Voir aussi Mécanique analytique, seconde partie, section XI, ii" 22. — Mais le résultat principal de son analyse aurait pu être obtenu sanr, cette hypothèse analytique (V. Comptes rendus, 18 juillet 1870, t. LXXl, p. 180).
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ou qu'on eût pris :
L'équalion (sj ainsi obtenue peut être considérée comme identique à celle ('27) de Cauchy (*), ou à celle (6) de Poisson (**).
Pour amener son premier terme à ne contenir que les dérivées de w par rapport àa;, 7/, nos deux illustres maîtres effacent de suite, et non à la fin du calcul, dans les trois égalités (r„), les termes affectés du carré de la petite demi-
A^t,A épaisseur s de la plaque. De la troisième, réduite ainsi à ( -r^ I =0, ils
tirent, envmettantpourt^ son expression en?,., ()„,?., g^„lavaleurde -^ ) ,
et ils la substituent dans les expressions de ' — ^ ' ' — ~ ' ' — '"•'■
qui sont ainsi réduites à ne contenir que ■f\;(^x, ^»/.».n/l deuxpremières(ra) réduites de même à (t.^.)o=^0, (t.^j^=:U et à la place "desquelles on peut même se contenter de prendre
Or, les
leur donnent, en opérant comoje nous avons fait au n*» 5 pour obtenir les (s),
S'w, /S-d,j\ ^X. /^XA __2^'"'"
9x- ' \ oz Jq 0if ' \i)z Jq t)xê>y
Substituant dans le trinôme entre parenthèse du premier terme de (s,), réduit, comme cela est désigné, à la valeur qu'il prend pour z = 0 après différcntiation en z, on amène les trois composantes t à ce que nous avons appelé les l' ; et, par suite, ce premier terme à devenir le premier membre, pris en signe contraire, et divisé par 2s, de l'équation du quatrième ordre on «'„, {m) du n° 5, quand on suppose, comme nous l'avons fait à ce numéro, que la contexlure est à trois plans de symétrie ; équation que nous avons obtenue d'une autre manière, et qui était la principale chose à établir et à généraliser.
On voit la différence entre la juanière dont nous avons obtenu celte équation du quatrième ordre et celles dont a usé Cauchy aijisi que Poisson.
(•) K.rrrciccs de mntlu'mnliques, t. fil, p. 2"i4.
(**) Mémoire sur l'équilibre el le mouvcmcnl des nolidcs élasliqucn, Arad. des sciences, toirie de 1820, page 529.
EXAME.N DU MÉMOIRE DE M. LÉVY
Nous avons vu, par le procédé des n"* i, .""), 0, que les trois coniposanles t,- •' '■r,,' V„, sont linéaires en z, ou de la forme L — :t'. Comme leurs secondes
XX xy iftj
parties seules confîeiïiïent, par les t' (n" '2), les , ., r , ^ r ,■> il f'iut a ne
( j-, cxcy, ( y- '
les premières, ou les t^, se trouvent éliminées^ Cette élimination s'opère
d'elle-même lor^quon intègre après avoir multiplié par zdz, afin d'établir,
comme nous avons dû le faire, l'équilibre suivant les z, d'un élément 2 zd.rdji
de la plaque, sur toute sa hauteur 2 s, ainsi qu'on établit les équations
d'équilibre de sens horizontal [z), {z') du n° 7. L'on voit qu'on élimine aussi
ces termes lorsqu'on diffcrentie les t,, — ^t' par rapport à::;, puisque les t^, l'
sont indépendants de ::. Cette deuxième manière a été, comme on voit, celle
de Cauchy et de Poisson; elle est moins propre à atteindre le but proposé
qui est d'exprimer les conditions de l'équilibre de l'élément "Izd.rdy.
Mais on doit surtout remarquer que l'hypothèse faile par eux de développabilifé des tensions en séries convergentes, ordonnées suivant les puissances de la petite coordonnée z, est purement arbitraire; elle n'a jamais eu de partisans ; elle n'est pas suffisamment fondée et peut se trouver souvent en défaut. On a bien le droit de développer de cette manière une fonction pour une petite partie du champ où elle varie; mais rien ne dit qu'on le «Bisse dans toute l'étendue de ses variations ou des valeurs de sa principale variable, quand bien même cette étendue serait géométriquement petitr par rapport à celles d'autres variables dont les coefficients de cette série seraient fonctions.
11 serait de peu d'intérêt de chercher dans quelle proportion ces deux circonstances peuvent être causes que la méthode des deux illustres analystes donne, à la suite du terme fournissant le trinôme différentiel du quatrième
ordre, une partie Ch--^-^ _j__ i^ — 1_ qui dépend des
\ \iCZ-]z = i) ö\iCZ\cX c?//J; = o
actions A, B, C exercées sur la masse, dime autre manière que la nôtre (no- 5 et 9j. Qu'il nous suffise d'observer'que la nôtre les fait entrer dans l'équation i^expression (/) du n° ô ou équation (ej du n° 9] précisément de la même manière qu'a fait Clebsch [équations (281), (282)1, qui y est arrivé par une marche différente, en apparence détournée, mais parfaitement rationnelle. Aussi nous préférons, aux méthodes de développements hypothéliques en z, de 1828, peu sûres, et qui ont donné, comme on sait, des résultats erronés en ce qui regarde la torsion des prismes rectangles ('), celle que nous avons exposée d'après le mémoire cité de M. Boussinesq de 1871 (2^ partie relative aux plaques) et son complément de 1879, où nous avons fait quelques modifications de détail et quelques simplifications.
24. Examen du mémoire de M. Maurice Lévy, sur les plaques élastiques planes, de 1877 ("j. — M. Lévy, sans s'être proposé de mieux démontrer
(*) Sous-noie des pages 621 à G27 du §29 de l'appendice IV de l'édition annotée de 1864 des Leçons de Navier, et Note ci-dessus du § 57.
(") Mémoire lu le 26 mars [Comptes rendus, p. 396) et imprimé en juillet, août et septembre de la même année au Journal des Mathémntiques.
l'équation du quatrième ordre de Lagrange « qui, obtenue par les moyens les plus divers, ne peut faire doute », et prenant plutôt pour but « d'élucider beaucoup le problème si obscur des plaques » en ce qui- regarde les conditions définies ou à la surface, sur lesquelles porte, dit-il, seulement la difficulté, s'est occupé, dans son grand travail, de « traiter d'abord rigoureusement un certain nombre de problèmes relatifs à des cylindres de hauteur quelconque » pressés uniquement sur leurs faces latérales, conmie ceux qui ont été considérés au § 39 ci-dessus, mais pour un cas plus général, car M. Lévy ne s'est pas restreint, comme Clebsch, à ceux où aucune pression ne s'exerce, même à l'intérieur, sur les sections parallèles aux bases.
11 a donc cherché si, dans cette condition des deux bases libres, l'on pouvait appliquer, sur les arêtes de la surface latérale des cylindres ou prismes, des forces ayant une résultante et un moment résultant donnés, de telle manière que les déplacements u^ v, w des points, et conséquemment les tensions intérieures, fussent exactement exprimables (ce que Cauchy et Poisson ont supposé a priori pouvoir toujours l'être approximativement pour une plaque mince) par des expressions algébriques et entières en 2, qui est la coordonnée parallèle aux arêtes ; mais expressions que M. Lévy suppose n'avoir qiiun nombre fini de termes; et il a cherché à quelles conditions cette supposition était possible. ^'
De son analyse et d'une discussion délicate, il conclut : l"que les puissances de z ne peuvent dépasser la puissance 5 dans ces expressions de u, V, w entières en z, et conséquemment aussi dans celles des trois composantes t^^, t^^, ty^^ (*) ; 2" que si cette forme algébrique de t_^^., t^.^^, t,^,^ se réalise, l'on a pariout, dans l'intérieur, comme sur les bases, la composante
?)" que les composantes t^„, t, ,, nulles aussi, par hypothèse, sur les bases ou pour z = ±z, se trouvent n'être dans l'intérieur que du second degré en z, et affectées du facteur £^ — z~ ; ce qui leur donne cette distribution intérieure parabolique qu'offrent souvent les efforts tranchants dans la théorie des
tiges; 4° enfin, que la dilatation cubique ■ër-+ ■êr + 'w n'est alors que du
c/x oy oz
premier degré en %.
Mais comme les coefficients, fonctions de x, y, des puissances de z, ont entre eux plusieurs dépendances dont M. Lévy donne les expressions, il aperçoit que cette solution n'offre qu'un nombre d'arbitraires moindre d'une unité que ce qu'il faudrait pour remplir, à la surface latérale prismatique ou cylindrique, les conditions, qu'habituellement l'on s'impose, dit-il, de faire équilibre à des forces extérieures ayant, sur les arêtes, tine résultante et un moment réaullant donnés en direction connue en i;Tandeur.
(*) Clebsch avait trouvé que dans sa supposition de t^^., t, nuls non seulement sur les bases, mais partout aussi dans l'intérieur, les puissances de s ne peuvent dépasser la deuxième [équation (154) du ,^ 59 ci-dessusj.
SUITE DE CET EXAMEN. /v/
M. Lévy, alors, pour y suppléer, ajoute, ce qui certaiuernent est ingénieux, aux expressions entières des ck-placements horizontaux a, v, les dérivées en .r, y d'une fonction qui est transcendante eu z, et qu'on puisse charger de vérifier, au contour, la condition restant à satisfaire. Cette fonction
,sin^
ajoute ainsi :
kv.
C étant une fonction de x, xj, telle qu'on ait :
L'arbitraire d'intégration, que comporte la détermination de i d'après cette équation différentielle, complète ce qu'il en faut ; et, moyennant l'addition ou snperposilion ainsi faite aux valeurs de n,v, enlières en z, de ces valeiu's d'une autre forme, la possibilité analytique se trouve acquise de déterminer une certaine répartition, sur les arêtes du cylindre contournant d'une hauteur quelconque, des forces dont on donne les composantes totales et les moments, de manière à n'avoir aucune tension ou pression sur les deux bases.
Il ne, présente pas d'exemple de la solution complète du problème pour une plaque d'une épaisseur comparable à ses deux autres dimensions, comme nous avons pu le faire sous certaines conditions à la Note du § 45 pour des plaques rondes dans des cas même où il y a des efforts tranchants.
Mais, en supposant s très petit, et effaçant en conséquence les termes affectés de £^ ou z', M. Lévy change ses formules rigoureuses en formules suffisamment approchées dont des intégrations possibles lui fournissent les termes. Elles sont semblables à celles de Poisson, sauf les termes additifsen ç qu'il y a joints et qu'il y conserve, mais qui disparaissent d'eux-mêmes dans trois des sept problèmes particuliers qu'il traite finalement, relatifs à la plaque circulaire, et dont il n'a pas calculé numériquement les valeurs pour des exemples des quatre autres problèmes.
25. Suite de cet examen. — Ce genre de solution du problème des plaques minces est curieux, et il est géométriquement irréprochable.
Mais il n'atteint imllement le but que l'auteur s'est proposé et qu'il spécifie surtout dans le préambule de son mémoire (') (comme il l'avait fait aux Comptes rendus, 26 mars 1877, p. 596).
M. Lévy y recoimaît en effet, comme nous avons dit, que les équations différentielles, indéfinies, l'ègissant les déformations du feuillet moyen , sont toutes trouvées et n'ont besoin d'aucun complément. Il veut spécialement, par
(*) Commencement de l'article I, p. i'Il, intitulé : Siu- les difficullés qui subsistent dans la théorie des plaques minces.
son grand travail, éclairerla question du nombre et de la forme des conditions (}<i/hnes à remplir au contour, discuter le désaccord entre Poisson et M-Kircliholï, et suppléer à ce que l'un comme l'autre aurait dû faire, dans son opinion, pour pouvoir remplir les conditions qu'imposent des forces dont on doime arbitrairement, au contour, les résultantes et les moments résultants quelconques.
En ne s'occupant pas des deux conditions d'équilibre de ces composantes de forces extérieures et intérieures dans le sens x et dans le sens y (n° 14 ci-dessus), sur lesquelles tout le monde est d'accord, M.Lévy soutient que les trois autres conditions de Poisson, savoir, celle de l'équilibre de translation du sens z ou des efforts trancbants W (n"'' 17 et 18) et celles des moments de rotation autour de deux droites borizontales, soit ^ et y, soit f/s et w, n'ont rien de siirahondcuit; qu'elles ont besoin d'être, toutes trois, séparément accomplies ; que la réunion, ressortant des calculs de M. Kirchboff, de la première et de l'une des deux dernières en une seule, ne peut être qu'une conséquence de sa vicieuse bypotbèse de la comervation de la forme rectiligne et de la normalité àe fi petites lignes matérielles primitivement normales au feuillet moyen. Il donne raison toutefois à M. Kirchboff en ce qu'il a, par deux fois (*), exprimé que la solution Poisson, est impuissante à remplir les trois conditions posées par lui, et que la manière dont Poisson a traité le sujet donne lieu à un problème d'analyse impossible et à des. incompatibilités, excepté dans quelques cas très pailiculiers.
Mais ce que M. Lévy attaque le plus vivement et taxe d'illégitime, c'est la manière directe et géométrique dont M. Boussinesq, en 187'!, a rendu compte de celte fusion en une seule équation, qui n'est autre que cellede M. Kircli-
hoff, dont le premier membre a la forme W + 1 " (n°« 17, 18, 19 ci-
dessus) des deux équations définies qui devraient, suivant M. Lévy, être séparées et avoir pour premiers membres, l'une W, et l'autre M^^.
M. Lévy, en effet, permet bien (*") de remplacer un couple quelconque de forces Jiorizontales appliquées en des points d'une des arêtes verticales du cylindre contournant, par un couple de même moment, composé de forces para//è/es à ceto-ci, ou aussi hoiizontales et appliquées en d'autres points sur la même arête; mais, suivant lui, il est illicite de le remplacer par un couple égal de forces autrement diriîjces et qui, en les prenant pai'allèles aux 2, peuvent être réunies aux efforts tranchants. Il conclut que l'addition qu'il a faite, aux valeurs ordinaires de u et v, d'expressions non algébriques en z, telles que les transcendantes (//,"), comme moyen de satisfaire aux trois conditions séparément, est de néeessité absolue dims la solution du problème des défoi inalions de plaques, luéine d'une trèi^ petite éj)aisxei(r.
M. boussinesq, ainsi iuLerpellé sur son Mémoire de 1871, a répondu que, lorsque les points d'application des forces composant divers couples, sont
{*) Dans l'iivant-propos, et après l'équalion (22) de son Mémoire de l<S4i. ('*) Pa{je 2Ö5, ou antépéiiullièiiic aliiioa du g I du Mémoire de M. I,évy sur les plaques planes.
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fort rapprochés les uns des autres, il est tout aussi licite, au ilej^rè d'approxiniulion dont il faut bien ici se contenter, défaire tourner un couple sur luimême, ou d'y remplacer des forces horizontales par des forces verticales, que d'y substituer, comme M. Lévy le permet, des forces à d'autres forces qui leur sont parallèles, ou même que de remplacer, comme le fait M. Lévy après Poisson et tout le monde, les forces quelconques, réellement appliquées autour d'une plaque, par des résultantes et des moments résultants qui, au total, ne sont que des fictions; que ces sortes de substitutions sont permises, en ce qu'elles n'ont pour effets que de produite de petites perturbations purement locales, sans influence sensible sur les déformations qu'on cherche à connaître, à savoir celles qui se produisent au delà d'une bande étroite proche des bords.
11 ajoute que la forme même dz „, .sin^ des termes ajoutés à u, v par
M. Lévy pour pouvoir poser séparément les conditions au contour, suppose un mode sinusoïdal, ou tout particulier et jamais réalisé, de distribution des forces faisant couple de torsion le long des ariMes des cylindres contournant les plaques; que, d'ailleurs, ces termes sont toujours de grandeur insignifiante, au delà d'une zone dont la très petite largeur se compte à partir du bord de la plaque (*), zone qu'on peut abstraire, comme on abstrait, dans
(*) M. Boussinesq le prouve de deux manières :
i" Dons sa première réponse {C. rendus, 17 décembre 1877, p. 1158)il observe que l'équation
^-^ + cTi =^ T^> Ç P^"*- ^'^'^ remplacée, s et n étant deux coordonnées rectillgnes parallèles ù la tangente ds et à la normale h au point considéré de la périphérie, par ^^^-, -I- 7-^ = rr^r C :
que, dans les cas utiles à considérer, de variation graduelle des forces en jeu le long du contour, le premier ternie ne prend que des valeurs insignifiantes auprès du second, d'où
Ç = une somme de deux termes affectés de e x , dont il ne faut conserver que celui dont les valeurs de la normale n dirigée vers l'intérieur de la plaque rend l'exposant négatif, car celui où il est positif donnerait des valeurs de Ç et par suite de n, v, excédant bientôt toute limite d'élasticité; ç est donc très rapidement décroissant quand on chemine à l'intérieur le long d'une normale n ; il décroit d'autant plus vite que î est plus petit, et il s'annule bientôt sensiblement.
2° Si, afin de simplider, l'on prend pour origine un point du contour de la base inférieure du cylindre contournant; pour axe des x, la normale, menée vers l'intérieur, à ce cylindre, et par conséquent, pour axe des y, sa tangente horizontale; sien même temps l'on abstrait toutes forces extérieures autres que celles qui produisent un moment de torsion, en agissant parallèlement aux y sur les divers points de la génératrice du cylindre contournant qui est prise pour axe des :, moments supposés les mêmes quand on passe de cette génératrice à la suivante, on pourra facilement évaluer les elfets de ces divers moments ou couples. On pourra, effectivement, prendre partout h=0, w = Üet réduire les trois équations d'équilibre indéfinies de la plaque, à la seconde, qui sera, si la matière est isotrope,
c) V c) V lïix
j— 5 -\- ^j ^ 0, résoluble par v = ^ ke cos mz, les A étant des coefficients dépendant des
paramètres vi des divers termes de la série indéfinie 2i^ . On satisfait déjà ainsi aux conditions t_j.^, t„et t,^ = 0. On satisfera aussi à t =0 ou à j- = 0surlesfacesîr=0et2:= 2s si m est tel que sin 2»(e = 0, ou 2?ne = in, i étant un nombre entier quelconque, d'où
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les calculs rolatifs aux tiges, de très courtes régions proches des extrémités, où les forces ayant une résultante et un moment donnés peuvent être distribuées et appliquées d'une foule de manières, dont les effets ne différent que par de très petites perturbations locales, et dont le calcul est d'ailleurs d'autant plus impossible qu'on ignore même toujours le mode réel de leur distribution ; enfin que si, dans le problème de la plaque, on voulait exprimer l'équilibre entre les forces extérieures réellement agissanteii aux points des bords et les forces intérieures ou élastiques réagissant contre elles, ce ne serait pas deux ou trois équations W'=.... et M^^ =...., ce serait une infinité d'équations particulières qu'il faudrait poser. Il faudrait, ce qui revient au même, exprimer par trois fonctions arbitraires de z les ma-
in ^ . .
m = Ç-- On aura ainsi :
tr..t
ke ' cos -rç- .
ce qui satisfera aussi à t^.-rrO, t,,. = 0, non seulement sur les faces z =0, i =r 2s. mais partout. Et cotte solution est applicable quel que soit le mode de distribution, supposé donné, sur les éléments ds rh de la bande '■Uds du contour, des forces extérieure; supposées parallèles aux //, qui produisent le couple de torsion Jf„ ; car ces forces, agissant sur une face perpendiculaire à a-, ne sout autre chose, par unité superficielle, que les (t) dont les
valeurs, si G est le coefficient d'élasticité de glissement, sont G(^ + 7S^) = g(^)
Soit donc F (i) la fonction qui représente ces forces, fonction astreinte seulement à avoir sa valeur moyenne, de i=:0à3 = '2£, nulle puisque les forces ainsi représentées ne font qu'un couple, on a :
dont on peut tirer les coefficients A par le procédé bien connu consistant à intégrer les deux membres de 0 à 2s, après avoir multiplié parr/; cos -7^» i' étant comme / un nombre entier; car, pour toutes les valeurs de i différentes de /', l'intégrale | "" ds cos '-^ l'Os ^^ sera nulle ; et, pour / = /', elle sera égale à s ; en sorte qu'il ne subsistera que le terme du 7j pour lequel i' =:i. Tirant A et substituant dans (//"), on aura, a étant une variable auxiliaire destinée à disparaître après l'intégration de 0 à 2s,
(ß) " = -Ö^S(/r^WC0S^rfa)l. '^^COs'j;
i= 1 pour les déplacements v des divers points de l'arête 2s dans le sens horizontal et tangen-
tiel y. Le terme relatif à z = 0 est nul à cause de la supposition faite / F (:) di = 0. Quelle que soit, du reste, la forme de la fonction F dont dépendent les valeurs diverses des
coefficients A = / de la série c = — -,— 7 ., nécessairement très convergente, on voit
que les déplacements v, à cause de rexpoiieiitit;lle, décroîtront d'une manière 1res rapide à mesure que croîtra la coordonnée normale x, surtout si l'éiniisseur 2s de la idaque est très petite; d'où il suit bien que cet effel df> couples de torsion, produit par des forces liori/ontales, se bornera à des perturbations locales s'aiinulant à de très petites distances du bord, sans influer perceptiblement sur la délbruiation générale de la placpie.
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iiières dont se répartissent, sur chaque génératrice du cylindre contournant, les trois composantes suivantes x, y, z des Ibrces extérieures, puis assujettir les tensions intérieures à leur faire équilibre : or c'est ce que ni le procédé de M. Lévy, ni aucun autre, ne permet de faire.
M. Boussinesq conclut, dans l'article (18 février 1878, p. iÔl) qui a clos cette polémique, que la séparation de W et de M^^ n'avance à rien; qu'il convient en conséquence de débarrasser la solution des petits termes nouveaux en ; qui la compliquent sans nul profit, et dont la simple suppression procurera, entre toutes les solutions également approchées, cette solution-type dont le caractère est d'avoir la forme la plus simple de toutes. En effet, et comme on voit que M. Lévy en convient à la page !2o8,ce n'est pas de la seule
manière qu exprime la fonction : sin ^- choisie par lui à la page suivante, mais
d'une infinité de manières que, par un ou plusieurs ternies additifs, on satisferait aux conditions de Poisson. Or, ces diverses solutions, toutes également possibles, ne différent pas moins les unes des autres qu'elles ne diffèrent de cette solution la plus simple résultant des conditions de M. Kirchhoff, et qu'elles ne différeraient de la solution, si on pouvait l'avoir, satisfaisant aux distributions réelles des forces sur le contour dans chaque cas. 11 est donc juste de négliger les conditions individuelles, et toujours, on peut dire, idéales, qui supposent des modes spéciaux de distribution des forces au contour, et de ne garder que leurs combinaisons strictement nécessaires à la détermination désirée de l'état général de la plaque après sa déformation.
^6. Conclusion de cet examen commencé au n" 24. — Les réponses et réphques de M. Boussinesq nous paraissent fondées et logiquement motivées. Si M. Lévy avait poussé jusqu'aux chiffres les conséquences de sa solution, dans ceux des exemples qu'il en a donnés où les termes additifs en
; sin -^ ne disparaissent pas, il aurait reconnu certainement que ces termes
n'ont qu'une influence négligeable sur la déformation générale des plaques minces, et aussi sur leurs vibrations (*j.
Nous observerons aussi, en général, qu'une addition, même à quelques égards fondée, faite à une solution trouvée pour un problème de mécani-
(') C'est aussi ce qui semble résulter des formules mêmes de M. Lévy. En effet les termes dout nous parlons, dans les exemples qu'il donne de plaques circulaires de rayon r^, con-
tiennent le tacteur —, où R est une fonction du rayon vecteur r, ou plutôt de -"-. ayant la l'iQ - s
forme (62 bis) de la page 284 du mémoire, et où Rq est la valeur de R pour r == r^. Or, cette
fonction R, exprimée en une série dont tous les termes sont positifs, est analogue aux ex-
—'■ ponentielles, et sa dérivée par rapport à r doit évideir.ment être très grande dès que — devient quelque peu considérable, c'est-à-dire pour des points à une distance du centre contenant un certain nombre de fois l'épaisseur 'ic de la plaque. Donc, dès qu'on s'éloigne du bord pour se rapprocher du centre, R croît très vite de fractions notables de R,,, et le rap-
port -- s évanouit bientôt.
Ro
que pliysique, de quantités du même ordre de petitesse que celles qu'il a l'allu forcément négliger pour en établir les équations, n'augmentera nullement le degré d'approximation de cette solution. En effet, suivant la grandeur et suivant le sens de l'erreur inconnue que la sohition trouvée comporte, une pareille addition pourra tantôt diminuer cette erreur, tantôt l'augmenter : il y a autant de chances pour l'un que pour l'autre, vu que son sens est aussi inconnu que sa grandeur (*).
11 est bien vrai qu'en réunissant en une seule donnée W -{- — — '■> l'effort
W et le moment M^^ de torsion locale sur les bords, les solutions obtenues seront conmmnes à toutes les valeurs de W et de M^^ pour lesquelles cette somme sera d'égale grandeur ; mais cette communauté qui, d'ailleurs, n'est pas un inconvénient, aura lieu tout autant, pour la presque totale étendue de la plaque, si on sépare ces données en dédoublant la condition énoncée, ou en posant une condition pour W et une pour M,^ par le moyen des ter_ mes additifs en c de M. Lévy; termes qui ne produisent en effet, que pour des points très proches du bord, des différences quelque peu sensibles entre les résultats des deux manières, l'une simple l'autre compliquée, d'arriver à la solution qu'on désire avoir.
La communauté de solution, pour plusieurs systèmes de données W et M^^ , sera d'ailleurs analogue à toutes celles qu'on a dans les problèmes où l'on prend pour données une résultante ou un moment résultant. Elles conviennenl, à cela près de perturbations toutes locales, et regardées comme négligeables, à tous les systèmes de forces qui ont ce même moment ou cette même résultante ; et l'on s'en contente d'autant plus généralement que l'on n'a presque jamais la possibilité de faire entrer dansle calcul les forces individuelles, forces qui ne sont même point connues, comme nous l'avons remarqué plusieurs fois ci-dessus.
Concluons donc, tout en rendant volontiers témoignage (ainsi que le fait aussi M. Boussinesq) à la valeur analytique du travail de M. Lévy, qui offre dans plusieurs parties de bons modèles de recherches, quoique le sens du concret y fasse quelquefois défaut, et qui aura tout au moins provoqué une utile controverse ; concluons, dis-je, que les critiques vives ((u'il fait des recherches de M. Kircbhoff et de M. ßoussinesij n'ont pas la valeur qu'il leur attribue ; en sorte qu'il n'y a point lieu, dans les problèmes des
plaques mmces, de tenir compte des termes ± 7-- sin— ajoutesparlui
aux autres solutions données avant lui, dans la vue de se donner une arbitraire de plus pour satisfaire séparément auxdeuxconditionslimitesW'::!^....,
(') Soient, en général, A une solution (inoiconciiie li'ouvée, a son erreur inconnue, ou A + a la vraie valeur de ce qu'on a cliercho; et soit a' ce qu'on serait porté à ajouter à A pour avoir uni' approximation plus grande, un obtiendra bien cet accroissenient d'approximation si a' est de inôine signe que (t el n'excède pas 2a; mais l'erreur sera augmentée, si a' est de signe contraire, ou si, étant de même signe, il est plus grand que 2«.
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M^, =...., que M. Kirchhoff a réunies ; enfin qu'il convient, comme l'a l'ait l'illustre correspondant de l'Institut, de se donner plutôt la sonmie W -j-
-ç — pour réduire ces deux conditions à une seule, dont nous avons développé, au n" 25, l'expression trouvée autrement par Clebsch (').
27. Applications des équations différentielles indeßnies{m) ou (e,), (rt,),fa',), et définies an contour (Oj), {o\), (u,), (/!,) avec ((/.,), de l'équilibre d'une plaque. — Nous y supposerons, comme il a été fait dans les chapitres ii, m, iv, §§ 22 à 75, que l'élasticité de. sa matière est la même dans tous les sens horizontaux, ou parallèles à ses deux faces, tout en pouvant être très différente, comme cela a lieu généralement, dans le sens de l'épaisseur, en sorte qu'il y aura lieu de faire, dans les formules citées, ou celles {j), du n" 5 ci-dessus :
[(j/j), ou (/i) reproduites] â:=h = 'i[' — ï' , d = e, d'=e', ai = 2f + f' — —; et par suite, si t.. est nul, d'où <), == — — ( t*^ + I)^ ), ces expressions, dont
(*) Ajoutons une considération sur l'égalité
R.,,P.„-. rdr = 0
de la page 301 du même Mémoire de M. Lévy (dont nou< corrigeons l'erreur évidente de copie en écrivant rdr au lieu de ;-(/?•) destinée à lui fournir le moyen de. satisfaire à l'état initial d'une plaque circulaire ou libre ou appuyée au pourtour. Cette égalité posée par lui en disant simplement qu'elle se démontre par des formules connues qu'il ne rapporte pas, est parlaitement exacte quand on prend, pour les conditions au contour de la plaque, celles de M. Kirchhoff, mais elle ne l'est plus lorsqu'on traite ces conditions à la manière de M. Lévy, à savoir : 1° dans le cas des plaques libres, en conservant les termes en r pour ce qui est relatif aux couples de flexion, et les effaçant de la condition relative au couple de torsion, alors qu'on les conserve, comme on le doit, dans celle de l'elfort tranchant : -1" dans le cas des plaques appuyées, en n'effaçant pas ces mêmes termes de la condition relative au couple de llexion. là où ils sont le plus évidemment négligeables. Alors, par exemple dans le cas de la plaque libre, on n'a pas l'équation que nous venons d'écrire, mais (toujours avec les notations de M. Lévy)
(;*-y*) JjR„,R„-,rd.= ro[R,,v Ij- (=^'«.-'- ) ""^"'^ê ("^«.OI^,- ' et, dans le cas de la plaque appuyée, une équation semblable avec un second membre
oR» V — c- ^R» \' — ;= — "
' '■='0 et non pas zéro, ce qui change les résultats.
M. Lévy donne ensuite, il est vrai, un théorème juste, celui que la flèche de courbure, au centre de la plaque, et aussi le mouvement vibratoire de ce centre, sont les mêmes quelle que soit la répartition de la charge ou de l'état initial sur chacune de ses couronnes élémentaires concentriques. Mais ce théorème fn" 20 de la >'ote du .^ 45) ne tient nullement aux bases du calcul opéré, car il est une conséquence évidente et immédiate de l'indifférence de la position azimutale des charges partielles, et du principe de la superposition pure et simple des petits déplacements et mouvements qui leur sont dus.
Toutes sortes demotils se réunissent donc pour n'avoir point égard aux petits termes en i, et pour poser la dernière condition au contour à la manière de M. Kirchhoff, comme nous avons fait aux n'" 17 et 18.
les deux premières définissent clairement le paramètre a^ :
f t — a,3 +(a, — 2f)3 , t =:dg ,
(:■.) \ t =(a, — 21')3 +a,3 , t =dg ,
\ t- = 0, t =fg .
\ -■' xy ^xy
Nous commencerons par la plaque circulaire.
Nous ne nous occuperons pas ici de sa flexion par un poids unique portant sur un de ses points, car ce problème, au moins pour le cas d'encastrement au pourtour, a été traité par Clebsch d'une manière très générale au §76 ci-après; et nous même, nous l'avons résolu dans la Note de la fin du § 45 pour le double cas d'encastrement et de simple appui, lorsque le poids est posé au centre de la plaque et aussi lorsqu'il est uniformément réparti sur une circonférence concentrique à son bord. Ces solutions ont été déduites par nous, facilement, d'une analyse directe et exacte, applicable à des plaques de toute épaisseur, sans avoir à intégrer l'équation différentielle du quatrième ordre {e^) du n" 9 ci-dessus, qui a exigé, pour être posée, des hypothèses approximatives fondées sur ce que la plaque était supposée très mince.
Nous allons considérer, aux n°^ 28 à ol (ainsi que nous l'avons annoncé au n" 22 et avant-dernier de la même note finale du § 45) le cas, non traité par Clebsch, où la plaque circulaire, soit appuyée, soit encastrée, supporte sur toute sa surface une charge uniformément répartie. Puis, aux n"^ 52 et suivants, nous rapporterons, en les discutant soigneusement, les solutions qui ont été données par Navier pour la flexion d'une 'plaque rectangulaire, dans un écrit de 1820 resté inédit et presque ignoré, bien qu'il soit des plus mémorables tant par sa beauté que parce qu'il a servi de point de départ à Cauchyet à Navier lui-même pour la fondation de cette Mécanique moléculaire ou interne que Lamé a appelée la théorie mathématique de l'élasticité (*).
28. Plaque circulaire minc(\ horizontale^ supportant une charge uniformément répartie t^ur sa surface. — Soient, comme à la note du § 45, a le rayon et 2e la petite épaisseur delà plaque supposée horizontale, r le rayon vecteur d'un quelconque de ses points, et soit l'origine des coordonnées verticales prise au centre du cadre fixe, en sorte que le déplacement, après la flexion, d'un point quelconque du feuillet moyen sera ce que nous avons, à la Note du ^ 45, n" 11, appelé ?«„. Soit enfin p la charge par unité superficielle.
D'après ce qu'on a dit au n" 9 de la présente Note, l'équation à intégrer,
si l'on prenait des coordonnées transversales rectangles, serait, aj, = 2f-j-l'
d'2 étant toujours l'espèce de coefficient d'élasticité propre aux plaques,
^ ' c)x- V ooc-
^irJ P!j'\Px^ "^ PfJ t>a,
(■) Itrrhriches -titr la flc.ribn des plans t'Iasluiurs, présenté à l'Académie le 14 août 18-20. Un exemplaire, aiilopraphié de la main de Navier, en existe à la bibliotlièipio de l'École des ponis et ciiaussées. Un extrait très élciidii en a été inséré par lui à la pa^'^e O'J-lO'-i du volume de 18'2ü du But/clin tic la Socicle philuiiuUhi({Uc de Paris.
APPLICVTION SPÉCIALE AUX PLAQUES CIRCULAIÜES. /,)ü
Transformons les coordonnées .r, >j, en coordonnées semi-polaires /■, a : Comme on doit avoir, par raison de symétrie, les dérivées sur a. nulles,
nous pouvons faire promptement, ici, la transformation, sans invoquer les
formules plus générales de Clebsch. Les relations
ih)
; ,r=:7'cosa, y = rsïna.
donnent
(Ix = flr CCS a — ?• sin a th. , r/// = dr sin a + »' cos a da. , d'où (Ir ^= dx cos a -f fly sin a , rdv. = — r/x sin a + r/y cos a ;
d'où encore, les dérivées par rapport à l'angle «étant nulles,
tx o*)' (^x c)r c)y or Sy .&r
(-iv„ c>-tüoc)r Sw„ . Sa. d-Wo ê-Wç^dr . 0w.. 9a.
-ir^ = -q^ — CCS a rr- SHi a jp , -ttv = -7^7- tt- sni a + -7—: cos a — - ;
t.r- àr- ox <Jr ax c)y- âi- cy c'r éy
OU
, . O-Wo o'-w^ , , rH»osin-a d-u\^ r-zc,, . ., c^w,, cos^a
&.C- o'j'* or r oy- or- dr r
d'où
g-it'o ^-U'n _ 9-Wo 1 ^'tt'o _ 1 ^ /' f t/'„\
L'équation (a) transformée est ainsi :
^''-' r gr ^ ' ?r [r ^^r V ^^'- / J ^ ~ '-^^'i^^'
29. {Suite.) Intégration. — Rien n'est plus facile que d'intégrer une pareille équation. Elle donne tout d'abord, C et C étant deux constantes,
^ ■>' r or \ or J SajS' ^ a
et Poisson annule la constante C parce que le jiremier membre est la même chose que -drj-\- ir-r» et que celte somme des courbures prises par
la plaque, dans deux sens rectangulaires, ne doit nulle part devenir infinie, comme elle ferait pour r:=0 si cette constante C subsistait. On a donc simplement
i quoi il ne faut pas ajouter de nouvelle constante puisqu'il en résulterait 7— ou Wu mfîni pour r = U.
Divisant par r, intégrant, et déterminant la constante de cette dernière
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intégration demanièi-e qu'on ait u'o = 0 pour r r=a, c'est-à-dire sur le cadre du pourtour, on obtient
La constante sul)sistante C doit recevoir des valeurs telles qu'on ait
!Si la plaque est encastrée -77-^^ = 0 >
Si elle est simplement posée M^ = 0 ;
M désignant, comme aux n"' ci-dessus 2, 16,2o,24, et déjà aux n"' 4, S, 9 de la Note du § 45, le moment ou couple de flexion de la plaque autour d'une tangente au cercle moyen du cylindre contournant.
Or, lorsqu'on prend des axes des x et des y dont le premier se confond avec le rayon vecteur r, on a la tension normale t^ = t^^ à laquelle l'hypotlièse t.. = 0, faite au n" 5 ci-dessus, donne la valeur {z-^) du n" 27 :
OU, d'après les valeurs (s), n'',^, de <)^, t)^, déduites des suppositions cinématiques (7) qui sont, comme on a dit, des conséquences approximatives de la définition même d'une plaque mince :
d'où le moment
et, par conséquent, d'après les formules (c.) de changements de coordonnées où l'on fait cos a = 1, sin a = 0,
dont la spécification pour /• =r a donne la valeur de M .
D'autre part on a, d'après (f.), C étant toujours une constante non encore déterminée,
^^' dr 52 a, £>"^ 2 ' î))--" "" 32 aj £•' "t" 2 '
Faisant j- = o et substituant dans {k.^ on a :
On tire de là et de (/l), pour la constante C, d'après les conditions (A,) à remplir pour r — a;
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m ' n 2a|--f àpa'
Plaque posée: 0 = — r • .., — z
a , — IIb ait •
PJaque encastrée : C := — —■
IG a,ï'
Substituant, on obtient pour les valeurs cberchées de ;r„, ou pour les équations, en u'o et r, des coupes méridiennes de la surface de révolution affectée par le feuillet moyen de la plaque sous la charge uniforme, par unité superficielle, p, qui peut comprendre son poids propre :
I Plaque simplement posée:
1 5/^ r , . 43.— 2f ., . ,,1 5a,— r opa* ( . 43,— 2fr- a.— i' r*\ / \ "'u=rs^ — -\ ' " —T a-{r--(>-) = -f • Tôt; — -^ 1— „-i— ,. --+-.^-'—7.-: •
iFlèche centrale /, := (ic,,)^, _ q = Plaque encastrée :
Flèche centrale ['[ = (î/'J,. = o = t;:^^^ — i^ *
50. Suite. RéMiltats et comparaisons. — Si l'on suppose la matière isotrope,
avec les coefficients >., :i. de Lamé égaux, ce qui revient à t fait =-- 1 dans
nos formules d'isotropie [v") de la note du § 45, ou les tensions se réglant
conformément à la loi des actions moléculaires mutuelles fonctions chacune
de la seule distance où elles s'exercent (n"" 5 et 4 de la iVote du ^ 16), d'où
ai =?G, ai — 2f = ^j G, ces équations ou expressions se réduisent à
[p,) Plaque posée : ,.o - ^^^^ T' " IT 7^ "^ 2Î ?' j ' /' = M2(H^ '
(.y,) Plaque encastrée : »•, = -^^^^^ ^| - 2 - + -j ; f^^.^^^-.
Ces expressions des deux flèches f^, /j sont conformes, comme nous avons annoncé à la fin du n" 22 de la note du§ 45. à celles que Poisson a obtenues par une analyse moins simple, et n'embrassant pas le cas d'élasticités inégales dans le sens des faces de la plaque et dans le sens de son épaisseur.
11 en résulte, lorsqu'il y a Isotropie, avec égalité des coefficients 1 et a de Lamé, lou avec t = 1), ce que nous croyons avoir toujours lieu pour les vrais solides, que
ou qu'une plaque isotrope uniformément chargée prend une flèche un peu plus de quatre fois moindre quand elle est encastrée que quand elle est
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simplement po.>ée tout aLilour. Si nous nous reportons aux valeurs des flèches /",/' obtenues, pour une charge concentrée, au n" 11 de la Note du ^45, nous trouvons
en sorte que l'encastrement ne diminue la llèclie que dans la proportion j^
lorsque la charge n'agit qu'au milieu.
Si l'on veut comparer les effets delà concentration au milieu et de l'uniforme dissémination de la charge totale de la plaque, charge qui est iia-p
dans le cas de la dissémination, on n'a qu'à faire p = ■ — -^ dans les expressions (y^j) {(j_) de f\, f\, ce qui donne:
512Ü7iG£-' '• 10'i4 7:G3
et à les rapprocher de celles [x') ( avec— = 0 j et [d") de /' et /' du n" 1 1 de la JNute du g 45; il en résultera
d'où il suit que la dissémination de la charge réduit aux ^ la lléche quand
la plaque est posée et au v quand elle est encastrée.
11 est curieux de déterminer où sera le point d'inilexion des coupes méridiennes de la plaque encastrée. H suffit, pour cela, de différentier deux fois
l'expression (o.) de nv, et de faire -7-7 = t); il en résulte, pour l'abscisse du point d'inflexion quand la charge est uniformément répartie ;
La plaque posée offre aussi dans ses coupes, pour cette même supposition de charge répartie, un point d'inflexion. ;Üii en obtient l'abscisse r en égalant
o W à zéro le ^r-;T fii"*^' il^ l'expression {n.) de /Co, ce qui donne
v=a\ ^ j:t. oiisi-i = ^) r ^«V/— = 0,l)r.la.
V t)(a, — t) 1 o V lu
On voit que h; [loint d'inilexion (-7-;^ ^=^ (M est m\ peu pluspiès du centr de la i)laque que le point (M = 0), qui est au bord r = li.
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Dans la pla(]iie encastrée, le point M^ = 0 on / l,- Z(h =^ U de nionient nul répondra, d'après (A^), à la valeur de r, qui satisfera à
6 r Ici
d'où, d'après l'expression (o.) de Wo
en sorte que le point de nullité du moment lléchissant est, dans les deux cas, plus loin du centre que celui de nullité de la courbure de la coupe méridienne.
51. Plaques circiddires. — Plus (/randes dilatations. — Condition de résistance permanente à la charcje sujiportée. — La plus grande des dilatations éprouvées par la matière de la plaque doit être égalée à la limite de celles que cette matière peut subir sans que la contexture risque de s'altérer de manière à produire soilinmièdiatement, soit à la longue, une rupture.
La première expression (s) du n"4 donne, pour la dilatation dans le sens ./•,
à une hauteur ^au-dcosus du feuillet moyen de la plaque, î)" — ^'p~i^ î'" étant
la dilatation dans ce plan, ou pour ; =: 0. Donc, lorsqu'il ne se produit, comme nous le supposons, aucune tension et par conséquent aucune dilatation dans le plan du feuillet moyen, on a
\ 3/ r " -yi
En appelant t)„, sa plus grande valeur à la distance r du centre de la plaque, connue ± =. est la plus grande valeur tle v, on a, pour la dilatation qu'il faut modérer :
(.T;) D^^j = Max'" numérique de ± £ -ft-J' •
Voici les résultats pour les deux cas considérés :
1" Plaque unifonnément cliaryée^ ùniplement posée tout autour. — D'après l'équation [n.], on a :
Le maximum numérique du binôme entre parenthèses, qui est linéaire en r-, aura lieu pour l'une des deux valeurs extrêmes de r-, savoir /■- = 0, ou r- =: a-\ et c'est évidemment pour /- =^ Ü. On a donc la plus grande dilatation
, , ^ âai— f opa'- { . 8,, ,. ,,\ Wipa-
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2" Plaque iinifunnémenl chargée^ encastrée tout autour. — L'équalion (o-) donne
Des deux viileurs extrêmes r- zz=0,r-=: a^ c'est la seconde qui donne à la parenthèse la plus grande valeur numérique ou au signe près; la plus grande dilatation a donc lieu pour ?- = a-; d"où, pour celte dilatation qui est à renfermer dans une limite censée connue, relative à la matière de la plaque,
En égalant cos deux expressions de t>,„ à la limite des dilatations permanentes non dangereuses que l'on désigne ordinairement par rr (n" 7 de la Note
du ^ 57), les équations de cohésiou pour le cas de non-encastrement et d'encaslrernsnt d'une plaque supportant uniformément une charge p par unité de sa surface, se trouveront posées.
La comparaison des valeurs de ?,„ pour le cas où la plaque est encastrée et pour le cas où elle est simplement posée montre que l'encastrement augmente dans la proportion de M, 7 à 9, ou de 1,5 à 1 la charge uniformément répartie que peut supporter avec sécurité une plaque circulaire f).
52. Plaque rectangulaire horizontale posée tout autour sur un cadre fixe, et supportant, outre son poids propre, une charge verticale pouvant varier d'un point à lautre de sa surface. — Prenons, ave(î Navier, pour origine un de ses angles, plaçons l'axe des .r dans la direction d'un de ses côtés, a, l'axe des y dans la direction de son côté adjacent h.
Comme les forces A, B (n° 2) agissant horizontalement sur la matière de la plaque, U,Y (même n°) agissant aussi horizontalement sur son cylindre contournant, et l~/, t";' {ideiii) faisant frottement sur ses faces horizontales sont, ici, nulles ou supposées négligeables, les équations indéfinies {a ), [a'), joiutes aux deux premières définies (Oj), (o), ne donnent pas autre chose qui;
(■) Novis ne donnerons pas des cqualions ayant le même objet pour les plaques circulaires portant une charge concentrée au milieu, que nous avons considérées, quant aux llexions,
vers la fin de la Noie du*; 45. Le logarillimo qui subsiste dans les expressions de -,, .j" et qui
devient inlini pour r = ü, amène une dillicullé ne pouvant être levci- qu'en supposant la charge répartie dans un iiolit cercle d'un certain rayon, concentrique à la pla(iuc, avec une décroissance graduelle d'inli'nsité i)roclie sa circoulorcnce, et annulation ([u.uui elle est at- i teinte. Ce serait une recherche délicate, analogue à quelques-unes de celles de la Note du 5; 40, et qui n'aui'aii ici (jue peu d'utdilé, car ce qui se passe ainsi auprès du centre n'a pas d'influence sensible sur ce qui a lieu dans tout le reste de la plaque.
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OU l'immobilité horizontale des points du feuillet moyeu. Par la même raison, l'accolade du second membre de l'équation indéfinie (^jj du quatrième ordre du n" 9, page 70 i, se réduit à C -h t"^.' — tT.% c'est-à-dire au poids
de la plaque, 1 Cdz. plus, aussi par unité sujuM-ficiflle, la charge appliquée sur sa face supérieure, en n'y ajoutant pas la pression de l'atmosphère qui se trouve détruite par le troisième terme, vu que la face inférieure ne supporte que cette pression là. On peut représenter celte somme par une fonction /" de x, y. La dernière ligne du même second membre est à effacer, vu qu'elle se compose de termes très petits du deuxième ordre qui, comme on a dit, ne sont à prendre en considération que dans un cas exceptionnel, étranger à celui dont il s'agit ici. L'équation (e,) se réduit
donc, vu a, = 'Jf H- f , à
D'après ce que nous avons dit au n" 20, la dernière équation définie (/",) du n° 18 est remplacée par v'„ = 0 sur le contour, et l'on y a, tout du long, zéro pour le premier membre M. de la troisième (m,) du iv IG. Cette équation (Ui) ou U\} donne donc
id,)
^i -^ + (^1 — 2f)-^p-5j^^0, sur les côtés rt, où cos » = 0. sin» = l; a, -7r-^H-(a, — 20-^ = 0, sur les cotés &, ûùcoso=1, sin ü = Ü.
ex- cJtß r 1 1
Or, sur les côtés a portant sur le cadre, qui sont parallèles aux .r, -r—^ est
^ ex-
évidemment nul; et, de même, -r^ l'est évidemment sur les cotés /^ Les conditioHS définies, ou au contour, se réduisent donc à
(V ( "'o > -ï^;:ï- ' "0-^ 1 ==Opour;c = 0, ou.c = fl, ou w = 0, ou (/ = /'.
\ ex oy j • ■
On satisfera évidemment à ces conditions en prenant pour w,,, si m et n sont des nombres entiers, une somme de produits
n\ ' ■ »'~x . n-ii
\Ii) sm sm -i-^
affectés de coefficients quelconques, susceptibles détre déterminés, comme on va voir, par un procédé connu, de manière que la somme satisfasse à l'équation indéfinie {c,). Xavier prend donc, A étant un des coefficients dont chacun répond à un système déterminé de valeurs des nombres m,n,
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JJl r= X 7! = OC
??!-r . nr.ij
Sr^ , . m-x . vT.i,
Si l'on substitue à u\, le sinifile produit (/;) dans le premier membre de l'équation dilTérentielle {c), ce membre devient
/m- 7i-\- . niTzx . n-ii \(r h-J a 0
Donc, pour que la valeur (^rj de Wa puisse satisfaire à l'équation indéfinie (cj, il faut et il suffit que les coefficients A soient tels qu'on ait
'm- ii-\- . )n-x . nr.ji
Pour déterminer ces coefficients on peut se servir du procédé qui revient à appliquer la formule connue deLagrang^:
(«4) / (.t) (entre .r = 0 et .ï = rt)=- 7(1, '''=' sui — / (a.) 1 sm — »
procédé qui consiste à multiplier cette équation {li,J par sm — ^ ay. et a
• , , /^ , , •. sin// TT v/
uitegrer de // = 0 a ?/ = //; de cette manière, — ^ — - s y trouvera remplacé par
... r'' . nr.ii . n'nii , . ... , , . ,
(yj I sni -p sin— T^r///, qiu est=: 0 si les nombres entiers /( et /(' sont inégaux.
= g s'ils sont égaux, ou si l'on a pris /(' égal à l'un des nombres n en particulier.
Ainsi, il ne subsiste plus qu'un seul terme du second kS, celui qui était affecté de ce nombre particulier, du reste quelconque, n; et l'équation se réduit à
Pour réduire à son tour la série S subsistante, à un seul terme, multiplions de même par siu //>•, intej^rons de .r ^ 0 à x ■-= n et faisons
eiisuite m' ^r une valeur particulière m des nombres entiers désignés par
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cette lottre ; il restera
2 '1 y a- h-J 2a,3'J.,=o « Jî/ = o /^ " •''
Le second membre est une constonte comme le premier ; et comme il n'y restera rien des coordonnées .r, y après les intégrations effectuées, on peut, pour éviter les confusions, les y rem[»lacerpardes variables auxiliaires a, 6. En tirant de là la valeur du coefficient A relatif au terme de SS qui contiendra ces deux valeurs particulières de ni ef n, engagées dans les deux séries dont il multiplie le produit, on obtient, pour la valeur du petit déplacempnt vertical et unique »'„ du point ./-, ij du feuillet moyen 5:= 0,
en faisant, pour abiéger
(nj A, =— r f/a f/o sin sui ,
ab Jo Jo (I h
en sorte que A, est le produit de ce que nous avons appelé A, par
1 , . m- no ^ a- b-
Comme cette expression (mj satisfait en même temps aux conditions particulières de la question et à l'équation différentielle, elle est, comme l'observe Navier, l'intégrale complète de cette équation, présentée sous la forme qui convient spécialement à la question parfaitement déterminée (g 21 ci-dessus) dont il s'agit: toute autre expression, ajoule-t-il, rentrera nécessairement dans celle qu'on vient d'écrire.
o5. — Navier commence par chercher, au moyen de cette formule, les efforts verticaux supportés par les quatre côtés x t= 0, x = a, y = 0, y ^ b du cadre.
Calculons d'abord, en général, les efforts tranchants qui s'exercent sur l'unité de longueur de sections faites à travers la plaque par des plans verticaux perpendiculaires aux x ou aux y. En les appelant respectivement
X II
leurs expressions seront, pour le point [x, y) d'après [k^ du n" 12 :
^ =/_:.'.A=i!.(Tf + #) ="=• ', =1 ,v/'= =£.(^' +%) "" ■•
ou, en mettant à la place des quatre intégrales leurs valeurs {v) du n° 6. comme nous avons déjà fait au n° 16, page 713,
« ô \ ex i>u I il "b \ iJ cv
OU, en remplaçant à leur tour les t' par leurs expressions [n" 2, et (j), {n)
du n" T)] en 7, , ,, — ^ — r-;» et en ayant égard à l'égalité supposée de la confx'-, i!x [y, elf J o D fv
texture dans tous les sens horizontaux, on a
Or, on tire de [m.}
. ?»77.i- . n-ii
sni sin —
)ir- n-
D'oii, en différentiant par rapporta x et à y, et substituant :
nt-.r . nr.ii , cos sin -j^ ,
. 7nKX tlTZIl
SUl cos —T-
La première de ces deux formules exprime la tension tangentielle verticale totale exercée à travers l'unité de longueur d'une coupe de la plaque suivant un plan dont l'abscisse est x, par la partie de plaque an delà, c'està-dire dont les points ont des abscisses plus grandes que x, sur la partie 671 deçà, c'est-à-dire où les abscisses sont moindres que x ; tension qui fait effurt pour trancher la plaque suivant ce plan, ou pour en détacher la partie qui est au delà. De même, la seconde, F est l'effort exercé sur l'unité i^ „^ Q de longueur d'une coupe faite par un plan ver-
tical à la distance y du bord pris pour axe des X, de manière à détacher ce qui est au delà de ce qui est en deçà.
Soient donc, les x se comptant de gauche à droite, et les y de haut en bas.
■jC
oc
les cotés
AB = fl, kC — b, CD = fl, Bh = b. î/=:0, .T = 0, y=^b, x^a.
de la plaque A B G D. Soit pris, à l'intérieur, un rectangle A' B' C D' de côtés «— 2,r', /; — 2//
dont les quatre angles soient distants de x' et y' des côtés de la plaque.
Appelons
les valeurs de F,., F,^ pour x = x\ x — a — x', y = y', y = b~y'.
, I / X 1 , mn{a-x') mnx' en sorle que les (7^) donneront, vu que cos — ■ = cosmncos
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f.=lSS*.™
irù
ui- na- b-
nxii „ ' C O V '"
cosm-
sin
n-Kij
F , et F, ,= des expressions semblables avecy' — • ?/'> ^^ ^os /(- au Heu de
ij p-!/ ^ b a
— , r , X, u, cos »iJT •
Les efforts Iranchants totaux à travers les coupes verticales faites daus la plaque parles quatre côtés de A'B'C'D' sobliendrouteu luullipliant F^,, F„_j, par (hj, et F^,, ^a-w P^^" '^-^ P"'*' mtcgrant de y' à b — y', de x' à a — x'. Or
J^l'-lf , . n-.ii b ,, n-y' C" - '' . )it~x a . w-v' (lii sin -, —— il — cos n-) cos— r-f 1 (l.rsm = — (1 - cos»in)cos
,/ ■' b n-^ b Jx' a um^ a
On aura donc pour les offorls tranchants totaux
b i- cos IHK
m-nx nizii
ces cos^^;
a travers A (/, j F , ^/i/ .= — V V A, -^
r.,rv, r'' ""''■■ 7 lOO. mbcosmitll-cosm-n) imar,' rnni' a travers B'D', I 1- ,f/i/^— WVA, — -'cos cos— r^.
a^' ^ b^' à travers A'R' f les deux mêmes expressions sauf qu'il y aura A, j -àtraversC'D' ; 1 — cos htt, ros??îî(t — cosw:t).
Si nous voulons avoir l'effort vertical total qu'exerce la matière du prisme rectangle intérieur A'B'C'D', à cause des forces extérieures qui le sollicitent, sur les parties de plaque qui l'entourent, il faudra, en additionnant ensemble ces quatre expressions d'efforts tranchants, affecter du signe négatif la seconde et la quatrième; car n'oublions pas qu'elles représentent des actions exercées sur A'B'C'D' par la matière au delà de B'D' et pai' la matière au delà de CD', c'est-à-dire des actions qui sont égales et contraires à celles qu'exerce A'B'C'D' et que nous voulons faire entrer dans notre somme totale d'efforts.
En additionnant déjà les deux premières expressions (sj, la seconde étant prise en signe contraire, on obtiendra une expression semblable, excepté qu'au lieu des numérateurs 1 — cos mi: et cosm-(l — cos m7r) sous les
signes ^^, il y en aura un :
(1 — cosm;:) (1 — cos//(7ï).
Et l'ontrouvera (1 — cos m-) ( l — cos n-) pour ce numérateur en composant de même ensemble les deux dernières. Ces numérateurs sont égaux à zéro pour toutes les valeurs paires de m, n, et à 4 pour leurs valeurs impaires.
11 ïni fiiiil donc conserver dans la série, somme algébi'iqne des quain que les m, n impairs. En les appelant, avec Navier,
et en faisant attention, après avoir opéré l'addition, qn'on a
m h n a ah /m- n-\
(I n h »i 7IUI ' (I- b-J ' nons anrons :
(/.) Effort total à travers le contour A'BT/D' = — r H^ — ^ cos _î!Ji_ cos — ^•
Maintenant, si nons faisons x' = 0, y' = 0, nous avons l'effort exercé par le rectangle entier A B C D de la plaque sur les petits rebords qui le dépassent et que porte son cadre d'appui, ou, ce qui revient au même, l'effort supporté par ce cadre. Nous obtenons ainsi :
K) Cet effort total = ^gg^^,;-.
Or, on a, d'après les calculs du n" 52, qui ont fait déduire l'équation (/^) de celle [h,).
l{^,!l)= S S UJû '/-sm^j^^./6sm-^/(a.6)Jsm — s,n-^^
formule qui se déduit d'ailleurs immédiatement de celle très connue (/J de
Lagrange à une seule variable.
La parentliése du second membre est (wj, ou ce que nous avons appelé
A,. Et si l'on intégre les deux membres de (rj après les avoir multipliés
,7 n • • /'" I • '" TT ,r — a , ,,
par cir dti, en laisant attention que dx sin ■ ^= (cos m tt — 1)
•^ *^' ^ Jo CL m-K ^ '
exclut les termes dans lesquels m ou n est pair, on trouve, pour la cliarge
verticale totale de la plaque, m' et n' désignant toujours les seuls nombres
impairs,
''' „. ^(ih ri ri ^1
.j;:"../;""A-.») = *^SS;;^-
quantité précisément égale à l'expression [n,) de l'effort total qu'elle exerce sur son cadre, comme cela devait être; ce qui offre une vérification de tous ces calculs.
L'égalité, trouvée avec signe ronlraire, de la somme des efforts sur les côtés B I), CD, comme sur ceux B' I)', C D', à la somme des efforts sur les côtés AB, AC, ou A' B', A'C, ce (jui eût donné zéro pour l'effort total, a beaucoup embarrassé Navier (n" 8, relatif à un cas partictdier de son mémoire de 18'20). C'est que la théorie de l'élasticité, inaugurée par lui l'année suivante, et à laquelle Caurhy a bientôt ajouté ce (pii est relatif aux pressions ou tensions, n'était pas encore créée. Nous venons, comme on a
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pu voir, de faire disparailre celle sorte de paradoxe ou coiiimençaiil par considérer lin rectangle intérieur, ce qui rend plus claire, pour le reclaiiole entier, la distinction à faire entre les efforts exercés par la plaque sur ses rebords pour s'en détacher, et les eflbrls contraires que lui font subir les rebords pour se détacher d'elle : cela J'ait bien apercevoir ((ue si on prend ceux-là à travers A B, A C, et ceux-ci à travers CI), BD, la somme totale est nécessairement nulle; elle ne l'est pas si les efforts sont tous exercés par le rectangle A HCl) de la plaque sans que deux d'entre eux soient subis par lui.
r)4. Applications particidières de ces solutions. — Prenons comme première application, avec Xavier, la supposition
f[.v,!j) = mie constante p
qui sera, par unité superficielle, le poids propre de la plaque plus une surcharge uniforme. On aura pour {n^) :
iVà) A, =:-Ç c/or. sm r/!^?in— r- = ^(1— C0S»(7r) 1 — COS/(r);
■'*' '■ ab J(] a Ji) h mn-- ■
expression qui sera zéro pour les valeurs paires soit de m, soit de n, et
{z^ A, =: — — f-:' lorsque m et n sont impairs
et qu'on les appelle m\ n'. Il ne peut donc subsister, dans la série, que les termes répondant à celle-ci. En conséquence, [m,^ deviendra
„, , sni sin— p^
24p ri c ^ ^' '' /*\
m' =1 II' = i
La flèche de courbure ou la valeur maximum de cette expression se trouve au milieu de la plaque. Klle est, en l'appelant /'.•
VI = ce II
- ■ »«' = 1 /-■ = ! '"'«■ ( — r + Ti
Si nous nommons f\ le premier terme de la série, répondant à m' =: 1,
(*) Habituellement, dans ces sortes de calculs, on appelle '■2in-{-\, '2« -I- 1 les nombres impairs, et les S se prennent de m, « = 0, à m, ii = x ; mais cela eût offert, ici, une inutile complication, qui aurait existé aussi, mais en donnant plus de symétrie dans los calculs, si l'on avait mis l'origine au centre de la plaque de côtés '2«, ib ; ce qui eût produit
'■Ztz* a, î
^ 2m-fl '2h+1
Cos — TT.r cos — -p — mj
n' = 1, nous avons
Vi \)ah .u'-b'"
Le quatrième terme, répondant à m' = 5, n' := 3 ne sera que le \ =^ de celui-là ; et déjà le second et le troisième, répondant à m' = 5,
n' = 1, et à m! = \, n' = 5 n'en seront que le =^ quand a — - h. Cette se-
rie converge donc très rapidement, et on peut, comme dit Navier, se borner
au premier terme (r-) dans les applications.
Son expression montre que, si la plaque est carrée, la flèche croît, pour une même charge p par unité superficielle, comme la quatrième puissance du côté a, et, pour même charge totale pw^, comme sa seconde puissance.
Alors, si l'on met pour A^ sa valeur {z-,) dans l'expression générale (î/J de l'effort total exercé sur le cadre, on a, pour cet effort,
W' = ce « ' = oo
Tï* k3 i5 in'-n'-
qui, sans repasser par la formule générale de développement (/\), se réduit, comme cela devait être, à la charge pab de la plaque, vu que la formule connue :
c-i=,+Ui-.+U....=Ç
doime
Se ^ — ü!
C'est une vérification de plus.
7t^. Second exemple pris par Navier dans son même mémoire inédit r/el820. Cas oii le poids P par unilè superficielle nagit que sur un rectangle intérieur compris entre quatre droites x = x' , x = x" , y = y', y = y", — Alors, comme le reste de la plaque ne supporte rien, on a pour («J de la p. 743 :
. , , , .4p f'" . »nz7. ru" . «7:6
(a,) A, =-V sui (ly. sin -y- r/6 =
ail Jy a J ,,■ h
inr.A' iinr.r \ / nr.ii nnif
CCS cûs cos —r- • CCS —r-
à substituer dans (m,,) pour avoir (/-„.
Si l'on suppose que le rectangle (.r" — x') {y" — y'), siège de l'application de la charge, est de dimensions très petites, comme on a :
mr,x" imzx' m^ix" — x') . nmx' . imz(x" — x')
cos = cos cos — ^ — '- — sin sin — ^ >
OÙ l'on peut remplacer les seconds facteurs, à cela près Ao (|uanlilés très
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11 • •. 1 I . mn\x" — .t')
petites du second et du troisième ordre, par l et pir ■ . Un
obtient ainsi :
A, = — ^r sin • sin -f^ • — j- (x" — x) {y' — ij}'
mn-- a h ah
qui, en appelant il la charge totale, ou en faisant n;=p(.c" — ^c') (// " — //')» prend la valeur
, , . -in . iiir..v' . »-u'
(e~) A,=^-sin sin — p-»
^ " ' ah a h
qui, substituée dans (mj, donne
. m-x' . n-ii'
30 X sm sin , -
bll on « 0 . iii-x . it-ii
,,., 011 o O " u . in-..
pour le petit déplacement vertical subi par le point quelconque {x, if) d'une plaque rectangulaire de dimensions horizontales a, h, de petite épaisseur !2î, appuyée tout autour, dont on néglige la pesanteur et qui est pressée par un poids isolé n appliqué sur un point ayant les coordonnées X ^x', ij = y' quelconques.
Si ce point d'application du poids n est au milieu, ou si
il y a lieu encore de ne conserver que les termes de la double série où m et n sont impairs, puisque les autres termes sont nuls. En les appelant toujours m', n', on a
, , (in ^ ^^ (-- 1) 2 (_ [)~T~ . m'Tzx . n'-y IqA jcy = — — — r \ V ^ '-^-rz — „ , j m Sin —r^ •
Au même point milieu, où le poids n est supposé agir, »'g est alors maximum, et mesure ce qu'on appelle la flèche (*). Si on la désigne par /',
(') A ce sujet, Navier avance sur la formule générale {f~) deux assertions peu sûres et pouvant être erronées dans un piand nombre de cas. L'une est que, quel que soit le point d'application (x', y'] du poids IT, le maximum de
l'ordonnée îuq aura lieu au milieu de la plaque, c'est-à-dire pour x ^z -, ij= y Cela peut
être vrai, quant à la valeur absolue ou indépendante du signe, pour un quelconque des termes
de la série double, mais ce n'est pas nécessairement vrai pour leur ensemble ; car sm — - sm —
sera, suivant le système des valeurs de /«, et«, tantôt 7éro,laiilùt + 1. tantôt — I, qui. multipliés par les diverses valeurs de la fraction que ce coeflicient affecte, donneront une somme totale pouvant, suivant les grandeurs de .r' et de //', avoir son maximum tantôt dans un endroit, tantôt dans un autre.
L'autre assertion est que, d'après la forme de la même expression (/"g), lorsqu'on fait varier la position du poids n, on fait varier les valeurs absolues des ordonnées tr„. mais non pas leurs rapports. Gela n'est exact que pour chaque terme, ou chaque système particulier des valeurs de »i, n, mais ac l'est pas nécessairement pour l'ensemble de ces termes.
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on a
La sôrio est rapidement décroissante, quoique un peu moins que celle (è.) de /" ou du cas de poids uniformément réparti sur toute l'étendue de la plaque. En se bornant au premier terme répondant à m' = 4, «' =: i, et appelant f\ ce qui en résulte, on a :
Cette expression, comparée à celle (cj de /",, pour une même cliai'ye to-
laie H = mb de la plaque, donne f\ = — f\, ou montre que les llèches,
lorsque cette charge est isolée, et lorsqu'elle est uniformément répartie, sont entre elles comme -n^ = 9,8696 est à i, ou environ comme 5 à 2. Ce rapport est indépendant de la grandeur de la j)laque et du rapport de ses côtés.
56. Observations sur cVautres ientatives faites par Navier. — Dans ce même beau mémoire déposé à la bibliothèque de l'École des Ponts et Chaussées, où Navier n'était en 18'iO que professeur suppléant, il considère aussi une plaque d'une étendue infinie appuyée sur deux droites horizontales immobiles se rencontrant à angle droit, et chargée d'une manière quelconque, notamment par un poids isolé ; mais il ne s'arrête point à ces sortes de solutions, qui sont, dit-il, sans intérêt pour la pratique.
Nous n'analyserons pas non plus, en la discutant comme il y aurait lieu, la tentative qu'il a faite, et où des inadvertances ont été remarquées, de résoudre le problème de la flexion d'une plaque rectangulaire dont les quatre angles sont assujettis à rester dans un même plan horizontal, les autres points pouvant prendre de petits déplacements, tant verticaux qu'horizontaux sous l'action de forces comprimantes horizontales T agissant uniformément par unité de longueur sur les (juatre côtés et normalement à leurs directions; ci; (jui offre le cas de mettre, dans le second membre de l'équation du quatrième ordre (ßj) du n" 9, un terme
provenant de la dernière ligne de ce second membre, où l'on fait
•Ci- nu ' .nj
57. llésistance à la rupture des plaques rectangulaires. — C/est un Appemlice sur les conditions de cette résistance qui sert de conclusion pratique au mémoire ciléde Navit'r.de 1820. Ce que nous avons dit au n"l I et qui est fondé sur les expressions (A,) ou [s) du n" 5 en ?", g", ^ et les trois dérivées secondes de w^ dont les deux premières représentent les |)eliles courbures de deux coupes verticales du feuillet moyen fléchi, nous dispense de reproduire ses raisonne-
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menls, présentés avant l'invention faite par lui do la théorie de l'élasticité.
Bornons-nous, avec lui, à des cas de charge symétrique par rapport aux médianes, cas où nous avons vu (n- 55], que les coefficients m, n, sont exclusivement impairs.
Si, en les appelant ?7i', n\ nous tirons, de l'expression génértile (?n.) de w„,
par deux différentiations, -, — r-, nous aurons une expression où les deux sicxcy
nus seront rem[)lacés par deux cosinus dont le produit s'annulera sdit par
x=-. soit i)ar // ^=-. La denvee ^ — r- est donc nulle aux points des
deux médianes de la plaque, quelles que soient les charges verticales qu'elle supporte. Et comme ces charges verticales ne produisent aucun
g^,^=:-7— ^' + -T-^, le glissement g y est nul ; en sorte que, d'après le même
n'' !2U. la plus grande dilatation subie, à laquelle il convient d'imposer une limite pour prévenir une énervation de la contexture, ou une nijtUirc à lu longue, sera, pour les points de l'une ou l'autre de ces mêmes médianes,
^ '' c)x^ c IJ-
ou les quotients de la demi-épaisseur s de la plaque par les i-ayons de courbure des courbes suivant lesquelles les {dans x = ;^, y z= - coupent son
feuillet moyen fléchi. Or, dans les deux cas considérés n'"* 54 et 55, formules («3), {(j.), de la plaque ab sollicitée 1" par une charge p agissant également partout, 2" par un poids n portant au point milieu, on a, m', n' étant, pages 747 et 749, des nombres exclusivement impairs :
il,)
. m'-x . n'-.ij
i./ ,^'"'o^ .^^"'o\ -''1' cc/ '"' "' y
sin sin- ,
. m'-.i . n'-ii m—i «■— isui sin-
'ùx^' ' dif- ) ab7;%s^iJiJ\a-' b-J^ 'I - [ 'I (>n^^'^\- '
OÙ l'on n'aurait qu'à remplacer par ±;l l'un ou l'autre des deux sinus affectés de.r et y, pour avoir les expressions relatives aux points des médianes.
Au point milieu où elles se croisent, et où .r= ^^ !/=^3' on a
dx- ' otj- J îT^aiE- O lO y«-«' b'-in'J / )n'- n'''\
ex'- ' ^y^ J Ti'-'àiZ-ab '^ ^ \ a- ' /'-/ f m'- 7i'-\-
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Ces séries sont rapidement convergentes, et peuvent être réduites au premier terme, m' = n':= i, ce qui donne, pour la plus grande dilatation éprouvée, que nous appellerons d^^^, et en supposant a<^b :
l 1 --7Ï— r=-^ TT-, T^rçi^ah^^C
On en conclut que, pour une même limile (^^^^ des dilatations qui ne mettent pas en péril la stabilité de la contexture de la matière, on a le rapport
X)(lb 7T- ^ ,„„,
ou qu'on peut charger une plaque rectangulaire, posée tout autour, quel que soit le rapport de ses deux dimensions a, h, environ deu,v fois et demie plus, lorsque la charge est uniformément répandue sur toute la surface que lorsqu'elle est concentrée au milieu.
Navier, malgré une inadvertance qui lui fait trouver 4 pour ce rapport, a ensuite remarqué judicieusement que lorsqu'on fait a = h dans les deux expressions [n.^, elles deviennent, pour une même charge pa& ou n, indépendantes de l'élendue a du cadre de support. Ainsi le poids, soit concentré, soit réparti, capable de rompre la plaque, dépend de son épaisseur et du rapport de ses dimensions horizontales, mais est le même quelle que soit leur grandeur absolue; ce théorème avait été démontré d'une tout autre manière par Mariotte (*).
(') Navier cite : OEuvreu de MavioUe, f. II, p. 168. ,1'ai trouvé ce passag:c, à ses o'uvres complètes, nouvelle édition (La Haye, 1740, p. 4(37, 4(')8) dans le Trailr du Mrnvenieiil des Eaux (qui avait été publié à Paris en 168G), second discnurs intitulé Dr la force dru tuyaux de conduite. Ces deux pages viennent après le passage célèbre où Mariotte expose sa théorie de la résistance des prismes à la rupture par flexion, et immédiatement avant le paragraphe intitulé : I\è(jlr pour les solidrf; qui sont souples. La figure est à la planche XXI et porie le n° 113. Le môme poids, dit-il, distribué dans toute l'étendue d'un carré plat de bois sec ou de verre posé sui- un cadre, et qui le rompra, rompra tout autre carré de même épaisseur, de quelque largeur ([u'il soit. Il en l'onde la démonstration sur ce théorème de Galilée, auquel une théorie exacte n'a rien ciiangé, ipie les poids unil'ormémenl distribués, capables de rom])re deux tringles ou règles de même matière, largeur et épaisseur, posées à leurs extrémités, sont m raison invrr.fc de leurs longueurs. D'où il suit que si l'on a deux plaques carrées dont l'une ait un côté double de celui de l'autre, et si l'on y taille, vers le milieu, des bandes d'égale largeur, la bande du plus grand rompra sous un poids moitié moindre que ne léra celle du plus petit; mais si, par compensation, la bande du plus grand a une largeur doui)le, elles rompront toutes deux sous la môme charge totale. "Il en sera de même, ajoute-l-il, si, au lieu d'une seule bonde dans chaque plaque, il y en a deux qui se croisent à angles droits, et si, dans les deux sens, on en ajoute d'autres, de part et d'autre de celle-là, etc. D'où le théorème énoncé, ou ce qu'il lallait démontrer. Quoique l'assimilation d'une plaque à deux systèmes croisés de règles jointives manque d'exactitude, on comprend que la conclusion puisse être juste.
L — PETITS DÉPLACEMENTS PAI'.ALLÈLEMEINT AU PLAN MOYEN
^ 74. — Petits déplacements d'une plaque circulaire dans son plan.
Nous avons rappelé au ^ 44, page 7)20, les formules générales connues qui servenl à Tinlroduction des coordonnées polaires. Comme le problème que nous avons à Irailer ici se raltaclie étroitement à celui qui l'a été en ce lieu-là, nous prendrons, de même qu'alors, le centre de la surface médiane de la plaque circulaire pour origine des a, 6, et nous poserons
a = 7' cos ù, Z'^rsinö.
Nous aurons, comme à ce § 44, formules (162 a), (IG,")), p. 520-521, en les appliquant encore à une fonction K quelconque de a, h ou de ?-, 0 :
^a , cJb . ^ fa . ^ [h
-— = cos0, •7- = sin9, ?-: = — rsmd, 7— :=rcosO,
cJr dr oQ cd '
28o) < -7— =: -^— cos (5 7— sinO, 7-,- = r— sm 6-1-- — - cns 0 ,
^ ^ c a c y r c 'i cb c r r cd
m tK ^ cK 1 M [R . ^ [K
T~ = 7— cos 9 + 7-T- sni e , - j;-- = — }—■ sni ô + ^t,- cos 6 . or da oh r ou da c)b
Comme nous nous bornons ici au cas d'égale élasticité de la plaque dans les divers sens parallèles à ses faces, nous avons [formules (:), p. 84 de la Note finale du i^ 16, reproduites par (281 a) du § 75, p. 687] :
a =b — aj, ï ==a, — 2f,
ce qui réduit les deux premières équations (280«) du § 75, p. 687, à
et, en divisant par a^ vu que les mêmes formules donnent
a,(t-i)^)=E', 2f =:a,(l-i/j, on arrive aux deux équations suivantes :
O (o^ ^ ov_\ _^ 1 — I) O (d%_ d-f\\ 1 — 0 A /
oa\cJa cb/ ' 2 cb\cb caj E'Ii
c /t; . tïï\ i — V)' c (fl o-fi\ 1 — 9'-
di
ob\ca cb) 2 oa\cb cal E'It
Si nous les multiplions respectivement par cos 6, sinô; puis par — sin9, cos6, en additionnant cbaquc fois, nous les changeons, vu les (285), en :
er \ca
ClIAP.
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j_,yi ; /fl frA 1 — i)'-,
2 rcn\(b
A'cosô + B'sine),
, , ,, . r,( I . , \r , I — ,v. wV'siuO — B'cosö). ( ?' d 0 \ca c bj "i c r \c o c a) YJii '
Je vais montrer comment on peut trouver les intégrales générales de ces équations dans une forme appropriée à la théorie des plaques circulaires; cette recherche s'opère d'ailleurs tout à fait de la même manière que celle du § 44. Pour cela, je considère les deux grandeurs
(A' CCS 0 + B' sia 0), (A' sin 8 — B' cos h),
qui ne sont autre chose que les composantes des forces agissant sur l'intérieur de la plaque, décomposées suivant la direction de son rayon et suivant une direction perpendiculaire ; et je les suppose représentées par des séries de la forme :
I -, (A' cos 0 -h B' sin 0) = p^ -j- p., cos ö H- a, cos 29 + . . . .
-}- u.j sin 0 H- y.', sin 20 -f- • • • •
j (A' sin 0 — B' cos ô) = v^ -\- Vj cos 6 -f-v, cos 2ö + ,
+ v' sin ô + v' sin 2ö -h.
D'après ce qui a été dit plusieurs luis dans ce ({ui précède, on trouve très facilement les [).,, v, qui ont pour expressions (*) :
y-o = -r-r {'^ tos ô H- B' sin (f) dO ,
z-nh Jo
u.. = — (A'cosO + B'sinO) cos iOdO
p. = -y / (A ces Ö -1-B' sin 6) sin iOdO nli Jo
1 /'2- Vo = cTy I (A'sine— B'cos9)(/ô,
•jj = ^ I (A' sin 0 — B' cos 6) cos iOdù, V. — -T / (A' sin e — B' cos 0) sin i9(/ô.
C) Rappelons en eilet que si l'on multiplie par cos iO dO les deux membres des égalités qu'on vient de poser, et si l'on inléj^'rc do 0 = 0 äO— in tous les termes des seconds membres donnent, Z''io excepté, celui (pii est ;il(,ecté de cos iO avi-c la même valeur du nombre C
(jiic dans le Miultipiicatenr ; et que, couniiu on a / cos* i(J(lO = T:, il en résultera la v;r-
leur écrit*; de [;,.. Celles des autres // et v s'ubtiendr(3nt de même.
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Si maintenant on pose de même :
7=-- -H TX = Uu + l'i <'0^ ^^ + 1^2 '"^^ L'Ô -h • • . .
oa c 0
-\- uj sin 6 + II', siii 29 -\-
T- = V,, + V, COS 6 H- V., COS
+ v' sin 6 -)- v', sin 20 H- .
OÙ les u, V sont, de même que les \)., v, des fonctions du rayon vecteur r seulement, les deux membres de chacune des équations (284) se composent de séries de termes ([ui contiennent en facteurs les sinus et les cosinus des multiples de 0. Si donc l'on égale les coefficients des termes où les multiples sont les mêmes dans les deux membres, on obtient les équations suivantes, dans lesquelles i peut acquérir toutes les valeurs 1,2, yo :
dr~ E' ^»' 2 dr~ "TT""»'
\ ti,. '^.r • W ' ' 2 (Ir ;• ' E' t'
du'. l-r)'._ I-O'' , 1-i/^/v: \ ï—t)'-
dr llr '~ t' "' 2 dr^r"'''" ^T"'''
La première et la quatrième de ces équations donnent immédiatement, A„ et ]\„ étant des constantes arbitraires :
où l'on peut faire partout, toujours d'après (281 «),
(287«) izziV^-L !iLtjy)_i i-jZ-I
en sorte que les formules ne contiendront que le coefficient d'élasticité d'extension ai des sens x et //, propre aux plaques, et le coefficient de glissement f = _ii •
Les quatre autres équations rentrent deux à deux dans la forme :
(288) f + ^ = S, f-iH=T;
dr I' dr ' r
OÙ U aura pour valeur tantôt u^, tantôt u^,
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et V tanlüt — r-^ v' ; tantôt r-^v ;
S et T désignant des fonctions de r.
11 est facile de déduire, d'équations de celle espèce, les valeurs générales de U, V.
Formons en effet les combinaisons
dr )• (Ir r
nous obtenons immédiatement des formes intégrables en multipliant la première de ces équations par ?''et la seconde par-, car nous pouvons mettre les résultats de ces multiplications sous les formes suivantes :
dr dr r
d'où, par intégration,
ü-t-V=^- r{S-i-T)rUlr-h-., U-Y = -r' T" (S — T) ^ + CV. r t./" r J >' r
Ici, R désigne le rayon du disque, et, dans la dernière équation, on a pris pour limites d'intégration rct Rau lieu de 0 et r, pour que la fonction à intégrer ne devienne pas infinie entre les limites de l'intégration.
Remarquons qu'en général toutes les grandeurs trouvées ici doivent être applicables lorsque ?'= 0, et par conséquent ne doivent pas devenir infinies pour cette valeur de r, ce qui exige que l'on ait C= 0; cartons les autres termes satisfont à cette condition. On peut s'en assurer en supposant S + T et S — T remplacés par les valeurs les plus grandes que puissent prendre ces fonctions dans les limites de l'intégration. Soient M et N ces valeurs maxima, il est évident d'après cela, abstraction faite du signe, que l'on a
l^ f (S + T) ,■■,/,■ < ^ /;; rar ; ,-' f" (S - T) * < NV' f " ^
Vm elTecluanl les intégrations, on voit que les expressions considéires sont respectivement plus petites que
M/- Nr' / 1 1
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OU, lorsque i ^= i, plus petites que
grandeurs qui, pour r^ 0, ne deviennent pas infinies. On a donc démontré par là que les valeurs trouvées peuvent être admises pour représenter U et Y. Ces fonctions elles-mêmes prennent alors les valeurs suivantes, demi-sommes et demi-différences de U + V, U — Y, prises en remplaçant par zéro la constante G et en ne conservant que celle C :
expressions qu'on peut reconnaître, par vérification et substitution dans les (288). satisfaire ces deux équations difterentielles simultanées.
Appliquons cela aux équations (286), en prenant
Une première fois : U = u . , \ = — ^^ — v. =: — v. ;
d'où [2« et 6« (286)] :
"i . rp
et, une seconde fois : U = u' , Y =^ — k-^ v = — v ;
d'où [5* et 5« (286)1
Nous obtiendrons, A^, B. étant des constantes arbitraires remplaçant
j^> eteu égard à (281 a) :
2By a. .
u'=U:-fBr', v'. = Y'
r.IIAP. V. PLAQUES CmClLAlüES MINCES.
OÙ l'on a, pour abréger, représenté par U , U', V., V' les fonctions suivantes de r :
.. i + n' r>- . , . , , r (1 -f- n') fr. ,/^
OÙ l'on peut faire
a^' E' ~i>f' 1— 9"~ f Si, dans les équations (287), on pose également pour abréger
(201, u:^_L=J22f,,,,„, y^^^'^Jlpl f\,,,., de manière à les réduire à
(291a) „^ — tl„+Ao, v„ = Y,
1— 9' ' on peut enfin mettre les équations (285) sous la forme :
n e, +ï^ = U, + UiCOsâ + U,cos26 + .... + U;siii9H-U'sin2ô+ ..
+ A,+A,rcos0H-A2r-cos29+....-j-B,/-sin6-hß2''-sin2ö+.
(Q92) { cjC (^
^^ M£J _ £^ = Vo + Y, cos e + Y., cos 2ô + H-Y; sin 6 + Y;, sin 2e ^
-, (H„+P),rcos9H-B2?-'cos2ô+...— A,rsin9— A./'-sin2e— ..)
Il reste à développer les expressions les plus générales de ^, -q, au moyen de ces équations (292), dans lesquelles les U^, Uj,... Uj,... Vq, Y^,... V'j... sont des fonctions déterminées, et les A,^, A,.... B,,, B^... des constantes à déterminer ultérieurement.
Les équations (292) l'ésolvent déjà une partie du ])robléme, puisque, par leui" moyen, à la place des é(|ualions dilTéi'entielles du se-
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cond ordre (284), on n'a plus maintenant que des équations du premier ordre.
Pour intégrer ces équations (292), il est préférable de rherchor, non pas les déplacements |, •/;, qui ont lieu parallèlement aux axes coordonnés, mais les déplacements qui s'opèrent dans la direction du rayon r et dans une direction perpendiculaire, laquelle correspond à celle d'un accroissement de l'angle 0. On peut se représenter ces déplacements comme si le point [r, 0) avait d'abord décrit un petit arc 9 de rayon r, et s'était ensuite avancé d'une petite distance p dans la direction du rayon, pour arriver dans sa position définitive. Il en résulte, d'une manière tout à fait analogue aux formules ci-dessus,
a = r CCS 9, h = r sin ô,
qu'après les déplacements on a :
a^l = {r-\- û) cos (ô + =), ^ + V, = (/• + p) sin (ô + ç) ;
et si on développe ces expressions suivant les puissances des très petites grandeurs p et 9, en conservant seulement les premières puissances, Tmi obtient les formules
(295) ç=pcos9 — ?'rsine, v; = 0 sin 9 -h r: cos 9,
par lesquelles i et r, sont exprimées en fonctions des nouveaux déplacements 9, p, l'un angulaire, l'autre linéaire.
Ces expressions, introduites dans les premiers membres de (292), donnent, lorsque l'on remplace en même temps la différentiation par rapport à a, b par celle qui est opérée par rapport à r, Ô d'après les formules générales (283) de changement de variables :
(Tv r <? (p
ob ca or~^ rcS
Cette transformation effectuée, 9 et p se déterminent très facilement. On peut, en effet, se représenter ces grandeurs sous la forme suivante :
P == p(,-i- Pi cos Q-i-p.cos'ie -{-... +7/jSin9H-7>^sin294-...,
? = '/o + '/i*^os9 + fy. cos29+... + r/jSin6-|-fyjsin29+...,
où les p et q doivent être fonctions de ?' seulement. Si maintenant l'on introduit ces expressions dans les équations (292) et si l'on égale les coefficients des sinus et des cosinus correspondants, on obtient, pour la détermination de ces grandeurs, les équations suivantes :
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'h><: , Po_n , A ^'^^lo , 0,. _ Y -T^(
,dp p dq. i 2Br'
(295 c)}~ + /Vy: -f-'^=U. + Ar , r -/-' _ 1;/.+ 2r/.= — Y. — -— ^, ,
(//• ^' ' /• » ' dr ' r' ' ^' ' 1—1)'
Ces équations rentrent aussi dans la forme (288) lorsqu'on les multiplie pur r, et que l'on considère rp , f-q , 7'p' ., r-q' . comme les inconnues ; elles deviennent
d.7i). i.7'^(i'. d.r-fi. i.vn'. 2ïj.r'^
dr r ^ ' ' ' dr r ' 1 — t)'
d.rp'. i.r-q. d.r-q'. i.rp. 2Ar
' i-^ = r(U: + B.r'); --il+ -Li=^_\'>+ _L
r/r r ^ "^ ^ '^' dr r ' 1 — 9'
Or les équations simultanées (288), -, — \~ i ~ —. S^ -, — h i - = T,
' dr r dr r
ont pour intégrales les expressions (288 a) U = .... V= ....
Prenons d'abord U = rjj, V = r-q'. et S, T égaux respectivement aux seconds membres de la 2" et de la G'' des équations (293 (/) qu'on vient d'écrire, puis, en second lieu, U^^rp', Y = — 7^-q, et S égal au second membre de la '0" équation (295 d), avec T égal à celui de la 5' pris en signe contraire; les intégrales (295 a) donnent, en divisant ensuite par r, ?•^ r, — r', les expressions dey; , (/, yj', q. comprises aux formules suivantes (294), dans lesquelles C. et D^ sont des constantes arbitraires remplaçant 1/2C/ :
(294) / <j. = 0-X^(^IZ!L^ i±Jl'(I|._,.)WDr'-
4 \1— i/i-hl 1
(') Dans le livre de Clebscli, les seconds termes des quatre dernières expressions (294) ont des signes opposés à ceux que nous leur donnons, et il y a, dans les parenthèses de
où l'on a
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et où P , 0 , P , 0 etc., représentent les fonctions suivantes :
If
/'■'■ 1 V /MIL. -t- V,
t-2 ,.rU'— V.
(294a) ( Q.= -^J>'"(U; + Y^)^r-Çj; -l-^./,-. 1 /•'• ,.-. r"' /'r.U' — V,
Dans les expressions de p.^^ q^ les constantes d'intégration ont été supposées nulles, afin que pour ?' = 0 les valeurs de p. et de r q^ ne
deviennent pas infinies.
Si l'on substitue les expressions (294) de p^, p^ dans les séries
(295 6), on obtient enfin pour p et o les valeurs suivantes qui, substituées dans (295), donnent ^, y; et représentent ainsi la solution la plun générale des équations (284) applicable au cas dont il s'agit :
(294 b) p = P(,-hPiCOs9H-P2COs2ôH- -l-Pj sinôH-P.;sin29-h -|-
Af.r 5 — 9' /A.r- ^ , A,r' ^^ B,r- . „ , B.r- „ \
+-^+7T\ — ^T -;T-cos9-f-^cos29 + ...+^sin04--- sm20H-...)-h
' -(Pr— r-) (AlCOsô-(-A.rcos2ô^-...^-ßlSin9-t-ß,rsin2ô^-,.,)^-
+ Cl CCS 9 H- C^r CCS 26+ + 0^ sin9 + D.r sin29+ ;
(p = Q(,+ QiCOSô+Qcos29 + +0;sin9 + Q;sin2ôH-..
Bo 5 — 9' / 2 „ \r- „^ A,r . ^ k.r^ ^„ \
1 — 9 4(1 — 9)\Bi^' o 2 2 /
4-7-71 — ^(B-— r2)(-cosO l-ß2COs29-l-B5rcos5(;+... isin9-A,sin29... )-h
+ — cos9 + D2COs294-D5rcos39+... ^sin9 — C, sin 29 — C-rsin59 — ...
,),, tf'. transposition réciproque des coetficients -; ^ > , • Ce sont des erreurs que
ous avons corrigées. Nos formules rectifiées (294) satisfont identiquement aux équations
" i-riclies (295 c).
Dans octto voleur de 9, on voit que certains lei'mes deviennent infinis pour r= 0 ; mais cela ne peut soulever aucun scrupule, puisque le produit ro reste fini et que, par conséqueni, les déplacements^, •/; conservent partout des valeurs finies.
Les P, 0 ont les expressions (294 «), dans lesquelles les U, V,U', V ne sont pas, comme aux §§ précédents, des composantes de forces agissant sur la surface latérale; ce ne sont pas non plus les symboles mis dans les équations types (288) ; ce sont les expressions abréviatives des fonctions (290) du rayon vecteur ?% où se trouvent engages les [j. , V, coefficients des séries (284«) qui représentent les composantes, suivant ce rayon et suivant sa perpendiculaire, des forces A', B', agissant, conformément aux (264) et (267), sur les points de l'intérieur, à la manière de la pesanteur ou de l'inertie.
Les A, B ne sont point ces forces, mais sont comme les C , D., des
constantes arbitraires devant se déterminer au moyen des conditionslimites à remplir au bord de la plaque. Si la plaque est entièrement libre, et soumise seulement à des forces données appliquées sur sa surface péripliérique, ces conditions-limites sont définies par les deux dernières équations (280 c) du § 75. 11 est facile, moyennant quelques calculs, d'introduire dans ces équations (280 c) les variables p et 9 au lieu de Ç, •^; d'y substituer la différenliation par rapport à r, 6, à celle qui est prise par rapport à «, b, et de développer les forces U', V [des (267 b), (268)] agissant sur la surface latérale, en fonction des sinus et cosinus des multiples de 0, comme on l'a fait pour les forces A',B' [des (264), (268)] également extérieures, mais agissant sur tous les points ou éléments de l'intérieur. Ensuite, en comparant les coefficients des sinus et cosinus des mêmes multiples de 0 dans les deux membres, et en égalant ces coefficients deux à deux, on obtient les condilions nécessaires pour déterminer les A, B, C,D.
Je vais considérer simplement l'hypothèse où la })laque a sa périphérie rendue fixe, de sorte que les éléments du bord ne puissent subir aucun déplacement. Alors les dernières équations (280 c) ne donnent que la valeur des forces de résistance nécessaires pour produire cette immobilité. Mais, pour la détermination des constantes, on a comme équations de condition, pour r = R, R étant le rayon de la plaque :
ou, ce qui revient au même :
9 = 0, 0 = 0. aussi pour r = R.
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On peut donc revenir aux é(]iiations (204) ou (21)4 b} et yfaire P ^ 7 ' I' ■> 7 ? P ' 'Z' <^'8^'^w^ ^i zéro pour r = I», ce qui donne immédiatemenl d(Mix équations du premier degré pour déterminer A. et C., et deux autres pour déterminer B et D.; d'où très simplement les valeurs suivantes à donner aux coefficients A, B, C, D pour satisfaire à la condition-limite qu'on vient de spécifier :
2(ig. „
Bo-(l-9')(Qo),.„,
-p:Ur'
Il ' iP— p.q:> „
Et lo problème se trouve ainsi complètement résolu.
g 75. — Petits déplacements d'une plaque circulaire plane, perpendiculairement à son plan moyen.
L'équation différentielle (282) de la fin du ^ 73, où se trouvent engagés au 4" ordre les déplacements inconnus '^ des points d'une plaque plane, perpendiculairement à ses bases, et qui est applicable lorsque, parallèlement à celles-ci, il ne s'exerce qu'une tension uniforme, ou la même partout et en tous sens, se traite d'une manière beaucoup plus facile. Imaginons la surface médiane divisée par une série de cercles, ayant tous pour centre celui de sa périphérie, et une série de rayons partant de ce centre ; nous aurons un double système de lignes orthogonales, c'est-à-dire telles que chacune d'elles coupe à angle droit toutes celles de l'autre système. En outre, à chaque ligne d'un des systèmes (à chacun des cercles concentriques) correspond une valeur particulière de r, et à chaque ligne de l'autre système (à chaque rayon) une valeur particulière de 0.
Si maintenant «, b sont les coordonnées rectangulaires primitives, r et 6 les nouvelles variables correspondant à ce nouveau système, nous pourrons appliquer la formule générale (102) du § 55, page 228, pour la transformation d'une expression où 1-es différentielles sont prises par rapport à des coordonnées rectangulaires rectilignes telles que rt, b, en expressions où elles sont prises par rapport à des coordon-
nées orlliogonales quelconques, telles que r, 6 ; formule qui est, pour une fonction B quelconque, soit des premières, soit des secondes coordonnées :
-Bn . o'-Bn
c'a- ob' y^
et dans laquelle A et B sont, d'après l'expression (279) du môme § 55, les coefficients de la formule
ds- = Xdr~-i-BdQ-
qui exprime en fonction des éléments dr, d6 des coordonnées nouvelles, le carré d'un élément ds d'une ligne courbe plane quelconque.
Dans le cas dont il s'agit, un peut toujours imaginer un petit triangle rectangle dont l'hypoténuse ds aurait une grandeur et une direction quelconques, et dont l'un des côtés de l'angle droit coïnciderait avec la direction du rayon ?- mené à l'une des extrémités de rfs. La longueur de ce côté est donc la distance rfr des deux cercles concentriques passant par les deux extrémités de ds; l'autre côté de l'angle droit est un petit arc de cercle n/0. On a, par conséquent :
ds- = dr--i-r-dQ-.
En comparant cette expression avec l'expression générale de ds^ cidessus, on déduit
de sorte que la formule générale de transformation devient
Cette formule appliquée à l'équation (282) en prenant
ca- (Jh- Vr^ r o'r r- ûd-
(*) Il était sans doute intéressant de déduire, ainsi que le fait ici Clebscli, cette formule de transformation (294 c) comme cas particulier de celle (102) du î^ 53. qui est applicable à tous les systèmes de coordonnées curvilignes orthogonales.
Mais elle aurait pu être obtenue directement, au moyen des relations a := r ces 6, /> = ?sinÔ et de celles (102 a) qu'on en a déduites à la première partie, d'où, facilement, les dérivées de divers ordres de D^ ou de ç sur o et b, en fonction de leurs dérivées sur 7- et 0, comme il a déjà été fait au connnencement du g 74, form. (285) pour les dérivées du premier ordre.
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donne
ca-'cb- cb'
c v'^ r- ( r- /■■• ir
do sorte que celle équation (282) prend la forme suivante
r"' or
r cr
6-^ pf-'- 2."- ^ i.^ 12^,(1 + t)0 g _[,^ c (i- [_)■' c >•'- r^ ( r r' ' /t- r-J r' cO"^
où [form. (282 a)]
6A ^ f ii \
-fj
Imaginons maintenant la fonction C H — -, — -\- -^ développée suivant la série des sinus et des cosinus des multiples de 0, c'est-à-dire écrivons :
(295a) G'H-^-hVT-=7o + Vi*^os94-y,cos2ö + ...+V|Sin6+7>iii2ö-f-.... où les coefficients y sont des fonctions de r seul, et ont des valeurs
r lit rnii
-=ti:{^'-'û-'-â.
0 \ ca
1 r^^-/^, ck"
cb
do
CCS zôd9
' TT Jo \ ta
-TT \ sin /9r/9.
Pour trouver l'expression la plus générale de la fonction ^ cherchée, satisfaisant à l'équation aux différences partielles du 4' ordre (295), supposons cette fonction développée de même en la série
(295 c) ;; = î„ +s, cos 9 4- '^2 cos 29 + H-'^j sin9 + .;.;sin 29 -j-
(*) CeUc première ligne du second membre de (294 e) peut s'écrire
r dri cr \r dr \ dr)\\
(**) Voir ci-dessus une note relative à la délermination, toute semblable, des valeurs de
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OÙ Co, sj, etc., ne doivenl plus être fonclion que de r. Les deux membres de l'équation (295) se transforment ainsi en développements analogues ; et comme il n'y a de différcntiations à faire que par rapport à r et nullement par rapport à 0, si l'on com})are, a})rès qu'elles sont faites, les coefficients des sinus et des cosinus égaux, on obtient, pour la détermination des!;., l'équation suivante :
or r c r' r^ c r- i" cv h- \c r- r c r
42^„rH-9')V
et pour les 'i'. une équation idontique, avec y! au lieu de y. au second membre (*).
11 n'y a aucune difficullc à trouver les intégiales générales de ces équations sim[)lement différentielles, en négligeant d'abord le second membre, puis en développant les intégrales en série, ctensuite en tenant compte des seconds membres au moyen de la variation des constantes. Cependant pour simplifier nous poserons, dans tout ce qui va suivre, ()(, = 0, ce qui revient à supposer qu'il ne s'exerce sur la plaque aucune tension dans le plan de la surface médiane. On peut encore, dans ce cas, procéder comme on vient de le dire pour trouver les intégrales des équations, mais ou peut arriver au résultat d'une manière plus simple, et sans avoir besoin d'aucun développement en série. L'équation ('290), dans laquelle on a fait ?„ = 0, peut en effet se remplacer par la combinaison des deux suivantes :
^r^ "* r cr r' ~~ E'Iv ^'' ~ a,/i^ ''' * £'-i. 1 ^'? a.
or'- r cr r-
En effet, la première de ces équations, lorsque l'on y remplace ü par sa valeur que fournit la seconde, devient identique à (296) après qu'on y a fait <)„ = 0.
Si l'on néglige d'abord le terme dépendant de v et si l'on essaie d'exprimer L'^ et Ü ou moyen de puissances de r, on trouve facile-
OOÙ ion peut iah.cl^ = L;,+,«^|:^o^;î.,,^_^
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mentquerintégrale complète de ces équations est exprimée par
où A , B , C , D représentent des constantes arbitraires. Si l'on veut maintenant tenir compte du terme en y. dans la première équation (297), on devra, d'après la méthode de la variation des constantes, considérer les A, B, C, D comme des fonctions der. Mais comme, ici, pour chaque l'onction '^ on a introduit quatre constantes, on peut admettre, entre ces quatre grandeurs, trois relations arbitraires quelconques. On choisit ces relations de manière que non-seulement C, mais encore ses trois premiers quotients différentiels (c'est-à-dire le
du. . . . . (/£}
premier —' ainsi que Ü qui contient aussi le second et -^ qui les dr ^ dr
contient tous trois ainsi que 'Ç) conservent exactement la même forme
que si A,B, C, D étaientdes constantes, c'est-à-dire de manière que chaque ibis, dans la formation d'un quotient dilférenliel de l'expression (298) de 'C,., on ait zéro pour rensemble des termes provenant de la différentiation des A, B, C, D. Cela donne les conditions
.d\. .^,r/ß. 1^/C. 1 d\) di- dr^ r' àr r"' '/''
. ,f/A ,. ,^/ß. i d'ù. i—2db.
(299)/0=i/-'yH-(^+^)^'V--7:nV--7^ T^' ^ ' ^ di' . dr /.'^' dr ,.' ' dr
o^z(i-i)r'-V'-^(^"-+^^)'^ + ^KT-+-7^-r+ -r>
^ ^ dr ' ■ dr ,.' ^- dr r^ dr
et, avec cette hypothèse, il ne reste plus, des équations (297) ou de l'équation (296), que la suivante :
!v^^i(/_l)(i_2)r^--^'^+(/H-2)(i+l)ty-
dr
(oOOj 1
i {i + 1) (i + 2) dC. {i — 2) (i — 1) i d\)^
r'-^'' dr /^i dr
(*) En effet, faisant ç.=:r dans la deuxième équation (597), on trou\eü = Ot- — i-)r
ijui, substitué dans la première, rendra son premier membre :=(«- — i-) Un — 2)- — iA /■""* qui s'annule pour h = z, » = — /, n^^i -\- 2, n = — [i — 2).
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Les quatre équations ('299) et (500) suffisent pour déterminer les quotients différentiels des A, etc., qui y entrent d'une manière linéaire; et, ensuite, on pourra, par intégration, déterminer les coefficients A,... eux-mêmes. La solution de ce système d'équations se trouve d'une manière élégante si on le remplace par celui des quatre suivantes, qui s'obtiennent en divisant d'abord les trois (299) par des puissances de r telles que les exposants de r soient les mêmes que dans (500); ensuite, en ajoutant, à la troisième (299), la seconde ; enfin, en ajoutant, à celle (300), la seconde et trois ibis la troisième de celles (299) :
, .(lA. , ,r/B. 1 r/C 1 d\)
. .dk , ,r/B. i dC. i — 2db „
"■ dV'^^^'^'^'' 'dF~7^' dr~ r'^^77 "
. .d\ , ,r/B P dC {i — 'iy-dD. ,.
dr dr y'^'' dr ,.'^' dr
. .d\. ■ , ,^/B. V dC. {i — '>y'dd. 12(1 — n'^)
dr^- ^ dr—r'^'dr r'^' dr E7i^
Dans ces équations, on peut considérer comme inconnues les quantités
.dh , ,dB ] dC. l dï).
et les coefficients respectifs de ces inconnues sont alors les puissances 0,1,2, 5 de
On sait, d'après les éléments de l'algèbre que si l'on a un système d'équations de la forme
•rj+.r,-!- +.r„=:0,
la valeur des inconnues est donnée par la formule
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dans le dénominateur de laquelle on doit, bien entendu, ne point mettre le faeteur {a — a) qui est nul. En appliquant cette formule aux équations précédentes on trouve immédiatement, pour les inconnues, les valeurs suivantes qui, en effet, substituées dans les quatre
équations, qu'on peut diviser toutes par c,vn-! ïi> donnent des
identités,
'' dr ~ -it' (/ — 1 ) E7t^' ^i ' r' ^ ' d'' ~ '^^ 0- -^ ^ ) E'/t- ^''
^_^rfB^ 5(1-9'-') 1 t/D. 5(1-1)'^)
dr ~ i>i (^• H- 1 j E'/r- ^^ ' /-^ ' r/r t>i (i — 1 ) E7r ^'"
D'où, par intégration,
3(1 — 9'-') i^ny.dr 5(1—9'-) T , + -
/^=2r(ï=T)Wj'- 7^ + ^'^^ = -2i(. + l)E'/.Jo V ^^'- + »1,,
9iii+i)E'h^Jr T^'-^-L'' ^^=2i(^-l)E'Ajo '^' ^^''+^'
OÙ lesK, L, M, N représentent des quantités constantes réelles. Deux d'entre elles se déterminent immédiatement ; car, pour que la valeur de î: ainsi que celles de ses quotients difféientiels des quatre premiers ordres qui figurent dans les équations (297) ou (29(i) et qu'on tirerait de l'équation ('298) ne devienne pas infinie pour r = 0 lorsque, dans cette équation (298), on introduit les valeurs précédentes des A, B, C,D, il faut que l'on ait M. = 0, N. = 0. Si donc, pour abréger, on pose
z. étant par conséquent une fonction parfaitement définie, l'expression
(') ISous navons pas besoin de rappeler (voy. ci-dessus g 16, p. 84) que dans toutes les formules de l'auteur, il y a E et r) sans accents, parce qu'il suppose ses plaques complètement isotropes, ce qu'elles ne sont jamais; et que si nous mettons E' et t)', c'est parce que nous ne supposons l'isotropie que dans les directions parallèles aux faces de la plaque, E' exprimant le module d'élasticité, E^ = Ej, de petits prismes de sa matière ayant leurs arêtes parallèles aussi à ces faces, et i)' étant le rapport, à leurs extensions longitudinales, des contractions latérales qui en résultent.
De telle sorte qu'on a (281 fl), — —^ ^ -, ai étante a — — =b ^2{-Lf'— ËJ.
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la plus générale de 4. deviendra :
Les ras de i = 0 et i = 1 exigent un calcul particulier des :, A, B, C, D. Dans ces deux cas, l'intégrale de réquation'(29G) n'est plus représentée par la forme (298) ; mais l'un a(lelogarithineélaut, bien entendu, népérien) :
ï„ = Ao H- Bor^ -1- (Go H- Do^i log r,
r^ = Ajî- + \],r' 4- t+ V log r,
qui satisfont bien à l'équation (296) avec t^„ =: 0, -{.= 0, si l'on y fait d'abord i = 0, ensuite i= \. Et, au lieu du système (209), (300), on a les suivants :
Pour i = 0,
-j^ -{-r' -y-" H-logr -j-5 +;--logr -r^ = U ; (ir (Ir ar ^ dr
2 r/Co 2 f/D„ _ 12(1— t)^^)
/•^' (/r "^ r dr ~ E'h^ ^"
et, pour i = I,
f/A, . f/lJi 1 dC, , , rfDi
r -7-' + ?■■' -r-{ J-' + r log r -y-i == 0 ;
dr dr r dr dr
f/r r/r r- dr ° dr
,. (/B, 2 dC, 1 ^/Dj ,, Or — ' + - -yi H- - -^ = 0 ; r/r /" r/r r dr
** 7F r' dv r- dr ~ lYlr- ^' ' cl l'on obtient :
'I.K r.(l-n-^)YorMl-log/') A_|^ _-^(i— y^) /'\,r.(,l_lo.,)rfr-
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._ü_, _ r.(l-Q-^)y.rnoo-r ^ - K - ^^^-'^^^' H Y r^ lo^^ /• dr ■
dr - E7r ' A,_Kj- g,^^„ j^ r./ lo„ / ^// ,
dr AWh' '
dr 4E'/r
r/r ~ E'A-' ' ^'-'^' E'/r- Ju ^'
On doit encore ici annuler les constantes M^, N„, M,, N^ pour que ni les valeurs de ;:„ et de r^ ni les valeurs de leurs quotients dilléientiels, ne deviennent infinies pour r= 0. Si, par analogie avec (501), on désigne par z^, z^ les fonctions
0= ^y,^ j— l_ Yo'-'(l-logr)^/r+r2 j^ y,r{[ + \osr)dr
+ Iog)' 1 TorY/r-f-/'-logr / y^rdr ,
I Y,rV/r — rlogr i Ti /'-(//• , les valeurs de Co > 'Ci peuvent s'écrire
^i = 2;i+KirH-Li/'^;
ensorte que, pourvu qu'ony donne à :„ 2-^ leurs valeurs (505) non comprises dans celle (501) de z., les expressions des :; sont toutes contenues dans la formule générale (502) :
Les expressions des 'C sont, de même, comprises toutes dans la formule
-;=.;+Ky+L/-;
et les valeurs de :;'. se déduisent de celles de :-. en y remplaçant v. par y;.
Il reste enfin à déterminer les constantes K, Lau moyen des conditions limites. J'admettrai que la plaque soit maintenue de telle façon que, par une sorte d'encastrement, ses éléments extrêmes restent
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nécessairement parallèles au plan primitif de la surface médiane. Alors, pour r ^= R, on doit avoir non seulement ï = 0, mais aussi
or
Ce ne sont donc pas seulement les z, z' qui doivent s'annuler, mais
encore les ~i -^r quand on fait ?'=:R dans leurs expressions. Les concir dr
ditions à remplir sont ainsi
dr
avec des formules analogues pour les z'. On en déduit les valeurs suivantes de K., L. :
"(1) ,-<'+-^'W„.„ -r(I') h->(-vU„
Pour les K', L' on obtiendra des valeurs tout à fait semblables,
a cette seule différence que z doit être remplacé par z'. En introduisant les valeurs ci-dessus dans l'expression (302) de C^, on trouve enfin, pour cette fonction, la valeur suivante, qui est complètement déterminée et qui convient même pour i = 0 et z = 1 , en donnant, bien entendu, à 2^ et à z^ leurs valeurs spéciales qui, comme on d vu, ne sont pas des spécifications de celle de 2. pour i= 0 et z =1 :
Iz. \ r' / d
^,=^.+ «;^-('+äK i-,- R-^'-
'''' 7,. = ,;2K' V 'ir 7,. = k2R'^*
I ~ ' 211'^' V^^'V,^,, 2rV^' ' ^""^'^^^
et ç'. =unc formule semblable avec des z'. au lieu des z..
^ 76. — Flexion, par un ipoids unique, d'une plaque circulaire horizontale, encastrée à son bord.
Dans ce qui précède, la soliilion du problème est ramenée au calcul de certaines intégrales qui se présentent dans les fonctions (301) et (oOr»), cl qui dépendent des forces extérieures agissant sur les points
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de rintéiieur de la plaque. Je vais maintenant considérer le cas particulier d'une plaque circulaire horizontale chargée uniquement d'un poids qui y est appliqué en un point déterminé. On peut, avec une grande approximation, traiter ce prohième comme si le poids était remplacé par une force donnée qui agit uniformément sur tout l'intérieur d'un élément cylindrique vertical, ayant une hauteur égale à l'épaisseur h de la plaque et une base très petite dont le centre est le point d'application du poids. Le cas où il y aurait plusieurs poids appliqués en des points différents se traitera absolument de la même manière; les déplacements produits alors ne sont autre chose que les sommes de ceux qui seraient produits par ces poids isolément.
Soit donc un seul poids; imaginons à sa place une force très grande C/ agissant, disons-nous, sur tout l'élément cylindrique de volume dont la base est l'élément dz de la surface médiane de la plaque; force supposée telle que C'(h s'approche d'une limite finie égale à un poids donné P; et supposons qu'en dehors de cet élément, C soit partout nul.
Si nous nous reportons aux définitions données à la fin du i? 68, p. 664, d'abord à celles (263 b) de A, B, C, forces agissant sur l'unité de volume des éléments infiniment petits en tous sens da dh dz = dz dz
de l'intérieur de la plaque; puis (264) de C'= / Cdz, le / s'éten-
dant à toute son épaisseur h; enfin de A"= / Az dz, B" = / Bsf/s,
sommes des moments des composantes horizontales A,B autour de petites lignes tracées sur la surface médiane parallèlement aux coordonnées horizontales 6, a, nous verrons que A", B" s'évanouissent, et que,
c I A " (7 ri//
dans les formules ci-dessus (295), (295 a), (295 b) , C -h ir- -h -rr doit être réduit à (7.
Nous pouvons prendre
di = rdddr,
OU nous représenter l'élément superficielle; comme un petit rectangle compris entre deux cercles concentriques de rayons r et r -f- dr, et entre deux rayons très voisins, faisant les angles 0 et 6 -f dô avec un rayon déterminé.
Voyons quelles seront, en conséquence, les valeurs des fonctions z définies parla formule (501), § 75.
Dans la composition de cette formule, il entre quatre mtégrales
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ayant les formes
I 'if{r)rdr et / ^f{r)nlr;
et les Y, ces fonctions de r définies par (295 a) comme étant les
coefficients de cos 6, cos 29, sin 0, sin 2ô dans la série
Irigonométrique suivant laquelle on suppose développée la force verticale C, sont, d'après les valeurs (295 h) qu'on leur a trouvées, de la forme
CT (9) (/ö
Par suite, les intégrales entrant dans les fonctions ;:• représentées Par (301), sont des intégrales doubles,
F {()).[ {r)rdr(h
étendues sur certaines parties de la surface médiane.
Appliquons ceci au cas présent d'un poids unique.
Comme C ne diffère de zéro qu'au point où se trouve pose le poids P, point qui peut être défini parles coordonnées polaires ?'o, 6„, et comme, en ce point, Crdi^ dO prend une valeur finie P, on voit que l'intégrale double qui précède a la valeur
0 ou P.F(o„) /■(,•„)
suivant que le point (O^, rj est à l'extérieur ou à l'intérieur de l'intertervalle où s'étend l'intégration. Or, l'intégration par rapporta 6 s'étend toujours de 0 à 2 t., c'est-à-dire sur la circonférence entière d'une bande circulaire ayant pour centre le centre de la plaque ; au contraire, l'intégration par rapport à r s'étend tantôt de Oà r, tantôt de r à R. L'intégrale ci-dessus, lorsqu'elle a pour limites 0 et r, a pour valeurs 0 ou bien P F (Oj /"(rj, suivant que r est plus petit ou plus grand que ?',j, et c'est l'inverse quand les limites de l'intégration sont r et R.
Pour avoir Jonc, en fonction du rayon vecleur r de tout point (le la plaque, les valeurs (oÜ5) et (501) de z^, z^^ z., qui y sont relatives Ici qui doivent, par substitution dans (505 (i) de la fin du § 75, fournir les valeurs des C^, K^, C,, coclficients de 1, cos 0, cos / 0,..., dans l'expressioii Irigonométrique (295 c) du déplacement verlical cberclié Ç de lout point (r, 0) de la surface médiane], on devra, dans les formules (501) et ^505) desi :
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Pour ?'<C''ü OU pour tout poiut plus rapproclié du centre que le [)oint r = )\, d'application du poids P, fairo les | =:0 et les 1 =PF (ô„) /(/•„);
Pour r >> /•„ ou pour tout point plus éloigné que le point /•= r^, faire les
r=Oetles /""==rPF(öo)/'(ro);
chaque /'(/',,) étant (particularisée pour î' = ?\,) la loiiclion de r qui multiplie les yrc/r sous le signe conservé 1 ou 1 , et F (0„) élanl, d'après les expressions (295 b) des y, page 765,
,"11 Pr \
. Pour Yo, sous les signes i ou I de (505) ou (501) -r-,
cos i o„
Pour y. (même quand i := 1^ Pour y! (même quand i=l)
TT
sin i I
En conséquence, les formules (501), (303) donnent pour les fonctions ::. les expressions suivantes :
Pour les points de la plaque où r<. r^,
( rro log r, -+- ^\ cos % ,
TzE'Il
Pour ceux où r^i\ ,
"inE'lr
,*_l_r-) logr,
(;^. +^'''olog?0 cosO„,
TvE'IV
'2i77L7i'' \^(i_.i),.'--^ (i-f-l)/-/ Kt les z[^ ( ont des valeurs semblables où cos 6^, cos iO^
z'. [ sont remplacés par sinO^, sin /Oy.
Au moyen de cela, il est facile de développer les expressions comjiletes des C. et par suite C lui-même. Après quelques calculs qui
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n'offrent aucune difficulté, on obtient les résultats suivants :
■C = Z„-|-Z, coslô — 9J + Z,cos2(0 — e„)+...+Zxos/(ô— 0J + ... (*) où, pour les points r •< r„, l'on a
„ o(l-i)'^')Pr , r' R2-r2 /r; \
{i H- 2) \V- — ir
2R'"-' et, pour ceux qui répondent à ?^> r^
^^5(l-p-^)Pr ^; R^-r« i/J_il'_i2^ jl_\
DR'-VJ
(î4-2)R^ — ir^ H z—rr^ r
(■) Puisqu'on a (295. c) p. 765, Ç = Ço4- Çj cos ö +.... + ç cos 2 6+.... +rMn&+.... + ç'. sin /O +.... et puisque les l'.et par suite [formule (503 a) de la fin du g 75] les Ç*. ne diffèrent des s., Ç. que par un facteur sinz Ôq au lieu de cos i 8q, on a bien, en représentant par Z les ç. ou les ç'. débarrassés de ces deux facteurs, l'expression
ç = Zo-j-.... + Z cos 2 flo cos Ö + Z. sin ?■ 00 sine +....=-- Zq +.... + Z. cos i(0—Öo)4-.... qu'on \icnt d'écrire.
('*) Les valeurs de Zq, Z,, Z. ont été calculées au moyen de la formule (5Ü5 a) de la fin du g 75:
Ç = , , i^iziz: ,.^- ('^) _(^+^)ii--»'%, (.A ,
en mettant, pour son premier lerme i., successivement les six valeurs qu'on vient de donner pour les ÎQ, Zi, j , dans la double expression r<; r^ et r >^ »„, en les liébarrassant des facteurs cos (i,j et cos i 0,,. Ouaiit aux deux autros termes, on y a mis uniquement les valeurs
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1 _ n'2 [ formules où l'on peut faire — ^, — =^ — » et qui, comme cela doit être,
deviennent identiques pour r =z i\^ (*).
C'est à des formules d'une telle complication que conduit un problème dont l'analogue, pour les tiges minces, passe à juste titre pour un des plus élémentaires (**). Et même, on n'est arrivé à ces formules qu'en supposant la plaque circulaire. Cependant c'est un problème sur l'importance duquel, au point de vue des applications, il convient d'appeler l'attention des géomètres-physiciens, ainsi que sur la méthode au moyen de laquelle on réussira peut-être à trouver la solution pour d'autres formes que la forme circulaire (***).
Les formules précédentes se simplifient considérablement si le point d'application du poids est le centre du disque. On a alors i\ =: 0 et il n'y a plus que le second des deux systèmes de formules, puisque r ne peut jamais devenir plus petit que r^. Dans ce cas, on voit que tous les Z s'évanouissent à l'exception de 1^, et la formule réduite à C = Z^ donne à Ç la valeur
et en faisant, dans cette formule, r =: 0, on trouve l'abaissement du centre de la plaque chargée, c'est-à-dire la flèche
_ 5(1— 1)'^) PR^ _ 5PU
de z relatives à r > r^ puisqu'il faut y faire r = R qui est la jilus grande de ces valeurs : aussi les deux derniers termes des quadrinômes entre crochets des expressions de Zq, Zj, Z sont les mêmes pour les trois premières que pour les trois dernières.
On aurait eu zéro pour les trois premiers Z'si l'on avait mis pour i, dans f y j _ et (:) _
les valeurs de % relatives aux points r«<7-o; ce résultat, entraînant Ç = 0 pour tout point de la plaque plus proche que le point d'application du poids P, eût été une absurdité.
(*) Lorsqu'il ne s'agit d'avoir que la flèche centrale de flexion de la plaque, il faut faire r = 0 dans ces diverses formules. Celles de Zj, Z^,... relatives aux points où ?'<»o s'annulent toutes, et il ne reste, pour cette flèche, que le premier terme, Z„, de la formule Ç = Zo+ Zi cos (ô — Ôq) -f ... donnant l'ordonnée ou dépression ç. Elle est donc indépendante de l'angle azimutal du rayon vecteur du point où le poids est appliqué, comme il
était facile de le prévoir. Cette valeur se réduit alors à ç = — , — 1 — -^ 1- rMog -r^ j ;
E' elle est identique à la formule {d''') de la note du § 45, page 362, si on remplace Ç. P, R, h, ,^
par /■', Q, a, 2s, aj, et si l'on supprime notre terme en y^ comme très petit du second ordre. (**) En développant les expressions entre crochets des valeurs de Zq» ^i' f' ■■ i' ^Y opt^'i'e
des réductions, et elles deviennent moins compliquées.
(*") Voir, à la fin de la Note du ,;? 75, les solutions données par ISavier pour une plaque rectangulaire, posée tout autour sur son cadre, et chargée de diverses manières.
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Elle est proportionnelle à la charge, proportionnelle à la surface du disque et inversement proportionnelle au cube de l'épaisseur (*).
§ 77. — Mouvements vibratoires d'une plaque.
A l'aide du principe ded'Alembert, on peut immédiatement déduire, des équations générales d'équilibre établies ci-dessus, les équations correspondantes pour les mouvements de la plaque. H n'y a pour cela qu'à ajouter aux forces qui agissent sur rintérieur, celles qui seraient nécessaires pour détruire les accélérations de chaque point (**).
Soient x\ y\ z' les coordonnées de l'élément dont le volume est dadbdz, et soit n le poids de l'unité de volume ; il faut, pour cet élément quelconque, ajouter les forces
~ 7. ~^7^ dadbdz , -^ dadbdz , -^-r- dadbdz ;
et, au lieu des grandeurs suivantes ('204), p. 664, qui figurent dans les équations (267) de l'équilibre intérieur, p. 668,
A' = r kdz , B' = r B'^^- ' G' =: r Ùlz ,
A" = f kzdz , B" = C Bzdi , G" = f Cidz
[') On tire encore, des expressions ci-dessus de ;■, Zq, Z,,.... Z., relatives aux points pour
lesquels r^^Q, une formule très simple, savoir celle qui donne la flèche centrale de courhure ç déterminée par une charge unique, P, posée à la distance ?•„ du centre. 11 suffit pour cela d'y laire r = 0. Tous les Z s'annulent, comme affectés de r, excepté le premier, Zoqui donne seul, alors, la valeur de la dépression ç, d'après la série ç=Zo-hZiCOS(o — 60+...
L'on a ainsi, en faisant ?•= 0 dans Z„et réduisant l si/t= 2e, ;j ;;; = a, j, la flèche
centrale :
expression qui est d'accord avec celle (d ^)-quc nous avons oLlcnue au n° 18, p. 2G2, de la Note du § -45 pour une plaque d'épaisseur quelconque encastrée au pourtour. Elle s'y confond en faisant 7-=0.
(") Ces forces (jui ont, ainsi qu'on l'a déjà dit § 14, jiour mesure les produits, pris en signe contraire, des masses des points ou élénjenls matériels par leurs accélérations, sont, comme on sait, ce qu'on apitelle aujourd'hui les inciiics de ces points ou éléments. On doit à l'oncelet d'en avoir introduit la cousidéralion d'une maniéie élémenlau'c et simple dans les Cours de mécanique pratique, en montrant par quelques faits sensibles qu'on peut les regarder comme lorces et les admettre au mémo titre (|ue les autres dans les équations, ce (|ui disjiense d'invoquer dans ciia(]ue question le piiucipe dit de d'Alembert, sous un énoncé obscur et autre que celui qu'il en a donné ilans ssa Uijnaiiùquc.
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on devra mettre respeclivement
A'-irç^,,,, B'-?r$|:rf., c-'^f^ä..-
(j J et' g J (t- 7 J c i-
g J et- gj ci- g J c t-
les intégrales étant toujours étendues à toute l'épaisseur de la plaque, c est-a-dire de t = — - a ;• = -i- -• Si ;, a, <; désignent, après les déplacements, les coordonnées d'espace, ou rapportées aux axes tîxes des x', ?/', ;•' du point de la surface médiane qui est pris (§04, p. 652) pour l'origine [x = ^, y = 0, :=0^ des coordonnées mobiles x, y, ides points de l'élément dont il fait partie, on aura pour les coordonnées du point situé à une hauteur :• audessus de celui-ci, et supposé appartenir à l'élément considéré de la plaque :
x' = ; -f :• cos i.T',z) , ij' = g -h z cos {g',z) , ;.' = : + ; cos (z',z} ;
ou, vu ce que signifient a, S,-; (mémeg 64), les expressions suivantes, qui ne sont autre chose que les expressions (^ôl), p. 655, où l'un fait x = 0, !/ = 0, tîl où l'on néglige les v, v, iv comme d'ordre supérieur de petitesse :
Les six expressions écrites ci-dessus prennent ainsi les valeurs suivantes :
g ct-^ g et- Q et'
ïiJr c'a ^„ nh'' c'^'^ ,_n/r"£2I
1% et- ['zg c î- llg c t-
En introduisant ces expressions dans les équations (267) à la place de A', B',.... C", on obtient les équations les plus générales du mouvement de la plaque.
Dans ce qui va suivre, je ne considérerai que les petits mouvements exécutés par une plaque perpendiculairement à son plan, lorsqu'elle s'écarte peu de sa position d'équilibre. On peut toujours supposer qu'aucune force perpendiculaire à la plaque n'agit sur son intérieur; car, d'après ce qui a été dit au § 14, les vibrations qu'un corps exécute autour d'un état d'équilibre quelconque qui résulte de l'action de forces extérieures, sont exactement les mêmes que celles qu'il exécute-
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rait autour de son état d'équilibre naUirel. Ou admettra simplement, en outre, que les équations du mouvemenl, comme les équations correspondantes de l'équilibre, sont linéaires pour de petits déplacements. Cela se voit pour les équations (280), p. 685, qui définissent les déplacements et, par suite, les vibrations des points de la surface médiane de la plaque dans son propre plan, et pour les équations (281), qui définissent leurs déplacements ou vibrations perpendiculaires au plan delà mêmesurface, lorsqu'on y considère seulement la grandeur?. Mais on voit aussi que les déplacements de la plaque dans son plan influent sur ces dernières, puisque les coefficients des équations (281), p. 680, propres à donner les vibrations perpendiculaires dont les ? sont les amplitudes, contiennent les déplacements parallèles ?, y;. Les vibrations perpendiculaires à la plaque ne sont donc pas les mômes lorsque la plaque est soumise à des déformations diverses, parallèlement à son plan ; elles deviennent différentes lorsque, par exemple, la plaque est soumise tout entière à une certaine tension uniforme comme on l'a supposé en établissant l'équation (282), où ?,j représente la proportion de I-a petite dilatation î)^^ =z c*^/|ue produit cette tension! dans toutes les directions parallèles à la surface médiane.
Dans l'étude des mouvements tranversaux des plaques, je considérerai deux cas. Le premier sera celui où la plaque, tout à fait libre, est abandonnée à elle-même, cas sur lequel l'altenlion des mathématiciens et des physiciens a été appelée depuis longtemps. On sait en effet que, lorsqu'une pnrcille plaque vibre de manière à produire des sons parfaitement purs, il se forme certaines lignes, appelées lignes nodales, qui ne prennent pas part aux mouvements, de même que font les points nodaux d'une corde vibrante. Ces lignes peuvent être rendues visibles par l'expérience connue qui consiste à répandre sur la plaque du sable fin qui s'accumule sur les lignes nodales et forme ainsi des figures variées, le plus souvent courbes, appelées figures sonores [Klang ßguren). Jusqu'à présent, ce n'est que pour des plaques circulaires que l'un a pu, d'après les travaux de Kirchholï, déterminer analytiquement ces lignes; cette forme de plaques sera donc la seule à laquelle on appliquera ce qui va être donné.
Le second cas, dont la solution est ordinairement dédnitedela théorie des corps parfaitement flexibles, sera celui d'une membrane fortement tendue, fixée par son bord et exécutant de petites vibrationssous la double influence de son élasticité et de la tension à laquelle elle est sonmise. Dans ce cas aussi, je supj)Oserai la forme circulaire. J'obtiendrai des résultats différant un peu de ceux qui ont été trouvés comme on
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vient de dire au moyen de la seule théorie des corps parfaitement flexibles, de même que plus haut (g 61 ) ,j'ai trouvé, pour les cordes vibrantes, des résultats différant de ce que donne la série simple des sons harmoniques, à laquelle conduit la liiéorie ordinaire qui suppose aux cordes une flexibilité parfaite sans résistance à la flexion.
^ 78. — Figures sonores nodales d'une plaque circulaire libre
mise en vibration.
La théorie des figures sonores d'une plaque circulaire mince se rattache très facilement aux considérations du § 75, et en particulier à l'équation (295), p. 765, qui donne implicitement la loi générale des déplacements perpendiculaires à la surface médiane, exprimés en coordonnées polaires.
Revenons, pour un instant, aux équations (281), (282), p. 686, 688. Lorsqu'il y a mouvement, on doit, dans ces équations, remplacer C, A", B", par
g dt'' l'IgcC' ' \'2g è't''
et comme, d'après les §§ 72, 75, on a, pour de petits déplacements,
CCS {z,x') =a. = — (j, = —-~; cos {z,g') = '^ = (j^ = — ^., Ç)
(*) On trouve en effet, au § 72, équations (278), p. 682, ~ = q^-/ — rj-/^ + ^^^ ■/[ ; ^ =
= q-/ — Çj'/ -\- g;-/ +9///',, OÙ C' est ce que nous appelons ici Ç, car, p. ßSl, on prenait î = Ç' 4- !;", Ç' étant une valeur de Ç de première approximation, ou un déplacement changeant la surface plane de la section médiane en une surface de'veloppable qui, dans la question présente, est son plan primitif lui-même, en sorte qti'on a Ç' = 0. Ensuite on a •/ = y = = cos(:-, :■') = 1 sensiblement, et, à la même approximation, y' = yj = cos (a-, ;') := 0; y'^ =
= y2 = cos {y, z') — 0. Donc, sensiblement -~- = q.y, -~ = — qi, ce qui résulte également
des équations (279), p. 682, et des équations (280 «) et (280 b) du commencement du § 75, p. 681. Or on a, 5' et 6" équation (276 t), «" = qic.'^ — q-2cx.[ ; ß" = q^ ß', — q-2^'^ ; ou, en remplaçant a", jS" par a, ß, et a', = cos [y, x') ß'^ = cos {x, y') par zéro, et a'^ = cos (.c, x') ainsi que ß'_^ =
= cos (y, y'] par 1, x = — q^, (3^(/i, ce qui démontre les deux égalités a=z ^,
ß^: — -^ que vient de poser l'auteur en se'contentant d'invoquer les §§ 72 et 73.
Mais, sans toute cette analyse ni ce retour à des paragraphes antérieurs, on peut remarquer que -y- Aa est la quantité dont deux petites droites parallèles aux :•, distantes de A«
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les expressions ci-dessus deviennent :
f \" R" Les deux combinaisons C + -r— + -rr et A" cos/>+ B" sin p que
( a cb ^ ^ ^
l'on icncontrc dans deux des équations (281), et ensuite dans celle (282) de la fin du § 73, deviennent les suivantes, dont la seconde n'entre que dans celle des deux (281) qui est relative aux points de la surface latérale, et où nous avons éprit, comme dans un paragraphe de la pre-
mière partie, au lieu du binôme-;^ cosy; H- 7-7 sin /j, la dérivée ^ du
déplacement l par rapport à la normale n à la périphérie de la section médiane :
. ^a "^ ^^è (j t^P \^ 12 U«^ cb') \ '
et A cosy. + B sm ;. H- ^ ^^ (^ j .
Dans le cas que nous considérons, aucune force extérieure n'agit ni sur l'intérieur, ni sur le bord du disque. Aucune tension, non plus, n'est communiquée à ce disque, de sorte que les déplacements longitudinaux i^-q n'existent pas, et que les C, A", B" se réduisent à ce que nous venons de leur ajouter pour tenir compte des inerties, ou que les deux expressions qu'on vient d'écrire doivent être réduites à leurs derniers termes. D'après cela, les trois équations (281), où il faut, encore, faire 11" = 0,V"=0, W' = ü, sc transforment dans les trois suivantes, dont la première remplace aussi celle (282) de la fin du g 73 et où l'on pourrait faire, d'après les formules (x), {z) de la note du § 16, 1-— n'2 1 2f 2f
Tune de Tautre, et, coupant l'une cl r.iutre l'axe des a ou des .r', ont glissé l'une devant
Tautre dans les déplacements des points de la plaque; que, par consé(luent, -~ est le petit
angle dont a augmerité l'angle droit primitif des petites lignes parallèles aux z et aux x' ou aux fi; ce qui est bien la valeur, prise en signe contraire, de a,, cosinus de l'angle de l'axe
fixe des x' et de l'axe mobile des : après les déplacements: et, de môme, ^ doit être égal
il — j5. Donc, etc.
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[Ja' ^ ^a}[¥
cb' E'h'g
Cette équation doit ôlre satisfaite en tous les points du disque, et les conditions limites suivantes s'appliquent aux points de la périphérie :
(1—9') '^,sin'>+ ^^^cos->+2^^siny> cosy;
[_( 0 cd'' CCLoO
+^'(S+fc)=«'
ai h
cos- p — ;;in-/;)
on Xca-
E'fj
On pourrait, dans ces équations, négliger les termes multipliés par h-, si ces termes ne contenaient pas précisément les quotients différentiels les plus élevés. Comme il peut arrivei', et comme il arrive en effet dans certaines circonstances, que ces quotients différentiels du second ordre contiennent des facteurs très grands, il est nécessaire, pour ne pas restreindre l'application des résultats, de conserver tous les termes.
Lorsqu'il s'agit d'un disque circulaire, il faut introduire les coordonnées polaires r, 0; les conditions limitcsdoivent ôlre remplies pour >' = R, et les éléments dn, ch de la normale et de l'arc de la périphérie doivent être remplacés par dr et rdd.
Il est facile de donnera toutes les autres expressions la forme qu'elles prennent lorsqu'on dil'férentie par rapport aux coordonnées polaires. On a déjà trouvé au § 75, comme particularisation d'une formule générale de changement de coordonnées rcctilignes en coordonnées curvilignes orthogonales la relation (294 rf), p. 764,
r cT
pouvant être obtenue aussi d'une manière facile, par différentiation de fonction de fonction, au moyen des formules (162 a) de la première partie, § 44, p. 520,
a = rcosO, ^ = vsinû,
i)a [h . 1 ta . 1 ih
— == cos 0 , 77: = sin o , - ^~= — sni o , - 7^ = cos o ,
o'r cjr Fa
cos 0,
er r cd "" ' r é 0
6 0 sin 6 or . . (5e cos 6
( a r cb cJb r
qui donnent, avec non moins de facilité :
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ta"
JA
"~ = ~ COS- 0 4- -^^ sin 0 cos 0 H- -^y-, sin- o ,
rcB
~ sin 0 + -^ cos 0 , oa ôo
^aê)b
ainsi que les autres relations posées vers le commencement du § 75, à savoir (204 e), page 765, pcrmetlant d'exprimer toutes les combinaisons entrant dans les équations précédentes (505 c) qui, en faisant, pour abréger,
E'(jh'-
ou
^ifß'
prennent alors les formes définitives suivantes, si l'on remarque que, pour les points de la périphérie, il faut prendre p=^, en sorte que le trinôme et le binôme entre crochets des deux dernières (505 c) ne sont
autre chose que les valeurs qu'on vient de trouver pour -^ et pour
cJrXrc^ c^\r c)i
^-^ I ; enfin, que le ^^- et le ^ , toujours à la
en
périphérie, peuvent être remplacés par — et par-^:
' En un point quelconque :
or"
et à la périphérie, les deux conditions
ti_,yf^ r,-,y \_
pour
ou 1) — I .
Kxaminons maintenant les dilTérenlcs espèces de vibrations qui peuvent se produire dans la plaque. D'après les principes généraux expo-
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ses dans le § 19, à l'occasion de la recherche des vibrations d'une sphère, p. 119, expressions (59), chaque son isolé produit par la plaque peut être exprimé en égalant 4 à une fonction des coordonnées, mullipliéc par cos ht -ou par sin /./; et alors la quantité h est déterminée par une équation transcendante dont les racines, en nomjjreinfmi, donnent les différents sons qui peuvent être rendus par le corps, un simple examen des équations (50i) montre que la fonction des coordonnées dont il s'agit peut être exprimée par une série des sinus et des cosinus de multiples de 0, dont chaque terme est multiplié par un cocflicient ne dépendant que de r et pouvant être calculé indépendamment des auties. En d'autres termes, la fonction Ç peut être mise sous la forme :
A CCS m 0 CCS /.• t H- B sin 7?i0 cos /.• t
mu mil mil ma
■ C cos m <> siii /,■ f H- D sin m o sin h, t
où //i, et l'indice n de l'ordre de racines dont on vient de parler, peuvent représenter tous les nombres entiers possibles de 0 ou de 1 jusqu'à l'infini, et où les A-,,^^^ sont ces racines de l'équation transcendante qui sera établie ultérieurement. Les A, B, C, D ne sont fonctions que de r. On peut voir immédiatement que lorsqu'on substitue cette valeur de ? dans les équations (504), aussi bien dans la première, applicable à tous les points, que dans les dernières, applicables seulement au bord de la plaque, elles donnent, affectés des quatre produits de cosinus et de sinus, des polynômes identiquement de la même forme en A ^ , qu'en B^^^^^, ou en C,,^,^, ou en D^^^^^, ce qui lient à ce que les dérivées par rapport à 0 et à ^ ne sont que d'ordre pair. On en conclut que A , ^mn-> ^'mn' ^mn P^uvent êlrc permutés les uns dans les autres sans cesser de satisfaire à ces équations (504), et que par suite ils sont égaux à une même fonction de r multipliée par des constantes arbitraires différentes ; de sorte que C peut être mis sous la forme
(oOo)
a COS ni 9 COS k t-T- ß sin m 0 cos k t
mil mil "mil mn
+ r ces m û sin k t-\- o sin m o sin k t
1_ ma ma ' mn mn
OÙ R^^^^^ désigne une fonction de r, et les a, ß, v, $, des constantes arbitraires.
En introduisant cette expression dans la première équation (504), on obtient d'abord pour déterminer R^^^^^ l'équation générale
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(PR 2 (im 1 4- 2?«- cr-H 1 + '■2m'- dR m' — i
k^ r h' /dm dR ni'R \1
et des deux dernières équations (504) on déduit les suivantes
à satisfaire pour r = R
dm (\ dR m^ \
' \ I- ii'i^ 'vi mil I
(507) dr' ' \r dr
d /dm ïdll \ /2-n'dR o-n' \ h'k' dR
.\ ,l..î ' „ ,1.1 \ >.2 ^i.. ,.r. mil I
H mn
\di\ dr- r dr / \ /•- dr r^ »'"/ 12«'^ dr
La première de ces trois équations permet de trouver facilement les expressions qui conviennent pour R^^^^^, que l'on peut se figurer développé suivant les puissances ascendantes de r, commençant à un degré quelconque ; on peut donc essayer pour R^^^^^ une expression de la
forme
On n'a, dans celte série, posé que les puissances de r croissantes de deux en deux, ce qui est justifié par le résultat. Si, en effet, l'on introduit cette série dans l'équation (506), et si l'on égale deux à deux des coel'ticients des mêmes puissances de r qui se trouvent dans les deux membres, on obtient la suite d'équations :
[(i + 2)^ -m^] {i^-rn^) C. = - ^ (z^ - m^) Go,
La première de ces équations donne immédiatement les valeurs de î admissibles pour le développement en série; il en y a quatre qui sont
Mais, quoi qu'il laillc tenir compte de toutes (juaire dans la composition de la valeur de s, on voit de suite qu'il suilit de considérer les
§ 78. VlliRATIONS, FIGURES OU LIGNES NODALES. 787
deux premières i=:)n et i = — »i, puisque les deux autres conduisent évidemment à des séries comprises dans celles qui résultent de l'adoption des premières.
Les valeurs i=zm,i= — m présentent cette propriété remarquable qu'elles satisfont identiquement, non seulement à la première d'entre les équations dont les quatre premières viennent d'être écrites, mais encore à la seconde. En les adoptant, la constante C„ et la constante C, peuvent élre laissées arbitraires, et les autres se déduisent successivement des valeurs admises pour celles-ci. Par conséquent, aussi bien \)ouri=m que pour i= — m, on obtient des intégrales avec deux constantes arbitraires; et leurs combinaisons forment la solution la plus générale dont soit susceptible l'équation (500).
Mais on peut aussi laisser de côté la valeur /= — m. Car, pour cette valeur, la série contiendrait des puissances négatives, et par conséquent ne serait pas applicable au cas où, comme on le suppose, le corps considéré contient le point r=0.
Lorsque m = 0 ou m=r:l, les quatre valeurs )ii, — m, m -h 2. — m -f- 2, susceptibles d'être prises par l'exposant i de r dans le premier terme de R^^^^^, deviennent égales deux à deux, et ce cas exige une mention particulière. Les quatre intégrales trouvées par la méthode qui précède, et dont chacune répond à une valeur de /, sont alors égales deux à deux, et ne peuvent plus représenter la solution la plus générale de l'équation différentielle (506) ; mais les intégrales que l'on pourrait obtenir autrement contiennent logr, qui devient infini pour r=0; et par conséquent ne peuvent convenir à la solution cherchée.
Si, dans les équations précédentes, on introduit la valeur i=m, on a le système suivant pour la détermination de C,, C.
'iim-r-^k' h' k'-
0 = 16.2. 3. (m + 2j (m -ho)C,-\ . , '"" C, — -^C, ,
5 (»i4-5i k^ II- k-
Lorsque l'on pose, / étant un noaibre entier quelconque plus grand quezéro,
.' 1.2 j.{)n-^\)[m -+-'-l}.....{iu-j-J}
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toutes les équations précédentes se réduisent ù une seule,
Ott' ««'*
qui sert à déterminer p. Cette équation du second degré a pour racines
où la constante«'* est toujours donnée par (305 rlj «* = j~- •
On peut donc composer C. de deux termes ayant chacun la forme ci-dessus, et pour coeflicients l'une de ces deux racines ; en d'autres ternies, si l'on appelle p^^^^^ et q^^^^^des quantités égales à ces mêmes racines prises avec un signe contraire, ou si l'on pose
¥ ¥ I k'- /k' Il
96«'* V iö«* ' V'je«'' (507 a
Il A / mn
W* "~ V iö^*
■l mil fw; , V \/ I iî „i •"
tini ^^ 4 / mil ,_ / uni I
dételle sorte que q désigne toujours un nombre positif, ci p ^ un nombre négatif, l'expression la plus générale de Cj sera la suivante, qui contient deux constantes arbitraires Jb, 3J :
., __i yj '^Piiii-^^<i,i .
^' ' 1.2.....j(m + l)(mH-'2) {m-+-j}'
et, par conséquent, en attribuant aux deux constantes Ai, S, ainsi qu'à celle C,, dont la valeur n'est pas donnée par cette expression, des formes plus propres à obtenir une formule symétrique, à savoir en faisant :
^ = Kii is/pf ' y^ = \ii W7j)" . c„ = A,„,, (v/;-)'" +li,„„ {^7jf ,
la valeur la plus générale de R^^^^^ applicable au cas qui nous occupe est :
(o08) /{ =A (p (,V/7~)-i-B m (/Vv~),
OÙ la fonction cp,,^ d'une variable (juclconque X est représentée par la série
(509) ç„, (\) = X'" ^[ - i-j~:pr) ^ \.±im + \).{m-^V ~ ' "
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11 reste à introduire cette expression de /î,,,,^ dans les équations de condition (507). Si, pour simpliticr, on représente les quotients différentiels des fonctions 9 par des accents, la première de ces équations devient :
0 = A.„ j p„f, (R v-ö + 2^ ç;.(n ^]rj-'^ <p,„ (R s/iT) i+
Elle donne entre les deux coefficients A, B des mêmes indices m,n une relation qui se trouve satisfaite en posant :
Si l'on forme enfin la dernière équation de condition (507) et si l'on y remplace les A,B par les valeurs ainsi trouvées, on obtient l'équation :
Cette équation ne renferme plus d'autre inconnue que la quantité k^^ entrant dans p,„,,,7,„„- C'est donc l'équation qui servira à déterminer les valeurs diverses de k^^^^^ ; équation transcendante, en ce que les ç, ç', <p", ?'" sont autant de séries d'une infinité de termes. Ses diverses racines donnent toutes les vibrations simples possibles, dont la combinaison ou superposition compose le mouvement vibratoire total.
Ce n'est qu'en apparence que, dans cette équation, figurent les racines carrées de p^^^^^ et (j^^^^^ ; car, eu égard à la forme (508) delà fonction ?^,^, toute l'équation qui vient d'être écrite est divisible par f^/p \>>\ (jq~y"- En effet, les quatre polynômes entre crochets ont tous leurs
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termes divisibles respectivement par r'--^(v/7>)'\R'''-"-(v/7)'%R'''-'(\'7)'''. R"'~'(v//>)"' »Le quotient du premier membre par Ii'"'~''(v'p)"' (v^)'" forme la partie essentielle de l'équation : elle est rationnelle en P,„„^ 7/„« et n'offre plus que des produits de séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 0, 1, 2.... àeT\-p^^^^^ et R"'/,„,j.
11 y a plus : comme l'équation, ainsi réduite, est identiquement satisfaite par p^^^^^ = (j^^^^^, son développement doit être divisible par
C) i / ">" I 1 tun \ ;
en sorte que tous ses termes ont pour facteur commun ce radical, demi-différence des deux valeurs de ry^^^^^ et p^^^^^. En retirant ce facteur, tout ce qui restera de l'équation développée, où l'on aura mis pour p^^^^^, q leurs valeurs (507 a), devra se trouver affranchi du même radical, c'est-à-dire ne contenir plus que son carré ou la quantité sous le signes/ .En effet, le premier membre de l'équation précédente change de signe lorsque l'on y permute p,„,^ et q^^^^^; le facteur q,„,—p„,„ qui l'affecte, change également de signe par cette permutation, qui revient à changer le signe du radical; le premier membre, débarrassé du facteur q — p . ne doit donc pas être modifié par un changement de
signe de i / ^ '""^i — "-V ) • cette quantité qui entre dans les va- V 16«' \ 96«' /
leurs àep^^^^^ et q^^^^^ ne devra donc, toutes réductions faites, subsister
dans l'équation transcendante ci-dessus qu'à des puissances paires.
L'équation dont nous parlons contient donc son inconnue k engagée
seulement d'une manière rationnelle^ et, aussi, avec des puissances
paires seulement. On démontrera plus loin que cette même équation
ne donne, pour les /'^'',„„. que des racines réelles et positives, et par
conséquent, pour les A:^^^^^, eux-mêmes, des valeurs réelles seulement.
Si l'on connaît toutes les racines de cette équation transcendante, les
facteurs iî^^^^p fondions de r, se trouvent aussi complètement connus,
et tout dans 'C est déterminé, à l'exception des constantes a, S, y, S. Ces constantes se déterminent au moyen de l'état initial de la plaque, ainsi qu'on le dira plus loin; mais le caractère général de la solution du problème n'est pas moditié par les valeurs particulières qu'elles peuvent acquérir dans chaque cas.
Revenons aux vibrations isolées ou simples. On peut, dans l'équa-
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tion franscendante, considérer —^ comme l'inconnue. Désignons
par --^^^ , --^^^ , la série des valeurs que doit prendre cette inconnue
pour satisfaire à l'équation. Les nombres t ne dépendent plus que de // et de II, c'est-à-dire des dimensions de la plaque et du facteur relatif à l'élasticité que nous avons désigné par 9'. Pour les racines les plus petites, on peut même négliger les termes multipliés par Ir{*)\ les nombres - devieiment alors inversement proportionnels à R-. C'est sous celte forme que Kirchhoff a établi cette équation; toutefois, pour les racines très grandes, les termes multipliés par h- qui sont aussi multipliés par r acquièrent une influence appréciable. Les nombres de vibrations des sons qui peuvent être rendus par le disque sont
les différentes valeurs de -^, c'est-à-dire les nombres
D'après ce qui vient d'être dit, les rapports de ces nombres de vibrations ne dépendent, abstraction faite de m, que du coefficient ij' et des dimensions du disque. El même, pour les sons les plus bas, ces rapports ne dépendent que-de 9'; et, par conséquent, pour toutes les plaques dans lesquelles ce coefficient a la même valeur(**), les différents sons harmoniques seront dans un même rapport avec le son fondamental.
Le son fondamental est défini par le nombre de vibrations ** '"'Sou,
en mettant pour «' sa valeur résultant de (505 d), page 784 :
(*) Alors, comme ^ '^'"" { = -^ ^^Ji+i ^J!^ ) on prendra simple-
'»«nt P„,^=-q,„, = 4^' -4- = '69-„,„ > — i^;p— = 5 r,nn^'^'- ^I" *'" Pourra. PO^r les plus petites Taleurs de q-^^^^^ ^ négliger devant — 1 — m- (2 — i)') dans les deux parenthèses de l'équation transcendante.
(") C'est-à-dire, pour toute plaque solide complètement isotrope, ou seulement d'égale élasticité dans les sens parallèles aux faces, et pour laquelle il y a le même rapport entre les modules d'extension et de glissement que nous avons appelés a, et f, puisqu'on a,
f Note du .^ 16, p. 85, formules {x), 9' = 1 — 2 — .
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Ce nombre de vibra lions par seconde est directement proportionnel à l'épaisseur // du disque, et à la racine carrée de ce module d'élaslicilé ai que nous avons dit être propre aux plaques (n" 16 bis, p. 85 de la note du § 16, ou § 59 form. 129 a, p. 500, etc.), de sorte que la hauteur du son fondamental augmente avec ces deux quantités. Ce même nombre est, à cause de -^,^ , inversement proportionnel au carré du rayon R de la plaque, et à la racine carrée du poids spécifique n
de la matière, ou de la densité -; c'est-à-dire que, toutes choses
d'ailleurs égales, un disque d'un plus grand diamètre ou plus dense
donnera des sons plus bas.
Mais ce n'est pas une seule et unique série de sons que le disque peut ainsi produire; il y a, au coniraire, une intinilô de séries de ce genre; elles correspondent aux diftérentcs valeurs du nombre entier m que l'on peut introduire dans l'équation transcendante ci-dessus. Ces différentes séries de sons se distinguent les unes des autres absolument de la même manière que les différents sons d'une corde, parla position différente, dans le disque, des points qui pour chaque son ne prennent pas part au mouvement et qui constituent les lignes nodales de ce son. Les mouvements isolés étaient représentés [équation (505), page 785], chacun par une- expression de la forme suivante, Ç étant toujours le déplacement dans un sens perpendiculaire à la plaque, au temps t, du point déterminé par les coordonnées polaires 0 et r, dont R est une fonction :
inn
'C=:CR cosî??OcosÂ; t.
Si donc on veut trouver les points qui, dans le mouvement, répondant à cette équation, restent en repos, ou dont le déplacement 'C, est nul quel que soit le temps t, il faut poser
R CCS wio = 0 ; c'est-à-dire
coswO = 0, ou bien B =0.
mil
La première de ces équations fournit pour 0 la série de valeurs
TZ On ^TT (2m — 1 ) t: _
'2in ' 2m * 2»i ' 2m '
donnant, pour chaque valeur du nombre entier m, des lignes nodales qui sont des rai/ons formant enirc eux des angles égaux. Dans ces mouvements, le disque se divise donc en forme d'éventail, en m sec
§ 79. — VIRRATIONS d'ijnr memrra.ne c.ircci.aire. 705
teurs dont, chacun vibre séparément des autres. Les lignes nodales formées par ces rayons sont communes à toutes les racines de l'équation transcendante correspondante; elles constituent le caractère propre de chacune des séries de sons, en nombre infini, dont il a été question plu5 haut.
Et ce résultat est identiquement le même lorsque, dans l'expression des vibrations isolées, on remplace cos 7n0 par sin mO.
Outre ces lignes nodales, communes à tous les sons d'une série, il en existe d'autres qui sont différentes pour chacun des sons de chaque série : ce sont des cercles concentriques dont les rayons r doivent être calculés en résolvant par rapport à r l'équation
fi =0,
et qui, par conséquent, dépendent en môme temps de m et de la racine k de l'écfuntion transcendante ci-dessus (*).
§ 79. — Vibrations d'une membrane circulaire tendue.
Les vibrations d'une membrane tendue se distinguent de celles que nous venons d'étudier, en ce que, dans l'équation générale déduite de (282), § 75, page 688, il faut conserver le terme en T ou en S^, dilatation qui dépend, (282 a), de cette tension générale T à laquelle on a supposé, en établissant cette équation, que la plaque était soumise dans toutes les directions parallèles au plan de sa surface médiane. Comme, cette tension étant appelée T, on a, ainsi qu'il a été vu alors,
'^Q^= — 177^ T = — — — -7., le terme à conserver est
12(1— î)'-')T /^-'ç ,5-'ç\ \^>J [BK BH
Si donc on pose
12(1— ly 2) T 12T
et si l'on se rappelle qu'en introduisant les coordonnées polaires r, 0 au lieu des coordonnées rectangles ordinaires, on a trouvé [p. 764, form. (294f/)l
(*) Poisson avait obtenu seulement les lignes nodales radiales.
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il faudra, au premier membre de la transformée de l'équation ('282) qui est la première (504), § 78, p. 784, ajouter ce trinôme multiplié
par — —, ce qui donnera au lieu de (282) la suivante : M)
■ «* lut- A'iêV- V^r2"^r^r^r^^'9V J*
Les conditions limites changent en môme temps. Dans ce cas, en effet, le bord de la plaque n'est plus libre, mais il est soumis aux forces nécessaires pour le rendre immobile, sans toutefois être soumis à des moments de rotation, puisque nous ne supposons pas que les derniers éléments de la surface médiane soient maintenus dans une direction invariable. Les forces appliquées au bord sont donc simplement des tractions perpendiculaires à la face médiane. Des deux équations de conditions limites (281), p. 087, la dernière sert à déterminer ces forces nécessaires pour produire l'immobilité, il n'y a pas à s'en occuper ici; la première, au contraire, fournit une condition résultant de ce que U" et V" doivent s'évanouir. Cette condition a déjà été exprimée page 784, § 78, formule (504), et elle a été mise sous la forme
A cette condition s'ajoute celle qui exprime que tous les points de la périphérie sont immobiles, c'est-à-dire qu'en chacun de ces points on doit avoir
(313) ï = 0, pour/- = R.
Si maintenant on examine les équations (511) à (515), on voit, sans aller plus loin, comme on l'a fait dans le paragraphe précédent pour la plaque vibrante, que l'état général de la membrane vibrante peut être représenté par l'équation
r — V V /J / «,.„. «^os m6 cos A- « + 3 sin mO cos k t \ + y cosvtHslnk ^H-ô siu 7n0 sin A: t
^ ' mn mn mn mn
OÙ les a, 6, Y, 0 sont encore des constantes, mais où R est une autre fonction de; r que dans le cas précédent. En introduisant cette expression dans les équations (511) à (515), on obtient des équations suffi-
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santés pour déterminer R . L'équation (511) donne d'abord la suivante, ne différant de celle (506) que par l'addition du terme affecté
de — et qui doit être remplie pour toutes les valeurs des r :
(oU) cPR t> (Ni I + 1> m' (PU 1 4- '■l m'- dli m' — im'
nui , mil nui . ' nui , n
dr' r <lr r- dr r dr /'* '""
1 A/^7} idn m' \ k' - h' /d'Ii \dR m' \1
b\~d?~ r~dF r^ ""'/«* L ""' \A <lr' r dr r' '"" J S
et les équations (512), (513) donnent les suivantes :
/ d'R /[ dR m'- \ \
1 nui 1^ / / mil 1} \ A J
(315) I ~di^ ^ ^ \} IF ~ V' ""'/"" ' [poiirr = R. f R =Q. )
\ mil '
Pour satisfaire à l'équation (514), représentons-nous comme nous avons fait pour celle (306) p. 786, li développé suivant les puissances ascendantes de r, sous la forme
Si nous introduisons celte valeur dans l'équation (314), et si nous égalons les coefficients, dans les deux membres, des mêmes puissances de r, nous obtenons pour la détermination des C le système suivant ;
/ 0 ^ (e2 _ m^) [(i — 2) -2 — m^j Co , 0:=[(?:-f 2)^-m^] (zä_m^)Q + (z^-m^) (^ J _i^ C„ ,
(516) 0=[(/-f-4)^-m^][(iH-2)^-m%4-[(.>2)^-m^] (!^^:-i,^ ^
Ces équations ont tout à fait la même forme que celles du paragraphe précédent, p. 786. En faisant les mêmes raisonnements, et en désignant par ? la série (509) introduite à ce paragraphe, on trouve absolument de la même manière que ß a la forme (508),
R =î o (r\/lJ~)4-B <p {r\/q~);
mn mn'm ^ ' nui' ' miOni ^ ^ ^nin' ^
OÙ
h'-k^ i 4 / kl fh'k^ 1 X^'
n 233: mil i 4 / mn
^""' "96;,^ 86-^"^ Vl6«'* "
Lorsque l'on a ainsi la forme générale de R , l'application des conditions limites ne présenta plus aucune difficulté. La seconde équation
(515) (/? ) =0 donne:
()==:A 9 (Rv'/r)+B 0 (^sJTr);
mirin\ * ' mu' ' mn'm \ ' hnn' '
et l'on peut poser, pour satisfaire à cette relation entre A et B :
A = 0. (n \/^) ; B = — o (R vZ/T") ;
mn lin ^ ' ■'m;;' mn m ^ '' m«'
ce qui donne à iî sa forme définitive
(517) n =9 fR\/ô? (— îV/~)— ° f'— Rv//~)= (r\/'r~)-
^ ' mn ^m\ ^ lmnrm\ ^ ' mnl 'mX ^ i mn' 'm\ ^ linnl
La première des équations de condition (515) à la périphérie devient alors :
^m (P^ V7.„) I — ^îp — + n- — M —
P iRi/^^ \ • ^m ^ ^ 'mn' ' ^ m, ^ v Imn' \ — f).
équation transccndanle, dont les racines, par les valeurs des k qui leur correspondent, donnent les diverses vibrations isolées ou simples qui peuvent se produire simultanément dans la membrane.
Abstraction faite du changement apporté à l'expression do R et à l'équation transcendante, le problème actuel est manifestement le môme que celui qui a été traité dans le paragraphe précédent pour une plaque élastique libre. 11 n'est donc pas nécessaire de répéter ici ce qui a été dit au sujet des diverses séries de sons et les lignes nodales (*).
(') De niL'ine que pour la corde vibrante, le prohlômc de la membrane vibrante se traite ordinairement en la supposant parfaitement flexible. Cela revient, après avoir fait disparaître le dénominateur E'/r- du second membre de l'équation différentielle (282) de la fin du s^ 77>, p. GSX, à néfîliKer ce qui reste affecté de ce produit E7t"' mesurant la résistance à la flexion, qu'on suppose nulle; c'est-à-dire effacer les termes du quatrième ordre, qui sont les trois premiers de cette équation. Elle se réduit de cette manière, en effaçant aussi, comme
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L'introduclioli des coiidilioiis résultant do l'état initial se fait aussi de la même manière dans les deux problèmes. Avant d'aborder ce point, il faut établir une formule intégrale pour les fonctions li, et cette for. mule peut se déduire comme cas particulier d'une autre plus générale qui montie en même temps que les grandeurs /i sont nécessairement réelles. C'est ce qui fera l'objet du paragraplie suivant.
§ 80. — Réalité des racines de l'équation transcendante, et, comme conséquence, périodicité nécessaire des mouvements. — Preuve que les problèmes d'équilibre de la plaque sont déterminés. — Calcul des constantes des expressions des déplacements '^ pour satisfaire à un état initial donné.
Pour terminer celte étude des mouvements de la plaque, il reste à montrer comment peuvent se calculer les coefficients a ,6 , v , b
■■■ mti mit ma wii»
en prouvant, dabord, que les équations transcendantes auxquelles on est arrivé, n'ont que des racines k'^^^ réelles et positives.
Je donnerai cette preuve pour l'équation la plus générale (511), p. 794, attendu que cette équation contient implicitement celle qui est relative à la plaque libre, savoir la première (304) qui lui correspond, et qu'il suffit, pour passer de l'une à l'autre, de supposer 6 infini. Et pour traiter la question dans toute sa généralité, je reprendrai cette équation sous sa forme primitive en coordonnées rectangulaires [équation (505 c) p. 785, complétée dans le premier membre en faisant (310)
— PT = -- et (505 d) u = -7^ — , comme on a dit à la fin du § 78 et au dLilr b^ ^ 12II
commencement du § 79,]
ca:' difox' cijy b-\ox- cifj « <^^ L i-\t.t- cy-J]
ck!' oW , . , .
Clebsch le fait plus loin, les termes -rr + rjr représentant des moments qui n existent
pas, à
équation semblable à celle (/j), p. 700, de la note du ,^ 73, et dont la résolution donnerait l'état d'équilibre ou les petits déplacements statiques 'ç des points d'une membrane plane, horizontale, ayant un contour quelconque, avec une tension uniforme AT, sollicitée en ses divers points a, b par des forces verticales C
TT ^i^ly
En remplaçant ces forces par les inerties — -h -7^,\ on a une équation comme celle
?=-r = CH ^-a + ^T-n ) donnée sous le n° 10 au ?: 48 de la 9'^ leçon sur l'Éla&ticité de Lamé, qui la résout pour des membranes rectangulaires et triangulaires.
OÙ on a remplacé par x, y, les coordonnées primitivement désignées par a, b. Soient
(r> \S, b) !; := u cos y.t , !: = V cos )i ;
les expressions prises pour deux quelconques dos vibrations simples, en nombre infini, dont la superposition produit le mouvement total. Si on les introduit dans l'équation différentielle qu'on vient d'écrire, en observant que u et v ne dépendent plus que des coordonnées, on trouve que les fonctions u et v de x et // doivent satisfaire aux équations
(5iy)
SJ'y ^ ^W , ^W\ 1 /^^v ^)2v\ À^r h'- fp-\ r-y\]
Cela posé, nous considérerons l'intégrale double
{{ — n') TT-, 7—7, + -^ T-T- 7—, r i—i -sr-,
/i /. 1 ' \cx-- c X- cJxay c xc y ây- cJy-J i
^cx- cy JV^ cy J h-\cxcx oycyj
qui doit être étendue à toute la surface médiane et qui nous est nécessaire pour la démonstration que nous avons en vue. Cette intégrale est symétrique en u, v et peut être effectuée par parties de deux manières ; en faisant d'abord l'intégration partielle des quotients différentiels de V, puis en opéiant de même sur les quotients différentiels de u.
Intégrons partiellement une expression quelconque de la forme
ex hj) ^
appliquée à toute l'étendue d'une surface. Exécutons une des deux intégrations, pour la partie en A, A' le long d'une bande superficielle parallèle à l'axe des .r ayant une largeur i}y et dont les points extrêmes seront indiqués par les indices inférieurs ^ et j. Exécutons de même l'intégration de la partie en /?, B' le long d'une bande dx, dont les extrémités le seront par les indices supérieurs ", ', et ajoutons les deux résultats, nous obtiendrons :
(319 b) jT(.l ^+ B~^ dxdy^ /*! (.l.l'n- (.l.nol dy
+ j [{BU')' — [HB'f] dx - l'J /'.l' i^, + B' '^\ dydx.
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On a déjà montré plusieurs fois, notamment § 10, que les deux intégrales simples du second membre sont équivalentes chacune à une intégrale étendue à tonte l'enveloppe de la surface dont il s'agit: en sorte que, si ds désigne Telenient de la courbe de la périphérie, et p, l'angle formé avec l'axe des x par la normale à cet élément dirigé vers l'extérieur, on a :
[{AA'},— {AA'l ,h/= j AA'co^jnh, f[{BB) ' - {BB')\ (le = j BB' sin p ds :
et par conséquent, on obtient l'équation identique suivante :
(319 f) fC([~+B'-Jpjdxd!j= f(AA'cosiJ+BB'^\np)d><- fC (a'^ + B'''^\lxdy
Appliquons cette équation générale à chacun des termes des parenthèses de l'intégrale J; en prenant pour A, B, tous les quotients différen-
tiels de u, et pour -y-, -r— tous les quotients différentiels de v; nous
aurons, après avoir fait la môme chose pour tous les termes, l'exprès, sion J transformée ainsi qu'il suit :
,^ \ ^ ''\Jx'- ^ ^ oxcJij ^ J ox ' \cxcD ^ ty- ' J I ,/('U c-u\/c\ , es . \ V ion , on . \
oy fc-'u chi \ ov / c''\x c''ü
ox\cx' oxcy-J c/y\cx-cy orf
, y lù-u. 6'-u\ / , ,
Si maintenant, au moyen de la même formule générale on transforme de la même manière la première partie de la dernière intégrale double, partie comprise entre crochets [ ], ce que l'on fera en posant :
ex-" cxcJy- cx^ùy oy-"^
cette partie se transforme en la suivante
^ ^- + -^^^^ COS/J-+- T-r- + ^-- sin p . ds J ( \èvr ùxc-yj \cx'cy ' cy\i )
— n' ^. + 2 V -ir , + r-] dxdy: JJ \i.r^ cx'cii^ cy'j
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De sorte que l'on a la formule (519 d)
' '\\px- ■* ' dxcy '■ jox \oxVd cy^ Je y}
— V cos y> — Ur-; + ;^— 4- Sin p 77- 7— -h -^— J
[_ 6^ \ox'- vy'-J oy \Vx^ ^y Jj
JJ l\^x'^ cx'oy' cy'J b'Xi'x' Sy'J] -^
Celte expression peut se simplifier en introduisant les quotients différenliels selon la normale et selon l'arc de la courbe périphérique, si l'on passe d'un point de cette courbe à un point voisin situé en dehors, en s'avançant d'abord de ds dans la direction de l'arc, puis de dn dans la direction de la normale. Alors, évidemment, les accroissements des coordonnées x, ij seront exprimés en fonction de dii et de ds par les formules
dx = (ln cosp — ds sin », d'où 7-^= cosp, 7-^ = — siii i);
cil es
dy = dn sin p 4- ds cos p, d ou 7-^ = sin p , ~=- cos p .
cil c s
Si donc K désigne une fonction quelconque, on aura :
i êK ^^.0x miê)y i)K mi .
\ -— =7- 7--\-Tr -r^' = ri- cos /v + T" sui p ; \ cil cxcii cil en cJx cil
\ os cx es oy ds ùx c)y
et par suite en multipliant d'abord par cos p, — sin />, puis par sin p, cos p et ajoutant chaque fois
(^19/^) 7v = ^^os/>— 7-sm;>; ^z=_sHi/> + 7^cos;;. e ju o II' es e y eu es
Appliquons ces formules à la première partie de J (319 d) comprise dans le sign(; / simple, et melloiis-y, à la place des dérivées du premier
ordre par rapport à x et à //, de u, de v et de ,-'., ■+■ 7—; , les expres-
c X- c If ^
sions que ces deux formules donnent en fonction des dérivées des trois
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mômes qiiaiiutés par rapport à n el à s : nous verrons que, toutes réductions taites, les dérives en s de u et de y:, h y~r disparaissent.
c'x- elf '
Reste celle 7—.
(JS
Nous pouvons intégrer })ar parties ce qui en est affecté et qui est
J ^^ ""^ ^ [W~M '''^' ''"^'^^ (cos-y;-sm^p)J ^,-r/s.
Dans l'intégration par parties, le terme intégré, ou qui sort du signe /, s'évanouit nécessairement, puisque, l'intégration ayant lieu sur toute l'étendue de la courbe périphérique, les deux limites coïncident; il ne reste donc plus, pour cette portion de J, que ce qui vient du second terme de la formule générale d'intégration par parties, qui donne
- j ^^ - "^ ^ ^%• \}Jt~^^ cospsmp- ^^ (cos-y>-sm-p)J ./s; et l'on peut alors représenter J de la manière suivante :
(520) J = f (\W + 1^ U") ds + fC yVdxdij,
où l'on a
ri' — _ L (^ — ?!}^\
- (^ - '^'^ Is IW~J^^) ^os;>sin;>-^^(cos^i,.- sin^;,)J ; (o21) ^ U'=: (1 -9) (^.cos^P +^^^"^ ^^+^r^-^^."^^^^«^^^
fcä cJn '
\dx''^dy''
Remplaçons maintenant U par la valeur que cette fonction doit acquérir en tous les points de la surface médiane, en vertu de la première équation (519), où •/. est le coefticient du'temps t dans l'expression posée (5786) ^ = u cos x^ d'une Mes vibrations simples; nous aurons
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La formule générale (3196) pour les intégrations partielles peut être ipliquée à en prenant
appliquée à la partie de celte intégrale qui est affectée de -^r^ + t^t-;»
sin p -^=.-~' de changement des diffcrcntiations
' cij on °
et, par conséquent, pour J l'expression définitive suivante :
Remarquons maintenant que la grandeur
/ hh^ chi\ c)y
\ 12a' on/ c)n
est nulle pour tous les points de la péri})hérie dans les trois cas suivants :
I .) Si chacun des éléments du bord est maintenu fixe en position cl
en direction. En effet, alors, les quantités v et ^^ s'évanouissent évi-
\^ oll
demment en chaque point.
2.) Si chacun des éléments du bord est simplement maintenu immobile, sans élre fixé en direction, car alors v s'évanouit, et la première des conditions limites (281) page 687 conduit à IJ" = 0, comme on l'a vu dans le § précédent (*).
3.) Si le bord est parfaitement libre. Dans ce cas d'abord, on doit laisser de côté tous les termes en fc, et les conditions limites (281)
(*) L'auteur veut sans doute rappeler quo, d'après ce qu'il a dit au commencement de ce
>; 79, paf,'(; 1051, et drjà au coinniencemcnt du jj 78, page 1ÜÖG, le second membre de la
deuxième équation (281) i)ayo t')87 doil alors être nul; il en résulte que ce qu'il appelle ici
5'21) U" se réduit 'i y^ fj- > qui dans le eus ici supposé est nul aussi.
CALCUL DES CONSTANTES DES SÉRIES DONNANT LES VIBRATIONS
donnent, comme on l';i vu au ^ 78,
Dans tous les cas qui viennent d'être énumérés, on a donc
Comme nous l'avons dit, J est symétrique par rapport à u et v, c'est-à-dire que cette intégrale doit conserver la même valeur lorsqu'on y change u en v et par conséquent ■/. en a. Mais l'expression ci-dessus est le produit de deux facteurs dont l'un, l'intégrale double, ne change
pas de valeur par cette substitution, et dont l'autre, -^, devient -,• Si
donc, comme nous l'avons supposé, •/, et a sont deux valeurs différentes, la condition que J ne change pas de valeur entraîne nécessairement l'équation
Celte équation doit subsister pour chaque groupe de deux solutions qui correspondent à deux racines différentes de l'équation transcendante.
On en conclut d'abord que Vcquation transcendante à laquelle conduit le problème n admet pour v.^ que des racines réelles. En effet, si y.*, A* représentaient deux racines imaginaires conjuguées, et par conséquent différentes, on pourrait aussi considérer u et v, et par suite
f u ^c)\ . . eu . oy , ..^, . . .
7— et J-, ainsi que 7^ et -^ , comme des quantités imagmaires conju-
(*) On voit en effet, comme nous venons de dire, qu'au commencement de ce § 78, deuxième équation (505 c). p. 1056, le second membre de la deuxième équation (281) est
1 En nul, ce qui réduit U" encore a r^pr- et par conséquent à zéro, puisque les termes affectés
de fe doivent être supprimés, ou que, la tension T étant nulle, on a ^^ = 0.
On ne voit pas aussi clairement et de suite comment, de ce qui a été dit au g 78, ni de
(318 b), c==u cos y.t qui donne — (-7^)= — y.^ tt cosvJ, l'on peut tirer l'égalité de
h^y.^ c)a n(l — n'-) ^cu l'expression (5-il) de U à rä~i ?r = c~> "'<" er-- Cela demanderait des explications.
Qu'il nous suffise de dire ici que M. Kirchhoff, dans son mémoire cité ci-dessus : Sur l'équilibre et le mouvement d'un disque élastique (Journal de Grelle, 40° volume, 1''^ livraison, Berlin, 1850, page 51), qui ne considère que le troisième cas de Clebsch, où le bord est parfaitement libre, trouve, en suivant pour l'intégration une marche un peu différente, le même résultat que Clebsch.
guées deux à deux ; et, puisque le produit de deux imaginaires conjuguées est loujours positif, le premier membre de l'équation précédente serait formé d'une somme de termes positifs et ne pourrait être égal à zéro.
Mais, non seulement les y.' sont réels; ils sont encore positifs, et par conséquent les x eux-mêmes sont réels. Si, en effet, on pose u=v, l'intégrale J, dans sa forme primitive (3 19 a), devient une somme de carrés et est donc toujours positive. On tire de (521 a), dans ce cas :
jj\"'^um^m]\^-'^'
y? est donc le quotient de deux nombres positifs et par conséquent positif lui-même; ce qu'il fallait démontrer.
La dernière partie du problème, qui restait à résoudre dans les paragraphes précédents, et qui consiste à trouver le mouvement d'un disque ou d'une membrane à partir d'un état initial donné, trouve aussi sa solution par l'équation (521 />) qui prend la forme ^uivante, lorsque l'on y introduit les coordonnées polaires, en se servant des formules de transformation (285), page 755 :
(322) ß [^uv+-2(^ ^-f- ^^]Jn/.rf9 = 0.
Posons en effet de nouveau l'équation (305), page 785, savoir
(322«)-^= y; 2 fi,
(ot CCS 7?i9 + ß sin mô) cos k
(y COS mô -h ô sin mö) sin k
Supposons donnés initialement le déplacement vertical et la vitesse de tout point (r, 0) de la plaque, par deux fonctions /", F, telles que
{'522 b) K = f{r,0), |-^=F(;-,ô)pourf = 0.
Les constantes a, ß, y> o à déterminer devront satisfaire à
V />.ö) = V V R^^ («^^_ cos mn + p,,,,, sin mö) ; (323)
f ['' (r,0) = y S ^^ fi (y ^os mO -+- S ,„, sin inO) .
Pour arriver à les déterminer, considérons d'abord une solution simple, ou une valeur particulière de v, c'est-à-dire de 'C, pour ^ = 0 :
V = fi (a cos mO + ß sin 7nQ) ;
mu ^ ' '
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et construisons la valeur que prend l'intégrale double occupant le premier membre de (522) quand, après y avoir mis pour v cette valeur particulière, on remplace u par f (r, 0) qui est la somme i:i de toutes les valeurs de ce genre. La valeur que prendra ainsi l'intégrale double // sera égale à la somme de celles qu'on obtient lorsqu'on y remplace u successivement par chacun des termes du second membre de la première (325). Mais toutes les intégrales // ainsi obtenues s'évanouissent, d'après (322), à l'exception de celle dans laquelle les indices m, n des termes provenant de u sont les mêmes que les indices m, n de v. Il reste donc simplement, pour l'égalité des deux résultats, /"ayant la signification (522 h).
, hhn of j^ , . „ ~1 , ,
+ |2^ä T^ \n (— « ^1" '"^' + !^ COS Mtöi rdrd'i =
-f-TTîl-r "j ( (a COS wO 4-ß sin/?iO) (a cos?/(0 + 3 sinwf))
l2\cr/) ""' ' mn '
-h .^r— R^ (a sin m9 — ßcosH?5)(a sin?«e — ß cos»i6)
rdrda.
Et le même raisonnement conduit à une équation correspondante en F. Si l'on effectue, dans le second membre de celle que nous venons d'écrire, les intégrations indiquées, qui ont pour limites ?' = 0, r=:R, et 6 = 0, 6 = 2::, intégrations par lesquelles ce second membre devient, vu /cos*e(iö = /sin'0f/6^7: et /cos 7/16 sin mef/6^0,
1 + + V^ ,v/,.(aa +ß3
\ i 2 /'-/ 12 V fr ) J '"« ' ' ""7
fi^ ( 1 +
et si l'on égale les coefficients des nombres quelconques a, ß, on a immédiatement deux équations qui déterminent a et ß .
Les deux autres coefficients y,„„, 0^^^^^ se trouvent d'une manière tout à fait analogue au moyen de la seconde équation (525).
L'équation (522) est encore susceptible d'une autre application. Si l'on examine l'équilibre d'un disque qui n'est -que très peu déformé par des forces extérieures perpendiculaires à sa surface médiane, on peut, en considérant les déplacements qu'il a subis et au moyen de cette équation (522), démontrer que le problème n'a qu'une seule solution, sans aucune in(iétermination.
Admettons en effet comme possibles deux états d'équilibre. Formons, pour ces deux états considérés isolément, les équations des
déplacements 'Ç\ nous aurons, pour les différences des déplacements de ces deux états, des équations identiques, qui ne se distingueront des premières qu'en ce qu'elles ne contiendront plus les forces extérieures. Désignons par 'C' cette différence des déplacements.
Introduisons maintenant cette différence dans les formules développées ci-dessus, aussi bien pour u que pour v; et, comme il s'agit d'états d'équilibre, faisons en même temps 7. = 0. L'équation (021«) dorme alors J = 0 ; et comme J, dans sa l'orme primitive, lorsque u=:v, se transforme en une somme de carrés, dont chacun doit par conséquent s'évanouir, on a
D'après cela, 'Ç, différence des déplacements amenant les deux positions d'étiuilibrc admises, ne peut être que de la forme
ax -+-by-{-c
où a, h, c sont des constantes. Pour fixer le système des coordonnées, on peut toujours supposer que le déplacement de l'origine est nul, que le point infiniment voisin de rorigine, sur l'axe des x, s'y trouve encore après le déplacement; et enfin, que l'élément de la face médiane, voisin de l'origine, se trouve encore dans le plan xij. En d'autres termes, on peut toujours admettre que pour x=0, ij = 0 les quan-
tités Ç', -cr-i -^ s'évanouissent, c'est-à-dire que l'on peut faire a, h, c
égaux à zéro. La différence de deux positions d'équilibre est donc nécessairement nulle, et chacune des positions d'équilibre est toujours parfaitement déterminée sans équivoque.
EXTENSION ET COMPRESSION LONGITUDINALE DES TIGES
§ 81. — Extension des tiges à section transversale constante.
Après avoir exposé, dans les sections précédentes, les principes généraux de la théorie de l'élasticité, et les avoir particularisés par divers exemples, je vais, dans cette dernière partie, poursuivre plus loin l'application de quelques-unes des solutions obtenues. Ce sont surtout les tiges ou barres droites considérées dans leurs trois modes principaux de déformation, l'extension, la flexion, la torsion, qu'il est important de considérer au point de vue de la pratique ; ce sera donc ce qui est relatif à ces tiges que je vais plus particulièrement exposer. Je partirai, à cet elïet, des iornmles de solution du problème de Saint- Venant, formules données §§ 25 à 28 et relatives à des modes particuliers d'application et de distribution des forces extérieures à la surface de tiges exactement prismatiques, mais dont j'ai démontré plus loin (soit aux §§ 49 et 50) la suffisante exactitude pour d'autres modes, lorsque les sections transversales sont relativement petites. Il sera nécessaire d'étendre l'application de ces formules à quelques problèmes auxquels elles ne paraissent plus rigoureusement applicables, par exemple, dans les cas où la tige cesse d'être parfaitement cylindrique ou prismatique. Dans ces circonstances, je ne manquerai jamais de faire remarquer le défaut de rigueur, précaution qui parait aussi naturelle que nécessaire, et qui cependant n'est que trop souvent négligée dans les ouvrages sur les applications de cette espèce (*).
(*) Cette application, en tant qu'approximation, à des tiges cHösZ-cylindriques ou prismatiques dont les divers points intérieurs sont soumis à des forces (au nombre desquelles il faut comprendre l'inertie dans les cas de mouvement vibratoire, ou autre mouvement qui
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Considérons d'abord le cas de tiges étendues par d£s forces dirigées suivant leur axe longitudinal. S'il y a une force P agissant sur l'extrémité, et si 0- désigne la section transversale, on admet que la tension
longitudinale provoquée dans la tige est-; et. d'après la définition
du module d'élasticité représenté, § 2, parE, l'extension de l'unité de
p longueur est de p-- Par conséquent, l'allongement total d'une tige de
longueur / est (324) Z=Ç-,
Cette formule repose sur l'hypothèse que tous les points d'une même section transversale éprouvent des tensions égales, ce qui ne peut arriver que si l'on imagine la force P répartie uniformément sur la section transversale extrême, et qui, par conséquent, s'approche d'autant plus de la vérité que la section transversale est plus petite (*).
Supposons qu'en même temps l'intérieur de la tige soit soumis à des forces (pesanteur, inertie, etc.) agissant parallèlement à l'axe et dont, aux points de la section o-, ayant primitivement la coordonnée z, V intensité par unité de volume soit appelée
Désignons par
le petit déplacement éprouvé par cette même section transversale o-. Nous avons trouvé au § 54, pour des sections transversales supposées petites, une formule que l'on peut établir de la manière suivante. Mesurons les z à partir d'une des extrémités de la tige que nous pouvons considérer comme fixe, c'est-à-dire que w est supposé nul à cette
n'est pas uniforme et rectiligne), des formules qui n'ont été démontrées que pour les tiges cylindriques soumises seulement à des forces agissant sur les bases extrêmes, se trouve justifiée, comme celle qui est relative à divers modes de répartition de ces dernières forces, par les considérations de la note du § '28, empruntées surtout au mémoire déjà cité de M. Boussinesq, de 1871 (première partie, relative aux tiges), et dans son complément de
(*) Un voit bien que déjà pour ce problème, le plus simple de ceux qui sont posés sur l'élasticité des corps solides, la solution naturelle et généralement admise, confirmée par l'expérience avec une approximation suffisante lorsque la tige a une longueur assez grande par rapport à ses dimensions transversales, exige, ;>o«r é//r ?-/</o(/?r».sr, et tout autant que pour les probli'-mes plus compliqués dont je me suis occupé (t^,^ -5 et suivants), (/// mode partictilirv d'ap])Hc)ition cl de dhlribnt'wn des forces agissant aux extrémités. Il y a les mômes raisons pour étendre les solutions données de ces problèmes de torsion et de flexion aux cas où le mode dont il s'açit est autre, que pour le problème simple dont (llobscli s'occupe ici. Voyez une note delà fin du ,^ '22, p. 142, où déjà l'on eu faisait la remarque.
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extrémité. Une section transversale, dont la coordonnée était primitivement i-, a pour coordonnée, après rallongement, : H- w; la section voisine, distante de dz, prend la coordonnée z -\- dz -\- w -h dw. La longueur de l'élément dz est donc devenue
dz-\-dwz=(h 1 +
dw\ dz)
L'allongement de l'unité de longueur, qui est ici variable avec :,
est donc -^ ; la tension nécessaire pour le produire est E -p> et la force
qui doit agir sur la totalité de la section transversale pour donner naissance à cette tension est
j, diu
dz
Cette force mesure en même temps la tendance de la section transversale à reprendre sa position primitive. Posons donc la condition de l'équilibre extérieur delà partie delà tige comprise entre cette section transversale et l'extrémité libre ;• = /. En égalant à zéro la somme de toutes les forces agissant parallèlement à l'axe des z, nous avons
d'un côté la force Ea-^, et, de l'autre, la force P appliquée à l'extrédz
mité, et les forces p appliquées aux éléments intérieurs, forces dont la
valeur, pour chaque élément ^dz, estp^dz. Nous avons donc l'équation
dw
(325) Ecr^=P+ / ]ml
En différentiant par rapport à z cette équation, qu'on peut regarder comme identique à celle (209 e) du § 54, page 454, on la débarrasse du signe d'intégration comme il a été fait alors. Mais on peut l'employer immédiatement telle qu'elle vient d'être établie, bien que, à la vérité, p dépende en général de la coordonnée z -h w de son point d'application ; car, comme w est très petit, on peut le négliger devant z en restant dans les limites de l'approximation dont on a besoin, et l'on peut considérer p comme fonction de z seulement, ce qui permet d'effectuer immédiatement l'intégration.
Les tensions aux différents points de la tige sont alors représentées par l'équation
dw P \ r'
i'zop\ T^dw P i ( ' ,
(â26) E ^- = - + - p^dz
dz a 0" j ^
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et les déplacements par
Si la tige est placée verlicalemont et soumise à l'acticHi de la pesanteur, et si l'on appelle n le poids de l'unité de volume, on a, suivant que l'extrémité libre est l'extrémité inférieure ou l'extrémité supérieure P = + n ou p =r — n ; et par conséquent, en réunissant les deux cas :
„dw P , ri /; \
dz (7 '
E(7 — EV
et enfin, pour l'extension totale de la tige,
Si l'on remarque que Wal représente le poids total de la tige, on peut mettre cette expression sous la forme
On voit que l'extension totale est la même que si, à la force P, était ajoutée une Iraction ou une pression agissant dans le sens de la pesanteur et égale à la moitié du poids de la tige. Lorsque la force P ellemême est dirigée en sens inverse de la pesanteur, et égale à la moitié du poids de la tige, rallongement disparaît.
L'expression de la tension en un point quelconque ne contient que la première puissance de~-. Si donc on imagine la tension représentée graphiquement par des ordonnées perpendiculaires à la lige et égales à sa valeur en chaque point, les extrémités de ces ordonnées seront sur une ligne droite :
Il en résulte que lapins grande tension se produit à l'une des extrémités, et qu'elle a pour valeur
(327 J) ou -,\)om-z = l, ou £± II/, pour ; = 0,
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suivant la direction de la force P. Si, comme cela aura toujours lieu dans ce qui va suivre, on introduit la tendon maximum, ou tension limite dont l'intensité, fixée à l'avance, ne peut être dépassée nulle part, qui a été appelée (note du § 57)
le plus grand des nombres précédents (527 h) doit rester plus petit queRj;).
Comme second exemple, nous considérerons une tige attachée à un arbre tournant de machine, dans une direction perpendiculaire à l'axe de cet arbre et participant à son mouvement de rotation uniforme, comme fait le rais d'une roue, ou le bras d'un volant. Soit
la vitesse angulaire de la rotation. Si lï désigne toujours le poids de l'unité de volume, on aura, pour la force centrifuge développée dans l'élément de tige dont la longueur est dz, le volume cdz, la masse
— (jdz, se mouvant avec une vitesse mz sur une circonférence de cercle
de rayon ::,
d'où
vailz = — (7(1 z = — u-z<T(lz ;
Substituant dans les équations (526) et (527), elles donnent pour les tensions et les déplacements :
(*) Kous substituons cette notation Rq, assez généralement adoptée en France, à celle Tj de l'auteur.
Rappelons qu'à la note citée du ,^ 37, R, sans indice zéro, désigne, par unité superflcielle de section d'un prisme, la force reconnue capable de produire par traction sa rupture immédiate, et Rq la force très inférieure à R qui, même à la longue, ne produirait aucune altération ou énervation de la matière de ce prisme, en sorte qu'on pût l'y soumettre d'une manière permanente dans une construction, même sujette à de légers ébranlements tels que ceux qui sont inévitablement produits par l'agitation de l'air ou celle du sol, sans crainte d'une rupture à venir.
Si, au lieu do tractions, les forces P et;? produisent des pi-essions longitudinales, on a vu qu'il faut, à Rq, substituer une autre limite Rq'. Cette deuxième limite est généralement très supérieure à R^, (note citée n= il); mais son intensité est soumise à celte restriction, de ne jamais atteindre celle qui serait capable de faire flécbir la tige ainsi comprimée supposée très mmce par rapport à sa longueur. [Voyez le g 89 ci-après, et tous les traités de la résistance des matériaux, sur les pièces chargées debout, par exemple les Cours de M. Rresse (3= édit. 1880, n° 108, p. 3611) et de M. E. Gollignon (18(50, n" 104). Voyez aussi la Mécanique de Poisson, 1833, n° 315].
CHAP. VI. — TIGES ÉTENDUES OU COMPRIMÉES
-, (Iw P n , /-
HZ (7 (I
et l'allongement total devient :
P/ , ncj^/^ / /^ , UaLo^H'-
Il est le même que si le tiers du poids total Ile/ était appliqué à l'extrémité de la tige et soumis à la même rotation w. On peut encore
se représenter la tension E -j^ en chaque point comme figurée par une
ordonnée ;/ perpendiculaire à la tige : les extrémités de ces ordonnées forment alors la parabole :
Cette équation ne change pas quand on y remplace z par — ::; l'axe de la parabole peut donc être pris coïncidant avec l'axe de rotation de l'arbre; axe qui est, à toutinsfant, une perpendiculaire ~=0 à la pièce tournante de longueur / entraînée dans son mouvement. La position du sommet de la parabole sur cet axe est à une distance du point d'assemblage de la pièce donnée par la valeur répondant à i^ ^ 0 :
et la même parabole passe à une distance de l'extrémité de la pièce tournante donnée par
La tension maximum se produit donc encore ici à l'une des deux extrémités de la tige; elle est égale à l'une ou à l'autre de ces deux valeurs de // suivant la direction ou la grandeur de la force de tension longitudinale P.
§ 82. — Extension des tiges à section variable.
Les raisonnements dont on a déduit précédemment l'équation (520) laissent supposer que celte même équation peut encore être applicable,
TIGES A SECTION VARIABLE
dans une certaine mesure, lorsque la section transversale n'est pas absolument constante, mais qu'elle est soumise à de petites variations, c'est-à-dire lorsque cette section transversale elle-même est une fonction de :•, mais une fonction qui ne s'écarte pas trop d'une valeur constante. Sans doute, alors, la condition d'une répartition uniforme dans toute la section transversale n'est pas satisfaite; mais on doit considérer que les différences de cette répartition sont d'autant plus petites, et par suite, les formules d'autant plus approximatives, que la section transversale elle-même et ses variations seront plus petites. Dans ce cas, on cherche à déterminer quelles doivent être les variations de la grandeur delà section transversale pour que la tension, rapportée à l'unité de surface, soit partout la même; par conséquent pour que toutes les sections transversales soient également résistantes, ou que la lige soit iVégale résistance.
Désignons, comme.précédemment, par R^ la tension maximum admissible, nous pouvons écrire, multipliée par g, l'équation (526)
IV = P+ fp^dz.
Si nous différentions par rapport à : en considérant q comme variable, nous avons
avec la condition limite, pour z=zl,
La première équation donne s en fonction de :■, car si on la met sous la forme
^S = -Ldz
on trouve, en intégrant de z à /, et en ayant égard à la condition limite :
log.-log^^ = Aj^^./.; ou bien, en remplaçant les logarithmes par les nombres :
Le caractère des hypothèses admises s'accorde parfaitement avec ce
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fait que c'est seulement la superficie de la section transversale qui est déterminée, tandis que sa forme reste absolument arbitraire. En effet, si la tension est répartie d'une manière parfaitement uniforme sur tous les points d'une même section transversale, la forme de cette section, pour la détermination de la force portante de la tige, est tout à fait indifférente; c'est seulement sa superficie qui en donne la mesure. Cette considération approximative se traduit dans la formule précédente (528), qui sert uniquement à calculer la superficie de la section transversale dont on a choisi arbitrairement la forme.
Appliquons-la aux deux problèmes particuliers que nous avons traités dans le g précédent. S'il n'y a que la force de la pesanteur qui agisse sur l'intérieur de la tige, et si l'extrémité supérieure est fixe, on a p = n, et par conséquent
On peut se faire facilement une idée de l'accroissement de la section transversale, en imaginant la tige divisée en parties d'égale longueur et en calculant la superficie c pour chacun des points de division. En ces différents points, / — 0, mesuré depuis l'extrémité libre, a les valeurs
0, -, 2 -, /; et si par conséquent on pose
on obtient, pour les valeurs correspondantes de g, une progression géométrique :
qui exprime d'une manière simple la loi de l'accroissement de la section transversale.
Dans le cas où la lige est soumise à l'action de la force centrifuge, que nous avons aussi considérée au § précédent, les sections transversales s'accroissent plus rapidement. On a alors (527 a) :
ou bien
Rn
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La loi d'accroissement peut se représenter d'une manièi'C analogue au cas précédent par la série suivante, qui donne les valeurs des sections transversales pour
P P , 2» — 1 P , in — i P , m (2ii — m) P , ,
OÙ l'on a posé :
Les exposants de h ne forment plus une série arithmétique de premier ordre, mais une série de second ordre; les sections croissent donc plus vite que dans le premier cas.
On peut facilement appliquer ce qui précède au cas d'une compression uniforme, au lieu d'une extension. Il n'y a qu'à considérer P et R, (ou plutôt R'o, note de la page 811) comme des quantités négatives,' et à employer exactement les mômes formules.
CH A IM TUE Vil
§ 83 — Flexion. — Suppositions et formules générales.
Dans les paragraphes qui précèdent, on a établi les principes suivants, concernant la flexion.
Lorsqu'une tige cylindrique, primitivement droite, est fléchie d'une petite quantité par des forces extérieures, sa déformation se compose de deux flexions dont chacune ne produirait qu'une courbure simple de l'axe de cette tige. Les plans de ces flexions sont ceux qui seraient menés par l'axe longitudinal, et par chacun des axes principaux de la section transversale (*). Les directions de ces plans sont donc, en général, déterminées; cependant, si les moments d'inertie principaux de la section transversale sont égaux, on peut, au lieu des plans ainsi définis, prendre pour plans de flexion deux plans quelconques menés par l'axe longitudinal de la tige et à angles droits l'un sur l'autre.
Soient u, v, les dôplacemenls latéraux de la ligne des centres de gravité, mesurés dans les plans de flexion ; ces déplacements, lorsque les sections transversales sont petites, se déterminent au moyen des équations suivantes, où MetN désignent les moments des forces extérieures
(■) Cette décomposition a été donnée pour la première fois en 1843, aux 11°" S et 2") d'un Mémoire sur le calcul de la résisinncr ri de la flexion des pièces solides ù simple ou à double courbure, en jireufinl simullaïuhiient en considération les divers efforts auxc/uels elles peuvent être soumises dans tous les sens, lu à l'Académie les 50 octobre et 6 novembre (Comptes rendus, t. XVII, p. 942 et 1020) et déjà cité.
Navier ne l'avait pas aperçue; car, conune nous avons déjà dit à une note du J^ 58, p. 287, il supposait qu'une pièce llécliit toujours dans le plan du couple qui la sollicite à lléchir, ce qui n'est vrai que lorsque sa section transversale a tous ses moments d'inertie égaux autour des diverses droites qui y sont tracées pnr son centre de gravité. (Voyez aussi le n° XVI de l'historique mis en tôte de l'édition de 18()4 des levons de Navier, et l'article i2 du mémoire sur la tor^ion, ilu t. XIV des Savants étrangers.)
Cette manière, qui a été adoptée par Clebsch, de calculer une flexion oblique en composant ensemble deux flexions droites dues aux moments des forces autour d'axes connus, savoir ceux d'inertie des sections, est bien préférable à celle de prendre le moment autour d'un axe unique et inconnu, qu'il faut d'abord déterminer, et dont l'angle d'inclinaison complique les équations et formules.
FLEXION. SA DÉCOMPOSITION EN DEUX. SES ÉQUATIONS
appliquées à la tige depuis la section s dont l'abscisse est z, jusqu'à rextrémité ^ = /, autour de lignes menées par le centre de gravité de cette section transversale a parallèlement à ses axes principaux d'inertie pris respectivement pour ceux des coordonnées x, y :
D'après ce que l'on a vu au § 54, on peut, au lieu de ces équations, prendre les suivaides (550) qui leur sont équivalentes, et où U, V, W^, W, sont, comme à ce ^ 5K formules (209) p. 450, deux sommes (187 of), s; 50, p. 425, décomposantes» dans les sens x, ij^ et de deux sommes (188 6), p. 427, de moments autour des axes d'inertie x, y des forces extérieures agissant à Vintérieur de la tige, par unité de sa longueur; enfin où, dans les deux termes ici ajoutés aux formules du § 51',
désigne une force de traction ou de pression supposée appliquée à rextrémité ;■ = / de la tige dans une direction longitudinale, et qui produit des moments T [u — {ii)^, T [y — (d)J autour des parallèles aux y et aux x menées par le centre de la section o- dont l'abscisse
est z :
/P-F./^S 1-. ^, d'il m l^'ll TT if^^l r , ^'i' rr d' 1' ,. ^A\,
^ ' dz' r/:-- dz dz' dz- dz
A ces équations doivent être jointes les conditions limites suivantes (550 a), (550 b), applicables à l'extrémité de la tige, conditions où K, L sont les composantes suivant x-, y^ des forces appliquées à une extrémité ;:•=/, et (A')^, (B')^ les moments de rotation des mêmes forces autour des axes d'inertie à la même extrémité :
et
Les moments (A)^, (B)^ sont considérés comme positifs lorsque, pour un observateur placé sur l'axe positif correspondant et regardant vers l'origine, ils leudenl à produire une rotalion dans le sens de la
marche dos aiguilles d'une montre; et que la position relative des axes coordonnés est telle que, pour l'observateur ainsi placé sur l'axe positif £c, l'aiguille d'une montre se meut de Taxe positif y à l'axe
Maintenant, soient nommées
(öTtOc) '\(lr(hjd~-, \<l.r(]ijdz, yjl.rdi/dz ,
les forces agissant sur tout élément infiniment petit dont les coordonnées sont désignées para:, y, z et qui est compris entre les sections dont les abscisses sont z et /. Alors les moments de rotation que nous avons, dans (529), désignés par M, N, de toutes les forces agissant sur la portion de la tige comprise entre les sections transversales ayant pour abscisses z et /, ces moments étant pris par rapport aux axes menés par le centre de gravité (0, 0, z) de la section transversale ayant l'abscisse^- parallèlement à ses axes principaux, auront pour valeurs :
( M =(A');+ K (/ — =) — T [u. — u) + Ijr [X(z—z}—Zx] dxdijdî ,
(550f/) I ppnï=l _
( N = (BO, — 14/— ^)H-TO',— î'i-jfjfjL" _ \\{l.-z) — lij]dxdyd''z.
Les intégrales par rapport à dxdu, dont les limites ne sont pas indiquées, doivent être étendues à toute la superficie delà section transversale. On déduit de ces équations, en les différenliant :
et par une seconde différentiation :
dm_ dHi rçf d_l d^-^d^-^JJV^dz
dm ^^^ rn\- , di
Jjis^f,).u.,.
On a, chaque fois, supprimé les traits horizontaux lorsque, dans la fonction correspondante, ;• devait être remplacé par :.
Rappelons-nous maintenant que nous avons introduit au j/ 50 cité, formules (187 (/) et (1.S8 />), p. iL>5-ili7, les notations suivantes :
U— r/W///,V=jJv^/.n///,\\-- I I Uld!|^\,=^ffv.nh:d!|^\,^jJ■/A|dxdlr^
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de sorte que les expressions précédcnles deviennent :
jdm d^-u d\\\
d^~ ^ dz ~d^''
Par conséquent, en différeutiaiit deux fois de suite les cMpiations (520), on trouve identiquement les équations (550); eten faisant z=^l dans les équations (52!)) elles-mêmes ou dans celles qiue l'on en déduit par une seule dii'fércnliation, on trouve les équations de condition (530 a) et (350 6), ce qui démontre Videntité complète des deux syslèmes d'équations.
11 est à remarquer que, dans la plupart des cas, les intégrales désignées par W^,\V, s'évanouissent. C'est surtout lorsqu'il s'agit de trouver les équations du mouvement, au moyeu de l'application du [iriucipc de d'Alombert, ou de la prise en considération des ineities remplaçant alors ordinairement les forces Z, que ces deux intégrales peuvent être à prendre en considération.
La tension, en un point quelconque de la section transversale o-, défini par les coordonnées x, y, s'obtient au moyen de la formule (250) page 651 , d'après laquelle il se produit en ce point une tension longitudinale dont la valeur est
Pour trouver le point du corps où la tension est la plus grande, ce qui a une grande importance dans les applications, il faut chercher les maxima de cette expression. Dans chaque section transversale, il v a un point où elle devient maximum, et il est facile de trouver la position de ce point. En effet, dans l'intérieur d'une même section trans-
versale, les quantités -rj^ -p, sont constantes; si donc l'on considère
la droite
dhi d-v
ou bien, en remplaçant les quotients différentiels par les inverses des rayons de courbure, la droite
i'JOO) — h , = 1 ,
cette droite coupe les axes x, y, à des distances p, p' de l'origine; et une droite
./■ Il
P P qui est parallèle à la première, coupe les mêmes axes à des distances ntp et nip' de l'origine. D'un autre coté, la tension, aux points de celte dernière droite qui sont compris dans la section transversale, a la valeur :
Les points de plus grande et de plus petite tension dans la section transversale se trouveront donc en cherchant le maximum et le minimum de m, c'est-à-dire les points où une ligne menée parallèlement à la droite (553) devient tangente au contour de la section. On a ainsi la règle suivante :
Pour trouver le point cVune section transversale, où a lieu la plus fjrande tension^ on prendra sur les axes principaux de cette section, à partir de leur point d'intersection, des longueurs égales aux rayons de courbure des flexions correspondantes, et on joindra les extrémités de ces longueurs; on mènera ensuite, à la ligne ainsi tracée, des parallèles qui soient tangentes au contour de la section. Les points de contact sont ceux de la section transversale oii s"" exerce la plus grande tension ou la plus grande pression.
Les pointsainsidèterminés, danschaque section transversale, forment une courbe sur la surface extérieure de la tige. Le maximum absolu de tension se trouve en un certain point de cette courbe, et doit être déterminé conformément aux règles du calcul différentiel. Cependant, il est à remarquer qu'il ne setiouve pas toujours un maximum proprement dit, ou dans le sens analytique du mot. Le plus souvent, au contraire, l'on n'a à considérer que la valeur la plus grande de la tension, qui se produit aux extrémités de la tige,el il faut particulièrement porter son attention sur ces extrémités dans tous les cas. En d'autres termes, il faut toujours prendre les valeurs du maximum de la tension dans les sections extrêmes ; puis chercher s'il existe, dans l'étendue de la tige. un antre maximum; et prendre, entre toutes ces valeurs, la plus grande en valeur absolue.
Lors(|ue la ilexion est plane, et que, par conséquent, // ou v disparaît, la chose devient beaucoup plus simple. Dans la construction indiquée, l'un des rayons de courbure devient infini, et la tangente doit être menée iiarallèlemenl à l'un des axes jtrinripaux ; alors la fibre la
CONDITIONS DE FLEXION PLANE
plus tendue est toujours la plus éloignée de l'axe principal autour duquel la flexion se produit, et la tension de cette fibre, en désignant
par.r ==r ± // sa dislance à l'axe principal, s'exprime par
T VJi (ooo) t... =.: - np — •
Cela concorde rigoureusement avec les résultats de la théorie ordinaire (*).
(■) L'auteur ajoute ceci : « Toutes les hypothèses de cette théorie se trouvent de même confirmées lorsque l'on suppose la section transversale exlr(*mement petite. Mais c'est seulement M celte condition qu'elles sont vérifiées; c'est seulement dans cette hypothèse que les sections transversales reslerjt planes après la flexion et » (ajoute-t-il) « que /es tensions croissent it ni foi meinen t suivant les tranches parallèles de la section transversale. Il n'y a qu'un des résultats de cette théorie qui soit impossible dans tous les cas » (même, apparemment, comme l'auteur semble le penser aussi quand la section est extrêmement petite) « c'est la production d'une llexion plane dont le plan ne passe pas par l'un des axes principaux des sections transversales. »
Or, presque tout ce qu'il exprime ainsi est inexact et plus ou moins contraire aux fornuiles qu'il a obtenues lui-même aux §§ 20 et suivants, en sorte que les réserves qu'il lait ici sont, nous le pensons, presque entièrement sans sujet.
En effet : l'> Quelles que soient les dimensions de la section transversale par rapport à sa longueur, si la tige n'est sollicitée à ses extrémités que par des forces faisant couples, appliquées normalement à ses bases en tous leurs points, et si on les suppose d'intensités proportionnelles aux distances de ces points à une même droite passant par le centre do gravité de chaque base, les sections resteront toutes planes, et c'est, si les couples résultants appliqués aux deux extrémités sont dans le même plan passant par l'axe longitudinal de la tige, le cas de la llexion dite égale d'un bout à l'autre, ou en arc de cercle.
2° Si, la section transversale ayant encore des dimensions quelconques par rajiport à la longueur, les forces déterminant la flexion ne font pas couples, mais sont appliquées et distribuées aux divei's points des deux bases conformément aux expressions de t^.-, t,.-, tjdes formules (75 a) du commencement du § 20, la fonction B^ de x etT/élant détei minée de manière à satisfaire aux troisièmes équations (69) et (70) du g 24, détennination dont on a développé le principe au § 50 pour les sections symétriques, et dont la deuxième formule (91 a) du g 51, p. 20 i, donne le résultat pour la section elliptique, alors, les sections primitivement planes prennent il est vrai, par l'effet de la flexion (qui est dite inegale ou croissante d'une extrémité à l'autre), la forme de surfaces légèrement couibées en doucine, coupant normalement la surface latérale qui a cessé d'être cylindrique ; mais toujours les tensions t--, s'exerçant à travers la section, croissent (tout comme dans le cas de la flexion égale ou circulaire) unifomtcnient à partir de la ligne qui y est tracée par son centre de gravité, perpendiculairement au plan de flexion; car elles sont alors exprimées, à travers toutes les sections comme sur les sections extrêmes, par la dernière des formules (75 o], t,, = Ea; (fli-j-^jî), prouvant bien leur croissance ou décroissance uniformeavec la coordonnée transversale x (ou y). Et c'est ce qu'on peut prouver élémentairement en admettant ou en monti'ant d'abord que toutes les sections se changent en une même surface courbe (note du n" 80 de la 5* édition, 1864, du Résimiv des Leçons de Navier, §§ 2, 5, 4, pages 55-56).
3° Il est bien vrai que ces modes d'application et de distribution des forces qui produisent la flexion égale (du 1°) ou inégale (du 2") ne sont jamais réalisés, et que cps forces faisant ou ne faisant pas couples sont en général appliquées latéralement et non sur les bases. Mais, ainsi que nous l'avons dit à deux notes du § 81 ci-dessus, il y a les mêmes raisons de regarder les formules relatives à la flexion et à la torsion comme aussi bien applicables, alors, que celle de l'extension simple^ passé des points à de très petites distances des extrémités pour peu que la longueur de la tige soit plusieurs fois son épaisseur. C'est ce quedit Clebsch lui-même au ij 28; et c'est ce qu'apprennent, comme nous avons dit à
Les formules du § 55 donnent aussi des résultats semblables pour des tiges piiniilivenient courbes. Je laisse de côté la discussion concernant ces tiges et je ne traiterai les problèmes principaux que pour les liges droites prismatiques, en ne les supposant tlécliies que dans des plans passant par un des deux axes principaux d'inertie de leur section n.
j^ 84. — Flexion d'une tige sous l'action de forces réparties sur sa longueur, sans traction ou pression dans la direction de son axe.
Reprenons les équations (329) du § 85. Considérons une tigeployée par des forces dirigées perpendiculairement à son axe, et admettons qu'en même temps elle ne soit pas tendue ou comprimée par une très grande force longitudinale ; admettons aussi qu'aucun couple de forces n'agisse sur intérieur, c'est-à-dire que \\\ et W^ (§ 54, formules 209, et § 83, form. 330) s'évanouissent. Examinons à part la tlexion
la praiide noie de la lin de ce paragraphe "iS, non seulement des expériences de diverses sortes rapportées en cet endroit ainsi qu'aux pages 19, 40, 234, 520, 829 (§ G des notes des n°' 21 et 80, etc.) de l'édition de 1864, annotée, des Leçons de Navier, mais encore un raisonnement théorique circonstancié, de M. Doussinesq, fondé sur le princijie du potentiel, toujours positif, des forces élastiques, et sur la nature même des solides appelés liges, dont chaque tronçon n'a éprouvé que de petites déformations ne dépassant pas les limites de stabilité de leur contexture.
4" L'auteur s'exprime mal lorsqu'il dit qu'un des résultats de la théorie ordinaire est impossible dans fous /es cas (c'est-à-dire, donc, même avec une section extrêmement petite); ce résultat est, dit-il, la production d'inir flexion plane dont le plan ne passe pas par l'un des a.ces principaux de la section transversale. Une llexion plane, c'est-à-dire dans laquelle l'axe longitudinal primitivement rectiligne de la pièce, devient une courbe plane, est en effet, contrairement à celte négation, possible suivant tout autre plan ([ue les deux qui comprennent un axe principal transversal : seulement, alors, ce plan de la courbe de l'axe longitudinal ne coïncide généralement pas avec le pian du couple ou moment ■ l'ésuUant des forces qui font lléchir; il se rapproche plus ou moins (ce «jui n'avait pas été aperçu par les premiers auteurs do la théorie de la flexion), du plan de plus facile flexion, perpendiculaire à l'axe du plus petit des moments d'inertie de la section; et son
inclirtaison se détermine par la formule (117 a) tang 9 = 7- du g 58, page 289. (Voir la note
de la p. 287 au môme ,^. Voir aussi, pour une démonstration élémentaire, le j^ 9 de la note du n" 83 de l'édition cilé(% 18()4, de Navier)
(') Voir, dans la deuxième uioilié d'une note du ji .IS, pages 284, 285, une citation de ce qui a été fait pour la solution de problèmes de flexions, toujours plus ou moins accompagnées de torsion, des pièces courbes à double courbui'c, ou de pièces courbes lilaucs sollicilécs à fléchir dans uii autre plan que celui de leur axe longitudinal; et l'indication de ce qu'il faut faire pour compléter ou modifier, dans le cas le plus général, ces solutions, fondées sur l'intégration d'équations ditiéieulielles données dans un mémoire du 7)0 octobre-G novembre 1843, et (|uc M. liresse a, depuis, établies d'une autre manière (Cours de niée. appl. Résistance des matériaux, 1859, p. 86). Voir aussi l'historique en fêle de l'édition annotée de ISavier, 18G4, n"- 20 et 21, pages 130 et 13-2. Voir encore la fin d'un article des comptes rendus de la séance de l'Académie du 27 janvier 1879 (Sur une formule donnant approximativement le moment de torsion, t. LXXXVIII, |). 145).
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produite dans le [dan dôferminé par l'axe de celte tige et l'un des axes principaux de sa section transversale. Nous aurons, dans ce cas, pour déterminer les déplacements u des points de l'axe de la tige dans le sens X qui lui est perpendiculaire, l'équation
/'•'•/, I' ... d'il ,,
où |^g83, équations (529), (550), (550f), (550f/)l,Udésignant toujours les forces motrices ou d'inertie s'exerçant par unité de volume sur un élément intérieur de la tige, et Ü, ses valeurs aux divers points d'abscisses s, entre les sections dont les abscisses sont :• et /,
(555j M = (A'), + K ( / — c) + r~ ' Ü (?— :.) dl.
Le terme — T (?<^ — u) de (550 f/) ne figure plus dans cette expression, car il est d'ordre supérieur de petitesse lorsque la tension longitudinale T n'est pas extraordinairement grande.
Alors M est une fonction donnée de 2, et l'on trouve par deux intégrations, G et C étant des constantes arbitraires,
du „ . /'i M
rT-T-j dS ;
(337, »^c'+c:-+j;;(/;g^rf.),/.
du On détermine C et C en se rappelant que -r^ représente la tangente
trigonométrique de l'angle formé par la tangente à la ligne des centres de gravité, avec la direction primitive de l'axe de la tige, c'est-àdire avec l'axe des z. Comme cet angle est toujours très petit, on peut le substituer à sa tangente et le considérer comme ayant pour valeur
le rapport -r:' Si maintenant on examine les conditions auxquelles la
tige peut être soumise, on trouve les cas principaux suivants, avec la détermination correspondante des constantes arbitraires.
1" Im tige est encastrée à Vune de ses extrémités. De cette sorte, pour ;:=0, la position et la direction de la ligne des centres de gravité se trouve déterminée. A l'autre extrémité agit une force P dans la direction de l'axe des x, perpendiculairement à l'axe de la tige. On a donc immédiatement
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du dz
du et, puisque, pour ;=(), u et -r doivent s'évanouir, les équations (556)
et (537) donnent
et, par conséquent, la solution du problème se présente sous la forme suivante
( "=xiri^"'"-^'+i!r=
' \}ix.—z)(h\ih. j (k
Pjcr'/r \ 2 G / , y 0 , y (i EiT/^
Si la force P existe seule, et si aucune autre force n'agit sur l'inté rieur, on a simplement
et la flèche de llexion, pour i==/, est ,
Si la tige est horizontale, et si l'on doit prendre en considération le poids propre de cette tige, ou bien une charge uniformément répartie, ce que l'on peut ragarder approximativement comme une extension du poids propre, on doit alors prendre pour Ü le poids Dœ par unité de longueur ; et on a, dans ce cas,
et par conséquent
V- ^ P lia
EaP 3 ' 8)*
et, puisque De/ désigne le poids tolal de la lige, cette llèche est la même que si le poids P appliqué à l'cxlrémité avait été augmenté des - (hi
o poids de la tige.
§ 84. — DIVERS CAS d'extrémités OU LIHRES OU ENCASTRÉES. <S25
'I" La tiqe est encastrée à une extrémité^ et Vautre extrémité, située à la même hauteur, est posée librement sur un appui. Ce cas se distingue seulement du précédent en ce que la force 1* n'est pas donnée, mais se trouve remplacée par une réaction inconnue — Q exercée par l'appui contre l'extrémité libre de la tige. Il survient une nouvelle condition consistant en ce quei< doit s'évanouir, non seulement pour :=0, mais aussi pourj = /; et en faisant, dans l'équation (ôoS), :■ = / et If = 0, on trouve pour la valeur de Q = — P,
Lorsque l'on aura déterminé Q au moyen de cette formule, on introduira dans la formule (558) la valeur — Q au lieu de P et l'on aura la valeur de ". Si par exemple la lige est chargée uniformément, et par conséquent si 0 = 11;:, on trouve, en faisant dans (540), P= — Q,ii=r=0,
d'où
De sorte que si, dans l'équation (540), on pose P = — ^ TTc/, on a
D'après cela, la courbe affectée par l'axe de la tige s'infléchit d'abord vers le bas avec la concavité tournée vers la partie inférieure ; ensuite, après un point où il n'existe pas de courbure (point d'inflexion), la concavité de la courbe se tourne vers le haut ; enfln, plus loin, se trouve un point où la tangente est horizontale et après lequel la courbe elle-même remonte. La position du point d'inflexion, où la courbure
- = -T—, doit s'évanouir, se trouve d'après l'équation
^='~, ou bien {) = r- — hh-^-\z^=(l—z) (l — U).
L'une des deux solutions, ::■ = /, montre seulement, ce qui était évident de soi, que l'extrémité libre et simplement posée n'éprouve naturellement aucune flexion, en sorte que la courbe (542) en n et 2, si on la prolongeait au delà, aurait une inflexion en ce point.
L'autre solution, donnant la situation du point d'inflexion intérieur :
montre que la distance de ce point à l'extrémité libre est triple de sa distance à l'extrémité encastrée.
Le point où la tangente est horizontale se trouve en faisant
0='^ ou () = ioPz—ïbh'-h%^:
ilz
En supprimant la solution z = 0 que 1 équation devait donner puisque, au point d'encastrement, la tangente est horizontale, cette équation donne ensuite :
oui évidemment il faut prendre le signe inférieur pour avoir un point appaitcnant réellement à la tige et non au prolongement fictif de la courbe qu'elle affecte, ce qui donne
pour la distance, à l'extrémité encastrée, du point où la tangente est horizontale.
11 convient encore de faire remarquer que la charge se partage inégalement entre les deux points d'appui. Puisqu'il l'extrémité libre on
a trouvé que la pression supportée par l'appui était égale aux ^ du
poids total, l'extrémité encastrée doit supporter les ^ de ce poids afin
que les deux appuis portent ensemble la charge complète.
du 3° La tiqe est encastrée aux deux extrémités. Alors, u et -r- doivent ^ dz
s'évanouir pour t=0 et pour z=il. On a ainsi quatre conditions, et il se trouve en effet, dans les équations (556) à (558) quatre grandeurs indéterminées ; car, dans ce cas, ni la résultante K, ni le moment (A' )^ relatifs [équation (555)] au point 2- = /, ne sont nécessairement nuls; ils représentent au contraire la force extérieure et le moment de rotation inconnus qui doivent être appliqués à celle extrémité de la tige pour la forcera y prendre la position et la direction données. Si l'on désigne cette force et ce moment par — Q et par R, on a, d'après l'équation (551) :
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(543)' EcrX-2jj^^ = R-Q(/ — ;)+ f'j]{z-z)<h; ^*^
el, par intégration
E,,,= ;!^ = li. _ Q ( ;. _ iij + i; ' [ I'' c ( j - =, ,/:] ,/,, E.>.=„ = p, I - Q ( 'I - ï' j+ j; _/;; [ /•' mr_.„ß] ,/„/..
On a fait égales à zéro les constantes d'intégration, ce qui satisfait à
la condition que ii et -y^ doivent s'évanouir pour;- = 0. En faisant z=l
dans ces équations (5i4) et en égalant les mêmes quantités à zéro, on satisfait aux deux autres conditions, et on peut déterminer R et (J. Si, pour abréger, l'on pose
dzdz,
les équations (541) donnent, pour exprimer ces deux dernières conditions :
0 = R/ — Q^ + A, o = R^_ot" + B ;
d'où
Les forces d'encasi rement sont donc ainsi déterminées, de même que la valeur de u, dans laquelle tout est connu lorsqu'on y aintroduitles valeurs trouvées pour Q et R.
Considérons encore le cas d'une charge uniformément répartie. Puisque l'on a U = n7, l'équation (543) devient :
Ea^ ^J ==R —0 (/ — ..j + n,r ^^i' :
(*) Cette méthode de détermination de ce qu'on a besoin de connaître des réactions s'exerçant dans le deuxième encastrement, que j'ai employée dans un cours lait à l'école des Ponts et Chaussées et lithographie en 18Ö8, puis indiqué de nouveau à un mémoire du 30 octobre "1845 {Comptes rendus, p. 954), méthode consistant à prendre pour inconnues, comme fait ici Clebsch, à la t'ois la vcnuI Imite — Q et le moment re'sultaiit R de ces réactions qu'exercent en leurs divers points les parois entre lesquelles le bout de la pièce est encastré à sa deuxième extrémité, paraît préférable à la méthode de Navier qui a le premier résolu analyliquement le problème du double encastrement, mais qui introduit dans le calcul une force fictive, supposée agir sur un prolongement de la pièce au delà de son deuxième encastrement.
On sait qu'on prend aussi aujourd'hui avec avantage pour inconnues, dans les problèmes pratiques des poutres de ponts à plusieurs appuis, les monirnta flr'chissnnts sur ces appuis.
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et, par intégration, en suivant une marche peu différente de celle qui précède ;
On voit que l'intégration est faite de manière que lesconditionsw =
du 0, et -y^ = 0 soient satisfaites pour 2 = /. En exprimant maintenant
ces mômes conditions pour ::-:=r:0, on obtient les équations
d'où l'on déduit :
lier/' " 12 '
La pression sur chacun des appuis extrêmes est donc, comme on pouvait s'y attendre en raison de la symétrie, égale à la moitié du poids total ; et chaque encastrement doit résister à un moment de rotation égal au poids total multiplié par un bras de levier égal au douzième de la longueur delà tige.
En introduisant dans l'équation ayant EaVu pour premier membre, ces valeurs de R et de Q, on trouve enfin
On voit que la courbe est symétrique, puisque u ne change pas de valeur lorsque l'on change :$ en {/ — z). Elle a sa tangente horizontaleau
milieu, au point où ^ = ,^; et deux points d'inflexion, où la courbure
change de sens, donnés par l'équation
^=0 ou l-^ — ßh—&z'~ = 0;
I OU
Ces deux points d'inflexion se trouvent donc placés symétriquement par rapport au milieu de la lige.
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L'abaissement inaximuiii se prodiiil au milieu de la longueur et a pour valeur
4" Enßn, les deux extrémités de la thjc sont siinpleinent posées sur des appuis. Dans ce cas, aucune des extrémités ne doit être soumise à l'action d'un couple de rotation ; il faut donc que non-seulement (A')^ s'évanouisse dans l'équation (555), mais encore que, pour z=Oj l'on ait aussi M := 0, c'est-à-dire
(J:^K/H- f ÜÜ— c-i.ä
Cette équation détermine immédiatement la pression 0 = — K que doit supporter le point d'appui situé à l'extrémité z^l. Si l'on introduit, dans l'expression de M, la valeur de K déduite de cette équation et qui est
ce moment M sera complètement connu. L'équation (554) donne alors, par intégration, C étant une constante.
Dans la dernière intégration, on n'a pas introduit de constante, puisque u doit s'évanouir pour 2 = 0. La coastante C introduite dans la première se détermine par cette condition que u doit aussi s'évanouir pour z=:l. En effet, en posant, dans la dernière équation, i<=Ü et z = l, on trouve
/ jo je
Appliquons de nouveau ces formules au cas d'une charge uniforme, c'est-à-dire faisons U = Ile, nous avons :
et, pour que M s'évanouisse avec z,
k/H — —=^{; dou k=: ^'
En introduisant cette valeur dans l'expression de M, on trouve M = —11^—^^ — , E<7A--p = — lia — -^ — ;
et, par intégration :
(lu _^ _n_^ //:■- r\ _ n /h"' ;••
Il reste à déterminer la constante C de manière que ii s'évanouisse pour 2= / ; cela donne
et enfin
Le plus gr^nd abaissement, qui se produit au milieu, prend ici la valeur
Cette tlèchc de la pièce posée est donc cinq l'ois plus grande que celle du cas précédent, où la pièce était encastrée aux deux bouts.
g 85. — Tensions. Force de résistance des pièces . ou charges qu'elles peuvent porter.
Lorsque la lige n'est soumise à aucune tension longitudinale appréciable, la valeur de la plus grande tension, dans chaque section transversale, donnée par la formule (ô.'ôr/), ^ (S,', est représentée par l'ex-
Vit pression zh- — , où // représente la distance à Taxe principal autour
duquel se produit la flexion, du point de la section transversale qui en est le plus éloigné, de chaque côté de cet axe. Ces deux points correspomlent ù deux fibres dont l'une; est comprimée et l'autre Icndue ; et, à moins de circonstances particulières (jui en décident autrement, il faudra généralement adopter, pour la section transversale, une forme telle que ces fibres soient également éloignées de l'axe principal consi-
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déré, pour qu'elles se trouvent également sollicitées, soit par la pression, soit par la tension (*).
La section de la tige où la plus grande tension a la plus grande valeur, se trouvera en cherchant celle qui répond à la plus petite valeur du rayon de courhure p (**). On déterminera donc les minima de la valeur de p et on en comparera les valeurs avec celles de la même quantité aux extrémités de la tige. Comme d'après (55 i) on a :
ru , > d'il M
p in- h(Ti-
il se trouvera des maxima ou des minima de - aux points satisfaisant
à l'équation
dz-
ou bien, en empruntant à (555), J; 84, p. 8*25, la valeur de M ,
(') Ainsi que nous l'avons remarqué à la Note de la fin du .S 57, cette rè:rlf n'est point théoriquement exacte, puisque la rupture par compression longituduiale parait n'être autre chose que la rupture par les extensions transversales, d'une proportion bien moindre, (lue cette compression fait naître, en sorte que les formes de section les plus avantao-ouses devraient être celles pour lesquelles la fihre invarialile, ou comme disent aussi les ingénieurs anglais) l'axe tien Ire, est bien plus rapproché des libres les plus étendues que des fibres les plus comprimées, comme dans les sections en double T non svmétrique qu'on donnait aux pièces de fonte, dans le temps où on les employait en poutres, ce à quoi on a à peu près renoncé pour divers mctifs de prudence, comme nous avons dit à la même note de la fin du § 57.
Mais des raisons de fabrication aux laminoirs, etc., portent ;i l'aire en double T symétiique les sections des poutres en fer forgé, employées aujourd'hui (voir le Traité de la résistance des matériaux du général Morin); et. quant aux pièces de bois, il y a aussi d'autant plus de raisons de ne pas se départir de la forme rectangulaire, que la résistance à la séparation, pour même proportion des dilatations de la matière, y est bien moindre transversalement que longitudinalement.
La symétrie, supposée par Clebsch, existe donc le plus généralement.
On évite d'ailleurs les erreurs sur la distinction ou sur le rapport mutuel des résistances des libres à l'extension et à la compression en déterminant, comme on le fait généralement les coefficients R et Rq (même note) de rupture prochaine ou éloignée, comme ceux d'élasticité E qu'on fait entrer dans les formules pratiques, par le moyeu d'expériences de flexion et de nipture par llexion, et non d'expériences séparées où il n'y ait que des extensions ou des compressions.
(■*) Ce sera aussi la section r/aw^rrcf/se, c'est-à-dire qui contient le point (Inugcmix on la plus grande dilutation a sa plus grande valeur. Les solutions que donne l'auteur dans ce paragraphe, où il n'est question que de déformations par dilatations longitudinales et llcxions, sont donc justes ou exemptes de l'erreur que nous avons signalée dans les deux notes du § Ö7, où il présentait, même lorsqu'il y a des torsions et des glissements sensibles une formule générale basée sur le faux principe en vertu duquel on limiterait les fmxionl intérieures, au lieu de limiter les dilatations qui, seules, compromettent la stabilité de la contexture de la iratière.
CIIAP. VII. l'LKMON DES TIGES.
Le second membre de celte équation n'est autre chose que la somme de toutes les forces agissant perpendiculairement à l'axe de la tige depuis le point z- jusqu'à l'extrémité. Il y a donc un maximum ou un minimum de tension ou de pression toutes les l'ois que cette somme s'évanouit. Dans les quatre problèmes que nous venons de traiter, où nous avons considéré des charges uniformément réparties, et de plus, dans le premier, une charge isolée P, les forces agissant à l'exirémité z=l sont respectivement :
Un ))oul c'iR'ysli'é, l'jiutrc lilire.
Un bout encastré, Ta litre posé.
-in,/,
Deux bouts oiuastiés
-zjn./,
Deux bouts poses
— ^UgI.
Cela fait voir immédiatement que dans le premier cas, il ne peut survenir aucun maximum de courbure entre les deux extrémités;
dans le second cas, il s'en produit un au point éloigné de ^^ de l'cx-
trémité :; = /, car la charge comprise entre ce point et l'extrémité est -Ils/; et que dans les deux autres cas, le maximum de courbure se
trouve au milieu de la tige. Or, dans les quatre cas, la valeur de-7— = est respectivement :
1«"' cas, 2'" cas, o'' cas, 4'' cas,
JL // _ ,4-11 (^ — -)' iL /-— ^'/^ + 4^- Jï Z-^ — ()hH- 6 :.^ n h. — ;2
ï^crr^^ ^^~^E).^ 2 '' EV 8 ' El-' 12
8 ' El-'
En iniroduisani pour :;■ l(>s valeurs :
' Eà^' 2
ré|iondant aux points où la courbure est maximum, on trouve, pour la valeur dt; la courbure en ces points :
9ii/^
24 Eà-
D'ini aulre côté, les valeurs de - aux extrémités î = 0, :=/ sont ; à
1\ VI up
p)z = {\~ E(7A^ ' 2Ea^''
8Eà^'
ni' 12Eà^'
RÉSISTANCE ET CHARGES LIMITES POUR LES DIVERS CAS
Dans les deux premiers cas, la plus grande tension se produit donc au point 2 = 0; dans le troisième, la plus grande tension se produit en même temps aux deux extrémités, et dans le dernier cas, au milieu de la tige.
Si, dans l'expression de la tension, on introduit la plus grande valeur de - ainsi trouvée, et si Ton pose
(344^) - = Ro,
Ko désignant (voy. (5276), §81) la plus grande tension admissible sans danger de rupture même éloignée, on obtient la force de résistance de la tige. On a donc, pour les problèmes précédents, les quatre équations suivantes, établies comme on vient de le dire :
l«"" cas, S*". cas, 5*^ cas, A" cas,
i^'U'^TJ-^'«' r^-T~''»' PT^-^"' r^'T=^''-
Dans le premier cas, faisons P=0, pour que la tige n'ait à supporter, comme dans les trois autres, qu'une charge uniformément répartie; nous obtenons les expressions suivantes des valeurs de la charge qui peut être portée par unité de longueur :
La Chargen que peut porter une tige encastrée à une extrémité seulement peut être, comme on voit, quadruplée si les deux extrémités sont appuyées, et sextuplée si elles sont encastrées.
Là charge étant donnée, on obtient pour les longueurs de tige admissibles :
et si les longueurs et les charges sont données, on aura les valeurs suivantes pour les rayons d'inertie des sections transversales :
, /nT , /ii/i , / 11// . I~iïk
On peut supposer que la tige soit soumise en outre à une tension
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longitudinale, à la condition que celte force ne soit pas assez grande
pour devoir èlre prise en considération dans l'équalion de la courbe.
Alors, à l'expriîssion — , il faut substituer les deux suivantes :
T , Eh l_'^
OÙ T désigne la force de tension longitudinale, // et h' les dislances à l'axe de flexion des libres de la section transversale les plus éloignées de chaque cùié. On peut nalurellement, avec ces grandeurs, opérer
exaclement comme nous venons de le faire avec — et leur anpliquer
P les mêmes considérations. Si on fait Ji=It\ l'une des tensions maximum est augmentée dans chaque section transversale, l'autre est dimimiée et peut même être changée de sens, c'est-à-dire de pression devenir tension ou inversement. Il n'est pas nécessaire d'insister davantage sur ces observations très simples.
^ 86. — Calcul des rayons d'ineriie.
Tout ce qui précède suppose connu le rayon d'inertie ou de gijrdlion A. Nous allons donner quelques indications sur la manière de l'obtenir pour des sections de différentes formes.
Conformément à la définition donnée § 28 par les équations (8*2) page 173, oii ont été introduites les notations ■/., a, on appelait a'c le moment d'inertie de la section transversale autour de l'axe des y, lequel, dans le problème que nous venons de traiter, est perpendiculaire au plan de flexion.; et v:c était, de môme, le moment d'inertie autour de l'axe des x. Donc, T désignant toujours les intégiales élendues à toute la section transversale c, et ces notations étant conservées, on a
\'i7 ='- I .r-Wo-, x-(T = 1
l'iU
La détermination de ces deux grandeurs se trouve donc ramenée au calcul de deux intégiales, en supposant connue à l'avance la position des deux axes principaux.
Mais il en est autrement hnscpie ces axes ont besoin, aussi, d'êlrc trouvés.
Prenons deux axes (juelconques, pei'peli'liculaire'i l'un à l'autre el
^86. — DÉTEU.\ll>ATlu> DKS AXKS ET DES IIAYO.NS k'i.NEIITIE DES SECTIOINS, 855
menés par le centre de gravité ; désignons ces axes par x\ \j\ et par ?', 9 les coordonnées polaires, complécs à partir de leur inlcrseclion et du premier des deux, d'un élément f/c: de la seclion transversale. Si nous considérons un autre système d'axes rectangulaires menés toujours par le centre de gravité, dont l'axe des x fasse avec celui des x
l'angle a, et, avec l'axe 7' l'angle ^ — a, les coordonnées du même
élément dz, par rapport à ces nouveaux axes seront :
X = r cos {-il — aj = x' cos s -\- y' sin a, y = r sill (s — a) =: y' COS a — x' sin a.
Si les .'■, 7, sont les directions des axes principaux d'inertie, déterminées par l'angle encore inconnu a, l'on aura, d'après la définition des axes principaux donnée au § 28, la condition
(545) U= I .ryih-^^ I |.y' CCS a -f //'sin otj ((/'cOS'/ — x' f>hlct\(l/T,
et les moments d'inertie X-'s. -/.'g seront délerminés par les lorniules
1 ),-o-= I .r-(l/j= I (.'■' COS «-{-//' sill a)- ^/t»
[ x.-a= j y-(l'7= j ^//'cûSa — x' hin ctf da.
Supposons maintenant que, la seclion transversale étant donnée, l'on ait calculé, dans le système primitif quelconque de coordonnées x', //', les trois intégrales
I x'hh, j y'-dtr, j x'y'ih,
et posons
Les équations (540) et (545) donnent
!À- := a^._, siii^a — la ^.^^ sin a cos a + a^ ^ cos-'a , •x^ir^a^.^ cos-a-f-'Ja^ sinacosa + r/^^ sin-a , 0 = 0. ,. sinacosa-i-a (sin^a — cos-a) — a sin a cos a. ,rx jij un
Il reste, au moyen de ces trois équations, à- calculer la position des axes principaux, ou l'angle x, et les grandeurs des l'ayons d'inertie ■A, A. On peut résoufire ces équations par deux moyens différents.
Celui (jui se présente le plus naturellement consiste à déterminer
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l'angle a au moyen de la dernière équation qui peut se mettre sous la l'orme
''2 sin a cos a 2«
(549j -^-^ ^^ = lang 'ia ==
COS-« — ïni-a ^ a — a
.ci: ij!I
cela donne, pour l'angle '2 a, deux valeurs qui diffèrent entre elles de deux angles droits. De ces deux valeurs, il y en a une qui salislait aux équations
(549 a) sin 2g = "^ : cos 2a
v/(r/ — a )--i--4f/.- v/(a — a )^-f-4rt-
Si nous prenons cette valeur, et si, au moyen des formules
l4-f'os2a . J — eus 2a . siu2/
COS-a = 7^^ > Sni-a = r. » SUl a COS a ::= — - — ,
nous introduisons dans les expressions de •/. et de a les valeurs de sin x et de cos «, nous obtenons :
L'autre méthode, plus élégante, consiste en ceci : multiplions la première des équations (548) par sin a, la troisième par cos a; puis la première par cos a et la troisième par — sin a; ensuite, multiplions la seconde par cos a et la troisième par sin a, puis la seconde par sin a et la troisième par — cos a; et additionnons chaque fois les deux équations obtenues, nous aurons
{(i y,. — À-) siii a — a^.^^ cos -a = 0 , {a^^, — •/.-) cos <x-\-a ^.^ siti « = U,
— a ^.^^ si II a 4- (V/^^^^ — À-j cos a = 0 , a cos a H- (a — ■/}) sin « = 0 .
Eliminons l'angle a de chacun de ces deux systèmes, en égalant
sm a
entre elles les deux valeurs que chacun donne pour » nous obte-
^ cos a
nous pour -/.^ et pour V une mèmcéqualion du second degré, qui, en
représentant par ;;• l'une ou l'autre de ces quantités inconnues, est de
la forme
et dont la solution est
I j:^ ) 2 / " ' •''.'/ ^ un j:>> ^^ ".,;/ k
EXEMPLES DE P.ETTE DÉTERWNATION
Comme exemple, je tiailerai le cas d'un parallélogramme dont l'un des côtés, de longueur n, est parallèle à Taxe des //', et dont l'autre, de longueur m, fait avec le premier un angle -;. l'ienons. pour un
point M. deux coordonnées obliques r. s. parallèles aux côtés«, m du parallélogramme, et posons en conséquence, pour les coordonnées rectangles du môme point :
.r' = s sin y
?/' = r-!-scosY.
Considérons, comme élément de la surface, un petit parallélogramme dont les côtés sont dr et ds, et dont la superficie eüdrds sin 7., nous aurons :
r; = 77in siny;
m II
a î??»sin"= I I (r-{-scosy}- dnhsm-f.
a mn sin y
>.ni ' J m ,' n
/ " / (S sin y) ^ drds siny.
r± ri
a mn siny = I ••? sin y f/'-i- s ces y) f/rrfs siny ;
ou bien, après avoir effectué les intégrations :
m- 4- yf- cos^ «- sin- y v} sin y cos y
Par conséquent, les équations (549 a) donnent, pour la position des axes principaux :
m- -h n- cos '2y n- sin 2y
cos 2a— -7 , ,,.,..,-..' sin2o(z= —
\Jrrv^iV-\-'lm-ii-co<,'l-': " "' vw^»*-r--"i-'i-cos2y
elles équations (550) donnent, pour les carrés des rayons d'inertie
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principaux :
À- 1= rry j W" + //' v/"*' + " '' •+" ''2m' II' COS "iv ,
X- = ~ m- -f- /?- 4- v//n'' H- n' 4- 'im^n- cos !2y
On a déjà dit, .i; 50, que si, dans la section transversale, il existe un axe de syinélrie, cet axe est en même temps un axe principal d'inertie. Alors, le système de coordonnées x, y est connu tout d'abord, et il ne reste à calculer que les intégrales : .
/-<r = I .r-(]rj , ■/r<7 = 1 i/-(Jt .
Pour faire ce calcul, on peut imaginer la sui'face divisée en bandes d'abord parallè'es à l'axe des .r et de largeur dy, puis parallèles à l'axe des y et de largeur dx. Dans le premier cas, si l'on pose dz = dxdy, et si l'on intègre tout le long d'une bande parallèle aux r et dont les extrémités ont les coordonnées ^r^, x^, on trouve :
dy, y.'<7= j y^x, — x^)dy\
l'intégration devant être étendue, dans la direction de l'axe des y, à toutes les bandes qui composent la section transversale; x^^ et x^ doivent être exprimés en fonctions de y, au moyen de l'équation de la courbe de contour.
Si au contraire on considère les bandes parallèles à l'axe des y, et si l'on intègre d'abord dans l'étendue d'une de ces bandes, il vient :
XV = I x-{yi — y„)d.r, x.V = j ' ' ^^ ' "dr.
On devra alors exprimer les coordonnées extrêmes, ?/„, y^ de cbaquc bande, en fonction de x\ par le moyen de l'équation de la courbe de (;ontour, et intégrer par rapport à x sur toutes les bandes en lesquelles la section a été décomposée.
Si la section transversale est un rectangle dont les côtés sont a e( />,
on a, dans h; premier mode de décomposition, x^= — a:„= -^-, et les limites d'intégration pour // sont — - et ; de sorte ((uc
^ 80. — <rnr. itF.s kxfmim.e?. 87)0
,» 7 C^'i (V' , frh , , r - ,, air
Si la périphérie de la se('tion tninsversaio est une ellipse dont a et h sont les demi-axes principaux, et qui peut être représentée par les équations
,ï =r rt COS î , y= h sin © ,
ou a
x^^^ — .r„ =r a cos o , dif =^ h cos o r/a ;
et les limifes de o pour les bandes extrêmes parallèles à l'axe des x
sont — ^ et + ^: par conséquent,
nli
= 2ah-- j
et comme ■:=r.ah.
Enfin, la position des axes principaux devient nécessairement indéterminée lorsque l'on a, en même temps a^^ =0, et a.. = «^^ . Car
alors, tang 2a prend la forme j.. Dans ce cas, on trouve, d'après (548),
de sorte qu'un axe quelconque peut être pris pour axe principal, et donne toujours le même moment d'inertie. Tous les moments d'inertie sont donc égaux, de quelque manière qu'on choisisse l'axe; il suffit alors de calculer une seule intégrale.
Cela se présente toujours lorsque, par exemple, la section transversale a deux axes de symétrie qui ne sont pas perpendiculaires l'un sur l'autre. Chacun de ces deux axes peut évidemment être considéré comme un axe principal ; ce qui conduit à deux systèmes différents d'axes
(') On a donné § 51, à une petite note (") de la page 207, un moyen bien plus simple et tout élémentaire d'obtenir ces expressions des moments d'inertie et des rayons de gyration d'une ellipse.
principaux, qui ne peuvent coexister qu'autant qu'il yen a un nombre infini, c'est-à-dire que si un axe quelconque peut être pris comme un axe principal.
Un polygone régulier est un exemple de ce cas particulier. L'intégrale à calculer se trouve alors très facilement de la manière suivante. Puisque A" = ■/.-, on a aussi
/ a-'-</ff == j ifiU = 9 / (.r^ + if) do
et comme \x^ + \f) est le carré de la dislance de f/s au centre de gravité, cette dernière intégrale ne conserve plus aucune trace du choix accidentel du sysième de coordonnées. Si alors on imagine qu'elle soit divisée en 2n parlies dont chacune s'étendrait sur toute la superficie d'un triangle rectangle ayant son sommet au centre, et pour base la moitié d'un des côtés du polygone, chacune de ces In parties aura nécessairement la même valeur. Si donc on limite l'intégration à la surface de l'un de ces triangles, on aura
Pour calculer cetle intégrale relative à un seul triangle rectangle, plaçons le système de coordonnées de manière que l'origine restant au centre du polygone, l'un des x coïncide avec son apothème, perpendiculaire au côté choisi. Si nous décomposons la surface du triangle
rectangle en bandes de largeur dx, et si nous remarquons que - est
l'angle à l'origine des coordonnées, la longueur d'une bande située à
une distance x de cette origine sera ?/jr=ra?tang-, et l'intégration, le
long de cette bande, donnera d'abord
Si maintenant a est le coté du polygone, le côté de l'angle droit du triangle, opposé à l'origine, est ;^, et l'autre est ^^ cot-; il faut
donc encore intégrer par rapport à a; de 0 à ;t cot -, et Ton trouve , par conséquent,
.r2+7/2V/^= lang - H- ^ tang- - i ; — '— = -rr cot^ - + ^ cot ;
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et enfin :
,„ va' / .. r 1 ^ ttX aV =: -rr cot- - H- = cot - .
bi \ n Ö n)
D'un autre côté, la surface du triangle est -^- cot -; el par suite, la
surface totale du polygone est
na"- . TT Tr= —r- cot - ; 4 n
d'où
r/- / TT 1\ À-= -p: cet- -t + = ), cp qu'il f.iU.iil frrnivor Ht \ ^ o/
Je vais maintenant donner le développement d'une formule qui permet de trouver le moment d'inertie d'une section transversale, composée de plusieurs parties, d'après les moments d'inertie de chacune de ces parties.
Ainsi qu'on l'a vu, toute la détermination de •/. et / repose sur la connaissance des trois intégrales
où x et î/ sont les coordonnées par rapport à des axes rectangulaires quelconques menés par le centre de gravité.
Supposons maintenant que la section transversale se compose d'un certain nombre de parties isolées dont les centres de gravité ont, par rapport à ces axes, les coordonnées
Par chacun de ces centres de gravité menons des axes rr^, î/^; iTj, 7/,; parallèles aux axes 37, y, et rapportons chacun des éléments d'ji de la première partie aux axes x^ y^, et, de même, chacun des éléments (h^ de la seconde partie aux axes a:,, y,, et ainsi de suite; nous aurons, dans la première partie :
a: = .ri + a,, y=zy^-\-p^,
dans la seconde :
etc. Si donc nous calculons chacune des intégrales précédentes successivement pour chacune des parties dont se compose la section transversale, nous aurons :
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-h 2] [i, I !j^drr,-hp, fi/A,-^ j;
I .r'-drr= ^ (,r, +a,)2f/rriH- ^ (.r. -f-«,)^ r/rr
= / ./'V/cr, H- I .rVc-j + . . . + a^ / '/cr, H- «^ / ^/^-^ + . . . -f- 2 «1 I Xi(l(7i -h «i j J'i'h^ -+- ' ;
ixii(h= / (.r, + aj)(y^H-|3,)r/,Tj+ / (,r, + a.) (^, + ß,)r/a,H- . . . .
H- «1 / ?/,rf<Ti H- a, I y^f/o-, + . . . -1- |3| / x^dvy H- ßa / -''/^o^l' -+" • ■ •
Les intégrales /rfa^ /r/j^, ne sont autre chose que les surfaces
de chacune des parties isolées de la section. On sait aussi que
Ml •'^1
j d(7y j dcTi
sont les coordonnées du centre de gravité de la première partie, calculées par rapport aux axes .r, y; et comme ceux-ci passent par le centre de gravité, ces coordonnées sont nécessairement nulles, et par conséquent les numérateurs de ces expressions doivent s'évanouir. On a de même
, 1 .7\da,_ = 0 , fiijh, = 0 ,
et ainsi de suile. Enfin les intégrales
I .rJJa, , j .r^iiida, , I yldG
(»ni, ])our la première partie de la section, la même signification que n^^p, a,!,!^, «,.^c pour la section transversale entière. Désignons- les donc par a' a,,«' g,, a' c,; désignons de même para" c„, a" c,, a" g, les intégrales analogues pour la seconde partie, et ainsi de suite. Les
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équations précédentes prendront alors la forme :
.ex IX l x.t 1 ' 1 1 i 2
un ijy l iiiJ i ' ri i ' > i î '
.ri/ III i ' m i ' 1' 1 1 • irj j
Le calcul des a^,^, a^^, a.^ pour la section transversale entièi-e se trouve donc ramené au calcul des grandeurs correspondantes pour chacune des parties de la section transversale, et à la détermination de son cenlre de gravité (*).
Ces formules se simplifient nolablemcnt si tous les centres de gravité des diverses parties se trouvent sur une même ligne droite, qui soit en même temps un axe principal de chacune de ces parties. Cette droite est alors aussi un axe principal de la section transversale entière. Si nous la prenons pour axe des x, tous les a^,^ disparaissent,
ainsi que les ß; les ci^^ deviennent égaux aux >- correspondants, et les a , aux ■/•-. Nous avons alors
À-o- = À^<7^-h>;T, H- ...... -T- aV| -->;>,. -h
Les formules qui précèdent sont encore applicables au cas où certaines parties de la section seraient découpées dans d'autres plus grandes ; il faut seulement alors prendre les parties retranchées avec un signe négatif.
Je vais en faire l'application au cas particulier d'un corps creux, dont la section transversale est limitée par deux courbes semblables et semblablement placées, avec leur centre de gravité commun.
Composons la surface transversale au moyen de deux parties, dont l'une soit la surface totale pleine, et l'autre la partie correspondant
(■) On peut voir aux -;§ 1 et 0 de la note du ir 8'2, page 48. de lédition de Kavier de 1864, quelques Ihéorèmes propres à facililer le calcul des moments d'inertie de ligures polytronales
quelconques : la formule I = (7 ^ du moment d'inertie d'un trapèze autour d'un de
ses deux côtés non parallèles sera surtout utile, o- étant l'aire; h', h" les distances, à ce côté, des deux angles qui ne s'y trouvent pas. et par conséquent les longueurs des deux côtés jiarallèles s'ils sont perpendiculaires à celui-ci. Toute figure peut, en effet, être ramenée à une somme algébrique de pareils trapèzes.
Au g 11 de la note du n" 8ô, pages 61, 62 du même livre, .on trouve des théorèmes pour faciliter le calcul des fj:ij(h des mêmes figures polygonales quelconques.
.\u ^ 4 de la note de son n° 85, se trouvent deux manières, conseillées l'une par Poncelef, l'autre par Bélanger, à préférer suivant les circonstances, de calculer, par la formule de quadrature approximative de Simpson, le moment d'inertie d'une ligure curviligne.
au creux. Puis(i_ue les centres de gravité des deux parties coincidenl, les a s'évanouissent; et si z^, g^ sont les surfaces, >.j, x^ ; >.,, % les rayons d'inertie des deux parties, on a, d'après ce qui précède, pour la section transversale enlière :
et, comme évidemment '^ = '^i — '^„
Comparons ces rayons d'inertie à ceux d'une section transversale de même forme, mais entièrement pleine et de même superficie que celle de la section donnée, c'est-à-dire appartcn;mt à une tige pleine de même poids. Si nous appliquons l'indice 0 aux grandeurs correspondantes à cette section pleine, nous aurons tout d'altord
Si nous admettons que chaque ligne de la section entière <y^ soit, à la ligne correspondante de la section pleine c^i dans le rapport de \ ä 711; et que de même, chaque ligne de la section c^ soit, à la ligne correspondante ou homologue de la section c^ dans le rapport de i à n, nous aurons aussi
'y^z=nÙQ, Xj=mxo, l,^n\, x, = wxq:
par conséquent,
et les formules qui donnent les valeurs de À' et de y.-, deviennent
r = Il {nf- -+- 11") , x^ = x;' [m} -\- ■n}) ,
Rappelons-nous maintenant que la force de résistance de la tige
est proportionnelle au rapport-^ ; et que li, dislance à l'axe de flexion
de la fibre qui en est la plus éloignée, est évidemment égal à mh . Nous pourrons écrire
h lin \ tu
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Par conséquent, la force de résistance de la tiçje creuse est à celle
(le la lige pleine dans le rapport de 1 à | 2ni 1 si les dimensions
du contour extérieur de la section creuse sont à celles du contour extérieur de la section pleine dans le l'apport de 1 à ni.
^ 87. — Flexion produite par des forces réparties, jointes à des forces isolées. — Pièces portant sur plusieurs appuis.
Les l'unuules du g 8i permettent de traiter le cas où la tige doit supporter non seulement des forces réparties sur toute sa longueur, mais aussi des forces isolées appliquées en des points quelconques. On peut considérer celles-ci comme dt- s forces réparties uniformément, d'une intensité très grande, sur de très petites parties de la tige, et nulle partout ailleurs. Ces forces isolées se transforment ainsi en forces continues, et les formules du § 84 donnent facilement les flexions qu'elles produisent.
Une méthode, plus naturelle peut-être, consiste à imaginer d'abord la tige décomposée en un certain nombre de parties dont les jonctions se trouvent aux points d'application des forces isolées f'). On a alors à établir, pour chacune, une équation particulière d'équilibre de rotation ; et ces équations différeront de forme, en ce que le moment
EîV- -T— ; des résistances élastiques, à travers une section quelconque :;
de l'une d'elles, devra être égalé à la somme des momcnis des forces extérieures, tant isolées que continues, s'exeirant sur toute la tige, entre cette section et l'une de ses extrémités, par exemple la deuxième; sans y faire entrer celles qui agissent depuis la première extrémité ^. = 0. jusqu'à cette même section z dont on s'occupe.
(') C'est ceUe seconde méthode que Kavier a enseignée et employée, en posant, comme "va faire Clebsch, la double condition de raccordement des parties aux points d'application des torces isolées. (Résumé des leçons sur l'application de la mécanique, n" 27G, p. 186 de l'édition de ISt^G, et n° Ö0'2. p. 2Ji, de celle de 1853.) On peut voir au n" ö-2ö, p. 6Ö8 de la Mécanique de Poisson, ÜSÖö, combien cette méthode est plus simple que celle qui consiste ;i traiter, comme il le fait, une force isolée comme si c'était une force répartie sur un petit espace, en représentant la loi de répartition des forces sur toute la pièce par une fonction discontinue exprimée en série transcendante.
Cette méthode de Kavier eit rigoureuse. Il n'y a d'erroné, dans les mêmes parties de son livre, que ce qu'il avance sans calcul, au n" 282 (18t-(3\ ou ôO.j (1803), à savoir que le point où la pièce horizontale tend à se rompre est toujours situé dans la verticale du centre de gravité des poids dont elle est chargée: car, ainsi que nous l'ovons observé en 1838, le point de plus grande couriiure est toujours un de ceux d'appücalion des forces supposées toutes isolées.
846 CUM'. VII. FLLXIüN DES TIGES.
Appelons :• l'abscisse do cette section 7, à quelque partie qu'elle appartienne, et, la lige étant toujours supposée horizontale, désignons par
les dé[)lacernenls verticaux qui auront lieu dans ses dilTérentes i»ar- »ties; et
les forces isolées, supposées verticales; enfin
/i, /iH-/,, ii-hi,-{-i,, . . . . , /=^^-/, + /,^- .... H-/„
les dislances des points d'application do ces forces à l'extrémité :==Ü, en sorte que
soient les longueurs des diverses parties de la tige de longueur /, séparées par ces points d'application. Enfin, désignons par
le moment, autour de l'axe horizontal d'inertie de la section c, des seules forces continuement réparties, agissant depuis celte section jusqu'à l'extrémité ;;• = /; moment qui est, d'un bout à l'autre, une fonction de z. Nous pounons poser respectivement, pour les points des parties /^ /,,... /,, :
L'intégration de chacune de ces équations amène deux constantes arbitraires, pour la délerniinalion desquelles on a les conditions exté* rieures auxquelles sont soumises les extrémités posées ou encastrées, etc. de la lige totale. Mais on a, avant tout, celte condition, que la lige reste continue, c'est-à-dire qu'en chaque point de séparation de ses partiesj les déplacements // et les angles des tangentes avec Taxe
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des z, mesurés sur les deux parties consécutives, aient la mônic valeur. On aura ainsi :
, (lu, (lu.,
pour i = /j. "i=^"i et — -'=— ^,
î = /j-i-/,, iii = u- ot
(Iz (h.
(lu., (lu.
Eu égard à ces conditions, les intégrales premières des équations (551) se présentent, a étant une constante, sous la forme :
(lu,_ P,{l,-z.)'- ?jl^+l^-zf P,(/,+/,+...+/,-;)^ r^Mdz
<i!^^ ?,{!,+ 1,-zr^ i'„(/,+/,+...+/,-:)^ r^}i(iz
On voit que la condition consistant en ce que pouri = /j on ait
du, du^ , , , .. du., du. ,
-77- = -77' que, pour i.z=/^-f/.,, on ait ~ .- -y-, etc., se trouve sa-
U/c (\Z ' (IZ (IZ
tisfaite si seulement la constante d'intégration a est prise partout la nième(*). Une nouvelle intégration donnera de la même manière : (555 a)
'■ , r^ nM(h(iz
,,'0 Jo L(7/.- '
P„(/,-l-/o+...+/„-c.r , r= i''M(iz(iz
î-r----tt,-z-r i • r-wtzdz
(*) En effet. /, tt-t; est, comme M, une fonction de 2 qui varie continuement dans toute
JÜ E7/l'étendue de la pièce et qui a, par conséquent, la même valeur dans deux de ses parties contiguës, à l'endroit de leur jonction. La constante appelée a n"est pas celle qui eût été à
n^'l- , . , j n . • -du
njouter à l'intégrale ( ^-r:, seule ; c est la somme de celles a ajouter pour avoir -r- à tous le^?
termes résultant des intégrales effectuées. Cette constante aurait eu une valeur différente si l'intégrale de p-r^. au lieu d'être prise entre les limites 0 et z, l'avait été entre les limites :• et /i 4- /ä + . . . . + /„ où agissent les forces réparties dont les moments individuels autour d'un axe de g composent le moment M qui lui est relatif; mais elle aurait dû avoir toujours
la même valeur dans les expressions de -j^, —rf, pour les raccordements des diverses
parties de la tige. Nous pensons »[ue ces explications pourront nétre pas sans utilité pour bien comprendre le sens des formules du texte.
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Ici encore, la condition que, pour i = /p on ait u^ =u^, et, pour ~ = ^1 4-/3, u^ = i(., etc., est satisfaite si la constante d'intégration ß a la même valeur dans toutes ces équations. Les conditions à remplir pour que la tige soit continue se trouvent donc entièrement satisfaites, et il reste seulement à déterminer les deux constantes a, ß, d'après les autres conditions données.
Le système des équations précédentes peut encore être employé lorsque les forces P ne sont pas connues, mais qu'elles représentent des réactions produites par certains points d'appui. A cùlé de ces nouvelles inconnues, et pour servir à les déterminer, il se présente de nouvelles conditions consistant en ce que la })Osition des points appuyés se trouve déterminée à l'avance.
J'examinerai le cas d'une tige chargée uniformément, posée librement sur ses appuis extrêmes, et supportée, en outre, en (h — 1) points également distants, qui divisent, par conséquent, la longueur de la tige en n parties égales dont chacune sera désignée par /. Dans ce cas, on
a 1^ = 1^=2 = l^^r=l; et ni est la longueur totale de la tige. Les
pressions sur les points d'appui, qui sont égales et contraires aux réactions exercées par ces supports sur la lige, pourront être désignées pai' On Qs-.-- Q„,êt on aura Pj= — Q^,V^=:—Q.,, ....etc.; et entin si II désigne le poids par unité de longueur, on aura aussi :
M /"^"""'n/ / - r U(ltl — Z)- M= L U[)îl — z](h=-——^^ -;
de sorte que le système des équations précédentes devient :
_Mtit Q„ini-zf n /.^/v ./r .^\ •
"«- 6Ea),2 ••• 6EaX^ ^EaxA 4 6 +i)/J^«^ + '^'
Les conditions auxquelles doivent satisfaire les constantes sont maintenant celles-ci : que, pour tous les points d'appui, la valeur de u s'évanouisse. Si donc on pose, pour z = 0, ?/, = 0; pour :;• = /, M^=z<j=:U, etc., on aiu'a les conditions :
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(552) l\Q,+2\0.+rr.Q3+...+/r.r)„ =*-^P;
^^Q,+2^03+...+{/i-^r••O„=!!l^(i.«/+f5)+ (±l^-i\n^j\ ni;
,. ,, 6Ea).- , , ,. \'ù.{n-i)-.n'- .. (ii-\\'\^,
^ ()EaX- , , , /7t. n-.ti- . , "''\ri; 0=-y^ (n.^/+ö)+ ( — n'.n + ^j "/•
A ces conditions doivent s'en ajouter deux autres exprimant qu'aucune courbure ne se produise aux extrémités libres, et que, par consé-
fi IL quent, -r^ s'évanouisse pour ;= 0 et pour ; = 7il. On voit aisément
que la seconde de ces conditions est déjà remplie. Ouant à la première, elle donne
Pour trouver maintenant, au moyen des équations (552), (555), les inconnues Q^, Q,.... Q^, on peut procéder de la manière suivante. Quel que soit le nombre ('.on a toujours, identiquement, les quatre égalités :
Si, à chacune des équations (55'2), on ajoute les quatre (jui la suivent dans le même système (552), multipliées respectivement par — 4, + 6, — 4, H- 1, et si l'on tient compte des quatre égalités ou identités qu'on vient d'écrire, l'on obtient le système plus simple :
qui, joint aux quaire dcriiicres équations (552), remplace ce système (552). Si nous imaginons que l'on lire des équations (554) les valeurs de toutes les quantités Q, deux d'entre elles resteront nécessairement indéterminées, puisque le nombre de ces quantités surpasse de deux celui des équations. En d'autres termes, on satisfait de la manière la plus générale au système (554) si l'on peut exprimer tous les Q par une formule contenant deux constantes arbitraires. C'est ce que l'on fait en posant, A et B étant ces constantes, la formule :
().=W-^kp-{-Bq\
OÙ p et q sont les deux racines de l'équation du second degré
car si l'on pose (555) p'- -+- Ap +1=0 et 7^ -+- 4^ + 1 = 0,
et si l'on introduit les valeurs de Q. dans les équations (554), elles sont identiquement satisfaites, bien que les constantes A et B restent tout à fait arbitraires. De l'équation du second degré, il résulte :
7^ = — 2 + v'5, q = — '-l — \J^, pq=l-
On a alors :
Qi=:n/H-A(— 2 + v/^)H-B(— 2— y/o), Q,=n/ + A(— 2 + v/5)^' + B(-2-v/5)S
Si maintenant on prend les quatre dernières équations (552) ; cl si, à la première de ces quatre équations, on ajoute les trois autres multipliées respectivement par — 5, -+- 5, — 1 ; enfin si, à la seconde, 011 ajoute les deux dernières multipliées par — 2 et H- I, l'on oblient
et ces deux équations, avec (555), suffisent pour déterminer A, B, 0 ^ et par conséquent pour avoir la solution com|dèle du problème. On abrège 1» résolution de ces équations en observant que, par raison de
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symétrie, on doit avoir nécessairement :
Qi = Q„_,, CI.2 = 0«-2' • • • etc.
ou, en général,
A/;' + r>7' = Ap" - ' -\- B7" - 1.
Comme, à cause des équations du second degré (555), le produil/^y
est égal à l'unité, on a 7 = -, et l'équation précédente ne peut avoir
lieu, pour une valeur quelconque de /, qu'autant que l'on aura
D'un autre coté, on tire de (357) ou bien
ou encore, à cause des mêmes équations du second degré :
A;4H-Bf/' = -in/.
Cette équation, avec la précédente X jf = B, donne immédiatement,
en remplaçant d'ailleurs 7 par -, qui leur est égal, •
et, par suite, en introduisant ces valeurs dans les équations (356), on a pour les valeurs des pressions ou réactions ^^-^Q^ ^« _i '
La valeur de Q^^ n'est pas comprise dans cette formule. D'après \ù^7) elle est
La répartition des pressions sur les points d'appui se trouve donc entièrement délerniinée. Les dernières équations (552) permettent aussi de calculer les constantes a, ß, et par suite les déplacements m, ce qui d'ailleurs n'a pas ici un bienoiand intérêt.
On peut encore, au moyen des mêmes formules, déterminer la
seclion transversale dangereuse, c'est-à-dire celle où la courbure -
acquiert la plus grande valeur. Il convient seulement de faire observer qu'il ne suffit pas, comme dans le problème du § 85, de considérer, d'une part, les points delà tige où se produit un véritable maximum de courbure, et d'une autre, ceux des deux extrémités de la tige; mais que l'examen des grandeurs de la courbure doitporter aussi sur les sections placées directement au-dessus de chacun des points d'appui, c'est-àdire sur celles où sont appliquées les pressions 0,, 0^.... qui viennent d'être déterminées. Il suflit d'avoir appelé sur cette particularité l'attention du lecteur (*).
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On peut appliquer des considérations analogues lorsque les parties successives de la lige ont des sections transversales différentes; dans ce cas, les quantités o- et a% employées dans les formules du § précédent, présentent des valeurs différentes pour chacune des parties de la tige; cette application n'est pas absolument rigoureuse, mais elle est justi-
(') On Fail que le problème de la flexion et de la résistance des poutres droites continues reposant sur un nombre quelconque d'appuis, connue sont généralement les poutres de ponts métailifiues, se l'ésout maintenant en prenant pour inconnues, non pas les réactions de ces appuis, ou les pressions que la poutre y exerce, comme fait ici Clebscli, mais, directement, les moments de llexion sur ces mrmes appuis, moments dont il reconnaît nécessaire, et de toute manière, de calcnler euHiile les valeurs, parce que c'est de leur grandeur que dépend le danger de rupture. On sait aussi que les équations, toutes du premier degré, où cesmomenls se trouvent engagés, se posent au moyen du théorème dit dis iroix %o»irntx. qui établit une relation simple entre ceux qui ont lieu sur trois appuis consécutiis, en sorte (luc chaque équation ne contient, comme celles (5.')4), que trois des inconnues; et que la résolution de ces équations du premiei' degré s'opère le plus souvent par des artifices d'élimination analogues à cehii que Clehsch enseignait comme on volt. Nous ne pouvons, sur ce sujet, que renvoyer à des ouvrages spéciaux, jirincipalement à la Iroisièvie partie, datant déjà de is(')5, du Cours de Mécanique appliquée de M. liresse, où se trouvent présentés des moyens analytiques et graphiques d'obtenir les moments en tous les points intermédiaires entre ceux d'appui, sur lesquels les épures l'ont reconnaître que se trouvent pres([ue constamment les plus grands moments. On peut consulter aussi, avec beaucoup de fruit, des ouvrages plus récents, tels que ceux de M. Edouard Collignon, et divers mémoires insérés surtout aux Annali's des l'onts et Chaussées.
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fiée lorsque les différences des sections des parties successives de la tige ne sont pas très grandes.
Ces formules peuvent être employées avec une plus grande rigueur ou approximation, en y apportant de légères modifications, lorsqu'il y a, entre les forces isolées, des charges réparties et dont la grandcui' peut même varier brusquement d'une portion à l'autre de la pièce qui leur est soumise. Les valeurs du moment fléchissant appelé M (commencement du § 84) sont différentes pour les diverses parties delà tige, mais comme rien n'est changé à la méthode, il suffit d'avoir indiqué ces problèmes et la manière de les traiter (*).
D'une tige à sections transversales variant brusquement, on passe facilement à une autre dont la section varie d'une manière continue, dans des li miles d'ailleurs peu étendues. Ce cas ne se trouve pas, évidemment, compris dans les formules que nous avons prises pour base, mais nous pouvons cependant les y appliquer avec une certaine approximation, si les modifications des sections transversales et les grandeurs absolues de ces mêmes sections sont suffisamment petites. Nous devrons alors, dans les formules fondamentales (55i), (555) du § 84, considérer <? et a comme des fonctions données de :•, et, pour le reste, procéder de la même manière que nous l'avons fait dans ce ^84.
On peut aussi déduire de ces considérations une solution du problème de trouver comment doit varier la section transversale pour que la tige puisse être regardée comme également résistante dans toutes ses sections, c'est-à-dire pour que la tension des fibres les plus tendues ait, à travers toutes, la même valeur. Ce problème peut être résolu pour certains systèmes de forces, tandis que, pour d'autres, il est manifestement impossible et n'a même aucun sens. Je supposerai toujours que les forces agissant sur l'inlérieur de la tige ne dépendent que de la coordonnée longitudinale ;• et nullement de leur point d'application dans la section transversale, comme cela se réalise d'ailleurs le plus souvent avec une grande approximation. Alors les sommes U et V des composantes des forces [form. (550) du § 85] agissant par unité de longueur de la lige à l'endroit où est la section (7, prennent la forme Ao- et B^, A et B étant les composantes suivant x, y, de ces
(*) Pour que les formules des paragraphes précédents pussent être appliquées rigoureusement aux tiges composées de parties de dimensions diflérenies, il faudrait que les force agissant aux jonctions y fussent appliquées et distribuées conformément aux formules déjà plusieurs fois citées (75 a), du commencement du § 26. Mais, avec un autre mode de distribution et d'application, l'erreur ne peut porter que sur de très petites portions de la tige. de part et d'autre des sections de jonction, et n'affecte pas sensiblement la solution obtenue,
mêmes forces s'exerçant à l'intérieur, rapportées maintenant à l'unité de volume de la matière de la tige.
Dans ce problème, ce sont les quantités c- et a qui sont les inconnues. Comme il y en a deux, la solution n'est pas absolument déterminée ; mais on peut y ajouter une condition sur la forme de la section transversale. J'admettrai ici que toutes les sections transversales soient des figures semblables et semblablement placées, dont les centres de gravité se trouvent, dans l'état primitif, sur une même ligne droite, celle qui est prise pour axe des :■.
Désignons maintenant, pour la section transversale de l'extrémité z = l, par
c-j. sa superficie;
Àj, son rayon d'inertie ;
/fj, la distance, à l'axe principal ij, de celle des fibres qui en est la plus éloignée. Pour une autre section quelconque, les mêmes grandeurs seront désignées par
ff, X, h ; et, à cause de la similitude de ces deux sections, nous aurons :
(558) ff=— ffj, \ = -\;
sorte que la grandeur h reste comme seule variable à déterminer en fonction de z. L'équation /* = f (z), que la solution fera trouver, aura d'ailleurs une signification géométrique très simple : elle représentera, en projection sur le plan xz, la courbe formée par les points des sections transversales les plus éloignés des axes de flexion ou axes principaux des y, c'est-à-dire le contour apparent de la tige.
D'après le § 85, form. (344 a) p. 851, la plus grande tension, dans la
Eh section quelconque o-. peut se représenter par — Pour que cette tcn-
sion soit la même dans toutes les sections, il faut (lue - ait partout la
même valeur; et si nous désignons, comme à co § 85, form. (5 H h]
p. 855, et précédemment au § 81, par
cette valeur de la plus grande tension non dangereuse, nous aurons :
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Si maintenant, dans cette équation, nous remplaçons -
ç dz-
par sa valeur tirée de l'équation (534), Eca^-t^^^M et si nous exprimons aussi, par (358), c et /. en fonction de h, l'équation (555) du commencement du ^ 84 sera
(358 b) -^ ¥ = M --= ( A' j; 4- K ( / — :•) -^j^.J-_^ A (^ — =) hdz. ;
ou, comme à ce § 84 et au § 85, formules (550 a), (350 h), K est la composante totale, suivant x, des forces qui agissent sur la section extrême 2=/; (A')^ est le moment total de ces mêmes forces autour de toute parallèle aux y, et A est la composante, parallèle aux x, des forces agissant sur l'unité de longueur de la tige, au point dont z est l'abscisse.
Pour obtenir et développer la valeur de h capable de satisfaire cette équation, je différentie d'abord, ce qui donne
ViM -,.dh
(5o9j -^ . oh^ _ = _ K - ^ j^ Mi'-dz
et, en posant, dans la même équation (558 b), z = l, j'obtiens la condition limite
Si le moment de rotation A' est donné, cette équation fournit le moyen de déterminer la grandeur de la dernière section transversale. En effet, puisque, par hypothèse, la forme de cette section est donnée,
les grandeurs -ri^ -r-, ont des valeurs numériques connues; et alors.
l'équation précédente donn^
où tout est connu dans le second membre.
En faisant ;:■ = / dans l'équation (559), on trouve :
• Iq \dz/i On en tire pour la valeur de la tangente Irigonométrique de l'angle
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formé avec l'axe des ::■ par la tangente à la courbe /< = /" iz) dont il a été question plus haut, ù l'extrémité r=:/,
/dh\ _ hlK KiY~ï TWJ^i
On voit donc que pour (A')^ = 0, la grandeur// s'évanouit et -,-
devient infini. Si donc, à l'extrémité, il n'y a pas de moment de rotation, la tige doit, d'après cette analyse, y devenir arrondie, c'est-à-dire se terminer par une surface à laquelle la ligne des z est normale. Si,
au contraire, K = 0, -p s'évanouit, et la tige se termine par une partie cylindrique ayant des arêtes parallèles aux :;■,
Différentions l'équation (559); nous obtenons, pour déterminer /i en z, l'équation du second ordre
L'intégration de cette équation iniroduit deux constantes arbitraires, à la détermination desquelles servent les équations (500) et (561) ; car si, conformément aux hypothèses, //, est déterminé, l'équation (541) exprime la condition que, pour ;:• = /, h devienne égal à ll^. Il convient de remarquer que l'équation (562) ne dépend de li^ que d'une manière
apparente ; car, on l'a dit, le rapport —■ est un nombre abstrait qui
dépend uniquement de la forme adoptée pour la section transversale. Su})posons que la pesanteur soit la seule force agissant sur la tige ; alors, A = n, si II est le poids de l'unité de volume. Posons, pour abréger :
2/rfA
L'équation (562) devient
15RoXf
dz\ dz)~^l Elle -devient immédiatement intégrable si Ionen multiplie les deux membres par 2/i^ -r-\ t^t l'intégration donne :
IhV
SM
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La constante C se détermine en faisant 2 = / clans cette équation et en mettant pour h^ et (-j-j leurs valeurs données par (560 a) et (56i ). On trouve ainsi
iXJR J \ffiÀJ R,
C étant ainsi connu, l'équation (564) donne, en tirant -p,
ir-dh
coiist.
intégrale que l'on devra, en général, développer en série pour exprimer h en fonction de i-.
Le problème peut être résolu d'une infinité de manières quand aucune force n'agit sur l'extrémité de la tige. On peut prendre alors /tj==0, ce qui, comme on l'a dit, ne change pas la valeur du rapport
— ' qui entre dans l'expression de m. Les équations (560) et (561) se 'h
trouvent, par cette supposition faite sur//j, identiquement satisfaites, et il ne reste plus aucune condition pour déterminer la constante C. On peut la prendre, par exemple, égale à zéro, et l'on a alors
ou bien
dli_ \lmh
Puisque, pour z=:l, on doit avoir li = h^ r=z 0, l'on 1
C = — / et par conséquent
La courbe cherchée est donc une parabole dont le sommet se trouve à l'extrémité de la tige, et dont l'axe est dirigé perpendiculairement à l'axe de celle-ci. Mais cette courbe n'est qu'une solution particulière parmi toutes celles, en nombre infini, que renferme l'équation (566).
Les résultats sont différents si l'on suppose au contraire, qu'aucune force n'agisse sur l'intérieur de la tige, mais que l'extrémité 2 = /
seule soit soumise à l'action de forces quelconques. Dans ce cos, A=0; donc, d'après (562),
(567) h^ -j- == une constante C ;
et, par une nouvelle intégration,
Les constantes C et G" se déterminent en faisant :;• = / dans les
équations (567) et (568), et mettant pour {h)_^^ =}l^ ci (-y.) leurs valeurs (560 a) et (561), ce qui donne:
.dh\ K h\ h] kl (A'j, + K/
^\(hji o[\q (Till' 0 IVi^i ^
Cette détermination faite, l'équation de la courbe cherchée est, d'après (568)- :
Lorsque (A')^ est aussi égal à zéro, c'est-à-dire lorsque la force appliquée à l'extrémité de la tige agit perpendiculairement sur son axe, on a, plus simplement :
parabole cubique dont le sommet se trouve à l'extrémité de la tige (**).
C) D;ms celle expression de h, le premier lacteur est un simple nombre, connu d'après la forme donnée delà section. Le numérateur de ce que le second lacleur contient sous lé radical est une somme de deux pi'oduits de forces par des lignes, et le dénominateur R ^ force par unité superficielle, est le quotient d'une force par le carré d'une ligne : La fraction sous le second radical revient donc nu cube d'une ligne, ce (ju'ii faut pour que l'expression /i= ... soit liomogène. Un facteur 5 (jui, par erreur, affucle//,'' dans le li\re de Clebscli, a été elïacé.
('*) Au lieu de prendre toutes les sections semblables, comme fait Ciebsch, on suppose plus ordinairement, dans les problèmes, des formes de solides r/'r^/fl/c rr'sisfaiicc, à section rectangle, que l'un des ciMés de la section, sa h/isc habituellement borizonlnle, reste constante; et l'on se propose de délerminer la loi des grandeurs de l'autre côté, ou des lunitcurs de la
section, .\lors, au lieu de <* = 7-5 jj, on a
et h est la demi-hauteur. Tout le monde connaît la solution, donnée déjà par Galilée (et
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^ 89.. — Flexion surtout produite par une très grande pression ou traction '^inj) exercée dans la direction de l'axe longitudinal. — Force des colonnes.
Revenons aux équations du § 85 pour examiner les cas dans lesquels une force de traction [zvgkraft) on de pression très grande, T, agissant dans la direction de l'axe longitudinal de la tige, exige (pie l'on prenne en considération, malgré la petitesse des déplacements u^ et u, le terme T [u^ — u) de l'expression (5ô0f/) page 818, du moment total M des forces autour d'un axe de la section z dont l'abscisse est z.
Nous supposerons ici que M désigne le moment de rotation de toutes les forces, tant isolées que réparties (§ 87), dirigées perpendiculairement à l'axe de la tige ; le moment de rotation total sera
où T, s'il est positif, représente une traction, et s'il est négatif, une pression agissant à l'extrémité et parallèlement sur l'axe des z- ; et où u^ représente le déplacement parallèle aux x de l'extrémité : = /. Dans l'équation de la flexion,
(569) E ffX^ ^, = M — T (M, — n) ,
le second membre tout entier n'est plus une fonction donnée de ;; c'est seulement M qui est une telle fonction. La méthode de la varialion des constantes conduit à l'intégration d'une manière simple,
indépendante d'une erreur de sa tliéorie) pour le cas simple d'une pièce horizontale encastrée à un bout, et sollicitée à l'autre par un poids ; cas auquel on ramène facilement celui d'une pièce appuyée à ses deux bouts, et sollicitée par un poids posé au milieu. La coupe verticale longitudinale de la pièce ou de la demi-pièce est une parabole dont le sommet est au point de suspension du poids, si elle est encastrée, ou à chaque appui, si elle est appuyée.
La hauteur ou épaisseur de la pièce serait donc zéro à ces points.
C'est un paradoxe qui a embarrassé plusieurs géomètres. J'ai observé en 1858 (feuilles lithographiées d'un cours) et en 1843 (au n° 10 d'un mémoire inséré aa Compte rendu du ."50 octobre, p. 950) qu'on ne le fait cesser qu'en tenant compte du glissement transversal des sections les unes devant les autres, accompagnant toute flexion inrqale ou non-circulaire sous l'action de la composante transversale qu'on appelle aujourd'hui Vcffort Iranchant; glissement qui, en se combinant avec les dilatations longitudinales des fibres, produit une dilatation maximum dans une direction qui leur est oblique et qui peut aller jusqu'à produire le cisaillement. C'est, au reste, une observation qui n'avait pas échappé à Coulomb et à Thomas Young (voir le n" xvnide V Instoriqite q\. la note du n" 152 de l'édition de 1864 des leçons de Kavier).
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comme on va le voir: il faut seulement distinguer le cas où T est positif de celui où il est négatif.
Soit d'abord T positif: la tige est soumise à une force de traction. Laissons provisoirement de côté M ; il reste l'équation
(370) Ea\^'l^ = — 'î{u—n)
qui s'intègre au moyen d'une expression de la forme
(57i) 71 = u^ + Aé?"^ + Be~ "'.
En introduisant cette expression dans (370), on trouve que A et B restent tout à fait indéterminés, et que
Pour prendre maintenant en considération M dans l'équation (369), supposons que l'intégrale de cette équation soit encore de la forme (571) ; alors, naturellement, A et B ne peuvent plus être des constantes, mais doivent au contraire être considérées toutes deux comme variables. Et, puisque nous introduisons deux inconnues nu lieu d'une, nous pouvons nous donner préalablement, entre elles, une relalion quelconque. Cboisissons cette relation de manière que le premier quotient diflerentiel de u garde la même forme que si A et B étaient constants, c'est-à-dire de manière que les parties provenant de la différenlialion de A et de B s'évanouissent d'elles-mêmes; cela nous donne la condition
Si, ayant égard à cette relation, nous formons le second quotient différentiel de w, et si nous l'introduisons dans (569), nous obtenons
M dk „, dW _„:,
V^KaVT dz. di
Cette équation, combinée avec la précédente, nous donne ensuite : ,/A «: _ M rfB _,, M
^-' 'iV^ff^T' '^2 'ly/V.cjVÏ
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et par intégration :
de sorte que l'expression définitive de u devient
(572 a) ;/=M,+A/'VB /''+,, ,1 ! e"" ""' f ile^' ih-e^' f Me-^',lz[ ,
Cette expression contient encore trois grandeurs indéterminées : u et les conslanlos d'intégiation A„, R„. On a immédiatement une relation entre les deux dernières en écrivant que pour :=/,« devient égal à î/p ce qui donne
(375) (l = A,p»'^-ßü^-^',
Les deux autres conditions propres à fournir u^ et l'une des deux constantes Aq, B,^ seront données par la nature du problème.
Pour ne traiter qu'un cas simple, j'admettrai que li tige ne soit soumise à l'action d'aucune force extérieure autre que T, et, par conséquent, que M^O ; mais qu'elle soit encastréeà son extrémité 1=0, et forcée de prendre en ce point une direction ne faisant avec l'axe des ; qu'un très petit angle que je désigne par £. On a, en conséquence,
pour ;=0, -^:^î : l'expression générale de m devient
et, en faisant v = 0.
Ces deux équations, avec (575), déterminent les (rois constantes :
et l'expression générale de u devient enfin
Lorsque la lige est soumise à une pression P=: — T dans la direc-
lion de son axe longitudinal, l'équation (509) donne tout d'abord, en laissant encore M de coté :
EXff*^ = P(//. — ?/);
équation qui s'intègre, A et B étant deux constantes, par l'expression
(574) î/ = î/,-l-Acosp2H-Bsiiip^.
En l'introduisant dans l'équation précédente, on voit que A et B sont tout à fait arbitraires, mais que ß doit avoir la valeur :
V EaX^*
Appliquons maintenant l'expression (574) à l'intégration de l'équation complète
(576) . Ea2||^=M + P(/// — ?/).
En considérant A et B comme des variables, nous pourrons, ainsi que dans le cas précédent, introduire une équation de condition exprimant que le premier quotient différentiel de wconservela mémeformc que si A et B étaient constants. Cela donne
-r cosB^H- -r- sinß2:=ü; dz ^ dz
et l'équation (576) devient, en y introduisant l'expression de u:
sin Si + -r CCS 83 =. /„ .-,. -
dz ' dz ' vEcrX^p
Cette équation, combinée avec la précédente, donne immédialemeni :
dk _ M sin [iz dli _ M cos ß;; ^
et, par intégration :
r^Msinj^, ß^_ /•' Mcosl^^/
Jz 2\/E(7r-p J'^ 20^<7X^'P
de sorte que l'expression définitive de // devient :
(577) » = n,+A„cos^.+B„s.np.+cosl^..j^ 'VËâ?^ '" "«'^^ iVË^
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Ici encore, u contient trois grandeurs arbitraires, m^ Ag. B,, et on a de même entre elles une première relation en posant, pour ;=/, u = ii^, ce qui fournit :
(Ô78) 0 = AoCosß/ + BoSinß/.
Les deux autres relations nécessaires sont déterminées par les données particulières du problème.
Considérons de nouveau le cas simple où l'on donne la position et
la direction de l'élément ir=0, cette direction s'écartant très peu de
l'axe des z, et où, en même temps, aucune force, autre que la pression
longitudinale, n'agit sur la tige, de sorte que M et les termes qui en
dépendent s'évanouissent. On a encore, pour z = 0, t étant un très
du petit angle, -7-= s, et par conséquent on déduit de (337), pour z = 0,
les conditions
qui, avec (378), donnent
Bo=|, Ao = — ^tangß/, //^^llangß/.
Introduisant ces valeurs dans l'expression de u, on la met sous la forme définitive :
(379) "~| i sinßj-Mangß/(l— cosß^)
Il est essentiel de remarquer maintenant, que d'après la manière dont elle a été trouvée, cette expression n'est exacte qu'en dedans de certaines limites. En effet, comme la force appliquée est une pression, si la tige a une très grande longueur, il peut évidemment se produire des flexions finies. Mais, dans ce cas, les bases sur lesquelles repose la solution qui précède n'existent plus, et il faut revenir aux considérations du g 83.
Cette restriction d'après laquelle, par conséquent, les formules ne sont applicables qu'aux tiges de longueur modérée, n'est pas nécessaire lorsque la force appliquée est une traction; mais elle est essentielle dans le cas d'une pression, et c'est pour l'avoir négligée que l'on a été amené aux idées les plus singulières, lorsqu'on appliquait la formule ci-dessus, ou des formules semblables, au problème de la force des colonnes.
Imaginons une colonne encastrée à son extrémité inférieure et pres^
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sée par une chai'ge P à sa parlic supérieure (*). Il s'agit de trouver la charge pour laquelle commencera la flexion de cette colonne. Comme, maintenant, elle est verticale à sa partie inférieure, et par conséquent comme sa direction coïncide avec celle de la force P, si l'on fait, dans la formule (579), £ = 0, on a aussi ii = 0. Donc, il ne se produit aucune flexion. Cette conclusion n'est cependant certaine que si le dénominateur cos ß/, qui se trouve dans le coefficient tang ß/du second terme entre accolades, ne s'évanouit pas lui même. Car alors u prend la
forme j::' et il peut se produire une flexion, même quelconque. La
colonne pourrait donc alors se maintenir en équilibre sous des courbures intiniment diverses.
Ce résultat est si manifestement absurde qu'il peut paraître étonnant que l'on se soit efforcé de le faire accepter, au lieu d'en rechercher l'origine dans une hypothèse erronée. 11 est cependant bien clair que lorsque cos [i/ devient très petit, et que u peut, par conséquent, devenir assez grand, bien que z soit aussi très petit, les formules, calculées pour de petites flexions, ne sont plus applicables. Mais, en même temps, il devient également douteux si c'est bien à la limite obtenue,
cosß/:=0, ou/ = ;^ que la flexion commence réellement à se produire.
Que ce résultat soit cependant exact, c'est ce qu'il faut considérer comme lui heureux hasard, eu égard au point de départ deces raisonnements peu rigoureux.
Comme il s'agit ici de tiges dont la longueur permet des flexions finies, il faut revenir aux formules primitives complètes, dans lesquel-
les - n a pas encore ete remplace par sa valeur approximative -7;-,.
Il n'est plus possible d'introduire ici cette approximation qui repose sur la petitesse supposée des angles que forme, avec sa direction primitive, l'axe courbé de la tige. Les formules complètes se trouvent analysées et traitées dans le § 55. On trouvait alors, page 414, pour la longueur de tige à laquelle commence la flexion, et en remplaçant T parP,
ce qui coïncide évidemment avec notre expression actuelle / = ^.
(*j Le simple appui, contre un plan solide, ilc la basi- plane de la colonne, fait, dans certaines limiles, l'effet d'un encastrement.
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C'est donc en réalité à partir de cette longueur que commence la flexion de la colonne; mais, alors, les flexions ne sont nullement indéterminées en aucun point; elles.sont données par les formules du i^ 53. La position verticale, sans flexion, est toujours possible pour la colonne, mais elle est stable seulement au-dessous de cette limite; et elle devient instable au delà.
L'équilibre de la colonne chargée dépend donc de deux condilions; elle ne doit ni fléchir, ni être écrasée par la pression. La première de ces deux conditions s'exprime par la formule
La seconde, si R„ désigne la tension ou pression maximum que puisse supporter la matière, donne l'équation
P^ = ou < Ro-
Ces deux conditions doivent être combinées pour déterminer les dimensions de la colonne.
Si ]A colonne n'est pas encastrée à son extrémité inférieure, mais si elle peut tourner autour de cette extrémité, elle se placerait évidemment, dans le cas d'une petite flexion, de manière que l'extrémilé chargée fût verticalement au-dessus de l'extrémité inférieure et que le milieu de la colonne fût dirigé verticalement. On peut alors la considérer comme composée de deux colonnes encastrées, de la manière qui vient d'être décrite, et ayant chacune la moitié de la longueur totale. On obtient la formule applicable à ce cas particulier en remplaçant
dans les précédentes /par - , c'est-à dire qu'on a la condition
pour exprimer la limite à partir de laquelle commence la flexion. En résolvant cette formule par rapport à P, on trouve, pour P, nne limite quatre fois plus grande que dans le cas précédent; la force portante delà colonne se trouve donc quadruplée.
nou ^<^v/n?-
On exprime le plus ordinairement cette condition de non-flexion par
P<- — qui, au lieu de limiter la longueur de la pièce dite solliciti'c dehouf, limite sa cliarge, supposée agir au milieu de sa base supérieure.
Il faut laire attention que l'encastrement inférieur, bien loin de réduire au quart la charge susceptible d'être portée sans flexion, la quadruple au contraire, si la base supérieure est astreinte à rester exactement au-dessus de la base inférieure, de manière que leurs centres se correspondent verticalement.
SYSTÈMES DE TIGES OU BARRES
§ 90. — Système de barres sans flexion.
Dans la statique des constructions, c'est un problème important que celui de déterminer les flexions, les allongements et les tensions qu'éprouvent des tiges ou barres combinées d'une manière quelconque pour former un système. Pour plus de simplicité, imaginons qu'aucune force extérieure n'agisse sur l'intérieur de ces barres, et faisons abstraction des petites flexions produites parleur propre poids, bien que la prise en considération de ces petites flexions n'introduise aucune difficulté de principe. Imaginons d'abord un système de barres dont la forme géométrique soit donnée. Ces barres seront réunies en différents points de liaison que nous appellerons les nœuds du système. La ligure géométrique de tout le système est évidemment connue si les positions des nœuds sont déterminées par leurs coordonnées.
Supposons que, le système étant ainsi constitué, l'on applique à ses divers nœuds des forces quelconques. Il s'agit de déterminer les petits déplacements subis par les nœuds, et les tensions qui se produisent dans les diverses tiges.
Le cas le plus simple, dans lequel peut cependant se développer le caractère tout entier du problème, est celui où tous les nœuds coïncident avec les extrémités des barres, et où, en même temps, chacune des barres est parfaitement mobile autour des nœuds placés à ses extrémités. Dans ce cas, en effet, il ne se produit, en général, aucune flexion : les barres s'allongent ou se raccourcissent un peu, changent un peu de direction, et un nouvel état d'équilibre s'établit.
Il faut admettre, comme condition essentielle, que tous les déplacements doivent élre extrêmement petits, de manière que l'on puisse toujours négliger leurs puissances supérieures à la première. Supposons donc, dans le cas dont nous venons de parler, que x , y , z. soient
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les coordonnées primitives d'un nœud qui se trouve lié, par une barre dont la longueur primitives est r. , à un autre nœud dont les coordonnées étaient x., y , z. dans l'état primitif. Soient maintenant, après les déplacements
les coordonnées des nœuds déplacés, et
leur distance modiliéc ; c'est-à-dire p. l'allongement de la tige qui réunit ces deux nœuds. On a évidemment:
et, de même
(^\j-^P^jr= i^-^j + ", - '^)^ + (//,- - '/, + '',- "/ + {z-z^ + iu-io^Y
Mais, par hypothèse, p. et les ?<, v, iv, sont de très petites grandeurs ; si donc l'on retranche la première de ces équations de la seconde, et si on néglige les carrés de ces quantités, on obtient, en divisant par 2r , l'expression suivante de l'allongement de la tige en fonction des déplacemenls des nœuds qui la limitent :
/"cm (X . - X) {u^ - u.) + (>/, - y.) (r - v) -+- {z^ - z) {iv^ - w) _
u)oU 0.. — ~~ " '
formule qu'on aurait eue aussi en différentiant par o celle ^\* =
0 étant la caractéristique des déplacements ainsi que des changements de longueur.
Cet allongement donne naissance à une force élastique intérieure qui tend à raccourcir la lige, c'est-à-dire qui est dirigée du point i vers le point j, et réciproquement.
Elle a pour expression, d'après celle P = Eg j du § 81 :
ij^ij
E.. désignant le module d'élasticité, et c-. la section transversale de la tige qui va de i en j. Cette force a la direction de la tige r.. déplacée ; mais comme celle-ci diffère très peu de la direction primitive, on
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peut aussi considérer la force comme ayant cette direction primitive der... Et, pour la décomposer suivant les directions rectangulaires des axes x^ y, z, il suffira de la multiplier par les cosinus des angles formés par r. avec ces axes. Les projections de 7^. étant
les cosinus des angles faits avec les axes par sa direction prise de î vers / sont
X. — X. II. — y. z. — z
et, par conséquent, les composantes de la force élastique agissant au point i sont :
Fj..(7.p..(x. — .r.) E..cr.p..(li. — ?/.) E..(r..p..(z. — z)
tj IJ Ij
Toutes les forces appliquées au point i doivent se faire équilibre. Ces forces sont, d'abord, les forces élastiques correspondant à tous les points jliésàf par des tiges; et ensuite, les forces extérieures appliquées en z, forces dont les composantes totales suivant les x, les ij, les z, peuvent être désignées par X, Y, Z.. En écrivant les équations d'équilibre, c'est-à-dire en annulant les sommes des composantes correspondantes, on n
-' ij
Dans ces équations, il n'y a d'inconnues que les grandeurs u^ u, w, entrant dans l'expression (580) des p. Si donc il y a n nœuds, il y a en tout 5n équations d'équilibre (381)quand on établit ces équations pour chacun des n nœuds.
L'on se tromperait cependant si l'on croyait pouvoir, au moyen des 3n équations (381), déterminer les 5/i inconnues îi, v, w. En effet, en ajoutant entre elles, pour tous les points f, les diverses équations X + ... =0 de la première ligne des (581), les forces intérieures
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entrant dans les ^j disparaissent comme égales et de signes opposés
j deux à deux ; et pareille disparition a lieu en ajoutant entre elles
toutes les équations de la deuxième ligne des (581) multipliées par
z. avec celles de la troisième multipliées par — ij., ce qui donne
les six combinaisons connues suivantes, où les ^ sont maintenan des sommes relatives à toutes les forces :
et où n'apparaissent plus les inconnues. Ces six équations ne sont autre chose que les conditions nécessaires pour que toutes les forces extérieures appliquées au système se fassent équilibre. Comme ces six équations ne peuvent servir en rien à la détermination des inconnues u,v, IV, il y aura toujours six de ces quantités qui resteront indéterminées.
Mais, les considérations du § 2i, établissant que a les problèmes de l'équilibre iies corps élastiques sont complètement déterminés », sont applicables ici. Nous devons, comme il y a été dit, exprimer que certains points et certaines directions, nécessaires pour fixer le système des axes coordonnés, restent invariables. Ces conditions nous donneront six nouvelles équations qui, jointes aux équations (581) suffiront pour la détermination, sans équivoque, ûqsu, y, iv.
Dans la plupart des problèmes, la question se pose un peu autrement. Ordinairement, la position de certains noeuds sera déterminée à l'avance, parce que ces nœuds sont attachés d'une manière invariable à des constructions fixes; et, alors, non seulement les équations (581) sont suffisantes pour déterminer les ii, v, w, mais même toutes n'y sont pas nécessaires. Or, il faut observer que, pour les nœuds ainsi fixés, les forces X, Y, Z ne sont pas données : elles doivent préalablement se déterminer au moyen des équations (581) correspondantes, de sorte que certaines de ces équations donneront seulement les réactions devant être exercées par les points d'appui pour produire l'immobilité des nœuds qui y sont placés.
Comme exemple simple, je traiterai le cas où une certaine force est maintenue en équilibre par plusieurs barres agissant comme arc-bou-
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tanls ou conlre-ficlies, concourant au point d'application de celte force, et ayant leurs autres extrémités absolument fixes. Je prends pour origine des coordonnées la position que le point de concours des contrefiches occupait avanirapplicalion de la force. Les coordonnées de ce point étaient zéro, et sont devenues ?/, v, w. Les autres extrémités des contre-fiches étant fixes, tous les autres ?/ , v , iv s'évanouissent, et si X, v,z sont les coordonnées de l'extrémité fixe d'une contre-fiche quelconque, l'allongement de cette lige devient, d'après (580) :
ux.-\-vy -{-iv^
' Pj = T ' '
où nous avons supprimé l'indice i, puisque cet indice ne peut s'appliquer qu'au seul point de concours (m, v,iv) de toutes les tiges. La force élastique développée dans cette contre-fiche est
E,(7. (ux. -+- vil -\- wz)
Mais les équations (381) deviennent
a.i j:ij j-,.
Z = a,^n H- (IV + r/,,?/' ;
oùX,Y, Z désignent les composantes de la force appliquée au point de réunion des contre-fiches, et où les coefficients a représentent les sommes suivantes étendues à toutes les contre-fiches :
E T.ry/
Si l'on désigne par A l'expression suivante (dite détennin;nit symétrique)
^ = (lr| r/, ->r'i(i (I (I (, a' — <i ti' — a a" ,
•'■'//.'/ -' .'/-■ -■'■ •'■.'/ •'•■'• !/;• yy •"'" --■ ■'•.'/
et par A , etc..,, les suivantes (dites ses déterminants mineurs):
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A =fl a — a*- ,
XX ijy :.; T-
A =fl a — a- ,
ii XX tJIJ l'J
iij xy xz -cj: yz
xz yz yx y y zx
y yx zx zy :z xy
la résolution des équations (582), ot, par suite, la solution du problème tout entier, est donnée parles équations :
■' '■ ■>!/ xz
(") En faisant la somme algébrique des projections, sur chaque tige ou contre-fiche, de ces déplacements de leur point de concours, on a raccourcissement de chacune; et en multipliant par sa section 7 ainsi que par E le quotient de cet accourcissement par la longueur de la tige, on a l'eflort loniritudinal qu'elle supporte.
C'est la solution par la mécanique pfujsiquc, ou en envisageant les corps solides tels qu'ils sont, du fameux problème de la décom.position d'une force suivant plus de deux directions dans un plan, ou plus de trois dans l'espace, problème insoluble par la mécanique abstraite, où l'on supposait les solides tous rigides, les liens incompressibles et inextensibles, etc. Navier a donné le premier exemple de cette solution en 1826 (Résumé des Leçons sur l'application de la Mécanique, n" 632, p. 296, ou 2= édition, -1803, n" 553, p. 545). Je crois avoir donné le principe général de cette méthode de détermination des intensités et des moments des réactions ou actions mutuelles inconnues, dans mon Cours, lithographie en 1858, de l'école des Ponts et Ci)aus^ées, et au § iv, n° 18, p. 955-954 de mon mémoire inséré au Compte rendu du 30 octobre 1845, où j'ai exprimé que, dans ces sortes de questions, il y a toujours autant d'équations que d'inconnues, même quand les pièces d'un système sont en même temps fléchies, étendues ou comprimées, et tordues, ainsi que Clebsch les considère au -^ 91 qui suit.
Il convient de parler ici de la septième des Leçons sur l'Élasticilé, 1852, de Lamé, intitulée Travail rlc-s- forces él astiquas. — The'orème de M. Clapeijron, où l'on remarque un § 50, p. .86, Application aux constructions, exprimant que le théorème ainsi invoqué fournira, dans l'établissement de toute construction, une relation dont on pourra faire usage pour trouver les proportions les plus convenables de ses parties.
Ce théorème du travail d'élasticité, dont Clapeyron a entretenu Lamé après y être arrivé vers 1840 à l'occasion de reciierches dynamiques sur la puissance amortissante des ressorts des v\-agons (mais théorème dont on peut faire remonter la découverte au Mémoire de Navier de 1821 sur l'équilibre des solides élastiques), n'est autre chose que celui qu'on obtient en égalant le travail des forces extérieures ayant agi sur un système jusqu'à l'état d'équilibre où ses points ont acquis des petits déplacements u, i\ w dans leà sens
rectangulaires.r, y. z, au travail qu'ont produit jusque là les tensions intérieures l^j^,
t-P,,. Cela donne, en effet, lorsqu'on néglige la pesanteur du système et qu'on appelle X»^?, \d7, Idi les composantes suivant r, ;/, = des forces d'intensités d'abord nulles qui agissent à ce même instant d'équilibre sur l'élément ds de la surface totale 7 du svstème,
en multipliant par 2 toutes les intensités moyennes — ,... ... —^ qu ont eues les forces, d'intensité initiale nulle, ayant travaillé dans cette production des déplacements de finale u, v, w, l'équation
r r r r r du dv /du r/y\n
j^i\u^^v-Vlu)d.=j j jdxdydz\^t,,-^-^ + i,jy-^^^ +'x,/(^^ + rfjJ,
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g 91. — Système de barres avec flexions.
Le problème devient beaucoup plus compliqué, quoique nullement plus difficile en principe, lorsque les nœuds, c'est-à-dire les points de liaison des liges, ne sont plus seulement à leurs extrémités, mais se trouvent en des poinls quelconques de leur longueur. Le principe
où l'on recoiiiiait, dans son second membre, le sexlinôme trouvé plusieurs fois ci-dessus (pp. Ü2, 182, ...), qui exprime le double du potentiel ou travail d'élasticité de
l'unité de volume de l'élément clxdych; sextinôme où les six déformations -r-, .. ..
/(lu
■ --— +-p I peu vent êlre j^emplacées, à volonté, par leurs valeurs en t,.^., *j-i/ ^u
moyen des formules ou équations du premier degré qui les lient à ces tensions.
Lamé n'en fait l'application qu'à un système de tip:es prismatiques disposées de manière à n'éprouver que des pressions ou tensions longitudinales; syslème qu'il suppose, par exemple, desUné à supporter dans son état d'équilibre un poids n sur un de ses nœuds d'arliculalion, eu sorte que le premier membre, ou le double du travail extérieur, se réduit à l'us lu étant l'aflaissemcnt vertical du nœud où se trouve appliqué le poids FI.
11 suppose que le système est aussi, quant au nombre et aux combinaisons des tiges, de ceux pour lesquels toutes les tensions ou pressions longitudinales peuvent être déduites de II par les rè(jlcs de la slatiqxte élc'meiuaire; en sorte que si en conséquence, on règle, les superficies des sections transversales des tiges de manière que toutes supportent les mênjes tensions ou pressions limites P.^ ou Rq' par unité de ces sections (note du § 57, n" 11), l'on aura, en divisant par II, l'affaissement w égal à une fonction de constantes connues et des angles d'inclinaison dos tiges les unes sur les autres. D'où il suivra qu'en égalant la dillérentielle totale de w à zéro, l'on aura des équations propres à déierininer ces angles de manière que i« soit un minimum, ou que le système ait ce que Lamé appelle le maximum de stabilité rckiûycmnxi à son objet qui est de supporter le poids II. Et il en fait l'application à un systèuic triangulaire isocèle dont l'angle au sommet est l'inconnue, qu'il détermine de manière à satistaire à cette condition do %v minimum.
Kous avons dû mentionner et analyser ce passage remarqué de rilluslre auteur des Leçons de 18.j2. Mais, bien que les considérations de travail et de potentiel soient fécondes et qu'on puisse espérer, de leur emploi, d'autres exemples utiles que ceux qui ont été indiqués ci-dessus (>otcs des t^,'^ 28,41), .. . ) nous pensons que, dans la question qui lait le sujet du présent g 90, l'emploi pur et direct, tanlôt, quand cela sera possible, de ce que Lamé appelle les règles ordinaires de la statique (que divers auteurs récents de l'étranger ou do France ont réduit à dos opérations graphiques), tantôt, quand il le faudra, du procédé bien plus général qr.e Cb'bscb vient d'exposer, donnera jjIus simplement et plus direclement que ces cor.sidoralions là, les expressions des déplacements », r, k de points (pielconques ; expressions que l'on pourra ensuite soumettre à des conditions de mininunn ou toutes autres pour déterminer en conséquence les longueurs ou inclinaisons mutuelles à donner aux pièces.
L'utilité de l'emploi du potentiel, conseillé ainsi par Lame, ne pourrait être réelle connue sinqililication dans les problèuies sur les systèmes articulés, dont il s'agit, que si l'on pouvait admettre, ainsi qu'il paraît le faire, les mômes limites pour les pressions que pour les tensions longitudinales des pièces, c'est-à-dire R'^ = Rq, car alors le travail serait, dans un syslème d'égale résistance, proportionnel au volume total, loi simple snsceplilile peut-être de donner quelque facilité jjour traiter certaines questions. Mais on a vu à la Note du ?î 28 que l'admission de l'égalité approchée de R'q à R^ ne pourra être, et seulement pour certains bois, qu'exceptionnelle; en sorte que le procédé direct dont nous venons de parler devra toujours êti'c préléré.
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général à suivre dans ce cas consistera à traiter d'abord comme connus les déplacements des nœuds, puis à déterminer, d'après ces déplacements, les forces élastiques produites dans les tiges, forces qui sont la mesure des réactions qui s'exercent aux nœuds; et enfin, à écrire, pour chaque nœud, les équations d'équilibre entre les forces extérieures qui y sont appliquées et ces forces qui sont dues à l'élasticité de la matière. Ces équations d'équilibre suffiront exactement à déterminer les déplacements, alors considérés comme des inconnues.
Tout le problème se ramène, de cette manière, à la solution préalable de la question fondamentale suivante :
Déterminer les forces qui doivent êlre appliquées en des points donnés d'une barre , pour qu'elle soit fléchie de manière que ces poinls subissent des déplacements donnes.
Cette question est en quelque sorte l'inverse du problème qui fait l'objet du § 87, et elle se résout facilement à l'aide des formules données dans»ce §.
Pour y ramener tout, prenons pour origine d'un nouveau système de coordonnées x', y', z\ une des extrémités de la barre particulièrement considérée; pour axe des z\ l'axe môme de la barre, et pour axes des x' et des tj' les doux axes principaux d'inertie de sa section transversale. Supposons, eu égard à la position de la tige, que ce nouveau système d'axes soit rattaché au système d'axes fixes x, y, z, par les équations :
où ç, •/], C sont les coordonnées de l'extrémité de la tige qui a été prise pour origine des coordonnées x\ y' , z' \ et a, ß, sont les cosinus des angles formés par les axes a,-', ?/',:;•' avec les axes x,y,z, (voir p. 417). Pour exprimer ce qui a lieu après lu flexion, il faut simplement remplacer .r, ^', etc par x -\- u , x' -\- u' ; el si
l'on retranche les équations précédentes de celles qui sont ainsi obtenues, il reste :
ou bien encore, en nmltipliantces équations respectivement, une première fois par a^, [î^, 7^ ensuite par a^.ßjiy,, puis par a, ß, 7, et additionnant chaque fois en tenant compte des 1 dations générales et con-
^:!=«ä+^'^Vh^z;,
Y.-=?.^; + ßj;-f-ßZ^
Y^=[?^x;+/3j;+ßz;,
z> = TÄ+Tj;-+-yz;,
z,=T^x;+yj; + Tz;,
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nues (181), (182) du § i9, p. 419, entre les neuf cosinus, l'on obtient réciproquement :
(585) ?//=^a,// + ß,r + yj?(;, y' ^ oi,u -{-{i^v +y^iv , w' =: cM-+-p> +yw.
Dans la tige considérée, les nœuds 1, 2 n, dont le dernier
est une deuxième extrémité de la tige, sont placés aux distances
^1' h ~^ ^2' ^1 + ^2 + 4- / , de l'autre extrémité qui a été
choisie pour origine. En ces points se développent des forces élastiques dont les composantes suivant les axes x', y\ ;' seront appelées
111 2 2 2' nun
Les forces décomposées suivant les axes fixes x, y/, z donnent les composantes :
et ainsi de suite.
On voit immédiatement comment ces forces intérieures, ou de réaction élastique, doivent entrer dans les équations d'équilibre. Représentons par Aj, Bj, C^; A,, B^, C^; les composantes des forces
extérieures appliquées aux divers nœuds l,2,...?i. Comme ces forces doivent faire équilibre, sur chacun d'eux, aux forces élastiques qui y agissent, il faudra, pour chaque nœud, égaler à zéro la somme de chacune des composantes A, B, Cdes forces extérieures et des composantes correspondantes X, Y, Z des forces élastiques des tiges passant parce nœud. On aura de cette manière, pour notre question actuelle, les équations générales de l'équilibre, analogues à celles (381) p. 868 du problème du g 90, qui précède celui-ci.
Arrêtons-nous sur la marche et l'ensemble de la solution de notre présente question. Dans les équations générales d'équilibre, établies comme il vient d'être dit, les déplacements ?/, v, wsont bien les inconnues ; mais ces équations, avec les forces données A, B, C, ne contiennent encore, en fait d'inconnues, que les forces X, Y, Z; celles-ci sont exprimables d'ahord, au moyen des (584) par les X', Y', Z'; puis les X', Y', Z' peuvent l'être par les 7//, v\ iv' ; entin au moyen des (r)85), les ?/', i', î// sont à exprimer parles véritables et définitives inconnues u, 4', IV du problème du présont §. On voit que tout est ramené
SYSTÈMES OU LES PIÈCES ÉPROUVENT DES FLEXIONS
à trouver la relation contre les X', Y', Z' et los ii', v', w', c'est-à-dire à la question posée ci-dessus comme fondamentale. Cette relation désirée peut s'obtenir de la manière suivante.
Soient u'^, v'^, iü'^ les déplacements de l'origine de coordonnées a:', //', :',
placée, comme on a dit, à une première extiémilé d'une des liges; les déplacements de ces nœuds successifs, y compris cette origine, seront, daprès les désignalions ci-dessus :
«ô' ^0' "'o' K' '\' "'1; "i^ ^1' ^î • • • • et les forces résultant des réactions élastiques seront, en ces points :
On peut donc se représenter la flexion de la tige comme produite par des forces
qui seraient appliquées à chacun des nœuds.
Ces forces ont des effets très divers. Les forces — Z', — Z', produisent simplement des allongements ou des accourcissements des parties successives de la tige. La portion de barre /j, dont les extrémités ont pour abscisses 0 et /^ est soumise seulement à la force — Z^ qui qui la comprime, et elle éprouve par conséquent, en changeant le signe, l'allongement
Au nœud n" 1, une portion de la force — Z' doit être employée
à maintenir en équilibre la partie précédente de la tige; la force nécessaire pour cela est évidemment Z', et il reste alors la force — (Z'^-î-Zj) qui comprime la seconde partie de la tige et qui produit (en changeant toujours le signe) l'allongement
ir —w = - —
En continuant à raisonner de la même manière, on obtient, de proche en proche, le système suivant d'équations ;
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Et
et enfin, puisque la dernière partie de la tige doit être maintenue en équilibre par la force — Z^ agissant à sa deuxième extrémité, on a encore
Les équations (585) et (586) suffisent pour exprimer les forces Z' en fonction des iv' .
Chacun des systèmes — X', — X', .... , — X' et — Y' , — Y' , . . . . — Y'
. J o' 1' ' » Ol' n
produit, deson côté, une flexion simple de la tige. Pour déterminer cette flexion, il suffit dans les équations (551 a) du §87, p. 847, de rempla-
cerPj,?^, d'abord par — Xj, — X^, ,puis par — Y^, — Y^,......
en faisant M = 0 (puisqu'il n'y a pas, ici , de forces réparties). Si, ensuite, on fait dans la première de ces équations, :;■ = 0 et i = l^, dans la seconde, 2 =: /^ + Z^, dans la troisième, -. = /^ -1- /^ -j- /. et ainsi de suite, et si on remplace u et X d'abord par u' et a, ensuite par v' et y„ on obtient les deux systèmes suivants qui contiennent la solution de la question actuelle et qui renferment les quatre constantes indéterminées a, ß, Y, c :
■ /6Eax^^,;= -x;/;-x; (/.-h//-x; (/' +/,+g^— — x;, (/,+/,+•••/„) ^4-ß
l6EaÀ^M;=— x;/^-x: (/,+g^- ~ x; (/,+/,+.. .+/j^+«/^H-ß ,
(387) 6Ea)>^//;=— x^/^— — X (/,+/,+ +/„)"•+« (/^-i-g+ß ,
\6EaX2M; =a (/^H-/^+/^+ +g+[i-
/GE(i.x=-Y;/;-Y;(/,-f-g^-Y^(/,+/,+g'^-...-Y;(/,-i-/,H-...+g^+5, (588).6Ea>cx=-Y,/^-... -y; (/,+/,+... 4-g^+y(/,+g+s,
\6Ea>.^i.;=y(/,+/,^+/
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A ces équations doivent se joindre celles qu'on obtient en faisant z = 0 dans la première des équations (551) du inème§ 87, p. 84(3 en mettant aussi zéro dans son premier membre afin d'exprimer que le point c-= 0, ne subissant l'action d'aucun couple, n'éprouve aucune flexion :
et les deux équations
qui, avec les précédentes, expriment l'équilibre extérieur de la tige.
Les équations (587) à (590) sont maintenant tout à fait suffisantes pour exprimer les forces X', Y' en fonction des déplacements i(\v' ; car, en considérant les X', a, ß ou les Y', v, i comme inconnues, on a deux systèmes d'équations du premier degré dont la résolution donne les expressions cherchées.
Si l'on a résolu ces systèmes d'équations pour une tige quelconque, etsil'on a introduit les solutions, c'est-à-dire les valeurs des X', Y', dans les équations d'équihbre de chacun des nœuds, préalablement écrites, on peut exprimer ensuite lesu\ v',w' au moyen des u, r, w^ar les équations (585) ; et alors, ces équations d'équilibre forment un système d'équations du premier degré pour la détermination dew, y,iü. Le problème se trouve donc ramené à la résolution d'équations du premier degré, et peut être considéré comme entièrement résolu.
Comme exemple, j'appliquerai ce qui précède à un cas simple.
Soit une tige dont nous désignerons les extrémités par 0, et 2, placée
horizontalement, ses extrémités reposant sur deux points d'appui fixes. En son milieu, désigné par 1, se trouve assemblé un poinçon qui lui est peipendiculaire; et des extrémités 0, 2 partent deux arbalétriers inclinés s'assemblant surle poinçon en un point 5, où se trouve appliquée une force verticale P.
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Prenons pour axe des z la ligne horizontale 1,2; pour axe des x, la verticale 1,5. La forme géométrique du système est donnée si l'on connaît les longueurs 0,1 =1,'2 = /, et 1,5 = /'. Les coordonnées primitives des divers points sont alors
pour lo point 0 .x = 0, z = — /;
et, parmi les déplacements u, i\ w, il n'y a que u. et u^ qui soient différents de zéro ; tous les autres s'annulent, soit à cause de la symétrie, soit à cause des conditions extérieures.
D'après cela, les formules du §précédent, 90, et spécialement celles (580) et (581) p, 867, 868, donnent les allongements suivants pour les pièces 0, 5 ; 1, 5; 2, 5, qui sont simplement tirées ou pressées dans le sens de leur longueur :
Divisant par les longueurs v^ /' H- /" et /' on aura \e'?, proportions de ces allongements ou contractions à multiplier par les modules E d'élasticité et les superficies a des sections pour avoir les réactions élastiques longitudinales qu'ils engendrent. On en aura les composantes
suivant les x en multipliant les deux premières par ",,"_, ,, ' cosinus
de l'angle formé par 0,5 ainsi que par 2, 5 avec les x. 11 en résultera les composantes suivantes (500 a) dirigées suivant l'axe des x, en supposant, pour plus de simplicité, que le module d'élasticité et la section transversale soient les mêmes pour toutes les tiges :
au ponit o , — Le
au point 1 , Es —
Maintenant, comme au point 5 agit la force extérieure P, dirigée suivant l'axe des x, on a immédiatement la condition d'équilibre ;
La lige inférieure est tlécliie. Si l'un des axes principaux de sa sec-
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tien transversale est contenu dans le plan vertical 0, 3, 2, la flexion a lieu dans ce plan môme; et, en appliquant les formules (387) dans lesquelles on fera I^ = l_^ = l; u' = u\ — 0, on aura, en changeant aussi u en u puisque les axes des coordonnées coïncident avec l'axe longitudinal de la tige 0,1,2 et les axes principaux de ses sections transversales, les équations suivantes où, comme aux formules (58 4), (387), X^ et X'^sont les composantes, suivant lésa?, des forces qui agissent sur cette lige en ses points ou nœuds 1,2:
0 = — X/^ — 8X;/^-+-,3, 6EaX2/^j = — X/H-a/H-^. 0 = 2«/ + ^.
Les formules (389) donneront de même la suivante qui devra être jointe à colles qui précèdent :
et l'on obtient immédiatement la seule valeur dont on ait besoin, celle
(o9i fl) Xj = p-.
Si ensuite, on égale à zéro la somme des composantes X' agissant au point \, et qui sont données par (590 a), on a :
et, des équations (391) et (392), on tire :
lu^\ \ '~ u,,,/. . 6à2
^^'Mi+^j eJ. ^ Y-^'\'^-Fi G.
E^rl -= ^+-7^ ' Ecr
lv//> + /'^f /■'' ] ( (V/^ + /'T ^•'" ]
Il est facile, avec ces valeurs, d'écrire les expressions complètes des forces X, et des tensions correspondantes.
Dans tout ce qui précède, on a conservé l'hypothèse que chacune des barres est entièrement mobile autour des nœuds auxquels elle aboutit. Lorsque l'on supprime cette hypothèse, on doit faire intervenir des couples de forces destinés à maintenir les tiges dans certaines directions, aux points où sont les nœuds. Il peut s'y produire, alors, des torsions, quand les tiges ne sont pas toutes dans un même plan ; on peut en tenir compte en appliquant ce qui a été donné dans de précédents paragraphes et embrasser ainsi le cas le plus général. Comme les principes en ont été exposés, je n'insisterai pas sur ce problème, sensiblement plus compliqué que les précédents.
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§ 92. — Torsion.
Dans ce dernier §, Clebsch commençait par démontrer élémentairement la formule de Coulomb, très connue
M^ ^ G J J(.i-2 + ,f-) dxchj = Gjf^ r^h = G 7 ^ Y '
du moment de torsion d'un cylindre à section circulaire de rayon R, ou de superficie o- = tt R% t|/ étant l'angle de la rotation relative de deux bases ou sections, à la distance / l'une de l'autre. Mais, ensuite, il semblait, pour les prismes ou cylindres ayant des sections droites d'autres formes, conseiller d'employer, comme commode et approximative, la même formule
G 7 I {x^ -]- î/-) dx (hj, tout en observant que cette formule se fonde sur
l'hypothèse de conservation delà forme plane des sections, hypothèse fausse comme il l'a démontré au § 51, pour toute autre forme du contour qu'une circonference.de cercle.
Puis, revenant au cylindre à section circulaire, il déterminait, encore d'une manière purement géométrique, par une considération d'élément parallélépipède divisé en deux prismes triangulaires (dont il s'est servi au § 5), la tension qui doit avoir lieu normalement à toute facette oblique aux arêtes, afin d'en déduire la tension maximum; et il en tirait, en l'égalant à la tension-limite longitudinale l\^ de notre deuxième note du §57, une formule de résistance à la rupture revenant à une parlicularisation de celle de Rq =-' ou >> s/i', -+- i*, que nous avons dit, dans la même note, devoir être abandonnée et remplacée, pour la torsion, par la formule R,, = ou >> (1 -}- f)) y/i\ -+- 1* rationnellement fondée sur la limitation des plus grandes dilatations, dans les solides tordus, supposés isotropes.
Aussi, j'ai été autorisé, par une lettre de Clebsch, à supprimer son § 92, que je remplace par ces quelques lignes.
J'ai donné, dans la note finale du § 51, ce que le § 92 contenait d'exact, c'est-à-dire la démonstration élémentaire de la formule de torsion du cylindre circulaire ; et dans celle du § 57, j'ai donné les conditions de non-rupture de ce cylindre et des prismes ou cylindres à base d'ellipse, de rectangle, etc. Je ne peux qu'y renvoyer.
Page -iOo a ; au bas de celte page, mettre :
D'où il suit que si l'ou imagine, dans le corps élastique terminé en haut par une surface plane, diverses sphères qui lui soient tangentes au point où est appliquée la force riP, la pression qui se trouvera supportée par l'unité d'aire des couches intérieures parallèles à cette même surface sera, en tous les points de leur intersection avec l'une quelconque des sphères dont nous appelons D le diamètre, mesurée simplement par
. En effet, r étant la distance d'un quelconque de ces points au point de tangence où agit la pression extérieure d[\ sa coordoimée z est la projection de la corde r sur le diamètre D issu de ce même point de tangence; et on a
7'2^=;.D, d ou — = — ; en sorte que la pression -^ r a bien 1 expression
r' V' In r* '^
que nous venons d'écrire.
Page 407 a. Mettre ceci à la suite :
Complément à la Note finale du § 4(5, de M. Boussinesq.
Cette note du § 46 (p. o74 à 407), qui concerne surtout l'équilibre d'un solide limité par le plan des xyet s'étendant indéfiniment de z = 0 àz=oc, est le développement d'un article du 20 mai 1878 inséré aux Comptes rendus de l'Académie (p. 1260), où j'ai appliqué pour la première fois les potentiels à cette question. Mais je m'y suis presque exclusivement borné au cas où les pressions p,c, pij, pz exercées sur la surface se réduisent à leur composante normale 7Jj, et j'en ai donné la solution, qu'on a vue au n" 4 (p. 586 à 589). Depuis, M. le professeur Valentino Cerruti a abordé ce problème (*) par une méthode d'intégration due à M. Betti, et il a non seulement retrouvé ma solution de 1878, mais traité aussi le cas d'actions tangentielles/j^;, ;;,, et celui où l'on se donnerait, à la surface, les déplacements u, v, w au lieu des pressions px, py, p^,. On me saura peut-être gré de montrer ici que les principes posés dans mon article de 1878 conduisent, avec une extrême simplicité, aux nouveaux résultats de M. Cerruti. ,
L'idée mère de cet article était dans la remarque suivante :
4> désignant une fonction quelconque dont le paramétre \ soit nul, on a
i') rdcerche ùitorno ail cquilibvio decorpi elastici isolropi. Acead. dei Lincei ; Roma, 188'J.
~, h -^ J — 2'I>)^0, n^latioii (iiii, (lifférentiéc en x, y, z, en donne trois
autres immédiatement identifiables aux trois équations indéfinies de l'équilibre d'élasticité, -- + X2{ii,v,w) = 0, pourvu qu'on ])renne
A -f- II. _ c/'I» , . , , . , ,
0 = 2 — , et u, V, w égaux aux trois dérivées en .r, y, z de — z'i' aug-
ij. dz
menlées de fonctions a, p, y dont le A, soit nul. Et comme, en outre, 0 doit
, , , (Jn (iv (Iw , ^. „ . , ,.
egaler la somme -r--|- T- + -r-» on se trouve satislaire aux équations m- '^ ilx dij dz
détinies de l'équilibre en posant :
^ ' ^ ^ A H- StJt f/* f/a d(;i rfy
A + \j. dz dr dij ' dz
Effectuons, dans les trois premières de ces équations, les différenliations indiquées de z^ et remplaçons y — 4> par y. Les formules (1) prendront la forme, un peu différente :
^"'^ > X + 'ö\x d'i> rfa f/ß f/y
"A H- u. dz dx dij dz
On peut, par exemple, y mettre pour a,ß,y les dérivées premières en z de trois fonctions U,V,\Y ayant leurs A.^ nuls, cas où la dernière (2] conduit à
A + !x /d\J dN d^\ .....
prendre <!> = — -i- + T--+-"r ' **•- '' '^'i''"' '■
'- AH-ûp. \a.r dij dz J
, </(U,V,W) À + p. \dx'^dij'^dz ,,,, v^v^ n
Les trois tyj)es d'intégrales que j'ai donnés dans l'article cité (formules 14, lAbis et iifer de la page 585 ci-dessus), se déduisent de (1) en prenant respectivement : 1" a = 0, ß = 0, <h = la dérivée en z d'une fonction 4^ dont
le A, soit nul et y = 2 ~ ; 2" * = 0, et a,ß,y égaux aux dérivées de 1/
À -\~\j. dz
O.nxjLz: o'> 'I> = (), y = 0, et a= p-, ß =-ü, où?, désigne une autre fonc
'^' dy dx
tion ayant également son Aj nul. De i)lus, j'ai montré (p. 580) que, si l'on superpose, d'une part, le premier ty|)e el le deuxième, respeclivemeut multipliés
par -r- et ; d'antre part, le piemier, le deuxième et le troisième,
* %>. 2(ÀH-p) ' '
rcspcctivt-ment niiilliiiliés i)ar --, — -— '—, -, et si, pour éviler toute
^ ' Z\J. 2ij.(aH-ix) \j.
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confusion, l'on ronii)l;i('e, dans le second cas, 'l par ç, on obtient deux nouveaux types, qu'expriment les formules suivantes, auxquelles j'ai joint les
,, ,. /dii' du^
valeurs corrélatives, — 'A-TZ~^'izn
fdw dv
dw
, dos
dx ' dz)"* ' \dy dz)^ ' d
pressions jj.,iP//'i^î exercées sur les éléments plans normaux aux z :
'iij. d{x.y)\ dz à-i-ia'/' 'i\j.\dz- a + ix di
"" dz^ dz'- '
fi
iP^ûhj) ■
d[x,y)dz-
'Mi-
dx^T^'
' d / dç
dx\ dz- dzj djjdz
^''■'-7üi\Cd^^^dl.)~d^z'
" dx
d'où
dp.c dx
^ 'lu '
^d,fj\dz
dp.t d;/
dx
\dX'
df) dz
d^r, dW
„^ ,, , ,, ,, d-'li
Cela posé, si l'on admet nue les fonctions -p» -r> -i-i dans (5), -7—,
dz dz dz dz-
dans (i), et -~j dans (5), aient, à la limite z=0, leurs dérivées premières
en z finies, ou du moins les produits de ces dérivées par z égaux à zéro, les
valeurs (5) de u,v.il\ (4) de prJhi-lh, (5) de -f^-f--r^ et -~ 7-^ se rédui-
^ ' ' l- l J l \ I (l^ fly fly (Ij.
dlj d\ d\\
Font respectivement, pour ;; = 0, à //=:-—, v^:—-, '^ dz dz
dz
dH
py = 0, p,=—j^^, et à
(6) (pour..=.0)^ + t'-(^ + ^)T=-1^'t^-t^ = -^dx dy \il.c' dy-Jdz dz' dy dx dz'
Supposé donc que, dans ces cas respectifs, les Valeurs de u,v,ii\ ou de pz-, ou de p,r et p,/. à la limite ;; = 0, soient données, on aura à choisir pour U,V,W, ou pour 'l*, ou pour ç et o^, des fonctions qui aient, à la fois, leurs A, nuls, leurs dérivées premières, secondes ou troisièmes en -î égales, pour 2=;0, à des fonctions arhiti'aires connues de x et de y, et leurs dérivées de
l'ordre suivant, multiplii'es par z. nulles à la même limite, du moins en ce qui concerne ü.V,W et à. Or il suffit, pour cela, de choisir des potentiels
de !a forme / f(z,r)dm, relatifs à des masses fictives I dut étalées sur la
surface; savoir, soit des potentiels ordinaires ou inverses 1 — ;-, soit ce que
j'ai appelé un potentiel logarithmique à trois variables, '^.-^ 1 \og{z^r)(lm. dont la dérivée en z est un potentiel ordinaire, soit enfin les potentiels que définit la formule (o8 bis) de la page 401, ^l'= j — /H- -log (::-(-/■) \dm,
dont la dérivée en ;; est le potentiel logarithmique l- ; ces trois sortes de fonctions ont, notamment, leur dérivée première, seconde ou troisième en z égale, pour z nul, au produit de — 2r, par la densité p{x,y) de la couche.
Donc on prendra, dans le cas des équations (5), Ü,V,W égaux aux potentiels inverses de couches ayant pour densités respectives les quotients, par — 'ir., des valeurs correspondantes données de u,v,w à la surface: ce qui conduira précisément aux formules (41), page 25, du Mémoire de M. Cerruti.
Dans le cas des équations (4), qui est celui de pressions normales données pz appliquées à la surface, on fera, comme je l'ai montré dés 1878, <]t égal au potentiel logarithmique d'une couche qui aurait pour densité le quotient de ces pressions pz par 2-.
Enfin, dans le troisième cas, on choisira de même, pour ? et c^, des potentiels de la troisième espèce, que je représenterai par ^r et ^i\. relatifs à des couches ayant comme densités respectives les quotients par 2- des premiers membres de (6). Et, comme il est évident qu'un potentiel d'une matière 1 dm étalée sur le plan des xy se différentie en x ou y par la simple
différentiation en r, ou j/i, sous le signe /, de la densité p(^i,v/i) de la couche
(vu que faire croître .r de dx revient à remplacer, dans l'intégrale, chaque élément dm par celui dont la coordonnée x^ dépasse la sienne de dx), ces valeurs de ç et ?! équivaudront à
^'^ ^~ dx "^ dy' '^'^ dy dx'
si 'r.j.,^1',/ désignent les potentiels analogues formés en prenant pour densités les quotients, par 'ir., des valeurs données de p.t et p,/. Effectivement, les expressions (7) de 9 et ?,, portées dans les formules (5) de Pr-Pn^P-^ ^^^ réduisent aisément à
\df'- dy-J dz ^ dxdz- <h^ ^ dxdz-\ dx dy
d''\), d' (dn-,. dTA _(r'/d'V,,:d'l)i
h\r dTA dx~^ dy)'
^'"--~' dz' '^ ^^dydi\dx~^ dy )' ^'' — ^d:^\dx ' dy
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c'osl-à-diro. pour ;: = 0, à j^, j~, 0, ot los rendent, par suite,
idcntiiiucs aux valeurs directement données. Or les expressions (5) de nj\w, si l'on y substitue les valeurs (7) de 9,9,, et qu'on les superpose aux valeurs (4) de u,v,iv, donnent dos formules revenant exactement à celles (58) et (63), pages 52 et 5.". du Mémoire de M. Cerruti (*).
En résumé, suivant que l'on connaît, à la surface 3 = 0, ou les déplacements produits, ou les pressions normales exercées, ou des actions tangentielles la sollicitant, l'intégration se fait, soit au moyen de potentiels ordinaires, soit au moyen d'un potentiel logarilhmique , soit au moyen des potentiels 'i.r,^l(/, plus compliqués, mais dont les dérivées en x et y, qui seules paraissent dans les expressions (7) de = et de =1, ne contiennent, sous
le signe 1, aucune fonction transcendante, et sont du degré zéro en .r — jtj,
y — yi,z, r, ou ont leurs dérivées en x,y,z du degré — 1 par rapport aux mêmes quantités. 11 en résulte que les valeurs (4) et (5) de u,v,w sont aussi du degré — d, et que par suite, quand les pressions données ne s'exercent que sur des parties restreintes du plan des .ry, les déplacements n,v,w
deviennent de l'ordre de — aux grandes distnnces ^ de l'origine, conformément aux conditions (12) de la page 582 ci-dessus. Dans le cas où, au contraire, ce seraient les n,v,w à la surface qu'on donnerait, et où ces valeurs de u,v,w seraient nulles en dehors de régions limitées, les u,v,w
exprimés par (5) deviendraient comparables à —, pour -c très grand; circonstance d'où l'on déduirait, par des considérations comme celles du second alinéa du n" 3 (p. 581 et 582), que les pressions exercées alors sur toute la surface se font équilibre à elles seules. On voit que, dans tous les cas, les conditions spéciales à x infini, et y exprimant l'évanouissement asymptotique des phénomènes, se trouvent bien vérifiées.
Parmi les conséquences qu'on peut tirer des formules (ü) de 2/,?n»', je me contenterai de signaler la suivante. Supposons qu'on n'ait appliqué à la surface qu'une action tangentielle élémentaire dJ, s'exerçant suivant l'axe des X sur un élément (h situé à l'origine, cas où l'on a :
_r/Tr ■^-2ïï[-
.^log(3-f r) ; ^I"// = 0,
et proposons-nous d'étudier la forme prise par la surface du corps, alors
(') 51. Cerruti utilise, à la fin de ce Mémoire, un lliéorème remarquable de M. Eug. Ikltrami qui, dans le cas de symétrie tout autour d'un point, permet, étant données les valeurs du potentiel ordinaire d'une couche plane en tous les points de cette couche, d'en déduire assez simplement l'expression de la densité de la couche, ou, par conséquent, d'évaluer les pressions normales /k capables, en s'exerçant sur une région circulaire déterminée de la
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qu'elle a acquis de peliles ordonuéos w. L'expression (5) de ii\ spécifiéf^ pour z:=0, sera
1 d:^ (IT X ( , , ^\ '/T -^
\-rf\ ' t) .k(M-!^)r
Aiiisi la surface libre déformée aura sensiblement pour équation :
■ 4ix{). H- 11) r- ^■^{^ H- n) .r- + y-
On remarquera : 1° que cliaque cii'conférence, de rayon r, décrite sur la surface autour du point d'application de la force d'ï conmie centre, l'este tout entièi'e, après les déformations, dans un même plan, (jui a seulement tourné, autour du diamètre perpendiculaire à la force f/T, d'mi petit angle
— = •7-- : — inversement proportionnel au carré du ravon r; 2" que les
lignes de niveau, :s=^const., de la surface déformée, ont pour équation
^^=:const., et qu'elles sont, en projection sur leur plan primitif, des
cercles menés par l'oiigine et ayant li'urs centres sur la ligne d'application de la force; 5" que, par suite, les lignes de plus grande pente de cette même surface sont, toujours en projection sur son plan primitif, les cercles
analogues ^ = const., mais dont les centres se trouvent sur l'axe des
y perpendiculaire à la force. La ligne même d'application de la foi-ce joue, du côté des x positifs, le rôle de la ligne de thalweg, et, du côté des x négatifs, celui de ligne de faite; car toutes celles déplus grande pente, parties du sommet ,r:=un infiniment petit négatif — £,v/ = 0, se détachent asymptotiquement, en descendant, du plan des zx, du côté des x négatifs, pour tourner ensuite de 560" et venir se 'raccorder asymptotiquement au plan des zx du côté des x positifs, en se terminant dans le foml x= £,?/ = 0,
Occupons-nous enfin des pressions px^Pu^Pz. s'exerçant sur les éléments plans parallèles à la surface, dans le cas de forces quelconques appliquées à celle-ci. La superposition des formules (4) et (8) de p.npi/,Pi donne de suite, à cet effet, la triple formule générale
m {]h^^P,nP:} --,i^x,7j,z^ [dxdz-^^d^^^T^^) dl[~dJ' d,^ ' d:J-
surface d'un corps, de faire prendre à cette région une forme donnée de révolution, et d'abaisser son centre d'une quantité donnée. On trouvera cliez M. Gaulhier-Villars, dans le Mémoire annoncé en note, p. 7t{)Q, qui s'imprime actuellement, intitulé A/>j>/ic(ilioii des ])(ilriilir/n II l'rliiilr ilr rriiiiililirr cl ilii iiiDiirrincnl ilr.s- xo/ii/r.i i''/ti.\li(/iii:\\ etc., une démonslialiou^jde ce Iliéorénic, ainsi que la détcrminatiou de la petite surlace de contact d'un sol élastique et d'un solide pesant, d'une l'orme convexe quelcün(pu' domiée, déposé sur ce sol, avec le calcul des pressions qui s'y exercent, et des reclicrclies sur un ^raud nombre de (|uebtious intéressâmes de mécanique et de physique malliématique.
(:iia.N(;f.mi:ms et adiutions. (S,S7
Si, en paiticuliiii", la force extérieure se réduit à uik; pression élémentaire, ayant dos composantes données <l\,<l^,(lCj, et appliquée à un élément de la surface situé ù l'origine des coordonnées, on aura
~üF~2^'' -7^ = 2^-' ,7, = .T^'avecr=v/.^•^^-.VH-^■^ Il viendra donc, en effectuant une diftérentiation de plus,
et, finalement,'
ôz /x , y m , ^ inY-^^y^^^
^K—:( -r/AH--f/B +-f/G — •
Comme '' sont les trois cosinus directeurs du ravon r émané de r
l'origine, on voit que la pression exercée en (.c,ij,z) sur un élément plan
parallèle à la surface, pression doiil p_,,p y, p~ désignent les trois composantes
suivant les axes, est dirigée précisément dans le sens de ce rayon, et qu'elle
a pour valeur ;^-^{ -^/A H--f/BH--'/C ] , où le trinôme entre parenthèses 2-r \/- r r J
exprime évidemment la projection, sur ce même rayon ?% de la force donnée,
définie par ses trois composantes d\,(lH,(lC. On peut donc énoncer la loi
suivante :
Toute action extérieure exercée en un point Je la surface iVun solide se transmet à Vintérieur, sur les couches matérielles parallèles à la surface, sous la forme de pressions dirigées exactement à Vopposé de ce poiiit, et qui sont, d'une part, proportionnelles à la composante, suivant leur propre sens, de la force extérieure donnée, d'autre part, en raison inverse du carré de la distance r au même point d'application, et en raison directe du rapport de la profondeur z de la couche à celte distance r.
Il est aisé de vérifier que la pression extérieure donnée se transmet intégralement d'une couche à la suivante, ou autrement dit, que les trois composantes totales, f{px>PuiPi)da, de l'aclion supportée par toute la surface n d'une couche quelconque, ont respectivement les valeurs dA.,dB,dC. Substituons, en effet, dans ces intégrales, à Px,Pij,P: leurs valeurs (M), et observons que les termes contenant x ou y au premier degré donnent des éléments de signes contraires qui s'entre-détruii^enf. 11 vient, pour les trois composantes, les produits respectifs de d\,dïj,dC par les trois intégrales
7)Z rxhh OZ fy-da ùz fz-(h ., , , ., » • -j ^
— I — —, -r- I ^^-^-, H- I ^^" Or les deux premières sont évidemment '■2rJ r" ' 'zrj r- 2-J v \
égales entre elles, et moitié de leur somme
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en sorte qu'il suffit de vérifier si les deux intégrales — / (— — ;;-— i et
•^ I — ont pour valeur 1 unité. L est ce qu on fait, sans difficulté, en prenant pour élément de la surface a une couronne élémentaire 2-RJR =2-rf//-, où le rayon intérieur K=z\/r^ — 2% puis en intégrant do /• = :; à r=oo ; ce qui revient bien à faire varier R de zéro à l'infini.
Page 490. Sous-note : Supprimer les quatre dernières lignes et mcllre à la place : Voyez, pages i80 a, h, c, d..., la Xole du ^ GO. où le pi'oijlèiiie du choc longitudinal est complètement résolu.
Page Wl. Supprimer ce qui y est en sous-notc.
Page 551, entre les lignes 4 et .j en remontant, mettre : équation qui, en mettant pour t- sa valeur [b,J se réduit à
n-Ho'=z-2Elf'Ç^.'
Page 557, au lieu des lignes 9, 8, 7 en remontant, lire :
Ces courbes, pour des points proches des appuis, s'élèvent même au-dessus de l'axe u=:0 des abscisses, c'est-à-dire que, par une sorte de réaction ou de rebond qui suit de prés un affaissement imperceptible, les u sont négatifs.
Page 560, remplacer la ligne 7 par :
Pour P = 0, la plus grande courbure a lieu à l'instant t ^= I,20t ou à peu près en même temps que la plus grande lléche. Pour P;= 20, elle a lieu aux instants f =r 0.75t et
Piemplacer les lignes 10 et 1 1 par
PourP=iQ, Q, 20;
moi'.
Même page 500. remplacer la troisième ligne en remontant, par : son volume 2 aa, vu que 1 = gj--^. On retrouve ainsi, pour a = \ß, un théorème connu, de Young.
Page 501. A la suite de la ligne 4, mettre : (Voyez, ci-après, les additions aux pages 626, 027).
Page 599, au bout de la ligne Id, c'est-à-dire du second membre de la deuxième équation (ig), ajouter :
et mettre au bas de la page, en la découpant, cette sous-note de onze lignes :
C) En effet, puisque (îf). _\i=^ U^ on a bien
(It
C'était à l'imitation de ce qui sera donné aun° 55, page 610, pour le problème de la mise en compte du train remorque par la locomotive, que nous avons remplacé ici, par un tri-
nôme différentiel affecté de V-, le terme t^ — — -r.r Mais nous apercevons que ce
al' cil- '
double changement de -r- en — + V .- n'a, ici, aucun avantage (et il eût même été irapossible, vu la discontinuité au point i = a; = V/, pour une dérivée d'ordre supérieur au deuxième). On obtient, en effet, plus simplement le second membre ■ [ia- — I2ax +
+ G.v-) — ,,.,(2g.r — X-) de l'équation (/«), p. fiOG, en opérant sur — - ^— ^ . ;/' désignant
ce que devient (^u) !/' pour ;• = .'■, d'où— :p!^ ^== — ^-^ —- pour le troisième des seconds membres écrits à la cinquième ligne de la page CDO.
Même page 599, remplacer l'alinéa : « Mais on peut », lignes 10 à 'JO,
par ceci :
Mais on peut, en abstrayant d'abord la condition initale de nullité des vitesses, satisfaire à toutes les équations et conditions énoncées (z^), (f/g), (b^) par des expressions algébriqnes entières en z et x:=yt, en négligeant, par approximations successives , telles puissances qu'on veut d'une certaine quantité qui est petite dans toutes les applications utiles; sauf, ultérieurement, et ainsi qu'on le veiM-a aux n'"* 5i bis, ter, quater, à ajouter des parties vibratoires au moyen desquelles les conditions initiales se trouveiont très approximativement satislaites.
Page 602, ligne 17, supprimer les mots « en apparence ».
Page 602, remplacer les quatre dernières lignes par :
Mais une pareille série devient toujours divergente à paitii- d'im certain
terme ; et, même, en bornant la parentlièse aux trois premiers termes
1 2,0 1 H- 7;H~"j7r5 où la divergence ne se fait jamais sentir, l'on n'aura pas une
approximation sensiblement plus grande qu'en se bornant aux deux premiers; car, dans les applications réellement uliles de cette analyse, savoir,
aux poutres d'une certaine portée, - est très petit, et le terme ^^ ne serait
à conserver que si on voulait l'appliquer à un rail, etc., ou à des expériences sur de courtes lames, comme ont été celles de M. Willis.
Page 605, supprimer tout le premier alinéa, c'est-à-dire les neuf premières lignes.
Page 607, au lieu des lignes 4, 5, 0, mettre :
Nous donnerons au n° o4 ter, p. 615 g, ces expressions algébriques de deuxième approximation de u et u^. Bornons nous ici à calculer, vu qu'on peut le faire fort simplement, ce qu'il est le plus essentiel de connaître (comme l'observe M. Phillips), à savoir : la plus grande valeur du moment tléchissant dynamicjue.
CHANGEME.NTS ET ADDITIONS. 895
Même page G07, effacer les trois dernières lignes, et, page G08, les quatre premières; et mettre à la place :
Une approximation nouvelle s'obtiendrait sans difficulté de la même manière en calculant d'abord, comme on vient de dire, par deux intégrations des (i'g), les U, U^; d'où, par {p^}, les u, ii^ auxquels on ajouterait de nou-
velles parties dynamiques, qu'analogiquement on appellerait - Uo, -r U3, et
qui seraient dèterminables comme on a dit pour U, Ui, etc. On verrait certainement ainsi, en en tirant le maximum de M^, reparaître additivemenl,
2,5 dans la parenthèse de la première partie de (îg), le terme •— de l'expression (l I de /jp et il pourrait être curieux'de connaître ce qui se trouverait ajouté de même à la parentbèse de la seconde partie de (^g). Nous nous abstenons de donner ce calcul compliqué, parce qu'il ne ferait qu'ajouter des
termes en —, négligeables, comme nous avons dit, dans le cas des applications.
Page 601), remplacer la ligne ô par :
complète en tant que purement algébrique (voir le changement des lignes 16 à 20delapage599, et lesn"" oi^/s% feretr//<ater ci-après, pp. 612à615_y).
Même page 609, ligne 6 : Mêms solution complète, lisez : Même soIkHou algébrique.
Page 6-25. Effacer toute la sous-nole en mettant à la place :
Pour la résistance aux impulsions longitudinales, voir la Note finale du § 60, où ce sujet se trouve traité (sur un carton à y insérer p. 480 a, b,c,...).
Page 626, ligne 9, en remontant, à gauche mettre, (r'^ reproduit), puis, après l.oO— 7,
mettre un astérisque (*), et, au bas de la page, mettre cette sous-note:
(*) Ce sont les expressions données aux lignes 10 et 11 de la page 5C0. comme résiillant de calculs delà sokilion, en série transcendante, du problème du choc transversal fait au point milieu d'une barre de longueur 2a, appuyée à ses deux exirémitcs. Comme on a
en appelant a la section transversale de la barre et / son rayon de gyralion, enfin E^pou-, p étant la densité de la matière de la barre et w la cclc'iitc avec laquelle le son s'y propage longitudinalement, on trouve facilement, vu que P =pg.'îaa,
Yr V
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Page C27, ligne 7, mettre un astérisque (*), et, au bas de la page, mettre cette soiis-nolc:
C) En attendant, et mémo à l'exclusion de l'expression empirique du haut de cette pnfre. ainsi que des trois dernières formules du bas de la précédente ()26. ou peut, comme nous venons de le reconnaître, se contenter, pour l'évaluation de la plus grande courbure produite par le choc du corps Q au milieu de la barre de longueur 2a posée sur deux a]ipuis, de prendre la première expression (/,o)
qai pèche par dr'faut. en y mettant simplement pour /y, par l'effet d'une fortuite et heureuse compensation, la valeur de première approximation, qui pcchc. par e.rcrs, de cette flèche
. /7s dynamique /"p, c'est-à-dire en y faisant (/;) /j, = V \/ — » où (page :£G] fg est la llèclie sla-
lique sous la charge Q. flèche qui est ici (l'c) /"g = —, ', ce qui donne, en substituant,
En effet, cette expression diffère de moins d'un seizième (proportion presque toujours négligeable dans la pratique) des trois expressions calculées (,«(j) de la page 5G0, qui, au lieu de ^ô =1.7320, sont affectées de trois nombres peu différents.
On peut remarquer à ce sujet que si. au lieu de l'expression [!■;) de f^ de première approximation, on prenait celle de deuxième (presque exacte comme on a vu), c'est-à-dire si
on multipliait (/.) par — =r^= = 0.897. 0,810, 0,712 pour les cas P= ^ Q, 0, 2Q, le
facteur numérique \ 5 = 1.752 du troisième membre de (ß) se trouverait remplacé par 1.5Ö56. 1.4209, 1.2557 respectivement. Or ces nombres s'éloignent bien plus que v5=^l,752 de ceux 1,859, 1.75, 1.858 affectant les formules (.Vg) tirées du calcul et des épures ayant donné les expressions exactes des plus grandes courbures. Il convient donc de s'en tenir à l'expression (ß).
Mais la presque concordance qu'elle offre par hasard avec trois résultats d'un calcul exact ne doit pas faire conclure que la mise en compte de l'inertie de la barre soit inutile. Cette formule (ß), tirée de celles de (/jn) et (cg^, dont les inexactitudes de sens opposés se sont compensées, doit être regardée elle-même comme ncidemenl empirique, bornée aux limites des calculs faits, et ne dispensant pas de calculs ultérieurs et exacts pour d'autres rapports des poids heurtant et heurté P et Q.
La même chose devra être dite de ce qu'on pourra tirer des 7,^) pour les quatre autres
cas de pose ou d'encastrement qu'elles comprennent, en y faisant de même /"j, =; V W - » et respectivement (n° 49, 2", 5". 4\ 5"),
^''' 'S""24EI' 5EI' 5(6-J-6i)Er 5Eio'
ce qui donne, comme on le trouvera, la même formule (ß) à l'exception que pour les deux
derniers, car il y aura W — - — ^ El et V/«E y au lieu de \Jaï.\-
Et, en multipliant par la demi-epaisseur - de la barre, ces quatre expressions de la plus
grande courbure, on aura les dilafatioiis danrjereuscs à égaler, comme au n" 54, à leur limite appelée y , pour assurer la condition de non-rupture ou de stabilité indéfinie de la cohésion; d'où, comme à la fin de ce n'ôi, la demi-force vive impulsive -^ — égale au module de
rctuiicHcc — mulliplic par un coefficient numérique et par le volume de la liarre.
Mais ces formules, fondées sur la supposition que l'ébranlement a eu le temps de fc propager jusqu'aux appuis et de s'y réfléchir plusieurs fois jusqu'au moment de la plus grande llexion, cessent d'être celles qu'il faut appliquer lorsque la barre est très longue et que le corps 0, d'un poids relativemenfpetit, vient la heurter brusquement avec une vitesse extrêmement grande. En effet, préalablement à toute propagation, une llexion brusquement produite à l'endroit du choc peut engendrer des dilatations dangereuses, dépendant de la seule vitesse V et nullement du poids heurtant Q.
Si nous appelons p la densité de la malièrc de la barre, w= \/- la ccldrilc du son qui
s'y propage longitudinalement, cr sa section, et ''■ = \J- le rayon de gyration de celle-ci, on trouve, vu r = y ^ et P = i^Aja,,
Vr V
ce qui donne, c étant, comme au bas de la page 560, la hauteur verticale de la section, et ^m ^^ P'us gi'ande dilatation due au choc (d'après les expressions {r^ de la 11'' ligne de la même page):
\ Pour P = -Q, Q, 20,
Or M. Boussinesq, dans la noie du 10 avril 1X82 [Compte rendu, p. 1044) qui n'est qu'un extrait d'un Mémoire sur une méthode d'intégration d'une certaine classe d'équations au moyen d'intégrales définies où, sous le signey, se trouve le produit de deux fonctions arbitraires, a trouvé que la dilatation produite à ce premier moment du choc, avait pour valeur, dans le tronçon de la barre qui en reçoit le coup, quels que soient les poids P el 0,
Zy. w
OÙ -p = ^5 si la section est rectangulaire, et =: 2 si elle est circulaire ou elliptique.
Soit donc ;iQ la valeur de P pour laquelle un calcul plus prolongé que celui que nous avons
fait et cité au n" 54 aurait donné comme limite à (r'J de la page 500, | — '-^., 1 = -^ •
\ '^^' / max ^' on pourra bien, jusqu'à P = hQ, pour poser l'équation de résistance au choc, égaler à la
limite —^ des dilatations non dangereuses l'expression (ß) URiltipliéc par -: mais, quand
lu z
- excédera ii, l'on devra, quelle que soit du rosie la valeur de ce rapport, prendre invana-
bloment (::), cest-a-dire — = '— -.
On peut voir, au reste, dans une dernière Note de M. Boussinesq [Compte rendu, 17 Juillet 1882, p, 12.3), qu'il a trouvé pour l'effet de premier instant produit par le choc d'une plaque mince, une formule analogue à celle (:) du choc des tiges, et (pii expli(iue 1rs rujjlurcs se produisant instantanément et uetlomcrit. à l'endroit heui'lé, quand la vitesse du heurt d'une plaque de métal ou de verre dépasse une certaine limite.
CIIA.NGE.MEMTS ET ADDITIONS. <S97
Page 701 , entre les cinquième et quatrième lignes en remontant, ou à la fin du n" G, iijouter :
à la condition de faire passer sous les signes de différentiation, ù côté des l', le facteur s.''.
Page 714, lignes 10, 9, 8 en remontant, à la place de :
« ne produisent que ces torsions que ceux de couples »,
mettre :
« produiront très sensiblement, abstraction faite de ces torsions locales dont
nous ne nous occupons pas ici, les mêmes effets que des couples. »
Même page 714, deux dernières lignes, à la place de : « effets sur cet endroit de la plaque », mettre :
« effets généraux ou non locaux sur la plaque. »
Page 746. Substituer à la ligne 7, en remontant, ceci : L'égalité, trouvée avec signe contraii'e, pour le cas d'une charge symétriqnement répartie de la somme des efforts sur les
Page 751 , mettre au bas de la page un astérisque (*), puis cette sousnote :
Les séries doubles (///.;) et (;/l) sont celles que Xavier a données à la fin de son Mémoire autograpliié de lX'i2 et dont l'extrait, imprimé en 1.S23 au BulIcLin dr In Sor. phil., donne (au n" 10, page 101) les premiers termes, conformes à nos [n^]. La première de ces deux séries, {ni~], ne prête à aucune difliculté, vu que l'alternance des signes, indiquée par les puissances de — 1 que nous y avons introduites comme facteurs, assure la convergence des sommes partielles de ses termes vers une somme totale finie, qui ne doit pas différer beaucoup du seul premier terme ou du 1" de nos mêmes (n^).
Mais il n'en est point de même de la seconde (^/ig). Tous ses termes sont positifs; et la série
double, aisément réduite après une réunion de ces termes deux à deux, à ^Q ,
peut l'être même, si on suppose par exemple a = h et si on divise par a-, à
'■-\-n"- ^ \m''- -\- \ m'--\-^d m''--\-^lh
Or, il n'est pas difficile de reconnaître, si l'on remplace les nombres impairs m' par 1k-\-\,
Sil/ 111 \
.77 = r7( 1 + n + = + 7+ .... ) dont la 0« 0 \ loi j
valeur est, comme on sait, infinie.
Ce résultat n'a rien d'absurde ni de paradoxal si l'on fait attention que lorsqu'un poids de grandeur finie n se trouve uniformément réparti, comme on l'a supposé, sur une portion rectangle de dimensions extrêmement petites, d'une plaque, les coupes verticales de son feuillet moyen tléclii doivent, à l'endroit où elles traversent le contour de celte portion, i'ire angu/eiiA-ex et, par conséquent, avoir f/cv courbure-'^ infinies.
Les formules ci-dessus, bonnes pour donner approximativement la flcclie de courbure, ne peuvent donc pas servir à donner la courbure elle-même; et la formule (wj), soit prise entière, soit réduite à («3) ou à son premier terme, ne peut pas y servir sûrement; et il faudrait sans doute, [lour résoudre le problème de la courbure due à une charge concentrée dans un petit espace central, l'y répartir avec une intensité décroissante du centre aux bords, où son intensité s'évanouirait. C'est une recherche dont nous ne nous occuperons pas ici.
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{en feuillela ijuuvanl être dccoupc-a, pour (iiDicxer leurs parties aux paijes désignées)
Addition à la page iü.")a et 106« 881
Complément à la Note finale du s 49 de M. Boussinesq 881 à 888
Changements aux payes 490, 491, ôôi, 557, 500. 501,599 889
— aux pages 599, 602, 605, 607 891
— aux pages 607, 609, 6-25, 620 893
Addition à la page 0-27 895, 890
Changements aux pages 701, 714, 746, 751 897
EKilATA
ligne 5 en remontant
X'. Il . .(■" la même entière
0| lurent E
— 221, dernière équation » (ij=o)
— 225. les équations (97) doivent être écrites
Usa :
ajoutez
K' 8 et 10
le même entier
Voyez p. 559, formule {v")
s'opèrent E
ox cx oy ùy Ä d%
gßog'ß gfipgß
bx ox fy dy
i_9Bo B ù{i
dernière formule.
lignes 18 et 19, ligne 19.
ligne 8,
dernière équation
le premier membre doit être •h.
ligne 3 en remontant.
ligne 5 en remontant.
^et
formule (u')
ligne 6.
ligne 11.
6° ligne en remontant.
équat
ElillATA .
Au lieu de :
Lisez
Page 48i, C" ligne en remontant, /"«= i"""'
— 4!)l>, dernièi-e ligne du texte, plus grande peut être
— 491, ligne 1, et plus plus
— 491, ligne '25, forme très forme algébrique très
— 552, ligne 5, mettre a'' à la suite de la dernière parenthèse de 1 "équation (/'ij
Au lieu de : Lisev :
-r~ 555, 5" ligne en remontant, 2975.1 2075.1
— 537, ligne 18 : 3 = 0 z = a
— 5(34, ligne 8 en remontant : ='",) ^ '"" ^^ (
— 572, ligne 10 : n" 12 n" 15
— 575, ligne 10 en remontant, au lieu de au lieu de q
— 579, ligne 11 de la sous-note : Xo// \S.t
— 582, ajoutez au bas : Ce travail vient d'être exécuté. On le trouvera intercalé
pages iSOa, 482^, 482c.... sous le titre Théorie de l'impulsion longitudinale....
Au lieu de : Lisez :
/b=y/— Ad = V~
— 588, ligne 8 en l'emontant,
— 594, dernière ligne de lexti
— GOl, équation (/<,j)
()05, ligne 12,
G05, ligne 6 en remontant,
membres où il ne restera membres ainsi que les termes constants — — - »
et il n'y restera
— Ü00, ligne 5 , Donner le signe — aux deux premières quantités; mettre, dans leurs
dénominateurs, a- au lieu de a^-
Mettre = — — -À; au bout de cette ligne, à la place des deux points. 2a dx-
— G0l>, ligne 12, formule (^g). mettre, à la suite du premier nombre :
2a-EI,. „ .,/ , „ „ Sfl'-'EI,,, .,, .. , . .
Au lieu de :
H.U u^. ic .ju. j toi.
Lisez :
ligne 5 en remontant,
où ß =
ou- =
ligne 15,
dynamique
dynamique transversale
4= ligne en remontant,
ligne 2, ajoutez : de
dernière ligne.
ou variable
ou lentement et graduellement variable.
formule (ij)
formule (/^j
en
ligne 7 de la sous-note
TT
-in"
ligne
suivantes
suivant les
avant-dernière ligne.
croît très vite
décroît très vite
ajouter à l'avanl-dernièrc
ligne : et que, (h'-jà,
elle
'empêcherait de s'annuler
comme il doit le fa
re par raison de symétrie
lignes 6 et 7,
3st nécessairement nulle
peut, sous certaines
condil ions, être nulle
lignes 4 et 5 de la sous-
note
cela peut être vrai
en supposant que cela pût être vrai
igne G de la sous-note.
mais ce n'est pas
ce ne serait pas
ligne 15,
(553 ti)
1()72. — Imprimerie A. Laliure. !>, rue de Fleurus. à Paris.
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