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PRÉFACE DE L'AUTEUR
L'intention primitive de l'auteur était de ne mettre dans ce livre que ce dont il avait besoin pour se guider dans les leçons qu'il professe à l'École polytechnique de Carlsruhe. Mais bientôt il sentit tellement la nécessité de fonder sur une base solide les recherches dont les résultats servent aux applications techniques, qu'il se détermina à entreprendre la rédaction d'un traité de la théorie de l'élasticité qui, autant que cela était possible dans une étendue modérée, présentât un système complet des principes et des usages de cette théorie : travail devenu possible aujourd'hui, grâce aux belles recherches de MM. Kirchhoff et de Saint-Venant. Il fallait assurément, pour cela, traiter brièvement bien des points, mais il convenait, avant tout, d'exposer en détail ce qui est désirable pour une connaissance suffisante de cette branche nouvelle de la science. Ainsi, pour tout ce qui regarde les transformations analytiques que M. Lamé a enseigné à opérer avec une si grande élégance sur les équations fondamentales de l'élasticité, il fallait renvoyer à l'ouvrage si connu et si répandu de cet illustre savant. Il fallait aussi exclure toutes les intéressantes recherches sur la théorie de la lumière qui occupent dans son livre une étendue notable, et qu'il sera peut-être donné un jour à l'auteur de traiter dans un ouvrage spécial (*).
Au contraire, les travaux de M. de Saint-Venant, sur des tiges dont la section a des dimensions finies, paraissent de nature à être exposés
(*) Clebsch n'a malheureusement pas eu le temps de réaliser son projet. On peut voir, au reste, pour une analyse et un jugement de ce qui a été écrit, sur ce sujet, par Lamé, Cauchy, M. Boussinesq, etc., un article : .Sur les différentes manières de présenter la théorie des ondes lumineuses, que j'ai publié aux Annales de C/l. et dePInjs., ¥ série, t. XXV, 1872, page 335.
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d'une façon détaillée, d'autant plus qu'ils se rattachent à ceux de M. Kirchhoff sur des tiges extrêmement minces, en sorte qu'il en résulte une transition naturelle entre la théorie la plus rigoureuse et les formules usuelles des applications (*).
Parallèlement à ces recherches, qui ne sont qu'en partie nouvelles, on en trouvera d'autres presque entièrement neuves qui peuvent conduire à une classe d'applications peu tentées jusqu'ici. De même que l'on considère des tiges avec des dimensions transversales d'abord arbitraires, puis supposées très petites, il y a lieu de traiter ce qui est relatif à des plaques auxquelles on attribue d'abord une épaisseur finie, et ensuite une épaisseur très petite (infiniment petite). On arrive ainsi à des résultats qui comprennent ceux de la célèbre théorie de M. Kirchhoff sur les figures sonores (Klang figuren), et qui paraissent susceptibles d'applications variées, quoiqu'il la vérité mon livre, bien que fort accru par là, n'offre souvent à cet égard que de simples indi cations. Ces indications, sur des sujets d'un pareil intérêt, seront, je l'espère, favorablement accueillies.
On ne peut évidemment pas s'attendre à voir traiter des problèmes de cette nature sans voir exposer en même temps les moyens de solution tirés du calcul intégral. Je me suis efforcé de limiter autant que possible de pareilles expositions, et de ne point aborder les cas et les problèmes qui ne peuvent l'être que par l'étude des parties les plus élevées de ce calcul. On est aidé en cela par une particularité qui se rencontre généralement dans les sujets physico-mathématiques. Dans les recherches y relatives, les difficultés géométriques sont tellement simplifiées par les considérations qui ressorlent de la nature même du sujet, que le lecteur et l'étudiant peuvent marcher à Taise dans l'élude de problèmes dont les difficultés, pour être surmontées d'une manière purement mathématique, réclameraient les efforts les plus extiêmes. Bien plus, dans l'élude de la branche dont nous nous occupons, si l'on n'a en vue que l'intérêt physique, la connaissance des théories mathématiques qui s'y rapportent n'est pas
i Ces considérations se trouvent complotées et généralisées dans deux mémoires : Étude nouvelle sur l'équilibre ci le mouvement dru corps solides élastiques dont certaines dimensions sont très petites ]>ar rapport à d'autres: 1" Tiçes,i" Plaques, présentés à l'Académie par M. Boussinesq le 7» et le 10 avril 1871 (Comptes rendus, t. I, XXII, p. 107, U9) et insérés .•m Journal des Mathématiques de M. Liouville, la même année, t. XVI, p. 1*25 et 241, avec des Coniplfyneiits, même journal, 1870, p. 105 et 7>2(».
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absolument nécessaire ni même spécialement utile. Je citerai seulement comme exemple la théorie des équations aux dérivées partielles que l'on ne pourrait pas facilement mettre en usage dans les applications (*).
Espérons que le temps approche où l'on cessera de reculer d'effroi devant l'étude de la physique mathématique à cause des difficultés imaginaires dont on Ta hérissée. Lorsqu'on en sera venu là, on reconnaîtra sans doute que ces études physiques constituent, pour le mathématicien lui-même, possédant les éléments de la science, l'inlroduction la plus convenable pour les parues supérieures qui, attaquées immédiatement et abslractivement, paraissent souvent aussi étranges qu'obscures; mais qui, revêtues d'applications physiques comme d'un riche et agréable vêtement, viennent au-devant de nous comme réconciliées avec notre intelligence et semblent nous inviter à des découvertes plus avancées.
Il ne me reste qu'à réclamer pour mon livre la bienveillante indulgence des mathématiciens, des physiciens, et de tous les hommes de l'Art qui ont à cœur de jeter un coup d'œil plus profond sur la nature des opérations qu'ils exécutent.
Carlsruhe, le 50 septembre 1862.
A. CLEBSCH
(*) Ces observations de l'auteur me paraissent être le résultat d'une illusion et se trouver contredites parla suite de son livre. Il est impossible, sans l'usage des procédés d'intégration d'équations aux dérivées partielles, par des séries de sinus tant circulaires qu'hyperboliques, de déterminer, par exemple, la torsion d'une prime à base rectangle, ou les vibrations d'une tige heurtée transversalement ; et ces procédés analyliques, convenablement exposés, peuvent être réduits a quelque chose de simple et d'une pratique l'acile.
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Clebsch, comme on sait, né à Kœnigsberg le 19 janvier 1855, est mort, généralement regretté, à Göttingue le 7 novembre 187:2, ou dans sa quarantième année. Diverses notices ont paru sur sa vie si courte et si bien remplie, une, entre autres, en une brocbure de 1875, publiée à Leipsig sous le titre Alfred Clebsch, Versuch... Essai d'une exposition et d'une appréciation de ses œuvres scientifiques, par un de ses amis, et aussi Zum Andenken... A la mémoire de R. Fr. A. Clebsch.
Son livre, dont nous donnons la traduction, a été édité en septembre 1802, lorsqu'il était âgé de vingt-neuf ans , après un Cours professé en 1861 à Carlsruhe. Il offre toujours un grand et actuel intérêt. Mais, quelques travaux dont il n'a pas eu connaissance avaient été faits sur le même sujet; d'autres, plus nombreux, ont paru depuis, la plupart en de courts extraits ; et la rédaction ultérieure de quelques-uns encore inédits a donné ouverture à des idées nouvelles.
Nous avons donc cru devoir accompagner notre publication de Notes nombreuses et étendues, dont quelques-unes forment des sortes de traités sur plusieurs points, dont on sentira, nous le croyons, l'importance.
Parlons d'abord d'un changement opéré dans un grand nombre de formules afin de les rendre applicables aux solides tels qu'ils sont presque tous.
Les formules du livre de Clebsch n'ont été dressées (excepté au £ 11) comme sont celles de Kavier, Lamé, Poisson, etc., que pour les corps dont la matière est complètement isotrope ou d'égale contexture et d'égale élasticité dans tous les sens autour de chaque point.
Cette sorte de contexture n'existe presque jamais.
Si, en effet, dans les corps prismatiques, employés comme matériaux de construction, l'on peut assez ordinairement supposer l'élasticité sensiblement égale suivant les divers sens transversaux, ou, au moins, ne faire entrer dans les calculs, pour ces sens, qu'une élasticité et une résistance moyennes, il n'en est nullement de même pour le sens de la longueur; car.;
lion G = äjr~, - qu'il démontre, à la fin du g 5, pour les corps complè-
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dans les bois, diverses expériences ont fait reconnaître que le coefficient ou module d'élasticité d'extension désigné par E était jusqu'à vingt fois et même cinquante fois plus grand pour les fibres longitudinales, que pour de petits prismes taillés transversalement; et il doit y avoir, pour les fers forgés ou laminés, et même fondus, des différences analogues et sensibles quoique bien moins grandes.
Les formules de Glebsch , pour avoir quelque utilité , avaient donc besoin qu'on les modifiât.
C'est ce que nous avons fait.
Cette généralisation ne les a pas rendues plus compliquées. 11 nous a suffi, pour les formules d'extension, flexion et torsion des tiges, de laisser tout à fait indépendants les uns des autres le module E d'extension longitudinale, le module G de glissement ou de torsion, et la fraction n désignant le rapport de la contraction transversale à la dilatation longitudinale qui l'engendre, sans supposer, avec Clebsch, ces trois quantités liées par la rela- _K_
(1+9) tement isotropes.
Nous avons donc pu simplement, en ce qui concerne les tiges, ou jus-
qu'au b 58, mettre !2G là où Clebsch mettait j— ■ — , et -^ là où il mettait ' r' 1 -+- f) 2(j
(1-f-npour obtenir la généralisation désirée.
Pour les plaques, qui ont ordinairement aussi une élasticité différente dans le sens de leur épaisseur, et dans les sens parallèles à leurs bases, il a fallu une modification d'une autre sorte. Nous l'avons fondée sur les formules (9), page 76, de la Note du § 16, des six composantes des pressions ou plutôt tensions dans l'intérieur des solides qui sont hétérotropes, mais où il se trouve assez généralement trois plans rectangulaires de symétrie de contexture. 11 nous a fallu, pour modifier en conséquence et facilement les solutions données par Clebsch des problèmes sur les plaques d'épaisseur quelconque (§§ 59 à 46), nous borner au cas ordinaire (formule (h), p. 77, de la même Noie du g 16] où leur élasticité peut être regardée comme la même dans les divers sens parallèles aux bases, mais aussi différente qu'on veut dans le sens de l'épaisseur. Les formules ne diffèrent guère alors de celles de Clebsch qu'en ce qu'il y a lieu d'accentuer E et n, c'est-à-dire au lieu du module E relatif à tous les seus et de la fraction n dont nous venons de parler, de mettre E' = E., = E,„ module d'élasticité des sens perpendiculaires à celui z de l'épaisseur, ou module d'extension de bandes taillées dans la plaque suivant les sens x, //, ou d'autres parallèles à ses bases, avec rf=v)llt i),,,, en y joignant quelquefois i)"=ï)xz=i)IJS (Note du g M», p. NO, 85) rapports respectifs, aux extensions qu'on ferait subir à ces bandes dans le sens x on y de leur longueur, des contractions qu'en même temps elles éprouveraient dans le sens y ou x de l'autre dimension parallèle
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aux laces de la plaque, et dans le sens ^ de son épaisseur; ou bien encore, el ce que nous préférons presque toujours, ainsi que nous l'avons indiqué connue variante aux £ 39, 40, 44, 45, et employé exclusivement dans
/ i'\ Of
notre Note du g 45, en remplaçant E' par 4f( 1 — — ), 9' par 1 — — , et 9"
quand il y a lieu , par , 1 étant le coefficient de tXy == f ga#, at, un module
spécial d'élasticité relatif aux plaques (note du £ 16, p. 85) qui est assez
souvent les — du module E', et d', c deux autres des paramètres des for- \o r
mules (g), (h) de la même Noie du § 16.
Nous avons même pu, pour les plaques minces, modifier ou établir la
plupart des formules (2e partie g 64 à 81 et Note du § 75) pour le cas d'une
élasticité inégale dans les trois sens de symétrie.
Nous n'avons pas besoin de motiver ici les autres modifications de détail apportées à la rédaction de Clebscb et qui, bien que quelques-unes embrassent des pages entières dans une vue d'éclaircissement, auraient certainement été approuvées de cet éminent professeur, comme nous pouvons le juger par des lettres que nous avons eu le bonheur de recevoir de lui, et que nous avons sous les yeux, où il nous exprimait, avec son assentiment à notre œuvre, son contentement de ce que nous avions l'intention de faire connaître son livre en France. Nous avons aussi changé quelques notations pour les mettre en rapport avec celles de notre pays ou de l'Angleterre, ou pour éviter des confusions. Nous avons, par de nombreux renvois, donné diverses explications.
Mais disons quelques mots de nos grandes Notes ou additions.
Dans celles de la fin du g 11 et surtout du § 16, nous avons discuté d'abord, le plus clairement que nous avons pu, un pofcit fortement controversé, la raison ou l'explication de la forme linéaire des expressions les plus générales des six composantes des tensions en fonction des six déformations élémentaires ?, g, mais principalement le nombre de leurs coefficients distincts ou inégaux, nombre qui est de 21 suivant Green, et de 15 seulement (d'où un seul et non deux quand il y a isotropie) d'après la loi que chaque action entre deux points matériels dépend de la seule distance où elle s'exerce (nos 6, 7, 8, 9 de la Note du § 16). Après ces raisonnements et réserves, faisant à l'opinion contraire une concession sans danger rendue transparente par des accents dont la simple suppression suffit pour rentrer dans la nôtre, nous donnons les formules de composantes de tension poulies divers cas de symétrie de contexture et d'isotropie partielle ou totale et diverses conséquences de ces formules quant aux expressions des modules d'élasticité E des prismes taillés dans le corps, ou aux rapports 9, etc.
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Mais pour les corps non cristallins et en même temps non isotropes, il doit y avoir, entre les coefficients des formules des tensions, des relations telles que les rapports de celles-ci aux dilatations ne varient que d'une manière continue et simple, quand on passe d'une direction à une autre. La recherche de pareilles relations, en s'aidant du peu de faits jusqu'ici possédés, et de suppositions naturelles, occupe toute la seconde partie, nos 17 à 25 de la même Note, que nous terminons en proposant, pour ces sortes de corps comprenant tous ceux que nous employons comme matériaux de nos constructions, des formules plausibles et bonnes à employer en attendant que des expériences désirables de mesurage des coefficients, dont la même Note indique le mode, aient donné plus de lumières.
La Note du g 122 [et surtout celle du j< 28 justifient par des faits, et aussi par des raisonnements ainsi que par une analyse de M. Boussinesq basée simplement sur la nature particulière des solides allongés appelés tiges, la supposition (t.rJ- y;/».n/ =0 approximativement) sur laquelle on fonde l'établissement des formules de leurs extensions, flexions et torsions. Celle du g 28 expose les raisons d'employer ces formules avec confiance, même lorsque les forces appliquées aux tiges ne sont pas distribuées ou appliquées aux extrémités de la manière qu'exigent ces formules pour donner des résultats tout à fait exacts.
Celle du £ 31 donne la théorie de la torsion des prismes ,ou cylindres à base quelconque eu égard au gauchissement qu'éprouvent nécessairement les sections non circulaires pour rester normales aux arêtes latérales devenues des hélices; ce qui fait que le moment de torsion est toujours moindre que ce qui résultait d'une théorie supposant que les sections restent planes. On y donne comme exemple le calcul en série transcendante, pour un prisme à base rectangle, des ordonnées de la section devenue courbe, ainsi que la formule du moment de torsion. Celle de Cauchy, de 1829, n'y est conforme que dans le cas où un côté du rectangle est extrêmement petit par rapport à l'autre; cas où le plan de la section devient un paraboloïde hyperbolique, comme quand son contour est une ellipse, etc. On donne finalement une formule du moment de torsion, exacte pour un cylindre elliptique, et qu'on a reconnue, numériquement donner une suffisante approximation pour toutes les autres formes de section pour lesquelles ce moment a été calculé.
Celle du % 57 donne, en la généralisant d'une manière nouvelle, après en avoir discuté le principe, rétablissement des conditions de stabilité de lu cohésion, ou de résistance permanente à la rupture, même éloignée, des se Iules d'une contextnre quelconque; conditions qui reviennent à imposer une limite, censée fournie par l'observation, à la plus grande des dilatations, si le corps est isotrope, et, s'il ne l'est pas, à la dilatation dont le quotient,
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par la limite particulière à sa direction, est le plus grand possible. Ce quotient maximum est fourni par une équation du troisième degré, de composition analogue à l'équation connue qui fournit la dilatation maximum. Elle se réduit le plus ordinairement au second degré. On donne les résultats variés de l'application de cette méthode d'abord aux exemples simples, puis à des exemples complexes où il y a en même temps extension ou compression, glissement, flexion et torsion.
Dans la Note finale du % 4~> se trouvent résolus, d'une manière nouvelle et rigoureuse, des problèmes de flexion de plaques d'épaisseur quelconque qui, si on les suppose placées horizontalement, sont sollicitées au contour par des forces horizontales faisant couples et par des forces verticales faisant efforts tranchants. Ce mode de solution s'applique surtout aux plaques circulaires symétriquement sollicitées; et on obtient ainsi, pour une plaque épaisse, sans aucune suppression de termes, les mêmes équations du feuillet moyen et les mêmes flèches centrales, pour les cas d'encastrement et de simple pose autour, qui ont été tirées par Poisson de l'équation de Lagrange dont rétablissement et l'usage se fondent sur de pareilles suppressions, possibles seulement quand la plaque est mince. On embrasse le cas où la plaque serait appuyée sur un ou plusieurs cercles fixes de rayon moindre que celui de son contour; et, quand il ne s'agit d'avoir que la flèche centrale, la solution peut être obtenue pour un mode quelconque, continu ou discontinu, symétrique ou non, de répartition des charges sur la surface de la plaque.
A la fin du § 46 qui termine la première partie de l'ouvrage, nous avons introduit une Note que M. Boussinesq a bien voulu rédiger à notre demande, et où il traite de l'équilibre des corps élastiques de grandes dimensions, sollicités par des forces appliquées sur une petite partie de leur surface ou en un point intérieur. Les problèmes résolus par lui concernent la résistance et la déformation d'un sol élastique horizontal, de longueur, largeur et profondeur indéfinies, à la surface duquel s'exercent des pressions tantôt connues, tantôt réparties de manière à faire prendre à leur région d'application une forme (plane ou courbe) donnée, ce qui revient à considérer l'effet produit sur un corps élastique par des forces appliquées à une petite partie de sa surface, et le mode de transmission, à son intérieur, des actions ainsi exercées, lorsqu'on se borne à étudier la région directement atteinte, avec son voisinage. Un autre problème est celui des déplacements que fait naître, dans un solide, autour de son point d'application, une force extérieure venant s'exercer au dedans de ce corps, assez loin de la surface pour que celle-ci n'en ressente pas l'influence. Les solutions ainsi données, bien propres à mettre en vue la manière dont se répartissent et se modèrent les efforts transmis d'une partie d'un corps élastique aux parties voisines, sont d'une forme extrêmement simple, fécondes en
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conséquences; et elles révèlent l'usage que l'on peut faire, dans la théorie de l'élasticité, des potentiels connus d'atlraction Newtonienhe et surtout d'un potentiel nouveau dit logarithmique à trois variables.
La grande Note finale du £ 61 est comme un Traité étendu, quoique succinctement présenté, de ce que Poncelet a appelé la résistance vive et Young, la résilience des pièces solides, supposées, ici, recevoir transversalement ou un choc, ou une impulsion graduelle et tranquille, et vibrer ensuite avec le corps qui les a mises en mouvement, ce qui exige une tout autre analyse que quand la pièce élastique vibre seule. Les solutions obtenues sont en séries de sinus tant circulaires qu'hyperboliques dont les arcs ont pour multiplicateurs les racines, en nombre infini, d'équations transcendantes. On donne deux formules générales pour les coefficients de sinus et de cosinus destinés à satisfaire aux conditions initiales, et un moyen d'en calculer, sans intégration, les dénominateurs. Le premier terme de ces séries, en le développant algébriquement, fournit non seulement cette première approximation où, avec Young et Poncelet, l'on néglige l'inertie de la pièce heurtée, mais aussi une seconde approximation, d'une forme nouvelle et presque aussi simple, qui en tient compte et donne, pour les flèches dynamiques, des valeurs presque aussi exactes que la foi mule complète et rigoureuse. Et cette seconde et suffisante apptoximation peut être obtenue directement d'une manière élémentaire susceptible d'être enseignée partout; singularité curieuse et heureuse, dont l'explication a été, sur notre invitation, l'objet d'un mémoire de M. Boussinesq où se trouvent embrassés des systèmes quel" conques de barres élastiques et de corps heurtants ou entraînés dans leurs vibrations. Cette même grande Note contient un examen de l'emploi, pour des systèmes flexibles et à points fixes, du théorème de perte de forces vives appliqué jusqu'ici aux seuls corps sans élasticité et libres ou pivotants; et, aussi, l'examen de l'application à ces mêmes systèmes du principe des vitesses virtuelles pour des quantités de mouvement finies. .Mais le calcul des plus granités courbures prises et, par conséquent, rétablissement exact • lis conditions de résistance paraît, jusqu'ici, ne pouvoir être convenablement fait qu'au moyen des solutions nouvelles et transcendantes, ou en calculant tant numériquement que graphiquement plusieurs termes des séries.
La Note se termine par des comparaisons aux expériences faites en Angleterre sur des chocs de barres, et aussi, par la solution des problèmes de la charge en mouvement, telle qu'une locomotive el un train, avec mise en compte nouvelle, dans le résultat final, de l'inertie des poulies sur lesquelles la charge roule.
Enfin, la Nute du j< 73, sur les plaques minces de toute forme, donne un établissement direct el simple, jusqu'ici désiré, des équations indéfinies de leur équilibre, surtout de celle de quatrième ordre, en le fondant sur des
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relations qui sont les conséquences naturelles, suffisamment approchées, tant cinématiques que statiques, de la forme même de ces corps aplatis, ou qui sont comme l'énoncé analytique de la question qui leur est relative; et, cela, sans recourir à la méthode de leur partage en éléments ayant leurs coordonnées particulières et mobiles, qu'il faut ensuite unir par des conditions de raccordement délicates; méthode ingénieuse mais compliquée, donnant lieu à des obscurités et paraissant comporter l'annulation, de prime abord, des glissements qui constituent les efforts tranchants. Les conditions définies ou au contour sont celles de l'éminent M. Kirchhoff, au nombre de quatre, vu la fusion en une seule, très remarquablement opérée par lui, de deux des conditions de Poisson. Mais nous opérons cette réduction ou fusion, sans recourir au calcul des variations, en changeant simplement, comme M. Boussinesq a eu l'idée de faire, chaque, couple dit de torsion, en un couple statiquement équivalent et autrement tourné, ce qui est permis quand la plaque est mince et peut s'opérer sans annulation des glissements, ainsi que le prouve une analyse donnée en sous-note et de laquelle il résulte que le changement ainsi opéré n'entraîne que la suppression de quantités de l'ordre de celles que déjà on est forcé de négliger; détails utiles et qui paraissent devoir mettre fin à une polémique soutenue en 1878. La même Note examine et discute des méthodes de Poisson et Cauchy auxquelles on a renoncé. Elle se termine en rapportant, avec quelques modifications et des explications nécessaires pour faire cesser un paradoxe, les admirables solutions, à peu près inédites, données par Kavieren 1820 (ou avant qu'il eût inventé ce qu'on appelle aujourd'hui la théorie de l'élasticité), du problème de l'équilibre et de la résistance des plaques rectangles appuyées au contour et chargées de différentes manières; ce qui confirme un résultat particulier déjà présenté en 1085 par Mariotte, d'après des comparaisons que la fin de la Note éclaircit.
Au moyen de ces explications et annexes, auxquelles nous aurions pu donner plus d'étendue en rapportant d'autres résultats inédits de nos recherches déjà anciennes, nous espérons, si l'on veut bien y donner quelque attention, que la traduction offerte par nous aura une réelle utilité et que la belle et intéressante branche de physique mathématique ayant, avec l'art des constructions, des rapports si intimes, pourra être de mieux en mieux comprise, étudiée et appliquée.
CHAPITRE PREMIER
§ 1. — Exposition générale des principes qui servent de base à la théorie des corps élastiques.
La Mécanique, dans le sens restreint que l'on a, jusqu'à notre époque, attaché à ce mot, s'occupe de la théorie des corps rigides. En partant de ce fait expérimental que tout corps solide, soumis à des forces qui ne dépassent pas certaines limites dépendant de sa nature ou de sa contexture individuelle, n'éprouve que des changements de forme insensibles ou presque insensibles, on arrive à conclure qu'un changement excessivement petit des positions respectives de ses molécules développe, entre celles-ci, des forces intérieures suffisamment intenses pour faire équilibre aux forces extérieures, limitées comme on vient de le dire, qui agissent sur lui. Sans doute, pour faire naître ces forces intérieures, il faudra toujours produire un certain rapprochement ou éloignement des molécules, si petit qu'il soit; mais ce rapprochement ou éloignement sera évidemment d'autant plus petit que l'action des molécules les unes sur les autres aura plus d'énergie. On peut donc se figurer un corps dans lequel les déplacements inté-
rieurs produits par les forces extérieures tendent indéfiniment vers zéro et enfin s'annulent. En substituant au corps réel celui qui résulte d'une pareille abstraction, on le considère comme rigide; et, grâce à celte hvpotbèse, il devient l'objet de la Mécanique des corps parfaitement durs et invariables.
Celte abstraction peut être considérée comme une première approximation dont on se sert avec succès pour beaucoup de problèmes, et qui revient, dans le fait, à négliger les petils déplacements des molécules les unes par rapport aux autres, vis-à-vis de leurs distances mutuelles primitives.
Mais, dans beaucoup de questions de physique et de technologie, il n'est pas permis de se borner à une approximation de celle sorte. Un grand nombre de problèmes ne peuvent, en effet, s'aborder qu'en ayant égard aux déplacements dont il s'agit, quelque petits qu'ils puissent être. On dit qu'un corps est élastique, en tant que l'on considère ses petits changements de forme, et l'on peut caractériser cette considération comme un deuxième degré d'approximation vers ce qui se passe réellement à son intérieur : pure approximation, en effet : car il ne sera nullement nécessaire de traiter avec une exacte précision les changements de grandeur qui surviennent dans les plus petites parties du corps; on ne perdra pas de vue, au contraire, que ces changements étant minimes par rapport aux dimensions primitives des mêmes parties, l'on peut, l'on doit même, comme on va le voir, en négliger sans crainte les puissances supérieures, par rapport aux puissances de même ordre des dimensions primitives.
Si l'on exprime les conditions de l'équilibre et du mouvement de ce système de molécules que nous appelons un corps solide, et si l'on regarde les déplacements relatifs des molécules voisines les unes des autres comme très petits par rapport à leurs distances initiales, les équations exprimant ces conditions se partagent en deux classes. Celles de la première classe contiennent des grandeurs finies à côté des déplacements très petits ou môme infiniment petits des molécules; il est permis d'y négliger ceux-ci vis-à-vis de celles-là, ou de poser les mômes équations que si le corps était considéré comme rigide. On arrive alors à cette importante conclusion que les conditions de Véquilibre et du mouvement d'un corps supposé rigide doivent rester valables quand le même corps est considéré comme élastique (*).
(*) Il y a de cela une raison meilleure, qui prouve que les conditions en question sont toujours parfaitement exactes et non pas simplement approximatives, quelque soit le degré d'élasticité on de variabilité '!<• forme du système. C'est que, comme les forces intérieure*
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Mais à côté de ces équations, il s'en présente d'autres qui sont des combinaisons d'une espèce particulière, d'où les termes finis ont disparu complètement, et qui, par conséquent, se réduiraient à l'identité 0 = 0 aussitôt que l'on poserait égaux à zéro les déplacements moléculaires relatifs, ainsi que les autres quantités de même ordre qui s'y trouveraient engagées d'une manière quelconque. Mais il n'est réellement permis de négliger, dans ces dernières équations, que les carrés et les puissances supérieures des petites quantités dont nous parlons, vis-à-vis de leurs premières puissances : car celles-ci doivent être nécessairement conservées, attendu qu'alors les équations où figurent ces premières puissances, ont tout à fait le caractère des équations entre grandeurs finies. Qu'on se figure, en effet, les termes très petits du premier ordre qui entrent dans ces équations, divisés tous par l'un d'eux; alors, on a des équations où entrent seulement des rapports entre quantités très petites, rapports qui sont des quantités finies. On voit ainsi, manifestement, qu'entre les changements très petits ou môme infiniment petits, c'est-à-dire tendant vers zéro, il peut être posé une série d'équations qui ne s'obtiennent pas dans la théorie des corps rigides, et qui seules sont propres à donner la connaissance des divers états de l'intérieur des corps.
Mais il est essentiel, avant tout, d'insister sur ce point que, dans la théorie exposée, c'est seulement dans les plus petites parties des corps que l'on considère de pareils changements des dimensions, et qu'on les suppose très petits vis-à-vis de ces dimensions elles-mêmes. Tout corps se trouve dans l'état qui répond à cette supposition, tant que les forces extérieures qui agissent sur lui restent, avons-nous dit, en deçà de certaines limites. Ces limites des forces ne produisant que de très petits changements relatifs des dimensions sont très diverses pour les divers corps; et, pour certains d'entre eux, dits vulgairement très élastiques, comme le caoutchouc, elles sont si resserrées que, dans la réalité, on les outrepasse toujours^ La théorie que nous exposons exclut donc, a priori, les états qui se produisent dans les corps de cette espèce, et pour l'étude desquels les connaissances expérimentales acquises sont, jusqu'ici, insuffisantes (*).
sont égales deux à deux et directement opposées, elles se détruisent mutuellement lorsque l'on compose, soit la résultante générale, soit le moment résultant de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures ; d'où il suit que l'équilibre, soit de translation, soit de rotation, a lieu à chaque instant dans un système non rigide comme dans un système supposé rigide, entre les seules forces extérieures, au nombre desquelles il faut mettre, bien entendu, les inerties, s'il y a mouvement,
(*) Cette remarque judicieuse de Clebsch vient à l'appui de ce que nous avons dit, aux §§ 59 et Ï3 de Y Appendice V de notre nouvelle édition de Navier (1864), de l'impossibilité
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Au contraire, la théorie que nous allons exposer s'applique entièrement aux matériaux de construction de bâtiments ou de machines dont l'emploi exige un certain degré de consistance et de fermeté, comme le bois, le fer, les pierres. Des solides de celte espèce peuvent être soumis à des forces d'intensités très variées, mais pourtant toujours astreintes aussi à des limites; dès qu'on en applique qui dépassent celles-ci, môme si elles ne produisent encore que de très petites déformations, on ne sait pas si ces déformations seront simplement temporaires, c'est-à-dire si le solide reprendra sa forme primitive lorsque les forces cesseront d'agir, ou si elles seront permanentes. Si les forces extérieures appliquées vont jusqu'à produire des déformations permanentes, ce qu'on appelle la limite cl élasticité est dépassée; le corps n'est plus, dans sa contexture ou sa constitution intime, ce qu'il était primitivement, et le changement persistant des situations mutuelles de ses molécules a produit un nouveau corps; la possibilité que ces sortes de changements continuent de s'opérer exclut toute sécurité, et un corps, dans de pareilles conditions, ne peut, sans danger, faire partie d'une construction quelconque.
Dans les matériaux dont on vient de parler, la limite d'élasticité est telle que, môme lorsqu'elle est atteinte, les changements de forme des petites parties sont encore minimes par rapport à leurs dimensions. Si déplus, à cause de l'hétérogénéité possible, et toujours à craindre, de la matière, on a l'intention de rester notablement en deçà de cette limite, il est évident que les notions ci-dessus sont applicables, et qu'on est parfaitement en droit de regarder les changements de forme des plus petites parties de ces mêmes corps comme très petits du premier ordre par rapport aux dimensions primitives de ces parties. On voit donc dans quelle étendue la théorie est applicable; cette étendue n'embrasse ni les états dépassant la limite de l'élaslicité, ni, à plus forte raison, ces états mathématiquement indéfinissables qui précèdent la désagrégation et la rupture.
Si les plus petites parties d'un corps n'éprouvent que des changements dont les proportions sont très faibles, il en est généralement de môme pour le corps entier. Mais cette conclusion souffre des exceptions que l'on ne doit pas perdre de vue pour ne pas tomber dans de graves erreurs. Ces exceptions se produisent quand une ou deux dimensions du corps sont très petites, soit partout, soit en quelques
de rien conclure, contre les résultats du calcul des forces moléculaires, de certaines expériences faites sur des plaques de caoutchouc (Voy. ci-après le n° 4 de la note de la lin duglG.)
EXTENSION D'UN PARALLÉLÉPIPÈDE
points, vis-à-vis de l'autre ou des deux autres dimensions. Une tige élastique très mince, une plaque peu épaisse peuvent être ployées en arc, de manière que les points situés à leurs extrémités ou sur leurs bords changent notablement de distance, bien que les dimensions de chacune des plus petites parties de ces corps ne changent que dans des proportions extrêmement minimes. On a des exceptions du mêmegenre si l'une des dimensions du corps devient extrêmement grande, comme on aurait dû le supposer dans les considérations que l'on a quelquefois présentées sur la solidité des colonnes, où, faute d'y faire attention, on est arrivé aux conséquences les plus contraires au sens commun.
§ 2. — Extension d'un parallélépipède solide d'égale contexture dans les divers sens perpendiculaires à quatre de ses arêtes parallèles, sous des tractions ou pressions appliquées normale ment sur les bases ou faces perpendiculaires à ces mêmes arêtes, regardées comme longitudinales. — Contractions latérales ou transversales accompagnant les dilatations ou extensions longitudinales.
Pour arriver à déterminer les états résultant de l'application de forces extérieures à un corps élastique, considérons un parallélépipède rectangle extrait de ce corps, et appelons a, b, c, ses côtés. Supposons sa matière homogène et non cristalline, en sorte que sa structure puisse être la même dans toutes les directions, ou au moins, comme ici nous le supposons, dans toutes celles qu'on regarde comme transversales, bien que différente, ainsi qu'il arrive communément, dans le sens de la longueur (*). Appliquons sur deux de ses faces opposées transversales, b c, et dans une direction normale, des tractions d'égale grandeur, uniformément distribuées sur chacune et d'intensité p par unité superficielle. Le parallélépipède éprouvera, dans la direction de ces tractions, un allongement d'une grandeur dépendant
K.oc
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(*) La première de ces deux structures est celle que Cauchy a appelée isotrope. L'auteur reconnaît bien, un peu plus loin, qu'il ne suffit point, pour qu'elle existe, que le corps ne soit pas cristallin ou cristallisé. Les pièces métalliques forgées ou laminées, les fontes elles-mêmes, en pièces minces, les bois, les schistes, etc., n'ont pas la structure cristalline et sont cependant hétérolropes ou d'inégale structure dans les sens de la longueur, de la largeur et de l'épaisseur, ou au moins dans un de ces trois sens comparé aux deux autres.
de la nature de sa matière et évidemment proportionnelle à la longueur du côté de môme direction, à savoir, le côté a. Le nouvel état d'équilibre ne pourra s'établir avant que les molécules du corps ne se soient assez éloignées les unes des autres pour que les couches contiguës et perpendiculaires à la direction de la traction s'attirent mutuellement avec la môme intensité qu'elles sont tirées de part et d'autre en sens contraire. Il se développe ainsi, à l'intérieur du corps, dans la direction de la traction, une tension (spannung) qui a aussi une intensité p par unité de surface. Le changement qu'éprouve la distance de deux couches moléculaires voisines, et par conséquent aussi rallongement que nous appellerons
qu'éprouve chaque unité de longueur du côté a du parallélépipède, sont évidemment dépendants, d'une manière inconnue quelconque, de la traction p. En d'autres termes, la force p, par unité superficielle des bases bc, nécessaire pour augmenter de S l'unité de leur distance a, est une fonction de t*. Écrivons ainsi
Nous ne savons rien de la relation entre p et ?, si ce n'est que ces deux quantités doivent s'évanouir ensemble. De plus, comme <> est une quantité très petite, si l'on suppose f (£) développée en série suivant les puissances de ?, on peut, dans cette série (où il ne doit y avoir aucun terme indépendant de d puisque p doit s'évanouir avec D), négliger les puissances supérieures de £ devant sa première puissance. On a donc, pour de petits changements de forme, p proportionnel à ? ou
et E seul dépend encore de la nature de la substance du corps (*).
Le nombre E, qui doit être très grand pour que ö = £ puisse avoir de très petites valeurs sans que celles de p soient petites, s'appelle le
(*) L'expression p = E? est juste, mais le raisonnement par lequel l'auteur pense la demontierest défectueux, bien qu'il ait été fait par quelques géomètres éminents : en effet, comme nous le dirons en note au §11 pour les formules sextinônies dont cette expression nVsl qu'une conséquence particulière, une fonction n'est point nécessairement linéaire ou du premier degré par cela seul que sa variable est très petite. D'ailleurs, en général, une loi physique doit se fonder sur des faits, et non sur quelque prétendue nécessité mathématique. (Voy. la note du § 11, après les formules 25.)
CONTRACTIONS LATÉRALES
module d'élasticité du corps. Il acquiert immédiatement une signification importante si l'on pose p = l. On a alors
c'est-à-dire que l'inverse du module d'élasticité représente rallongement qu'éprouve l'unité de longueur quand le corps est soumis à la traction 1 pour chaque unité superficielle de sa section transversale. Mais l'extension dans la direction de la traction n'est pas le seul changement qu'éprouve le parallélépipède considéré; car, lorsque ses faces latérales sont libres, c'est-à-dire n'éprouvent pas des tractions en même temps que ses bases, l'expérience prouve qu'en même temps il se contracte dans toute direction perpendiculaire, de sorte que chacune des deux dimensions transversales éprouve une diminution qui est égale à une fraction déterminée de l'extension dont on a d'abord parlé (*). La grandeur de cette fraction n'est pas égale pour les différentes matières (**). Voici sur quelle raison s'appuie l'opinion qu'elle
ne saurait excéder ^. Désignons-la par
en sorte que, D' étant la dilatation dans les sens transversaux, on a
ou des contractions nî1 si <? est positif. Cherchons quel sera le changement correspondant du volume, changement que presque toutes les observations ont montré être positif (***). Un cube pris dans l'inté-
(*) La nécessité de cette diminution ou contraction transversale, restée longtemps inaperçue, peut être prouvée par des considérations relatives au jeu des actions réciproques des molécules, qui varient avec leurs distances les unes des autres. Une analyse fondée sur les mêmes principes dont Navier était parti en 1821, l'avait révélée à Poisson en 1827, ou avant que Cagniard de Latour eût donné les résultats des premières expériences faites pour constater cette contraction provoquée par une traction.
(**) Vu (et c'en est, à notre avis, la seule raison) les différences variées entre les contextures dans le sens longitudinal, qui est celui des tractions appliquées, et les contextures dans les sens transversaux ou latéraux où il ne s'en exerce aucune.
L'auteur paraît penser que cette fraction i) peut varier d'une matière isotrope à l'autre. Cette opinion sera discutée dans la note de la fin du § 16.
(***) Des expériences de VA'ertheim que Clebsch ne connaissait pas ont fait reconnaître que certains allongements de prismes augmentent la densité de leur matière, ou donnent un changement négatif. 11 est vrai qu'elles ont été faites ou sur des bois dont l'élasticité est très différente dans le sens transversal et dans le sens longitudinal, ou sur des métaux étendus fort au delà des limites dans lesquelles ils peuvent revenir à leurs dimensions premières. La conclusion relative à la limite 1/2 de o ne peut donc être adoptée que pour les cas les plus ordinaires des applications. (Voy. Appendice complémentaire de l'édition annotée de Navier, § 92, Voyez aussi le n° 18 de la note du § 16 ci-après.)
rieur du parallélépipède, et dont les côtés avaient primitivement pour longueur l'unité possède, après rallongement, des côtés 1 -H?, 1 — rp, 1 — n<5 ; et par conséquent un volume
(1H-2>)(1 — nî))2,
qui, si l'on néglige les puissances supérieures du très petit nombre D, se réduit à
Chaque unité de volume du corps est ainsi accrue de (1 — 2 n)d, qui ne peut représenter un accroissement véritable qu'autant que (1 — 29)
est positif D'où résulterait que 0 doit être moindre que 5.
Ces considérations s'appliquent encore lorsque p et d deviennent négatifs, c'est-à-dire lorsqu'une force appelée alors traction négative, on pression (Druckkraft), diminue la dimension regardée comme longitudinale, cas où les dimensions transversales augmentent en même temps. On voit donc, lorsqu'on ne sort pas des limites entre lesquelles les considérations précédentes sont applicables, que les effets produits par des pressions sont rigoureusement égaux et opposés à ceux qui proviennent de tractions (Zugkraften)dc même grandeur (*).
C'est bien ce qui a lieu dans les limites restreintes où l'on est ici supposé se tenir. Mais, pour des extensions et des contractions plus considérables, l'expérience indique qu'il n'en est pas de même. En effet, dès qu'il n'est plus permis de négliger les puissances de 3 supérieures à la première, la conclusion précédente n'est plus vraie; alors la force de traction p= /*(?), produisant un allongement Ö, n'est plus nécessairement égale et opposée à la force de pression capable de produire une diminution de longueur mesurée par le même nombre 2, attendu qu'alors, en général, f( — S) n'est pas égal à — f(d) (**).
Entre les limites dont on a parlé, les deux coefficients E, 0, dont le premier est une" force divisée par une surface, et dont le second est Une simple fraction numérique, déterminent complètement l'état relatif d'un corps élastique. Tous deux sont différents pour les différentes
(*) On ne voit pas que cette égalité des effets opposés de tractions et pressions égales résulte de ce qui vient d'être dit. (Voy. la note déjà annoncée de la fin du § 16.)
(*') f ( — 3)» a'ors est généralement moindre en valeur absolue que — f(d). Les contractions, lorsque leur proportion cesse d'être très petite, exigent, pour être opérées, plus de force que des extensions de même proportion : cela tient, sans aucun doute, à ce qu'un rapprochement de deux atonies en exige plus, aussi, qu'un écartement égal, lorsque ces changements de distance sont assez notables, relativement à la dislance primitive ; et c'est ce qui explique, ainsi que je l'ai fait observer depuis longtemps, comment les vibrations calorifiques dilatent les corps ou augmentent la grandeur moyenne de chacune de leurs dimensions.
GLISSEMENTS
substances; seulement, le second peut être regardé comme géné-
ralement compris entre les limites 0 et ^.
§3. — Deuxième sorte de déformation. Déplacement des tranches ou couches parallèles du corps, par glissement les unes devant les autres.
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Outre les déformations par pression et par traction, le parallélépipède élastique considéré peut subir une déformation d'une autre espèce, consistant en ce que chaque section transversale cheminerait dans son propre plan, sans changer de grandeur ni de forme, et de sorte que la dimension longitudinale a qui leur était perpendiculaire leur devienne légèrement oblique. Figurons-nous, par exemple, que quatre faces du corps, savoir, les deux qui sont perpendiculaires aux côtés a, et les deux qui sont perpendiculaires aux côtés 6, se trouvent sollicitées par des forces uniformément réparties sur ces faces et dont les directions soient déterminées de la manière suivante : 1° que les forces sollicitant chacune des deux faces perpendiculaires à a agissent dans Y le plan de ces faces b c, et soient parallèles à 6, mais que dans les deux faces elles aient des directions opposées l'une à l'autre; 2°, que les forces sollicitant les deux faces a c perpendiculaires à b soient parallèles à a, et aussi dirigées en sens contraire sur les deux faces parallèles opposées. Les deux premières forces, si elles ont des intensités p par unité de surface, sont équivalentes à un couple p. ah-, avec un bras de levier a. De même, les autres forces, si leur intensité est q par unité superficielle, sont équivalentes à un couple q. ac, avec un bras de levier b. Pour que ces forces se fassent équilibre sur le parallélépipède, considéré comme un corps rigide, il est nécessaire que les couples soient de sens opposés et que leurs moments soient égaux, c'est-à-dire que l'on ait q. acb = \>.bca, d'où
La môme condition doit aussi être remplie pour assurer l'équilibre du
corps élastique, arrivé, par sa petite déformation, à l'état d'équilibre.
L'effet que de telles forces produisent sur le parallélépipède consiste
manifestement en ce que le rectangle ab se change en un parallélo-
gramme dont les côiés, au lieu d'être perpendiculaires l'un à l'autre,
forment entre eux des angles » — g, expression où g représente le
très petit angle de déformation, ou la grandeur très petite du cosinus de l'angle presque droit dans lequel s'est changé l'angle primitivement droit des deux côtés a, b. Ce petit angle, ou ce cosinus de son complément, s'appelle généralement glissement, car il mesure la quantité dont les deux côtés opposés b, ou les deux côtés opposés a, ont glissé l'un devant l'autre, pour l'unité de leur dislance a ou b. La grandeur de ce glissement dépend de l'intensité p, ainsi que de la nature du corps, et comme une force p assez grande ne produit qu'un très petit glissement ou angle de déformation g, on peut, tout à fait de la même manière qu'on a dite pour l'extension de l'unité de longueur, supposer p proportionnel à g et poser
(I) P=GgC).
Dans les corps isotropes ou d'égale con texture en tous sens, le coefficient G peut s'exprimer en fonction du coefficient E et de la fraction n à l'aide des considérations suivantes.
Revenons au parallélépipède dans l'état où il se trouve amené par une force de traction parallèle à son côté a. Soit K cette force, par unilé superficielle des faces b c. Supposons a=b, en sorte que les sections perpendiculaires à c soient des carrés; figurons-nous le parallélépipède élastique parlagé en deux prismes par un plan parallèle à ce troisième côté c, et passant par les diagonales de ces carrés a b. Si l'on sépare l'un de ces prismes triangulaires de l'autre, il ne peut rester dans l'état d'équilibre produit primitivement par l'application de la force de traction K, à moins que certaines forces tangentielles ou normales ne soient appliquées et également réparties sur sa face oblique. Les grandeurs de ces forces sont faciles à déterminer. Les forces tangentielles étant supposées avoir, par unité de surface, l'intensité T, doivent faire équilibre à la composante de K suivant la même direction. Décomposons K en deux forces, l'une suivant la tangente, l'autre suivant la normale à cette nouvelle face avec laquelle K fait un angle de 45 degrés, chacune de ces composantes sera égale
»Vl
2« Si nous considérons en outre que la surface sur laquelle agit
(') Cette proportionnalité du petit glissement g à la force qui le produit a besoin, comme la proportionnalité analogue de la petite dilatation D du § précédent, analogiquement à ce que nous avons dit à la deuxième note de ce § 8, page 6, d'être prouvée par des faits ou par quelque raisonnement basé sur des faits. (Voyez encore, ci-après, la grande note du § 1 i après les formules (23)].
RELATION ENTRE G, E ET I
K est à celle sur laquelle s'exerce T dans le rapport de 1 à^/2, nous aurons comme condition d'équilibre de T avec la composante de K de même direction tangentielle à la nouvelle face :
ou T=g-
Cela fait voir que les plans parallèles à la section diagonale doivent, dans le parallélépipède, être poussés l'un devant l'autre, parallèlement
à eux-mêmes, et qu'une force 3, appliquée par unité superficielle, est
nécessaire pour les maintenir dans les positions relatives où ils sont ainsi amenés. D'après ce qui précède, une ligne droite, primitivement perpendiculaire à ces plans obliques, formera avec eux, par l'effet
de la traction K, un angle £ — g, g devant avoir la valeur tirée de la formule (1) p = Gg, où l'on aurait mis, à la place de p, la force tangentielle que nous venons de reconnaître égale à ~, c'est-à-dire devant avoir la valeur
0 2G Mais on peut trouver directement cet angle g; car la ligne droite dont nous parlons, primitivement perpendiculaire à la section faite suivant la diagonale du carré a b, n'était autre chose que la deuxième diagonale. Si les deux diagonales doivent former entre elles l'angle ~ — g, après que la traction K a fait prendre- au côté a du carré
la longueur a ( 1 -h ^ Y et, par suite (§2), à l'autre côté du carré
la longueur a ( 1 — 9 = ), l'on a pour la tangente de la moitié de cet angle actuel des deux diagonales
taner ( -, — g '
ou, si l'on considère que l'angle g est très petit, ce qui permet de remplacer tang | par |,
ou enfin, en négligeant les quantités très petites d'ordre supérieur,
Cette formule comparée avec l'expression de g ci-dessus, donne
qui est l'expression cherchée. Il en résulte, puisque 9 reste généra-
lement compris entre 0 et ^, que G n'est généralement pas plus grand
que la moitié, ni plus peut que le liers du modèle d'élasticité E(*).
§ 4. — Équilibre d'un parallélépipède fini ou élémentaire, soumis à des tractions ou pressions quelconques, uniformément distribuées sur ses faces. Expressions des six déformations élémentaires (dilatations et glissements) en fonction de leur six composantes suivant trois directions rectangulaires.
D'après ces préliminaires, il est facile de déterminer l'état d'équilibre d'un parallélépipède, dont les faces sont sollicitées par des tractions uniformément distribuées Sur chacune, et de directions quelconques, mais les mêmes en tous les points d'une môme face. Pour ramener ce cas au précédent, il suffit de se rappeler un principe de mécanique, que l'on présente habituellement à propos de la théorie des petites oscillations, et qui consiste essentiellement en ce qu'un ensemble de causes dont chacune est capable isolément de produire un très petit effet," engendre purement et simplement la somme de ces effets particuliers!**).
(*) Ce raisonnement ingénieux par lequel Clebsch arrive à la relation (1 a) sans invoquer les formules de composantes de tension, qu'il donne plus loin, ni celles de changements de plans de tensions ou de pressions, suppose que les contextures sont les mêmes longiludinalement que transversalement.
'Aussi, voulant donner des formules applicables lorsqu'elles sont différentes, comme cela se présente presque toujours, nous ne ferons, dans ce qui va suivre, aucun usage de celle relation entre E, G et rç, que nous supposerons indépendants les uns des autres, ainsi que nous avons dit dans notre Avertissement.
Nous verrons, toutefois, que lorsque la contexture est la même seulement dans les divers
E' sens transversaux, il y a une relation de même forme f ou G, = 0 ■ . — s sans doute dé-
montrable de la même manière, entre le module E' d'élasticité latérale, ou d'extension de petits prismes taillés transversalement, la proportion t)' de leurs contractions aussi latérales, et le coefficient G, de glissement des éléments des sections transversales du prisme. (Voir le n" lti de la note de la fin du § ÎO.)
(**) J'ai démontré ce principe, en 1858, dans les feuilles litbographiées de Leçons faites à l'Ecole des Ponts et Cliaussées, en considérant simplement deux molécules dont l'une peut être supposée restée immobile tandis que l'autre a éprouvé une suite de déplacements extrêmement petits par rapport à leur ligne de jonction : comme, en les projetant sur celle-ci,
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En conséquence de ce principe, si un parallélépipède est sollicité par des forces quelconques agissant sur sa surface, on peut décomposer ces forces, de manière que chaque composante soit capable de produire, suivant sa nature, un des effets qui viennent d'être considérés, et examiner ce qui résulte de l'addition de ces divers effets.
Bornons-nous, ici, uu cas où la matière est tout à fait isotrope.
Considérons deux à deux les faces opposées du parallélépipède, et d'abord, par exemple, celles qui sont perpendiculaires à son côté a. Ces deux faces doivent être sollicitées par des forces d'égale intensité et de même direction, mais de sens opposé. Je les décompose suivant les directions des côtés a, 6, c, et je désigne, pour l'une des deux faces, les composantes respectives par
et pour la face opposée par les mêmes lettres affectées d'un signe contraire. Je décompose de la même manière les forces qui agissent sur les faces perpendiculaires à b, en
ha> %b-> ^bcy
pour l'une des faces, et en forces opposées pour l'autre; enfin, de même les forces qui agissent sur les faces perpendiculaires h c, en .
t eu ' h-b ' ^cc '
en sorte que la première des deux sous-lettres indique constamment la face par sa normale, et la seconde, le sens de la décomposition. On obtient de cette manière des forces de traction taa, \0b, tcc parallèles respectivement aux trois côtés, et, en outre, des couples de forces qui agissent sur le parallélépipède à la manière de celles qui ont été considérées au § précédent (c'est-à-dire dans le plan même des faces sur lesquelles elles sont appliquées). Ces couples doivent, pour que l'équilibre puisse se maintenir, être égaux deux à deux, d'après ce qui précède, en sorte que
( 1 &) hc — Kb ' Ka — t<zc ' ^ab = ^ba ' C )
on a des quantités proportionnelles aux forces qui les ont produits, le déplacement résultant, ainsi projeté, est celui qui aurait été engendré par la résultante des forces.
On peut tirer ce même principe de la linéarité des expressions des composanles des pressions en fonction des dilatations et des glissements. (Voir la note à la On du § i 1 .)
(*) Il s'agit ici de l'équilibre de rotation. Il est évident qu'en prenant pour axe des moments un des côtés a, l'équation de moments ne sera à poser qu'entre les composantes
parallèles à c, agissant sur chaque unité superficielle de la face ac, qui est à la distance
L'action de ces diverses forces allonge les côtés a, b, c, et change les grandeurs de leurs angles; et il ne faut pas perdre de vue que le changement de longueur de chaque côté est dû, non seulement à l'allongement que produit la traction agissant suivant sa direction, mais encore aux accourcissements que déterminent les tractions agissant dans les directions des deux autres côtés : chacun des trois allongements apparaît donc comme une différence entre un allongement réel produit par la traction correspondante et deux accourcissements résultant des deux autres tractions.
Qu'on désigne donc les longueurs nouvelles des côtés a, b, c par
a(i+a.), t(H-A), c(n-ac)
et aussi, sous l'influence des forces t, les angles nouveaux que forment entre eux les côtés
M Par \ — Si*' c,a par —g^, „,b par ?-g„,,
alors, les valeurs des six quantités ou fractions numériques très petites 3«» <V sc' g&c' Se«' %ab* sont, d'après les §§ 2 et 3, et eu égard à ce que
l'on a (la) G = --. dans les corps tout à fait isotropes
( V=| [laa ~ 9 K + U] » «he = ^ ( » + 0)
(1 c) K = J [«i*- 9 (*, + lj]f SCfl = ^ (1 + ■))
6 de ce côté, et les composantes t parallèles à b, agissant sur chaque unité superficielle
de la face ab, qui est à la distance c du même côté a ; car les autres composantes ire fournissent que des moments nuls ou qui se détruisent. On a donc
cet. b se ab.X . .c d'où t, = t ..
H cb bv cb
Lös deux autres égalités se démontrent de même en prenant les moments autour d'un côté b et autour d'un côté c .
(') De ces six équations, en les résolvant par rapport aux six composantes t, et écrivant as, y, z, au lieu de a, b, c, l'auteur tire au commencement du g 1 1 les expressions de
DÉFORMATION D*UN ÉLÉMENT SPHÉRIQUE
§ 5. — Déformation ellipsoïdale d'un élément sphérique, dans un corps d'une contexture quelconque.
Occupons-nous ici un moment, et sauf à y revenir plus tard (§ 15) (*), de la loi géométrique des déformations éprouvées autour de chaque point du corps et qui, pour tous les points, sont nécessairement les mêmes.
Soit, primitivement, ou avant l'action des forces extérieures, une sphère décrite autour d'un point intérieur, pris comme centre, et sur la surface de laquelle se trouvent les molécules situées (toujours primitivement) à des distances de son centre égales à son rayon. Cette sphère, par suite des déplacements qu'éprouvent ses diverses molécules, se change en une autre surface, et on s'assure facilement, comme on va voir, que cette surface est un ellipsoïde différant peu d'une sphère. Figurons-nous pour cela, et en supposant d'abord le corps isotrope, que les forces
Kui ' ^bb ' Kv
agissent seules. Les trois dimensions de la sphère, parallèles aux côtés a, 6, c, se trouvent étendues dans la proportion de 1 à 1 +?rt, 1 +3fr1 1 +?c; et l'on a, au lieu de la sphère, un ellipsoïde dont les axes sont parallèles à ces côtés, les demi-axes ayant pour longueurs, si r était le rayon de la sphère,
,•(1+^), r(i + Zk), r(i + *.).
Que maintenant on fasse agir les forces
V- ' Ku ' ^ab
nulle autre extension ou contraction n'est produite par là dans les
composantes de tension en fonction des six déformations t), g, auxquelles il substitue leurs valeurs exprimées par les neuf dérivées en x, y, z des déplacements u, v, w, supposés très petits.
Cette manière, due à Clebsch, d'établir les formules d'élasticité du cas de l'isotropie par^ faite, avec deux constantes, le module E et la fraction numérique n, au lieu des coefficients i, y., de Lamé, est élémentaire et fort ingénieuse. Mais, ainsi que nous l'avons déjà dit à la note de la fin du § 3, ces formules ne seront d'aucun usage pour les applications, excepté pour celle qui est faite §§ 18 et 19 aux déformations et aux vibrations d'une sphère qui. toutefois, aurait pu être supposée, aussi, d'élasticité différente dans le sens de ses rayons et dans les sens qui leur sont perpendiculaires.
(*) Voyez aussi la note de la fin du $ 37.
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directions orthogonales a, b, c; mais les forces lhc déplacent les unes
relativement aux autres les couches ou tranches de l'ellipsoïde comprises entre des plans parallèles aux faces b c du parallélépipède; les forces tca déplacent de même, en les faisant glisser l'une devant l'autre, les couches parallèles aux faces ca, et les forces tab produisent un déplacement semblable des couches parallèles aux faces ab. La surface reste ellipsoïdale après ces divers changements. De plus, les points qui appartenaient à un axe principal du premier ellipsoïde sont restés les centres de tranches ou de coupes parallèles entre elles. Cela montre que les trois lignes résultant des ensembles de ces points, et qui, restées parallèles aux côtés du parallélépipède déformé, COmir TT 1Z
prennent entre elles des angles ^ — g > ~ — g > ~ — g > sont devenues des diamètres conjugués de l'ellipsoïde final.
On peut ainsi énoncer ce théorème :
Les points du corps qui formaient primitivement , par leur ensemble, une surface de sphère, forment, après leurs déplacements, la surface d'un ellipsoïde qui a trois diamètres conjugués parallèles aux côtés du parallélépipède déformé, et dont les longueurs sont entre elles comme
da, db, Dc désignant les proportions des allongements de ces trois côtés, par unité de longueur.
Or, il est facile de voir que la même transformation aurait lieu si chacune des dilatations <), au lieu d'être due à une tension exercée dans son seul sens, était produite par plusieurs ; et la même chose peut être dite des glissements. Le théorème énoncé, purement géométrique ou cinématique, et résultant de la seule loi de continuité, peut donc être appliqué à des corps de contexture continue quelconque, comme a fait Cauchy qui l'a donné le premier (*).
< 6. — Ellipsoïde d'élasticité (**) et surface directrice. Tension sur une surface quelconque en fonction des six composantes des tensions sur trois surfaces rectangulaires.
Il y a deux autres surfaces du second degré que celle des dilatations
(*) Ce dernier alinéa du § 5 est de nous. Voyez § 15 et noie du § 3».
'(**) On peut ajouter de Lamé : il a donné en eilet le premier, dans un mémoire de 1828 l'ait avec la collaboration de Clapeyron, cette surface du second degiv. Cauchy avait déjà donné la surface directrice et d'autres surlaces dont il tirait également l'existence des trois tensions principales.
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du s; 5. L'une est toujours un ellipsoïde, dont la construction donne immédiatement les tensions sur toutes les (aces se croisant en un point quelconque de l'intérieur d'un corps.
L'autre, appelée directrice, donne, par ses plans tangents, les directions de ces faces.
Concevons, pour les déterminer, un plan passant par un point quelconque du parallélépipède considéré et qui divise en deux parties le corps solide dont ce parallélépipède est un élément. Pour maintenir l'équilibre dans chaque partie, il faudra faire agir, sur ce plan de section, certaines tractions uniformément distribuées, dont la direction ne sera généralement pas perpendiculaire au plan. Comme ces tractions ne sont, évidemment, autre chose que les forces élastiques qui étaient exercées par la partie supposée retranchée sur celle dont on s'occupe, nous obtiendrons les forces élastiques de l'intérieur du corps en déterminant les tractions dont nous parlons, de manière que la partie restante soit maintenue en équilibre après qu'on aura retranché l'autre. Supposons que cette portion retranchée du petit prisme soit un tétraèdre, et figurons-nous, à cet effet, qu'on ait mené, par un point intérieur, trois axes coordonnés x, y, z, parallèles respectivement aux cotés a. 6, c de l'élément prismatique rectangle considéré. Désignons par
Pi (h r
les angles que la normale au plan de la section fait avec les axes, et par
CT, X., p
les angles que la traction s'exerçant sur ce même plan fait avec les mêmes axes. Soient T l'intensité inconnue de cette traction pour l'unité superficielle de la section opérée, et z la superficie de cette section. Alors, l'intensité de la force totale agissant sur la coupe sera T<j, et ses composantes, parallèles aux axes coordonnés, seront :
T<7 COS ct, T <x COS /., Ter COS p.
Les trois faces latérales du tétraèdre, qui sont des portions des faces du parallélépipède, ont pour grandeurs respectives, z cos p, z cos q, g cos r, projections de z sur les trois plans coordonnés des yz, de.szx et des xy; par conséquent, les forces qui y agissent, prises ensemble, sont les suivantes :
Dans la direction de l'axe des x : t. a cos p -(- t. cr cos q -+- L, er cos r (*) ;
[*j Les trois directions rectangulaires étant maintenant désignées par x, y, z, les indices a, b, c employés précédemment pour les t, les <), les g, sont naturellement remplacés par les indices x, y, z.
Dans celle de l'axe des y : t ? cos /; -+- t a cos q -+- 1 ? cos r ; Dans celle de l'axe des s : tx. n cos p -+- t a cos // H t„ <y cos r.
Les conditions pour que la traction T leur fasse équilibre sont, en supprimant le fadeur commun z,
| T cos m = ttx cos p -h t B COS q -+- 1:., cos r (2) T cos « = '.,.,, cos p-h 1 cos 7 -(- Lf/ cos r
( T cos p= tr. cos p-hl cos 7 H- t cos r (*)
Ces équations, avec la relation connue
COS 2 ct -h COS i y. H- cos 2 p = 1 ,
déterminent complètement la force T et la direction suivant laquelle elle agil, en sorte qu'on peut toujours trouver l'intensité T et la direction (w, ■/., p) de la tension que supporte une petite portion quelconque de surface plane imaginée n'importe où, et n'importe dans quelle direction déterminée par les angles p, q, r, à l'intérieur du corps qui éprouve, sur trois faces rectangulaires, en cet endroit, des tractions dont on connaît les six composantes, t , etc.
Mais pour pouvoir comparer entre elles les grandeurs ainsi que les directions de ces tensions ou tractions (**) s'exerçant sur divers plans qui passent par le même point, nous ferons usage d'une interprétation géométrique des équations (2) qui a été donnée, dans ce qu'elle a d'essentiel, par M. Lamé.
(') C'est le théorème dii du tétraèdre, Au à Cauchy comme celui (1 /'»de réciprocité des
composantes tangentiales, .le crois utile de l'énoncer ainsi en langage ordinaire: La tension intérieure sur an élément plan est la résultante des tension'; que supportent
les projections de cet élément sur trois plans rectangulaires menés au même endroit
du corps.
Ce théorème, ainsi que celui de réciprocité des tractions tangenlielles qu'exprime
t = t -, est applicable aux corps élastiques ou non élastiques, solides ou fluides, en repos
ou en mouvement, même lorsque toutes leurs molécules reçoivent l'action de forcés qui émanent de points extérieurs, comme l'ail la pesanteur. En ef'let, ce que fournissent ces forces, ainsi que les inerties, dans les équations d'équilibre, de translation ou de rotation des très petits éléments, en forme soit de prisme soit de tétraèdre, est ti è< petit de troisième ordre comme le volume, et négligeable devant les tensions qui s'exercent sur leurs laces et qui ne sont petites que du second ordre comme leurs superficies, ainsi qu'il sera dit au § 12.
(") C'est une heureuse innovation de Clebsch, que d'appeler ces forces ou résultantes d'actions moléculaires tensions ou trac/ions et non pas pressions, comme ont fait les autres auteurs ; car tous, avec lui. affectent du signe + celles qui sont attractives, ou qui tendent 11 rapprocher les deux parlies du corps que sépare la face considérée, ct du signe — celles qui sont répulsives ou qui tendent à les éloigner, c'est-à-dire les pressions proprement dites, comme cellps qui s'exercent dans les fluides (hors des petits espaces où les forces capillaires dominent). Au lieu de la notation t , t , t , t , t , t qui m'a été indiquée
xx ijn i& //: ut xii par Coriolis et que Cauchy avait finalement adoptée, Clebsch emploie la notation t , t.,,, t
'»' l%; '-.i 9ucJe ,T"IS moins claire.
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Si l'on résout ces équations (2)par rapport aux variables cos />, cos q, cos r, et si l'on désigne par A le dénominateur commun des valeurs qu'on en tire, c'est-à-dire si l'on pose
(2 «) a = lxx tyg tM H- 2 tyz lzj. t ,;/ - 1 ,.,. t^ -lyy lir - tZ3 ^
et si l'on désigne de même par A (, A les expressions suivantes :
(2&) V^-1«-1*' ^, = ^V.-tW*«
l'on obtient les solutions des trois équations du premier degré (2) sous la forme suivante :
. A COS J) = T (\ri. COS ft '- A COS y. -+- At . cos a )
(.") A COS (j = T (Ay//. COS n {- Aj/y COS * -h A//; COS p )
/ A COS r = T (A.,. COS rr H- A. COS v. -+- A„ COS p )
Considérons maintenant la surface du second ordre représentée par l'équation suivante, où k est une constante arbitraire :
cette surface ayant son centre au point que l'on considère pris pour origine des coordonnées x, y, z. Cherchons l'endroit où cette surface est rencontrée par la droite suivant laquelle agit la traction T et qui part de ce centre. 11 est clair, d'abord, d'après la signitication de ct, y., p, qu'en cet endroit, ou pour ce point de rencontre, on a :
x : y : z = cos n : cos •/. : cos p.
11 en résulte que cos p, cos 7, cos r, qui font connailie pour le point x, t/, z, la direction de la normale au plan de coupe, ou à la face oblique du tétraèdre sur laquelle agit la traction T, sont entre eux comme les trois quotients différentiels du premier membre de l'équation (4) de la surface, pris respectivement par rapport à x^ y, z, (*), et
(*) En effet, ces trois quotients différentiels: 2/ A ■«■-,- A y -\- à z\; 2 (d x
~*~ *>jn'J + V3 ) ; ' { A:/ + Avy n'~ A«a ') sont bien' daPrès -r : y '■ z — C0S w : C0S K :
cos p proporlionnels aux seconds menibies des équations (.") el par conséquent à cos p, cos 9, cos /•, respectivement.
que, par conséquent, le plan langent à celte surface au point x, y, z, est parallèle au plan de la section qui supporte une traction dirigée suivant la droite allant du centre à ce pointa?, //, ;•, ou qu'en d'autres termes :
A chaque plan, mené par un point donné, répond, comme direction, de la tension élastique qu'il supporte, celle du diamètre de la surface du second degré (4) qui est conjugué à ce plan regardé comme diamétral, ou, ce qui revient au même, la direction du rayon vecteur meneau point oh la surface (4) a son plan tangent parallèle au même plan donné.
C'est la surface appelée, pour cetle raison, surface directrice, et qui, comme on va le voir, est tantôt un ellipsoïde, tanlôt un hyper- Itoloïde.
Si maintenant, sur cette direction du diamètre conjugué à l'élément plan, on porte la grandeur môme de la traction T, et si l'on fait la môme chose pour tous les ôlémenls plans qui se coupent au centre de la surface (4), on obtient une aulre surface dont les rayons vecteurs représentent les forces élastiques en grandeur et en direction. Ce n'est loutefois qu'à l'aide de la surface (4) qu'elle peut donner les relations que l'on se propose de déterminer, car tout rayon vecteur de la nouvelle surface donne la direction et la grandeur de la tension supportée par le plan conjugué à la direction de ce rayon par rapport à la surface (4).
La nouvelle surface est V ellipsoïde d'élasticité. C'est en effet toujours un ellipsoïde, tandis que l'équation du second degré (4) n'en représenlc pas toujours un.
On obtient l'équation de cette nouvelle surface en remarquant que relui de ses points dont le rayon fait avec les axes les angles p,q, r, a pour coordonnées
* T cos p, ?/ — Tcosr/, 2==Tcosr;
d'où l'on déduit, en substituant dans les équations (5) et en ajoutant leurs carrés, l'équation suivante de la nouvelle surface :
Il n'y a plus, dans cette équation, d'autres variables que #, //, z. La surface qu'elle représente a, comme celle (4), son centre à l'origine, et le premier membre de son équation (5) étant nécessairement tou-
ELLIPSOÏDE D'ÉLASTICITÉ. TENSIONS PRINCIPALES
jours positif, ses coordonnées, x, y, z, ne peuvent devenir infinies ; c'est donc, comme nous l'avons dit. un ellipsoïde. D'où ce théorème :
Si l'on prend un point à l'intérieur d'un corps, et si Von considère comme rayons vecteurs d'une surface les droites meures pur ce point et représentant en grandeur et en direction les tractions qui s exercent sur l'unité superficielle de tous les plans qui y passent, cette surface est T ellipsoïde (5).
£7. — Tensions ou tractions principales. Axes principaux de l'ellipsoïde d'élasticité Formules déterminant leurs directions et leurs grandeurs.
Il y a toujours certaines directions suivant Lesquelles la traction est perpendiculaire au plan sur lequel elle s'exerce. Pour les trouver, on n'a qu'à faire, dans les égalités (2), les angles o, •/.. p respectivement égaux à p, q, r. Ces égalités deviennent alors
( ( '.,£ — T ) cos p -+- 1 cos q H- ! c. cos /• = ft
(fi) | t (.(/ cos p + ( t^ - T j cos q + tys cos r = 0
( | ri cos p -+- t cos q -+- (t.. — f ) cos r == (I
Elles contiennent, outre les rapports mutuels de cos p, cos q, cos r, la grandeur inconnue T de la traction sur l'unité superficielle de la surface dont la normale fait les angles/), q, r avec les x, y, :•. Si l'on élimine entreelles les rapports des cosinus, on a en T, l'équation suivante, dont nous désignerons le premier membre par 0 :
0 = (^-T) l^-T) (Ui-T)-2t^^-(>,,-T) t*
-(^-'nt:,-(t.-T)l;(/-0
Cette équation, du troisième degré, a toujours ses trois racines réelles, comme on le montrera tout à l'heure. D'où cette conclusion :
Dans le corps, au point quelconque que l'on y considère, il y a toujours trois plans auxquels sont perpendiculaires les tractions qui s'exercent sur eux. Ces forces ont pour .intensités les trois racines de l'équation
ou (7).
Pour trouver les directions des ces trois plans, remarquons que si la valeur de T, qui entre dans les équations (6) est supposée satisfaire
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à l'équation (7), l'une quelconque des Ii ois équations (6) rentre dans les deux autres, en sorte qu'elles se réduisent à deux. En laissant de côté successivement la première, la seconde et la troisième de ces équations '(3) on obtient, sous les trois formes suivantes, les rapports inuiuels des cosinus.
[ta)
cos i> : cos q : cos r =
-(t — T)(l — T)-l-.:i l. — t il — Tj:1 l — t.(t — Ti ',/; k-^y (i»-T): (t, -T) (t, . -Ti-i-;,: i:, \nj- tvt (tM-T) rWV.-Ui, -T): tzjXIJ- iIJ: (W-T) : (t„.-T)(^ T)-t^
On remarque immédiatement que les neuf binômes que renferment ces égalités sont les mêmes, trois à trois, dans les trois dernières lignes horizontales que dans les trois colonnes verticales qu'offre leur ensemble synoptique; en sorte que ces trois colonnes verticales représentent, aussi bien que les trois lignes horizontales, les rapports mutuels de cos p, cos q, cos r. On en déduit facilement que les six binômes contenus dans ces lignes sont proportionnels aux trois carrés et aux trois produits deux à deux des cosinus ; ou en d'autres termes qu'il y a toujours un nombre
tel que l'on ait
m cos - p
(1 v yy
T)(tî;-T)-I^
m cos i q
T) {txt— T) — t*T
m cos *■ r :
r,,)(iw-T)-i
cos q cos r —
cos r cos p
ni
cos /; cos q
tsc
- fr, (txz - T)
Ces égalités fournissent la détermination la plus simple et la plus évidente des cosinus en question. La valeur du facteur m se trouve en additionnant les trois premières de ces égalités, et en observant que la somme des carrés des trois cosinus est égale à I. On a ainsi
w=(tw~T)(t^-T)+(t3-T)(t^-T)H-(t^~T)(t^-T)-t^^-t»
(') Car en mettant les premiers membres des six égalités (8) à la place des binômes qui forment leurs seconds membres, dans les équations triples (7 a) que l'on vient de trouver pour les rapports mutuels de cos p, cos q, cos r, celles-ci sonl identiquement satisfaites.
COS
'(tw-T)(t„-T)-t;/5
de d'Y
\™i = \/- —air
cos /"
de
Les signes des radicaux doivent être choisis tels que les expressions fournies par les équations (8) satisfassent encore aux autres équations, condition qui les détermine tous, hors un. Cette indétermination qui fait que les cosinus peuvent être pris, tantôt avec certains signes, tantôt avec des signes opposés, pourvu que ce soit tous ensemble, est indifférente, au demeurant. Elle revient à ce que la normale à une surface peut être tirée aussi bien d'un de ses deux côtés que de l'autre.
Il faut montrer maintenant comment les trois directions pour lesquelles la traction agit perpendiculairement aux faces à travers lesquelles elle s'exerce sont placées l'une par rapport à l'autre, et prouver que ce sont celles des axes principaux communs à l'ellipsoïde d'élasticité (5) et à la surface directrice (4). Désignons, dans ce but, par T', T" deux racines de l'équation (7) et par p'. q' , r' ; p", q" , r" les systèmes correspondants des valeurs des angles p, q, r. Si dans les équations (6) on remplace p, q, r, par p', q\ r' et si l'on additionne ces équations après les avoir multipliées respectivement par cos p", cos q", cos r", on obtient
T'(eos//cos//' + cos q'cosq"-\- cos r' cos r") = = lrx cos/;' cos//' -h t (cos q' cos r" -+- cos r' cos q") -+- -h t cos q' cos q" -+- 1. B (cos r' cos p" -\- cos p' cos r") -+- + t.. cos r' cosr"-(-t (cos // cos q" -h cos q" cos//').
Le second membre de celte dernière équation ne change pas si l'on y change les lettres accentuées une fois contre les lettres accentuées deux fois et réciproquement. La même chose doit donc avoir lieu pour le premier membre. Or, sou second fadeur ne change pas non plus : mais le premier facteur T' devient T". Si donc on n'a pas T' === T", il faut nécessairement qu'on ail
(10) cos// cos p" -h cos q' cos q" -+- cos /•' cos r"= 0. •
Celle égalité exprime que
Deux quelconques des trois directions des tractions qui sont perpendiculaires aux plans sur lesquels elles s'exercent doivent être aussi perpendiculaires Vune à Vautre, si les racines correspondantes de Véquation (7) sont inégales.
Si donc les trois tractions sont inégales, ces trois directions de traclions forment trois lignes à angles droits l'une sur l'autre. On peut prendre ces lignes pour les axes de nouvelles coordonnées. Si l'on désigne ces trois nouvelles coordonnées, dans les directions des trois tractions, T', T", T", par X, 1", Z, et si l'on appelle aussi;/", q'", r'", les angles correspondant à la troisième direction, on aura, parla transformation des coordonnées (ou par le théorème de l'égalité des deux projections, sur une droite quelconque, d'un chemin polygonal et du chemin direct qui va de son point de départ à son point d'arrivée) les formules
X — '• cos // --)- y cos q' -\- z cos r', Y — x cosp" H- ij cos q" -f- z cos r", Z = x cos p"'~\- y cos q'"-j- z cos r"'.
Il est maintenant facile de voir quelles expressions on obtient si on introduit ces nouvelles coordonnées dans les équations des surfaces (4) cl (5).
On peut évidemment, en effet, se représenter aussi bien le parallélépipède solide limité par trois paires quelconques de faces planes perpendiculaires l'une à l'autre que par ses faces primitives, en supposant d'avance, seulement, que l'on fera agir sur ces nouvelles faces les tractions qui répondent à leur direction dans le même corps. L'état intérieur de ce corps n'est nullement changé par là : d'où il suit que les surfaces (4) et (5) qui ne dépendent que des rapports mutuels des tensions intérieures ne sont pas changées non plus. Et comme on a trouvé, ci-dessus, trois directions pour les faces auxquelles sont per-
§ 7. — ellipsoïde et surface directrice. 9.5
pendiculaires les tractions intérieures qui s'y exercent, on peut toujours, du parallélépipède donné, extraire un autre parallélépipède qui
n'a besoin que de tractions normales à ses faces pour être maintenu dans ^équilibre antérieurement établi. Prenons trois de ses six. faces pour plans coordonnés, et posons, pour les coordonnées nouvelles qui s'y rapportent, les équations (4) et (5). Nous n'aurons, d'après ce qui précède, qu'à mettre, dans celles-ci, les coordonnées et les tensions ou tractions nouvelles, au lieu des anciennes. Par conséquent, à la pince de [xx, iy,j, iSi , nous mettrons T', T", V" et nous annulerons ty», t:i, t.,7/ ce qui donnera, d'après (2a) et (26),
pour A//:. . .
Pour A . . .
un
pour A«.. •
Pour A-^. . .
pour A^. • •
Pour a, . . . . T' T" T"',
moyennant quoi, les équations des surfaces (4) et (5), rapportées aux axes principaux, se présentent sous la forme suivante :
( ïu) T, h- ;p -h ;p = k (surface directrice).
(5 a) ',-„ -h T„, + ,y„, , = 1. (ellipsoïde d'élasticité).
Les tensions principales T, T", T'", sont, comme l'on voit, les demiaxes principaux de l'ellipsoïde d'élasticité (5 a). Ceux de l'autre surface (4 a) sont proportionnels aux racines carrées de ces grandeurs, si toutefois cette dernière surface est un ellipsoïde; mais il est évident que cette condition n'est remplie, quand on regarde k comme une constante positive, que si les tensions principales sont toutes trois positives; si l'une d'elles devient négative, ou se change en une pression, la surface (4a) est un hyperboloïde à une nappe; elle est un hyperboloïde à deux nappes, si deux des mêmes tensions deviennent des presions ; enfin, avec trois pressions, la surface (4 a) devient imaginaire. Au contraire, si on regarde k comme négatif, on a un ellipsoïde avec trois pressions, un hyperboloïde à une ou à deux nappes, selon qu'une ou deux de ces pressions se changent en tractions, et une surface imaginaire pour trois tractions. Ainsi, par un choix convenable du signe de la constante k, on a, pour celte surface (4 a), un ellipsoïde si les trois forces s'exerçant sur les trois faces principales sont de
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même sens, el un hyperboloïdc, si elles sont de sens différents (*), Au resle, l'équation (10) prouve, comme nous l'avions admis, que toutes les racines de l'équation du 5e degré (7) sont réelles. En effet, si deux racines T et T" de cette équation en T étaient deux imaginaires conjuguées, il en serait de même des groupes cos p' et cos p", cos (( et cos 7", cos r' et cos r" de valeurs correspondantes de cos p, cos q, et cos r. Or le produit de deux imaginaires conjuguées a -h b y/ — 1, a — b y/ _ 1 est égal à la somme a3 + b- de deux carrés. Si donc T' et T" étaient deux quantités de cette sorte, l'équation (10), qui a zéro pour second membre, aurait pour premier membre la somme de six carrés réels. Une pareille équation étant impossible, il est impossible aussi que l'équation du 5e degré (7), dont nous nous occupons, ait des racines imaginaires.
; 8 — Cas où l'ellipsoïde d'élasticité devient une surface de révolution. — Cas où il devient une sphère.
Lorsque deux racines d'une équation sont égales, on sait que leur substitution annule non seulement le premier membre de cette équation, dont le second membre est supposé zéro, mais encore son quotient différentiel par rapport à l'inconnue. Soient donc deux racines, T', T" de l'équation 0= 0 égales entre elles; elles annulent
-ps et par conséquent aussi, d'après (8«) le facteur m des équations
(8). Les premiers membres de ces équations s'annulant, on voit que si T désigne cette double racine, les rapports désignés dans les trois séries suivantes sont égaux chacun à chacun.
(ii;
(') Cauchy, (fui a découvert la surface (4) (que nous avons appelée directrice, d'après quelques auteurs), donne au second nombre A A le double signe et le réduite ± 1. Il a ainsi un ellipsoïde ou deux hyperboloïdcs conjugués, au moyen desquels toutes les tensions, tant positives que négatives, s'exerçant à travers les divers plans, se trouvent représentées.
Au reste, l'étude des surfaces d'élasticité donnant les tensions ou pressions n'est plus regardée comme aussi intéressante, depuis que l'on a fait l'observation, renouvelée de Mariotle, et sur laquelle l'oncclet a insisté, que ce ne sont pas ces forces intérieures, mais les dilatations qu'elles produisent, qu'il faut limiter pour assurer la stabilité de la cobésion des solides, et écarter le danger dos énervations ou des ruptures. Voyez l'édition annotée de ISavier, 1X04, n° M, IV de l'historique, page ce et pages cciij, X, 781. Voyez aussi le commencement de la note mise à la lin du £ 7» 7 ci-après.
: Kx
: hy
DEUX TENSIONS PRINCIPALES ÉGALES
Il en résulte pour les grandeurs txx t^, certaines conditions
ou relations qu'il n'est pas nécessaire de mettre ici en lumière. Mais on voit que les égalités de ces rapports réduisent les équations (6) à une seule. Par conséquent, cos />, cos q, cos r, ne sunt plus complètement détenu ii es. En d'autres termes, les directions des tractions principales égales entre elles, ne sont plus soumises qu'à une seule condition, qui ne peut être que celle-ci : d'être perpendiculaires à la troisième traction principale, qui ne leur est pas égale. Les surfaces du second degré (4) et (5) sont alors de révolution, attendu que deux de leurs trois axes de figure deviennent égaux : l'axe de révolution a pour direction celle de la tension principale qui n'est pas égale aux deux autres; et les deux autres axes de figure, situés dans un plan perpendiculaire à celui-là, n'y ont aucune direction déterminée. Le problème relatif à ce cas se réduit à trouver la direction et la grandeur d'une traction principale T', et la grandeur que nous appellerons T des deux autres T" = T" qui sont devenues égales. Et l'on peut, sans plus de détails, le résoudre comme il suit :
Déterminons trois angles //, r/', ?•', et un facteur m' satisfaisant aux équations suivantes.
m cos q' cos r' = tt
m' cos r' cos p' = t.
/ m' cos p' cos q - t(
12) m' cos r' cos p' -= t.
Cette détermination s'opère facilement en multipliant ensemble deux de ces équations et divisant par la troisième, ce qui donne
cos p
(15) ' «'os q' = 4 / J*-J*.
cos r
Et, comme la somme des carrés des cosinus doit être égale à 1,
'//:- ';.,■ \nj
Les signes des radicaux produisent, encore ici, plusieurs combinai-
sons; mais il ne peut y en avoir qu'une (ou deux, dont l'une ne diffère
de l'autre que par le changement de tous les signes à la fois) qui
satisfasse aux équations (12). Les équations (11) donnent, en tous
cas,
I — T = m' cos2 p' =
[14) - lyy 1- T-= m' cos8 q'
l t.. — T = m! cos2 r'
iß *
On en déduit la valeur de T qui doit être la même, quelle que soit celle des trois équations dont on la tire. Et comme les équations (6),
lorsqu'on y met pour tcr — T, txu, t:i leurs valeurs fournies
par (12) et par (14) en effaçant ensuite tous les facteurs communs, se changent l'une comme l'autre en
cos p' cos p -+- cos q' cos q -h cos r' cos r == 0 ,
on voit, sans chercher à en tirer rien de plus, que les valeurs de cos p', cos q', cos r', telles qu'elles viennent d'être données, fournissent la direction de la traction principale T', celle qui n'est égale à aucune des deux autres.
La double racine T" = T"' de l'équation du 5e degré (7), étant déjà donnée par la valeur T, tirée de (14), il ne reste plus à déterminer que la grandeur de T'. Que, pour cela, l'on mette, dans les équations (0), p', q', r', à la place dep, q, r, et par conséquent aussi T' à la place de T, qu'ensuite on remplace txx, lw, t. par leurs valeurs en T, m', p', q', r', fournies par les équations (14) et t,/;, t.T, tx„ par celles que l'on tire des équations (15) multipliées deux à deux l'une par l'autre, chacune des équations (6) se change en celle-ci :
T — T' -f m' = 0 ou
Les formules (13), (1 i), (15) fournissent la solution complète de ce problème.
Enfin, s'il y ;i, dans le cas que nous venons de considérer, un nombre infini de plans sur lesquels la traction s'exerce perpendiculairement, savoir, avec celui qui est perpendiculaire à T', tous ceux qui posent par T' et auxquels correspond la traction T: on voit que dans
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le cas plus particulier où toutes les tractions sont égales, les plans sur lesquels elles agissent perpendiculairement ont toutes les directions possibles. Les surfaces (4) et (5) deviennent des sphères, et l'on a T = T" = !"'. Dans ce cas, les équations (4) et (5) doivent, dans leur forme première, ou avant d'être transformées en (4a) et (5 a), représenter des sphères. En d'autres termes, les composantes tangentielles des tractions, \ti, t;r, l,r doivent être nulles, et les composantes normales t,rr, I,,,,, t.. doivent être égales entres elles. Cet état n'existe dans un corps élastique que lorsque toutes ses faces extérieures sont tirées ou poussées par des forces d'égale intensité sur l'unité superficielle, et dirigées normalement à ces faces.
£ 9. — L'ellipsoïde d'élasticité, et la surface directrice exprimées en coordonnées de plans. — Cas-limites de ces surfaces.
Le vrai caractère des surfaces (4) et (5) ne ressort d'une manière manifeste, particulièrement pour certains cas-limites que nous examinerons tout à l'heure, que lorsqu'on représente ces surfaces, non plus par des coordonnées de points, mais par des coordonnées de plans; c'est-à-dire lorsqu'on exprime les conditions que remplissent, les unes par rapport aux autres, les intersections de leurs plans tangents avec les axes coordonnés.
Si l'on écrit l'équation d'un plan sous celte forme :
(16) ux-hvy-hwz-hl=0,
les coefficients u, v, w des coordonnées x, y, z de ses points, peuvent être appelés les coordonnées du plan. On obtient les intersections de ce plan avec les axes, en annulant deux à deux les grandeurs x, y, z, et en calculant la troisième. Les dislances de ces intersections à l'origine sont ainsi
Il V \v
ce qui donne la signification géométrique de u, v, w.
Or, comme le plan tangent à une surface f= o, en un point particulier ( je, y, z) est représenté par la formule suivante où x, y, z sont les coordonnées courantes de ses divers points :
§£(, -•«) + g(T_ir,+JL (,_<, = ,-.
il faut, pour que l'équation (16) représente ce plan langent, que l'on ait, 2X désignant un facteur indéterminé,
£i=a Xv
et, en outre, comme le point de contact doit se trouver sur le plan (16). on doit avoir
(18) ux-{- \y-\- w :• H- 1 = 0.
En éliminant x, y, z et 2 X entre (17), (18), et l'équation de la surface en coordonnées ordinaires représentées par x, y, s, il reste une équation en u, v, w, qui est ce que nous appelons Véquationde la surface en coordonnées de plans.
Si l'on en fait l'application à la surface directrice (4)
(A) a,.,, x* 4- \l(l I)1 H- A3Î s9 4- 2 A,/; yz + 2 AM « H- 2 A,.,, afy == kA, les équations (17) donnent le système :
i Aw # -h A // H- A, . :■ = X u
(19) V*+Vv + V2 = Xv
Si l'on additionne ces équations (19) après les avoir multipliées respectivement par x, ?/, z; le premier membre donne /> A, à cause de l'équation (4), et le second membre donne — X à cause de l'équation (18); en sorte que
On obtient évidemment aussi les équations (19) des équations (3) du § 6:
A cos p T (Arr COS GJ H- A COS X ; A(. COS p)
si l'on met, dans celles-ci, x, //, ; à la place de T cos <,> , T cos •/.,
SURFACES K.\ COORDONNÉES DE PLANS
T cos p. et eu même temps — feu, — /.v, — Â\v, à la place de cos p, cos q, cos r. Or, comme les équations (3) entraînent les équations (2) du même § li.
T COS m = \xx COS p -h t COS q -f- f .,. COS T
on doit, en faisant dans celles-ci les mêmes substitutions, obtenir des équations exactes. On a ainsi
!J = -k (VU-+-t^vH"VW^ s = — /.• (I u -h t v -h t w I:
et si Ton multiplie respectivement ces dernières par u, v, w, en sorte que leur addition donne, d'après (18), — 1 pour premier membre, on obtient enfin l'équation suivante de la surface directrice (4) en coordonnées de plnns :
(4 b) T = t,, u2 H- t v- f- !.. w2 + 2 I vw H- 2 t. ,. \vu -h l2 t uv.
fi ** "
Celte équation est tout à fait analogue à l'équation de points (4) de la même surface, mais elle est au fond beaucoup plus simple, en ce que les tractions t, y figurent à la place des binômes du second degré (2 b) donnant les A„r
Si l'on applique le même procédé à l'ellipsoïde d'élasticité (5)
v XX i y ■' .c; / I \ yx ' ^yy J > yz ! '
A^M + A^N + 4^P = AY
( A., M H- A NH-A„P = ).W
où l'on a fuit, pour abréger.
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de manière que L'équation (5) de la surface puisse être écrite (21) M8 4- N8 4- P8 = A2.
Si l'on additionne les équations (20) après les avoir multipliées respectivement par x, y, z, on obtient, eu égard à (21 ) et à (18),
et, en comparant Icî équations (20) avec celles du système (3), puis revenant de celles-ci à celles du système (2), ce qui conduit à mettre dans ces dernières M, N, P, au lieu de T cos tt>, T cos ■/., T cos p, et — Au, — Av, — A w au lieu de cosp, cos.ry, cos r, on trouve pour ce système (2), de la résolution duquel le système (20) peut être considéré comme déduit,
Mz=_A(t,.,.u M.,;v \-tX3 w) ,
N = - A (V u J" ln v +" V w) '
P = — A (*« U '- hy V !" t,, W) •
Et si l'on substitue enfin ces valeurs de M, N, P dans l'équation (21), on obtient sous la forme simple qui suit, l'équation de l'ellipsoïde d'élasticité, en coordonnées de plans :
(5 b) 1 = (t„ u +- lxy v -+- 1,; w)8 4- (t!/x u + tyy v 4- t,:. w)8 4- 4- (t.,. u 4- t:;/ v + t.. w)2.
D'après ce qui a été dit ci-dessus, pour obtenir les équations des deux surfaces rapportées à leurs axes principaux, il suffit d'annuler les trois composantes tyz, t:„ ïXIJ, et de remplacer ixx, tw, t.. par T, T", T". Si donc on désigne par U, V, W, les coordonnées de plans dans le -système des axes principaux, les équations des surfaces (4) et (5), ou (4a) et (5 a) rapportées à ces axes, et exprimées au moyen de ces coordonnées, sont
(5 c) T'2U84-T"SVS4-T"'8W8 I .
Ces formes sont très importantes pour faciliter les recherches relatives aux cas-limites, dans lesquels une ou plusieurs racines de l'équation du troisième degré cnT disparaissent.
SURFACES EH COORDONNÉES DE PLANS
Ainsi lorsque V" = Ü, les équations (4 c) et (5 c) se réduisent à
ttd) n- +T" Vs = i;
,:,,/> T/iUî+T,,8Va = l.
Cherchons ce que signifient ces dernières équations. Elles sunt indépendantes de W, c'est-à-dire que si l'une des surfaces (4ci) et (5rf) est touchée par un plan déterminé, elle l'est aussi par tous les plans qui rencontrent, aux mêmes points que celui-ci, l'axe des X et l'axe des V. Tous ces plans se coupent suivant une droite tracée dans le plan des XV; les surfaces (Ad) et (5d) sont, par conséquent, définies par de simples courbes, tracées dans ce même plan. Ces courbes sont évidemment les mêmes que celles suivant lesquelles les surfaces lïc) et (5c) sont touchées parles plans pour lesquels W = 0; car en faisant W=0, les équations (4c) et (5c) se changent en (4d) el (5rf).
Or ces plans, qui rencontrent l'axe des Z à l'infini constituent ensemble les cylindres tangents (*) aux deux surfaces, et dont les arefr'S sont parallèles à cet axe : et la courbe de contact de chacun de ces cylindres est la coupe de chacune des surfaces (4c), (5c) parle plan XV. L'équation (5d) représente donc l'ellipse d'intersection de l'ellipsoïde d'élasticité par le plan XV, savoir, une ellipse dont les demi-axes sont T'etT"; l'équalion (4d), au contraire, représente une ellipse ou une hyperbole, selon que T' et T" ont le même signe ou des signes opposés.
Si donc une des trois tensions principales est égale à zéro, les directions des tensions s'exerçant sur fous les plans possibles menés par un même point se trouvent dans un seul et même plan ; et, de plus, sur tous les plans qui passent par une même droite fracée dans celuici, la traction ou tension par unité superficielle est la même en grandeur et en direction. Si, dans ce même plan, on fait tourner autour d'un point la droite dont nous parlons, l'extrémité de la ligne qui représente la grandeur et la direction de la tension correspondante décrit une ellipse. C'est ce qui a lieu, par exemple, si le parallélépipède solide considéré est sollicité, seulement sur deux paires de faces, par des actions normales aux quatre faces qui forment ces paires, et n'est ni pressé, ni tiré sur les faces de la troisième paire.
Si, enfin, deux racines de l'équation du 5" degré (7) sont égales à
(') L'auteur emploie l'expression Berührungskegel, cône longent; mais comme il parle d'un cône dont le sommet es! à l'infini, on a traduit par cylindre.
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zéro, en sorte que T" disparaisse en môme temps que T'", les équations des deux surfaces deviennent
(4 e) rü" = i
Chacune de ces équations représente deux points isolés qui se trouvent sur l'axe principal X, de chaque cote |de l'origine, aux dislances
± \/ kT . pour la première ,
e^ ± T pour la seconde.
En effet, tous les plans] qui satisfont a l'équation (4e) rencontrent l'axe des X en un point situé à une distance \JkV de l'origine ou à une distance— \lkV\ mais ils ne sont soumis à aucune autre condition. De même, tous les plans relatifs à l'équation (he) doivent rencontrer l'axe des X en des points situés à des distances ± T' de l'origine, sans être soumis à aucune autre condition. Alors donc la traction ou tensions pour tous les plans sur lesquels elle agit, a la mémo grandeur et la même direction. C'est ce qui arrive lorsque, par exemple, deux faces opposées du parallélépipède sont soumises à des forces qui les sollicitent normalement, les autres faces n'étant soumises à aucune action.
y io. — Directions conjuguées des tensions agissant sur trois faces orthogonales quelconques.
Je vais terminer ces considérations géométriques sur l'ellipsoïde d'élasticité, eu établissant un théorème qui manifeste l'existence des directions des tensions principales, comme un] cas particulier d'une proposition plus générale.
Revenons aux équations (3) du $ C, A cos ^ = T (A cos ^ -h ....) que nous avons obtenues en résolvant les trois équations du premier degré (2) Tcos ts=ïxx cosp-t- .... et qui donnent les angles y;, q, r, formés avec les axes coordonnés par la normale au plan sur lequel a<rit une traction T supposée faire les angles m, ■/., p avec les mêmes axes. Les directions des tractions ou tensions qui agissent sur les faces mêmes de l'élémenl parallélépipède ayant ses côtés parallèles aux ./-, y, 2, ou Les valeurs des angles©, •/, p qu'elles forment avec ces mêmes axes peuvent être obtenues des équations (3), même§, en fai-
DIRECTIONS CONJUGUÉES DES TENSIONS
santdeux à deux égales à zéro les quantités cos/;, cosry, cos r. Ainsi, les directions, ou les angles o, x, p, satisfont toujours à deux des équations
A,.,. COS ET -h Aa/ COS y. -h &x3 COS p = 0 ,
V cos CT H- Aw cos x. ■+■ a//; cos p = 0 ,
A;;. COS m 4- A;j/ COS se' + A.. COS p = 0 .
Mais les cosinus de cr, *, p ont entre eux les mêmes rapports que les coordonnées x, t/, z du point de la surface directrice dont le rayon vecteur donne la direction de la tension déterminée par ces angles cr, x, p. Ces directions des tensions sont celles des intersections deux à deux des trois plans
r \rr\ 4- An/ Y 4- A,.. Z = 0,
(22) VX+.VY + VZ = 0>
( A.(. X + A;// Y 4- bzz Z = 0.
Si maintenant, par les extrémités des trois rayons vecteurs dirigés suivant ces intersections, nous menons des plans tangents à la surface directrice, et si nous avons égard à ce que deux des trois expressions suivantes s'annulent constamment, ensemble :
A x + A « 4- A xx xy J ' x
nous obtenons, en effaçant les facteurs communs à tous les termes les équations qui suivent, pour celles de ces plans tangents :
Ai(. (X - .r) 4- A;// (Y — y) + A;: (Z — z) =0.
Comme dans ces équations les coefficients de X, Y, Z sont exactement les mêmes que dans les équations (22), nous voyons que les plans tangents à la surface directrice, à chacune des extrémités des trois rayons vecteurs, sont parallèles aux plans déterminés par les deux autres rayons, ou en d'autres termes, que ces rayons sont trois demidiamètres conjugués de la surface directrice.
Mais, ainsi qu'on l'a déjà observé, on peut se figurer le parallélépipède limité par trois autres paires quelconques de faces orthogonales.
Sur ces nouvelles faces, les tractions seront encore, d'après les mêmes considérations, trois demi-diamètres conjugués de la surface directrice. D'où ce théorème :
Les directions des tensions supportées par trois plans quelconques perpendiculaires V un à Vautre sont celles de trois diamètres conjugues de la surface directrice de ces tènsio)is intérieures.
I 11. — Corps cristallins, ou, plus généralement, corps hétérotropes. Expressions les plus générales de leurs tensions intérieures en fonction des six déformations élémentaires en chaque endroit.
Cherchons quelles modifications il faut faire subir à ce qui a été dit aux gg 2 et 3 et. au commencement du § 4, lorsque le parallélépipède solide dont on s'occupe cesse de posséder la même structure dans toutes les directions, c'est-à-dire s'il passe à cet état que l'on désigne sous le nom de cristallin (*).
La manière la plus simple de caractériser cet état d'un corps consiste jx dire qu'il s'y trouve certaines directions dans lesquelles les couches parallèles se déplacent les unes devant les autres avec une facilité plus grande que dans d'autres, et certaines directions, aussi, pour lesquelles le corps offre à l'extension et à la compression moins de résistance que pour d'autres. Mais ce n'est pas seulement dans les matières réellement cristallisées que se rencontrent les inégalités dont nous parlons; on les trouve aussi, et même plus souvent, dans des substances non cristallisées et qui ont été longtemps exposées à certaines influences agissant constamment dans le même sens (**).
Imaginons donc, dans un bloc d'une pareille matière, un parallélépipède dont les faces sont sollicitées par des forces de grandeur et de direction quelconques, mais également réparties sur chaque face, et possédant, sur les faces parallèles et opposées, des grandeurs égales et des directions contraires.
Le cas le plus simple sérail celui où les systèmes de couches dont
(')Nous avons déjà dit que celle expression est impropre. Celle de non isotrope oud'Aeïerotrope est préférable. L'auteur va reconnaître hu-mème, à l'alinéa suivant, que des corps dont la structure n'est point cristalline peuvent offrir en divers sens des élasticités inégales. On ne met en jeu, clans l'industrie, l'élasticité d'aucun cristal, niais on se sert constamment de solides hétérotropes amorphes, ou n'affectant aucune forme cristalline,
(*') Telles sonl les influences du laminage, du forgeage, de l'écrouissage, etc., et aussi de la formation par Dbres ou par couches, comme celle des bois. L'observation de l'auteur coniirme bien ce que nous venons de dire, de la nécessité de ne plus appeler cristallins mus les corps hétérotropes.
§11. — COlil'S HÉTÉROTROPES. 7)1
nous venons de porler seraient au nombre de trois, orthogonaux entre eux, et parallèles aux faces du parallélépipède. Alors, les (raclions normales ne produiraient que des déplacements normaux, et le corps non isotrope se comporterait comme un corps isotrope, à la seule exceplion que dans tes trois directions des tractions les trois modules d'élasticité d'extension E, et aussi les coefficients o de proportion des contractions latérales correspondantes (J2 2), alors au nombre de six, auraient des valeurs différentes (Voir la note de la fin du 2 10).
Mais généralement, des tractions môme normales aux faces produiront, oulre les dilatations, des glissements relatifs découches parallèles, ou des déplacements tangentiels. Les angles formés par les trois côtés du parallélépipède changeront en même temps que leurs longueurs, sous l'influence de tout système de tractions, normales ou obliques.
Désignons comme ci-dessus les longueurs des cotés;
Primitivement, par
a, h , c; Après le* déplacements, par
a{\ h- «y , h{\ -t-<y , c 1+3,), et les trois angles plans du parallélépipède déformé par
Les six quantités? . cV,, <\, g , g.,, ff dépendent à la fois des six composantes
des forces intérieures; d'où il suitque, réciproquement, celles-ci peuvent être considérées comme fonctions de celles-là. Les expressions de ces fonctions ne devront pas contenir de termes constants ou indépendants des grandeurs des déformations, attendu que celles-ci doivent être nulles en même temps que les forces agissant sur les faces de l'élément. Pour déterminer, du reste, la forme de ces mêmes fonctions, nous pouvons nous servir de cette circonstance que les six grandeuis ÎV cl e-.. sont
i o ( Oy
1res petites : si l'on se représente les développements des six composantes suivant leurs puissances, il suffira d'en conserver les termes du pre-
mier degré; les forces t, s'expriment donc linéairement en î>. et g ., ce qui donne un système d'équalions de la forme suivante :
O' -f-a ? H-a 7\ _i_n «• -h a c -ha «• t = a ? +a <) -h a <) -h a c -h a «■ -h a °"
îjy ijyxx x yyyy y^ yyz2 ;vz~ yy-yz^yz '!/!/■;.'■»;.■ '■!/.'/••''.'/ °<V
' t ,.=a î) -ha ? -ha ? -ha er -ha o- -ha o-
//; //;•./•./• .r ' yz-yyvy~ayz-zz"z~ayz-yzByz~ayz.zx'>zx~ayz-xyOxy lza -■^x.xx^z^^x.yy^y + ^x.zz^z + azx-yzSyz + %.zx^x+azx.xySxy. ixy = *xy-xxK+*x,j-yy*y + axy.zzîz+\y.yz%yz + *xy.zx8z
xyxyoxy.
Dans ces formules, les notations sont (elles que les deux premiers indices des coefficients a se rapportent à la traction t à laquelle ils appartiennent. Quant aux deux derniers, ils se rapportent à la déformation partielle d, g, que ce coefficient affecte ; en sorte que, comme les indices x, //, z sont ceux de directions parallèles respectivement aux côtés a, b, c du parallélépipède, xx, comme ensemble des deux derniers indices d'un coefficient, répond au changement "à qu'a subi le côté a ; yz au glissement g( ., ou petit rétrécissement qu'a subi l'angle primitivement droit des deux côtés b, c, et ainsi des autres.
Les trente-six constantes a dépendent seulement de la nature de la substance du corps ; quelques-unes sont égales entre elles, ce dont il sera question au g 16 (*).
(*) On y verra, en effet, que n,-,-.,;,, = aUU/XX . a**.»* = *mx . **>» = a«-f* < c'es,_
à-dire qu'on peut permuter les deux premiers indices avec les deux derniers, à la fois, sans que le coefficient change; ce qui réduit les 50 coefficients à 21 inégaux ; et dans une note de la un du même £ 10, nous motiverons notre opinion de la possibilité de permuter même une seule des deux dernières lettres avec une des deux premières, ce qui réduirait le nombre des coefficients à 15.
Noms que M. Rankine donne à ces divers coefficients.
M appelle (On A.rcsof Elaslicihj und crystallin Forms,hi le 21 juin 1855 à la Société Royale) :
Elasticités directes, les coefficients axx-xx, a«»™, au>iZ, mesurant le rapport entre une tension uniforme et normale, telle que tx, à la dilatation ?.,. supposée exister seule, ou sans qu'il y ait de dilatation dy , ?: , ni de glissements g,,., g:.r, g,.,, dans la même direction, ni dans des directions perpendiculaires:
Elasticités langentielles, ou de rigidité, les coefficients ayz«z, a.J;,. , a™^, rapports d'une tension tangenlielle telle que Lz au glissement de même indice gtfJ , supposé pro- • fuit seul;
Elasticités latérales, les coefficients a„„ „ , a.. ,.,. , a/r „.. , dont le premier est le rapport
d'une tension normale t,/(/ à une dilatation ?s existant seule dans une direction perpendiculaire :
Elasticités asymétriques, les autres coefficients tels que aXXtXV, a:iJ1| , a.. aj où une lettre x, y, z ne se trouve qu'une fois.
Sous emploierons quelquefois, ces dénominations commodes.
Il ne faul pas confondre une élasticité directe arj„ avec le coefficient ou module d'élas-
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Les équations (25) doivent donc pour les corps non isotropes, être substituées aux équations qu'on tirerait de celles (le) du § 4, qui sont relatives aux corps isotropes. Mais les considérations qui ont été présentées à partir de là. dans ce même i; 4 et dans les six suivants 5, 0, 7, 8,9, 10, celles, par exemple, qui sont relatives à l'ellipsoïde d'élasticité et à l'autre surface du second degré donnant les directions conjuguées des tensions et des faces, restent applicables, sans changement, au cas plus général actuel ; car il n'a été fait, en présentant ces considérations, aucun usage des expressions des tensions en fonction des déplacements!*).
ticité § 2, Er = — , rapport entre une tension et une dilatation qui se trouve accompagnée de contractions dans les deux autres sens, vu qu'on suppose t = 0. t.- =0.
(*) t. La preuve de la forme linéaire des expressions (25) des composantes de tensions ne peut pas être purement mathématique. — Clebsch déduit la linéarité des formules (25) en <> , d , t1 , ff , g , £ , d'une sorte de néces-
x ' x y ;' *-(/: °;.r ~.nj
site mathématique, résultant de ce que ces six déformations élémentaires sont très petites, en sorte qu'on peut ne conserver que les termes affectés de leurs premières puissances, en négligeant les autres dans le développement des composantes de tension, t t qui en sont fonctions.
XX XIJ
Nous avons déjà dit (§§2 et 5, à l'occasion des formules, aussi linéaires, p = E3, p = Gg) ce que cette preuve, trop souvent alléguée, a de défectueux.
Tout développement d'une fonction, fùt-il bien prouvé qu'il peut se taire suivant les puissances ascendantes de sa variable ou de ses variables, ne commence pas par la puissance 1. Toute fonction d'une ou plusieurs variables supposées rester très petites n'est donc pas forcément linéaire ou du premier degré. Par exemple, l'excès e = h — 1 de l'hypoténuse h d'un triangle rectangle sur son plus grand côté, supposé égal à 1, est bien fonction du plus petit côté k; cependant, lorsque celui-ci devient extrêmement petit, h — 1 n'est pas fonction linéaire de /; : car on a alors h = v^l H- A2 =
l+-q, d'où il résulte que l'excès h — l=e est proportionnel au carré du
côté k et non à sa première puissance. Réciproquement, le petit côté k est fonction de l'excès e = /i — 1 de l'hypoténuse sur l'autre côté; or, quand cet
excès devient extrêmement petit, on a & = (2e)2 et non pas k linéaire en e.
On pourrait en rapporter bien d'autres exemples (voir l'appendice V de mon édition annotée, 186-4, des Leçons de Navier, g 55, page 663). On sait, d'ailleurs, que les séries de Taylor et de Mac-Laurin sont souvent, comme on dit, en défaut.
Généralement et philosophiquement aucune considération purement mathématique ne saurait révéler le mode de la dépendance mutuelle des forces agissant sur les éléments des corps, et des changements géométriques qui s'y opèrent, tels que ceux des longueurs et des angles de leurs
Hl AI'. I. — FOIiMl'I.KS FONDAMENTALES.
côtés : la connaissance de ce mode ne peut être dérivée que des faits, ou de quelque loi physique exprimant un ensemble de faits constatés.
2. On peut le conclure {ce mode de dépendance) d'expériences faites depuis Hooke jusqu'à nos jours.. — Déjà l'auteur invoque avec raison le fait expérimental et si patent de cette dépendance entre les forces et les changements. Or l'expérience a aussi appris quelque chose de son mode ou de sa loi. On connaît depuis deux siècles le fameux principe de Hooke (ou de Mario tte) ut tensio sic vis, dans l'énoncé duquel fensio doit être traduit extension, ou contraction, ou flexion, etc., car il exprime généralement la constante proportionnalité que ce physicien du dix-septième siècle a constatée entre les forces appliquées à divers ressorts et les amplitudes des déformations qu'elles leur font prendre. Toutes les expériences faites depuis celles de Hooke et de Mariotle par Coulomb, Gerslner, Duleau, Charles Dupin, Savait, Ardant, Wertheim, etc., sur la flexion et la torsion des il ls ou des pièces solides, enfin par M. Hodgkinson, par M. Tresca sur l'allongement et la contraction de longues barres, ont confirmé cette proportionnalité ainsi que la loi d'égalité des contractions aux extensions produites par les mêmes efforts longitudinaux, tant qu'ils ne vont pas jusqu'à produire des effets permanents. Et M. Stokes cite avec raison, comme une preuve dynamique très péremptoire de cette môme loi de proportionnalité,. le fait du tautochronisme des petites vibrations des corps élastiques sonores, ou l'unité de ton musical qu'on en obtient en y excitant des oscillations d'amplitudes très différentes, mais toujours petites. [On the internai friction of Fluids and equilibrium of elastic bodies, mémoire lu le 14 avril 1845 et imprimé au volume VIII, 1847, des Transactions de Cambridge.)
Or, sans anticiper sur les calculs des £§ suivants, nous pouvons dire ici que toute flexion résulte de dilatations et de contractions, toute toivion de glissements transversaux, comme ceux dont il a été question au g T>; que rallongement même des ressorts en hélice sur lesquels Hooke a fait ses principales expériences est l'effet combiné de la torsion et de la flexion de leurs fils, etc. La l'orme linéaire attribuée aux six équations (23), et qui donne bien, pour chaque température supposée rester constante, la proportionnalité des efforts aux effets de chaque espèce et de chaque sens, se trouve ■ donc justifiée comme conforme à tous les faits observés.
5. Cette linéarité peut être déduite aussi de la loi qui lie d'une manière continue les actions entre les molécules à toutes leurs distances mutuelles et de lu considération de ce qu'il s'agit ici d'exprimer : ce sont en réalité dis différences d'actions en fonction de différences de dislances. — Ce n'est point d'une manière empirique, ou en tant que résumant une suite de faits, qu'ont été trouvées de 1821 à 1829 les formules de celte mécanique des forces moléculaires qu'on appelle aujourd'hui la théorie de l'élasticité. On sait que les lois mêmes des mouvements planétaires n'ont été si bien découvertes et si patiemment constatées par Keppler que sous l'inspiration d'idées théoriques vaguement conçues, et que Newton, plus tard, a su dégager et déterminer. En général, pour convaincre nos esprits, l'empirisme, qui ne rend
NOTE I>L' § II. — RAISON DE LA FORME LINÉAIRE I»KS FORMULES
comple de rien, ne suffit pas : il nous faut encore une explication, une raison scientificjue, ou la preuve que les formules qu'on nous propose dépendent de quelque loi assez générale, assez grandiose, c'est-à-dire simple, pour que nous puissions, en raisonnant, comme faisait Leibnitz, quand ce ne serait que d'une manière instinctive, la regarder comme pouvant être celle à laquelle le souverain Législateur a soumis les phénomènes intimes dont les formules en question représentent et mesurent les manifestations extérieures.
On a accepté et invoqué comme telle, jusqu'à l'époque où nous sommes, la grande loi des actions réciproques, attractives et répulsives, regardées comme s'exerçant universellement, de près comme de loin, entre toutes les molécules du monde, envisagées deux à deux.
L'intensité de chacune de ces actions réciproques a été regardée, depuis Newton jusqu'à Clairaut, Laplace, Gauss, Ampère, Navier, Cmchy, Poisson, Coriolis, Poncelet, Neumann, Clausius, etc., inclusivement, comme fonction de la seule distance mutuelle des deux molécul s qui l'exercent l'une sur l'autre , et les premières formules de l'élasticité ont été établies en conséquence.
Mais Green, en 1857-1850, et, d'après lui, divers savants de l'Angleterre et de l'Allemagne ont cru pouvoir lui en substituer une autre plus générale, ou qualifiée de plus générale parce qu'elle est moins déterminée, dont nous donnerons l'énoncé ci-après, aux ri" \ , 2, 4, 9 d'une note de la fin du § 16 ; loi dont la conséquence analytique immédiate est la possibilité que l'intensité de l'action entre deux molécules dépende non seulement de leur dislance mutuelle propre, mais encore de leurs dislances aux autres molécules, et même des distances de celles-ci entre elles; en un mot, de tout l'ensemble actuel de leurs situations relatives ou de l'état présent complet du système dont font partie les deux molécules dont on s'occupe, dût-on l'étendre à l'univers entier.
Quelque singulière que paraisse une loi étendue à ce point, elle nous suffit, sans que nous ayons aucunement besoin de la discuter ni de la restreindre ici à l'énoncé antérieur, pour justifier, théoriquement, comme nous nous le sommes proposé, la forme générale des expressions linéaires (25) des composantes des pressions en fonction des petites déformations des éléments des corps.
En effet (et c'est là une distinction essentielle), si une quantité, fonction d'une ou de plusieurs autres, n'en est pas, comme on vient de le remarquer, nécessairement une fonction linéaire ou du premier degré quand celles-ci deviennent très petites, il en est autrement s'il s'agit de la différence de deux valeurs de la première quantité, comparée aux différences correspondantes de valeurs de l'autre ou des autres dont elle dépend. Si celte dépendance a lieu d'une manière continue, la première différence varie proportionnellement à chacune des autres différences supposées très petites, et elle est, par conséquent, une fonction linéaire de toutes ces petites différences des valeurs des variables C'est là une conséquence de la continuité, et comme sa définition.
g 12. — Équations générales de l'équilibre d'un corps sollicité par des forces extérieures quelconques, exprimées, pour chaque point, en fonction de ces forces et des six composantes des tensions. — Équations à l'intérieur. — Équations limites, ou à la surface.
Nous appliquerons les considérations générales présenlées jusqu'ici à la recherche del'élal d'équilibre d'un corps élastique soumis à des forces absolument quelconques : les unes, agissant sur la surface, les autres, comme la pesanteur, sur ses points intérieurs ; celles-ci, comme celles-là, pouvant varier en grandeur et en direction d'un point
Or, tel est précisément le cas des txx, t , vis-à-vis de dx, d
If x' y
o- „ . Les composantes des tensions sont des sommes de composantes de forces moléculaires s'exerçantà travers de petites faces. Ces forces, ici, sont engendrées par les déplacements relatifs que les points du corps élastique ont éprouvés : ce sont donc des différences entre les intensités primitives des composantes d'actions, qui généralement se faisaient équilibre ou avaient des sommes nulles, et leurs intensités nouvelles, répondant aux distances moléculaires que les déplacements ont augmentées ou diminuées. Ces différences de forces sont, d'après ce qu'on vient de dire, fonctions linéaires des très petites différences de toutes les distances dont les forces dépendent.
Il est facile de voir qu'en un endroit quelconque, l'augmentation éprouvée par toute distance de deux molécules très proches dépend, linéairement aussi, des petits changements proportionnels de longueur 3 , D , D ,
et des petits changements d'angles g , g.x, g de trois petites droites rectangulaires tirées au même endroit; car, si l'une de ces deux molécules est rendue immobile, le cheminement de l'autre, estimé suivant leur ligne de jonction, sera la somme des projections sur celte ligne des six cheminements que la même deuxième molécule prendrait en vertu des six petites déformations ? g .
X t\ry
On voit que le l'ait physique général et incontesté de la dépendance continue où les actions entre les molécules sont à chaque instant de l'état du système dont elles fout partie, c'est-à-dire de ses diverses distances moléculaires actuelles, sans autre spécification ou détermination de cette dépendance, entraîne et explique la forme linéaire des expressions des t t
en dx g , ou donne la raison à la fois physique el mathématique de la
composition générale des formules (25) ; ce qu'un raisonnement seulement mathématique ètail impuissant à faire, comme nous avons dit.
A la note, citée ici par anticipation, de la fin du g 16, on dira quelles
réductions il faut faire dans le nombre des coefficients a a de
ces formules, distincts ou inégaux.
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du corps à l'autre. Mais ou se souviendra que les forces agissant sur une très petite portion de la surface sont de l'ordre de grandeur de celte portion, tout comme les forces agissant sur un èlémenl de volume sont de l'ordre de grandeur de cet élément. On peut donc, si dz est un élément de la surface, exprimer la force qui y agit par le produit de ch et d'un nombre fini qui représente la force extérieure s'exerçant sur l'unité de cet élément superficiel ; et. de même, si dX est un élément du volume, on peut exprimer la force agissant sur cet élément par le produit de dV et d'un nombre fini, qui représente la force sollicitant l'unité de volume du corps, en cet endroit.
Imaginons maintenant, dans l'intérieur du corps, un élément parallélépipède infiniment petit, qui avait originairement une forme rectangle et ses eûtes parallèles aux trois coordonnées d'un système orthogonal. Sollicité par les forces extérieures ou non réciproques (*) qui agissent sur les points intérieurs, il l'est aussi par les tractions qui agissent sur ses six faces, et qui résultent des forces moléculaires développées par les déplacements relatifs des divers points. Ces tractions, rapportées à l'unité superficielle, sont des grandeurs finies; elles sont donc, pour les faces de l'élément, de l'ordre de grandeur de ces faces, c'està-dire infiniment petites. D'autre part, les forces, agissant à l'intérieur de l'élément, et n'ayant des grandeurs finies que pour l'unité de son volume auquel elles sont proportionnelles, se trouvent être, comme ce volume, du troisième ordre de petitesse (**). Les tractions sur les faces doivent donc se faire mutuellement équilibre, à cela près de quantités infiniment plus petites qu'elles, et par conséquent, celles qui agissent sur des faces opposées doivent être, à la même approximation, égales, parallèles et opposées, en sorte que leurs différences sont, pour l'ordre de grandeur, comparables aux forces agissant à l'intérieur de l'élément. Par là se trouve établie la continuité de l'état intérieur du corps, en tant que les tensions ne changent, d'un point à un point voisin, que d'une grandeur de même ordre que la petite distance de ces deux points.
En général, les tensions ne sont point dirigées normalement aux faces du petit parallélépipède. Désignons, comme nous avons fait ci-
(*) Nous disons non réciproques (dans le système), car on n'y comprend pas celles qui s'exercent deux à deux en sens opposés entre les molécules d'un même élément, ni même celles qui émanent des éléments contigus et qui composent les tractions à travers ses faces ; et on y comprend, avec la pesanteur qui est leur type, les inerties de la matière en cas de mouvement.
(") A cet égard, les inerties, produits de masses et d'accélérations sont dans le même cas.
dessus, leurs neuf composantes parallèlement aux axes coordonnés. Si dx, dy, d: sont les entés du parallélépipède, nous aurons sur les faces les plus voisines de l'origine les composantes :
Suivant l'axe des a*. Suivant l'axe des y. Suivant l'axe, des :•
Sur la surface dydz trr dydz , t dydz , t .. dydz.
Sur la surface dzdx — t dzdx, i dzdx , t dzdx.
Sur la surface dxdy. .'. . ïzxdxdy, tjj dxdy, l„„dxdy.
Mais les tensions t d'intensités différentes aux divers points du corps
sont, d'après ce qui précède, des fonctions de x, y, z. Pour passer d'une
face à la face opposée on n'a, d'après eela, qu'à y faire croître x de dx,
y de dy, z de dz, ce qui change chaque force t en t -f- — dx, t + — dy,
ri
t-h —dz, respectivement. Par conséquent, on a, sur les trois faces les plus éloignées de l'origine les composantes suivantes :
Suivant l'axe des a\ Suivant l'axe des .'/. Suivant l'axe dos 3.
Sur dydz. (t,.„H_ °-Jïdx)dydz, (t^ + -fM dx) dydz , {txs+™dx)dyd*. Sur dzdx. (tyX + J^ dy) dzdx , (f + Ja ty) r/:,/,', (t +. Je dy) dzdx.
cy <v < ii
Sur dxdy. (f . , + °-^ dz) dxdy , ( t + — BL dz) dxdy, (t.. + —1* </;) d rrfy.
Considérons les t comme des tractions ou des tensions proprement dites lorsqu'elles sont positives, et les forces dont on vient d'écrire les grandeurs comme agissant dans les directions des coordonnées positives. Celles dont les grandeurs ont été écrites en premier lieu agissent dans des directions opposées. Nous devons encore, dans les sens des mêmes coordonnées x, y, z, compter les eomposanles des forces extérieures ou d'inertie agissant sur la masse du petit parallélépipède. Ce seront, si X, Y, Z désignent leurs intensités pour l'unité de volume,
X dxdydz , Y dxdydz , Z dxdydz.
Les conditions d'équilibre du parallélépipède élémentaire qui, si elles sont partout satisfaites, entraînent l'équilibre intérieur de tout le corps, sont la nullité des sommes dos composantes suivant chacun des trois
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axes, et la nullité des sommes des moments de rotation autour des mêmes axes.
Egalons d'abord à zéro les sommes de composantes, et observons que les composantes écrites en premier lieu doivent être prises avec le signe négatif puisqu'elles agissent dans des sens opposés aux demiaxes positifs. Les grandeurs de second ordre se détruisent, et en divisant ce qui reste par dxdydz, on a les équations
v t, il < i
-±L + *H -f- _^i . 1 \ = o , t x < if c x
'(l-r '<■ l„ Ct.,
ax cy tz w
Dans le calcul des înomenls de rotation, il reste, au contraire, des sommes de quantités de second ordre. On peut donc supprimer les termes du troisième. On n'aura ainsi à tenir compte, ni des forces extérieures s'exerçant à l'intérieur de l'élément, ni des composantes de tractions directement opposées agissant sur les faces parallèles deux à deux. Or on a déjà dit, au § 4, que si les forces agissant sur ces faces opposées sont égales et opposées mais contraires non directement, il suffît, pour l'équilibre de total ion, que Ton ait
Ces trois égalités ont donc encore lieu ici, en sorte que les neuf composantes des tractions se réduisent à six inégales, comme on l'a déjà admis, d'après le g 4, en posant les six formules (25) des t ..... t . En conséquence, les trois équations (24) sonl les seules qu'exige l'équilibre intérieur du corps.
Le parallélépipède infiniment petit dxdydz est, comme on voit, soumis à des tensions ordonnées entre elles de la même manière que celles qui agissaient sur les parallélépipèdes finis considérés aux
(•) Pour certaines questions délicates, relatives surtout aux fluides, et aussi pour les Iliaques très minces et très tendues, faisant membranes, on a besoin de fosseder des équations ayant un degré d'approximation de plus que celles (24). Voyez le calcul particulier qui en est donné aux n01 10 et 20 de la note du n° 73, sur les plaques. Ou peut voir aussi un mémoire de M. Boussinesq, sur les ondes liquides périodiques, au tome XX ries Savants étrangers.
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§§ précédents, en sorte que les considéra lions présentées alors sont applicables à l'état des éléments de l'intérieur de tout corps. Dans chacun d'eux, les points placés primitivement sur la surface d'une très petite sphère forment ensuite un ellipsoïde, qui sera étudié rigoureusement plus loin sous le nom d'ellipsoïde des déformations ou des dilatations. Toutes les petites faces planes, de même superficie, se croisant en un même point, supportent des tractions dont les directions sont les diamètres conjugués à ces faces, par rapport à une cerlaine surface du second degré, ellipsoïde ou hyperboloïde ; enfin, les extrémités des droilcs qui représentent ces diverses tractions, en direction comme en grandeur, mesurées à partir d'un même point, forment ensemble une autre surface qui est constamment un ellipsoïde. Les formules et propositions des §§ 5 à 10 subsistent ici sans la moindre modification. Mais, d'un point à l'autre du corps, les tractions changent ; en conséquence, les situations de ces surfaces courbes, les grandeurs et les directions de leurs axes principaux changent aussi.
Les formules (2) du g 5 donnent, par conséquent, les conditions particulières d'équilibre relatives à la surface libre du corps. Si l'on imagine un petit parallélépipède tranché obliquement par cette surface, on connaît la grandeur et la direction de la traction supportée par le plan de section, car c'est celle que subit l'élément de la surface et de son plan tangent de la part des forces extérieures. Soit T cette traction supposée connue, et soient m, ■/., p les angles que forme sa direction avec les trois axes coordonnés ; p, r/, r, les angles formés avec les mêmes axes par la normale à la surface, menée vers le dehors ; si
t , t t représentent toujours les composantes suivant les axes
coordonnés des tractions que supporte l'unité superficielle des faces du parallélépipède, supposées perpendiculaires à ces axes, les équations (2), page 18, doivent toujours être satisfaites, de sorte qu'on doit encore avoir
1 \ ri cos p -+- t cas q -h t(,. cos r = T cos o , ("2.')) < L cos p -+- t cos q -+- t cos r = T cos x,
( t.r cos p -+- t cos q H- t.. cos r = T cos p.
§13. — Expression des six déformations élémentaires (trois dilatations et trois glissements) en fonction des neuf dérivées ou quotients différentiels des déplacements des points.
les six équations (24), (25) expriment d'une manière complète les conditions d'équilibre. Mais, en faisant abstraction des trois dernières
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qui n'ont lieu qu'aux limites, c'est-à-dire à la surface, on a, dans trois
équations, six fonctions inconnues t , t t. , Rien n'est changé
quant au nombre des inconnues, si l'on met pour ces six fonctions leurs valeurs ('25) du £ 11, exprimées au moyen des déformations *\r' *V <V %yz> ö;x' £xy- ^ convient donc de ramener ces déformations à trois inconnues seulement, et l'on y arrive en remarquant que les divers parallélépipèdes élémentaires, assemblés sans discontinuité, forment, par leur réunion, le corps entier. Si, en considérant l'un de ces parallélépipèdes, x, y, z désignent les coordonnées primitives de celui de ses sommets qui est. le plus rapproché de l'origine, les trois sommets qui sont unis à celui-ci par les côtés dx, dy, dz, respectivement, ont pour coordonnées primitives
x -h dx ,
y^rdy,
; + dz.
Par suite des déplacements que produit, dans le corps, l'action des forces extérieures, le premier sommet acquiert généralement des coordonnées nouvelles. Si nous les désignons par
x ■+- u , y -h v , z -f- ut ,
u, v, w, représentent les déplacements de ce sommet dans les sens positifs des axes coordonnés. Ces déplacements u, v, w varient d'un point à l'autre et sont, par conséquent, des fonctions de x, y, z. On obtient donc les déplacements des trois autres sommets considérés en remplaçant, pour le premier des trois, x par .r -h (te; pour le second, j/par y -+-dy; pour le troisième, z par z -h dz. Leurs coordonnées deviennent ainsi, après les déplacements opérés,
cJw 7
z-^w-^s- dx ox
z-\r-w-\- -r- dy,
<-\-dz + w ■+- -g- dz.
Si l'on retranche les coordonnées x -f- u, y -+- v, z -h iv du sommet considéré en premier lieu, l'on a pour les projections, sur les axes
eu , x H- dx H- m H- —dx,
y+v+itedx'
vy
i dv , y+dy-jrv-hg-dy,
du , X-{-U~\--ërdz,
oz
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coordonnés, des trois côtés adjacents, dilatés et déplacés, 1. 1 H- - -\dx , rfir, — "•'' .
\ C'Xj ( X C X
<-' Il i ' v . ( . C il' \ .
àz , — (h, 1 H- — W
Par conséquent, l'on obtient les longueurs nouvelles <7a; (1 4- î*r), r/y ("1 -(- D Y ote/l H- 33) de ces côtés en égalant leurs carrés à la somme des carrés de leurs trois projections respectives. Il en résulte, en effaçant les fadeurs communs c/j:% dy1, ch\
'] -+- ? y- = l h- TT + — + — ..
■'' \ ri' \ ( x i \c x !
Mais les projections de ces mémos côtés sur les axes ./ •, //, z, divisées par leurs longueurs, donnent les cosinus des angles que forment actuellement leurs directions avec les axes ; cl si Ton multiplie deux à deux les cosinus relatifs à deux directions, la somme des trois produits est le cosinus de l'angle que font entre elles ces mêmes directions de deux côtés après leurs déplacements. On trouve ainsi
oll cU , I . cV\ oV , '< il' , . . (W ^ \ Vy iz ' \ < ij ' ( % t i/ y c z !
cos -
1 < a t . , ( n \ cv cv . / . , f w\cw
/ i \J"\'" j_ — / i u'r\ i — — _ \ x~T~9x h il ' '<■<■ V < >l ' r i x '< !/
Si le corps possède en toussons des dimensions unies, u, y, w el leurs quotients différentiels sont nécessairement partout de 1res petites
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grandeurs. .Mais La même nécessité n'a plus lieu si une ou deux dimensions du corps deviennent frès petites, les déplacements des points pouvant devenir très grands, comme on le reconnaît évidemment par le cas d'une plaque ou d'une ti^e élastique très mince, et comme on l'a déjà dit à la fin du § 1. Nous exclurons ici ce cas. qui sera traité spécialement plus lard. Les dimensions étant supposées partout finies, on peut, dans les équations (26), r27). négliger les puissances supérieures et les produits des divers quotients différentiels de ?/, v, w>, et aussi des grandeurs ?,«?,?, g , s , g .
x1 i/1 s' &yz Dax1 ~ni'
Cela réduit ces équations à la forme plus simple
-\ _ cU
x ~ dx
■y CV
iï =
f IV
bzx
Bxy
ex
(*) Si l'on veut avoir les expressions de iïx, dy, ï. , jusqu'aux carrés et produits binaires, inclusivement, des quotients différentiels ~ , l'on n'a, pour dx par exemple.
qu'à extraire les racines carrées des deux membres de la première équation (26). Mais une remarque essentielle qui m'a été faite en 1870 par M. Brill, professeur à Giessen, est qu'en
développant par la formule du binôme la puissance - du second membre mis sous la forme
'+[»£+ö-:)'+(£),+CT.
il ne faut pas se contenter des deux premiers termes 1 + ^ 2 -c (- I du développe-
ment, car le troisième terme
vjg-o[«ê+ r
fournit, comme le second, une des quantités du deuxième ordre dont on a l'intention de tenir compte; et cette quantité en détruit exactement une autre qui vient du second terme. Le résultat est ainsi, en retranchant 1 des deux membres.
. du , i /fi' y i (twy
Si l'on veuf, de même, avoir?,,-, on n'a qu'à multiplier le numérateur de la première
expression (2/) par 1 — 7 ^ > ce qui revient, a ce degré d approximation, à le diviser par le dénominateur de la même expression, et ce qui donne
fV [ , Cll'\ , C W f ( v\ r a du
On obtient de la même manière les valeurs de D9 , ?. , gzx, gXIJ.
(Voir, au Journal de mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, Ie série, t XVI, 1871, un mémoire compreiant un complément et une modification à un autre mémoire, de 1863.)
J'ajoute à ces formules celle qui donne L'accroissement de l'unité de volume. Comme les eûtes de l'élément restent à peu prés rectangulaires entre eux, on peut toujours exprimer son volume par le produit de ses trois côtés. Le volume du prisme déformé est ainsi
dxdydz (1 H-Î5J [\ +îy (1 -+-3J;
et comme le volume primitif était dxdydz, l'unité de volume est devenue (1 -HöJ (1 4- <y (1 + 3J ou 1 -h pa + 3y-t-<y en négligeant les quanlités d'ordre supérieur. Donc p,. + ö 4- 3J est l'augmentation proportionnelle de l'unité de volume, et si nous appelons u celte augmentation, nous avons
v ' ux vy dz
Les équations (28) sont celles que nous cherchions, puisqu'elles expriment les six déformations élémentaires et par conséquent aussi les six composants de tractions (*) par les quotienls différentiels partiels de trois fonctions u, u, w. Si l'on substitue les vlaeurs (28) de
ö g dans les expressions (25), puis celles-ci dans les équations
(24), on obtient trois équations différentielles partielles simultanées de second ordre pour u, v. w. Ce sont les équations générales de l'équilibre d'un corps élastique : Elles seront données au § 17.
g 14. — Équations du mouvement, exprimées comme celles de l'équilibre du § 12, au moyen des six composantes des tensions intérieures, et des trois composantes des forces extérieures agissant sur les points intérieurs.
Lorsqu'il y a des mouvements intérieurs, leurs équations se déduisent facilement de ce qui précède en appliquant le principe général qui porte le nom de d'Alembert (**). Soit m la masse de l'unité de volume
(") Ces six déformation» élémentaires Df , ?„ gr^, et ces six composantes de tractions ïxx, t«u t.n/ sont ce que les géomètres et les ingénieurs anglais appellent respectivement strains et stresses.
[*') On facilite beaucoup, aujourd'hui, l'application de ce principe en comptant, au nombre des forces, les inerties des mobiles, évaluées par les produits, pris en signe contraire, de leurs masses par les accélérations, et en posant les équations de l'équilibre (dit dynamique), où ces forces figurent comme les autres. De cette manière, on n'a même nul besoin de rappeler ce principe, dont l'énoncé, quoi qu'on fasse ou de quelque manière qu'on modifie celui que d'Alembert en a donné, et toujours obscur.
C'est ainsi que l'oncelet, surtout, a su introduire dans les cours élémentaires et pratiques l'établissement des équations de la dynamique des systèmes quelconques, aussi facilement que celles de leur statique.
ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS. MISE EN COMPTE DES ENEUTJES
du corps, mdxdydz sera celle du parallélépipède élémentaire considéré ci-dessus, et les forces nécessaires pour produire L'équilibre seront les produits, pris en signe contraire, de celte masse par les accélérations qu'il possède à l'instant où Ton se trouve. Cet élément a décrit, parallèlement aux axes, les chemins u, v, w qui expriment ses déplacements et qui dépendent, non seulement des coordonnées x, y, z, mais encore du temps /. Les accélérations ne sont donc autre chose que les quotients différentiels du second ordre
ohi ( 'v (2w
Cl' CT ( l-
Et, pour établir les équations de condition de l'équilibre, il suffira d'ajouter, aux forces extérieures, les produits négatifs de mdxdydz par les accélérations ; ou bien, comme les forces ci-dessus étaient rapportées à l'unité de volume, de poser, au lieu de X, Y, Z, les expressions
et, par suite, on déduira des équations (24) les équations générales de mouvement
c hi ci i t , H
et' aX < y c i
G2» et (A '( f
(50, m : _jr?4. _M +-E+ Y,
| C~W cl ( t cl
c /- c .' c /y ci
On a ainsi trois équations différentielles partielles simultanées pour. déterminer u, v} w, en exprimant d'abord les tensions t au moyen de (25), page 58, en fonction de ^., dy, ?., gya, g. ., g— puis ces grandeurs au moyen des équations (28) en fonction des quotients différentiels mêmes de u, v, w.
Les considérations sur l'ellipsoïde d'élasticité, ainsi que celles qui ont été présentées sur les conditions limites (25) relatives à la surface du corps, restent absolument les mêmes; elles sont en effet indépen-
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dantcs des forces agissant sur l'intérieur, du parallélépipède élémentaire, et par conséquent aussi des accélérations (*).
Les équations (30) donnent lieu à. une proposition remarquable qui simplifie notablement la recherche des petits mouvements intérieurs (oscillations ou vibrations) d'un corps élastique. Les forces X, Y, Z, agissant sur les molécules de l'intérieur sont en général, tout comme les forces T cosct, T cos •/., T cos p, qui s'exercent sur la surface, fonctions des coordonnées de leurs points d'application ; elles deviennent par conséquent, pendant le mouvement, fonctions de x ■+■ u, y -\- v, z-ï-w. Mais comme w, v, w sont des quantités très petites, on peut, dans les expressions de X, Y, Z, T, les négliger par rapport à rc, y, z, c'est-à-dire qu'on peut calculer ces forces comme si elles agissaient sur le même point d'application qu'à l'état de repos. Si l'on suppose, en outre, que les forces ne sont pas variables avec le temps, elles ne sont plus fonctions que de x, y, z. Désignons maintenant par n', v', w' les déplacements que produisent les forces agissant tant à l'extérieur qu'à l'intérieur du corps lorsqu'elles sont arrivées à produire l'équilibre, effet qui est toujours possible si elles sont indépendantes du temps (**). Si nous désignons en outre par t' les tensions correspondantes qui s'expriment toujours linéairement par les formules (25) et (28) en fonction des quotients différentiels de u' , v', w', nous aurons pour la détermination de u'; v', w' les équations
cl cl' ( V
o=--B-\-^yy-h — ^+ y,
iVx o]y < z
dV„ c l'.„ W < x c y c z
avec les conditions limites relatives à la surface
T cos ct = t'xx cos p -+- t' cos q h- t';.; cos r , T cos •/. = t' cos p -f l' cos q -t- 1/ cos r , T cos p - l' cos p-+ V cos q -+- t'.. cos r .
ii sont, disons-nous, en signe contraire, les produits des accélérations parle ma de points ou des éléments matériels.
i !i à i ondition, bien entendu, que cos forces ne seront pas d'une intensité allant jusi|u i dépas er ce qu'on appelle la limite de l'élasticité de la matière du corps, et à y produire des déformations permanentes ou des ruptures-
§ 14. — OSCILLATIONS Ou VIBRATIONS. 55
Maintenant si, pour les mouvements du corps, pris sous l'influence de ces forces, on pose
l*0 — l xy ^ l xy '
de sorte que u", v" ', lu" représentent les mouvements calculés à partir des positions d'équilibre, alors, en ayant é.ard aux équations posées tout à l'heure, il ne reste des équations (50) que
lxx l XX I l xx '
t =1' -ht" ,
IV = w'
-hw",
d*u" ê)t" cM' , d\!'„
XX _[_ Xlf I X.3
^V" a" , a" aa
O'W O t , Cl 6 t
dV dx ï)y oz
et, des conditions limites qui viennent d'être posées, que
0 = t"xx cos j) H- t" cos g + t",.. cos r , 0 = l"//;: cos p -f t"w cos q -f t"yî cos r , 0 = t" cos y> -{" *■"., cos 'Z ~+~ l"» cos r •
Ces équations sont précisément celles que l'on poserait pour déterminer les oscillations autour de chaque position initiale x, y, z, si aucune force n'agissait, ni sur l'intérieur, ni sur l'extérieur du corps.
On a donc ce théorème :
Les oscillations d'un corps soumis à des forces extérieures, autour de la position d'équilibre qui correspond à ces forces pour chaque point, sont rigoureusement identiques (*) à celles qu'exécutent les points du corps autour de leur position naturelle lorsqu aucune force extérieure n'agit sur lui.
On voit que, par ce théorème, le problème se divise en deux parties la recherche de la position d'équilibre, et la détermination d'oscillations s'exécutant sans intervention de forces extérieures.
cl"
(*) Quant à la forme, bien entendu, car les = qui entrent dans les six équations
qu'on vient d'écrire, ne sont pas rigoureusement égaux aux -^ . de l'état naturel.
cJ(x, y, s)
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g 15. — Ellipsoïde des déformations.
Les développements du ^15 donnent le moyen d'étudier l'ellipsoïde des déformations plus complètement que nous n'avons fait à la fin du £ 4. Par un point du corps dont x, y, z sont les coordonnées par rapport à un système donné d'axes rectangulaires, menons trois axes nouveaux, parallèles à ceux-ci, et désignons par x', y', z' les coordonnées d'un point, par rapport à ce nouveau système d'axes. Alors
CI) xß -[- 7/ H- s'9 = î2
est l'équation d'une sphère dont le centre est au point (x, y, z) origine des coordonnées nouvelles x', y', z et dont le rayon est une longueur e, supposée très petite. Les points placés sur cette surface sphérique prennent, après la déformation du corps, des positions nouvelles dont les coordonnées s'obtiendront en introduisant, dans les coordonnées x-\-u, y-\-v, z-{-w du centre déplacé, au lieu de ses coordonnées originelles x, y, z, les coordonnées x -f- x', y -\-y', z-j-z' d'un point de la surface sphérique. Mais si x\ y', z' sont très petits, on peut développer les fonctions a, v, w suivant les puissances de x', y', z', et ne conserver que les termes affectés de leurs premières puissances. Alors les coordonnées du point de la surface sphérique après son déplacement deviennent
1 , . du . . du , . du ,
x\-x +u+j-xx +J-yy +J-zz ,
y -+- y' -+- v h- 7- x1 + j- y' -h fj-z z '
1 , c'w . o'w . ( ir ,
Pour rapporter ces coordonnées à un système d'axes menés par le centre de la sphère après son déplacement, il suffit d'en retrancher les coordonnées x -\-u, y-\-v, z-\-w de ce centre déplacé; et si l'on désigne para;", y", z" les coordonnées par rapport à ce nouveau système d'axes, on a
( x ] " r ij , z-
<Jx \ < !l ■ -•
ELLIPSOÏDE DES DÉFORMATIONS
Tirons x' de la première de ces équations, y' de la seconde, z' de la troisième. Comme les quotients différentiels de u, v, w sont petits par rapport à 1, on peut, dans les termes qui en sont affectés, ainsi que des petites coordonnées x', y', z', changer celles-ci respectivement en ./ ■■", //", z", parce que ce ne sera commettre qu'une erreur d'un ordre de petitesse plus élevé. Alors, les équations ci -dessus fournissent
II' ,. ( IV C IV
ou, en négligeant les termes d'ordre supérieur,
(oi) - 4- 1 — 2 — ) y — 2 v— -h — ) z .'■ ,
Au moyen de la considération des coordonnées de plans du § 9, on reconnaît, par la forme de l'équation (35) de l'ellipsoïde qu'elle représente, que les trois lignes d'intersection mutuelle des plans ayant pour équations
Ty
z WZ i
r U C V II
C II
„ t il'
sont des diamètres conjugués de ce môme ellipsoïde. Mais les équations (32) montrent que ces plans, dans l'état de repos (état primitif), sont représentés par
c'est-à-dire que ces plans étaient originairement parallèles aux côtés du parallélépipède qui a été déformé. Enfin, si l'on remarque que le choix des axes coordonnés était arbitraire et que, par conséquent, on peut trouver le même résultat pour trois directions quelconques originairement rectangulaires les unes sur les autres, on en déduira le théorème suivant:
Chaque système de trois lignes originairement perpendiculaires entre elles devient un système de trois diamètres conjugues de l'ellipsoïde des déformations. Cela se trouvait déjà indiqué au § 4.
La forme (54) de l'équation de l'ellipsoïde des déformations présente un certain intérêt, en ce que tous ses coefficients peuvent recevoir immédiatement une signification géométrique. Car, eu égard aux expressions (28) des six petites déformations D, g, cette équation peut s'écrire
Eä=(l-2ÖJ^-2gyJ"2"
+ (* - H.) y- _ 2 gÄ *■ **
■+- (1 - 2 D3 ) z"1 - 2 Sxy x" y".
Il est facile, comme on l'a fait au § 6 pour l'ellipsoïde d'élasticité, de trouver les axes principaux de cette surface.
Je montrerai seulement ici que dans des milieux isotropes, les directions des axes principaux de cette surface coïncident avec les directions des axes principaux de l 'ellipsoïde d'élasticité.
En etfet, si dans l'équation précédente on remplace Zx, Z gx;/
par leurs valeurs en fonction des tensions, pouvant être déduites des équations (1 c) du§ 4, page 14, cette équation devient
l~ = U"8 + y"1 + z"') (i -+- 2 ï) *■*■■*■ + l!iu + *~ )
"2nrD^^+tw^+t»^+2V«^+ats»J!**"H-2Wa:'^)
(*) Équation où, vu G= ' de la fin du g 3, il conviendrait de remplacer ~-^ par
(. - et 2 — — par-; car le coefficient G d'élaslicité de glisssement, aussi facile à
mesurer, au moyen d'expériences de torsion, que l'es) celui E d'élasticité d'extension, doit nilrer plus couvenablcmcnl clan h formules que la fraction n,
TRAVAIL DES DÉFORMATIONS
Si maintenant on veut prendre pour axes coordonnés les axes principaux de l'ellipsoïde d'élasticité, on n'a qu'à effacer les ty,, t,x, t , et à remplacer les t,.,., t , t„ par T', T", T'". On obtient ainsi, pour l'équation de l'ellipsoïde de déformation,
Comme elle ne contient pas les produits deux à deux de x", y", z", on voit que l'ellipsoïde de déformation, rapporté aux axes principaux de l'ellipsoïde d'élasticité, se trouve, par cela seul, rapporté aussi à ses axes principaux propres.
Pour des substances cristallines, et plus généralement pour toutes les substances hétérotropes, la même propriété n'existe plus (*).
g 16. — Détermination du travail pour une petite déformation d'un corps. Relations qu'on en déduit entre les trente-six coefficients qui servent à définir la manière de se comporter d'une substance cristalline, ou de toute substance solide non isotrope.
Imaginons (**) qu'un corps, soumis à l'action de forces quelconques, subisse une suite de changements dans sa forme, en sorte que ses divers points (x, y, z) dont les coordonnées sont devenues x -\- u, y -f-u, z-j- w, continuent de se déplacer, et franchissent, pendant un temps infiniment pelit, des espaces élémentaires ou, cv, cw parallèlement aux x, aux y et aux z. Le travail produit dans tout le corps par ce petit mouvement s'obtiendra en multipliant un élément dxdydz
{") On verra à la Note de la fin du g 57, que la détermination des plus grandes dilatations, revenant à celle des axes de l'ellipsoïde des déformations, détermination que l'auteur néglige, ici et ailleurs, de faire, est bien plus importante que celle des axes et des propriétés de l'ellipsoïde dit d'élasticité ou des tensions, du g 6; ellipsoïde qui, dans le t'ait, sert peu ou point.
Nous pourrions donner ici, comme en son lieu naturel, l'établissement de l'équation du troisième degré, analogue à celle (7) du § G, dont les racines fournissent les trois dilatations principales. Nous prêterons le renvoyer au n° 5, équation (e), de cette Note de la fin du § 37, qui traite des limites à imposer aux forces extérieures auxquelles on soumet les pièces solides, ou de ce qu'on appelle les conditions de résistance permanente à la rupture, aiin de ne pas diviser et interrompre ce qui est relatif à cet important sujet.
{") Nous avons dû ici. jusqu'à l'équation &W=...., changer un peu la rédaction de Clibsch, pour la rendre plus claire.
de son volume par les composantes, dans les directions x, y, z des forces agissant sur l'unité de ce volume et respectivement parles petits espaces parcourus eu, îv, Ziv, puis ajoutant les trois produits et intégrant leur somme pour toute l'étendue ou pour tous les éléments du corps. Or, les trois composantes de forces agissant sur l'unité de volume de l 'élément dxdydz ne sont autre chose que les seconds membres des équations (50) du g 14, page 51, c'est-à-dire
_il -(- —il' -h _ — -+- X dans le sons dos x »
c x c y dz
et deux quadrinômes analogues dans les sens y et s. L'élément de travail produit pendant que les points parcourent les espaces dont les projections sur les x, y, z sont lu, ov, civ, se présente donc sous la forme
fîW r7II-i-;v, où
5 U = j 1 1 (X § h -f- Y or -h Z o w) dx <Iy di
représente le travail des forces extérieures agissant sur l'intérieur du corps, el
ex cJy cz
fff +or(;V + ^>+V- \ dxdydz, .'.'.! v < x (il < :- |
/cri.
Vrt. ; t.
représente le travail des tensions qui proviennent, tant des actions réciproques de ses molécules, que des forces quelconques de pression et de traction pouvant solliciter sa surface.
Considérons d'abord un seul des neuf termes de cette dernière intégrale triple, par exemple
dx il y ih- .
JJJ
Intégrons par rapport à x partiellement, à savoir pour la pelile portion du corps qui est contenue dans un canal infiniment délié dont nous considérons la section dydz comme constante ainsi que les coordonnées y e! z. Cette intégration par parties, si Ton remplace, dans
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le second terme, -~ — par M^-j qui lui est identique, nous donne
I expression
La parenthèse carrée signifie qu'au lieu de l'expression t,,,.îu qu'elle renferme, on doit mettre la différence des valeurs que prend cette expression aux deux extrémités du canal considéré. Désignons maintenant par de, (W, les éléments que découpe, sur la surface du corps, ce canal à ses extrémités, et par p, q, r les angles que forme avec les axes coordonnés la normale à (h menée vers l'extérieur du corps, enfin par //, q ', r\ les mêmes angles pour la normale à de'.
Si c/7 est l'extrémité antérieure du canal, c'est-à-dire celle qui se trouve le plus du côté positif des x, et ds' son extrémité postérieure, cos /> est nécessairement positif, et cos p' négatif, en sorte qu'on a dy dz. =. d(7 cos p = — dn' cos //.
La différence des valeurs limites de tr(. ou dydz devient donc la somme des valeurs que prend l'expression t^. lu dç cos p pour les extrémités du canal. Au lieu d'étendre l'intégrale double ci-dessus aux extrémités de tous les canaux parallèles à l'axe des x que l'on peut mener semblablement dans l'intérieur du corps, il est évidemment possible d'intégrer directement pour l'ensemble des éléments dç qui comprennent les éléments dé. Donc
Il [t,., îm] dydz l txxSu <h eos p.
On arriverait au même résultat si le canal coupait la surface du corps plus de deux fois. Le nombre des points d'intersection du canal et de la surface est évidemment toujours pair, attendu que chaque fois que le canal entre par un point dans l'intérieur du corps, il doit
en sortir par un autre. Désignons ces points par 1, 2 In. Alors
nous aurons à intégrer le long du canal, dans toutes les parties situées ;i l'intérieur du corps, par conséquent du point 1 au point 2. du point 5 au point i, etc., et au lieu de [t,.,. S?/] nous devrons écrire
t Su \ — (t Su) -h -f- ( t Su\ — (t Su).
Pour chacun des points d'entrée du canal, nous aurons, comme ci-dessus,
il il ih - — de , . , COS p , ,
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et pour chacun des points de sortie
dydz = da2k cospik.
De sorte que l'intégrale ff [/,.,. Zu] dydz prend la forme
ff \ (tj'e SU \n ***** ^2" ^ + [Kx * ?')l "*P* (Ui |"
Si donc, comme tout à l'heure, nous intégrons, non pas pour tous les canaux possibles parallèles à l'axe des x, mais pour tous les éléments de de la surface, cette même intégrale peut être remplacée simplement par
txxSn da cos p ,
ce qui était à démontrer. Ainsi, dans tous les cas, on remplacera le terme de oV que nous avons considéré, par
t Su da cos p — lii tzz§ (^— ) dxdydz,
où la première intégrale doit être étendue à toute la surface a du corps (*).
Si l'on fait de même pour tous les autres termes de o V, on obtient
av^si^ — au8,
cil, représentant l'ensemble des intégrales simples, et cU2 l'ensemble
des intégrales triples comme est celle de l'expression binôme en t,(. qu'on vient d'écrire. Et l'on a
5Uj = f(txx cos p -+- t cos q + tM cos r) Su d<r
"+- f(lyx C0S P + Kjy C0S 9 + t,/:. C0S V) Sv lh
-f- f{t cos p -ht cos </ H- t.. cos r) o//' ï/t.
(") On aurait pu, dans l'expression / / / ou ~M dxdijdz, mettre, à la place de
Si g)(t Su) 9/Su\
ouxx, __xx — % SI —I» comme on fait le plus ordinairement en pareil cas, pour
ox ex \('^l
n'avoir pas à parler d'intégration par parties.
fer ( (\ Su)
Quanta la transformation qui vient d'être faite, d'une intégrale I / / " dxdydz
pour tout un volume, en une intégrale pour sa superlicie a, et à celle qui peut être faite de même d'une integrale pour toute une superlicie plane, en une intégrale pour son contour, elles sont d'un usage fréquent et nécessaire, bien qu'il n'en soit pas question dans L'enseignement de nos écoles. Le premier exemple parait en avoir été donné dans la Mécanique analytique. Lamé en a offert une application à la deuxième (g 10) de ses Leçons de 1852 sur la théorie de l élasticité.
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Or les expressions entre parenthèses sont précisément celles qui, d'après les équations (25), équivalent aux composantes T cos t.>, Tcosx, T cos p des forces de traction T appliquées à la surface du corps ; oU, n'est donc rien autre chose que le travail de ces forces de traction extérieures, en sorte que
SU = fl (cos ct Su -f- cos •/ or -f- cos p Sw) th. On trouvera de même que les huit termes de 2U2 autres que celui qui contient tr).o ( — J, et que nous avons écrit, sont affectés, sous le triple signe d'intégration, des incréments 8 des autres quotients différentiels
(U tU cV (W , ,. , , .
— >— > — — des déplacements u,v,iu et des autres composantes
( y t z c oc o z
tyy des tensions; d'où résulte, en mettant, d'après les expressions
(28), les déformations élémentaires S_, 3„ g,.„aulieu de 77-, 7^-
tU c V
cl) ( X
On a ainsi pour le travail total
3\V= 3U + 3Ü, — ÎUS,
où <îU et oUt représentent les travaux des forces extérieures agissant respectivement sur les points intérieurs et sur la surface du corps. Par conséquent — £U2 est nécessairement le travail des forces internes qui procèdent des actions moléculaires (*).
(*) M. Kirchhoff a eu l'obligeance de m'indiquer, vers 1858, une manière s-imple et directe de se rendre compte de la composition sextinôme de l'expression ainsi donnée du travail interne ou moléculaire <5U pour l'unité de volume d'un élément. Soient x, y, z les trois côtés très petits, parallèles aux x, y, x, de cet élément rectangle; 1° si la dilatation d déjà subie par son côté x vient à être accrue de Sd , les deux faces opposées et égales yz s'éloignent de xSd ; les composantes normales de tension exercées par la matière environnante sur ces faces produisent un travail yz t x od ; cela fait, par unité du volume xyz, le travail
t o«) ; 2° si, l'une des deux faces opposées yz restant immobile, le glissement g vient à j.r x ^xij
augmenter de 5g , il y a un cheminement xôg de l'autre face parallèlement à celle-ci ; en
sorte que la tension tangent ielle t qui agit par unité de sa surface yz dans le sens y de ce cheminement, produit un travail yzt xSg . Il y a bien deux autres faces sur lesquelles agit une tension ou t égale à t ; ce sont les faces xz. Elles ont, dans ce mouvement, pivoté autour des deux côtés z de celle des deux faces yz qui est restée immobile; mais les tensions t s'y exercent dans le sens x et non dans le sens y qui a été celui du mouvement,
Or on sait que le travail des forces internes d'un corps est constamment une différentielle complète, ou. en d'autres termes, que le travail correspondant à un déplacement fini dépend seulement de la position initiale et de la position finale des diverses parties ou molécules du corps, mais non du chemin par lequel elles ont passé d'une position à l'autre. Comme, d'autre part [§H, expressions (23)], les l,,
t,.(/sontdes fonctions linéaires.de3 , î\, ga.(/, il doit nécessairement y
avoir une fonction homogène, du second denn', de ces grandeurs, dont les quotients différentiels par rapport à e,, £,,.... g,,, sont les six tensions ; de sorte que la différentielle complète par o de cette lunelion, laquelle peut être désignée par F, peut s'écrire
(34 a) 8F (,,.,. fàx-h t,iy *^+tJS »Ss+t^ *g^H-t«*g«-MXff*g,ff •
11 résulte de là, pour les milieux non isotropes, une série d'équations de condition entre les coefficients a des expressions générales (25) des six composantes des tensions ; car, par exemple, t, .,. différence par rapport à 3 , doit donner le même résultat que t,^ différent ié par rapport à dx. Toutes ces équations de condition peuvent être représentées par la seule équation suivante, dans laquelle les indices /, h, /, m, peuvent être remplacés successivement par x, y, z :
ik. Im Im. il<
Ces conditions, qui sont au nombre de quinze, réduisent à 21 différents les 56 coefficients a, ainsi qu'on l'a déjà dit plus haut (*).
elles n'ont donc rien ajouté au travail vzi xSg des tensions t , travail qui est ainsi,
•' J XIJ °Xil .1/1 '
seulement, l Se par unité de volume de l'élément. Or, le travail des six tensions sur les laces de l'élément doit, pour que l'équilibre ail lieu après comme avant ces petits mouvements, être égal (au signe près) au travail moléculaire de l'intérieur de l'élément. Donc ce travail a bien pour grandeur, par unité de volume, le sextinôme (' ( 53^ + ....-f-t ^ 5g ) de la parenthèse de L'expression de SU . (Voir l'appendice V de l'édition annotée de Navier de 1864, ou un article des Comptes rendus Sur le nombre des coefficients, etc.. du 10 novembre 1861. t. LUI, p. 1107.)
(*) En effet [et sans avoir besoin de dire et. de faire voir, d'après la forme des expressions (23), que r doive être une fonction homogène du second degré], il suffit, pour arriver
au but actuel de l'auteur, à savoir, la réductibilité des 36 coefficients a a à
.... •' ' ■ 21 inégaux, de regarder comme admis et nécessaire, ainsi qu'il le fait, que le travail intérieur, exprimé par la parenthèse de SU ou le second membre de (54 ci soit la différentielle exacte, par S, d'une fonction des six quantités d , D g qui aurait leurs sis
multiplicateurs t t pour ses dérivées partielles par rapport à "Iles respectivement.
Car cela exige qu'on ail bien, entre les dérivées de ces six multiplicateurs eux-mêmes
ii 'i i I '. ' ' •' combinés deux à deux, les -1-=: 15 égalités, (elles que '- — —;—- ■ "',
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La fonction F est facile à déterminer.
Elle se présente même, pour les substances isotropes, sous une forme assez simple. En effet, si au moyen des équations ( l c) du § 4, page 14, on exprime les t en fonction de D„ D , d3, g , gsj;, g,.., si l'on introduit les valeurs ainsi trouvées dans l'équation (34 a) et si l'on intègre, on obtient
m , E ( -2 n (c* H- c> -f- e* )- sr - -+- "• - -A- "■ - )
2(lH-9)j * * 3 l— 2n 2 ^ 2
ou
E IA1 , A r . 2"? E-2G (*)
Tri ; peut être remplace par G, et -= jr— par -=-= — =-
2(1+9) .1 — 2ol 5G— E
1. Fondement de la réduction à 21 inégaux au plus, par George Green, des 56 coefficients des formules générales des six composantes rectangulaires des tensions élastiques. — C'est cet illustre physicien, déjà cité au n° 5 d'une Note de la fin du § 11, qui a opéré, de la manière ingénieuse rapportée par Clebsch, la réduction dont nous parlons.
Il la fonde, dans ses deux célèbres mémoires d'optique mathématique (On the Laws of Reflexion and Re fraction, Il novembre 1857, et On propagation of Light in crystallised Media, !20 may 1859, au volume VIII. 1859-1841, des Transactions de Cambridge), sur ce principe, posé à la première page, que « de quelque manière que les éléments d'un système matériel agissent les uns sur les autres, la somme des produits de leurs actions par les éléments de leurs directions », ou, comme on dirait aujourd'hui, la somme de leurs travaux pendant un temps infiniment court, « doit être la différentielle exacte ou complète de quelque fonction » ; parce que (ajoute-t-il. p. 4) si cela n'était pas, « le mouvement perpétuel serait possible; et nous avons toute raison de penser que les forces, dans l'univers, sont disposées de manière à faire de cela une naturelle impossibilité. »
l2. Le principe ainsi invoqué par Green revient à celui de la conservation des forces vives. — En effet celui-ci, dont on déduit, lorsqu'il est une fois admis, l'impossibilité du mouvement perpétuel, peut être regardé réciproquement comme une conséquence de celte impossibilité.
On sait qu'il s'exprime par une équation
M 2 >ni+W(*>y> -■'■'■ !/'-'-v.-'' )=
une constante. C
dont le premier terme représente la somme des produits des masses m de tous les points d'un système matériel par les demi-carrés de leurs vitesses V à un instant quelconque, et dont le second, Y, est une fonction des coor-
données x, y, z, x' au même instant, de tous ces points supposés n'éprouver que leurs actions mutuelles, auxquelles peuvent se joindre des actions émanées de points extérieurs fixes. Or, pendant toute portion infini-
ment courte dt du temps, l'augmentation 2>n—-\dt de Swi^- est identiquement égale à une somme d'autres produits qui, cinématiquement, sont ceux de masses m par des accélérations composantes ou partielles regardées comme ducs à ces deux espèces de forces, et par des espaces parcourus estimés ou projetés suivant leurs directions; produits qu'on appelle les travaux de ces mêmes forces (*). L'équation (a) revient ainsi à ce que le travail total, pendant un temps élémentaire dt, dans le système que ces forces sollicitent, est la différentielle complète, par rapport au temps t, de la fonction Y des coordonnées, ou à ce que, entre deux instants aussi èloi-
(*) En effet, appelons J 1 accélération actuelle d'un point matériel m; j = — , j= — ,
les composantes de cette accélération de m dans les directions p, p' de ses lignes de
jonction tant avec les autres points matériels du système qu'avec des centres d'action extérieurs fixes, en sorte que P, P' sont ce qu'on appelle les forces ou les actions exercées
sur m par ces divers points. Projetons toutes ces accélérations sur la direction V de la vitesse actuelle de m, nous aurons
J cos (J, V) = j cos (j, V) + f cos (/', V) +
dV Multiplions de part et d'autre par mV dt. Comme J cos (J,V) —-y-.t le premier membre sera
jjiY — dt ; mj, mj'.. .. seront remplacés par P,P' ; Xdt cos (V, _;'), Xdt cos (V, /)
seront les expressions de l'espace parcouru projeté ou estimé suivant les directions respectives p, p' de ,/', j' ou de P, P' Appelons, suivant l'usage, dp, dp' ces espaces
infinitésimaux ainsi projetés et S l'indice d'une somme pour toutes les accélérations partielles y, ou pour toutes les forces P agissant sur le point m, nous aurons
dN m V tt dt, ou m V d V — S P dp .
dt
Faisons la somme do toutes les équations comme celle-là, relatives aux divers points m, m'. ... du système, et prenons S pour l'indice de cette somme, nous aurons
2mVdV=ZSPd/> ,
équation de pure cinématique si pour les P on met des mj, les m désignant des nombres d'atomes ou de points élémentaires tous égaux dont on supposerai! le corps composé ; mais équation dont le second membre représente bien ce que l'on appelle la somme des travaux
de toutes les forces du système; s ne dans laqili lie les tenues relatifs à l'action mutuelle
P de deux des points du système se réuniront c me on sait en un seul Pdp, où dp. au lieu
de représenter les espaces parcourus par ces deux points, représentera la diminution de
leur distance pendant l'instanl df,ou son aug ntation, selon que ces points s'attirent ou se
repoussent ; ce qu'il fallait démontrer.
El l'un sait, du reste, qu'un nombre fort grand île tenues du second membre peut être effacé sans erreur sensible lorsqu'on suppose approximativement (car cela n'a jamais lieu
exactement) (pie des distances de points n'ont pas varié.
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gnés qu'on veut l'un de l'autre, le travail accompli ne dépend que des situations initiales et finales des points m; de sorte qu'il est nul si ces points sont revenus aux mêmes endroits, quels que soient les chemins divers qu'ils ont parcourus.
Si cette équation de conservation (a) n'avait point lieu ;et c'est par le même raisonnement que se démontre aujourd'hui, comme on sait, le second principe de la thermodynamique), nous aurions le pouvoir, en faisant suivre aux points m des cycles divers de chemins convenablement choisis, de créer perpétuellement, dans un système, sans moteur étranger (c'est-à-dire sans faire intervenir aucune force extérieure à centre (Y action mobile), du travail et de la force vive.
L'impossibilité d'une pareille création, posée par Green comme un postulatum, revient bien ainsi au principe connu de Mécanique exprimé par l'équation (a).
En l'invoquant, il a donc pu rationneîTemenl établir, entre les 56 coefficients des formules de tensions (23), les quinze égalités qui les réduisent, pour la contexlure la plus générale qu'on puisse supposer à la matière à chaque endroit, à vingt-un inégaux au plus, qui, comme on verra plus loin, ne sont plus qu'au nombre de neuf quand la contexlure offre trois plans de symétrie, et, lorsqu'elle est isotrope, au nombre de deux, que Clebsch exprime et remplace, comme on a vu, par deux autres nombres, savoir, le module E et le rapport numérique fractionnaire n supposé par lui variable d'une substance isotrope à une autre, isotrope aussi; et qu'on pourrait rem-
placer plutôt par E et par G, qui est égal à „71 > ce qui rendrait les
formules applicables quand il n'y a pas isotropie complète (comme on a dit).
5. Une réductibuité plus grande, ou à qulnze coefficients, est une conséquence d'actions fonctions des seules distances où elles s'exercent. — Cauchy et Poisson, dans leurs écrits de 1828, en calculant les six composantes rectangles des tensions dans les corps solides, comme des sommes de composantes d'actions moléculaires mises enjeu par les déplacements relatifs de leurs points et dont chacune a son intensité (note finale du g 11) fonction d'une seule distance, qui est celle où elle s'exerce entre deux points, ont trouvé que, lorsque les tensions antérieures aux déplacements sont nulles (ainsi que le suppose Glebsch), les coefficients des six formules comme (25) ne sont qu'au nombre de 15, au lieu de 21, pour la contexture la plus générale; de 6, au lieu de 9, pour la contexture à trois plans de symétrie, et qu'il n'y a, pour la contexture isotrope, que le coefficient unique de Xavier (celui que Lamé appelle p. et auquel l'autre, qu'il appelle >, serait égal).
Je renvoie à l'Appendice III de mes notes de 1864, mises aux Leçons de Navier (g 21 des Appendices, p. 557), pour la preuve donnée sans calcul et par un raisonnement que chacun peut refaire, qu'en admettant cette loi des intensités, ou sa conséquence immédiate et simple, qui est qu'une très petite augmentation de la distance quelconque actuelle de deux molécules engendre.
entre elles, une action nouvelle proportionnelle à cette augmentation, l'on a nécessairement, entre les oG coefficients a.... des formules (25), jusqu'à 21 égalités deux à deux; car on reconnaît facilement que la composante, suivant la coordonnée x, de l'action engendrée entre deux molécules quelconques par une dilatation D , doit avoir la même intensité qu'aurait la composante, suivant la coordonnée y, de l'action engendrée entre les mêmes molécules par un glissement g qui serait égal à dy; et l'on reconnaît aussi que la composante suivant x de l'action engendrée entre elles par un glissement e , doit avoir la même intensité qu'aurait la composante suivant x de l'action produite par un glissement gt.. qui serait égal à g(/;.D'où il résulte : 1° que sur une petite face intérieure quelconque, les deux composantes de tension, l'une suivant les <r, supposée engendrée seulement par une dilatation t> , et l'autre suivant les y, supposée engendrée seulement par un glissement g . ,sont un même multiple de ces deux déformations génératrices ? et g respectivement; 2° que deux composantes de tension, toujours suivant les x, et suivant les y, si elles sont engendrées, la première pargL^, la seconde par g , sont aussi un même multiple de ces deux glissements.
Cela entraine entre les coefficients dont nous nous occupons non seulement les 15 égalités deux à deux démontrées autrement par Green et que Clebsch résume par arH =aw.., mais encore les 13 égalités qu'exprime le symbole
' ij,kl ' ik.jl
où un seul des deux premiers indices permute avec un des deux derniers; en sorte qu'au total, et conformément à ce qu'a trouvé Gauchy, on ne change pas la valeur des coefficients des formules (23) en permutant leurs quatre indices à volonté; et ces 56 coefficients se réduisent bien à 36 — 15 — 6= 15 pouvant être inégaux.
Les adversaires mêmes de cette deuxième et plus forte réductibilité reconnaissent qu'elle est bien une conséquence absolument obligée de ce qu'ils appellent le système de Bosco v ich ; car les auteurs anglais surtout qualifient du nom de ce célèbre jésuite, peu lu quoique eminent, la loi des actions fonctions des seules dislances où elles s'exercent, bien que celte loi ail été, comme nous l'avons dit à la note du g 11, adoptée par tout le monde jusqu'au jour où Green l'a niée comme lui paraissant trop restrictive.
A. Cette réductibilité plus grande est expérimentale ment prouvée pour les corps élastiques durs. — Examinons donc si nous devons adopter la réduction, à quinze, du nombre des coefficients, au moins pour les vrais solides élastiques tels que les métaux, les pierres et les bois durs, ou bien la rejeter, et rester, à leur égard, dans l'indétermination où nous laisse la négation de Green,
Deux conséquences de son adoption sont [voyez ci-après, n° H de la pré-
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sente note, formules («)], 9Z=/» pour le rapport, trouvé par Poisson, des
contractions aux extensions simultanées des prismes dont les faces latérales
G 2 sont libres, et ^r=F, pour le rapport du coefficient d'élasticité de glissement
(ou de torsion) à celui d'extension des mêmes prismes. Or, on a trouvé pour le fer, le cuivre, le verre, en un mot pour les corps solides élastiques à grain fin, lorsque leur contexture est sensiblement homogène et isotrope, à très peu près, et tout au moins moyennement, ces deux nombres-là, connue l'ont prouvé les expériences ou directes, ou comparées, de Cagnardde Latour, de Coulomb, de Duleau, de M. KirchhoFf et même celles de Wertheim bien interprétées.
Clapeyron lui-même, tout adversaire qu'il est du principe de la réductibilitè dont nous parlons, a reconnu que l'expérience donnait bien ces deux
rapports numériques j et - pour le fer, et qu'il convenait de les adopter
[Comptes rendus, ier février 1858, t. XLVI, p. 211 et 212). Et c'est ce qui a été établi récemment par des expériences bien plus délicates dues à M. Cornu (Méthode optique pour l'étude des déformations de la surface des corps élastiques, aux Comptes rendus, 2 août 18GD, t. LXIX, p. oôdj, qui a réfuté, en les expliquant par des défauts d'isotropie et d'homogénéité, les conséquences contraires que Wertheim avait cru pouvoir tirer de plusieurs de ses expériences.
Je pourrais m'en tenir là, en renvoyant du reste à la discussion longue et détaillée qui occupe l'appendice Y du livre de 1 864 déjà cité; et en rappelant que Green, lorsqu'il a élargi la loi des actions moléculaires, c'est-à-dire nié sa détermination naturelle quant aux intensités et même aux directions (il a été jusque-là) s'était proposé deux buts que son génie n'a nullement atteints, et pour bonnes raisons ne pouvait atteindre : l'un, de concilier la biréfringence avec X exacte transversalité des vibrations lumineuses jusque dans l'intérieur des cristaux! l'autre, de supprimer ou de réduire presque à rien le mélange embarrassant des vibrations longitudinales non lumineuses del'éther. .le pourrais ajouter qu'on peut refuser aussi à ses deux éminents disciples, MM. Stokes et Maxwell, d'avoir réussi en employant le même expédient dans la vue de pouvoir étendre les formules de composantes de tension à ces matières mixtes provenant de liquides coagulés plutôt que solidifiés, qui résistent à peine aux déformations, et très énergiqucment aux diminutions de volume, comme le caoutchouc, les gelées, l'empois, le gluten, les pâtes à base de gomme, le caséum, le blanc d'œuf durci,. etc. En effet, diverses expérienees ont prouvé que le caoutchouc n'est, comme les gelées, qu'un réseau vésiculeux dont les mailles ou cellules sont remplies d'une matière liquide : or, toute déformation perceptible d'éléments liquides produit des changements de distances moléculaires qui excèdent beaucoup les limites dans lesquelles les actions développées leur restent proportionnelles et ne cessent pas d'avoir les mêmes intensités pour les diminutions que pour les
augmentations de ces distances (et c'est même ce que Clebsch a reconnu judicieusement dans un passage du § i, page 5, où il exclut le caoutchouc de toute applicabilité des formules qu'il donne). On ne peut donc, de ce que présentent ces composés spongieux lorsqu'on les déforme ou comprime, rien inférer de relatif à la loi des actions qui sont en jeu là où la proportionnalité dont il est question se conserve, comme par exemple dans les métaux.
5. Conséquences analytiques générales du principe de conservation des forces vives, supposé admis a priori. — Mais allons plus loin. Voyons ce
qu'on tire de l'équation (a) v m -^ — \-T (x,y, z, x'....)=C, si on y laisse
indéterminée la forme de la fonction v; comme paraît le vouloir Green.
Elle peut s'écrire tout aussi bien, r, r', r" — étant les distances des molécules du système tant entre elles qu'avec les centres d'action fixes extérieurs, s'il y en a :
(b) 2mi+1Fi ('•''•'' '"••••) =c
où Y1 est une nouvelle fonction dont il importe peu que les variables r, r', r"
soient ou ne soient pas, en partie, dépendantes les unes des autres.
Différentions ses deux membres par rapport au temps après avoir remplacé le carré V2 de la vitesse du point dont les coordonnées sont x, y, z, par
et ensuite, dans le second membre différentiel qui sera une somme d'autant
de termes -=-* -7- qu'il y a de distances mutuelles r, entre deux points m, m' ar at
quelconques, ayant des coordonnées #, y, z, et x'3 y', s', remplaçons -j- par
la dérivée de r tirée de la différentiation de
en remarquant que les quotients de x' — .'•, //' — y, z' — z, par r sont les cosinus des angles faits avec les axes des x, y, :■ par la dislance mm'—r à laquelle le point m' agit sur le point m. .Nous aurons
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Quelle que soit la forme de la fonction Tlf cette égalité doit s'appliquer à
toutes les valeurs possibles des vitesses -j-, -4, ~, —- dont on sait,
dt dt dt dt
d'après les finis de mouvement relatif, que les accélérations -yy sont indépendantes. On peut, par exemple, supposer ces vitesses toutes nulles, excepté celle -J-; ou, en tout cas, vu celte indépendance, on peut égaler ce
qui, dans les deux membres, affecte chacune d'elles.
Il en résultera, pour un seul point quelconque m, les trois égalités suivantes où les I désignent maintenant des sommes relatives aux diverses distances r, entre ce point met les autres points m', m".... du système, ainsi qu'aux points extérieurs ou centres d'action supposés fixes, puisque ce n'est
plus que par rapport à ces distance» particulières que les -~ représentent
les dérivées de la fonction Y, de toutes les distances mutuelles quelconques des divers points du système :
d*-x „dv. . . d-u dvt , . d'-z r/T,
W »3;=« -y cos M, «^ = l7Feos(rff), m- = v_.cosM.
Ces équations montrent que la force totale agissant sur chaque point matériel m, ou que le produit delà masse de ce point par son accélération, est
dw
une résultante géométrique des dérivées ou quotients différentiels -p de la
fonction dite potentielle, ou énergie en puissance Tj (r, r', r"....), par rapport aux diverses distances r du même point m aux autres points, portées sur les lignes de jonction qui mesurent ces distances (*).
6. Suite. Particularisation, ou décomposition, jusqu'ici admise, de la fonction potentielle M\. — Si Wx (r, r' r"....) est une simple somme f (r)-f-f, (>•')
f„ (r") -+- de fonctions de chacune des distances r, r',r"... en particulier,
on a
<e) ■5F=p(r)' d?=r>W> dF=t-W ;
et, d'après les égalités (d), la force totale sollicitant chaque point m est
une résultante d'actions dirigées suivant r, r' r" ayant des intensités (e)
fonctions de ces distances, ou obéissant précisément à cette loi si naturelle qui était, avons-nous dit, acceptée avant que George Green l'eût rejelée comme ne lui donnant pas les explications qu'il désirait présenter. Alors,
(*) C'est dans un mémoire Sur les principes de In Mécanique, lu en 1872 par M. Dous-inesq, à l'Académie de Montpellier, et imprimé la même année à Paris au Journal de mathématiques de M. Liouville, une j'ai puisé celte remarquable déduction des équations (d)
relatives à chaque point, de celles (b) relatives à tous.
T: qui désigne le travail total opéré entre deux situations des points du système, ou entre deux valeurs de chacune de leurs distances, est une somme de travaux fi'(r)dr, fï',(r') dr' de chacune de ces forces en particulier.
C'est, comme on sait, seulement aux forces qui suivent cette loi que l'on reconnaît, dans les traités de mécanique, la propriété de donner un travail qui soit à chaque instant une différentielle exacte dy\ ; et c'est seulement pour elles que l'on démontre, dans ces traités, l'équation (a) ou (b) de conservation des forces vives, en partant de la notion de la composition géométrique des forces motrices sur chaque point.
7. Conséquences singulières du rejet de cette décomposition de Tt en fonctions f de chacune des distances r. — La conséquence immédiate de ce rejet est qu'apparemment il y a dans la nature d'autres forces que celles dont les intensités sont fonctions d'une seule distance, savoir la distance r = mm' où chacune agit entre deux points m et m'.
Quelles lois devront suivre ces forces-là pour satisfaire toujours au principe (a) ou (b) de la conservation des forces vives, supposé admis comme fondé simplement (nos 1 et 2) sur le sentiment de l'impossibilité du mouvement perpétuel?
Les égalités (d), dans les seconds membres desquels entrent les dérivées
dVi àWi , , ,.
—j- , j~r>"" de ^n suppose contenir toutes les distances, prouvent que si ces
forces plus générales existent, chacune d'elles (comme nous avons déjà dit à la note du § 11) aura son intensité fonction non seulement de la distance mm' des deux molécules m, m' entre lesquelles elle s'exerce, mais encore
de leurs distances mm", mm'" et m'm",m'm'" .... à d'autres molécules
m", m'" du même système, et même des distances m"m'" de celles-ci entre
elles.
Or, il résultera d'une pareille loi générale, si on l'admet, l'impossibilité que le travail J'Wdr de l'action mutuelle Ii entre m et m' soit toujours le même, au signe près, lorsque ces deux molécules suivent chacune un chemin quelconque que lorsqu'elles retournent à leur situation primitive par un chemin différent. En effet, à un instant t— tt de la période de retour, où la distance mm' aura repris la même valeur /• qu'elle avait eue à un instant t = tit arbitrairement choisi, de la période d'aller, les molécules m, m' se trouveront à d'autres distances des molécules environnantes m'\
»'*'". rn>\ my qu'à cet instant antérieur t = tr L'intensité H = K2, à
l'instant t-== t2 de l'action mutuelle M de m, m', si elle dépend de toutes ces distances-là, sera donc différente de l'intensité W = \\l qu'avait la même action à l'instant t=tx. Le travail l!,r//\ pour une augmentation dr de la distance à cet instant t= tt de l'aller, n'aura donc pas été la même, au signe près, que le travail — EUrfrpour une diminution dr à l'instant t=tt du retour, où la distance« r est la même. Le travail total de l'action des deux molécules m, m' ne sera donc point nid lorsque le cycle de leur parcours
NOTE Dl' § 11). — PABTICULÀIUSATIOS DE l.\ FONCTION POTENTIELLE. 71
se sera fermé; ou s'il l'est, par exception, pour uu cycle, il ne le sera pas pour les autres cycles possibles.
Il faudra ainsi, pour que le théorème de conservation exprimé par
y V)« — -}-»]"!= constante s'observe dans un système de molécules m, ou pour
«pie y>< g redevienne le même quand ces molécules retournent aux situations qu'elles ont précédemment occupées, ou, en d'autres termes, « pour que le mouvement perpétuel soit irréalisable », il faudra, dis-je, que le travail positif qui aura été créé dans un cycle par les actions mutuelles d'une partie des couples de molécules m, m', soit justement égal au travail négatif créé par les actions mutuelles des autres couples de molécules. Or, quelle que soit la loi imaginable à laquelle on soumette les intensités des actions entre deux molécules, et leur mode de dépendance de la simple présence d'autres molécules, si une juste compensation, comme celle dont nous parlons, s'observe ainsi entre deux moitiés de certains systèmes parcourant certains cycles, elle cessera de s'observer en ajoutant à ces systèmes d'autres systèmes pouvant être pris infiniment variés, et en ajoutant aux parcours d'autres parcours quelconques arbitrairement choisis.
La nullité du travail total produit par un cycle ne peut donc être générale qu'autant qu'elle a lieu pour chaque action individu elle; ce qui oblige à admettre que la force que nous avons appelée R soit fonction de la seule distance que nous avons appelée r.
8. Suite des conséquences. Restriction nécessaire, de toute manière, de la généralité de la fonction potentielle y, des dislances mutuelles des points matériels. — Mais il y a plus. La loi exprimée par (b\, £?n -s-H-Yj (r, r', r"....) = C,
à laquelle on soumet tous les systèmes, doit s'appliquer à l'univers entière
ainsi que sa conséquence [d) qui est que l'action de deux molécules m, m',
... dr. . ,
a une distance mm =r, a pour intensité -=-, qui est une Jonction de toutes
les distances r, r, r" L'intensité de l'action de deux molécules appartenant à un élément de notre planète, par exemple, dépend donc de leurs distances non seulement à celles du même élément, mais encore à celles des autres éléments, et même de toutes les distances deux à deux, grandes ou petites, des molécules appartenant à chaque élément de chaque astre jusqu'aux extrémités du monde.
L'expérience prouve qu'il n'en est point ainsi : elle montre même que la manière dont agissent entre elles les molécules de la plus petite portion mesurable du monde terrestre, est sensiblement indépendante de l'état où peut se trouver toute autre portion qui en est seulement à une distance visible.
Il est donc nécessaire de restreindre la généralité de la fonction wt1 et de
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dire que sa forme doit être telle que la grandeur de -y*- ne dépende, au
moins sensiblement, que des distances des molécules faisant partie du même système partiel, ou du môme élément visible, que m, m', ou ne dépende que de mm' = r et des dislances des molécules très proches soit de m, soit de m', en excluant les autres distannes.
Cette condition d'exclusion peut être facilement remplie en ce qui regarde les distances sensibles, telles que sont celles des molécules de l'élément ou du système rétréci comprenant m et m', aux molécules d'autres éléments ou systèmes : il n'y a pour cela qu'à engager r, r', r" ,... dans T,, pour leurs
inverses -, -, — ou pour des puissances positives de ces inverses. Mais
cette ressource d'exclusion sensible est impuissante à l'égard des distances
mutuelles de molécules appartenant en particulier à chacun de ces systèmes
ou éléments non proches de celui dont on s'occupe. Les distances mutuelles
insensibles entre les molécules composant même chaque étoile auront une
dv influence du même ordre sur la grandeur de -r-1, ou sur l'intensité de
dr
l'action mutuelle des deux molécules m, m' d'un corps terrestre que les petites distances des molécules qui les avoisinent dans le même corps, tant qu'on n'aura pas imposé à la forme de la fonction M ■', (r, ?•', r"....) une restriction ou particularisation plus grande.
9. Cette restriction ou particularisation ne peut être que la décomposition de T, en fonctions de chaque distance en particulier; d'où la dépendance nécessaire de chaque force d'une seule distance. Pensée probable de Green. — On aura beau chercher cette forme dont nous parlons, cette particularisation de T, devant s'appliquer, non pas à un système, à un groupe matériel, mais à tous les systèmes, à tous les groupes qu'on peut détacher de l'ensemble universel, et devant être telle que tout ce qui se passe dans chaque groupe et qui
<h s'y trouve mesuré par un ~, ait la même valeur, ou exactement, ou sen- J ' dr
siblement, que si les autres groupes n'existaient pas, j'affirme hardiment, et tout le monde, j'en suis convaincu, pensera comme moi, qu'il faudra absolument adopter la forme ou la particularisation indiquée ci-dessus :
comme étant la seule qui puisse, dans -y-1, et conformément à tous les faits,
rendre insensible l'influence, s'il yen avait une, des petites distances r(i) entre molécules m*", mu\ éloignées des deux m, m', qui ont entre elles la dislance r, ou qui puisse les empêcher d'influer, au même degré que les distances
entre molécules proches l'une et l'autre de m, m', sur la grandeur de -r-«
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Or celte forme \f) ne se borne pas à atténuer, elle annule complètement ces inlluences exotiques auxquelles, naguère, on ne pensait seulement pas. Elle annule en même temps, forcément et tout aussi bien, les influences de molécules très proches de m et de m', sur la manière d'agir mutuelle de m et de m', tout en laissant à ces autres molécules leurs actions propres (ce qui est bien différent) dans le système dont elles font partie.
Elle fait revenir à l'adoption, comme voulue ainsi par l'expérience même, de la loi des actions fonctions des séides distances où elles s'exercent, et non des autres distances; loi que le simple bon sens, aidé d'une observation générale des faits, a fait accepter pendant plus d'un siècle et demi. Et je suis convaincu que Green lui-même y croyait sans s'en rendre compte. Je ne peux, en effet, interpréter d'une autre manière cet instinct de physicien et de géomètre, ce sentiment « que les forces, dans l'univers, sont disposées de manière à faire, du mouvement perpétuel, une naturelle impossibilité ». Green, sans aucun doute, refusait ainsi, à chaque action moléculaire mutuelle en particulier, la possibilité contraire, à savoir celle de créer un travail /"Rrfr par le parcours de cycles fermés; or cela revient bien, comme nous avons vu tout à l'heure, à penser que l'action R de deux molécules m, m' n'est fonction que de leur seule distance mutuelle r, et non des autres dislances, qui ne sont point les mêmes (avons-nous observé) pendant la période de leur rapprochement que pendant la période de leur éloignement des situations initiales où elles sont finalement revenues.
"10. La conclusion est la même en n'envisageant le mouvement que d'une manière cinématique ou en ne considérant que ses lois et non ses causes. — On ne se soustraira pas à la conclusion tirée des remarques qui précèdent en écartant l'idée de force, d'action moléculaire, pour n'envisager la science du mouvement qu'au point de vue cinématique, où elle tend, avec raison, de plus en plus à se placer, et où l'on ne considère, au lieu des causes dont la nature nous est inconnue, que les lois des changements des distances et des temps où ils s'opèrent, ainsi que le conseillait sagement, il y a un siècle, l'Écossais Th. Reid (Œuv. phil. trad. par Jouffroy, t. V, au eh. vi de l'Essai sur la puissance active), qui était loin cependant de rejeter le principe de causalité, ni, comme les occasionalistes exclusifs, l'existence de causes secondes pouvant avoir été déléguées par la cause première et créatrice. On peut bien, à ce point de vue, embrasser et soutenir l'opinion que la loi décrétée pour régir les mouvements a dû porter non sur ce qu'on appelle
les forces, mais sur ces quantités cinématiques Zm^-ct T( (r, r', r"....)
astreintes à échanger entre elles deux leurs augmentations et diminutions,
quantités qu'on appelle l'énergie vive ou actuelle et l'énergie potentielle, sans
y attacher de signification métaphysique. Mais l'équation (b) qui soumet leur
V2 somme 2wi-~-+Yi à rester constante, jointe à ce que l'expérience des
mouvements relatifs apprend de l'indépendance où les accélérations sont des vitesses, a toujours pour conséquence analytique les équations (d) qui astreignent d'autres produit* cinématiques, savoir ceux de la masse de chaque point par son accélération, à être décomposables polygonalement
en quantités -y-1, portées sur les distances V tirées de ce point aux autres.
Tout ce que nous avons dit ci-dessus pour les actions moléculaires s'applique donc, en ne changeant que les mots, aux composantes géométriques de produits de masses et d'accélérations, qui interviennent forcément dans les solutions de tous les problèmes, et qu'on regarde comme mesurant des actions; et la conclusion est la même.
41. Inconvénient de la latitude qu'on se procure en élargissant la loi des actions, ou en niant sa détermination. — Aussi, et sans nous arrêter à ce qu'on n'a pas encore réussi à ranger sous la loi d'actions fonctions de chaque distance en particulier les faits relatifs aux gaz, ni celui de la nullité apparente des vibrations longitudinales du fluide éthéré, comme on est parvenu à lui soumettre les faits des solides élastiques durs, nous regarderons celte loi «impie comme régissant les actions mutuelles entre les atomes ou points matériels qui sont regardés comme les derniers éléments de tous les corps.
Adopter une autre loi dite plus large et qui n'est que moins déterminée, ou partiellement négatrice, ne serait nullement, quelle que soit l'apparence, un parti de prudente réserve. Ce serait, voilà tout, un expédient commode, fournissant, dans certaines limites, des explications à volonté, mais explications fallacieuses, qui en mettant à l'aise, en procurant à l'esprit un repos trompeur, ajournent indéfiniment la recherche et la découverte des explications vraies. Cela peut même induire dans des erreurs pratiques : car c'est ainsi, par exemple, que l'adoption, par feu Wertheim, de certaines formules d'isotropie à deux coefficients, qui satisfaisaient à quelques-unes de ses expériences, l'a empêché d'apercevoir, dans ses matières, une hétérotropie dont les vraies formules sont autres, comme on va voir aux n08 13 à 10.
4 "2. Distinction entre le* actions des atomes et celles des molécules. Distinction entre les formule* qu'on peut employer analytiquement et les formules pratiques. — Je ne nie refuse pas pourtant à reconnaître que les molécules intégrantes dont les arrangements divers composent la contexture des solides, et dont les petits changements de distance produisent les déformations perceptibles appelées d, g ne sont pas les atomes constituants delà matière, mais en sont des groupes inconnus. Je reconnais en conséquence, tout en pensant que les actions entre atomes sont régies par la loi des intensités fonctions des seules distances où elles s'exercent, qu'il n'est pas bien certain «pic les actions résultantes, ou entre molécules, doivent suivre tout à fait la même loi vis-à-vis des distances de leurs centres de gravité. On peut considérer aussi (pie les groupes, en changeant de distances, peuvent changer d'orientation.
bailleurs, la température des corps, que les auteurs de théories de l'élas-
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ticité omettent de prendre eu considération, it'eal point le zéro absolu; les
atomes de chaque groupe sont donc animés de vibrations qui en y joignant peut-être l'influence inconnue de l'éther interposé, doivent compliquer la composition des deux sortes de moyennes constituant, d'une part les actions par unité de masse, et, de l'autre, les distances deux à deux des molécules intégrantes. Et puis, si des métaux on passe aux bois, dont les tranches minces, vues au microscope, offrent une multitude de pores, on peut se dire que les actions moyennes entre leurs groupes de molécules intégrantes peuvent offrir des complications d'autres espèces. 11 n'est pas impossible que ces diverses circonstances changent les rapports mutuels des coefficients
a a . des formules (25) des composantes de tensions, au point
de rendre un peu inégaux ceux qui seraient tout à fait égaux pour un composé de simples atomes ou points matériels non vibrants, disséminés sans se grouper en molécules.
Mais si les températures restent éloignées de celles qui, par de violentes vibrations atomiques, produisent un commencement occulte de participation à l'étal fluide ou à l'état plastique, il résulte des propriétés compensatrices connues des grands nombres, que les moyennes d'actions, et les distances moyennes, doivent, dans leurs relations les unes aux autres, obéir à une loi bien peu différente de celle qui régit les relations des actions et des distances individuelles. Les inégalités inconnues de coefficients dont nous parlons ne sauraient donc être grandes, et, vu ce que l'expérience a appris (n° 4) pour les métaux et le verre, le mieux sera de ne point y avoir égard dans la pratique, même pour d'autres matériaux, tout en tenant fortement compte de ce qui vient de leur hétérotropie et d : leur hétérogénéité.
Mais, comme les formules à L2\ coefficients de Green, et celles qu'on en dérive pour les contexlures particulières, ne rendent pas l'analyse sensiblement plus compliquée que les formules à lo coefficients de Cauchy, et vu la controverse actuelle où la majorité des avis est contraire au nôtre, nous nous bornerons à indiquer, par les mêmes lettres, avec des accents distinctifs, les coefficients que Clebsch regarde, avec Green, comme généralement inégaux,et que nous conseillons de faire égaux pour les applications aux matériaux de construction dans la pratique.
15. Formules des tensions pour les cas principaux de conte rture. — Nous prendrons donc, lorsque la contexture de la matière est symétrique par rapport aux faces parallèles à l'un des trois plans coordonnés rectangles yz, zv, xy, se croisant en un point quelconque x,y,z, le plan xy par exemple, qui est perpendiculaire aux z, en sorte que les formules expriment les six composantes de tension avec les mêmes coefficients ou paramètres lorsqu'on change l'axe des z en son prolongement, ou
t en — t , t en — t , s en — g , g en — g
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cl t.. restant le même ainsi que î\ dont l'indice compte double:
/ iri=:ndi + P3 + e'3, + hg?( ; \/ . = <!?,, + l'g,,. (/'bis) C=Pa* + W*+d,a* + kBV l- = eg- + %
S'il y a, en outre, un plan de symétrie perpendiculaire aux x, en sorte que les formules restent les mêmes, ou affectées des mêmes coefficients quand on change t,,., t#i//, g.,., gr|/ en — t.,., — 1(//, — g;/, — gr//, il y aura, par cela seul, un troisième plan de symétrie, perpendiculaire aux y, car on aura nécessairement h, k, 1, 1' nuls, et les formules suivantes qui montrent que les tensions normales ne produisent alors que des dilatations, et les tensions tangentielles que des glissements; formules dont les neuf coefficients se réduisent à six si l'on fait
conformément à notre opinion motivée aux numéros précédents :
{ t =ad + F3 +e'd ,
t == f'3 + bD H- d'ô* , //.'/ •'' a »
où, d'après les dénominations de Iiankine (ci-dessus, avant-dernière note du § H), a, b, c, sont les élasticités directes, d, e, f, les rigidités, ou élasticités tangentielles, et d', e', f, les élasticités latérales.
S'il y a un axe de symétrie de contexture, ou d'isotropie partielle, prenoi.sle parallèle à l'axe des z-, qui est constamment, dans le livre de Clebsch, l'axe du sens longitudinal, ou parallèle aux arêtes des primes qu'il considère. Nous aurons non seulement
mais encore, entre a, f, f, une relation nécessaire
pour (|ue les expressions des tensions restent les mêmes en fonction des dilatations et glissements ?, g, quand on fait tourner les axes des x, g, d'un petit angle autour de celui des z resté immobile. On s'en assure d'une manière facile en supposant, pour simplifier, qu'il n'y ait, par exemple, que la seule déformation 3 ; car alors o:i a \xx = CZ , t _aî) , t 0, en sorte que si ./', y' sont les nouveaux axes faisant un petit angle z avec ceux ,/\ y, il est facile de reconnaître qu'on a
= e?zx .
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{x;/= (t,,,, — [J s = (a— f)e3y, et g^ = 2i3j (*). D'où l'on voit que la condition pour que tx, . soit un même multiple de g^ . que t l'est de g aura pour expression
ou
Les tensions, dans ce cas de symétrie autour de parallèles aux ^ ou d'isotropic seulement latérale, sont, ainsi,
txx = {M + (')dx + n + d'?.
ce qui fait cinq coefficients c, d, f, d\ f , se réduisant à trois, c, d, f, si, comme je pense qu'on doit le faire dans la pratique (n"s 3 à 12), on prend d'=d, f' = f.
Enfin, si la contexture de la matière offre un second axe d'isotropie partielle ou de symétrie, parallèle soit aux x soit aux y, on prouve facilement qu'il y en a alors dans toutes les directions possibles ; on a dans ce cas
(") Pour le démontrer, concevons, M étant le point (x, y, z) du corps élastique, un petit coin ou prisme infinitésimal de sa matière ayant ses nnMes== 1 parallèles aux z, et, pour base, un triangle rectangle Hxxf qui a son côté Nx = 1 parallèle aux x et son côté xx' = s parallèle aux y, en sorte que l'angle a:Ma:'= s, et que la faee-hypothénuse, se projetant sur la base en Mx', aura une superficie = 1 comme la face se projetant en Ma:, puisque ; est infiniment petit. L'équilibre de ce prisme exige que la tension t^v s'exerçant à travers la face Ma:' dans la direction tangentielle af soit égaleà la somme des tensions s'exerçant à travers les deux autres faces M.r, xx' J : décomposées dans le même sens M.c'. Comme t™ = tl/x est nul, ces deux dernières tensions se réduisent à t cos (y, x') et J
à ctrrcos(ar, x') respectivement, celle-ci étant prise avec le signe — pour représenter une traction exercée de l'intérieur du triangle. Or, cos [y, r') = s, et cos (x, x') = 1 en négligeant e*. Ainsi on a bien t,ry =t«» ^ — t,.,. e.
En second lieu, pour avoir la valeur du glissement gx'y' engendré par la dilatation Z„, ou pour évaluer de combien elle fait rétrécir l'angle droit z')ly', remarquons que, M étant considéré comme immobile, ainsi que M.r, cette dilatation de toute ligne matérielle parallèle aux y fera cheminer x' de x'x" = xx' 3 = s d ,. , mesure d'un premier rétrécissement x'yix" de l'angle .r'My'; et, si yiy' = 1, elle fera cheminer y', aussi parallèlement à My, de y'y" = dy , qui, projeté sur une perpendiculaire y'y à Mî/', donnera un second rétrécissement D x e. La somme de ces deux petites diminutions de l'angle droit x"S\y', devenu ainsi x")\y", sera le glissement gxy. Donc g.,-y = 2 e 3f,, ce qu'il fallait démontrer.
Ces deux résultats sont des cas particuliers de formules sextinômes de changement de plans de pression et de directions de déformations que nous donnerons dans une sousnote ultérieure.
et la contexture est tout à fait isotrope. Nous avons alors les formules
, |/; = (2e + e'P/.+ e'?)/ + e'?; , t^ = eg^,
(i) lljy— e'*x + (2e + e')?;/+ e'D:- ' l;, = %,: '
( t3s=e'aj,4-e,aj/ + (2e + e')3., *,,, = %,, '
formules qui sont celles de Lamé (4; et 5e de ses leçons) lorsqu'on y remplace e' par 1 ; e par «; tx ■+- Ô -h ?. par 6 ; et qui, en faisant e- = e, comme je pense que cela doit être tout au moins pour les solides durs quand ils sont isotropes, donnent les formules de Cauchy, de Poisson, qui sont aussi celles du mémoire de 1828 de Lamé etClapeyron, et qui se trouvaient, déjà, implicitement exprimées dans les équations de conditions-! imites données en 1821 par Kavier.
Ce sont aussi celles de M. Kirchhoff (Vorlesung- 11, g 7, 1877), si Ton faite' =2 Aie (ou 1=21;».) d'où t,.,. =2p [?,+/.• (?.,H-t\,H-?.)],.- {llz=!J-g,rj--en sorte que /. n'est qu'un nombre, ce qui offre quelque avantage.
14. Coefficients on modales d'extension E, ainsi que de glissement ou torsion G ; et rapports i) des contractions latérales aux extensions longitudinales dans les divers cas de contexture des formules (g), (h), (i) des tensions. Coefficients a... f de ces formules exprimés en E, G, n
lu Isotropie complète.
Soit, comme ci-dessus ( g§ 2, 5, i ) un parallélépipède rectangle qui,
ayant ses côtés suivant les x, y, z, est supposé tiré uniformément sur deux de ses faces opposées, prises pour ses bases, tandis que les quatre autres faces, dites latérales, n'éprouvent aucune action.
En considérant d'abord le cas de Yisotropie complète, ou des formules (i), et en prenant, pour les faces tirées, ou bases, celles qui sont perpendiculaires aux «, on obtient
t — II, t =0
xx mi
Ko
. 7_2(e + e') V) < \ si Ton fait
On en tire,jjsi l'on considère que le coefficient e des trois formules (i) de droite a la même signification que G du £ 3, coefficient d'élasticité de glissement ou de" torsion,
( e==G=2Tr— (comraeâcep); ^ = ^~^
Le coefficient ou module E est toujours facile à mesurer au moyen d'expériences de traction, ou mieux de flexion, comme on verra. La fraction 17, rapport d'une contraction linéaire latérale à une dilatation longitudinale
NOTE DU si 10. — FORMULES POUR L ISOTROPIE COMPLÈTE
très petites l'une et l'autre, est d'un mesuragc fort difficile et sujet à erreur, à moins d'employer les procédés délicats de MM. Fizeau et Cornu. Mais ie coefficient G est facile à mesurer exactement, comme nous dirons au n° 16 bis, au moyen d'une expérience de torsion d'un cylindre circulaire, de la matière du corps dont on s'occupe. Ayant E et G, l'on obtient Ltie formule (k)]
et l'on peut d'ailleurs exprimer ainsi, en E et (1, les formules d'isotropie complète :
oG — EVE — '2G - .'/ s J y'- °ys
,,E— 2G/_ , tG-E ,'E — 36/- - 4G — E_ \
Les mêmes formules ;i) des corps complètement isotropes, en y faisant
c'est-à-dire en appelant v la proportion de la contraction de rolume produite par une pression uniforme p appliquée sur l'unité superficielle de toutes les faces du parallélépipède, donnent
i \ r ■ v e f v 2e+3e' r e + e 1 _EG_
(m) p = h v , si 1 on lait E„ = - = L — = — = =■ =-r, r,
v ' v « ' « o öe 5 3G — L
Si, dans'ces diverses formules d'isotropie complète, on fait
(>' = e (ou X = ji , notation de Lamé)
avec Kavier, Poisson, ainsi qu'avec Cauchy lorsqu'il n'y supposait aucune tension avant les déformations éprouvées D, g, et comme je pense, d'après les considérations ci-dessus, qu'il convient de l'admettre dans la pratique pour les solides réels s'ils sont isotropes, on a, vu que e = G,
M n = \> e-|g, ec=|e=4g,
expressions applicables, comme il est facile dede démontrer, même pour un prisme à base quelconque ; en sorte que, comme nous avons dit, les contrac-
tions latérales, en tous sens, sont le j de l'extension longitudinale; le module de torsion est les deux cinquièmes de celui d'extension, et le coefficient E de contraction cubique en est les deux tiers.
15. Cas plus général de trois plans de symétrie, ou des formules (y). — Appelons E , E , E, les modules d'élasticité d'extension dans les sens .r, //, z,
X If
t) . et n., , n.r et n , t) ( et t)i r les divers rapports des contractions latérales aux dilatations longitudinales qu'elles accompagnent (le premier des indices x, y, z, désignant le sens de la dilatation produite par une traction tr/., ou t , ou t.. sur l'unité de faces ou bases perpendiculaires aux ./•, y, z d'un prisme rectangle, et le second indice le sens de la contraction perpendiculaire aux faces latérales supposées libres ;
En sorte que
si t =0, l =0,oii ait -f=E, — =^=n , — =r = 0 .
\ .ce tjtj
On trouvera
En faisant abc — ad'- — be'â — cl'- -|- 'id'e'P = D , M D D D
bc — cl'- // ca — e'- ' s ab — 1'-
Et, en résolvant les trois premières équations (g) par rapport à S c\/, ?:, si l'on fait analogiquement
W ad'-e'l' * ' be' — l'd'~~ y » cf— d'e' — - '
on trouvera
t ( l lit t t t
'//: 'jsc '.ri/ ':■// './•:• 'iji
On trouvera aussi
2 _ (ab - ['*) (bc - d'*) — (be' — l'd')- 1.1) 1)E, A,
n'z' ~ (ab - r-y ~ (ab - f -)- — be' — f'd'
NOTE DE § 10. — MESURAGE EXPÉRIMENTAL DES MODELES
d'où la première de ces formules remarquables qui nous serviront par la suite :
w H-sfe H*-s£
La seconde se déduit simplement de la première par changement de x en y, b en a, d' en e' et réciproquement; et l'on pourrait, "par des permutations circulaires portant sur toutes les lettres, eu déduire quatre autres semblables.
16. Détermination expérimentale des coefficients ou paramètres d' élasticité
a, b, c, f. — Les trois coefficients dits de glissement ou de torsion, ou
d'élasticité tangentielle
qui affectent les g dans les trois formules (g) de gauche peuvent être déterminés expérientalement d'une manière directe en soumettant à la torsion des prismes rectangulaires plats, taillés suivant les x, //, ou ;. On verra en effet, à la note de la fin du § 51, que si l'on tord autour de son axe longitudinal de figure, supposé parallèle aux x, par exemple, un prisme de longueur a, dont les bases rectangles ont leurs côtés b, c, parallèles aux y et aux ;, et si, sous l'action d'un moment ou couple M^, l'une des bases a tourné devant l'autre d'un arc ■!> pour un rayon = 1, l'on a
v étant un coefficient numérique variant entre 0,8-io, valeur qu'il a quand les deux termes du dénominateur sont égaux, et i, valeur qu'il prend quand l'un de ces deux termes est négligeable par rapport à l'autre. 11 en résulte qu'on a sensiblement
( M =-f— quand le côté c de la barre est très petit par rapport au côté b;
/ .. u CD3 . , ,,.
[M = - e — quand c est 1 inverse ; a a o
d'où l'on tire les deux coefficients de glissement f, e. Le troisième, d, s'obtiendrait de même par une expérience de torsion d'un prisme taillé oit suivant les ^, soit suivant les y et n'ayant qu'une faible épaisseur dans le sens x.
On ne peut pas évaluer de cette manière directe les six autres coefficients, savoir a, b, c, d', e' f. Il faudra donc, au moyen d'expériences
d'extension ou de flexion de lames taillées dans trois sens, déterminer les trois modules E , E( , E.,et, par des mesurages délicats, déterminer les six fractions numériques n ; puis, après avoir contrôlé et corrigé au besoin les uns par les autres ces neuf résultats expérimentaux au moyen des relations à satisfaire (r), on déduira, des mêmes équations, les valeurs de F.., F , F. que l'on portera dans les équations (q), lesquelles jointes alors aux équations (p) forment un système d'où l'on pourra tirer les valeurs cherchées des coefficients a, b f . Cela ne pourra se faire que numériquement et après de
longs tâtonnements, vu que les éliminations d'inconnues produiront des équations de degré élevé.
La complication est diminuée, et la difficulté principale n'existe plus si l'on admet, conformément à ce qui a été dit au n° 12 et aux précédents, que d'=z= d, e'=e, î'= f; car, on n'aura plus à déduire que a, b, c des équations (p), les d', e', f étant connus comme on vient de dire. C'est à quoi on arrivera facilement en prenant pour inconnue auxiliaire le quint inôme D; car si d'abord on tire des trois dernières (p) les trois produits bc, ca, ab et par suite les expressions de a, b, c, en D ; et si on les substitue dans la première (}>), l'on aura en D une équation du troisième degré qu'on résoudra numériquement, et la valeur de D qu'on en obtiendra fournira celles de a, b, c, que l'on désirait. Ces équations (j)) ne contiennent que les modules d'élasticité E , E,, E.; les rapports n n'y figurent pas. La connaissance préalable de ceux-ci ne sera donc pas nécessaire, et on pourra se dispenser de les mesurer expérimentalement. La connaissance des E suffira en effet alors, comme on voit, pour déterminer les coefficients a, b, c. Ensuite, les équations [q) fournissant les F, leur substitution et celle des E dans les trois doubles équations (r), donneront les valeurs des six rapports numériques n, si l'on désire les avoir aussi.
Toute difficulté s'évanouit si l'on admet en outre les relations à'amorphisme:
u\ .ef ■ , »fd * de
Ui) a = o -r , b = 3 — > c = 3 — ,
dont nous parlerons aux nos 17 et suivants; ou même seulement les deux premières (Y. n° 21). On pourra même, alors, se dispenser de mesurer les E si ce n'est comme contrôle des mesurages de d, e, f.
Mais toute difficulté disparait également dans la détermination des coefficients des formules de tension, si, sans être obligé, ou d'acquiescer aux égalités controversées d' = d, e'=e, f — f, ou d'admettre les trois relations (<,) que je regarde comme une conséquence de l'amorphismc des solides employés comme matériaux, quand leurs élasticités en divers sens n'offrent pas des différences très considérables (V. n"s 18 et suivants), l'on se borne à ceux dont la contexture est la même en tous les sens latéraux, autour de droites d'une direction déterminée, tout en pouvant être très différente dans le sens de ces droites elles-mêmes.
C'est le cas des formules (A), sur lequclles nous allons nous arrêter, car c'est celui des applications ordinaires.
ROTE Du § 1Ü. -- ISOTROPIE TRANSVERSALE. MODULE a, PROPRE AUX PLAQUES. 85
16 bis. Suite. Cas d'isotropie seulement transversale, ou des formules (h). — Les coefficients de glissement ou des trois formules de droite [h), qu'on peut appeler
coefficients dont les deux premiers mesurent la résistance à la torsion autour d'un axe parallèle aux z, et le troisième f, seulement la résistance à la déformation transversale des sections, peuvent être déterminés directement par des expériences de torsion, en y employant, pour le dernier Gx, et comme il a été dit au n" précédent, des prismes plats dont la très petite épaisseur aura besoin d'être mesurée par des moyens délicats; et pour G, un moyen plus facile, consistant à tordre un cylindre à base circulaire qui ait son axe dans la direction de celui de l'isolropie partielle ou des i, et à appliquer la première formule de la note du § 31 citée
<i TTC4
où /' est le rayon du cylindre et où M est le moment ou couple qui fait tourner l'une devant l'autre d'un angle $, mesuré en arc d'un rayon = 1, les deux bases, distantes de c.
Pour obtenir les autres coefficients, savoir d', f et c des formules h), (y compris même, pour contrôle, celui f) en fonction des E, n expérimentalement mesurés, faisons, dans les égalités (o) à (r) du numéro précédent comme dans les formules (g) :
a=sb=2f + f d' = e',
et posons, afin d'abréger, vu les égalités qui s'ensuivent pour des E et pour des 9
X IJ
'zx ' nj ' .11/ 'ij.i; ' 'XX 'ijz '
nous en tirerons, en faisant a = an module propre aux plaques
Et)" = E'9, D = 4f [(f + i') c — d73]
d' ,_ cf — d'* _, 91 „ _ 2f d' _E -9!!'
— 2(f+f); 9 ~" (2f+f)c— d* at' 9 "-(2f+f)c— d«""!9 a»c
d'où
. . _ (f+ f')c — d'1 afA f\ , , 2cf 2f
b'4 CHAP. I. — FORMULES FONDAMENTALES.
Il en résulte :
t . t 1° Entre le module E' = ~=-M d'élasticité d'extension latérale, le moc v
dulef^Gi d'élasticité de glissement relatif ou de déformation des éléments des sections transversales, et le rapport n' = — ^~ ou — ^ , la relation suivante :
{y) ï=^=nn^) d'où ^=&r[
de même forme que celle G = tt-i =-r du n* 5 qui existe entre G = d = e,
M 2 il + 9) l
E = E. et 9 = — «2 dans le seul cas de V Isotropie complète.
2° Les valeurs suivantes (2) en E', 9', 9" de diverses combinaisons des coefficients a.... f qui se présenteront dans nos calculs des §§ 59, 64 et 75 (ses form. 1Ö6 a et le n° 19 de sa Note) relatifs aux plaques élastiques, notamment celle à laquelle nous donnons ici la désignation nouvelle a1? valeur qu'il suffit le plus souvent d'avoir sans celles de ces coefficients eux-mêmes. [On les vérifie en mettant à la place des E', 9, 9', 9" leurs équivalents (.r)] :
aj = a = 2f -f f — — = L' ?- ; at— f=f +f = ^T
ni
fI==f--r==.1-M = r-L5==.i9'i f=a1-2^; * = *(! —
(f+P)c — d'*_l + i)'_ c/at A c_l — 9' Ë' _ _ _9_!^_ _ ^ fd' — 9" ~d\ï )'* d'~ 9" ' c— 2(1 — 9'-P 2
5" Enfin, les valeurs en E, E', 9, 9', 9" de tous les coefficients des formules (h) (hors d = e = G dont nous avons parlé d'abord et qui en est tout à fait indépendant).
En effet, si l'on combine (x), E = c — 2n d' avec (3) -r, = — rr^- et avec
(x), E9"=E'9, on obtient
d'où la valeur de c. Puis (x) 9 = ^77 — -rrr donne celle de f-j-f =:— qui
E' sucessivement diminuée et augmentée de (y) f = — : r fournil les va-
leurs de f et de 2 f-f- f - a
NOTE PU § 16. — CORPS AMORPHES, PANS ÊTRE ISOTROPES
17. Relations entre les coefficients on paramètres des formules des tensions élastiques pour les corps amorphes, ou non cristallins, c'est-à-dire à cristallisation confuse, et cependant non isotropes, comme sont généralement les matériaux de construction. — Pour ces corps, tels que les métaux laminés ou étirés, les bois de toute espèce, les schistes et autres pierres feuilletées, ou seulement ayant des lilsde carrière prononcés, il doit y avoir un certain nombre de relations entre les neuf coefficients a, b, c, d, e, f, d', e', f , (ou entre les six, si d'=: d, e' = e, f ==f), parce que leur matière se trouve constituée comme si, primitivement isotrope, sa contexture avait été altérée par des compressions permanentes, en divers sens, qui peuvent toujours être réduites, comme les compressions élastiques ou non persistantes considérées §§4 et 15, à trois seulement dans des directions rectangulaires.
■l'ai étudié cet effet de compressions permanentes de deux manières; l'une (Mémoire sur la distribution des élasticités autour de chaque point, etc., au Journal des Math., 1865, t. VIII, n° 10, p. 576; ou Appendice complémentaire de l'édition de Navier de 1864, g 90, p. 814), a été imitée de la méthode dont les premiers auteurs de la théorie de l'élasticité ont fait usage pour en construire les formules, et mise en œuvre en calculant les augmentations et diminutions que cette altération de l'isotropie apporte aux intensités des actions entre molécules, ces intensités étant supposées fonctions continues de leurs distances mutuelles, et les compressions étant assez petites pour qu'on puisse finalement effacer les termes affectés de leurs carrés et produits; l'autre manière a consisté (Formules de V élasticité des corps amorphes que des compressions ont rendus hétérotropes, au môme journal, juillet 1868), sans invoquer cette loi moléculaire aujourd'hui controversée (n0s 5 à 12 ci-dessus) à égaler les neuf coefficients a, b, c,.... f ' à des développements ordonnés suivant les puissances et produits des puissances entières des petites proportions z, z', z", des compressions subies dans les sens rectangulaires x, y, z par la matière primitivement isotrope, et à établir ( à peu près comme venait de faire M. Boussinesq avec des expressions simplement linéaires, à son mémoire, inséré au même cahier, sur les milieux isotropes déformés) les relations qui doivent se trouver entre les divers multiplicateurs de ces puissances et produits de chaque degré, en négligeant ensuite les termes affectés des carrés (z — z")-, (s" — z)1, (z — e')'2 des différences deux à deux des petites compressions.
L'une comme l'autre des deux analyses a fourni, entre les neuf coefficients, les relations
(a') 2d + d' = \/Bc; 2e -f e' = \föß ; 2f+f = v/ab,
ou, presque indifféremment, les suivantes :
{V) 2d + tr = L+c; 2e + ,' = ^; » + * = *+*,
qui reviennent en effet, au même, à cela près de différences = ( \/h — \/c
ty (y/c — Va) ' 9 (v^il — v/b) » négligeables lorsque les compression n'ont
apporté que de très petites différences dans les élasticités en divers sens.
Nul doute donc qu'il ne faille, pour les corps amorphes n'ayant qu'un faible degré d'hétérotropie, ou dont les élasticités dans les trois sens x, y, % sont peu différentes entre elles, adopter entre les coefficients a, b,.... f, les relations (a') ou (b').
Mais il n'en est pas ainsi de 'tous, spécialement des bois. \Yertheim et Chevandier ont trouvé, pour celui de chêne, entre le module d'élasticité d'extension E. dans le sens longitudinal, ou des fibres, pris pour celui des z,
et ceux Ec, E de petits prismes qu'on extrairait dans le sens x du rayon et dans un sens y tangentiel aux couches, des rapports moyens
fc E
rapports qui, pour les bois tendres se sont élevés jusqu'à 12, à 25 et au delà (Mém. sur les propriétés mécaniques des bois, 1846, aux Ann. de Ch. et de Phys., 4848, tableau de la p. 120). M. Ilagen est arrivé à des nombres même bien plus forts, car, dans des expériences dont il ne donne pas, il est vrai, le détail, il annonce avoir trouvé
|r = lS , 22 et 25 , 48 , 85
pour des bois de chêne, hêtre, pin, sapin. (*)
Or la double analyse qui a conduit aux relations (a') ou (b') n'est pas applicable à des déformations permanentes pouvant produire de pareilles inégalités, car, pour apprécier les termes qu'elle néglige, il faudrait posséder, sur la loi des intensités des actions moléculaires, des connaissances dont on manque absolument.
11 convient d'y suppléer par d'autres considérations appuyées de quelques faits ; c'est ce que nous allons tâcher de faire.
18. Exclusion des relations (b') donnant pour les valeurs des binômes
2 d-hd', les moyennes arithmétiques — - — des élasticités dira -tes.
— Et nécessité de corrections à faire aux (a') donnant des moyennes proportionnelles 07c,.... — Si en considérant, pour simplifier, le cas d'égale élas-
(') Voyez Appendice complémentaire de l'édition 1804, annotée, des Leçons de Navier, % 91, p. 817, et voyez ci-après pour modification de ce qui est dit au bas de la pape 818.
NOTE DU § IG. — ÉLASTICITÉS TRÈS INÉGALES
ticité transversale a=b, d=:e, avec d' = d, e'=e, f' = f, ce qui réduit deux des trois relations (b') à
3f = a , 6e = c-J-a, d'où c = Ge — 5f ,
nous les appliquons aux formules du n° 15, nous avons
be — fd I e ^ bc — d- 1 / , „ e e2
■>«-ib=p-4f ' E" = aFTF-r8VlaT~fi~9 ) '
Tirant de cette seconde équation la valeur de j- pour substituer dans la première, on obtient :
Cette expression donnerait, pour le rapport t)zx, des contractions transversales— D aux dilatations longitudinales t). qui les engendrent, des
valeurs qui non seulement croissent avec —■ d'une manière rapide tout à
fait improbable, mais encore deviennent imaginaires pour fr !> 9. On aurait
en même temps des nombres imaginaires pour le rapport — du coefficient
d'élasticité d'extension au coefficient d'élasticité e = G de glissement ou de torsion d'après sa valeur générale ()\) donnée au n° 15 :
E~ /. f'd'\E nz
be'
Les relations (b'), par moyennes arithmétiques, doivent donc être rejotées.
11 n'en est pas de même des relations (a') par moyennes proportionnelles, qui peuvent être écrites aussi
(«0 a= 2d+7p • b= ^Ti7 ' 2f+f
Elles donnent, toujours pour le cas simple, a = b, d = e = d' = e', f' = f,
a== of , c = 3-7T '
'hc-Jif • E —V- '
MAP. I
Éliminant -t., nous obtenons la première des deux expressions suivantes;
et nous obtenons la seconde en portant les valeurs (e[) dans l'équation (cl') où nous écrivons, au lieu de e, la lettre. G, notation ordinaire du module d'élasticité de glissement, dans le sens x, sur des sections perpendiculaires aux z :
Vi,
Ces expressions ne deviennent jamais imaginaires. Elles donnent
Pour
E Les valeurs niusi trouvées pour -ne sont point inacceptables, car la lor-
/ f'd' mule générale rappelée (d'), exempte d'hypothèses, où le coefficient M — r— -t
ne peut guère être au dessous de 5, et où le terme n-.,.. du numérateur peut
être négligé quand -r— devient grand, prouve que le rapport -- des élastici-
tés d'extension et de glissement doit inévitablement croître beaucoup avec
celui rv des élosticités d'extension, dans les deux sens.
Ces valeurs numériques de =, et de plus fortes, ont meine été données, ainsi que leur grand accroissement avec ~, par diverses expériences, car on
a trouvé :
1" Pour le fer forgé ou étiré en barres (expériences de flexion et de torsion de Duleau, discutées aux Leçons de Navier, 2e édition, n° 102, et au mémoire cité sur la torsion, -1855, Sav. étr., t. XIV, nrs 78 à 86), E = 200 §
NOTE DU § 10. — DISTRIBUTION DES ÉLASTICITÉS EN DIVERS SENS
à 25 000 millions de kilogrammes; G =6000 à 7 000 millions, d'où
2° Pour le bois de chêne (expériences de Dupin, Rondelet, Barlow, etc., aux mêmes leçons), E =1500 à 1500 millions, et (expériences de Savait, Wertheim, M. Bouniceau, au mémoire sur la torsion, n° 86, ainsi qu'au Cours de M. Bresse, 1866, n° 155), G = 58, 82 et 100 millions de kilogrammes, ce
qui fait, pour le chêne, où =-* n'excède guère 9, ~ = de 9 à 20.
Mais les valeurs de n du même tableau ou de la formule (/''), parfaitement
admissibles jusqu'à =-- = 4, semblent ne plus 1 être pour des rapports — ti E
considérables, comme ceux 40 et 80 que peuvent donner le pin et le sapin. On a dit au \ 2, que si l'on fait éprouver à un prisme une extension longitudinale, dont la proportion, supposée toujours très petite, soit î), le changement correspondant de son volume , ou sa dilatation cubique , est (1 — 2 i)) t*. Clebsch, n'admettant pas qu'elle pût devenir négative, ou se changer en contraction, en concluait que le rapport t) ne devait jamais dépasser 0,50. Celte opinion n'est fondée sur aucun fait; il ne l'exprime même que pour les corps isotropes, et quelques expériences de Wertheim ont montré qu'aux approches de la rupture d'une tige métallique, c'est-à-dire au moment où sa matière est arrivée à un état très fibreux, comparable à celui des bois, une extension de plus diminue le volume ; en sorte que, sans pouvoir aller jusqu'à i) = 2,256, rien n'empêcherait de porter t) jusqu'à 1 pour les bois tendres.
Il convient, ainsi, de n'admettre les relations (a') 2d-f-d' = \/bc, que
partiellement, ou bien de les corriger par quelques coefficients numériques
qui, fort peu différents de l'unité quand le rapport ~ n'excède pas 2, s'en
écartent lorsqu'il devient considérable, de manière à diminuer alors les valeurs (/j) de n = n:j, pas assez pourtant pour qu'il en résulte, vu la for-
mule (d'), des valeurs trop grandes de -£ ■
Pour déterminer les limites de cette correction, qui ne peuvent être
fournies par les expériences encore trop peu nombreuses qu'on possède sur p
n et- , voyons quelle influence elle pourra avoir sur la manière dont se dis-
tribuent les élasticités suivant divers sens, en chaque point des corps considérés; et, pour cela, donnons la loi générale que suit cette distribution. Elle peut être envisagée de deux manières principales.
19. Distribution des élasticités dites directes autour d'un point du corps. — On peut facilement, des six formules (//) qui donnent les composantes txj.,...
t , suivant les .r, y, z, des tensions, en fonction des dilatations et glissements
? , g parallèlement aux mêmes axes, et, même, des six formules sex-
tinômes (25) lrr = a;/. r?c , t;/ij= , du g 11, relatives à des corps
de contexture quelconque, déduire des formules analogues pour un système x', y', z' d'autres axes rectangulaires (Mémoire de 1865, et Appendice complémentaire de 1804, cités ci-dessus) (*).
(*) Il convient tout au moins d'indiquer la manière de les obtenir et de donner ici d'abord les formules, d'un usage fréquent dans la théorie de l'élasticité, qui fournissent les composantes nouvelles de tension et les déformations nouvelles en fonction des anciennes.
Ce sont, c^y, Cw, Cw, c„-, désignant les cosinus des angles des axes nouveaux
x', y', z', avec les axes primitifs x, y, z :
^x'x' = '.r.r C"j.r' ~{~tyyG yx,~T~*zz C~;./'~r- lyz c;/x' czx'~T~-^ tzx cî.r' cxx' ~r - *xy ^xx'^yx'î f 'j'y' = *•''■'" c XU' ~^~ Va' = * zx c xz' +
(A) ^ tyV =t.rx cxy' cxz' + tyy C////' Cf/î' "+" t;;. Czy' C;;.' -f-
+ lyz ('•////' czz' + c//;.' CZy') + *zx {<h>y' c.,-;.' + Czz' Ca;*/') + txy {cXy' Cyz' + Cas' Zyy');
t;V =».,,,. C.,-;/ C.,-.,.' + ! tX'y,=^XXrXX' Cj!/+
?.,.• = Da c-,.,' + Dg c2,,.,- -f D; c*:,c' + g//; c,/j:' C;.,,' + g;.,, c^a;' c,-.r' -f- ?.<•// Cxx' Cyx' ; D,,- - 3a: C.n/' + ; Dv — D.,: C2.,-- -f ... ,
(B) { g,/;' = 2 Da; c. ,7/' cr;' + 2 dy c,,,f c,rj + 2 D*a ç^< cj;- +
4- gyziCyy1 C;.;.' + C//:.' Gzy>) + g;.,- (ezy> 0,,.,'+ Czg'Cxtjl) + gxy (c.»7/ C,/-' 4- <-\«'C,/;/-)
g;/.,- — 2D.rc,.;..c.,.y-f ; g.ry = 2D.rczu.'C,,y +
Les formules (A) s'obtiennent en considérant le petit tétraèdre trirectangle dont la grande face a sa normale dans une direction quelconque n et dont les trois autres faces ont leurs normales dans les directions x, y, z. Si la première face a une superficie égale à l'unité, les superficies des trois autres seront respectivement c„.r, cnil, cni ; en sorte que pour l'équilibre de cet élément solide suivant les trois directions x, y, z, on devra avoir
*nx~*xxcnx ~^~ ';/./■ c«;/ "^ *zx cm ' ^ny == ^xy cn,r T *yy cny + *:ucnz '
Ajoutant ces trois forces, après les avoir décomposées ou projetées dans une autre direction s, aussi quelconque, ce qui se fait en les multipliant respectivement parcsr, cs , cs;, on aura une expression de tns, c'est-à-dire de la composante, parallèle à s, de la tension sur l'unité
d'une l'ace dont la normale a la direction n. Les six formules (A) s'obtiennent en la particularisant, c'est-à-dire en mettant successivement x', y', :■' à la place de n et de s.
Quant aux formules (B), la première n'est autre que celle (7; t)que nousallonsdémontrerau n°20en la fondant sur le théorème du carré de la diagonale d'un parallélépipède obliquangle. La quatrième, celle qui donne g ..., peut se déduire d'un théorème de géométrie plus général (et qu'on emploie en mécanique quand on veut évaluer le travail de la résultante de plusieurs forces données pour un espace résultant de plusieurs espaces parcourus par leur point commun d'application), à savoir, que si l'on a deux lignes H, S dont chacune est résultante ou somme géométrique de plusieurs autres (ou deux chemins direct* dont chacun unit les deux mêmes points qu'un cfiemin polygonal), le produit d'une de ces résultantes, B, par la projection de l'autre sur sa direction, e-^t égal à la somme algébrique de tous les
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En se bornant à un corps où les yz, sar, xy sont trois plans de symétrie de contexture, si l'on appelle afV le coefficient, dit £ élasticité directe, qui dans l'expression de tx,x, affectera la dilatation dx, et cx, clJf c. les cosinus des angles que forme la direction ./ avec celles x, y, z, l'on trouve
(Q a^,=ac^ + bc*+cc^+2(2d + d')c^J + 2(2e + e')cV+ 2(21 +P)c*cJ .
Cette équation représente , en coordonnées polaires, une surface qui, en coordonnées rectangles
x, y, z, = respectivement • ' .
aurait pour équation
(/•.) l=a.r44-bi/4+C54 + 2(2d + d')(/^+2(2e + e')2^2 + 2(2f + f').räy'2;
surface dont les rayons vecteurs sont les inverses des racines quatrièmes des valeurs de a^, relatives à leurs directions.
Cette surface du quatrième degré peut donner pour ses rayons vecteurs, et par suite pour les a ,, eux-mêmes , treize maxima ou minima, dont trois sont nécessairement leurs valeurs a, b, c relatives aux directions x,y, 2, delà ligne x' ; six des autres ont des directions intermédiaires, tracées dans les six paires d'angles plans formés par les axes des y et z, z et x, x et y ; enfin, il peut y en avoir quatre autres dont les directions passent d'une manière symétrique dans l'intérieur des quatre paires d'angles trièdres formés par les trois plans diamétraux ou coordonnés yz. zx, xy.
produits des composantes de l'une par les projections, sur leurs directions, des diverses composantes de l'autre. On le démontre en remplaçant la projection, sur R, de la résultante S, par la somme des projections des composantes de celles-ci; puis en remarquant que le produit de R par une de ces projections de composantes est la même chose que le pro-, duit de la composante elle-même par la projection de R sur sa direction ; en sorte qu'en remplaçant enfin, dans ces produits, chaque projection de l'a résultante R par la somme des projections de ses composantes propres, on a l'égalité que le théorème énonce.
Maintenant, si les deux lignes R, S sont ce en quoi se sont changées, dans le corps élastique, deux droites r. * primitivement rectangulaires, le produit de R par la projection de S est r < 1 + 3r) * (1 + ?sl grs. En l'égalant à la somme des produits formés par leurs composantes dans les sens x, y, z„ puis divisant de part et d'autre par rs, développant et négligeant les carrés et produits des D, g, comme nous faisons au n° 20 pour obtenir (A,), nous avons une expression grs qui, particularisée en dirigeant les r. s suivant les y', z'. ou z', x',
oa x', y', donne les dernières formules (B).
En inversant les formules (B), c'est-à-dire en y mettant x, y, z pour x', y', z' et réciproquement, on a en ?x g,., . les expressions de dr g,.y qui, substituées dans les
t(.x, t des seconds membres des (A), donnent les tx.^ t^y en S^ °x'ij' et'
par suite, les valeurs en a,.,.,.,...... et c,.,., c », des vingt-un coefficients nouveaux
a,.,fVt. affectant les dx gx.y. C'est un calcul que l'on rend très prompt au
moyen des notations symboliques indiquées au £ 86 île Y Appendice complémentaire de l'édition citée (lSfïl) de Xavier.
Une pareille complication de la loi ou de la marche des élasticités a ,, .,
en divers sens est tout à fait improbable dans les corps dont nous nous occupons et qui ont été définis au n" 17. Les grandeurs de a , , doivent ne faire qu'augmenter ou diminuer lorsqu'on passe de l'une à l'autre de ses valeurs principales, c'est-à-dire de b à c de c à a, de a à b, dans les angles plans yz , zx, xy .
Cette condition de marche simple des valeurs de a^., est satisfaite lorsque
les relations ^a')2d + d':=\/bc,... ont lieu entre les neuf coefficients a, b,... f; car on trouve qu'alors la surface se réduit à un ellipsoïde; les rayons vecteurs n'ont par conséquent que trois maxima ou minima, et la distribution est celle que j'ai appelée ellipsoïdale.
Mais il suffit, pour que cette même condition de variation simple et graduelle soit remplie, ou pour que les ax,x, ne croissent pas pour décroître ensuite ou réciproquement dans les angles plans, que l'on trouve des valeurs imaginaires pour les cosinus dis angles formés a\ec les ,r, y z par les maxima et les minima dirigés dans les plans coordonnés ; or c'est ce qui a lieu
!si 2d + d' est compris entre b et c, 2e + e' entre c et a,
2f + f entre a et b ;
(voyez le Mémoire cité de 1865, n° 12 et V Appendice complémentaire également cité, § 87).
Mais nous exprimerons plus clairement et utilement les conditions de variation graduelle de la contexture dans les six paires d'angles plans, et aussi dans les quatre paires d'angles triédres qu'ils forment ensemble, en considérant, suivant les diverses directions, au lieu des élasticités atV appelées directes par Rankine, les modules d'élasticité E définis à la manière de Voung et de Navier.
20. Distribution des modules d'élasticité E en diverses directions. — Supposons, comme a fait Cauchy (Exercices de Mathématiques, 1828), que dans le corps dont la contexture élastique symétrique en trois sens est définie par 1rs six expressions (g) t ,.,. = a dr + f Dy -+- e'îz , t,/(/ = ...., t rij = fg aj du n" 1 5, l'on taille un prisme quadrangulaire fort mince dont les arêtes aient une direction quelconque^', définie elle-même par les trois cosinus
eus (x',x)z=cx , cos (x',y) = c , cos (x',z) = c„ ,
el que, les faces latérales de ce petit prisme étant libres de toute action, l'on applique à ses bases des tensions ou tractions
par unité de leurs superficies. Appelons D , la dilatation ou extension qui en
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résulte par unité de sa longueur, et proposons-nous de calculer le coefficient ou module d'élasticité
de cette extension, en fonction des coefficients a, f, e' f et des cosinus cx,
Pour y arriver, il faut d'abord établir la relation générale, géométrique
ou cinématique, entre une dilatation c^, de sens x' , et les <>/; , S gx;/ de
sens x, y, z; et, en second lieu, il faut établir les formules statiques des
composantes t , t , t , dans les directions x, y, ; des tensions que
celle t, de direction :c\ produit dans le petit prisme.
Or, il nous sera facile de reconnaître qu'on a :
t =tc2,.; t =tc*; t =tc!: t = lc c ; t =lc c ; t =tc c .
v ' xx •<- ijij y ::■ - //: >j s' z.c s x xy x y
En effet :
1° La formule (/*'), qui a été trouvée aualytiquement par Xavier en 1821, en supposant très petits les déplacements de points, dans l'espace, auxquels sont dus les cliangements ?, g de longueurs et d'angles, peut être déduite simplement, en ne supposant petits que ces cliangements eux-mêmes, du théorème de géométrie fournissant l'expression du carré de la diagonale d'un parallélépipède en fonction de ses trois côtés partant du mêmesommetqu'elle, et des trois angles qu'ils forment entre eux.
Rappelons que si a, b, c, sont les côtés et d la diagonale, on a nécessairement la diagonale d = a cos (a, d)->rb cos [h, d)-+-c cos (c, d), somme algébrique des côtés projetés sur la direction de d ; qu'en conséquence (en multipliant de part et d'autre par d) son carré légale la somme des mêmes côtés a, b, c, multipliés par les projections d cos (a, d), d cos (b, d), d cos [c, d), de la diagonale sur leurs trois directions respectives ; enfin, que la première, d cos (a, d), par exemple, de ces projections de la diagonale, doit être égale à la somme des projections des trois côtés sur le côté a, ou a a -+- b cos (a, b) -f- c cos (a, c) . Cela donne , en faisant de même pour d cos (b, d) et d cos (c, d), et substituant dans l'expression du carré de d :
(f) da==oa + b2 + c8 + 2bc cos [b,c] + -2<a cos (c,a) + 2 ab cos [a,b)
ou le théorème de géométrie rappelé et invoqué.
Or, en revenant au corps élastique considéré, une longueur = 1 , portée avant ses déplacements sur une droite ayant la direction appelée x' , est diagonale d'un parallélépipède rectangle dont les côtés parallèles aux x, //, ? sont cx , c , c. ; et, après les déplacements, cette même longueur, devenue l-f-<\\ est diagonale d'un parallélépipède légèrement obliquangle dont
les côtés ont pour longueurs c,. (1 4-3J , c(/ (1 -t-dyj > c. (1 -+- D3),el font entre eux des angles dont les cosinus sont les glissements g;/î , g.,. , g(// . Donc, en vertu du théorème de la diagonale, que nous invoquons, on a :
;i + m2= i1 + ö/c° + + 2 (j + \) ([ + y va
Effectuant les multiplications, tant dans le premier membre que dans les six termes du second, effaçant comme très petits du second ordre les carrés et produits des î) et des g, enfin, retranchant 1 du premier membre et c2 H-cä,-f-c! du second, l'on obtient, en divisant par 2, l'expression (h') D ' = qu'il fallait démontrer.
2°. Quant à celles (t'), considérons que le prisme mince, taillé dans la direction x' , est un corps dans lequel il s'exerce des tensions normales t à travers toutes les faces ou sections perpendiculaires à x' , et nulle tension à travers les faces parallèles à x' . Pour obtenir la composante
suivant une direction quelconque s de la tension tB qu'y supporte (aussi par unité superficielle) une face ayant sa normale n dans une direction aussi quelconque, imaginons, dans ce prisme, un petit tétraèdre tri-rectangle, dont la face hypothénuse = 1 soit perpendiculaire à n, ses trois petites faces étant l'une perpendiculaire, les deux autres parallèles à x'. L'équilibre de ce tétraèdre élémentaire exigera, comme l'a remarqué Cauchy, que la tension sur la grande face soit résultante des tensions sur les trois petites. Or les deux qui sont parallèles à x' n'en supportent aucune; celle qui lui est perpendiculaire et dont la superficie est cos (n,jef), en supporte une
cos (n,x'). t.
En la décomposant, ainsi que celle tn dans la direction de s, l'on a
(/c') tnJ = t cos (n, x') cos (s, x'),
expression dans laquelle il n'y a plus qu'à remplacer successivement les directions quelconques, n, s, par x, y, :, pour obtenir les six formules (i')> t =tc„ qui étaient à démontrer.
Mettons maintenant, à la place des premiers membres des six équations
(il)* Kx== aöe + i'^// + (''^; ' t«»==%*» ' ,es six expressions {i'). Si
nous les résolvons comme nous avons fait au numéro 15 ci-dessus, et, en rappelant les notations de ce n°, si nous faisons en outre
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la substitution dans (/*') des valeurs que nous tirerons pour D , ? , g
et la division par t, nous donnera, pour — =:- ,
1 cE C C. CC. C-C, c_cfi
Cette équation représente, eu coordonnées polaires, une surface dont l'équation en coordonnées ordinaires rectangles
(«') Xz=C \fô , y = c Ve ' 8 = C ^É ,
est
et quia pour rayons vecteurs les racines quatrièmes des valeurs du module d'élasticité E dans leurs sens respectifs.
21. Maxima et minima des modules E pour les diverses directions. Conditions de variation simple et graduelle à remplir pour qu'il n'y en ait que trois. — Comme la surface du quatrième degré {&) est symétrique par rapport aux plans coordonnés yz, zx, xy, les axes des x, y, z lui sont normaux; en sorte que trois des maxima et minima de son rayon vecteur ont pour directions ces axes mêmes, et pour valeurs
i V E ,. répondant à c — 1 , c =0, cv =
d'où E == E ;
d'où E = E ;
d'où E = E <
11 y a encore généralement six autres maxima ou minima de v'É et par conséquent de E dirigés dans les six paires d'angles plans des axes y et 5, zet x, x et y. Les directions de ceux du plan yz, par exemple, s'obtiennent en faisant cr = 0 dans l'équation (m') ce qui la réduit à
E- E +E% + Z Ft '
et, en égalant à zéro la dérivée de son second membre par rapporta c2 et à c3, puis remplaçant rfc* par — de*, vu c2y4-c^= 1, et en divisant ensuite par dcy, on obtient les deux premiers résultats suivants; les quatre autres,
relatifs aux maxima ou minima dans les plans zx, xy, s'obtiennent de même :
d'où
(?') c =0; avec -x = ± \/ x r d'où = =
a ou = =
et ce sont encore là, pour ^ , trois maxima ou minima absolus et non pas
simplement relatifs aux diverses valeurs qu'il a dans les plans yz, zx, xy : car, par raison de symétrie, toute normale aux coupes de la surface (o') par ces plans est normale à cette surface elle-même.
Enfin, il peut y avoir encore quatre maxima ou minima dirigés dans L'intérieur des angles triédres formés par les plans coordonnés. On en obtient les
directions en égalant à zéro la dérivée de la valeur (m') de ^ par rapport
aux trois carrés c", c", c" des cosinus, puis éliminant de, au moven de de H- de1 -\- de = 0 tiré de c2 -f- c2 -f- c2 = 1 . Ou a ainsi, en divisant pari',
d'où l'on déduit, en égalant ce qui affecte, dans les deux membres dcx, et,
ensuite, dct, deux équations revenant à ce que donnent les trois premiers
membres de la quadruple égalité suivante (/•') ; son quatrième membre
«\ cl ''• s obtient si 1 un mulliplie respectivement les trois premiers par -', , -f , — ,
ce qui n'en change pas la valeur, et si l'on compose une quatrième fraction dont le numérateur soit la somme des numérateurs des trois fractions ainsi construites, et le dénominateur, la somme de leurs dénominateurs ; car celle
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dernière somme est l'unité, et celle des numérateurs est précisément la
valeur (m') dep - On a donc
cr c» Ca cx Cl c~ cl cl c~ 1
M r + r + f = f + / + r" = fW + r = i (max- ou """•»•
Pour en déduire les directions et les valeurs des maxima ou minima dont nous nous occupons, remarquons qu'on rend identiques les trois trinômes qui forment les premiers membres de cette égalité si l'on y met, à la place de cx, c~, cô respectivement les trois binômes
A FJ
TB- + S
If f
Fx v
VF2 F:
If f
Cela prouve que c^, e ', c^ doivent être entre eux comme ces trois binômes complexes ; d'où il suit, comme ^+c"H-cj=l, que l'on a
cx , C , c" = respectivement les quotients des binômes (s') divisés par la somme des trois.
Il en résulte, dans les angles trièdres, quatre maxima ou minima de =
égaux en grandeur et ayant des directions fournies par c , c , c^ égalés aux racines carrées, affectées du double signe =L , de ces quotients.
Observons maintenant que la surface du 4e degré (o') rse réduit à un ellipsoïde quand on a
(W) F, = s/ÊYz , F2 = VElT , Fs = v/FTr ;
son second membre devient alors, en effet, un carré parfait, ce qui donne, en extrayant la racine,
ve, Ve, v^
et l'équation polaire (w') se trouve réduite de même à
v/ê Ve, n/ev Ve,
On verra au n° suivant 22 que les conditions (u') reviennent presque toujours à celles (a') ou (e').
Mais d'après les expressions (q'). il suffit :
1° Pour que les modules E varient dans l'étendue des angles plans yz, zx, xy sans éprouver d'augmentations suivies de diminutions ou réciproquement, que
( F ne sorte pas de l'intervalle E , E ,
car alors les expressions (q') des rapports — > — » — des cosinus, et ces co-
sinus eux-mêmes, sont imaginaires ; et les maxima et minima de l'intérieur des angles plans yz, zx, xy n'existent plus.
2° Pour que les quatre maxima ou minima dirigés dans les angles trièdres n'existent pas non plus, que
- . ,. ( les binômes (s') n'aient pas tous les trois des valeurs de * ' | même signe;
car alors un des trois cosinus cx, c , c,, au moins, sera imaginaire, pour chacune des quatre directions qu'ils doivent donner.
Ce sont ces conditions de variation simple et graduelle des élasticités {y'), (z') en y joignant celles (g') analogues à (y'), et d'autres analogues à (;•') relatives aussi aux élasticités directes a ,_, du n° 18, que nous supposerons toujours remplies dans les corps amorphes dont nous nous occupons, et que nous chercherons à imposer, outre celles de modération des rapports 9, dont on a parlé à la fin de ce numéro, aux coefficients ou paramètres des formules (,9) et (k), n° 15, des composantes des tensions qui se développent dans ces corps solides que les constructions emploient.
22. Etablissement des relations mutuelles qu'il convient d'attribuer aux neuf paramètres d'élasticité a, b, c, d, e, f, d', e', f des formules de tension pour que ces conditions de variation soient remplies, en même temps que celle d'avoir
pour les n3X et JL des valeurs modérées. — Comme les deux modules Ex, E
des élasticités transversales des corps prismatiques qu'on est dans le cas de considérer n'ont jamais de rapports mutuels qui excèdent 2, nous pouvons supposer elliptiques les coupes par le plan transversal x = 0 des surfaces du 4e degré (Q du n° 19 et (0') du n° 20, ou prendre
La première de ces deux conditions (a") est remplie évidemment si,
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parmi les trois conditions (e') de distribution ellipsoïdale, on a les deux
_ (2e-+e')(2f+P) . _ (2f +f') (8d + rt') .
et il est facile de voir que, par cela seul, la seconde condition (a") sera aussi remplie lorsqu'on aura d' = d,e'=:e, conformément à la théorie moléculaire (n° 11), et même, plus généralement, lorsqu'il y aura entre d et d', e et e', un rapport quelconque, le même pour ces deux groupes.
On trouve en effet, si l'on met pour F., Ex, E leurs valeurs (/'), (</) des nos 19, 15, en a, b, .... f, en ayant égard aux équations (p) du même n° 15, qu'on a
JL I 1 _D — -if [c (f + tv) — d'e'],
F 2 EE: iPD '
et si l'on met dans le quintinôme D, au numérateur, pour a et b les valeurs (b"), c disparaît en sorte qu'on trouve
d e expression nulle si d = d', e = e', ou si seulement -r, = — • On voit que la
seconde des conditions d'ellipticité transversale (a") est, ainsi, remplie comme la première.
Nous prendrons donc pour les élasticités directes transversales a et b, les valeurs ou relations (b"), en disposant de l'élasticité longitudinale c ou de ses relations, laissées indéterminées avec les autres paramètres, pour remplir les conditions de variation simple des élasticités en divers sens, énoncées au n° précédent.
Nous en ferons le calcul dans la supposition
conforme, avons-nous dit, à ce qu'ont appris les expériences, convenablement interprétées, sur les vrais solides, en renonçant ainsi à une extension inutile des formules de tension à ces corps élastiques mous dont il a été parlé au n° 4.
De plus, nous ferons
(C) ce qui nous donnera
, „n x ef „ fd 5 de
d e ni
100 CIIAP. I. FORMULES FONDAMENTALES.
En sorte que nos recherches porteront principalement sur les valeurs à donner au nombre n pour remplir les conditions de la fin du n° 21.
On aura aussi, d'après (p), (q), (r), (r') et (f),
D=:4f(2cf— de) = 4 • ^^ • def .
ef 2cf — de. „ . fd 2cf— de _ 2cf— de
_ de 6 — n ~T ' TiT '
F =42cf-def
(e") ( 'i cf— de ' *» cl — de 5 5cf — de
3cf
de
.ef = 4d
2cf-
-de
cf-
-de
ucy-
2cf- 3cf-
-de -de
2cf-
-de
-de
_ld_ / n E. _^e_ / n 5?
V"" 4_f ~~ y 18 — 2n ' Ë; ; ^~~ 4 f ~y 18 — 2n ' Ej,'
E- ,„ / 2 ET E- ,„ , / 2 T
Ces expressions nous mettent à même de calculer d'abord les limites
relatives, soit aux diverses valeurs du rapport ^ , soit à celles du rapport
hx f f •
- ou - qu'il faut imposer ou au paramètre c laissé indéterminé, ou au d e
nombre n = 3 ef, pour que les conditions ci-dessus de variation simple et «raduelle des élasticités soient remplies ; et, ensuite quelles valeurs il convient le mieux de donner à n ou à c pour que celles de t)ÎX et de - restent
modérées et en rapport avec les faits connus.
Il est d'abord facile de voir par la substitution des valeurs (e") des E et F, que, quel que soit n, ou, ce qui revient au môme, quel que soit le paramètre d'élasticité longitudinale c, le troisième des binômes complexes (.s') est
nul, et les deux autres sont égaux à cela près de facteurs -j et — -. Donc
ces binômes ne sont pas tous trois de même signe, et la condition (z') de non-existence des maxima ou minima des E à l'intérieur des angles trièdres formés par les axes x, y, z, est remplie par cela seul qu'on a les relations
a = 5-r, b = 3— , entre cinq des six paramètres, d e
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On trouverait de même, en composant trois binômes analogues à (s') avec
a,b, c au lieu des trois p , et od, 5e, 3f au lieu des p — , la nullité du
premier, et l'égalité des deux derniers à ocf — 9de multiplié respectivement par ■ et par — j — , rn sorte qu'ils ne sont pas tous trois de
même signe ; ce qui est, d'après des calculs que nous n'avons pas reproduits (voyez le Mémoire cité de 1863, et l'Appendice complémentaire de l'édition de Navier de 1864), la condition pour qu'il n'y ait pas, dans les angles trièdres, de mnxima ou minima de l'élasticité directe ax,x,.
Venons aux conditions (y') d'absence de maxima ou minima de t, ou de
E dans les trois angles plans.
Si Ex est la plus grande des deux élasticités latérales, ou si EX>»E >»E , elles reviennent à
(f) E,. > F5 > Eu ; E, > F2 > Ex ; E, > Fx > Ey .
La première des (rois est remplie quel que soit n, puisque F. = \fE E, . La seconde revient, d'après les {e"),_ä
le ef
en -^> „<• a.^ ->
2 f ^ cf— de ^ d (3cf — de)
Égalant successivement le second membre au premier, puis au troisième, on en tire
! Limite inférieure de c = e • ~~ — ; f. ., . • , de 4f — d Limite supérieure de c =-r- • -j-^ — •
f 4 f —od
Cette même seconde des conditions (f") peut, toujours d'après les (e"), prendre la forme
e>>V/toe>e*>e*
Elevant les trois membres au carré et divisant par E3Ex, elle devient
La troisième des inégalités (f) donnerait la même chose, sauf E; à la
E, E E3 Ex
place de Ex. Comme les limites pr, / comprennent celles rr,p- de la pré-
cédente, cette troisième partie des conditions (/"") sera remplie si la seconde
l'est. Egalant le second membre de cette dernière inégalité, d'abord au
premier membre, ensuite au troisième, on aura deux équations qui, résolues
par rapport à n, donneront les limites supérieure et inférieure de ce nombre
en fonction de ^r. On trouve ainsi
Limite supérieure de n
Limite inférieure de n =
E 4 ET
Il est à remarquer que la seconde de ces deux expressions donne à peu près les mêmes résultats que l'expression plus simple
nr= g-;
Ez
ce qui s'explique en observant que toutes deux, pour rr- = 1 donnent n = l,
et pour ^ très grand, sensiblement -=s?r. Ex ° n 2 Ex
Si nous posons de même la condition (</') de non-existence, dans les trois angles plans des yz,zx,xy, de maxima ou minima des élasticités directes ax'x' ^u n° ^9» nous avons, si c>a>>b, ce qui, d'après les (e"), répond à E;>E.C>E„,
ou a > y'ab > b , c > y/nca > a , c > \Jncb > b .
La première de ces trois inégalités est satisfaite indépendamment de toute
valeur attribuée à n ou à c; elle revient à ce que l'unité soit comprise
a b entre ^ et -.
La troisième est satisfaite si n satisfait à la seconde. Celle-ci revient, en
élevant au carré, et en divisant par ac, à
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ou, d'après les (e"), [d"), à
Il en résulte
t • -, • • ., 9 i M n Es . r Limite supérieure de n = — — \ / 8 =r »
Limite inférieure de n = =-
E~ 81 Or, la limite supérieure (k") est imaginaire pour çr>aô = 2,53125; et,
pour toutes les valeurs plus petites, le calcul montre que ses valeurs excèdent celles qui sont données par (h") et dont on donnera plus loin le tableau. La limite inférieure (k") a des valeurs constamment inférieures à celles du même tableau, ou de la formule (h") donnée par la condition (f").
Il suffit donc de satisfaire aux (/") pour satisfaire aussi, et à fortiori, aux (i") ; et il y a lieu de se tenir, pour les limites dans lesquelles on doit renfermer le nombre n, aux formules (h").
Nous pouvons donc former le tableau suivant des limites de n, calculées,
Ez
cl après (/i"),pour diverses valeurs de rr ; et, au moyen de l'expression tirée de (e"),
9=* i f ~~ V 18 — 2n " if*
calculer les limites correspondantes de la valeur de n=i),x; puis, avec
f 1 celles-ci, calculer, au moyen de la même expression (/"), -=- — , calculer
f de même les limites du rapport -,•
LIMITES
DE
de =hx
Ex
oc
Si l'on prenait pour 9 des moyennes arithmétiques entre ses deux limites, on retomberait à peu près dans les valeurs numériques (f'J données par la
formule (f)9 = 7 V/sr
iV<,dun
0 18, répondant à n = l, ou à la distribution
ellipsoïdale; valeurs trop fortes, avons-nous dit, quand rr est supérieur à 4.
11 est facile de voir qu'on obtiendra une suite de valeurs plausibles et convenables en prenant pour n l'expression empirique simple
qui donne (0") *>*»
Ve*
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où 7 est un nombre qu'il ne faudra jamais prendre plus petit que 2, car pour 7 = 2 on a (n") n= sensiblement toutes ses limites inférieures (h") ou (m") ; cette formule, au reste, quelque grand qu'on prenne 7, donnera
toujours n = 1 pour s- = 1, et n •< 1 pour toute valeur de gr plus grande
que 1.
Nous présentons dans le tableau suivant la suite des valeurs que donnent ces formules (n"), (0"), dans la double supposition
7 = 9 et 7 = 22, 22 = ™
faites de manière que pour la plus grande valeur, 80, de ^r, on ait respects
tivement 9 = environ g et 9 = 1. Nous y joignons les valeurs correspondantes des deux rapports
— - ou - = - ■
d V 8nr 4,)^'
= Lz±.J=(6-n)y/ 2 S.
qui nous serviront plus loin, et qui peuvent, comme on voit, être calculés de plusieurs manières.
VALEURS
de
SUPPOSITION y
oo 00 200
SUPPOSITION' y — il 22 . . . = -^r-
*)zx
nZx
La valeur de ^ atteint 78 pour y= 9, et 55 environ pour 7 = 22,22,
quand =r=80. Ces chiffres sont sans doute élevés. Mais la formule géné-
raie (rj — = .... du n° 15 ou (d') du n° 18, obtenue sans hypothèse sur les
relations entre les paramètres, ou la première (//) dans laquelle le coeffi-
cient numérique, s il n est pas =, ne pourra guère être jamais au-dessous
de ô, prouve, comme nous avons déjà dit au n° 18, que pour les valeurs
très grandes de p- le rapport ^ doit, inévitablement, être considérable aussi,
ce à quoi les expériences citées ne contredisent nullement.
pi
Les valeurs ainsi données de n, n et p peuvent donc être regardées comme
suffisamment en rapport avec les faits connus jusqu'à présent. On choisira Celles de gauche (7 = 9) ou celles de droite (7 = 22,22) du tableau, selon l'opinion qu'on aura été à même de se former sur les plus grandes valeurs
qu'il est permis de donner à 9 et à ^ pour les bois tendres.
On peut d'ailleurs attribuer au nombre 7 toute autre valeur plus grande que 2, mais qu'il ne conviendra pas, je pense, de faire moindre que 7 ou 8 ni plus grande que 30. On pourrait même, dans les formules empiriques
/EA™ Es
(n"),(o"), (/?"), mettre (prj au lieu de =-, m étant un exposant, plus petit
ou plus grand que 1, s'il en résultait pour la suite des valeurs soit de n, soit
ne g, une marche plus conforme à l'idée que quelques faits ont pu en
donner à chacun.
Mais il conviendrait de faire des expériences nouvelles et nombreuses de flexion de tiges pour déterminer E3; de flexion, aussi, de petits prismes qu'on en extrairait transversalement pour déterminer E , à moins qu'on n'y substituât, comme a fait Wertheim, des expériences de sons rendus en les faisant vibrer; et, pour déterminer G, des expériences de torsion; et de faire aussi ces autres expériences, d'une nature plus délicate, propres à déter-
miner le rapport t) = f)zx = — *- (n° 15) en mesurant les petits changements
des dimensions transversales des tiges que l'on étend, ou de la forme prise par les sections des tiges rectangulaires qu'on fléchit (Mém. cité sur la torsion, 11" 43). En attendant que ces expériences soient faites, je donnerai comme très probablement suffisantes les formules ci-après :
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23. Formules de composantes de tensions à adopter dans la pratique, pour les corps amorphes non isotropes, comme sont tous les matériaux de construction de bâtiments ou de machines. — Nous prendrons, d'après ce qui précède, p.jur ces corps, supposés être homogènes et avoir en chaque point trois plans de symétrie de contexture parallèlement auxquels on prend ceux des yz, zx,xy, le sens longitudinal z étant celui où la résistance élastique a le plus d'intensité, et celles qui s'exercent dans les sens transversaux x, y, étant supposés peu différentes entre elles, c'est-à-dire n'avoir l'une avec l'autre que des rapports de 1 à 2 au plus.
ef
t =3110 +f3 +eD t =dg
t = f î) +3 ÎÉ D + d3 , t =eg
yy x q y z z.r °;.r
t =e3 +dD + -—î , t =f g
zz x y n f s ./!/ °xy
n étant un nombre variable suivant le rapport des élasticités longitudinales et transversales, et auquel on donnera :
1° Si l'on connaît gr, la valeur fournie par la foi mule empirique
2° Si l'on connaît plutôt le rapport -„ des deux coefficients d'élasticité de glissement dans les plans xy et yz, la valeur fournie par
" 1= ar;
car c'est ce qu'on obtient en mettant pour ~ dans {t") sa valeur —* — donnée
par les formules (e"), et tirant -•
Ces expressions de -, à mettre l'une ou l'autre dans le dernier terme de
la troisième des six formules de tension (s"), donnent, l'une comme l'autre, aux élasticités dans diverses directions qu'on peut en tirer, cette variation simple et graduelle (n° 21), c'est-à-dire à trois maxima ou minima seulement, qu'elles doivent avoir dans la nature. Mais pour cela il faut, comme on l'a dit plus haut après la formule (o"), que y ne soit jamais pris au-
dessous de 2, mais que sa valeur soit comprise, en général, entre 7 ou 8 et 50.
Si ce sont au contraire les Er, E, . E, qui ont été mesurés au moyen d'expé-
riences d'extensions : 1° de la pièce donnée supposée prismatique; 2° de petits prismes extraits de sa matière dans les deux sens x, v/, alors les formules suivantes, qui sont données par (e"),
de_ 2n ef 1 9 — n f d _ 1 9 - n _
1 1 /E. \ fourniront immédiatement, en y faisant d'après (t") -='\-\--l-= 1 1,
trois des coefficients des formules de tensions (s") ; et, quant aux autres, c'est-à-dire à d, e, f, on les obtiendra évidemment en multipliant deux à deux les (v") et en extrayant les racines carrées.
Nous laissons toujours, dans ces formules, le nombre 7 indéterminé ; afin, comme nous avons dit au nu 22, que chacun puisse le choisir suivant la connaissance qu'il pourra posséder de faits relatifs aux valeurs de 9 ou de
-^•. Nous pensons qu'on ne courra guère risque de se tromper en faisant
Si l'on a mesuré, non seulement les trois coefficients de l'élasticité de glissement d, e, f, mais encore le coefficient ou module d'élasticité d'extension longitudinale E^, on n'a plus besoin du diviseur variable n.
Il peut être éliminé au moyen de l'expression (e") E =-5 rr; d'où
--^r=E.v + 5-7r; ce qui en faisant, conformément aux notations ordinaires, E3 = E , fc=-Gf , d = G' , e = G,
donne les formules suivantes :
ce t =3^D+G3+G3
xx G •<-' l u î
Ix") { t = G d + 5 ££' ? + G'D
Le cas le plus ordinaire est celui où les élasticités transversales sont égales, ou bien diffèrent assez peu pour pouvoir être regardées comme telles en les remplaçant par leur moyenne.
Alors on a d = e, ou G=G\ paramètre qui peut être facilement et exactement mesuré par des expériences de torsion de toute la pièce. Il convient
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de se passer de la connaissance expérimentale de G1 = f, plus difficile à
mesurer, et de le remplacer par ses valeurs en G et en E, seuls paramètres
qu'on laissera subsister.
On pourrait, pour cela, éliminer n etrr entre l'équation empirique [n")
n = *""f--( v~ — 1 ) et les suivantes, qu'on déduit de (e") en y remplaçant
d = e par G :
SE
de manière à avoir une équation en G,E, et f=G..
Mais cette équation serait du troisième degré en s ; et, résolue numéri-
quement par approximation pour une suite de valeurs de - , elle ne nous
donnerait rien de plus que ce que nous fournit déjà le tableau (</").
Or, en traçant des lignes dont les abscisses p et les ordonnées ~ soient
tirées de ce tableau (</") dans chacune des deux suppositions sur y, l'on reconnaît qu'elles sont presque droites. On peut donc, en laissant de côté la
i rA \
formule empirique (n ), - = 1 -+-- 1 .— — 1 ), en adopter une autre, donnant
f f, ou le rapport p • La suivante
n sf=i->(o,i-£
remplit cet objet. On peut prendre à très peu près
( ?> = = > d ou -=:-+-- dans la supposition 7 = 9 ;
' ß=2, d'où -7 = r + 2 ^ dans la supposition 7 = 22,22..
En effet, le tableau ci-dessous montre que le plus grand écart entre ce que donnent ces formules (3") et les chiffres du tableau (</") n'est pas de plus
de j^ de ces chiffres.
HO
SUPPOSITION
de
par les formules (//')
par la formule (i")
1 par les formules (/)")
,3 = 2 par la formule (z")
11 ne faudra pas prendre ß moindre que tt= 0.625, car cette valeur de ß
correspond aux limites inférieures (h") de n qui sont à peu près représentées par
c'est-à-dire pour la formule empirique (n") dans laquelle on fait y = 2. Et il ne faudra pas faire ß plus grand que o : car pour les grandes valeurs de
s-, telles que 80, on approcherait des limites supérieures de n.
On fera bien, en général, de prendre pour ß une valeur comprise entre
les limites («"), ß = = et ß = 2, afin de ne pas avoir n et -r, plus grands , pour
les grandes valeurs de ^r , que ce que donne le tableau (</").
En faisant' ainsi
f=GI=G[l-ßA),4-|)] e! G' = G;
TENSIONS EN FONCTION DES DÉRIVÉES DES DÉPLACEMENTS
g 17. — Expressions des six composantes des tensions en fonction des neuf dérivées du premier ordre des déplacements pour les corps isotropes. — Équations de leur équilibre, et de leur mouvement intérieur, où entrent les dérivées du second ordre des déplacements des points. — Conditions à la surface, exprimées aussi par les dérivées des déplacements.
Les équations du mouvement et de l'équilibre d'un corps élastique peuvent facilement prendre la forme définitive sous laquelle elles se présentent lorsqu'elles sont exprimées en w, v, w, et lorsqu'elles s'appliquent à un corps isotrope. En résolvant les équations (le) du § 4,
page 14, par rapport aux six composantes taa, tbb ou ixr, t et
en ayant égard aux expressions (28), § 15, de Sc, 3- g , on obtient
d'abord les expressions suivantes des tensions :
. _ E ( du n j __E (cv_ hr
** l + n|^ + 'l— ii)u T yz 2(1 + 9) V^ + h
,„, x ) f E ( cv n ) . E fow du
t E \fw r, j t = E__/Çw 8v\
« " 14-9)a + l-29,J (; " 2(1 + 9) \[y + dx) f);
on transformera les formules [x") des tensions en d'autres qui ne contiendront plus que les coefficients E et G, faciles à mesurer, et le nombre ß auquel on pourra attribuer une valeur arbitraire, dans les limites qui viennent d'être indiquées.
Ce sont les formules ainsi obtenues qui nous paraissent applicables aux corps solides amorphes, mais non isotropes, tels que les pierres, bois et métaux employés dans la construction des bâtiments ou des machines.
(Fin de la .Vo/e du § 10.)
(") En y mettant pour v sa valeur (34 d, p. 112) et eu égard à nos notations — = Zx
Bu . Et , . . .. ■
= — h or — ?r« » ces formules peuvent s ecrue
clj CX -UJ
trr = - . j"(i +i))3, + n5,.+ n 2.1 ; t = 5 e
T/y == » *--ï = » lzx = » ixy = • • • • î
et si l'on fait -. +; r: — - == / » ^-r-, — ; — - = m, elles reviennent aux for-
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dans lesquelles, pour abréger, on a désigné par u l'accroissement de l'unité de volume, comme dans l'équation (29) du § 15, p. 50 :
._, ,, 0 II oV dw
<5W> » = Û + TJ, + 7V
Si maintenant on introduit ces valeurs dans les équations (50) du § 14, page 51, on obtient les équations du mouvement, exprimées en u, v, w sous la forme suivante, où m représente, avons-nous dit, la densité, ou la masse de l'unité de volume du corps,
tju _ E f fUi ê)*u d*u _J 0v )
m7F~2(l + i)) \dx^df + 8* + i — 2i)&cj+A'
d*v E [f'-v frv d*v 1 dv\ v
(o4 e) { m ?— = L> , , — - t—, + 7— ; + srk "+■ à ô- — [ + Y ,
cl1 2 (1+9) I ex1 cy- oz1 1 — 29c y )
m d* — 2 (I + 9) j dx> + dtf^ dz^i — ïydz J +Z;
et les conditions limites deviennent, en introduisant les valeurs (54 c) des tensions dans les équations (25) de la fin du § 12, page 46 :
E i^/fu 9 \ (du dv\ (dw ïu\
Tcosüj=^-— — ■ 2 — +, ' y cosjj+ — + — cos(/+ -0 — h— cosr 2(1+9)1 \dx 1 — 2 9 ) \ty dx) \cx dzj
-,.)„ E [(du cv\ a(fv 9 \ (fv fu<\
(,»if) Tcosx.=77-j — + — cosy^+2 - — h : — -r-v )cosr/ + — +— cosr
2(i-ht))\\cy ex) \dy 1 — 21)7 V~ < >J)
E [(dw fu\ (dv . cw\ a(dw 9 \
5P = JTi— — ; c — h— eos;j+U- -f — COS7+2 t — \— — '-— v cos/ r 2(1+1)) \\dx cz \dz c y \dz 1 — 29 )
Tcosp = (
mules de Lamé (/) de la Note de la fin de notre g 16, page 78 :
( {'JU~ ' f:: — ; lZX ''.'?/ —
qui deviennent celles de M. Kirchoff en faisant / = 2&/k. Elles donneraient également celles (/) delà même note, page 7!», contenant, avec E, le coefficient d'élasticité G = /j. de résistance au glissement transversal ou à la torsion, au lieu de contenir t), en y faisant E _ 2i) _ E— 2G
Mais tout en continuant de se servir des formules de Clobscli, qui sont celles d'îsolropie à double coefficient, il est bon de se souvenir que, d'après l'expérience et le raisonnement, elles ne doivenl être appliquées aux corps élastiques durs qu'autant que des essais comparés d'extension longitudinale et de torsion autour d'un axe aussi longitudinal donneront
G = :E qui revient à / = /x. et que, lorsque le rapport de G à E est trouvé différent
de = , les formules (*•'') d'hétérotropie ellipsoïdale ou d'amorphic hélérotrope du n* 23 de la
même note, page 107, avec n = l ou environ, méritent plus de confiance.
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J'examinerai d'abord ces équations dans quelques cas particuliers simples. Il faut considérer comme tels ceux dans lesquels la surface des corps est exprimée par une équation simple elle-même, comme celle du cylindre ou de la sphère. Un avantage capital de ces formes régulières consiste en ce qu'on peut imaginer des situations d'équilibre, ou des sortes de mouvements simples aussi, pour lesquels le calcul s'abrège considérablement. Ainsi, pour la sphère, on peut admettre, par exemple, que chaque particule soit déplacée seulement suivant le rayon qui lui correspond et que toutes les particules situées sur des sphères concentriques à la sphère donnée se comportent de la même manière. C'est ce qui arrivera toujours lorsque les forces agissant sur la surface seront normales et distribuées uniformément, tandis qu'aucune force extérieure X, Y, Z n'agira sur l'intérieur. La situation ne sera nullement changée si, à l'intérieur, il existe un espace vide limité par une surface sphérique concentrique, et si sur cette surface intérieure sont également appliquées des forces normales et uniformément distribuées.
Mais il est plus important d'examiner des corps en forme de tige, d'une section quelconque. On cherchera d'abord les conditions d'équilibre de ces corps, et on en déduira des bases rigoureuses pour la résolution approximative des problèmes qui ont, dans la pratique, un rôle si important (*).
Ensuite, j'ajouterai à cette étude des considérations sur les plaques planes d'épaisseur finie, et la recherche de quelques-uns de leurs états d'équilibre, états qui, relatifs aussi à des corps cylindriques, se distinguent essentiellement des premiers en ce que, dans les plaques, ce sont les faces extrêmes ou bases, et dans les tiges, les faces latérales qui sont supposées n'être soumises à aucune force extérieure, ou n'en supporter que de constantes et uniformes comme la pression atmosphérique. Les deux premiers problèmes ainsi traités formeront une transition pour arriver à L'importante théorie des déformations élasliques des corps qui ont une ou deux dimensions très petites; théorie qui fera l'objet de la seconde partie de ce livre (**).
(') Ainsi que nous avons dit à la lin du g 5, ces problèmes importants, et dont les solutions sont presque les seules utiles, -sur les tiges, seront résolus pour le cas plus général et ordinaire où leur matière n'est isotrope que transversalement.
(**) Même observation ou généralisation quant à la contexture.
;. 18. — Équilibre d'une enveloppe sphérique (sphère creuse) soumise à des pressions normales et uniformément réparties.
Si les mouvements ou les déplacements à l'intérieur d'une sphère sont tels que chaque point ne se déplace que sur le rayon qui lui correspond; si, en môme temps, tous les points placés sur une même surface sphérique concentrique sont déplacés de la même manière, et si, enfin, le centre commun demeure en repos, alors, l'origine des coordonnées rectangles x, y, z étant ce centre, le parallélépipède construit sur celles d'un point après son déplacement est semblable à celui qui est construit sur les coordonnées de son emplacement initial, c'est-à-dire que les déplacements ?/, v, w du point sont proportionnels à ses coordonnées primitives x, y, z.
Si donc l'on pose
u=px , v = py , w=pz ,
p représente rallongement de l'unité de longueur : car les coordonnées x, y, z sont devenues respectivement, après le déplacement, x (\ -\-p), y (1 -+- p), z (1+ p). La fraction numérique p doit être la môme pour tous les points de chaque couche sphérique concentrique; p dépend donc seulement de la distance au centre qui est
et, s'il y a mouvement, du temps. Le problème sera entièrement résolu si l'on détermine cette fonction p du rayon vecteur r.
11 faut introduire les expressions précédentes dans celles (54 c) de
t t et dans celles (54 /) de T cos \6 Un remarquera d'abord
qu'à cause de la valeur ci-dessus de r, on a
( r x cr // ( r z
Si, en ayant égard à ces relations, on détermine les valeurs des quotients différentiels de u, v, w, on obtient
( Il .1 •' ( p '( x r < r
c v yz < p
Vx /• t r
i ir yz c p T~y~ r , r
'( iv ;.-' c p i z r c r
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11 en résulte immédiatement pour la dilatation ■%- ■+• ^-~:
et la substitution dans les équations (34 c) donne le tableau suivant des tensions :
r , ,, (i-Hnio4-rK r- ^
, k i-'-' p ' ' ' ( r E «;ro
„ , e (l-f-ij)p-f-ij,.^./
t = — — ^ t.h+. (,\ , _JL -' ; p
«y i+r)\ri>r l-2n ).' **~ i+t)7Jr;
ï3 l+n(r^r l—2i) )' ■» i-f-ij r #r"
Si l'on introduit ces valeurs dans les équations du mouvement, après y avoir effacé X, V, Z, puisqu'aucune force extérieure n'est supposée agir sur l'intérieur de la sphère, ces équations (30) du § 14 ou (34 e) du § 17 se réduisent à la seule équation qui suit, dont la solution déterminera p :
(56) m *± - E<1-'>) ! ti -i- * [? I
(0b) m 9P -(1-2 9) (l+o) W + r dr \
Pour k'S conditions concernant la surface, on les déduit des équations (54/). Si l'on remarque que, d'après la supposition faite, les forces extérieures agissent normalement; que, par conséquent, on a les angles ö=p, *=ç, ? — r, et que les cosinus des angles formés avec les axes par la normale, c'est-à-dire par le rayon de la sphère,
X II
sont égaux à -1 -> -> les équations (54 f) ou (23) se réduisent immédiatement à une seule :
M T = ll+„a-,9>+nif+<'-,),.g;.
Dans cette équation, T doit être considéré comme positif s'il représente une force de traction appliquée à la surface, et comme négatif s'il représente une pression. Lorsqu'il y a, dans l'intérieur de la sphère, un espace vide de forme sphérique, et qu'à l'intérieur de cet espace
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il s'exerce une autre pression, on établira une équation toute semblable pour la surface interne, avec une valeur dil'térente de T.
Examinons de plus près l'état d'équilibre. Pour cet état, le terme de l'équation (56), qui dépend de l'accélération, disparaît, et cette équation se réduit à
c r1 r ( r ou bien, si Ton multiplie par r*, à
L'intégration donne, c et c' étant deux constantes : et
■ mm ^ t'C(lf , C
En premier lieu, si nous considérons une spbère pleine, nous avons évidemment c=0 : car, sans cela, l'extension de l'unité de longueur au centre pour r = 0 serait infiniment grande. Donc
Dans le cas où la sphère est pleine, Vextension ou la contraction de l'unité de longueur, suivant la direction du rayon, est la même partout.
Si l'on désigne par p la pression qui agit snr la surface, par unité superficielle, en faisant, dans l'équation (57), T— — p et en remplaçant p par sa valeur c , l'on obtient
ou
Ke' 1 — 2 x) *■
D'après cela, les trois tensions I , ! , t , dont les valeurs sont données par les équations (r>,r>), deviennent égales entre elles et à — p; le corps entier se trouve dans un état de compression uniforme en buis ses points et dans toutes les directions.
Si, au lieu d'une spbère pleine, nous considérons une spbère creuse
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dont le rayon extérieur soit a et le rayon intérieur a', el si nous supposons la surface intérieure soumise à une pression p' ou à une tension — p' par unité superficielle, nous devons, dans la valeur de p, conserver la constante c; et en faisant successivement r=a et r = a'
dans l'équation (57), où nous aurons mis (37 a) c' — =-g pour p. il
viendra
~~E~ i_2n"+"o(t+n) ' fr'
~~Ë~1 — 29~hr)(1-M)) ' a'7-''
d'où nous déduirons
,= (pV5 — pa5) (1— 2q) c _ ±il^zJÛJl±^l£j!!5 ■
et, par conséquent :
(p'a'5_pfl3){i_29) + (p'-p)(H-9)^f>
Dans ce cas, la sphère n'est plus soumise en chacun de ses points à un allongement ou à un raccourcissement' constant dans la direction du rayon; mais X augmentation de l'unité de volume est la même partout. En effet, cette proportion de l'augmentation de volume, qui est exprimée, comme on a trouvé, par
se réduit à
5(pV5-pa3)(l-2i)) E (a3 — a'3)
Cette grandeur de la dilatation cubique u est positive ou négative,
suivant que p'«'3^pa3; elle devient égale à zéro quand la pression
intérieure et la pression extérieure sont en raison inverse des cubes des rayons des surfaces sur lesquelles elles s'exercent.
Dans le cas que nous considérons, l'ellipsoïde d'élasticité de chaque point doit évidemment être de révolution, et l'axe de révolution de cette surface coïncide avec la direction du rayon vecteur de ce poinl :
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car, autour de chaque rayon, il y a une symétrie complète pour toutes les directions. On vérifie cette proposition de la façon la plus simple, en faisant passer l'un des axes coordonnés, celui des x, par exemple, par le point considéré, ou en dirigeant cet axe suivant son rayon vecteur. On a alors ij = z= 0 et x = r, et les équations (35) donnent, pour les valeurs des tensions, en y remplaçant p par sa valeur (37 a) ci-dessus :
lxx — E ( j _ 2n + 3r> (1 -+- n) j ~
Puisque les tensions tangentielles sont nulles, on a immédiatement les valeurs des tensions principales, et l'on voit que deux d'entre elles, celles qui sont perpendiculaires au rayon, sont égales l'une à l'autre.
Si p', la pression intérieure, est très grande par rapport à p, les premiers termes des numérateurs des expressions précédentes l'emportent sur les seconds. Or, comme pour tous les points du corps on a
/ 2as\ r <C a, le facteur ! 1 y 1 sera toujours négatif, et la tension t rj. qui
s'exerce dans la direction du rayon sera aussi négative; ce sera donc une pression. Mais les deux autres tensions principales t , t„ seront positives.
Si nous continuons «à ne tenir compte que de ce qui vient des premiers termes des numérateurs de ces expressions des tensions, comme ces premiers termes prennent leurs plus grandes valeurs absolues pour ?'— a, nous avons
♦ pV' _ 2pW5
lj,„ — l--
xx à? — a!* ' .'/// 2« àr—a'7'
Les deux dernières tensions sont donc doubles de la force de pression. Dans le cas d'une pression intérieure très grande, la sphère tend à se rompre par déchirure de la surface extérieure.
VIBRATIONS D'UNE SPHÈRE
g 19. — Vibrations d'une sphère.
Lorsque l'on se propose de déterminer les oscillations d'un corps, on peut, d'après le principe de la un du g 14, faire abstraction des forces extérieures, et par suite, égaler à zéro la pression qui agit sur la surface, si toutefois cette pression n'est pas variable avec le temps. Comme on l'a montré à ce § 14, les vibrations autour de la situation d'équilibre considérée au g précédent pour la sphère, sont, dans ce cas, rigoureusement identiques à celles que les molécules du corps exécutent autour de leurs positions naturelles lorsqu'aucune force extérieure n'agit sur lui. On doit donc satisfaire à l'équation de mouvement (36) du g 18 qui a été tirée des équations plus générales (30) du § 14 et (34 e) du g 17,
(56 reproduite) wiër4 —
et en môme temps à l'équation exprimant la condition limite pour la surface extérieure ainsi que pour la surface intérieure; cette équation résulte de celle (57), page 115, T= du même g 18, où p représente pour chaque instant la proportion de la dilatation d'un rayon vecteur quelconque r, et dans laquelle on fait T = 0. ce qui donne
Dans tout ce qui va suivre, nous "supposerons la sphère pleine. L'équation (58), que nous venons d'écrire, n'existe alors que pour la surface extérieure.
A ces conditions, on doit ajouter celle que les déplacements du centre doivent nécessairement être égaux à zéro. On a ainsi des équations suffisantes pour déterminer p, et cette détermination se fait de la manière suivante.
Imaginons la fonction p exprimée sous la forme
\ p = ]\l sin (kj;) + R, sin (kj) + R, sin (k-t) +
/ + S, cos (kj) + S2'cos (kj) + S3 cos [k-t) + ,
où les coefficients R et S sont seulement fonctions du rayon vecteur r et où les k sont des constantes à déterminer ultérieurement. 11 est facile de se rendre compte, d'une manière claire, de la signification de cette
façon de représenter la fonction p. Un point qui primitivement est à une distance r du centre, s'en trouve, au bout du temps t, à la distance r (1 + p) ; il s'est donc éloigné de sa position d'équilibre de la longueur rp. Si maintenant, chacun des coefficients P», S qui entrent dans l'expression de p, reçoit, en même temps que r, une valeur constante pour un point déterminé, la longueur rp dont le point s'est éloigné de sa position d'équilibre se trouve exprimée par une somme de binômes de la forme
r Rn sin (&/) + /-Sw cos (/,-,/),
où rR et rS sont des coefficients constants. On peut alors se représenter le mouvement tout entier comme la somme de mouvements partiels coexistants, pour chacun desquels l'éloignement par rapport à la position d'équilibre est représenté par l'expression binôme cidessus. Examinons de plus près cette expression. D'abord, on voit qu'elle ne change pas de valeur si on y remplace /
par % _j_ — f car l'argument du sinus et du cosinus qui y entrent n'étant
augmenté que de 2w, ce sinus et ce cosinus restent identiquement les
mêmes. L'expression considérée représente donc des déplacements
qui se reproduisent indéfiniment les mêmes après chaque laps de
2t; temps r-; ou, en d'autres termes, elle représente des vibrations dont
la durée périodique est jr et qui se répètent indéfiniment avec la même
amplitude.
Si l'on détermine un nombre M et un angle a tels que
rRn = Mcosa, ?-S?J = Msin«,
l'expression binôme ci-dessus peut se mettre sous la forme
M sin (knt -ho).
Sa valeur, comme on voit, ne peut varier que de 4- M à — M, puisque le sinus ne peut varier que de + 1 à — I . La quantité M qui, d'après les équations écrites tout à l'heure, est égale à
M = \/rî(R;i-hS^,
donne par conséquent l'amplitude des oscillations de part el d'autre
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de la position d'équilibre, amplitude qu'elles ne peuvent dépasser. Cette quantité dépend de r; elle est. par suite, différente pour les différents points du corps, ce qui n'a pas lieu pour hn qui donne par
-r- la durée de l'oscillation. En résumé, l'expression (59), qui est une
somme de termes ou de binômes semblables aux précédents, a la signification suivante : Elle représente les oscillations exécutées dans la direction du rayon par chacun des points du corps comme une somme d'oscillations simples qui toutes ont la même durée de période
r- ) , mais qui ont des amplitudes différentes.
Imaginons l'air ambiant déplacé par les oscillations de la sphère; alors, à chaque vibration partielle du corps correspond une vibration partielle des particules d'air, et la vibration du corps se traduit dans l'air par un son dont l'élévation est donnée par le nombre de ces vibrations produites dans une seconde. Ce nombre est — -. La série (59)
peut donc encore être considérée comme représentant une série de sons produits en même temps par le corps vibrant, et dont l'élévation est respectivement exprimée par les nombres de vibrations
Si maintenant on introduit l'expression (59), p = dans l'équa-
tion (56), mc~ = et dans l'équation à la surface (58), on pourra
et'
exprimer l'égalité des coefficients des sinus et des cosinus dans les deux membres de chacune de ces équations; car, puisque ces équations doivent être satisfaites quel que soit le temps t, elles doivent être indépendantes de /, et, par conséquent, les sinus et les cosinus doivent en disparaître. On obtient ainsi, par l'équation (56), la condition suivante pour chaque fonction R :
E(i-9) pR„ 4#R\
(40) — ml,' Rn=T. l» . > \ -ôTT H r— ) •
" n (1 — 2i)) (1-f-n) V/-- r cr )
On obtient h la limite, par l'équation (58), la condition suivante :
et, pour chaque fonclion S, on obtient des équations semblables aux équations (40) et (41) en R.
On peut facilement intégrer l'équation (40) et en tirer la valeur de R en r de la manière suivante.
Posons, pour abréger :
celte équation (40) devient
t-\\n Arnn &*rm
( r- r 0 r or
Un calcul très simple montre que l'on satisfait toujours à une équation différentielle
... < ' m l\ C tû 1,(0
( r- r ( r or
fkr en substituant à © la série suivante que je désigne par oh l —
'7*\otj~" 2(/iH-l.) + 2.4(ÄHM)(A + 5)~2A6(AH-l)(/j + 5)(/i + 5)+'
Comme l'équation (44) coïncide avec l'équation (45) si // = 4, on voit que la valeur
est une intégrale de celte équation (45). Or l'équation (45) prend encore la forme (44) si l'on y fait, R'M étant pris pour une nouvelle variable :
car il résulte de celte substitution, après réduction et multiplication par î^3, l'équation en R'M :
£«R' 2 rli' Jfc8R'
qui coïncide avec l'équation (44) en faisant // = — 2. Cette dernière
S 19. — VIBRATIONS D'UNE SPHÈRE
équation en R' est donc satisfaite si l'on pose
Bl = . Y*
D'où il suit que
est, comme Rn = ç;v ( JL- ) , une solution de l'équation (45).
Puisque l'équation (43) du second ordre est linéaire, elle a pour intégrale complète une somme de deux solutions particulières multipliées par des constantes arbitraires. On aura donc la forme générale suivante de Rn, en appelant A/f et R des constantes quelconques :
Si nous remarquons que, pour le centre de la sphère, le déplacement rp doit être égal à zéro, nous verrons que le premier terme de cette expression (46) de Rw satisfait seul à cette condition. En effet, l'autre terme qui contient des puissances négatives de r devient infini pour r = 0; il doit donc disparaître, c'est-à-dire que la constante R/( doit être nulle. La valeur générale de R se réduit ainsi à
Il reste maintenant à satisfaire à l'équation de condition (41) qui doit être vérifiée pour r=a.
Si l'on y introduit la valeur précédente de Rw, le facteur constant kn disparait, et il reste
fkjay
Cette équation, à l'exception de kn, ne renferme que des quantités connues; donc les racines de cette équation transcendante ou de degré infini sont les différentes grandeurs k ; gue Von doit introduire dans l'expression (59) de p; et elles donnent les durées des oscillations partielles élémentaires qui coexistent dans le mouvement de la sphère donnée.
Les racines de cette équation (48), qui évidemment ne contient que
les puissances paires de -JL_, jouissent de deux propriétés communes
aux racines de loutes les équations auxquelles conduisent des problèmes analogues d'oscillations, ainsi qu'on le verra au § suivant. Ces propriétés se rencontrent même dans une classe beaucoup plus étendue de problèmes de physique mathématique. D'abord, les valeurs de k*n que l'on en déduit sont toutes réelles et positives. Ensuite, si /.;( et km désignent deux de ces racines de (48), on a toujours
(«o jT'.(t)- >.(¥) ■■""■= °
à la condition que m et n soient inégaux ou que km et kn soient deux racines différentes. On peut voir facilement que tous les kin sont à la fois réels et positifs, et que, par conséquent, les kn eux-mêmes sont réels. En effet, l'équation (48) ordonnée par rapport aux puissances
de z=-^— prend la forme :
V ^14-iW ^2.4.5.7 VI
Comme les signes des termes changent constamment d'un terme au suivant, on en conclut, d'après les propriétés connues des équations, que toutes les racines sont positives.
Supposons déterminées toutes les racines k . Alors lesR(/ se trouvent aussi déterminés en tout à l'exception de leur facteur A/;. Les Sn qui doivent satisfaire aux mêmes équations que les R;), ne se distingueront de ceux-ci que par la valeur de la constante; on peut donc poser
et, par conséquent, l'expression (59) qui donne la valeur de p prend la forme suivante :
49 a) p j A, sin (/.■/n-B.cosfty) ?4(t) + j A,sm(kt)+Bicos(Aa*) j n (■&■
(*) Cette relation (49) pourrait être démontrée, mais péniblement, en mettant pour les deux j>4 leurs valeurs eu série, (45) pour h = 4, et en effectuant les multiplications et intégrations. Mais on en trouvera, à la lin du § 20, une démonstration simple, s'étendant aux vibrations de corps d'autres formes.
§ 19. — VIBRATIONS D'USE SPHÈRE. lw25
Les diverses constantes A et B que contient encore cette expression se déterminent d'après l'état initial du corps élastique mis en vibration.
Pour que le mouvement soit complètement défini, il faut évidemment connaître les positions initiales de tous les points du corps, ainsi que leurs vitesses initiales. Supposons donc qu'à l'origine du mouvement, ou pour £ = 0, le déplacement rp des divers points, dans la direction du
rayon, soit représenté par une fonction donnée f (r), et la vitesse r~-
dans cette même direction, par une autre fonction donnée 1 (r). Si
nous égalons ces valeurs données de p et de -~ à celles qui résultent
de l'équation précédente dans laquelle nous aurons fait / — 0, nous aurons les équations :
|^(t)+V.(^+Mt)+'
De ces équations, on peut tirer les valeurs de A et de ß, exprimées par des intégrales définies, à l'aide de l'équation (49). Si, en effet, on
multiplie chacune des équations (oO) par iAox I — ), et si l'on intègre
ensuite les deux membres entre 0 et a, tous les termes, à l'exception de ceux de l'indice n, s'annulent en vertu de l'équation (49), et l'on obtient
ffl^(¥)'*=\n*CÖ]V*
d'où Ton déduit les valeurs suivantes des constantes A , ß :
Ces formules donnent la solution complète du problème. On remarque que les dernières quantités déterminées au moyen de l'état initial du mouvement n'intluent que sur les amplitudes des oscillations, et nulle-
ment sur leur durée. La durée des oscillations est au contraire entièrement déterminée par la forme géométrique et les dimensions du corps vibrant.
; 20. — Sur les racines des équations transcendantes qui donnent la solution du problème des vibrations des corps élastiques.
Les vibrations d'un corps élastique quelconque, de quelque manière qu'elles se produisent, peuvent toujours être représentées sous la même forme qui a servi à représenter ci-dessus la quantité p, en tant qu'on les considère comme des sommes de vibrations partielles périodiques simples; c'est-à-dire qu'on peut toujours poser, pour les valeurs des déplacements u, v, w des points :
?/ = ?/j sin (k\t) -4- u.2 sin (k2t) -+- .
+ 11 cos (h\t) -+- u'2 cos (k/) -h .
v = i\ sin (k^) -f- ya sin (k±t) -h .
H- v\ cos (kit) -t- i'[, cos (kst) -+- . iu = «>x sin (kj) -+- »'2sin (k.2t) -+- .
-h w\ cos (kj) -\- u>',cos (kj.) -+- .
Dans ces expressions, les termes contenant les sinus et les cosinus du même argument représentent ensemble une vibration partielle. Comme on le reconnaît facilement, chaque système de ces termes, considéré isolément, doit satisfaire aux équations différentielles du
mouvement (50) m -7—, = du g 14. Si donc après avoir, dans ces
équations, annulé X, Y, /, on y remplace u, v, iv par les composantes
uns\n(knt), vnsin(knt), wn siu (/.,/) d'une oscillation partielle, on obtient aussi
tM=t>n (*„*), tff, = t™ sin (*„*),
les t n) étant les valeurs des t dans lesquelles on a introduit les u , v , w , au lieu des «, v, w.
Alors, tous les termes des équations différentielles (30) contiennent
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Je l'acteur sin (k t); et en le faisant disparaître, on arrive à
I 2 C lXX , l V.v\ , l l.r:
" " ex ( y c :•
(al) -mfyn
r (n) r Kn) r (n)
C Kl S/y l l-7
c\(i'] a.în) i\[n)
\ — mk~ w ,= -—-
" " iX (IJ (i
Dans ces équations, le temps t ne ligure plus; les un, vn, w et les t("'
ne sont fonctions que des coordonnées. Outre ces trois équations générales, on en obtient encore trois autres exprimant les conditions limites à la surface du corps, et qui se déduisent des équations (25),
t cosy> + = Tcos <•> du § 15, en y égalant à zéro les pressions
extérieures T, el en supposant que p, q, r représentent les angles formés avec les axes par la normale à la surface, dirigée vers l'extérieur. Si dans ces équations on remplace également u, v, w par les quantités désignant une vibration partielle, le facteur commun sin (IcJ) se trouve encore dans tous les termes; et en le supprimant, il reste
l tg cos p -h iJJ cos q -h t(;:> cos r = 0 ,
( o 1 ) tjj cos p H- tjj cos q H- tjjj cos r = 0 ,
( t'"' cos p H- tg cos q -+- tJJ cos r = 0 .
Ces équations ne contiennent pas non plus le temps t.
Les équations (51) et (52) déterminent donc u , v , w en fonction des coordonnées, mais de telle sorte, cependant, que ces trois quantités peuvent être multipliées à la fois par une même constante arbitraire. En effet, ces équations ne changent pas si, au lieu de u , v , w , on y met kun, kvn, ktoB, k désignant un facteur constant quelconque : car ce facteur disparait immédiatement comme commun à tous les termes.
Mais, pour la détermination des k* qui figurent dans les premiers membres des équations (51), les équations (51) et (52) conduisent, comme dans le § précédent, à une équation transcendante. Cette équation transcendante a toujours ses racines réelles et positives, comme on va le voir immédiatement.
Auparavant, il importe de remarquer que les quantités?/ ,vf , w' conduisent aux mêmes équalions que un, vn, wa,et ne peuvent, par
conséquent, se distinguer de ces dernières quantités que par des facteurs constants arbitraires.
Considérons l'intégrale triple
"V'O dxdydz ,
dans laquelle k et n représentent deux nombres différents, et qui doit être étendue au volume entier du corps vibrant. On va montrer que celte intégrale est nulle, quelles que soient les valeurs de k et de n, pourvu qu'elles soient différentes.
Si dans l'intégrale J on introduit, à la place de u , v , w , leurs valeurs tirées des équations (51), on a
— mk_ J =
ex
.ri/
aff
lui ,/.,ï/>/c.
Tt(«)
Si maintenant l'on traite cette intégrale identiquement de la même manière que l'intégrale semblable du § 16, p. 58 (qui représente le travail cV des forces intérieures), on obtiendra, comme à ce g, une intégrale double devant être étendue à toute la surface du corps, et une intégrale triple. Ces deux intégrales se déduisent des valeurs de ol; et de — cil, de ce § 16, pp. 60, 61, en remplaçant, dans leurs expressions, les t par les t(" et ou, àv, o*/>, par Mft, yft, w'k. Alors, sans aller plus loin, ou reconnaît qu'à cause des équations (52), la première de ces intégrales s'évanouit, et il reste seulement
mk . J
( irf. < u,
+ Cri + C(T7
dxdydz.
Si maintenant l'on considère que les t"1 sont des fonctions linéaires
RÉALITÉ DES RACINES DES ÉQUATIO.NS TRANSCENDANTES
cU i V CW . .
des six quantités-^-', _Jr-4-_J: , et sont ainsi (même 3 16)
cX l Z c\J
les quotients différentiels partiels, par rapport à ces quantités, d'une même fonction du second degré, l'on reconnaîtra que la fonction placée sous le signe d'intégration ne change pas quand on y remplace les uk, »., wk par les un, vn,ivn. La môme chose doit donc avoir lieu pour
le premier membre de l'équation. Or, J ne change pas quand on y remplace n par k, tandis que k1 se change en k^. Si donc k et n sont différents, le premier membre ne peut conserver la môme valeur qu'autant qu'il est toujours égal à zéro. On a donc nécessairement, lorsque k et n sont différents :
(53) JJJ < "«"* + ''»''* + w^ 'lcdydz = (' '
comme nous l'avons avancé.
Maintenant, si l'équation transcendante qui a pour racines les k* avait des racines imaginaires, à chacune d'elles répondrait sa conjuguée, et l'on peut prendre ksn et k\ pour deux de ces racines conjuguées. Par suite, un et uk seront aussi des grandeurs imaginaires conjuguées, et il en sera de même de v et v, , de w et iv. . Or le produit de deux
H fi II n A
imaginaires conjuguées de la forme a -h ßi, a — r(À (i étant V7 — l), est égal à <x2-t-ß*, et est par conséquent positif; l'intégrale (53) représenterait donc une somme de nombres positifs qui ne peut être égale à zéro. Donc k? ne peut jamais être un nombre imaginaire binôme.
Mais, de plus, tous les k* doivent aussi être positifs, et par conséquent, les k eux-mêmes doivent être réels. En effet, si l'on opère, comme on vient de le faire sur l'intégrale J, sur une autre intégrale
i'=fjJ {< + <■+- «tytedydz,
dans laquelle les u , v , wnsont nécessairement réels à cause de la réalité démontrée des k'n, on obtient de la même manière que tout à l'heure la valeur de rïik* J', exprimée par l'intégrale triple ci-dessus, dans laquelle les m., vk, wk sont remplacés par les un, vn, wn. On reconnaît ensuite facilement que l'expression sous le signe d'intégration n'est autre chose que le double de la fonction F de l'expression (34 a) du § 16, page 62, dans laquelle on aurait remplacé u, v. w, par un, v ,
w , fonction homogène du second degré des six déformations élémentaires ?, g, ou bien des six composantes de tensions t,... t ^, donnant la valeur du travail des tensions qui ont produit ces déformations pour l'unité de volume de l'élément dxdydz du corps. On a donc
(54) mkly = <2jjj¥ dxdydz.
Or, la différentielle, prise en signe contraire, de l'intégrale triple du second membre, exprime le travail des forces intérieures pour une déformation. L'intégrale elle-même représente donc, pris en signe contraire, le travail des forces intérieures, lorsque les points de ce corps sont déplacés de leurs positions d'équilibre, et que ces déplacements sont exprimés par un, vn, wn. Ce travail est; de sa nature, négatif, et exactement opposé au travail positif des forces extérieures, qui lui est égal, et qui est nécessaire pour produire les déplacemements. La triple intégrale est donc nécessairement positive. Or J', qui est une somme de termes positifs, est aussi positif; donc k%n doit nécessairement être positif, ce qu'il fallait démontrer.
Si k pouvait devenir imaginaire, sin (kj) et cos (kj) deviendraient aussi imaginaires, et ces fonctions trigonométriques se développeraient en des termes qui contiendraient le temps en exponentielle à exposant réel, c'est-à-dire en des termes qui, lorsque le temps augmenterait, devraient tendre vers zéro ou s'accroître indéfiniment. La véritable signification de ce qui vient d'être démontré est donc ceci : Les mouvements intérieurs d'un corps élastique, si ce corps est entièrement abandonné à lui-même, nepeuvent, avecle temps, ni augmenter ni diminuer; mais, au contraire, tous les mouvements partiels s exécutent en périodes d'égale durée entre des limites invariables qu'ils ne peuvent dépasser, mais qu'ils atteignent toujours de nouveau périodiquement.
L'application de l'équation (53), fff = 0, au problème posé au § 19 qui précède, se fait très simplement. Dans ce problème les déplacements sont :
u=px , v = py , w = pz ,
et peuvent être exprimés, d'après les notations de l'équation (39) p = R sin (fc,*) -h R, sin (k/) -h...., comme il suit :
u — R x , v = Pi ii . w =R z ,
PARTAGE DK LA FORGE VIVE VIBRATOIRE DES CORPS
Comme on a d'ailleurs
l'expression qui, multipliée par dxdydz, esl à intégrer dans l'équation (55), fff( )dxdydz = 0, prend la valeur
qui ne dépend plus que de r.
Pour intégrer celte expression multipliée par dçdydz et étendue au corps entier, on peut d'abord intégrer sur une couche sphérique dont lerayonesl r et dont l'épaisseur est(/r. Comme R Rt r a la mémo valeur pour, tous ses points, on obtient la valeur de l'intégrale pour toute cette même couche sphérique en multipliant R R. r2 par
son volume i-r' rfr. On a donc, en supprimant le facteur 4-, puis en ajoutant les intégrales relatives à toutes les couches sphériques, eleu tenant compté de l'équation (55).
(40 a) J,,' li«U<</'1"
(*)-En multipliant par le rayon vecteur r l'expression ^49 a) de p, p. 124, on a le déplacement moléculaire à la distance r du centre; et en différentiant le produit par rapport au temps t on a la vitesse à cette même distance /'. Si on l'appelle V, on obtient une expression qui peut être écrite
\=~—\ Ai cos (ki) — B k sin (A- t) n [ -5- ) •
Si, après avoir élevé cette expression au carré, on la multiplie par m. %cr%dr moitié de la masse de la couche sphérique d'épaisseur dr, qui est animée de la vitesse V, et si l'on intègre de r = 0 à r = a, on a la demi-force vive de la sphère entière. En l'appelant <i>, et en désignant par Tm le binôme entre parenthèses qui est une fonction de t seul, l'on aune expression
*=„» 2t; f ,*[¥, '{tyJ+^Mfafê) ». (*) •
le premier 2 comprenant tout ce qui vient des carrés des divers termes de l'expression de la vitesse V, et le second comprenant tout ce qui vient de leurs doubles produits ; de sorte que ce second z s'étend à toutes les combinaisons deux à deux dos indices inégaux n, n' de k. Or, la seconde des
Si, au lieu de Rn et de Rfc, on met leurs valeurs tirées de l'équation (47), Rk=Akçt(-ï_), on trouve l'équation (49) du g 19, qui n'avait pas été démontrée.
g 21. — Les problèmes de l'équilibre des corps élastiques sont complètement déterminés.
De ce qui précède on peut, de la manière la plus simple, déduire une démonstration de ce fait général, que les problèmes concernant l'équilibre des corps élastiques sont entièrement déterminés, si les forces extérieures agissant tant sur l'intérieur du corps que sur sa surface, sont données.
Admettons, en effet, que le problème de l'équilibre comporte deux solutions différentes. Soit Tune de ces deux solutions représentée par les déplacements u, v, iv, l'autre par les déplacements iï, v\ w' . Écrivons les équations de condition du problème une première fois avec u, i>, w, une seconde fois avec u', v', w'. Soustrayons l'une de l'autre les équations correspondantes des deux systèmes, nous obtiendrons évidemment un système semblable dans lequel, à la place des variables u, v, w, se trouveront les différences u — u', v — v', w — w'. Mais les forces extérieures qui dans les deux systèmes étaient repré-
deux intégrales I est zéro d'après l'équation (49), qui a été démontrée au
J o § 19; * se réduit donc à la première de ses deux parties. Donc la demi-force vire due au mouvement vibratoire total, qui résulte de la superposition d'une infinité de mouvements vibratoires simples ou pendulaires, est égale, à chaque instant, à la nomme des demi-forces vives dues à ces mouvements vibratoires composants.
J'ai reconnu, en 1865-66, que ce théorème s'observe dans le mouvement vibratoire de solides de formes diverses, autres que la forme sphérique, et dont quelques-uns étaient réunis à des masses rigides, vibrant avec eux. Cela tient à ce que, pour tous, il y a une équation comme (49) ou (49 a) qui annule la somme des doubles produits des termes entrant dans la composition du carré de la vitesse résultante (Comptes rendus, 5 juillet 1865, p. 25, et 28 mai 1866, p. 195). Sur mon invitation, M. Félix Lucas en a cherché une démonstration générale qui a été insérée au tome XXII des Savants étrangers. (Voyez aussi un article : Partage de la force vive, etc., aux Comptes rendus, 2 et 9 décembre 1872, t. LXXV, p. 1425 et 1567.)
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sentées identiquement par les mômes termes, auront complètement disparu par la soustraction. Ainsi
sont des déplacements qui peuvent se produire dans le corps sans qu'aucune force extérieure n'agisse ni sur l'intérieur, ni sur la surface. Il suffira de montrer que de tels déplacements sont nécessairement nuls pour avoir prouvé que
c'est-à-dire que les deux solutions admises n'en font qu'une et qu'il n'y a qu'un seul et unique état d'équilibre.
Admettons donc qu'aucune force extérieure ne soit appliquée au corps; alors, les déplacements qui peuvent s'y produire doivent satis-
faire aux mêmes équations (51) — mk uH=z--^ — h et (52),
t(";cos/J-h ==0, employées dans le § précédent. Seulement les
premiers membres des équations (51) doivent être remplacés par zéro (*) ; ou, en d'autres termes, nous aurons les équations convenables pour le cas qui nous occupe, si dans les équations du § précédent nous posons kn= 0. L'équation (54) mkni'=ffj , où F
représente le travail de déformation par unité de volume de l'élément dxdydz du corps, se réduit immédiatement à
F dxdydz = 0 .
D'après sa signification, on peut reconnaître que cette intégrale a toujours une valeur positive, quelles que soient les fonctions u, v, w. En effet cette intégrale exprime le travail extérieur nécessaire à la production de ces déplacements. Mais ce caractère de l'intégrale s'applique aussi, nécessairement, à la fonction F, attendu qu'on peut choisir le corps à volonté, et par conséquent le réduire à un espace infiniment petit pour lequel cette intégrale n'est autre chose que F
(*) Car ces premiers membres — mk^uu, — mJtnvn^m^nwn provenaient de ceux des équations de mouvement (30) m — -, m — , '"— T» ^Ul nexistent Pas dans les questions
dlT et dt
d'équilibre.
multiplié par le volume, et par conséquent, dans tous les cas, par une prandeuf positive; F est donc nécessairement positive.
Comme l'intégrale dont il s'agit est une somme de quantités positives, elle ne peut s'annuler qu'avec ces quantités elles-mêmes. Il faut donc que l'on ait, pour les déplacements en question, F = 0. Et comme F est une fonction essentiellement positive, cela ne peut arriver que si les termes dont elle se compose s'évanouissent tons ensemble, c'està-dire si on a, à la fois,
Considérons par exemple la fonction n. D'après la première équation, elle ne peut contenir x, de môme que v ne peut contenir y, ni
iv, z. De plus la dernière équation montre que — ne peut contenir y,
de sorte que u doit être linéaire en y. I/avant-dernière équation montre de même que u doit être linéaire en z. On peut faire un raisonnement analogue sur les fonctions v et w, et poser alors, a,b, c, a. (3, y étant des quantités constantes :
(Il
rX ~
(IV fil
< y + dx
a±iy-
Pr »
= c -+-px —
ocy .
Les coefficients de x,y, z dans les seconds membres ont dû être pris deux à deux égaux et de signes contraires pour satisfaire aux trois dernières équations (55). ,
Les équations (56) ne représentent rien autre cliose que les déplacements que pourrait prendre le corps s'il était considéré comme absolument rigide. On peut facilement s'en assurer. SiTen;effet^ des six constantes a, b, c, a,ß,y, on en fait disparaître cinq, en ne conservant que a, on a v = iv — (),u = a. Tous les points du corps sont donc déplacés, parallèlement aux x, de la distance a. De même b indique un déplacement du corps parallèlement à l'axe des ?/, et c un déplacement parallèle à l'axe des z. Si, au contraire, on ne laisse subsister que a, <>n a
» 0 . /' = ocZ , 10= — a y ;
DÉTERMINATION COMPLÈTE DES PROBLÈMES D'ÉLASTICITÉ
les points de l'axe des x pour lesquels ;=0, ,?y = 0, sont donc demeurés en repos; mais si nous considérons un point éloigné de l'axe des a? d'une dislance r, formant primitivement avec la direction des z un angle ?, et dont les coordonnées sont par conséquent
z = r cos y , y = v sin y .
et si nous donnons au corps une petite rotation a autour de l'axe des x, les coordonnées de ce point deviendront
z -+- w = r COS (y -f- a) , >/ -h r = r sin (y + a) ;
ou bien, si l'on suppose a très petit, de sorte que son sinus puisse être remplacé par a et son cosinus par i ,
Z -+- W == ?' (COS y — a sin y) ,
y+"ï = r (sin y H- a cos o) .
En retranchant respectivement les valeurs ci-dessus de z et de //, il reste
w = — ur sin y = — a// r =a)' COS a=«2.
Les déplacements trouvés ci-dessus correspondent donc à une petite rotation autour de l'axe des x. De même, ß et y représentent des rotations autour des axes des y et des z. Par conséquent les équations (56) n'indiquent pas autre chose que l'ensemble des déplacements que pourrait prendre le corps supposé rigide.
Il résulte de là que les problèmes de V équilibre des corps élastiques sont complètement déterminés lorsque Von ajoute, aux équations différentielles exprimant cet équilibre, autant de conditions qu'il en faut pour déterminer complètement la position d'un corps rigide.
Ces conditions sont les suivantes :
1° Qu'un point du corps demeure fixe, en sorte que, pour ce point, u, v, w disparaissent;
2° Qu'un élément de ligne mené par ce point conserve sa direction ;
5° Qu'un élément de surface, infiniment pe*it, passant par cet élément de ligne, conserve sa direction.
Avec ces conditions complémentaires, le problème se trouvera déterminé sans aucune ambiguïté.
La situation du système des coordonnés n'est déterminée que par
CHAI'. I. FOliMII.ES FONDAMENTALES.
des nombres finis, c'est-à-dire par des grandeurs vis-à-vis desquelles on néglige les petits déplacements ; c'est cette situation qui donne d'abord les éléments de détermination du problème, qu'on vient de rappeler. Si, après que les déplacements se sont produits, on les prend en considération, on devra apporter, dans ces éléments de détermination, de petites corrections qui seront données par ce qui précède. Ces corrections, à vrai dire, ne se rapportent qu'à la détermination du système des coordonnées, et il n'y a qu'une illusion dans l'apparence que le corps pourrait être un peu déplacé sans que l'équilibre cessât d'exister, ce qui, évidemment, est une absurdité. Ce n'est pas le corps, mais c'est la position du système de coordonnées par rapport au corps qui peut être un peu déplacée, sans que la forme des conditions d'équilibre cbangc le moins du monde; et c'est seulement cette circonstance qui est indiquée par l'arbitraire dont restent affectées les formules (56).
en wtiui; m
CORPS PRISMATIQUES OU CYLINDRIQUES EN GÉNÉRAL
g 22. — Équilibre des corps cylindriques ou prismatiques. — Problème de Saint-Venant (Da* de Saint-Venantsche Problem).
Les corps cylindriques ont dans les applications une telle importance que Ton comprend que l'on ait cherché à établir d'une manière complète la théorie des déformations de ces corps. C'est aux recherches de M. de Saint-Venant que l'on est redevable d'une connaissance plus approfondie des phénomènes qu'ils présentent (*). Partant de points de vue qui lui sont particuliers, de Saint- Venant a appris à connaître une série d'états d'équilibre de corps en général et de corps prismatiques en particulier. Il va être donné plus loin un exposé de ses travaux, modifié dans les points principaux qui ont rapport à l'objet que nou& avons en vue.
Considérons un corps cylindrique ou prismatique de section quelconque, et d'une substance homogène qui soit, comme nous avons dit à la fin du § 5, d'égale contexture dans les divers sens transversaux ou perpendiculaires aux arêtes de sa surface et pouvant, du reste, offrir une contexture et des résistances différentes dans le sens longitudinal
(*) Mémoire sur la torsion des prismes, au tome XVI (1855) des Savants étrangers. Mémoire sur la flexion des prismes, au Journal de Liouville, 2e série, t. I (1856). (Note de Clebsch).
Ces deux Mémoires ont été lus à l'Académie, l'un le 13 juin 1853 (torsion), l'autre le 20 juillet 1855 (flexion). Un premier extrait de celui-ci avait paru le 20 novembre 1854 aux Comptes rendus des séances, t. XXXIX, p. 1027. Voyez au même recueil, t. XXXVI, p. 1028 et t. XLI, p. 145. Voyez encore le lumineux rapport de M. Lamé, 26 décembre 1853, t. XXXVII, p. 984, et aussi îa troisième édition, annotée (1864), du llétumé des Leçons de Navier sur l'application de la mécanique à l'établissement des constructions et des machines.
ou parallèle aux mêmes arêtes (*). Conformément aux conditions rappelées à la fin du § précédent, supposons le corps fixé de telle manière que dans l'une des deux bases ou sections transversales qui le limitent, un point, un élément de ligne et un élément de surface soient assujettis à conserver des positions données. Prenons l'axe des z parallèle aux arêtes du cylindre, de manière que les sections transversales soient primitivement parallèles au plan des xy: prenons pour origine le point de la base ou section extrême dont on vient de parler, qui doit rester fixe; et prenons, pour axe des x, la direction de l'élément de ligne dont la position est également invariable; l'élément de surface de la même base, voisin de l'origine, devra encore, après le déplacement, se trouver dans le plan xy. D'après cette hypothèse on voit que
pour x = Q, y = 0, z = 0,
on doit avoir u = 0, v = 0, w = 0.
Si dans cette section extrême, qui forme. le plan des xy, nous considérons un point voisin de l'origine et ayant pour coordonnées dx, dy, ses déplacements seront exprimés, les indices 0 signifiant des quantités particularisées pour 2 = 0, par
cru\ . (rcu\ .
ï-)Jlx + irr. M.'/'
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Puisque ce point doit demeurer dans le plan xy, son déplacement, dans la direction des z, doit être nul; on a donc nécessairement
Si l'on suppose que ce même point se trouve situé sur l'axe des x,
(*) Ici l'auteur disait : « Un corps d'une substance non cristalline (isotrope) »; ajoutant qu'il ne faisait celte hypothèse que pour simplifier, « car des considérations semblables seraient applicables aux corps cristallins (hétérotropes) ».
Nous avons dû remplacer cette phrase par une autre, en conformité avec ce que nous avons dit au commencement de notre Avertissement, et aussi dans une note à la lin du $ 7,, en exprimant alors que les formules étaient tout aussi simples pour les prismes ou cylindres Constitués d'une autre manière longitudinalement que transversalement, et qui sont les seuls :'i peu près qu'offrent la nature et l'industrie.
ÉQUILIBRE DES CORPS CYLINDRIQUES OF PRISMATIQUES
c'est-à-dire si l'on fait dy = (), il devra, après son déplacement, rester sur l'axe desx, et, par conséquent, son déplacement dans la direction des y doit être nul. On doit donc avoir aussi
Eh résumé, pour le point fixe choisi, les conditions suivantes doivent être remplies :
pour .r=0, .'/=0, z=0,
on doit avoir u=0, v =0, w=0,
( X < X ( fi
Nous supposerons qu' 'aucune force extérieure n agisse sur la surface latérale du prisme ou cylindre, i\i sur les points de son intérieur, en sorte que nous abstrayons ici la pesanteur, dont l'influence est, au reste, le plus souvent négligeable. Les forces extérieures qui doivent déterminer l'étal de ce corps, ne s'exerceront donc que sur les divers éléments superficiels des bases : nous considérerons comme inconnu leur mode d'action et de distribution, sur ces éléments, et nous chercherons quel il doit être sur la base libre, pour que les conditions qui seront supposées puissent être remplies; mais il nous faut, pour en faire le calcul,, un nouvel élément de détermination.
Imaginons, à, cet effçt, le corps entier comme formé de fibres perpendiculaires aux sections et dont la direction primitive est parallèle aux génératrices du cylindre. Les faces des fibres limites qui font partie de la surface extérieure latérale, ne sont soumises, d'après nos suppositions, à aucune traction ni pression. Pour exprimer cette condition, nous devons, dans les trois équations générales (25),
p. 40, t cos p -h s= T cos xrj, relatives aux surfaces exté-
rieures des corps, faire T, la traction extérieure, égale à zéro, et cos r nul aussi, puisque la normale à la surface extérieure, dont p,, q, r, représentent les angles avec les x, y, z est, ici, perpendiculaire à l'axe des z, en sorte que r est un angle droit. On a, par suite :
cosç = sinyj.
Les conditions limites (25) pour la surface latérale sont donc les
suivantes :
( KzCOSP + t.r,lsinP = 0>
(57 a) J tyxcosp-i-tyy8mp=0,
Remarquons que les deux premières de ces équations (57 à) sont toujours satisfaites d'elles-mêmes pour certains états du cylindre ou prisme dans lesquels les fibres seraient supposées n'exercer les unes sur les autres ni pression ni traction latérale, soit dans les sens des x, y, soit aussi dans les sens qui leur sont intermédiaires, en sorte qu'on aurait
(57 6) t,,r = 0> V</ = 0' t!7/ = 0 partout.
Il est naturel de se demander à quelles conditions ces égalités (57 b) auraient lieu ; on peut donc se poser le problème suivant :
Quels sont, pour un corps cylindrique ou prismatique qui n'est soumis à Faction d'aucune force extérieure agissant soit sur sa surface latérale, soit sur les molécules de son intérieur, les états d'équilibre dans lesquels les différentes fibres longitudinales ne supportent aucune pression latérale ou perpendiculaire à leur longueur? Quelles sont les forces qui doivent agir sur la surface extrême ou base libre pour produire des états semblables ?
Tel est le problème de Saint-Venant (*). Ce problème, comme on le verra, peut se résoudre de diverses manières et comporte plusieurs solutions différentes présentant cette particularité commune, que les sections infinitésimales primitivement rectangles des différentes fibres du corps demeurent des rectangles, et que les contractions latérales de ces fibres, dans deux sens, sont rigoureusement celles qui, dans les prismes isolés, correspondent à leurs extensions longitudinales.
D'après ce qui précède, s- et 7r-y ■?- étaient les extensions de l'u-
r 1 r vz ùx (y
nité de longueur suivant les directions respectives z de la longueur du prisme, ou de ses fibres, et x, y, de ses dimensions transversales ou latérales. Comme maintenant il n'v a plus, vu t = 0, t = 0, de pression latérale, ebaque portion de fibre est dans le cas du petit parallélépipède du g 2, tiré sur ses bases par des forces t et libre
(*) Nous dirons, dans une Note à la fin du présent § 22, comment nous avons été conduit à nous poser les divers cas de ce problème, dont l'exacte solution analytique est possible et peut s'appliquer, avec une approximation très suffisante, aux problèmes usuels des tiges, rebelles aux solutions rigoureuses, qui d'ailleurs, si elles étaient trouvées, seraient d'une application impossible, comme on verra. (Note de la lin du $ 28.)
PROBLÈME GÉNÉRAL DE CET ÉQUILIBRE
sur ses autres laces. On a donc, en vertu des formules p = E? et y= — 9? de ce §,
* ' ÜZ
et 9 : 1 étant, comme au môme §2, le rapport des contractions latérales aux extensions longitudinales,
,„_. du ov dw
Pour exprimer, maintenant, que l'élément de surface de la section reste rectangulaire, ce qui revient à faire g = 0 ou t = 0, on devra poser (g 13, p. 49)
c y dx
Par conséquent, les équations (50), g 14, p. 51, dont les premiers
. O^U 0*V ClV . . ,r ,r r, , .
membres m-7rr,> m rzr» m -f-,» ainsi que X, i, Z, doivent être annule2 dl1 cr
lés, deviennent :
— — — o dz '
dx^dy^dz Si, dans la troisième de ces équations, on mel pour t sa valeur (58),
E -çr- , et si dans toutes trois on met pour les deux autres tensions
leurs valeurs (54 c) du commencement du § 17, p. 111, où nous
p écrirons pour plus de généralité, au lieu de ^j-. . , le coefficient
d'élasticité de glissement G du § 5 [expressions (1) et (1 a), p. 12], en laissant indéterminé son rapport à E et à 9, ce qui donne
et ce qui embrasse, avons-nous dit (Avertissement), le cas d'un rapport quelconque des élasticités; enfin si, après la substitution dans la troisième des équations qu'on vient d'écrire, on la réduit en ayant
égard à (51)), l'on a
cht cJHv
0*V c2w (61 3CT+55=s;=0^
cJz- c yl /E 9 Xcihu Bhu t -iv
Des trois équations de conditions limites (57 a), il ne reste, avonsnous dit, qu'une seule, savoir : ;
(62) 0 = tr. , cosp-f-t sinjj;
ou bien, eu égard aux valeurs de t , t que nous venons d'écrire,
, (du dw\ (cr Bw\ .
(62a) 0= (^ + ^J cosp+ [Fz + 1Tj) smy>,
qui doit être satisfaite à la surface extérieure du cylindre.
L'ensemble des équations (58) à (62) va être étudié d'une manière approfondie dans les g§ suivants. (*)
Navier, qui a fondé, en 1821, la théorie mathématique de l'élasticité des solides, s'était contenté d'établir les équations différentielles de leur équilibre intérieur, et, en même temps, celles des conditions à remplir à leur surface, qui donnent implicitement les six formules de composantes rectangulaires de tensions pour les corps isotropes.
Cauehy et Poisson, en 1828, et, vers le même temps, Lamé avec la collaboration de Glapeyron, après avoir traité le même sujet par des considérations un peu différentes, s'occupèrent aussitôt d'en appliquer les formules aux problèmes de déformation des tiges prismatiques ou cylindriques.
Ils résolurent facilement celui de leur extension longitudinale, accompagnée de contractions transversales, sous l'action de forces de traction supposées uniformément réparties dans toute l'étendue de leurs bases, et un autre problème, le plus facile après celui-là, savoir, le problème de la torsion uniforme d'une tige à section circulaire, supposée n'être sollicitée qu'aux divers points de ses bases par des forces tangentielles, ou agissant dans leurs plans, perpendiculairement aux rayons vecteurs des points, et d'intensités proportionnelles à ces rayons; car ce sont là des conditions d'application et de distribution des forces, nécessaires pour que l'extension et la torsion soient ce qu'on les suppose, ou pour que les deux solutions qu'elles présentent soient exactes.
Pour la flexion, Lamé, qui ne se contentait que de solutions rigoureuses, a en a jamais donné aucune, pas même dans son livre de 1852; il y m'en-
NOTE DU § 22. — HISTORIQUE DU MODE DE SA SOLUTION
tionne seulement, à sa douzième Leçon, ses longues et infructueuses recherches de l'état d'équilibre d'élasticité d'un prisme rectangulaire dont les six faces seraient soumises à des forces données, problème des plus importants, selon lui, et à la solution duquel il a même inutilement convié tout le monde savant, en déterminant l'Académie à le proposer pour sujet de grand prix à diverses reprises depuis 1846 jusqu'à 1858 (*).
Poisson et Gauchy, pour ce problème difficile de la flexion, tentèrent une solution seulement approximative, par une méthode dont ils avaient peutêtre puisé le modèle dans le Mémoire de Lagrange sur le mouvement des liquides des canaux peu profonds (Ac. de Berlin, 1781, n° 52, ou Mec. an., 2e partie, n° 25 de la section XI) et qui, appliquée aux déformations des prismes solides dont les dimensions latérales sont supposées très petites, consiste à admettre que les tensions et les dilatations, aux divers points de chacune de leurs sections, « sont exprimables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et positives des coordonnées transversales » comptées à partir des centres. Ils arrivèrent ainsi à deux formules principales, conformes à celles de la théorie ordinaire de la flexion.
Mais, outre que cette méthode se base sur une hypothèse arbitraire, et qui laisse masqués, ou inexactement appréciés, les glissements qui accompagnent nécessairement toute flexion inégale ou non circulaire, elle comporte des suppressions de termes dont rien ne justifie l'approximation, et qui conduisent même à des contradictions quand on les opère de différentes manières.
C'est ce qui se manifeste surtout dans l'emploi, du reste fort ingénieux et déjà utile, qu'en a fait Cauchy pour chercher la loi de la torsion d'un prisme rectangulaire. En effet, outre que l'on trouve ainsi, lorsque la base est carrée, une expression dont un raisonnement simple démontre l'erreur, on peut voir que, quand la base est un rectangle quelconque, si l'on prend des termes de plus dans les séries posées, l'on arrive (Voy. Comptes rendus, 20 novembre 1845, t. XVII, § IV, p. 1189; 22 février 1847, t. XXIV, p. 265, 485 ; et surtout Appendice IV de l'édition 1864 annotée des Leçons de iïavier, § 59, p. 621-626) à une expression qui n'est que les deux tiers de celle qu'adonnée l'illustre analyste pour le moment de torsion; modification qu'il a faite lui-même dans la partie de son Mémoire concernant les vibrations tournantes, mais qui ne fait qu'augmenter l'inexactitude de l'expression trouvée. La cause en est précisément* dans la circonstance que ce genre d'analyse ne saurait bien évaluer, et qui, peu influente dans la flexion, est dominante dans la torsion, à savoir la forme courbe que les glissements font prendre aux sections transversales primitivement planes, qui, en s'jnclinant sur l'axe, doivent rester normales à la surface latérale libre, ce qui exige bien qu'elles cessent d'être planes (**).
(*) Lamé n'indique même, dans cette Leçon XII, la voie où il a essayé de marcher, que pour le cas relativement très particulier où les forces appliquées aux six faces du parallélépipède leur sont toutes normales, symétriquement distribuées en deux sens sur chacune, et les mêmes sur chaque face que sur la face opposée, en sorte que ces forces sont deux à deux égales et directement contraires.
(") Voyez ci après, iVote de la fin du § 73, pour l'application que les deux mêmes illustres savants en ont faite au problème des plaques élastiques.
11 convenait ainsi de chercher, pour des prismes ayant des sections de formes variées, une méthode ne donnant que des solutions exactes, tout au moins pour des modes déterminés d'application et de distrihution des forces, comme sont pareillement les modes qui s'imposent, ainsi que nous venons de le dire, jusque dans les deux cas de déformations les plus simples, savoir celui de l'extension de tout prisme et celui de la torsion d'un cylindre circulaire.
Or, les formules des composantes de tension fournissent, comme on sait, par de simples différentialions, les intensités des forces, quand on se donne la loi des déplacements des points. Le prohlème inverse, celui d'obtenir les déplacements quand on se donne les forces qui les produisent, dépend d'intégrations qu'on ne sait généralement pas effectuer. Mais si l'on prend pour données, à la fois, une partie des forces, et une partie des déplacements ou de leurs rapports, et si l'on cherche quels doivent être, en conséquence, les autres déplacements et les autres forces, on conçoit qu'en réduisant ainsi la part des intégrations, l'on puisse n'en rencontrer que d'abordables, et arriver à la solution rigoureuse et complète d'une série de problèmes de torsions et de flexions qui soient de ceux qu'offre la pratique ou qui leur soient très approximativement assimilables.
C'est cette méthode mixte ou semi-inverse que j'ai employée. Je prenais pour donnée sur les forces la nullité de toute action sur la surface latérale; à quoi j'ai dû ajouter, par manière d'essai, pour pouvoir poursuivre le calcul, la supposition naturelle que sur les faces des fibres ou éléments longitudinaux intérieurs, les actions étaient nulles aussi dans tous les sens transversaux; et, pour donnée sur les déplacements, que le prisme éprouvait d'un bout à l'autre, tantôt une torsion uniforme, tantôt une flexion, caractérisée par des dilatations longitudinales inégales, qui ne varient que linéairement dans les sens transversaux.
Le calcul a justifié le choix de ces données et suppositions, en tant que compatibles entre elles, et il a montré bientôt qu'elles réduisent à l'intégration d'une seule équation aux différentielles partielles du second ordre la détermination de ce qui est inconnu, notamment la distribution que les forces doivent prendre sur les éléments des bases ou sections extrêmes des prismes pour que les déplacements suivent rigoureusement partout les lois supposées.
Et cette intégration s'effectue pour 'une infinité de formes des contours des sections des prismes soit tordus, soit fléchis, comme je l'ai reconnu dans mon Mémoire de 185.") sur la torsion et dans celui de 1854-55 sur la flexion. .
Clebsch, en adoptant celte idée, a embrassé dans une même analyse, comme on va voir, les divers genres de déformai ion des prismes, en sorte qu'il a pu se dispenser de poser, de prime abord, une donnée sur le mode ou la relation des déplacements ; et il a pris, pour seule donnée sur les force*. ma double supposition de nullité non seulement de toutes actions sur les surfaces latérales, mais encore des tensions ou pressions intérieures sur les faces des fibres, dans un sens perpendiculaire à leur longueur. llien entendu (pic, pour faire cesser l'indétermination à l'égard des déplacements, ou pour
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% 23. — Solution, sauf les déterminations des constantes et des fonctions arbitraires, du problème dit de Saint-Venant.
Les trois quantités inconnues, u, v, ir, § 22, sont, en raison des conditions auxquelles doit satisfaire le corps prismatique, soumises à un nombre d'équations beaucoup plus grand que leur nombre propre. On ne peut donc satisfaire en même temps à toutes ces équations que par des solutions d'un caractère particulier.
Celles de ces équations (59), (GO), (61), p. 141, 142, qui doivent être satisfaites pour tous les points du corps, sont les suivantes où, comme nous avons dit à l'Avertissement, nous laissons indéterminés les rapports mutuels de E, G et 9, afin d'embrasser le cas d'une relation quelconque entre la contexture longitudinale et la contexturc transversale :
fi] [2]
cir
#yr
t II
u cJ-w
'< s2 Vxdz L J Z)z% dyvz
rti /E _ \ f-ir ( -ir c -ir
abstraire les translations et rotations générales, il a dû faire, comme moi, la supposition qu'un point de l'une des sections fût fixe, ainsi qu'un élément matériel linéaire et un élément plan passant par ce point, de manière que le prisme, s'il était rigide, fût rendu par là immobile.
Ultérieurement, il décompose la solution générale en quatre parties qui donnent séparément l'extension, les flexions en deux sens principaux et la torsion.
On verra que dans le § 28, intitulé Applications à des problèmes réels, Clebsch remarque, comme nous l'avons, fait en 1854 et 1S56, que tous ces résultats conviennent, avec une approximation très suffisante, lorsque les forces qui agissent vers les extrémités des prismes sont appliquées et distribuées autrement que ne l'indique l'analyse comme condition de la parfaite rigueur des solutions, et que des forces, statiquement équivalentes, ou ayant la même résultante et le même moment résultant, produisent les mêmes effets sur toute la longueur de ces solides, quel que soit leur mode d'application et de distribution, excepté tout auprès des endroits où elles agissent, ou sur des portions à peine sensibles et dont on peut négliger de tenir compte; en sorte que les méthodes des §§ 22 à 27 fournissent ce qu'on peut désirer pour déterminer l'extension, la flexion et la torsion des prismes.
Nous renvoyons au reste à notre grande Note de la fin du g 28 pour le justifier par des preuves, tant expérimentales que théoriques.
Différentions [h] par rapport à z, et retranchons-en les quotients différentiels de [5] par rapport à x et de [4] par rapport à y, nous aurons :
&& c zh x ( i-V //
Comme, d'après l'équation [1], — et — ne di itèrent de — que par un facteur constant, —7 — el 7— — ne diffèrent de même de — —
c Z C X c Z OU ( Z"
que par un facteur constant; et l'équation précédente se réduit à
Si maintenant on différence [3J par rapport à y, et [4] par rapport à x, la somme des résultats donne :
cT°u f'r . 0 c7,tr
dz^oij c^ix dxdydz
mais la somme des deux premiers termes de cette équation est toujours égale à zéro, comme on peut s'en assurer en différentiant deux fois de suite l'équation [2] par rapport à i. On a donc
c.rcyc z
Enfin, si on différentic [5] par rapport à z, en considérant que
vient d'être trouvé égal à zéro, on a
cJZ( r- < zî y-
Mais, si Ton différentic [3] par rapport à x et |i| par rapport à y, les premiers termes des deux équations ainsi obtenues sont égaux à cause de [Ij : les seconds termes sont donc aussi égaux, c'est-à-dire qu'on a
Ce résultat ne peut être compatible avec l'équation précédente que si l'on a à la fois :
SOLUTION DO PROBLÈME GÉNÉRAL. 1 M
En réunissant tous les résultais précédents, on voit que les quotients différentiels suivants de -r- doivent tous s'évanouir :
Les trois premières de ees conditions montrent que — ne peut
contenir #, y ni 2, à une puissance supérieure à la première; la dernière montre que cette expression ne peut contenir le produit xy. La
fonction — se présente donc sous la forme suivante où les coefficients a, 6, sont des constantes arbitraires :
(65 ft) «^ = {a -t- avr H- <t2)j) + z (b -h &, .'• -4- b.2tj) i
Les deux équations (65 [1]) permettent d'en déduire immédiatement
les valeurs de 7- et de —, savoir :
ex < y
(63 h) — = — n | [| a -h or*- H- a$ ) + :•(/>-+- fej .«■ + %)] ;
(63 c) ^-=— ij [(a + atï + fl,y) +2(è + M + M] •
Si, pour avoir w, u, v, l'on intègre les deux membres de ces trois équations par rapport a z, x, y, respectivement, il faudra, à ce que fournira immédiatement l'intégration des divers termes de leurs seconds membres, ajouter, pour la première, une fonction arbitraire de x, y; pour la seconde, une de y, z, et, pour la troisième, une fonction de ;, x.
Pour déterminer ces trois fonctions arbitraires de manière que les expressions de w, u, v, ainsi obtenues, satisfassent à toutes les équations(65), p. 145, remarquons d'abord qu'aulieu de la troisième etdela quatrième de ces équations (63) nous pouvons maintenant écrire, en
mettantdans leurs seconds termes aulieude -r- sa valeur (63 a) :
1 Pu
-T-1 = —<ly — l\<y .-1 *
[bo d)
D'où il résulte, si l'on intègre deux fois chacune de ces deux équations, que u et v ne peuvent contenir z tout au plus qua la troisième puissance, car dans chacune des équations ainsi intégrées la seconde et la troisième puissance de z sont multipliées par des constantes.
Remarquons aussi que, par le même raisonnement, on peut déduire
i • i . du , ov
des expressions ci-dessus de — et — que u ne peut contenir x et v
ne peut contenir y tout au plus qu'à la seconde puissance, et enfin que, d'après la seconde des équations (65), u ne peut contenir y et v ne peut contenir x tout au plus qu'à la seconde puissance.
Il en résulte que la fonction à ajouter à u et qui doit être indépendante de x ne peut s'élever que jusqu'aux puissances y- et z3 de y et de z; que, de même, la fonction à ajoutera v a pour puissances les plus élevées de x et z la seconde et la troisième, savoir x% et z'. Nous aurons donc, pour u, v, les expressions suivantes où les a', b', a", b", sont de nouvelles constantes à déterminer ultérieurement, comme les a, b, at, bv a,, &2 :
u = — n lax 4- fl, |- + a^xy) — t)z ( bx -h b, ~ + baxy\
v = — {) (ay-ha,rij-haj^\ —i)z (by-+- bvry-^-bJL\
Les équations (65 [1], [5], [4]), sont ainsi satisfaites.
Quant à l'équation (65 [2]), elle donne, lorsqu'on y introduit ces va leurs de u et de v :
En posant donc, pour simplifier :
EXPRESSIONS DES DÉPLACEMENTS
on aura pour u et v les expressions
u== — n f "'' -+- at q H- flj '7/ ) — o:-( ta — ^ — ô-^^ "^ ^ nJ
v = —r) \ay-\-aixy-+-aJL— — J_ ^ (by-hbl.ry-^bî!f ~J
Ces formules satisfont aux quatre premières équations (63), p. 145; elles sont en même temps les plus générales qui puissent y satisfaire à la fois. On voit que par leur moyen les déplacements transversaux u et v sont complètement déterminés, sauf la détermination à taire de certaines constantes arbitraires qui y entrent.
Il n'en est pas de même du déplacement longitudinal w. Cette inconnue, outre l'équation (65 a)
-Sj- = (a-\- avr -n- aji) + a (b ■+- bvv -+- b,y), doit satisfaire à la dernière des équations (63)
/E _ \ f-ir f-ir (-ir
Si nous intégrons celle-là, nous trouvons, F désignant une fonction quelconque de x et de y :
(64 a) w = z(a-h avr -+- a2y) -+- % (6+ &ta: -f- &#) + F (.r,y) ;
et en introduisant cette valeur de w dans celte dernière des équations i65) que nous venons d'écrire, il vient :
mh) S + Fp+(5~2,))(6 + V + ^/):=0'
C'est la seule équation que l'on ait pour déterminer la fonction F. Si, au lieu de F, on prend pour inconnue une nouvelle fonction f> de a? et de y déterminée par la relation suivante :
mc)¥ = ii—(——nVb 'L+JL 4_ btxif + \y& \ -f- c — b'.v — b"y,
l'équation précédente se simplifie et devient
< Q. ( il
y.r" ~^ flf
Cette équation différentielle indéfinie ne déterminera complètement la fonction Q qu'autant qu'on y joindra la condition-limite relative aux points de la surface du corps.
Si, auparavant, nous introduisons les valeurs trouvées (64) et (64«)
pour u, v, w; dans les formules (58), { = E — , et (60 b),
il ( z
t . — G( ~ + irJi t =& (t f" -ôt )« nous aurons le tableau
suivant qui renferme, sauf la détermination des constantes et de la fonction Q, toute la solution :
1° Déplacements u =— X) (ax 4- ax X ~y 4- a%xy \ — t)z ( bx 4- 6, ~^ -f M^
4- (a' -f- a0y) -hz(b'-h %) — «, ^ — &, ^ ; v = — t)[ay + a2 ^ ' H- a^ j — ne- ( by 4- &s 2 '
^gg\ / w = z (a 4- «,.»• 4- a8î/) -h ô- (& 4- &j -c 4- hy)
2° Tensions t =0, t =0, t = 0; tsz = E [(a 4- «i« -h ",//) 4- s (fc 4- btx 4- 6^)] ;
, / E 3 \ , , /E \ , , a?" E rfû'l
far - ( 2g - g 9 j &tr- ( g - *)) Kw - 'A j-^ ** + Zt.J ;
/ E 5 \, , /E \ , , //- È , du
A l'aide des valeurs ainsi données de t et de t , et de l'équa-
FONCTIONS ARBITRAIRES A DÉTERMINER
tion
(62 reproduite) 0 = trz cos /> -h t//; sin p,
on obtient les équations qui peuvent servir à la détermination de la fonction Q. Cette fonction doit satisfaire, pour tous les points du corps prismatique, à l'équation donnée tout à l'heure
t "il < il
Ja? + JJ-
et, sur la surface latérale de ce corps, ou, ce qui revient au même, sur le contour de ses sections transversales, à l'équation suivante, déduite de celle (62) de la fin du § 22, p. 142, que l'on vient de reproduire, et où nous mettons pour t , t , leurs valeurs (65) :
0=cos/> / — ~bx -h b0y — b[
+ sin /> — ^ bij — b0x — b.
24. — Sur les fonctions arbitraires à déterminer pour la solution du problème dit de Saint-Venant.
On peut démontrer facilement que les équations (60) et (67) suffisent pour déterminer complètement et sans ambiguïté la fonction appelée Q. Cette démonstration se fait par une méthode fort en usage dans la physique mathématique, et qui est analogue à celle que l'on a employée au § 21 pour prouver la détermination des problèmes de l'équilibre d'élasticité en général.
Considérons que, s'il y avait deux fonctions différentes Q qui satisfissent à la fois aux équations (66) et (67), leur différence 0 devrait, d'après ces deux équations, satisfaire aux deux suivantes :
-.„!„. =0, entons les points des sections transversales du corps. \dx- chi-
-TT- cos » -f- 7^— sin p = 0, a leur contour ou périphérie. ex r nj
Si maintenant on considère l'intégrale
iimHwi^
152 ciiAp. h. — conrs cylindriques en général.
étendue à une section entière, et si on effectue par parties l'intégration dans son second membre, comme on a fait au § 16 pour l'intégrale SV, on obtient :
JJ (Ê ) ' ''"'" = / [(• È), - (a ë)J ''» - Ü*e K? •'■"'* i
Les indices 2 et 1, dans la première, répondent aux valeurs que prend
[Q-cj- ) aux deux extrémités d'une bande de largeur dy prise dans la
surface de la section parallèlement à l'axe des a?, bande le long de
laquelle la première équation est intégrée par rapport à x. La seconde
équation, au contraire, est intégrée par rapport à y, c'est-à-dire le long
d'une bande de largeur dx parallèle à l'axe des y, et les indices (2)
/ f(-)\ et (1) indiquent les valeurs prises par I 6^— ) aux points extrêmes de
cette bande.
Si maintenant on représente pards2, ds^ les éléments de la périphérie de la section qui sont interceptés parla première bande, et si on désigne par j92, pn les angles formés avec l'axe des x par les normales à celte périphérie, dirigées vers l'extérieur de la section, on a
(k,2 cos p.2 = dy , dSi cos pt = — dy,
et par conséquent. :
cette intégrale devant être étendue à tous les éléments de la périphérie de la section. On a, absolument de la môme manière :
Si Ton introduit ces valeurs dans les équations ci-dessus, et si on les additionne, on obtient :
/' /;,-) ;<-' • \j ce ('< '<-> ; '«■» \ i i
J = (-) -— cos l) -h — Slll i) <h — / (-) - — ■ -f- -. — ■ d.rdii.
A cause des équations (68), page 151 , les deux expressions placées sous
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les signes d'intégration sont nulles ; on a par conséquent :
et comme J est une somme de grandeurs posilives, celte condition entraîne forcément l'annulation de chacun des termes isolés de J, c'est-àdire
0 ne peut ainsi contenir ni x ni y. c'est par conséquent une constante. On voit donc que les équations (68) admettent, à la vérité, diverses solutions, mais qui ne diffèrent les unes des antres que par l'addition de constantes arbitraires.
En introduisant la condition que Q s'annule pour un certain poinl, p.ir exemple, pour a?=0, // = 0, on déterminera celte dernière constante, de sorte que la fonction û elle-même se trouvera exprimée sans aucune indétermination. On peut toujours faire cette hypothèse sans porter atteinte à la généralité de la solution, car, en passant de F à Q, on a déjà introduit une constante additionnelle c. Si donc l'on désigne d'une manière trop spéciale ou trop restreinte la valeur de Q, en posant que, pour un certain point (# = 0, ï/=0),Qdoit s'annuler, cette restriction se trouve compensée par l'introduction de la constante arbitraire c qui figure à l'équation ci-dessus (64e),F = Q — (••-•) + c — b'x — b"y, et qu'on retrouve dans la 5e des expressions (65).
La fonction Q se trouvant maintenant tout à fait déterminée, grâce à l'adjonction de cette nouvelle condition, on peut considérer toute forme qu'on peut lui donner comme étant sa forme nécessaire (so fort als die nothwendige betrachten), pourvu qu'elle satisfasse à l'équation (66) indéfinie ou relative à tous les points, ainsi qu'à l'équation (67) définie ou relative aux seuls points des contours des sections; ce qui exige qu'elle contienne les constantes b, bo, b{, b%, figurant dans celle-ci. On obtient cette forme, si l'on pose
(68 a) a = bB-hb0B0-hblBl-hb.2B.î, fl
B, B ,B , B^ étant quatre fonctions de a; et de y astreintes à ce que les équations (66), (67), soient satisfaites par ce quadrinôme mis à la place de Q pour toutes les valeurs des nombres b, 6 , 6 , b t. Ces nombres, qui se
(') Ceci se trouvera, plus loin, complètement éclairci. Le partage que l'auteur tait de Q. en quatre termes vient de ce qu'il s'est proposé de comprendre, dans une même solution, comme nous avons déjà dit, sauf à les distinguer ensuite, les quatre cas d'extension, de flexion en deux sens, et de torsion.
trouvaient nécessairement dans Q, puisqu'ils figurent dans (67), ne se trouvent plus dans les fonctions B, Bo, Bt, ß2, et, par conséquent : 1° l'équation (66) se divise en quatre équations distinctes qui sont les suivantes :
. c'-b mu o=— + -on
ex- ( ;/ï% c*B0
2° l'équation (67) se divise de même en quatre équations dont chacune contient seulement une des fonctions inconnues B et qui s'obtiennent en ne conservant successivement qu'un seul des coefficients b, b , b .b , et en annulant les autres; ce sont :
r p Ci D E1
s-cosp-h-zp sin/j=^(a:cos^-t-//sin/j), (*)
ex v y iu
c'Bq , c B0 .
-ç-z cosp -\- ~ sin;> = x sin;j — y cos p ,
fßt ^ . r .r2 /E 5 \ 1
Chaque couple d'une équation (69) et d'une équation (70) détermine complètement la fonction B correspondante, de même que Q a été, ci-dessus, reconnu complètement déterminé, à la condition d'admettre que, pour x = 0, y = (K ces fonctions s'évanouissent. Or, on peut conclure déjà, de ces équations, que b doit être nul, par la raison que l'équation (69) et l'équation (70) qui contiennent B sont incompatibles. Pour démontrer cela, prenons l'expression
ru ê>*B\
(In
(*) On verra au $ 33 une interprétation des premiers membres de ces quatre équations. Ge Mint, comme le montre l'auteur, des quotiens différentiels des fondions li par rapport à une coordonnée normale à la périphérie de la section transversale du prisme ou cylindre élastique.
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où (h désigne un élément superficiel de la section transversale, et où l'intégration doit rire étendue à toute cette section, et prouvons que celte intégrale est nécessairement égale à zéro. A cet effet, posons dz = <Ixdy, puis intégrons le premier terme sur une bande parallèle à l'axe des.?;, dont les points extrêmes sont, comme tout à l'heure, désignés par les indices inférieurs 1, 2, et le second lerme sur une bande parallèle à l'axe des y, dont les points extrêmes sont désignés par les indices supérieurs (1), (2), nous obtenons ainsi
D'après ce qu'on a dit plus haut, on peut remplacer ce second membre par une intégrale pour le contour, et poser
C l'oB cB . , .
0 — / — cos /> H- — sin v a» .
ou, ce qui revient au même, en vertu de la première équation (70) , 0 = / (x cos p -+- y sin p) <h .
//CD r p \
( f— cosp-f- ^— s'mp )ds
comme provenant de celle
rr {PB 9*B\ . A
et la dernière, 0 = f (x cos p ■+- y sin p) ds , comme provenant de celle
traitée aussi comme nous avons fait ci-dessus.
Mais Iffdz donne le double de la surface z de la section, et il est impossible qu'elle s'annule. La fonction B est donc elle-même impossible (unmögleiche) : or, l'équation (69) et l'équation (70) qui contiennent B sont celles qu'on a tirées de (60) et (07) en ne conservant
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que le coefficient h. Donc on doit avoir nécessairement
Les considérations précédentes sont d'une grande importance parce qu'elles montrent qu'en général les solutions (65) ne contiennent que les constantes
a, ax, a2 , a! , a" , a0 , \ , b% , b' , b" , &0 » c,
et toutes d'une manière linéaire. On voit aussi qu'elles ne contiennent rien d'arbitraire, car la fonction Ü s'est résolue en une expression linéaire par rapport à ces constantes ; expression dont les coefficients sont des fonctions complètement déterminées pour chaque section transversale.
Les douze constantes ci-dessus se réduisent même à six, en introduisant les conditions des équations (57) du § 22, p. 139, qui expriment que l'une des extrémités est fixe:
«.= 0, v = 0, ?u = 0,-êr- = 0, 77- = 0, -ë)-=0, pour.r=0,y = 0,z = 0.
o x o x oy
Si l'on égale à zéro les valeurs des déplacements du point dont les coordonnées sont x = 0, y = 0, z = 0 , on obtient les équations suivants :
Quatre de ces constantes s'évanouissent donc, et les deux équations (71)
(*) On aurait pu faire 6 = 0 dès le commencement, si l'on avait, en posant (65 a) °—- = a-\-aix-\-a.2y-{-zlb-\- b{ x -+- b.,y\, placé de suite, sur chaque section, l'origine des
Pu> x, y, à son centre de gravité : car en multipliant par E^/t cette expression de -^— et intégrant
pour toute l'étendue de la section, on a f \. du = (a-h bz)<7, résultante des forces longitudinales, qui doit être indépendante de s, puisque les forces extérieures sont supposées n'agir qu'aux extrémités de la tige : d'où 6 = 0.
Lorsqu'il y a flexion et que l'origine des x, y, est placée en un autre point, en sorte que a, 6, soient les coordonnées x,y,da centre de gravité, b n'est nul qu'autant qu'on a l'\ * + /',e =0, OU que l'origine en question est l'un des points d'une certaine droite passant par ce centre.
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que nous venons d'écrire montrent que, puisque L> est fonction linéaire de b,b,b, les deux dernières constantes b' et b" s'expriment au moyen des trois autres. Il ne reste donc plus, dans le calcul, que six constantes arbilraires
b0 , bt , b% , a , rt, , u., .
Les valeurs des tensions données dans (65) ne sont aucunement modifiées par là, sauf que b doit être effacé de la seconde parenthèse de t . Mais les déplacements n, v, w, se simplifient, et l'on a les expres-
sions suivantes où les indices 0 mis à ( y— et à — signifient que,
dans ces fonctions, il faut faire x = 0, */ = 0 :
ii = — n lax -+- a, ^ !/ -4- a?ry ) — t)z l bt ^ !l + b% ty )
y1 — -1 , „ ,.,\ nJu y1-
v=—f)lay-t-a9 9 * -+- a.xyj — r)z(K_ fc> ' - 4- />,r;/ /»ON * ' *
— fr^S 4- * I 7S- ) — «2 Q — »2 fi ;
\v y / o -• v «;= 2 (a -h arc + a,//) -h ^ ( //rr H- &#)
— (sG — •)) (W + 6^2) + û - * ( Yx )0
g 25. — Discussion de la solution. Vues générales. — Division des déplacements en trois groupes indépendants. — Premier groupe : Extensions.
Les équations (72), qui donnent la solution du problème, renferment encore six constantes arbitraires, a, aj, «a, &0, b±f &s, qui s'y trouvent engagées d'une manière linéaire. Si on conserve successivement chacune d'elles en annulant les cinq autres, les déplacements u, w, w, se trouvent déterminés, à un facteur constant près, qui est la sixième constante conservée. Ces équations déterminent donc la nature diverse de déplacements pouvant exister ensemble, mais non leurs grandeurs, qui dépendent des valeurs attribuées à ces six constantes. On peut ainsi considérer les déplacements généraux ou totaux donnés par les
équations (72) comme résultant de six déplacements simultanés indépendants, tels que la nature de chacun soit complètement déterminée, mais que sa grandeur absolue reste arbitraire; de sorte que, par une modification des rapports mutuels de ces six déplacements fondamentaux ou composants, on puisse obtenir les déplacements les plus
variés.
On peut facilement se rendre compte de la signification ou de la nature de ces six déplacements fondamentaux. Il n'est pas nécessaire, pour cela, de les considérer isolément tous les six ; il suffit, comme on le verra, d'en considérer quatre groupes ; et même, comme deux de ces groupes conduisent a des résultats tout à fait analogues, le nombre des groupes réellement, différents à examiner se réduit à trois. Nous allons les étudier successivement, mais, auparavant, il est nécessaire de présenter les remarques suivantes.
Lorsque des déplacements quelconques se sont produits dans la tio-e, il y a deux questions géométriques qui attirent particulièrement l'attention : c'est la détermination de la courbe affectée par une fibre qui, primitivement, était parallèle à l'axe des z, et la détermination de la forme d'une section transversale qui, primitivement, constituait un plan perpendiculaire à ce même axe.
Considérons un point qui, originairement, appartenait à la libre (x, y). Après le déplacement, ses coordonnées seront :
X — X -4- Il
(73) y' = y^rv
Dans ces équations, x et y doivent être considérées comme des constantes tout le long de la fibre en question; et z, au contraire, comme une variable. Si donc on élimine z entre les trois équations (75) où l'on ait mis pour m, vrw, leurs valeurs (72), on obtient entre x', y\ :•', deux équations qui représentent la courbe en laquelle s'est transformée la fibre primitivement rectiligne que l'on considère. Cette élimination s'opère facilement, car, u, «, w, étant de très petites grandeurs, on ne commet qu'une erreur d'ordre supérieur en remplaçant, dans u et y, 2 par z', qui en diffère très peu. Si on désigne par u\ v', les valeurs de u et de v après cette substitution de z' à :, les équations
sont, en x\ y', z', les équations de la courbe affectée par la fibre, puis-
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qu'elles ne contiennent plus la coordonée : que la troisième équation (73) n'aura servi qu'à faire remplacer par a'.
Au contraire, pour une section transversale primitivement plane, 2 est constant. Si donc on veut, au moyen des équations (75), obtenir l'équation de la surface en laquelle se transforme, après le déplacement, cette section transversale, il faut, dans ces (7ô), considérer :■ comme constant, et éliminer x et y. L'équation résultante en x', y', z'. sera celle de la surface cherchée. Cette élimination se fait de la même manière qu'on vient de voir pour l'élimination de ;. Il suffit de remarquer que. si dans w on remplace x et y para?' et y', qui en diffèrent très peu d'après les deux premières i7ô), on ne commet qu'une erreur d'ordre supérieur ; de sorte qu'en désignant par w' la valeur de w que donne la troisième) 7*2 1 après cette substitution dex', y', à x, */, l'équation
(75) zf—z-hv/
ne contient plus x ni y : elle est donc, en x', y', z', l'équation de la section transeersale déplacée ou déformée.
Nous pouvons maintenant appliquer ces considérations à l'étude des déplacements fondamentaux isolés.
1er Groupe. — Le premier groupe de ces déplacements s'obtient en annulant toutes les constantes, excepté a. Il reste alors
(75 bis)
Ces déplacements donnent V extension simple. Cbaque fibre, dans la direction de l'axe longitudinal, s'est allongée de az, c'est-à-dire dans le rapport de 1 à (\ + a). Par contre, ses dimensions transversales sont diminuées dans le rapport de 1 : (1 — na). La tige entière supporte une tension uniforme dans la direction longitudinale; toutes les fibres sont demeurées rectilignes. et toutes les sections transversales sont demeurées planes (*).
(*) Vous connaissions déjà ce résultat par le § 2.
11 peut être étendu au cas où la contexture, au lieu d'être la même dans tous les sens transversaux, serait simplement symétrique par rapport aux sections transversales ou aux plans parallèles aux x, y, ce qui est le cas des formules de tensions [f bis) du n° 13 de la Vote du g 16, p. 76.
Seulement, dans les valeurs (75 bis) de u, v, il faudra donner deux valeurs différentes au coefficient numérique rj qui les affecte. Mais il est rare qu'on ait besoin de calculer ces déplacements ou ces contractions de sens transversal dans les problèmes d'extension ou compression simple.
?/= t)(LC ,
v= — t)at/,
lös= az ;
C. = Ert
g 26. — Suite de la discussion. — Deuxième groupe : Flexion.
2e Groupe. — Annulons maintenant toutes les constantes des équations (72). p. 157, employées pour les déplacements, et (05), p. 150, pour les tensions, en exceptant de cette annulation les constantes a, et br II reste, eu égard à ce qu'on a d'après l'équation (68 a), il = b{ B{ lorsque b, b0, è2, sont nuls :
nu-— y
-'il
ex /0J
v=— ï)xy{ai + byz) -+-zbt -^-
t„ = Ex(ai-hbli
Le caractère général de l'état désigné par ces formules est celui de la flexion. Remarquons que d'après les équations (74), x = x -+- u', ;/ = y -h v', et d'après ce que nous avons dit de la substitution à faire de z' à z, la courbe affectée par une fibre après le déplacement est représentée par les équations :
ni'' — .'/'>-+- s'"
y' =u- yxy (ai+MO+^i (je \t •
..,■>■'—!/'- .Wy
dans lesquelles x et y non/ des constantes représentant les coordonnées delà fibre dans son étal primitif, el ./•'. //', z', les coordonnées d'un point quelconque de la fibre déplacée et déformée.
La seconde équation, qui ne contient pas x' el qui est du premier degré en ?/, z', représente un plan parallèle à L'axe des x : chaque fibre, originairement rectiligne, devient donc une courbe plane dont le plan est parallèle à l'axe des #. Cette courbe, d'après la première équation en r'et en :•'. est une parabole du 5e degré; et, lorsque b, est égal à
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zéro, une parabole du 2e degré. Mais même lorsque bl est différent de zéro, la parabole du 3e degré, 'pour les faibles flexions, ne s'écarte de celle du 2e degré, ou même d'un arc de cercle, que de petites quantités d'ordre supérieur.
Il y a, en particulier, des fibres dont le plan reste, après le déplacement, parallèle à Taxe des i. Ce sont celles pour lesquelles la valeur de y' , donnée par la seconde des équations ci-dessus, devient indépendante de »', c'est-à-dire celles pour lesquelles :
car. on a alors :
(75a') y' = ,j{[—y).,;al) .
L'équation ci-dessus, considérée comme en x et y, représente une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont les axes des x et des y. Les fibres qui satisfont à celte condition (de rester dans un plan parallèle aux z), rencontraient donc, dans leur position primitive, les plans de chacune des sections transversales en des points appartenant à cette hyperbole équilatère.
La grandeur de la llexion peut se déterminer par la quantité dont l'extrémité de la fibre [x = 0, y = 0) se trouve déplacée. La valeur correspondante de?«, pour z = l, devient :
*' = -2'--H6~fe)o-
et peut, conformément à la désignation usuelle, recevoir le nom de (lèche delà flexion, de même que le plan xz dans lequel se maintient cette libre peut s'appeler plan de flexion.
Les sections transversales, d'abord planes, sont courbes après le déplacement, et leur forme, d'après (75 a) est donnée par l'équation
Dans cette équation, B\, conformément aux notations ci-dessus, désigne la valeur que prend la fonction Bt lorsque l'on y remplace x et y par x' et y'. On voit que l'équation de la surface courbe affectée par la section transversale dépend de Blt par conséquent de la forme de la périphérie de cette -section (voyez plus loin). On voit aussi que les
formes des diverses sections transversales devenues courbes ne sont pas toutes les mêmes (*).
Les plans tangents à ces surfaces, aux points qui, originairement, appartenaient à l'axe des z, ne sont pas non plus parallèles au plan xy, c'est-à-dire à la direction du plan de la section transversale primitive. Pour le démontrer, supposons x et y très pciits, et développons, au moyen du théorème de Taylor, par la série connue qu'on en déduit avec Mac-Laurin, la fonction B{ qui doit s'annuler pour x=zO, y = 0, nous aurons :
SI
En négligeant les termes d'ordre supérieur, et en substituant dans cette série, à x et à y, les quantités x', y', puis portant la valeur qui en résulte pour ce que nous avons appelé B',, dans l'équation de la surface, les B disparaîtront et nous aurons simplement :
z' = (\ ■\-aix')z-+-bl'^x' .
C'est l'équation d'un plan, et par conséquent léquation du plan tangent mené à la surface de la section en son point x = 0, y = 0. Cette équation, qui ne contient pas y', montre que le plan tangent dont il s'agit est parallèle à l'axe des y, qui est perpendiculaire au plan de flexion xz défini tout à l'heure. Ce plan forme avec l'axe des x (lequel est situé dans le plan de flexion et a une direction perpendiculaire à l'axe du prisme ou cylindre) l'angle très petit dont la tangente est donnée par la formule :
tang« ^7 «i3-t-4j- •
Cet angle est nul à l'origine, ou pour z=0 ; il s'accroît de là à l'extrémité libre de la tige.
Enfin, l'équation de la courbe affectée par la fibre x — 0, y = 0, est
(') Eu effet, d'après leur équation qu'on vient d'écrire, ces ibrnics varient avec s, c*est-àdirc avec les distances où elles sont de la section fixe j = 0.
FLEXION. — COURBURE DE* SECTIONS TRANSVERSALES
La normale à celte courbe plane l'orme avec l'axe des ./-• un angle a dont la valeur est donnée par
tang« = — -r-Falz-+-bl
De sorte qu'entre la direction du plan tangent, c'est-à-dire de l'élément (x = 0, y = 0) de la section transversale et la direclion de la normale à cette fibre, il y a un angle a — a dont la valeur, en tenant compte de ce que * et % sont très petits, est exprimée par
et est, par conséquent, indépendante de z.
On voit que la théorie usuelle de la flexion, qui suppose que les sections transversales restent normales aux fibres, est inexacte.'
Les libres situées dans le plan yz, c'est-à-dire dans le plan mené, par l'axe :-, perpendiculairement au plan de flexion oez, ne subissent ni extension ni compression; car, pour a: = 0, la valeur de t devient nulle. Si (ax ~\- by :•) ne change pas de signe dans toute la longueur de la tige, il y a contraction pour les fibres situées d'un côté de ce plan (*), et dilatation pour celles qui sont situées de l'autre côté. Si au contraire, pour une certaine valeur de z, la grandeur (a, -h btz) s'évanouit, ce qui annule en même temps t , il existe une section transversale, définie par cette valeur de~-, à travers laquelle les fibres n'éprouvent ni contraction ni extension (**) ; et le plan de cette section transversale, avec le plan yz d'extensions et de contractions nulles, par-
O Ce plan, qui coupe longitudinalemenl le prisme, est le plan appelé neutre, ou den fibres invariables, dans la théorie ordinaire qui, comme le montre l'auteur au i- 38, concorde en quelques points avec la théorie ici exposée, où tout est exact, sous la condition que les forces appliquées aux bases soient distribuées de la manière qu'on verra, telle qu'on ait t =0. t =0. t =0 partout.
XX tjlj XIJ
(**) C'est une section à travers laquelle la libre moyenne, ou ligne des centres de gravité, devenue courbe, a un point d'inflexion. C'est la section même ou base de l'extrémité libre de la tige, si les forces qui font fléchir sont appliquées à cette extrémité, forces qui, pour l'exactitude de la solution, ou pour l'accomplissement rigoureux des conditions
t =0, t =0, t =0 partout, ont besoin de n'être appliquées qu'aux points de cette xr il il xi/ r _ . .
section et dans son plan, avec des intensités se distribuant sur ses divers éléments, d'une certaine manière que déterminent les valeurs de t . t comme l'auteur va le dire.
On peut consulter, à ce sujet, mon mémoire sur la flexion, inséré au Journal de Lion* ville en 1856, déjà cité, ou bien les notes et appendices cités aussi, de l'édition de 1864 des Leçons de Kavier.
tagent le corps en quatre parties (*) dans lesquelles, alternativement, il y a contraction et extension. Les points dans lesquels l'extension est d'égale intensité sont situés sur des surfaces cylindriques hyperboliques représentées par l'équaliori
t = Er (a, -f- b,z) = constante ,
et qui ont pour asymptotes les deux plaiïs de non-extension (**).
Pour qu'il se produise des déplacements conformes à ceux qui viennent d'être décrits et calculés, il faut que l'extrémité libre de la tige cylindrique soit soumise à des forces qui, en chaque point de la base ou section transversale extrême, aient leurs composantes suivant les x, i/, 2, égale aux valeurs données (formule 75 a) pour t , t , t par unité superficielle des éléments. La répartition des forces t agissant dans le sens longitudinal s'obtient facilement. En effet, on peut observer que, d'après la dernière formule (75 a), t^ est proportionnel à x; si donc, aux divers points de la base ou section transversale extrême, on mène des lignes parallèles à la direction de ces forces, c'est-à-dire à l'axe des 2, et proportionnelles à leurs intensités, les extrémités de toutes ces lignes constitueront un plan parallèle à l'axe des y, et qui coupera la section suivant une droite parallèle à ce même axe. La répartition des forces t , et t , dont les expressions contiennent la fonction fît, dépend de la forme du contour des sections transversales. Il sera question plus loin de ces forces, dont la première, surtout, a une influence essentielle sur la nature de la flexion. Si, au lieu de conserveries constantes a±, b±, on avait conservé seulement a , b , on aurait obtenu des phénomènes tout à fait analogues, à cela près que le plan yz aurait été le plan de llexion au lieu du plan xz. C'est ce qu'on reconnaît facilement en observant que les formules qui expriment w, v, w sont symétriquement construites par rapport à x et à y et par rapport aux constantes a{, ^ d'une part, «2, \ de l'autre (***).
(') Ou, évidemment en deux parties seulement, si la tige, comme il arrive d'ordinaire,
se termine là.
(•) Ce sont les cylindres hyperboliques dont il ne faut pas confondre les bases ou coupes par des plans parallèlesaus xz,ou au plan de flexion, avec les hyperboles (équation 75a') ,l 'égal déplacement transversal y' — y, et qui, tracées sur les sections, ont pour asymptotes leurs deux axes principaux, cm des parallèles aux x et aux y.
Ces deux sortes d'hyperboles, la seconde surtout, me paraissent, au reste, peu intéressantes .i cor idérer; il n'en est jamais question dans les problèmes de pratique.
("•) C'est à cause de cela que l'auteur a dit, au commencement du § 25, que deux des quatre groupes de déplacements fondamentaux peuvent être regardés comme n'en faisant
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\ 27. — Suite de la discussion. — Torsion. — Théorème général
sur les tensions.
5e groupe. — Il n'y a donc plus à examiner que les états représentés par les termes qu'affecte la constante bn. En la conservant seule, les expressions (72) p. 157 pour les déplacements u, v, w, et (65) p. 150 pour les tensions t__, t( , t \, eu égard à ce que (('»8 a), p. 155, se réduit alors à il = bQ BQ, deviennent :
(75,, ,=-,v[,_(^)o] . lvs=_a„(,_^),
Ces formules, qui expriment la Torsion, sont, après celles qui expriment l'extension simple, les moins compliquées. Le cylindre n'éprouve, suivant sa direction longitudinale, aucune traction, puisque t = 0. L'état exprimé par les formules se trouve produit uniquement par des forces agissant sur la section transversale extrême, parallèlement à la surface de cette section. Les équations (74) des courbes affectées par les fibres après les déplacements sont les suivantes où,
qu'un : ce sont ceux des déplacements venant de flexions dans deux sens transversaux perpendiculaires entre eux.
On voit aussi que le coefficient i) de contraction transversale n'entre point dans la dernière équation (75 a), t = Ex (at-î- btz). Comme c'est la seule de ces équations qui serve à la solution des problèmes pratiques de flexion, la théorie qui va amené s'étend à des tiges dont la cou texture est symétrique seulement par rapport à leurs sections transversales, et peut être différente dans les diverses directions latérales.
;') Dans le livre de Clebsch, au lieu de G il y a — . On a vu, à la fin du § 1, que ces
deux quantités sont égales dans les corps isotropes ou d'égale contexture en tous sens, les seuls que Clebsch ait considérés. Nous avons dit, à plusieurs reprises, et déj;) à notre Avertissement, que la matière des tiges, c'est-à-dire des pièces de bois ou de métal, pouvait bien être regardée comme d'élasticités peu différentes dans les sens transversaux; mais, ainsi qu'on a vu surtout à la fin de la grande Note du § 16, que l'élasticité longitudinale en différait énormément pour l'ordinaire. C'est pourquoi nous avons constamment regardé le coefficient G d'élasticité de glissement comme ayant une grandeur indépendante de celles de
E et de r). C'est ce qu'il importait surtout, de mettre en évidence quand il s'agit de la
torsion; nous avons donc dû mettre ici G à la place de t— , et, dans diverses éouations
ci-dessus, affecter certains termes de Lyjr — f)\ qui n'est égal à 1 que pour une tige
isotrope.
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comme nous avons dit, x\ y\ z' représentent les coordonnées de leurs points, et où x, y, coordonnées transversales primitives de points de chaque fibre, doivent être regardées comme des constantes :
Parmi toutes les fibres, il y en a une qui a conservé exactement sa position initiale, c'est celle qui est définie par les coordonnées primitives
Après les déplacements, toutes les autres fibres affectent la forme de lignes droites inclinées (*), caries équations (76) sont du premier degré en x', y\ z'. La position de ces lignes est déterminée, d'une pari, parce que les points de la section transversale extrême, qui n'est pas libre, ne sont pas, en général, déplacés dans le plan de cette section, puisque u et v s'annulent avec z. D'autre part, on peut voir que toutes les fibres originairement placées sur la surface d'un même cylindre circulaire, ayant son axe parallèle aux z, forment, après les déplacements des points, une liyperboloïde à une nappe. C'est ce que l'on démontre très facilement, si l'on prend l'équation suivante d'un pareil cylindre formé par des fibres dans leur position primitive
et si, dans cette équation, où a et ß sont les coordonnées transversales quelconques de l'axe de ce cylindre, de rayon r aussi quelconque, on met à la place de x, y leurs valeurs en x', y'. Ces valeurs se tirent simplement des équations (76) en négligeant les quantités d'ordre supérieur, car on peut alors, dans les derniers termes de ces deux équations, remplacer x et // par a.', y', ce qui donne :
(') Cela est vrai de leurs éléments, ou de leurs tangentes prolongées; mais la suite de ces éléments, pour chaque libre, forme une liélicc.
TORSION. — COURBURE DES FIBRES ET DES SECTIONS
Introduisant ces valeurs de x et de y dans l'équation (78) du cylindre formé de fibres du solide élastique, et négligeant de nouveau les termes d'ordre supérieur, savoir ceux qui viendraient des carrés des seconds termes de ces mômes valeurs de x et de y, on a, pour l'équation de la surface en laquelle le cylindre primitif s'est transformé :
..)»+(y-«--^|^-^+(^-.)(^)+.ûr-B(^)ij
Les termes du troisième ordre ayant disparu, cette équation est celle d une surface du second ordre. C'est l'équation de l'hyperboloïde dont il s'agit, qui a son centre dans la section extrême non libre, et au point où cette section extrême est rencontrée par l'axe du cylindre (78); car si l'on pose :
■r' — oc =;Ç , y' — ß = y ,
l'hyperboloïde se trouve rapporté à son centre, et son équation devient :
où les termes du premier degré ont complètement disparu. Cet hypcrboloïde a toujours deux génératrices parallèles à l'axe du cylindre (78) qui l'a engendré, car si l'on pose les deux équations suivantes :
— (tkt)
dont la première n'est autre chose que l'équation du cylindre, et dont la seconde représente un plan passant par son axe, les valeurs de £ et de rj qui satisfont à ces deux équations satisfont aussi à l'équation de l'hyperboloïde ; d'où il suit que les deux génératrices de ee cylindre, suivant lesquelles il est coupé par le plan, et qui sont parallèles à l'axe des z, se trouvent tout entières sur l'hyperboloïde.
Enfin, si l'axe du cylindre (78) coïncide avec la fibre immobile (77) mentionnée ci-dessus, c'est-à-dire si (formule 77) L'on a
l'hyperboloïde se confond avec le cylindre lui-même, à des grandeurs
d'ordre supérieur près. Dans ce cas, chaque génératrice du cylindre est seulement un peu déplacée dans le plan langent qui lui correspond, mais ne sort pas de ce plan, si on néglige les grandeurs d'ordre supérieur de petilesse (*).
On a vu au g 21 qu'une petite rotation d'un corps autour de l'axe des z, si a représente l'angle de celte rotation, est définie par les déplacements :
11 = otl/ , l> = — y.r .
Cela concorde rigoureusement avec les formules ci-dessus, si au lieu de prendre comme axe de rotation l'axe des z qui est une parallèle quelconque aux arêtes du cylindre, l'on prend la droite immobile (77) qui est parallèle à cet axe, et si, par conséquent, l'on met
PBXj
au lieu de y .
au lieu de .r
On voit alors que, pour établir la concordance rigoureuse, il faut que l'angle de rotation ait la valeur
Chaque section transversale se trouve donc avoir tourné, autour de la droite (77), d'un angle proportionnel à sa distance à la section extrême fixe; et la constante b^ désigne l'angle de torsion correspondant à la seclion située à l'unité de dislance de cette section lixc. Enfin, si / désigne la longueur de la tige, bj est la rotation de la base ou section extrême mobile par rapport à la base ou section fixe.
Chacune des sections transversales, d'abord plane, est maintenant une surface courbe, et toutes ces surfaces courbes ont une même forme, puisque w est indépendant de z. La forme de ces surfaces courbes dépend de la fonction B0, par conséquent. de la forme périphérique de la section transversale du prisme.
(") Les fibres ou files de molécules primitivement parallèles à l'axe de s, formant les »ônératrices d'un cylindre ayant pour axe cette fibre immobile (77) qui peut être considérée comme l'axe de torsion, restent bien effectivement, après les déplacements de leurs points, des lignes droites si l'on n'en prend que de faillies portions. Mais si on les considère sur toute leur longueur supposée n'être pas très petite, ces fibres transformées tonnent des hélices, toutes de même pas, quel que soit le rayon de leur cylindre primitif. C'est un des caractères de la torsion, ici considérée, que ce changement de toutes les fibres en hélices.
Les curieux hyperboloïdes à nue nappe, considérés ici par l'auteur, ayant pour axes des libres quelconques, nie paraissent avoir peu d'intérêt.
APPLICATION U'X PROBLÈMES RÉELS
Résumons la discusion des §§ 25, 26, 27. Elle nous a manifesté les trois déformations principales d'une tige élastique : l'extension, la flexion et la torsion. Elle nous a donné aussi un point de départ certain pour les problèmes réels [wirklicher) que nous aurons à étudii r, et une base solide sur laquelle nous pourrons, en les traitant, appuyer une suite de développements ayant forcément une rigueur mathématique moins grande, mais qui suffit au but proposé.
Comme conclusion de ces considérations, on peut encore énoncer le théorème suivant qui résulte de ce que les tensions tangentielles t , t [formules (65), (75 a), (75 b)\ ne contiennent pas la variable z.
Les tensions qui résultent du déplacement latéral des fibres les unes par rapport aux autres sont constantes pour chaque fibre, en tous les points de sa longueur.
% 28. — Application approximative à des problèmes réels [wirkliche).
Dans les applications pratiques, le problème posé est ordinairement inverse de celui des §§ précédents, à savoir : pour des forces quelconques appliquées à l'extrémité d'une tige, déterminer les extensions, flexions, torsions qu'elle éprouve. Mais, jusqu'à, présent, c'est à peine si l'on a réussi à résoudre exactement ce problème pour un seul cas ; on doit donc considérer comme un résultat important, de pouvoir ramener approximativement aux déformations qui viennent d'être étudiées les déformations quelconques, en ne faisant que modifier la répartition des forces agissant sur la surface d'extrémité libre. Dans la théorie des corps rigides, on sait que l'action d'un système de forces quelconques dépend simplement de six combinaisons de ces forces, savoir, les trois sommes de leurs composantes parallèles aux axes des coordonnées, et les trois sommes de leurs moments autour des mêmes axes. Si donc on a, d'un côté, un système donné de forces agissant à l'extrémité libre d'une tige, et d'un autre, les déformations qu'on vient d'étudier, rigoureusement produites par un certain système de forces agissant aussi sur la section formant la même extrémité, et dans l'expression desquelles il entre un certain nombre de constantes arbitraires, on pourra disposer de ces constantes pour rendre ces deux systèmes équivalents l'un à l'autre, comme on dit en statique, c'est-àdire ayant, non seulement en grandeur, mais encore en direction, la même résultante géométrique, et le même moment ou couple résultant, Pour cela, l'on égalera les unes aux autres les six expressions de sommes de composantes et de sommes de moments qui suffiraient à
définir l'action de chacun de ces deux systèmes, s'il s'agissait d'un corps rigide. Sans doute, l'action des deux systèmes de forces sur le corps élastique n'esl pas identiquement la même ; toutefois, on peut admettre que l'on obtiendra une grande approximation en substituant au système qui est donné celui qui résulte de la discussion et des calculs des §§ 25, 26 ou 27, en y donnant des valeurs convenables aux constantes arbitraires, et en considérant ensuite les déformations et les tensions, résultant de l'analyse de ces g§, comme celles qui seraient produites par le système des forces données et qui constitueraient la solution rigoureuse et inconnue du problème (*) .
On a donc à déterminer les constantes de manière à satisfaire à six équations.
Rappelons (commencement du § 22) que l'axe des :• étant dirigé parallèlement aux arêtes du corps cylindrique ou prismatique que nous considérons, et le plan des xij étant celui de la base qui doit rester fixe, l'axe des x est supposé le prolongement de l'élément linéaire de la même base qui doit conserver sa direction. Décomposons toutes les forces données, agissant sur l'extrémité libre, en leurs composantes parallèlement aux axes coordonnés; désignons par
, A la somme de leurs composantes parallèlement aux x .
(78 a) < B aux y ,
( C aux s .
el par
A' la somme de leurs moments autour de l'axe des x ,
(78 b) < B' des y ,
( C des ; ;
ceux des se, des y étant l racés sur la base fixe, distante de/ de la base libre où les forces ont leurs points d'application.
Les moments positifs seront ceux des forces qui tendraient à faire tourner le corps dans le sens des aiguilles d'une montre, pour un observateur regardant l'origine et adossé sur Taxe positif des coordonnées; et nous admettrons aussi que les axes sont disposés de telle
(') Voir, à la Note de la lin du présent paragraphe 28, les diverses preuves qui seront données de la possibilité, sans altérer sensiblement les résultats, d'une pareille substitution mutuelle de systèmes de forces staliquement équivalents; et l'inutilité probable de recherches qui seraient faites de solutions convenant à des tensions données quelconques, appliquées sur les bases et les laces des prismes.
APPLICATION AUX PROBLÈMES RÉELS
façon qu'un observateur situé sur celui des x positifs, el regardant l'origine, voie l'aiguille d'une montre se diriger des y positifs vers les : positifs. Cela posé, les sommes A, B, C, A'. B', C de composantes et de moments des forces extérieures agissant à l'extrémité libre, doivent ôlre égalées aux sommes correspondantes que l'on calculera en supposant appliquées, en chaque point de la section transversale libre, des forces précisément égales aux tensions qui s'y produisent. Ces tensions s'obtiennent en faisant ; = / dans les expressions (65) p. 150 (avec b = 0) de t , t , t .
1 ' XZ 1/1 ZZ .
Comme elles sont rapportées à l'unité de surface, si on les suppose appliquées en chaque point sur un élément (h de la section extrême z, on aura les forces "
n libie
t (irr ,
appliquées au point dont les coordonnées sont x, y, /, et sur un éléments. Si maintenant on égale les sommes de ces composantes, et les sommes de leurs moments autour des axes des x, y, ;• dont l'origine est sur la section fixe, aux sommes de composantes et aux sommes de moments de forces extérieures A, B, C, A', B', C, définies par (78 a) et (78 b), on aura les équations suivantes :
fl:rch = \, f (t^-y)<fe=A',
f ' txy <h = îi , j ' (tj — lzsx) <h = B' ,
ftxzdv=c,t f(V~ t*Jf)dr=cfi
où les intégrales doivent s'étendre à toute la superficie a de la section transversale considérée.
Les fonctions t , t . t , ne contiennent les constantes inconnues a, b.... que d'une manière linéaire, et ces constantes s'y trouvent
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multipliées par des fonctions que l'intégration définie transforme en coefficients numériques. Les équations (79) forment donc un système de six équations du premier degré qui suffisent pour la détermination des constantes.
S'il n'y a pas de raisons particulières de faire autrement, on peut encore simplifier cette détermination par un choix convenable du point fixe et de la direction des axes dans la première base ou section transversale. Le point qui se présente le plus naturellement pour en faire un point fixe est le centre de gravité de cette section, et alors l'axe des z devient la ligne des centres de gravité, c'est-à-dire la droite qui passe par ceux de toutes les sections transversales. On sait que les coordonnées du centre de gravité d'une section sont toujours données par les équations
fx<t<7 f.'ldv
f,h ' ' fdc
Si donc on prend pour origine des coordonnées le centre de gravité, on annule £, rt, et par suite les intégrales qui forment les numérateurs de ces expressions. On a alors, par conséquent:
(80) Acd<7 = 0, fyd<r = 0.
Enfin on peut encore choisir la direction des axes de manière que
(81) fxyd* = 09
c'est-à-dire prendre pour axes coordonnés les axes principaux d'inertie de la section, liest facile de déterminer de quel angleondoit faire tourner un système quelconque, pour le faire coïncider avec les axes principaux. Supposons donnés deux axes rectangulaires quelconques x et g; posons, en coordonnées polaires
x = r cos © , y = r sin ».
Tour passer à un nouveau système d'axes, faisant avec les premiers un angle a, il suffit de remplacer ç par«(? — a), et les coordonnées, dans ce nouveau système, deviennent :
x' = r cos ( -x* — «) , //' rsin (cp — a).
Pour que ce nouveau système coïncide avec celui des axes principaux
APPLICATION AUX PROBLÈMES RÉELS
il faudra que l'on ait :
0= j .r'ij'ih = * f r* sin 2 (a — «) da •
Si l'on développe la valeur de sin (2 9 — 2 a) et si l'on remarque que l'angle ce étant le même pour tous les points de la surface, il doit sortir du signe de l'intégration, cette équation devient :
0 == cos 2a / r1 sin 2<pd<r — sin 2« / »■-' cos 2-Wt ,
ce qui donne :
, fr* sm2qda
tang 2« = y-; -^-p .
fr2 cos 2çrtff
En remplaçant maintenant r cl œ par leurs valeurs en a; et en >/, on a évidemment
r2 sin 2y = 2xy , >•- cos 2s = x- — //- ;
et par suite
. Q 2 f xuda
tang 2a = — ^ — *— _ .
J {x* — lf)da
Le second membre ne contient que des quantités données : ce sont des intégrales définies, s'étendant à toute la section considérée, de fonctions de coordonnées rapportées au système d'axes considéré. L'angle a est donc déterminé par celle équation. Cependant elle donne pour cet angle plusieurs valeurs et il parait subsister une certaine indétermination; mais on voit facilement que ces diverses valeurs ne diffèrent entre elles que de multiples d'un angle droit. Si donc, par le clioix de l'une de ces valeurs de a, on a déterminé un système d'axes, les autres systèmes possibles s'obtiendront en faisant tourner celui-là d'un certain nombre d'angles droits. Tous ces autres systèmes coïncideront donc avec le premier: il n'y aura de changé, pour quelques-uns, que la désignation des deux axes. On doit donc considérer la position du système d'axes coordonnés comme déterminée sans aucune ambiguïté.
Représentons maintenant par % et X les rayons dègyrationde la section s par rapport aux axes principaux x et y\ nous aurons les équations :
(82) ( j x2da = ~kîa ,
l y-da = xra ;
et si maintenant, dans les équations (79) de la page 171, on exprime les tensions t au moyen des trois dernières formules (65) de la page 150 avec b= Oet :• = /, si l'on effectue les intégrations en tenant compte de(80) fxch = 0, fyda = 0, de (81) fxy da=0 et de (82) que nous venons d'écrire, enfin si l'on remarque que la deuxième et la quatrième équation (79) reviennent à
/ t . . yda — Bl H- A' , j 1 . : xd<r = M — B' ,
l'on obtient facilement les résultats suivants :
a, -(- bsl a. -hb,l =
- ÇWà.
er J c .r
1 /Vu , B - i —da = — ;
B/ + A/ kl — B'
EaV
\\ — L'auteur avance dans ce £ 28 (p. 469), et nous pensons que c'est avec raison, que les solutions données du g 23 au § 58, bien qu'elles exigent, pour être rigoureuses, un mode particulier, jamais réalisé, d'application et de distribution des forces aux extrémités des tiges qu'elles étendent, fléchissent ou tordent, conviennent néanmoins, avec toute l'approximation désirable, si des forces qui leur soient statiquement équivalente* sont appliquées et distribuées d'une autre manière quelconque vers ces extrémités; c'està-dire que les dernières forces donneront les mêmes extensions, flexions et toisions que les premières, tout le long de la lige qu'elles sollicitent, en exceptant toutefois des portions très petite- de sa longueur, comptées à partir des points où elles agissent.
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Ainsi que nous l'avons promis à la Note de la fin du § 22, nous allons rapporter les motifs de penser qu'il en est bien ainsi.
D'abord, des expériences assez nombreuses tendent à prouver ce fait de la presque indifférence du mode d'application et de distribution des forces vers les extrémités des tiges, pourvu que leur longueur contienne un grand nombre de fois leurs dimensions transversales.
Ainsi déjà, la formule de l'extension simple, exprimant sa proportionnalité à la longueur de la tige étendue et à la résultante des tractions longitudinales qu'elle éprouve, rapportée à l'imité superficielle de la section, n'est analyliquement vraie que si les tractions sont appliquées aux points mêmes des bases, et uniformément distribuées sur leurs éléments ; et pourtant la loi que la formule exprime s'observe quand les forces agissent autrement auprès des extrémités de la tige, par exemple, comme le plus ordinairement, sur les faces latérales.
Ainsi, la formule de la flexion égale, ou en arc de cercle, n'est fournie par l'analyse qu'autant que les deux roupies fléchissants soient formés de forces appliquées normalement sur les bases de la tige fléchie, et distribuées, quant aux intensités, d'une manière linéaire, c'est-à-dire proportionnellement aux distances de leurs points d'application à une même droite : pourtant cette formule s'observe encore quand chaque couple est formé seulement de deux forces appliquées dans deux sens opposés sur les côtés de la tige fléchie.
On peut en dire autant de la formule connue de la flexion inégale ou ordinaire, qui donne des résultats conformes à de nombreuses expériences, quoiqu'elle exige, analytiquement, pour l'application et la répartition des forces, sur les seules bases, un mélange complexe d'actions normales et d'actions tangentielles encore plus irréalisables.
Ainsi encore, la formule très simple de la torsion d'un cylindre à section circulaire est exacte seulement sous la condition que les forces qui l'opèrent agissent tangenliellement aux bases, perpendiculairement à leurs rayons, d'une manière égale sur toute zone annulaire ayant le même centre qu'elles, et proportionnellement au rayon moyen de cette zone de largeur très petite. Et cependant cette formule donne, pour tout autre mode d'application des forces ayant même couple résultant, des angles de rotation reconnus depuis longtemps conformes à ce que fournit l'expérience, dans les limites très suffisantes de l'approximation qu'elle comporte.
Nous pourrions citer aussi la confirmation, fournie par les expériences de Duleau, de Savart, de Wertheim, des formules de torsion de prismes « base carrée, à base rectangle, pinces ou sollicités latéralement au lieu dé l'être sur leurs seules bases de la manière compliquée que les formules indiquent. (Mémoire sur la torsion et notes sur Xavier, déjà cités.)
2. — Des observations très simples, qu'on peut faire sur des prismes de caoutchouc, si l'on n'a point à sa disposition des moyens de mesurage des déformations imperceptibles de matières raides (même Navier annoté § 6
de la note du n" 80, p. 40) rendent raison, en quelque manière, de cette possibilité de substituer, à de certains systèmes de forces agissant aux extrémités des tiges, des systèmes statiquement équivalents, ou qui n'en diffèrent que par des forces en équilibre, sans que cette substitution change les effets produits sur la presque totalité de la longueur; car ces observations montrent que les impressions et autres déformations purement locale* que produisent ces forces qui se font équilibre sur une même petite partie de tige, ne se font jamais sentir que très peu en deçà et au delà des points où les forces sont appliquées.
Ces faits nombreux tendent à prouver que, quel que soit le mode d'application et de distribution des forces extérieures qu'on fait agir sur les extrémités des prismes élastiques, les tensions intérieures, tant normales que tangentielles, qui en résultent, se répartissent naturellement sur leurs diverses sections transversales, même assez peu distantes des bases, presque exactement comme les formules exigent qu'elles soient réparties sur les bases elles-mêmes pour que les effets qu'elles indiquent s'observent dans toute la rigueur analytique; d'où il suit qu'en soustrayant, parla pensée, de très petites portions des tiges, ou en substituant, à leurs bases, des sections qui en sont assez proches, les forces se trouvent appliquées et réparties, sur ces bases fictives, à très peu près conformément à ce que les formules indiquent et régissent.
5. — D'autres observations ou expériences, faites sur des pièces qui s'étendaient ou iléchissaient sensiblement, soit sous leur poids propre, soit par l'effet d'une charge répartie sur toute leur longueur, et aussi, des expériences de mouvements vibratoires, où l'inertie se trouvait en jeu comme une force animant tous les éléments du volume, ont prouvé même que les formules de l'extension, de la flexion, de la torsion, dont nous parlons, peuvent être employées très approximativement lorsqu'il y a des forces agissant ailleurs qu'aux extrémités ou à des endroits très distants les uns des autres. Il suffit, pour pouvoir y appliquer ces formules, de prendre pour base ou extrémité fictive de la pièce une section transversale quelconque, en supposant cette sectimi sollicitée par la résultante des forces extérieures ou d'inertie qui agissent sur toute la partie de la tige se trouvant en deçà. ' Bien plus : les formules s'appliquent, presque avec la même approximation, ou représentent à peu près aussi bien les résultats observés et mesurés, lorsque la pièce, toujours de forme allongée, n'est pas prismatique, mais est un peu tronconique, ou courbe, ou torse; une section quelconque riant toujours prise pour une des extrémités de la portion de pièce au delà, et soumise aux forces s'exerçanl sur la portion en deçà de la section quelconque ainsi choisie.
4. — El il est fort heureux, on peut le dire, qu'il en soit ainsi; car, comme nous l'avons remarqué plusieurs fois (Historique, n° XXV et Appendice II, g 7, p. 525 de la même réédition des Leçons de Navier), si le pro-
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blême de Lamé (énoncé à la noie ci-dessus du § 23), de l'état d'équilibre d'un prisme rectangle dont les face* seraient soumises à (lex forces données, recevait jamais cette solution qu'il a inutilement cherchée et longtemps demandée au monde savant, on ne serait très-vraisemblablement pas plus avancé. En effet, si l'on excepte le seul cas d'une pression uniforme communiquée par un fluide, les données mêmes de ce prohléme, savoir les pressions ou tensions exercées sur les divers éléments des faces extérieures, ne sont jamais connues; c'est par l'intermédiaire d'autres solides qu'on les exerce sur ces faces, et l'on n'en connaît dans la pratique que les résultantes et les moments résultants. Il est donc à penser que les solutions du genre de celles dont on s'est occupé depuis le § 22, et dont on va s'occuper encore, offrent tout ce qu'on peut espérer obtenir d'utile pour la détermination, tout au moins approchée, des modifications ou déformations de pièces élastiques, dues à des forces quelconques, dans les limites qu'on est supposé ne pas franchir et qui sont celles de la stabilité de la contexture de la matière et de ses propriétés élastiques.
5. — Mais il convient de donner aussi des raisons théoriques et générales de cette applicabilité, comme approximation, des formules des §§ 23 à 38, tirées de la supposition du § 22 (p. 140) :
(a) [(57 b) reproduite] t,, = 0. \ytJ = 0, ^ = 0, partout ,
aux effets produits par des forces agissant d'une manière quelconque sur des tiges ou pièces de forme allongée, dont les faces latérales, ainsi que les molécules de l'intérieur sont, ou libres de toute action extérieure, ou soumises seulement à des actions réparties d'une manière continue et ne donnant ainsi qu'un faible contingent sur chaque tronçon ou portion de ti°-e, d'une longueur ne surpassant pas la dimension transversale movenne.
Il convient de prouver que, dans ces conditions-là, ce que donnent les formules pour les trois autres composantes de tension, t.., t. , t ., représente très approximativement la manière dont celles-ci s'établissent et se distribuent sur les diverses sections, excepté sur celles qui sont fort proches des extrémités; de manière qu'on puisse, avec assurance, et indépendamment de tout empirisme, étendre l'emploi de ces formules à l'appréciation d'effets sur lesquels les expériences citées n'ont point porté (tels que les flexions accompagnées de torsion), ainsi que de ceux qu'elles n'ont point révélés (tels que les glissements qui accompagnent la flexion inégale, etc.).
11 semble au premier abord que cette petitesse relative ou cette presque nullité des composantes transversales de tension t -, t , t,. est facile à prouver ; qu'elle résulterait de ce que chacune de ces trois composantes est nulle à la surface latérale de la tige, à la fois d'un côté et du côté opposé du contour de chaque section ; d'où suivrait, si les dimensions transversales sont très petites du premier ordre, que les composantes en question le sont du second ou du quatrième. C'est ce qu'on peut voir, en prenant pour fixer
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les idées une section rectangle ; car si ses côtés sont la parallèlement aux x, et 2 & parallèlement aux y, comme t xx, t s'annulent pour x = a et x= — a, t#| et t pour y = b et y = —b, lo., t^, t doivent avoir leurs expressions en x et ?/ respectivement divisibles par a- — x-, b2 — y2 et (a2 — x-) (fr — y«), facteurs qui sont du deuxième et du quatrième ordre. On met même ces trois facteurs en évidence si. comme ont fait Poisson et Cauchy dans leurs tentatives de 1828. déjà citées (Mém. de l'Institut, t. VIII. — Exercices de mathématiques), l'on admet que les tensions sont exprimables en séries procédant suivant les puissances et produits de puissances entières de x, y (Mémoire sur la llexion, 1854, au Journal de Liouville, 1850, n° 5). Mais il faut convenir que cette supposition des deux illustres géomètres, essayée en 1828, est bien arbitraire; elle est même sujette à égarer : et fûtelle juste, il faut remarquer que ce qu'on dit ainsi de ixr, lj/f/, tr(/ s'appliquerait également à t^, t qui s'annulent aussi sur les bords. On annulerait donc toutes les composantes excepté t... Cela est supposable pour les tiges longues et minces, quand on ne s'occupe que de leur flexion ; mais cela ne s'applique plus quand il y a torsion, cas où t(:, t subsistent et sont très grands devant t(i, t . t;:; et cela ne fournirait pas non plus, pour la flexion inégale, les glissements qui l'accompagnent et qui dépendent des efforts tranchants, sommes des intensités de t,.. ou t sur tous les éléments de chaque section.
II. — Aussi M. Kirchhoff a présenté des considérations (*) destinées, en partie, au même but, et où il laisse subsister les tensions transversales t , t , bien que l'illustre Correspondant de l'Institut suppose infiniment petites les dimensions transversales des tiges élastiques auxquelles elles se rapportent. Clebsch reproduit, aux £§ 47, 48, 49 ci-après, son analyse, que j'ai lâché aussi de présenter d'une manière claire à la fin de l'Appendice complémentaire de l'édition annotée (1864) de Navier. Elle consiste surtout dans des calculs de pure cinématique, d'où il conclut que si la tige mince est divisée, par la pensée, en tronçons ayant des longueurs du même ordre de petitesse que les dimensions transversales, et si l'on représente par x, y, ; avant les petits déplacements éprouvés, x-\-u, y-\-v, Z-+-W après, les coordonnées d'un point M par rapport à des axes locaux accompagnant dans ses mouvements le tronçon dont ce point M fait partie, l'axe des i étant longitudinal ou dirigé suivant la ligne des centres de gravité des sections, on a les expressions suivantes, où rM r„ r, S, sont quatre quantités sensiblement constantes pour chaque tronçon, et pouvant varier d'un tronçon à l'autre [Expressions (11) § 49] :
[b) T% = r,j - r* , t% = r* - rx Tz=* + V - r* .
(*) Cette discussion est une sorte d'anticipation, que j'ai cru utile de l'aire ici, des considérations de la deuxième partie, cli. IV, §§ 47 à 50.
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Elles signifient, comme il n'est pas difficile de le reconnaître, que, par cela seul que les dimensions transversales d'une tige élastique sont infiniment petites, les déplacements de ses points, produits par des forces appliquées et distribuées n'importe de quelle manière, sont, s'ils opèrent avec continuité, réductibles, dans chacune de ses petites parties :
1° A une dilatation longitudinale D;
2' A des flexions rt autour d'une parallèle à l'axe transversal des .r, et r2 autour d'une parallèle à celui des y; flexions faisant prendre, en cet endroit, aux projections de l'axe de la tige sur les plans nj et zx, des cour-
bures dont les rayons sont et -;
5° A une torsion r, faisant tourner une des bases du tronçon, devant l'autre base, d'un angle égal à r multiplié par leur distance.
D'où M. Kirchhoff déduit par intégration, en appelant u, v, w les valeurs de u, v, w pour x — 0, c'est-à-dire les petits déplacements des divers points d'une section quelconque prise pour base d'un tronçon aussi quelconque, des expressions de u, v, w qui, différentiées en x, y, :, donnent les suivantes pour les dilatations et glissements :
#W r\V Ml Pv
[ h*=Ty-rX> *« = te+'». ** = * + **■
La troisième de ces formules justifie en quelque sorte le fondement principal de la théorie de la flexion, à savoir la linéarité de l'expression de la dilatation des fibres ou éléments longitudinaux de la tige, en fonction des coordonnées transversales x, y. Les quatrième et cinquième fournissent aussi le fondement principal de la théorie de la torsion. Et si l'on met toutes ces expressions de D g dans celles qui donnent t .., t , t ,puis
x y ./« yz sa
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celles-ci dans — — "+~-q -h~ôp = 0 qui es^ la troisième des équations de
l'équilibre intérieur, ainsi que dans une de celles qui sont relatives à la surface latérale, on obtient l'équation indéfinie du second ordre, et l'équation définie, aussi en w, qui donnent ce déplacement longitudinal, ou le gauchissement des sections, dû à la torsion ; et cela, comme on voit, indépendamment de tout mode particulier d'application et de distribution des forces sur la tige, à la seule condition que ses dimensions transversales puissent être regardées comme infiniment petites.
7. — Mais deux objections peuvent être faites à la remarquable et délicate analyse de M. Kirchhoff, en tant que présentée comme propre à conduire au but ici désiré.
L'une est que les résultats qu'elle fournit sont achetés par trop de suppositions restrictives. Les formules (c) donnent, en effet, zéro pour les dérivées,
par rapport à z, des six quantités àz gx , et par conséquent aussi des six
composantes de tension tr/., t , t.., t(/i, t.,., t/(/. Or, pareille chose n'a pas lieu avec les formules (65) de la fin du g 25, car la cinquième donne, eu égard à ce qu'il est démontré au § 25 [équation (70 a)] qu'il faut faire 6 = 0,
quantité petite sans doute, vu la petitesse supposée des coordonnées transversales, en sorte qu'on peut la faire nulle pour obtenir certaines évaluations de première approximation; mais quantité à laquelle il faut, pour d'autres, de deuxième, attribuer une valeur finie; car dans la flexion inégale^ c'est-àdire variable d'un bout à l'autre de la tige, et qui est constamment déterminée par les forces ne faisant pas couples, Eb{, Eè, peuvent avoir des
. , et,. .
valeurs très grandes, et il faut tenir compte de la dérivée -_f! pour obtenir
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les glissements transversaux et longitudinaux qui se combinent, d'une manière souvent sensible et influente, avec les dilatations t). des fibres; circonstances que la théorie de M. Kirchhoff, qui vient d'être présentée, serait impuissante à fournir.
L'autre objection, nous le croyons, est plus grave :
L'expression (c), S=S + ri;-rj ou = d -4- — -h M/>, et h étant los
rayons de courbure des deux projections de l'axe de la tige sur les plans uz, xz passant par sa tangente) donne bien la loi des dilatations des fibres à travers chacune de ses sections; mais, pour calculer les flexions, il faut aussi autre ebose; il faut connaître les tensions t.. de ces fibres, ou savoir par quoi on doit multiplier les S3 pour avoir les t..; si c'est bien, par exemple, le coefficient ou module d'élasticité E, comme si chaque fibre ne recevait aucune action transversale de la part des fibres voisines. Gela exige qu'on connaisse les rapports des dilatations ou contractions transversales aux dilatations longitudinales, et, par conséquent, que l'on détermine les déplacements latéraux u, v.
Aussi, M. Kirchhoff substitue les t/(., t , t.., t#/5, lzc, tn/ résultant des valeurs (c) des S, g, dans les équations de L'équilibre des éléments intérieurs, ainsi que dans celles qui sont relatives aux points de la surface latérale de la tige; ce qui lui donne des équations différentielles, tant indéfinie* que définies, en u, v, comme en w. On ne peut pas les intégrer toutes, connue on fait pour celles qui ne contiennent que w. Mais il observe qu'on y satisfait on posant t,.,.-— 0, tyy — 0, ^ = 0 (comme il dit que je l'ai remarqué le premier, et ce qui a pour conséquence t., = E?.).
En effet, ajoute-t-il, si l'on résout par rapport à Zx, Dff, g,(/ les trois équations ainsi posées, on a, pour leurs valeurs, cZz, c'<>;, c"?3 ; c, c', c" étant
des constantes, même dans les cas où il n'y a de plans de symétrie de contexture que perpendiculairement à l'axe de la lige ou des s; d'où il suit, d'après la valeur linéaire (c) de D en x: y, que tes dérivées secondes, en x. y. de D , ?(, g sont toutes =0; elles satisfont, ainsi, identiquement à
c-d e>23 #sg
(d) ■ — L~{ y = rU ;
ce qui est la condition (appelée quelquefois de compatibilité) pour que les
grandeurs u, v, puissent être déterminées conformément aux deux premières
et à la sixième des égalités (c).
Or, cette manière de prouver, par une do ses conséquences, savoir, par
une possibilité, ou une non-incompatibilité, la nullité qu'on veut établir
de t;(., t , t , n'est, évidemment, point satisfaisante, bien ne dit qu'aucune
autre hypothèse ne remplirait la condition (d). Bien plus, observons que, si
les inégalités posées : t =0, t =0, t =0, permettent de satisfaire aux o r xx yy ' xy l
équations d'équilibre intérieur, et d'équilibre sur la plus grande partie de la surface latérale, elles ne satisfont nullement aux conditions et équations d'équilibre aux extrémités, c'est-à-dire sur les bases, et sur les petites parties latérales qui les avoisinent, car il peut y agir de pareilles composantes de tension non nulles, puisque aucune hypothèse n'a été faite sur le mode d'action et de distribution des forces appliquées en ces endroits. La réduction des dimensions transversales à des lignes infiniment petites, et ce qu'on en déduit, n'ajoutent donc que peu de chose à ce qu'on avait tiré, aux g$ précédents (et qui était même plus complet à certains égards) de la même supposition de composantes transversales de tension nulles, faite comme essai dès le début.
8. — M. Boussinesq nous paraît être parvenu plus complètement et plus assurément au même but qui est surtout, répétons-le, la justification du point de départ d'une analyse comme celle des g§ 23 à 58, savoir la supposition exacte ou approchée
(«) t,,, = Ü , tyy = Û , tXy = 0
de nullité des actions mutuelles des fibres longitudinales dans les sens transversaux.
Nous allons exposer, en le développant, son procédé que nous rendrons aussi clair que nous pourrons, en l'appliquant, pour cela, au cas simple d'une tige pleine, de matière homogène, offrant trois plans de symétrie de contexture, et en renvoyant au Mémoire du savant professeur de la Faculté de Lille (Journal de mathématiques pures et appliquées, 1871, première partie, les tiges), ainsi qu'à son complément inséré en 1879 au même journal, pour sa généralisation; car il l'applique à un corps allongé, pouvant être évidè tubulairement en plusieurs endroits, ayant ses sections transversales
pour seuls plans de symétrie de conlexture, et composé d'une matière dont la nature peut changer, même brusquement , dans les sens transversaux.
Ce qu'a de spécial sa méthode, et ce qui permet, lorsqu'on l'emploie, de tirer des conclusions plus générales et plus certaines que par les autres, c'est qu'il met en œuvre non seulement les équations de l'équilibre des éléments, mais encore le principe non moins incontestable du potentiel d'élasticité, ou le fait connu et généralement admis que ce travail de déformation élastique, déjà considéré au § 16 ci-dessus, est toujours positif, quelles que soient les petites déformations, à partir de l'état naturel ou sans tensions, que l'on fasse subir à un corps élastique; fait évident, car il n'est autre que celui de la consommation nécessaire, pour tout corps qu'on écarte de cet état primitif, d'un certain travail dont le potentiel mesure la grandeur.
Le double de ce potentiel ou de ce travail, depuis l'état où les tensions étaient zéro, jusqu'à celui où leurs six composantes sur trois petites faces
perpendiculaires aux x, y, z ont acquis les intensités t^., t , par suite
des déformations t»r g de l'élément dont le centre est au point (x, y, z),
a, si on le divise par le volume de l'élément, et si on le représente par 2 <l>, la valeur suivante :
(/') 2* = t3+t3+t3-Mg + 1 g + t g ;
\i i xx x ijij ij * zz z yzPij.z sx°zx xy°xy
car, d'après ce qu'on a vu à ce g 16, p. 61, le travail élémentaire qu'exige, par exemple, la production d'une portion infiniment petite Sdr de la dilatation S, est t SZ ; par conséquent, jusqu'à ce que dx ait acquis sa valeur totale, et t . , sa valeur finale, en passant uniformément par tous les degrés
d'intensité depuis zéro, il y aura eu travail total opéré -, l, (. <\., dont le double
est le premier terme de l'expression (/) de 2 <l> ; et la même chose peut être dite pour les autres termes.
1). — C'est cette quantité qui doit rester positive pour toutes les valeurs, soit positives soit négatives, de dr, g .
Si l'on y met, pour ces six déformations élémentaires, 3, g, les valeurs qu'on tire pour elles en résolvant, comme équations du premier degré, les six formules (lJÔ) txx = axxxxZx-+-...., t _...., du § 11, s'appliquant à des corps de toute contexture, 2* se trouvera exprimé eu une fonction homogène du second degré des six quantités t , I ,„.
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On sait qu'une pareille, fonction est toujours partageable en autant de carrés parfaits de polynômes du premier degré qu'elle a de variables, ces carrés étant affectés de coefficients qui doivent être tous positifs si la fonction elle-même est astreinte à rester positive pour toutes les valeurs de ses variables; et c'est ici le cas, ainsi qu'il vient d'être dit, Comme nous nous
bornons au cas de trois plans de symétrie perpendiculaires aux x, y, z, ou
au cas des formules (h), t^, = a<^.+ fc^-h e'D,, t = , t^ = fg de la
grande Note de la fin du § 10, nous aurons à substituer dans (f) les expressions (r) du n° 15 de cette note :
-> *"XX '*/// ^zz -. v/// 'aa -rr ^ _ *:: V/.r *i/i/
(</) <J en y joignant
Ej., E , E. étant des modules d'élasticité; et Fr, F , F,, trois quotients, par des binômes tels que ad' — e'f, du déterminant quintinôme appelé D (voir page 80).
Les trois termes fournis par la substitution des g seront déjà des carrés; disposons de la composition des trois autres carrés de manière que le premier contienne les trois tensions t(;,, t , t.., le second tr_n t , le troisième t seul, nous aurons :
-, -, t= étant trois quantités qu on déterminera facilement en E , E , F
A li C l ! * n
si, après avoir développé les carrés du binôme et du trinôme, on égale ce qui multiplie les carrés et les produits deux à deux des tensions t , t , t,., à ce qui affecte les carrés et produits pareils dans l'expression (e) de 2*, après qu'on y a mis pour les 2)x, D , <\ leurs valeurs trinômes (g).
Quelle que soit leur composition, on peut affirmer que p-, -r, ^ sont des
quantités positives, ainsi que d, e, f. En effet, 1° si l'on suppose, ce qui est possible, toutes les composantes t(/, nulles excepté t„, 2<t> se réduit à
p-t;. ; et, 2* devant être positif, rr doit l'être aussi.
2° Comme on peut faire t nul, ainsi que les t , t , t , et faire, en
r y y ' n y-c »x' jj/'
même temps, 1.. = -^^., ou, autrement dit, comme on peut disposer de
tous les t, hors tJV(., de manière que 2* se réduise à -t^., on voit que -
doit être positif aussi.
5U Gomme on peut annuler tous les t, hors t , r encore doit être
positif.
10. — Ceci établi, mettons dans l'égalité (h), à la place de 2 4>, le sextinôme (f) qu'il représente; effaçons, dans chacun des deux membres de l'équation qui en résultera, les deux avant-derniers termes, car ils ont, de part et d'autre, les mêmes valeurs; puis, dans le premier terme du second membre, remplaçons l'un des deux facteurs trinômes du carré parE,c^, qui est sa valeur d'après la troisième formule (g) ; ce premier terme deviendra
Hz f Vf p hjy
Faisons-le passer dans le premier membre; le produit t ö disparaîtra, et l'équation se réduira à
(j) t,A + tyyZy + t,,^.,.,, -f ^ t,., + ^ tyg ) ?.. = i (l^ _£ t ^ + j ^ + | ^
Or, je dis que si l'on multiplie les deux membres de cette équation par l'élément d<r = dxdy de la superficie, que nous appellerons <r, de la section ayant la coordonnée longitudinale quelconque 3, et si on les intègre ensuite pour toute l'étendue de cette superficie, on aura zéro dans le premier membre.
11. — Pour le démontrer, examinons d'abord comment les tensions intérieures, les dilatations, etc., doivent, d'une manière générale, se comporter et se régler dans une tige mince et allongée, prismatique ou bien presque prismatique, c'est-à-dire très peu courbe et très peu torse, dont les dimensions transversales, si elles ne sont pas constantes, ne varient que lentement d'un bout à l'autre; tige qu'on suppose soumise à des forces extérieures agissant les unes localement, c'est-à-dire aux extrémités, ou bien à des endroits isolés, où elles sont réparties sur de très faibles longueurs, les autres s'exerçant entre ces endroits-là, tant à l'intérieur de la masse que sur sa surface latérale, mais distribuées ou uniformément ou continûment et graduellement; et dont l'intensité totale, sur chacune des longues portions de la tige ainsi partagée, n'excède point celle des forces isolées ou locales qui sont appliquées vers les extrémités de cette portion.
Prenons pour axe des z, en chaque endroit, la ligne des centres de gravité des sections transversales, et les axes des x, y, rectangulaires entre eux et à cette ligne sur une des sections. Dans une quelconque des portions dont nous parlons, que nous appelons longues parce qu'elles sont supposées l'être beaucoup par rapport aux dimensions transversales, il est facile de reconnaître que les composantes t de tension et les dilatations ou glissements 3, g, varient d'une manière incomparablement moins rapide dans le sens longitudinal ; que dans les sens .r et y, de sorte que, si nous exceptons de petites portions de tige a voisinant les extrémités, où se trouvent les points d'application des forces locales ou discontinues, les dérivées de ces déformations ö, g par rapport à j seront, de nécessité, considérablement moin-
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dresque ce que sont ou peuvent être leurs dérivées par rapport à x et à y.
En effet, pour g.r, par exemple, __2 sera de l'ordre de grandeur du quo-
tient, par la longueur de la tige ou de la longue portion de la tige considérée, de celte déformation g,r, ou de la différence des valeurs qu'elle a
aux extrémités ; tandis que -~ pourra être de l'ordre de grandeur du quotient de gzx par la demi-épaisseur, qui n'est, disons-nous, qu'une fort petite fraction de la longueur. Autrement dit, si pour fixer les idées nous divisons la tige, par la pensée, en tronçons dont la longueur soit de l'ordre de grandeur de la dimension transversale moyenne, les D, g auront des valeurs extrêmement peu différentes en deux points homologues des bases de chaque tronçon, tandis qu'ils pourront avoir, du centre au périmètre des sections, des différences de valeur aussi considérables que d'une extrémité à l'autre de la tige. Nous pouvons donc, comme approximation, déterminer la loi de variation des déformations <\ g transversalement, ou en fonction de x et //, comme si leurs dérivées par rapport à :• étaient nulles. Cette hypothèse, ou ce point de départ, n'est que comme une traduction analytique de l'énoncé de la question même qui nous occupe, et qui est de déterminer ce qui se passe dans une tige allongée et très mince sollicitée de la manière continue que nous venons de supposer.
12. Il nous suffira, toutefois, et ce sera le moyen de rendre nos résultats aptes à fournir, ultérieurement, des secondes approximations, de partir, comme bases de calcul, des suppositions suivantes, fort approchées, disonsnous, quand elles ne sont pas rigoureuses:
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(/) is=o, 122 = 0,
oz dz
et qui sont plus larges ou moins restrictives que ne serait la supposition de nullité de toutes les dérivées du premier ordre en c-; car elles se réduisent, en ce qui concerne di:, D , ?., g , à supposer qu'au lieu de rester sensiblement les mêmes, ces quantités varient linéairement en passant d'un tronçon au suivant; ce qui peut être regardé comme presque rigoureux. Or, les deux (/) et la dernière (k) sont la même chose que
8*w d*-u B*w &*v n o'u , or'v
Si successivement, 1° on différenlie la première de ces trois équations (m) par rapport à x, 2° on différenlie la seconde par rapport à y, 3° on retranche la troisième de la somme des deux premières différentiées respecti-
vement par rapport à y et à "x, l'on obtient, eu égard aux deux premières
... , du dv
(A) où l'on mettrait pour o. ? leurs valeurs -n—, ~- :
v ' l •*• y vx c y
pour tous les points [x, y) des diverses sections ; en exceptant seulement celles qui sont très proches des points d'application des forces que nous avons appelées isolées, agissant discontinuaient, ainsi que des points où les forces qui agissent continûment changeraient brusquement d'intensité par unité de longueur.
Sous cette restriction, qui n'atteindra que de minimes portions de la tige,
Gl
c w on voit, par ces trois équations (w), que la dilatation longitudinale r—=dz
doit être, aux divers points de chaque section, une même fonction du premier degré de leurs coordonnées, en sorte qu'on peut poser
(o) S2=Jb+^+% ;
Jb, fB, $ 4 étant des fonctions de z seul; premier et important résultat qui même aurait pu être obtenu en supposant seulement
-df)=°. «(■£)=•■ »h-*w. i?=«. £=•■
15. Ceci obtenu, pour arriver à reconnaître la nullité, partout, des composantes de tension dans les sens x, y sur toute face parallèle aux fibres ou aux arêtes, il nous faut nécessairement mettre en œuvre :
1° Les équations exprimant leur nullité sur les faces latérales du prisme, équations qui sont celles (07 a) du \ 22, savoir, n désignant la direction d'une normale à ces faces,
(p) t cos (?i,a;) + t cos(n,w) = 0 , t cos(«,a;) + t cos(?i,w) = 0 .
2° Les équations de l'équilibre dans les mômes sens x, y, à partir de ces faces, entre les tensions et les forces extérieures X, Y agissant sur les éléments du volume. Nous pouvons, de ces deux équations (24) du g 12,
c t,.. dt effacer les avant-derniers termes -7-^' -~> puisque les égalités posées (/)
a z oz
supposent ces dérivées en z nulles ou négligeables vis-à-vis des deux termes
précédents qui sont des dérivées en x et y; ces équations d'équilibre sont
ainsi
Pour pouvoir les combiner avec celles [p), nous les multiplierons par l'élément da=dxdy de la section a, et par une fonction quelconque U de./1, y, dont nous disposerons ensuite; puis nous intégrerons pour toute l'étendue de la superficie a, et nous transformerons les intégrales des termes en d'autres qui soient prises pour le contour de <r ou agissent les forces dont les équations de condition (p) annulent les sommes.
Afin de le faire facilement, écrivons ainsi le produit de la première équation (q) par Mdxdy :
rr /0.w i i i -iït „ 2u\ rr
(•■) jflT** br-^iï+^f -W+JJ i:x"!'=e-
11 est facile de reconnaître qu'en vertu de la première des équations (p) relatives au contour de <r, le premier et le troisième terme entre paren-. thèses de celle (r) qu'on vient d'écrire peuvent être effacés.
La chose est évidente si la section est un rectangle ayant pour côtés 2«
parallèlement aux x, 2fr parallèlement aux y, car, en effectuant l'intégra-
c'.\]tn.
lion en x du premier terme c, > on a, en vertu de la première équa-
o ce
tion (p), Ut —0 aux deux bords x = — a, x=a où cos (n, y) est nul et
B.Mix cos (n,x) est = 1 ; et il en sera de même du troisième terme — ~~ — d'après
la première équation (p), car, en intégrant en y on a Ut dont le second facteur est nul aux limites d'intégration ?/ = — b, y=b puisqu'on y a cos (n,x) = 0, cos (n,y) = 1.
14. — Mais on reconnaît la même annulation de ces premier et troisième ternies entre parenthèses de (r) pour une section ayant un contour courbe quelconque s, si l'on fait usage d'un procédé bien connu et fréquemment employé en physique mathématique (notamment par Clebsch aux§§ 21 et 29).
rr ®' Uto-
Il consiste à opérer en x l'intégration // dxdy — y— - ; cela donne
/ dy [(Utra,)" — (Ut(, ,.)'], en désignant par les accents " et ' les valeurs de
Ut., aux points où une droite parallèle aux x, tracée sur la section c- à la distance y de son axe des x, vient rencontrer son contour du côté des x positifs et du côté des x négatifs respectivement. Or, ds représentant les parties du contour interceptées par la bande dont la largeur est dy, on a, d'un des deux côtés, dy—ds cos (n,x), et, de l'autre, dy= — ds cos (n,x) : l'inté-
rr [-Urr grale 1 1 dydx ,, t- prise pour toute la superficie de la section «r revient
donc à l'intégrale / Ut ,r cos (/*,.*) ds prise pour tout son contour.
En y réunissant celle / Ut cos (n,y) ds qu'on obtiendra de même en effectuant en y l'intégration II dxdy — ^— - , on aura, pour la partie du premier membre de l'équation (?•) qui vient du premier et du troisième terme de sa parenthèse, en désignant par I une intégrale s'étendant à tout le contour :
I U [t cos (n,x) + t cos (»,«/)] ds ,
c'est-à-dire zéro d'après la première condition (p). Cette équation se réduit donc, en désignant par / une intégrale prise
pour toute l'étendue de la surface d'une section quelconque <r, à la première des deux équations suivantes, doilt la seconde se tire de la même manière de la deuxième (</), multipliée par V, qui désigne une autre fonction de x, y :
J,\ ■'» $x m ê)yj J,
Faisons successivement, dans ces deux équations, U et V égaux à ,r, y, x*, y*, .ry ; leurs derniers termes pourront être effacés vis-à-vis des premiers, car les forces X, Y qui peuvent être du même ordre de grandeur que les dérivées en x, y, de t^,, t , t , ont des produits, par les petites coordonnées .»-, y, très petits vis-à-vis de ces tensions elles-mêmes. Nous obtiendrons ainsi toutes ces relations, où figurent les trois composantes ti(., t , t dont il s'agit de prouver la nullité :
/ txxdo = Q , I txxxd<j = Q , / i^/<t=0 , / trj yda=.Q, (t xdaz=0 , /t d* = Q , /t ?/</<j = 0,
d'où / t iuh = Q , I t xdo — Q.
Enfin, en faisant ll = u, V = v, petits déplacements des points de la section, on peut encore effacer comme très petits les derniers termes des deux
équations (.s) ; et si on les ajoute ensemble, on remplaçant —, —, — -f- —
f ■' ( 'j ( II C ■•
)ar Ör' <V 8yX> 0I1 a
15. Actuellement, dans l'équation (j) du n° 10, que nous avons déduite du partage du potentiel d'élasticité * en carrés, mettons pour ö. sa valeur (o), Jlo -}— d5.r— f- fBiZ/» et intégrons, pour toute l'étendue de la section <r, ses deux membres multipliés par (h. Il résulte de l'égalité (a) ainsi que des l'e, 2e, 4e, 6e et des deux dernières (t) que le premier membre donnera zéro, ainsi que nous l'avons annoncé. 11 restera
/.B(,--FVr),+i,*+T <:»]*=•■
Comme les da sont positifs, le f constituant le premier membre de cette
équation a tous ses éléments composés de trois termes essentiellement posi-
1 1 1 tifs; nous avons vu, en effet, que - , ^, - ,ne pouvaient être que positifs. Ces
termes sont donc nécessairement tous nuls; d'où il suit qu'on doit avoir partout, ou en tous les points {x, y) de cbaque section,
v ' XX IJIJ ' XIJ
C'est-à-dire les trois composantes de tension, par lesquelles les fibres agissent transversalement les unes sur les autres, nulles, ou assez petites pour qu'on puisse les remplacer par zéro, dans les calculs qui ont pour objet la détermination des trois autres composantes de tension ainsi que celle des déplacements u, u, w, des points.
16. C'est la donnée du Problème posé au §22. C'est l'hypothèse fondamentale, déjà justifiée par l'expérience comme exacte ou très approximative (nos 1,2), dont on est parti pour obtenir, des j§§ 25 à 57 [ci-après, la solution de tous les problèmes de la déformation des tiges prismatiques dont les faces latérales sont libres, par des forces appliquées sur les bases extrêmes et ayant, de part et d'autre, une résultante et un moment résultant donnés quelconques, mais une distribution inconnue (toujours inconnue), dont la même analyse détermine quel doit être le mode pour satisfaire rigoureusement à l'hypothèse posée. On voit, par ce que nous venons de présenter, que les trois égalités reproduites en (x) et, comme conséquence, ce mode d'application et de distribution des tensions t.,, t t(., s'opérera naturellement, d'une manière extrêmement approchée, si les portions de tiges, qui occupent les intervalles des endroits où les forces agissent comme isolément, ont des dimensions transversales très petites par rapport à leurs longueurs, avec des sections ne variant que continûment et lentement, et si dans ces mêmes intervalles elles ne sont sollicitées que par des forces, aussi continues, dont la somme totale n'excède pas les forces isolées ou disconti-
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nues s'exerçant aux extrémités de chaque portion ; forces dont, au reste, le mode de distribution pourra être à peu près quelconque si l'on excepte, de la conclusion énoncée, de très petites longueurs de la tige auprès de leurs points d'application.
J7. — Cette manière de justifier l'emploi assuré, dans la pratique, comme suffisante approximation, des formules analytiques d'extensions, flexions et torsions, seules ou combinées ensemble, et qui est fondée sur.ee qui peut être tiré, non seulement des équations d'équilibre, mais, en même temps du principe du potentiel, ou. du travail toujours positif des déformations élastiques à partir de l'état où il n'y a aucune tension, me paraît être la meilleure et la plus complète qui en ait été théoriquement donnée.
Il est facile de voir qu'elle n'est pas, au fond, aussi compliquée à beaucoup près qu'on pourrait le croire, d'après le développement que nous avons cru devoir donner à son exposition.
Et puis, il faut remarquer qu'elle comprend la démonstration, essentielle pour tout ce qui suit, de (o) £; = Jl> + $>x-\- $$, c'est-à-dire de la linéarité en x, y, des dilatations longitudinales à travers chaque section. Cette formule (o) est une suite cinématique du point de départ, ou de cette supposition^), [l), c4-, P.. V &" S J = 0v «; (g«,gj = 0, aussi cinématique,
qui résulte, comme approximation, de la structure même de ce corps allongé qu'on appelle une tige.
Elle conduirait, on peut le voir, cinêmatiquement aussi, à l'expression
(65 a) de c-7- en .r, y, :■ et six constantes a, av a2, blf b2, b (dont la dei-
nière s'annule), et, par conséquent, à l'expression (64 c) du déplacement w,
en sorte que nous aurions pu poser cette expression (o) de?, déjà au g 22.
c'w Mais dès qu'il s'agit de déduire, de -7-, les deux autres dilatations
^r—~, -s =^-> ou de prouver qu'elles égalent ö = V multipliée par x ( x ■' c/y ( z
la fraction n, et, par suite, de montrer que la composante longitudinale de
tension t.. est égale à -~- multipliée par une constante E comme si chaque
fibre était isolée, ou libre de toute action transversale sur ses faces, cela exige qu'on sorte de la cinématique, et qu'on démontre d'abord la nullité au moins approchée de trr, tyy, txy partout comme sur les faces latérales. Il a fallu, pour y arriver, mettre en jeu les équations d'équilibre extérieur [q] et les combiner avec celles (r) de l'équilibre intérieur par une intégration dans toute l'étendue d'une section a amenée parune transformation à une intégration pour son contour s; et il a fallu aussi mettre en jeu le principe du potentiel d'élasticité toujours positif, partageable en carrés; en sorte qu'on ne voit pas comment une démonstration du résultat (.r) pourrait être réduite à des termes sensiblement moindres.
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l 29. — Détermination des constantes du problème général du § 22, d'une manière plus propre aux applications.
On voit, d'après ce qui précède, que la valeur des constantes b0, av bv a,, b,_, pour un système donné de forces, dépend de la fonction Q (§ 25, 64c), dont la forme ne peut pas être déterminée d'une manière générale, bien qu'on puisse la trouver pour un grand nombre de formes particulières de sections transversales.
Mais, ce qui est très remarquable, et de la plus haute importance pour cette théorie, c'est que, sans connaître la fonction Q, on peut déterminer d'avance, et d'une manière tout à fuit générale, la valeur des deux intégrales
en s'appuyanl seulement sur les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction Q. Cela s'opère au moyen d'un procédé d'intégration partielle analogue à celui dont il a été fait usage aux §§ 16, 20 ou 24 pour d'autres circonstances, Exprimons l'élément de surface da par le petit rectangle dxdy; nous
aurons / ■srda= // ^p dxdy. Intégrons partiellement, à savoir
J c X JJ c X
dans l'étendue superficielle d'une bande infiniment étroite, ayant ses deux bords parallèles aux x, avec une largeur dy, et en prenant, pour
le facteur à intégrer, dx et non pas -^ dx semblablement à ce que
nous avons fait, aux §§ cités. En désignant les points extrêmes de la bande par les indices 0 et 1 placés au bas des quantités relatives à ces deux points, nous avons :
Maintenant, comme Q satisfait à l'équation
C il C Ü ç.
nous pouvons remplacer le dernier terme
Effectuons l'intégrale prise par rapport à y sur toute la longueur de la droite parallèle aux y, ayant x pour abscisse, qui traverse la section, et désignons par les indices 0 et 1, placés comme des exposants, les quantités relatives aux extrémités de cette droite. Nous aurons :
/rf,/g*=/J(«g),-(«g),jfc
C cil
Mettant cette expression à la place du dernier terme de / — da, terme dont nous voyons qu'elle donne la valeur, nous avons :
La première intégrale du second membre doit s'étendre à toutes les bandes superficielles que l'on peut découper dans la section, parallèlement à l'axe des x, ou, ce qui revient au môme, sur tous les éléments d'arc, qui sont découpés deux à deux par ces bandes sur la périphérie de la même section. Si, ds étant un de ces éléments d'arc, p est l'angle que fait avec l'axe des x la normale à cet élément, dirigée vers l'extérieur; enfin, si/>0 désigne'cet angle pour le point x0 et de mêmep, pour le point xv on a évidemment :
dy = dsy cos pv = — ds0 cos p0 ;
par conséquent, la première intégrale est égale à
j (^C0S^)//Sl + J ('7^cos^)o'/s°;
c'est-à-dire, si l'on considère successivement tous les éléments ds de la périphérie, que cette première intégrale est égale à
r il
x-r— cos pas.
De même, la deuxième intégrale devient égale à
x — sin /; (h , ( x
el, par conséquent, on a :
j n ,h = ff n ,lnhj '- j x (as cos ? + % sin p )d°-
Y : i bnx +
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La valeur de l'expression comprise dans la parenthèse- est connue pour tous les points de la périphérie de la section, car, d'après l'équation (67) de la fin du § 23, p. 151, à laquelle la fonction Q doit satisfaire, on a, pour tous ces points :
c il f Q. . ,, ...
— cos p-h— sin p = X cos p-\-\ sin \> ; o x ( y
où l'on a posé pour abréger [eu égard à ce que (70a), 6 = 0] : X= — % + -y |V+ ( l - 3i? ) /y2 ] + (f — *)*W
Par conséquent :
jj -7— '/'''/.'/ = I •<' ( X cos p -h Y sin y;) tfe
est une expression omi ne contient aucune trace de la fonction Q, et qui est indépendante de la forme de cette fonction inconnue ou exceptionnellement connue.
Revenons maintenant sur nos pas, et reprenons les diverses équations par lesquelles nous sommes arrivés à la valeur de cette expression; nous pouvons tout d'abord, vu qu'on a, à la périphérie, ds cosp = dy, ds s'mp = dx, l'écrire ainsi :
j j'(*X)t — («X)( \dy-+- f |(*ï)* — (xY)°ldx.
Ensuite, si on considère la différence de deux termes, qui se trouve dans chaque accolade, comme le résultat d'une intégration opérée dans l'étendue de deux bandes superficielles, de largeur dy et de largeur dx, comme celles dont il a été question ci-dessus, cette même expression peut être mise encore sous la forme :
ff^dxdy-+-ff?0.da;dtf,
de sorte que l'on peut écrire :
CHAI'. II
On arriverait évidemment à une formule tout à fait analogue si l'on changeait partout x en y et réciproquement. Si donc on remplace enfin dxdy par (h, on aura les deux expressions suivantes :
,X 0.xT
J ' •'' J \ Cï
J ( Il
.yl
vy
da
de
V J \dx t fi
En introduisant, dans ces expressions, les valeurs (84) de X et de Y, on ne trouve, dans les seconds membres, que les cinq intégrales suivantes auxquelles nous attribuons, vu le choix des axes, les valeurs trouvées ci-dessus (80), (81), (82), savoir :
l xda — 0, iydar=-0, (xyda—b, j #V<r=>2e On a donc enfin :
ffä.
-, — (le
Ces expressions, remarquables en elles-mêmes, donnent aux cinq premières équations (83), p. 174, la forme des cinq premières suivantes, extrêmement simples, parce que G, n, / s'en trouvent complètement éliminées. Nous y ajouterons la sixième (85) simplement reproduite, parce qu'elle n'est pas susceptible de pareilles simplifications,
— bJ-J-hM-h
B' ~ EXs<r
1 Ci '< LL
da
5i) ) ir -
bm-
3nja
dans la dernière desquelles on peut mettre pour bit b^ leurs valeurs en A, II.
Ce qui caractérise ces formules, c'est, que a dépend seulement de la composante totale C, dans le sens z, des forces extérieures; que bt dépend de celle A; or du moment B'; l>.v de la composante B; enfui, a,.
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du moment A' |§ 28, notations (78a) et (786)]. La dernière équation seule eontient toutes les grandeurs à l'exception de C, B' et A'. On peut interpréter ce résultat par le théorème suivant :
La composante des forces extérieures dirigée suivant l'axe longitudinal ne produit que V extension. La composante dirigée parallèlement à la surface d'extrémité et suivant un axe principal, jointe au moment de rotation par rapport à Vautre axe principal, produit une flexion dont le plan passe par le premier axe principal; cette flexion est généralement accompagnée d'une torsion. En fin (*) le moment de rotation des forces extérieures par rapport à l'axe longitudinal ne produit que la torsion (**).
D NOTE FINALE DU g 29.
1 . — On peut démontrer simplement et directement les cinq premières (86), ou, ce qui revient au même, l'expression (a) suivante qui résulte de leur
substitution dans (05 a) p. 147 avec (70 a) p. 156, 2 23 : -t— = <y -f- a. .<■ -f- a, y
-+-:■ (brc -\-b,y), et où t.. représente la tension longitudinale à travers
l'unité superficielle d'un élément d'une section quelconque, ayant l'abscisse
longitudinale z = z' :
cw C B'— As' A' + BV
t.- = E — = —TT— X i -TT— '/
On a, en elfel, comme il a été trouvé, pour -^ et par conséquent pour t.., une expression linéaire en ,'• et y, ou de la forme
(b) t^Jb+SBs + fl^y .
(voir, Note de la fin du § 28, expression (o), p. 186).
Multipliant successivement par der, xd<r, ydtr, et intégrant pour tonte l'étendue de la section, on obtient trois équations d'où l'on tire Jb, .l)?>, Si, ce qui donne en substituant dans (b) :
JXJo fCrrh flydo
(c) hz= (- x + y
J x-da fll~da
(*) En effet, les deux dernières intégrales du premier membre de la sixième équation (86), dans le premier terme de laquelle est engagée la torsion b0, sont affectées de d,et de £._,, et par conséquent des deux efforts tranchants A et B, qui contribuent aussi, avec les moments A', D', aux flexions. Mais, lorsque les sections sont symétriques par rapport à leurs deux axes principaux d'inertie, ce qui a lieu le plus souvent, et ce qui rend nulles les quatre intégrales J^ (.<■'% y~\ xy-, xy-j (h (voyez g 50), et aussi lorsque A et B sont nuls, eu sorte que la flexion n'est duc qu'aux couples A' et B', le premier membre de cette sixième équation (86) se réduit à ses deux premiers termes à parenlbèses binômes, et la torsion b0 ne dépend que du seul moment C des forces autour de l'axe longitudinal des z. [Voyez § suivant, 30, après l'équation (87).]
Or, considérons l'équilibre de la porlion de tige comprise entre la section z = z' et la section ou base libre z = l. Son équilibre de translation clans le sens z exige que la résultante des
forces élastiques longitudinales / t'zzde qui agissent sur elle à travers la
section z = z', soit égale à la résultante des forces extérieures de même sens ' agissant sur la base libre : on a donc déjà
/ t'Jb=i
Son équilibre de rotation autour d'une parallèle aux y, tracée sur la même section z = z', par le centre de gravité de celle-ci, exige que le moment
\.xd<r des forces élastiques intérieures, autour de cette parallèle, et tendant à faire tourner de z en x, soit égal, au signe près, au moment de même axe et de même sens des forces extérieures agissant sur la base libre : or ce dernier moment est égal à celui des mêmes forces extérieures, autour de l'axe des y tracé sur la base fixe z = 0, moment qui a été appelé B\ moins le produit de z', différence de leurs bras de levier, par la somme, appelée A, des forces agissant dans le sens des x sur la base libre. Donc
(c) / Çxch = — (W — Kz'
On démontrerait de même, par l'équilibrj de rotation autour d'une parallèle aux x tracée sur la section z = z' en ayant égard au sens de la rotation qui a été supposée (§ 28) de y en ? pour le moment A', qu'on a
(/') / ïuyda=:k' + to .
1/ expression (a) coïncide donc avec celle (c), et se trouve démontrée, comme on voit, d'une manière directe, ainsi que les cinq premières expressions ou équations (86), sans faire intervenir la fonction uni les coefficients G, n, et sans passer par les transformations d'intégrales au moyen desquelles l'auteur les élimine.
2. Il est bon de montrer qu'on arrive au même résultat, et aussi à un autre, fort utile et plus général, en posant l'équilibre de rotation d'un simple tronçon de tige, de longueur dz, compris entre deux sections o- et <r' ayant les abscisses z et z -\-dz.
En effet les forces élastiques ou intérieures longitudinales \.jh et
— (*»•+■ -jr^dzj d(T, s'exerçant sur ces deux sections égales, se corapo-
sent en forces »- dzdtrt qui, si l'on prend les moments autour d'une
oz
parallèle quelconque aux x, tracée sur la section a, agissent, pour faire
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tourner de y en ;, avec des bras de levier y. Les forces transversales \zx, qui sont parallèles à l'axe de rotation, ne donnent aucun moment ; celles — t agissant sur la section o- n'en donnent pas non plus, puisque leurs bras de
levier sont nuls. Restent celles ( ^ H- -?ß dz J da agissant sur les éléments
d(T de la section c-' = <t avec des bras de levier dz, et dont les moments doivent être pris négativement, vu qu'elles tendent à faire tourner de î en y. L'équation d'équilibre, en négligeant ce qui est affecté de <fc2, est donc, si l'on divise tout parrf; :
J 77 y**-j hyd°=Q
Mettant B à la place du second terme, et, dans le premier, à la place de t , E c-y— = E [a -\- ayx -±- tf-y ->r z (btx -\- b^)], on a bien, si les .r et y sont parallèles aux axes principaux de la section,
[h) B=E6S / tfd*=&jt*a .
ou la cinquième des équations (86), dont la troisième s'obtiendrait de même en posant l'équilibre de rotation autour d'une parallèle aux y, menée sur la section par son centre.
Le résultat (<y),etson analogue démontrable de même, peuvent être écrits
(t) j \.^=y% i U:X,h '• / Mo=^ f l**yda '
et donnent ce théorème connu et très utile, que ïeffort tranchant, pour une section quelconque, ou la force tangenlielle totale dans une direction transversale aussi quelconque, est égale à la dérivée, par rapport à la coordonnée longitudinale, du moment de flexion autour d'une droite tracée sur la section perpendiculairement à cette direction.
On pourait le déduire de(e), (/), car en différentiant ces égalités par rapport à z', et effaçant les accents devenus inutiles, on obtient :
= ^j t^; B=£jY^c
Mais notre démonstration par le petit tronçon donne le théorème d'une manière plus générale, car elle montre qu'il est vrai sans que les axes de flexion aient besoin d'être des axes d'inertie, ni même de passer par les centres de
gravité des sections.
Nous verrons à une Note, celle du § 75, relative à l'équilibre d'une plaque élastique, que son équation s'établit de même en posant les conditions de l'équilibre d'un de ses tronçons compris entre quatre petits plans perpendiculaires aux coordonnées transversales „r, y.
# 30. — Sections transversales symétriques.
Ces considérations se simplifient encore si l'on donne à la section transversale une forme symétrique par rapport à deux droites perpendiculaires l'une à l'autre. Dans ce cas, ces droites deviennent les axes principaux de la section, et leur point d'intersection en est le centre de gravité. Cela se démontre facilement à l'aide du théorème suivant :
Si F est une fonction de x et de y qui ait la propriété de changer de signe sans changer de grandeur lorsque l'on change x en — x, ou y en — y^ V intégrale f Fda, étendue à une surface symétrique par rapport aux axes coordonnés, est toujours égale à zéro.
On en voit immédiatement la raison. À chaque élément ds pour lequel la fonction F acquiert une certaine valeur, correspond un autre élément, placé d'une manière symétrique, pour lequel F a la même valeur au signe près; pour ces deux éléments, le produit Fdo a donc des valeurs égales et de signe contraire, en sorte que, dans l'intégration, les termes correspondants à ces éléments s'annulent deux à deux. Mais, lorsque la forme est symétrique, la surface peut être complètement décomposée en groupes d'éléments ainsi placés, et l'intégrale entière s'évanouit, puisque tous ses termes se détruisent deux à deux. On a, par conséquent :
/ xd(r=0, ! ydv = Q, j ocyd<r = 0 ;
ce qui montre que l'origine est le centre de gravité, et que les axes coordonnés sont les axes principaux de la section. On a aussi :
ly*d<T=Qy l.f)j~d(T = ö, l x^ydo =0j / x'da
ce qui simplifie notablement la dernière équation (86).
Mais ce n'est pas tout. Désignons, pour abréger, sous le nom de lonction paire, par rapport à une variable qu'elle contient, une fonction qui ne change pas de valeur lorsque la variable change de signe sans changer de grandeur; et, sous le nom de fonction impaire, une fonction qui, lorsque la variable change de signe, change aussi de signe en conservant la même valeur absolue. Ainsi, pour une section transversale symétrique, le cosinus de l'angle p, formé avec l'axe des x par la normale au contour, dirigée vers l'extérieur, ou cos p, est une fonction impaire par rapport à x, et paire par rapport à //. Au con-
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traire, sinp est impair en y et. pair en x\ car si l'on passe d'un point (x, y) de la périphérie au point qui a pour coordonnées x et — //, p se % change en — p, par conséquent cos p en cos p et sinp en — sin p. Si, au contraire, on passe ou point qui a pour coordonnées — x et y, p se change en (180° — p); par conséquent, cos p en — cos p, et sin p en sin p. On reconnaît alors facilement que les seconds membres des trois dernières équations (70), page 154, sont respectivement :
impair en x et y,
impair eux et pair en y, pair en x et impair en //.
La môme chose doit donc avoir lieu pour les premiers membres des mêmes équations (70), § 24. Si, de plus, on observe que lorsqu'une fonction est paire par rapport à une variable, son quotient différentiel, par rapport à cette même variable, est impair et vice versa, on voit que les premiers membres des équations (70) dont il s'agit satisferont aux conditions de parité et d'imparité qu'on vient de dire si l'on admet :
B0, impair en x et //, Bl , impair en x, pair en y, B.2, pair en x, impair en //.
Cela est entièrement compatible avec les équations 0= tt-?0 +- -?— p • • •
ou (69) de la page 154, § 24.
Si on met dans la dernière équation (86), § 29, page 194, la valeur de Q [(68a) de la page 155, avec b nul, comme on a vu, équation (70a)],
on reconnaît que l'intégrale suivante, entrant dans cette dernière équation (86),
C il ( il \
se trouve divisée en trois parties multipliées respectivement par b0> br br Et, en vertu de ce qu'on vient d'énoncer, celles de ces trois parties qui sont multipliées par bL et par 62 disparaissent lorsque la section est symétrique, en sorte qu'il ne reste que l'intégrale multipliée par b0,
pour laquelle la fonction à intégrer devient paire aussi bien en x qu'en y. La dernière équation (86) du § 29 se réduit donc à la suivante, où C est, comme on sait par les définitions (78a) du § 28, le moment total des forces extérieures autour de Taxe des z :
Ainsi b0 ne dépend, dans ce cas de symétrie des sections, que du moment de rotation C des forces autour de l'axe longitudinal passant par leurs centres; de même, ainsi qu'il résulte des autres équations (86), sans que cette symétrie ait besoin d'exister, as et ai ne dépendent que des deux autres moments A', B', et bv b.2, a, des composantes A, B, C des forces extérieures. On voit ainsi que : Y extension, les flexions dans les deux sens principaux, et la torsion, constituent quatre problèmes complètement distincts ; car la torsion qui accompagnait la flexion dans les cas de non-symétrie des sections, n existe plus. . Revenant aux flexions, et supposant les sections symétriques, nous pouvons maintenant, au moyen des équations (75a), page 160, représenter l'action de la force A s'exerçant dans le sens transversal x, et du moment B' agissant autour d'une parallèle aux y, force et moment qui, ensemble, produisent une flexion simple, lorsque dans ces équations (75a) on remplace, par leurs valeurs (86), les constantes at, br
WD / c n
Puisque #t est pair en ?/, -j— *est impair, et par conséquent ( -7-1
s'évanouit comme toute fonction impaire dont la variable s'annule. 11 re^te alors :
E^-B'1^-^" AJa' i n^'2-^ J^\ } Etr\*.v = t)xy(b'—Az) ,
GKrml *s /e _ \yn
ff^=ËÀ[^-(I-,>)^]' <rX».t„=(A*— W)x.
Dans le cas que l'on considère le plus ordinairement, la flexion
g 50. — SECTIONS TRANSVERSALES SYMÉTRIQUES. 201
simple est produite par une force A supposée agir au centre de gravité de la seclion libre. On a donc encore dans ce cas
B' = kl ;
les trois premières équations et la dernière du système précédent deviennent alors :
ES W
Il est remarquable que la section transversale particulière dont il a été question au § 24, et dont les éléments superficiels n'éprouvent aucune tension dans le sens longitudinal z de la pièce, c'est-à-dire la seclion pour laquelle t_ = 0, coïncide ici avec la section d'extrémité libre (z = /)(*). Dans ce cas, la lige est divisée par le plan longitudinal ?/:■ en deux parties dont l'une n'éprouve, dans la direction longitudinale z, que des extensions, et l'autre, que des contractions. Pour la section ou base libre, sur laquelle z=l, on lui reconnaît cette propriété que u et v y sont indépendants de x et de y (**), c'est-à-dire que les points de celte section sont déplacés en avant ou en arrière du plan qu'elle occupait primitivement, mais ne sont pas déplacés dans la surface elle-même.
La flèche de la flexion (u pour z=l)
dépend de la forme de la section transversale, mais seulement à un très faible degré. Car le second terme entre accolades dépend sans doute, comme J5t lui-même, de la forme de celte section; mais précisément à cause de cette dépendance, il n'entre dans son facteur ( -c- i j
(*) L'auteur parle ici de la section traversée par l'axe de la pièce à l'endroit où cet axe a un point d'inflexion, dont nous avons parlé à une note, p. 103, vers la tin du g 26. (") Même, v est nul sur cette section z = l.
que des termes de l'ordre de grandeur des dimensions transversales. Or, ils se trouvent multipliés par la première puissance / de la longueur; si donc, comme cela a lieu généralement, les dimensions transversales sont petites par rapport à la longueur de la tige, le second terme entre accolades est très petit par rapport au premier qui contient
la troisième puissance de la longueur. Aussi, c'est ce premier terme, = >
qu'on obtient seul dans la théorie ordinaire.
Les formules relatives à la torsion se simplifient aussi un peu. Car, comme ß0,qni entredans les formules(7o6) du commencement du S 27, est impair aussi bien en x qu'en y, les quotients différentiels de cette fonction sont aussi impairs pour l'une ou l'autre de ces deux variables.
Par conséquent (-ër) et ( — °) qui représentent, suivant noire
notation, les valeurs de V-^et V^pour .r = 0, v = 0, sont nuls; et on ex cy
peut déduire de ces équations (756) les suivantes, dans lesquelles b0
doit avoir la valeur donnée par la formule (87) :
Ces résultats ne modifient en rien les considérations précédentes. Seulement, la fibre non déplacée par la torsion coïncide alors avec la ligne des centres de gravité des sections.
§31. — Détermination de la fonction u du c 23 pour une section transversale elliptique.
Dans tout ce qui précède, il reste toujours à déterminer certaines fonctions, et cette détermination doit être faite en particulier pour chaque forme de section transversale. Je vais en donner un exemple pour une forme simple. Considérons le cas où la périphérie de la section transversale est formée par une ellipse, ce qui donne bien une section symétrique par rapport à deux axes perpendiculaires l'un sur l'antre. On détermine facilement, dans ce cas, les fonctions B0, Bv Bt. Remarquons d'abord que l'équation différentielle de la forme
ii = K-!i »
=GH-" + rf)
v = —b0zx,
à laquelle ces trois fonctions doivent satisfaire, est vérifiée si Ton y remplace 9 par la somme d'une fonction quelconque de (x -+- y y/— T) et d'une fonction quelconque de (x — y\/— l), c'est-à-dire si l'on y fait :
9 = f Cr + V \/=r^) + F [x — y \/=T) ,
ce qui se démontre en effectuant les diffôrentiations.
Par exemple, cette équation différentielle est satisfaite par une somme et une différence de puissances égales de (x-\-y\f — l) et de (x — ysj — l) multipliées par des constantes quelconques. Si l'on écrit cette somme et cette différence successivement pour chacune des puissances 0, 1, 2, 5 et si, après avoir multiplié chaque fois par une
constante quelconque, Ton additionne toutes les solutions ainsi trouvées, on aura l'expression suivante qui vérifie l'équation différentielle, ainsi qu'on peut s'en assurer directement :
+ «. (,,--' _ 3,>7/2) + p3 (y3 — 5 yx*)
+ otj (.rv — iîxhj* -f- y'*) -+- ß4 {\.f'y — 4,r//" )
Chacune des fonctions B0, Z?1? 2?2 est contenue dans cette forme générale, ainsi qu'on le verra plus loin.
Supposons l'ellipse qui limite la section transversale représentée par l'équation
de sorte que m et n soient ses demi-axes. En différenciant cette équation, on trouve, pour la tangente trigonométrique de l'angle formé avec l'axe des x par la tangente à la courbe
dy m2
dx y
et, comme l'angle formé par la normale tirée extérieurement, que nous avons appelé p depuis le § 5, diffère de cet angle-là de 90° seule-
ment, on trouve pour l'angle p de la normale avec l'axe des x
JL 1 n2
tangp= s- = — ,
dy x
dx m1
ou
il x sinp : cosp= —, : • — ,.
Les conditions de limite (70), page 154, qui doivent être salisfailcs en tous les points de la périphérie, deviennent par conséquent, en omettant la première ou celle en B qui, comme nous avons démontré au § 24 [équation (70a) b— 0], ne doit point subsister :
x0B.yWo_m/\ 1\ H
m% dx n2 dy
ni2 ( x
n- (ij
ya*
w,+ r— ;)9 )xy
llt-
(*) On se rappelle sans doute que la fonction Q de x, y, à ajouter à des termes entiers des trois premiers degrés en x, y pour composer la valeur (65), § 25, du déplacement w des
g)ÏQ g)2Q
points dans le sens s, fonction astreinte à satisfaire à -7r-s 4- -7 — - =0 pour tous les points,
dx- Vy-
et, pour ceux des faces latérales du prisme, ou de la périphérie des sections, à l'équation (07)
de la fin du même § 25 (exprimant que gzxcosp-\- g sinp y est nul), a été partagée par
l'auteur au § suivant 24, expression (08 a), en quatre autres fonctions B, B , B , B , affectées
respectivement, comme multiplicateurs, des quatre constantes arbitraires b, b ,b , b , qui
entraient dans cette équation définie (07); de telle sorte que la somme bB-\-b B +b B
-4- b B , mise pour ß dans l'expression de w, lui donne toute la généralité que comporte
la question des petites déformations de la tige sollicitée sur ses bases libres par des forces
ayant une résultante et un moment résultant quelconques donnés en intensité et en
direction.
On peut se souvenir aussi que l'auteur a reconnu : 1° même § 24 (70 a), que b ne peut. être que nul, ce qui réduit le partage à ne plus être opéré qu'entre trois fonctions B , li , B ; 2° au §26, que la fonction B doit entrer dans l'expression (65) de iv quand le prisme est fléchi autour d'un des deux axes principaux d'inertie de la section dont les points éprouvent ce déplacement longitudinal; et (fin du moine $ 26) la fonction Ba quand il est fléchi ou en même temps, ou séparément, autour de l'autre axe principal (et dont des formules (80) du S 29 ont donné les multiplicateurs b , b ); 5" enfin, au commencement du § 27, que la fond ion B^ y entre quand il y a une torsion, et que la constante b représente l'angle de celte torsion par unité de longueur du prisme.
Ainsi Clebsch suppose, dans le g 51 actuel, que le cylindre à base elliptique d'axes S m,
On voit alors facilement que ces trois équations sont satisfaites si, conformément à l'expression (91), on pose:
Par conséquent, l'équation qui sert à déterminer B0 deviendra
Quanl aux équations servant à déterminer^ et />,, on les modifie en
x^ ÎJ^
multipliant les termes du premier degré par — ; + ^j, qui, pour la périphérie, est égal à l'unité. On a ainsi les équations suivantes, homogènes en x et y :
*r (^- f\ * ( , Wo ■''!' ^+ (g-5* V* /E w
ro»|_ V»' »7 V /J ni 2m2 ^\G 9^ nä '
S[*e^fr-*)]-*g- \ ' +<H3.
Et si, dans ces équations, on égale entre eux les coefficients d'égales puissances, on obtient les équations suivantes pour la détermination
2 n, est à la fois fléchi autour de chacun de ces deux axes transversaux, et tordu autour de l'axe longitudinal ou des z.
Ses sections transversales primitivement planes éprouvent, par suite, (rois gauchissements qui se superposent, et qui peuvent être regardés comme représentés par les trois équations (91 b) ou (91 c) ci-après en mettant, dans les premiers membres, le petit déplacement longitudinal w au lieu de BQ ou B i ou B^. Le premier de ces gauchissements est en paraboloïde hyperbolique, comme je l'ai reconnu en 1847 (Compte rendu 10 mai, p. 847) ; les deux autres sont en surfaces du troisième degré, ainsi que je l'ai trouvé aux n0' 18 et 21 du Mémoire sur la flexion cité ci-dessus, lu le 10 juillet 1855.
Mais ces secondes parties du gauchissement, liées aux flexions et dues aux fonctions B , B sont, comme le reconnaît l'auteur, le plus souvent négligeables, en sorte qu'il n'y a généralement à considérer que la première partie, liée à la torsion et due à la portion bB_ de tv.
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de 7P a., ßt, ß, :
ûa-
on
ce qui donne les valeurs
at = m1
fr=n*
äs— >r
öm2-t-w2
6 (om-'H- »*) ,G
2^ — oi) ) n2 H- (^ — 5n)/><2
De sorte qu'enfin les fonctions #0, i^, i?2 se présentent sous les formes suivantes :
>n- — ri1
w{§m2+(|-^n^-[(2i-^)mâ+{|-^)K2] ~<r^
( fii =— ! — J .w + "' = ;
on- -+- m2
La seconde de ces expressions, différcntiée, donne, en taisant ensuite .r = 0, // = 0 ,
■»■[gM'+(g-.))«']
formule qui peut servir à vérifier le fait énoncé ci-dessus, que celle quantité est en général très petile par rapport à P cl n'a qu'une influence insignifiante sur la flèche de la tlexion.
La surface en laquelle se transforme, après la tlexion, la section
transversale, a pour équation, z' étant la coordonnée z après les déplacements,
équation qui porte le n° 75 au § 25, où il a été dit que, dans :•' = : -f- w, l'on peut, en ne commettant que des erreurs du second ordre de petitesse, remplacer w par w' qui est ce que devient l'expression [telle que (65) ou (81))] de ce déplacement, lorsqu'on y remplace les coordonnées primitives X, //, par les coordonnées ultérieures x' , y'.
Cette expression devient, en mettant pour w' la valeur tirée de (89), pour le cas où la flexion est produite par des forces qui ont une résultante A agissant au centre de gravité de la surface d'extrémité libre :
/nE „ \ , /E _ \ , 2 -q - on I m1 -H ,- - on »*
Cette équation, oùz- est une constante, représente en ;r', y', z' une surface du troisième ordre (*) qui est symétrique par rapport au plan de flexion x', z', puisque y' n'entre qu'au carré, et qui est coupée suivant des paraboles par les plans parallèles à l'axe longitudinal et perpendiculaires à celui de flexion. En effet, pour x' = constante, qui est l'équation de ces plans parallèles, l'équation précédente n'est plus qu'entre z' qui y figure à la première puissance, et y', qui y figure à la seconde.
On traitera plus loin du calcul des grandeurs ■/., X des rayons de gyration. Il suffit de remarquer qu'ici l'on a
^ = \fl '■ — 9 ( )
(*) C'est ce qui a été trouvé au Mr'm. sur la flexion, Journ. Liouville, 1850. Voir form. (55), (54), (61).
(") Un moyen très simple d'obtenir les deux moments d'inertie, et, par suite, les rayons de gyration d'une ellipse autour de ses axes principaux 2 m, 2«, est de déterminer d'abord le moment d'inertie du cercle de rayon m autour de son centre. C'est, rf.nr2 représentant la surface d'une couronne comprise entre deux cercles intérieurs de rayons r et r + dr,
nd.r
puis d'en déduire, vu que »•'- = . r- + y-, «et y étant les coordonnées du point éloigné de r du centre, qu'on aura, "pour les moments d'inertie du même cercle autour d'un diamètre, la
moitié de cette expression, ou -'"-; enfin, comme une ellipse ayant les axes 2 m, 2 n n'est
autre chose qu'un cercle dont tous les éléments ont diminué de superficie dans la proportion -, et se sont rapprochés du diamètre dans la même proportion, de conclure que la
ni.
somme des moments des cléments autour de 2 m se trouve diminuée dans la proportion
Le cas de la torsion donne lieu à des observations particulières. Puisque Ton a :
xy,
m2 -+- 7ion a aussi :
J \ (ij : ex) toM-n*J v J '
ou, à cause des notations adoptées précédemment ,
ou enfin, en remplaçant X et y. par leurs valeurs,
_ (m2 — n')« ^4(m2-(-n2)ff'
Par suite, l'équation (87) du § 50, où C représente (786 du § 28) le moment total des forces extérieures autour de l'axe des z, donne
Go- ' m8»2
1 wr -t- «- r/
60= ■-— • —^¥zï~l ;
et les équations (90) de la fin du § 30, exprimant les déplacement et les tensions, deviennent alors
„_ à »'*+"'., t Wy
(,7 m2/i2 "' ' ff nV '
C'm2-r-n2 SC'.r
(92) [ i'=r ri-** > V= — T~" '
w=ri 7-7— -ri/ 1 t.. — n-
Go- m*«2
L'angle, on l'arc d'un rayon === 1, dont la surface d'extrémité libre a tourné par rapport à sa position primitive, devient (voir § 27)
r u Go- m2»2
'L.IL; d'où, pour le moment d'inertie de l'ellipse autour de ce diamètre
7t Witt''
ce qui donne bien > = ^ pour le rayon de gyration, racine carrée du quotient de ce moment par l'aire jtmM de l'ellipse.
TORSION D'UN CYLINDRE A BASE ELLIPTIQUE
et, par conséquent, le moment dit de torsion, c'est-à-dire le moment appelé C\ des forces tendant à imprimer une rotation du cylindre autour de l'axe des z, a la valeur suivante s'il est capable de produire
une torsion j par unité de longueur,
/ mï + n* ou bien, en mettant pour n sa valeur rjnn :
v ml m1 ■+■ n* [ '
11 Y a lieu de remarquer le dernier facteur — r~, — :• Il diffère de
vi- -f- W
celui qui est usité dans la théorie ordinaire :
La différence entre ces deux facteurs n'est pas considérable lorsque les deux axes de l'ellipse sunt très peu différents, cl elle disparaît pour le cercle. La longue adoption de cc'ui-ci s'explique si l'on considèie que la théorie ancienne a été établie pour le cercle seulement, et qu'on a cru ensuite pouvoir l'étendre à d'autres formes de sections transversales; mais, en fait, cette théorie ne peut donner des résultats même approches que pour des formes qui s'écartent très peu du cercle.
L'équation des sections transversales déformées devient :
*' = ,3 + w' = Z -f- g--- x'ij
(x<t nvn2
Pour le cercle, c'est-à-dire lorsque m = n, elle se réduit à z'=z, et, par conséquent, la section transversale reste plane. Mais, en général,
(*) Ce moment C est ordinairement appelé M .
Si l'on fait a (*2 + ).-) = IQ, qui est le moment d'inertie, dit polaire, de la section 7 autour de son centre, l'on a pour le moment de torsion, quel que soit le rapport des deux demi axes m et n de la base elliptique :
M » =a G T . — - — = environ G - — .
/ 47râl0 59,48 ll0
Or, j'ai trouvé pour des sections rectangulaires, triangulaires, en double spatule (comme celle des rails), et même en secteur de cercle plein ou évidé, etc., que le moment de torsion était encore représenté par cette formule sans qu'il y ait jamais erreur de plus d'un treizième
Ses résultats sont loin de cadrer avec la formule ordinaire G 1 10 [Comptes rendus, 27 janvier 1879, p. 142), fautive comme on a dit.
l'équation ci-dessus représente une surface du second ordre coupée suivant des lignes droites par des plans parallèles au plan xz et par des plans parallèles au plan yz. Celte surface est donc un paraboloïde hyperbolique qui a un système de génératrices rectilignes parallèle au plan xz- et un autre parallèle au plan yz (*).
C) NOTE FINALE DU g 3 I .
1. Effet du gauchissement des sections non circulaires'. — Ainsi que je l'ai montré dès 1843 (*), ou avant d'avoir trouvé les formules de la torsion du prisme rectangle et du cylindre elliptique (**)} c'est parce que les sections planes transversales se gauchissent lorsqu'on tord certains evlindres ou prismes (et on sait maintenant que ce sont tous ceux dont la section n'est pas circulaire), que l'on ne peut pas, sans commettre une erreur souvent très grande, appliquer la formule de la théorie appelée ordinaire par
Clebsch, pour la détermination de la torsion j que ces corps éprouvent sous 1 action d'un couple ayant un moment M~; formule ancienne qui est M- = G^ I r-th; I r2dcr désignant le moment d'inertie polaire j (x*-\-y-)d>7
de leur section autour de son centre de gravité, et G = -pr—, étant le
coefficient d'élasticité de glissement ou de réaction élastique langenlielle de la fin du \ 3.
2. Fondement, souvent erroné, de la formule ordinaire du moment de torsion, exacte seulement pour le cylindre à base circulaire. — Cette formule dite ordinaire se base essentiellement sur ce qu'on croit les sections encore planes après la torsion; en effet, si Ton considère une quelconque des fibres, distante de r de l'axe passant par le contre de gravité des sections, le rayon vecteur r de l'extrémité de celle fibre sur la base libre a tourné d'un petit angle -A, Celle extrémité a donc cheminé d'un petit arc r^, •tandis que l'extrémité sur la base fixe est resiée immobile; d'où il suit que tous les éléments de cette même fibre, de longueur /, devenue une
hélice, se sont inclinés d'un petit angle |> sur des parallèles à l'axe de torsion, et que les fibres font maintenant, avec les éléments superficiels des sections qu'elles traversent, des angles ^ — Jrt qui ont des cosinus
(*) Comptes miftiis, t. XVII, 50 octobre, p. 945 o( 20 novembre, p. I I8S (il n'y n pus lieu de s'arrêter aux parties de celui du 20 novembre où il est question d'un prisme à !>asc losange) C'iT. XXIV, 22 mars el 10 mai, p. 48 et H 88.
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jr si les sections sont restées planes et normales à l'axe. Il en résulte bien,
d'après le § 5, page 10, sur un élément cfo de section, un glissement g = - r,
et une composante tangentiellc de traction Ggcfo = G f nh, ayant, autour
de l'axe, un moment G j-r2 du; d'où, pour l'égalité de la somme de ces moments à celui M, des forces extérieures, la formule en question
[a) }L = G t f rhh = G | f [fff + ,f) dp ,
qui a été donnée en 1784 par Coulomb (Recherche sur la force de torsion, au volume des Mémoires des savants étrangers paru en 1787), pour les cylindres à base circulaire, les seuls pour lesquels elle soit exacte.
Mais, si les sections ne restent pas planes, les fibres, toujours devenues hélicoïdales et inclinées de j-r sur l'axe ou la fibre centrale et immobile, ne font plus, avec les éléments de chaque section, ces angles dont le cosinus a pour valeur - r.
5. Incurvation des sections, surtout aux angles. — Même, si le contour de la section a des angles saillants, par exemple, si elle est carrée ou rectangulaire, on démontre (voyez au n° 7 ci-après) que les éléments superficiels
occupant ces angles s'inclinent justement de j-r sur leurs anciens plans, en
sorte qu'ils restent normaux aux fibres correspondantes, qui sont les arêtes vives du prisme. Il n'y a donc pas de glissement en ces endroits; on y a g=rfj, et les tractions tangentielles Gg par imité de superficie y sont nulles. Aussi le vrai moment de résistance élastique à la torsion, des prismes à section non circulaire, est-il toujours moindre que ce que donne la formule
connue M. = G j J rhh ; et la vraie valeur de la torsion %, produite par des
forces ayant un moment donné M., est toujours plus grande que ce qu'on tire de cette formule ancienne.
4. Situation ordinaire des points dangereux dans les sections non circulaires. — De plus, après avoir donné, en 1847 (mêmes Comptes rendus) les formules de la torsion du prisme rectangle et du cylindre elliptique j'ai reconnu (Mémoire de 1855) que les points dangereux, où l'inclinaison & de la fibre sur la normale à l'élément de section qu'elle traverse a cette plus grande valeur qu'il faut renfermer dans une limite (voyez note finale du g 57 ci-après) se trouvent généralement aux endroits les plus rapprochés de
l'axe de torsion; tandis que d'après la théorie usitée, ces points seraient aux endroits les plus éloignés ou ayant le plus grand rayon vecteur. Cette théorie, fondée sur une fausse extension de celle de Coulomb à des cylindres autres que ceux à section circulaire dont il s'est exclusivement occupé, est donc, sous un double rapport, propre à inspirer une fausse sécurité, et doit être abandonnée, surtout pour les sections allongées, les sections en croix de Malte de pièces à côtes ou à ailes, etc.
5. Équations de la torsion d'un prisme à base quelconque. — C'est en étudiant la solution du problème de la torsion du prisme rectangle, tentée en 1829 par Cauchy, qui a adopté, depuis, la mienne (Comptes rendus, 20 février 1854, t. XXXVIII, p. 526), que j'ai aperçu pour la première fois, en 1845, la nécessité du gauchissement, par la torsion, des sections transversales autres que le cerc'e. M. Clebsch a bien voulu m'écrire qu'il regrettait de n'avoir pas donné dans son livre, comme deuxième exemple, après la torsion du cylindre elliptique, celle du prisme à base rectangle. Je crois remplir son vœu en la donnant succinctement ici, sans supposer, comme l'auteur a cru devoir le faire pour le c\lindre elliptique, des flexions simultanées qui, ici, et sans utilité, amèneraient des complications plus grandes.
Reprenons les formules de la fin du § 50, p. 202, applicables à des sections de toute forme :
u = b0zy , \,., = GbJy+^ l V <■<
(b) (90 reproduite) v = __Kzx f ^ = _fi/,o fv_ ?M .
I0=rfr0ô0 , tÎS
Voyons d'abord ce que signifient leurs coefficienls.
D'après les deux premières, on voit que sur la section qui est à la dislance z de la base fixe, le point {x, y) a tourné autour du point (x = 0,y=Q) qui y est resté immobile, c'est-à-dire autour de l'axe de torsion qui est aussi l'axe du prisme, d'un petit arc dont le rapport au rayon vecteur est bQz;
car si r —sjx1 -f- y1 est ce rayon, les projections sur l'axe des x et sur l'axe des y d'un pareil arc bQzr supposé décrit de gauche à droite (dans le sens
où marchent les aiguilles d'une montre), sont respectivement b zr - et
— bozr^-, c'est-à-dire précisément les projections u, v, du déplacement de
ce point.
Donc 1°, b0 représente ce qu'on appelle la torsion ou l'angle de torsion, à savoir l'arc que la torsion fait décrire aux points situés a l'unité de distance de l'axe immobile, sur la section a l'unité de distance de la section immobile. C'est ce (jWe l'auteur a représenté ci-dessus (92 a) par a.
NOTE DU § 51, TOKSIO.N D'UN PRISME A BASE QUELCONQUE
Nous désignerons cette torsion ^0 = r pai* 9j
2° B0, d'après la 5e équation, est -j- . quotient, par la torsion, du déplace-
ment longitudinal ic. Mettons donc - à la place de B . Nous aurons ainsi,
pour la torsion d'un prisme quelconque, à section supposée symétrique, les
formules
De plus, en appelant y;, comme ci-dessus, l'angle que fait, avec les x, la normale menée, du côté extérieur, à la surface latérale du prisme, qui ne supporte aucune pression ni traction, l'on a, en vertu des troisièmes équations générales ("24) et (25) de l'équilibre d'élasticité du g 12,
t ê>Lr é't,,
\ -s— *+ -à— — 0 » partout,
(d) d* Pv
t cos « -f t sin n = 0 , sur la surface latérale,
équations conformes, du reste, aux secondes (09) et (70) du § 24, invoquées au présent § 51 pour le cylindre elliptique. Et l'on a, pour le moment de torsion
(e) M,= C'= f (tx:y-\irx)ch = GJ |^6 (£ -f y*, -(^y-f3- »VU .
Il résulte, des équations (e) et (<Z), que la détermination du déplacement longitudinal Mfe dont la connaissance amènera celle des tensions tangenlielles tj;, t et celle du moment de torsion, se réduit, pour des prismes ou cylindres de toute forme, à résoudre l'équation aux dérivées partielles
avec la condition qu'on ait, autour des sections,
(<■ w * \ (dw . \ .
( {/) ( ; j ^ 6//j cos /; + ^ - — 6x J sin /> = 0 ;
ou, ce qui revient au même, si
est l'équation du contour des sections, d'où — - = =- , que l'on ait, en
cos;? av
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tous les points du contour :
(i) 0 (xdz ± ydv) — d- ch — d3 dv ] = 0 .
\oy (X -J
6. Application à un prisme à base rectangle. — Pour uri pareil prisme
ayant
son plus grand côté: 2 a, parallèle aux %', son plus petit côté, 2Z>, parallèle aux y,
la condition au contour (g) ou (i) se dédouble en
cil) . .
-pr- = — 6y pour x = ±a
[ J-y — ^ pour y = 3: & .
Saus indiquer la voie connue qui mène à l'intégration, voie dont le présent livre donne plusieurs exemples où l'on détermine les coefficients A d'une, série telle que w = £ A (em'r — e~mz) sin my par une multiplication et" une intégration faisant disparaître tous les termes du £ hors un , qu'il nous suffise d'en rapporter le résultat et de le vérifier. On peut lui donner, à volonté, ces deux formes qui sont équivalentes, les sommes £ s'étendant à toutes les valeurs entières et positives du nombre i :
. 2t— i 'îi'—i
. : m /As'^T (— i)l~'[e lb ' —e -° ' . 2i— 1
« = + »*y - t UJ i W=W üzi.rt _^i~ S1U Vf T',J ;
i = i e 2ft " j ib
öß2'?^*^ (— tf^e u — e~ -a " . 2£ — 1
U) = — 6.ny -j- — - y •— — - -zp — j ^ — : sin xx .
J^ 2 \~J ^d (Si — 1)» St-i^ _?i=ir& V«
» = 1 fi 2a ' +e 2a
Elles satisfont l'une et l'autre :
1° à l'équation (f) p - — =0, évidemment;
t .Vz oif
2° évidemment aussi, la première (h) à la deuxième (j), et la deuxième (k)
a la première (j), vu que cos — _^./r = 0;
3° la première (k) à la première (j) et la deuxième (k) à la deuxième (j), vu qu'on a, .s étant une variable quelconque par laquelle nous remplaçons
X II
- ou y :
(/) 2(v ,==2-iâiï=i7s,,,-T-,:'==ps,,,T-33s,,,ir ■■ ^sm — -■•■••
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égalilé (ju'on vérifie facilement si on multiplie les deux membres par
eis sjn _ 77.Ç et si l'on intègre ensuite de s==0 à s = l; car tous les
termes de la série T, disparaissent, excepté celui pour lequel le coefficient de ^ est 2» — 1, ou répond à la même valeur de n que dans le facteur introduit avant d'intégrer; et il reste :
27) Itt, 7T-\ sin — z; — TC = 5 7ö — —, irr > ou une identité .
\ij L(2n — 1)-J i 2 (t>?i — 1)-
L'une et l'autre clos deux expressions (k), à volonté, est donc la solution des équations posées.
Substituant celte valeur de w dans (c) tvz, i , puis ces tensions dans l'expression (e) avec drih/ pour (h, et intégrant de — a à -\- a el de — t à H- i, on obtient, eu égard à la sommation connue
le moment
1 »=cw4^iWy _l
<Zi—i 2t-l
Ces deux expressions, dont l'équivalence résulte de la manière dont on les a obtenues, et peut d'ailleurs se démontrer unalyliquemcnt et se vérifier aussi numériquement, donnent :
1° Lorsque le prisme est plat, ou que le côté L2b est très petit par rapport à l'autre "la,
in) M =~ GOafc3 (\ — 0,63025 -\ — sensiblement -^ Gôai' .
Cette expression, énormément plus petite que celle G0f(x'î-}-y2)d<T
= -GQab(a--{-b-) de la tbéor:
résulte de la formule de Caucby
- Gdab(a--\-b') de la théorie ordinaire, se trouve conforme à ce qui
Mh= — Gô ■
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Aussi, quoique cette formule de 1829 ne soit exacte que pour le cas extrême actuel, de b très petit, le Mémoire de l'illustre analyste mettait sur la voie de a vraie solution, et constituait déjà un progrès important ; 2° Lorsque a=b, ou que le prisme est à base carrée :
(o) M =0,843402 Gô ~
expression qui n'est que les 0,84 de ce que fournirait la formule
G 0/(jc- -f- y-) de de la théorie ordinaire, et de ce que donne aussi cette formule citée de 1829, que Cauchy avait tirée d\n\ développement supposé possible de w, en puissances entières de x, y, et à laquelle il a renoncé comme nous avons dit. Ce coefficient, 0,84 est d'accord avec les résultats comparés d'expériences de Duleau sur la torsion de barres carrées et de barres rondes, résultats auparavant inexplicables.
Je ne peux que renvoyer, pour les détails, à mon mémoire du tome XYll des Savants étrangers, ou à la longue note du n° 150 de l'édition de 180i des Leçons de JSavier, ainsi qu'à l'Historique mis en tète.
7. On peut obtenir ce dernier résultat approximativement d'une manière
presque élentru'airr. — Ce coefficient, 0,N4~> peut être trouvé très
approximativement par un calcul tiré de formules simplement algébriques, susceptibles d'être présentées dans des cours «laits et métiers. 11 n'y a pour cela qu'à assi- \v miler, quant au gauchissement ou à l'incurvation de Sun plan, la section cariée recliligne dont les côtés sont
2a, à une section curviligne à angles arrondis, ayant, avec celle-là, huit points communs i\c* quatre angles et les quatre milieux des côtés), et représentée par l'équation du quatrième degré :
On peut voir en effet que si l'on prend
I n> = 2' biJ' X;ft"'l"r)lfl0:)
on satisfait non seulement à l'équation différentielle indéfinie du second ordre (f), mais encore à la condition (/) relative au contour; car si l'on met
dans celle-ci, pour m, la valeur an, si l'on multiplie par — -, et si l'on rem
place x, y, par x, y qui désignent les coordonnées des points du contour, on a :
i^-,xnrt\-i^y-n</> j foigfä i -jyr/y) ---".
dy
équation à laquelle, satisfait le y tiré de l'équation (p) de la courbe de con-
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tour, puisqu'elle est identique à ce qui résulte de la différentiation de celle-ci.
Or, si l'on met pour w sa valeur (q) dans la formule générale (e) du moment de torsion, on a
■ Cette expression du moment est tout à fait exacte pour la section curviligne dont le contour est représenté par l'équation (//). L'appliquer à la section carrée rectiliune inscrite, ayant pour côté 2a, c'est supposer que celle-ci prend, par la torsion, approximativement la même forme courbe que le plan de l'autre. On trouve, en remplaçait ch par dcdij, et intégrant pour l'étendue de la section carrée rectiligne:
w m =«rL._A('«.£-¥iïl=oï«'. ?=i,m.Sw i
c'est-à-dire justement les 0,84 de ce que donne l'ancienne théorie, ou de ce qu'on aurait si la section carrée restait plane comme fait une section circulaire, au lieu de s'infléchir vers les quatre angles de manière à rester normale, comme nous avons dit, aux quatre arêtes devenues des hélices.
Cette conservation de la normalité des seclions aux arêtes vives résulte immédiatement des équations de condition (j) qui annulent à la fois les
deux glissements g(.. = ^ — G.r, g _^- + 0//, aux angles des sections.
C'est une suite de la supposition que les faces latérales, même supportant une pression normale uniforme comme celle de l'atmosphère, n'éprouvent aucune traction taugentielle, dans la direction des arêtes par exemple; car il résulte du théorème (t _t(x, etc ) de réciprocité des composantes tangcniielles de traction sur deux facelt-'S rectangulaires contiguës dans des sens perpendiculaires à leur intersection commune, qu'il n'y a, de même, aucune traction taugentielle sur les sections auprès de leur contour, dans un sens normal à ce contour, en sorte qu'en se courbant, les sections, sur leurs bords, restent normales aux arêtes devenues courbes.
Et cela s'applique même aussi bien aux tiges fléchies qu'aux tiges tordues.
8. Contours variés, en nombre infini. — Au reste, outre le contour du A' degré (/;), la condition (/) considérée comme équation différentielle en x et y peut fournir un nombre infini d'autres contours de seclions, pour lesquels le problème de la torsion est immédiatement résoluble. En effet si l'on prend à volonté, pour w, l'une quelconque, ¥(:c, y), des expressions soit algébriques de tous les degrés, soit transcendantes, qui satisfont à (f)
—7+ .—"-' et *l ' on substitue en x, y, ou r, «, au heu de.r, //.dans (/), l on
.a une équation dont le second terme est une différentielle exacte aussi bien que le premier, et qui, immédiatement intégrée, en mettant dans le second membre telle constante qu'on voudra, donnera le contour d'une section de prisme dont le plan acquiert, par la torsion, la (orme courbe choisie w = F{x, y). On voit qu'à chaque forme de surface répondent une infinité de contours dont les équations différent entre elles par la valeur donnée à la constante du second membre, à laquelle on peut même substituer une fonction de % pourvu qu'elle soit fort peu variable avec cette coordonnée; de sorte que l'analyse précédente pourra s'étendre approximativement à des tiges dont les sections n'ont pas exactement les mêmes dimensions d'un bout à l'autre.
En se bornant, par exemple, aux sections symétriques en deux sens, la condition (i) fournit, c„, c , c6, c8 ... m, Cm et K étant des constantes, l'équation
, &- + ?/ oi'b^fê* &.m$. c4 (x* - Gxy- + y*) + cc (S« — 1 oxy + 1 bxy — if) -il\ \
' +%{x8 — 28.i-y + 70AV — 28.rV + ?/8)+...+ Y CJe'»* + e-mx)cosmy=K
pour définir les contours des sections dont les plans, sous l'empire de la torsion 0 de l'unité de longueur du prisme auquel elles appartiennent, prendront la forme d'une surface courbe ayant pour ordonnée perpendiculairement à cc plan
w = c*.2.ry + c4(4x-3?/ — Axif) + cc(Gx'5y — 20.r5f/:" + Gxtf) -f
i | + e8(8afy-56ry + MxySxy1) + ... + ^ CJer"v-e-mx)smmy .
Et l'expression (ëj du moment de torsion est en conséquence :
( M;=G j\h S 6(.r* + y-) + 2ca(^— y*) + ic^-tixy- + ;/M
(«) ) + Gcr,(x«-\bxy+ I5.r-;/4-.'/!1)+ Sc^ — MjPij* + 70.ry-28.ry> -\- jßü .. .
( + 2mC«[ x^'U-e~"U) coimy-y^ + e-^ùnmu ] j ,
ou, si l'on prend des coordonnées polaires r, <z, de manière qu'au lieu des équations (/"), (g) en .r, //, on ait a satisfaire à
i7— 7 H ; \- — ■*— = 0 , eu tous les points de chaque section , ( r- V c /" r* < 7.- , , '1 ' w , , ' '" i ,, • i
finir ; — clr + c — - d% -- 0 , a leur euiituur .
r cJa. f r
on a, au lieu de (p), une solution générale de la forme suivante, les £ représentant des sommes de termes avec des coefficients A quelconques,
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les exposants //;, ni' entiers on fractionnaires étant quelconques aussi :
f$ "' — 2 ( A,'W + V""") sin m* + ^ (Ay"' + Air~m') cos m'x '
si l'équation du contour a cette forme (2) qui y correspond, et où les A, A , A', k'i m, m' sont les mêmes :
(g) ~ -f V (Ar'" — A/-"') cos /«a. - y (A V»' — A;?-""1') sin m'a == K .
Et le moment de torsion est alors :
(«') M, èk^ff (V°- + j£\ rdrdx ,
l'intégrale étant étendue à toute la section o- dont les éléments sont les d<j = rdrdcc.
Je renvoie au mémoire cité du t. XVII et aux notes de 1864 sur Navier, pour divers exemples, tels que les prismes même avec sections symétriques en un seul sens, à savoir, un triangle èquilatéral, une étoile ou croix de Malte donnant des prismes à côtes, une double spatule comme les rails de chemins de fer, une section composée de deux autres non conliguës et rendues solidaires, etc., et pour la topographie, ou la description, par coupes parallèles, des surfaces courbes dans lesquelles se changent, par la torsion, les plans dés diverses sections. — On peut aussi, à la librairie de Cli. Delagrave, rue Soufflot, se procurer des reliefs en plâtre de quelques-unes de ces surfaces.
On peut voir encore aux Comptes rendus des séances de l'Académie, 2 et 9 décembre 1878, pages 849 et 895, le calcul de la torsion pour des prismes à base mixtiligne, par les coordonnées isothermes de Lamé (dont Clebsch fait, au § 52, un autre usage), spécialement lorsqu'elles se réduisent aux coordonnées semi-polaires ordinaires; et l'application de celte méthode à des prismes à base de secteur de cercle pleins ou évidés, auxquels avaient déjà pensé MM. Thomson et Tait (a Treatise on natural Vhilosopluj).
9. Formule générale et usuelle du moment de torsion des prismes ou cylindres, exacte lorsque la section est une ellipse et fort approchée pour presque toutes les autres sections. — Lorsqu'il ne s'agit que d'avoir la valeur de ce moment, et qu'on se contente d'une approximation généralement suffisante, on peut, et cela parait digne de remarque, se servir de la formule (92 a) trouvée en 1847 pour le cylindre à base d'ellipse, en l'écrivant sous la forme suivante,
(K) a,«mC-i=C*. >£f,
ou = Ss!«G7rH'02533G»^
dans laquelle I„— a(x?-f*0— / W? + P) da = I r-d-
désigne le moment d'inertie polaire de la section a autour de son centre de gravité.
En effet si l'on met à la place de a et de Io leurs valeurs pour des sections rectangulaires, carrées rectilignes ou curvilignes, triangulaires, ou en double spatule (comme celles des rails) et même en secteurs de cercle pleins ou évidés par des secteurs de même amie, j'ai reconnu (Comptes rendus, 27 janvier 1879, p. 1 42) que le moment de torsion était encore représenté par cette formule, sans qu'il y ait eu des écarts de plus d'un treizième au maximum.
Mais, si l'on veut déterminer le plus grand glissement, auquel on doit imposer une limite, et pouvoir établir en conséquence les conditions de cobôsion permanente ou de stabilité de la contexlure de la matière, il faudra recourir dans cbaque cas à la solution exacte qui lui est spéciale; à moins qu'on ne puisse faire quelques assimilations à des cas où le calcul a déjà été opéré, et quelque intercalation possible entre les chiffres de la pet:te table donnée au § 40, p. 566, de la Note que j'ai mise au n° 156 de l'édition de Navier de 1864.
fO. Élasticités inégales. — Toutes les formules ci-dessus de torsion de prismes ou cylindres conviennent sous la seule condition que les élasticités soient les mêmes dans tous les sens transversaux, quels que soient leurs rapports avec l'élasticité longitudinale.
Mais il suffit de les modifier légèrement pour les rendre applicables aux cas ordinaires où les élasticités transversales peuvent être inégales. On n'a, pour cela, qu'à remplacer les équations (f) et (i) par les deux suivantes, où G , G( sont deux coefficients de résisiaiiee élastique aux glissements dans les sens x et y supposés être, avec les i, ceux des intersections, en chaque point, de trois plans de symétrie de contexlure
d'-w . „ ê>hv
Les formules principales, telles que celles qui donnent le déplacement longitudinal w\ les équations correspondantes des contours, les moments de torsion et les glissements, sont les menus en mettant, à la place des coordunnées transvei sales ,r, y, leurs quotients par les racines carrées de Gc, G , et en modifiant divers coefficients, par exemple au moyen du changement de G en v/(\ **,, ^ manière qu'ils prennent, lorsque G. — Gy=G, les mêmes valeurs que quand les élasticités transversales sont égales, etc. (Voyez $g %9 et 40 de la Note du n° 156 de l'édition de Navier de 1864.)
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§ 32. — Cylindre creux.
Si le cylindre considéré est creux à l'intérieur, de manière que la ligne des centres de gravité tombe dans un espace vide, on peut encore, avec de très légères modifications, se servir des formules développées dans les §§ 22 à 27. A la vérité, la détermination des constantes employées dans le cas précédent ne peut se faire de la même manière, attendu qu'il ne peut plus être qucslion de supposer fixes les éléments voisins du centre de gravité. Mais on peut arriver à cette détermination au moyen d'une autre hypothèse qui consiste à admettre que les expressions (72) ou celles (65), § 24, sont telles que v s'évanouisse pour y=Q, z = 0, et u de même pour x = 0, z = 0. Cela revient à dire que dans la section transversale extrême, où se trouve l'origine, les points appartenant à chacun des deux axes principaux sont astreints à ne se déplacer qu'en restant dans le plan passant par cet axe principal et par Vaxe longitudinal. Cette condition équivaut à annuler les constantes a0, a', a", comme on a fait, vers la fin du § 24, pour des cylindres pleins. On peut ensuite laisser subsister les constantes a b' , b" et ajouter à la condition précédente celle que trois points quelconques situés sur ces axes principaux doivent rester dans la section primitive, de sorte que, pour ces points aussi, w s'évanouit. On détermine, par conséquent, les constantes c, b', b" à l'aide des autres constantes; et, d'après les équations (65), § 24, page 150, qui donnent :
",=(., — //" + c — //'?/ = 0 , ou bien
l'une ou l'autre de ces deux équations devant être satisfaite pour trois points des axes principaux.
(') En faisant u> = 0, z — 0, puis successivement x=:0 et y — 0 dans la troisième des équations (65), p. 150, la seule qui contienne n, et en y supprimant aussi le terme affecté du coefficient b qu'on a vu [§ 2i, (70 a), p. 156] devoir être l'ait nul, on a
L'auteur rie dit pas suffisamment d'où viennent les termes — iß et — .t* mis par lui, de plus, dans ces équations qu'il dit devoir servir ;'i déterminer c. b", b' en l'onction des autres constantes (contenues dans û), après avoir mis pour y et x les coordonnées transversales des points de la base du prisme creux qu'on astreint à rester dans la section primitive. Ce serait une chose à éclaireir.
Voir au reste, ci-après, dans la Note que nous avons mise à la fin du § 35. une solution assez simple du problème des prismes creux.
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Rien n'est changé par là à la discussion précédente, sinon que les
/ i °\ fi ° \
constantes désignées par ( ^ — et par — ont des valeurs diffé-
Wo VU/o
rentes, ci que la constante c entre dans l'expression de w\ mais les tensions, et toutes les conséquences qui précèdent, demeurent absolument les mêmes.
§ 33. — Méthode auxiliaire générale, fondée sur l'emploi des coordonnées courbes, pour la détermination des fonctions L'.,, L',, IL.
Je vais prendre comme exemple le cas où la seelion transversale est délimitée par deux ellipses homofocalcs, c'est-à-dire ayant le même centre et les deux mêmes foyers. Bien que ce cas particulier soit le plus simple parmi tous ceux pour lesquels la seelion est limilée par d'autres courbes que le cercle, il exige cependant quelques développements préparatoires, et il donne l'occasion de l'aire connaître une méthode auxiliaire qui peut quelquefois servir à la détermination des fonctions B0, B^ Br Je présente donc, préalablement, les considérations générales suivantes :
Je remorque d'abord que les premiers membres des équations du
6 n 'TD
§ 24 (70) — $Ms ■ cos^-f-' — r-1— 2 sin p = .... qui expriment les conditions-limites ou aux contours des sections pour les fondions B0,B^ Bv sont susceptibles d'une interprétation simple. A partir d'un point quelconque de la périphérie de la section transversale, avançuns, dans la direction de la normale, d'une très petite quantité s, et cherchons le changement qui en résulte pour la fonction B0 (ou pour l'une quelconque des deux autres, la fonction B0 est ici prise pour exemple). Comparons la valeur de B0 sur la périphérie avec la valeur qu'elle acquiert au point extrême du petit espace parcouru e. La direction de cet espace s fait, avec l'axe des x, l'angle /?; et dans le trajet pour parcourir cet espace, x croit de scos/», et y de s sin />. On aura donc la valeur de la fonction B0 ou />, ou />2, à l'extrémité de l'espace z. en y remplaçant x par x + scos p et y par y -+- z sin ;). Si on développe d'après le théorème de Taylor, et si on néglige les puissances de ; supérieures à la première, on a. pour la nouvelle valeur de la fonction :
IL H- s -;— ! • cos p + -, -Binv
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L'accroissement de la fonclion, divisé par l'espace parcouru, est une grandeur qui peut être désignée sous le nom de quotient différentiel
par rapport à la normale. On peut l'exprimer par ■—: qui a pour valeur :
,nn s ' Un ( U,. C Un .
92 c) -;-£=:— ° cos/; -h T-i hinp .
Telle est la signification simple des premiers membres de ces équations (70), § 24; ces équations peuvent donc se mettre sous la forme suivante :
- — = .? 8111 /) — 1/ COS i) .
h, »"-Hg-5*'»' ,.; ■ .
— " — 7, : sm P + ( ft — 0 ) *jj cos /> •
Supposons maintenant les poin's de la section transversale déterminés, non par des coordonnées rectiligncs, mais par deux systèmes de courbes, dans son plan, tels qu'une courbe de chacun de ces deux systèmes passe par chacun des points du plan. Un point quelconque pourra évidemment être déterminé si on désigne la courbe de chacun des deux systèmes qui passe en ce point. Représentons ces systèmes de courbes par les équations :
de sorte que la première équation donne celles de toutes les courbes du premier système lorsqu'on y attribue à la constante a toutes les valeurs possibles, et que, de même, toutes les courbes du second système soient données par les diverses valeurs constantes attribuées à ß dans la seconde équation. On peut considérer a et ß comme de nouvelles variables par lesquelles seront déterminés tous les points du plan, et qui sont liées aux variables primitives x et y par les équations (94).
Supposons en outre que ces deux systèmes de courbes soient choisis de telle manière que les courbes n'appartenant pas au même système se coupent partout à angles droits. Partons d'un point x, y, d'une
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courbe du premier système, et avançons-nous, sur celte courbe, crime quantité infiniment petite. Si dx et dy représentent les accroissements des coordonnées» nous aurons :
ce que l'on peut écrire sous la forme :
-jr- (IX -+- TT dl! = .
dx cy J
Si, partant du môme point, on s'avance sur la courbe de l'autre système, et si l'on désigne par dx', dy' les accroissements des coordonnées, on a :
iJx dy J
ou ce qui revient au môme :
Si les courbes se coupent partout à angle droit, on doit avoir, en chaque point :
dy _ dx' dx ~ dy' '
ou bien, en prenant les valeurs de ces rapports dans les équations cidessus, et en écrivant l'équation qui en résulte, on a la suivante qui devra être satisfaite pour toutes les valeurs de x cl de y :
Bol t$ dr*. c$ TxJy~^"Wydy
Enfin, on peut se représenter ces systèmes de courbes choisis de telle sorle qu'une courbe du premier système, celle pour laquelle a = 0, coïncide avec le. contour de la section transversale du prisme solide. Si alors, à partir du contour, on s'avance dans la direction de la normale, on reste sur une courbe du second système; a seul a donc varié, et non ß; et, ce que nous avons appelé le quotient différentiel par rapport à la normale, est identique au quotient différentiel par rapport à a, ou n'en diffère que par un facteur.
Cherchons d'abord sous quelle forme se présenteront les équations du§ 24 servant à déterminer les fonctions #0, /?,. ï\v et prenons pour
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exemple la seconde de ces équations (09) toutes de même forme, page loi- :
Si l'on considère />0 (d'abord quelconque, et non encore supposée astreinte à satisfaire à celle équation différentielle) comme une fonction de y. et de ß, on obtient, pour ses quotients différentiels par rapport à x et à j/, les expressions
c Bfl c B0 c'a cB„ i ß
\ ' ■' eu c.r t 3 < x
c y c a c y c ü i y Si, après avoir multiplié ces équations pidr - >■* , on les additionne.
et si, après les avoir multipliées ensuite par 7-, t-A on les additionne
encore, on obtient, la fonction B0 étant toujours quelconque, mais les fonctions a, ß de x et y étant supposées satisfaire à la condition (95) d'orthegonalité des conrbes qui sont représentées en égalant à des constantes les fonctions de x et y appelées y. et ß,
\ ( '• c '• t x i c A ia
1 '< /»'„ i p c B0 c a 1 cBü c i/ t x çy c y ß i if
où l'on
a posé,
pour simpliiier,
îj-lry) :' (;'//) ■
Que maintenant Ton compare les équations (97) avec les suivantes, qui résultent des règles connues de la différent iation et qui s'appliquent à toute fonction B^ de .r, y ainsi qu'à toutes relations de à?, y avec d'autres variables x, $\
(Bbjy&fU&sà ê£0 iji
C a c .'' i la c If c s.
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et que l'on égale les coefficients correspondants dans les deux systèmes d'équations, on a les relations suivantes, toujours indépendantes de la nature de la fonction #0, mais qui supposent satisfaite la condition d'orthogonalité exprimée par (95) :
cX . c a. ay . c a.
[ W — &Z. » ~ — rTT> \ Va. c X va. ci
c S dx ' cJol i IJ *
En élevant au carré ces quatre équations, et en ajoutant celles qui se trouvent sur une même ligne horizontale, on trouve, en tenant compte des (98), les nouvelles expressions suivantes pour X et B :
KC V. \ c «
(ffH!)=B
! Or, au moyen des équations ou relations (99), l'équation d'orthogonalité (95) donne cette autre relation :
MOI) fËfî^S^-O •
et d'un autre côté, en considérant B0 comme une fonction de a et de ß, (fonction toujours quelconque), les règles de la différenliation donnent :
En examinant les facteurs binômes dans le second membre de cette
équation, on voit, d'après (98), que le premier est égal à -r>etle se-
, 1 cond Hj.- Le troisième est zéro d'après (95). Il reste seulement à déterminer les deux derniers. Si l'on observe que le premier membre de celte équation doit être égal à zéro, et que l'équation doit être satisfaite pour toute fonction arbitraire ß,„ elle devra être vérifiée pour l}n = x et pour B0=:y. En faisant successivement ces deux hypothèses.
EMPLOI DES COORDONNÉES CURVILIGNES
on a les équations suivantes :
A c a.' 13 c p- c a. \c •'" c lj- ) c p \c X* t lj- /
U _ A l a* "*" B t ' ,0* "*" c a V 3? < W < P 7 tf2 "*" c y2
Si on multiplie la première de ces équations par-^-j la seconde par
•—• et si on les additionne, ou si on multiplie la première par^> la
seconde par ~~ et si on les additionne de nouveau, on a, en tenant
compte de (100) et de (101), les équations suivantes dont chacune ne contient plus que l'un des deux coefficients binômes cherchés :
k\var Va. c%-caj D\c\i'oix. o^r Va./ \c x- cij-/
r .) r r M / r -> f Ci* Gl ' ■ ' -i n CV» A
U ~ Ä V a2 <r a ^ c a} o ß/ ^ B V p3 £ß "*" rcf 9$) "*" 1/ .c2 "*" ^ //V '
D'un autre côté encore, en différentiant par rapport à a et à ß les équations (100) et (101) dont la seconde est une conséquence de la condition d'orthogonalité (95) des courbes, on a
c 'x '< x c -// vy i Bk
~ l ' ' ~+~ ô i "çT ' Zï ~ >
c a- c a. aar Va. 1er/.
t lx c x c -// '( y 1 c\j
IpTl~hWfi'ü~z2Wp ;
Pxvx , êPy$i_ Idx d*x dy d*y \ _ _i-8k
l a2- c p + ï «? c ß ~ \c a i aüp ~*~ &* c ttl p) ~ 2 o ß ' Vsx dx (2!J(!I (Bx ( '■■■ fy c^y \ _ 1 c' B
r^ri^n^""- v^#^+#ß«ßj~ ~2Z^ ;
et, en introduisant ces valeurs dans les deux équations précédentes 0=£ (....) -H....» on trouve, pour les coefficients binômes cherchés,
vx9- + 8y*~ 2A\B^i kv*)'
;^ f-ß_ i /ta i ^b>
é-p fr'P 1 / 1 ffA 1 g;H\
i^ "^ cr .v2 ~~ 2b vi rp — b ^pj
On a donc, pour le premier membre de l'équation (95 a) en B0 (sans qu'il soit besoin que B0 la satisfasse, ou que ce premier membre soit égala zéro), l'expression suivante :
?% ê%_\ c%, \JJB, J7I [Ç _ 1 {AN £_K , ± /* {A _ I il\ ®J** • [y + [y1 — A #«» + B #ßs + 2A \B c « A du) d% + 2B \A / ß B 6 ,0/ i 3 '
ou, ce qui revient au même
( 1 02) ^o +2ßo = J_ ( u / /b ^b„\ , ; / /Ä * ß0 , ,
On peut donc énoncer le théorème suivant qui résume les résultats de ces transformations, et qui trouve, dans un grand nombre de cas, une application avantageuse :
Si a, ß sont deux fonctions de x, y, telles qu'en les égalant à des constantes, elles représentent des courbes qui se coupent toujours à angle droit, et si Von fait, \formule (100)],
H^HD!; B=(tM);=
on a alors, B0 étant une fonction absolument quelconque de x et de y, la relation (102) entre ses quotients différentiels par rapport à x, y et ses quotients différentiels par rapport à a, ß. En sorte qu'on peut remplacer une équation telle que
PB0 PB
B0 étant une quelconque des fonctions de x, y qui y satisfait, par la suivante, dans laquelle a, ß sont introduites comme variables au lieu de x, y :
Tout ce qui est nécessaire pour établir celle équation est donné pnr les formules précédentes des que l'on regarde comme connues les expressions de a, ß en fonction de x, y.
Le calcul peut encore être facilité par la considération de l'élément linéaire ds, mené suivant une direction quelconque dans le plan des courbes. Le carré de cet élément a pour expression, eu ./•, y ,
ds*=:dœ*-hdy*.
EMPLOI DES COORDONNÉES CURVILIGNES
Si dans cette expression de ds2 on introduit les valeurs de dx, dy en fonction de dct, c/ß, savoir :
, < ' , ex ,„
on voit que le coefficient du produit dadß s'évanouit à cause de l'équation (101), conséquence de la condition d'orthogonalité (95) ; et en écrivant A et B à la place de(^j +(r^) et(-J;) -t- (^ J suivant les notations (100), on obtient
(104) ds* = kd*i-+-Bdp*.
Ainsi A, B sont les coefficients de dar, dß2 dans l'expression du carre' de Vêlement linéaire.
Dans ce qui précède, ou a déjà fait la remarque que si, à partir du contour de la section transversale, on avance dans la direction de la normale, a change seul, tandis que ß reste le même, ou que c/ß s'évanouit. Le trajet désigné par e au commencement du §, et dont on avance dans cette direction, a donc pour valeur, d'après (104),
ds = da \JX; et par conséquent l'on a, d'après (92),
MnM cB0 1 cBu cB0 e)B0 .
(lOo) -ëT = -f= • -or- = -~ cos V + -r-1 sin V •
" s/a #« <x ni
en
Si l'on pose pour -^ l'expression qui lui est égale dB1_midx- m.dy
Va < x ( x ( y ( a'
la comparaison de celte expression avec la précédente donne les valeurs de cosp et de sin p exprimées en fonction des nouvelles variables :
(100 cos/j— — . — , sin p =-— •'- ;
où A représente, d'après (100), (
cx\- (£y\*-
C/'al \col
Ces équations, réunies à (105), suffisent complètement à exprimer les conditions limites pour la détermination des fonctions B0, J5„ Bv du g 24.
§ 34. — Application de la méthode auxiliaire du § 33 au cas d'un contour elliptique.
Lorsque le contour de la section transversale est une ellipse, il est très facile de trouver les systèmes de courbes se coupant partout à angle droit, et telles que ce contour de section transversale fasse partie de l'un de ces systèmes. On y arrive par la considération de sections coniques ayant leurs foyers communs. Menons, par un point donné quelconque, une ellipse et une hyperbole ayant, pour leurs foyers, ceux de l'ellipse qui est donnée comme contour de section. Les tangentes à ces deux courbes sont, comme on le sait, les bissectrices des angles formés par les rayons vecteurs menés des foyers aux points de contact. L'ellipse et l'hyperbole passant par le même point se coupent donc à angle droit. Si l'on construit toutes les ellipses et toutes les hyperboles ayant ces mêmes foyers, on aura deux systèmes de courbes qui satisferont à toutes les conditions requises ci-dessus.
Toutes les équations de ces sections coniques sont comprises dans la formule suivante
(107) _^Lh__J/L ._i = o.
m2 -ht n2-\~t
Cette équation représente effectivement des sections coniques dont
s/m2 -h t, \'n~ -+- tj sont les demi-axes, et dans lesquelles la distance du foyer au centre a pour expression s/m*,-+-n*- Si dans cette équation (107) nous donnons à t toutes les valeurs possibles comprises entre — if- et -4- oo (en supposant d'avance m- >- rcs) nous aurons des ellipses. Nous aurons au contraire des hyperboles pour toutes les valeurs de t comprises entre — n- et — m- ; et toutes ces courbes auront mêmes foyers puisque la distance des foyers au centre commun est indépendante de t.
Considérons, dans cette équation (107), x et y comme données et constantes ; l'équation devient du second degré en / ; et, en la résolvant, nous aurons les valeurs de t définissant l'ellipse et l'hyperbole qui passent par le point (./•, y). On peut voir facilement qu'il y a toujours une courbe de chaque système qui passe par un point donné.
Si par exemple on suppose t compris entre — nv et — ri1 et voisin de
— m\ le premier terme de l'équation (107) l'emporte sur les autres et donne son signe au premier membre, qui dans ce cas est positif. Si, au contraire, t est voisin de — n-, c'est le second terme qui l'emporte, et comme il est alors négatif, le premier membre tout entier est aussi devenu négatif; il y a donc, entre ces deux valeurs de — nf et
— n- une valeur de t pour laquelle le premier membre de (107) s'annule; c'est-à-dire qu'il s'y trouve une racine de cette équation en t. 11 y a donc toujours une hyperbole qui passe par le point donné. Si, de la même manière, on suppose t compris entre — n- et + -x> , et voisin de
— n2, c'est encore le second terme qui l'emporte: mais alors il est positif, et il donne le signe + au premier membre de l'équation. Si, ensuite, t se rapproche de la valeur H-oo, les deux premiers termes de l'équation deviennent presque nuls, et c'est le troisième terme, négatif, qui l'emporte : le premier membre a donc changé de signe, et est passé en conséquence par zéro pour une valeur de / comprise entre — n- et -+- x> : il y a donc dans cet intervalle une racine de l'équation et une ellipse correspondante, qui passe par le point donné.
Désignons 1° para, la racine de l'équation (107) en t qui correspond à l'ellipse, c'est-à-dire la valeur de t comprise entre — n- et H- oo qui y satisfait; 2° par ß, celle qui correspond à l'hyperbole, c'est-à-dire la seconde racine, comprise entre — n- et — m~. Réduisons à un même dénominateur tout le premier membre de l'équation (107). Le coefficient de t~ dans le numérateur est égal à — 1, et comme ce numérateur doit s'annuler pour t— a et t — ß, il ne peut être que — (t — a) (t — ß). On a par conséquent l'identité suivante, en ce qui concerne t :
(t — et) (g — ft)
m- -M n?-ht (tn--+-t)(n--Jrt)
Si on multiplie cette équation par (m- -h t) en y remplaçant ensuite t par — m2; et si on la multiplie par (n2 -M) pour y remplacer ensuite t par — n2, on obtient les expressions suivantes de x-, if, en fonction de a, ß :
(ma+a)(ms + ß)
Prenant la racine carrée des deux membres etdifférentiant ces deux
équations, on trouve :
, 1 [ An8-}- S . /m! + oi ,a i
•ï^n'—m'iyu'+z V » +P H
En' additionnant les carrés de ces deux expressions, on a le carré de l'élément linéaire
(408a) dg»=."-^ >
4 ( (m2 + «) (na + a) (m- + p) (n1 H- p) ) *
Si l'on compare celte équation avec celle (104), oV = AoV + Bdß% on reconnaît que ce qui affecte «V et f/ß2 fournit respectivement les valeurs de A, B, nécessaires pour l'établissement de l'équation différentielle transformée, (103) du § pre'cédent. Ces valeurs sont, comme on voit :
4 ' {ii)2-\-a)(nî-\~oi) '
4 * (m9 + p)(n2-hß)' L'équation différentielle (105) transformée de celle
' •' « // esl donc
,|fl,M {)= < \ Kl (m-' -h «)(»* + «) 0B,) g ( / (m»H-p)(n» + ß)gB,j
Celle équation se simplifie beaucoup si, au lieu des variables a, ß, on introduit les suivantes :
th
J— n* ^{w? -h a) (nH-a)
J_tl,*\J— (//r' + p) (n'H-f.) cor alors on a :
, rfa
niij
et par conséquent aussi
fi ; T~i — ä ; * -t>n O Bn
C « CJQ.
c B„ ( ßn
Et, enfin, l'équation différentielle transformée devient :
r » fi f ' fi
ce qui est précisément la forme qu'avait primitivement l'équation en B0 lorsque les variables étaient x et y (*).
§ 35. — Application à un cylindre creux dont la section transversale est limitée par deux ellipses homofocales.
Nous allons maintenant appliquer les formules qui précédent au cas où la section transversale du cylindre qu'on tord est limitée par deux ellipses ayant les mêmes foyers, et dont les équations sont :
in- -+- «., ti- -+- a„
de sorte que, pour tous les points du contour extérieur, la variable a prend la valeur constante %v et, pour tous les points du contour in-
(*) L'usage que fait Clebsch de ces coordonnées curvilignes pour le cylindre à base d'ellipse est, au- g suivant, la détermination de la torsion d'un cylindre creux dont la base est comprise entre deux ellipses ayant le même centre et les mêmes loyers.
MM. Thompson et Tait, dans leur bel ouvrage A T réalise of natural Philosophy, 1867, ont montré que le même système de coordonnées, de Lamé, pouvait s'appliquer à la torsion de prismes ayant des bases de formes bien plus variées, telles que des secteurs de cercle de tout angle depuis zéro jusqu'à quatre angles droits, moins ce qu'il laut pour donner place à une petite fente faite suivant le rayon. J'ai, dans deux articles du Compte rendu, 2 et 9 décembre 1878 (p. 849 et 895) développé et discuté les simples indications de ces deux savants, et montré que ce qui était relatif aux bases en l'orme de secteurs pleins ou évidés pouvait se traiter simplement au moyen des coordonnées connues dites semi-polaires ou cylindriques, dont j'avais déjà, en 1857, indiqué quelques usages dans mon Mémoire sur la torsion .
Les résultats de l'application à onze secteurs se trouvent calculés dans les deux notes citées de décembre 1878, et ont été reproduits, ainsi que leur formule générale, en 1879, à la feuille scientifique rédigée à Leipzig par M. le professeur Wiedemann. Sous en avons mentionné? au n° 9 de la note de la lin du § 51, le résultat général.
térieur, elle prend la valeur constante a0. Nous nous bornerons à la
détermination de la fonction B0 ; d'abord parce que les fonctions BY, Bt
(§§ 24 à 50) n'ont, sur les formules finales, qu'une faible influence,
et ensuite, parce que la méthode employée à la détermination de BQ
pourra être appliquée d'une manière tout à fait analogue pour les
autres fonctions.
Cherchons d'abord les conditions aux limites. Que l'on se reporte
dB à l'équation (95) jr1 == x sin p — y cos p, et que l'on y introduise,
pour ~, cos p, sin/>, leurs valeurs données par les équations (105)
et (106); qu'ensuite on prenne, dans les équations (108), les valeurs de x et de y applicables au cas actuel; on mettra l'équation (93), qui exprime la condition limite, sous la forme
(H2) ?B0=\ y/^K + ßi^ + ß)
Cette équation doit être satisfaite pour a = a0 et pour «==at, qui sont les valeurs de a relatives aux contours intérieur et extérieur des sections du cylindre creux. Comme, par l'introduction de ces valeurs, on ne limite en rien la valeur de ß, puisque l'équation doit être satisfaite pour chaque point où une hyperbole quelconque ß rencontre les ellipses a0 et at, on voit que l'on a de fortes raisons de supposer que la fonction B0 peut être mise sous la forme
(115) B0=K\/— (mâ+p) (na + /3) ,
où K est une fonction de a seulement. En effet, dans cette hypothèse, l'équation (112) se transforme en la suivante, dont les termes sont entièrement indépendants de ß,
et qui, si l'on y fait successivement a=:at et x = a0, donne simplement des relations entre des constantes.
Il faut seulement examiner si la forme (115), prise pour B0, satisfait à l'équation générale exprimant la condition que B0 doit remplir en tous les points intérieurs de la section transversale, équation qui,
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d'après (109), est exprimée en fonction des variables a et ß, par
O^L j * / (w*-hcQ(M* + «) [Bo\,£\ I (m^frdJTp) {B_0 i i a ( y (m* -|-/3)(ns-4-/3) #« I "^ #ß 1 y (m8 4- a) (/t2 -+- a) <c ß ) '
Si on essaye d'introduire dans celte équation l'expression ou forme (113) pour la fonction B0, on voit que cette forme présente effectivement une solution possible de l'équation, car, en même temps que ß disparait complètement, l'équation exprime directement K et définit la fonction de a, ainsi appelée, par
[MA a) 0= vVs + «) (""+a^ (>/(>"--+-«) (yr"~f_a>77^ ) — A-
Cette équation se simplifie en remplaçant la variable a par la variable
(Ici Jm'1 -(- a -f- s/n2 -j- a
= 2 log-
0 y/('»2H-«) (»2+«) \Jm- — h2
déjà employée dans le paragraphe précédent. On a alors
et l'équation (114a) passe à la forme très simple et très connue
On sait que cette -équation (et d'ailleurs on peut le vérifier facilement) est satisfaite en posant :
E = Mea'-t-Ne~a'.
M et N désignant des constantes arbitraires.
Si maintenant on désigne par %'v a'0 les valeurs de % qui correspondent aux valeurs av %0 de a, on peut mettre l'équation de condition
(144) sous la forme
(ÎK_1
et, en introduisant dans cette équation les valeurs de a pour les deux courbes limites, on a
Me"1'— Ne~a* = i, Me"» — Ne "-*«=!;
ce qui donne le moyen de déterminer les constantes M et N; car on en tire facilement
1 eKft
En portant ces valeurs dans l'expression de /i, l'on obtient :
x (,(«'-« ô) + e-(g'-^))_ (e («'-«'O + e-(«'-"i)) ~ 2 e « — «ô) e — ( «i - Ko)
Si maintenant on remplace a', a't, a'0 par leurs valeurs
/ oi \Jmi-\-u.-\-\Jn1-\-<
« = 1 lOff
ce qui donne
r.' —9 Ina 0^H-«o + y//iä+«o .
ato iUo _^ ,
«.'— «ô _ /s/irf-h* +y/n2H-« V
\v/m2 4- *0 + y/»2 4- <v y/m2 + a -+- y'/i2 -+- a y y/?na4- «1 + y/«2 4-'
eai— «o_ /V"iL> «1 + v/»2
aY
on a enfin, après quelques petites réductions,
....> ,__ 1 (y/m2 + « + \/n2 + «)t — (y/^»2 +«! H- V/»2 + «l)2 (y/m* 4- «0 4- l'V4-«0)" ~"2 (v/m24-a+v/n2 + a)2 |(^m*H-«1 + v/'ïî4-«i)i -h (v/'''r-t=»"o+V/»ä4rao)'2|
Si donc on pose
Ut—K\J— (m24-p)(»24-[±),
on aura satisfait à toutes les conditions du problème.
On pourrait, à cette valeur, ajouter une constante arbitraire; mais B0, de même que Q, n'entre que dans l'expression de w, où se trouve
déjà la constante arbitraire c. On peut donc, sans porter préjudice à la généralité de la solution, se dispenser d'ajouter nue constante à l'expression de B0.
Formons maintenant l'intégrale
de la connaissance de laquelle dépend la détermination de l'angle de torsion. Pour trouver la valeur de cette intégrale, après y avoir remplacé (h par le rectangle dxdy, intégrons la première partie sur une bande de largeur dx parallèle à l'axe des y, et dont les extrémités, ainsi que les valeurs correspondantes des fonctions, seront désignées par les indices 1, 0, lorsque la bande coupera seulement la périphérie extérieure. Lorsqu'elle coupera à la fois le contour extérieur et le contour intérieur, on désignera les points extrêmes de l'une des parties par 0', 0, ceux de l'autre par 1', 1, de sorte que les indices 1. Ü s'appliquent toujours au contour extérieur, et les indices 1', 0', au contour intérieur. Pour les bandes de la première espèce, l'intégrale du premier terme de J est alors :
j \(xB0)t — {xB^0ldx',
cette intégrale s'étendant à toutes les bandes qui ne coupent que le contour extérieur. Au contraire, les bandes de l'autre espèce donnent pour l'intégrale de ce même terme :
n^ßoK-^ßoV + ^ßoV — (xBo)Adx.
Réunissons le premier et le quatrième terme do cette intégrale avec ceux de l'intégrale précédente, nous aurons :
jTx^Ldxdy= f j i.rlD.-irB,,), | dx— f | (</>•„)/ - {xBo)0' } dx,
où la première intégrale du second membre s'étend maintenant k toutes les bandes parallèles à l'axe des y qui renconlrent l'ellipse extérieure, et où la seconde s'étend à toutes les bandes qui rencontrent l'ellipse intérieure.
Désignons par dsv ds0 les éléments interceptés par une bande sur l'ellipse extérieure, et par pt, p0 les angles faits avec l'axe des x par les normales à ces éléments, dirigées vers l'extérieur; désignons de
même par ds\, ds'0 les éléments correspondants de l'ellipse intérieure, et par//t, p'0 les angles que font avec l'axe des x les normales à ces éléments dirigées vers l'intérieur; nous aurons alors, comme toujours,
il,,- — dnl sin pY = — ek0 sin p0 ,
dx' = ds[ sin p\ = — ds'o sinp'0 ;
et par conséquent, si nous étendons les intégrales, non plus à toutes les bandes, mais à tous les éléments des arcs d'ellipse qu'elles interceptent, nous avons
/ / x -ô~ dxdy = l xB0 sin p du — / xB0 sin// ds' ,
où ds et ds' représentent respectivement les éléments d'arcs de l'ellipse extérieure et de l'ellipse intérieure, désignés par dst, ds0, et par ds\, ds'0.
On obtient, absolument de la même manière,
Jj y Jx dcd,J ~ I >jBn cos p ds ~~ I yB° cosp' ds' ' et par conséquent
.1 = j B0 (x sin p — y cosp) ds — / B0 (x sin p' — ?/ cos y/) ds' .
Reprenons maintenant les formules (104) et (106) du § 55.
Comme l'élément ds appartient à une ellipse pour laquelle a a une valeur constante, on a, pour la valeur de cet élément, d'après l'équation (104) dans laquelle on fait da. == 0,
ds = dp v/îT.
Pour la première intégrale, il faut, dans cette expression, donner à a la valeur av et, pour la seconde, il faut lui donner la valeur a0. On a ainsi, pour la première partie de J :
j B0 (x sin p — y cos p ) ds f B0 U g ( x ^ — y |h dp ,
x étant mis à la place de a dans cette équation
De la même manière, on amène la seconde partie à prendre cette même forme; seulement a doit être remplacé alors par a0.
Les intégrales doivent s'étendre à toutes les valeurs possibles deß, c'est-;'i -dire à tous les éléments d'ellipse qui sont coupés par toutes
les hyperboles possibles. Il y a lieu de remarquer que toutes ces hyperboles coupent un même quadrant de l'ellipse. Si, par conséquent, en donnant à ß toutes les valeurs qui lui conviennent et qui, d'après le § 54, sont comprises entre — ni2 et — n\ l'on n'étend l'intégrale qu'à un quart d'ellipse, l'on doit multiplier par 4 sa valeur étendue aux limites — m*, — ?i2, pour que cette intégrale comprenne ce qui est relatif aux quatre quadrants de l'ellipse. Si donc on introduit, dans le second membre de l'équation précédente, la valeur de B0 tirée de l'équation (108) et des suivantes, ainsi que les valeurs de x, y, A, B, on obtient enfin, pour la valeur de l'intégrale que nous avons appelée J :
J = 2 j (K)l — (A')0 j J_^ v/_(m2H-6)(^ + |3)' dp ,
où (K)t et (A j0 représentent les valeurs de K pour % — %{ et x === x0. On a alors, d'après (115),
/jn _ iv\ _1 (y/w--h«i + y/»2 + «i)' — (y/w2H-«0H-y/n54-«0)2
Wl ,A/0 9 / , , = \2 / , , = , -V» .
- (vm_ + ai + Vn +«J -f- (vm H-«oH- Vw +»,)"
Si on pose d'un autre côté :
ß = — ma cos2 cp — rc2 sin2 o,
on a
/_ ml y/— (m2 -f- /S) (»2 -f- p) dp = 2 (m» — n1)' j sin2cp cos2* d* =-
de sorte qu'enfin :
. TC (m2 — n2)2 (y/m* + ott -+- y/V H-aJ2 — (s/m1 -f a0 -h y/'«2
8 (s/m1 -f- at -+- y/»'2 + aj2 + (v/^^-hao-hv/'^ + ao)2
On obtient facilement les moments d'inertie X2s et y.2s en les considérant comme les différences des moments d'inertie d'ellipses pleines. Comme on l'a vu plus haut, pour une ellipse pleine dont les axes
1YI 11
sont m et >*, les grandeurs X, ■/. ont pour valeurs -g> s> e* Par sinu3,
, ,!,.,.., »f» i Mil'
on a, pour les moments d inertie K(j=tz -7—; ■/.-<: = - — =-•
Dans le cas actuel, les axes de l'ellipse intérieure sont s/m1 -+- y.0 sjri1 -+- at ; ceux de l'ellipse intérieure, s/m'1 ~t- x0, \ /ns 4- a0 ; on a donc pour les différences des moments d'inertie de ces deux ellipses, c'est-
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à-dire pour les moments d'inertie de la figure annulaire
% \ v/(w--l-«i)3 y/n-'+otj — y/(m2+«0)3 v»2 + «0 )
, _Tl[ )
*~*~ l ( V»'- + »i Vl^' + a,)3 — v///r' + «0 \/(n2-{-a0f j
Au moyen de toutes ces valeurs, on peut exprimer enfin l'angle de torsion ou de rotation, <b= bj, de la base libre en fonction du moment de rotation C. On a en effet, par la formule (87) p. 200 donnant />„
'«^-^-/(•f-'îlH
D'où, en y mettant); les valeurs trouvées pour y.- a, X2c et pour le / qui est le J calculé tout à l'heure , ■
ic n
ttG m^j (m? + »? — »V'o K'+nö) — ö r2, — \. , LT k
où, pour abréger, on a désigné par mt, n, les axes de l'ellipse cxlérieure, et par m0, n0, ceux de l'ellipse intérieure, c'est-à-dire que
Cotte détermination par Clebscli, au moyen des coordonnées courbes illuminées vers 18r>G par Lamé (Surfaces isothermes, tome V des Savants étrangers, ou tome K du Journal de Lionrille, ou Leçons de 1859 sur les coordonnées curvilignes), de la torsion d'un cylindre creux dont les bases ont pour leurs deux contours, des ellipses ayant les deux mêmes foyers, est intéressante et remarquable. Mais la détermination de la torsion de cylindres creux elliptiques s'opère d'une manière bien plus simple et plus facile, en coordonnées ordinaires, si l'ellipse extérieure et l'ellipse intérieure, au lieu d'être homofocales, sont prises semblables, c'est-à-dire si entre les demi-axes mt, ?*,
(*) Si l'on f;iit ?!„ — (), ou nul le petit axe île l'ellipse intérieure, son grand axe w0 subsiste, car la distance des deux foyers reste constante. Aussi, quoique la superficie de cette ellipse s'évanouisse, elle reste comme l'ente, et il n'est pas étonnant que la formule ne donne pas alors, à la torsion b0 , la valeur qu'elle aurait pour le cylindre plein dont la base serai' l'ellipse extérieure.
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de celle-là, et les demi-axes m0 n0 de celle-ci (supposés toujours avoir les mêmes directions) l'on a, au lieu de m2y — n2l = m2,, — n-0,
n. nn
Qu'on se reporte, en effet, à l'équation (i) de la grande Noie du g 51 :
(b) 6 [xk + yrfy) + (g A - |? dy) = 0 •
exprimant la condition à laquelle doit satisfaire, aux contours des sections dont x = X, y = y sont les coordonnées, l'expression en x et y du déplacement longitudinal iv des points des sections du prisme tordu, expression astreinte déjà à satisfaire partout à
, , 'dHu D2w
l'on verra que, dans le cas particulier du contour elliptique :
m, », les deux équations différentielles (6) et (<•) seront satisfaites en prenant :
wj — n*
(«) «> = 9 — i XIJ »
et en mettant, dans la seconde, pour dy sa valeur, fournie par l'équation (d)
m, x (/•) rfv = f-dx.
Or, elles seront tout aussi bien satisfaites si Ton substitue des valeurs (e), (/) de tuet derfy, avec m0, w0 au lieu de mx, », puisque les rapports — -, —^
sont égaux.
Donc, l'expression [e] de m; satisfait à la fois aux conditions relatives aux deux contours extérieur et intérieur des sections de notre cylindre creux. En la mettant à la place de w dans l'expression (92 a) § 51, du moment de torsion M,, et en intégrant pour l'étendue n comprise entre ces deux contours, on a la même chose que si l'on prenait pour M5 la différence entre les valeurs qu'aurait ce moment pour deux cylindres pleins ayant pour bases respectivement le contour extérieur et le contour intérieur du cylindre creux dont on s'occupe, c'est-à-dire :
expression qui revient à la différence de deux autres comme celle (92 a) de — G', et qui est bien plus simple que ce qu'on tire pour — C'=M; de
la formule de la fin du § 55 actuel.
Observons aussi que le; clioix, pour le contour intérieur, d'une ellipse bomofocale, ne rend pas l'épaisseur du tuyau elliptique, ou cylindre creux, plus uniforme que le choix d'une ellipse semblable à celle du contour extérieur; car si l'on appelle e = n{ — n0, l'épaisseur dans la direction des petits axes et e=ml—m0, l'épaisseur dans celle des grands, on a le rapport
/ _i lorsque les deux ellipses sont semblables ; ' »,
lorsqu'elles sont homol'ocales.
ou
Les ellipses n'offrent qu'un cas particulier des contours que l'on peut donner intérieurement et extérieurement à des sections de cylindres creux de manière à avoir des résultats analogues à (g).
Tous les contours fermés réprésentés en x, y, par l'équation (t) du n° 8 ou [z) du n° 9 de la note du g 51, jouissent de la même propriété. Il suffit de donner, à la constante K du second membre de ces équations, deux valeurs différentes quelconques, en conservant le premier membre le même, pour avoir deux courbes limitant les sections d'un prisme creux, de telle sorte que, lorsque ce prisme sera tordu, les plans de ses sections prennent
la forme courbe w = donnée par l'équation (u) et l'équation (y) de la
même note. Le moment de torsion M3 sera donc donné par l'expression (v)
celle (a') en prenant l'intégrale j da pour les éléments superficiels entre
les deux contours, ce qui reviendra à calculer ce moment pour le prisme extérieur et pour le prisme intérieur, et à prendre la différence.
Vu la présence obligée, dans le premier membre de l'équation (l)
ou (2), du terme du second degré 0 l — — 2- = 0 — qu'aucun choix des con-
stantes c ne peut faire disparaître, deux courbes représentées par cette équation, avec deux valeurs différentes du second membre K ne pourront être des figures semblables qu'autant qu'il n'y aura, dans le premier membre que des termes du second degré. L'ellipse est donc la seule courbe susceptible de donner un contour extérieur et un contour intérieur semblable*. Si le contour extérieur est un rectangle ou un carré, le contour de l'évidement doit, pour remplir exactement la condition énoncée, être une courbe transcendante. J'en ai, au n° 117 du mémoire cité de 1855, donné l'équation qui est compliquée; mais en faisant observer qu'en général si l'épaisseur d'un prisme creux doit être faible, on peut, en adoptant un contour d'évidement qui rende celte épaisseur constante, prendre approximativement, pour le moment de torsion, la différence de ceux des deux prismes pleins dont les sections auraient les conlours extérieur et intérieur ainsi choisis.
Z 56. — RECHERCHE DES PLUS GRANDES TENSIONS
; 36. — Recherche de l'ellipsoïde d'élasticité ou des tensions, aux divers points des prismes tordus. (*)
Nous avons maintenant à rechercher, d'une manière exacte, les tensions qui se produisent à l'intérieur des corps considérés dans les §§ qui précèdent. Pour cela, revenons aux développements du § 6, relatifs à l'ellipsoïde d'élasticité. Si, pour un point quelconque du corps, nous cherchons la direction et la grandeur des tensions principales, la grandeur de ces tensions nous sera donnée par la résolution de l'équation du troisième degré (7) du § 7, page 21 , et les directions correspondantes seront déduites des formules (8), p. 22. Dans le cas qui nous occupe, ce problème se simplifie en ce que, pour chaque point, les tensions t;r, t , t s'évanouissent. L'équation du troisième degré qui doit donner, pour les valeurs de son inconnue T, les tensions principales, se réduit donc à
Cette équation contient le facteur T et, par conséquent, admet la racine T = 0 qui, conformément aux notations introduites dans les premiers paragraphes, peut être désignée par T". Il se présente donc ici le cas particulier traité au \ 9, dans lequel, par l'évanouissement d'un axe, l'ellipsoïde d'élasticité se réduit à une ellipse. Au moyen des équations (8), on trouve le plan de cette ellipse, ou plutôt la direction de la normale à ce plan. Introduisons dans ces formules la valeur T = T/" = 0, et désignons par p'" , q'", r'"les valeurs correspondantes, de p, q, r. Nous aurons tout d'abord, par la troisième équation (8), m cos - r'" = 0 ; et comme m= — \- — t^ n'est pas nul, on en conclut :
cosr"'=0;
c'est-à-dire que la normale au plan de l'ellipse d'élasticité est perpendiculaire à l'axe des z-, ou que ce plan est parallèle à l'axe du cylindre.
( ) Ainsi que nous l'avons dit aux premières lignes de la Note delà fin du § 15, cette considération de l'ellipsoïde des tensions n'est guère que curieuse : il faut, comme nous le montrerons à la Note de la fin du § 37, considérer plutôt l'ellipsoïde (quelquefois l'hyperboloïde) des déformations, ou simplement chercher la grandeur du plus grand demi-axe réel ou rayon vecteur de cette surface, c'est-à-dire la plus grande des dilatations, afin de lui imposer une limite fournie par l'expérience pour chaque matière (supposée isotrope), comme condition de sa résistance à la rupture prochaine ou éloignée, ou de sa non énervation même à la longue. (Voyez, à la même Note de ce § 57, une recherche de conditions analogues pour les solides non isotropes.)
Comme cos r'" = 0, on a
cos q"f=z sin p"' ;
et (p"' — 90") désigne l'angle formé par le plan de l'ellipse avec le plan xz. Les autres équations (8) donnent ensuite :
mcos,'p'" = — tj.,
??i sin2 />'" = — t|s, m sin p"' cos p"' = tXi t ;
équations que l'on peut résumer en la suivante :
tangp'" = — ~f ou bien
tang(;/" — 90») = fs .
Cette dernière formule, qui détermine l'angle du plan de l'ellipse avec le plan xz, est susceptible d'une interprétation géométrique très simple. Si, à partir du point considéré, on mène les forces t , t dans leurs propres directions, c'est-à-dire parallèlement à l'axe des x et à l'axe des y, la résultante \li].z -+- 1* des deux forces fait avec l'axe des x l'angle {p"' — 90°). Le plan de l'ellipse est donc déterminé par la direction de cette résultante et par l'axe du cylindre.
Les deux autres tensions principales T', T", sont les racines de l'é quation du second degré
Ts-^T-(t«,+ty = 0; de sorte que
T'=^4-\/l!L -ht» 4- «, 2 y ** y* 4
2 y *' yz T
On voit d'abord que ces deux grandeurs sont toujours de signes contraires, parce que la valeur du radical est plus grande que la valeur
absolue de -^ . C'est donc le signe du radical qui détermine le signe
et
de la tension principale. Par conséquent, dans l'une des directions principales il se produit toujours une traction T', et, dans l'autre, une pression T". Si t. est positif, c'est-à-dire si, au point considéré, il
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existe une traction dans le sens longitudinal, la racine positive est la plus grande ; et, par suite, la plus grande tension principale est une traction. Si, au contraire, t est négatif, c'est-à-dire si, au point considéré, il se produit une pression longitudinale, c'est la racine négative qui est la plus grande; et la plus grande tension principale devient une pression. Dans le premier cas, le corps est exposé à se rompre par déchirement ou disjonction, au point considéré; dans le second cas, par écrasement (*).
Déterminons maintenant les directions de T' et de T". Si l'inconnue T n'est pas nulle, les équations (8) donnent, en se rappelant que tjr = 0, t =0, t?c=0, et en ayant égard à l'équation trouvée
T2 — t„ T — (1 2 -+- 1 i ) = 0, les formules suivantes :
m cos* p = T- — TL, — t» == tî, , m cos2 a = T- — lUz - IL = l* , »nco88r=Ta ;
En additionnant les trois équations de gauche, et observant que la somme des carrés des cosinus est égale à l'unité on a :
et toutes les équations précédentes sont satisfaites si l'on pose :
COS p = - > COS q = — y" , cos r —
m cos q cos r
VT
m cos r cos p
m cosp cos q
A+Ç+* "v/^ + t^ + T. ' v/tL+t^ + T'.
Ces équations déterminent la direction de T' ou de T" selon qu'on y introduit l'une ou l'autre de ces grandeurs à la place de T. Elles ont également une interprétation géométrique très simple.
Que, par le même point d'où l'on a déjà tiré, parallèlement aux x et aux y, des droites représentant en grandeur les forces t , t,(, l'on tire parallèlement aux z une troisième droite représentant, en grandeur, la tension T qui leur correspond, et que l'on compose ensemble ces trois forces ; la direction de leur résultante sera la direction de T. En effet, la grandeur de cette résultante sera
m=v/t;:+C + T*; et comme t,t, t , T sont ses projections sur les axes des x, des y, des s,
(") Voyez à la grande Note de la fin du § 37, la modification essentielle que nous apportons à cette conclusion.
les cosinus des angles formés par sa direction avec ces axes ont pour valeurs •
Jlz m
c'est-à-dire que, d'après les formules ci-dessus, la résultante forme, avec les axes, les angles p, q, r, et que sa direction coïncide précisément avec celle de la force T.
Les deux tensions T', T" déterminent en grandeur et en direction les demi-axes principaux de l'ellipse à laquelle se réduit l'ellipsoïde d'élasticité. Cette ellipse est donc complètement déterminée. On peut résumer, dans la construction géométrique suivante les formules données ci-dessus pour la détermination de cette ellipse.
Par le point considéré 0, on mène trois droites parallèles aux axes coordonnés des x, des y, des z, et Von porte sur ces droites les longueurs 0X = tj„, 0Y=:t , 0Z=tr,, en sorte que ces lignes représentent en grandeur et en direction les tensions qui agissent^ au point considéré, sur la section transversale du prisme. On construit ensuite la résultante OE = t/t^ -+- 1 * de OX et de OY ; on mène le plan EOZ , et dans ce plan, on décrit un cercle passant par le point E et ayant son centre au milieu M de OZ. Ce cercle intercepte, sur la ligne OZ, des longueurs OA, OB, qui représentent les longueurs des tensions principales. Celle OA des deux longueurs qui se trouve dirigée dans el sens des z positifs est une traction, et Vautre, OB, une pression.
Aux points A et B, on mène des tangentes au cercle, c'est-à-dire des perpendiculaires à OZ dans le plan EOZ ; ces lignes AC, BD, rencontrent en C et en D une parallèle à OZ menée par le point E. Alors OC est la direction de la tension principale dont la grandeur est représentée par OA, et OD la direction de celle dont OB représente la grandeur. Si Von porte, sur ces directions, les grandeurs des tensions principales, on aura la grandeur et la direction des axes principaux de V ellipse à laquelle se réduit Vellipsoïde d'élasticité.
LIMITES DES FORCES EXTÉRIEURES
Un cas remarquable est celui où la composante t;ï s'évanouit, et où, par conséquent, il n'existe pas, au point considéré, de tension longitudinale. Les points 0, Z, M se confondent alors en un seul; l'ellipse se réduit à un cercle, et les tensions principales, pression et traction, sont égales. Comme on a :
Kz = E S (* + aix + «#) + z (M + Ku) j , 0
tous les points dont nous nous occupons en ce moment, pour lesquels on a, en outre, t;: = 0, se trouvent sur la surface du second ordre :
a -+- OyX -(- a2y + z (/>rr + b2y) = 0.
Lorsque, dans cette équation, on fait z constant, elle devient l'équation d'un plan; en d'autres termes, la surface qu'elle représente est coupée par chaque section transversale (z = constante) suivant une ligne droite. Cette surface est donc un paraboloïde hyperbolique dont les génératrices sont parallèles aux sections transversales, ou perpendiculaires à l'axe du cylindre.
Lorsqu'il ne se produit dans la tige qu'une torsion, t., est nul partout ; et, alors, ce ne sont pas seulement les points d'une surface déterminée, mais tous les points du corps, qui présentent cette particularité. Au contraire, dans le cas d'une extension simple, tzz est constant, et il ne se trouve, dans le corps, aucun point de cette espèce.
g 37. — Limites de la grandeur des forces extérieures qu'on fait agir sur les solides.
La plus grande tension, en chaque point des solides prismatiques, supposés sollicités comme on a dit, est, ainsi qu'on vient de voir.au § 56, p. 244, représentée par
t.. / tT
(115) la somme des videurs absolues de ■«- et de W ^L + ^^+T- Pour fixer les limites dans lesquelles doivent rester les forces exlé-
(') Celte expression esl l'une des trois dernières des formules (65) du § 23, p. 150, en y faisant, nulle, comme on a vu, la constante b (§ 24, p. 156). Elle est, comme on a vu aussi,
une conséquence de l'expression (65 a) page 147, ■7r=(a-i-aix-\- aiy)-\-%[b-\-bix-\-b%y)
de la dilatation longitudinale de toute fibre, résultant cinematiquemenf de la nullité de ses
quatre quotients différentiels ^j, g,, g,, ^
Heures agissant sur une pièce solide, on n'a qu'à déterminer la plus grande valeur que puisse atteindre , à l'intérieur, la somme ainsi énoncée, et à faire en sorte que ce maximum ne dépasse, nulle part, une limite que l'on s'est imposée pour la tension de la matière de cette pièce, limite qu'on peut représenter par T. (*) En ce qui concerne le point où cette somme atteindra son maximum, on peut d'abord considérer que ce point ne peut être situé que dans une section transversale d'extrémité du prisme. En effet, ir: et f , ne renferment pas, en. général, la coordonnée z, et t.. seule la contient à la première puissance. Le point d'une fibre déterminée où cette somme atteindra son maximum sera donc le point où t.. elle-même aura sa valeur la plus grande; et comme t„ est de la forme p-\-qz, sa plus grande valeur coïncidera avec la plus grande ou avec la plus petite des valeurs de z ; c'est-à-dire qu'elle se produira en un point d'une des deux sections transversales extrêmes. Quant à la position de ce point sur la surface de la section, elle dépend de la fonction Ü, c'est-à-dire de la forme généralement courbe que prend cette section transversale primitivement plane.
Il n'y a d'exception que dans le cas où bi et 62 s'évanouissent, ce qui se produit toujours lorsque A et B sont nuls, c'est-à-dire lorsque la résultante des forces extérieures agit perpendiculairement à la surface d'exlrénùté libre. Dans ce cas, qui peut se présenter non seulement lorsqu'il n'y a qu'extension, mais, quelquefois encore, quand il y a torsion ou flexion produites par de simples couples, t„ est indépendante de z. Chaque fibre est alors tendue uniformément dans toute sa longueur; on peut encore parler d'une fibre plus fortement tendue que les autres, mais non d'un point d'une fibre où la tension y serait plus forte qu'en tous les autres points. La limite au delà de laquelle la contexlure élastique s'altérerait, est alors vraisemblablement la même pour tous les points de cette fibre où la tension se trouve être plus forte.
A cette circonstance que tzz seule contient la coordonnée 2, se joint celle-ci, que c'est seulement dans l'expression de t.. que se trouve la longueur / de la tige. Cette longueur / n'entre dans l'expression de la composante longitudinale de la tension que lorsque celle-ci vient d'une flexion produite par des forces ne faisant pas couples. Ainsi, /se trouve
(') Voir, à la grande Note de la lin du présent § 57, l'exposition et les applications d'une manière plus rationnelle de limiter les forces extérieures, ou de poser les conditions de résistance permanente des corps à leur action prolongée. (Elle consiste, comme on dira, dans le car. où le corps est isotrope, à limiter les proportions des dilatations, plutôt que les intensités des tensions ou pressions.)
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engagé dans les formules (89) p. 201, relatives à lu flexion, d'une manière telle que la section dangereuse est reconnue répondre à 2=0. Or, en général, la longueur / de la tige est très grande par rapport à ses dimensions transversales dont les autres tensions dépendent. Donc, t.. l'emporte sur ces autres tensions, dans tous les cas qui correspondent à une flexion de cette nature. Si, de plus, le moment C, qui tend à tordre, n'est pas extraordinairement grand, et s'il y a une flexion quelconque produite par des couples de forces; si, par conséquent, les moments de rotation ne sont pas considérables par rapport aux forces qui agissent perpendiculairement à l'axe de la tige, tî5 sera toujours prédominante, comparée aux autres tensions, au moins dans les fibres de la section transversale dangereuse, où cette tension est la plus grande; et cette prédominance permettra de remplacer, avec une grande approximation, la tension principale T par cette tension t„. 11 devient alors très facile de déterminer l'emplacement du point où la tension est la plus forte.
D'abord, les formules générales (65) p. 150, donnent, en y annulant b [comme on a dit formule (70 a) p. 156] et en exprimant [formules (86) p. 194] les autres coefficients, a, av av bv 62, en fonction des trois sommes A, ß, C de composantes des forces extérieures, ainsi que des deux sommes A', B' de moments tendant à fléchir autour de parallèles aux x et aux y,
Je vais traiter seulement le cas spécial où les résultantes de forces A, B, C passent au centre de gravité de la surface extrême libre, sans y ajouter aucun couple ; le cas général pourrait être traité tout à fait de la même manière. Dans cette hypothèse on a
B' = A/, A' = — B/, et t_ =
C_(Z_*)(Af + B*
D'après ce qui précède, le point où s'exerce la plus forte tension se trouve dans la section z=l ou dans la section z = Q. On voit aisémentque, pour le cas où nous sommes, il se trouve dans celle2=0; car dans la section z = l, on a en tous les points :
tandis que dans la section z = 0, on a
où le second terme du numérateur peut avoir des valeurs de même signe que le premier terme C; car si on se représente la section transversale divisée en deux par la droite
/kx B?/\ le binôme I —$ h — '{ \ est manifestement positif pour tous les points
de la section situés d'un côté de cette ligne, et négatif pour ceux del'autre côté. Du côté où cette expression aura un signe contraire à C, la
valeur absolue det„ est plus grande que celle de->et par conséquent,
la plus grande tension ne se trouve pas dans la section z = l. Pour trouver, dans la section z = 0, le point où s'exerce la plus forte tension, il faut chercher d'abord les points pour lesquels l'expression kx By
est la plus grande et comparer entre elles les tensions dans ces points, ce qui conduit manifestement à la règle suivante :
Mener, dans la section transversale d'extrémité fixe, des tangentes parallèles à la ligne
À- xa
et comparer les tensions aux points de contact. Celui des points de contact ou la tension sera plus forte quaux autres sera le point le plus tendu [ou le plus pressé) du corps considéré. La tension maximum en ce point donnera donc la tension maximum dans le môme corps.
•Ce problème devient, également, assez simple lorsqu'il ne se produit qu'une torsion. Il s'agit alors de chercher la fibre la plus tendue. Ce sera celle où s'exercera le maximum de
vC-re
expression où entrent seulement x et y. Prenons comme exemple le cas, traité ci-dessus, d'un cylindre elliptique tordu. D'après les formules (92), page "208, on a, m et u étant les demi-axes principaux de
LIMITES DES FORCES EXTÉRIEURES
sa base, a l'aire de sa section, et C le moment des forces qui font tordre,
ory / ri „1
Par la forme de cette expression, on reconnaît que la tension croit si on fait croître x et y dans un môme rapport, c'est-à-dire si, en partant du centre, on se dirige en ligne droite vers la circonférence. La fibre la plus tendue se trouve donc nécessairement sur la périphérie. Or, d'après une propriété connue de l'ellipse, on peut, pour les points de sa circonférence, poser
car en substituant dans l'équation — , -{-—, =1 de cette circonférence,
x = mcos<? , î/ = nsmy;
x' v'2 m- w on a l'identité cos2 s + sin8ç=l. Il faut donc chercher le maximum de
x- y2 cos2» sin2©
La différentiation, effectuée pour l'obtenir, donne
cos ? siny = 0.
La fibre cherchée ne peut donc se trouver qu'à l'extrémité du grand
axe (sin ?=0) ou du petit axe (cos ? = 0). Dans le premier cas, la va-
leur de l'expression ci-dessus est — ;» et dans le second -=; par conse-
quent, comme on a supposé d'avance m >» n, c'est dans ce second cas que l'expression atteint sa plus grande valeur. La fibre la plus tendue se trouve donc à l'extrémité du petit axe de l'ellipse (*), et la tension maximum a pour valeur, vu u=xmn,
n2<7 Tttts
de sorte que la sécurité de la tige est assurée si cette grandeur ne dépasse pas la tension maximum que l'on s'est imposée à l'avance.
(•) Cette conclusion est juste lorsque la matière est isotrope, comme le suppose l'auteur, ou seulement lorsqu'elle a la môme contexture dans tous les sens transversaux; car, ainsi que cela a été reconnu pour la première fois, au Mémoire sur la torsion, de 1853, cité ci-dessus, c'est bien aux extrémités du petit axe de l'ellipse qu'a lieu le plus grand glissement, et, par suite, dans une certaine direction oblique, la plus grande dilatation.
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Dans la recherche de la tension maximum, qui vient d'être opérée, on n'a fait aucune distinction entre les tensions positives et les tensions négatives. En fait, d'après les principes que l'on a appliqués, et dans l'étendue des limites convenues, la môme force produit le même déplacement, que cette force agisse comme traction ou comme pression. Tel n'est plus le cas lorsqu'on s'approche de la limite d'élasticité ou qu'on la dépasse. Mais comme, en général, dans la pratique, cette limite ne peut pas, à beaucoup prés, être atteinte sans danger, la tension maximum imposée par les conditions de sécurité se trouvera toujours de beaucoup en deçà de la limite à partir de laquelle il se produit une différence notable dans les actions proportionnelles d'une force de traction et d'une force de pression. Comme mesure de la limite des tensions et pressions permises, on ne peut employer les chiffres qui correspondent à l'écrasement et à la rupture, car ces nombres s'appliquent évidemment à des tensions ou pressions fort au delà des limites à adopter; mais puisque ces tensions ou pressions ne doivent évidemment pas être atteintes, on a pris certaines fractions de celles qui, d'après l'expérience, produisent la rupture, et c'est par ces fractions que l'on a exprimé la limite des tensions permises. On a obtenu ainsi une série de nombres dont quelques-uns ne sont en connexion que d'une manière très vague, ou même sans aucune connexion, avec la réalité des choses : et l'on s'est arrêté à un nombre réel unique, dont l'emploi, dans les calculs de résistance, donnât l'assurance d'éviter ce qui peut compromettre la stabilité des constructions. Si l'on imagine, pour chaque espèce déterminée de matériaux, une certaine tension maximum, fixée conformément à l'expérience, et qui ne peut être dépassée sans danger, il arrive, à cause des étroites limites dans lesquelles doivent être maintenus les déplacements, que ce nombre peut être pris le môme pour la pression et pour la traction. C'est cette hypothèse que nous avons faite précédemment et que nous conserverons dans la suite (*).
1 . Conditions de résistance permanente des solides à la rupture, à établir en limitant leurs dilatations, plutôt que leurs tensions intérieures. — Le problème de la résistance des solides (origine principale, dit Lamé, de la théorie de leur élasticité) est de déterminer les plus grandes intensités des forces extérieures qu'on peut leur appliquer en divers endroits et suivant diverses directions, saus crainte qu'elles les rompent, soit immédiatement
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ou prochainement, soit à la longue, en les énervant ou détruisant peu à peu leur cohésion. Il a donc été naturel, dans le principe, de chercher, pour résoudre ce problème, à imposer une limite aux plus grandes des tensions intérieures que cette application de forces extérieures produit.
Et c'est ce que fait Clebsch, dans tout le présent § 57.
Mais, dès 1682, Mariotte {Traité du mouvement des eaux, 5e partie, 6e et 15e alinéa du second Discours) posait un principe plus vrai, à savoir « que les parties étendues ne rompent que parce que leur extension vient à dépasser une certaine proportion; » et, en effet, les molécules ne se séparent tout à fait les unes des autres, ou ne passent à d'autres arrangements, que parce qu'en les écartant à un certain degré, on a beaucoup diminué l'intensité des attractions qui les tenaient unies; et c'est, même, en tant que les tensions étendent ou dilatent, qu'elles mettent la cohésion en péril.
De là une deuxième manière plus rationnelle de poser en équation le problème de la résistance à la rupture prochaine ou éloignée, et qui consiste à limiter la plus grande des dilatations qui ont lieu en divers points et en divers sens, au lieu de limiter les tensions intérieures.
Ces deux manières donnent les mêmes résultats et peuvent être employées indifféremment l'une ou l'autre dans les cas où les solides, de forme allongée, ne sont que fléchis en même temps que tirés ou pressés dans le sens de leur longueur, leurs faces latérales étant libres, de sorte que chaque fibre s'allonge ou s'accourcit comme un prisme isolé ; et les plus grandes dilatations restent, partout, proportionnelles aux plus grandes tensions de mêmes directions.
Mais il n'en est plus de même, et les équations que fournissent ces deux manières d'opérer sont très différentes, quand il y a (comme on verra) des torsions, ou des glissements transversaux et longitudinaux; et même, déjà comme je l'ai montré en 1858 par des exemples (Cours lithographie de l'École des ponts et chaussées), lorsqu'il y a simplementdes tractions dansplusieurs sens à la fois. Ainsi, que l'on imagine trois solides parallélépipèdes rectangles tirés sur leurs faces normalement, le premier sur toutes les six, le second sur quatre, opposées deux à deux, et le troisième sur deux seulement, aussi opposées, ces tractions étant uniformément distribuées, et toutes de même intensité par unité superficielle : l'application des trois formules d'isotropie de la fin du § 16, en y faisant successivement, t^. — t™ =t
txx=t2îavec t — 0; et t^ = 0, t — 0, montrera facilement que, pour une même plus grande tension, la plus grande dilatation, celle du sens z, sera, dans le second solide, une fois et demie, et dans le troisième, deux fois ce qu'elle sera dans le premier des trois ; en sorte que ceux-là seront une et demie et deux fois plus en danger de rompre, par l'effet naturel de l'écartement de leurs molécules, que celui-ci, bien que la force de tension intérieure la plus grande soit la même pour tous trois.
Aussi Poncelet, dans un Cours de 1859, où il a bien voulu citer le mien de 1857, a conseillé de préférer définitivement la seconde manière, celle qui impose, aux dilatations éprouvées, une limite, la même en tous sens dans
les corps isotropes, et pouvant varier d'une direction à l'autre dans ceux qui ne le sont pas.
Cherchons à établir en conséquence les équations de cohésion permanente des solides, ou de condition de leur résistance à la rupture, sous l'action prolongée de forces quelconques; et, pour cela, cherchons d'abordles expressions des dilatations, afin de les maintenir, en tous sens, dans de petites limites.
2. Expression de la dilatation dans une direction quelconque r, en un point d'un solide, en fonction des dilatations et glissements qui ont lieu en ce point parallèlement à trois axes rectangulaires des x, y, ;. — Appelons
la proportion de cette dilatation d'une ligne r, et
les cosinus des angles que cette ligne fait avec les coordonnées rectangles x, y, z. Nous avons trouvé, au n° 19 de la Note du § 16 (où cette même quantité était appelée 33/) :
la) ?.. =3 c2 H- 3 c* + d c* + g c e + g ce + g ce .
v ' r ■ x ■<- y !l z - °yz y z °zx z .c °xy x y
On démontre souvent cette expression d'une manière tout analytique, comme a faitNavier qui l'a [donnée ,1e premier, en supposant très petits les déplacements éprouvés par tous les points du corps. D'après la manière géométrique dont nous l'avons démontrée à la Note citée, en regardant (1 -t- S ) comme la diagonale d'un parallélépipède rectangle devenu obliquangle, dont les côtés, primitivement égaux à c ,c;,c_, sont devenus cx(l + 3T), c (1 -h<5J, c, (1 -|-t);) et font maintenant les uns avec les autres des angles légèrement aigus qui ont g , g„r, gj( pour cosinus, l'on reconnaît que cette expression (a) subsiste quelle que soit la grandeur absolue de ces déplacements des points, pourvu que les six déformations élémentaires <\ g, à l'endroit du corps solide que l'on considère, soient assez petites pour qu'on puisse négliger leurs carrés et produits deux à deux.
5. Dilatations principales. — Équivalence d'un glissement à une dilatation et à une contraction dans des directions inclinées à la sienne. — Cherchons la plus grande et la plus petite valeur de l'expression (a) de ?. en égalant à zéro sa différentielle complète par rapport aux trois cosinus, nous aurons :
!0=(2D c +g c +g c )dc , v x .'• °xy y °zx z' x + (g c + 2D c +g c )dc , '// ■'•' .'/ // y* v y
+ (g c +g c +23 c )dc .
voxa x °yz y z ;'
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Eliminant une des trois différentielles au moyen de e*H- c'-f-c* = 1, qui
— c;.f/c(. — c,ßc„ donne dcx=z — ■ -, et égalant à zéro ce qui affecte séparément chacune des deux autres, on a deux équations, qui reviennent à l'égalité de ces trois fractions :
23 c + g c -f g c g c -;■ 23 c + g c gc+gc+23c
<c) x x ■'!/ _U °-->- s __ °'7/ ■'• y y ' V a _ nzx x ' °zyj/_' z z _
Or on composera évidemment une quatrième fraction de même valeur que ces trois-là, en prenant pour son numérateur la somme de leurs numérateurs, et pour son dénominateur la somme de leurs dénominateurs après les avoir multipliées haut et bas, la première par cc, la seconde par c, , la troisième par c;. Or il en résulte 1 pour le dénominateur, et 2 D , d'après (a), pour le numérateur : ces trois fractions sont donc égales à 2 £, en appelant
le maximum cherché de <) . 11 en résulte :
i 2(3 — 3 )c =g c +g c , i v x- x °xy y °sx z
là) } 2(3 — 3)c=gc+gc,
V*) \ y' y °yz s °xy x
\ x ; ; °zx x °i/3 i/
On élimine les cosinus, de ces trois équations, en les multipliant toutes trois ensemble , et en remplaçant ensuite, dans les termes tels que g2 . c c.
(Sy,cv^~Ssxcz)> ou un glissemenl enlre au carré, la parenthèse, qui n'est autre chose qu'un des seconds membres des (</), par le premier membre correspondant, ce qui rend tous les termes divisibles par 2 c . c c.. Il en résulte l'équation du troisième degré en ?
(e) A (3-3 J (3-3y) (3-3J - g*, (3-3 J - £ (3-3^) - gJy (3-3J- g^g^O,
équation dont on aurait pu aussi obtenir le premier membre en remarquant que, pour que les trois équations du premier degré (d) en cj:, ct , c. soient compatibles entre elles, il faut, si l'on tire à la manière ordinaire les valeurs de leurs inconnues (valeurs indéterminées puisque ces équations ne donnent que leurs rapports), que le dénominateur commun soit nul, les trois numérateurs l'étant ; en sorte que le déterminant formé avec les neuf coefficients doit être égal à zéro.
Si les trois dilatations sont nulles, ainsi qu'un glissement, ou si
x ij z °xi/ '
et si l'on fait
(/) ^£zx+&,j = % :
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c'est-à-dire si l'on appelle g le glissement principal ou résultant de g.^., g le plus grand de ceux qui ont lieu sur une face ou section perpendiculaire aux z, les trois racines de celte équation (e) sont :
et alors, les équations (rf) combinées avec
donnent, pour déterminer les directions de la plus grande et de la plus pe-
g g tite valeur ^, — ^ de ?,
S— 2 ^ — 2g* //~~ "2gâ
On voit que les projections, sur le plan .r?/ des deux glissements, des directions de ces deux dilatations principales, dont l'une est négative, sont la direction même du glissement résultant g, et son prolongement, avec lesquels elles forment un angle demi-droit.
Ainsi un glissement g équivaut à une dilatation et à une contraction moiptié moindres, ~ , dans des directions à 45 degrés sur la sienne.
On le démontre, au reste, géométriquement et élémentairement, en remarquant que si l'on a un carré dont les côtés sont = \ , et si, l'un d'eux restant immobile, le côté opposé glisse devant lui d'une très petite quantité g dans
sa direction propre, l'une de ses diagonales = y/2 s'allongera, et l'autre
s'accourcira, de |j y/2«
Les équations [d], (e), purement géométriques ou cinématiques, sont vraies pour des corps de contexture quelconque, et nous pourrions en tirer ici d'autres conséquences générales. Mais en tant que susceptibles de fournir les conditions de résistance, ces équations ne peuvent servir que pour les corps isotropes, où il suffit d'imposer aux plus grandes dilatations une limite, la même en tous sens. Établissons-en donc, de suite, d'analogues, dont sous ce rapport celles-ci n'offrent qu'un cas particulier, ou considérons, de la manière la plus générale, un corps hétérotrope dont la contexture, et le danger de rompre, varient d'une direction à l'autre autour de chacun de ses points, bien que sa matière soit supposée homogène, ou d'égale nature dans toutes ses parties.
4. Établissement dune équation du troisième degré propre à fournir, pour les corps non isotropes, les plus grandes valeurs du rapport entre les dilatations dans diverses directions pour chaque point, et les limites à leur imposer, rela-
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tires à ces directions. — Dans ces corps, il ne s'agit pas de rendre lapins grande dilatation égale on inférieure à une limite déterminée et constante, car la limite des dilatations non dangereuses varie avec leur direction. Ainsi, pour les bois, il faut un moindre écartcmenl moléculaire dans le sens transversal que dans le sens longitudinal pour déterminer la désagrégation des parties. Il faut donc imposer la condition que dans aucune direction r, la dilatation 3f n'excède la limite relative à cette direction, limite que nous appellerons
Comme on ne peut guère déterminer par expérience ces limites que pour quelques directions principales, nous leur attribuerons une loi de distribution continue et symétrique autour de la plus grande et de la plus petite d'entre elles, supposées de directions perpendiculaires l'une à l'autre. En prenant ces directions pour deux des axes rectangulaires des x, y, z, et en appelant or, î„ , S, les limites à imposer aux dilatations dans les directions de ces axes, nous prendrons ainsi
ou nous supposerons, aux limites à des dilatations, une distribution ellipsoïdale comme est celle des dilatations ?r elles-mêmes, ce qui ne doit pas s'éloigner beaucoup de la vérité, d'après l'expression (a) de celles-ci, expression qui se réduit à un trinôme semblable à (h) quand les axes ont les directions des trois dilatations principales.
La condition de la stabilité de la cohésion sera qu'en aucun point le maximum du rapport de dr à îf, pour les diverses directions autour de ce point n'excède l'unité. Cherchons donc, pour un point quelconque, ce maximum, afin d'astreindre ensuite, à la condition énoncée, la plus grande des
valeurs qu'il aura aux divers points du corps. Pour que ~ soit un maximum,
en un point particulier quelconque, il faut qu'on y ait : (i) d f = 0 ou ddr — y d$r = 0 .
Mettant dans cette équation, pour ddr et d3f les valeurs que donne la différentiation de (a) et de (e) par rapport aux trois cosinus c qui déterminent la direction r, en regardant les 2)a, D ... g comme constants puisqu'il s'agit d'un seul point du corps dont ils mesurent les petites déformations, et écrivant ensuite simplement, au lieu de D et or
0 et S
supposées désigner les valeurs de öf, of relatives à la direction inconnue r,
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où la condition (/) de maximum est satisfaite, on aura une équation
Ar/c +B7/c -fCdc —0.
où l'on a A = 2(^ — ? Je — (g c + g c)>
\!) X rj x w.vij y n;,c V
C = « (j >,-*»,) c.-te^ + ^c;
Éliminant de cette équation (j) l'un des trois Je, comme nous avons fait pour celle (b) du cas d'isotropie, et égalant ensuite ù zéro ce qui multiplie séparément les deux autres, on a
il o u
Ce. Ac^H-Bc^ + Cc
Or le dénominateur de la quatrième des fractions ainsi écrites, composée avec les sommes respectives des termes des trois autres, est = 1. Son numéra-
teur, d'après la composition (a), (h), de î*r, Sr, revient à 2-£. — 2?r qui est = 0 lorsque v a sa valeur maximum - . On a doue
ou trois équations, dont on élimine immédiatement les trois cosinus en opérant comme nous avons fait pour les trois (d).
Il en résulte l'équation du troisième degré suivante en y :
i».-».),C*^»0Civ-?^
qu'on aurait pu poser aussi comme condition de compatibilité des trois équations du premier degré (k) en c , c , c à seconds membres nuls, ainsi qu'il a été dit pour celles (d).
On donne a l'équation (/) une autre forme, en remarquant d'abord que, <laus le cas on les dilatations ? , <) , î> dans le sens de 3 axes, sont milles.
V'VV
d'où l'on voit que, comme 3 est la limite supérieure de la dilatation dx, 2y/<î, 3, est la limite supérieure du glissement g qui, lorsqu'il est seul, ne peut la dépasser sans mettre la cohésion en péril. Nous disons lorsqu'il est seul, c'est-à-dire lorsqu'il est, au point [x, y, z), la seule des six déformations élémentaires orthogonales D, g qui ait lieu dans les directions rectangulaires x, y. :■; directions qui sont supposées, d'après l'expression [h) adoptée pour S , celles des limites principales S des dilatations, et dont deux,
avons-nous dit, sont celles de la plus grande et de la plus petite d'entre elles. Et en effet, s'il y avait, en même temps que g , par exemple une forte
contraction — ?., produisant avec g une dilatation positive résultante Df, au-dessous du Sf de même direction, g pourrait dépasser 2 fë $x; la restriction que nous avons énoncée était donc, pour la rigueur, nécessaire.
Cette limite (lL), ainsi que celles de même genre à imposera g,r, g n s'ils étaient seuls aussi, aurait pu être déduite d'expériences directes de rupture par glissement ou cisaillement, de même que les limites o ., S , o. des dilatations sont supposées des résultats (prudemment réduits aussi dans une certaine proportion) d'expériences de rupture par dilatation. Si nous représentons de la manière suivante ces trois nouvelles limites :
(m) 2VIT = T , ïJTT = «i , 2JFä=y ,
v > y ; ';/; V Z x 'ZX > x y 'ri/
l'équation (/) divisée par 8r o 3. fournit celle-ci :
C,!li l " "x \ °zx I ~ ~U \ °xy I ~ "s \ q °yz r~-c °xy
2 _ÜL: _ri _ü? — o
t\* »«/ AV V "4A* V v7«T*»
Cette équation (n) (donnée en 1854 aux nos 24 et 121 du mémoire sur la torsion) me parait embrasser le cas le plus général de conlexture des solides, et être encore susceptible d'emploi si, par suite des expériences de glissement, ou des inductions tirées de la considération d'édifices ou de machines dont les pièces sont exposées aux efforts qui en produisent, les constructeurs se déterminent à adopter pour les limites y , y.;, y , qui y entrent, des valeurs un peu différentes de celles 2 y/'o o;, 2 \ °. <"v 2 tfsx°y que donnent les relations (m) ; relations dont on pourra, du reste, se servir
toujours pour déterminer quelques-unes des six constantes S, 7 au moyen des autres, si toutes n'ont pas été l'objet d'expériences spéciales.
5. Réalité des trois racines de cette équation, et relations entre les directions qui leur correspondent. — On trouve démontré, dans tous les traités de géométrie analytique, et aussi dans ceux de mécanique, à propos de la recherche des trois axes d'une surface du second degré, et de celle des moments d'inertie principaux, que les équations de la forme (/) et (n), composées avec un déterminant symétrique, ont leurs trois racines réelles. (Voyez Exerc. de math, de Cauchy, t. 111, 1828, p. 8). On s'en rend compte aussi en opérant comme nous allons faire, ainsi qu'a fait Clebsch au § G relatif aux tensions, ce qui, en même temps, pourra éclairer la question des inclinaisons mutuelles des trois dilatations <) dont les quotients, par les 0 de môme direction, satisfont à (/) ou à (n).
Mettons pour c,,, c , c, et pour -, dans les équations (k) (A=:0, B = 0,
C =0), c't, cj, c et (-) » en désignant ainsi l'une des trois valeurs de -
et les cosinus des angles que fait avec les x, y, z la direction correspondante de d ; ajoutons ensuite ces équations après les avoir multipliées respectivement par c" , c" , c". supposés être les c relatifs, de même, à une
seconde racine (-) de l'équation du troisième degré. Nous aurons :
+ zr.. (c'„c'~ + eV) h gM (C;C^ + cX) + SxiJ (c>;; + c/') .
Le second membre ne change pas quand on permute les accents ' et " ; il doit donc en être de même du premier. Or, son trinôme entre parenthèses
ne change pas non plus, tandis que, hors de la parenthèse, I ^ ) se change en Si donc ces deux racines de l'équation du 5'' degré ne sont pas égales,
on doit avoir le trinôme nul, ou
i«) ^.clc" H- # c'e'! + S clc"==0.
Or si l'équation (/) avait une racine imaginaire (- \ =a-\-b\( — 1, elle aurait aussi sa conjuguée (-A —a — h\J — 1. En mettant ces racines pour s dans les équations (/>), À=0, B = 0, G — 0, on tirerait, à l'aide de cx -h c H- c. = 1 , pour cx, c , c. des valeurs imaginaires respectivement
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conjuguées de celles de c , c , c . Donc c c , c c , c c seraient trois
quantités positives de la forme a2 -f-/5"; et comme les trois limites choisies Sx? «îy, fh sont essentiellement positives, le premier membre de (o) serait une quantité positive, ce qui ne peut être. L'équation (/) ou (n) ne saurait donc avoir de racines imaginaires binômes.
On voit aussi par la condition (o) et par deux autres semblables où entreraient les trois cosinus c^, c , c. , relatifs à une troisième racine (-r que lorsqu'on a
ou lorsque la limite à imposer aux dilatations est la môme en tous sens, les directions des trois dilatations ?, satisfaisant à l'équation du 5e degré, seront orthogonales entre elles.
Ce seront en effet les directions des dilatations principales, ou des axes de Y ellipsoïde des déformations du g 15, qui existe et peut môme être tiré de (a), (d), et (e), quelle que soit la conlexture.
Mais quand *x, 5y, 5Z devront être pris sensiblement différents, leur élimination entre trois équations comme (i) pourra bien fournir, entre les neuf cosinus c', c", c"' une relation; elle ne rendra pas, pour cela, nécessairement orthogonales les trois directions que donnent ces cosinus; en sorte que
la surface avant pour ravons vecteurs les quotients -- des deux expressions
(1), (5) portés dans les directions r, pourra être d'une forme telle que (rois rayons la coupant normalement seront plus ou moins obliques les uns sur les aulres.
6. Résolution de celte équation {n). Condition la plus générale de permanence de la cohésion. — Puisque l'équation (n) a ses trois racines réelles, elle est résoluble, non par radicaux, mais trigonomêtriquenient. Qu'on la développe et qu'on lui donne la forme
qui revient à
(■ j, + a I — 5 [a- — b) ( - » -f a ) = oab — la7' — c ;
ses trois racines, vu la formule générale connue cos o« = -î cos3« — 5 cos a du cosinus du triple d'un angle quelconque a, sont données par
i \ ^ , o/ . n-1 I / . \ oab — 2a5 — c
(q) £ — — a + 2 (a- — b)* cos ■= \ I ou 2- 1 -f arc cos
° Win/ *(*-*)!
Si l'on prend, parmi ces trois racines, la plus grande de celles qui sont positives, si l'on cherche ensuite le point dangereux où le rapport - ainsi
déterminé a une valeur plus grande qu'en tout autre point, enfin si, en appe-
laut - ce maximum maximorum, l'on pose \o/m
(r) l=OU> Q
on aura établi la condition la pins générale de résistance permanente, à la rupture ou de stabilité de la cohésion du Corps solide non isotrope dont on s'occupe.
Il pourrait sembler qu'on peut se dispenser de résoudre, l'équation du
o'; degré en p ainsi que de tâtonner pour chercher le point dangereux, en
remplaçant dans cette équation, -^ par l'unité, et en la différentiant ensuite
par rapport à chacune des variables .v, y, ;-, puis en éliminant celles-ci entre les quatre équations ainsi obtenues. Mais ce moyen sera, on peut dire, toujours illusoire. On verra, en l'essayant, qu'il faut renoncer à chercher tout à fait analvtiquement, d'abord, la position, sur chaque section, du
point de maximum de - , qui sera généralement sur son contour, et ensuite
la section dangereuse où est le point de maximum maximorum de - ; car
celte section sera le plus souvent en un endroit où il y a discontinuité; tel qu'une extrémité du prisme, ou bien un des endroits où des forces isolées se trouvent appliquées.
Mais, une fois connue la situation du point dangereux, on pourra très bien,
presque toujours, poser la condilion de juste résistance en faisant •«, = 1 dans
l'équation (n), en ne la résolvant que par rapport aux dimensions cherchées du prisme, ou par rapport à la charge qu'il doit supporter, etc., et non par
rapport à -qui y est engagé au troisième degré. Nous en donnerons des
exemples aux numéros 14 et 15.
('» bis. — Cas où l'on peut regarder les limites des dilatations non dangereuses comme égales dans les trois sens. — Alors
ix= »v *»==*.
L'équation (n), ou plutôt celle (/) dont elle provient, se réduit à celle (e) dont la plus grande racine positive n'est autre chose que lapins grande des dilatations D qui ont lieu dans les divers sens autour de chaque point.
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L'équation de cohésion permanente ou de non -rupture sera alors simplement
£=ou > inax. o .
On la posera en égalant, à la limite constante § des dilatations non dangereuses de la matière du corps, la plus grande des valeurs, aux divers points, de ce maximum de 0 relatif à chaque point.
Observons que cette égalité 8X— Sy= S3 pourra être supposée avoir lieu sensiblement dans beaucoup de cas de corps ayant un certain degré de nonisotropie. En effet, de même que si l'on compare plusieurs matières isotropes, les plus raides, ou celles dont le coefficient d'élasticité E est le plus élevé, sont généralement aussi celles qui exigent la plus grande force de traction pour être rompues; de même aussi, le sens de plus facile dilatation, dans une même matière hétérotrope, pourra être généralement aussi celui de plus facile rupture; en sorte qu'il n'est pas impossible que, pour celle matière, il faille à peu près une même proportion d'écartement moléculaire ou de dilatation S, pour mettre en péril la cohésion, dans toutes les directions r autour de chaque point. Alors, l'équation (n) ou plutôt (/) se réduit à celle (e). (Voir un exemple au n° 17).
7. Comparaison, pour un cas particulier fréquent, des conditions de nonrupture posées des deux manières dont on a parlé au n° 1 de la présente note. — Ce cas fréquent est celui des prismes d'une certaine longueur, sollicités seulement à leurs extrémités, et libres sur leur surface latérale (ce qui a été supposé constamment aux £§ 23 à 56) et de conlexlure sensiblement égaie dans les divers sens transversaux.
Alors, comme il a été vu, l'on a, n étant la fraction numérique définie au
et si nous supposons (n° précédent) qu'on puisse prendre approximativement l'équation du troisième degré (/) devient
a,) [(3 - zy (3 - h)- hiZJbyj = o ,
ce qui donne les trois racines
Il faut égaler à la limite § la plus grande de celles de ces trois racines qui sont positives.
Ce sera évidemment la troisième, si t). est positive ou est une dilatation proprement dite du corps ou de la fibre dont le point [x, y, z) fait partie.
En mettant à la place de dx sa valeur (s) en <\, on a, pour l'équation de cohésion permanente :
VT
»=~>nr».+V\Vv+ * n
On donne le plus souvent, ce qui est sans inconvénient et commode (voyez plus loin) à la limite § des dilatations, la désignation
parce que Navier désigne par R le coefficient de Rupture immédiate par extension, ou de cohésion instantanée, d'un prisme dont les faces latérales sont libres (c'est-à-dire la traction, pour l'unité superficielle de ses bases, qui a été reconnue capable de le rompre), et parce qu'on appelle coefficient de. Rupture éloignée ou de cohésion permanente et on désigne par
une traction, bien moindre que R (soit = ,-;,p de R) à laquelle l'observation
des constructions durables les plus hardies fait juger qu'il est prudent de se tenir pour être assuré d'une stabilité en quelque sorte indéfinie; en sorte qu'en divisant R„ par le coefficient d'élasticité E d'extension du \ 2, l'on a bien la dilatation-limite.
L'équation de cohésion (v) prendra ainsi, en la multipliant par E, cette forme
(,) B0=«U>_T- ES, + (l + „ y (-fj + (^-—j) (4 + 4) ,
dont l'emploi ne viole nullement le principe rationnel de résistance établi
au n° 1, et qui, débarrassée ainsi de 8, pourra l'être, plus loin, aussi de E.
Dans cette équation, Ed. représente la traction longitudinale t.. du prisme
ou de la fibre dont les côtés n'éprouvent pas d'action transversale; et comme
(') Celte équation a été donnée et démontrée d'une manière directe et simple, pour la
supposition n= , , cn 1<S38, dans un cours lithographie déjà cité; et Poncelet l'a reproduite
l'année suivante, en en rendant la démonstration tout à l'ait élémentaire, dans le Coins de Mécanique physique et industrielle qui venait d'être créé à la Faculté de Paris. (Voyez notes du 11» 154, page 219, et du n8 156, p. ."»74, de l'édition de 1684 des Leçons de
Navier
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on a (§5), vu l'isotropie supposée, pour le coefficient d'élasticité G de glissement :
le second terme sous le radical est la même'chose que
ou la somme des carrés des tensions tangentielles transversales. Cette équation (y) revient donc à
(s) Ru = ou>(l-o)f +(l-r9) y -j + «^+*» •
Si nous comparons l'expression qui se trouve dans le second membre avec celle (115)
f+Vi+Vi-
que Clebsch donne comme limite des tensions, au commencement du présent g 37, on voit qu'elles diffèrent l'une de l'autre par les deux facteurs
l—i) et lTi) -
dont la présence dans l'équation de cobésion sous la forme (2) mesure la
différence entre les résultats de la manière rationnelle de la poser, de Ma-
riotte et de Poncelet, que nous venons d'employer, et les résultais de celle
à laquelle Clebscb s'est tenu, faute de connaître l'autre (11" 1 ci-dessus).
Si les glissements sont nuls, ou si seulement leurs carrés sont négligea-
l -f- n blés devant le carré de — ^— 7 ?,, ce qui peut être presque toujours suppose
lorsqu'il n'y a que flexion et extension ou compression, les deux manières donnent également pour condition de cohésion permanente
Ry — ou>t_ ;
ce qui fait qu'alors l'une et l'autre manière peuvent (n° 1) être indifféremment employées : on conçoit ainsi que Galilée, Leibnitz, Parent, et même Coulomb, aient posé leurs équations de résistance en limitant les tensions et non les dilatations.
11 en est autrement quand il y a des glissements sensibles. Par exemple, s'il n'y a que torsion, ou si ?.= 0, t„= 0, la condition (115) de Clebsch
t^ + t™, et imposerait, conséquemment, par unité superficielle, la même limite aux tensions tangentielles s'exerçant dans le plan des sections, qu'aux tensions longitudinales des prismes dont les faces
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latérales sont libres. Et c'est ce que Glebsch proposait dans un § 92 final sur la torsion, qu'il m'a autorisé à supprimer. Mais l'équation rationnelle (.*•) donne
tti'i — — = ou>v/r 4- 13 i
ou impose aux actions tangent ielles une limite plus étroite. On voit qu'il y a une raison de prudence à se servir de cette équation (?) de préférence à celle de Clebsch.
8. Rapport que doivent avoir entre elles, dans un prisme isotrope, sollicité seulement à ses extrémités, les coefficients R0 et T0 de cohésion et d'adhésion permanentes, ou les limites des tensions longitudinales, normales à ses sections, et des tensions transversales, tangentiales aux mêmes sections, pour produire la plus grande dilatation. — La limite que ne doivent pas dépasser les tensions tangentiales transversales, lorsqu'elles sont seules en jeu, peut être fournie par des expériences de cisaillement, ou bien de rupture par torsion, comme celle des tensions normales longitudinales, lorsqu'elles sont seules, l'est par des expériences de rupture par traction. Ce coefficient de cohésion ou d'adhésion immédiate des couches est appelé T lorsque l'effort a été jusqu'à rompre immédiatement ; et on nomme
fraction de T, celui d'adhésion permanente, pu L'effort auquel on peut soumettre la matière, sans lui donner une déformation persistante dangereuse ou susceptible d'augmenter par la continuation de l'effort, et d'amener graduellement Innervation et la désagrégation delà matière.
L'équation de résistance permanente sera ainsi, quand il n'y a que des glissements transversaux :
( T0 = ou > Gg
\ ou •T0 = ou>ytJïB + t;ff .
Comparons cette équation à celle (z) qui lorsque t,, = 0, ou qu'il n'y a
que des glissements, se réduit à fi0 = ou > (1 -+- n) yt*x -+- \.';I ; nous avons pour le rapport des deux limites des tensions que nous appelons ici l'adhésion et la cohésion (quoique celle-là ne soit qu'une de s faces de celle-ci),
lr'\ T" __
On y arrive également en considérant que comme la tension tangentielle limite T0 produit un glissement g = -ff, elle produit, par cela seul, ainsi
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qu'on l'a vu à la fin du n" 5, une dilatation 5 — _ ° dans la direction où
elle atteint son maximum ; celte dilatation étant la plus forle que la matière puisse supporter, elle doit avoir [n° 7; expression (#)], la valeur
5= -et ■ Itonc -F = ö r^' ou
qui est la même chose que ic'), vu le rapport
trouvé au g 5 entre les coefficients d'élasticité de glissement et d'extension.
lui sorte que si 9 = 7 (Note finale du £ 16, nu 14), on a 'l0 = -H0,
comme Navier l'a trouvé en 1855 (n° GG de ses Leçons) en s'appuyant sur les conséquences que Cauchy et Poisson avaient tirées, en 1829, de. la théorie fondée par lui en 1821. On voit que Navier, sans l'avoir explicitement énoncé, a été d'avis, comme Poncelet, de limiter les dilatations (iv 1) plutôt que les tensions intérieures.
Et les expériences de M. Gouin (Leçons du Général Morin sur la résistance des maté liane, 1855, p. 57) ont prouvé que ce rapport entre les forces T et R subsistait jusqu'à rupture, car il a trouvé qu'il fallait, par centimètre carré, un effort de 5200 kilogrammes pour rompre, par cisaillement, des tringles qui rompaient par extension sous une charge de 4000 kilogrammes.
9. Corps d'inégales élasticités et cohésions en divers sens. — Cas où leur équation de cohésion peut être posée d'une manière simple. — Ces cas sont ceux des prismes ou cylindres sollicités seulement, comme aux ^ 22 à 58, à leurs extrémités, leurs faces latérales étant libres, et dont nous supposerons que la matière, en chaque point, a trois plans orthogonaux de symétrie de contexture, l'un perpendiculaire, et les deux autres parallèles aux arêtes. Nous prendrons ces plans pour ceux de xy, xz et yz.
Nous supposerons un prisme successivement sollicité : A l'extension ou à la compression longitudinale seule ; A la flexion, avec ou sans extension ou compression de l'axe ; Au glissement transversal, ou à la torsion seule ; A tous ces genres de déformation à la fois.
10. Extension longitudinale seule. — Alors, g , g,x, g étant nuls, l'équation du 5° degré (n) se résout en
I "T, ' ou 2È ' ou E '
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La seule de ces trois valeurs qui soit positive est la dernière puisque D et d sont des contractions transversales déterminées (g 2) par la dilatai ion longitudinale ?.. En l'égalant à 1 au plus, on a :
a,=ou<*à •
Mettant (n° 7), ~ pour §s, on a pour condition de cohésion permanente, comme pour les corps isotropes
(H E3a=ou<R0l
ou simplement, P étant la force de traction à laquelle la pièce est soumise par unité de sa section
(/•;) p=ou<r0,
ce qu'on savait déjà.
11. Compression longitudinale seule. Résistance à i écrasement. — Ainsi que l'a observé Poncelet, la compression, ou le rapprochement des molécules, n'est point une cause de désagrégation ; et un corps, même granuleux, s'il était également comprimé dans tous les sens, conserverait sa contexture intacte. Aussi ce Savant explique Yécrasement. ou la rupture que produit une compression longitudinale des prismes qui ne sont pas assez longs pour fléchir, par les dilatations transversales dont elle est accompagnée et que révèlent les formules de l'élasticité (g 2).
C'est pour cela que nous avons, pour condition générale de conservation ou de la cohésion d'un corps, imposé (n° C) une limite aux seules valeurs positives des dilatations 3 de son intérieur. Ici, puisqu'il y a compression longitudinale, 3. est négatif, et les dilatations transversales ûx, c^ sont positives. Soient, cV, quantité supposée positive, désignant la proportion de la contraction longitudinale produite par la force de compression,
(</') y— — n ' ö~~ ~"l)' ' t)>t)' ' et ?;=~-?-
On aura pour la plus grande des valeurs positives de -r prises parmi les trois (e') du numéro précédent (10) encore ici applicables
max. de -j =-/=__,
.'/ y ■\ Comme celte plus grande valeur de - doit être au plus égale à 1 , l'équation
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de cohésion permanente, pour le prisme comprimé, est Si l'on appelle, comme au n° 15 de la note finale du ;H6,
E , et de même R ,
1° le coefficient d'élasticité qu'on aurait en soumettant à l'extension un petit prisme extrait de l'autre prisme dans son sens transversal y, et 2° le coefficient de cohésion de ce même petit prisme, analogue à ce qu'est R0 pour le prisme entier ou pour ses fibres longitudinales; R(/ étant ainsi une force telle qu'on ait pour la limite à imposer aux dilatations dans le sens transversal y
y l'équation de cohésion (h') pourra être écrite (/) Ry=ou>Eyt)D'z.
Plus ordinairement, comme on appelle R' la force qui écrase immédiatement, l'on fait entrer dans les calculs une force moindre, appelée
qui est la limite à imposer, par unité superficielle des bases, aux forces comprimant le prisme dont les faces latérales sont libres. Elle doit donc être telle qu'on ait, E, étant le coefficient d'élasticité désigné, aussi, simplement par E, de l'extension ou de la contraction longitudinale :
o' ayant la môme valeur limite que dans l'équation de résistance justement suffisante (f) R = Ey n£'.. Divisant ces deux équations l'une par l'autre, on a
~ = . — , ou
R nE '
C'est le rapport des deux limites obligées de la force de compression et de la force d'extension. 11 se réduit, lorsque le corps est isotrope, ou seulement, lorsque les limites }„ Sy d'extensions non dangereuses dans le sens longitu-
dinal z et dans le sens transversal y sont égales, à
K ' Ru 9
La limite R'0 des forces de compression longitudinale dans les corps isotropes est ainsi, théoriquement, plus grande que celle R0 des forces de traction, dans le rapport de 1 à la fraction n.
Elle est par conséquent quadruple de celle-ci si n = 7 (Note 'dû §16, n° 4 4).
L'expérience a confirmé, autant qu'on pouvait l'attendre, cette théorie de Poncelel, enseignée depuis longtemps à l'École de l'artillerie et du génie, car
1° Les petits prismes de pierre dure, lors de leur écrasement, se séparent d'abord en aiguilles verticales, ce qui prouve bien une extension dans le sens transversal.
2° Lors de l'écrasement des bois par compression dans le sens de leurs fibres, celles-ci se séparent d'abord, et ensuite ploient sans résistance.
3° Les petits cylindres de fonte douce ou malléable, écrasés, se gercent sur les bords, de manière à former une rosette, ce qui prouve qu'il y a eu, tout autour, rupture par dilatation transversale vers la circonférence.
4° Dans beaucoup d'expériences de rupture de pièces de fonte par flexion, il s'est détaché latéralement une sorte de coin du côté devenu concave ou comprimé.
5° La puissante machine de M. Blanchard, de Boston, à courber les pièces de bois, contenues de manière à ne pouvoir se dilater du côté convexe ni se boursoufler latéralement du côté concave, comprime violemment ce dernier côté sans le désorganiser aucunement.
6° Le rapport des coefficients R' et R de rupture immédiate par écrasement et par traction, ou des forces capables de produire, pour une base = 1, ces deux sortes d'effet, a été trouvé le plus souvent, pour la fonte, entre A : 1 et
C : i ; et il devait, en effet, excéder - qui est 4 pour les corps isotropes. Car
lorsqu'on opère la compression d'un prisme court, entre deux plans durs où ses bases s'appliquent, celles-ci sont empêchées de se dilater, en sorte que le renflement latéral n'acquiert toute sa grandeur que vers le milieu de la hauteur du prisme.
Aussi, avant qu'on eût à peu près généralement renoncé à employer, dans les édifices, la fonte à autre chose qu'à supporter des compressions (vu les accidents que l'on a eu à déplorer dans le temps où l'on soumettait fréquemment à des flexions une matière aussi fragile et de qualité aussi variable), on donnait à la section des poutres en fonte la forme d'un double T dont la semelle inférieure, que la charge transversale devait faire étendre, avait une superficie d'environ cinq fois celle de la semelle supérieure dont la même charge provoquait la compression.
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Mais, pour les matières telles que les bois, et même certains fers laminés ou étirés, dont la contexture est différente, dans le sens transversal, de ce qu'elle est dans le sens longitudinal, on conçoit que le rapport des limites de forces de compression et d'extension R0 et R0 pourra être différent du rapport 9 entre leurs contractions ou extensions transversales et les extensions ou contractions longitudinales qui les engendrent lorsque les fibres latérales sont libres. Car une fois séparées les unes des autres, les fibres des bois ploient sous l'action d'une force comprimante, et cessent de résister, comme nous avons dit.
Aussi, le parti que prend ici Clebscb d'adopter généralement la même limite pour les forces qui compriment, et pour les forces qui étendent, peut bien favoriser l'intelligence des formules de la suite de son livre; mais, dans la pratique, malgré les raisons qu'il croit pouvoir tirer de la faiblesse des déplacements, il convient d'attribuer à ces forces des limites très différentes, dont le rapport peut varier d'une matière à l'autre.
Il est évident, au reste, que les deux limites R0 et R'0 devront être surfout tirées d'expériences ou d'observations directes. La seconde R'0 pour les pierres, qui, dans les édifices, n'ont guère à résister qu'à des compressions, se déduit, comme on sait, quant à la comparaison des diverses pierres entre elles, d'expériences d'écrasement, en regardant les R'0 comme dans un rapport constant avec les R' que fournissent ces expériences; rapport qu'on prend généralement d'un dixième en France, d'après l'exemple des colonnes légères d'une ancienne église d'Angers, mais que des ingénieurs anglais portent à un sixième.
12. Torsion et glissements transversaux. — Ce n'est guère que dans la torsion que les éléments des prismes se déforment par le seul glissement, sans dilatation dans le sens z de leurs arêtes, ni dans les divers sens qui leur sont perpendiculaires. Faisons, dans l'équation du 7f degré (n)
*x= 0 , ay=o , ?.--rd .
avec •
qui exprime qu'aucune dilatation transversale n'a lieu même dans les directions intermédiaires entre celles x et y; cette équation se réduit, en suppri-
mant une racine -— 0 ne donnant qu'un minimum, et la racine négative
On peut, pour simplifier, remplacer es indices doubles zx, zy, par x, y. On élimine les limites 7 des glissements en faisant, Gx et G étant les coefficients
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d'élasticité tangentielle de la matière dans les sens x, y,
7 f ~~ G ' y'y ~ ÇT '
■•' il
en sorte que T , T sont, pour les mêmes sens a-, y, des coefficients de cohésion tangentielle ou d'adhésion, analogues au T0 (n° 8) du cas d'isotropie. On a ainsi :
Vft
ou>|
Comme les produits Gtgc, G g peuvent être déterminés au moyen des composantes ou des moments des forces agissant sur le prisme, on calculera,
pour divers points de chaque section, cette valeur (o') de ^ (déjà la plus
grande qu'il y ait en chaque point pour les diverses directions qui s'y croisent.) Lorsque le point dangereux, celui pour lequel (o') est le plus consi-
dérahle ou maximum maximorum aura été trouvé, l'équation - = ou <M de cohésion permanente ou de résistance à la rupture éloignée sera
les Gcgv, G g ayant leurs valeurs relatives à ce point.
Lorsque la matière du prisme, supposée homogène, a en outre, en chaque point, un axe de symétrie decontexture, ou lorsqu'elle est isotrope transversalement, tout en pouvant avoir une contexture ou une élasticité très différente longitudinalement, on a, G et T0 étant relatifs aux sens transversaux, et g étant le glissement principal,
.r _// x if 0 °x n.'/ °
et les équations (o'), (//) sont, analogiquement au cas d'isotropie (n° 7) W) Ï = S. l=ou>£l.
Le point dangereux, pour les prismes jouissant sensiblement de cette isotropie transversale, comme sont ceux auxquels s'appliquent les §§ 23 à 57, est donc simplement le point du jilus grand glissement principal g. On a donné, au £ 51 relatif à la torsion, et surtout à sa note finale, remplacement de ce point qui est, 1° pour une section circulaire, en tout endroit de la circonférence, 2° pour les sections à contour convexe, ainsi que pour un grand nombre d'autres, aux endroits du contour les plus rapprochés du
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centre de gravité, et, 5° pour quelques-unes, telles que les sections en double spatule comme celles des rails de chemins de fer, en certains points de la partie concave du contour.
Ces considérations sont également applicables si le prisme, au lieu d'être tordu, n'est soumis qu'à un effort tranchant qui fait glisser transversalement ses sections les unes devant les autres, comme il arrive aux rivets, aux goupilles, etc. Mais l'effet ainsi produit est presque toujours accompagné d'extensions, compressions ou flexions, et doit être calculé parles formules {y'), (z'), (a") ci-après, des cas complexes.
15. Flexion. — La flexion égale, ou en arc de cercle, déterminée par des forces faisant couples autour d'axes transversaux, et auxquelles peut se joindre une force de traction ou de compression longitudinale, ne consiste qu'en des dilatations et contractions des fibres des prismes qui y sont soumis. La flexion inégale, qu'opèrent des forces ne faisant pas couples, est toujours accompagnée de glissements, dus à ce que la composante transversale totale de ces forces fait effort tranchant.
Lorsque l'influence de ces glissements, pour rendre oblique aux fibres
la direction dangereuse ou du plus grand rapport -, est négligeable comme
il arrive le plus généralement, la flexion inégale se réduit, comme l'autre, à des dilatations et contractions longitudinales diverses d, des fibres, ayant pour conséquences (g 2) leurs contractions ou dilatations transversales rt n dz comme si elles étaient isolées.
Aussi, après qu'on a déterminé, sur le contour de chaque section, les points de plus grande dilatation ou contraction longitudinale, et la section dangereuse où elles ont leurs plus grandes valeurs, l'équation de cohésion se pose comme au n° 10 en égalant la plus grande dilatation longitudinale à
-rr, ou, comme au n° 11, la plus grande contraction longitudinale à -p, si
l'on reconnaît qu'il en résulte une valeur plus grande du rapport -r; ce qui
pourra avoir lieu lorsqu'une force de compression longitudinale considérable accompagnera les forces transversales faisant fléchir.
On n'aura même pas besoin, dans la flexion, de faire une distinction entre ces deux coefficients R0 et R'0 si, comme on fait assez généralement, au lieu de tirer leurs valeurs d'expériences séparées de traction et de compression, l'on tire d'expériences de flexion un coefficient unique, ces expériences étant faites sur chaque matière, et en appliquant à leurs résultats des formules où il n'entre qu'un seul coefficient.
14. Cas complexes où il y a, à la fois, traction ou compression, flexion, glissement et torsion d'un prisme sollicité aux extrémités et dont les faces latérales sont libres.
Comme on a toujours alors, on peut le dire, quels que soient les rapports des élasticités ainsi que des cohésions en tous sens
les deux derniers termes des équations (/) ou (n) du troisième degré
"> en - s'annulent comme au n" 7 ; et si la contexture est égale dans les deux S
sens transversaux x, //, en sorte que :
r = ö.i/ = — •)?: , $x = ay
l'équation se décompose comme celle [s'!) du même nu 7, en une du premier degré et une du second, qui donnent ces trois racines
3 yf\*x\-\/(\ vy, 4+4.
en sorte que si l'on prend la troisième de ces racines comme la plus grande, et si la rupture a plus de tendance à se faire dans le sens longitudinal %
ci ne dans les sens transversaux, on a, en faisant cette racine - égale à I , ce
qui est sa valeur-limite, et en multipliant par Sz, l'équation suivante, de cohésion permanente :
H+iy {t+**f)~+*ty~+<«)
dont celle (v) du nu 7 (ou de 1838) est un cas particulier.
Mais on peut en établir une de même forme, plus générale encore. Il suffit, en effet, pour la réduction de l'équation (/) ou (n) au second degré, qu'on puisse prendre
. - == -J- sans qu'on ait 3 =3 , $ — o . x y
Et l'on peut même étendre cette équation du second degré très approximativement à des cas où la contexture est un peu autre suivant les y que suivant les .r en remplaçant, dans l'équation du troisième degré (n), les deux
rapports x-, -r, supposés n'être pas très différents, par leur moyenne :
') a X IJ
5 iv y
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L'équation, en effet, se décomposera encore et pourra s'écrire :
<•-%:* WrW-'&-'ôHî !)H'
Elle donnera les trois solutions :
, (.m i *- s L», > v*. v- + V * U â v, "r y l Ti " Z'
La seconde, (?/'), celle où le radical a le signe — , est à rejeter, car si elle est positive, sa valeur est toujours moindre que celle de la troisième où il a le signe -J-- Lfl première (?) n'est positive et à choisir que lorsqu'il v a une forte contraction longitudinale engendrant des dilatations transversales dangereuses ou faisant craindre l'écrasement. Dans tout autre cas, c'est la troisième qu'il faut prendre, et nous allons la considérer uniquement.
Un a, i) et n' étant des fractions dont la valeur est , quand il v a isotropie complète :
Faisons
et, comme aux numéros précédents :
nous aurons l'équation générale :
On peut y mettre, pour la valeur de ED. relative à chaque point (x, y, st, l'expression suivante, comme on a vu, d'après les équations (65a), p. 147, et (86), p. 149 et 194 et à la Note du § 29 relative à ces équations (86}, p. 196, (et comme on verra aussi à la fin du § 65),
P3 étant la traction longitudinale du prisme, a l'aire de la section dont
l'abscisse est z, M et M. les sommes des moments des forces extérieures y ■'
autour des axes d'inertie de la même section supposés parallèles aux y et aux x, et ).-' o-, ■/} <t étant les moments d'inertie de son aire autour des mêmes axes.
Comme la théorie exposée aux §§ précédents donne le moyen d'exprimer aussi G g ,, G; g} en fonction des forces qui agissent sur le prisme et de ses dimensions, et aussi des coordonnées z, x, y de ses points, l'équation
{y') servira à trouver la section dangereuse et le point dangereux où - est le
plus grand. Une fois ce point déterminé, l'équation de cohésion permanente sera celle (s'), débarrassée de ce premier facteur qui ne donne que (?) rare-
ment applicable, et, ensuite, spécifiée pour- = 1 ; c'est-à-dire l'équation
suivante (a"), où nous mettons = ou >> au lieu de = seul, parce que i)t étant toujours plus petit que 1, le premier membre augmente lorsqu'on y met soit pour ?. , soit pour les g, des valeurs au-dessous de celles qui satisfont exactement à (s') et qu'ils ne doivent jamais dépasser :
EÖ \ / E3 \ /G g y /G„g„Y
i-V (1+9.77^ - -^ - HF =ou>0.
Les équations (y'), (z',) (a") (données en 1854 au Mémoire sur la torsion, et ensuite, en 1864, aux notes de la 5° édition de Navier) me paraissent contenir ce qui a été donné de plus général sur les conditions de résistance permanente des prismes sollicités aux extrémités. Vu la substitution faite,
aux rapports y' -f-, de leur moyenne, elles ne sont des conséquences tout
à fait exactes de notre équation du 5e degré (»)» que ^ai|s le cas d'égale contexture transversale où il n'est pas besoin d'une pareille substitution, car ces rapports sont alors égaux. Alors on a
j>") 9 = 9' > 9i = 9 f= 9 jf (f •
Mais rien n'empêche d'en étendre l'emploi au cas où la contexture, qui peut être très différente dans le sens longitudinal et dans les sens transversaux, offrirait aussi dans ces derniers sens quelque légère différence ; car, au même titre qu'on a pu adopter, pour représenter la loi inconnue de variation des limites de dilatation en divers sens, la relation (Ä) *r=^c* H- äc*-f-Ssc* , qui a conduit à l'équation générale du
troisième degré (n) en - , applicable à des corps de toute forme, l'on peut,
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pour le cas restreint des corps allongés, qui nous occupe, adopter l'équation du second degré (s'), exprimant une loi non moins plausible, et satisfaisant non moins bien à la continuité des variations des quantités.
15. Applications. — Nous ne pouvons que renvoyer au Mémoire de 185i sur la torsion [Sav. étr., t. XIV) ainsi qu'aux longues notes des n05 loi et 156 de l'édition de 1864 des Leçons de Navier, pour les nombreuses applications que nous avons l'ait s des équations (y'), (a"), et les formules pratiques que nous en avons déduites.
Rapportons-en toutefois ici quelques-unes.
a.) Cylindre à base circulaire, sollicité à la fols a la flexion, à la torsion et à l'extension. — La flexion étant supposée déterminée par une force transversale, la section dangereuse sera celle pour laquelle cette force a le plus grand bras de levier. Soient M son moment autour d'un rayon de cette section, M' le moment des forces autour de l'axe, P la force de traction longitudinale, r le rayon inconnu que devra avoir le cylindre pour résister à ces divers efforts. Le point dangereux est tout connu ; il sera sur la circonférence de la section la plus exposée. Faisant, dans l'expression (z')
P =1» , M =M , M =0 , a=xr* , X*(t = ~, x = r ,
on a
On a aussi
I / {GrSrY /V»Y Gg in »'
\J I -sr- ) + I T"J = T~ ' Ie maximi,m de Gg = -j —
Substituant dans (a") on a
uu
(ce) (R0^rs— Pr— 4M) t Fï,,-;" + r?lY + 49M)— 4M'* (^V=0 ,
équation du second degré en P, ou M, ou M', si c'est eux dont on cherclie les limites supérieures, r étant supposé donné ; et elle est du sixième degré en r si c'est ce rayon dont on cberche la limite inférieure, quand les forces et les moments sont donnés. On peut, dans ce dernier cas, la résoudre numériquement, sans la développer, en employant, par approximations successives, la vieille et si naturelle méthode de double fausse position (El Khataïm des Indiens), que Cardan appelait avec justice la Règle d'or, et qui est aussi sûre que prompte, puisque chaque opération offre une vérification des
opérations précédentes, en sorte qu'elle est, sous tous les rapports, bien préférable à la méthode dite de Newton, conservée dans les programmes d'études, et y figurant même encore seule.
On peut donner à cette équation une autre forme :
Soient r', r", ?•"', les valeurs qu'il faudrait respectivement donner au rayon r si le cylindre était seulement sollicité à s'étendre , à fléchir, à tordre. Comme on trouverait :
i— ' '' L îM i~l 31
~ !i„ in-* * — II,, -,■"-• ' ~ T0 m-«"» '
on a, en éliminant P, M, M' dans l'équation (c"j (*• i ( /••• — r'3r — r"3) (r3 -f ijr'âr + ij» "••) — r'»6 = 0 .
d'où l'on tirera la valeur à donner au rayon /■ du cylindre pour qu'il résiste d'une manière permanente à tous ces efforts réunis.
Ordinairement, l'effet de la tension longitudinale est relativement faible. Si donc l'on efface les termes en P ou si l'on fait r'- = 0, l'équation se résout algébriquement et donne
Un calcul prouve que pour des valeurs très variées du rapport de r'"5 à r"3, le rapport der' soit à l'un, soit à l'autre, est presque le même, soit qu'on
fasse i) == = ou -,, ou = . On pourrait donc, quand la matière n'offre pas une
très grande différence d'extensibilité dans le sens longitudinal et dans les sens transversaux, faire, dans toutes les formules ci-dessus
ce qui donnerait ici :
fc.) Prismes sollicités de même. — l'uur une autre sectiun que le cercle, le calcul est sensiblement plus compliqué. Le point dangereux sera généralement sur le contour, mais ni à l'endroit où il serait avec la traction et la flexion seules, ni à celui où il se trouverait placé si la torsion était seule : il faudia, pour le déterminer, se servir des formules déduites des considérations des '£% précédents, surtout du g 51 et de sa note, qui peuvent donner les glissements composants gx, g en tous les points du contour, et cher-
çnér celui où r, donné par la formule (y') avec (*') pour E<\, a la plu^
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grande de ses valeurs; ce à quoi ou pourra employer une méthode de fausse position applicable à la recherche des maxi m a et minima, qu'on trouve exposée au g 54 de la note du n° 15b' de l'édition de 1864 de Navier. p. 318. L'équation de cohésion, propre à fournir, par résolution algébrique ou numérique, ou les dimensions à attribuer aux sections, ou les limites à imposer aux forces appliquées aux extrémités, sera l'équation (a") en y mettant pour ED., ainsi que pour Gxgx, G, g,,, leurs valeurs relatives au point ainsi trouvé.
c.) Pièce courte sollicitée en même temps à la flexion et au cisaillement. — Dans toute pièce fléchie inégalement (nu 15), les glissements transversaux courbent en doucine les sections primitivement planes et normales aux fibres; en effet ces sections doivent prendre, sur la fibre centrale, une certaine inclinaison qui s'annule quand on passe aux fibres du bord, car on démontre que les surfaces courbes affectées par les sections doivent rester normales aux faces latérales de la pièce. De cette manière, le plus grand glissement a lieu au point de chaque section où précisément la dilatation due à la flexion est nulle, savoir au centre de cette section; et, par contre, le glissement est nul précisément aux endroits du contour où la flexion dilate le plus les fibres. De cette considération et d'un calcul détaillé qui a été fait sur plusieurs exemples, il résulte qu'il convient d'estimer séparément les dimensions qu'il faudrait donner aux sections si elles avaient à résister à la flexion seule, puis au glissement seul, pris à son maximum qui est au centre des sections; et à prendre finalement le plus fort des deux résultais de ces estimations. C'est ce qu'on fera, par exemple, pour calculer les dimensions, vers leurs extrémités, des pièces qui, sur le reste de leur longueur, ont la forme d'égale résistance à la flexion.
17. Mais certaines sections sont astreintes à rester planes. Telles sont
celles d'encastrement solide, et celles qui, se trouvant au milieu de pièces
fléchies, n'ont pas plus de raison de s'incliner et de se courber d'un côté
que de l'autre. Pour ces sections toutes particulières, quand il y en a, ou
peut regarder le glissement g comme à peu près le même en tous leurs
points, et Gg comme égal au quotient, par l'aire a de la section, de V effort
tranchant, soit P, qui produit ce glissement de la section. Mettant dans
p les équations (y') et (a') cette valeur — de G(.g. et annulant G g, on
aura ce qu'il faudra pour calculer les valeurs de 5 et pour l'équation de
ij
cohésion.
Soit, par exemple, une pièce horizontale, encastrée par un bout, sollicitée à l'autre par un poids; appelons :
a, la longueur de la pièce supposée cylindrique ou prismatique,
P, le poids qui la sollicite ainsi à fléchir et qui fait aussi effort tranchant sur toutes ses sections,
s-, sa section, 1 son moment d'inertie autour de la ligne horizontale tra-
versée par les fibres invariables, et qui est supposée un des axes principaux,
v', la demi-hauteur de cette section si elle est symétriquement partagée par cette horizontale, ou, plus généralement, la distance entre le plan ho« rizontal des fibres invariables et la fibre la plus tendue,
d, la dilatation de cette fibre,
g, le glissement qui a lieu sur sa base, ou l'inclinaison que prend l'arête ou la fibre sur cette base,
i), le rapport entre la contraction Iransversale de la même fibre, dans le sens v', à cette même dilatation,
M = Va, le moment de flexion sur la même section d'encastrement,
DOT, la plus grande dilatation, qui aura lieu dans un sens oblique, en vertu de la dilatation longitudinale Z> et du glissement g,
E, le coefficient d'élasticité d'extension,
G, celui d'élasticité de glissement,
p, le rayon de courbure de l'axe de la pièce, à l'encastrement.
Il résulte des nombreuses expériences de MM. Werlheim et Chevandier, sur des bois de toute essence (Mémoire sur les propriétés mécaniques des bois, du o octobre 1846, imprimé en 1847 aux Ann. de ch. et ph; tableau n° XVI, colonnes 8, 9, 10, H pour l'élasticité, et 12, 15, 14 pour la cohésion) que le coefficient d'élasticité, E^ dans le sens longitudinal ou des fibres est, suivant les essences et les échantillons, 5 fois, 20 fois plus grand que le coefficient d'élasticité Ej; ou E dans les sens transversaux, et que les cohésions instantanées, c'est-à-dire les charges R, capables de faire rompre, suivent des rapports analogues; d'où résulterait, si l'on admet que les cohésions permanentes R0 ont entre elles les mêmes rapports que celles-ci,
que les limites -p- = o, (nü 7) à imposer aux dilatations, peuvent être regardées comme à peu près les mêmes dans les divers sens, ou, du moins, que l'on ne commettra pas d'erreurs très sensibles en les supposant égales dans les calculs pratiques.
Faisons donc, dans l'équation (r'), §—§x = §u = $z, y = y — 2 \>iïzo,r
= 2 \/§z §y = 2§; supposons, de plus, l'isotropie transversale, ou dx = J)(/ = — n?j = — t)d; cette équation deviendra pareille à la troisième (£)dun° 7,
sans qu'il faille pour cela donner à 9 et à ^ les valeurs j et » du cas d'iso-
tropie complète, que le n° suivant 8 leur attribue. En effet nous ne supposons nullement ici, à beaucoup près, que la contexture de la matière soit la même dans le sens longitudinal et dans le sens transversal. Cette équation sera donc
te'
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Or on a, par la théorie de la flexion,
El
=M=Pa ,
d'où
Vav' El
et, comme on suppose que la section d'encastrement reste plane, on a
L — „ £ — 2. E1 _JL _L
Donc
_iwu-, , i + «)'/, , r e iy ai y j
(l) l»-Tr|-T""r"~r"V 1+b(i + 9)cJ UW i
Lorsque la contexlure est la même dans le sens longitudinal que dans les
sens transversaux, on peut prendre n = - , tt = ô» jttï t;t = I •
Mais cette isotropie complète est rare; elle n'existe pas pour les métaux laminés, et les bois sont encore plus loin de l'offrir.
Il résulte des calculs fondés sur quelques données expérimentales citées à la Note de la fin du g 16, et, pour suppléer à leur petit nombre, des suppositions plausibles fondées sur des considérations théoriques que nous avons développées à la même Note, qu'on peut prendre :
Pour;
D'où
L2(l+i>)Gj-
L'avant-dernière ligne donne les valeurs numériques à attribuer au premier facteur du second terme sous le radical de (i").
Lorsque la section de la pièce sera un rectangle de largeur b et de hauteur c, on aura
i ta7* , , c
I=T2' a=be ' v=r
Le deuxième facteur du second terme sous le radical sera ainsi,
<*■> ^=fi
aav oa
et l'on aura
ïav' oT«
La condition de résistance est que Edm égale tout au plus R0 du n° 7. On aura doue, pour l'équation de cohésion
Comme =— est généralement petit, ce ne sera guère que pour les grandes
O Cl
valeurs de =r ou de ^ que le second terme sous le radical, mesurant l'in- Er u
fluence du glissement, sera notable, et que la quantité entre accolades différera sensiblement de l'unité.
Au reste si, ce qui arrivera le plus souvent, le second terme sous le ra-
dical n'excède pas =, on peut développer le radical, ce qui donne
6Pa( „ I / E y (c\\
Les valeurs du coefficient de (- ) dans le second terme entre accolades
sont données par la dernière ligne du tableau ci-dessus.
(I.) On trouvera, dans les deux mêmes ouvrages cités (Mémoire sur la torsion, et édition de 1864 annotée des Leçons de Navier) les conditions de résistance permanente, établies de même,
d'un rivet posé à chaud, et qui, dans la construction en tôle où il est employé, se trouve sollicité à la fois à l'extension et au cisaillement ;
d'un rais de roue, pièce toujours comprimée longiludinaleinent, et sollicitée à son milieu à la rupture par glissement transversal (problème proposé par Poncelet) ;
d'un arbre de couche sollicité à la fois à la flexion et à la torsion, par deux engrenages ou deux courroies agissant sur lui en deux sens opposés, etc.
RÉSISTANCE. COMPARAIS..^ AVEC LA THÉORIE ORDINAIRE
; 38. — Comparaison de cette théorie analytique des déformations et des résistances des pièces solides avec la théorie ordinaire. — Bases d'applications ultérieures.
Les idées sur lesquelles on base la théorie ordinaire, telle qu'elle est appliquée dans la pratique, sont essentiellement différentes de celles qui nous ont dirigé dans les recherches ci-dessus. Si doue les résultats sont, pour une grande partie, en remarquable concordance, on doit en conclure que ces deux théories ne s'écartent pas essentielleinenl du possible, et qu'elles ramènent, d'une manière approximative et heureuse, tout problème à un autre plus simple qui peut, à la vérité, en différer légèrement, mais sans que la substitution de l'un à l'autre implique contradiction.
Cela s'applique spécialement au problème de la flexion. Dans la théorie ordinaire, on part de cette hypothèse fondamentale qu'il est permis de considérer toutes les sections transversales originairement planes comme restant planes après la déformation, et, de plus, de regarder ces sections planes comme restant normales aux fibres courbées. On a vu, par ce qui précède, que ces deux hypothèses sont loin de se vérifier dans la réalité. En outre, si l'on examine la chose de plus près, on voit immédiatement que ces mômes hypothèses entraîneraient nécessairement la disparition des tensions latérales t , t , ce qui est
1 xz yz l
tout à fait incompatible avec l'existence d'une force agissant à l'extrémité de la lige, parallèlement à la dernière section transversale. Mais, de plus, la théorie ordinaire porte d'avance en elle-même l'empreinte de l'imperfection, car lorsque l'on veut exprimer l'équilibre d'une portion de tige comprise entre une section transversale quelconque et la section transversale d'extrémité libre, on obtient, par cette théorie, une équation qui en constitue la base essentielle et qui exprime que la partie considérée du corps ne puisse pas tourner autour du centre de gravité de cette section transversale quelconque. Mais on sait que, même en supposant qu'il y ait symétrie par rapport au plan de flexion, il faut toujours trois équations pour définir l'équilibre d'un corps ou d'une portion de corps sous l'action de forces extérieures; on négligeait donc, jusqu'à présent, deux de ces équations.
Tour remédier, dans une certaine mesure, à cette imperfection, on abandonna l'hypothèse primitive, savoir : que dans une flexion produite pai une force agissant dans la section transversale libre et parallèle-
ment à cette section, la ligne des centres de gravité des diverses sections n'éprouve ni extension ni compression. On admit qu'il ne se produisait aucune tension longitudinale entre la ligne des centres de gravité et une ligne dite neutre réunissant les uns aux autres tous les points où il ne se produisait aucune tension, car les tensions autres que celles qui s'exercent longitudinalement sont laissées de côté par cette théorie. Par l'introduction de cette ligne, on arrivait à établir une seconde condition d'équilibre (*); et il en manquait encore une. Mais la théorie cidessus, qui est rigoureuse, démontre l'impossibilité d'admettre que la ligne neutre, ou de tension longitudinale nulle, soit différente de la ligne des centres de gravité des sections. On a vu, lorsque la force appliquée transversalement à la tige est parallèle à un des deux axes principaux de la section transversale, que les points d'égale tension longitudinale se trouvent sur des cylindres hyperboliques ayant pour asymptotes des plans qui renferment les points où aucune tension longitudinale ne s'exerce. Ces plans sont la surface d'extrémité libre, et le plan qui est mené par la ligne des centres de gravité et le second axe principal. Ainsi, la ligne neutre, ou mieux, la surface neutre coïncide avec le plan mené par la ligne des centres de gravité, perpendiculairement au plan de flexion. (**)
(■) Clebsch fait sans doute allusion à quelques tentatives faites en Allemagne et inconnues en France, tentatives dont il va aussitôt signaler l'irrationalité en même temps temps que l'inutilité.
(**) Les hyperboles, coupes des cylindres dont l'auteur parle ici, sont celles de la page lui et non celles de la page 161 ci-dessus.
Leur considération me parait inutile à invoquer pour prouver que la surface neutre coïncide avec le plan zy, mené par la ligne z des centres de gravité des sections et par la perpendiculaire y au plan xz de flexion, car déjà l'auteur a prouvé, p. 163, que les fibres situées, avant la flexion, dans ce plan yz ne subissent ni extension ni compression.
C'est ce qui résulte également de la théorie dite ordinaire, ou fondée sur la supposition que les sections restent planes (ce qui, comme l'observe l'auteur, peut être approximativement admis lorsqu'il n'est question que de flexion sans torsion, et que les prismes ont une longueur très grande par rapport à leurs dimensions transversales). En effet, les portions égales de fibres contenues entre deux sections voisines primitivement parallèles ont pris, lorsque les plans de ces sections sont devenus légèrement obliques l'un à l'autre, des allongements et des accourcissements toujours proportionnels à leurs distances de celles qui n'en ont éprouvé aucun ; et comme, suivant une remarque que Parent a faite avant Coulomb et Kavier, l'équilibre de translation longitudinale exige qu'on ait zéro pour la somme algébrique des tensions et pressions qui leur sont proportionnelles, il faut bien qu'on ait zéro aussi pour la somme algébrique des produits des éléments superficiels de la section par leurs distances à la ligne coupée par les fibres qui ne sont ni comprimées ni étendues, ce qui ex'vjc bien que celte ligne passe par le centre de gravité de la section.
Sans recourir à la supposition bizarre à laquelle nous avons remarqué tout à l'heure que Clebsch fait allusion en la désapprouvant, on peut très bien compléter l'ancienne théorie en ce qui regarde le nombre des équations d'équilibre qui doit être de six au lieu de deux seulement. C'est ce que j'ai fait (avant mes recherches plus particulières de 1853-1855 que l'auteur cite) dans un Mémoire dont deux extraits (contenant tout sauf la suite des calculs) ont été insérés aux Complet rend us des 50 octobre et 15 novembre 1843 (t. XVII, p. 949 et
FLEXIONS AUTOUR DES DEUX AXES PRINCIPAUX
Il est très remarquable que les équations fondamentales qui résultent, de la considération des moments de rotation se retrouvent dans la théorie rigoureuse. Je veux parler des équations (64), p. 149, qui, après la substitution pour an av bv, bi de leurs valeurs (86;, p. 194, en fonction des sommes A, B de composantes, et des sommes A', B' de moments des forces extérieures, prennent les formes suivantes :
F> CV A' IU
lixa t^ = — A — bz .
Les seconds membres ne représentent rien aulre chose que les moments de rolation des forces données par rapport aux axes principaux de la section transversale qui se trouve à la dislance z de l'extrémité fixée. Pour le mettre en évidence, imaginons que nous appliquions, à l'origine des coordonnées, des forces égales à toutes les composantes X et Y des forces données, et en même temps des forces égales
1020). J'y supposais que les sections s'inclinent un peu sur l'axe de la pièce, au lieu de lui rester exactement normales , et qu'elles se gauchissent en paraboloïde hyperbolique, comme dans le prisme rectangle tordu d'après la solution de Cauchy, ce que j'ai reconnu, depuis, n'êire tout à fait exact que pour le cylindre elliptique. Cela permettait, outre l'équation d'équilibre de forces longitudinales, d'en poser deux de forces transversales ou efforts tranchants, et de poser aussi, pour la première fois, trois équations de moments dont deux de flexion autour des axes principaux des sections, ce qu'a fait aussi Clebsch, comme on voit dans ce livre de 1852, et ce qu'ont fait également, depuis, M. Kirchboff (1859), MM. Thomson et Tait (Natural philosophy, 1867), et M. Resal (Traité de mécanique générale, 1874). Ce même mémoire de 1843 embrassait, comme on peut voir, les pièces à double courbure, et prenait en considération un élément que Poisson a omi3 (Traité de mécanique, 2e édition 1833, n°' 517 et 518), ce qui m'a permis d'aborder la solution de plusieurs problèmes, tels que \z flexion qu'on fait subir à un anneau en courbant son plan, etc. On peut voir deux notes que j'ai insérées sur le même sujet aux Comptes rendus, 1er et 15 juillet 1844, t. XIX, p. 40 et 181, ainsi qu'une Note de Binetetunc deWantzell des 17 et 24 juin 184i, XVIII, 1116 et 1197; et aussi les n08 xx et xxj de Y Historique mis en tête de l'édition de Kavier citée de 1864; et encore, une note du 22 juin 1863 sur les flexions et torsions que peuvent éprouver les tiges courbes, sans qu'il y ait aucun changement dans la première ni dans la seconde courbure de leur axe ou libre moyenne (Comptes rendus, 22 juin 1863, t. LVI, p. 1150).
Une chose restait à faire, à savoir de modifier les équations (18), (19), (20) du 6 octobre 1845 (dont l'une a été reproduite Sous une autre forme à la fin du n° 4 de la note du 1er juillet 1844, p. 45), de manière à les rendre applicables à la détermination des petits déplacements des points de l'axe d'une tige à double courbure ayant d'autres sections transversales quelconques que des ellipses, et où la petite influence des glissements transversaux dus aux el forts tranchants fût évaluée avec plus d'exactitude ou d'approximation que nous ne le faisions dans ces deux années-là, qui ont précédé celles de nos principales recherches.
C'est ce qui a été fait le 27 janvier 1879 (Compte rendu, p. 144-147) au n° 5 d'une Note sur une formule du moment de torsion, où nous citons, en le modifiant, ce qu'ont présenté en 1859 et en 1878 M. Bresse et M. Resal sur le même sujet.
et de direction opposée. Les composantes X ont pour somme A, les composantes Y ont pour somme B, et ces forces, appliquées à l'origine, ont pour moments par rapport aux axes menés parallèlement à x et à y par le centre de gravité de la section transversale dont l'abscisse est 2, les produits — \z et -h ïb. Les forces dans la direction opposée constituent, avec les forces données, des couples dont les moments pnr rapport aux axes x et y sont TV et A'. Donc B' — As représente le moment de rotation des forces extérieures autour de l'axe parallèle aux .r, et A' -f- Ih leur moment de rotation autour de l'axe parallèle aux y. Ce dernier moment se trouve dans l'équation précédente avec un signe contraire; mais il est facile de voir que les deux moments qui forment les deux termes du second membre de cette équation deviennent positifs si au lieu de les compter dans le sens fixé précédemment, on les compte de manière à regarder comme positif un moment tel que la rotation correspondante ait pour effet d'amener l'axe longitudinal de la tige vers l'un des deux autres axes positifs. Désignons par M , M les moments ainsi comptés, les équations ci-dessus deviennent :
Dans ces équations, - — p —, désignent les inverses des ravons de cour-
bure des projections de la fibre courbe sur les deux plans de flexion. En effet, les valeurs exactes de ces inverses sont, comme on sait :
(V-y iïy'
dz' d:'-
dy'Y
ou l on a
Mais, vu que x et y sont constants le long d'une même libre, on peut poser, si l'on considère :■ comme la variable indépendante :
/ il , r
il<' {Dz di/' i ';•
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ou, en négligeant — devant l'unité,
d'où, aussi :
dx! du dxj _[j^
d*-x' _ &*u d1!/'1 _ cH
Ces dernières valeurs sont bien celles des inverses des rayons de courbure, lorsque, dans les formules rigoureuses, on néglige devant l'unité
les carrés des petites grandeurs -^ < -=~
Les équations (117) sont démontrées seulement pour le cas où des forces constantes agissent sur l'extrémité libre. Ce sera une tâche ultérieure de la théorie rigourease de donner des équations analogues pour des cas plus généraux. Jusqu'à présent, on n'y a pas réussi, et on devra, en attendant, continuer à se servir de ces équations lorsque des forces agissent à l'intérieur du corps, ou lorsque des forces isolées sont appliquées en des points différents. Il ne faut pas se dissimuler que ce procédé manque de rigueur; mais dans un des paragraphes suivants, on montrera que lorsque les sections transversales sont très petites, il est cependant admissible.
Remarquons, encore, que dans l'établissement des équations (117) que nous venons d'écrire, et qui sont, disons-nous, la reproduction du (05 d) § 28, combinées avec (86), § 29, il est expressément supposé que le système des axes coordonnés coïncide avec les axes principaux de la section fixe contenant l'origine. Dans la théorie ordinaire, on se sert des mêmes équations (ou de la même équation), mais pour un système quelconque d'axes rectangulaires passant par le centre de gravité, et on détermine ce système de manière que l'un des moments de rotation M , M , par rapport à l'un des axes, s'évanouisse, de sorte qu'il ne reste qu'une seule équation. Voyons comment ce procédé se trouve en contradiction avec les équations (117) elles-mêmes, et comment, par conséquent, il est inadmissible (*).
y) Celte faute a été commise par .Xavier [Leçons, n°" 85 et 117). Elle a été signalée par M. Persy qui, dans son cours de 1834 à l'école de Metz, a très bien remarqué que l'équation unique de moments, posée autour de la ligne des fibres invariables, ne suffirait, pour assurer l'équilibre entre les forces inférieures et les tensions à travers une section, qu'autant que cette ligne est un de ses deux axes principaux d'inertie, ce qui exige que le couple qui fait fléchir soit parallèle à l'autre axe principal. J'ai fait voir, dans mon Mémoire cité d'octobre et novembre 1843, et ensuite au n° 42 de celui de 1853 sur la torsion, etc., que lorsque
Représentons-nous M et Mr comme les moments de deux couples tendant à produire des rotations autour des axes y et x. D'après les principes connus de la composition des couples, on peut les remplacer par un seul ; pour cela, on porte chaque moment sur l'axe autour duquel il est pris (il faut observer que Mx, ordinairement négatif, doit être porté sur le côté négatif de l'axe des x) et on compose ces deux moments comme si c'étaient des forces : la résultante donne en grandeur et en direction le moment et l'axe du couple résultant. Soit 1ÏÏ ce moment et 6 l'angle que fait son axe avec l'axe des y, on a :
M = 11 1 cos 0 ; M .= 11 1 sin 6.
Désignons par plan de flexion un plan mené par l'axe longitudinal, de telle sorte que la projection d'une fibre rectiligne quelconque sur un plan mené par l'axe longitudinal dans une direction perpendiculaire à celui-là, reste rectiligne. S'il n'y a que le moment Mr autour de l'axe x, le plan yz est le plan de flexion : si, au contraire, il n'y a que le moment M autour de l'axe y, c'est le plan xz qui devient le plan de flexion. D'après la théorie ordinaire, il faudrait que le plan de flexion fût toujours parallèle au plan du couple résultant. C'est ce qui se produit effectivement dans deux cas très simples : d'abord lorsque X = v.. Le plan de flexion existe encore dans ces conditions (c'est-à-dire les fibres courbées se trouvent encore contenues dans des
plans) lorsque le rapport rp est indépendant de z et par suite lorsque
l'angle 0 est constant, comme cela a lieu, par exemple, lorsque les
celte condition n'est pas remplie, on obtient facilement et sans erreur ce qu'on cherche, c'est-à-dire, d'abord, la direct ion inconnue de la ligne des fibres invariables et celle du plan de flexion (différant du plan de sollicitation à fléchir), qui est perpendiculaire à cette ligne, en posant deux équations de moments ou d'équilibre de rotation autour des deux axes principaux d'inertie de la section, car 1° en les divisant l'une par l'autre, on trouve que le rapport entre la tangente de l'angle inconnu fait par le plan de flexion avec l'un de ces deux axes tranversaux et la tangente de l'angle connu que le plan du couple sollicitant fait avec le même axe, est égal au rapport des moments d'inertie de la section autour de l'autre axe et autour de celui-ci; et 2° en ajoutant les carrés des deux mêmes équations divisées par les moments d'inertie qui y entrent, on obtient immédiatement la flexion elfcctive, sorte de résultante des flexions partielles autour des deux axes principaux. Et l'on se rend très bien compte, d'une manière élémentaire, de cette flexion oblique ou déviée que doit éprouver en général toute tige ayant une section dont les moments d'inertie autour de droites qu'on y trace par son centre de gravité ne sont pas tous égaux, en considérant qu'un pareil prisme (on peut se (igurer, par exemple, qu'il se réduit à une feuille de métal) a un plan de plus facile flexion et un plan de plus difficile flexion, et que, s'il est sollicité par un couple dans une direction intermédiaire, le plan de flexion effective se rapprochera nécessairement du plan de plus facile flexion, en sorte qu'il ne coïncidera pas avec le plan du couple sollicitant à fléchir.
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forces A, B agissent au centre de gravité de la surface d'extrémité. On a alors
M =A(Z— 2), Mr=B(Z— z),
tango = - , «nr = R (/ — 5).
oùR = ^As-f-Bî est la force résultante. L'angle du inornent résultant Tïï avec l'axe des y est le même que l'angle fait avec l'axe des x par la force résultante de celles B, A.
Examinons avec plus de détail ce cas particulier. Supposons qu'il existe un plan de flexion faisant un angle a avec le plan yz; rapportons les déplacements u, v, d'un point quelconque, non plus aux axes x et y4 mais aux droites x\ y\ qui sont les intersections du plan xy avec le plan de flexion et avec le plan mené perpendiculairement à ce plan de flexion par l'axe longitudinal z. Les déplacements d'un point suivant ces directions sont alors :
et, des équations
il résulte
u = u cos a -(- v sin « , v'== — m sin a -h v cos a ;
E)rV^ = Rcosô(/ — s),
oz- '
ExV~ = R sin 6 \l — z) ,
„ ohi' „ /cos ô cos a sinôsina\ ,,
D'après la définition, les projections des fibres sur le plan OY'Z, perpendiculaire au plan de flexion, doivent être des droites; c'est-à-
dire que l'inverse du rayon de courbure de ces projections -^— doit s'évanouir, ce qui donne
cos 6 sin a sin 6 cos a
Imaginons maintenant que l'on construise une ellipse dont les demiaxes aient pour directions celles des axes principaux d'inertie, et pour
longueurs X et ■/., et que, sur cette ellipse, on cherche le point a?, y où la normale est parallèle au plan de flexion. Ou aura
- + -, = l, cr = ==-tang«.
Xe x- ( X 1/
ou. à cause de l'équation (119),
tan&" ô = - :
c'est-à-dire que le rayon vecteur du point cherché est dans la direction de la résultante.
La normale au plan de flexion est donc parallèle à la tangente menée à l'ellipse à l'extrémité du rayon vecteur dirigé suivant la résultante, c'est-à-dire que la direction de cette normale es! conjuguée à celle de la résultante. On a, par suite, ce théorème :
Si, à 'partir du centre de gravité de la section, on porte, sur chacun de ses axes principaux d'inertie, une longueur égale au rayon de gyration autour de Vautre axe, et si, sur ces longueurs, prises comme demi-axes, on construit une ellipse, la force résultante, et la normale au plan de flexion correspondant, forment, dans cette ellipse, deux directions conjuguées.
On reconnaît qu'il y a réciprocité entre la direction de la résultante et celle de la normale au plan de flexion, c'est-à-dire qu'on peut les changer l'une dans l'autre. Mais ces directions ne peuvent devenir rectangulaires, et par conséquent la force résultante ne peut être située dans le plan de flexion, à moins qu'elle ne coïncide avec la direction de l'un des deux axes principaux.
De (119) on déduit :
cos 6 sin 6
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plan de flexion (*). On voit qu'ici le fadeur 1 /-^ h — — remplace la réciproque du carré d'un rayon de giration qui se trouve dans une formule de la théorie ordinaire, exacte seulement lorsqu'on a a = y. ou lorsque cos 6 ou sinO est zéro.
Tout ce qu'on vient de dire montre la nécessité de partager chaque flexion en deux autres dont chacune est produite par les composantes de forces parallèles à un axe principal.
La recherche de la fibre la plus tendue est en liaison rigoureuse avec ce qui précède. On a vu que cette fibre est celle pour laquelle la tension longitudinale t., a la plus grande valeur, et que les tensions transversales tangentiales t , ïx n'ont pas à être prises en considération (**). L'expression (65) de t.. du § 25 :
t,. = E (a -f- a y x -t- a$) -+- Ez- ( bvx -+■ b^j)
se met sous la forme suivante, dès qu'on emploie les notations usitées précédemment :
r XÜ iM
de sorte que la plus grande valeur que puisse avoir cette expression détermine la fibre la plus fortement tendue. Si on pose de nouveau
on a vu au § précédent que la section transversale dangereuse était la section fixée (z = 0), et que la fibre de tension maximum se détermi-
(*) Il est facile de voir que ces considérations sur le véritable plan de flexion des primes élastiques et sur son inclinaison par rapport au plan du couple qui sollicite à fléchir, auraient pu être présentées d'une manière plus simple, sans parler ni des valeurs en u, v, des deux courbures, ni des bras de levier l — z des forces, ni des équations (63 ci) et (65) du § 24. L'emploi, du reste intéressant, de l'ellipse d'inertie, n'était point nécessaire. Sans renvoyer au Compte rendu du 50 octobre 1843, p. 945, ni au Mémoire de 1853 sur la torsion (Savants étrangers, t. XIV, n° 42;, on peut citer la note du n° 83, p. 53 des Leçons de Savier, où ce sujet est présenté d'une manière élémentaire.
(**) Ces tensions t.^., t n'ont, en effet, sur l'intensité de la plus grande tension principale, qu'une influence négligeable, parce qu'elles sont, aux points dangereux, très petites en comparaison de t , lorsque la longueur de la tige est grande en comparaison de ses
dimensions transversales. Il en est autrement pour les tiges très courtes, surtout lorsque, comme dans les bois
tendres (note Anale du § 16 vers la fin) le rapport - entre les coefficients d'élasticité
d'extension et de glissement est considérable. Je renvoie, pour ce sujet, à la fin de la Noie
finale du § 37, et aussi aux notes sur Xavier ainsi qu'au Mémoire sur la torsion, qui y sont
cités.
nait en menant, à la section principale, une tangente parallèle à la droite
X2 "r se8
Comme maintenant on a posé aussi
A = Rcosô , B = RsinG,
cette équation devient
x cos ö ( ?/ sin 6 a
ou, en ayant égard à l'équation (1 19).
--=. — tang a -
CeMe droite n'est donc autre chose que la normale au plan de flexion. Je rappelle encore que, clans la théorie ordinaire, on admet que la tangente à la ligne des centres de gravité, au point de cette ligne qui se trouve 'dans la section transversale fixée, reste parallèle à l'axe longitudinal primitif. Cela n'est pas rigoureusement exact, car les équations (72), l 25, p. 157, donnent
quantités qui ne sont autre chose que les projections sur les plans zx et zy d'un petit angle que fait, après les déplacements, l'axe de la tige avec la normale à la section fixe (*). Mais on peut remarquer qu'en les négligeant on ne commet pas une erreur importante; car ces deux quantités indépendantes de la longueur de la tige sont de l'ordre des dimensions transversales, et par conséquent les déplacements qu'elles régissent sont très petits par rapport aux autres. C'est une considération dont on a déjà fait un grand nombre d'applications.
La théorie ordinaire, même prise comme approximation, n'offre pas un accord aussi satisfaisant avec la théorie rigoureuse, en ce qui regarde la torsion.
Cela devait être. Dans la torsion, tous les déplacements des points sont de l'ordre des dimensions transversales des tiges, cl il est d'une
(') Cette observation avait été faite au Mémoire cité de 1845.
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importunée majeure de déterminer aussi exactement ({lie possible ceux qui se produisent dans l'étendue d'une même section. La formule dite ordinaire, pour le moment de torsion, donne pour ce moment le
coefficient d'élasticité de glissement i3 5) G = Lrr, r multiplié par
le rapport j de l'angle de torsion ^ à la longueur /, et par le moment
d'inertie / (x~-{- if) da de la section transversale autour de son centre ou autour de l'axe longitudinal ; celte formule est juste pour une section circulaire, ainsi qu'on l'a vu. Mais, si la section transversale s'écarte notablement de celte forme, il faut effectuer la détermination de la fonction DQ des coordonnées transversales x, y, et calculer la torsion au moyen de la théorie rigoureuse.
A cette occasion, je ne puis passer sous silence la manière singulière dont quelques auteurs ont présenté la théorie de la torsion, et qui en changerait étrangement le principe. Je veux parler de la considération des tensions longitudinales que la torsion peut faire éprouver aux fibres, et de l'établissement, dans certains traités, d'une formule fondée sur l'hypothèse que la résistance à la torsion vient uniquement des résistances que ces fibres opposent à leur allongement en prenant la forme d'hélices. En examinant de près cette hypothèse, on voit que les tensions longitudinales ainsi considérées sont des quantités d'un ordre supérieur de petitesse; l'expérience prouve en effet que l'on n'a besoin d'exercer aucune force de traction pour conserver à un prisme tordu sa longueur primitive (*).
Ce n'est pas le seul exemple où, faute de s'être fait une idée juste
(*) Kavier (article V, ligne 5 du n° 150 de ses Leçons), et Morin, semblent avoir eu un moment cette idée fausse, mais ils n'en ont tiré aucune conséquence inexacte.
Depuis longtemps Thomas Young (^4 course of lectures on natural philosopky, 1807, vol. I, lecture XIII, p. 139) avait remarqué que si la résistance à la torsion résidait dans l'action des fibres étendues vers la surface latérale et (pour l'équilibre longitudinal) contractées vers l'intérieur, cette résistance serait comme le cube de la quantité très petite 0 = -'-
qui mesure la torsion par unité de longueur; et c'est ce qui résulte d'un calcul que j'ai fait au § 2 de la note du n° 150 (page 240) de l'édition de 1804 de Navier. Young en concluait que cette résistance devait tenir à l'adhésion latérale ou tangentielle qui s'oppose à ce qu'il nomme la détrusion, et qui est ce que nous appelons le glissement des sections les unes devant les autres; force dont le moment est proportionnel à la première puissance de la
torsion 6 ou -| et devant laquelle, par conséquent, l'autre est tout à fait négligeable toutes
les fois que la torsion est petite. Je montre au reste, à la même note, comme explication, que les glissements parallèles aux sections équivalent aux dilatations et contractions des files de molécules formant des hélices inclinées de 45 degrés, ce qui doit donner effectivement des moments de résistance incomparablement plus forts que ceux des résistances des files longitudinales.
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sur les ordres relatifs de grandeurs des quantités très petites rencontrées dans les calculs, l'on se trouve conduit aux erreurs les plus dangereuses. Quelques-uns des auteurs, dont nous parlons, vont même plus loin : ils ne se contentent pas de cette considération simple, et, dans le fait, assez naturelle, des résistances des fibres à leur allongement; mais, par un singulier tour de passe-passe, et par des divisions impossibles, ils tirent même de cette tension longitudinale infiniment petite une composante d'un ordre de petitesse moindre, et la formule de la torsion se trouve toute faite. L'autre composante de tension, celle qui dépend du coefficient G, est laissée de coté, négligée sans examen, et l'on ne s'étonne pas le moins du monde de trouver, dans la formule de torsion, au lieu de ce coefficient spécial G dont la valeur,
dans les corps isotropes, est 9 , . — • comme on a vu au \ 5, la moitié
du module d'élasticité E. On prend l'habitude d'attribuer ces différences plutôt à une imperfection de la théorie qu'à une irrégularité dans son emploi. Serait-ce, par hasard, parce que cette confusion se produit malheureusement trop souvent, que la théorie est si dépréciée dans certains milieux?
Depuis plusieurs années, j'ai l'habitude, dans nies cours, de ramener, d'une manière élémentaire, la théorie de la torsion à ses vrais principes ainsi que je le ferai voir plus loin. Le véritable fondement de la théorie de la torsion réside en ceci, que les diverses sections transversales d'une fibre sont déplacées parallèlement l'une à l'autre dès qu'il se développe une force élastique dont la grandeur se détermine d'après le § 5, où il a été traité des actions tangentielles et des déplacements par glissement. Bien qu'on ne réussisse pas toujours à pousser la théorie rigoureuse assez loin pour qu'elle donne des résultats simples et frappants, elle nous dirige cependant vers les vrais principes des phénomènes, et ce service n'est pas un des moins importants entre ceux qu'elle peut rendre.
CHAPITRE III
:; 39. — De l'équilibre des plaques qui ne sont soumises à des forces extérieures que sur leurs faces latérales cylindriques.
La voie que nous avons suivie dans les études précédentes consiste à imaginer certains états d'équilibre et à chercher les problèmes qui peuvent naturellement conduire à ces états. Aux §§ 22 et suivants, nous avions un corps dont la dimension longitudinale était prépondérante, et dans lequel nous admettions, comme caractère général des états d'équilibre considérés, l'absence de toute force de pression latérale (*). Nous pouvons maintenant, par des considérations analogue?, imaginer des corps cylindriques dont les dimensions transversales soient prédominantes, et prendre comme caractère général des étals d'équilibre que nous étudierons, Yabsence de toute force de tension dans une direction perpendiculaire à leurs bases (**).
(') La même analyse aurait pu être étendue, presque sans modification, au cas où la surface supporterait une pression normale uniforme, comme celle de l'atmosphère ou de tout autre fluide supposé en repos et où toutes les faces planes intérieures, parallèles aux arêtes, supporteraient normalement, et par unité superficielle, la même pression.
('*) Les solutions, données aux §§ 23 à ."57, excepté le § 28, du problème de la détermination des états d'équilibre des prismes où les faces tant latérales qu'intérieures parallèles aux arêtes ne supportent aucune tension transversale, (t^= 0, t = 0, t = 0 partout) sont rigoureuses, quel que soit le rapport de la longueur aux deux autres dimensions; ces prismes peuvent être réduits à de simples tourteaux ou plaques sans que les formules de ces §§ cessent de fournir exactement les déplacements u, v, w de leurs points, pourvu que les forces qui étendent, contractent, fléchissent ou tordent, soient appliquées, comme nous avons dit, seulement sur leurs bases, et distribuées en leurs divers points de la manière régie par les expressions trouvées de t.., t.r, t ; forces qui peuvent avoir, au reste, une résultante et un moment résultant donnés quelconques.
Seulement, l'emploi de ces solutions pour la pratique, ou, comme dit l'auteur au § 28, pour des problèmes réels où les forces agissant vers les extrémités et ayant cette résultante et ce moment sont appliquées d'une autre manière et distribuées autrement, ne peut donner des résultats suffisamment approximatifs que lorsque la dimension longitudinale du prisme ou du cylindre est prépondérante comme il l'exprime ici; car ce n'est alors qu'à de certaines distances, généralement inférieures aux dimensions transversales, mais du même ordre de
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Imaginons une plaque cylindrique ou prismatique, dont l'épaisseur ne soit pas très petite, soumise exclusivement à des forces qui agissent sur sa face latérale contournante. Prenons encore pour axe des z son axe de figure, perpendiculaire à ses bases, et plaçons l'origine au milieu de son épaisseur, de manière que le plan ocij la divise en deux moitiés égales. Toute normale aux deux faces ou bases de la plaque est l'axe des z lui-même ou une de ses parallèles, de sorte que, dans les formules qui s'étendent à ces parties de la surface, on a, p et q étant comme aux §§ précédents, les angles de la normale à un élément de surface avec les x et les ?/,
cos;> = 0, cos 7 = 0;
et comme aucune force extérieure ne doit agir sur ces deux faces, les conditions de limite, pour leurs points, deviennent
(i2ia) t^=o, v,=o; »:,=0.
Ces équations ne s'appliquent tout d'abord qu'aux valeurs de z correspondant aux bases ou faces extrêmes de la plaque ; mais j'examinerai seulement les états d'équilibre dans lesquels elles sont satisfaites en tous les points du corps. On voit qu'alors les forces agissant sur les faces latérales cylindriques ne peuvent avoir aucune composante parallèle à l'axe des z, c'est-à-dire aucune composante normale aux bases, parce que, s'il en existait une, les tensions t(„, t' que nous supposons
nulles partout, ne le seraient point, au moins sur les bords de la plaque.
grandeur, que tout se règle, dans le prisme ou cylindre, conformément aux formules trouvées pour les déplacements et les tensions.
Tout l'artifice, ou toute l'idée de la position et de la solution du problème multiple auquel Clcbsch veut bien donner mon nom, est là.
De même, les solutions que l'auteur va donner aux ££ 39 à 4(3 pour des plaques où, au contraire, on suppose qu'il ne s'exerce aucune force sur les bases ni sur les sections qui leur sont parallèles (t,v = 0, t.(. .— 0, t = 0 partout) seront rigoureuses, même pour des prismes très longs; et ce qu'il trouvera pour les divers déplacements u, t', w sera exact, sous la condition que les forces extérieures seront appliquées seulement sur la surface latérale et distribuées comme l'indiqueront les formules trouvées pour f , t , t . Mais si l'on veut, pour le besoin de quelque problème pratique, les appliquer quand les forces agissant vers les bords sont autrement appliquées et distribuées, l'approximation ne suffira que quand les prismes se réduiront réellement à des plaques, ou quand les dimensions transversales, comme dit Clebsch, prédomineront.
C'est un double point qui se trouvera éclairci à la 2« partie où il sera question de corps dont une ou deux dimensions sont très petites.
Ajoutons toutefois que déjà, au numéro 6 et à tous ceux de 8 à 22 de notre Note de la lin du g 45, se trouveront des solutions exactes dans lesquelles les tensions tangentiales intérieures tJr, t ne seront pas nulles.
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Ces conditions ou données (121a) réduisent les truis équations générales (24), § 12, de l'équilibre d'élasticité d'un corps solide dans l'intérieur duquel aucune force extérieure n'est supposée exercer une action sensible (ce qui en annule les derniers termes X, Y, Z), aux deux suivantes :
ot < I Ç\ c\
Mettant, pour les composantes de tensions l r t , dans (121a)
et (1216) leurs expressions qui sont, la matière de la plaque étant supposée avoir une égale contexture dans les divers sens transversaux ou parallèles aux xy (*).
du
t}v rc.r
xx c'.x i ' y < ;.
=«gs
t X tlj ( z
avec a = b = 2f-j-f.
Cette substitution des (121c) dans les (121a) nous donnera les re-
C) Ces expressions sont celles (h) A' Isotropie seulement transversale empruntées au numéro 13, p. 77 de la Note finale du § 16, avec les valeurs (28) — , ^r + sr c'es s*x dé-
ox c il ox
formations élémentaires^.... . gTl. données au § 13, p. 49.
Nous ne pouvons en effet ici nous contenter, comme aux §§22 [form. (01 j], 23, [form. (03 ] et autres jusqu'à 38, relatifs aux tiges, de considérer le module E = E d'extension longitudinale, celui G = d = e, de glissement dans les sens transversaux, et le rapport i) des contractions latérales aux extensions longitudinales qu'elles accompagnent. Il faudra, pour les plaques, en introduire d'autres relatifs à des sens différents, ainsi qu'on a dit à" la Note du n° 16 et qu'on verra par les équations (132 a) et suivantes, afin d'embrasser, comme aux §§ cités le cas habituel d'une contexture autre dans le sens longitudinal que dans les sens transversaux.
Mais pour arriver à ces formules et équations (132 a), qui ne différeront de celles de Clebscli que par quelques accents, il nous est nécessaire d'invoquer les formules de la note citée du § 16 et de modifier un peu la rédaction de Clebsch. Nous le ferons en suivant presque pas à pas sa marche, sans plus de complication dans les calculs. On verra même, si l'on compare ce qui suit avec son texte, que nous n'avons pas besoin de faire arbitrairement, comme il l'a fait avant son équation (128), nulle une certaine constante C affectant primitivement ir' dans sa première expression w, et dont il n'a pas reconnu de prime abord la nullité obligée.
parce qu'il ne paraît pas avoir aperçu la nécessité, que nous démontrons, de ^ ( -t^-2 1=0.
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lations
v Î ./• r ;• OZ i II
du c v c ( w
v ; VX t IJ ü £/*
et la même substitution dans les (1216) nous fournira les équations d'équilibre
Au moyen des deux premières (122) de ces cinq égalités, on peut éliminer u et v des trois autres, différentiées par rapport à ^. Or je dis qu'il en résultera
{m) £(» = 0. £(£) = 0. lf£)=0-
v dx\dz% ) oy\d#) dz\oz*/
En effet, cette élimination de u et de v change les (123) et (124) en
1c lw i Uv c < -w
<- ä \c)ar ci/-/ âx\l z2
Mettant dans les deux dernières de ces équations, à la place du
binôme différentiel entre parenthèses, sa valeur -^ 7— donnée par la
c / d'première, on a, en divisant par la quantité constante -p ( 21'+ f
précisément les deux premières (125).
Quant à la troisième (125), elle résulte de ce que, si l'on ajoute ensemble les deux (124) différentiées respectivement par rapport ax
et à y, et si l'on remplace ensuite le binôme j- -+- — par sa valeur (125)
C f IV ,. . , . , , c / '„ ri d'
— r,7-)On a, en divisant tout par la constante -tt ( '. d cz ' d \
ox*\dz} VtfXVz)
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c'est-à-dire la nullité du premier membre, différence par rapporta z, de la première des trois égalités (126). Donc son second membre, différentié de môme, est nul aussi, ce qui fournit la troisième des égalités annoncées (125) (*).
Nous pouvons donc, C étant une constante à déterminer ultérieurement, poser
,.»„ t 'if .
t sa
On en tire, par intégration, F et pétant deux fonctions arbitraires
c x~ -4- ir de x, il, et le terme — C — ■ — y-^~ étant distrait de la seconde dans la
seule vue d'obtenir ensuite pour sa détermination une équation d'une
forme plus simple :
(126 c) w==-&-xF+f-C*f*+j£.
cW
En substituant dans l'équation (126 bis) la valeur (1266) de — > on
voit que la fonction inconnue F doit satisfaire à l'équation aux dérivées partielles
(127, ??+ÏÏ = 0.
c IV
Et, en substituant les valeurs (1266 et c) de — et de w dans la première (126), on voit que l'autre fonction /"doit satisfaire à
Les deux équations (122) — = — - — , — = — ~~ donnent ensuite
c z t x cz c y
par substitution de (126c) et intégration, 9 et $ étant de nouvelles
fonctions arbitraires de x, y, à déterminer ultérieurement :
(*) Ces trois égalités (125), bases de l'analyse qui suit, relative aux plaques d'épaisseur quelconque, ou aux prismes sollicités seulement sur leurs faces latérales, nous paraissent exiger, pour être la conséquence de (121 a) txz = 0, t = 0, t,. = 0, l'égalité de contexture dans les sens transversaux. Je n'ai pu les obtenir en regardant la contexture régie seulement par les équations (g) de simple symétrie de contexture en trois sens de la Note du § 10.
Les expressions (126c), (129), obtenues ainsi pour u, u, w, satisfont identiquement aux deux conditions (122). Quant à la condition (125), si on les y introduit aussi, l'on a une condition de plus, portant sur les deux fonctions nouvelles o et <\>; condition qui, eu égard aux (127), (128), est exprimée par la première des (1296) que nous allons poser; et, en introduisant également ces expressions (125), (126c), (129) dans
les équations d'équilibre (124), où on aura mis pour - — h 7- sa valeur (125), l'on obtient, en ayant égard à ce que les dérivées soit en x, soit en y des premiers membres binômes des équations (127), (128), sont nulles, et en se servant, ce qui abrège, de ce coefficient ou module d'élasticité d'extension a^ propre aux éléments des plaques (parallèles à leurs faces), qui a été indiqué d'avance au n° 16 bis de la Note de la fin du § 16, et que nous emploierons surtout aux grandes Notes des §§ 45 et 75, c'est-à-dire en faisant :
on obtient, disons-nous, les trois équations suivantes :
Si l'on diffôrentie la seconde de ces équations par rapport à .r, la troisième par rapport à ?/, et si on les ajoute, en tenant compte de la
première, on retrouve l'équation (127) —+—=0, propre à déterminer F. Cette équation (127) est donc contenue dans les trois que nous venons d'écrire; on peut, par conséquent, se servir de la première des (1296) pour éliminer F des deux autres, qui deviennent, alors.
dx^dy~ d'1 >
cj-tf c'2*? c /a, 8x9~8if~t'd'\ f
c x* l t 1/- \ t ' i xt y
Si l'on détermine par ces deux équations et par celle (128), en /", les trois fonctions de x, y, appelées f, 9, ty, on aura satisfait à toutes les conditions du problème.
Nous pouvons donc exprimer les déplacements qui se produisent
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dans les étals d'équilibre considérés, par les formules suivantes en <?> <h f> qui ne sont autre chose que celles (129) et (126c) où l'on substitue à F sa valeur en 9, ty tirée de la première (1296) :
Mettons ces expressions (150) en 9, ty, /"et C à la place de u, v, w dans les deux premières et dans la dernière des six formules (121c), page 297, des composantes de tensions, nous pourrons réunir en une seule, soit dans l'expression de t((., soit dans celle de tM , les deux parties provenant de — et de — qui seront affectées de — ^ vu que l'on
a, en ajoutant les deux équations (129c) différentiées respectivement en x et en ?/,
J/jy' (Jx2oijJ \cxcij1 dif
ce qui permet de mettre l'un des deux binômes du troisième ordre à la place de l'autre en changeant son signe. Et nous pourrons de même,
vu (128), écrire à volonté 7—^ pour — ^gOU réciproquement. Nous
obtiendrons de cette manière :
K.=4*(è+A)+,'^-8i,8-86S-»(--fla.
\ ■'■' e \(Xtif (ifj K 'ex <d [ßy* fd/v ' ' 2J'
_fd' / 8*1 55 \ + f/»f+?lLjl -/'
t u c \cx-cij cxcy-J \oy ox) (-^cij
9, <|>, /"étant astreints à vérifier les deux équations (129c) ainsi que celle (128) |ï + |Y=0.
' cX- ( if
Si nous mettons pour au pour f, pour -p> qui entrent dans les équa-
tions(150), (131), leurs valeurs données par les formules (z), p. 84, du n° 16 bis de la Note de la fin du § 16, en fonction du module E' = Ex=Ey d'élasticité transversale, et des rapports 9' =9 ==t) x,
9''=_i^=i) de contractions aux dilatations produites dans des sens qui leur sont perpendiculaires, et si nous faisons, C étant une autre constante,
les formules (130) deviennent :
«=r-2-^^ \jzk, + -ïâ )+•+ — * \jé— (* — 9 9 '
et celles (151) se réduisent aux suivantes :
E> i n" */*»» fr»\ l (V* . nM\ ,Z[H (i ,nnCnj --FT? (T^7 2 V^^^W^l - n' V^"1" 9 dy) ^ \i x* [ ^9 } 2 J j
f(g+oiiH0-<<-^]
l + 9'(l-9'2\Wi/s %V 1-9' E' ( i)" */ ;^<p , ^V.l/^.W , *V / .
^y— 1 + 9'il — n' 2 \E>a*9y~T"ßx8ffJ ^ 2 V^ ^ ^7 "" &*% J '
où l'on peut, si on désire se débarrasser du coefficient ou de la fraction numérique 9", plus difficile à mesurer que 9' = 9^ et 9=9.^ = 9SJ/. faire, conformément à la première formule (a?) de la même Note du § 16,
Et les équations différentielles (129c) deviennent simplement, en y joignant celle (128),
(*) Toutes ces expressions et équations applicables à une plaque d'une matière dont la
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C'est au moyen des expressions (152 a) des composantes de tension que l'on exprimera les conditions à satisfaire à la paroi cylindrique.
Si la normale, en un point de cette paroi, dirigée vers l'extérieur, fait avec l'axe des x l'angle p, il faut, dans les équations (25), page 40, l(.r cos p -+- ...., ou (54 /"), page 112, faire
cos (/ = sin p , (>l cos /• = 0 ;
Et si X et Y sont les composantes parallèles aux axes x, y, de la force extérieure agissant sur ce point (on a vu plus haut que la troisième composante, parallèle aux z, doit s'évanouir), on doit avoir, à la surface, les équations
( x = t.i.lcos^ + t,,/sin^-
dans lesquelles les t doivent être remplacés par leurs valeurs (132a). Ces équations doivent être satisfaites, quel que soit z, dans tous les points de la paroi cylindrique. Il en résulte que X, Y ne peuvent être des fonctions choisies arbitrairement, et qu'au contraire il est nécessaire que les forces extérieures soient réparties d'une manière déterminée pour que les états d'équilibre supposés puissent se produire. On voit tout d'abord, d'après les expressions (152 a), que les tensions t ne contiennent que la première et la seconde puissance de 2; les expressions des forces X, Y agissant sur la surface latérale, et auxquelles ces tensions doivent faire équilibre, ne peuvent contenir non plus que ces deux puissances de z, et l'on doit avoir, X0, Y0, Xr..., étant six quantités indépendantes de z,
i x=xo+v+v,
Si l'on introduit les expressions (152a) des tensions dans celles (155) des forces X, Y agissant sur la surface, on trouve, en comparant leurs valeurs à celles (154) et en égalant les coefficients des mêmes puis-
contexture n'est pas la même dans le sens de son épaisseur que dans les sens latéraux ou parallèles à ses bases, deviennent, quand on fait E' = E, t)' = t)" = r), identiques à celles de Clebsch relatives au seul cas fort rare d'une isotropie complète et qui, comme on voit, ne sont pas plus simples.
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sances de z, les équations suivantes :
X = — - — ; — —7 Ur- H-oVH cosy; 4- s ^ + r±) Sin /; E' ( 1 / ,#• ri\ . ,1 (d% , H\
E'n'' l /#3cp #5J/ \ . / c"Jcp , ^ \ . \
Y. = w^n I Cw + w s,n " + ( Wh + m) cos " ! '
'.=- TT? I ES" " + '') 9 Si" " + Ä ~' î :
où Ton pourrait remplacer, comme on a vu, , , par 2f==2Gt,
^-75 par at, et 9" par |- 9 (Note du §16, form. (2.) et (r), p. 84et 80).
Les six grandeurs X0, Y0, Xt elles-mêmes ne peuvent pas non
plus être données arbitrairement, car les équations de condition qu'on vient d'écrire, au nombre de six, ne peuvent pas, en général, être satisfaites à la fois par trois fonctions /", <p, 4», pour la détermination de chacune desquelles il suffit ordinairement d'une seule équation.
g 40. — Discussion des états d'équilibre représentés par ces formules. — considération, en premier lieu, de l'extension uniforme de la plaque.
Remarquons tout d'abord que dans les six équations de condition (135) aussi bien que dans les équations (132), servant à déterminer <?, $ et/", la fonction /*se montre entièrement séparée des fonctions ? et <}>; mais, d'après les expressions (132) et (132«) des déplacements et des tensions, on voit qu'elle est liée à la constante arbitraire C Les états d'équilibre exprimés par les formules précédentes se divisent donc en deux catégories, à l'une desquelles correspondent les termes dépendant de f et de C, et à l'autre, ceux qui dépendent de 9 et de ij». Pour déterminer ce que sont ces étals d'équilibre, il suffit d'observer lesquelles des portions des valeurs (134) des forces X, Y produisent l'un des deux étals ou l'autre. Les états d'équilibre qui correspondent aux fone-
lions ?, à dépendent seulement de X0, V0, X,, \±, car duns les expressions (1526) des tensions, ces fonctions 9, <l ne sont affectées que des puissances 2 et zéro de z. Ces états se produisent ainsi lorsque
(135 bis) X = X + X ; , Y = Y 4- Y s2 .
Comme ces expressions ne changent pas lorsque : se change en — s, on voit que les forces extérieures sont, dans ce cas, symétriquement réparties sur la surface du cylindre, des deux côtés du plan xy, qui coupe au milieu sa hauteur comme on a dit. Elles exercent donc, en réalité, une traction sans torsion et même sans aucune flexion de la surface moyenne. Les valeurs correspondantes des déplacements sont, d'après (150) et (132), de la forme
(156) u = u0-{-i(,y- , v = v0-{-viz.î , w — —wlz,
où w0, i'0, ms, v,, u\ ne dépendent que de a? et y. Les points de la surface moyenne 2=0 sont demeurés sur cette surface plane, puisque w s'annule avec ».
Le caractère général de l'état que ces déplacements amènent est celui de Vextension. Les fibres primitivement parallèles à l'axe des z sont courbées, et, d'après les équations générales du § 25, page 158.
en x', y', z\ coordonnées après les déplacement opérés, on a les équations suivantes pour celles, après les déplacements, des fibres de la plaque dont nous nous occupons; équations où comme dans celles (74), x et y, coordonnées primitives, doivent être considérées comme des constantes :
S xi = x -t-« -f- u z'1
La courbe représentée par ces équations est une parabole dont le sommet (x'=x-+-u0, y'=y+vQ) se trouve dans la section médiane z=z'=Q. Le plan de celte parabole, ainsi que la droite qui lui esl tangente à son sommet, sont perpendiculaires au plan de cette même section. En effet, les équations (137), dont chacune ne contient que deux des trois variables x', y', z', représentent les projections de la courbe sur les plans yz et xz, et ces projections sont manifestement des paraboles ayant leur sommet dans la section médiane. A ce som-
met,l'ona^ = 2Mj(S' = 0; J£=2i^=0.
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Si, entre ces deux équations, on élimine z' pour avoir la projection de la courbe sur la surface médiane, qui est le plan xy, on obtient :
r ./•' — u V -h vt (x -f- u ) — ii (y + v) = 0 ;
ce qui est bien l'équation d'une droite et qui montre que la courbe se trouve, comme nous l'avons dit, dans un plan perpendiculaire à la section médiane.
Parmi ces états d'équilibre, il est à propos de remarquer particulièrement ceux que l'on peut désigner sous le nom à'état d'extension simple. Ce sont ceux pour lesquels u et v ne dépendent pas de z. On a, pour ces états d'équilibre, en égalant à zéro les coefficients de z- dans les expressions (150) de u et de v,
i x \i x (ijj Z)y\t x < yj
°) r \ L'expression ~-\~-r- est donc constante. En la désignant par •/., on r ex cy r
a, d'après (129a) :
(158) JK-|-^î=x, __+^^o, «uJ + atï— "° • ( x c y ox- c y- ( '- c y-
Ces équations ne se contredisent pas; les états d'équilibre ainsi définis sont donc, en général, possibles.
On peut donner facilement aux équations (158) une forme plus
simple. En effet si, dans la seconde, on remplace jr\ par sa valeur
tirée de la première, et si l'on fait de même dans la troisième pour
s-v il reste :
< y v a iX) < x v y v*)
(r r i \ - - — ~ 1 est également constante. Si C I / ( *As J
on la désigne; par -/.', on a, au lieu des équations (158), les suivantes :
(159) r H- r^ = une constante x. ; gp — — = une constante x';
équations qui remplacent complètement les précédentes.
On peut poser :
(159 bis) <?= — ^— -+ut> ^^"a hl'i;
où wp i\ sont des fonctions de x, y définies par les équations :
v ; CX tlj cl) l X
Portant les valeurs (159 bis) de ? et de ù dans les expressions (150) des déplacements u, v, dont on aura effacé les derniers ternies affectés de f et de C qui, ici, sont nuls, on a, eu égard à la première équa-
tion (140) qui annule la somme — * -f ~ et ses dérivées :
. . . . « xX-\- v.'ll -/.il — v!x
Les forces (135 fo's) X=X0-j-X2*2; Y=Y0 + Yszâ, agissant sur la paroi latérale, et qui sont capables de produire ces déplacements, se réduisent à leurs parties X0, Y0, car, d'après la troisième et la quatrième des formules (155), X2 et Ya sont nulles en vertu de la première (159), dont le second membre ■/. n'est qu'une constante. Et si. dans les deux premières (155), nous mettons pour 9 et à leurs valeurs (139 bis), nous avons, pour ces forces s'exerçant sur l'unité superficielle de la paroi latérale de la plaque,
V ^ X I ^ / c lll 1 <- "l • \
\ = 2ÎU^r} cos f + ï+? [IJ C0S^ +■ 77 sm P)
( l>=W=ï) sm " + r+? (--COä t + ^ « p )
où l'on peut faire (formule (2/) de la note du § 16, p. 84),
= a(-f et TZ-S = U.
2(1— if) ' 14-9'
Telles sont les expressions des deux composantes suivant les # et les y, de forces qui, appliquées sur l'unité superficielle des éléments de la surface latérale, produisent des déplacements intérieurs exprimables parles formules (141); c'est-à-dire partout, et en tous sens, une dilatation uniforme ^— =i- = - accompagnée ou non d'une petite rotation
générale l— ■=— f— =~ (g 21 à la fin). Cette dilatation (ou contrac-
O IJ ÙOC u
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tion) uniforme sera prise, par exemple, sous l'action d'une force ayant ses composantes X0, Y0 représentées par les premiers termes des équations (142), savoir par
(ma) Xo==2(l-^)C°8yî Yo==2(l-9-)Sill7J;
ou par ce à quoi elles se réduisent quand on suppose nulle la fonction arbitraire de x, y que nous avons désignée par ur C'est alors une tension ou pression normale à tous les éléments de la surface latérale, et partout égale par unité de la superficie. Ce résultat particulier offre simplement une vérification de notre analyse, car il était facile de le prévoir et d'y arriver plus directement.
g 41. — Déplacement sans flexion des éléments de la plaque, avec augmentation de volume égale en tous les points.
Laissons de côté les déplacements (141) ; et considérons seulement les états d'équilibre qu'on a lorsque les expressions (159 bis) se réduisent à
u ei v étant les quantités définies par les équations (140). Pour tous ces états, w, dont la valeur est donnée par la troisième expression (152) de laquelle on a retranché, comme il a été dit, les termes en /"et en C ou C, s'évanouit en vertu de la première de ces équations (140). On a ainsi des extensions et contactions telles que chaque point est déplacé parallèlement aux bases de la plaque. En même temps, la dilatation cubique u, somme des trois dilatations principales, s'évanouit aussi, d'après l'équation (125), dont le second membre, affecté de w, est nul; et comme celle de ces trois dilatations qui est normale aux bases disparait, les deux autres dilatations sont égales cl de signe contraire. Il en est absolument de même des trois tensions principales trr, tyy, t..; on a tsi = 0, et l.ri. = — t,/#/
---, de sorte que chaque élément se trouve étendu dans une
l+O cX
certaine direction, contracté et comprimé d'autant dans une direction perpendiculaire. L'ellipsoïde à'clastkitc dont les rayons vecteurs donnent (§ o) les grandeurs des tensions suivant leurs directions se
réduit dans ce cas à un cercle dont le plan est parallèle aux deux bases de la plaque; c'est ce que l'on peut voir aussi d'après les équations du § 9 si on remarque que t,, = — t;/IJ et que t(.., t , t„
disparaissent.
Examinons ce cas avec plus de détail. Pour les déplacements dont il s'agit, on a u=u^ v = i\: on peut donc supprimer les indices 1 dans les équations (140) et les écrire
du c v _ OU C v
Vx + hj~ U' Ty"~Tx~ '
De ces équations résultent les combinaisons :
d (u + y y/— 1) __ ,— p d (tt -+- V \/~ 1) t
ç)(u— v\J—i) __ , je (u — vs/—l)
Tx -V"1 fy
Elles n'expriment qu'une chose, savoir que [u-\-v\J — 1) ne peut être qu'une fonction de {x — y v/ — 1 ), et peut en être arbitrairement toute fonction; et de même, que (u— v\/ — 1) ne peut ètie qu'une fonction quelconque de (x -h y \f — 1 ). On peut donc poser
\ u + v<J=ï=f{x — ysJ=T)
( u~Vs/—.i=F(x-\-yJ—i)
f et F étant des fonctions arbitraires de leurs arguments. Ces fonctions peuvent toujours se déterminer de manière à résoudre le problème dont voici l'énoncé :
Quelles sont les forces de traction qui doivent être appliquées suv la surface latérale d'une plaque prismatique ou cylindrique pour que la contraction dans une direction perpendiculaire aux bases de la plaque soit partout la même et que tous les points de la surface latérale subissent des déplacements déterminés arbitrairement à l'avance sur les normales à cette surface latérale? (*)
Ce problème se divise immédiatement en deux parties. Nous pouvons partager les forces nécessaires pour produire ces déplacements en une traction constante D agissant partout normalement, et en d'au-
(') Plus généralement : et que tous les points de la surface latérale se déplacent suivant une courbe donnée arbitrairement, en s'écartant naturellement peu de la courbe primitive. Ce problème se traite delà même manière, voyez ci-après § 4G. (Note de l'auteur.
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très forces X0, ¥0 appliquées à chaque point de la surface latérale d'une manière qui sera déterminée plus loin. Nous pouvons choisir la traction uniforme D de manière qu'à elle seule elle fasse éprouver à toute la surface de la plaque l'extension superficielle qui doit avoir lieu pour satisfaire au problème posé. Les déplacements provenant des forces X0, Y0 ne devront plus alors être accompagnés d'aucune contraction suivant la normale aux bases, car D seule doit produire partout exactement cette contraction qui, d'après l'énoncé du problème, doit être égale en tous les points. Les forces X0, Y0 ne devant produire aucune contraction suivant la normale aux bases de la plaque, ne doivent, par conséquent, produire aucune augmentation de volume dans le sens parallèle à la plaque, c'est-à-dire aucune augmentation de la superficie de sa base; et cela ne peut avoir lieu que si elles produisent, dans cette direclion, des extensions égales aux contractions.
Les déplacements provenant des forces X0, Y0 sont donc de la nature de ceux qui viennent d'être considérés. Aux équations développées précédemment s'ajoute seulement la condition que le déplacement mesuré suivant la normale à la surface latérale, c'est-à-dire la grandeur u cosp ■+- v sin p soit égale à une quantité donnée en chaque point de la périphérie de chaque section parallèle aux bases.
Désignons par N cette fonction donnée des coordonnées x, y du contour des sections, de sorte qu'on ait, aux points de ce contour,
(145' a) ucosp-\-vsinp = N.
La traction encore indéterminée D produit les déplacements dont les valeurs sont les suivantes (144) déduites des équations (141) lorsqu'on y annule la constante y/ qu'il n'est pas essentiel de conserver :
Et les équations (142 a) permettent de poser
EV
puisqu'on suppose que le rôle de la traction D est de produire ces déplacements-là. La constante y, elle-même, se détermine facilement d'après la condition que l'extension totale de la surface, produite par la force 1), soit égale à celle qui résulte du déplacement (145 a) N. Ce déplacement du contour des sections de la plaque étant Irès-petit, on peut imaginer l'agrandissement total des superficies des mêmes sec-
tions comme formé de petits rectangles dont un côté serait un clément ds du contour, tandis que l'autre serait exprimé par le déplacement normal correspondant N. L'agrandissement superficiel tout entier est donc
la somme / de tous ces rectangles étant étendue au contour entier de la plaque. D'un autre côté l'application de la traction D t'ait que chaque élément dxdy est agrandi, et que sa surface, après le déplacement, est d'après les équations (144)
d(x-\-u)d(y-\-v) dxdy ( I — '- ) ■
Chaque unité de surface des sections est donc agrandie de la quantité
en négligeant le carré de la petite grandeur •/.. Si on désigne par J la surface entière de la base de la plaque, on doit avoir, en conséquence
pour que l'extension produite parla traction D soit égale à l'extension donnée. On trouve donc enfin
d'où, en substituant dans (144), l'on tire pour D et pour les déplacements produits par cette force supposée d'abord agir seule :
' j 2J(l-nV
(147) u==Wi fMs ' r = ^~] fNrfs •
ce qui donne
rcos/> -j- '/ siu /' i\- , n cos p^-v sm/j— j ( Nos.
Pour compléter la solution, il reste à déterminer la seconde partie des déplacements de manière qu'ils satisfassent aux équations (143): et qu'en même temps le déplacement normal correspondant à cette
seconde partie, après déduction du déplacement normal correspondant à la première, ait la valeur donnée
(147 bts) ii cos p -h r sin/> = N 91 j Nds .
% 42. — Cas particulier d'une plaque circulaire.
Le problème posé ci-dessus ne peut être résolu d'une manière plus complète que lorsqu'on attribue à la plaque une forme déterminée. Je vais chercher cette solution pour le cas d'une plaque de forme circulaire.
Introduisons les coordonnées polaires. Soit r le rayon vecteur, ou la distance, au centre de la plaque, d'un point situé dans sa surface médiane z=0, et soit 9 l'angle du rayon r avec l'axe des x. Nous avons
a: = r cosep, y=rsincp;
et aussi, d'après les principes connus
x + .'/ \J — 1 = r (cos cp H- y/ — 1 sin cp) = re~ ~ , x — y\J — l=r(coscp — \J — 1 sin cp) = re ~ * .
Imaginons maintenant les fonctions (145) f et F développées suivant les puissances de leurs arguments ; ces puissances ne peuvent être que positives, car tout terme affecté d'une puissance négative de r rendrait u ou v infini au centre pour lequel on a r=:0, ce qui ne saurait être; on a donc
( //+t>v/=r^A + A1re~'v/~1+A,/-,e^"?v"1+
j /,_/A/Zri^B + B1re?V'~1 + B2r-'/fVrri+ ;
A,- A,,... B, B15.... désignant des constantes arbitraires. Remarquons maintenant que
= (u — v\J — 1) (cos cp -+- y/— T sin cp) -+- (u -+- v \J— \ ) (cosep — \ — Ishis) = 2(w cosep -L- rsincp).
Comme, pour le cercle, la normale en un point de la circonférence fait, avec l'axe des x, l'angle ? lui-môme, ou comme on a/> = <j>, et par
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conséquent, d'après (117 bis),
/.,n, • AT i' cos s -h //sin s /' (i48 6) m cos » H- j- sin » = N ^f N*>
l'on peut, pour la périphérie, égaler le second membre de l'équation (148 b) qui vient d'être écrite, à la moitié du premier membre de la précédente (148 a) et qui est affecté des exponentielles imaginaires. Or, soit a le rayon de la périphérie, on a aussi :
(h = ach ; x cos p-+- y sin p — a ; J = a8« ;
en sorte que le second membre de ^148 6) peut s'écrire
Quant à la fonction N qui est supposée donnée pour tous les points de la périphérie, nous pouvons la considérer comme une l'onction de 9. Si donc nous égalons l'expression précédente à celle qui suit, moitié du premier membre de (148 a)
| f"(« _ v y/ZTI) e^~ l + (u+v yCTT) e-^~ H ;
et si nous remplaçons (u -\-v\f — 1), (u — v\f — 1) par leurs valeurs (148) en même temps que r par a, nous obtiendrons, pour la détermination des constantes A, B..., l'équation suivante :
(148c) N— i r2\\^^-^Àe_-X~1+A1r/e~-'V'"1+A,a^:;;V"1+....
_L. Be r s ~ ' -f Bjoe2' v'~ ' + B2^e3- N _ l + . . . . j .
La détermination des constantes se fait par l'application du principe connu en vertu duquel l'expression
s'évanouit toutes les fois que ?i est un nombre entier positif ou négatif différent de zéro ; car on a toujours dans ce cas :
e-" -\— _-cos 2nic-i-tf — 1 sinv2/(-= 1,
Mais si n = 0, cette intégrale / devient égale à %%. Si donc on mul-
tiplie l'équation ci-dessus (148 c) par.e,4fV -1 d? ou par e ~"ïV " ' dç et si l'on intègre de 0 à 2~, tous les termes du second membre, excepté un, disparaissent chaque fois, et l'on obtient
Jo ' n" ' '
JNe dtù = ttB , « ;
ou, en remplaçant les exponentielles imaginaires par leurs expressions trigonométriques :
n — I \ / /»2it /'•iï \
A a =-( / N cos /m/? + y/— 1 Nsinwa-dï ,
M ' «■ \«/o jo ' /
n j | / /"2lt /»2 t: \
Bw_f a = 7ï ( / Ncos/^fy— y/— - 1 / Nsin«srM. Si donc on pose
(149) C =î f *Ncos nvdo; S =- f^Nsin M» » l'on a
« — i ci11 ~ * « — i an~-^
Enfin, en introduisant ces valeurs dans les expressions (148) et en séparant les quantités réelles des imaginaires, on arrive à
l u=C, -+- (C, cos<p-t- S.,sinq>) — h (C.cos2»+S-sin2co) — H-..., \ T 'a ° ' ' a2
f w— S, -f- (S, coscû — Casincp) — h (S-, cos 2» — C, sin 2 s) —-+-.... V v T J' a ' a-
Remarquons maintenant' que les portions des déplacements qui sont produites par la traction D ont des valeurs (147), u — ^-. I Nrfs,
v = ïfï j Nds, qui reviennent, vu que œ = rcos<p, ;/ = rsin?, et que J = - a-, ds = ad ç>, à
n .— - C cos cp , v = - C sm cp ,
où C représente l'intégrale
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Nous aurons ainsi pour la somme des déplacements que le problème propose de trouver :
( u = C. -t- [(G + C.) cos cp -+- S, sin ©]--+- (C, cos 2» 4- S3 sin 2«) '— -h . (151 a) j
f v = S, -h [S, cos cp -+- (G — C») sin çl - -f- (SL cos 2» — C3 sin 2©) *— -+- .
Ces formules, avec celles (149) et (151) qui donnent la signification des C, S, déterminent complètement les déplacements w, v, parallèles aux x, y.
Cherchons maintenant les forces qui sont propres à les produire. En premier lieu, la traction normale D, qui agit partout uniformément devient, d'après (146) en remplaçant toujours J par tm\ ds par ado :
D = — n r- où on peut faire i — - — , =2 (a. — f) .
Quant aux forces X0, Y0, on les trouve au moyen des deux premières formules (155) du § 59, p. 504, dans lesquelles on remplace cp et cj; par u et v et où on introduit ensuite pour u et v leurs valeurs (150). Ce calcul est rendu beaucoup plus facile au moyen des équations (140), page 507, avec u, v mis pour ut) vt, savoir :
du
dv n tu dv
dx^ dy~~ ' dy 0x—U'
qui permettent d'éliminer v de X0 et u de Y0 et qui donnent à leurs valeurs (155) la forme simple
E' (du tu .
cos |) + — sin p
1 h- n' \Sx l ^ dy E' (dv dv
(dv dv . \
On a vu au § 55, formule (92 c), p. 225, que les expressions entre parenthèses ne sont autre chose que les quotients différentiels de u et v par rapport à la normale au contour, et comme, ici, la normale se
(*) Ces expressions ne sont autre chose, comme on voit, que les seconds termes de celles (142) de X„, Y0 de la fin du § 4Ü, termes que l'auteur avait supprimés en annulant ou abstrayant ut , », , sans en présenter le motif, et que j'ai rétablis en ne réduisant qu'ultérieurement les valeurs (142) à celles (142 a) que l'auteur donnait seules.
On observera que , = 2 f où le double du coefficient d'élasticité du glissement gxy.
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confond avec le rayon, on a les expressions
^ ou 9f du h dv 9f (_v
A°~ l + t)'ê)r~MS)r' Ï0~lH-9'^r~^ dr ''
et, en y mettant pour w, v, les expressions (150) des parties de w, v, qui ne viennent pas de la force de traclion constante D du § 41, l'on obtient les expressions suivantes des forces qui doivent agir, sur le bord de la plaque, en même temps que cet effort extenseur :
xo = /. \ 'n ( C* cos ? -+- S2 sin m) + 2 (C5 cos 2cr> H- S, sin 2a») -'+....
Y<> = a(l-j-n') ^2 C0S ? "~ Ca Si" ^ + 2 ^5 C0S 2? ~~~ °3 Sin ^ a + * " '
§ 43. — Application à la solution approximative de problèmes généraux sur les plaques.
La considération des étals particuliers d'équilibre dans lesquels, au commencement du § 40, nous avons reconnu principalement le caractère de l'extension, peut encore avoir une autre utilité.
Le problème général qui consiste à déterminer Vétat d'équilibre d'une plaque sur la surface cylindrique de laquelle agissent des forces quelconques parallèles aux bases ou faces planes extrêmes, ne peut pas être traité rigoureusement dans toute sa généralité puisque, comme on l'a vu, les forces qui correspondent à un pareil état d'équilibre sont soumises à des conditions particulières. Mais si nous supposons que les forces agissant sur chaque bande infiniment étroite de la surface latérale cylindrique soient symétriquement réparties sur cette bande de part et d'autre de la médiane suivant laquelle elle est coupée par la section moyenne; que, par conséquent, elles ne tendent à produire que des. extensions ou contractions sans aucune torsion nillexion; nous pourrons avec quelque approximation remplacer, de la manière suivante, le problème général qui vient d'être énoncé, par un autre dont la solution soit comprise dans les formules du § 59.
Soit \ds la somme de toutes les composantes X des forces extérieures qui agissent sur la bande de la surface cylindrique latérale dont la largeur esids, élément de la périphérie, et dont la hauteur est L'épaisseur de la plaque. Soil également IW/.s la somme des composantes Y. Dans le problème du g 59, on obtient les sommes analogues en multi-
pliant d'abord, par l'élément dz ds de la même partie de la surface cylindrique, les composantes des forces agissant sur l'unité de surface
X=X0H-X1s-hX8s*,
' Y=Y0+Yl2 }-Y2-,
et en faisant les sommes / X dzds, / Ydzds depuis z — — ^ jusqu'à
z = + 5 , si h désigne
donne, pour une bande.
z = + <= , si /i désigne l'épaisseur de la plaque. Cette intégration
les termes dépendant deX1? Yt, ayant entièrement disparu.
Dès lors, ce problème se rapprochera autant que possible de celui du § 59 si on suppose les fondions X, Y déterminées de manière que les sommes des composantes qui correspondent à chaque arête de la surface cylindrique aient la même valeur dans le problème posé et dans celui que l'on doit y substituer. Posons donc
(155) a=X0/i+X2^, B = Y0fc + Ya^;
où A et B sont des fonctions données de x et de y, et remplaçons alors le problème donné par celui dans lequel les forces agissant sur la surface cylindrique seraient déterminées par la loi
x=x0+xä^,
Remarquons que les quatre fonctions X0, Y0, X2, Y8, de x, y, ne sont pas complètement déterminées par les équations (155), qui n'expriment entre ces quatre fonctions que deux relations nécessaires. D'un autre côté, les équations (155) de la fin du § 59, p. 504 donnant des expressions de X0, Y0, Xg, Y2, ne peuvent être prises comme pouvant subsister à la fois toutes ensemble ; il faut seulement les considérer comme imposant d'autres conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions X0, Y0, \, Y2 des équations (155). Si donc on
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exprime ces quatre fonctions au moyen de leurs valeurs tirées de (135) en ©, 4*, et si l'on introduit ces valeurs dans (155), on a les deux conditions suivantes :
AE
-cos/,r^+^ 0y)+ 12 \dx*^dxWy) 1
/ /C) Ç) I \ .«"1.9 / 61* 61ïl
H-.in,. (l-n<)(^ + 'ri)+'>T£(7i-i- + FiTL f \<-.*/ c.r/ 12 \c-xcij Etx&y*
M \ ' ## ##/ 12 \cxhf Ixf) '
ou 1-7=-, -V"=^' ■> =('1-,?')7
Les équations (155) étaient en trop grand nombre pour pouvoir être satisfaites à la fois par un choix arbitraire des fonctions X0, Y0, X2, Ys. Cette difficulté n'existe plus avec les équations de condition (154) ; on peut toujours satisfaire à ces équations, lorsque A et B sont des fonctions données der et de y. Bien que l'on ne soit pas en état, à l'aide de ces conditions, de résoudre le problème général posé au commencement de ce paragraphe, on peut donc cependant résoudre le problème pour lequel les sommes de toutes les composantes qui agissent sur chacune des génératrices du cylindre sont des grandeurs données arbitrairement. Les solutions de ce problème sont, d'après (150) p. 501,
en mettant [(z) de la note du § 16] — ; — pour -p, exprimées par les
équations :
n (vf
l—i)' V'-J dxBy) 2
dans lesquelles les fonctions 9 et ù, outre qu'elles doivent satisfaire aux conditions délimite (154) imposées pour que les forces agissant sur la surface soient les forces données A, B, doivent encore satisfaire en tous les points du solide aux équations (151), p. 501, imposées par les
suppositions t.. = 0, t,/3=0, t_ = 0, partout :
/ '-> i * — *)"cl» i 1 + ^ ^ -n
/.<^ 2 c>/2 2 crfi/~
ru a (156)
§ 44. — Solution approximative du problème général pour une
plaque circulaire.
Je vais appliquer ces équations au cas simple d'une plaque circulaire. Nous introduirons les coordonnées polaires r, ô, et nous considérerons (153) A et B comme des fonctions données de l'angle 0, tandis que dans les équations (154), r devra avoir la valeur constante a qui correspond à la périphérie de la plaque.
Posons maintenant pour abréger
Vx + TJj = '- ' TÄj~Tx = (i>
Ci r • o r •
OV ri », OV ( -b ,
SC 7~ — ? 1 ~C H 7 — — d •
t .c ( \j ( y vx
Les équations (154) et (156) prennent alors des formes beaucoup plus simples. On devra en outre remplacer partout l'angle p par l'angle 0 formé par le rayon r avec l'axe des x attendu que la normale à la périphérie se confond avec le rayon; les conditions généra les (156) deviennent donc
(158) Tx-\ ■%- ^-U, ^ 2 ^_u,ou 2 -^
et, vu que les équations (157) donnent
(i59j / ^f_HV g» = E-r
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les conditions limites (154) deviennent
. ( 1 — n' , n"tf Pc \
___COS9j 2 « H- ^ ^j
Les grandeurs Ç, £', kj, tf doivent, en vertu de (159) satisfaire aux équations
\ <C!J ~ Sx >
/ c(; — s j £ (n — rt )
l / '' c ij
Si, au moyen de ces équations et des équations (158) on détermine les fonctions £, £', tq, V, les mômes (159) fournissent enfin
1 d? = — ^-dx-\ y—dy,
# = — ^r^- f/r -+- ^-p- dv ;
et par conséquent <p et à par une simple intégration.
En introduisant les coordonnées polaires dans ces équations, on a
œ — rcosQ, y = rs'mO,
d'où l'on déduit en différenliant d'abord par rapport à r, puis par rapport à 0; ensuile en différenliant chacune de ces deux mêmes équations par rapport à xel par rapport à y, et tirant par résolution de chacun des deux groupes de deux équations qui en résultent, les valeurs des quotients différentiels de r et de 0,
dx ?y .' dx . By
cos 9, >)-=sin0, çtt = — rsinô: =£=rcos0,
fl rrr . , 0 sinû / 0 cosO
^- = cos 9 , j- = sin 9 , -r- = _ —
dx mj dx r ' < ij r
I 12. — CHANGEMENTS DE COORDONNÉES POUR UNE PLAQUE CIRCULAIRE
En conséquence, si l'on imagine une fonction quelconque A' exprimée d'abord en a: et y, et ensuite en r et 0, on aura, par différentiation de fonctions de fonctions,
cK
'cr
cos
roQ
sin 9 ,
crK ' cr
sin
0 +^reb
cosO ,
cK dr~
''Sx
sin 0 ,
'cK_ ro0~
sin 0 -+-
— cos 9
Ces formules, qui sont fondamentales pour les diverses diifércntiations, permettent de donner aux équations (158) à (101) des formes telles qu'il ne s'y trouve plus de quotients différentiels que par rapport à r et à 0. Que, par exemple, on multiplie la première équation (158) par cos 0, la seconde par sin 9 et que l'on additionne; ou bien que l'on multiplie la première par — sinO, la seconde parcosO, et que l'on additionne encore, on aura, en ayant égard aux deux dernières équations (165) qui s'appliquent à une fonction quelconque telle que !• ou y; ;
2n. + d-p),^=0, ou a^ + f-^0;
et o:> il r\ ct) a „ u\ C't) n
~nQ "' '" 'cr -' — -*rdr * îr Imaginons maintenant les fonctions £ et r, développées suivant les sinus et cosinus des multiples de 0, chaque terme comprenant un coefficient dépendant de r seulement, c'est-à-dire posons :
2§=R0+R1cosfl-hRscos2ô-+- .... -|- R; sin M- R, sin 20 + . . . . , (1— 9/)u=S0-f-S1cos9-i-S8cos2e+ .... + S\ sin 0 -+- S;, sin 2 0 -+-
Introduisons ces expressions dans les équations (164) ; et, dans chacune d'elles, annulons les coefficients des sinus et des cosinus du même argument, nous aurons, i étant un indice quelconque,
cr
dxa. i -^+--s;=o ,
Ar.
cr
-is.=o,
-a-' + iR .= 0 ,
R° et S0 sont deux constantes, et R; est lié avec S', comme K avec S. par les quatre équations binômes que nous venons d'écrire.
Eliminant R' et S', on obtient pour Ri et S. la même équation différentielle du second ordre
o I c rIr
dont chacune, étant intégrée, doit donner lieu à l'introduction de deux constantes arbitraires. Or, on satisfait à ces deux équations par les expressions suivantes où A., B*, C., D' sont des constantes arbitraires :
Comme les constantes sont en nombre suffisant, puisque les équations différentielles que résolvent les expressions de R;, S. sont du second ordre, ces expressions sont bien les formes les plus générales jjfeiuetdeS..
Mais les constantes C., Df doivent être nulles afin que, pour r=0, c'est-à-dire au centre de la plaque, les valeui s ci-dessus restent finies. On a donc simplement
R , = V > S«=V ' et, par suite
de sorte que les expressions Ç et de rt deviennent : ( Ç=i rA0-hA1rcosO+A2r2cos2û + -j-B1rsinöH-Bar8sin204- J ,
(Ï3=_L_ n0+B1rcosö + ß2r2cos2ö + — A^sinÖ— Asräsin20 — I
Tour trouver maintenant les fonctions £' et r/, nous ramènerons d'abord les équations (161) à la forme
,- ... r , r r Gl C\*l ' ' I r v r
( l' cd <_<i c'jn (J- £jL__ ( -- \ cr> •
ou, en remplaçant les dérivées par rapport à x et à y parleurs valeurs en dérivées par rapport à r et 0 au moyen des formules de changement (103).
Si, maintenant, l'on multiplie la première de ces deux équations par cosO, la seconde par sin 0, ou bien la première par — sinO et la seconde par cos 6, et si, chaque fois, l'on additionne, on obtient :
OZ < 0 ( ' ( r,\ _ (Ci ( ç \ . ~
T1-+-k = - ■Jr-—i ; cos 20 4- h 4)smâ0 '
\ ( r ri 0 y r rc 0/ \i r rc 0/
) r -i 0\ i / r - es \ / C r;\
V ~r t— = — I—H-- )sin20H- 7 -, )cos20
On peut remarquer que les premiers membres de ces équations (160) ont tout à fait la même forme que ceux des équations (104) dans les quelles 2; serait remplacé par ç' et (1 — o')y; par y/. Cette remarque va nous donner le moyen de déterminer pour q, y/ des expressions en série comme celles (165) de £, rr En effet, supposons que l'on ait trouvé une solution particulière quelconque £', ïj0des équations (160), solution à laquelle on peut donner la forme
;j) = /5Cos26-|-p'sin29 , V =: p sin 2 0 — p cos 20 .
Si l'on met $'o, »j'o à la place de |\ dj' dans les équations (106), les premiers membres seront :
r r< ri O) c» r •
ér rfQ ré 9 cr '
et ne cesseront pas d'être égaux aux fonctions de r, 0 qui forment les seconds membres. Retranchant, des équations (166), celles qui résultent de cette substitution, on a
Les différences (c' — ço) et (•/;' — r^ doivent donc être exactement de la forme trouvée ci-dessus pour 2^ et pour (1 — 9') yj, c'est-à-dire que l'on a :
[ ?;'=?; -l-C +Crcos6H-Crscos2ô+ 4-Drsinô-t-D ar2sin2ô-4-..,
( y/ = ^ + D0 + D1rcos6H-Dîrscos28H- — C/sinO — C/2sin29 — ...
où les C , Dj désignent des constances arbitraires.
11 reste donc à trouver la solution particulière l^,^,, ou bien une
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expression des fonctions que nous avons appelées p, p', définies par (167). Introduisons dans les équations (106) les valeurs (167) pour q et pour r/; les premiers membres de ces équations prennent la forme
\cr rcQ r ) \or rlh r )
Fr~üT7/'" "v^\ #r~~l~r#Ô^__r
fe+^)*«+.(Tt+3t+4?-)«w
En comparant ces formes avec les seconds membres des mômes équations (166) on obtient les équations plus simples,
cp_tl _Jk—B ,£v_
dr r-m r dr "r#ô '
dr*~rtk*~ r ~ Br rlQ ;
ou, enfin, en introduisant dans les seconds membres de ces êgalilés, pour £ et y) leurs valeurs (165),
dj__d£ 2g ^ #r r/9 r
= a I .+ ** a lBi sin ö + 2 "> sin 2 0 + +A1cosO+2A2rcos2ô+...
'cr rcQ r
77 B1cos9+2B2rcos20-|- — A,sinO— 2A2?'sin29 —
Si l'on pose, par conséquent :
p = Etr sin 0 -+- E2?-2 sin 2 ô H- -+- l^r cos ô -f- F,r2 cos 20
' p' = Gtr sin 6 H- G2r2 sin 2 0 -+- 4- I^r cos 9 -h Ilsrs cos 2 9
on obtient, par la comparaison des coefficients correspondants de ebaque sinus et de chaque cosinus :
„ E= i±Sl,B'; g<=f,= -M a il0ft*±i=Ç_i.
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de sorte que l'on a enfin p =—TjïzP~f\\ r>>i'"sin0-+-2ßär9sin20-i- H-A,rcosM-f-2A2r5cos20-h
p'=— , „H~9,t Ui>-sinQ + 2A,r2shi29+ — B,rcosO— 2B,r!cos2ô — 1
ce qui revient, d'après les (165), à
De celte façon on a complètement déterminé la forme des fonctions £, y;, £', r/, et il ne resle plus qu'à avoir égard aux conditions de limites pour les faire servir à la détermination des constantes.
Dans les deux lignes de chacune des équations (100) qui expriment
ces conditions de limites, se trouvent, affectés de ^rr~ , les binômes
formant les premiers membres des égalités suivantes, et auxquels
on peut, en verlüde la troisième des formules de changement (103),
substituer les seconds membres :
— cos 0 H- r— ^ sm 0 = -g- \-otA x- c xc y or \oxJ
Gnr r / r r\
cr% . . < ( ;\ cos 0 -+- r- - sin 0 = -^ —
Multiplions donc respectivement les deux équations (100), modifiées au moyen de ces substitutions (108 b), par cos 0 et par sinO, puis par — sinO et par cos 6, et additionnons chaque fois, nous obtiendrons, eu égard encore aux dernières formules de changement de variables
(163), appliquées à ^p, -p- au lieu de K, les équations plus simples
Vr^^cos0 + Bsin0)^£^^+^^(rcos204-v;'sin20)+-^^'; n h • z4 c r- 2 l
^(Bcos0-Asin0)=^^l[i)+-^(v3'cos25-;'sin20).
Ces équations ne s'appliquent qu'à la valeur r=a du rayon vecteur mais elles conviennent à toutes les valeurs de l'angle polaire 0. Si l'on y introduit pour £, q, rn r/, leurs valeurs en série trouvées ci-dessus, et si l'on y fait en même temps,, r~a, on obtient les équations sui-
5'26 CHAP. III. PLAQUES d'épaisseur quelconque.
vantes qui expriment les conditions limites, ou au bord de la plaque, et qui doivent être satisfaites pour toutes les valeurs de 0 :
, F, Acos0+Bsin0) =
-^ 1.2A2cos20-f-2.5A3acos50+ + 1.2B2sin20-h2.5B3asino0-f-.. ..
~\ Ao+A1acos0-hAsa2cos20 + H-B1asine+l.2a2sin2ô-h....
-^2- A1acosô + 2A2a2cos29-l- +B1asin9+2Baa8sin2fi+
468 </) ( _|_ (1— n'j[Cocos29-f-C1acoso0+C.2a2cos404-....H-Diasin5e+Däa2sin4e+....]; 2(1-.)")
(Bcos0 — Asin0) =
L^r_i.2A2sin20— 2.5A5asin50— ....+1.2B,cos20H-2.oB5acos50+.... ^ A1asin04-2A2a2sin20+ — B1acosO~ 2B2a2cos20 —
+ (1 — n')[D0 cos 20+D1acos50+D.)a2cos40 -(-.... — C,rtsin50 — C2a2sin40 — ....
Pour déterminer les constantes au moyen de ces équations, on n'a qu'à se rappeler une propriété connue des intégrales trigonoinétriques d'après laquelle, si m et n sont deux nombres différents, on a :
\ cos mO sin n0 dO = 0 , l Jo
( 1 08 e) ! I cos mö cos u0 dQ = 0 ,
Jo
F /*2ic
I sin md sin n0 (iô = 0 .
1 jo
La première de ces équations subsiste encore quand m = u ; tandis qu'on a, au lieu des deux autres
(168/) I cos1 me de = sinäm8dfl = ir ;
et, pour m=n = 0, on a, au lieu de la seconde :
/ de =2* .
ö'lt
Qu'on intègre donc les équations (J6S d) de 0 à 2- après les avoir multipliées par rfô ou parcosOu'Oou bien par sin Or/0, on trouve les équations suivantes qui ne contiennent plus que les constantes, et les grandeurs À et B supposées connues :
v kh/ ' \ (Acos9 4-Bsine)rf9 = (l-hi)')A0îr;
-jrl F 7' J»
(BcosO — Asiii9)r/9 = 0;
hK
—^ ■ j (A cos 9 H- B sin 0) cos 0 f/9 = — y-2- kfiit ;
, „^ ' ^ " (A cos 6 ■+- B sin ô) sin Or/9 = f ^ Bxoir ;
" v . F, ; ; / (B cos 0 — A sin 9) cos 9 rf0 = ~~-L \\a-K ;
1 2^i/<E/')3) f (Bcosô — Asin0)sïn0d0 = L+Jl'^air •
Qu'on les intègre de môme nprès les avoir multipliées par cosi"8dô, sin «ödo, i ayant toutes les valeurs entières plus grandes que l'unité, on a toujours, en vertu des (168 e), (168/") ne laissant subsister qu'un seul terme des séries après l'intégration,
jjêr— j' (A cos 9 4- ß sin 9) cos /9 r/9 =
/i(i_l)0'7/V-2 (l4-n')(/— 2) \ „ „ n . , = ^Âi(vJ 04 L4J Vj+Ci-oVC^«'-2;
9(1 — n'ïj /»2k
il-, / (Acos0-r-Bsin9)sini0rf0 =
ttB
t(i— \)vfh*a " (l + 9')(i_2)
lf/0:
2(1 — n'2) f- \„/ (Bcos9 — Asin6)cosi0.
hh Jq
{i{i—i)tfh*a*-* 1+n'. \ „
= *»,(- 94 4-"<y + U-n>lW- .
- ,^,' ' (Bcos9 — sin0)siiw0d0 = AE Ja
(ili—\)n"h*ai~i t-f-n'. A ,.
=-*Ai(fJ 24 ^^-(l-./)^.,^
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Ces équations suffisent pour déterminer complètement les constantes, car celles (169), où n'entrent ni les C ni les D, donnent A0, At, Bt et le système des quatre équations (169 a) fournit les quatre constantes A., R, C{_2, Di_2> cl Par conséquent tous les C, D, ainsi que les A, B d'indices 2 et au-dessus.
On a ainsi, en tirant A4, Bt de la troisième et de la quatrième des (169) sauf à se servir plus loin, comme on va voir, de la cinquième et de la sixième qui les contiennent aussi,
E'tt J0 [
.\cosO-t-Bsin0)</9,où
il 1 . L-L "
109fr)
A =Lil__ 11 / ""(Acosô-f Bsin0)cosfld0 ,
«// h TT Jq
Bx = y,..,n (Acos9 4-Bsin9)sin0r/O, an ihn e Jo
A ^ULzJÛ f2i:[Acos(; + l)e + Bsin(/+l)e]rfO
1 d'il b 7T Jq
b 4(1 — 23 r-^Asin(i + l)ö — Bcos(i + l)6](/ô ,
1 (X lllli TC J o
r*** i(i— l)n»Ä» — 6(l!+i/)«"» /'2* ,. .;, n . ,. , .wt „
C. , = LJ-p-77-^/-Lj-L-JJ — / [Acos * + l)9 + Bsin(* + l 9]r/9
„, . ; I (BcosS — A sin 0) sin /6
L'a»-** Jo
rfe.
f *[Asin(i+l)"fl— Bcos(i'-t-'l)e]<fc
U O // Vj 7T J o
/(;_i)n"/,«_ 6(l+n')a-/ T2' z'ÄEV Jo
w, ,v+? f" "(B cos Ö — A sin 6) cos ZflrfO .
Il résulte, en oulre, des équalions ci-dessus, trois conditions qui ne contiennent pas les constantes et qui, par conséquent, paraissent exiger, pour les forces extérieures, des propriétés particulières. L'une de -ces conditions est exprimée par la seconde des équations (169). En ajoutant, d'une part, la quatrième et la cinquième de ces équalions, et, de l'autre, en retranchant la dernière de la troisième, on obtient encore deux équations de conditions. Ces trois équations sont :
f'T'{WcosQ — Asin0)f/0 = 0 ; /"*Af/6 = 0; f"*Br/0 = 0 • J 0 «^0 «/ 0
Elles n'expriment en réalité que la condition que les forces exlé
Heures agissant sur la plaque se fassent équilibre. En effet, si l'on désigne par ds un élément de la périphérie, parx, y ses coordonnées; les sommes des composantes des forces extérieures seront :
/ kds , fßds ,
et la somme de leurs moments de rotation sera
fi^x-ky)
ds .
Si les forces extérieures se font équilibre, ces trois intégrales doivent être nulles. En les égalant à zéro, et en y remplaçant x, y, ds par acosO, a sin 9, adb, on obtient bien les trois équations de condition qui viennent d'être écrites.
La détermination des constantes est donc complètement opérée; le nombre des conditions a été suftisant, et le problème ne présente aucune ambiguïté. La constante B0 seule est restée inconnue, mais on verra plus loin que cela ne fait aucun obstacle à ce que le problème soit entièrement déterminé.
Il reste à exprimer les fonctions o et <b, ah'n d'arriver à l'expression générale des déplacements m, v, w. Cela se fait à l'aide des considérations suivantes :
Comme conséquence des équations (159) et des troisième et quatrième formules de changement de variables (165), on a
dr
sin 6,
cos ö
sin 0,
— -y — sin 9 H ^ — cos 0 ,
rW
rTê = ~
sin 6
cos 6.
Les deux premières de ces équations, intégrées par rappoU à r donnent
^ f = cos 9 fi L+i dr + sin o fil+ï dr + 0, ,
dr -4- sin ô
dr -j- 0„ ;
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où 0t et 02 ne sont fonctions que de 6. Ces expressions donnent évidemment, pour les quotients différentiels de ? et de à par rapport à r, les deux premières équations (170). 11 faut déterminer 0, et 02 pour que les quotients différentiels de ? et de «J; par rapport à 0 soient d'accord avec les deux dernières équations (170). En différen liant ces expressions par rapport à 9 on a :
8* cos 9 rrf (; + ;') , , sin 9 fr9(v + i>') , . #®i
Fe = "T~ Jo ""a- r//' + T Jo "" 7^" '''' + 70
sin 9 /'r „ ,„ . cos 9 /''• . ~-~ï~ Jo (; "*" ; ) + T" Jo (" + ï; ] (/ '
?* COS 9 /»r ^ (ïj — -o') . sin© f r # (Ç _ ;') , . / 02
sinö /'''• . cos 9 /,,> , . .
+ "2~ Jo (s",3)rfr"h"2~Jo (; ^' *
Si maintenant, dans les équations (161) on substitue, au moyen des (165), les quotients différentiels par rapport à r et Ô à ceux qui sont pris par rapport à $ et à y, ces équations deviennent :
^V)cos6 + £iî=i)bin0_ '11=11 *„,+ £<!=£ „..=«>
On peut alors, dans les expressions précédentes de -^ , — , mettre ,
à la place des quotients différentiels par rapport à 0, ceux qui sont pris par rapport à r, et l'on obtient :
t y COS
3s9 rr ( 0(i-W)\ , sine Çr(t^„, £ii±i)\ , _jfcl
^ cos 9 /r/ #(Ç_ç')\ Sine /»'•/ ffo — v/)\ . #0S
On peut maintenant intégrer les seconds membres; et, en observant que les quatre intégrales qui sont r(y] ± r/), r(Ç ± £'), n'ont pas besoin qu'on leur ajoute de constantes, vu qu'elles s'annulent à la limite inférieure r = 0, on obtient :
h ( a*-W • J + ^\ , ge, ^ - r ^cosfl -g sinfi -g-j + w ,
/ !> / ; — ;' . ïj — aj \ '< 0-
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Ces équations concordent avec les deux dernières ( 1 70) à la condition que l'on admette Q{ et 02 comme des quantités constantes, afin que leurs quotients différentiels par rapport à 0 disparaissent. En donnant ainsi aux grandeurs 0 cette signification de constantes, les équations (171) p. 329, donnent les expressions complètes de 9 et de <b.
Pour effectuer les intégrations qui y sont indiquées, remarquons que d'après les séries (168), p. 525, ç' et r{ ont la forme
et que d'après (107) on a
l'n cos 0 + m'0 sin 6 = p cos 0 + p' sin 0 , yjo' cos 9 — \' sin 9= p sin 6 — a cos 6 .
On peut donc aussi écrire
l cos 0 /*'' ,_ . , sin e rr .
/ , cos 9 rr . , ,, , sinô rr
( += — 2*J0 (»-»;+fO*-+-j-j0 (?-5;+/»)dr+08.
Au moyen des développements (165) de ç, rn p. 522 et (168«) de p et p', p. 525, on donne facilement aux binômes (ê-f-p), (y; 4- p') la forme
^ + P = T7T ^ [Ao4-A1rcosO + B1rsin64-A,r2cos2ô + B,/-2sin20 + ...l
— 4(1__^/| [A0 + 2Atr cosO -+- 2Btr sin 0 -f- 3A2r2 cos 26 -f- 5B2r2 sin26 + ...]
fi -f /j' = ttt^-^77 [l'o + Bi>' cos 6 — Axr sin ô + B2r2 cos 26 — Aä/-' sin 29 -+- . . .]
H-, ,,+ ^ rP0+2BxrcosO — 2A1>-sinQ + oB2r2cos2Q — 5A,Hsin2e+...1 4 (1 — n j
ou -. '- — -J + i .
Si enfin, on prend dans (168), p. 525, les valeurs de l'^'c? — £ et de 75J =vj' — »)ô on a, par l'intégration des termes de (171 a), les expressions suivantes pour 9 et ^ :
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y = ®i + 8(1_ , |r(Aocos0 + BoSia6) + ?-"(A,cos2O + Blsin'2&)4-Ç(A2cos3e4-B2sin50) + ... |
~8(1— ri) j'"(-4oCOs9 — Bosin0) + r2A1 + r^2cos0 + B2sin0) + r4(A3cos20 + B3sin20)+. ;
+ 3^»,(Cocos0 + Dosiiie) + Ç(Clcos29 + D1siQ20) + ~~ (C2 cos 30 + B2 sin 30) +...J
==0i+8(l — n') jr(AoSi»fl — B0cos5) + ?^~ (A, sin 20- B, cos 20) + '-' (Assin 50 — 6400530) + ... J
~8(1 — ri) | r'A«sin9- Iîocos0) — r2B, + r3(A2sin0 — B,cose)+r*(.A3sin2ö — B5cos29)+...
+ 2 |?'(Cosin0 — Doces0) + ^" (0,811120—0400520+) Cc2 sin 30 — D2 cos 30) + ... •
Après avoir donné ces développements coinplels, il suffira d'indiquer brièvement les formes sous lesquelles se présentent les déplacements et les tensions. En introduisant dans les expressions (152 a) de?/, v, w, et (132 b) de t^, t tx les fonctions Ç, >q, £', vj', définies par (157) cl
(159) et en remplaçant ensuite les^> ?+> ^-i> ™ t^-£- par les délier cy Var cif cxcxj
vées en r et 6 que fournissent les formules de transformation (105) et
(162 a), l'on obtient pour les déplacements :
" = 9TT — ^v hr cos ° — zn> sin e + ? >
^ ( 1 — 9 ) ( or rcQ )
Ott-.') , o f c r \
et pour les tensions :
+ 9',-2i|-!cos2e + 2^-4^^m0cose+(/44T+^si,l2ôM'
^ = 2TT^y [(i + 9')^ - (i - 9') ^'
+ n V i f^j sin50 - 1 & - -Ph) si'1 û cos 0 + ('-^ + 4r) eus2 0 j] ,
-+~n"a it"1-^ ^-Wcos2ô — sinäö) -K ( ' "1 — 4A — -V1) sinOcosO ;
7 (\rcn0 r2c<)J K \<- /- r*#Gs /v /y )|
• EV _ w i" , i" 0
ou2(i — ■>'-)— c' a(i-9')~ai l' ï'd + 9')-1.
Dans les expressions des déplacements, il y a encore trois constantes indéterminées B0, 0t, 02; mais ces constantes ne se trouvent pas dans les expressions des tensions : celles-ci sont donc complètement déterminées en chaque point. Pour reconnaître l'influence de ces constantes sur les déplacements laissons les subsister seules en faisant disparaître tout le reste, nous avons :
u = 0t + - B0 r sin 0 = e, + -£- ,
v = 0j — ^ ly- cos 9 = 0a H,
On a déjà dit plusieurs fois que des formules de cette espèce correspondent à un petit déplacement du système des axes coordonnés, c'est à-dire à une petite translation avec une petite rotation générale; et ici, où l'on a ii>=:0, cette translation et cette rotation ne sont que parallèles au plan xy. L'indétermination de 0X, 02, B0 est donc sans influence sur l'état intérieur du corps; on peut par conséquent annuler ces constantes ou bien leur attribuer une valeur arbitraire quelconque. Le problème est donc complètement déterminé.
Il est sans doute possible de résoudre, pour des plaques d'une autre forme, le problème proposé, comme on vient de le faire pour une plaque circulaire. Il nous suffît d'avoir montré complètement, pour ce cas particulier, la marche à suivre ainsi que la solution : on voit aussi que cette solution, complète et générale, pour ce cas le plus simple est déjà compliquée; car, dans les expressions obtenues pour les déplacements u, i\ w des points et pour les tensions t , t , t qui y agissent, il faut, à la place de la fonction ;, mettre la série trigonométrique (165) p. 522, dont les coefficients A0, At, A2,.... Bt, B2, ont les
expressions (109 6.) de la p. 528, où les intégrales définies / se
Jo
calculent lorsque les forces A, B qui agissent sur chaque bande longitudinale de la surface latérale de la plaque sont données en fonction de l'angle polaire 0.
; 45. — Flexion d'une plaque par des couples de forces agissant sur son bord — Flexion uniforme par des couples égaux tournant autour des tangentes à la courbe périphérique de la surface médiane.
Pour compléter ce qui a été dit au commencement du § 40, il reste à examiner la seconde espèce des états d'équilibre contenus dans les expressions générales (152«), (152 6) p. 502. Pour ces états qui dépen dent uniquement, avons-nous dit. de la fonction /et de la conslanteC entrant en même temps que ? et ty dans les expressions générales des déplacements et des tensions, on a seulement :
(172) v=-z^-{l-f)1CLl
\ w = f— C'(i — n) — 4-^—') y mï=w'' la fonction /"étant définie par l'équation (152)
ct les tensions (152 b) ont alors pour valeurs :
,74) ^ = -ïT?W"(t4-?°â
9' W F/g ry , e/ _0 k'_. f
Vv — 1 +9' ^,y 0U 1 -h n' ~~ ' 2 ~ a, '
Ce qui caractérise l'élut dont nous nous occupons maintenant, c'est que toutes les tensions changent de signe avec z; que, par conséquent,
C) D;ms le livre de Clebsch il y a doux erreurs d'inadvertance. Il y a été donné - pour
dénominateur à. -*-+?/- dans la troisième (172), el 1 — 1/ pour coofiieient à ' dans les
deux premières (174). Il faut 4, el 1 -f 1/. Je les ai corrigées aussi plus loin, notamment aus formules (174a), en y donnant à a- -\- y- le dénominateur 2 qui manquait, eleu rédui-
,- au lieu de -", ' -. — ; — >; et, aussi, dans les formules (174c), (175). 1 'J I [ i) \ t \ i
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les tensions dans la inoilié inférieure de la plaque sont exactement égales et opposées à celles de la moitié supérieure à même dislance du plan milieu z = 0. Les forces de traction agissant parallèlement à la plaque sur ses bords ou sur son cylindre contournant sont donc aussi égales et opposées de chaque côté de la section plane médiane. Elles n'exercent, composées ensemble, ni traction ni pression; elles agissent seulement comme moments de rotation autour de droites tracées sur le plan de la seclion médiane ; et le caractère des formules qu'on vient d'écrire et des déplacements qu'elles expriment, est une flexion produite par des couples de pareilles forces.
La surface plane médiane, elle-même, n'éprouve de tension d'aucune sorle; elle subit seulement un changement de forme tel que ses points se trouvent déplacés normalement à son plan primitif 2=0, sans que leur projection change de position dans ce plan, car u et v s'annulent avec z. Les libres intérieures de la plaque, perpendiculaires à cette surface médiane, restent rectilignes mais changent de direction. En effet, si l'on pose [(75) ou (74) et (75) du g 25, pages 158-159]
on peut, des équations [472), déduire les suivantes, en négligeant les quantités d'ordre supérieur de petitesse :
Si l'on considère x et y, coordonnées de la situation primitive de la libre, comme des quanlités constantes, les équations qu'on vient d'écrire sont en x', y', z\ celles de deux plans. L'intersection de ces plans donne la position de la libre déplacée, restée sensiblement rectiligne comme on voit.
Le cas le plus simple est celui où /"lui-même disparaît; les formules (175), (174) se réduisent alors simplement à
ou — ^-L- = — 2 a,
v = — — - C ijz ,
Un pareil état d'équilibre peut évidemment se produire dans une plaque quelconque, quelle qu'en soit la forme. Dans cet état, toute surface parallèle à la surface médiane éprouve des lensions égales en chacun de ses points ; car t et t sont égales et indépendantes de x, y ; et cette tension produit une extension simple et égale dans tous les sens puisque ^ = ~ , et que la tension t^ , qui produit le glissement des éléments les uns devant les autres, est nulle.
Les équations des fibres déplacées deviennent alors :
Les droites représentées par ces deux équations se coupent toutes en un même point de Taxe des z dont les coordonnées sont
On peut donc considérer les fibres déplacées comme un faisceau qui diverge à partir d'un point unique, pris sur l'axe prolongé, à une grande dislance du plan milieu de la plaque. Enfin l'équation d'une surface parallèle à la surface médiane, après les déplacements, lorsqu'on néglige les quantités d'ordre supérieur de petitesse, est l'équation suivante, obtenue en posant z' = z-t-w et en remplaçant dans l'expression (172) de w, où l'on fait f=Q, les coordonnées primitives x, y, par les coordonnées après le déplacement, x', y' :
Cette équation représente un paraboloïde de révolution dont le sommet a pour coordonnées
Si, pour un moment on désigne par Ç la coordonnée z' du sommet, l'équation ci-dessus peut être écrite sous la forme
ce qui montre que les différents paraboloïdes, dans lesquels se sont changées les différentes sections planes de la plaque, sonl superposa-
§ 45. — FLEXIOiN d'üKE PLAQUE PAU DES COUPLES. 557
bles, et ne diffèrent que par la position du sommet, puisque la seule grandeur z qui les distingue n'est contenue que dans Ç.
Les forces extérieures qui sont capables de produire cet état d'équilibre sont données parles équations (134), (155) du § 59. qui se réduisent dans ce cas à
X : Y = cos/j : sin_p
Elles sont aussi proportionnelles aux dislances de leurs points d'application à la surface médiane; nulles sur cette surface (z = 0), elles croissent de part et d'autre avec des valeurs opposées quant au signe (*).
(*) NOTE FINALE DU g 45.
1. Clebsch, dans ce § de son livre, considère, comme on voit, le cas d'une plaque sollicitée, autour, pur des forces faisant couples, et d'intensités proportionnelles aux distances z de leurs points d'application à la surface médiane. Finalement même, par l'annulation de la loue lion /' (qu'il rétablira au g 40), il réduit les forces à celles qui agissent normalement au cylindre contournant et qui ne tendent à faire tourner qu'autour de tangentes à la périphérie de la section médiane, ce qui produit une flexion spliérique, analogue à cette flexion égale ou circulaire des tiges, déterminée par des couples de forces normales aux bases, dont nous avons parlé au n° 2 de la Note de la fin du l 28.
Dans la présente Note, nous considérerons d'abord cette flexion sphérique. — Nous ferons voir qu'elle peut être trouvée d'une manière fort simple avec une complète rigueur quelle que soit la forme du contour, toujours pour des plaques d'une épaisseur quelconque, sans avoir à la déduire d'une analyse générale et très complexe, préalablement donnée, comme celle des §§ 59 à 44 ci-dessus. Il suffit, en effet, de la regarder comme résultant de la superposition, à angle droit, de deux flexions circulaires ou cylindriques de courbures égales ou de même rayon, et de même sens.
Puis, nous montrerons que le même procédé simple, en superposant deux flexions cylindriques de courbures inégales, même de sens opposés, peu faire obtenir avec la même rigueur une curieuse variété de déformations.
On verra ensuite que des solutions tout aussi rigoureuses peuvent être obtenues lorsque les flexions composantes sont déterminées, non plus par des couples, mais par des efforts tranchants qui agissent tangentiellement
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sur les faces latérales de la plaque, et qui l'affectent de ce que nous avons appelé des flexions inégales, dans la théorie des liges.
Mais c'est surtout aux plaques circulaires, d'épaisseur quelconque, dont le bord est appuyé ou encastré, ou même est libre si l'appui a été pris sur tout autre cercle que celui du pourtour, que ce genre rigoureux de solution sera appliqué, et sans faire aucunement l'hypothèse (g 29, \%\ a et 1*21 b, p. 297) de nullité des composantes de tension t.«, tl/z partout à l'intérieur. 11 donnera complètement la forme prise par la plaque fléchie sous l'action d'efforts ou de couples symétriquement distribués autour de son axe de figure, même ailleurs qu'au pourtour. On verra aussi que lorsqu'il s'agira seulement de déterminer sa flèche centrale de courbure, les solutions s'étendront à des charges distribuées sur les faces de toutes les manières, même sans continuité ni régularité. Ces solutions, si on néglige certains termes propres aux plaques épaisses (dont l'analyse actuelle tient compte), se trouveront être d'accord avec celles que Poisson a données en 1828 pour les plaques minces et les seuls cas de symétrie, en les tirant de l'intégration de l'équation connue aux différences partielles du quatrième ordre, dont l'établissement est fondé sur de pareilles suppressions faites a priori, et qui sera démontrée surtout à la Note du § 75.
2. Comme préparation à ces solutions relatives à des plaques de dimensions finies, considérons d'abord une plaque de longueur infinie dans le sens des//, de largeur finie, constante, mais quelconque dans le sens des x, aussi horizontal, etd'une épaisseur que nous appellerons
sollicitée uniquement sur ses deux faces verticales parallèles aux y, et par« tout de la même manière sur leurs diverses bandes ^tdy, par des forces normales t.dydz , supposées proportionnelles à la coordonnée z, et, par conséquent, faisant couples, puisque z est positif entre ses valeurs 0 et + £, négatif entre 0 et — e . On suppose que l'élasticité de la maiière homogène de la plaque est la même dans tous les sens horizontaux, mais que celle du sens vertical en diffère autant qu'on veut.
Vu qu'aucune raison n'existe pour qu'une plaque ainsi sollicitée se dilaté
(Id dans le sens y où elle est indéfinie, on aura partout <\ — j-~-0, et les trois
tensions normales seront régies par les formules (AJ du n" 15 de la Note du g 16, reproduites ci-dessus § 59, sous le n° (121 c), page 297 :
(a) t =(2f -\- P) <T + ä'3' , £ — PÏT + &Ï , t.. = d'?. -+- cfei J
Elles sont à substituer dans les trois équations indéfinies de l'équilibre d'un élément de volume
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On y satisfera, ainsi qu'à t.. ,t îr t - ~ 0 pour z ==±s, l'origine des z étant prise sur le feuillet moyen, au milieu de la largeur de la plaque, par
(-) u = — -jj- , » = 0 , m> = gît ( x' -j 7 :-: j ' (K étant une constante)
clonnaiit
Si nous substituons dans (a), en faisant, comme au n° 16 bis de la .Note du g 10, formules [«), p. 84,
nous avons
(</) t = — aiïï- l = — (a, — 2H ^ , L =0, t — o
w' xx Mi .'/y v ' 7R M ' ffs,zx,xy — "•
qui réduisent à l'identité 0 = U les équations d'équilibre (b).
On voit que al est un module d'élasticité d'extension propre aux plaques dont les deux faces perpendiculaires ä une seule coordonnée z sont libres, comme le module E de Navier est propre aux tiges dont les quatre faces perpendiculaires à deux coordonnées transversales sont libres de toute action extérieure (voyez le n° 15 de la Note du g 16, et le n" 6 ci-après de la présente Note) (*).
Les équations (e) prouvent que toutes les petites lignes ou petites faces matérielles primitivement parallèles ou perpendiculaires aux x, y, z resteront à angle droit les unes sur les autres.
La première (c) prouve qu'un point dont l'abscisse et l'ordonnée primitives étaient x et z a maintenant pour abscisse x -f- u = x ( { — jt-X QqHq
quantité est = 0 pour 2= R; toutes les lignes matérielles primitivement vertica'es aboutissent donc maintenant, si on les prolonge, à une Ijo-ne horizontale ayant pour équation x — 0 , s=R. Comme elles restent normales, vu (e) gix = 0, au feuillet moyen, on voit que ce feuillet primitivement plan est changé maintenant en portion d'un cylindre à base circulaire de rayon W. ayant pour axe cette même horizontale parallèle auxv/.
La première (g) montre que le moment ou couple de flexion M appliqué
(*) Ce module a, est les — du module E de Navier lorsque a*=h =s c = 7>(=ù(' ~")d' — ZG .
aux. faces verticales de hauteur 2s, parallèle aux y , a pour valeur
La seconde (g) prouve que si, dans cette plaque indéfinie, on taille une plaque rectangle d'une longueur finie dans le sens y, et si l'on veut que la llexion ne cesse pas de suivre ces lois, il faut appliquer aux divers éléments dxdz des deux faces nouvelles de hauteur 2s, parallèles aux ,r, des forces normales, faisant couples, comme celles qui agissent sur les faces parallèles aux y, mais ayant, pour l'unité superficielle, des intensités
„,,) ^=-(a,--äf)|
quatre fois moins grandes, quand a = c = of = o f = od' = 5G, que les intensités de celles-ci, et ne servant qu'à empêcher les nouvelles faces de perdre leur verticalité.
o. A ces déplacements (c) d'une plaque indéfinie clans le sens y , superposons-en d'autres, à savoir ceux que prendrait une plaque indéfinie dans le sens x, d'une longueur finie quelconque dans le sens y , et sollicitée sur les
nouvelles faces, qui sont parallèles aux x, par des tensions t = — at ~. Ces
déplacements ne différeront de ceux (c) qu'en ce quex sera changé en y,el u en v; et ils leur seront superposables par simple addition, comme on sait, si les uns comme les autres sont très petits. Les déplacements résultants auront ces expressions qui conviendront à des plaques, soit rectangles de dimensions quelconques, soit, comme on va voir, circulaires de rayons quelconques :
donnant
en sorte que les lignes droites primitivement normales au feuillet moyen % ^'0, ainsi qu'aux laces 3 =± z, sont restées normales à ces trois surfaces après leur incurvation.
Prenons des coordonnées semi-polaires
(/.) , a , telles qu'on ait x — r cos o. , y = r sin a,
égalités qui, différent iées, donnent, pour avoir les déplacements :
(ßj) ox = or cos o. — rS% sin a , oy = Sr sin a -f rSa. cos a ;
n yz
1 fx* + y*
l =t = — 2(aA— f)J,
un R
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ou, en appelant, avec Lamé,
U, V, YV
les déplacements du point (x, y, z ou r, a, z) dans les sens respectifs du rayon vecteur r, de l'élément ro<x de son cercle, et des z:
( M = Ucosa — V sin a , » = üsin a -f- Y cos a;
( d'où 11 = a cos a + v sin a , V= — m sin a -f i> cos a.
En y substituant les (i), on trouve, eu égard aux (/.),
Toutes les fois que le déplacement horizontal Vdans un sens perpendiculaire au rayon vecteur r est nul, et que les déformations s'opèrent symétriquement autour de l'axe des z , les dérivées peu rapport à a sont nulles, ce qui n'empêche pas qu'il n'y ait une dilatation <?a dans le sens rd» perpendiculaire au méridien de tout point, puisque, r devenant r-+-\], le pelit arc rd<x augmente de lh/a; d'où il suit, comme il est facile de le voir, qu'on a pour les dilatations, les glissements et les composantes de tension dans les sens r, rd-x et z,
\ r_ Vr ' a r » — dz
C t,T = (2f+f')?r + P?a +,d'D , taa = rDr-f(2f+f')?a +d'^, ( t.. = d'?r+ d'?K+ ea.i
d'où, si l'on a partout t.. = 0 , l'on lire, en éliminant d^,, (P) tn, = a, (Df + DJ - 80. , tar/ - a, (3, + ? J - 2fi>r .
Dans le cas présent on voit par les expressions (m), des déplacements ; 1° Que g.r sera nul comme les deux autres glissements; 2° Qu'on aura partout
o° Que le rayon vecteur r d'un point quelconque est devenu, après la flexion,
Comme cette quantité s'annule pour z — P., il s'ensuit que toutes les petites lignes matérielles primitivement perpendiculaires au feuillet moyen, mesurant
les distances s des divers points à ce feuillet, concourent maintenant, étant prolongées hors de la plaque, au point z=J\ de l'axe des z. Comme elles lui sont restées normales puisque les glissements g;a, g_r sont nuls, ce feuillet s'est changé en une portion de sphère de rayon R ayant son centre à ce même point (r = 0, 3 = R). C'est ce qu'on pouvait déjà voir par les expressions (J) qui donnent zéro pour x -4- u et y-\-v quand on y fait s — R.
k. Si donc on a une plaque horizontale, soit rectangulaire de côtés quelconques, soit circulaire de rayon quelconque, et si l'on applique uniformément sur ses faces verticales des forces normales t . t out, d'inten-
J **■ vif
sites (_/), — 2 (ax — f) p par unité superficielle de leurs éléments, forces qui
sur chaque bande verticale feront couples puisque les ; se comptent tant au-dessus qu'au-dessous du plan à égale distance des deux faces horizonlaies :- = ±£, ce plan, si la plaque est circulaire, se changera en calotte sphérique de rayon R, et, si elle est rectangulaire, en une portion de sphère du même rayon; portion qui pour \V0 = (W)_0 supposé très petit, se confond avec la portion de même hauteur du paraboloïde de révolution
w0 = - an ■> donné par la troisième équation (?) en y faisant c — 0.
Le milieu x = 0, 3 = 0, ou r= 0 du feuillet moyen, qui peut être supposé n'avoir pas changé de place, ne se trouve plus, après la flexion, à égale distance des deux faces 3= — s, 5 = + s, aussi devenues sphériques. Toutes deux se sont relevées de
Ces relèvements s'expliquent, savoir: 1° celui de la face inférieure 2 = — s,
d' 1 z d' 1 £ par les contractions verticales — dz.= — . s'sH — • n â> dont chacune des 1 c R 2 c H 1
deux moitiés accompagne nécessairement, et dans une proportion— (*), les
dilatations horizontales dr et ?a = — ^ qui ont üeu Pour 5 = ~ r} z »
moyenne des ordonnées de ce côté inférieur dont la hauteur est t; et 2° celui dé la face supérieure z ==s, par les dilatations verticales, ou dans le sens s, accompagnant les contractions horizontales de.r et y ou r et a, quand on a, comme ici, t =0 sur les laces inférieure et supérieure c — rb;.
(*) Cette proportion —, ou — -^ d'après la nolation de Lamé, quand il y a isolropie v ' ' c / + 2,'J.
complété; serait de ■„ si ). élait égal à jx (noie du g 16), c'est-à-dire sérail supérieure aux n
qui sont, égaux à 7 dans li 'nie supposition d'isolropie.
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On aura, pour les moments fléchissants produits par ces forces L ., ou t out^-a^-f) ^
W M,o..M//ouMr=-2(a,-f) £ j{ z.,z == - * *JJ=J .
Ces résultats sont conformes à ceux des formules (172), (174), (I7i a) de flebsch lorsqu'on y fait (voir formules (x) et (;•) de la Note g i6, p. 83-84),
1^-Iz^c 2[a-rV--^- d-i--Ä
Ils ont uni intérêt pratique bien que l'application, au contour, de forces normales distribuées comme l'exigent les expressions ci-dessus t , t ou
tr -— — 2 (ai — 0 n^ soit irréalisable ; car si à leur place, il y a (comme on a
dit au § 28 et à la Note), tout auprès des bords d'une plaque mince, d'autres forces appliquées par exemple sur les faces supérieure et inférieure de manière à n'avoir pas de résultante et à produire des couples dont les mo-
2es
ments fléchissants aient par unité de longueur la valeur (s) — 2 (a. — f)^;,
oll
la plaque soit rectangle, soit circulaire, éprouvera très approximativement la déformation sphérique indiquée, partout sauf de très petites zones auprès des bords, par les raisons que nous avons données précédemment en traitant des tiges (Note citée du % 28).
5. Aux déplacements u, v, w donnés par (c) on aurait pu en superposer d'autres donnés par
différant de ceux qu'on a ajoutés au n° 5 pour avoir (i) en ce qu'au lieu de R il y aune autre constante H'. Il en résulte, au lieu de (i), (j) :
"".R.' ^>J~ ~ R" w*==AR."'".B7jf Cm' *FifW»
Ces valeurs de t.( .r, tw donnent les forces faisant couples à appliquer normalement sur les faces latérales perpendiculaires respectivement aux x et aux y, d'une plaque rectangulaire de dimensions quelconques pour que se points éprouvent les déplacements (/), et ses parties les petites déformations (u).
541' CHAP. lil. — PLAQUES d'ÉPAISSEU» QUELCONQUE.
Si R, P/ sont de même signe, l'équation w0 — ör + Ä du feuillet moyen après la flexion est celle d'un paraboloïde elliptique. Si R, R' sont de signe
contraire, c'est celle d'un par abolo <ide hyperbolique. Comme on n-r~j — f>'
c tin i
%^- ==— 7 , on voit que lorsque les flexions sont faibles, ce qui doit toujours
être supposé dans la théorie de l'élasticité, R et R' sont les deux rayons principaux de la courbure prise par ce feuillet.
Si R = — R', le feuillet moyen devient une de ces surfaces à courbures principales égales et opposées, appelées anticlastitjnes par MM. Thomson et Tait, dans leur grandi T réalise of Natural l'hilosuphy, de, 1867, dont un seul exemplaire existe en France, et dont il n'a encore été réédité que le premier volume.
6. Si ce sont des efforts tranchants, au lieu de couples, qui déterminent la flexion de la plaque, des solutions analogues à celles des nos 2, 5, 4 peuvent encore être données, et cette flexion est alors (comme pour les tigesj inégale au lieu d'être égale ou sphérique.
Soit d'abord une plaque indéfinie dans le sens g, et terminée dans le sens -x, aussi horizontal, par deux faces verticales planes x = ±a. Si P représente l'effort tranchant qui agit sur l'unité de longueur horizontale et tangentiellement dans le sens z sur ces faces dont la hauteur est 2 s, on doit avoir, pour l'équilibre de translation dans ce sens vertical, et pour l'équilibre de rotation autour de la médiane Js = 0 d'une section verticale dont l'abscisse est x, de la partie de plaque de largeur a — x comprise entre cette section et le bord $==,a :
(„) J^ ■ t- d* = P , jl t t „,. zdz = P (a - x) •
Il est facile de reconnaître qu'on y satisfera, ainsi qu'aux équations
indéfinies (b) de l'équilibre avec les — = 0, et, aussi, aux conditions
(t \ he = 0> par les expressions suivantes :
5P fax* a;5 «P / \ 221
donnant
', a _ . < -m 9tv _ d' '( 11
1 i)x te v '
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et, par suite :
En faisant s = 0 dans les expressions (r), l'on voit que, pour les points du feuillet moyen de la plaque, le déplacement horizontal u est nul, et le déplacement vertical
suit la même loi que pour une tige horizontale d'épaisseur verticale 2-, posée sur deux appuis distants de 2 a, si elle est chargée au milieu d'un poids 2 P par unité de sa largeur. Seulement, il y a, au dénominateur, le module a[ des plaques (n° 2), au lieu du module connu E des tiges, un peu moindre, qu'on a lorsque les faces verticales 2 ; sont libres; en sorte que la flèche de la flexion de la plaque d'une largeur très grande, ou comparable tout au moins à sa longueur 2 a, posée sur deux lignes horizontales
p . . . , . , Va' ;. , Va'
fixes, et ainsi chargée, est „ = au lieu de an . •
2 at £J 2 E s»
Si l'on voulait, au reste, que les points prissent exactement les déplacements (x) quelle que fût la largeur de la plaque dans le sens y (et toujours quelle que fût l'épaisseur 2 z) , il faudrait appliquer, non seulement sur les faces x = a les forces tangentielles verticales ti;. exprimées par la formule («'), mais encore (et analogiquement à ce qu'a offert l'expression (ftt) du il" 2), sur les faces taillées, des foires perpendiculaires aux y, et exprimées par la valeur (a') de t( ( .
7. On pourrait même, aux petits déplacements «, v, w du système (x) en ajouter d'autres qu'on en déduirait en y changeant u en v en même temps que x, a, P, en y, b, Q, ce qui donnerait les flexions d'une plaque de largeur 2 a dans le sens x, de longueur 2 b dans le sens y, sollicitée sur ses faces latérales perpendiculaires à x et à y par des forces telles que (a') faisant efforts tranchants P, Q pour l'unité de leur longueur. Mais l'expression qui en résulterait pour les déplacements verticaux du feuillet moyen
_ 5 /P«.c* + Q%* P,r-- + Qr\ (C } " v~ 2a^ V 2 6 )
montre qu'on ne saurait regarder une plaque ainsi sollicitée comme appuyée tout autour sur un cadre horizontal; car, même en ajoutant, autour,
(*) M. Boussinesq, à qui je dois la détermination, à ma demande, des formules (x), a remarqué que celles (c), (d) n° 2, sont un cas particulier de celles (x), (y), (z), (a') que nous venons de donner : il suffit, pour y ramener celles-ci, de taire P infiniment petit, «
2 a jô infiniment grand, mais leur produit P« fini = ^——* On sait, et on voit en statique, qu'un
couple peut en effet être réduit à une force infiniment petite agissant à une distance infinie sur un système invariablement lié à celui où le couple s'exerce.
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des couplos comme ceux du n° 5, choisis comme on voudrait, et augmen-
X* II'
tant w0 de^-jT + ^TT;, on aurait toujours, en faisant soit x = a, soit y = b,
des valeurs de ir0 non constantes, à cause des termes du troisième degré en y ou x. Le problème de la flexion de la plaque rectangulaire posée de niveau tout autour ne peut probablement recevoir que des solutions approximatives comme celles qui feront le sujet de la deuxième partie où nous allons entrer, et où l'on traitera, chajp. V, des plaques d'une épaisseur très petite. La fin de la note du g 7a en donnera la solution due à Navier (*).
Mais il en est autrement d'une plaque circulaire
Sa flexion peut être obtenue exactement et complètement, quelle que soit son épaisseur, si elle est sollicitée symétriquement en tous sens autour de son axe de figure, moyennant que les forces appliquées à son cylindre contournant, et dont on ne connaît en général que les résultantes et les couples résultants, seront supposées distribuées d'une certaine manière sur les bandes verticales qui le composent. Nous supposerons aussi, pour nous borner, qu'elles ne tendent qu'à fléchir la plaque et nullement à l'étendre.
Et même, lorsqu'on ne se propose d'avoir que l'amplitude de sa ßeche centrale de flexion, on verra qu'elle peut être obtenue avec autant de facilité pour une multitude de cas de dissymélrie et de discontinuité des charges.
Considérons, pour plus de généralité, une plaque évitlée circulairemenl au milieu, ou bien une portion de plaque comprise entre deux cylindres conaxiques à base circulaire.
Soient r0 et a les rayons intérieur et extérieur des cylindres limitant cette plaque horizontale, d'épaisseur 2*;
P, comme au n° 6, l'intensité de l'effort tranchant vertical qui agit sur l'unité de longueur de son cylindre contournant extérieur, la plaque étant, pour fixer les idées, supposée prendre son appui sur la circonférence immobile, de rayon r0, du cercle moyen du cylindre intérieur ou d'évidement;
Q — SîraP, l'effort tranchant total s'exerçant sur toute la surface du cylindre extérieur, de rayon a, de longueur 2 na, de superficie 2 7r«.2e;
M , le moment ou couple fléchissant que des forces normales ou horizontales peuvent en même temps produire, aussi sur F unité de longueur horizontale du contour extérieur r = a, autour de la tangente à son cercle mo'ven ;
(") On voit aussi, en faisant £ = r cos «, x = r sin « avec a = b, P'= Q dans l'expression (c') de w0 relative à la plaque carrée sollicitée tout autour par des eflorts tranchants égaux, qu'on ne peut en déduire ce qui est relatif a une plaqua circulaire sollicitée de même, connue on a pu le faire au n° 3 quand il n'y avait, au contour, que des forces fléchissantes faisant couples. En effet., cette substitution produit, entre les parenthèses, un
terme , I' ?-5 (cos 'a + sin "a) faisant varier «•„ non seulement avec r, mais encore avec
l'angle azimutal a; et la surface affectée par le feuillet moyen n'est pas de révolution.
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M , le moment ou couple semblable, qui s'exerce sur une coupe faite dans la plaque par un cylindre vertical et conaxiquc, de rayon quelconque r;
R, comme au n° 4, le rayon de la portion de sphère en laquelle se serait changé le plan du feuillet moyen de la plaque si elle n'éprouvait d'autre action que le couple Ma, sans effort tranchant;
W0 la valeur du déplacement vertical W pour :• == 0, ou l'ordonnée des points du feuillet moyen de la plaque après sa flexion.
Vu la symétrie supposée, comme au n° 5, des actions et flexions autour de l'axe vertical des z qui passe par le centre de la -plaque, on aura, en conservant les notations de ce numéro, et les 4 ne désignant toujours que les dislances primitives des divers points de la plaque à son feuillet moyen:
P V = 0 , et les — = 0 ; ou les tensions et 1rs déplacements indépendants
de l'angle azimutal a ; t,r^(2i + i^ + f^ + d^:
sr
Les tensions t devront satisfaire aux deux équations différentielles suivantes, indéfinies ou applicables à tous les points, de l'équilibre de translation d'un élément de plaque dans les sens r et z :
9\„ $U t_-— t $t„ trx dtzz
(') Ces deux équations sont une particularisalion, pour^— = 0, t =0 » des trois que
Lamé a déduites [leçon 14 sur l'élasticité, form. (5)], par une transformation en coordonnées semi-polaires r, y., de celles d'équilibre en coordonnées rectangles x, y, z. On peut les écrire, 51, J\d , 3d étant les forces s'exerçant par unité de volume dans les sens r, rd-x, z :
Dr r (i cf. dz r
t r r au c :■ ?•
ft.,. lrnL rt.. t,,.
_ îî. + — — -+- . " -t- — + S? = o .
Elles se trouvent démontrées d'une manière directe au n° 6 d'un Mémoire sur les divers
ainsi qu'aux conditions définies ou relatives à certains points, savoir : 1° Ceux des deux faces horizontales de la plaque :
2° Ceux de son contour extérieur vertical :
Nous chercherons donc quelles sont les valeurs générales des déplacements U, W capahles d'y satisfaire :
1° Si les forces verticales ou tangentiales t agissant sur le contour, dont
genres d'homogénéité des corps solides [Journal de Liouville, t. X, 18G5), et au t. II, n° 163, du Traite de mécanique generale de M. Résal, 1874.
Celte démonstration directe, réduite au cas qui nous occupe, consiste à considérer un élément de volume dr.rda.dz compris entre deux plans ayant pour ordonnées a et z -\-dz, deux méridiens faisant entre eux le petit angle dx, et deux cylindres de rayons r et r + dr, conaxiques à la plaque.
Cet élément est sollicité sur ses six laces : " 1" Dans la direction r, supposée bissectrice du petit angle d«, savoir :
Sur ses deux faces cylindriques, par deux forces
— rdvxh\rr et (r+dr)dxdzf trr 4. _ZT dr ]
Sur ses deux faces perpendiculaires aux z, par deux forces
rdixlrl^, et rdadr ( t . -4- _ VI dz ) 5
Sur ses deux faces méridiennes par les composantes, suivant r, de deux forces q= drdz taa
qui leur sont normales et qui font avec r des angles ayant ± -} dv. pour cosinus, en sorte
que les deux composantes donnent ensemble
— drdzd« taa .
2° Dans la direction a, perpendiculaire au rayon r, par des forces qui, pour le cas ic considéré, se détruisent ; 3° Dans la direction z :
Sur les deux faces cylindriques, par deux forces
_ rdxdz t,.. et [r+dr)d*ds (t,.. _|_ _£? dr J ;
Sur les deux faces perpendiculaires aux z par
— rdadr t., et rdadr I t.. -j- __!: dr j ;
Sur les deux faces méridiennes par deux forces — drdzta, et drdz ta. qui se détruisent.
On a donc, en égalant à zéro les sommes de composantes de forces de mêmes directions, elfaçint les produits infiniment petits du quatrième ordre et divisant par le volume dr.rda.dz de l'élément, les deux équations d'équilibre ci-dessus (</') des forées agissant respectivement dans le sens r et dans le sens s, eu supposant qu'aucune force analogue à la pesanteur n'agit sur la matière de la plaque.
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la seule résultante Pest donnée, et dont nous pouvons choisir arbitrairement le mode de distribution, toujours inconnu, y suivent, comme on a vu dans le problème du n° 6, la loi parabolique du second degré, la plus simple de celles qui donnent {h'), (t;..)._±£ = 0, et (£'), />\ e trs rZs = P, pour r==a; c'est-à-dire la loi représentée par
en (m-«=fO-S);
2° Si en même temps les forces horizontales t}T, dont le seul couple résultant est donné, y ont une distribution telle qu'on ait, en tous les points (comme nous avons vu aussi dans les autres problèmes),
(*') tss=0 ;
cl si, bien entendu, ces deux suppositions sont reconnues, par le résultat du calcul, compatibles entre elles, ou susceptibles d'être satisfaites par les mêmes valeurs de U et W satisfaisant aussi aux équations indéfinies, et définies (</') (h') (ï) du problème; valeurs qui en offriront alors la solution désirée, rigoureusement exacte si les forces appliquées au contour suivent bien le mode de distribution supposé.
9. La supposition (/.') réduit la seconde équation d'équilibre (f/) à
Ç) une fonction de s
d'où il résulte aussi, vu ('/) et (/"), qu'on a partout :
v / /- \dz or ) if r
La même supposition (hf), t,. = 0, si on l'introduit dans la troisième formule de tension (c'j et si l'on remarque que
' ru U 1 £.»-U ^■^^ = ^+r=rTT donne
g\v_ _cp t [yu
* ' dz 7 c r ï r
En faisant comme au n° 5, et déjà au n° 16 de la grande Note du 16,
2 f-f- f -== a, , l'on obtient :
1 r.»U -JI . 1 d.rXS 'M [ L„— a..- -s 2f- , tÄ = a,- — 2f 75- 3
{U) I Qï 9 /UN a,r , ',r-t.« q S /l -.»-UN.
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en sorte que si l'on fait pour abréger . . oVa 1
où il est facile de voir que H exprime une longueur linéaire, et si l'on a égard à la valeur (/') de t;.., la première équation d'équilibre (g') prend celte forme
[0 ' dr \ r Pr ] ~ \\r
Intégrant une première fois, puis substituant dans (m') et désignant par
2 -4 Io°* a A, ou plutôt par — yr~> une première constante arbitraire, nous
obtenons , pour déterminer séparément U et W, les deux équations :
•4 v 2 rz
Tirons, de la première, c .r\]=z. r- r log - dr — :^ dr et intégrons; ajou-
4 r r tons à ce que donne -^ log - dr, une constante linéaire F>, dont nous dispo- 11 ' a r
serons ci-après, commode A. 11 faudra toujours, après avoir mis, à la suite,
2 rz
l'intégrale du second terme ^-, ajouter pour la généralité une fonction
arbitraire de i. Appelons % cette fonction de :-, et nommons, de même, di une fonction arbitraire de rà ajouter à l'intégrale du second membre de la deuxième équation (//) ; nous aurons
* / r \ B- rz 1 d' /'■2t- r ;-\
WU=s(2,log,--r)+|-^+-S.; W= --^1og--?|+i9l.
Les deux fonctions % et fil doivent être telles que ces expressions de U et deW satisfassent à l'égalité du second au troisième membre de l'équation (/) donnant trz, ou, eu égard à ce que (n\) H représente, à
< en., il
v ' ; ;. ' dr II e r
En y substituant les (r/'), on a, pour ta condition à remplir par les fonctions 25 et , de la première desquelles nous avons, ce qui était permis, détaché en quelque sorte le terme Br,
(S) II ga 1I + F A+ PF- Il c' /• +II e r r 0* "
Cette condition (*') peut être remplie de plusieurs manières. On pourrait en tirer une. des deux fonctions arbitraires en laissant subsister l'autre 5
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mais, d'après la nature du problème, des conslantes y suffiront. Tirons donc
-r— - et -s— de l'annulation supposée de chacun des deux membres de (s'),
dont le premier ne contient que r, et le second que ; quand on le débarrasse du diviseur r;puis déduisons-en, par intégration .-il, et £, en appelant — C une nouvelle constante à ajoute* à ce qu'on obtiendra pour $, et substituons dans les expressions (q!) ; elles ne contiendront plus que des constantes, et nous aurons ces valeurs générales des déplacements :
( U= ; .-r '2r; log >■: -\ — H a-; — =
) „. 1 /r* d':2\ 1 ( , /". 2dfts\ , r ) n\r
C'est à dessein que nous n'avons pas, en intégrant, ajouté une constante à la
valeur de 3j> comme à celle de $, car, en l'appelant (/, elle aurait apporté à la
valeur (t') de U, un terme — , d'où, à celle de trr comme on va voir, un
terme — 2f— qui aurait empêché la première condition i i')J fj_ , ln.ik^l=il~0,
d'être satisfaite et qui, pour d'autres raisons encore, ne saurait subsister lorsque la plaque n'est que fléchie ou n'éprouve pas d'effur[< extenseurs de son feuillet moyen.
10. On en déduit, en mettant dans l'expression \n'\ de la composante normale de tension t;r la valeur [t') de U, celle-ci :
Cette force est nulle, ainsi qu'on voit, aux points : =0 du feuillet moven; et elle se distribue symétriquement de part et d'autre, suivant une loi parabolique du troisième degré, comme Clebsch le remarquait déjà pour l'intérieur des tiges, au § 2(3.
Multiplions par zdz et intégrons de — i à e afin d'avoir le moment ou couple fléchissant Mä auquel nous avons à imposer des conditions en certains points, tels que ceux des bords de la plaque. Dans cette intégration,
chaque facteur ^ produira ^-, et chaque facteur — produira ^, en sorte
que le binôme entre crochets produira -r-s- v" ( — h 4 — ). Si donc nous fai-
sons,
pour abréger,
(juantité numérique du second ordre de petitesse, et généralement négli'
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geable si le rapport ^- de l'épaisseur au diamètre de la plaque est petit du premier ordre, nous avons
M,,=£,„,„=^j-»i=f+^[2(a,-r,1o^ + f-alfg-f^
11. On vérifie facilement crue les expressions (t) de ü et W donnent une valeur de t „ conforme à l'expression posée (/'), ainsi que des valeurs (n) de t ,t — t qui, avec celles-ci, satisfont identiquement aux équations différentielles indéfinies (g'), ainsi qu'aux quatre condilions définies [h'), (*'); enfin, qu'elles donnent bien t.. = 0, en sorte que cette supposition (£'), et celle (/'), faites en commençant, sont parfaitement compatibles et remplies par les mêmes expressions dcU, W, satisfaisant ainsi à toutes les conditions de la question.
Ces expressions [t') de U, W, peuvent, en conséquence, servir à résoudre les divers problèmes qu'on peut se poser sur la flexion des plaques ou parlies de plaques circulaires sollicitées symétriquement autour de leur axe de figure sur les deux cylindres contournants, en déterminant les trois constantes A, B,C dans chaque cas, au moyen des équations («')> &) qu'on en a déduites, ainsi que des valeurs spéciales qui peuvent être données, dans des cas variés, pour les deux expressions suivantes, tirées de la seconde [t'),en faisant 5 = 0 pour l'appliquer aux points du feuillet moyen :
M W„=£+.|(l-log0-C-Bl„g'a
M T^A + ïil'-'^J-r
Par exemple
1° Si la plaque sollicitée sur l'unité de son contour r = a> à la fois par l'effort tranchant P et par un couple fléchissant donné Mfl , se trouve fixée au milieu par un boulon cylindrique de rayon r„ qui encastre sa partie inférieure, en obligeant ses éléments contigus à rester horizontaux, on aura les conditions
Ll- Si cette même plaque boulonnée ne supporte à son pourtour que l'effort P, sans couple de flexion, les conditions seront
(M,),_=o, (wo)r=r=o, (!^)r=;o=o.
3° Si, toujours èvidée et sollicitée au pourtourpar le couple Mfl , elle n'est que posée sur le cercle rigide el immobile du rayon r0, en sorte que les
plans des éléments n'y soient astreints à aucune direction particulière, on devra avoir
(Ms)r=a=Ma , (Wo),.=,n = 0 , (M,)r=r=0 .
d W Ces équations de condition, en y mettant pour Ms , \V0 , — — ° , les expressions (x')f {y'), {%') spécifiées pour r= a, ou r =»•„ , serviront à détermi-
ner facilement les trois constantes -, B, et C , dont les valeurs, substituées
dans les (?) ou seulement dans {y') W0 , donneront, pour ces divers cas, les déplacements U , W, et spécialement la valeur de W0 qui fournit, en r, l'expression de l'ordonnée W0 de la coupe méridienne de la plaque, ou l'équation de cette coupe.
12. Il est avantageux d'éliminer d'abord la constante j en la remplaçant
par l'introduction, dans les formules, du couple Mft , donné ou nul, c'est-àdire du moment des forces horizontales agissant sur le cylindre contournant r= a.
On aura pour cela, en faisant r = a dans (x') ,
. ,. .. _ 4e3 a,-f 4s* f~a,f fa' B
\*l) lvl«-~5" A +T H "T1^'
Si P= 0 , d'où y = 0 , ou si la flexion est l'effet du couple Mfl , sans effort
tranchant, cette expression, avec B = 0, fait retrouver, comme cola devait
être, et sauf A écrit au lieu de R, celle (s), n° 4, du moment fléchissant
d'une plaque de forme quelconque, qui ploie son feuillet moyeu en portion
de sphère d'un rayon que nous avons appelé R; et la même supposition,
_ = 0, avec annulation de la constante C comme de celle B, réduit les ex-
pressions [t') de U et de W à leurs premiers termes qui sont les expressions (m) du n° 5, p. 541.
Faisons donc, ce qui simplifiera les formules,
M «.= -ix» uu R=-4üa7^r
l'équation de condition (z\) relative au moment de flexion sur le contour,
divisée par — ? (ax — f) e% donne pour la constante A :
11 , lf-a^ ^B
{ ' A R^H a, — f a,— la*
En la substituant dans les (V). on a ces solutions que M. Boussinesq a cher-
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chées et trouvées à ma prière
] I/O8 d' \ Il , /r3 d' A/f— a.f' OI r\\ _ D1 r f B/i* d1 A
f 4 5Pa 1 3 M„ ,_H /d' , ,aA l*
lou ÏÏ = 8a^' R = _F'ïï-^t-' r~5^ U + 4ëJ^*
Et, en susbslituant le même (a") dans (x'), on a pour le moment fléchissant, aux points de la plaque à une distance quelconque r de son centre,
(OMs=£v^ = ^{-Vf^[^a.-n.0^-a,f(|-l)]-.B(i-i)j;
qui, spécifiée pour r — a , se réduit bien à (z\) Ma .
13. Les formules (b"), quand on y fait les constantes C = 0, B = 0, offrent déjà la solution d'un cas extrême et important du problème de la plaque sollicitée sur son contour par un effort tranchant P et un couple Mft. On voit en effet qu'alors
Ces deux expressions s'annulent pour r = 0, (car on sait qu'en général x logx est = 0 pour x = 0). On ne peut sans doute pas supposer que la plaque s'appuie sur un seul point central, ou sur un cercle de rayon infiniment petit; car il résulte de l'expression (k\) ou (/') de t , ou de celle
Va ir3 dz = — qui en est tirée, ou encore simplement de la condition de l'équilibre de translation de toute porlion de plaque limitée par deux coupes cylindriques de même axe qu'elle, que sur ce cercle infiniment petit la plaque aurait à supporter un effort tranchant infini. Mais ces formules (b"), avec C = 0, B = 0, sont parfaitement applicables, lorsque seulement ee cercle d'appui est de rayon très petit, car, vu la grandeur toujours considé-
ràble de B par rapport à toute valeur de r, W0 et -r— peuvent être regardés comme du second ordre de petitesse quand r0 est du premier ordre. Nous en tirerons aux nos 15 et 10 des conséquences importantes.
14. Mais nous allons d'abord développer la solution pour un cas non moins intéressant. C'est celui où la plaque, sans être percée ou évidée, s'appuierait sur un disque rigide et immobile de rayon r,„ en n'en touchant que le bord, de manière à ne pas être empêchée de iléchir jusqu'à son milieu propre.
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Il y a lieu alors de distinguer dans la plaque deux légions qui auront des modes de déformation différents; à savoir la région centrale où les rayons vecteurs rsont compris entre zéro elr0, et la région e.rférieure ou annulaire dans laquelle ils varient de r == ru à r = a. Comme, dans la première, où
l'on a évidemment •— = 0 pour r = 0, il ne s'exerce, au centre r = 0,
aucun effort tranchant dans le sens vertical ou des s, l'équilibre de translation, dans le même sens z, de toute portiun de plaque limitée par un ou par deux cylindres du môme axe qu'elle, exige qu'il ne s'exerce un pareil effort nulle autre part. La flexion de la plaque, dans cette région centrale, sera donc produite par des couples seulement ; et l'on aura pour ses points, en
appelant p- une constante à déterminer plus tard, des U et \V de la forme du
premier terme de chacune des expressions (f), en ajoutant, pour la seconde, une constante telle qu'est — C, à déterminer de manière que W„ ou (W) s'annule sur la circonférence du cercle d'appui, c'est-à-dire pour r = r0. Il en résulte, pour la région centrale, ces expressions qui sont semblables au reste, à celles que nous avons trouvées au n° 4 :
!=-£; vèv^+c*)
3 Ro ' ; d'où, sur le cercle de jonction des deux régions ou parties de la plaque :
Dans la région extérieure ou annulaire, dont la flexion est régie par les expressions (b") de U, W et celle (c") de Ms qui s'en tire, on devra avoir, pour r = r0 , afin qu'elle se raccorde aveu la partie centrale, les trois mêmes
valeurs (/") de W0 , -j^1 , et aussi de Ms , car le moment fléchissant ne doit
pas plus varier brusquement de grandeur en cet endroit qu'en tout autre.
On aura en conséquence, pour déterminer les constantes B, C, ainsi que le
rayon inconnu R0 de la courbure de la partie centrale, ces trois équations
relatives aux points de jonction r=r0, et dont la dernière a été débarrassée
4 e5 du facteur -=- commun à tous ses termes : ù
2R^II|_ 2\a, — f a/J a a, — f 2oâ
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Si l'on ajoute la seconde et la troisième, divisées respectivement par r0
ctpara.-i, il ne reste que 0 = fi— f(l ^fg) ~ JS^J + jjj£g ■ d'où
(gf") 13 — g—'
qui, substitué dans les deux premières, permet d'en tirer les deux autres
constantes 5- et G. Celle-ci est
En substituant dans les [b") et en y joignant les (e"), on a pour la solution complète delà plaque sollicitée sur l'unité de longueur de son contour r=a
par l'effort tranchant P ainsi que par le moment Ma = â" "Ljj-" » et
ayant son cercle intermédiaire, de rayon r0 , appuyé sur un disque immobile [en ayant égard, pour composer la partie logarithmique de W0, à ce que
V 7* r\ TT ' Tf
— r2 log - + 2 r\ log - — 4 log = — (r2 — >i) log - -H 2 r* log -] :
Région centrale r < r0 :
_ rz _ 1 /r- — r] d'
Région annulaire r > r0 :
R Sa,*'! V a ai~ * a, — I«- / r reo re\ «>/'
On ne doit pas s'étonner de ce que ces expressions (j") relatives à la partie annulaire, auraient, si on y faisait r = ru , des termes de plus que celles qui sont fournies par les (b") en faisant 11 = 0 , C-— 0, et qu'on a dit, au n° il, être applicables au cas extrême où la [»laque est percée d'un trou très petit ; de ce que, même, cette supposition /„ — 0 rend infini le dernier terme de l'accolade de W0. La question d'une plaque unique, censée évidée à son milieu, est toute différente de celle d'une plaque composée en quelque
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sorte de deux plaques qui se raccordent, et dont l'une, celle du milieu, est entière comme l'autre. Au reste, comme tous les termes de plus, dans (/') que dans (b") particularisé, et qui proviennent des constantes, sont affectés de-/2, l'accord s'opère entre ces deux formules quand l'épaisseur de la plaque est fort petite, ou lorsqu'on peut négliger f qui est un nombre multiplié par le carré du rapport -.
Nous tirerons au n° 17 des conséquences importantes de l'expression \j "') de W0 qui donne l'équation, en W0et r, de la coupe méridienne de la surface de révolution affectée par le feuillet moyen de la plaque après sa flexion.
lu. Mais reprenons, auparavant, la première expression (d"), relative au cas extrême de la plaque prenant son appui sur son centre, ou plutôt, comme on l'a dit, sur un cercle fixe de rayon très petit, et qui donne les déplacements verticaux W0 des points du feuillet moyen, la plaque étant sollicitée sur son cylindre contournant r = a par des forces qui produisent à la fois, pour l'unité de longueur, un effort tranchant P et un couple de flexion M :
w - '* . '"* /'2a, — f— alT* j r\
{ "~ 2ÏÏ T H l "2a 7^T2f l0gâ) '
l OU n = Q ' n = — 7^ e '
Il 8a,£° R 4e° a, — i
Si l'on appelle
f la plus grande valeur de l'ordonnée W0,
Q= 2-aP (n° 8) la somme des efforts tranchants s'exerçant sur le contour de la plaque,
u>0 l'excès de /"sur W„, ou l'ordonnée de la coupe méridienne du feuillet moyen fléchi quand on la compte de haut en bas, en prenant son origine dans le plan du cercle moyen du cylindre contournant la plaque; on a
W) f—,\\ i — a~ ! *Q(l~ foi — f— a*f
Ces expressions, qui ont été établies dans la supposition que le centre de la plaque est fixe, et que son bord r=a est déplacé verticalement sous 'action de P et de Ma, s'appliquent évidemment aussi lorsque le bord est porté par un cadre fixe de manière que son cercle médian (r = a, 2 = 0) reste immobile, et que le reste se déprime sous l'action, au milieu, d'un poids Q de forme cylindrique d'un petit diamètre auquel les bords opposent,
par unité de longueur, les efforts V=~ qui sont alors des réactions du
cadre.
Les iffo sont, ainsi, les déplacements de haut en bas des points à la dis-
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tance horizontale r du centre: f est la dépression centrale ou flèche de flexion ; et l'équation (m") donne, en w0 et r, la coupe méridienne du feuillet moyen fléchi en prenant l'origine de ses ordonnées w0 dans le plan du cercle moyen du cylindre contournant.
Il y a deux cas à distinguer : 1° Si la plaque, aux points de son contour médian, est simplement posée sur le cadre fixe, on a, comme il a déjà été dit:
In") M„ = 0 ou £=0 ,
ce qui donne, pour la flèche fet pour l'équation en w0 et r de la coupe méridienne :
[ > ' lôsa^^a, — 2f V 2a, — î) '
, . «r>Qa- [~2a, — f — 3,7- /. r-\ , r- , r-~]
(*•> *f=,fi£oï L a,-f x y - y + ïi lo° ^J •
2° Si la plaque est encastrée sur son hord r — a, en sorte que la tangente aux coupes méridiennes y reste horizontale, on a
- « mz^ s
# W0 d'où, d'après l'expression (d") de —^
5Pa
8aier>
Substituant dans l'expression (m") de w», 72 disparaît et on a simplement
d'où pour la flèche et pour l'équation de la coupe méridienne
' 52na,e0 \ a- ar a-J
16. Calculons ces expressions en supposant [la matière isotrope. Servonsnous des formules (i) de la fin du n° 15 de la note du $ 10 où les dilalatations et glissements sont affectés des deux coefficients ou paramètres d'élasticité e, e', les mêmes que ceux f*, 1 de Lamé, en écrivant au lieu de e ou y-, G puisqu'il n'est autre que le coefficient d'élasticité de glissement ou de torsion du g 3; et, à l'instar de M. Kirchhof!', en écrivant iG au lieu de e' ou X ce qui vont rnièûx que de l'appeler L2kG ou 2iG, comme nous l'indiquions à ce n" 13 d'après l'illustre correspondant de l'Académie, Ces formu-
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les sont ainsi :
( i,,=gp,+i^+?,+?;)]' £=%
ce qui nous paraît offrir la manière la plus simple et la plus commode de représenter les six composantes de tensions dans les corps isotropes, car i est un simple nombre que nous y maintenons par égard pour une opinion controversée ; mais, formules où il suffi i de aire
pour les mettre en rapport (même not1 du § 16) avec ce que l'expérience ainsi que le raisonnement apprennent sur les corps isotropes réellement solides, et avec la loi la plus simple et a plus probable des actions entre leurs molécules.
Alors (n° 16 bis de la même note) on a
f=G, P=d'=iG, a=c=(2 + t)G, ai=2f+P— Ç=^-^G
. 2 + 5tp 2a, — f 6+7t a, 4 + 4i
(x) { ai— f=-ô-7TG '
2a, — 2f 4 + 6i 2a! — f C + 7t . 2 f /d' 4a.\ s2 16 + 17i e* atf 52 + 54c e2
5ax\c ' e J a2 10+lOia2' 2a, — f 30 + 35i a2
Donc, toujours dans le cas d'isotropie, on a pour la flèche 1° Plaque posée au contour :
6+_7_i 2 + t 3Q«2 / 52 + 5 / h. i ß. * Ai T. ' ii:»r..r, l *
Ci 4 + 4-. lti-Gsr,\ 50 + 35 ou , avec t = l,
[J ' \ i 1280-Gr- V/ 65 a*-J î coupe méridiei
sf,L\ Od «-/ \ a-/ loa2 aj
Équation de la coupe méridienne :
117Qa2
u— 1280-.G 2° Plaque encastrée
1 2+i 5Qa2 . ei 19 Qa2
( ^-G4 + 4t52^; OUaveCt = 1^-G256^-
\ Équation de la coupe méridienne : w0 = ^ tct-t —A 1 % ( l — 2 loa - 1 I
4 F, G2oÜTCE2L a2\ «/J
17. Les formules (i"), (j") relatives à la plaque entière ou non éridée, prenant son appui sur la circonférence rigide et immobile d'un cercle de rayon fini r0, moindre que le sien, fournissent des résultats non moins intéressants et remarquables. Elles donnent en faisant
l \y' pour la région centrale, où r < ru ,
( ^\" pour la région annulaire, oùr>r0 ,
0 2Rfl r
L'ordonnée W'0 de la partie centrale r<>„ du feuillet moyen fléchi est, comme on voit, négative, ce qui vient de ce qu'on a pris l'origine des W„ sur le plan censé fixe r = r0. En changeant de signe son expression {b'"), on en a la grandeur absolue. Si donc nous appelons, comme nous avons déjà fait au n° 15,
la hauteur, après la flexion, du plan du cercle r = a au-dessus du plan de celui d'un rayon quelconque r, ou l'ordonnée de ce second plan par rapport au premier r = a, en y plaçant désormais l'origine, ce qui donne d'abord, pour le plan r = r0,
l'on aura respectivement, pour les points de la région centrale et de la région annulaire, les ordonnées
log
l("Jr>rr(^.^-T 2R "
Ces expressions qui, pour r= /•„ ou sur le cercle de jonction, se confondent en effet l'une et l'autre avec celle (c"'), donnent les équations en w„ et r des deux parties so l'accordant sur ce cercle r = r0, de la coupe méridienne de la surface en laquelle s'est changé le plan du feuillet moyen,
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sous l'action des efforts tranchants Pet des moments fléchissants M exercés
sur le cylindre du contour.
18. Or, ainsi qu'on l'a déjà remarqué au n° 15, à ces efforts P supposés exercés de haut en has par unité de longueur sur le cylindre contournant de rayon a et qui font ainsi une charge totale
la couronne fixe de rayon r„ oppose, de bas en haut, une réaction égale aussi
Po à 2tzüV, ce qui fait — par unité de sa longueur 27rr0. Le résultat, quant à
la flexion opérée, sera évidemment le même si les forces P appliquées au pourtour ne sont que des reactions exercées de has en haut par un cadre circulaire fixe de rayon a, sur lequel la plaque aura été posée ou encastrée, et si le cercle 2ivru, supposé maintenant mohile avec le reste de celleci, supporte par unité de longueur une charge P - agissant sur elle de
haut en bas, comme il arrivera si on fait porter à la plaque un poids rigide 27mP en forme de cylindre de rayon i\.
Nous nous trouvons donc avoir donné la solution du problème des dépressions des points d'une plaque ainsi fixée au pourtour sur le cadre, et sollicitée, entre son bord et son centre, à une distance quelconque r0 de celui-ci, par un poids également réparti aux divers points de la circonférence de son cercle de rayon r0.
Si la plaque est simplement posée sur le cadre, on a M =0, d'où
U A (w0) =a l'expression (d'") avec ïï = 0ou sans son premier terme ;
(e'I) (w0) = (e'") idem idem
Si elle y est encastrée, il faut attribuer à - une valeur telle que la
deuxième, (e'"), ait sa dérivée -y-0 égale à zéro, ce qui donne ce qu'on tirerait
dr
aussi de (//") en faisant » = 0 pour r = a, à savoir : dr
1 la, a' — r0
R— H h,— f a- Substituant dans (d'"), (e'"), l'on a pour ce cas de plaque encastrée
m K)r>^is,»i-i,ii+^-f)+("a+^-vios,lûg-'
De celles de ces formules ou équations qui sont relatives à la partie inté-
1 5Pa 0
rieure r < r0, on tire, en y faisant r = 0, eu égard à ^ = tt. — ,» Pa = s- »
° zH iba^' 27T
pour les flèches centrales de courbure que nous appellerons f, f,
(,Q plaque posée f=^L l^ili^M +>(£ ^.W Èl<i
(r/",') plaque encastrée f - -p^L \ 1 _ î| + f'I» - TA log î| ! .
Ces deux expressions de f et f, en y faisant r0 = 0, redonneraient celles (o"), (t") du cas extrême où r0 est très petit, sans la présence du terme — y1 qui multiplié par le logarithme, donnerait l'infini. Cette non-concordance vient encore ici de ce que dans le cas que nous venons d'examiner il est question, non d'une plaque, mais de deux plaques qui se joignent en se
raccordant; elle disparaît quand f (qui d'après les dernières (#") se réduit
11 ôïï ~1 ) lDei^ ^*re en°ac^ devant — 2 , ou quand la demi-épaisseur de la
plaque est très petite devant tout rayon r0 d'une circonférence portant une charge sensible.
19. Nous pourrions, avec plus de calculs, mais avec la môme facilité, déterminer les circonstances de la flexion d'une plaque circulaire, toujours supposée (pour fixer les idées) soutenue par le cadre fixe de rayon «, mais qui serait chargée d'un nombre quelconque de poids :
q, q', q", q'".... sur des circonférences de rayons r0, rQ, r'0, r'^....
dans l'étendue desquelles chacun de ces poids serait uniformément distribué. En effet, si l'on considère d'abord la portion annulaire comprise entre deux coupes verticales cylindriques quelconques r = r'Q, r = r'^ l'expression (e'") de w0, conséquence de celle (g") de W0, du n° 14, est applicable à la détermination des déplacements verticaux que les points du feuillet moyen, aux diverses distances intermédiaires r, auront éprouvés par sa flexion au-dessous du plan où se trouvera finalement le cercle médian r = r" de la seconde des deux coupes; car il suffira, pour l'y rendre propre, de mettre : 1" t" à la place de a, et r à la place de r0 dans ses divers termes ;
2° à la place de jt, dans le premier terme, la valeur tirée, d'après (/") ou
Ae3 a f
(/;"), de — ~ —, — = M » en désignant ainsi le couple de flexion s'exerçant
sur l'unité de longueur de la coupe cylindrique r== r"j
3° dans le coefficient de l'accolade, écrit sous la forme 5- t? — r~s » de mettre, à la place de n, la réaction tranchante totale exercée de bas en baut
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par la partie de plaque au delà de la portion annulaire ainsi considérée. Cette réaction (qui est zéro sur le cercle de rayon r0 limitant la partie centrale ou non-annulaire ne supportant aucune charge), sera respectivement
pour l'étendue totale des circonférences de rayons
Et les déplacements totaux absolu* w0 de haut en bas, dans chaque région ou zone, s'obtiendront par cumulation des déplacements relatifs qui y auront eu lieu, en astreignant, bien entendu, les zones consécutives aux conditions de
leur raccordement qui sont les équations de valeurs de w0, de -y-0 et de M
égales dans l'une et dans l'autre zone.
On pourrait même supposer les charges q', q"-..., en nombre infini, en les regardant comme des portions d()=p.27:r()dr0 de sa charge totale
0 = 2w / prdr où p, fonction donnée du ravon vecteur r ou r0, représente
la charge de l'unité superficielle en tous les points à une même distance du centre. La substitution de p.%irr0dr0 à Q dans les formules ci-dessus donnera, au lieu de w0, la valeur de l'élément -j-^dr0 de la dépression totale ,
et par suite, si l'on intègre entre les limites 0 et a de r0, en regardant comme constant r qui entre dans ces formules, on aura la dépression w0 à une distance déterminée quelconque r du centre, et par suite l'équation de la coupe méridienne de la plaque fléchie, ou ce que fournirait, d'une manière moins rigoureuse, l'équation différentielle connue du quatrième ordre de Lagrange (g 75 à 78) simplement approximative comme étant fondée sur des suppressions, et supposant essentiellement que y2, dont cette méthode du § 75 ne tient pas compte, peut être négligé, ou que s2 s'efface devant les plus petites comme les plus grandes valeurs de r2.
20. Mais, lorsqu'on se propose d'avoir seulement la flèche centrale, sans chercher la forme que prend la plaque en ses divers points, une remarque bien simple montre que les expressions (e'"), (e"\), en a et r0, suffisent au calcul de cette flèche pour toutes les distributions possibles, même non symétriques, même discontinues et irrégulières, des charges que supporte la plaque soutenue en haut.
En effet : 1° h'après la complète symétrie de la structure d'une pareille plaque autour de son centre ou de son axe, si on la charge d'un poids isolé 0, à un endroit distant de r0 du centre, la flèche centrale de flexion qu'elle prendra sera évidemment la même que si on avait placé ce poids Q en un tout autre endroit de la plaque, pourvu qu'il fût à. cette même distance r0 de son centre.
2° D'après le principe de composition ou superposition pure et simple
504 chap. m. — plaques d'épaisseur quelconoii:.
(noie du \ 11) des petits déplacements des points des corps élastiques sous l'action simultanée de diverses forces, censées avoir agi d'abord séparément, la flèche au centre sera encore la même si au lieu du poids unique Q, l'on
charge la plaque de deux poids -jQ, ou de trois poids =Q, etc., placés en
des endroits différents, mais tous à la même distance r0 du centre. La flèche sera donc, en vertu de ce principe (conséquence de la linéarité des équations différentielles des petits déplacements dans les corps élastiques), précisément celle (VQ ou (fQ que notre calcul a fournie pour un poids Q disséminé d'une manière égale sur les divers points d'une circonférence dont le rayon est r0.
Nous avons ainsi, en établissant les deux formules (cï'^j et (d'I), résolu le problème de la détermination de la flècbe centrale de courbure produite par un poids unique Q posé n'importe où sur la plaque, ou distribué absolument comme on veut sur une circonférence qui lui est concentrique (*).
Et il y a plus. Que la même plaque soit chargée d'un nombre quelconque de poids Q, Q', Q"...., distribués aussi irrégulièrement qu'on veut et à des distances respectives r0, r'0, r"0.... du centre; on n'aura qu'à construire pour chacun d'eux, selon qu'il y aura simple appui ou encastrement tout autour, des formules comme celles (d"l) ou (cQ, et à les additionner, pour avoir la flèche centrale, quelles que puissent être, du reste, les dépressions ou ordonnées w0 aux autres endroits que le centre r = 0 (**).
(') Aussi, Clebsch, le premier auteur qui ait calculé la forme prise par une plaque sous l'action d'une charge non centrale, a trouvé, comme on verra vers la fin du £ 76, pour la dépression ç d'un point quelconque moins éloigné du centre que le point où la charge est posée, une expression qui lorsqu'on y l'ait r = 0, se réduit à un premier terme, indépendant de l'angle 60 qui détermine la situation azimutale de cette charge.
M. Lévy, en 1877, a tiré la même chose de la solution analytique qu'il a présentée du même problème, en se servant, comme Clebsch, de l'équation du quatrième ordre de Lagrange, transformée comme a fait Poisson par l'emploi de coordonnées semi-polaires; et il en a énoncé la conclusion en exprimant « que la flèche au centre d'une plaque circulaire ne change pas si l'on vient à changer arbitrairement les charges qu'elle supporte, pourvu que l'on conserve la résultante de toutes celles qui agissent à égale distance de son centre ».
(**) Une curieuse remarque a été suggérée à M. Boussinesq, qui nous l'a communiquée, par la forme des expressions (rf\ ) , (e'J ) de la flèche centrale que produit une charge Q appliquée à une distance r0 du centre de la plaque. Ces expressions, lorsqu'on efface y-, ce
qui revient à négliger —, devant -% , sont composées de la même manière en r0 que le sont ■ a- a-
en r les expressions (/>"), (u") des déplacements verticaux éprouvés par des points éloignés de r du centre pour cette même charge placée au centre. Ainsi, une cKdfg'e donnée, appliquée au centre d'une plaque circulaire mince qui est appuyée ou encastrée sur tout son contour, produit, en tous les points situés à une distance quelconque r0 de son rentre, un déplacement vertical égala celui que In mime charge produirait au centre, si elle était appliquée en des points qui en fussent distants de rcito même quantité /■„.
L'aspect comparatif, soit des (^"), (''") soit des (<■/'.,'), ('''!) lui a fait apercevoir une loi analogue de réciprocité pour les dépressions produites, non plus seulement au centre, mais à une distance quelconque r du centre, par l'effet d'une charge agissant à une distance
NOTE DD £ 45. — PLAQUE CIRCLI .AIRE UNIFORMÉMENT SOLLICITÉE
-1. Appliquons (comme l'a indiqué encore M. Boussinesq) cette méthode de cumulation des dépressions partielles an cas le plus simple, celui où la charge Q est uniformément distribuée sur la plaque de rayon a, en sorte que chaque unité superficielle en supporte une partie :
f=Jr
Alors, une couronne élémentaire d.nr* = _-r0./r0 de rayon r0 et de largeur dr0, supporte une partie de la charge totale exprimée par
If") ^Ld'-r'—Q'/. !_ .
Substituons ce poids élémentaire à 0 dans les expressions {d"\), (e"\) des flèches f, f prises par la plaque simplement posée et par la plaque encastrée an pourtour, écrites
W_ ( 2aL-f / _i\ , /rj _ \ rj l l^mâf* 1 a,-f V1 a'-) ' V / a a3 i '
' o_r.iV \ a- a1 ' J ~ a- )
et appelons df, df", les flèches élémentaires ou composantes qui en résultent ; puis, pour obtenir les flèches résultantes, faisons, avec le même analyste,
-^z=o, et intégrons de r0 = 0 à r0 = a ou de a>=0 à 5 = 1. Nous aurons
( /•= d/"= ~ . ~i— - / 1 — <p _? -f <p— f log <p_ç
i ' J#-__n o-.'-a^-/ a, — i Ja J.O _____ j
Comme on a /M 1 z'1 /«2 •-- i 1 /M
J0(i-^^=^Ji|vio.^v=Uiogv-:ij=-rJjog^v==(viog?-9,^_i>
il en résulte pour les flèches centrales de la plaque posée et de la plaque encastrée, supportant une charge <J qui y est uniformément distribuée
ou, si l'on met pour a„ f, y2, d'après les i r") du n° 16. leurs valeurs ^G,
aussi quelconque >'0 du même point (en effaçant — y2 — et — ■/- des premières paren-
7V thèses ou y se trouve i. quand on permute r- et r02. On voit qu'une charge à la distance r„ produit la même dépression dune plaque mince à la distance r, que Ja même charge à la distance r produirait à celle ;-0, mais pourvu que les charges y fussent distribuées uniformément, et non plus arbitrairement comme dans le cas particulier de la dépression ou de la charge centra'e.
)6G CHAI'. IH. PLAQUES n'ÉPAISSEUR QUELCONQUE.
G et — -= du cas de contexture isotrope avec le rapport i = p supposé = 1,
30 aa
On aurait trouvé avec non moins de facilité les flèches centrales prises par des plaques si la charge avait été distribuée d'une manière inégale et quelconque sur les divers éléments d.mrf de leur superficie; il aurait suffi
de multiplier, dans les (g"'), les quantités sous les signes d'intégration / par une fonction F (©) de <p ou de r0, telle que
représentât, au lieu de (f") Q'l-\ la partie de la charge totale Q supportée
par la couronne circulaire &KT0*=;3acfvfc\j de rayon r0 et de largeur dr0 où s'exerce cette charge partielle qui, du reste, peut y être distribuée d'une manière quelconque, même discontinue. Les intégrations, analogues à celles de [g"'), auraient toujours, par substitution, fourni les flèches f, f des cas de simple pose et d'encastrement.
22. On voit que les formules (i"), (j"j des déplacements verticaux des points d'une plaque d'épaisseur finie, soutenue circulairement à une distance r0 de son centre, et celles (b'")y {d'!% [c'") qu'on en tire, conduisent à la détermination des flèches centrales aussi bien lorsque la charge est distribuée de toutes les manières sur sa superficie, que ie font les formules (o"), (t") du cas extrême d'une charge unique placée au centre.
Toutes ces expressions des flèches centrales f, f, savoir, celles [y"), (*") du cas d'une charge unique et aussi centrale, (h'"), (/'") du cas décharge uniformément répartie, tirées, comme on a vu, des formules nouvelles et générales (d'"), [e'") des dépressions dues à des charges excentriques de toutes
sortes, sont exactement conformes, si l'on y efface les termes en f on —, dont
notre analyse actuelle tient compte, à celles que Poisson a trouvées en 1828 (*)
(*) Voyez au t. VIII de l'Académie des sciences de Paris, dans le ^rand Mémoire de Poisson sur les corps élastiques, au milieu de la page 552, des expressions de /'cl /'' qui se confondent avec les nôtres (particularisées pour les matières isotropes, où l'on suppose égal à 1 le rapport que nous avons appelé t) en supposant avec Poisson la plaque chargé»! à la l'ois d'un poids tt concentré au milieu el d'un poids p disséminé uniformément sur toute sa surface,
et en y remplaçant k' par 777773 conformément à la page 547 du mémo mémoire où k, l,
expriment ce que nous avons appelé (i, a ; enfin, en effaçant deux certaines intégrales /
comme de valeur insensible, ainsi que boisson conseille de le faire au liant de la page 553,
où il donne aussi pour /', f d'autres formules coïncidant avec celles de la page 552 quand
on y (remplace par r| ■ ce qu il appelle A par abréviation.
SOTE DU § 45. PLAQUES CIRCULAIRES. RÉSUMÉ
en les déduisant de l'intégration de la célèbre équation de Lagrange, aux différences partielles du quatrième ordre, de l'équilibre des plaques élastiques, qui sera démontrée ci-après au chapitre Y et surtout au g 73, ainsi qu'à la grande Note que nous y avons jointe. Cette équation classique est établie par Poisson au moyen d'hypothèses plus que contestables que nous discuterons au n° lJ5 de cette Note.
Dans la môme note du % 7'3J, nous donnerons à cette équation du quatrième ordre, d'autres bases, en rapport avec la constitution en quelque sorte géométrique des plaques minces, mais ne lui étant pas le caractère de simple approximation qu'elle présente généralement.
On pourra voir aux nuS 50, 51, 7d. 33 de cette note du $ 75, sous une forme simple, rétablissement des équations et formules y relatives, et l'on trouvera aussi à la fin du texte même du § 70 une expression tirée par Clebsch de l'équation de Lagrange, toute semblable à celle ci-dessus (?/") de la fin de notre n° 15, pour le déplacement vertical t, (ou w0) de tout point. à une distance r du centre d'une plaque encastrée, et produit par un poids unique appliqué à ce centre; expression qui, comme on a vu, ne contient point la
constante y"- ou le rapport
23. Nous avons démontré, dans la présente Note, comme on a vu, nos formules d'une manière rigoureuse, ou sans annulations de termes.
Leur parfaite rigueur est subordonnée, il est vrai, comme est celle de toutes les formules ci-dessus d'extension, flexion, torsion des tiges (Note du % 28) à ce que les forces ou les réactions d'appuis et d'encastrements agissent exclusivement sur une certaine surface qui est, pour les plaques, leur cylindre contournant, en s'y distribuant des manières qui sont exprimées en z par les formules du deuxième et du troisième degré (/) n° 9 et (u') n° 10 donnant t et t,T, et spécifiées pour r=a. Mais, ainsi que nous avons eu bien des fois occasion de le dire, elles donnent des résultats très suffisamment approchés quel que soit le mode d'application et de distribution si la plaque est peu épaisse; et, en tous cas, notre analyse actuelle,
outre qu'elle tient compte de termes ( ceux en f ou ^-A dont il n'est nulle
question dans l'analyse connue, a l'avantage de ne donner (pie des résultats où tout a été mis en compte dès le commencement ou sans suppressions faites de prime abord, et dont on n'aperçoit pas a priori la portée et le degré d'influence sur les résultats lorsqu'on en opère de ce genre (*).
(*) Nous ne pouvons point passer sous silence, à ce sujet, un Mémoire sur la reparution des efforts dans les cylindres et les sp/tères pressés normalement, cl dans les plaques circulaires symétriquement chargées, par M. Brune, aucun élève de l'École polytechnique, professeur à l'École des Beaux-Arts; mémoire qui a été inséré en septembre 187G aux Annales des I'onts et Chaussées, p. 227 à 252.
Cet auteur se sert, dans ses calculs, de la théorie de la résistance des tiges à l'extension et à la flexion, telle qu'on l'enseigne dans le» écoles, et nullement de la théorie générale et
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46. — Flexion produite par des couples de manière que la périphérie de la surface médiane vienne, par de petits déplacements perpendiculaires à son plan, se placer sur une surface donnée.
Dans le cas le plus général, où s'introduit la fonction f du g 59, les conditions qui doivent être satisfaites pour le bord de la plaque sont, d'après les équations (155) de la fin de ce §, p. 504,
mathématique de l'élasticité, si ce n'est qu'il lui emprunte le théorème des contractions latérales qui accompagnent toute extension longitudinale de tige ou d'anneau. Il établit d'abord deux équations pour l'équilibre d'éléments de plaque circulaire, limités par deux plans méridiens faisant entre eux un angle infinitésimal dot, et par deux cylindres conaxiques à la plaque, ayant pour rayons r et r-\-dr. La première de ces deux équations est destinée à exprimer l'équilibre de translation dans le sens r, de l'élément auquel il suppose une épaisseur, dans le sens z, égale à l'unité; ce qui revient à lui attribuer une épaisseur dz par la-
(IV quelle on divise finalement tous les termes; il écrit cette équation (p. 228), T= F-f- r— »
ce qui, avec nos notations, serait :
lk"'\ t = t A-r ° •
Elle peut bien être applicable aux cylindres creux indéfinis ; mais, pour les plaques, cette équation est incomplète, car elle revient à notre première équation (/"'), sans son second
terme ^- Cette omission vient de ce que l'auteur n'a pas tenu compte de la différence
dr des tensions langent ielles, de sens r, sur les faces supérieure et inférieure, rdadr, quoique l'alinéa du bas de sa page 240 semblerait prouver qu'il a aperçu leur inégalité. La seconde équation, qu'il écrit, page 238,
d'n „ (/'") m'— m -f r — — rT .
où T représente maintenant l'effort tranchant, est exacte : elle suppose que l'élément a toute l'épaisseur 2s de la plaque, et elle revient à
f-^^fL^r^-r^fL^n^-rfi^r.^-
Elle est analogue à celles qui, dans les tiges, ainsi que dans les plaques où l'on considère des éléments compris entre quatre plans parallèles à des coordonnées rectangles ,r, y (voyez n° 12 de la note ci-après de la fin du g 75) établissent des relations entre les efforts tranchants et les dérivées des moments ou couples fléchissants par rapport à ces coordonnées. Elle exprime en effet, l'équilibre de rotation de l'élément à faces courbes, dont on vient de parler, autour d'une ligne tracée sur le feuillet moyen de la plaque, perpendiculairement nu bout du rayon r bissecteur du petit angle de/.. On voit facilement, en effet, que si — mrdv. représente le moment des forces normales trr qui agissent sur la petite face cylindrique de rayon r et de largeur horizontale rdx, un moment I mr -f- < ••' ' ■ dr j d%, de sens
contraire, agira sur la face cylindrique opposée, de rayon r + dr. D'une autre part, sur les deux faces méridiennes de largeur dr. les forces normales iaa produisent des moments ou
couples m! dr dir j l taa zdz qui, portés comme des longueurs sur leurs axes de rotalion dr (à la manière de l'oiusol cl . Caucliy) et projdtés sur Yaxe râ«. du moment »1 avec lequel ils font des angles , fournissent des moments composants faisant une somme
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E'C'cosü E' (frf &*f .
Xi = S- T-TÏ hdC0SP+Â3 smP
2 l-\-ri \(jf- ' [.if ii
(174 ai
„ E'C'sin,, E' / frf r-f .
\ , = k— '- — T— — ; T-h cos jr-h'-cA sin p
2 14-9 ' '".J oif
Les forces agissant sur le point (#, y, z) du bord de la plaque ont
w'rf;- I g 4- g )i et l'effort tranchant T, agissant sur la plus grande face cylindrique
avec un bras de levier d'r>, fournira, en négligeant les produits du second ordre, un moment
— Trdadr. Egalante zéro la somme de ces moments en leur attribuant des signes convenables, et divisant parrfaar, on a bien l'équation (/'") de M. Brune.
• Aussi celte équation de moments, écrite sous la forme [m'"), est satisfaite identiquement quand on y met pour taa, t,.r, trj les valeurs trouvées ci-dessus (u!) et autres, déduites des solutions (/') du n° 9. Et elle résulte même immédiatement de la première équation {g'), prise complète ou sans omettre son second terme, et multipliée par zdz, puis intégrée de
— £ à j, car cela donne
égalité dont le second membre, intégré par parties, devient
trinôme qui se réduit bien à son dernier terme, vu que tn est supposé nul sur les deux aces : =— s et ; =i de la plaque.
Hais, pour n'avoir pas suffisamment étudié, sans doute, les formules générales de l'élasticité et de composantes de tendions, l'ingénieux professeur se trompe lorsqu'il pense qu'il y n un rapport constant, tel que celui qu'on désigne par E, entre la traction exercée par unité superlicielle sur les bases d'un élément prismatique, et la dilatation longitudinale qui en résulie : cette constance du rapport n'a en effet lieu que si toutes les faces latérales sont libres de pression ou tension; car si deux des faces, seulement, de ce prisme ou de cet anneau (supposé à section rectangle) en sont libres, ainsi qu'on peut le supposer pour les laces parallèles aux bases d'une plaque mince, tandis que les deux autres supportent des tensions, telles que celle t,.,.. le rapport entre les tractions longitudinales et l'allongement dépend aussi de cette traction latérale t,T. Il se trompe encore s'il pense qu'il y a un rapport constant, tel que le Q , , de Lamé, (ou -7 si /. = //.) entre les contractions transversales et la dilatation longitudinale du même élément: ce rapport dépend aussi des pressions latérales, s'il y en a.
Les formules sont donc en partie fausses.
Mais comment, ou par quelles compensations ou éliminations d'erreurs se fait-il que les applications données par M. Brune fournissent, pour le cylindre creux ou la sphère creuse, des formules conformes à celles de Lamé (sauf un coefficient 5 au lieu de 2 dans les expressions de Ar de la page 251), et qu'elles le conduisent, pour les plaques circulaires, non seulement à l'expression (d") de la flèche centrale déterminée par un poids unique quand la plaque est simplement posée, ainsi qu'aux deux autres que Poisson a données aussi pour le cas de charge uniformément répartie (voir .Note du § 75, nos 30, 51) ; mais même, et tout aussi exactement, aux équations des coupes méridiennes de la plaque fléchie dans ces trois cas dont H. Brune s'est occupé, en ne s'abstenant de donner un calcul que pour le quatrième cas de Poisson (celui où le poids unique agit sur une plaque à bords encastrés) ?
C'est ce qu'il nous parait difficile de reconnaître, car en mettant dans les équations de 1 tM 3r
M. Brune, à la place de E et de -. les vraies valeurs des rapports ^— et — ^— qui doi-
vent,contenir t,r et taa, et en rétablissant dans l'équation d'équilibre le troisième terme qui y manque, on introduit de nouvelles inconnues, ce qui parait rendre impossible l'aboutissement de son genre de calcul, \otis ne ferons donc pas ici la tentative de cet éclaircissement.
alors, d'après les expressions (loi), p. 503, pour composantes, \z, Yxz, et on a déjà vu plus haut que les fonctions Xp Y, ne peuvent pas être choisies arbitrairement. Le problème de déterminer une flexion arbitraire de la plaque, par les procédés développés précédemment, ne peut donc être résolu d'une manière générale; mais on peut résoudre un certain nombre de problèmes particuliers remarquables, parmi lesquels je choisirai le suivant :
La flexion delà plaque, produite par des couples, p. 335, agissant d'une manière déterminée sur ses bords ou sur sa surface latérale, doit être telle que la périphérie de la surface médiane vienne s 'appliquer^ sur une surface donnée arbitrairement, très voisine de la périphérie primitive.
Soit
l'équation de la surface donnée, telle, que la fonction F, pour les coordonnées x, y, z des points de la périphérie de la surface médiane, ail une très petite valeur. Introduisons, au lieu de x, y, z, les coordonnées (x + u), (y-hv), (z -f- w) qu'on a après les déplacements: la condition imposée est que, pour les points de cette périphérie de la surface médiane, on ait
¥(x-+-u, if-hv, z.-\-w) = 0.
Développons suivant les puissances de u, v, w et négligeons les puissances supérieures, nous aurons :
' i," ")ir €iV
équation dont tous les termes sont très petits et comparables, puisque la valeur de F (x, y, z), c'est-à-dire la distance de la périphérie primitive à la surface donnée, est supposée très petite, et en deçà de limites convenables. Pour la surface médiane où £==0, on a, d'après (172) p. 334,
u = 0, v = 0, w = j — C'(l — i)')'rl~\'y! ; et l'équation de condition se réduit à
{mb) u^/-c(i-.y)^/:=-l;!;^'0)
En d'autre» t'.'rmns, le problème peut être remplacé par le. Mm.'nl. plus simple :
FLEXION PRODUITE PAR DES COUPLES
La flexion de la plaque produite par les couples doit être telle que la périphérie de la surface médiane subisse de petits déplacements donnés, dans une direction perpendiculaire à son plan.
Soit N la fonction de x, y représentant ces déplacements. Alors f doit satisfaire non seulement à la condition générale (128) du § 59,
mais encore à la suivante relative aux points de la périphérie de la section médiane, et qui peut être tirée de la troisième (152), p. 505 :
Cela peut avoir lieu d'une infinité de manières différentes; on peut attribuer à la constante C toutes les valeurs possibles, et la fonction /* se trouve chaque fois déterminée complètement. On peut donc toujours amener la plaque dans une position conforme à la condition donnée en appliquant sur son bord des couples comme ceux que produisi-nl les forces Xr Yt exprimées par les (174 a), où Soft aura mis pour f sa valeur tirée de (175); couples équira/enls à d'autres tendant à produire des rotations, les uns autour de tangentes, les autres autour de normales à la périphérie de la surface médiane ainsi quau cylindre contournant où elle est ttvmée.
Je vais examiner le cas particulier où la périphérie est un cercle. Si l'on pose, comme aux §§ 42 et 44,
x = r cos 9 , y == r sin 6 ,
l'expression la plus générale pour /'qui soit admissible, est la suivante, dans laquelle nous ne faisons figurer que des puissances positives de r, attendu qu'elle ne doit pas devenir infinie pourr = 0 :
(175 c) /,= A-+-A1rcos0 + A2racos2â-f... -+-B,rsinô -j- Bjr2sin2ô+...
Pour se rendre compte de cette forme que nous attribuons à l'expression de f, il suffit de se reporter au problème du § 44, où, en éliminant n' de (158) par différentiation et addition, on trouve, pour ï,
£2£ o'2c l'équation ■%- -% -f- — — > = 0, semblable à celle que nous avons pour/", et
où l'on a trouvé aussi, pour cette môme inconnue, un développement
(165) conforme également à celui que nous venons de poser pour f.
Soit maintenant a le rayon de la périphérie; l'équation de condition
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(175) acquiert la forme
N = A i— -. — ^f/- + A1flcosO + Aia2cos20+..+B1r/sin9+B2a2sin2ô+..
On peut imaginer que la fonction donnée N ait été exprimée en fonction de 8. Les formules ou résultats trigonométriques (168 e), (168 /), p. 326, et la méthode connue d'élimination de tous les termes hors un qu'elles conduisent à employer pour en déterminer les coefficients, donneront immédiatement, appliqués comme au même $ 44, les valeurs suivantes de ceux de l'expression de /"posée tout à l'heure :
4 ^2ttJ0
l.=^ / Ncosiôdô; B. == -— ,..
Nr/6;
N sin /9(/0
Le problème est donc résolu.
Au lieu des déplacements u, v, on détermine plus facilement les déplacements mesurés suivant le rayon vecteur r et dans une direction perpendiculaire à ce rayon. D'après (172) et en tenant compte des formules (165), § 44, de changements des quotients différentiels par rapport à x, y, en quotients différentiels par rapport à r et 0, ces déplacements sont :
u cos Ö -h v sin 6 = — s ( r1 — — — r j ;
v cos 6 — u sin 6 = — ^ -— ; w = / — r- — %*■ ;-- ;
ou bien, en introduisant les séries ci-dessus, MC0SÔ-+-î>sinô = 2 ~'^ r — A,cosQ — 2A,rcos20— ... — Btsiu0 — 2Bârsin t?0 — ..
„ ros e _ v sin 0 = z A , sin 0 -h 2Asr sin 2ô + . . . — B, cos 0 — 2BS?' cos 2 ) — . . . , w=k + C/\^~~r),^a"Jr^~"I) ""H-A1?-cosQ-t-A,>-3cos2Q+...+1V,siii9+ll/--sin20H-..
Les forces capables de produire ces déplacements ont, d'après ce gui précède, les composantes
\ V, Y V, où le§ valeurs de \t, \r sunt celles des équations (17 i a), page 369;
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Ici aussi, il est plus commode, au lieu de prendre les composantes des forces parallèlement aux axes, déconsidérer les composantes dirigées suivant le rayon de la section et suivant la tangente à sa circonférence. Remarquons que, dans le cas présent, p est la même chose que 0, et que pour une fonction A" quelconque, on a, d'après (165),
$K » IK . B êK 8K "'.' <K n <K
- — cos 6 + — sm0 = 7- , — 7 — sin 0 -h y cos 0 = —r- . OX c y t r c X c y rc 0
On déduit d'abord de (174 a), en prenant successivement ~ , -/
dx dy
pour cette fonction A',
_ E'C cos Q E' / (8f\ _ E'C sin 6 E' l (df
i-hï)'ér \dx) ' l 2 1-hn' dr\dyj '
Ensuite, ajoutant ces deux expressions multipliées respectivement par cos 0, sin 0, puis par sin 0, — cos 6, et faisant de nouveau usage des mêmes formules de changement des dérivées par x, y, en dérivées par r, 6,
L,cosfl+^1sine=-5 rrr^^à' \sme- \xcoso=: -^-— .--^il •
J ] + n é » 1 + n c > cQ\r/
En multipliant par z, on aura les composantes cherchées. La première agit dans la direction du rayon et tend à faire tourner autour de la tangente; la seconde, au contraire, agit dans la direction de la tangente et tend à faire tourner autour du rayon. Si on désigne par R ctT ces deux composantes, on a, en introduisant la valeur (175 a) de /",
-— —\ 2 A, cos 2$ h- 6A,/- eus 56 + .... +2B2sin2ô+6Bsrsin30+ ... , 1 + 9 L J
T = — -; — —, 2A, sin 29 + 6A,r sin 30 + .... — 2B. cos 20— 6B3r cos 59 — . . . ■ 1 + 9 L J
J'ajouterai encore une remarque propre à éclairer ce problème d'une lumière plus vive.
D'après les formules (121 c) du \ 50 (page 298) des composantes de
tension t ,t , îointes a 0 = d r d — +c -,— résultant delà sup-
xx mi J c x ( y c z
posilion t =0, base principale du présent chapitre, on a, vu notre
notation a.=2f-{-f >
yy . \ox c ///
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d'où, pour la dilatation cubique, ou la proportion de l'augmentation du volume,
; Ü lr fw ( $
Mais les expressions (174) du § 45, p. 534, donnent t -j- 1 =ÊUz, eu égard à l'équation (175). On a donc pour cette dilatation cubique la première des trois expressions suivantes, qui peut être remplacée à volonté par les deux autres, d'après les relations (2) données au n° 16 bis de la Note du § 16, formules (2), page 84,
»K'-tef0-!1-")"-'''0-''-''-''''^
Cette grandeur s'annule avec C. Cela constitue un caractère particulier des déplacements ne dépendant que de la fonction /, sans (7, ou pour lesquels on a C = 0 ; à savoir que ces déplacements ne sont nulle •part accompagnés d'un changement de volume des éléments solides. Par conséquent, le problème qui vient d'être traité, et qui, comme nous l'avons vu, admettait une infinité de solutions, n'en admet plus qu'une seule, lorsqu'on y ajoute celle condition qu aucun changement de volume ne doit se produire en aucun point de la plaque; car la constante C laissée arbitraire doit alors disparaître.
xMais, à une valeur quelconque de cette constante, correspondent, dans la plaque, des changements de volume déterminés; changements qui disparaissent dans la surface médiane, mais prennent naissance de part et d'autre en s'accroissant proportionnellement à ce dont on s'en éloigne. Ce qui se trouve d'un des côtés de celte surface présente des contractions croissantes, et, ce qui se trouve de l'autre, des extensions également croissantes (*).
suis 1. i:qi 11.1 1: ü 1 . m;s cours m\ssiks siiu.icitks bS UK POJftT si t'krfioiki. or inj'ûihkit..
1. — Objet de cette Note. — Dans ces chapitres II et III, il a été présenté, du problème des déformations des corps prismatiques ($2 26 à 51 , et 40 à 46), des solutions qui sont rigoureuses, mais sous la condition expresse que, sur les bases extrêmes des tiges, et sur la surface latérale des plaques, les forces soient appliquée* et. distribuées de manières spéciales. Si elles le sont d'autres manières, les solutions sont encore utilement employâmes (Note du $ 28), mais seulement comme fournissant des approximations qui sont subordonnées à ce (pie certaines dimensions soient fort petites par rapport à d'autres.
SOLLICITÉS EN DH POINT SUPERFICIEL OU INTÉRIEUR
Il était donc désirable qu'on trouvât plusieurs solutions non sujettes à des restrictions de ce genre, et qui fussent rigoureuses quel que soit le modo, de distribution des forces sur les faces des solides auxquels leur action fait subir de petits changements de forme.
Une magnifique solution de ce genre a été donnée en 185ô par Lamé .liiitrnnl de mathématiques, t. XIX, 1 85 ij pour une sphère pleine ou creuse, sur la surface de laquelle s'exercent des pressions quelconques; solution comprenant, au fond, celles que Lamé et Clapeyron avaient déjà présentées, dans leur célèbre mémoire de 1828, pour le cas où le rayon de la sphère est infini, et qui est celui d'un solide limité par un plan ou par deux plans parallèles. Malheureusement ces solutions, affectées de séries ou d'intégrales quadruples, et de variables auxiliaires à éliminer, ne prêtent guère aux calculs, et on conçoit, que Clebsch se soit abstenu de les rapporter. Pareille chose semble pouvoir ètte dite de l'habile et ingénieuse solution que M. Emile Mathieu est parvenu récemment à donner (Compte rendu, ol mai 1880, p. i272) du difficile problème posé et non résolu par Lamé (douzième leçon de 1852), de l'équilibre d'un prisme rectangle supportant des pressions normales sur ses six faces; car, malgré la triple symétrie supposée de leur distribution, cette solution ne peut s'obtenir que par le moyen d'une infinité de séries qui dépendent les unes des autres d'une manière extrêmement complexe.
Nous croyons donc utile de donner les solutions, immédiatement applicables en nombres, que M. Boussinesq n'a publiées jusqu'ici que par de courts extraits (*) et qui, pour des forces distribuées de manières quelconques, font connaître les déformations éprouvées par un sol ou un corps élastique de grandes dimensions; solutions d'une forme extrêmement simple, fécondes en conséquences, et d'autant plus dignes d'être signalées qu'elles révèlent l'usage pouvant être fait, pour les problèmes sur l'élasticité, des potentiels connus, et surtout d'un potentiel nouveau dit logarithmique à trois variables.
Nous transcrivons la note qu'il a bien voulu rédiger et nous remettre à celte intention.
Voici (dit M. Boussinesq) la résolution très simple que j'ai pu effectuer, en 1878 et 1879, de quelques problèmes assez étendus d'équilibre, par l'emploi de certaines fonctions de la famille des potentiels bien classiques d'attraction Newtonienne. Les plus intéressants de ces problèmes concernent la résistance et les déformations d'un sol élastique horizontal, de longueur, largeur et profondeur indéfinies, à la surface duquel s'exercent des pressions tantôt connues, tantôt réparties de manière à faire prendre à leur région d'application une forme (plane ou courbe) connue ; ce qui revient, en d'autres termes, à considérer l'effet produit sur un corps élastique par des trac-
(") Comptes rendus de /'Académie des sciences, 20 mai, 9 septembre, 7 octobre, 50 décembre 1878. pages 1260, 402, MO. 1077, et 24 février, 7 avril 1879, pages 575, 741.
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tions ou compressions appliquées à une petite partie de sa surface, et le mode de transmission, à son intérieur, des actions ainsi exercées, lorsque d'ailleurs les poinls du corps un peu éloignés sont maintenus sensiblement en repos, et qu'on se borne à étudier la région directement atteinte, avec son voisinage, endroits d'une étendue totale assez limitée pour que tout s'y passe, à fort peu près, comme si la surface toucbée était plane, et les dimensions du corps élastique, indéfinies.
Un autre de ces problèmes, déjà abordé par MM. William Thomson et Tait dans leur Traité de philosophie naturelle, mais dont la solution acquiert, par l'emploi des potentiels, son maximum de simplicité et un sens géométrique des plus expressifs, est celui des déplacements que fait naître dans un solide, autour de son point d'application, une force extérieure venant s'exercer au-dedans de ce corps, assez loin de la surface pour que celle-ci n'ait pas d'influence ou pour qu'on puisse supposer le corps indéfini.
Ce sont là, évidemment, des problèmes élémentaires et comme fondamentaux, bien propres à mettre en vue certains caractères essentiels de la manière dont s'y prend, en quelque sorte, l'élasticité pour répartir et modérer les efforts qu'elle transmet de la surface à l'intérieur d'un solide, ou d'une partie quelconque d'un tel corps aux parties voisines.
Avant de les aborder, rappelons brièvement les propriétés, bien connues, des potentiels inverse et direct, et voyons surtout celles de la fonction analogue que j'ai appelée potentiel logarithmique à trois variables.
2. Des potentiels inverse, direct, logarithmique. — Imaginons une masse
de matière (réelle ou fictive), I dm, occupant un certain espace, et soient
x{, yv, 21 les coordonnées du volume élémentaire du> que remplit l'élément
dm quelconque dm de cette matière, p la densité -rp du même élément dm. Si
l'on considère un point quelconque (x, y, z) de l'espace, on pourra prendre sa distance
r = \J(x — x,f + (y — y,)* + (z — sj-
à l'élément dm de la masse, et effectuer soit le quotient -7-, soit le produit rdm, puis faire la somme de tous les termes pareils,
*dm ÇÇÇ p/.iy/;/^/;,
Sl[x - x.)* + (y - y A* + (z- zt)*
et
j rdm= jjj v/(.r — xtf + {y — y,)" + (:■ - h)~' f'/'-.'/.'/,'^. '
correspondant à tous les éléments dm—p<U.r—pdyldyldzl de la masse donnée. La première des deux intégrales ainsi obtenues, I — -, est dite \$pôïentiel
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inverse, ou simplement le potentiel, relatif à l'a masse I dm. C'est une fonction de x, y, z, qui, comme on le sait, reste finie et continue (malgré le dénominateur r susceptible de s'y annuler) même quand le point (x, y, ; est pris à l'intérieur de la masse, pourvu que la clensiié p soit finie en
(x, y, z), et qui, de plus, peut se différentiel' une fois sous les signes / par
rapport à x, y, ou z, même dans ce cas où la fonction - devient infinie. On
sait, en outre, qu'aune deuxième différentiation, la fonction sous les signes
I devient d'un ordre d'infinis trop élevé pour qu'on puisse procéder de la
même manière quand le point \x, y, z) est intérieur au corps; mais que ces dérivées secondes s'obtiennent alors par des procédés spéciaux, exposés dans les Cours de mécanique rationnelle; et qu'on trouve, en particulier, pour le
paramètre différentiel \ ou 7—, -h r~, -f- — du potentiel inverse I —,
c'est-à-dire pour la somme
pfâjn ^Pdm ^jâm
l'expression simple — 4^0, où p désigne la densité en [x, y, ;•) (*). Cette somme se réduit donc à zéro quand le point (x, y, z) est extérieur à la
masse fdm; cas où la fonction -, ne cessant pas d'être finie et continue,
non plus que ses dérivées, pour les valeurs qu'on lui attribue, ne donne lieu à aucune difficulté, et où des différentiations sous les signes f peuvent s'effectuer autant de fois qu'on le veut.
La seconde des intégrales, frdm, a été appelée le potentiel direct relatif à la masse fdm. Comme on a évidemment
x — xt
dx*~
[X — Xif
dr
etc.,
il est clair qu'on peut différentier cette intégrale en x, y, z, deux fois sous les signes /, même pour les points {x, y, z) intérieurs à la masse fdm, sans que les résultats acquièrent, sous ces signes/, des facteurs suscep-
tibles de devenir d'un ordre de grandeur plus élevé que n est -; en sorte que
les dérivées ainsi calculées restent bien déterminées, comme le potentiel
(*) Voir une démonstration directe et très simple de ce théorème de Poisson dans le volume de 1880 (p. 90 et 97) du Journal de Mathématiques pures et appliquées, publié par MM. Liouville et Resal.
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inverse lui-même / — . On trouve, en opérant de la sorte,
$*ÇMm c-'Çrdm i* ( fdm AsjWm,ou — g— -+ ~W-+ -j^~
= fp (■r-a;»)s+(//-//>)'+(s- -.h 4m_.2 r*» .
Donc, le paramètre différentiel A2 du potentiel direct frdm égale le double
du potentiel inverse I Par suite, si l'on prend le A2 de ce résultat, on
aura, par le Ihèorème de Poisson, rapporté ci-dessus, A2Aa frdm = — Snp, ou bien
formule remarquée par Lamé dans le cas simple où, le point (x, y, z) étant extérieur à la masse fdm, la densité p est nulle en ce point, et où, par suite, A2 A2 /?Y/m = 0.
Après avoir rappelé ces propriétés, dont nous n'aurons besoin que pour notre dernier problème, passons à l'étude du potentiel logarithmique, auquel nous demanderons, au contraire, la plupart de nos résultats.
Supposons la masse fdm étalée en courbe infiniment mince sur le plan des xij, et soient : x{, yy, les coordonnées de la surface dv, infiniment petite en tous sens, qu'occupera un élément dm de cette masse; p, ou mieux
p (.r,, ?/,), sa densité par unité d'aire, c'est-à-dire le rapport -j— , fonction
déterminée de .r,, //,, qui s'annule en debors de la partie limitée du plan où se trouvera la masse fdm. Considérons, d'autre part, un point quelconque (.r, y, z) de l'espace situé du côté des z positifs; et imaginons qu'on fasse la somme
z + r = z + vV — a;i) s + (y -//.)- ■+- v2
des deux distances de ce point au plan de la couche et à l'élément dm de celle-ci, puis qu'on multiplie le logarithme népérien de cette somme, log (;H-r), par l'élément dm, et qu'on intègre le résultat pour toute l'étendue de. la couche fdm. La fonction ainsi obtenue,
U) *=J log(s + r)<l», =1 log (z + r) ?d°—jj logU + \/(.r— .<«;,)*+ (//-■!/,)* + :•- )? (.r„ //^..y///,
sera précisément le potentiel IbgdHÙimiquè dont nous aurons à nous occuper.
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Sa valeur se trouvera finie et déterminée à l'intérieur de tout l'espace situé du côté des z positifs jusqu'à une distance donnée quelconque du plan des xy; car sH-ry sera partout différent de zéro et aura son logarithme fini. En la différentiant sous les signes / par rapport à .r, y, z et observant que
dr x — x. dr y — u. dr :■ ., .
T~= L» — =- -,— =-> il vient
dx r < y r ' c)z- r
De nouvelles différentiations en x, y, c- donnent ensuite :
!St _ f[ i _ (-r -■'•■)- (s + 2j-)-i il>» 9x* ./ L r*(x + r) Jr(*TT)
!ü _ r n (2/ - ihf & + sr_)i </'»
*y-JI.~ ^(i+^r~J(7(iT7j'
En faisant la somme, on trouve
il* - fi "->_ ('*--*)(* + 2'-) _ i(i±i)l_i^L_ - n
T.r^ ^ yA^* ,/ Il ,-*(; + ,■) i? >(> + ,) '
ce qui revient à
(i) A,^ ou A4 j Iok (? + /•) <lm = ().
Donc, /e paramètre différentiel A, </w potentiel logarithmique est nid pour tous les points extérieurs à la couche. Observons encore, d'après les for-
mules précédentes : 1° que la dérivée jf, du potentiel logarithmique , suivant
une droite normale au plan de la couche fdm, égale le potentiel ordinaire ou
inverse, j — , relatif à cette couche; 2° que les dérivées partielles premières,
en x, y, z, du potentiel logarithmique, sont des fonctions homogènes du degré — 1 par rapport aux expressions x — xi% y — yv z, r, en sorte qu'elles de-
viennent, comme - , comparables à V inverse de la distance au centre de gravité de la couche quand on s'éloigne indéfiniment le long d'une droite quelconque issue de ce centre.
Voyons maintenant quelles valeurs limites le potentiel •£, ses deux dérivées première et seconde par rapport à ;•, et le produit par s de sa dérivée troisième en z atteignent pour s = 0, c'est-à-dire à l'instant où le point (x, y, z) arrive sur le plan môme de la couche. Considérant donc les
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formules
supposons qu'on rapporte les divers points de la couche f dm à des coordonnées polaires, R et à>\ qui aient pour pôle le pied de l'ordonnée : menée du point (./-, //, :•) au plan des xy, ou telles, que
Xi — £ = Rcosto, y y — f/ = Rsinto;
et découpons, par suite, la couche, au moyen de cercles concentriques et de rayons vecteurs successifs, en éléments ayant les expressions
dm — p (.?!, t/i) da = p (x + R cos à, y + R sin w) Rr/w <7R.
Si nous observons, en outre, que ?'2 = R2-|-s2, et que les intégrations s'étendront bien à toute la couche en faisant varier w de Oà 27r et R de 0 àoo , les formules (5) deviendront
i|i= I" du P(;c + Rcosw,y +Rsinw)Rlog (z+fo* + z*)dR,
ê)<b f%<. rx R
-i = I f/w I p(.r + Rcosto,?/ -f Rsnm>) r/R ,
■jrS= — '/<•> I p(.*; + Rcos w, j/ + Rsin w) -. >
^~- Jo Jo (R-2_)_:.^:l
z-r-| = f (Im I p(c + Rcosto,» + Rsin w)( 3 — = — — .)dV\-
Nous pouvons poser, dans les deux premières de ces formules (6), ^ = 0. il vient
(7) (pour*=0)
'diùi p (x + R cos w, y + R sin w) (R log R)r/R ■
fi, flr. Z'00
~ = ( r/wl p (x + Rcosw , y + Rsin w)(/R , o% .'(I .70
expressions finies et déterminées, car on sait que le produit R log R s'änhulü à la limite R = 0, et, d'autre part, p s'annule aussi dès que l! dépasse certaines valeurs, c'est-à-dire à d'assez grandes distances tout autour du point ('■, y, 0), du moins lorsque l'on admet, connue nous le faisons, que la Couche /dm ne recouvre qu'une étendue de dimensions finies. Quant aux deux dernières formules (6), où paraissent des intégrales ayant, pour s=^0, tous leurs éléments nuls, à l'exception de ceux qui se rapportent aux valeurs de xt et //, infiniment voisines de x et //, remplaçons-y R par une autre variable d'intégration R', telle, que R=;l{' et que, par suite, r/R = ;</R'. Nous aurons, en supprimant dans les fractions les facteurs s
POTENTIELS INVERSE, DIRECT ET LOGARITHMIQUE A TROIS VARIABLES
communs aux. deux termes,
R'tffi'
C7—^- =.— { " dio I ? (.r + :R' cos u>, y -f- :R' sin w) t ;- .1,1 .'ri
t9* Jo Jo (R'--t-l)ir
;-,.; -fc »*> / RV/R' RV/R' \
s — [== i </« I p(a; + aR/cosft>1y + 2R/siiiw)(3 = -\.
' = ' Jo «/o V (R'â+ -l)i {W-+\)V
Si, aeluellement, nous faisons tendre ; vers zéro, et si nous observons que
RV/R' _1 RV/R' _i
=• = (7 : , O r = il - »
(&«- l)ï (R'* + l)ï (R'2:-fl)? (R/:i+l)7 des intégrations immédiates donneront simplement
(9) (pour«=0) i^ = -^?(x,y), z(jt=0-
En résumé, /« fonction ty et ses f/ej/.r dérivées première et seconde, dan* le sens % normal à la couche, restent finies et déterminées quand z s'annule, ou lorsque le point (.r, //, s) atteint la couche même : en outre, cette dérivée seconde du potentiel y, dans le sens z, y vaut le produit de — 2ä par la densité superficielle o de la couche; et sa propre dérivée en z, multipliée par z, s'y annule.
Il est clair encore, d'après cela, que les dérivées en x et y du potentiel logarithmique ■!/. ou de ses deux premières dérivées en z. restent elles-mêmes finies et déterminées à la surface de la couche, pourvu, du moins, que la densité p soit une fonction finie et continue des coordonnées xL, y{ du plan des xy.
3. Equilibre intérieur d'un sol élastique à la surface duquel s'exercent diverses pressions ou tractions. — Proposons-nous de former, au moyen de la fonction •£ et de ses dérivées, les expressions générales des petits déplacements d'équilibre, u, v, w qu'éprouvent les différents points d'un sol élastique horizontal de longueur, largeur et profondeur indéfinies, quand on exerce certaines pressions ou tractions sur une partie finie de sa surface. partie que nous appellerons la région d'application des forces extérieures.
Les molécules du sol. tant superficielles que profondes, infiniment éloignées de celle région d'application, restent évidemment immobiles. Pour plus de précision, on peut dire que leurs déplacements u, v, w sont comparables à l'inverse de la distance au centre de la région d'application considérée. En effet, si l'on conçoit une sphère d'un très grand rayon t, décrite autour de ce centre, elle découpe le sol suivant une calotte demi-sphérique. à la surface de laquelle s'exercent évidemment des pressions chargées de tenir en équilibre celles que l'on a directement appliquées à la surface supérieure. Or, celles-ci ayant, par hypothèse, leurs composantes totales, suivant les trois axes, finies, il en est de même des pressions appliquées à la calotte et réparties sur toute sa surface 2-v- : en conséquence, ces pressions
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sont comparables, par unité d'aire, à 5 — - , et les déformations 3, g qui les ont produites, ou qu'a éprouvées la matière du sol à cette distance t de la région d'application, sont aussi de l'ordre de — ,• Mais ces déformalions s'expriment par des dérivées premières, en .r, y, z, des déplacements u, v, w ; en sorte que u, r, w, évidemment nuls pour t infini et devant avoir leurs déri-
vées premières de l'ordre de —2, ne peuvent manquer d'être eux-mêmes
comparables à -.
Cela posé, adoptons pour plan des xy la surface même du sol, surface qui restera fixe dans ses parties infiniment éloignées, et, pour axe des s, une verticale menée, vers le bas à partir d'un point de la région d'application. De plus, abstrayons, suivant l'usage, le puids propre du sol, ou supposons que l'on adopte pour situations primitives (x, y, ^celles où restent les molécules quand ce poids agit déjà, ce qui n'altère pas d'une manière appréciable l'homogénéité, ni l'isotropie de la matière, du moins aux profondeurs modérées auxquelles nous pourrons nous borner ici. Les équations indéfinies d'équilibre auxquelles nous devrons satisfaire, seront, avec les notations de Lamé(*),
(10) (X+H-)^ +!J-V«=0, (>. + !,)|i+^2l» = 0, (x + [,)^-f av; = 0 (») ,
où ô désigne la dilatation cubique
,,., . " Bu Bv 8w
Nous aurons de plus à vérifier, aux surfaces limites, certaines conditions, dont les unes, comme on vient de voir, reviennent à exprimer que
(12) u, v,iv égalent des quantités de l'ordre - (à de grandes distances t- de l'origine),
tandis que les autres, relatives à la surface supérieure 2 = 0, consisteront à s'y donner directement, en cliaque point (.r,, y,), soit les composantes
u, v, w du déplacement moléculaire, soit, à défaut de certaines d'entre
(*) Dans ces notations, applicables aux corps isotropes, les coefficients ou paramètres d'élasticité désignés par A et y. sont liés à ceux que Glebscti désigne par E, G, n, pour les mêmes corps, par les relations
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elles, les composantes correspondantes, px, p , p., de la pression qui s'y trouve exercée du dehors et qui est égale et contraire à celle de l'intérieur du sol sur sa surface, composantes admettant, par suite, les expressions
/>,, ou-l2, ou-t^-.^— | --) /^.oii-l,, 011-^ = -^+ ^
«,ou — N,ou — t = ->.ô — 2p.— -
11 serait aisé de démontrer, en appliquant ici le procédé employé par Clebsch au £ 21 de son livre, que ces diverses équations ou conditions détermineront complètement, dans chaque cas particulier, les trois fonctions u,v, /" de x, y, z.
Les équations du problème ainsi établies, imaginons une couche matérielle fictive, fdm, ou ffo Ul, y{) âx^hj^ étalée sur une certaine partie de la surface z = 0 du sol, et, considérant le potentiel logarithmique li=fiog(z-\-r)(lm qui lui est relatif, tâchons de composer, avec ses dérivées, trois types d'intégrales des équations (10) et (12). Il nous suffira, pour
la, de prendre :
1° Soit
>W = -fzl
2° Soit
dit
5° Soit enfin
dx '
jü = 0.
En effet, si nous considérons d'abord les valeurs (14), et si nous observons, d'une part, que l'équation (4), A^^ 0, donne A2^ = 0, d'autre part, que
en sorte qu'on a
(') Les équations (13) sont identiquement celles (34 <) du texte, page 111.
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nous trouverons, pour ces valeurs (14) de u, v, w,
et, de plus,
A„m= — — As (s-=i = — 2
PH
A^=__A2^-j+2TT^-Ai-_-2??j.
Par suite, les équations indéfinies (10) se trouveront identiquement salis-
faites. Et les conditions (12) le seront aussi ; car, ^ étant une fonction ho-
mogène du degré — 1 en (x — x{), (y — y{), z, son produit par 2 est aussi homogène mais du degré zéro, et les dérivées premières en x, y, z de ce produit sont homogènes du degré — 1 par rapport aux mêmes variables, d'après un théorème bien connu sur les fonctions homogènes : donc, toutes les parties des expressions (14) de u, v, w', se trouvant du degré — 1 en [x — #.,),
.(y — y^ z, r, deviendront bien de l'ordre de - ou de -, à une distance très
grande, "c, de l'origine.
Quant aux expressions (14 bis) et (14 ter), qui, vu la relation A2-J< = 0, donnent identiquement 0 = 0, A2 (u, v, w) — 0 et qui sont également homogènes du degré — 1 en x — xv y — yi% :■, r, il est évident qu'elles vérifi- nt aussi les équations (10) et (12).
Voyons maintenant ce que ces trois types d'intégrales, (14), (14 bis), (14 ter), donnent, à la surface z== 0, pour les déplacements //, u, m, et pour les composantes (13) do la pression exercée du dehors sur le sol. Si nous observons 1° que, d'après les formules (7), les valeurs de -\> et de
' ■ i — restent finies à la limite s— 0, ainsi, par suite, que leurs dé-
Ci» r3 f
rivées en x et y, 2° que, de plus, d'après (9), -vf et z ^ y égalent respectivement— 27r/î [x, y] et zéro, nous aurons, après quelques réductions évidentes, les formules qui suivent :
1" Avec les valeurs (1 i),
(|iour s = 0)
X + 3u / ' dm u = 0, v — 0, «•= — — M — , X + )j. J r
(lö) < 2j*a ; Çdm '!<>■- S Cdm
< i dm L'y- J_ i"m
. x | 2[* 9 fdm , >■ ! 2p . .
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2° Avec les valeurs (14 bis),
!(pour ; = 0) çty £^ dif _ (\lm
/„_ %? Cdm ,,— ^ r /V"' O ^ Cdm , , ,
5° Enfin, avec les valeurs (14 ter), (pourvu)
(15 ter)/ %
Donc, le potentiel logarithmique -b nous fournit, pour le problème proposé, trois types bien distincts d'intégrales, contenant, chacun, une fonction arbitraire des coordonnées de tous les points de la surface 2=0, savoir, la densité par unité d'aire, p {xv ?/,), de la couche matérielle fictive qu'on y conçoit étalée. Le premier type se rapporte au cas où les composantes horizontales, //, v, des déplacements sont nulles à la surface; la composante normale p. de la pression extérieure y est, au contraire, quelconque, car elle
vaut, en chaque point, le produit du facteur constant 4Vu -C par la
fonction arbitraire p (.r, //). Le deuxième .type, (14 bis), correspond au cas où les composantes horizontales tant des déplacements éprouvés à la surface, que de la pression extérieure qui s'y trouve exercée, égalent les dérivées respectives en x et y de deux fonctions des coordonnées x, y des divers points de cette surface : la composante normale p, de la pression extérieure peut y être encore choisie à volonté, puisqu'elle est le produit de A nu par p {.v, y). Enfin, le troisième type répond au cas où la surface n'éprouve
ni déplacement vertical w, ni dilatation — -h —, positive ou négative ■ les
composantes verticales des déplacements et de la pression extérieure y sont nulles toutes les deux.
En superposant ces trois types d'intégrales, pris, chacun, avec un potentiel logarithmique relatif à une couche fdm différente, on obtiendra évidemment, pour u, v, w, un système plus complet de valeurs, qui contiendra trois fonctions arbitraires des coordonnées, xu yy, de la surface, savoir, les densités des trois couches fictives ainsi imaginées. Or les intégrales générales cherchées du problème devaient précisément contenir trois fonctions arbitraires de ces coordonnées, pour qu'on pût se donner, aux divers points
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de la surface, les valeurs de u ou de p , de y ou de p!f, de w ou de pz.
4. Cas où le sol ne supporte que des pressions (ou tractions) normales. — On peut aussi combiner linéairement, de deux manières différentes, les deux premiers types, (14), (15) et (14 bis), (15 bis), pris avec un même potentiel -l>, pour en déduire deux autres types propres à remplacer ceux-là, et dans l'un desquels les composantes horizontales, px,py, delà pression extérieure s'annulent partout, tandis que, dans l'autre, la composante verticale p. égale zéro, et les composantes horizontales^., p sont les deux dérivées en x et y d'une même fonction, contrairement à ce qui arrive pour le troisième type, (14 ter), (15 ter), où pz est nul aussi, mais où px et py vérifient la relation lï + lrt>!' = 0, et non la condition d'intôgrabilité ^±—^1. ê)x ày cij ex
Bornons-nous ici à la première combinaison indiquée, qui résout le problème de l'équilibre d'un sol élastique horizontal supportant des pressions données, p^ exclusivement verticales. Il suffit, pour l'obtenir, d'ajouter chacune à chacune les expressions (14) et (\Abis) de u, v, w, après avoir mul-
tiplié les premières, (14), par f^H et les secondes, (14 bis), par ^fi'j. y
En effet, les valeurs (15), (15 bis) de p£, pt/, p, s'ajouteront elles-mêmes, respectivement multipliées aussi, connue on voit, par ces mêmes facteurs constants, et l'on aura
(16) Px= 0, Py=Q> P. = P (•''.//) •
Appelons P la pression totale (positive ou négative) exercée sur le sol et, par suite, dP la pression, pjlcr, que supporte un élément quelconque <7<x de la surface. On voit, par la troisième équatioh(16), que l'élément dm =p (x, y) th, de la couche fictive par rapport à laquelle on prend le potentiel 4, sera numériquement égal à la force extérieure pjh ou d[\ s'exerçant sur cet élément. Si donc on imagine que la pression P, éprouvée par la surface, soit due au poids d'une mince couche d'un sable très lourd, reposant sur cette surface, et si l'on convient de mettre, pour la masse de chaque grain de ce sable, son propre poids, que supporte entièrement la surface sousiacente, la matière par rapport à laquelle on devra prendre le potentiel ■]> ne sera autre que cette couche elle-même, constituant la charge effective du sol.
Comme on aura, de la sorte,
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les valeurs trouvées pour les déplacements u, v, w seront : /
1 '' fnl['
*-■>■ c xc :■
steife / ^+n*'?
vz= L J
i / rdP
y-y——— log (à -+r)<lV ,
>-y- c yi z
^ ku(X + u) / 7'
Elles égalent — et on le savait d'ailleurs par avance — les sommes des déplacements élémentaires qu'on aurait observés si le sol n'avait eu à supporter à la fois qu'un seul des éléments dP de sa charge totale, c'est-à-dire si la pression extérieure s'était trouvée réduite à celle, JP, qui s'exerce sur un élément d<T=dxldyl de la surface, et qui est elle-même infiniment petite du second ordre comme le produit d <\dyr
Voyons donc ce que seraient ces valeurs de u, v, m les plus simples possibles, relatives au cas où les intégrales / log (c- -j- r dP, 1-rdP, / --
ne contiendraient que leur élément correspondant à l'élément unique, â&, de la surface, sur lequel s'exercerait une pression (ou traction1! donnée dP. En prenant alors pour origine le point d'application de cette force extérieure, de manière à avoir simplement r=\/:ci-j-if -\- z'^ et en observant que les
dérivées, en x, //, z, de r et de log [z-\-r) vaudront respectivement -, - , -
et ■ , —. — ■ — -, -, il viendra :
r^-hrr >•(;+/•) /■'
■ r/P f <-r y. x "|_ rfP /; |i_ 1 \.v
■ï-y. \J xi a ' >• -r [J- r [z -j- r) J ~~ 4~;x \r- X + [x 7+z) 7 '
i-y. [_, (/ S >. + ;x »• (s — r) J 4k«. ^fS x + [x /• + ;/,• ' '" — ~ 4-u. [_^ * -f- F» ^J ~~ 47â V À -J- jl 7- + j5/ *
ctW., ' \ x L y ... •£ / ^r
Si l on observe que - et - peuvent s écrire ■ t / .i ~ ol
r r •«■ + »■ yî5
■, ' ■ V/ 1 — ^on reconnaît que les déplacements produits par la \fx*-\-y* V r
pression élémentaire dP se font dans les plans verticaux menés suivant cette force, et de la même manière dans tous : ce qui était évident à priori. De plus, la composante horizontale, U, de ces déplacements, comptée positivement en s'éloignant de l'axe de symétrie (c'est-à-dire de la force dP), et leur
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composante verticale îu, ont les valeurs
Appelons a l'angle, toujours compris entre zéro et 90°, que le rayon r, mené de l'origine au point quelconque (x, y, z) du sol, fait avec la pression (IV, ou, plus exactement, avec l'axe des - dirigé vers le bas. Nous aurons z = r cos a, et, si nous rappelons que
2 sin - cos h n
sin«. 2 2 , a . sin2a. . ,
= =tangx, cosasina= — 5 — » 2eos-a=rl -t-cos2 a,
1 + COS a J a 2J Z
2 cos-les valeurs précédentes de U, w deviendront aisément
rfP / , il" V a rfP / . _ Su . a\
= -; { cos2«. + cos a * — tang r = - sm 2a — — * — tang - )>
ïnur \ k + f-J S îvrpr \ *■+[* 2/
(su)
ar \_ X + (i
L'enfoncement et la contraction qu éprouvent des cercles concentriques ou conaxiques tracés, les uns, à la surface, autour du point pressé, les autres, à l'intérieur, sur des cônes de révolution ayant pour sommet ce point et pour axe la pression exercée, sont donc régis par des lois très simples, dont la première consiste dans leur proportionnalité inverse à la distance r au sommet. Le déplacement vertical w, partout de même sens que la force dP, est d'autant plus petit, à d'égales dislances r du point d'application de cette force, que l'angle a est plus grand, ou qu'on est plus loin de la droite suivant laquelle elle s'exerce. Quant au déplacement horizontal U, il est nul sur celte dernière droite, par raison de symétrie, mais positif (quand la pression dV l'est elle-même), pour des valeurs assez peu grandes de a, c'est-à-dire dans la partie sous-jacente, la plus comprimée et qui. par suite, se détend dans les sens latéraux, comme on pouvait le prévoir, dette pailie se termine au cône qui a son sommet au point pressé et dont les génératrices font, avec son axe vertical, l'angle a pour lequel Y s'annule, c'est-à-dire celui que définit l'équation]
COS2a + cosa — == U ,
Mois de <••' côhè, la malien« est, au contraire, comme attirée par la prêssipnrfP : I s'y trouve négatif. Ainsi, à la surface, ou pour « 1)0", des cercles concentriques tracés autour du point pressé éprouvent, vers ce point, un
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retrait, — U, égal à -. — 7: r — ■ En même temps, ces cercles s'enfoncent
\-r-fy dV de la quantité u'= -. -r—, — • — *
Il est à peine nécessaire d'ajouter ici que les formules (181,(19), (20) ne s'appliqueraient plus si la distance, r, du point (.r, //, z) à l'origine devenait comparable à \Jdc, c'est-à-dire aux dimensions de la très petite surface d<r sur laquelle s'exerce la pression considérée dP. En effet, dans ces formules,
les intégrales / log(3-f-rw/P, I -7, etc., sont supposées réductibles à un
seul de leurs éléments, de sorte que dP est toujours censé y tendre vers zéro avant que r ne s'annule lui-même. Quand donc /• devient comparable à \Ulrj, il faut décomposer d? en éléments infiniment plus petits encore, et calculer u, v, w par les formules générales (17). Comme tous les termes y sont comparables au quotient des diverses aires en lesquelles on aura décomposé d? par une distance de l'ordre de r ou de \/d<7, les valeurs intégrales de u, v, w seront comparables à l'aire totale, d*, divisée par sjdn. ou comparables aux dimensions de l'élément de surface d<r. Donc, les déplacements u, v, w produits par la force d? ne deviennent pas infiniment grands pour r = 0, malgré le dénominateur r qui s'annule alors dans les formules (20) : c'est, au contraire, l'influence du numérateur d? qui l'emporte dans ces expressions et qui les rend infiniment petites même en ce point.
Si les formules (18) ou (20) doivent être remplacées par les expressions plus complexes (17) quand le point (r, y, z) n'est distant de la région d'application da que de quantités comparables aux dimensions de cette région, il est clair, à l'inverse, que dans le cas où la région d'application c- des actions extérieures sera finie, mais où l'on ne considérera que des points (r, y, z) assez éloignés de cette région, les formules simples (20) pourront être substituées, sans erreur sensible, aux expressions (17), sauf à changer d? en / dP ou P : en d'autres termes, on pourra supposer tous les éléments d? de la charge réunis en un même point, lorsque cela reviendra à ne les déplacer que très peu par rapport à la distance où ils sont des parties du sol dont on étudie les déplacements.
5. Des formes que prend la vir face, quand une certaine pressai totale s'y exerce à l'intérieur d'une région déterminée, où on la repartit de différentes manières. — Le plus important des résultats trouvés ci-dessus parait être celui qui concerne la forme prise par la surface du sol, c'est-àdire les enfoncements w produits, aux divers points (.r, y) de cette surface,
par une charge, I dï\ qui s'y trouve distribuée comme on voudra. Ces
, X-f-2« dP , enloncements sont égaux a -. r — * — r — lorsnu il n v a qu un seul élément
dp de charge, déposé à une distance r du point (te, //), et ils vaudraient, par
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suite,
pour une charge quelconque. Dans un mémoire étendu, sur le sujet qui nous occupe, terminé depuis le mois de juin 1879 et qui, je l'espère, paraîtra prochainement au Journal de mathématiques pures et appliquées ou en un volume distinct, j'ai effectué le calcul de w pour un certain nombre de cas. Je me contenterai d'indiquer ici les résultats les plus intéressants auxquels je suis parvenu (*).
1° Voici, d'abord, l'enfoncement, w, que produit, à la distance t d'un point donné de la surface, une pression dV, répartie uniformément sur toute la bande annulaire comprise entre deux cercles décrits, autour de ce point donné comme centre, avec des rayons infiniment peu différents, Ret R-h</R. 11 est exprimé par la formule
( _ (x + 2u.) dP2 /»à rfM
(25) ) "" _ 4 Kix iA + lx) T- J& y'** — R- sin3u
_(x + 2j,)dP r /1\«R« /l 5yR* /l 3 2»-iyR*< H
[ — At^(X + (jl)»L W >» \2 V 3^* \â V" 2« 7 t*" ^ ' ' J
.quand le point où a lieu cet enfoncement«.' se trouve en dehors de la circonférence d'application de la pression dP, c'esl-à-dire quand on at >R; et il est exprimé par une formule analogue, où Xj et R échangeraient simplement leurs rôles, quand, au contraire, le point considéré se trouve situé à l'intérieur de la circonférence d'application, ou que t- est ><U. Ainsi, étant tracées sur la surface deux circonférences concentriques, l'une de rayon t, l'autre de rayon R, l'enfoncement produit sur la première, par l'effet d'une pression dV répartie uniformément le long de la seconde, égale l'enfoncement produit sur la seconde par une même pression d? répartie uniformément le long de la première (**).
2° Quand une pression finie, égale en tout à 1 ou prise pour unilê, s'exerce sur une région d'application circulaire de rayon Rt et se trouve distribuée pareillement tout autour du centre, de manière que sa valeur, par unité d'aire, à une certaine dislance R de celui-ci, soit une fonction de la forme p=/"(R2), cette pression est décomposable en parties dP = 2«pIWR
.(') Dans le même mémoire, intitulé Recherches sur l'application des potentiels à la théorie de l'équilibre intérieur des solide* élastique*, etc., le lecteur trouvera, entre autres choses que je n'ai pu détailler ici, une étude des potentiels direct et logarithmique à trois variables, bien plus complète que celle du n° 2.
(**) J'ai reconnu qu'un fait analogue se produit pour une plaque circulaire mince, horizontale, appuyée ou encastrée, sur tout son contour, et que sollicitent deux charges égales, réparties uniformément, chacune, tout le long d'une circonférence concentrique au contour : l'abaissement (ou la llèche) que cause l'une de ces charges, aux points où est appliquée l'autre, égale l'abaissement provenant de celle-ci aux points que sollicite la première. Cette curieuse loi de réciprocité, qui établit un singulier rapprochement entre une plaque mince et un sol d'épaisseur indéfinie, résulte, comme il a été dit à une sous-note de la page nui ci-dessus, des formules (d'") et (c'") du n" 17 de la Note du g '*.">, page 000, dans lesquelles on néglige les termes en y-.
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s'exerçant sur des bandes annulaires infiniment étroites et dont les effets se superposent. L'enfoncement w, produit à une distance r- du même centre, se calcule donc par des formules qui se déduisent de (25) et qui sont les suivantes :
[(pour los points intérieurs au cercle d'application, ou pour &<Ri)
!(pour les points extérieurs à ce cercle, ou pour «■> Rt) W = ^i^T)Jo sTn^l=Rl *1^P» •
Quand p = f(R-) est une fonction entière de R2, chaque intégration par rapport à R se fait de suite, en y adoptant le radical y/t,2 — R2sin<w2 ou v/R2 — t2sin2w comme variable; et, si l'on développe, par la formule du binôme, les radicaux que contiennent les résultats, l'intégration par rapport à w s'effectue elle-même en série convergente. Mais on pourrait encore obtenir w en série par des intégrations directes, convenablement effectuées, terme à terme, sur le troisième membre de (25) ou sur l'expression analogue qui s'en déduit en permutant t et R.
La moyenne des valeurs de iv dans toute la région d'application et la valeur de w sur le bord de cette région sont données par les formules
(24 ter)
Moy.de m danscer.-R, = -1— r — ^ ; j / R2- —W-da,
1 «F- X + jx. ) J0 1 — cosX/COS(/V H— cosV
m _, (X+2a)R, ri d<* n /. 1-a* \
(Pourc^Rj) w = x ., , 'Vf * 3- / / R. i r-)«*'
JCJt (X + [J.) ,/0 1 — cos-w J C0J V i — cos 0>J
expressions exactement intégrables sous forme finie, toutes les fois que /"est une fonction entière.
1 jpa.
5" Quand p ou f (R2) = — - , c'est-à-dire quand la pression totale se
trouve uniformément répartie sur toute l'étendue du cercle donné, de rayon Ri, les valeurs de iv sont :
(pour v < Rx) » 1
x + 2-x i n / *2 . . vi .
; = a /, , — c tT I ( 1 — 75 sin-t» «w
^•(Hp.)Rj0 \ R; /
1 /l 5 2?? — \\*tï* 1
2»— 1 \2*4 " " 2» / Râ» ""J:
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(25 bis)
(pour v > R,)
*+%• i r r4 _ a _ R.sin^yi **»
X + 2p. 1 r,, , l/l\sRî , 1/1 $\*K
4njt (X + (*) »
htîTO+îoïS:
(1.5.;. *£fl ÜL+ i
Au centre et au bord de la région d'application, ces formules donnent
(pour t. = 0) V):
(pourt- = R,) w.
V>(x + p.) R, La valeur moyenne de w dans toute la région d'application est, d'ailleurs,
{m bis)
valeur moyenne de w
(pour». < R,)
jt3p. (X -+- p.) 5K,
Donc, une distribution uniforme de la pression sur toute l'étendue d'un
cercle fait prendre à ce cercle une forme concave, dans laquelle la flèche,
c'est-à-dire l'excès de l'enfoncement du centre sur celui du bord, vaut la
fraction 1 (ou environ -rr) de l'enfoncement même du centre, et la
TT
fraction * —
ou environ p ) de renfoncement du bord.
Comme - ou 1, ."537)... dépasse ^U-f- 1 1=1, 2854... du — environ de
sa valeur, l'enfoncement moyen (2G bis) est un peu supérieur à la moyenne des deux enfoncements au centre et sur le bord, moyenne qui exprimerait sa valeur si l'on assimilait à la forme d'un paraboloïde celle que prend alors, en ge creusant, la région d'application des forces.
4° Quand u ou /' (H-) = -— (Ra — W'), c'est-à-dire quand la pression,
maxinia au centre, est distribuée paraboliquement, le long des rayons émanés du centre, jusqu'au bord du cercle H -li(, où elle s'annule, l'en-
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foncement w s'exprime par les formules suivantes :
(pour«-<R1)
4(X + 2a) 1 e±(. tïsin-'oiXo ,
(27)^ _2(>. + 2|x) i ri î »* j_ /i fcy **, j_/i 5 5\»v«
~~ lijp (x -i- 1* j R4 L3 ÏRs_r '1.5\2'4/ r*4" 3.5 \2"4 * 6j [-fi + '"*'
^ (2n — 3)(2n — 1] (pour & > R,)
1 5 2n— IN»»» 1
,2 ï"" 2* ; Kf J
R. sin*w
(27 Kg)
_ 4 (x + 2a) 4 / 2 |~5 R, si"-M _ C _ R'sin^Y 57râ|i(x + u.) tj0 |_2 ta \ t- y .
_ x + 2^ in J_ /îy?] J_ /i . sy «îj.
2na(x + a) o l_1.2 2.5 \2/ ** 5.4 \2 4/ **^""
. i /i 5 2« — iy tf" n
Au centre et au bord de la région d'application, ces formules se réduisent à celles-ci :
(pour «- = ()) w —
(pour* = Rj) w
V(*(X+^) «jr, La première relation (24 ter) donne, en même temps,
f (pour*<R,)
(28 bis) ] K3 x + 2|i 4
/ Valeur moyenne de w = -^ — — ; — ! — - =— - •
{ J lo -i[A(x + [x) 5R,
Donc, quand la pression varie paraboliquement du centre au bord de la région d'application, en s'annulant sur le bord, la forme prise par cette région devient plus concave que dans le cas d'une distribution uniforme, ainsi qu'on pouvait le prévoir. La flècbe de la concavité est à celle qui se serait
5*" 9 produite pour une distribution uniforme dans le rapport = 2,112.
La profondeur totale w du creux égale, au centre, les ~ de ce qu'elle était
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lors d'une distribution uniforme, et se trouve au contraire, sur le bord, un
peu moindre que dans ce cas, savoir les - de ce qu'elle y était. Aussi,
d'après les formules (26 bis) et (28 bis), l'enfoncement moyen, dans tout le cercle 7rR2, ne dépasse-t-il que d'un quinzième sa valeur relative au cas
d'une distribution uniforme.
Du bord au centre, w grandit respectivement, pour la distribution uniforme et pour la distribution parabolique, dans les rapports de 4 à 2n et de
4 à 5tî.
5° En ajoutant les deux expressions précédentes de p, p= — - et
7rR[
p = — zri (R2 — R2), ainsi que les valeurs correspondantes (25) et (27), (25 bis)
et (27 bis), (26) et (28), (26 bis) et (28 bis) de w, après les avoir multipliées respectivement par deux constantes 1 — A: et k dont la somme vaille 4, on obtient de nouveaux modes de répartition dans lesquels, la charge totale étant toujours 4, la partie 1 — k de cette charge est distribuée uniformément, et l'autre partie, k, paraboliquement avec décroissance du centre au bord.
"Le plus intéressant de ces modes est celui pour lequel on a k= — 1,
2R2 p = - — - , c'est-à-dire où la pression, nulle au centre, croit paraboliquement
■k R le long des rayons, jusqu'à la distance Rx tout autour. Alors, on trouve pour ir, en séries convergentes, les valeurs générales
(pour v < R,)
^(a + ^r.U+î,^-! {ï'àj R*
i f\ r. '■in— i
2k — 5 \ 2 k" Un (pour *> R,)
| _ x + fr t n ^ i zu? K i m 1 sy 5Î
{29bis){ ~ 2^ (X + v.) x, |_2 ' 3 \y tfXkbß AJ «/< ""
tandis que, au centre et au bord de la région d'application, il vient simplement
l (pOUr*=0) 10=— ; f—r ~ }
\ Kt àta X -f u.) 5R,
(„our^r.,) ,„=_-^_.
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L'abaissement moyen éprouvé par celte région est
(pour -o
(,-,0 bis)
valeur
movenne de w -
Comme
TT
OiT-2...
et
queT = l
„la
profi
a profondeur de la dépression est, au centre, un peu plus faible qu'au bord de la région d'application; en sorte que l'influence du plus grand nombre des pressions, dP, qui agissent de près sur le centre pour l'abaisser, est largement compensée par leurs faibles valeurs. La différence entre ces deux profondeurs n'égale que 10_-
la fraction =0,1119...,ou - environ, de ce qu'elle serait pour un
mode de distribution uniforme : aussi, la surface directement comprimée s'écarte-t-elle beaucoup moins de la fiorme plane, lors d'une distribution parabolique croissante du centre au bord, que lors d'une répartition égale. Toutefois, au dedans de la région d'application et à une faible distance du bord, w eü un peu plus grand qu'au bord même; et ce fait s étend à toute région d'application, limitée par un contour convexe sur lequel la pre*<ion par uhiïédaîrè est /ïmèlToonc, dans la distribution parabolique dont il s'agit, la surface comprimée ne reste pas absolument plane ; mais elle se creuse sensiblement sur le pourtour et se bombe vers le milieu.
Effectivement, la valeur moyenne de w dans toute l'étendue de la région d'application est, aux valeurs de w sur le contour et au centre de la même
région, dans les rapports de -^ = 1,2 444... à -77 =1,1 11 l..et à £c± 1,0472..
L'excès de cette moyenne sur l'abaissement du centre vaut la fraction
Ç)l , f ou environ - de 1 abaissement moyen lui-même, ce qui
prouve bien qu'on est, encore, assez loin de la forme plané.
0° Quand on veut que le cercle d'application des pressions extérieures ne cesse pas, tout en s'abaissant, d'être plan et horizontal, il faut disposer la charge donnée, qui vaut 1 en tout, d'après la formule
(51) ?ou/-(R*) =
Ri \/k\ — R
en d'autres termes, il faut la distribuer uniformément sur toute la surface
d'une demi-sphère ayant pour base le cercle effectif d'application, et concevoir ensuite que chaque, portion de la charge ainsi répartie soit déposée sur le sol à l'endroit où elle se projette verticalement. L'expression de iu est
SOG CHAP. HF. — NOTE DU §46. — BOLS ÉLASTIQUES
(32) (poun-<R,) u' = Q ,, , , tt- = „ ,, , — . tttt»
(32 bis) (pourt>R,) W^=- — ), ^ — arc sin — •
Comme -^r— 1,2557. ., ctque? = 1,5555...., l'al)aissement w commun
à toute la région comprimée est légèrement inférieur, du -r^ environ de sa valeur, à la moyenne (26 bis) des enfoncements qu'on aurait observés dans toute cette région lors d'une distribution uniforme de la charge.
7° Plus généralement, si la région d'application est une ellipse, et qu'on demande un mode de distribution pour lequel cette région reste plane et horizontale, il suffit de disposer la charge, sur toute l'aire convexe d'un demi-ellipsoïde ayant cette ellipse pour base et pour section principale, proportionnellement à la distance, en chaque point, de cet ellipsoïde à un autre infiniment voisin, concentrique, semblable et semblablement placé, puis d'appliquer chaque portion de la charge ainsi répartie sur l'endroit du sol où elle se projette verticalement. L'équation de l'ellipse étant,
par exemple, — -4-fi = 1» on trouve
Imb \ a- b
Un système quelconque de parallèles équidistantcs divise l'ellipse en bandes également chargées quoique d'aires fort inégales. L'expression correspondante de w est,
[ 1°, pour les points (x, y) intérieurs à l'ellipse donnée , (31) x -f- 2-jl ?* (h
X + 2.JL /»*>
2", pour les autres points de la surface du sol , (34/n's) 1 X4-2[x f"* (h
JrKX>
expression où la limite inférieure v de l'intégrale égale la racine positive de l'équation
8° Vnc remarque générale, à laquelle on est conduit par les résultats précédents et par quelques autres encore que l'on trouvera dans le mémoire indiqué, c'est que des pressions données, s'exerçant sur le sol ou sur la surface d'un corps à l'intérieur d'une aire définie, sont loin d'imprimer à leurs points d'application des déplacements ayant entré eux, aux divers en-
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droits, les mêmes rapports que ces pressions, contrairement à une hypothèse qu'on fait quelquefois. Par exemple, pour une répartition uniforme, nous avons trouvé îles enfoncements décroissant, du centre au hord, dans le rapport de 8 à 5 environ. Pour le cas (réciproque) d'un enfoncement uniforme, la pression exercée sur l'unité d'aire a grandi, du centre au bord, dans les proportions, bien plus grandes encore, qu'indique la formule (51),
savoir de - — — à x . Et quand on admet que la pression décroit paraboli-
TT
quement depuis le centre jusqu'au bord, où elle s'annule, l'enfoncement w décroît aussi, mais seulement dans le rapport de ök à 4 ou de 12 à 5 environ, non jusqu'à zéro. 11 n'y a donc pas même une proportionnalité
,/p approchée, aux divers points, entre la pression par unité d'aire, -y- ou p, et le
déplacement éprouvé w. Du reste, une telle proportionnalité exigerait l'annulation de »'immédiatement au dehors de la région d'application, là où w,
. , ... i + 2u rdY
exprime comme ailleurs par . ' j — , est presque aussi grand que
sur le bord même.
6. Comment ne distribue la pression exercée à la surface, lorsqu'elle est produite par le contact d'un corps dur de forme connue. — J'ai supposé, dans le numéro précédent, qu'on se donnait les pressions exercées aux divers points de la surface et qu'on cherchait la forme et la position prises par celle-ci ou, ce qui revient au même, les déplacements w qu'éprouvent tous ses points dans le sens qui lui est normal. Mais, comme il a été dit au n° 5 (p. 585), le problème de l'équilibre ne serait pas moins déterminé, si l'on se donnait, sur des parties désignées quelconques de la surface, le déplacement w au lieu de p ou p,. Supposons, par exemple, qu'on demande de faire acquérir à la région comprimée, pour ordonnées verticales w, celles qu'expriment les formules (24), (25), (w27), (29), (52), (">4j : alors les pressions exercées, ps (par unité d'aire), devront nécessairement être prises égales aux valeurs correspondantes de p,
1 _ 2 (lif — 11^) _2R3
\ 2-HlV/Rä_R2' Klr.ab\ a- b*J
P'ailleurs, so donner w sur toute la surface comprimée, c'est se donner à la fois : 1 le déplacement vertical de Tun des points, comme, par exemple, l'enfoncement u:0 éprouvé par le centre, 2U et, de plus, l'excédant w0 — v:, lequel définit la forme, ainsi que l'orientation (ou mieux les deux inclinaisons suivant les as et les //). prises par la surface.
Imaginons actuellement que l'on connaisse, d'une part, la pression totale
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exercée P, d'autre part, la forme et les inclinaisons que doit recevoir la surface comprimée, c'est-à-dire l'excès (positif ou négatif), «<0 — u\ de l'abaissement du centre sur celui de tout autre point, et que l'on demande le mode de distribution de la pression P ainsi que l'abaissement v0 du centre. On cherchera d'abord quelles pressions;;,, positives ou négatives, produiraient, aux divers points de la région d'application donnée, des enfoncements égaux à tu — iv0; problème déterminé, comme on vient de voir. Soit P0 la somme des pressions ainsi définies, qui donnent à la région comprimée la forme el les pentes qu'on veut qu'elle prenne, mais sans déplacer aucunement son centre. En retranchant de la pression donnée P cette somme P0, on sera évidemment ramené, vu la forme linéaire des équations, à un problème plus simple, où il s'agira de répartir ou d'employer la pression en excédant, P — P0, sur la région d'application donnée, de manière à imprimer à celle-ci des déplacements ayant leur composante verticale ?(\, constante dans toute son étendue (puisque les différences u^ — iv auront déjà acquis leurs valeurs définitives). Or ce nouveau problème est également déterminé, par le fait même qu'il l'est dans le cas inverse où l'on se donne iv0 et où l'on cherche P — P^ En effet, vu encore la forme linéaire des équations, les déplacements u, v, w en tous les points du corps, ainsi que leurs dérivées, et, par suite, les valeurs de p. p'[ p , varieront
partout dans un même rapport quelconque, si l'on fait grandir ou décroître dans ce rapport le déplacement w sur la partie de la surface où on se le donne, c'est-à-dire si l'on fait varier arbitrairement wu; et il n'y a qu'une valeur de »'„pour laquelle la pression totale correspondante égale P — P0.
Ainsi, quand on connaît la forme et la disposition que doit prendre la surface comprimée, ainsi que la grandeur de la pression totale exercée, le problème n'admet encore qu'une solution; et il se dédouble en deux plus simples, dans lesquels on se donnerait l'abaissement w éprouvé par chaque point de la région d'application.
Or ce problème est justement celui qui se présente quand on demande comment doit se distribuer, entre les divers points de sa base d'appui, le poids d'un corps dur et poli, posé sur un sol élastique horizontal, ou comment un tel corps, modérément poussé par une force normale contre un solide élastique de dimensions beaucoup plus grandes que les siennes, presse ce'dernier aux divers endroits de la surface de contact. En effet, dans l'un et l'autre cas, la base du corps dur conserve sens.iblement sa forme (donnée) et la région directement comprimée du sol ou du corps élastique, bien plus ilexible par hypothèse, se moule sur cette base. De plus, à cause du poli supposé, ou de l'absence de frottements, les pressions supportées par le sol ou corps élastique lui sont normales, c'est-à-dire se réduisent à la composante p.; et l'on connaît, en somme, la pression totale exercée, tant en grandeur qu'en position, ainsi que la forme prisé par la surface de contact, Nmis admettons, pour plus dé simplicité, dans la figure que forment la surface de contact et le point d'application de la pression P, une symétrie suffisante pour qu'il n'y "il à s'occuper d'aucune rotation, c'est-à-dire pour que le
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mode d'inclinaison ou de disposition de la surface de contact soit parfaitement connu (*).
Donc, en traitant la question abordée ici, on se trouvera avoir résolu, pour les cas les plus simples et par conséquent les plus intéressants, le célèbre problème de philosophie naturelle relatif aux pressions qu'exercent l'un sur l'autre deux corps en contact, ou relatif, notamment, à la manière dont le poids d'un corps, supporté par un sol horizontal, se distribue entre les divers éléments de sa base d'appui, problème posé depuis un siècle par d'Alembert et Euler, mais qui, à ma connaissance, avait résisté jusqu'à ce jour aux efforts des géomètres.
Si. en particulier, la pression totale P vaut un (ou est choisie pour unité) et que la formule donnée de iv — w0, définissant la forme que prend sa surface d'application primitivement plane, se trouve être une de celles qui ont été calculées au n° précédent et auxquelles correspondent les expressions (2-4), (25), (27), (29), (52), (54) de w, ou des combinaisons linéaires de celles-là, les modes cherchés de répartition de la pression seront forcément ceux qu'expriment les valeurs de p prises alors pour point de départ et reproduites dans la formule (56), ou des combinaisons linéaires de ces valeurs : la pression s'y trouvera donc distribuée, suivant les cas, uniformément, parabôliquement, etc.
Par exemple, quand un disque circulaire solide, posé sur un sol horizontal élastique, reçoit des poids dont la résultante (y compris le sien propre) passe par son centre, la base de ce disque exerce sur le sol des pressions réparties d'après la formule (51) : la charge s'y distribue de telle manière que, si, d'un point situé à une distance infinie au-dessus du disque, on la regarde se projeter, en perspective, sur une calotte demi-sphérique ayant pour base la base même du disque, elle sera uniformément répartie à la surface de la calotte. La pression par unité d'aire croit donc quand on passe du centre du cercle de contact à sa circonférence, où elle deviendrait même infinie si le disque n'y fléchissait pas et que les limites d'élasticité du sol n'y fussent pas dépassées. Il ne saurait en être autrement dans l'hypothèse d'une parfaite horizontalité conservée par le sol jusqu'au bord même du disque; car, d'après ce qui a été dit un peu après la formule (50 bis) p. 595, il suffit, pour toute forme convexe du contour de la région d'application, que la pression p~ ou p (par unité d'aire) reste finie sur ce contour pour que l'enfoncement w diminue à mesure qu'on en
(*) S'il n'en était pas ainsi, l'expression de tv0 — w comprendrait, outre une partie connue, dépendant de la forme du corps dur en contact avec le solide élastique, un binôme tel que/>(/ — qx, correspondant à deux des trois petites rotations inconnues qu'éprouverait ce corps autour des trois axes, savoir, aux deux rotations p, q, effectuées autour des axes des x et des y parallèles à la suriace. Et ces deux inconnues p, q, qui fixent les inclinaisons de la "base, se détermineraient par les conditions que le point d'application de la résultante P eut ses deux coordonnées .r, y égales à deux quantités connues.
En résumé, l'expression de w contient une partie, w„ -j- qx — py, que ne définit pas la forme du corps dur, et qui, variant avec la force P, dépend bien des trois constantes arbitraires qu'il faut pour qu'on puisse se donner à volonté cette force en grandeur et en position.
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approche, lorsqu'on est sur le point de l'atteindre en venant de l'intérieur. Donc, la forme plane exigerait, pour être maintenue jusqu'au bord même, une pression (exercée par l'arête vive) supérieure à toutes celles que peuvent comporter les degrés de résistance du sol élastique et du disque placé au-dessus. En réalité, celui-ci y fléchit sensiblement, sur une largeur d'autant plus petite que le corps est plus dur en comparaison du sol, et, par le fait même, les pressions, rapportées à l'unité d'aire, y sont bien moindres que ne l'indique la formule (51). Il y a donc, sur le contour, une zone étroite, ne supportant de toutes manières [même avec le mode de distribution (51)] qu'une fraction insignifiante du poids total et, par suite, sans influence appréciable en dehors d'elle, où les pressions sont réparties autrement que d'après cette formule simple (51). Bien loin d'y grandir jusqu'à l'infini, la pression par unité d'aire y tend au contraire vers zéro à mesure qu'on s'approche du bord, puisqu'elle est nulle dès qu'on sort de la surface de contact.
Une telle zone, siège de perturbation* locales ou d'un état spécial plus complexe que celui de l'ensemble, s'observe aux limites de la région d'application, toutes les fois que la pression pz se trouverait y passer brusquement, sans ces perturbations, d'une valeur plus ou moins considérable à la valeur nulle qu'elle a hors du contour. L'ingénieur et le physicien en observent, du reste, d'analogues dans une infinité de cas, par exemple aux extrémités des tiges et sur le bord des plaques, là où l'état physique varie aussi rapidement dans le sens des grandes dimensions que dans le sens des petites (contrairement à ce que suppose, au fond, la théorie classique de ces corps).
7. Équilibre d'élasticité d'un solide indéfini, sollicité dans une certaine étendue par <lcs forces extérieures données. — Revenons maintenant aux deux types d'intégrales (14) et (li bis), auxquels nous devons tous les résultats précédents, et rattachons-les à un type unique, plus général, qui
nous conduise à la solution d'autres problèmes. Si nous observons que ;- ^
f dm , , _..x„ .., „„„ (' f ,..,... _t „„„„; „„ __, |»„„,
ou
Ç — n'est autre chose que-^ / rdni, et aussi, comme nous l'avons
vu dans la première partie du n" 2, que -~j- ou / — =-A2 1 rdm, les équations (14) pourront s'écrire
0s j rdm 9* j rdm £* j rdm
et elles seront de la forme
(58) u— — %-§-, v = — ts-t^, w = — ^ + _— T Aa<p,
v ' VXdZ , IJ, l i] z- k + [J.
où y désignera le potentiel direct / rdm. Quant au second type, (14 bis), il
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est aussi compris dans la même forme (58), mais en y posant
[3| bis) ?= fy—hog{z + r)]dh,
d'où
■ ■'■ J r + z t y J r- : 0z j nX '
et en observant que le paramètre différentiel du second ordre a,o est alors nul, Par suite, toute combinaison linéaire des deux types (44) et (14 bi*\, par exemple, le type (17), rentre encore dans la même formé (58).
Voyons donc, eu appelant o une fonction quelconque de x, y, «, ce que deviennent les équations indéfinies les plus générales de l'équilibre d'un solide isotrope et homogène,
(59) e>.+ u.)l -- + m.A.,m + X = 0. (>. + »)l- -(/.Ä2i' + Y = 0? (X+|j.)i-î + aAsW+Z=0, t .V ' \\ ( z
où X, Y. Z désignent les composantes de l'action extérieure s'cxerçant sui[ l'unité de vclunie, quand on y porte les valeurs (3£) de u, v, w. Ces valeurs donnent d'abord
(40) M„?x^ijT, et elles transforment ensuite, immédiatement, les équations (59) en cell
(il) X=rO , Y=0 , Z = — u.''. + "'"' AA? .
Donc, les expressions (58) de u, i\ w satisfont axàc équations indéfinies de l'équilibre, pourvu qu'il .<?' ère ree sur la masse du èùrps\ nar unité de mlume, des forées extérieures parallèles à l'axe des z et égales en chaque point à \+%
— '/■ i _■_ ' AäVf-
Si l'on prend pour -j, comme dans le premier lype (57), le potentiel direct f rdui, relatif à une matière, fictive fdm, mais en supposant celle-ci disséminée dans un espace fini à trois dimensions, avec une densité p (x, y, z) au point quelconque [x, y, s), et non plus étalée en couche mince sur le plan des xy, l'expression AäA,o vaudra — 8-xpix, y, z), d'après ce qu'on a vu dans la première partie du n° 2, et l'on aura
Z = S-m. — : l.r, ii, s) ;
en sorte que cette force Z pourra être une fonction arbitraire de x, y, z, pourvu qu'on prenne pour la densité p (.r, y, :•) de la masse fictive l'expres-
sion „' ' 5 — Par suite, la partie, dm] de cette masse, qui remplit un vo-
À -f- 2ft Sttu. ' 'Il
1 + %. #âs<B a % \.,-j.
dz
>. -h a a Z, >. -j- a dz
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lume élémentaire quelconque dti de l'espace, égalera le produit du facteur
constant '" par la force extérieure Zrfcj = rfF effectivement appliquée
à la partie du corps occupant le même élément de volume.
En résumé, quand un corps élastique est sollicité, dans une certaine partie desamasse, par une action extérieure, F, composée de forces élémentaires dV parallèles à Vaxe des z, si Von appelle
r = \/ (X-Xlf + (y -Vl? + (z-zrf
les distances d'un point quelconque (x, y, z) de l'espace aux divers point* d'application donnés (x{, ylt z±) de ces forces dF, on aura des expressions des petits déplacements u, v, w qui satisferont aux équations indéfinies de l'équi-
/f dm
-lX+[tg»/rdF __ — 1 x+>g>gJ>dF =-1 x + y- ê*Jrd¥ 1 fd¥ (42)M— 8ÏJ7.X + V dxdz tV~ 8^X + 2j* dydi ,W — $™.l + ïy. ë)zs \-?.J r '
Or, ces expressions vérifient également les conditions, aux limites, qu'on a dans le cas d'un solide indéfini dont les points infiniment éloignés seraient maintenus fixes. En effet, on verrait, en raisonnant comme il a été fait au commencement du n° 5, que ces conditions reviennent à prendre u, v, w de
l'ordre de - aux très grandes distances t de l'origine. Et c est justement ce
qui a lieu avec les expressions (42), lesquelles, ne contenant sous les signes / que des dérivées partielles secondes de r en x, y, z, sont du degré — 1 par rapport à x — x{, y — ylt z — zy, car r est homogène du premier degré en x — x{, y — ylt z — zl% et, par suite, ses dérivées premières sont aussi homogènes, mais du degré zéro, et ses dérivées secondes, homogènes du degré — 1 . Enfin, comme le procédé de démonstration indiqué après les formules (13) prouve que cet ensemble de conditions, soit indéfinies, soit aux limites, détermine complètement u, v, w, le* formules (42) sont bien celles qui résolvent le problème de l'équilibre d'un solide indéfini, sollicité dans sa masse par des forces extérieures ayant toutes une même direction donnée, choisie pour celle des z.
Et le cas d'un corps indéfini, supportant dans certaines parties de sa masse des forces (X, Y, Z) absolument quelconques, se ramène immédiatement au précédent; car il suffit d'y superposer trois systèmes analogues de valeurs de u, v, w, correspondant aux cas où les forces extérieures se réduisent soit à leurs composantes X, soit à leurs composantes Y, soit à leurs composantes Z.
MM. William Thomson et Tait, aux nos 730 et 731 de leur beau Traité de philosophie naturelle, étaient, parvenus par une autre voie, beaucoup plus pénible, à la solution de ce problème. Ils avaient obtenu, au lieu des formules (42) , celles-ci,
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H = — ; r— r / r- ; ; — il
247Tu.(X-t- 2a) J < x< :•
~ '24-u.(/. + 2u.)ty cijcz- '
dY .
qui sont bien moins simples, mais qui reviennent au même lorsqu'on \ ex-
{•rime les dérivées de - en fonction des dérivées de r, en observant aussi,
par exemple, que
et que
ri < I
Bxdz
8. Des déplacements d'équilibre que produit, dans le voisinage de son point d'application, une force isolée, s exerçant a l'intérieur d'un solide élastique. — Parmi les conséquences des formules (42), je ne signalerai ici que les plus simples, celles qui concernent le cas d'une seule force r/F, ayant pour région d'application un volume infiniment petit en tous sens situé à l'origine des
coordonnées, et où, par suite, les intégrales j rdl\ J — se réduisent à l'élé-
ment unique rdY , — , avec r=*J'x'i-+-yi-+-z'i- Soit alors a l'angle, compris
entre 0° et 180°, que fait avec l'axe des c, c'est-à-dire avec la force donnée, le rayon rtiré de l'origine à un point quelconque du corps, et supposons qu'on ait mené le plan des xz par ce point en prenant de son côté les x positifs, de manière que les déplacements, évidemment pareils tout autour de la force f/F qui les a fait naître, admettent en ce point deux composantes seulement, l'une, w, dans le sens de la force, l'autre, U = u, dans le sens normal qui s'en éloigne. Comme on aura
xi- sin oc cos « si a 2a
rcXÎZ
1 u2 sin ix 1 — cos 2a
df~
les valeurs de U et w seront :
/ X 4- 1* d¥ sin i. cos «
X+u. (IF
- 2u. 8~u. r X+a. d¥ sin2x
sin 2x
X + 2l». 1 Ö7TU.*
ilY fôX + Ta
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Pour les molécules réparties sur une sphère de rayon r décrite autour du point d'application de la force dF comme centre, les petits déplacements
dF 1
éprouvés se composent donc : 1° d'une translation commune j— -, suivant
, ,, , , , À -4-pt- d¥ sin a „„ , .
la direction de la force; 2° d un déplacement, r 5 , effectue dans
À -h Zu. OTzp r
le sens dont les deux cosinus directeurs sont cos a, — sin a, c'est-à-dire le
long de la tangente menée à la sphère, à partir de chaque molécule, dans le
plan de la force dY et suivant la direction qui fait un angle obtus avec dF :
ce glissement de chaque molécule sur la surface même de la couche sphérique
vaut la projection sur sa direction, c'est-à-dire sur la tangente considérée,
d'une droite fixe, dirigée en sens contraire de la force et égale a . ^ ^Z7~'
Ainsi, chaque couche sphérique, d'un rayon donné r, ayant pour centre le point (V application de la force <1F, avance parallèlement à celle-ci, tout en
conservant sa forme et son ration, de la quantité -. ; seulement, comme ona
' wzur
X + u. (IV X + y. (IV .
sm i. cos * = -\- — sin :<a ,
X + 2{a 8-;j-r X + Lhi. 10 -ar
X + u. (IF . , X + y. (IV X -f u. (IV a
sm -a = — : — —7T tt- r : — —pr tt- cos -* >
X-j-^i.i. S~\j.r X -j- v2u. l(»7Tar X -f- '2u. 1 0 toc
les particules qui constituent la couche éprouvent à sa surface un léger recul,
, , , . À+u (IF . , . t.
conwosé de la translation — : ~- — , en sens contraire de la force, et
1 A-J-Zp; ÎOirur
d'un autre déplacement , égal à celte translation, mais effectué suivant la direction qui fait avec celle de la force l'angle, 2a, dont la bissectrice est le prolongement du rayon r aboutissant à la molécule.
Ce dernier mouvement, seul propre aux diverses particules de la couche, aurait pour effet d'éparpiller uniformément, sur toute une circonférence de
rayon — rs > celles qui appartiennent à la section demi-circulaire
J ), -+- Zu. 1 birpr faite dans la couche par un plan mené suivant l'axe des z et limité à cet axe, si l'on supposait toutes ces molécules réunies d'abord en un même point quelconque, qui serait le centre de la circonférence où elles viendraient ainsi se placer; en effet, a croissant uniformément de (I à tt dans la section demi-circulaire considérée, l'angle 2a croîtrait aussi uniformément de zéro à 2tt. La valeur moyenne que w y reçoit, c'est-à-dire (-elle de
£- •— — cos 2«, pour toutes les particules de la couche sphérique, A-f-2p loTrpr
exprime I«' transport éprouvé dans le sens de la force d\\ lors de cel épar-
pillement, par le centre de gravité de la couche supposée d'une épaisseur
primitive uniforme dr. Gomme le nombre de ses molécules pour lesquelles a
■A une certaine valeur est proportionnel à sin a, r'est-à-dire au rayon r sin a
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du peut cercle de la couche le long duquel ces molécules sont ränget s,
l III , . '/ -h u (IV
la moyenne en question sera celle du produit ; ~ -r- cos *lv. mu a,
A-i-L'v. lti-v/'
pour a variable de U à -, divisée par la valeur moyenne simultanée de sin a, ou, encore, le quotient des deux intégrales
X-f-tt JF C -, • , ''•+'■>■ d$ / - V '>■+»■ d$ * . a 77- / COSZasittorfa=. ±- t- cosx — = cos-a ) = — . r~Q-, „»
et
/sinou2x= — (cos a) = 2 il '0
Ainsi, dans le mouvement d'éparpillement considéré, le centre de gravité de la couche éprouve un recul, c'est-à-dire un transport vers les : négatifs,
. "k-\-u dF „ . . . , l-hu (IV
egal a. 4- -^ Ce mouvement se composant avec le recul ; ;- — — ,
0 j.-\-Hjl 4S-y.r r /. — -ly. ltiffur*
commun à toute la couche, pour produire les glissements totaux de sa matière
sur sa surface sphèrique, il en résulte que, par l'effet de-ces glissements, le
centre de gravité de la couche se porte en arrière de son centre de figure de la
. X-f-u dF w j 1 *- 1 4- , àŒ I , A
quantité £- rs — . \u donc la translation en avant -7 du centre de
1 X-f-2f£ 12ïrpr 4itftr
figure lui-même, le déplacement moyen éprouvé par la matière de la
couche, dans le sens de la force dF, est la différence de ces deux quantités,
9 À 1 V //F différence égale à ^- — — . En la multipliant par le volume primitif
X4-2p tënpr
\-r-dr de la couche, intégrant de r = 0 à r=r et divisant le résultat par le
volume _ tit3 de la sphère massive que limite la couche, il viendra enfin,
pour la valeur du déplacement moyen imprimé, dans le sens de la force, à
toute la matière de cette sphère, — — ^- g- — j quantité un peu supérieure
dV
au déplacement même, = , du centre de figure de cette sphère, qui. connue
r 4-xr r ■
on a vu, conserve sa forme et son ravon.
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De la transmission, dans un solide élastique en équilibre, d'une pression, exercée sur une très petite partie de sa surface.
Parmi les questions concernant la manière dont les actions exercées à la surlace des solides en équilibre se transmettent dans leur intérieur, une des plus simples, et même la première qui se présente à l'esprit, est celle des pressions qu'on fait naître dans un corps, lorsqu'on le touche en un de ses points, ou plus exactement sur une très petite partie de sa surface, tandis que les parties éloignées de celle-là sont maintenues immobiles. La pression ainsi exercée n'ayant d'effets sensibles que dans le voisinage de sa région d'application, c'est-à-dire dans une étendue totale où la surface ne s'écarte pas, d'une manière appréciable, d'un de ses plans tangents, tout se passe, à fort peu près, comme si le corps, limité d'un côté par le plan dont il s'agit, était indéfini suivant tous les autres sens, et rendu fixe en tous ses points indéfiniment distants de celui qui est directement comprimé, ou auquel on peut supposer réduite la légion d'application.
Les formules qui résolvent ce problème sont donc celles du n" 4 de la note qui précède (p. 380). Lu particulier, si l'on adopte le point d'application de la pression élémentaire exercée dV pour origine, et la normale suivant laquelle cette pression est dirigée pour axe des ;, les formules (18), p. 587, exprimeront les petits déplacements d'équilibre //., v, w. Or si l'on considère, dans le corps, des couches de matière parallèles à sa surface, rien n'est plus simple que de calculer, au moyen des valeurs de u: v, w, la pression qu'exerce chacune de ces couches sur celle qui la supporte ou qui est contiguë et plus profonde. En désignant par pr, p , pz les trois composantes par unité d'aire, en un point quelconque, de cette pression, les formules (15), p. 585, donneront, après substitution des valeurs de u, v, w et tous calculs faits
_ 5rfP a8 x _ fr/P z3 y _ 3dP z* z
*'' ~ 2n r* r ' *'u "2lT r* r ' - HtT r* ï °
Donc, la pression normale dV, exercée en un point de la surface, se transmet, de chaque couche à la suivante, sous la forme de pressions obliques, dirîqées
exactement a V opposé de ce point, et égales, par imité d'aire, à , c'est-
à-dire proportionnelles à la pression extérieure donnée dP et en raison composée inverse du carré de la distance r au même point et du carré du rapport de cette distance à la profondeur z de la couche.
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Il faut, pour l'équilibre d'un cylindre d'un très grand rayon décrit autour de la force extérieure dV comme axe, que cette pression dV, en se transmettant de couche en couche, garde son intensité totale ; car les pressions appliquées aux deux hases du cylindre doivent à elles seules se neutraliser, celles qui le sont à sa suriace convexe étant, par unité d'aire, comparables à l'inverse du carré de son rayon et n'ayant par suite, sur toute la surface convexe, qui est seulement de l'ordre du même rayon, qu'une résultante négligeable. Et, en effet, sur la couche située à la profondeur ;•, l'intensité
> ce
totale de la pression exercée est 2ä I pzrdr, vu que celle que supporte,
en tout, une couronne élémentaire, ayant pour rayon intérieur \[ï^ — z- et pour largeur d y//-2 — z2, vaut le produit de p, par l'aire
lJ~ \r- — &d y/V- — s2 = ml (r — ;"-) = '■Ir.rdr
de la couronne, produit qui n'est autre que %itp rdr, où le rayon s/''" — s2 peut varier de zéro à l'infini, et par suite, r, de :• à ^ . Or, en substituant
à p sa valeur -r— -=, l'intégration donne bien
a« f~prdr=dB*'(-ty"
dV.
Les formules trouvées pour px, p pz ne contiennent aucun coefficient d'élasticité: en sorte que la transmission des pressions à partir de la surface, sur les couches de matière qui lui sont parallèles, se fait de la même manière dans tous les solides isotropes. Il n'en serait plus de même sur des couches ayant d'autres directions.
Observons que les valeurs ci-dessus de pt, p , p, ne s'appliquent qu'à des distances r de la surface directement touchée très grandes par rapport à ses dimensions. Pour les points qui en sont voisins, il faut, comme on a dit vers le haut de la page 389, décomposer cette surface en une infinité d'éléments, sur chacun desquels s'exercera une certaine fraction, infiniment petite, delà pression donnée r/P, et former les expressions totales de //, v, w, px, p , p., par voie d'intégration, en ajoutant respectivement leurs valeurs partielles, relatives à ces diverses pressions élémentaires, et (pie fourniront les formules précédentes. En observant que ces formules reviennent à celles-ci
_^ d-' lus (s + <•) dV j. fH»n Q + r)dl>
l>'~2-.~ d.vilï- '. py~'2n dyd& '
IT f/:- (log (s + /•)'/!' _ f/-lon(:. I- )rd\>
on aura
px — ^ 77T77T- ' py ~ shs dydz- ' p* s« lz 'i :* h]
transmission !» i ■>>!•; force appliquée a leur surface. i\)i<i
$ désignant le potentiel logarithmique I log (3 -+- r) di\ A une distance
infiniment petite ;- de la surface, ces trois formules donneront, vu les relations (U) de la page 581,
dii.fji) dp (x,y) , .
1 ' r/ ./• ' .'/ dy - l v v'
où p (.',//! désigne, comme on voit, la fonction arbitraire de x et ij qui représente, par unité d'aire, les pressions appliquées à la surface.
CHAPITRE IV
; 47. — Bases générales de la théorie des corps dont une ou deux dimensions sont très petites.
C'est à Kirchhoff que l'on doit la théorie rigoureuse de la déformation des corps élastiques dont une ou deux des dimens'ons deviennent très petites. Il en a développé les principes dans son Mémoire de l'équilibre et du mouvement d'une tige élastique infiniment mince (Journal de Crelle, 1860, vol. 56). Dans ce qui va suivre, sa méthode sera exposée avec quelques modifications, et bornée, comme il a été l'ait dans toute la première partie, à l'étude des corps dont l'élasticité, supposée la même dans tous les sens tranversaux, ne présente des différences que pour le sens de la longueur des tiges ou pour celui de l'épaisseur des plaques.
On a déjà dit ci-dessus (§ 13), que si un corps a des dimensions très petites dans une direction donnée quelconque, on ne peut plus admettre que les déplacements de tous ses poinls restent petits dans l'espace, même en supposant très petits tous les déplacements qui sont relatifs à l'intérieur d'un parallélépipède élémentaire quelconque ; déplacements dont les proportions dépendent des six déformations élémentaires désignées par S , 3 , 3 , g , g , g . Imaginons le corps
y z ys zx xy
entier divisé en petites parties ; par exemple, une tige, en une série de tronçons ou petites tiges ayant chacune pour section transversale la section très petite de la tige donnée, et pour longueurs les éléments de son axe longitudinal ; une plaque, divisée en petits prismes dont la hauteur soit l'épaisseur très petite de la plaque et dont les
sections transversales soient les éléments superficiels de sa section moyenne. Dans l'un comme dans l'autre cas, ces diverses parties peuvent ne subir en elles-mêmes que de 1res petites déformations, mais les déplacements relatifs des points des éléments séparés peuvent s'ajouter de manière que le déplacement, dans l'espace, d'un certain nombre d'entre eux, devienne très important.
Mais les petits déplacements intérieurs eux-mêmes peuvent acquérir alors un caractère un peu différent de celui qu'ils ont dans les exemples considérés jusqu'ici. Dans une tige dont les dimensions transversales sont unies, les flexions ou torsions restent toujours très petites, attendu que les constantes, telles que les moments d'inertie des sections, auxquelles ces flexions ou torsions sont inversement proportionnelles, peuvent, multipliées par les coefficients d'élasticité E ou G, donner des produits très grands. Cela n'a plus lieu lorsque les dimensions deviennent très petites dans une certaine direction ; car cette petitesse des dimensions introduit dans les formules de très petits facteurs, de l'ordre de grandeur des dimensions elles-mêmes ; par conséquent les constantes, dont les inverses déterminent les déplacements, peuvent recevoir de très grandes valeurs sans que les déplacements relatifs des points de chaque élément cessent d'être très petits; et l'on ne peut plus appliquer aux corps entiers les équations qui ont été trouvées en négligeant les carrés et les produits des déplacements, ainsi que de leurs quotients différentiels. Mais ces équations précédemment établies sont encore applicables aux déplacements intérieurs des éléments en lesquels nous venons de supposer les corps décomposés.
L'application de ces équations à des éléments très petits donne l'occasion de faire usage d'un principe énoncé par Kircliboff et de l'exactitude duquel on peut facilement se convaincre. Ce principe, qui forme l'une des bases essentielles de sa tbéorie, est le suivant :
Les déplacements relatifs des divers points d'un corps de dimensions très petites ne dépendent que des forces qui agissent sur sa surface, et non de celles qui agissent sur son intérieur, si Von admet que ces dernières ne sont pas extraordinai renient grandes pour i unité de volume par rapport aux premières pour F unité de sui'face.
On peut établir ce principe par la considération suivante. Admettons que l'intensité des forces agissant sur la face extérieure, ou sur la surface enveloppe du corps, rapportée à [unité superficielle, et celle des forces agissant sur l'intérieur, rapportée à Vanité de volume, soient comparables. La grandeur totale de la force agissant sur la surface du petit corps est proportionnelle à cette surface, et reçoit, en tout cas, un
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facteur qui est de l'ordre de grandeur de cette même surface, divisée par l'unité superficielle, tandis que la grandeur de la force agissant à l'intérieur reçoit un facteur qui est de l'ordre de grandeur du volume, divisé par l'unité de Volume. Si donc les dimensions du petit corps sont des quantités du premier ordre de petitesse, la surface sera du second ordre, et le volume, du troisième. Le facteur géométrique correspondant aux forces appliquées à l'extérieur est, par suite, d'un ordre de petitesse moins élevé que celui des forces appliquées à l'intérieur, si ces dernières ne sont pas, par unité de volume, très grandes en intensité, relativement aux premières, estimées par unité de superficie. L'action à l'intérieur devient ainsi très petite comparativement à l'autre et peut être négligée. Le même principe a déjà été mis en usage au commencement de cet ouvrage, lorsque l'on a considéré les déplacements internes d'un élément, comme dépendant seulement des tensions agissant sur sa surface, et non des forces agissant sur son intérieur. Ce qui a été appliqué alors à des corpj de dimensions infiniment petites est étendu ici aux corps dont les dimensions sont très petites; et, toujours d'après ce même principe, on néglige les grandeurs qui contiennent des puissances supérieures des petites dimensions par rapport à celles qui contiennent les puissances de degré inférieur de ces mêmes dimensions.
Les états intérieurs des éléments dépendent donc seulement des forces qui agissent sur leurs surfaces. Supposons qu'aucune force ne soit appliquée sur la surlace libre d'un corps; il n'y aura, pour déterminer les états intérieurs de chacun de ses éléments, que les tensions provenant des éléments voisins. Alors, l'action des forces appliquées sur l'intérieur ne sera plus négligeable ; car imaginons un morceau de dimensions finies détaché du corps, les tensions qui unissent ce morceau aux parties voisines sont en relation nécessaiie avec les forces appliquées à son intérieur, et auxquelles elles doivent faire équilibre.
§ 48. — Tige mince (ressort, fil de métal) primitivement rectiligne mais ayant une section transversale de forme quelconque. Considération des éléments ou tronçons très courts solidaires entre eux, dans lesquels on peut la concevoir divisée.
Je vais d'abord m'occuper des corps dont deux dimensions sont très petites par rapport à la troisième, par conséquent des tiges minces. Je considérerai, eu premier lieu, les tiges originairement reefilignes et ayant partout la même section transversale. On a déjà supposé
ci-dessus de pareilles tiges formées, dans le sens de leur longueur, de petits tronçons ou cylindres dont la surface latérale ne supporte aucune action extérieure, et qui ne sont soumis, à l'intérieur, qu'à des forces susceptibles d'être négligées; mais sur les bases planes desquels agissent les forces élastiques émanant des tronçons voisins.
On a traité précédemment le problème consislant à déterminer l'état d'équilibre d'un prisme ou cylindre, étant donnés les composantes et les moments des forces appliquées à ses faces extrêmes. Les formules obtenues n'étaient rigoureusement exactes que pour une certaine répartition des forces engendrant ces composantes et ces moments ; mais leur défaut de rigueur, quand les répartitions sont différentes, est manifestement d'autant plus grand que la section transversale est plus grande; et il devient petit jusqu'à disparaître si la section transversale elle-même diminue jusqu'à s'évanouir comme dans le cas qui nous occupe (*). Quelle que soit alors en réalité la répartition des tensions sur la section transversale, on pourra, sauf des différences qui sont, d'ordre supérieur de petitesse, les supposer réparties comme l'indiquent les formules données par les solutions du problème de Saint-Venant. On peut donc immédiatement appliquer ces formules aux petits déplacements qui se produisent à l'intérieur des éléments considérés.
Ce sont les équations (65) de la première partie, page 150, qui serviront de point de départ; il faut seulement y faire
comme on l'a démontré au § 24, équation (70 a), page 156. Prenons pour origine des coordonnées la position occupée, après le déplacement, par le centre de gravité de l'une des sections transversales limitant l'élément; et pour axe des z positifs la tangente à la courbe que forme alors la ligne des centres de gravité des sections transversales. Dans les équations (65) dont il s'agit, u, v, iv doivent donc s'annuler pour#=0, y = 0, z = 0: et comme, d'ailleurs, d'après sa définition donnée par l'équation (64 c), page 149, Q doit aussi s'annuler pour ces mêmes valeurs, il en résulte
Pour le point de l'axe dont les coordonnées sont 0, 0, dz, les déplacements u cl v doivent aussi s'annuler puisque ce point doit rester sur l'axe des z; il s'en suit que
(*) Nous nous référons à l'avis exprimé aux ir* 6, 7 et commencement du n° 8 de la note du g 28, relativement à cette raison, ainsi qu'à celles que Clebscli donne ci-après au g 48.
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Enfin, prenons pour axe des x la tangente, au point d'origine, à la courbe formée par la projection sur un plan perpendiculaire à l'axe des z, de la position, après le déplacement, d'un axe principal d'inertie de la hase ou section d'extrémité. L'axe des y aura alors, naturellement, une direction analogue par rapport à l'autre axe principal. Ces deux conditions s'expriment en posant
car, les points placés sur les axes principaux, très près de l'origine, et dont les coordonnées sont
<// . u, o. • 0, dy, l»,
éprouvent les déplaceinenfs respectifs
n = n , v = — *)adfi :
de sorte que, même après le déplacement, la projection du premier point sur la section transversale reste sur l'axe des a?, et celle du second sur l'axe des y. De cette manière, la position géométrique du système d'axes coordonnées est parfaitement déterminée. Dans In situation naturelle de la tige, ce même système des coordonnées, si on le suppose fixé invariablement au premier élément, est placé de telle sorte que l'axe des ~- coïncide avec l'axe de la tige, et que les axes des x et des y sont les axes principaux de la section transversale extrême de l'élément considéré. Les expressions des déplacements, à l'intérieur de ce même élément, deviennent alors :
u=—î)(a.r^-a{' .f ,J ^-a^A—rtzlb^' C) !l -+-bi.ry\-\-b0yz — n^-—bl~- .'176V ;■=:— nU?/+r/,tr// + a2y ~~* )— n;(V//-+-&/ ~" j — b^x—n.—b.,^ v) = z[a-+-a[.T-+-a.2y)-\-^r (^ar+ft^-hû — b^y- — b%x*y ; et les tensions sont exprimées par :
V t . . . = E[ (o-h atx -+- a2y) + z [bL.r -+. b2y)] ,
' '.,=r'!-^-fc.[¥+(l-f)-]-(l-^-+l!-
La position géométrique du système des axes coordonnées est choisie ici un peu autrement que dans les études antérieures, mais cela ne modifie évidemment en rien les expressions des tensions.
Ces équations ne sont applicables que pour de très petites valeurs ûex, y, z, caria section transversale n'occupe qu'un très petit espace sur le plan des xy; de sorte que les coordonnées x et y sont toujours très petites; et comme les valeurs ci-dessus ne s'appliquent qu'à un petit tronçon de la tige, la coordonnée z elle-même sera toujours très petite aussi.
Avant tout, il importe d'être bien fixé sur l'ordre des diverses grandeurs qui entrent dans les formules précédentes. Désignons par e un nombre qui soit de l'ordre des dimensions transversales de la tiye, .'•, //, 2 seront de l'ordre de c. D'après les formules (86) du § 29, p. 104, les quantités a, av av b0, b.^ b.2 s'expriment par les composantes et par les moments de rotation des forces qui agissent sur la section transversale extrême de l'élément, et qui', en général, sont tous du même ordre, ou du moins ne tombent pas à un ordre de petitesse supérieur à un certain ordre déterminé et commun à tous.
Si, pour plus de simplicité, nous supposons la section transversale symétrique par rapport à ses axes principaux d'inertie qui sont parallèles aux x et aux y, comme il en résulte
! xH<t = 0 , / ifch == 0 , / ■r'tjiU = 0 , / xifda = 0 ,
toute la partie du premier membre de la dernière équation (86) qui est affectée de bv et de bi s'évanouit, c'est-à-dire que les torsions accompagnant les flexions des prismes à sections non symétriques, ou provenant des forces transversales ne /'disant pas couples, sont nulles, et comme G se réduit à sa partie b0H0, l'on a, si l'on pose pour l'abréviation et l'analogie
(') Cette égalité (177), ainsi que l'expression (i 78) U S-- a l>0 = C', sont ce qui délinil ~. C'est une quantité linéaire, ou du premier degré géométriquement, analogue à x et à ), que Cleljseh introduit pour donner delà symétrie à ses équations ultérieures. Les lignes x, i sont des rayons de gyralion, longueurs telles que leurs carrés, multipliés par la superficie 5 d'une section transversale d'une tige, donnent les deux moments d'inertie principaux (le plus grand et le plus petit) de celte section autour de droites qui y sont tracées par son centrede gravité, en sorte que les produits E x* a, Ei*i sont ce par quoi il faut multiplie!
les courbures ou les inverses ■? , ~, des rayons de courbure des projections de sa libre
P P moyenne (primitivement droite et devenue courbe) sur deux plans passant par la tangente
a =-ir ,
E&8ff
1!' ni = — -TTvT- »
DÉFINITION DE
les six formules suivantes :
Dans ces ibrmules, les rayons d'inertie ou de gyration, y., X sont du premier ordre, & est également du premier ordre, comme nous allons le voir en examinant les fonctions Z?e, en même temps que les autres fonctions #x, /?, qui entrent dans l'expression de Q.
Celte expression est [£ '24, (68 a), (70 a)] de la forme (178 a) û=èA+MiH-ftÀ,
dans laquelle les fonctions /> doivent, en chaque point de la section
à cette fibre et par les axes principaux de cette section, pour avoir les moments, autour des deux mêmes axes, des forces élastiques de la matière de la tige mises en jeu par sa flexion. Eli bien, de même, l'auteur appelle .c- une ligne dont le carré multiplié par la superficie a de la section et par le même coellicient ou module d'élasticité longitudinale E de la matière de la tige, supposée d'égale contexlure dans tous les sens transversaux, donne ce par quoi il faut multiplier la torsion b0 (ou l'arc d'un rayon = 1 dont une section a tourné devant une autre, rapporté à l'unité de leur distance), pour avoir le moment des forces élastiques de la matière de la tige, mises en jeu par la torsion qu'elle éprouve.
Si la section de tout prisme qu'on tord restait plane, comme l'ont pensé beaucoup d'auteurs, mais ce qui n'est vrai que lorsque son contour est circulaire, on aurait simplement
%8= = (x2 + /â). Le terme entre crochets affecté d'une intégrale dans l'expression (177) de E—*
est du au gauchissement, nécessairement pris par toute section de tige tordue quand cette section n'est pas un cercle; ainsi qu'on l'a prouvé à la Note finale du § 31.
Quand la section s- est une ellipse (auquel cas le plan de la section se courbe en paraboloïde hyperbolique), il a été trouvé à ce § 51, p. 209, et exprimé surtout au n° 9 de sa Note finale citée, p. 219, qu'on a pour le moment de torsion
M, (ou - C) = G f A Ç , où I0 = * {-,r- -f- 1«) .
En comparant cette expression à celle (178) de b0 qui est la même chose que ^-, on a, pour la section elliptique,
„Gl cr2 1 G oa-
et il résulte de ce qui a été rapporté au même n° 9 de la Note du § 51 que cette formule exacte pour les sections en forme d'ellipse, peut être adoptée approximativement pour des sections de formes différentes et très variées.
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transversale, satisfaire à ees équations qui sont eelles (Ou) du § 24, p. 154.
dx* ' dtf
Gl„9 "+~ <3)„,a U >
et, en chaque point de la périphérie, aux suivantes qui sont celles (70), même page 154.
HB0 c'B0 .
cJx cy
VB, c)B, . T ■'■'1 /E r. \y-] , ß \
__LC0Sjp + t-1 sinp == |^ - + (^ - 39Jl|-J cos/, + (^ - oj zy smp ,
^cosp + -^smp== |^n | -h (^ — 5nj yj siiipH- ^ - t)J xycosp .
Dans ces équations, posons
x=zx' , y = *y' .
Puisque x et */ sont partout de l'ordre de e, or' et y' sont des nombres finis. L'équation de la section transversale se transforme en une équation en x' et y' qui ne représente rien autre chose qu'une figure semblable à la section transversale, dont les dimensions sont augmentées dans le rapport de e à 1 ; et, par conséquent, une figure de dimensions finies, puisque les dimensions de la section non grandie étaient de l'ordre de s. Dans ce passage d'une équation à l'autre, les quantités cosp, sin p, restent de grandeur finie. Nous obtenons donc, pour la périphérie, les équations :
- , ''",-cosp -4- -an sin p = s {x' shnj -+- y' cosp) tax ei y
;/;:: «.,+g-»*H['ï+ (J-s,)fl.m,+(g-,).,y«>.,j
où toutes les grandeurs, à l'exception de e, sont finies.
Les équations générales auxquelles doivent satisfaire #0, Bv #,, ne sont nullement changées par cette substitution, à la seule différence
CONSÉQUENCES DE LA PETITESSE DE DEUX DIMENSIONS
près que x et y sont remplacées par x' et ij . Le facteur s disparaît de toutes ces équations en posant :
et nous pouvons par conséquent considérer B'0, B\, B'„ comme des grandeurs qui conservent une valeur finie dans toute letendue de la section transversale. Par conséquent, nous voyons que B0 est de l'ordre de s2 et que B{ et ß2 sont de l'ordre de s3; et, d'après ce qu'on vient de dire, les quotients différentiels de B0 sont aussi de l'ordre de s2.
On voit que s- est effectivement du premier ordre, comme nous l'avions dit, puisque tous les termes de .r2 sont du second ordre.
Si maintenant l'on réduit les expressions de u, v, w, au moyen des équations (178;, en négligeant les termes qui, d'après ce qu'on vient de dire, seraient d'ordre supérieur de petitesse, il reste :
v „ nyxV i iv'Jfo2— */-)+*- n,y*
y.- Lk ~"
Eff . ir = — ]Y^ + X'!^— C'^°;
équations qui ne contiennent plus que les moments de rotation, et qui sont devenues complètement indépendantes des composantes A, B, C. Si on veut considérer le cas où la composante C, agissant dans la direction de l'axe de l'élément, aurait une grandeur d'ordre supérieur à celui des autres forces, il faudrait ajouter à ces équations les termes
(179 a) — nCx , — vfy , ï)Gz.
Dans le cas où ce seraient les forces A, B qui deviendraient d'une grandeur prépondérante, les termes à ajouter deviendraient
/ -9* (A *=j£ + B§)_AiL
(179.) ^(Af + B^j-B^
ce qui donne lieu à des considérations particulières.
g 49. — Conditions auxquelles doivent satisfaire les divers éléments pour former une tige continue.
Lorsque l'on a ainsi trouvé les équations qui peuvent représenter les états intérieurs d'un élément ou tronçon appartenant au corps considéré, c'est-à-dire les déplacements u, v, w de ses points dans les sens des trois axes qui lui sont particuliers, et les composantes dos tensions suivant les mêmes sens, il j'este à rechercher lesquels de ces états sont compatihles avec la condition que les divers éléments forment un corps continu. L'étude suivante donne la solution de cette question, et, en même temps, détermine la forme que prend la tige après -les déplacements de tous ses points.
Rapportons à un système de coordonnées rectangulaires fixes, appelées x , y , z', les points des divers éléments on tronçons dans lesquels nous avons partagé la tige; et désignons par i-, yj, 'Ç les valeurs de ces coordonnées au point qne nous avons choisi tout à l'heure pour origine des petites coordonnées x, ?/, z des autres points de l'élément considéré en particulier. Ces valeurs Ç, rt, Ç sont différentes pour les divers éléments, et la série des points (x' — Ç, y' = rt, z' = '0 constitue la ligne des centres de gravité des sections transversales de la lige déformée. Nous supposons que cette ligne était primitivement droite; et si nous désignons ensuite par s la distance, à l'une des extrémités de la tige, du point dont les coordonnées x', y\ z' sont maintenant Ç, y], Ç, nous pouvons considérer Ç, vj, Ç comme des fonctions de s.
Les coordonnées x', y', z' d'un point quelconque d'un tronçon se détermineront parla considération suivante. Comme le point dont il s'agit avait les coordonnées x, y, z par rapport aux axes primitifs dont l'origine mobile possède actuellement les coordonnées Ç, yj, Ç, et comme il a maintenant, par l'effet des déplacements et par rapport aux axes primitifs et mobiles, les coordonnées
menons à partir de cette môme origine, et vers ce point particulier, une ligne brisée formée d'une droite de longueur x 4- u prise sur l'axe des .r, puis d'une droite de longueur y -+- v menée parallèlement à l'axe des y, puis d'une droite de longueur s-f-iu menée parallèlement à l'axe des z; cette ligne brisée se terminera évidemment au point (x, »/, z) devenu (x -f- w, y -t- v, z H- w) ; et les coordonnées non-
CONDITIONS DE LA LIAISON DE LEURS TRONÇONS
velles a/, y', z' de ce point, par rapport au système des axes fixes se composeront des coordonnées £, rn Ç de l'origine des x, y, z, augmentées des projections de cette ligne brisée sur chacun des trois axes nouveaux des x' y' z' .
Désignons donc par a1? ßt, yt les cosinus des angles que forme avec l'es axes fixes des x\ y', z', l'axe des.r, variable d'un élément à l'autre; désignons de même par a2, ß2, ys, et enfin par a, ß, y (sans indices) les cosinus des angles que forment respectivement avec les mêmes axes fixes, celui des y et celui des z ; c'est-à-dire faisons
cos {x,x') = «! , cos (xj/) = pv , cos (x,z') = Vl , cos {y,x') = a, , cos {y, y') = ß9 , cos (y,z') = 7, , cos(z,x') = a. , cos{z,y')=Ç> , cos (z,z')=y ;
les coordonnées x', y', z' auront les expressions
!~x' = \ + «x [x H- u) -+- a2 (y -+- v) -+- a f> -+- w) , y,^=v-+-ßi[x-+-u)-t-p%(y+v)-hß{z-hw) , z' = K -h 7i (* + m) H- y2 (y -f- v) 4- 7 .(*+ u>) .
Considérons maintenant la tige dans son ensemble. Non seulement les coordonnées H, rç, Ç, mais encore les cosinus a, at, a2.... y sont variables d'un tronçon à un autre et doivent par suite être considérés comme fonctions de s. Remarquons que nous pouvons passer d'un point de la tige à un autre point voisin, dans la direction de l'axe, de deux manières différentes : premièrement, en considérant le second point comme faisant partie du même tronçon que le premier, et situé par conséquent dans la direction de l'axe des z à une très petite distance, ce qui revient à changer z en z + à; secondement, en considérant le second point comme faisant partie d'un autre tronçon, et occupant, dans celui-ci, une position absolument semblable à celle qu'occupe le premier point dans le premier tronçon ; alors z n'est pas changé, mais s est changé en s -hds. Par la première opération x' y' z' deviennent
x' 4-7r-d« , y'-h-i^dz ,
dz'
Z' = y— dz ,
ÔZ
et par la seconde, ils deviennent
, ex' . , [y' .
z'-h-f—ds .
os
Mais on a évidemment dz = ds, car ces deux quantités expriment la distance réelle des deux points considérés. La conlinuité de la lige sera manifestement assurée si les deux manières de passer d'un point à un autre, qui viennent d'être indiquées, donnent toujours le même résultat, c'est-à-dire si l'on a :
dtf__dtf_ <)ji__$]L 2£_[^
dz ~ ZJs ' ßz ~ êJs ' dz ~ 8s *
On aura donc exprimé les relations nécessaires pour assurer la continuilé de la tige si on différentie successivement par rapport à z et par rapport à s, les expressions ci-dessus (179 c) de x', y', z' et si on égale les résultats. On doit observer que s entre non seulement dans £, y), Ç, a, aiv... définies au commencement de ce §, mais peut aussi figurer dans les constantes a, b, alV... qui entrent dansles expressions (170) page 411, des déplacements w, v, iv; en sorte qu'on doit différentier les w, v, tupar rapport à s tout comme par rapport à z. Les trois égalités qu'on vient de poser, en y substituant les (179 c), et en remarquant que Ç, rt, l, ainsi que les a, ß, y> a^...., constants dans un même tronçon, ne doivent être différentiés' que par rapport à s et nullement par rapport à z, donnent ainsi les suivantes :
du 0v /, Bw\ du 0v dw
di , . da., . . da* , , , N da.
y'- Su „Su ./, c«i\ „Su .êv Jw
do , x rZ3, , . r/St , rf8
+£+(*+») Jr-^4-*1 î7+<iH-'")^-
Ces équations se simplifient beaucoup au moyen des considéralions suivantes.
Les neuf cosinus a, ß, y«--- ne sont pas indépendants les uns des autres; car, a, ß, y sont les cosinus des angles que forme une certaine direction déterminée avec les axes tdes x', y', %'\ de même an ßx, y4 sont les cosinus des angles formés avec les mêmes axes par une se-
ÉQUATIONS POUR LEUR CONTINUITÉ
conde direction, et a2,ß2,Y2 par une troisième. On a, entre les cosinus relatifs à une même direction les relations suivantes :
ots4-ß84-^ = l •
De plus, ces trois directions sont celles des axes x, y, z et sont, par conséquent, perpendiculaires les unes des autres; on a donc, en considérant successivement les angles formés par deux de ces directions :
(182) aai_,_ßß1+7yi=o,
Enfin, il existe aussi des relations entre les £, yj, £ et ces cosinus. En effet, la direction (a, ß, y) coïncide avec l'élément de la ligne des centres de gravité, élément dont les projections sur les axes des x\ y', z' sont représentées par d'q, dr„ d'Ç, et dont la longueur primitive était ds. Si cet élément s'est allongé de <5ds, D étant une quantité très petite du premier ordre, les projections de l'élément sur les trois axes peuvent s'exprimer par
«rf«(l+5) , ßds(l+a) , yd${l-hZ) ;
et l'on a par conséquent les rapports :
(183) §=«tt + î), £ = >(*+?>. i = 7(l + «).
En différentiant mainlenant par rapport à s les équations (181) qui expriment des relations entre les cosinus, on a les suivantes :
</«, dßi , '/Vi_((
ris ' as ' as
dx.y „ à"32 0%
as r as ' as
En différentiant de même les équations (182) qui expriment d'autres relations entre les cosinus, et en introduisant, pour simplifier, trois
nouvelles notations, rv r,, r dont on verra plus loin la signification géométrique, on a
du. n f/8 <ly ( du« , di9 (h«\
, .-► 1 du. , . d$. dy. ( du „ r/fi . dy \
^ \-7i7+^^l:=-^ds^s+^/s)=r--
du, d% d7î_ / du rfß d7A _
Si maintenant l'on multiplie les équations (180) posées tout à l'heure entre les quotients différentiels de u, v, iv, d'abord par at, ßt, yp puis par a2, ßa, y2, puis par a, ß, y, et si l'on additionne chaque fois, on obtient, en tenant compte des équations (181), (182), (185), (184), (185), les formules plus simples suivantes, en retranchant 1 des deux membres de la dernière :
, ou eu ..... .
(*) M. Boussiuesq, dans un remarquable mémoire déjà cité à la Note finale du ^ l28 : Etude nouvelle sur l'équilibre et te mouvement des solides élastiques dont certaines dimensions sont très petites par rapport à d'autres, présenté à l'Académie le 5 avril 1871 (Comptes rendus, t. LXXII, p. 407 », et inséré au journal de M. Liouville, donne, à propos de l'examen qu'il fait de la tbéorie de M. Kirckhoff sur les tiges, une démonstration plus simple et plus directe des formules (186), qui dispense de la considération des axes fixes ou extérieurs x', y', z' et qui met plus en évidence la signification de ces formules.
Elle se fonde sur ce que x, y, z
[a) et x-\-u, y -\- v, :-"-«>
étant, avant et après les déplacements, les coordonnées d'une molécule dans le système d'axes des x, y, z dont l'origine 0 est à la distance s de l'extrémité de la tige, les coordonnées de la même molécule dans un système d'axes ayant leur origine 0j à une distance 00t =ds de l'autre, auront été, avant les déplacements :
x, y, i — ds,
H seront, après les déplacements, en appelant d la proportion de la dilation éprouvée:
'" , , '()u i d" i , ?v i i ii , ->> i ®w j i <"' ; .
(b) x + u — -, ds-\- — ds, y-hv — F-r/s+— ds , :. — ds (1 -(- ?) -f w— -r— as + — ds ,
r S < S C>Z (S < i fi
puis, à égaler ces secondes coordonnées à ce qu'on trouve en transformant les premières (x -f- u , y -f- v , s -(- "') d'un système d'axes dans l'autre.
Pour cette translormation, il faut connaître les cosinus des angles des directions .r, y, z, avec celles, que nous appellerons xl, yi, zlt des coordonnées du second système. Comme
CK
dz ~
ry —
cV _
rtz —
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fl"
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ÉQUATION? TUS SIMPLES DE LA CONTINUITÉ DES TIGES
Si maintenant les formules (1 70) du § 48, p. 415 doivent représenter des déplacements réellement possibles d'éléments appartenant à un corps continu, elles doivent satisfaire à ces équations, à cela prés de qiumtiiés d'ordre supérieur de petitesse.
>"ous pouvons encore remarquer que a, v et w sont toujours liés petits par rapport à x, y, z, et que la dilîércntiation de ces quantités par rapport à z aura pour résultat d'abaisser d'un degré l'ordre de leur petitesse; ce qui n'aura pas lieu, en général, dans la différentiation par rapport à s; de sorte que les quotients différentiels, par rapport à s peuvent, en général, être négligés vis-à-vis des quotients différentiels par rapport à z. Les formules (186) se réduisent, ainsi, aux suivantes :
elles en diffèrent infiniment peu, on a, à cela près de quantités très petites du second ordre
cos z j , x) = l , cos (y„ y) = l , cos (zt , z) = l ,
et les six autres cosinus des angles de x, , yi , :, avec x, y, z, sont infiniment petits et proportionnels à la distance 00j = rfs des deux origines. Faisons donc
cos (y, z,} =r, ds, cos (z, x,) = rtds , cos (x, j/j) = rds.
En exprimant que 0{ ylt 0izl sont perpendiculaires l'un à l'autre, on que l'unité de longueur portée sur 0, j/j à partir de 0t donne zéro lorsqu'on la projette sur O^, on a :
cos (y, x) cos [x :t) + cos (#, y) cos (y zt) + cos (y, z) cos (z «J = 0
qui se réduit, en effaçant les quantités du second ordre, à
cos(:j y) -f- cos (î/i z) = 0 ;
et comme on obtient deux relations semblables en exprimant la perpendicularité de zt sur x,, de xt sur yi, l'on a, pour les trois derniers cosinus
cos [y i, z)=—i\ds , cos (zit:r) — — r,ds , cos (x, ,?/)=— ;• ds. Ayant ainsi les neuf cosinus des angles des axes partant de 04 sur les axes partant de 0, on peut, comme à l'ordinaire, exprimer les coordonnées nouvelles (b) en fonction des anciennes («), en projetant sur les directions des nouvelles la distance OjM remplacée par la ligne brisée formée par l'ensemble de ses projections x + u, y + v. z — ds + w sur les directions des anciennes coordonnées. La troisième coordonnée fournit ainsi l'équation
z-ds(l +Z) + w — ^ds + e^ds = — (x + ii)rids + (y-±-v)rlds + z-ds + w;
ou, en réduisant, la troisième des équations (185) dont les deux premières s'obtiennent de
même en supprimant les termes affectés de f/*â.
(') Le raisonnement que vient de faire l'auteur est très valable quant à la possibilité de
supprimer u, v, iv devant x, y, z dans les parenthèses des équations (186). Une l'est pas, ou
, ou Sv cw „ ., ,. , .
il manque de clarté quant a la suppression de ^- , „-, — • Et Ion peut en dire autant
du raisonnement fait par M. Kirchhoff lui-même pour motiver cette suppression, car il
EffS2 *
Si l'on compare leurs coefficients avec ceux des valeurs de u, v, w irées des équations (179), § 48 page 415, on obtient :
Aucun terme de la valeur de c—-, ainsi déduite delà troisième (179),
oZ '
ne correspond au terme t) qui, en général, est d'ordre supérieur de petitesse. Mais si l'on suppose que la composante longitudinale C des forces soit très grande par rapport aux moments A', B', C ; et si, en conséquence, l'on ajoute les termes (179 a) aux expressions (179), comme nous avons dit qu'il fallait alors le faire, on a :
aE
dit (§2 du Mémoire cité) : q.u,v,iv éfant infiniment petits vis-à-vis de ^r-, — , -~^, supposé
< z < % oz
du dv dw . . B . , . . . ,
que s- , jr-i -zr- ne soient pas infiniment grands vis-a-vis de u, v, w, alors ces quotients
différentiels selon s sont infiniments petits vis-à-vis de ceux selon z. »
Voici, je pense, comment on peut y suppléer, et rendre la véritable pensée de M. Kirchhoff,-
suivi par Clebsch dans tout ce qui est ici exposé. Le petit déplacement relatif u (ou v, ou w) d'un point (x, y, :•) d'un tronçon, ou l'excès du
déplacement absolu de ce point sur celui du centre (x^=0, 2/ = 0, ; = 0) de la base du tronçon
auquel il appartient, est supposé varier d'une manière continue ou nulle part brusque,
d'un bout à l'autre de la tige. Si donc / est la longueur de celle-ci, 77- est de l'ordre de
grandeur de J— — °, w; et h étant les valeurs de u aux points qui sont, dans les deux
tronçons extrêmes s = 0, s = l, les homologues de celui (x, y, z) du tronçon proposé, ou
, . du
ayant les mêmes petites coordonnées locales. Quant à •»- , si 1 est la longueur du tronçon
oz
ux — u auquel le même point appartient, il sera de l'ordre de grandeur de 9, t/x et u étant
les valeurs de u aux points homologues de la base * = } et de la base : = 0 de ce tronçon. Les numérateurs de ces deux fractions sont du même ordre de grandeur, savoir l'ordre de la grandeur de u lui-même qui s'annule au centre de la première base de chaque tronçon. Le dénominateur de la première est infiniment ou incomparablement plus grand que le
dénominateur de la seconde. Ilonc les ' ^'V' w' sont incomparablement plus petits que les
^ et peuvent être effacés devant ceux-ci.
VALEURS STATIQUES ET GÉOMÉTRIQUES DÉS CONSTANTES
La considération des termes (179 b), page 415 qui dépendent des composantes transversales A, B supposées prépondérantes, n'est possible que dans l'hypothèse où les quotients différentiels de u, v, w par rapport à s sont du même ordre de grandeur que u, v, w. Si l'on admet,
, , , , , du cv cw . dr. dr.
de plus, que dans les expressions de -x-, ^r > -,— > les termes -p-^ -^
OS ds es ds ds
deviennent très grands par rapport aux valeurs de i\ et de r2, on obtient, en conservant dans les équations (180) les termes correspondant à du dv dw
' ~ërr>
d& ds ds
ffr8_ A l^^ _B_
ds ~E<rX2' Ss ~~ E
ira
Ce résultat a une signification simple. Il montre que la tige doit être
sollicitée, en général, à recevoir une forme telle que les composantes
latérales des forces ne deviennent disproportionnôment grandes pour
aucune des sections transversales. S'il n'est pas possible que la tige
acquière en tous ses points une forme satisfaisant à cette condition, il
y aura certains endroits pour lesquels les forces A, B, perpendiculaires
à l'axe de l'élément, deviendront très grandes, et pour lesquels, par
dr dr conséquent, l'un des quotients différentiels-^, -—, ou les deux à la
os os
fois, acquerront une très grande valeur. Pour voir la signification géométrique de ce fait, il suffit de remarquer que l'on a, d'après les expressions (179) donnant u etv :
d*u_ B' dPv_ _^_
On a déjà dit, au § 58, que les premiers membres des égalités qu'on vient d'écrire représentent, à de très petites quantités près, les inverses des rayons de courbure des projections de la ligne des centres de gravité sur les deux plans passant par faxe de Vêlement, et respectivement par les deux axes principaux de la section transversale. C'est donc celte signification que possèdent, abstraction faite du signe, les quantités 1\, 1\. Et, dans le voisinage des points dont il vient d'être question, un de ces rayons de courbure, au moins, doit changer très rapidement de valeur, puisque l'un des deux quotients différentiels
-zr> -T3, au moins, devient très grand.
ds ds &
On peut trouver immédiatement aussi la signification géométrique
de r. On a déjà vu au § 27, page 168, que l'angle de torsion d'une tige de longueur / est exprimé par b0l. Dans le cas présent, / a pour valeur la longueur ds d'un élément, et l'on a
la quantité désignée par r a donc une signification telle que rds représente la torsion de Vêlement ds.
§ 50. — Conditions d'équilibre de la tige.
Pour déterminer complètement la forme affectée par la tige, nous allons établir les conditions de l'équilibre extérieur d'un élément de longueur ds, soumis aux forces émanant des élémenls voisins ainsi qu'aux forces extérieures agissant sur l'intérieur de cet élément, et qui toutes ensemble maintiennent l'équilibre de la tige.
Dans la première partie de ce livre, nous avons ($ 28, notations 78« et 78 b, page 170) désigné par A, B, C les composantes totales, et par A', B', C/ les moments de rotation totaux des forces agissant sur la base extrême d'une tige. Nous appliquions les mômes désignalions aux forces agissant ici sur une des bases extrêmes d'un tronçon de tige, de longueur infiniment petite ds, les composantes étant prises suivant les. axes mobiles x, y, z et les moments étant pris autour des mêmes axes, dont les deux premiers œ, y sont tracés sur cette base par son centre de gravité, pris (§ 48, page 410) pour leur origine ; et le troisième, des 2, lui est perpendiculaire.
Pour trouver les composantes parallèles aux axes fixes des x\ y', z', nous projetterons sur chacun de ceux-ci les trois composantes A, B, G parallèles aux autres, x, y, z, et nous aurons, en additionnant les proections sur chacun des axes nouveaux :
Pour la composante totale parallèle à l'axe des x', des diverses forces agissant sur la base considérée du tronçon de lige :
A cos [x,x') -+- B cos {y, od) + C cos (z,x') = Aaj -t- B«2 -t- Ca;
pour celle qui est parallèle à l'axe des y' :
Aßi-f-Bß. + Cß ; et pour celle qui est parallèle à l'axe des z' :
Ay.-M'ys + Cy •
(') Voyez § 48, note de l'équation (177), page 412, la définition do la quantité linéaire £
ÉQUILIBRE DES TIGES, DÉDUIT DE CELUI DE LEURS TRONÇONS
De même les moments de rotation autour de parallèles à ces trois mêmes axes fixes, tirées par l'origine des autres, ou par le centre de gravité de la base ou section, sur ou à Ira vers laquelle agissent les forces dont nous nous occupons, seront toujours, d après la signification des a, ß, y ,
A 'a! -(- B'w2 -+- C'a , autour de la parallèle aux .< ' ,
(187 c) * A% + !!% + <>. aux// ,
f A'7l-f-B'72-f-C7, aux «'.
Des composantes et des moments semblables agiront sur la seconde base extrême du tronçon, mais avec des signes contraires, et aussi avec des valeurs légèrement différentes, résultant de la substitution à s de s -{-ds, puisque ds est la hauteur ou longueur infiniment petite du tronçon considéré.
A toutes ces forces sur ou à travers îes bases du tronçon, il convient de joindre les forces extérieures agissant (comme la pesanteur) à son intérieur. Si nous désignons par X'dxdyds, Y'dxdyds, Vdxdyds, les composantes de ces forces extérieures parallèlement au système d'axes fixes, et s'exerçant sur un élément parallélépipède infiniment petit dxdyds du corps ou de son tronçon, les sommes de ces composantes, étendues au tronçon entier dont le volume est z ds, seront alors :
Y ils , Vds , Vïds ; où U, V et W désignent les intégrales doubles
(187 d) \}=ff\,dœdy , V= ÇÇx'dxdy , Vf — ffz'dxdy ,
étendues à toute la section transversale ?= i dxdy de la tige.
Égalons maintenant à zéro les sommes des composantes dirigées suivant chacun des trois axes fixes, et effaçons les parties des composantes agissant en sens contraire qui ont les mêmes grandeurs; nous aurons, en divisant pards, ces trois premières équations d'équilibre qui sont celles des composantes, prises respectivement
1 suivant les x' , -7- (Aa, -f- Ba, -f- Ca) -+- U = 0 , ds
j ... .les//', A(Ap1 + ßß1 + Cp) + V= 0 , \ . . • .les z', js (A7l + B7ïH-C7)+W=0 .
Nous aurons les trois autres équations d'équilibre en additionnant de même les moments autour des parallèles aux trois axes fixes des x\ y', z', tirées par le centre de gravité de la première base du tronçon, et en égalant à zéro les trois sommes obtenues. Indépendamment des moments, dont les valeurs A' at -l-B'a2 -h C'a,.... ont été écrites ci-dessus, nous devons observer'que les composantes, telles que A, B, des forces, donnent lieu chacune à un couple, car ces composantes sont appliquées à chacune des extrémités du tronçon de longueur ds, dans des directions opposées, avec des valeurs égales à cela près de différences infiniment petites. Les deux forces C, qui sont dirigées l'une et l'autre suivant l'axe du tronçon, et par conséquent à une différence près d'ordre supérieur, dans la môme direction, ne donnent pas lieu à un couple.
Les moments des deux premiers couples sont :
Ms , autour de l'axe des y , — LV/s , autour de l'axe des x ;
car si, comme précédemment, on suppose que, vu du côté de l'axe autour duquel le moment est pris, un couple positif doit tendre à produire une rotation dirigée dans le sens de la marche des aiguilles d'une montre, pour quelqu'un qui adosse à cet axe regarderait son origine, et si on se rappelle que, vue de l'axe positif des #, l'aiguille d'une montre se dirigerait de l'axe positif?/ à l'axe positif z, on voit que les axes des couples ci-dessus sont dirigés suivant l'axe des y positifs, et suivant l'axe des x négatifs.
Les moments composants, par rapport aux axes fixes des x\ y', z' seront par conséquent :
a2Kds , ßaArfs , y2Àe?s , afids , — fifids , — y fiels ,
A ces couples (187 c) et (188 a), nous devons joindre ceux qui proviennent des forces extérieures agissant sur l'intérieur de l'élément.
D'après les notations établies plus haut, les moments totaux de ces forces ne sont autre chose que les sommes des moments des forces IL'dxdyds, Vdxdyds, Z'dxdyds, autour de lignes menées parallèlement aux axes fixes des«', y', :•' par l'origine des coordonnées mobiles du tronçon, c'est-à-dire par le point #' = !, y'=rt, z'=Ç, centrede gravité de l'une de ses deux bases. Les points d'application de ces trois forces agissant sur l'élément parallélépipède dxdyds du tronçon infiniment court c ds peuvent être placés en un point quelconque du vo-
EXPRESSIONS DES MOMENTS DE ROTATION
lume, infiniment petit en tous sens, de cet élément, par exemple à l'angle de sa base dont les coordonnées mobiles sont x,y, 0 ; car le eboix de tout autre point n'augmenterait qu'infiniment peu les bras de levier; on peut donc considérer ces points d'application comme placés tous sur cette base pour laquelle z==0 dans le système des coordonnées x,y, z qui a pour origine le point #' = £, y' = rn %'=.% (commencement du § 49).
Les Irois moments de rotation dont il s'agit sont donc :
(h II [Z' (// — ïj) — Y' (z' — £)] dxdy , autour de la parallèle aux x\
fÇ[X'(z, — Q—.2,'(af—t)]dxdy, aux y1,
dsfC\Y'(x'—tj—^(y,—n)]dxäy, . . ,
ds
aux
ou, si l'on y met pour x' — £, y' — yj, z' — 'Ç leurs valeurs (179c) (page 41 7) y., (x + u) -+- a2 (y + v) -+- a (z 4- w) ; ß, (x -b u).. .'. . en faisant z= 0, et négligeant les déplacements v, v, w devant x, i/, :•, on a :
ds jJ[Z' (fcs -H te) - Y' [7ix -H y2Î,)] daafy ,
ds /T[X' (y,.r -h y3y) — Z' (ctf* + «#)] tf./v/// .
<h fflY' («2^-Ha^) — X' (pf* 4- M] '/r% '
où les intégrales doivent être étendues à la section transversale tout entière.
Si on introduit les notations
Ut = If \'x dxdy , U2 = / 1 X' 'y 'dxdy ,
mb) | V4= ffrxdxdy , \2=ffYydrdy,
\ W^ffz'xdxdy , Yfi=jTz,ydœdy ,
on obtient, pour ces moments, les formes plus simples : (PiWi+fcW,— 7lV, — 7J2)fZs , (7iü, +v2U2 — «iWi— «8Wa)<fe,
(«,^-f-«^ — fcU, — ß,U,)&.
Et si maintenant on égale à zéro les sommes des moments (187 c), (188 «), (188 c) autour des mêmes droites, en effaçant les parties de celles du premier groupe qui viennent de forces appliquées en sens opposés sur les deux bases du tronçon, et dont les moments se détruisent, puis si l'on divise par ds, on a ces trois autres équations, oui sont celles d'équilibre de rotation autour de parallèles aux x', y', z' tirés par le point x' = £, y' =rt, z' = £ :
^(A^ + B^ + C^ + A^-F^ + ß^^H-^V.-y^-v^-O, J89){ £ (A% + B'ßs + f/ß) + Aß,— H^ + ViU. +7Ä — «tWt— «2W8=0 ,
A'7l + B'Ï2 + C'y) + À7a - B7l H- «^ + «J2 - ß.U, - pft = 0
Les équations (188) et (180) donnent les six conditions d'équilibre du tronçon infiniment court dont il s'agit. Supposons effectuées les différeniiations qui y sont indiquées, et multiplions les équations de chaque système, d'abord par ap ß4, Yt> puis par a2, ß8, y,, puis a, ß, y, et additionnons chaque fois en ayant égard aux équations (185) page 420 donnant les doubles valeurs trinômes de i\, r2, r, et aux
relations (I81)et (182) entre les cosinus a, ß, y, a( , le système (188)
donnera pour les équations d'équilibre de composantes suivant les x' \ï z'
dk
ds dB
ds
rï\-
«lü + ßtV
rfi-
»JJ H- ß2V
xU-hßV
7lW=0
(-1 90) °p H- (rfi — v A ) + *,U -f- ß2V + y,W = 0
as
Pour construire de même les équations résultant du système (1-89), il faut remarquer que les additions indiquées de produits par
at = cos (x',x), aa= COS (x', y), a = cos (xr, :•), ß4 = COS (y\ x)
des composantes et sommes de composantes de forces ou de moments suivant les ■>■', //', ;•' qui entrent dans les équations (188) comme dans celles (189), reviennent à en déduire les sommes dis composantes des meines forces et des mêmes couples suivant, les axes mobiles des x, y, z, ou, au demeurant, à faire un changement de coordonnées ou de directions de décompositions. Celte remarque donne le moyen d'écrire immédiatement les termes des équations définitives, qui doi-
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vent provenir des forces extérieures agissant sur l'intérieur des éléments; ce qui conduit à des formes plus simples. En décomposant ainsi les forces X' dxdyds, Y'.dxdyds, 7/ dxdyds parallèlement aux axes x, y, z, on obtient manifestement les composantes :
(«4X' H-pJ' -t-YiZ') dxdyds («,X' -t-pj' + YaZ') dxdyds (aX' +ßY' -+- yZ') dxdyds.
Les sommes des moments des couples procédant de ces forces dans le tronçon zds, pris par rapport aux axes, des x. y, .:-, sont les suivantes :
ds H ( aX' -+- àV + yZ' ) JfOZtfy = l n\ ., -+- pV, -h yWa l & ,
— ds ! i «X' -+- pY' + -jL j xdxdy = — («Uj -h pVj -f- yW4) ds.
ds jfjTtW + p,Y' + VäZ' ) a; - 1 *tX' + p, Y' H- 7lZ') y] <&<fy = = («A -+- p3V, + 7,W, — ottUj — pAVs — 7lWs ) ds.
Les équations (189), en les multipliant et les additionnant comme il est dit plus haut, donnent les suivantes où les premiers termes proviennent de réduction faites, comme pour les équations (190), en tenant compte des équations (185) qui définissent i\, r2. r, ainsi que des relations des cosinus (181) et (182), et où les derniers termes, affectés des Ü, V, W, sont obtenus au moyen des considérations que nous venons de présenter :
(l^. + Wr — Cr. — B -h «U, + BVa + y W, = 0 as
^ + Cr, — k'r ■+- A — «U, - pV, - 7W, = 0
^H-AV,— BV1+asU1+p,Y14-7,W1— «JJ,— pjs— 7lWt= U.
as
Au reste, si l'on avait exécuté sur les termes en U, V, W, l\,.... des équations (189) les mêmes opérations que sur les termes en A, B, C, A', B', C, c'est-à-dire si on les avait multipliés comme ceux-ci successivement par Bt, ôp y, puis par a,. 52. 7,, puis par a, ß, y en ajoutant chaque fois les produits ainsi donnés par les trois équations, on aurait trouvé toujours les termes en U, Y, des équations (191), mais
moyennant qu'on se fût servi, pour simplifier les résultats de ces mul-
tiplicalions et additions, des relations connues suivantes entre les neuf cosinus a, ß
!ai=&7 — 7ih Pi = 7a« ~«»7» 7i = asP— * rV*i «« = ftri — Tfc. Pa = 7«i— «7i. 78==«Pi — K> a=ßi72 — 7ißs» ß=7iaa— ai7a» 7 = «A — ft<V 0
Les équations (190) et (191) peuvent être appliquées partout à la place des équations (188) et (189), et elles en tiennent parfaitement lieu.
Si mainlenant on observe que les quantités (187 cl) U, V, W, dépendent en général des £, yj, Ç définis au commencement du § 49, et
par conséquent aussi des a, ß, ; et si, au moyen des équations
(187) on exprime les A/, B', C'en fonction de rv ra, r qui sont aussi, par
définition, des fonctions de a, ß ; si, ensuite, l'on considère qu'au
moyen de leurs six relations (181), (182), les neuf quantités a, ß,.... peuvent s'exprimer par trois d'entre elles seulement, on voit que les équations d'équilibre ci-dessus, soit sous la forme (188), (189), soit sous la forme (190), (191), formentun système à six inconnues qui sont les trois composantes A, B, C, ctlcs trois des neuf cosinus a, ß,.... en fonction desquels tous les autres ont été exprimés. Je montrerai, au moyen de quelques exemples, comment on doit faire usage de ces équations. .
§ SI. — Examen des cas où les extrémités de la tige, seulement, sont sollicitées par des forces ou par des couples.
Considérons le cas où les extrémités de la lige, seulement, sont soumises à des forces ou à des couples, et où aucune force, émanant de l'extérieur, n'agit sur son intérieur. Alors les composantes eî moments U, V, W, Ur..., W2 de ces forces s'annulent, et les équations (188), se
réduisant à -r- (Àaj 4-Ba2 h- Ca) = 0, , sont immédiatement intégrâmes; elles donnent, K, L, T désignant des constantes arbitraires, dont la dernière représente évidemment une tension longitudinale de la tige :
(195) Aai + B«.2 + Ca = K, A^ + Bp2+C^=L, Ay, -f. By8 + Cy = T.
(*) Ces relations (192) entre les cosinus des angles de deux systèmes d'axes rectangulaires sont démontrées dans la seconde partie de la mécanique analytique de Lagrange (section IX, n° G). On en trouve aussi au Journal de M. Liouville, t. IX, 1844, p. 270, une démonstration tirée très directement des relations plus connues et presque évidentes (181) et (182).
CAS OU LEURS EXTRÉMITÉS SEULES SONT SOLLICITÉES
Les premiers membres de ces équations ne représentent rien autre chose que les composantes totales, parallèlement aux axes fixes x\ y', z', des forces agissant sur une section transversale quelconque c. Ces composantes étant constantes, il s'en suit que la résultante des forces qui se produisent dans une section transversale a partout la même grandeur et la même direction, en quelque sens que les diverses sections transversales -puissent être dirigées par suite de la flexion de la tige.
On en tire, au moyen de multiplications par at, ßt, y* suivies
d'additions :
(1 93 a) A = Kat + Lß, + Ty, ; B = lv«2 + 1% + TÏ2 ; C = K« + L[i -+- Ty.
Si dans les équations (189) page 428, on introduit ces valeurs des composantes A, B, C, et si on remplace, en même temps, les moments A', B',C par leurs valeurs A' = — Ez/.- >\, B'= — E<rX2r8, C'= — Ecrô-V, tirées de (187) p. 422, on a trois équations dont on déduit, au moyen
démultiplications par <xt, ßt, yx puis par as suivies d'additions, et en
ayant égard aux équations (185) qui définissent i\, r2, r, en xt, a2,..., ce système remarquable :
*s S1 + (xa ~ - î] v + fï ( Kä2 + lh + Tvj = ° '
^ + (xâ_nv
qui, comme le remarque Kirchhoff, est exactement identique à celui auquel conduit le problème de la rotation d'un corps pesant autour d'un point fixe. L'assimilation se fait immédiatement en mettant, au lieu de s, le temps, en désignant par xa, V, ^2, les rayons principaux d'inertie du corps par rapport au point fixe, et par a, 6, y,.... les cosinus des angles formés, avec un système fixe de coordonnées, par les axes d'un système invariablement lié au corps (*).
(*) On trouve en effet, par exemple, dans le Cours de Mécanique fait en 1853 par Duhamel à l'École polytechnique, t. II, n° 110. p. 170, ces équations (5) du mouvement de rotation, autour d'un point lixe, d'un corps solide dont A, B, C sont les moments d'inertie principaux, équations où p, q. r sont les composantes de la rotation autour des x, y, z et L, M, N, des quantités dépendant des forces extérieures appliquées au corps quand il y en a :
xil = (B-C)qr+L; b£| = (C — A) rp + M ; C ~ = (A-B)/>Ç + >\
Le problème des déformations finies à double courbure d'une tige droite est donc résoluble exactement dans des cas analogues à ceux de la solution exacte du problème de la rotation d'un solide. On en verra plus loin des exemples.
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llfautremarquerque,dans les équations (194) les grandeurs y.2, \\ ~-2 sont des quantités très petites du second ordre. Pour que ces équations (194) puissent être satisfaites, il faut donc, de deux choses l'une :
Ou bien les expressions
K*2 + Lßs 4- T72 , Iv^ + Lß4 + TVl ,
sont partout très petites, K, L, T restant de grandeur modérée; dans ce cas les composantes de la force qui agit sur l'extrémité, prises selon les axes principaux d'une section transversale quelconque, sont donc très petites, c'est-à-dire que toutes les sections transversales se tiennent, à peu de chose près, perpendiculaires à la force appliquée à l'extrémité, et que toute la tige est alors à peu près droite, dirigée parallèlement à cette force.
Ou bien il peut y avoir des conditions extérieures rendant celte condition impossible pour certains points de la tige; par exemple, pour un ressort ou un (il élastique (einer Feder), qui, en certains de ses points devrait faire un angle tini avec la direction de cette force. En ces points exceptionnels, il arrive forcément que la courbure change très rapidement, et que, par suite, quelques-uns des termes qui, dans les équations (194) sont multipliés par y.s, X*, £% deviennent très grands; de cette manière, ces équations restent possibles même pour les points où les composantes ci-dessus cessent d'être très petites. Il peut encore arriver queK, L, T soient très petits; alors il n'y a aucun point exceptionnel, et les équations (194) peuvent être vérifiées en tous les points.
Un cas fort inléressant est celui où K, L, T disparaissent, c'est-àdire où la tige n'est soumise qu'à des couples, et nullement à des forces de traction. Les composantes A, B, C sont alors nulles en chaque point de la tige, et chacun de ses éléments est seulement courbé sans être étendu. Dans ce cas, les équations (194) deviennent semblables à celles qui expriment la rotation d'un corps dont on abstrait la pesanteur, ou bien d'un corps qui tourne autour de son centre de gravité, car elles se réduisent à
^-M*2 — xs)»t, = o,
r77 + ( )ri''2
Ces équations présentent une particularité remarquable : elles ne
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contiennent que les rotations r\, r„, r, et elles sont tout à fait indépendantes des coefficients ax, ßt, yp x,,..._Le problème peut donc être divisé en deux parties ; la première consistant à déterminer r, i\, rt, au moyen des équations ci-dessus, et la seconde ayant pour objet la recherche des coefficients a, p.... après que l'on aurait trouvé la valeur des r, rv rr
La solution de la première partie du problème s'obtient en multipliant les équations (194 a) respectivement par i\, rv r, et en additionnant les résultais, puis en les multipliant par v?rv XV8, 3;ar, et en additionnant de nouveau. On obtient les deux équations suivantes qui sont intégrables :
dr. , . dr. . dr n
x.-Y, -j-1 -+- ).8r2 -f -h &r -.- = 0 , as ds d s
dr. ,, dr« , r//- n x*r, -r1-h>*rs-r^-f-^r-r= 0 ; as as a s
et dont l'intégration donne, h et m désignant deux constantes aibitraires,
( x*r -\-Jrri-\-s*rs=mi.
Si maintenant, au moyen de ces équations, on exprime deux des quantités r en fonction de la troisième et si l'on introduit le résultat dans l'une des équations (194 a), écrites ensemble
,ln„ , , **dr-, "i?dr. ~-2dr
(195«) dr-
(s3— *2)r8r (x8— ^jrr, (Y- — ^)rtrt
on obtient ds exprimé en fonction de l'une des grandeurs r, et, par intégration, s en fonction des mêmes quantités. En résolvant par rapport à r l'équation ainsi obtenue, on a r exprimé en s, et en opérant de la même manière sur chacune des deux autres équations (195 a), on a, en fonction des, les expressions de r, rv rv La théorie des fonctions elliptiques sert à déterminer les résultats définitifs (*).
Si nous supposons trouvées les quantités r, nous pourrons, de la manière suivante, résoudre la seconde partie du problème.
(*) Voyez analogiquement, même Cours de Mécanique de Duhamel, le n° 120, où le solide, tournant autour d'un point, n'est sollicité par aucune force extérieure, et où on obtient, équation (23), p. 183, dt = dr divisé par le produit des deux radicaux recouvrant des trinômes du second degré en r.
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Empruntons au système (184), (185) les trois équations
d% 6& d-, A da. n ä"ß '/y f/a , e"ß , dy
as
Multiplions ces trois équations respectivement par a, at, a,, puis par B, ßt, ßa, puis par y, Yj» y2> e^ additionnons chaque fois, nous aurons :
(19C) ^=,,,i_,,,1, J=rA_,A. § =rlV,-. ■*.
Par la combinaison d'autres équations prises dans le système (184), (185), nous obtiendrons, tout à fait de la même manière :
du.
as
«foi
rß«,
«Y* ^=rïY-rY>,
et
ils
rPi—
■ Les premières équations des Irois groupes (196), (197) et (197 a) forment ensemble un système de trois équations ne contenant que les a, ou les cosinus des angles des axes tixes x' , y', z' avec l'axe x d'inertie d'une section a; de même les trois secondes forment un système qui ne contient que ceux ß, faits avec l'axe d'inertie y; et, les dernières, un système qui ne contient que ceux y faits avec l'axe particulier des z, ou avec l'élément ds. On peut satisfaire à l'un de ces systèmes, au dernier par exemple, en posant
car, par cette hypothèse, les équations de ce troisième système se transforment identiquement en celles (194 a); et d'un autre côté, à cause de la deuxième équation (194), les grandeurs yp y«i y l'11cö* mêmes satisfont à
équation qui n'est pas une de celles (181) ni (182), données comme relations entre les neuf cosinus, mais qui peut en être analytiquement déduite (*) et qui exprime d'ailleurs une condition devant comme
(*) Voirie Mémoire de 1644 #ur les relations entre les cosinus, etc., cité en note à propos des relations (192), p. 450.
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celles (181) être remplie, puisque y4, y2, ^ représentent les cosinus des angles que forme l'axe fixe des z' avec les trois axes rectangulaires des x, y, z-, qui sont liés à l'élément de la tige. Sans doute, l'hypothèse exprimée par les équations (198) donne une direction déterminée à l'axe z' dont la position avait d'abord été supposée tout à fait arbitraire, mais cette restriction n'ôte rien à la généralité de la solution. Il suffit, pour l'étude delà question, d'admettre la possibilité de la direction donnée par cette hypothèse.
Si les y sont connus, on peut, par les relations suivantes, déterminer les a et les ß :
a- + ß3 = 1 — vâ , « a + ß S = — v y ,
a- + ßa = 1 — v1' , «i»,-!- %%= — YiÏî •
D'après les trois équations de gauche, on peut poser, wXJ w2, w étant trois angles quelconques,
f * = i /l — y2 cos w . ß = \/l — y2 sin w ,
(199) ( az=:i/l — y!cosnv, • ß' = i/l — ys sin w ,
9I = \/ 1 — Y" cos w . ß = i/l — y2 si11 w >
et les trois équations de droite sont aussi satisfaites si, entre ces angles et les y, on a :
YYi
COS (W, W I
COS l\v — W,J
cos (wa — wj
YjYj
Ces trois dernières équations permettront de calculer les trois angles w lorsque l'un d'eux sera connu. Pour en déterminer un, on peut employer le procédé suivant.
Reprenons les relations (192) déjà données au §50, p. 450 :
* = ?iY2— fctfi . «i = ?*Y — >'?* . «8 = ßYi — ßiY » ? = Y.*2 — Y**, > ?i = Y2* — Y«2 , ß8=Y«1— Tla , Y = »i?2 — «ï?i • Yi = ai? — a^ . Y«=«ßi— «iß •
Ces relations sont connues. On peut d'ailleurs les vérifier en élevant au carré les équations (200) et en les multipliant deux à deux l'une par l'autre; on constate qu'elles deviennent identiques lorsqu'on tient compte des relations plus connues (181) et (182). Cette vérification peut laisser du doute sur les signes des seconds membres, car elle s'opérerait de la même manière si tous les signes de ces membres étaient changés à la fois. Ces deux systèmes différents désignes correspondait à deux systèmes différents d'axes de coordonnées, et les signes à adopter doivent être évidemment les mêmes pour tous les seconds membres, quelle que soit la position des axes que l'on considère. Or, on a déjà dit au $ 49 que les axes doivent être placés de telle manière que, par une rotation convenable, les axes positifs du système variable puissent être rendus parallèles aux axes positifs correspondants du système fixe. Dans cette position, l'on a %i = ßs = y = 1, et tous les autres cosinus s'évanouissent. Mais comme, alors, les équations (200), avec les signes que l'on y a donnés aux seconds membres, satisfont à celte condition, ces mêmes signes doivent être maintenus pour toute autre position des axes, tant que l'on conserve l'hypothèse relative à la direction des axes positifs l'un par rapport à l'autre. Cependant, les équations (199) donnent :
i- — langw , !-J=: lang w, , - =tangw, ;
ou
w — arc lang- , w, = arc tang — , w2 = arc lang ' ! :
ce qui fournit par différentiation
a2+ßä ' J a + i3 ' «' + ß*
Si on met pour les dß, <h. leurs valeurs données par 196 , (197) et si Ton se sert des trois dernières relations 200; entre les cosinus a, ß, y, pour simplifier les numérateurs, on a :
Comme les seconds membres contiennent seulement des quantités que l'on a déjà exprimées en fonction de s, on obtiendra immédiatement w, wx, w,, ou l'un d'entre eux, par intégration.
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En résumé, les équations 195 el (195« nous donnent les r en fonction des; les équations (198), 199 , (199a' el 201;, nous donnent le moyen d'exprimer, aussi en fonction de s, les cosinus a.... El si nous calculons ç, r„ l en intégrant les équations
d\ <h Q al
as as
qui sont celles (183) de la page 419 en négligeant la petite quantité ? devant l'unité, nous aurons ç, rn Ç exprimés en fonction de l'arc s de l'axe de la tige, et par conséquent les équations déterminant la l'orme courbe prise par cet axe.
\ 52. — Application au cas d'une tige dont les rayons principaux d'inertie sont égaux, et dont les extrémités sont sollicitées seulement par des couples (*).
J'appliquerai les résultats de l'étude précédente à un cas dans lequel on peut employer les fonctions elliptiques et qui se présente lorsqu'on a :
c'est-à-dire lorsque les moments d'inertie principaux •/., X de la section transversale deviennent égaux, comme il arrive, par exemple, lorsque cette section transversale est un cercle, ou bien un carré, un triangle équilatéral, une croix de Malte, etc. Les équations (194) page 451, en faisant
prennent alors la forme
dr drl __ d)\
ds ' ds J ds ~ '
La première de ces équations montre que la torsion r a la même valeur constante dans tous les éléments, en sorte que ce que nous désignons par e est aussi une constante. Par suite, les deux dernières
(*) Cas analogue à celui de la rotation, autour de son centre de gravité, d'un solide de révolution (même Cours de Duhamel, n° 121).
des mêmes trois équations, contenant rtei rs, s'intègrent et donnent les deux suivantes où a et b désignent des constantes arbitraires :
( r.=ta sin es + b cos es ,
1 ' [ r.2 = a cos es — b sin ss .
Ces intégrales ont la généralité nécessaire puisqu'elles contiennent deux constantes arbitraires. Si l'on introduit ces valeurs de i\ et i\ dans les équations (195), elles donnent, vu x =»>, et r,a -f >'i2 = »" + l>l '■
Les équations (198) page 454, donnent, vu les valeurs de rv r8, m%
„ a sin ss + ft cos es
La première des équations (201), page 456, devient, C désignant une nouvelle constante arbitraire :
a cos ss -
— & sin es
,T=rC V^(tf + y) + »v,
On a alors, au moyen de (198) et de (199) :
x2 sfâFTV1 ( \jv> (a2 + fe2) + iv
COS
yV (a2 + t2) + ^V2
= WaH» „rin^r.-^^ + P + ^.K
\/xl (a2 + V) + s-*/-* \ *2
V^x* (a2 + i2) + ôV
ou enfin, par intégration des équations (185) de la page 419 en les rédui-
i ] d% tir. dl ,,., « ., ,
sant a -r-= a » -y- = , — =y, comme nous avons déjà tait, par la
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suppression de ? devant l'unité, et en appelant ç0, y;0, f0, des constantes arbitraires :
•/.'* la- -F A-)
— sin f C — - \V (a1 + /'-) -f s*r* j -
i*sJf?+& (r s n ; r ~\
Ces équations représentent une hélice dont l'axe est celui des z\ cet axe dont la direction a été déterminée par les formules (198) (*). Plaçons l'origine à une extrémité de la tige, et supposons cette extrémité maintenue dans une direction fixe. Choisissons l'axe des a/ de manière que la tangente à Thelice, à l'origine, soit contenue dans le plan x'z' .
dr Alors, pour s = 0, les valeurs de £, vu Z, et de -y1 s'évanouissent aussi.
On a donc :
et on obtient ainsi les équations ordinaires d'une hélice :
Äs
(j = a sin — , , r, = p cos
où, p désignant le rayon du cylindre de l'hélice, et h le pas,, sont déterminés par les formules
y) \!a'- -r b*- li -A-'-'h-
x* (a1 + b'1) -r '-'"r1 ' 2?r x* (a* + fc) + £■♦/•* "
Soit / la longueur de la tige; supposons qu'a son extrémité agissent
(") VYantzell, ingénieur des ponts et chaussées et répétiteur à l'École polytechnique, mort en 1848, à l'âge de trente-quatre ans (voir sa biographie au numéro de septembre 1848 des Nouvelles annales de mathématiques de Terquem) , a reconnu le premier, et dit à la Société philomathique, le 29 juin 1X44, que la courbe affectée par une tige primitivement droite, sollicitée obliquement par un couple, était nécessairement une hélice. Il y avait été amené en simplifiant et complétant, dans une note insérée aux Comptes rendus du 27 juin,, t. XVII, p. 1197, la solution donnée huit jours avant id., 17 juin, p. 1115), par Binet, au moyen des fonctions elliptiques, du problème traité par Clebsch, et qu'il appelait : des équations de la courbe élastique à double courbure. (Voyez aussi mes INoles des 1er et 15 juillet de la même année (1844) du t. XIX, p. 40 et 181.)
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les couples dont les moments sont A', B', C par rapport aux axes invariablement liés à la dernière section transversale, et supposons que ces couples soient les seules forces qui produisent le changement de forme de la tige. Les équations (187) page 422 qui établissent des relations entre ces moments et les rotations rt, r8, r, et les équations (202) page 458, fournissant des expressions de?\, r, donnent, pour s =1, vu y. = \,
X' = — Ecv.s (a sin d -\- b cos eZ) , B' = — Eo-x.9 (a cos e/ — & sin si) , C = — E<rôar.
En comparant avec les équations (205) page 458 dans lesquelles on fait également s = Z, on a :
Yl:r2:Y=A':B':C'.
Ces équations montrent que l'axe de Vhèlice qui fait avec les axes particuliers x, y, z, de Vêlement, les angles dont les cosinus sont yP Yr T» est parallèle à Vaxe du couple résultant des couples A', B', C. C'est ce qui détermine la direction de l'axe de l'hélice. Le rayon et le pas peuvent s'exprimer également au moyen des moments de ces couples si l'on observe que
sja1 + b1
Ces valeurs, introduites dans les expressions ci-dessus de p et de h donnent :
E(txs v/.V' + B'2 h E<r/.2C
A'2 + B'2 + C'2 2tt — A'2 + B'2 + C/2
i 53. — Flexion d'une tige primitivement droite, dans un plan qui contient un des deux axes principaux de toutes ses sections transversales.
Comme second exemple, j'étudierai la flexion d'une tige dans un plan. Je prendrai ce plan pour plan des x' z', je placerai l'origine à l'une des extrémités de la tige et l'axe des z' parallèle à la force qui doit agir sur l'autre extrémité. Comme dans ce cas, l'axe des y est
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parallèle à l'axe des y' puisque l'un et l'autre sont perpendiculaires au plan de flexion, on a :
«, = cos [y,x') = 0 , y, = cos (y,z') = 0 , fi, = cos {x,tf) = 0 , ß = cos [z,y') = 0 , % = cos {ij,}/) = 1 ;
et les dérivées de ces cinq cosinus par rapport à s sont nulles. Par conséquent aussi, d'après les doubles valeurs trinômes (185) de i\, i\, r, page 420, on a :
/■ = 0 , rt = 0 .
Si on désigne par 9 l'angle des axes des z et des z' ou l'angle des x et des x', et par conséquent par (90° — ?) l'angle que fait l'axe des x' avec celui des z, on a :
at = cos [x,xf) = cos f , « = cos (z,a/) = sin y ,
Yx = cos [Xyz') = — sin f , y = cos (z,z') = cos 9 ;
d'où, d'après les mêmes formules (185) :
Comme le montrent les équations (187) page 422, et comme on peut s'en rendre compte par ce qui précède, les moments de rotation s'évanouissent tous à l'exception de celui qui est pris par rapport à l'axe des y et qui est :
* * ds
Les six équations d'équilibre extérieur se réduisent, d'après cela, aux deux suivantes qui ne sont autre chose que la première et la troisième (193 a) du § 51, page 451, déduites de la première et de la troisième (193) :
A = K cos f — T sin cp , C = K sin y + Tcosy ;
équations où K et T sont des forces constantes agissant sur chacune des sections transversales parallèlement aux axes fixes des x' et des z'. D'après l'hypothèse que nous avons faite, une seule force devait agir à l'extrémité parallèlement à l'axe z'; en général, K doit donc disparaître, en sorte qu'on a simplement :
A = — T sin <f , C = T cos f ,
T désignant une tension longitudinale positive, qui est donnée.
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Les équations (191) du § 50, dans lesquelles il faut faire nulles, en conséquence de ce qui précède, les quantités A', C, B, U,, Wr l2, W~„ rr r, [i, ßt, a, el v2 se réduisent à la seconde d'entre elles qui devient sim-
plement —. — |-A=0, ou bien, avec les valeurs ci-dessus de B' et de A :
Et/.- -î-r= i sin y .
Cette équation détermine la courbure de la tige. 11 est à remarquer que les équations (187 b) page 425, qui exigent des considérations particulières pour les points où la courbure peut changer très rapidement, sont satisfaites identiquement.
Si l'on multiplie l'équation ci-dessus par 2y et si l'on intègre les
deux membres, on peut lui donner la forme :
\ IIS] KcTA2
Je rappelle que -j- est l'inverse du rayon de courbure de la ligne
des centres de gravité des sections transversales de la lige, puisque 9 désigne l'angle de la tangente à cette ligne avec l'axe des z'. A l'extrémité de la tige, où n'agit aucun moment de rotation, le rayon de
courbure est infini, et par conséquent -^ = 0; si donc on désigne
par », l'angle que la tangente à l'extrémité de la tige fait avec l'axe des a', on a, d'après l'équation précédente :
0 = (1 — p—r; COS », , l'.ov.-
ce qui détermine la valeur de la constante C. En portant cette valeur dans l'équation générale, celle-ci devient :
'<Vr_ 2T
d'où l'on tire
\ 2 ICOSy, COS yl
et, en intégrant depuis un point indéterminé s, 9, jusqu'à l'extrémité
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libre où s= /, -r = vr
Y Eor) - t h \ l I COS ^ — COS f)
Cette équation ne renferme qu'une seule constante arbitraire <pt; Pour la déterminer, supposons que la direction de la tangente à l'extrémité fixe de la tige soit donnée par la valeur ç=<p0, laquelle, pour que \Zcos<p, — cos<p ne devienne pas imaginaire, doit être telle que cos9„<cos91. Alors, si l'on fait à la fois, dans l'équation ci-dessus, s = 0, et 9 = ç0, on a :
(205) ii/— = r~=
COSyt COS q?)
Au moyen de cette équation, on peut déterminer ?t qui s'y trouve seule inconnue.
J'examinerai avec plus de détail le cas particulier où 9„ = -, c'està-dire où la direction initiale de la tige est exactement opposée à celle de la force qui agit, sur elle (*). Dans ce cas, l'angle 9 diminue constamment de 9(J à 9t ; et, pour que la quantité sous le signe / dans l'équation (205) soit constamment positive, il faut prendre le signe négatif du numérateur; et par suite l'équation (205) se transforme en la suivante :
(If f*r. (bj
VEsi' J ^lc
Comme cos^1 est nécessairement plus grand que cos|, on peut, à la
(*) C'est le cas de la pièce debout, ou sollicitée debout comme si elle était verticale, appuyée en bas sur le sol et chargée en haut par un poids. C'est aussi le cas de la première des huit espèces de courbes élastiques d'Euler [Additamentum de curvh etasticis, a son bel ouvrage Méthodus inveniendi, etc., 1744) donnant lieu au problème de la foi-ce des colonnes, même ouvrage de 1744, ou Académie de Berlin, 1757).
Lagrange aussi s'en est occupé (Sur la force des ressorts plies, Académie de Berlin 1769, et Académie de Turin, volume de 1770-1773), et remarquait déjà que la solution exacte du problème des courbes élastiques planes dépend de la rectification des sections coniques ou de ce qu'on appelle aujourd'hui l'intégration des fonctions elliptiques. — Voyez aussi Y historique en tête de l'édition de 1SC4 des Leçons de Xavier, nos XIII et XIV. — Voir aussi le § 89 ci-après.
place de p, introduire un angle <p défini par la relation
cos ± = cos ^ sin ■!/ .
Ce nouvel angle augmente de 0 à ^ tandis que o diminue de % à <pt; et,
vu que ^ = cos û cos bd<b, l'équation précédente devient :
^,=£ "*rjCV
fW
1 — cos--^ smy
<-ette formule donne lieu à une observation remarquable. Comme le dénominateur est toujours plus petit que l'unité, l'intégrale est plus grande que celle qui serait obtennue en remplaçant le dénominateur par 1. Mais, par cette substitution, l'intégrale devient :
On a donc toujours nécessairement :
ou, en d'autres termes, si la longueur l, ou la force T ne dépassent pas la limite indiquée par cette équation, il ne se produit, en général, aucune flexion de la tige (*). Mais si / et T sont assez grandes pour que cette inégalité soit satisfaite, la théorie des fonctions elliptiques (**) donne la règle suivante pour résoudre le problème. On détermine d'abord une grandeur/» qui est, en général, très petite et qui satisfasse
(*) Cette remarque avait été faite dèsl74i par Euler (Additamenlum cité); la force <!>■ la colonne n'est autre chose que la valeur qu'on tire pour T de l'équation qu'on a en remplaçant > par =.
(") C'est plutôt ce qu'on appelle la théorie des fonction* inverses des transcendantes elliptiques, d'Abel et de Jacobi. La solution ici donnée par l'auteur en offre une application qui est surtout curieuse.
Lagrange en avait donné une en développant la puissance — - de ce que recouvre le
radical du dénominateur de la quantité à intégrer.
SOLUTION PAR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES INVERSES
à l'équation :
'W^=i+2p^2ij'~-,>'
ce qui, si / et T ne sont pas très grands, s'opère facilement. On a alors immédiatement :
/ j, _ 2{>-f-2ty-4-2y//>*
V COb2~ i T^-fyrVi
et on a en même temps le développement :
/■ 2v/psin__2\/>9sm-j7-^
cos -= v / c°s o ^ "•
1 — 2/jcos -y — 2p'' cos -|
ce qui détermine la direction de la tangente en chaque point. La coordonnée ; s'obtient au moyen de la formule :
* — J0 sin uls = (y/2 (cos ?l — cos») — \/-'cos?1 — 1>) l/ -^- > tandis que la coordonnée 1 s'exprime par :
E<rAaU8g 1— fy — 25/r — (2n-f- 1 )2 i— g) 2
( \—p — jr— (— p) -
. wS o . • 2-5 io 9 • ^TS 4/; sin -t ojr sin — — h l zp9 sin — ,
OrS
l — 2pcos-j-+-2p*cos-y 2p9co§-y— h . . . . *
Lorsque / et T sont assez grandes pour que/>, ainsi défini, ait une valeur voisine de l'unité, ces développements ne sont plus applicables. Alors, on introduit, à la place dep, une autre grandeur;/ définie par la formule :
Cette quantité/)' est toujours très petite lorsque p devient voisin de
cos ^
l'unité, et l'on a alors les développements suivants, qui sont très convergents, et où l'on a posé, pour abréger, /' = — , (',' ,■ :
-s KS "2rS -2-s
cos 5 l_J,'(/-he~FjH_^(e"FH-.e~ir)_... . J sin 1 1 H- />' (/ -+-<TF) H- p'* (e~ +e_T) +
;= »^2(008^ COSy) — l/ 2 (COS fi -+- I) ^ i/ -|p 5
Ea*logj/)o/ , , log// 1— V — 25//-'. . .(2»H--l)-(— />') * •■ ^7 (^ _«-*) -If/pi? -e^h
g 54. — Rapprochement avec la théorie ordinaire des petites déformations des tiges primitivement droites.
Je compléterai l'étude précédente par quelques remarques destinées à établir un rapprochement des formules qui viennent d'être données avec la théorie ordinaire, et aussi, à donner plus de généralité aux résultats obtenus.
Pour la comparaison à la théorie ordinaire, je vais, dans les équations (188), (189), pages 425-428, remplacer les grandeurs A', B', C par leurs valeurs tirées de (187), page 422 et introduire au lieu de rp r, ,r, trois nouvelles quantités p qui sont leurs inverses, savoir :
Pi * pi ' p
D'après ce qui précède, pt et p2 sont les rayons de courbure des projections de la courbe des centres de gravité sur les plans principaux liés invariablement à l'élément, plans qui passent par l'axe de l'élé-
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ment et par les axes principaux de la section transversale ; et — indique
une torsion. Les équations (188) et (189) entre les composantes de forces
ou de moments suivant les x', y', z' peuvent être écrites, en mettant
dans ces dernières, pour A', ß', C leurs valeurs tirées de (187),
rt = — p— r...., modifiées par ces nouvelles notations,
I ^{X«l + \i*i-hC*)=— U, ^(Aßi + Bßa +(#)== — y,
_-(ATi4-By,-hG-/)=— W; as
où nous rappellerons que [§ 28, p. 171] A, 1), C sont les sommes de composantes suivant x, y, z, des tensions qui agissent sur les divers éléments ch d'une section a, et que (g 50, p. 425), U, V, W sont les sommes de composantes, aussi suivant x, y, z-, des forces extérieures agissant à l'intérieur d'un élément de tige, divisées par sa longueur ds ou dz; enfin que (même g 50, page 427) Ux, Vp W, sont les sommes des moments, aussi divisées par ds, des mêmes forces autour de l'axe des y tracé sur la base de ce tronçon par son centre de gravité ; U2, V2, Wa étant de même leurs moments autour de celui des x.
Les équations (187) permettent de poser immédiatement des conditions aux limites; car, appliquées à l'extrémité de la lige, elles font connaître la courbure et la torsion à cette extrémité, d'après les moments des couples qui y agissent. Ces équations donnent en effet :
^07)- = — ■=—, (flexion) ; - = — —T-> (flexion) ; - = — - — -(torsion). />! Lax- p2 Enù? ' p Eu&a
Remarquons ici, en passant, ce qui a déjà été dit plus haut, que dans le cas d'une flexion plane sans torsion, ces six équations, vu (paoe iïl | ai=0' Y* = 0> Pi=0, ? = 0, P, = l, x1=Y=C0Sf!, a= — Y1 = sin?,
- = 0, 1\ = - — 0, se réduisent aux trois suivantes :
P Pi
y (A cos y -)- G sin y) = — U,
(208) { ^(^Asmf+CcosT)=-W,
Eo-/2 — ~ — A + U, sin '-a -f- Wj cos es = 0. as
Mais, môme les équations générales (206) où l'on conserve les -, -,
P Pi se simplifient notablement et se ramènenl en partie aux formes usitées,
lorsqu'on suppose que les déplacements de la tige sont très petits partout. Alors, les deux systèmes de coordonnées à axes variables x, y, z, et à axes fixes x', y', z' ne diffèrent, en chaque point, que très peu l'un de l'autre quant aux directions. Les trois cosinus an ßa, y des angles de x' avec x, y' avec y, z' avec z diffèrent très peu de 1 , et les six autres très peu de zéro. Les équations (206) deviennent alors :
ds
Brf^+B-W.=0
as
EtV-p—A. + \V. = 0 as
ds
di
E^-/- — V1-j-U, = 0 as
Dans les expressions de U, V...., les coordonnées par rapport aux axes variables des x, y, z pourront être remplacées par celles qui seraient prises par rapport aux axes fixes des x', y', z\ de sorte que ces grandeurs ne sont plus que des fonctions de la distance s de chaque section de la lige à l'une de ses extrémités.
Nous laisserons de côté, provisoirement, les deux équations du bas de ce tableau; elles nous serviront plus tard à déterminer l'extension longitudinale ainsi que la torsion; et nous ne considérerons d'abord que les deux premières de chaque colonne.
Si nous intégrons celles de la première colonne de s à /, et si nous désignons par A,, 1!; les valeurs de A el Ii à l'extrémité de la tige, nous
g 54. — FLEXIONS SUIVANT DEUX DIRECTIONS. 4|(.)
déterminerons les valeurs de A et B relatives à ses autres parties; cl en les portant dans les équations de la seconde colonne, nous aurons les quatre suivantes :
A=A, + J lîds, Bta»-^ = Ai+ / Utft-Wlf
| B = Bi-hJ VA, E«,-^1^— Bi— / VVZs-hWs.
Voyons maintenant comment se simplifient les expressions des pv pa. Si le système des coordonnées #, //, r- reste toujours très voisin, en direction, du système fixe ./■', //, z', les cosinus a„ p„ y sont toujours très voisins de 1, et les autres très voisins de zéro. On voit même, d'après les trois relations (181) entre les carrés des neuf cosinus, que ax, ps, y ne peuvent différer de l'unité que de quantités très petites du second ordre, tandis que les relations (182) entre leurs produits deux à deux, en négligeant les quantités très petites d'ordre supérieur, se transforment en :
ßH-Ys=0 , YiH-«=u , aj-f-ß^O .
En même -temps, les équations (185) p. 419 deviennent, lorsqu'on néglige toujours les quantités très petites d'ordre supérieur :
— (E ° — lh
ds ' ** (Is
Mais on peut aussi, avec la même approximation, remplacer s par la coordonnée z mesurée parallèlement à l'axe de la tige déplacée, et remplacer de même r, rt par les petits déplacements u, v d'un point de la ligne des centres de gravité, perpendiculairement à celle-ci. La coordonnée Ç peut être remplacée par 3 + ?*;, de sorte que w représente les déplacements longitudinaux de chacun des points de la ti<?e. Les deux premières égalités ci-dessus deviennent alors :
du <lv
a — — Ti=7-' ß= — ïî=-r • (Iz ' '- (h
Les quantités xv ßt qui entrent dans la troisième égalité ne peuvent s'exprimer en fonction de «, v, w. Ces quantités correspondent en effet à une espèce particulière de déplacement, savoir à la torsion,
dans laquelle le centre de gravité de la section transversale n'est pas déplacé. Posons :
(208 c) — Brt=p1=4»,
tle sorte que l'angle ty désigne la rotation de la section transversale par rapport à sa position initiale. Les équations (185) page i20 nous donneront, en y attribuant à a, Yi> ß» — Yï> — a-v ß* leurs valeurs que nous venons d'écrire, et à a17 ß2, y la valeur 1, et en effaçant les produits de quantités très petites, les valeurs suivantes des r ou des p :
(QAO / __j_ fffi ^ , ___£— ^ _'i!i' — i ^2_ _^
1 pj ds </;-2' - p2 ds dz'' p ds ~ dz'
Ces équations confirment ce qui a été dit au commencement de ce g 54, savoir que pr pa sont les rayons de courbure des projections
île la courbe des centres de gravité, et que - mesure la torsion de la
P tige. La signification de p, et de pa se simplifie en ce que la projection
de la courbe des centres de gravité, dont ils sont les rayons de courbure, ne doit plus être faite sur des plans successivement variables pour chaque élément; mais, en négligeant de très petites quantités, on peut admettre que cette projection est faite sur des plans fixes, à savoir ceux qui, dans la position initiale de la tige, passent par la ligne des centres de gravité et par les axes principaux des sections transversales.
En différentiant par rapport à s ou à z les équations (208 b\ de la
deuxième colonne, et mettant pour — > —, leurs valeurs r;> -p- ;> 1 on
p2 Pi dz* dz
obtient les équations différentielles :
r, ,a dhi ,, d\\\ r , d>v .. . 'AV.,
(209) E<r>.2 T-r=U H- -r1 , Effx2 —-= Y -f -,
dz1 dz dz* dz
avec les conditions limites ci-après, tirées des mêmes (208 b), mais non différentiées, et qui doivent avoir lieu pour z = / (s = l).
(209a) EM (j£\ =— Aj+CWO/, Eff*8 (J|) =—B/-h(WI)/;
expressions donnant la valeur de ce qu'on appelle aujourd'hui les efforts tranchants.
On peut encore tirer des équations (207), page 447. fournissant les
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valeurs de — > — en fonction des moments composants A', B', si l'on
met pour —•> - leurs autres valeurs données tont à l'heure, les con-
Pi P»
ditions-limites suivantes :
où (A')p (B'i, représentent les couples ou moments de forces agissant
sur l'extrémité de la tige; et l'on a ainsi reconstitué complètement le
système de formules ordinairement appliqué, et qui se trouve donné,
par exemple, dans le Traité de Mécanique de Poisson (*). Mais il est
bien évident qu'ici on a appris à connaître exactement la portée de ces
équations qui sont déduites d'autres plus générales se rapportant à
des flexio)is finies.
On peut trouver immédiatement les formules précédentes en écri-
E<nts vant que, pour chaque section transversale, le rapport — est égal
au moment de rotation des forces extérieures qui agissent sur la tige, depuis la section transversale considérée jusqu'à l'extrémité, du côté des s croissants. Une formule de cette espèce a déjà été trouvée et démon'rée au § 58, sous le numéro 117, page 2(S6, pour le cas de sections transversales finies, et dans l'hypothèse où les extrémités seules de la tige sont soumises à des forces extérieures. Les considérations qui viennent d'être présentées montrent que l'application de ces formules serait justifiée, alors même que la tige se trouverait soumise à l'action de forces quelconques : mais seulement, dans ce cas, les formules dont il s'agit ne donnent plus que des résultats approximatifs, et ne deviennent tout à fait rigoureuses que quand les dimensions
(*) Clebsch aurait sans doute aussi, s'il en avait eu connaissance, cité, en ce qui regarde la flexion plane, Navier (Résume des Leçons à l'Ecole des ponts et chaussées, 1826), qui, le premier, donna sa véritable expression au moment total des résistances élastiques des fibres tant étendues que comprimées, pour une section de forme quelconque, etc. ; et peut-être aussi, en ce qui regarde la flexion à double courbure, ainsi que la flexion déviée, ce que j'ai donné en 1845 (Comptes rendus, 30 octobre et 6 novembre), principalement en ce qui regarde le troisième moment (celui des forces autour du rayon de courbure), dont il faut tenir compte lorsque la tige était primitivement courbe, ou seulement lorsque ses sections n'ont pas des moments d'inertie égaux autour de toutes les droites tirées dans leur plan par leur centre de gravité. La considération du troisième moment en question, omise par Poisson, comme Lagrange avait omis le moment autour de la tangente, met en défaut dans les cas indiqués le tbéorème de constance de ce dernier moment, entre deux points d'application de force, que Poisson avait cru apercevoir et constater. (Voir surtout les n0' XX et XXI de Y historique mis en tête de la 3e édition des Leçons de Kavier, 1864.)
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de la section transversale deviennent très petites; l'approximation qu'elles fournissent est d'autant plus grande que les dimensions transversales de la tige sont plus petites. On a ainsi, pour les applications, une base certaine et solide.
Les formules (209) et (209a) peuvent avoir besoin d'une modification qui devient essentielle lorsque l'extension longitudinale de la tige est très grande. Dans ce cas, il n'est plus permis de négliger, dans les équations (206), page 447, les termes Ca, Cß. Et alors, au lieu des équations (208a) de la première colonne, on obtient, des trois premières (206), (toujours en faisant %l= cos 9 = 1, a,=0, ß,= l , ßx=0, Y = cos<p= 1, Yi== — sm ? tr^s petit, y2 — 0), si on les intègre, les suivantes où
représentent, comme dans le cas des équations (195) du § 51, page i-"0, les composantes totales de forces agissant sur l'extrémité de la tige, et dont la troisième est une traction longitudinale.
A + C« = K4- f Uds, B+C[i = L+ j \ds, C=T + f Wds.
Dans le cas actuel, la composante T est supposée très grande, et on peut alors, dans les deux premières de ces équations, remplacer C
par T en négligeant I WcZs qui est petit par rapport à T. Mais on a
aussi, avec la môme approximation :
d u . dv
«= j- et ß=-ri
dz dz
de sorte que l'on peut poser :
Mettons les valeurs de A et B, ainsi trouvées, dans les deux équations de la deuxième colonne de (208a), [où nous avions mis simplement les valeurs de A et B données par la première colonne de (2086)1.
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Nous aurons, au lieu de celles de la deuxième colonne de (208/;).
EffX3
EtX
Si 1 on met — •=-; pour — et -n pour — comme ci-dessus. 1 on a: dz* l p, aza p2
1° en différentiant ensuite les deux membres par rapport à s ou à z,
les deux premières des suivantes qui remplacent celles (206) ; 2° en les
particularisant pour s = l, les deux dernières qui, ainsi, remplacent
celles (209a) :
E<rXd?-Tdi*"+ü + _dT'
r/:-' az dz
w(S)=-*.+(wj.=-K+ t(b),-hw.)i •
Effx* R-. =■
Il est remarquable qu'ici, comme précédemment, w et ü sont complètement séparés l'un de l'autre et peuvent être déterminés isolément.
De la dernière équation (209c) ressort une autre conséquence, c'est la loi de l'extension des divers éléments de la tige. Si l'on représente comme ci-dessus par 3 l'extension de l'unité de longueur, ou l'extension de longueur proportionnelle, dans chaque élément, l'équation (187a) qui est (p. 422)
s'explique d'elle-même; car du moment que l'on suppose la traction C uniformément répartie sur la section transversale où elle agit, un élément ds ou dz acquiert, après le déplacement, la longueur dz (1 +?). La coordonnée £=2+10, d'une section transversale z, après le déplacement, est donc
+ w= I (l-hZi)dz
c'est-à-dire que l'on a :
- iltr
11 en résulte que la dernière équation (209c) se transforme en la suivante :
(209 e) E.^=T+ f'wds,
ou bien en différentiant une seconde fois
dz2 avec la condilion-limite, pour z = l:
(209 f) e* Ä) = rr .
Ces formules déterminent la loi de l'extension longitudinale,5 et cette détermination est, comme on le voit, indépendante de celle des déplacements transversaux u et v.
On trouve de même, indépendamment de u, v, w, l'angle de torsion ^ (208c). Si en effet, dans la dernière équation (208a) p. 448, on
I, ,. „:_ /on« .n ^
P p. 450, on peut transformer cette équation en la suivante
(209.) E^g = VI-U2;
et la troisième équation (207) donne la condition-limite suivante, applicable à l'extrémité de la tige, C désignant le moment de torsion agissant sur cette extrémité :
où à2 a la valeur, variable avec la forme du contour des sections, qui a été définie parla formule (177) du S 48, et déjà par la note du I»..'
:\ 55. — Flexion d'une tige" primitivement courbe.
Méprenons les formules générales. Kirchhoff leur a donné une grande extension, par un artifice permettant de les appliquer, avec de légères
introduit, au lieu de -> l'expression (208 d), — y-, trouvée ci-dessus
FLEXION D'UNE TIC.E PRIMITIVEMENT COURBE
modifications, à des tiges courbes, et même torses ou naturellement tordues. On arrive à cette généralisation par la considération suivante :
Il est un principe fondamental applicable à tous les déplacements très petits que subissent les éléments des corps; c'est que les effets des diverses forces extérieures sur ces très petits éléments s'additionnent simplement les uns aux autres. 11 en résnlte que si nous voulons étudier l'action, sur un élément, d'un système de forces, il est indifférent de considérer la forme primitive et donnée de cet élément comme étant celle qu'il affecte lorsqu'il n'est soumis à aucune force, ou bien comme étant celle qui aurait pu lui èlre imprimée par l'action déjà subie d'autres forces.
Définissons une tige primitivement courbe, une tige ayant partout une courbure finie, et dont la section transversale très petite soit partout égale tout en n'étant pas nécessairement orientée partout de la même manière : en sorte que nous puissions toujours dire qu'il existe un système de forces qui, en agissant à l'intérieur sur chacun des éléments de cette tige, serait capable de l'amènera être droite, et cylindrique ou prismatique. Représentons-nous donc ce système de forces sous l'action desquelles la tige aurait pris une forme droite et cylindrique, et appliquons, à la tige ainsi rectifiée, un système de forces égales et opposées; la lige sera ramenée à son état primitif. Or cet état de la tige peut être calculé comme si la forme droite et non torse était sa forme naturelle. On a ainsi, pour chaque section transversale, certaines composantes et certains moments de rotation, À, B, C, A', B', G' qui sont exactement contraires à ceux qui amèneraient la tige à avoir une forme droite. De ces six quantités, les trois dernières peuvent être immédia-
tement obtenues au moyen des équations (187), ri = — - — :,; ra=...
(p. 422); car comme, sous l'influence de ces trois moments, A', B', ('/ la tige supposée droite revient à sa forme naturelle ou primitive, elle acquiert les rayons de courbure p~ , p7 et la torsion p qu'elle possède originairement d'après sa forme géométrique donnée. On peut donr poser
Pi '?* P
x9ff, X*g exprimant toujours les moments d'inertie principaux de la section, d'une superficie cr, de la tige; et 5-2 ayant l'expression (177) don-
née vers le commencement du § 48, expression qui se réduirait à
p 2v.9, si la section était circulaire (*).
Ce seraient, disons nous, les moments de rotation exactement opposés à ceux-là, qu'il faudrait appliquer à la tige, pour qu'elle devint prismatique.
Si maintenant, on amène la tige à un état nouveau quelconque, différent de son état naturel, et si l'on imagine qu'elle passe d'abord par la forme droite prismatique, puis, de là seulement, qu'elle parvienne à sa forme nouvelle et définitive, on devra d'abord, pour amener la ti^e à être droite, appliquer à chaque section transversale les moments de rotation
Kgy.a Ko-).2 Erê--
Vi Pi ~P
et ensui'e, pour l'amener delà forme droite à sa forme définitive, on devra lui appliquer ces moments différents d'intensité, comme de sens :
E^ Erita _ E*^
Pi ' Pa . ' ?
de sorte que dans les équations (189) et (191), p. 428-9, on devra attribuer aux moments de rotation A', b", C des valeurs, sommes algébriques de celles-ci, ou y faire :
A^W(L_!); ,^E^(L_i); c=WI-± \pi pJ \?ï pïi \p
Et ces équations subsistent après comme avant la substitution, car, pour les établir, on n'a en aucune manière fait usage de l'hypothèse que la tige fût primitivement droite. Par suite on a, pour les tiges primitivement courbes, les six équations suivantes d'équilibre de translation et de rotation qui ne sont autre chose que les six équations (188) et (191) du jj 50, pp. &25, i'20 en remplaçant dans ces trois der-
nieics, rr r,, r par -, -, -, et les moments ou couples A', B\ (7 par les
Pi '?■> P
C) Ainsi, il ne faut ]>ns oublier que --- esl une expression géométrique analogue à <- el à /-, mais multipliée par le rapport des deux eoellicienls d'élasticité) et qui a une expression variant avec la tonne »lu contour des seclions. (Noie du g 18.)
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trois expressions à parenthèses binômes que nous venons d'écrire :
^•(Aa1-f-B*î-hCa) = — l)
" (Aft -h B,ef + (#) = — V
^(AYl + BYs-f-CY)
ils \ p 6
=^ (— B+oU8-f ßV, H- yWJ;
Pi y o (5/ p y pi p.
±(A-«üt — ßV. — tWJï
Jt« / 1 1
y \ Pi P«/ Pi \Pî Pi
«ÄH-^-hY.Wi — «JJ,— ftVt— TlW3);
où?, Pi,p3 sont des fonctions de s connues et déterminées par la forme primitive de la lige donnée.
; 56. — Flexion d'une tige ayant primitivement la forme d'une courbe plane, sans torsion ou non torse).
Comme exemple, j'examinerai le cas simple d'une tige qui est primitivement sans torsion et où la ligne des centres de gravité des sections transversales se trouve dans un plan parallèle aux ./•', y' . plan qui contient aussi l'un des axes principaux de ces sections. Je suppose, en oulre, qu'aucune force n'agisse sur l'intérieur de la tige qui est soumise seulement, à ses extrémités, à l'action de moments
(') Il est bon de rappeler que les trois premières équations ("210) sont posées entre les composantes de forces parallèles aux axes fixes des x', y', i', car elles ne sont autres que celles (188) du £ 50, p. 425, qui, lorsqu'on ne veut avoir que des composantes parallèles aux coordonnées x, y, i des points d'un élément, doivent être remplacées par les équations (190;, p. 670; tandis que les trois dernières des six équations (210) expriment l'équilibre de rotation autour de parallèles aux axes de ces coordonnées x, y, : des points des éléments.
de rotation dont les axes sont perpendiculaires au plan de son axe ou de sa fibre moyenne, et qui, par conséquent, laissent celle ci dans ce plan. On a déjà vu, § 55, formule (204) page \ \ \ , que si 9, alors, désigne l'angle l'ait avec l'axe fixe des x' par la tangente menée à la tige courbée en un quelconque de ses points, on a :
dj.
Si, de même, on désigne par 9 l'angle fait, avant la flexion avec cet axe, par la tangente menée à la tige au même point, on a :
p., il S
Les autres grandeurs r, les composantes A, B, Cet les moments A', C disparaissent; et des équations (210) il ne reste que la cinquième, dont le premier membre, divisé par X% est -.- ( j et
dont le second membre est nul, de sorte qu'on a :
ds \p, 0, ) ds-
ce qui donne par une double intégration , a et h étant deux constantes arbitraires :
9 = f -+- as -h b.
L'une de ces constantes, />, peut être posée égale à zéro si l'on admet que la tige, à son extrémité (s = 0). soit fixée, ou, comme on dit, encastrée, de manière qu'elle ne puisse changer de direction. Pour * =0, on a alors 9 — ^ et par suite b = 0.
Pour déterminer l'autre constante, il suffit de remarquer que dans la- formation des équations (210), on a, au moment de rotation B' agissant sur une section quelconque, substitué la valeur
laquelle devient alors :
Il = ho-),- — ^-î — - = hrrVa ,
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ce qui donne
a peut donc être déterminé en particularisant l'expression précédente pour une des extrémités de la tige, et en donnant à B' la valeur du moment qui s'y trouve appliqué.
Pour trouver la forme même de la tige, il faut se rappeler que l'on a, d'après les formules (185, du g 49, en effaçant <> devant 1,
— = snio , —=cos » ;
(IS ' us
ce qui donne, par intégration, et en substituant pour ç sa valeur
jQ \ tffÀV
Si l'on se représente la forme primitive de la tige donnée par cette considération, que les coordonnées |, Ç, de chaque élément, soient des fonctions connues de s, on aura aussi
= sin •? , — = cos ? ;
et l'on peut par conséquent écrire
r*(dl B's rf? . B's\ .
J0 \ds Lr7AJ rfs L(7À3
,'s/'^ Ws dï . B's , , .= Tcos— ^ rsinr— «s«
q y/s " EcrÀ-' ds Et).-
^ 57. — Petites déformations d'une tige primitivement courbe.
Il est extrêmement important, pour les applications, d'avoir des formules représentant les très petits changements de forme des tiges primitivement courbes. Pour établir ces formules, je remarque que
les coefficients ou cosinus a, ß , qui déterminent la position d'un
même élément après les déplacements, diffèrent alors très peu des
coefficients correspondants S, jj, déterminant la position du même
élément avant les déplacements. On peut donc poser :
oc = S -+- a' , ß = ß -h ß' , etc. . . .
a', ß' étant des quantités très petites dont on pourra négliger les
carrés et les produits, Si l'on introduit ces valeurs dans les équations
(181), (182) de relation entre les neuf a, ß et si l'on observe que
ces équations doivent également' être satisfaites pour les à, ß,.... on obtient, entre a', ß' les équations :
^ii ^ iJiiJi ' ii'i u'
üa' + ßß'-H^^O; K< + FiK + Tjl) + (vi + FiPi + Y.ïl I =0, b2a' -+- ß2ß' + y;/) + (« «; -f- ß 3'2 +7 $ = 0,
(« ■', + P Pi + Y YD ■+ («>' + P4P' + YiY'.) = 0.
Toutes ces équations sont satisfaites à la fois si, au lieu des neuf
petites quantités a', ß' on en introduit trois nouvelles, p, pt, p.2 en
fonction desquelles les premières seront exprimées au moyen des formules :
u'i==P9a — P\ > a, = P0Li — P{Ji a'=/'ia> — ÎV1'
moa) p;=pJ— pp., p;=ä— pj. p'=.p7p2— a,
\ y\=i>i(—py^ y2=/'ï, — /',y> y' = />,y,> — /v*v
Si maintenant dans les équations (185) page Ï20, qui définissent les quantités r, on introduit les valeurs a = ä -h a, etc., en négligeant
de même les carrés ou les produits des a' ou des p...., et si, en
outre, on désigne par r les grandeurs formées des a comme sont les r des a, on obtiendra :
— dw, -
dp*
dp
ri = '2 -+- -77 H" Pri — /V
H- /V* — Vtr
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ou, si au lieu des r, ou met les inverses des ravons de courbure,
1 1 . . . . 1 —i — et la torsion - >
Pi Pi ?
L—L = 'll'i + l!2_L
O» 0;, «S Oj 0
rfs
Pi
Ces différences sont très petites. On pourra donc, dans les équations (210), partout où p, pt, p, se rencontrent isolément, les remplacer respectivement par p, pi, pâ ; on pourra de même, dans les trois premières de ces équations (210) remplacer les a par les a. Enfin on pourra encore considérer comme connus les forces et les momenls U. Y. W, ü1,...., car si ces forces non réciproques, telles que la pesanteur et l'inertie, agissant sur les points intérieurs des éléments, sont exprimées en fonction des coordonnées ;, rn 'Ç de leur point d'application déplacé, on peut, en négligeant les petites quantités d'ordre supérieur, substituer à ces coordonnées celles H, yj, Z, du même élément avant le déplacement, de la même manière que l'on a substitué aux
cosinus a, % par lesquels elles sont multipliées, leurs valeurs
primitives, a, >, qui en sont très voisines. On peut alors, sans
autre modification , intégrer les trois premières équations (210), page 457, ce qui donne, K, L, T étant des constantes dont nous connaîtrons tout à l'heure la signification :
Aat + B?, -f- Gâ = / Uds H- K,
Afr H-Bp; +C<Ï= / W/.s + L,
Imaginons que l'une des extrémités de la tige (s = 0) soit fixe, et que l'autre (s-=l) soit soumise à l'action des forces extérieures; les composantes de ces forces ne sont autre chose que les valeurs des premiers membres des équations ci-dfssus, pour l = s; elles sont donc égales à K, L; T puisque, pour s = / les intégrales qui figurent dans les seconds membres s'annulent. Les constantes K, L, T, intro-
«luîtes par l'intégration, trouvent donc ainsi leur signification méc.nnique.
En multipliant ces équations respectivement par at, ßt, -;r puis pnr x i ß » Ys> Pu's Par a' ß> ï ^ en additionnant chaque fois, on obtient les expressions suivantes de A, B, C :
A = V, f Uds -+- % f Vrfs + Ti f Wds + lv 7t + Lß7+ Ty7 :
\ _ fl _ /»ï * _ /»J - — -
(21 lW B =-a, I Uds + ßs | Vrfs H- Y2 | Wrfs -b K«2 + Lß, -h TÏ2 ;
f IMs -+- ß f1 Us + y f Wds -f- K» H- Lß -+■ TV
Les A, B, C étant déterminées de cette manière peuvent être considérées comme des grandeurs connues, et les trois dernières équations (210), § 55, page 457, prennent la forme suivante lorsqu'on y introduit les quantités p que les (210 a) définissent :
dsyds p p,J p\ds pi pj p2yi* p., py) d*\d» Pi p) Pi\ds Pl p^l p\ds '_p pi)
= J_ (A — dJ- — ÎÎV.-yW,
r,rr
(h \ ds ÖT Pi
Pl
pi
= ^(ot,ü1H-ptVJ -+-7iW4 — «iü,— ^V8— j,W
Ces équations différentielles sont linéaires par rapport à />, ;>t ,'jo,; mais les coefficients sont dépendants de s puisque p, fr p~ sont des fonctions quelconques de s. Les équations (189) et (191) trouvées au g 50, et toutes celles qu'on en a déduites jusques et y compris le g 54, pour de petits déplacements de tiges primitivement rectilignes, sont comprises dans les précédentes dont elles sont des cas particuliers: à la condition, toutefois, <jue ces précédentes équations (212) ne s'appliquent pas au cas où la tige aurait subi une très grande extension
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longitudinale, cas auquel ne peuvent évidemment convenir les équations dont on parle.
En intégrant les équations (212), on trouve les expressions de /;,/>,, /a,, et, par suite, on arrive facilement à déterminer la forme de la tige courbée. Pour cela, en se rappelant (g 49, page 416) que S, vj, Ç ont été pris pour désigner les coordonnées, par rapport aux axes fixes des x', y', z' dans l'espace, d'un point de l'axe ou de la fibre moyenne de la tige, c'est-à-dire du centre de gravité de celle des deux bases d'un élément ou tronçon de tige, la plus proche de l'extrémité où l'on place l'origine des longueurs s, nous poserons :
ç = 5 -h V , v = ïj -+- y' , K = ? -f~ ç' ;
ç\ r/, C étant les petits déplacements éprouvés par ce môme centre, et ç, y), l, ses coordonnées primitives. Rappelons-nous aussi que nous avons désigné (au même g 49, page 419), par o la proportion très petite de l'augmentation éprouvée par la longueur de cet élément, et posé, pour les projections de sa longueur nouvelle sur les x', \j ', 2', ( 1 83) d\ = y, ds f 1 + 0) , drt = ß ds (1 -+- D) , dÇ= v ds (1 h- D) . Nous aurons :
; = / a ( 1 -h Om/s = / (a + a') (t + 3) r/s ,
t/ll Jo
,3== / * ß (1 -f. D) ds'= r* (F-+- PO (1 -H <>) d» ,
ç= I Y(f-hö)v/s= / (y + y'JC -+3)ds .
Mais on a aussi :
\ — I * 5rfs , Ä = / ßrfs , £ = f ' yds :
par conséquent, en négligeant les petites quantités d'ordre supérieur, et en ayant égard aux (210 a), l'on a :
£' = ? — 1 = I (*'-f-a?) </s = (/a*., — />.,?! + 3UW>' ,
t/ — „ — ^= / S.( ß' 4- ßÖ) ds = I ( /, £ — pJf, + §3 1 (/s , S' = Ç — 5= / (y,.+ Y3)^s= / (ftS-M + ï^s-
.'il t/0
On ne peut pas ici, comme dans ce qui précède, négliger les termes
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iû8 on multipliés pai «5, attendu qu'ils peuvent être de même ordre que les
x\ fj , qui sont consei'vés. Au contraire, on détermine î) d'après
l'équation (187 a) du même § ï9, page 422, au moyeu de la foi mule
.aoldfioilqqe Juoa -mol iup (, b eobofli iennoo no Jo
abnoooa soi b'iodß'b gno'i ^~E^' nimcz3
gnoiißui
En introduisant celte valeur ainsi que les valeurs de p, pt, p, dans les expressions ci-dessus, on aura la solution complète du problème.
2 58. — Intégration des équations concernant les petites déformations d'une tige primitivement courbe.
-«Y.8 ^ luingôJni n imàJgya nb noiiß'i§6Jni'I VA
.iioiti , . .Bnn, 8pJn , . , , , omâj
Les équations (212) du 8 précèdent sont toujours înlegrables, si 1 on
suppose toutefois que les quantités o, a, [±, -;, relatives à la position
naturelle de la tige, sont données en fonction de s.
Posons pour abréger :
.anoiißupo iubn aob 9ui5i8'{a un <(m sol "ißq -t eob oJißl leo wp
u, =_! (-B +«fiî -f- ^Vâ -hyW^ ,(TC1]
-moo aoIß'pj'JJni sol oun Jio/ no ;(8^ -q M - ,- .- uo ;î ,/t <rv
U =g; (5-.U, VßJx -h YiWt -aiü2 i- ßj2 - flfljîj
jf Jnoe (()!£') enoiJßUpo sob aoJùIq
où A et B doivent avoir leurs valeurs données par les équations (211).
Introduisons en môme temps de nouvelles fonctions \\ , v,, v, telles
qu'on ait :
890 JnßnJitedijg U9 ftoTlo n3 .89tiißci)id'iß eoJnßtanoo aob jri08 0 f*.\ ,0 no
dpi P* _P i_ vi 'lui, 11 Pt_ 'I* da^ha^igj^(ppv
P^ r/.s- nfli; «r; /-' rfe 07 p )l )frio f/s p| !-j^Juni~2
iaq aorném-ao Ol) enoilßupa
Par leur moyen, les équations (212) deviennent : 'iijoq - sol »iv no omnioo teini Jiß'iuß not üo Jo ....
V1.. <lv, v, v </v.> v v, rfv v. v,
«s p p., as p, p «s p2 p,
noiJ: f uoiJnlo JnßnoJnißm enoupilqqA
Ces deux systèmes (21 4) et (215) sont manifestement de même forme
et ne se distinguent que par leurs seconds membres. Dans le fcys-
lèmc (2to) les seconds membres sont des quantités immédiatement
i, inconnues, lundis que dans le système (214) les seconds membres ne sonl
déterminés que lorsqu'on a trouvé, au moyen des équations (215), les
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grandeurs vt, v2, v qui ne sont autre chose, d'après les équations (210. b) que les produits par y.2, X2, .r2des changements survenus
dans les grandeurs r=— . Ces deux systèmes sont d'ailleurs linéaires,
et on connaît les méthodes d'intégration qui leur sont applicables. Examinons le système (215); nous négligerons d'abord les seconds membres ut, us, u, c'est-à-dire que nous intégrerons les équations
«S p p2 US Pi P <IS Pi pi
Lorsque nous aurons la solution pour ce système, nous oblicndrons les intégrales complètes du système (2 15) en faisant varier les constantes. Et l'intégration du système (214) se fera de même en intégrant le système (210) et en taisant subir aux constantes une nouvelle variation. Tout le problème se réduit donc à l'intégration du système (210).
Si l'on considère que les grandeurs p sont les inverses des r, et que les neuf coefficienls ou cosinus a, [i ... satisfont, d'après la définition qui est faite des r parles (185), p, 420, au système des neuf équations
da
différentielles (196), (197), (197. a) delà forme ~j- = rl as — r4 x1 , . . . .
(page 434), mais où l'on aurait, seulement, remplacé les r, i\, ra par
r, rt, rs ou r, -, - (§ 54, p. 446); on voit que les intégrales com-
P Pi Pa
piétés des équations (216) sont les suivantes :
(2 17) vt== aoti ■+■ b'fa -t- cy, , v2 = aa, -j- 6ßa 4- c~t , v = aâ-f- b^-\- c~;
où a, b, c sont des constantes arbitraires. En effet, en substituant ces expressions dans les équations (216), elles sont satisfaites, vu que ce qui multiplie séparément les constantes a, b, c est nul en vertu des neuf équations (196), (197), (197. a) supposées satisfaites elles-mêmes par
les x, [i et où l'on aurait mis, comme on vient de dire, les ■= pour
les r.
Appliquons maintenant à cette solution la méthode de la variation des constantes, c'est-à-dire mettons, non plus dans les équations (216) mais dans les équations (215) les expressions (217) de vt, v , v, en faisant varier a, b, c, aussi bien que a, ß lors de leur différcnlialion
par rapport à s. En effaçant tout ce qui multiplie les a, b, c cl qui
iüö uiAP. !v. — riGES iiiÀii.-.
doit être nul connue on vient de le dire, l'on obtient
— da — db — de
— (7a — db — de
<x3 -=- -+- ß, 7- -f- y., T = ii, , as <ts as
-da - db de
ds ds ds
Ces équations du premier degré étant résolues comme à l'ordinaire, et
en se servant, pour simplifier, des relations (192) du § r>0, pige ï~)l>,
ou, plus simplement encore, en les ajoutant après les avoir multipliées
par an pt , y( , puis par as, p8, y2, enfin par a, p, y", donnent :
da _ _ db — - de _ _
— = «lU| + a2us -+- ail , ^,3=^ -h |i,u, 4- pu , j-s = Tlu, -!- Y2U2 + v.l.
D'où, par intégration, «0, 8£, c0 étant des constantes arbitraires,
a = — I (o^Uj H- a2u2 + «u) ds H- a0 ,
(21 7 a) | b = — ï (ßjU, -h ß2u2 -h ßu) ds -t- b0 ,
c = — J (Tlu, + y2u2 H- tu) à"s 4- c0 .
Ces dernières constantes se déterminent facilement. Admettons que l'une des extrémités de la tige (s = 0) soit fixe, et que, par conséquent, en cet endroit, l'on ait a' = 0, p'=0, cte , ou bien p = 0,
p{ = 0, p2 = 0. Soient N, P, Q les moments des forces extérieures qui agissent à l'autre extrémité (s = l), décomposées suivant les axes fixes des x\ ij', %' . Les mêmes forces, décomposées suivant les axes des .'•, y, z, relatifs à l'exlrémilé(s==Z), donnen-t, par rapport à ces axes, ds moments de rotation
M1==(N,1_hPßI-hQYl)p M,= (Na,H-Pp1 + QTl),, M=(N*+Pß + Qr)l.
Nous avons dit au £ 55 (p. 456), pour préparer rétablissement des trois dernières équations (210), que ces mêmes moments ont, pour un
i ii,- i . k I 1 1 \
point quelconque de la tige, \ùS valeurs hs y;- f = — - j ..., ...; et. p;ir
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conséquent, eu é-.ird à (210./,) puis à (21 i) les valeurs suivantes :
ïjv, /'^i i P± /'\_ I.- „
"s Pi P
V'-s ,&_> pV
On a doue, en particularisant pour s = /, cl substituant à v,, v2, y leurs valeurs (217),
— M, = («8a0 -h ßi&o 4- v„), • E^ ,
— M = (««„ +[Ï60 + >J, • Etfj
équations qui donnent en les résolvant, re qui se t'ait toujours simplement au moyen de trois additions précédées de multiplications par <zp as, a , les valeurs suivantes des conslanles:
«o = — çT («iMj H- a2Mg + dJI) ,
1 — — - Ci
e0 = — jj£ (7iMi + Ï9M2 H- ÏM), •
'»Up
On voit donc que les quanlilés v se trouvent complètement dr'erni i nées.
Passons mainlenant au système (214) des équations différentielles où les inconnues sont p^p^p. Nous pourrons évidemment poser, tout à l'ait de la même manière que pour les vp v,, v :
(2 î 8) Pi = /'«,-+- 0ß, +■ hr, , p2 = fa, + (ß2 + /r;2 , y, = ß + g| -H % ;
(*) Dans le livre de Clebsch, les trois termes de chacune des parenthèses de ces expressions des constantes a(), />„, f0 sont affectés respectivement de dénominateurs/-, /-, ^--; les valeurs de — Mj, — H21 — M se trouvent multipliées aussi respectivement par /-, !?{&, affectant de même les seconds membres — E <s vt , — Ejv?, — tjv des li ois équations qui précèdent. Il nous a semblé que c'était une erreur, provenant sans doute de ce que l'auteur n'aura pas l'ait attention, en posant celles-ci, que les seconds membres de celles (214) ont /-, /-, .c-- pour dénominateur.
En tout cas, notre changement n'a pas d'influence sur ce qui suit.
où f, g, h sont des constantes par la variation desquelles on trouve, un moyen des équations (214) les valeurs suivantes correspondantes
™r U) ' $ - . - v -.a : iahioißfb ,ftod
l = j RWi*P*ftpH(Aob^.
-bnis^iaam %b ai? _ _ wpmh è oihrcièb
:dijiis4/n [fall + M? + ËX\ to9b^.
' ° V" _'* I Ii'up-ruo ;gqi03ob89i-» Xûa p/^+ï^ + I^ ,/* + /,,,;
1 ü V "'" « « öiol sol oiloqqo.no'np oo Jo seulement, les limites de l'intégration sont différentes. Celles-ci offrent cet avantage, qu'avec la supposition déjà faite, et maintenue ici, à savoir que les p doivent s'annuler avec s, on doit avoir : , ? °, '°k i& «s eqmol nu
jnomôlà loi nu'b ,- >nr,i8
La question de la détermination de ces constantes d'intégration se trouve donc immédiatement résolue,
Les formules précédentes se simplifient notablement lorsque la tige présente certaines formes spéciales. Par exemple, si la ligne des centres de gravité des sections transversales est un arc de cercle de rayon a, et si le plan x'z' qui contient cet arc de cercle contient en même temps l'un des axes principaux de chacune des sections transversales; si, de plus, on prend pour origine le point s = 0 et si on choisit pour axe des z' la tangente en ce point à la ligne des centres de gravité, de manière que l'arc de cercle donné se trouve dans l'angle formé par les z' positifs et par les x' négatifs, on a alors : r il noiJooa on
_ _ s -l (o.QIJ . s -do «oo Jiubài
a, = y = COS -, Yi— — a = Sin-;
et par conséquent
p~a = a , p = Oj = <x> .
: eioï xuob inßiJmrioilib no (imob ß nO
On voit que ces valeurs entraînent l'évanouissement d'une multitude de termes des formules qui précèdent.
£ 59. — Équations de mouvement des tiges élastiques.
Les considérations qui précèdent peuvent acquérir un développement beaucoup plus important si on les applique à l'élude du mouve-
§ o9. — ÉQUATIONS DE LEURS MOUVEMENTS
ment intérieur des corps, au lieu de les restreindre à celle de leur équilibre. On sait qu'il suffit pour cela, d'après le principe de d'Alembert, d'ajouter aux forces agissant sur l'intérieur du corps, et qui figurent dans les équntions d'équilibre, les forces nécessaires pour détruire à ebaque inslant les accélérations des divers éléments; et nécessaires, par conséquent, pour maintenir en équilibre toutes les parties du corps; ou, qu'il suffit (ce qui revient au même, et est plus simple), d'exprimer l'équilibre dit dynamique entre les forces motrices et ce qu'on appelle les forces d'inertie de ces parties. Les accélérations que possède au temps t un élément quelconque du corps, csli niées suivant les axes fixes des coordonnées ./.', //, ;', ne sont autre ebose que les seconds quotients différentiels de ses coordonnées par rapport au temps t. Si donc II désigne le poids de l'unité de volume, le poids d'un prisme infiniment petit dxdy<lz sera Udxdyd:-; et si x', y', z' désignent les coordonnées, par rapport aux axes fixes, d'un tel élément quelconque de la tige, les forces d'inertie, ou les forces capables de détruire, à l'instant /, les accélérations de cet élément, seront
cl oupeio! jr; Àum'idï zol
Or, on peut, en se servant des équations (179.c), g 49, page 417, Ä;'=;4-al(.c-f-M) + ,.... exprimer, en fonction de ;, rr „ x. ;,.... les coordonnées de ebacun des points de la tige. On peut alors considérer comme d'ordre supérieur de petitesse les quantités linéaires u, v, w, et poser z = 0 puisqu'il s'agit seulement de points situés dans une même section transversale qui correspond à une valeur déterminée de s; section où se trouve l'origine des coordonnées locales z; ce qui réduit ces équations (179. o à :
On a donc, en différentiant deux fois :
x' t'1*' (-* ira
-illurn onu b iiiomoe r r ^ r r 0Jjp jjoy nQ
2dupi»36là 293Ü $pb~Ji&mtvua{fc eb 1Jzâ&.t£tip3. — .63 §
-oqqol'j/'jb nu li'i et' cl1 il1 J il1 'snoiißiobignoo 39J
-°'funl , . , , , .!mi^J/kqiUDOijr,odtM. ,
Introduisons ces valeurs dans les expressions rJlb.a) qu on vient
170 ui.w. n. — ih;;:s mîm.ks.
d'écrire pour représenter les forces d'incrlie de l'élément dont la niasse
est -dxdiidz; et calculons les sommes des composantes et les sommes
des moments de rotation de ces forces par rapport à chacun des axes
fixes des .(•'. y', ;•'.
• Nous aurons d'abord les expressions suivantes des sommes de leurs
composantes, pour un tronçon de tige de longueur ds mesurée dans
le sens z :
~ 9 ds Jj Jfdxdyh^y ds JJ \*A?\fî+\ ëë) h
- -dsj] -ldxdy\=--ds^ (jïi + rVt^y -;)./,%, - ds JJ w dxdy = - - ds JJ [w + x w + y - ) dxdy
El comme les h, rt, Ç, a, ß sont indépendants des coordonnées
transversales x, y, qui sont celles des points de la base du tronçon, ces expressions, en ayant égard aux équations suivantes provenant de ce que les origines des coordonnées mobiles x, y sont aux centres de gravité de s bases ou sections,
vdxdu = 0 , Il ydxdy = 0,
JJ
acquièrent les valeurs simples :
ii g n . dH il . 5ç
~r tï* ~ii ^' ~r ^'
Quant aux trois moments composants totaux de ces mêmes forces d'inertie [2 1 S.aj autour d'axes menés parallèlement aux axes fixes d'espace, des >'-■',//, ;', par le point .*•' = ;, y'=-rt, gmfflfe nous verrons, comme il a été dit au § ôO, à propos des forces X', Y'. // agissant à l'intérieur des tro iç.ons (p. 426), que l'on peut prendre .r' — ;, y' — rt, :■' — Ç pour leurs brjs de levier, en sorte que les trois moments sont:
r d& jj -jjß (//' — r.) — ' , | (;-' — :) Ifodifi
). ' • iq
JJ I
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ou bien :
—g (tsJJ I ! rr+'Tr !> TF) ™ + lßi) ~
_ 0 ,/s CC tâSt 4 .,. Sfe jji y ÖÄ (./Ti + ,/v/ _
El si Ton a égard aux équations suivantes, exprimant que l'origine des coordonnées mobiles est au centre de gravi lé de la section transversale et que les axes des x, y sont ses axes principaux d'inertie :
J xdidy = 0 , j ydxdi/ =11, J -njdxdij = 0 ,
I r'dxdij =Va . j ifdxdij = /.'<r ,
on a simplement, pour ces trois sommes de moments, les valeurs
- :, *$s i '- y- 7¥ - *■ w) + *' v'2 7J- "* tï
- " offl J £ (oÄ - ?, 777) + »M ^ fj^R'fe) ! '
Ce sont ces composantes totales et ces moments totaux des inerties
des tronçons de tige, de longueur ds, qui doivent, dans les équations
d'équilibre, être ajoutés aux forces et aux moments donnés.
îl < Si on compare les expressions zds — > des composantes
des inerties, à celles Uès; Xds, Wds (g 50, p. 425) des forces motrices, et les expressions des moments composants, que nous venons d'écrire,
à celles (l^1W1 — 7^ + £2W2 — ';SMs qui mil été données (même
$ 50, p. 427) des moments composants des mêmes forces motrices, on verra que l'addition de ces forces et de ces moments composants des inerties s'obtiendra en substituant aux neuf U, V,....W, des ex-
472 BaWi ci.-vp. iv. - ......s mm.
pressons citées, du § 50, les quantités suivantes, sayo^^ç-
,-offt eoLJo EDljâ^t eoln^oqiu n .,£**, , .a , n j^KJj
a U, L — ? t— : al,, L. tV ëvr» » a ^s*. Ll» l7y-' ~cûk,>
noonci! 0 M l «Tl r.v < '2 ' y ■ '
éQLfiuBx ■ n É3 ßI §"¥"' y —L1 fcfflfr «yiuogài . u J%.
à w, W-^|^t u*, ay.-^VJ; àw„ Çir¥^^:
Par cette simple substitution, on pourra trouver les équations de mouvement qui correspondent à tous les cas de simple équilibre statique examinés aux §§ précédents, jimil-anoi
Je ne m'occuperai particulièrement que du cas où la tige est primitivement droite, et où elle s'écarte très peu de sa position naturelle. On peut alors remplacer 2! = cos (#,#'), ß, = cos(//, y'), y== cos (2,2'), par l'unité, tandis que les six autres cosinus sont ou nuls ou ti|ès petits; et, on peut, comme on Ta déjà dit aux §§ 55, page 441, et ^4, pages 449, 450, où u, v, w sont les petits déplacements d'un centre de seclion, faire :
. _p _v*LT^ #_-^ _/« 1 â__v _^' -_ff lg —.b. «i-,>.-ï-rr% "— -»-/v P- ** — 9%* %T^ài
Z — u, x = v, ,jinfti^i$rrttMb3 ei osve
Les trois composantes totales et les six moments totaux de rotation
ci-dessus deviennent alors respectivement:
î noraioJ 9b enoiJßlliogO i
ÏT n yf*~" Tl IT _i_n„ »^+ J ^e)
U t -777 » ^i » L', H <ry.--p— .
9 ( l' 1\ s£,3 oJimil-noiJibnoo&l ostf F
v--4-, v.-L1^^, v., ohaîîo 9ldß0pifefn9i àJêhqoiq Äf. oi^2]'n9fn9Jß?bommi *
\\ __ i1 a Lu! , w I iîr^'^mditiu^l afranytë^' >
0 £9 .]< l* ' '/ ' ' /v : ' 9 f-tfnV
Si l'on met ces expressions des composantes et des moments des
forces tant motrices que d'inertie agissant à l'intérieur de la tige en
mouvement, à la place de celles U, Up U.,, des composantes et V, V,, V,, VV,-Wt, Ws des moments des seules forces motrices, dans les équations (20ÎW), (209r), (l»/), (p. I5Ô, 4M) de l'équilibre de la tige en repos, équations qui ont été déduites de celles (20(5), p. 4i7 ou (188) p. 425, et (180) p. 128 en supposant les déplacements des points partout très petits, et les directions des x, il z peu différentes de celles des a-', //', :■', l'on obtient, en y joignant relies (2<)<)/'), (200/*), p. 'iï\ï les neuf équations suivantes où l'on se rappellera que K, L, T représentent |j^5l, p. 450 équation (105), et g M, p. 452, équation (20! M |, les composantes totales dos forées ;t,u iss.i n t su| l'extrémité de la ligo. A', I", ('.'
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(§50, p. 424 ou § 28, p. 170) leurs moments totaux; enfin, U, V, W, Up (§ 50, p. 425, 427) les composantes totales et les moments composants totaux divisés par la longueur <1s d'un tronçon de lige, des foi-ces extérieures qui agissent, comme la pesanteur, sur les points de l'intérieur de ce tronçon :
ob anoib
•"-n.,'1» &o*M [; /W, II r2u n.# <"n
ri ( z- (Z g av (j (Zct-7
-de oidi \u$tàlo& = T â^ + V+ ft~ J a ffî& jpf Pz^TP '' avec les conditions-limites
I Jo l! V *7 " v s/ , ■ - , + S "H W <7jölif
: oiiß!
_ l Oscillations longiditunales Et <-r-l = — \V H — a t— ;
I avec la condition-limite E<r( — ]=T .
noiJßloi ob zujsJo] aJnom '
i Oscillations de torsion Et^2 ^ =\l — Vi-+- - <t rt' + x*) gdr ;
(918/ZÏ ' *'a" ^
f avec la condition-limite E^ä fXïj = C .
On peut voir immédiatement que la propriété remarquable offerte par les équations de l'équilibre, d'avoir leurs variables inconnues séparées, subsiste dans les équations du mouvement. Les oscillations transversales autour des axes principaux des sections, les oscillations longitudinales, et les oscillations tournantes ou de torsion peuvent être déterminées indépendamment les unes des autres (*).
H tW Ta(Mft'i n wefi)
(') II faut faire attention aussi que, dans les deux dernières, E<f3s doit avoir la valeur -177, du commencement du § 48, p. 419, savoir :
-ClJpVilJOU gS; ;E^s = G^-, + i^_J ^^o_yL^,j(/TJ ? ^ no tn0j)doI
expression provenant de la formule (87) du § 50, p. 200, qui a été réduite de celle (80) du
est éeale
§ "2^, p. 194, en supposant les sections s symétriques, et où B0, fonction de x et y, c [ii«3 dejla Note du g Ol, form. (<■), p. 2lij] à — ou H , //0 ou 0= -^ étant l'angle de
torsion
Vi Î <uw. iv. — ïWrtiS m!m:ks.
Les considérations générales concernant des oscillations de celle nature ont déjà été développées aux %% 1!) e! 20. Ko cherchant les solutions générales des équations de mouvement qui précédent, lesquelles solutions se présentent sous la forint! de produits de
eos (1,-J) ou de sin {hnt) ,
par une fonction des coordonnées, ici de la coordonnées, l'on détermine les oscillations isolées qui peuvent se produire dans la lige, eu égard aux circonstances données. Les coefficients kn sont les racines d'une équation transcendante, toutes réelles et positives. Ces racines déterminent la hauteur des sons produits par les vibrations de la lige,
car les différentes valeurs de— représentent les nombres de ces vi-
brations qui sont exécutées en une seconde (*).
Inoi
d% n <ï: r d* u iP v
I. - Observâtes sur les termes g^ • ^,^ &&* M
équations (218 b) et de celles (222) qu'on aura au \ 61. — Os termes proviennent des inerties dues aux petites rotations alternatives qu'éprouvent, autour d'axes tracés sur elles par leurs centres de gravité, les sections transversales de la tige vibrant transversalement, et dont l'axe, en se courbant, incline ses divers éléments en des sens alternativement opposés. Comme toutes les équations posées sont fondées sur la supposition que
ou l'arc île rotation relative des sections pour l'unité de rayon et l'unité de longueur de tige, et w étant, le déplacement longitudinal ou dans la direction .~-, du point (x, y) de la seclion, que le fait de la torsion gauchit ou courbe généralement ; déplacement dont la détermi-
nation dépend de l'intégration de l'équation [(/") même Note, p. 214] ^x + — jj — {) Ïfl8f la.condmon (q) 7- h7'/K°s/' + ( — j x sin/; = 0 aux points du contour de la
• \c X L ■ I \t if l J
COS U P V
section où la normale fait avec l'axe des x l'angle p, en sorte (pie — -r- - — " , coellicient
si n y c \
dilférentiel tiré de l'équation en x, y de ce contour.
On a aussi, pour délinir ^ ou E \ jM'équa.ion M.ou-C $?&$'% étant ce ,p,i
est appelé — G' par Clebsrh. savoir le momeiit. autour de l'axe des :. ou de la ligne des centres de graute des sections, des forces qui l'ont tordre, en sorte ipie E<r3-pcut être (fleriniur par l'exp ''■rnuice pour îles prismes à section He toute forme.
Nous avons dit, au reste, à la Note du § iS qui s-uit l'équation (177), p. Il,"», cl déjà au même
n1 '.) delà Note du S r'l . «in'<ni y 3-z=.~y—t _/ ■ ■, exactement pour toute section elliptique
et approximativement pour celles d'autres fohffie.
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l GO. - Vibrations longitudinales d'nne tige droite.
Pour res vilnal ions longitudinales, I équation transcendante e&lacjlc à établir, l'osons, pour le déplacement Longitudinal w d'une section,
w = wn eos {hnt) ,
wn étant simplement iVniction de :-. Si nous supposons que les forces
extérieures soient nulles, ou que
la première équation rJIN.ri relative aux vibrations longitudinales de-
viendra
ir n/.2 w
dont l'intégrale la plus générale est:
p*» «. = k ^j s/tj + b» jjj ('■,.■■ 71) •
l'épaisseur de la tige, parallèlement aux plans des vibrations composantes, est assez petite pur rapport à sa longueur pour qu'on puisse négliger, devant l'unité, le carré de leur rapport, les inerties de rotation, dont on vient de parler, sunt de meine ordre que les quantités qui ont été négligées dans le calcul: et les quatre termes différentiels du quatrième ordre ou du tioisième ordre de u et de r par rapport à t et à j. n'ajouteut rien à l'approximation qu'on aurait déjà en les effaçant.
Aussi, en verra, au £ 61, que lorsqu'il s'agit de calculer les vibrations transversales, Clebscb supprime le-1 À2 dans le dénominateur de (227 e) kn comme si l'on avait réduit les équations (218 b) et (222) à ce qu'elles sont lorsqu'on néglige les termes différentiels en question, ou, ce qui revient au même, lorsqu'on établit les équations des vibrations transversales comme si les sections restaient parallèles à elles-mêmes, ainsi qu'ont fait tous les auteurs à l'exception de M. Bresse [Cours de Mec. (ip}d.} n" 1 i5 de 1859 ou I iO de 1800 ou 55 de 1880) qui, pour l'exactitude et comme on voit, avant Clebscb, a cru devoir faire accessoirement un calcul à part et rigoureux, de ce qui vient des couples d'inertie dus aux vibrations rotatoires des sections.
2. Observations sur les termes affectés de la tension ou traction lonaitudinale T. — Ces termes sont la seule partie réellement inlluente que Clebscb ait ajoutée aux équations connues de vibration transversale. Il les fait nuls aussi, à partir de l'équation (-27/') du même g 01. Mais, auparavant, en supposant forte cette traction T, il en avait montré l'inihience qui se reproduit, à deux dimensions, dans les questions de la plaque et à [dus forte raisou de la membrane, traitées §§ 78 et 7'J. ( Voir ci-après, à notre grande Noie du \ 75 sur les plaques, les n°* 10 et -'u. |
Admettons maintenant que l'extrémité z = Q de la tige soit iîxc. Alors w et par suite wn doit être nul pour cette extrémité qui ne peut prendre
ÄnRMM'l!0110118- Cola cxiSc flu'on ait upiBffi euoiJßadi7 89bofjL']iIqmß' [,ish<\ m (J ;
riHôsta 0WI(jg 9Upif)ohàq vupioul ijhLiioqob gJnîoq 89* ob nuaßrio ob
c^Mi w = \j sint ^' s 1 /— )cos(/i t)
lubm'ßs K& luoq Jnßgiirtlb-iTnV, V %/ uhetinqto
Si l'autre extrômilé de la tige est aussi maintenue fixe, w doit également disparaître pour z=Zj et cela n'est possible que si
sinU- /4 /il)— o .
ogilßlobuliffiojJzo'lgiuqobJio'ia tnoilßllio80fl obobuJilqmVlolina'ißq la Telle est, dans ce cas, l'équation transcendante dont il était question ci-dessus. Les racines sont faciles à obtenir : le sinus ne peut s'annuler qu'autant que son argument est un multiple de z. Les racines de l'équation sont donc :
K./Ëg ^ /VI, 3;r ßg
^iVn' TVli TV^'
et les nombres correspondants d'oscillations par seconde sont:
no^oupia' nfajjï -^Î/Ëô ," IvÄj
-29 Jnenc ^-^ 2/ y "ïï ' m y ~n ' 2/ V "" 'l9''I(! ôn ^ ol iijoI .'ijj9JjgnoI 9lß§o'b Boihßq iv no 9y/l ßl Jri9üivibr-
Le premier de ces nombres donne le son fondamental de la lige ;
les autres, les sons supérieurs dits harmoniques. Ces derniers ayant UN nombre de vibrations double, triple, etc., sont l'octave, la quinte de l'octave, etc., du son fondamental, et ils se rapprochent les uns des autres 4'autant «pluß qu'ils deviennent plus élevés, car le rapport ? des nombres de vibrations de deux sons voisins se rapaVioiiftorlluot J noo gol 9mcn
proche d'autant plus de l'unité que n est plus grand.
Le son fondamental détermine donc complètement les sons harmoniques qui l'accompagnent. Le nombre de vibrations qui lui correspond est, comme on le voit, en raison inverse de la longueur de la tige, en raison inverse de la racine carrée du poids spécifique, et, au contraire, directement proportionnel à la racine carrée du module d'élasticité de la matière dont la tige est formée. Ce module peut donc être déterminé par la hauteur du son fondamental.
Le son fondamental, cl avec lui la série entière des harmoniques,
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s'abaisse lorsque la longueur de la tige augnienle, et lorsque le poids
spécifique devient plus grand; il s'élève, au contraire, lorsque le mo- 'ifbii'rirtj. !:.,!< .,, , , ai ujO'J inoq Tun oij'jTioö ,/m ofiue icq h
dule d élasticité s accroît ( ).
Il convient de remarquer que c est pour le seul sou fondamental
que la lige entre en vibration dans son entier. L'amplitude des vibrations
de chacun de ses points dépend du l'acteur périodique sin ( knz i /__ J
qui entre dans l'expression de w. En y introduisant pour k sa valeur
ifiin J uè rigî
TZ
ce facteur devient sin —jr-f Pour n=^\, on voit que ce môme facteur,
et par suite l'amplitude de l'oscillation, croît depuis l'exlrémilô delà lige
b fl89 olloT /
jusqu'au milieu où elle atteint son maximum; en effet, pour -•— s;
il acquiert sa plus grande valeur qui est l'unité. Mais, en général, ce facteur s'évanouit pour
-'iL
, . Jn08 dblIOOSS T/iGf 8nOlJßJJL')2o'b élîflfillflQngâïlOa SfVIillTtûIl J>ùiièhte
k étant un nombre entier quelconque; c esta-dire que pour le n son harmonique de la tige, il y a n — 1 de ces points que l'on appelle nœuds qui ne prennent pas part au mouvement et (fui, également espacés, divisent la tige en n parties vibrantes d'égale longueur. Pour le premier harmonique, la tige oscille donc comme si elle était composée de deux tiges ayant chacune la moitié de sa longueur; pour le second harmonique, comme si elle était formée de trois tiges ayant chacune le tiers de la longueur, et ainsi de suite.
L'intensité de chaque son harmonique, en particulier, dépend du mode d'excitation ou d'ébranlement de la tige. , [ ^
Comme les considérations qui précèdent subsistent tout entières lorsque, dans l'expression de 10, Ton remplace le facteur cos (kj) par sin (k t), on obtient l'expression la plus générale de w, en faisant la somme de tous les termes obtenus par celle substitution, et en
<^Ö ÎVJJJJ^IIUI 1>L -IJ jr.i-JIlll »WIHl 11J(JI"' "J* "" vJUiHIU^ ,JOJ JJ11ULJ
uß ,lo ^onpiiioôqg abioq »b 9imco onrici ßl ob oaio/ni nogißi 09 oluboni ub ootigo oninci ßl h lonnoihoqo'iq Jnomobs'iib .oiifiiinoo
(') Le son fondamental est, comme ou voit, pour les vibrations longitudinales, indépendant de la grandeur delà section transversale : cela s'explique en considérant que chacune des libres oscille comme si elle était isolée. Il en est autrement, comme on verra, pour les vibrations transvcrsal5s.0.lôjjn0 oh;J?/ ß, j^ 30yß }o .[ßjnomßbnol 008 »J
17N ■ i.iui1. iv. — ïigi- mincks.
introduisant, à lu pince de ku 1rs valeurs trouvées ci-dessus On a ainsi :
+ sin2?(ß,cos^ + C,sin^)
. Sof/J 7)(nzt ,, . ^/-r/VlUOt ]
H-sin-^- B-cos — ; — |-^3^iii -t~ -h .... , I \ l l j
• , no« d ,, • . , , I .?na , . „
ou les B, C désignent des constantes arbitraires et ou l on a pose,
pour abréger
Les constantes B, C peuvent toujours se déterminer de manière (]iie la tige ait eu un état initial arbitrairement donné; c'est-à-dire que les déplacements et les vitesses des élémcnls, à l'origine du mouvement, soit pour / = 0, aient eu des valeurs représentées par des fonctions données de z. Soient /'(;•), F(;) ces fonctions, l'expression ci-dessus donne, pour / = 0,
ziflz n . Or«
[w)t^)=f(z) = Vlün1 -f-[!äsin-^H-Brisin-^+ ;
(M =V(,} m <& k sin 0 H- 2C, sin SS + 5C3 mu ^ + ] .
On a deia vu, a plusieurs reprises, dans ce nui précède, comment
0 i i -il
on doit déterminer les constantes B, C, au moyen d'équations de cette espèce. En effet, h représentant un nombre entier quelconque, mulli-
plions ces équations par sin-y-dz et intégrons sur toute l'étendue de
la tige, c'est-à-dire de 0 à /. Tous les termes du second membre disparaissent à ebaque intégration, à l'exception d'un seul, le terme qui contient BA ou C,, ; et nous obtenons
j f[z)sm — dz = ^^ J^[,)^i-r<h = n-llt;
ce qui détermine très simplement les coefficients B/(. fv si les fonctions f et F sont connues et données. De celte manière on voit que le problème se trouve entièrement déterminé. Ces fonctions n'ont d'ailleurs d'influence que sur l'intensité relative des divers sons rendupar la lige; tandis que l'élévation de ces sons est, pour une même
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lige, déterminée exclusivement par les coiiditions-lini'.tes, c'est-à-dire par l'état de liberté ou d'assujettissement de ses extrémités.
Si on change cet état, les séries de sons produits sont différentes. Par exemple, n'admettons plus, comme nous l'avons fait dans ce qui précède, que l'extrémité z = l soit fixe; au contraire, supposons- la libre. Alors w ne doit plus s'évanouir pour z = l; mais, à cette extrémité, la tension doit toujours être absolument nulle, puisque aucune force de traction quelconque n'y agit sur la tige.
Revenons aux équations de la fin du £ 50, p. 173. La nouvelle
hypothèse correspond à T = 0, c'est-à-dire à (-77) = 0 . En
prenant toujours pour w l'expression (221) et en égalant à zéro son quotient différentiel par [apport à i, spécialisé pour z = /, on obtient dans ce cas :
cos
Les racines de cette équation s obtiennent en égalant 1 argument du
iïnor»
cosinus à un multiple impair de ~. On a donc
''" ~ Il \ n ' 1/ V 5 ' 2/ V »
La série de sons déterminée par ces nombres est pareille à la précédente; mais le son fondamental est d'une octave plus bas que dans le premier cas, attendu que le nombre des oscillations est moitié moindre. Le premier son harmonique est ici la quinte de l'octave du son fondamental, et ainsi de suite. La position des nœuds correspondant a chaque vibration considérée isolement n est pas non plus la même: car. comme on a en général
_ In — i r. IYjj 2 7 y n
le facteur dépendant de 2 dans l'équation (221) devient
Si 11 ( — 9 j ;
et ce fadeur s'évanouit lorsque l'on pose [qmiî
oup 1Ï07 no oi'ji ; — . iinoo Jnog d io '\ 8noiJ
-liß'l ~>l i'iq ol
Pour trouver les nœuds, il faut donc alors diviser la .lige en un nombre impair de parties égales, ce nombre étant donné par Je rap-
port du nombre des vibrations correspondant au son harmonique que l'on considère, au nombre de vibrations du son fondamental. Les nœuds sont alors tous les points pairs de division, en parlant de l'extrémité fixe de la tige, supposée être le point zéro.
L'introduction des conditions dues à l'état initial se fait absolument de la même manière que dans le cas précédent. L'expression la plus générale de «?, formée de l'addition des solutions partielles est ici
sin
r-î / ' ant „, . OttA
Y ( I}< cos Tj/- + Li sm 2j- ) sin —y- I B2 cos -^j -+■ L2 sin -^y
f¥fi où a a toujours la valeur y— • Désignons encore par f(z), F (z) les
fonctions donnant les déplacements initiaux et les vitesses initiales des éléments ; nous aurons, pour t = 0 :
w,..-PW-a
CiSin— ^ H-oC2sin — H-
Pour déterminer, au moyen de ces équations, les constantes B, €
en fonction de l'état initial, on les multiplie toutes deux par
sin — — -j- — —dz, et on intègre pour loulc la longueur de la tige, ou
de z = 0, hz = l. Alors tous les termes du second membre disparaissent, excepté le terme B. ou C , et l'on a :
Cl (L2h — I ) rz- I
f0fi*)to{".U * = &''
C> . (2/i — 1 ) nz han
de sorle que les B, G se déterminent immédiatement lorsque les fonctions /"et F sont données.
£ 61. — Vibrations transversales.
Je passe au problème des vibrations transversales qui est de la plus grande importance, principalement en ce qui concerne les vibrations des cordes. Le problème des cordes vibrantes a été Irait i * , depuis
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d'Alembert, de bien des manières différentes ; on déduit ordinairenient sa solution de la théorie des corps parfaitement flexibles, c'està-dire d'une théorie tout autre que celle qui vient d'être exposée. Cela revient à négliger', dans les équations [2lö fy de la ni du 2 59, page i7~. les termes dépendant du module d'élasticité E et des rayons d'inertie •/., a de la section transversale. Mais, d'une part, on ne peut, en aucune manière, considérer des cordes, et surtout des cordes d'acier, comme des corps parfaitement flexibles; et, d'autre part, il semble peu justifié de négliger, tout d'abord, les termes de ces équations qui contiennent les quotients différentiels de l'ordre le plus élevé; ce procédé peut être justifié par le résultat, mais il ne l'est jamais a priori (*).
Admettons donc que les deux extrémités de la corde soient maintenues fixes, mais sans élre déterminées en direction, ou, comme on dit, encastrées. Les conditions limites seront d'abord, pour ces deux, extrémités, que les déplacements u, v soient loujours nuls. Kn second lieu, de ce que les tangentes à la ligne des centres de gravité des sections peuvent y avoir des directions quelconques, il résulte qu'à ces mêmes deux extrémités les moments de rotation doivent être nuls. Ces moments (\'){, 'P>');, s'évanouissanf, on a aux extrémités, avec les conditkms </ = <>, p^Of les suivantes qui résultent des équations (218 M iBQ^yuoi uoi öilqilliirn eoi no li JßJa'I ob noilonol no
uo <o-%il ßl ob •luairçnt^/jrotH^uoq ^^ir-nH'l.
• i-jirxioffi bnoooâ.ub eotruioi acd.guo) ^^olA .\ = i ß .0 = s ob ce qui détermine complètement le problème.
* r r Jf!988Ißi
En examinant les deux premières des équations générales ('218 6), l'on voit qu'elles sont absolument les mômes, sauf que la première, qui doit déterminer u, contient le ravon d'inertie a2, tandis que la seconde,
(*) Dès 1741-1743, D. Bernoulli (t. XIII des Mémoire» de Saint-Pétersbourg), et en 1744 Euler [Additamentuin de Curvis élasticis), enseignaient que la délermination de l'ordonnée de la courbe qu'affecte, dans une de ses oscillations simples, une lame élastique vibrante, dépendait de l'intégration d'une équation simplement différentielle du quatrième ordre, et que les équations des courbes répondant aux diverses oscillations simples contenaient des paramètres, tous racines d'une même équation transcendante. Ils déterminaient donc les durées diverses de ces oscillations. simultanées qui se superposent. Mais la détermination de leurs amplitudes, pour un etat initial supposé connu, ou la solution complète du problème des oscillations d'une lame qui vibre seule, fut donnée seulement en 1827 par Cauchy [Exercices de mathématiques), et en 1828 par Poisson [Mémoires de l'Institut, et ensuite Traité dé mécanique, 2e édition, 1855). J'y ai ajouté en 1S:»7,-1S57 la détermination des oscillations qui sont prises lorsqu'une masse étrangère et censée rigide est unie quelque part, ne fût-ce que pendant la première demi-oscillation, à la tige ou barre; ce qui m'a permis de résoudre le problème des chocs transversaux, etc., comme on verra à la note finale du présent £ t)l.
qui devra déterminer v, contient le rayon d'inertie x9. Cette circonstance a une signification évidente : si les deux moments d'inertie principaux de la section transversale ne sont pas les mêmes, les mouvements vibratoires effectifs se partageront en deux mouvements vibratoires composants, dirigés chacun parallèlement à l'un des axes principaux de cette section ; de sorte que les séries de sons correspondant à chacune de ces composantes seront différentes, et différeront d'autant plus que les moments d'inertie eux-mêmes auront des grandeurs plus inégales.
Imaginons les déplacements initiaux et les vitesses initiales de chaque élément décomposés parallèlement à ces deux axes ; chacune de ces deux séries de déplacements composants et de vitesses composantes donnera lieu seulement à des vibrations parallèles à son axe spécial. Les deux parties du problème peuvent être traitées tout à fait séparément, et, vu l'identité de forme des équations qui contiennent u et v, il suffira de considérer celles qui déterminent les vibrations dépendant des valeurs de u, par exemple.
Ces vibrations sont définies par les équations suivantes : pour tous les points de la tige, par la première équation (218 b) dont nous retran-
chons les termes U et — — - , parce que nous ne supposons aucune
force s'exerçant sur les points de l'intérieur de la tige, ce qui réduit cette équation à
(929ï vÀ* — — T d— n n fî" -4- n ) v ['u ■
avec la condition qu'on ait, pour les extrémités : (222a) («Uo = 0' (£) =0'
\CZ ' z = 0
- Enfin, pour satisfaire à l'état initial donné, il faut qu'on ait
f(z) représentant les déplacements initiaux, F (z) les vitesses initiales, décomposés parallèlement à l'axe des x ou des //.
Pour trouver les vibrations simples ou isolées, posons d'abord, ?/ étant une fonction de z seul,
u = u cos kj.
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Portant cette expression dans l'équation (222), nous obtenons l'équation suivante en uh :
[kn $Pun n n tßu
223 E ri l — " =T-sr^-h - <rk>- il — - ri 7. 2 , -^ .
Celte équation simplement différentielle, linéaire du quatrième ordre, possède, en général, quatre intégrales particulières de la forme ea"" , qui, par leur composition linéaire, c'est-à-dire au moyen de leur addition après multiplication par quatre constantes, formeront l'intégrale générale. Si l'on pose
et si l'on introduit cette valeur dans l'équation précédente, on obtient, en supprimant le facteur commun e"'r\ l'équation suivante en a. :
EriV =T«« -h - <r£ — - VvV *2 ;
d'où l'on tire
Eri2 2#E~ V \^°X2 ~9W
nk*
" 2Eris 2#E~ V \2EaX 2^E/ E#Àa
et si l'on pose, pour abréger :
on a :
Le coefticient b ne dépend que de la forme et de la masse de la tige, tandis que a dépend en outre de la tension longitudinale T de cette même tige. Si fcB, coefticient du temps dans u = un cos kn f, est réel,
la première des deux valeurs de an ,
Vi w 1 7 £wy
est positive, et a/4 est réel. Mais la seconde valeur est négative et donne
par suite %n imaginaire. Je remplace cette valeur de an par — ß2 en
posant :
bWk* A 11 bW \* (225) ft = - a« H— ^ + y (^ - ~^J -f- l£ .
Les deux intégrales exponentielles de la forme e?z*~ l , e-?n _1 correspondantes à cette valeur se transforment en sinus et en cosinus, et au lieu des quatre intégrales particulières
„"■ s „— a 2 s s v'— 1 -s: si— 1
on peut introduire les quatre suivantes :
eV , e~ V , cos pfca , sin ßhs :
de sorte que l'intégrale générale de «M est
(220) un = kn cos £uz H- BM sin ßn* + C/V + y- V ;
où A;i , Bn , Cn , DM désignent des constantes arbitraires.
Introduisons cette valeur dans les équations (222. a), (222.6) nous aurons, pour déterminer les constantes, les équations suivantes :
-PiV^C. + DJr^O,
AM cos M + BB sin fij -+ C/'n' + dne~ %l = 0 ,
- K (K ™s M ■+■ K si" M + < (V*1 + DM<T V) = 0.
Laissons un moment de côté le cas particulier où a" = — ßn, qui sera examiné tout à l'heure ; ces équations donnent immédiatement
An = 0, C„ + D„ = 0, BBsinßBZ = 0, C„A'-+- D„e-V = 0. Il n'y a que deux solutions possibles; ou bien que l'on ait Cn'=0, D„ = 0> avec sinßH/=0,
et, alors, [W doit avoir l'une des valeurs
ou bien que l'on ait Bn= 0, et Cn = — Mrt;-el alors on doit avoir
ht j — / — a i
ce qui exige, pour *nl l'une des valeurs suivantes :
aJ = «s/— T, 2zy/-I, 5^-1
Celte série est la môme que celle qui vient d'être écrite pour ß;//, mais multipliée par s/ — 1 . Cela montre que l'on reproduit la solution
précédente dans laquelle on remplacerait ß par • — -- ; par conséquent,
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les grandeurs exponentielles qui, pour cette seconde solution, restent 'dans l'expression de un, reproduisent, à cause de l'exposant imaginaire, précisément les mêmes termes trigonométriques que l'on obtenait avec ß dans la première solution. Ainsi celte seconde solution ne
donne rien de nouveau, et il n'est pas nécessaire de la prendre en considération.
Mais ce dont il convient maintenant de dire quelques mots, c'est le cas où a et ßB seraient égaux et de signe contraire. Cela se produit d'après les valeurs (224), (225) de j!n, ß* , lorsque
(227 a) r~~Vj + b% = {)'
Dans ce cas, l'expression (226) n'est pas l'intégrale complète de l'équation (223), qui prend la forme
où l'on a posé
2E<rts 2</E ' L'intégrale complète de cette équation devient alors :
(227 c, «H = (kH-i-Vj)e" + (CH+[>nz)e-" .
ce que l'on peut vérifier facilement par différenriation. Les équations de condition (222. a), (222. 6)\ donnent :
Am-hCi=0,
^(AB-+-BB)H-2c(BB-HJ = 0,
(As+BB/)aci+(Cw+Dn/)e-cZ=0,
«" ( A„ + V) ed ■+■ *' (CB + 1), /) e~ cl + 2c (B,/' -+- \e~ cl) = 0 .
On conclut facilement de ces équations que l'on doit avoir An=Bn=CB=DB=0; par conséquent il ne peut y avoir de vibrations isolées qui correspondent à l'hypothèse considérée.
Il ne reste donc que ia solution (227), d'après laquelle a doit avoir les valeurs
et, par conséquent, en se reportant à l'équation (225) et en la résolvant par rapport à kn, on trouve pour kn les valeurs suivantes :
'*«<*)*„— ^y p+xv - Tïy /äH-4).V ' ' * * * 76 y 7+äv
Ces valeurs sont toutes réelles. Cela confirme l'hypothèse qu'en général il ne se produit que des oscillations réelles, c'est-à-dire des mouvements véritablement périodiques. Mais la série des sons dus à des vibrations dont les nombres s'obtiennent en divisant par 2- les nombres ci-dessus, n'a pas, en général, le caractère simple des séries trouvées dans les cas de vibrations longitudinales ; les nombres de vibrations, dans l'unité de temps, qui constituent ces divers sons, n'ont pas entre eux des rapports numériques simples.
Cependant, lorsque la tension est très grande, et que la section transversale est très petite, cette simplicité des rapports est encore obtenue avec une très grande approximation. En effet introduisons, dans le terme général de la série ci- dessus, les valeurs de a et b; nousobtenons :
(Wie) /• __»vA(T/2 + nVK^)
Si a devient assez petit pour que, malgré la grandeur habituelle de E, on puisse, sous le radical, négliger les seconds termes par rapport aux premiers, on obtient alors la série arithmétique suivante :
tt la *2n la or la
rysî» TV*' T\/d o
(*) Ici l'auteur suppose la tige parfaitement flexible, au moins dans la direction où elle fléchit, mais soumise à une traction longitudinale mesurée par T (ainsi désignée depuis le § T>4, troisième formule 209 c),
.Tout à l'heure, en réduisant (227 c) à (227 f), il rétablira l'élasticité de flexion, mesurée par le terme «'»'E^X8 du numérateur sous le radical, en supposant la tension ou traction longitudinale T, nulle ou négligeable.
Mais on peut observer que dans l'un comme dans l'autre de ces deux cas, il efface au dénominateur le terme + n9 n2 ),- provenant , comme nous avons dit dans la note finale
du g 59, des termes différentiels tels que - X-<t -. , .,. » négligeables absolument au
g dl* dl- ° °
môme titre que d'autres quantités qu'on n'a pas môme cherché à faire entrer en ligne de compte.
Il est vrai que lorsque n devient extrêmement grand, r»a ns X*-peuf n'être plus négligeable devant /*. Mais alorj kn n'est plus relatif qu'à des vibrations partielles que leur faible amplitude, et leur période excessivement courte, rendent négligeables.
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On voit d'ailleurs que l'approximation sera d'autant plus grande que n sera plus petit ; elle sera donc aussi grande que possible pour les premiers termes de la série. Cette série est la même que celle qui a été obtenue pour les vibrations longitudinales; elle comprend le son fondamental, l'octave, et ainsi de suite. C'est cette même série que l'on obtient aussi dans la théorie ordinaire pour les cordes vibrant transversalement et supposées parfaitement flexibles. Le nombre des vibrations du son fondamental est proportionnel à -A/ — • Ce son, avec
toute la série des harmoniques, s'élève lorsque la tension T s'accroît ; il s'abaisse lorsque la longueur, le poids spécifique ou la superficie de la section transversale augmentent. Il est, en outre, très remarquable que X a disparu de cette série, de sorte que l'inégalité, signalée plus haut, entre les séries de sons correspondants aux vibrations parallèles à chacun des deux axes principaux n'existe plus dans cette nouvelle hypothèse.
Il en est tout autrement quand, au contraire, la tension longitudinale T est très faible ou tout à fait nulle, comme cela peut avoir lieu pour un ressort ou une lame élastique (feder) dont les extrémités sont simplement posées sur des appuis. Faisons alors, dans le terme général ci-dessus, T = 0; et, vu que l'épaisseur de la lame, par conséquent X, est une quantité fort petite vis-à-vis de la longueur /, négligeons aussi, au dénominateur, le terme raV'X8 devant /2, ce qui peut se faire pour les plus petites valeurs du nombre n, nous aurons :
(«n <.= fV^
Dans ce cas nous obtenons une série de sons dont les nombres de vibrations sont en rapports simples ; mais ces nombres croissent comme la suite des carrés des nombres entiers successifs : au son fondamental succède immédiatement sa seconde octave.
Dans le cas le plus général, on n'obtient pas une série simple de sons, puisque n se trouve encore sous le radical. On ne peut déterminer numériquement la série entière que par les nombres de vibrations, supposés connus, de deux sons. Ce résultat est d'autant plus remarquable que la position des nœuds, est la même dans tous les
cas, et est tout à fait simple. En effet, puisque $n = -y1, on a, pour le facteur qui dépend de z, dans l'expression de un,
sm -y- ,
quantité qui s'annule pour z = tout nombre entier de t'ois- • Donc ,
dans tous les cas, les nœuds du n[èmc son partagent la longueur / en n parties égales; en sorte que la tige, lorsqu'elle rend le nième son, se
comporte comme si elle était formée de n tiges d'égale longueur- , qui
donneraient toutes ensemble leur son fondamental.
Les valeurs de kn peuvent servir à exprimer l'état initial. D'après ce qu'on a dit de l'exclusion nécessaire des termes exponentiels à exposants réels, et de la réalité nécessaire des coefficients kn affectant le
temps / dans les séries de sinus et de cosinus en lesquelles se sont naturellement transformées les exponentielles à exposants imaginaires, l'expression la plus générale de u est :
u= 2, (Bncos^+CBsiny)sin-r.
On a donc, pour l'instant initial t=0, [conditions (222. c) ]
n = sc n = x
» = m = z Bn sin x ; 77 =l {z) = 2- A"C» sm T ;
tout à fait comme dans Je cas des vibrations longitudinales ; et le même procédé qui a été employé pour celles-ci (§ 60, p. 478) donnera :
J'appliquerai ce qui précède à un cas particulier. Je suppose que la tige tout entière se trouve , originairement , dans l'état naturel. Les points compris sur une très petite longueur de la tige, (Mitre z=Ii -h £ et z=h — e, ont reçu la vitesse initiale u0 ; tous les autres points de la tige ne possèdent aucune vitesse initiale. Dans ce cas/ (z) est nul en tous les points, et, par suite, tous les coefficients B disparaissent. F (z) n'est différent de zéro qu'entre z = h — s et z = lt 4-e, et, dans toute celte étendue, il a la valeur constante un. Puisque cette fonction F s'évanouit en dehors de ces limites il y a lieu, dans l'intégration, de n'avoir égard qu'à leur intervalle; on a, par conséquent:
C =— sni— r-ï/s = — r- cos — —. -— cos — Vi -
lknJh-, L »drB|_ / / J
An,, . ilnh . iir.i sni — r sin
nitkn " l I
Si, comme je l'ai admis, i est très petit par rapport à /, on peut
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remplacer siu—r- par -r^ , et il reste, en définitive
un_4jr-sin-p .
L'état vibratoire tout entier est donc représenté par la série :
it =— j—( .— sin -r- sm — sin h\t-\- T sin —r- sin — p sm /.,/ -+-....
Les termes de celle série décroissent manifestement puisque les
nombres kv I;, croissent, d'après leur expression (227./*), comme
les carrés des nombres naturels. Le son fondamental prédomine donc, et les sons harmoniques deviennent de plus en plus faibles à mesure que leur hauteur augmente. Il peut même y avoir un ou plusieurs de ces sons harmoniques qui manquent complètement, ce qui arrive si le point d'ébranlement de la corde coïncide avec le point nodal d'un son, par exemple du riimc son. Alors, d'après la définition des points no-
daux, on a sin -y- = 0; et, en même temps que ce facteur, le terme
correspondant de la série s'annule (*).
Je n'entrerai pas dans l'examen d'autres cas particuliers ; j'ai eu surtout pour but l'exposition 4de la méthode générale qui est développée plus haut. On trouvera, dans Poisson, Traite de mécanique, 2e édition, 1855, tume II, page 568 et suivantes (**), l'étude
(*) Par exemple si h = - , comme sin -y- prend, pour » = 1,2, 3. 4, 5 les valeurs alternatives 1,0, — 1,0,1,0,— 1..., les termes où n est pair manquent, et les autres sont alternativement positifs et négatifs.
(*') Poisson après avoir donné (n° 519, p. 371 de son livre) l'équation
dt* + n dz* ~~ '
qui est celle (222) ci-dessus, réduite dans son second membre au deuxième terme, ajoute qu'il y a, en outre, des équations à satisfaire aux deux extrémités ;:■ — 0, z^=l delà tige. Il observe qu'à cet égard il pourra se présenter six cas différents selon qu'à chacune d'elles la tige sera encastrée, ou simplement appuyée, ou entièrement libre. Comme ces six cas se raitent, contintie-t-il, de la même manière, il en prend un seul; non pas, comme Clebscli, celui de l'appui aux deux bouts, qui se traite, ainsi qu'on voit, avec des séries ne contenant que des sinus circulaires où les paramètres k procèdent simplement dans la proportion des nombres naturels 1, 2, 3 ... , mais le cas plus complexe de liberté aux deux bouts,
où les conditions sont -j-^ — 0, -rzi= 0 pour ;• = 0 et pour ; = /. Ce cas exige que l'inconnue u ait une expression en série de termes affectés à la fois de sinus circulaires et de sinus ou cosinus hyperboliques de multiples de 3 dont les coefficients k ou m sont fournis par les racines, en nombres infinis d'une équation transcendante
cos ml. cos hyp ml = 1.
Ces racines figurent au carré dans les multiples du temps t dont le sinus et le cosinus entrent dans la même expression du déplacement transversal u des points de la tige.
des cas où la tension T disparaît, et il me suffira de renvoyer à cet
ouvrage
C) NOTE FINALE DU g 6 I
De l'Impulsion transversale des Barres élastiques, et de leur vibration avec le corps qui les aura mises en mouvement. Détermination de leur flexion ainsi que des conditions de leur résistance vive ou dynamique.
1. — Vibration* d'une tige produites par l'impulsion d'un corps étranger et sa résistance dite\ive ou dynamique. — Le calcul des mouvements vibratoires des pièces de charpente ou de machines n'intéresse le problème de la stabilité de leur cohésion, ou de ce quo. Thomas Young a appelé leur résilience, et Poncelet, leur résistance vive, qu'autant que ces pièces sont supposées vibrer non pas seules comme le supposent les solutions données par Clebsch, mais unies avec le corps étranger dont l'impulsion, ou brusque, ou graduée, les a fait sortir de leur état d'équilibre ; car c'est pendant cette union, ne durât-elle que le temps d'une demi-période oscillatoire, que les déplacements relatifs des parties de ces pièces atteignent leur maximum et qu'elles courent le plus grand danger de rupture ou d'énervation dont les calculs de résistance ont pour objet de les sauver.
C'est dans cette pensée que Navier, par une habile intégration, a donné une formule des vibrations longitudinales faites par une barre avec un corps pesant qui l'a heurtée à une extrémité, tandis qu'elle est fixée à l'autre (*) ; solution que Poncelet a reproduite en la complétant sur un point (**), et qui intéresse, par exemple, le calcul des dimensions à donner aux tiges de support des ponts suspendus.
Le problème de l'impulsion transversale est d'une importance plus grande
(*) Mémoire sur les ponts suspendus, 1825, n<" 220 — 22(3, papes 148 — 151.
(") Introduction à la mécanique industrielle, 1859, noie dun°522. Une note subséquente, celle du n° 525, n'est relative qu'au cas où le corps heurtant, animé d'une certaine vitesse, viendrait heurter un autre corps étranger, déjà joint à la barre.
Ces solutions sont en série trigonométrique. J'ai reconnu [Compte rendu de la séance de l'Académie du 50 mars I80N, t. LXVI, p. 650) que ce problème de l'impulsion longitudinale peut être exactement, résolu en terme.* finis si on le regarde comme un cas particulier ou extrême de celui du clioc de deux barres élastiques (précédemment traité au Compte rendu. Vi décembre 1860. p. 1108 ou au Journal de Liouville, t. IX, 1807, p. 257 à 570); à savoir le cas où la barre heurtante est d'une section bien plus grande en même temps qu'extrêmement cou île mi extrêmement raide par rapport à la barre heurter.
Pour en tirer des conclusions pouvant modilier celles de Navier, il faudra reprendre la théorie du clioc longitudinal de deux barres en termes finis, présentée et traitée avec détail au mémoire cité de 1800-07, mais en supposant que l'une des deux soit fixée au bout au lieu d'être libre comme l'autre. Ce travail commencé donne lieu de présumer qu'il conlh-
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et plus générale, car il intéresse l'établissement des poutres de ponts, des planchers de bâtiments, etc.
Je vais donc exposer, en les étendant, les solutions que j'en ai données dans des mémoires dont il n'a encore été publié que de courts extraits. Puis, je donnerai plusieurs considérations ou solutions particulières de cas d'impulsions graduées ou non brusques s'opérant tantôt seules, tantôt simultanément au choc ou immédiatement après, et dont les effets, pour mettre la cohésion en péril, méritent aussi d'être pris en considération.
Dans ces solutions, l'inconnue, qui est le déplacement transversal de chaque point, est généralement exprimée par une série où le temps et l'abscisse se trouvent engagés dans des sinus ou cosinus tant circulaires qu'hyperboliques, et où ils sont multipliés par des nombres que fournissent les racines d'une équation transcendante. Les mouvements résultent donc de la superposition d'un nombre infini de vibrations simples ou pendulaires; et les courbures prises, auxquelles il faut imposer un maximum pour assurer la stabilité de la cohésion, ne peuvent être obtenues que par un calcul tant numérique que graphique d'un certain nombre de termes de ces séries.
Mais lorsqu'il ne s'agit d'avoir que la flèche de flerion dynamique, ou le plus grand des déplacements des points, on peut les poser, généralement, d'une manière presque exacte, et dans des limites très étendues du rapport des masses heurtantes et heurtées, en se bornant au premier terme de la série, susceptible, par un développement facile, d'être mis sous une forme très simple. Or, celte expression simple de la flèche dynamique peut, comme je l'ai reconnu dans une multitude d'exemples, être identiquement obtenu sans poser d'équations différentielles, en s'aidant d'une hypothèse plausible sur les rapports mutuels des déplacements, et en y appliquant, d'une manière tout élémentaire, le théorème des vitesses virtuelles ou celui des pertes brusques de force vive; en sorte que rien n'empêchera d'introduire dans les cours, même industriels, cette méthode que j'appelle de deuxième approximation, tenant suffisamment compte de l'inertie des systèmes heurtés, et d'en substituer l'enseignement général à celui qui y est quelquefois donné, pour deux cas particuliers, de la méthode dans laquelle, en abstrayant tout à fait ou en supposant infiniment petite la masse de ces systèmes, on s'éloigne généralement beaucoup de la réalité et des faits.
Je termine cette Note par une comparaison des résultats, soit des formules
mera, à quelques égards, une remarquable intuition de Thomas Young, qui, en 18(17, (A Course of Lectures on natural Philosophy- and Mecanicë Arts, vol. 1, p. 144) avançait que si un corps heurte longitudinalement une barre, et si la vitesse d'arrivée se trouve. avec la vitesse de propagation du son ou de l'ébranlement suivant sa longueur, dans un rapport plus grand que n'est la proportion de la compression ou de l'extension susceptible d'être supportée sans altération par la matière de la même barre, la rësilience de cette matière sera inévitablement vaincue, et le corps heurtant, quelque petit qu'en soit le volume, brisera la pièce, ou bien il y fera quelque impression permanente altérant sa contexlure au moins d^ns l'endroit soumis au choc.
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transcendantes, soit des formules simples nouvelles, avec ceux des expériences de choc des barres, faites par la Commission anglaise de l'emploi des fers, de 1846 à 1849. On jugera sans doute que ce rapprochement confirme d'une manière désirable les formules et méthodes ici présentées. Nous n'en exprimons pas moins le vœu, dans notre conclusion, de plus nombreuses applications numériques des formules transcendantes, et d'expériences nouvelles dont nous indiquons la direction désirable à notre avis.
2. — Équation différentielle indéfinie des mouvements vibratoires transvevsaîix d'une barre dont les sections, et aussi l'élasticité, peuvent varier d'un bout à l'autre, d'une manière même discontinue, et qui se trouve unie avec des masses étrangères dont une ou plusieurs peuvent l'avoir heurtée. — Prenons comme Clebsch, pour axe des z, la ligne supposée droite unissant les centres de gravité des sections de la barre, faites perpendiculairement à cette ligne, l'origine étant à son extrémité de gauche ; et appelons, pour la section transversale appelée o-, dont l'abscisse est z, la barre s'étendant de z = 0äz = a,
u, le déplacement subi au temps t par le centre de gravité de cette section dans le sens transversal x, ou dans le plan de flexion zx supposé comprendre un des deux axes principaux d'inertie des sections cr;
1 ou simplement I, (ce que Clebsch appelle o-).2) le moment d'inertie de a autour de son autre axe principal ;
E^, ou simplement E, le module d'élasticité d'extension des fibres ou éléments longitudinaux qui, tous, sont supposés peu inclinés sur l'axe des z;
p le poids ou - la masse, par unité de longueur, toujours pour l'élément
dont l'abcisse est z, de la barre, et de la matière qui peut lui être unie avec continuité, telle qu'un plancher ou une charge permanente, matière qui contribue à l'inertie du système sans augmenter ordinairement sa résistance élastique ni sa cohésion ;
g la force, de gravité ou autre, qui peut agir, suivant le sens transversal des déplacements u, sur l'unité de la masse - ;
Q, le poids d'un corps censé rigide, d'une longueur très petite dans le sens z, et qui est uni à la barre en un endroit déterminé de sa longueur;
(| / pds-f-Q, le poids total du système ; d{\, son élément;
M(/ ou simplement M, le moment statique, autour de l'axe du moment d'inertie I ou I, tracé sur le plan de a, des forces élastiques ou tensions qui sont exercées à travers cette section, par la matière qui est située au delà de cette même section, c'est-à-dire du côté droit ou des ; positifs ;
F, la résultante, dite effort tranchant, des mêmes forces agissant à travers la section <r, estimées dans le sens de .»• ou de u, qui est tangent à cette section
ÉQU. DES YIBR. TRANS. d'i'N'E BARRE AVEC LE CORPS HEURTANT. Ï!»."i
Considérons l'équilibre de rotation d'une tranche adz de la barre, autour de l'axe, perpendiculaire à c et à x, du moment d'inerlie I de la première des deux sections voisines tt et a =■ o-'-f- da, distantes i'une de l'autre de dz, entre lesquelles cette tranche se trouve comprise. On a, comme on sait (voir ci-dessus)
(a) M==El~.
Il s'exerce à travers la section i', de la part de la matière au-rdelà, un moment égal à celui-ci augmenté de sa différentielle par rapport à z. Il peut être supposé s'exercer autour du même axe que M; mais comme il tend à faire tourner l'élément dans un sens opposé, ils fournissent ensemble un moment résultant
(b) -dz^Ui^
dF L'effort tranchant F -+- dz—- exercé dans le sens der ou de u à travers la dz
section </, produit, avec un bras levier dz, autour du même axe, un moment que nous pouvons réduire à Fdz en négligeant ce qui serait affecté de dzr. En négligeant de même ce qui, dans cet équilibre de rotation, résulterait des forces motrices et d'inerlie pouvant agir transversalement sur la tranche (forces proportionnelles à son volume infiniment petit vdz et ayant des bras de levier moindres que dz), l'équation d'équilibre donne, pour l'expression de l'effort tranchant exercé à travers une section <r par la matière qui est au delà, c'est-à-dire du côté des z positifs,
expression déjà connue pour le cas de El constant (équations (i) de la Note finale du § 29).
Ce premier résultat nous permet de poser l'équation de l'équilibre de translation, dans le sens transversal de x ou u, de la même tranche dont la
masse esl-dz, dont l'inertie est — -dz7— , et qui est sollicitée transver- 9 9 M
salement par la force -g^, outre celles F et — (F -+--%- dz I qui agissent
sur ses deux bases. En égalant à zéro la somme de ces forces prises avec les
signes convenables, on a l'équation
Cette équation, si El=E<xX2 est constant, et si l'on écrit no-, supposé constant aussi, à la place de p, coïncide avec celle (22w2) de Clebsch, § 61,
p. 482, en effaçant, dans celle-ci, son dernier terme qui est très petit du même ordre que des quantités déjà négligées lorsqu'on pose de pareilles équations, et, aussi, le premier terme du second membre, qui n'influe, avons-nous dit, que lorsque la tension longitudinale appelée T est extrêmement considérable par rapport à la force élastique, ainsi qu'il arrive dans les problèmes tels que celui des cordes vibrantes dont nous ne nous occupons pas ici.
Dans ce qui va suivre jusqu'au n° 24 nous réduirons cette équation à
parce que, pour simplifier ces commencements d'exposition, nous négligerons ou abstrairons ces forces g telles que la pesanteur, ce qui est permis en tant qu'approximation lorsque la partie graduelle ou tranquille des impulsions est négligeable devant l'autre. Et il n'y a d'ailleurs aucun effet de ce genre si la barre n'est heurtée (\uhorizontalement.
5. — Équations ou conditions définies, c'est-à-dire à satisfaire pour certaines sections. — Pour les extrémités z = 0, z = a, de la barre, les plus habituelles de ces conditions sont de trois sortes, selon qu'à ces extrétnitôs il y a liberté, appui ou encastrement. On a, d'après les formules (a) et (c),
rA une extrémité libre (ni moment M, ni effort transversal F); El ^— = 0;^-( El =-7
I A une extrémité appuyée (déplacement nul, moment nul) : u == 0 , El — = 0 .
| A une extrémité encastrée (déplacement nul, longitudinalité obligée de la tangente
Pu à la fibre moyenne fléchie) : m = 0 > — = 0;
c ä u conditions dont il faut faire attention que la pre mière El—- r =0 ne peut
<r- U être-remplacée par 7— = 0 que lorsque El est constant (*).
A la jonction de la barre a avec une autre barre à laquelle elle serait soudée, la matière et la section pouvant varier brusquement en passant de l'une à l'autre, mais la direction des éléments de la filtre moyenne et le moment des forces élastiques qui font équilibre aux forces extérieures devant
(') On verra, vers la fin do la présente Note (n° 49, G0, lige à coupe longitudinale para-
bolique) un exemple où 7—^ — <>, sans son multiplicateur I, eût amené une absurdité.
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être les mêmes de part et d'autre de la section d'assemblage (1^, E,. I, désignant dans la seconde barre ce que sont u, E, I dans la première) :
(f) u - w, . — =-r— , El -d— — E,I, -~ au point s=A-
Enfin, au point de jonction de la barre avec le corps Q ou avec la
masse concentrée - dont nous abstrayons ici la pesanteur, mais où l'inertie 9 "
— - —doit être continuellement en équilibre dynamique avec l'effort ou g (tl 1 j «1
avec les efforts F qu'exerce sur lui transversalement la matière disséminée de la barre qui est au delà ou en deçà selon que ce corps est fixé à sa première ou à sa seconde extrémité ; et avec la matière des deux côtés à la fois s'il est placé intermédiairement (cas où les parties de barre en deçà et au delà doivent être traitées comme deux barres différentes) :
Si le corps Q est à la première extrémité s=0 »- c- 1- ~ l El — 1=0.
g i I- Pz \ i :- '
, , ] S'il est à la deuxième z=a . - 7— - — — ( El (- — ) = 0 . {g) > gdt- l :■ \ d*)
S'il est en un point intermédiaire, ou à la jonction des deux barres soudees,- — 7 — — LI— + — tlll^—: -0, outre les troisconditions(/ï.
(J r I - < ; VZr J oZ\ ■ : - " '
Et il faudra satisfaire, aussi, aux conditions initiales de petits déplacements //, donnés, s'il y a lieu, pour t = 0, et, surtout, de vitesses initiales
— connues, ce qui comprendra, comme on verra, la condition de choc de c t
la barre par le corps Q avec une vitesse donnée.
Avant de présenter d'une manière générale l'intégration de l'équation
indéfinie aux dérivées partielles (d') satisfaisant aux conditions définies [e)
ou (f) et (g), donnons, pour fixer les idées, la solution pour un cas simple.
4. — Solution du problème, pour le cas simple d'une barre prismatique homogène, appugée aux deux extrémités et heurtée transversalement au milieu. — Cette solution est celle que j'ai présentée en 1855-1854 à la Société philomathique, et en 1857 à l'Académie, avec de nombreux calculs numériques et graphiques à l'appui (Voir ci-après n05 52, 35,34).
Soit la la longueur de la barre, ou l'intervalle de ses appuis qu'on peut, avec Euler, supposer être deux styles pénétrant au milieu de son épaisseur et autour desquels elle puisse tourner, en même temps qu'un peu glisser au moyen de petites rainures, afin qu'on puisse abstraire toute résistance à l'extension de son plan moyen fléchi. Soient P son poids, Q celui du corps dur (sphérique si l'on veut) qui l'a heurtée avec une. vitesse V.
D'après ce qu'on a dit au n° 5, les deux moitiés de la barre seraient à
traiter comme deux barres différentes qui se raccordent; et on sait que, même dans les problèmes de flexion purement statique d'une barre 2a sous l'action d'un pareil poids, ses deux parties a se changent en deux courbes et non pas en une seule.
Mais, vu la symétrie, au lieu de considérer deux barres, nous pouvons, ici et dans tout ce qui suivra, ne nous occuper que lïune seule des deux moitiés, celle qui est comprise entre les points c =0 et z = a, en imposant simplement à la tangente en ce dernier point, au lieu d'une condition (f) de raccordement, de rester parallèle à la ligne des appuis, qui est l'axe des ^.
Abstrayons, comme il a été dit à la fin du n° 2, le poids de la barre, ce qui est même rigoureux, ainsi qu'on l'a observé, si, verticale ou horizontale, elle n'est heurtée qu'horizontalement. En faisant pour abréger, vu qu'ici I et E sont constants
en sorte que t représentera an temps (*)," l'équation aux dérivées partielles
P (d'), où on a p = ^-, se réduit à
à intégrer de manière à satisfaire aux conditions définies suivantes dont les deux premières sont tirées de la seconde (e) :
en y ajoutant, comme remplaçant la dernière condition {g) d'équilibre de l'inertie du poids Q avec les efforts tranchants exercés tant en deçà qu'au delà de son point d'union à la barre :
On y satisfait en prenant, Jlo , &, m étant des constantes. Z une fonction de s et de m, et V le signe somme d'un nombre infini de termes ou d'expressions de même forme, ne différant entre elles que par les valeurs de m, Jb, 33 :
(o) w= > Z ( j^ — sin h $ cos — ;
moyennant que Z satisfasse à ce qui résulte de la substitution de chacun de
ces termes dans (/), ainsi que dans (m), (n), savoir :
; ;■/ (p) w*Z a'' 7—^ i pour toutes les valeurs de z ;
(') En effet, a est une longueur, I est le produit de quatre longueurs, V est une force, E est le quotient d'une force par une aire ou par le produit de deux longueurs, enfin g est le quotient d'une vitesse par un temps, ou d'une longueur par le tarré d'un temps.
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et pour ses valeurs particulières Ü et a, à
(r) (Wz -T -rV-^ï) Il
L'intégrale de l'équation simplement différentielle (/>) est une somme de
quatre exponentielles e"'" multipliées par des coefficients constants. Uï, en
y faisant Z —e"z on a
m ' = a*!) * , u uu n = — . • — , _ t > ./ i •
_ '" - — Si l'on convertit en binômes trigono métriques les e ~ " et si l'on
groupe les parties tant réelles qu'imaginaires des coefficients de ces deux exponentielles, de manière que les sinus et cosinus ne soient affectés que de coefficients réels, on a, sih, coli, désignant des sinus et cosinus hyperboliques ^ le — e j , - (e 4- e J , une expression de la forme
... mz . m:- nia , nw
.s) A = Csm |-<-iCOS i-L., sili - C-coïi — ■ •
Pour satisfaire aux trois conditions (7) il faut C, H-C. = 0, — C, + C5 = 0, C cos m — Cj sin m -+- C2 coli m -f- C- sili m = 0, d'où :
C1 = 0f C5=:0, Ca = -^S™.
LUil III
On a, aussi, ^j = <• pour le problème actuel, dans lequel nous supposons [u) t=Q=0} ou qu*aucun déplacement des points de la barre n'a précédé
L'instant t=Q du choc. La seule constante qui reste, C, ou plutôt C m
coli m
se fondra avec J\j pour former un seul coefficient que nous pouvons appeler A, et qui, dans chaque terme, dépendra de m. On a ainsi
. mz ., mz
„, SU1 Slll
> — AZ MU — , ou /.
s> m- t cos m coli m
et où les valeurs du paramètre, m doivent être tirées de ce qui résulte de la substitution de cette expression de Z dans la dernière équation définie (r), qui reste à satisfaire ; c'est-à-dire doivent être tirées de l'équation
, . /sin m sih m\ nP , , , 2P
(m) m ( r— = 2 - , ou lang m — tah m=fi~ ;
v ' eus m coli m/ <J U'»
équation transcendante, dite' caractéristique, que nous avons débarrassée, en
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la posant, du facteur m3, parce que la racine m = 0 donnerait Z = 0 ou u = 0, solution étrangère à notre objet.
L'intégrale ainsi obtenue ne sera générale qu'autant que le ^j s'étendra aux termes répondant à toutes les racines, en nombre infini, de celte équation (n). Mais si m en est une racine réelle et positive, — m, m\J — 1, — m \J — 1 en sont d'autres qui substituées à m dans
. m-t L sin — =
ne feront que lui attribuer trois autres valeurs égales à celle-ci multipliée par — \,sj — i> — V — ï« On peut réunir les quatre termes du ^ qui leur sont relatifs en ajoutant leurs coefficients ; il est donc permis (comme l'observe Poisson pour d'autres questions) de se contenter, pour la série ^ de u,
des termes résultant des seules racines réelles et positives de l'équation caractéristique, sans que la solution (t) cesse de représenter l'intégrale la plus générale de l'équation aux différences partielles (/), satisfaisant aux conditions définies (m) et (n).
La même circonstance se produira dans toutes les autres solutions ciaprès et nous n'y reviendrons généralement pas.
5. — Détermination, pour le même cas simple, des coefficients A de la série, de manière à satisfaire aîix conditions initiales. — L'expression (t) représente à toute époque t, ou marquée par le temps t, les déplacements
transversaux des points du système comprenant, avec la barre, la masse -,
car les déplacements de cette masse sont ceux du point milieu î = a de la barre.
Supposons d'abord que les vitesses, à l'instant initial, soient une fonction ^ de l'abscisse s, ou qu'on ait :
En y substituant (t) l'on a, comme condition à remplir :
(x) ZAZ = *'(*).
Pour en tirer l'expression de A en m, multiplions les deux membres de cette équation par Z'dq, d(\ étant l'élément du poids (J — P-f-Q du système, et Z' étant la valeur (t) de Z relative à une racine de l'équation (//) qui soit, ou la même (pie celle m, entrant dans le Z tlti premier membre de
(.>■), ou, différente; et intégrons, en représentant par / les intégrales prises
Ja
COEFFICIENTS SATISFAISANT AUX CONDITIONS INITIALES. UM
pour le système entier dont <J est le poids; nous aurons (y) 2À / ZZ'dq= / mz)dq-,
ou, ce qui revient au même, en séparant les parties des intégrales relatives
li la barre P pour laquelle on a les éléments d(\ =—-1 des parties relatives
au poids Q, et en appelant Za, T les valeurs de Z, T pour z = a ,
{Z) -A (2 Ta f. Wd% + V?) = " k f. V" (;) dZ + *.* {a)'
.Nous prouverons plus loin, d'une manière générale, sans avoir besoin d'effectuer des intégrations qui pour des cas plus complexes seraient longues et pénibles, que les j II <h\ ou les parenthèses comme celle du premier membre de (2), ont toujours une valeur nulle lorsque m' et m sont deux racines différentes de l'équation (m). Bornons-nous à le reconnaître ici en voyant d'abord que si on effectue, ce qui n'offre aucune difficulté, l'intégration par rapport à s indiquée dans le premier membre de (i) , en mettant pour Z son expression (t), et pour Z' celle en laquelle elle se change quand on met m' pour m, on trouve
, . /•,-,,, , "<J tan# m' — tah »1 ) — m ° tan«
(«J / ZZ7/: = — 2a — ! — ï -
JO m* — /h'4
m — tah m]
Cette égalité, qui résulte identiquement de la forme de la fonction appelée Z, a lieu quels que soient les nombres m, m'. Mais, en prenant pour ces nombres, supposés différents, deux racines de l'équation transcendante (u), la première et la seconde parenthèse du numérateur de (av) ont les valeurs
tt-,1 77- » en sorte qu'on peut diviser haut et bas par m* — m*, d'où résulte : ym Qm
Wdz=—
D'une autre part si on substitue Z„ = tangm — tahm = - — , 7 =7 — 7,
r a Qmi La Qm
dans la parenthèse du premier membre de [z), il en résulte bien, toujours quand m et m' sont deux racines de (u), différentes l'une de l'autre,
M 2l/oazz^ + QZBz;=/qZz^q=o.
Tous les termes de la série V disparaissent donc du premier membre de l'équation (y), hors celui pour lequel m'— m; et cette équation, dont le
premier membre se réduit ainsi à A I V d(J, donne pour la valeur désirée
du coefficient A qui affecte le terme général de l'expression en série trigo-
nométrique (t) du déplacement u :
(Ci)
Jz^q »5/0> + Wî
6. — il/ème cr/.s simple du n° \. Particularisation des vitesses initiales, et solution complète. — D'après la nature de noire problème de choc transversal, énoncé au nc \, toutes les vitesses initiales de la barre sont nulles, et
V est celle de la masse-, en sorte qu'il faut, dans la valeur (rx) de A, faire
$ (a) = Y et toutes les autres valeurs de $ (z) = 0, d où
QYZ
IHz + QZ^
On a, dans cette même expression, Za = tangm — lahm = ^ d'après
(*) Dans la réalité, à l'instant qui doit être regardé comme vraiment initial, où le centre de gravité de la section heurtée ;=« se trouve avoir acquis la même vitesse, légèrement an-dessous de V, que le corps heurtant, il y a une très petite portion de la barre, s'étendant également, de part et d'autre de son milieu, qui est déjà ébranlée. Mais vu son peu de longueur, Z peut y être regardé comme constant et égal à Z„ ; car, même, la forme -(0
de la fonction Z de ; donne -r = 0 pour : = a, en sorte que la grandeur de Z ne peut y éprouver que des variations du second ordre de petitesse. Le numérateur / Z<//(z)d( | de (ct)
est donc = Z(l I A (:■)«/([• Or, vu qu'aux extrémités de cette petite portion la vitesse est nulle
comme l'est encore celle du reste, les parties de barre restées immobiles sont alors sans action sur elle, en sorte que cette petite portion de barre a dû entrer en partage de la quantité de mouvement du corps Q, comme aurait fait un corps libre; d'où suit que la somme
/ é (;.) — ! de celles qui sont alors possédées par cette petite portion et par le corps Q,
doit être égale à la quantité de mouvement primitive - Y de celui-ci. On a donc, à cela près
de quantités d'ordre supérieur de petitesse et qui sont négligeables (ainsi que je l'ai déjà exprimé le 9 janvier l.SOô, Compte rendu, p.' 43, en réponse à une objection qui m'avait été laite); on a, dis-je, pour le numérateur de (râ) :
ié(z)dn=mai q
absolument comme si le corps Q avait, seul, une vitesse égale à V dans cet instant qui doit être pris pour initial, lit on a relie égalité quelle que soit la loi inconnue qu'exprime *jt(z), suivant laquelle se distribuent les vitesses des centres des sections dans la petite portion ébranlée, depuis le milieu, où la vitesse est celle de Q, jusqu'aux extrémités où elle est nulle.
SOLUTION POUR BARRE APPUYÉE AUX BOUTS, HEURTÉE AT MILIEU
(n). Enfin, soit qu'on calcule directement. '/.- <h par une intégration,
soit qu'on la déduise de l'expression i«,) qu'une intégration a donnée pour
I ZZ'(/c en déterminant la vraie valeur qu'elle prend pour m= mf, par le
procédé ordinaire relatif aux fractions offrant d'abord ^: procédé légitimement employable ici puisque m et m' ne sont encore, dans celte expression (at), que des nombres quelconques susceptibles d'être rapprochés autant qu'on veut, et point encore des racines de [u) dont les valeurs ne varient qu'avec discontinuité de l'une à l'autre; soit, enfin, qu'on se serve d'un procédé que nous indiquerons plus loin pour obtenir sans intégrai ion les valeurs des dénominateurs des expressions telles que (c,) des coefficients des séries, on trouve
/'".,,, « / 1 1 \ 7)d /sin m
/.-dz =
Jq 2 \ cos-/» coli-/»/ Vm \cos>» coli»'
•< . sin»? sib/// „ ,, ,. , . , . , „ ,
d ou, vu — — ; — = Z , l'on déduit pour le dénominateur complet de
cos m cohm n r
(<\) ou (Y/i) :
Jq n oj " 2 \cos-m coli-»/
ILi j_ QZ2 ; 2 H! fl ' •
et si l'on a égard à l'équation (u), QZr/ = — > on a ce dénominateur :
K) f zw Q = s f— ^— + - z
v 1 / \ pneâ«! nnhSm m fl
2 \cos-»t coli-/» /»
D'on, substituant, et divisant baut et bas par —^— ,
. mz ., mz sm — sili — a a
,._v"i '" Vcosjh cohm/ . /»-/ , . /
m = *1,Zj — ~ n 7 — i s — rs,n — ' ou- = \/
*•+ I sm /» si h m \ i 1 I \ t y
/ + mS \
cos/// coh /«/ \cos-/» coli-/»
et le signe ^ s'étendant à toutes les valeurs, en nombre infini, de /», racines réelles et positives de l'équation
'sin /» sih /» \ 2P ?»
cos m coh /» / Q
Le mouvement se compose, comme on voit, de la superposition d'une infinité de vibrations simples ou pendulaire*, de|durées|périodiques 2ït— ,
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puisque sin — UH-Stt-M = sin-— ; ou de périodes de plus en plus
courtes à mesure que l'on considère celles qui répondent aux valeurs déplus en plus grandes du paramètre m.
Nous renvoyons au n° 52 pour tirer de là diverses conséquences numériques, et au n° 40 pour déduire, des solutions rigoureuses de ce genre, des solutions simples et approchées, qui sont susceptibles d'être obtenues élémentairement, comme on verra aux nos 44 et suivants.
7. — Solution générale, applicable à une barre non prismatique libre ou assujettie, heurtée à un endroit quelconque. — L'équation aux dérivées partielles [d!) est résolue par une expression
(A) «== y. (^sin mH + & c°s m20 z '
où ^ est la somme relative à toutes les valeurs d'un paramètre numérique
.4MB
m, et les fonctions Z de ; et de m assujetties à satisfaire à l'équation suivante, résultant de la substitution, dans(e), de chaque terme des V ,
<*> £(Eii)=™1z-
Supposons que cette équation différentielle du quatrième ordre, résolue soit sous forme finie si on le peut, soit par des séries, ait fourni, Z1? 1,, 1-, Zt désignant quatre fonctions de î et de m, et C1? Cä, C3, Ct, quatre constantes, l'intégrale générale
(/*,) Z = C,Z, + C8Z2 + GSZ3 + C4Z4.
Substituons-la dans les conditions limites ou définies (e) du n° 5, à choisir selon les cas de liberté, d'appui ou d'encastrement des deux extrémités. Nous aurons quatre équations comme celle (Ad) que nous venons d'écrire, excepté qu'il y aura zéro dans les premiers membres, et. dans les seconds, quatre termes où les constantes inconnues C,, C2, Ç-, C4, affecteront des valeurs de ïk, Z2, Z3, l,t ou de leurs dérivées particularisées pour les abscisses z des extrémités de la barre ou tige. Trois de ces quatre équations du premier degré serviront à déterminer Les trois rapports -^» vr, rr de ces incon-
Lj L, L,
nues à l'une d'entre elles. Substituant dans (ä1), la valeur de la fonction Z ne contiendra plus, ainsi, d'arbitraire qu'un seul multiplicateur constant C, qui, par la substitution ultérieure de Z clans l'expression (/',) de //, se trouvera fondu dans les coefficients Jb, 53 des sinus et cosinus des multiples du temps, coefficients restés ainsi les seuls qui soient à déterminer pour le terme général de la série s.
C C C Mais, ces trois mêmes rapports -^, -£, — v étant substitués dans la qua-
Lij L| Uj
BARRE DROHT NON PRISMATIQUE, ASSUJETTIE OU LIBRE
trième des quatre équations du premier degré en Cn C2) C3, C4, qui ont zéro pour un de leurs membres, Ct lui-même disparaîtra, car tous les termes seront divisibles par C^ Il restera l'équation caractéristique en m [analogue à [ii)], que nous appellerons (/,) tf(m)==0,
toujours transcendante ou affectée de sinus tant circulaires qu'hyperboliques, en sorte que ses racines sont en nombre infini.
8. — Relation générale propre à la détermination de* coefficients des sinus et des cosinus des multiple* du temps, de manière à satisfaire aux conditions initiales. — Soient à remplir les conditions initiales de petits déplacements et de vitesses des points du système :
U.) CJ,-.=fW. («),_,=♦ w.
<f et -1> étant des fonctions de z compatibles avec les conditions limites ou d'extrémités de barre ou parties de barre (e), {f), (g) du n°5, mais du reste quelconques, continues ou discontinues. Les coefficients jb, $, devront satisfaire à
C/i) Z*Z = ?(*), ZJfeZ = *(*).
Pour les déterminer comme il a été fait au n° 5 pour un cas particulier, multiplions par ZV/CJ, Z' étant la valeur de Z pour une valeur particulière m' de m, et intégrons pour le poids entier q du système; nous avons
U'i) 253 / 7i'dq= f Z'v[z)dq , sJt, / zzv/q = / z^(z)dq.
Nous allons prouver qu'on a toujours / ZZ'dq nul quand il entre dans Z
Jq
et dans Z' deux racines différentes m, m' de l'équation caractéristique (*,)
zS (m) = 0.
A cet effet, supposons d'abord que les sections et la matière de la barre
ne varient que d'une manière graduelle et continue d'un bout à l'autre de sa
longueur a, et qu'elle n'entraîne par conséquent aucun corps étranger Q
dans son mouvement vibratoire. Multiplions par Tdz l'équation différentielle
(</,) ; ajoutons-la à une équation toute semblable où T, m' sont mis pour Z,
m, et multipliée par — lit; puis intégrons de : = 0 à z=a, nous avons
Effectuons par parties, deux fois, l'intégration indiquée par le premier ternie du second membre et désignons par 0, a en indices inférieur et supérieur, l'excès des valeurs pour z = a, sur les valeurs pour z=(), des quantités qui en sont affectées. Ce premier terme sera transformé, comme il est facile
do le vérifier par différent iation, en
[P / 0S7\ 07' p-27~\a fa ")*T rï'l
yK(»w)-K«rë].-/.WHë-
Transformons de la même manière le second terme dn deuxième membre de (kt), et substituons dans ce membre. Les deux intégrales comme celle qui forme le dernier terme de (k') se détruiront, et il restera
il «7 0 L 2*\ '--' dz ®& ®z Hz? Pz\ rz-J], =„
Or les conditions limites (e) du nu 3, si l'on y remplace m par un quelconque des termes de la série donnant sa valeur (f\), comme on a fait pour obtenir (</,) par la substitution de ce terme général dans l'équation indéfinie (d'), donnent
A une extrémité libre ^— = 0 , ,— ( El ^-- ' ] = 0 ,
rZ- (JZ \ dZ'J
\ une extrémité appuyée Z == 0 , 77— =0 ,
A une extrémité encastrée Z = 0 , — = 0 ;
Et des équnlions semblables avec Z' au lieu de Z.
Il en résultera, pour chacune des six combinaisons possibles de conditions ou pareilles ou différentes aux deux extrémités de la barre, que l'un ou l'autre des deux facteurs des termes entre crochets dans le second membre de (/J sera nul soit pour ; = 0, soit pour z = a.
Ce second membre est donc nul.
Il en résulte que si m et m' sont deux racines différentes de l'équation (/,) (.; (m) = 0, propre à fournir toutes les valeurs de ce paramètre, en sorte que m* — m'* ne soit pas nul, on a, en remettant pour pdz l'élément d(.[ du poids CJ de la barre :
(»,) fzzv/q=o.
0. — Preuve que cotte même relation («,) a lieu lorsque, dann le système, il y a discontinuité', à savoir variation brusque de la grandeur ou de Ist forme des sections d'une partie de barre à Vautre, même quand, à leur jonction il y a une masse étrangère vibrant arec elles. — Posons, pour les déplacements transversaux dans ces deux portions envisagées comme deux barres soudées ensemble :
(0,) M=2Z (— 5sinmat-j-Bcosm»n , m, =l'At ( -^sinm2/ + I! cos m*/ ) ,
CONDITIONS INITIALES. CAS- DF. DISCONTINUITÉ DD SYSTEME
où nous donnons au temps t les mêmes multiplicateurs m- parce que le* diverses parties du système doivent vibrer avec les mêmes périodes (ce dont on se convaincrait bientôt, au besoin, si on laissait d'abord quelconques ces multiplicateurs) ; et nous y donnons les mêmes coefficients A et B, soit aux sinus, soit aux cosinus, afin que la condition nécessaire de jonction {u)-=a= K)3==9 des deux barres se trouve remplie quelque soit t, par exemple quand sin m2f=0 et cos mH=l, ou réciproquement.
En substituant ces expressions (o,) dans la troisième condition définie [g) du n°5 qui est relative à cette sorte de jonction de deux barres, elle donne, en divisant par le binôme trigonômètrique en t, la valeur :
7M-Kv*ë)+K(«Aë)L:
Écrivons une équation semblable avec m', Z', Z'„, 1\ au lieu de m, Z, la, Z, ; ajoutons celle-là c'est-à-dire (ptf multipliée par l'a à celle-ci multipliée par — Z„, et ajoutons y aussi deux équations comme celle (lt), l'une pour l'étendue ; = 0 à z = a de la première barre, l'autre pour celle z=a à s=o+ a, de la seconde. Le premier membre sera, pl étant pour la deuxième barre, ce qu'est p pour la première,
(*a >,i ~ <it \
{ wpds - ôzoz; + z,z|/v/:. ) •
WO <- n
Le second membre auquel cette expression doit être égale sera :
plus quatre quadrillâmes comme les deux qui sont implicitement compris dans le second membre de (/,), savoir deux spécifiés pour le point de jonction : = a, les deux autres pour les extrémités s=0 et ; = a-{-al. Ces deux derniers auront tous leurs termes nuls, quelles que soient les conditions de liberté, appui ou encastrement à ces extrémités de la double barre, d'après ce qu'on a vu, vers la fin du nu précédent 8, pour le second membre de (lf). Quant aux deux quadrinômes qui répondent à la jonction z=a, le premier et le quatrième terme de celui qui est relatif à la première barre seront évidemment détruits par les deux premiers termes de (rj, et les deux autres détruiront, de même le premier et le quatrième terme du quadrinôme relatif à la seconde barre, en vertu de ce que la condition de jonction (f), 11=111, exige, pour être remplie à chaque instant, qu'on ait :
(*i) (Zi)3=„=(Z)3 = a, et de même [Z,l)x==a = (It)x=a .
Quant au deuxième et au troisième terme du premier des quatre quadrinômes additifs, ils seront respectivement détruits par les termes de même rang du second quadrinôme, en vertu de ce que les deux dernières condi-
tions de raccordement (/) relatives aux directions et aux moments, exigent qu'on ait :
« (IL =(£) • (-S) =r«s
= rt \ / î = (I
Tout le second membre de l'équation somme, dont (//t) est le premier membre, « donc ^e'ro pour valeur. La parenthèse trinôme que multiplie
et qui, quand on comprend le corps Q dans le poids total ([ du système, n'est autre chose que :
/' zz'</q ,
est donc = 0 lorsque m et m' sont deux racines différentes de l'équation (i,) fournissant les valeurs de m.
Or, le même raisonnement peut être fait pour un nombre quelconque n de barres a, soudées bout à bout, avec ou sans corps étrangers à leurs jonctions, pour lesquelles on aura posé un pareil nombre d'expressions (ft) de u, ayant toutes la même parenthèse trigonométrique binôme en t; d'où autant d'équations (t/j) donnant, pour les Z, des intégrales comme (/ij à quatre constantes G, entre lesquelles les conditions aux extrémités ou aux points de jonction fournissent An équations du premier degré. Un nombre An — 1 de ces équations servira à déterminer les An — 1 rapports de constantes G à l'une d'entre elles, qui, elle-même, disparaîtra non seulement des expressions de « en se fondant avec les coefficients jb, $, mais encore de la 4»ième équation où on aura substitué les valeurs tirées pour toutes les autres; en sorte que tous les termes seront divisibles par la constante G subsistante. Cette dernière des An équations en m et G ne contiendra donc plus d'inconnue que m. Ge sera la caractéristique (/,) vi (m)=0 propre à fournir les valeurs de ce paramètre numérique, et dont le premier membre se trouvera être nécessairement un déterminant de tous les coefficients des G des An équations.
Dans ce même cas, aussi complexe qu'on veut, le polynôme qui remplacera le trinôme de la parenthèse de (q^ sera, comme celui-ci, l'intégrale
ZZV/(j étendue aux éléments du poids total du système. Donc on a en gé-
néral, les Z et Z' étant relatifs à deux racines m, m' inégales de <•> (m) =0,
(/,) fzi'dq = o.
10. — Conséquence. Expression générale des coefficients à donner aux sinus et aux cosinus des multiples du temps pour salis/aire aux conditions initiales. — Il suit de la relation (tt) qu'en intégrant les équations posés (/') niiilli-
EXPRESS. GÉN. DES EOEFP. DES TERMES TRIGONOMÉTRIQUES
pliées parZVCJ, tout disparaîtra dans les premiers membres excepté le terme pour lequel m est le même que dans le multiplicateur; d'où, pour les coefficients cherchés de l'expression (/',) du déplacement transversal somme ^T d'une infinité de déplacements variant pendulairement :
/ y.o(z),l([ j mz)dq
les éléments d(\ du poids total étant aussi bien ceux des poids concentrés Q que ceux des poids disséminés pour lesquels on a di[=pch [*).
(') M. Boussinesq, dans la première partie d'un remarquable mémoire inséré aux Comptes rendus, 7 et 14 décembre 1874 (pages 1324 et 1407) sous le titre : De deu.i Uns simples de la résistance vive des solides, a donné une équation, et des expressions, de A, I», plus générales que celles (tj) et (w1), car elles s'appliquent aux mouvements vibratoires de corps absolument quelconques, supposés, à volonté, avoir des parties disséminées et déformables, telles que des tiges, et des parties concentrées, telles que les corps rigides Q ci-dessus. A cet effet, dans les trois équations générales d'équilibre dynamique telles que
(a) ~f7 + ~+~-P^ = pîlï> -pJë'
où p est la densité au point (x, y, ;), et où t,.,., t sont six fonctions connues des
dérivées en x, y, z des petits déplacements, u, v, w parallèles aux trois coordonnées, il fait
Iß)
[m, v, w\ = V ß sin lit -f- 1! cos kt\ (l, Y, z)
X, Y, Z, étant fonctions des trois coordonnées x, y, z; ce qui change les équations d'équilibre (a) en celles-ci où les T sont les t dans lesquels on a mis X, Y, Z à la place de x, y, : :
(y) -jx + -j— + -ff + Pk'x x = ° ? +/>Ä*Y = 0; ....+pk*Z=0;
équations simplement différentielles dont celles (/;,), (</,) sont des cas particuliers, et qui sont propres à donner les trois fonctions X, Y, Z si on les intègre de manière à satisfaire aux diverses conditions analogues à (/«j) applicables aux points de la surface du système.
Ensuite, si X', Y', Z', k' sont des valeurs de X, Y, Z, k qui correspondent à une intégrale simple quelconque, et si après avoir ajouté ces trois équations (y) multipliées respectivement par \'pdm, Y'pdm, l'prfm, l'on intègre pour toute l'étendue du système dont le volume total est appelé w, en transformant, par le procédé souvent employé ci-dessus, l'intégrale pour tout ce volume en une intégrale pour sa surface sur les éléments de laquelle il y a des conditions de liberté ou d'assujettissement à remplir (opération dont celle qui a transformé
le second membre de(A,) aétéune particularisation), l'on obtient A2 / (XX'-f-YY'-f-ZZ'Jpf/w
= une fonction, que M. lioussinesq démontre ne pas changer de grandeur quand on change le paramètre k qui entre dans X, Y, Z, en celle k' de ses valeurs qui entre dans X', Y', Z'. Or, continue-t-il, le trinôme XX' -t- YY' -f- ZZ' ne change évidemment pas non plus de grandeur par une pareille permutation; donc si k' est différent de k on doit avoir nécessairement
f (XX' + YY' + ZZ') p dm = 0 :
11. — h' équation en m ne peut pas avoir de racines imaginaire* binômes, et on peut abstraire ses racines imaginaires monômes, ainsi que ses racines negatives. — En effet, d'abord, à chaque racine binôme « -h ê\/ — 1 si l'équation (/,) G) (m)=0 en avait, répondrait sa conjuguée « — S y — 1. En les prenant pour m et m', elles donneraient par substitution, pour Z, Z', des valeurs aussi conjuguées, ou de la forme L -f-- M \/ — 1 , L — M \/ — 1 , d'où ZZ' = L-+M2. Or. ainsi que l'a remarqué l'oisson dans des questions analogues, cela est
impossible d'après la relation générale U') / ZZ'rfCT = 0; car comme les
éléments dfl sont des quantités positives, on aurait zéro pour une somme de
quantités positives.
En second lieu, l'équation en m peut avoir, il est vrai, des racines imaginaires monômes, et, même, toujours à chaque racine réelle positivein, répondront des racines — m, m y/ — 1, — ms/ — 1. Or comme on a vu au au n° 3 sur un exemple, il en résultera des valeurs de u qui groupées quatre à quatre, feront des sommes égales à celle qui répond à m seul, multiplié par un certain coefficient, d'où le même illustre géomètre conclut, comme il a été fait à ce même n° 5, qu'on peut se restreindre aux seules racines réelles et positives sans altérer la généralité de la solution.
15. — Calcul, sans intégrations, du dénominateur I 7r dt\ des formules
donnant les coefficients A, B du sinus et du cosinus de multiples du temps. —
C" L'intégration qu'indique j Tfpdzet que nous avons effectuée au n° 6 pour
un cas simple, devient longue et rebutante dans les cas plus complexes. On l'évite et l'on n'a à faire qu'une différentiation si on se reporte à l'expression suivante (/) du nu 7 où l'intégration se trouve, en quelque sorte, déjà faite :
U < ' i, .,'■'/■ \ vu' m y/.,.j-// „ $ f^z>*i'\ )z=a
g Z'- M — - — LI -., T - Kl — r - / - El — >„ * | dz \ t z-J dz dz- ( z c z- dz\ ( :■- / )Z = Q
V.) ll'vdZ— — ; r
et si on met dans le second membre, pour la fonction Z, son expression déjà trouvée en c- et m (avec m' pour m dans les Z'), puis si on fait m' = m après avoir remplacé le numérateur et le dénominateur de ce second mem-
relation qui, comme (ait celle (tt) /Z//r/q = 0, donne le moyen de déterminer les coefficients
A, Il îles (jî) ; car si l'on doit avoir initialement (m, r, w) = (y, y, •]/), et ' ' — - = (?i, y,, «fo)
fonctions de x, y, ;, d'où i; I! (X, Y, Z) = (®, /, <\/) et i: A (X. Y, Z) = (oj, y,, ^,). nous n'avons qu'à multiplier les trois premières de ces égalités par X', V, '/,'. et ajouter; tous les termes des 1 s élimineront hors un seul, et on tirera :
B _ /(Xp + Yy + X^a, k __ J(X?1 + YXl + Z^,)^/(.> . j (XJ- h- r- + 7.-) p rfw ' ' j (\- + Ya + Z») p rfw
i|tù substitués dans les (ß) donneront les déplacements », v, w.]
CALCUL, SANS INTEGRATION, DL" DÉNOMINAT. DE CES COEFF. 5U
bre par leurs dérivées prises par rapport à m'. Ce procédé ordinaire de recherche de la valeur d'une fraction prenant la forme -z peut-être, en effet,
légitimement employé ici pour l'expression (v,) ainsi préparée, puiscpie m et m' n'y sont encore, comme ce procédé l'exige, que des nombres quelconques pouvant être indéfiniment rapprochés avant d'être faits égaux, et non pas déjà des racines de l'équation transcendante qui, ensuite, en fournira les valeurs distinctes et distantes les unes des autres. Comme, aux deux extrémités c- = 0, s=a, la barre sera, ou encastrée,
ce qui exige — — "» 0U libre, ou bien simplement posée, ce qui exige
— 2 == 0, les deux termes du milieu de l'accolade seront le plus souvent nuls,
de sorte qu'on n'aura à traiter le plus ordinairement de cette manière que
J0 m*— m'* j 9z\ c z-J dz\ i :- j , =0
et même, très souvent, le binôme restant sera nul à l'une des deux limites, soit celle ; = 0.
Des suppressions de ce genre, propres à simplifier l'opération, peuvent être faites ainsi d'avance, en y employant directement les diverses conditions limites auxquelles Z est astreinte et qui ont servi à constituer son expression en z et m (*); et, cela, même lorsque le système se composera de plusieurs barres a, «,,...., cas général où dans le premier membre de (i\)
J"« 1,/ — "i îï'pdz H- I ïlï'ipldz+ d'intégrales,
0 Ja
et, dans le second membre, une somme de plusieurs quadrinômes, recouvrant tous le même dénominateur m* — m'*. Le calcul de la vraie valeur du premier membre, auquel on n'aura plus
à ajouter que des ternies tels que QZ* pour avoir j Z2(/q, n'exigera donc
que des différentiatiom par rapport à m', avec remplacement immédiat de m' par m regardé comme constant, ce qui sera facile.
15. — Exemple de ce calcul du dénominateur J l'd(\ des (f/j), opéré sans
faire d'intégration. — Cet exemple sera celui du cas simple (nu 4), de la barre prismatique homogène P de longueur 2a, appuyée aux extrémités, avec le corps Q au milieu. Les trois conditions limites (//) pour ^ = 0 et
(*) Bien entendu qu'en faisant ainsi des simplifications préalables, l'on n'y emploiera pas la 'lanière de ces conditions, ou celle qui ne sert, toutes les autres ayant constitué!, qu'à fournir, comme nous avons dit au w 9, l'équation jri (m) = 0 en m seul. Son introduction dans le second membre de l'équation (i^) ne servirait qu'à ùter aux m leur qualité de n'être encore que des nombres quelconques, et qu'à faire retomber inutilement dans l'équation déjà
démontrée
CHAP. IV. — NOTE DU'S (il. — IMPULSION TRANSVERSALE.
z=a, auxquelles est astreinte la fonction Z tirée de l'équation du quatrième ordre (//), conditions qui ont servi h déterminer la forme [t) de cette fonction, permettent en faisant;;, E, 1 constants, et en remplaçant d'abord dans l'équation (t>,) suivant les notations de ce n° et des suivants :
l> par g- , nr par
ou — par —s = ni* .-— z il 9X'
IV
pei mettent, dis-je, de réduire cette équation (t\) à la suivante où il n'y a plus, au numérateur, que deux termes particularisés pour la seule seconde limite , qui est z = a :
Pas
En y attribuant à Z sa valeur ou son expression trouvée (t) Z =
. mz ., mz sin — sin — r .
i — , nous pouvons remplacer d'abord les (— . 1 par les va-
cos m coli m r r \cZ" ) •,—„
2wi3 m'*
leurs -, — 2 — r- qui en résultent; ce qui, si l'on différence ensuite haut
et bas par rapport à m', en regardant m comme constant, et si, après, on fait m' =m, donne, pour la moitié de la barre :
(,,,) fa2?pdz=-V
cm'
TO/3Z
ni = m'
m°-: 3wiaZ_
_ p om
vila
km a
_dm'
l — km*
D'où il suit, vu que
sin m sih m
J<1 cos m cohm
m cos- m colr m
que pour tout le système q = P-t-Q se composant des deux parties symétriques de la barre-ayant la longueur «chacune, et du corps 0 qui lui est uni;
1 on a, vu p = — ,
za
a,) fî*dn = 2 f " P l dz + QZaa = ? ( -i
»t coli- m
Cette expression est la même chose que celle (dj) page 501
1 /sin wi sih m v
//i coli- »i //( V cos »t co
^ili m VI :oh »t/ J '
choc d'une barre encastrée AUX DEUX LîOUTS.
que nous avons trouvée au n° 6 par des intégrations; d'où la solution fa), autrement établie, du problème de la brusque impulsion transversale, par un corps Q avec une vitesse V, de la barre d'un poids P et de longueur la, posée sur deux appuis aux extrémités, et dont on suppose ici (n°15) que la pesanteur propre n'entre pas enjeu, non plus que celle du corps Q, ce qui peut être si le choc se fait horizontalement.
14. Notations abréviatives diverses. — Dans ce qui va suivre, nous ferons habituellement, pour abréger
sin »i == s , cos m = c , sih m
coh m = k
duus-Tr = l, k- — /i2=l , — =r. — -= — .s. — = /.\ 7— = /j . ): . Om h m ( m < m
ô~ï?T0U-pj suivant que la barre aura une longueur -la ou une longueur«.
in — = s ,
mz cos — •= c .
mz .
sih — =zh ,
cou — a
\ > etc
io. Autre* exemples de chocs de barres prismatiques. — Barre encastrée aux deux bouts, heurtée au milieu. — Soient 2a sa longueur, P son poids, Q celui du corps qui la heurte transversalement avec une vitesse V; nous aurons, vu la symétrie des deux moitiés, les mêmes équations de (k) à (s) qu'au n° 4 relatif à la barre appuyée, sauf
dans (m) et (q) , (j£) = 0 , {^j = 0 , [au lieu de 0\ = 0 , / ^ \ =o] ■
D'où, entre les quatre coefficients C de l'intégrale (s) G -j- C3 = 0 , C cos m — Cx sin
C, + C5 = 0 , C + C3 = 0 , C cos m — Ct sin m -+- C4 coh m + C3 sih «î = 0;
cos m — coh m
sin m -j- sih m
Ce qui donne, en fondant C(cosm — coh m) avec le Jb de [o] en un coefficient a :
w B=i^an7' ou z==t^r-t-y;
le 2} s'étendant à toutes les racines (il suffit, comme aux nûS 4 et 12, de
celles qui sont réelles et positives) de l'équation en m qu'on obtient en substituant la valeur (e,) de Z dans la condition
reproduite)
Qm*Z„ + P«
512 CHAL'. IV. — NOTE DU g 61. — IMPULSION TRANSVERSALE.
Comme on a, toutes réductions faites,
_ a(l-cft) /W\_ m* dfc+'cfc
Vs> A« ~ (s + A) (c— Jfe) ' V»*« A ' "5 (« + h) (c - *) '
celte équation en m, divisée par/»3 qui donnerait la racine m = 0, étrangère à la question puisqu'elle rendrait (e£) Z nul, est
l> (jytl) m (l — cosracohm)— - (sin?» coli ni + eosmsih m) •
On a, d'après (d^ du n° 6, le coeffieient
A = QVZfl divisé par 2 g- P Z*<& + QZ* ;
1' /'" et on obtiendra sans intégration, comme nous avons dit au n° 15, - Z*«u
en calculant au moyen de différeritiation par rapport à m! les deux termes de la fraction
iiV.\-i"*
v ra "l »*
v ra a Jo
ll'dz = Pas
et faisant ensuite m'=m dans leur quotient.
Or, on aura ainsi, en désignant pour un moment par s', c, h', k' des va leurs de s, c, h, k avec m' au lieu de m,
âj0. (m*-m'*)(C'-A')(S'.+ A')
Le dénominateur, différentié par rapport à m', est
-qui, quand on fait m' = »i, se réduit à —4m5 (c — A) (s-f-Ä). Si l'on différentié de même le numérateur par rapport à m' en regardant m comme constant, et si l'on fait ensuite m' — m, en ayant égard à ce que
— 2 («A — cft) (sä + cA) + 4cä (t — cA) = - 2 (A — c)* ,
l'on obtient, en ajoutant 0//,
4Q ( 1 — chf — — (1 — ck) (>A + ch) :(7+ïpH («+*)»(c— i)*-
iZ*",l'".("Z*";+,JZ«:
CHOC I) UNE BARRE ENCASTRÉE
Jusqu'à présent, dans celte expression, m est, comme a été ///', un nombre quelconque. Si maintenant on en fait une des racines de l'équation (a.), l'on
3P peut remplacer — — (l— <?*) sk + ch) par — 5Q (1 — r/,)', ce qui réduit
l'expression précédente à
1 /q^PTiP + F
Q(l-cA)2
h)* le — *Ja
QVZ,
sin
D'uù en substituant dans A = 7=r-£> puis dans?/—- V ' \l
flhU\ ~* m'
(*,} jt = VTv^(l-^)(r-/,)(, + /,) £<
ff -«*)' + g (c-*)«
11». Barre de longueur a, eneastre'e à une extrémité cl heurtée transversalement à Vautre. — L'équation différentielle a toujours la forme (/) :
(O T'J T7?- + fll ?TT — °' °" T" = "Fr ( tlouWe du t3 = -^ du n° 4 ) •
Cl 0%* (Jtl \ l'jylj J
Les conditions sont
""•-=»• (EL.-- (&)...=•■ ['S+ÏÊL.-*
qui donnent, en faisant encore « = V. X — Zsin — ,
(/";) m*l=a*^ partout, et Zo=0,(^-J =0,(^-J =0,(Q/«*Z 4- l'a3~) = 0
d'où une solution
. W2 mz ., /«:• . »/;■ coli cos- — sili sin —
(;.,) /i=V — A/sin — . ou/
t coli m 4- cos m sili m 4- sin m
Et, comme on a ainsi
2 (sk — ch) /9*Z\ m? — 2 + 2dfc
la dernière des conditions (/",), la seule non employée pour la construction de l'expression de Z, donne, en l'y substituant, l'équation en m
,.,, sin m coli m — cos m sili m Y
(l ) Ul ; ; _ - ,
1 4- cos m cuti m M
QVZ
Le dénominateur du coeflicient A.= - s'obtiendra en opé-
M^h + QZ;
rant comme nous avons fait pour la barre encastrée aux deux bouts; nous aurons ainsi
Jqz^q=«Jo »+^=(TFi?+ (c-mh« + »ï :
expression qui, au moyen de l'équation (jt) en m, peut être réduite à
Jq CJ >+*)a + (« + *)»(* + *)»■
En sorte qu'on a pour la solution :
= _ ^ (St-,v,)(>- + /0,i/.) z sin «1? .
(,/, ._r//)9.f i.(,.| fc)«
17. Havre appuyée aux deux extrémité* et heurtée ailleurs qu'au milieu. — Ce problème offre un exemple du cas où la barre doit être regardée comme composée de deux autres qui se raccordent au point recevant le eboc. Je l'ai résolu de la manière suivante en 1805 (Compte rendu, 3 juillet, p. 55, troisième complément, etc.).
Soient b et bi les longueurs des deux parties que sépare le point heurté, dans cette barre prismatique appuyée aux deux extrémités et ayant une longueur <2a=b-+-bi, avec un poids P; Q étant celui du corps qui vient la heurter transversalement avec une vitesse V, à l'époque t==Q.
Soient u et u^, au bout d'un temps quelconque l, les déplacements transversaux très petits de points ayant des abscisses z et sx, comptées respectivement à partir des deux appuis, et par conséquent eii sens opposés. On aura, pour les deux parties b, /;, :
à intégrer pour les conditions d'extrémité et de raccordement suivantes, vu que El est le même pour les deux parties :
-i ' ïj ii {m.
oZ i / , /, \ f z
Enfin, toujours au point de raccordement :• -h, ou doit avoir pour l'équi-
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libre [{g) du u° oJ entre l'inertie, à l'époque /, du poids Q ayant Frappé un élément de barre mi-partie dans les deux portions b, b{ , et les réactions opposées par leur matière, en deçà et au delà, aux efforts tranchants mis continuellement en jeu par le mouvement de ce corps avec la barre.
(J C l'l Q i lUx _ ' "'// £ r7/,
condition pouvant être écrite, en multipliant par — \
2QË1
, ' '-'i ., '<- 'II, Vir i r'ui < 'Ui, | ,
K) -'- .ß^'JF :TqW ; nfj,,ü"1': fr'0U3' '''•
Les équations (l,) seront résolues par des expressions u ou //1^=2(Z ou
/[) sin — , / et /, étant des expressions Irigonometriques quadrinomes en i
et s, connue celle (/*,) du n° 7. Sans donner le détail de la détermination
facile des rapports de sept de leurs huit coefficients constants Clt Câ au
huitième, on peut reconnaître que les équations (/,) et les conditions (m,) seront satisfaites en prenant
. mb, . mz ., mb, ., mz sin sin — siti sih —
>t - . .. . /// -/ . ., a a a a , 'j —s -\L sin — } n /.= — : -. ; ;
•*-- mr - sin m cos m sin m coli m
. mb . mz. .. mb ., mz, sin — sin — sili — sili — v^ ~ , -, m-t . ., a a a a «, = 7j— ; A/, Slll , SI /., -- — : -. i
J~*m- - sinmcosm sihmconm
En effet, elles satisfont évidemment, outre les deux équations {!,), les conditions (ra2) 1, 2, .", \, 5, 7: et, quant à la sixième qui donne
{'--'■) 4- I r— M ==0, elle revient, divisée par —, vu la formule connue du V' V6 V V,,, r «
sinus circulaire d'une somme et la formule toute semblable pour son sinus
. (mb mb,\ ., (mb mb.\ sin \- — ) sih 1 M
hyperbolique, a —^ rp : L= 0, qui est une identité
Jr * sinracosm sinmeolun
vu que, & + &! étant égal à 2a, chacun des deux termes est égal à 2.
Et. quant à la condition <»,), elle sera satisfaite si les m sont pris tels
qu'on ait
équation où le binôme entre crochets, étant développé, se réduit à
multiplié par la somme des deux mêmes quotients que nous venons de trouver égaux chacun à 2. En sorte qu'on a, pour déterminer les valeurs
de m, l'équation transcendante
/ . mb . mb, ., mb ., mb.\
an I sin s,n Slh Slll -\
('/a) m''i, =>"'-il. = "77 ' OU /» \ : - : I = — ;
w " "' Q \ smmcosm sihmcohni / (j
que l'on a débarrassée du facteur m", car la racine //; = 0 donnerait
— ; ; sin — = t, et par conséquent un tonne de la forme Gt, ne pouvant
exister dans les solutions de problèmes de barres qui soient assujetties de manière à rester immobiles si elles étaient rigides (Voy. n0" IN à 25). On peut remarquer aussi que cette équation (qt), lorsque b = bl = a, se
confond avec celle (u) m (tang m — tah m)= j- du n° i.
Reste à déterminer le coefficient A. Sa valeur sera celle (ct) du n° 5 ou
(ttj) du n° 0, A= — ,y, . applicable à un système quelconque, d un poids
total ([, de barres jointives et de corps étrangers Q qu'elles entraînent dans
leur mouvement; ce qui reviendra ici, la vitesse initiale -J/ étant V pour le poids Q et = 0 pour la barre, à
où llb pourrait être mis pour ï(), puisqu'ils sont égaux d'après les (o2).
La parenthèse du dénominateur peut être calculée par deux intégrations. On les évite en se servant de l'expression suivante obtenue comme il a été dit au n° 12, et où les accents désignent ce que deviennent, pour m' mis à la place de m, les quantités non accentuées:
ou, vu que nous avons trouvé que les termes des binômes différentiels entre
crochets, comme celui de (/>.>), ont, en effectuant les triples différentialions,
. Arn7' 4m'3
pour valeurs — , — ,
p / /''' fbt \ — myL'k + m'5î.
v - l2n \Jo Jo ' l '/ m* — m'*
d'où, en faisant m' =m après avoir différentié le numérateur et le dénominateur par rapport à m',
V /M. 3ZA
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Or on a, d'après (o*),
mb . >nl>, ., mb ., /;(/).
sin — sin — si h — si li —
' -' " J*i sin m cos m sihmcohm '
Si, vu b-\-bl=i2a, l'on remplace les dénominateurs respectivement par
5 sin 2m = 5 sin " . - sih 2»< = 5 sih ( : .
et si l'on développe; ces deux sinus de sommes, on obtient, en substituant dans (i;,) et divisant par les numérateurs, l'expression
' s 'b~ ', mb , , mb, mb mb,
cot h cot coth l. cotli
qu'il s'agit de différentiel1 pour obtenu*—-*. La différentialion, vu qu'on a,
cm
en général, (- cot ,t = -t-t-' s- coth .r = -rr— - , donnera facilement t x sin-./- î /• sin1'-
, . a mfr , . . mb. . .. . mb . .. , mb,
f)7 li. sin- 'r b sin- — i />, sih- r '' sib
. f_72 _ J_ » rt_ » 'j_ t.
■ - f'//( ~ 2« sin'- m eoss m 2a sih- m cohs m
Cotte valeur de _^ étant une fois obtenue, nous pouvons maintenant trai-
ter m comme une racine de l'équation (</,) donnant Z. =^-=— • Si l'on met
mäQs
3P ,"(pî
ternie—; — ZÄ= — , une réduction semblable à celles que nous avons
déjà eues aux nos 6, 14 et 15, et nous avons définitivement la solution très simple
cette valeur de Zb dans (»2), il s'y opère, entre le terme 0/^ = 0 — ^y-^ et lé
.. . m'-l r I. sin
u = \- ^j — -^r- ; », = la même chose avec Z, au lieu de Z;
fc j
oùZ, Z. et s — ont les valeurs données par (o„) et • //.. i. ' * dm y \ . j.
Nous y reviendrons au nu 19 en donnant les expressions approchées des flèches de courbure, etc., résultant du premier terme des ^ développés. Remarquons seulement ici que cette expression (a,) se ramène à celle \e{) de la fin du n° 6 du cas de heurt au milieu, en faisant b = bL = a.
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18. — Barre libre ou pivotante. — Termes algébriques à ajouter à la somme y de ferme* transcendants et périodiques. — Ce n'est pas seulement par des expressions transcendantes en c et t telles que les séries cidessus, que l'équation différentielle générale (<1) ou [d') du quatrième ordre des mouvements transversaux v d'une barre élastique peut être résolue.
Ces séries V suffisent lorsque la barre est, ou posée sur deux points
fixes, ou encastrée quelque part, de manière, à assurer son immobilité si elle était rif/ide: car son élasticité, si on la lui restitue, lui fera prendre seulement des mouvements vibratoires que les termes transcendants représentent.
Mais lorsque la barre est libre, ou lorsqu'elle n'a qu'un point fixe autour
duquel elle puisse librement pivoter, la solution devra offrir, hors du y?
des termes algébriques.
Celte partie algébrique pourra être tirée, quelquefois, de la série trigo-
nométrique V ; ce sera alors son terme répondant à la racine m = 0 de
l'équation transcendante fournissant les valeurs en nombre infini de ce paramètre m ou m; et cette partie exceptionnelle représentera, en quelque sorte, une première vibration dont la période serait infinie.
Mais. Comme nous allons voir, il n'en sera pas toujours ainsi, il n'y a point de raison, en effet, pour qu'une expression de forme périodique puisse fournir la valeur convenable d'un terme qui ne l'est pas; et d'ailleurs, ce passage du fini à l'infini est toujours délicat et sujet à erreur.
Il conviendra donc de calculer séparément ces termes algébriques, au moyen des conditions d'équilibre dynamique de translation et de rotation du système, considéré comme de forme invariable, c'est-à-dire en posant, pour ce système supposé rigide, les équations de conservation des quantités de mouvement et des aires et en en tirant les valeurs des déplacements u, supposés rester très petits ainsi que le temps t. pendant lequel ils s'opèrent (car ce ne sont que de très petits déplacements qu'on se propose de déterminer dans celte analyse).
Ensuite, la partie vibratoire, exprimée par la série ^ sera déterminée
séparément aussi; car, comme on va le voir, son paramètre m ou ni, et les coefficients A, !! des sinus et cosinus des multiples des temps qui y
entrent, seront les mêmes que si la partie entière, ou en dehors du ^ » n'existait pas.
Ce n'est pas, du reste, dans les seuls cas de liberté complète et de libre pivotement qu'il faudra dss termes algébriques à l'expression de //. Il y en aura encore lorsqu'il se joindra, aux impulsions brusques, des impulsions graduelles telles que celles qu'imprime la pesanteur pendant le mouvement de déformation; mais nous verrons que ces termes, pouvant alors contenir l'abscisse ; à des degrés supérieurs au premier, seront en z seul, au lieu d'elle en ; et /.
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19. — Barre prismatique libre heurtée transversalement à ses deux extrémités. — Soient a sa longueur, 1' sou poids, 7 et Q les poids qui la heurtent avec des vitesses /' et V à ses extrémités z=-0, s = a, dans des directions parallèles entre elles cl à un des deux axes principaux d'inertie de toutes les sections; el soient
(rf5) -rrr = x- , q -f- P -f Q= (f , poids du système.
On intégrera [les indices 0 et a représentant toujours (n" I i) des particularisations pour s=0, : = a\:
fe)
/*vv i^/^\ =0 î9/JM _P£T/^
\ el pour: (u)( __ A = 0, ( jrr ) v 1 c i . y étant une fonction qui est
= v pour 2 = 0, = V pour :• = a; et : Il pour toute autre valeur de s.
Prenons pour l'inconnue 11, une expression comme la suivante où C,C, m, A et la fonction Z de :■ et de m aient les valeurs convenables,
Déterminons d'abord C et C de manière que la partie IC-f-G'-J / satisfasse à l'égalité, avant et après le choc, soit de la somme des quantités de mouvement, soit de la somme de leurs moments ou aires autour de l'origine
;. — 0, nous aurons
d'où résulte, en tirant G, C et substituant :
3 V '«' P ' , , ll + ry , nq
En second lieu, substituons [b.) à 11 dans les cinq premières équations à satisfaire ('/'-). Le terme algébrique IC-j-C/-.) t, ou (d^,riy fournira rien,
en sorte qu'on aura, comme xi ce terme n'existait pas, pour déterminer la fonctioM Z,
Si en résolvant, comme dans les deux questions précédentes, l'équation (e.) on Z par la somme de quatre produits des driix sinus et des deux cosinus Je —par des constantes, l'on détermine les rapports de trois de cellesci r ci à la quatrième au moyen des trois premières conditions (/',), on trouve, avec les notations (é78) du n° 14,
((h) 7. = (k - c) (l,z + «J - (// - s) (k . + c:) + -J- (A9 + lis) ;
m avant pour valeurs toutes les racines de l'équation transcendante qui suit, résultant de la substitution de (g.) pour Z dans la quatrième et dernière condition (/'.) ; équation, dont il suffira pour les mêmes raisons qu'au n" 11, de prendre les racines réelles et positives ; et qui a été débarrassée du facteur m3 donnant la racine m = 0 que nous excluons de la série :
(ft5) 1 - ck + m ^ti (,/, _ ci,) + 2 !t m*sh = 0 .
Reste à déterminer les coefficients A sous le y de manière à satisfaire aux deux conditions initiales («".). La première, (u), =o=0 est déjà remplie par cela seul que la partie algébrique est affectée de t, et que nous
n'avons point mis, sous le ^£» de terme en cos — - • La seconde de ces deux
conditions (a",) le sera si les A sont tels qu'on ait
Multiplions cette équation par '/.<!([ et intégrons pour la totalité du poids i\ du système. On a d'abord
C P C" C s P Ca :
t'q " ' ° " a ,/it J,j « x " " i/o a
»•t. en tenant compte des relations suivantes entre les sinus et cosinus lanl
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circulaires qu'hyperboliques :
- ! s dz= >- I caz=^>- ! h (lz= ,- h (h —
(/t'o : m njn : m ajo s m a Jd ; j«
/'" :• , * — me 1 /*" ; , ms + c — i I /'" , :• , »#& — A
I \ -dz = — • / <■ - il:- ----- -, . - / /< -dz = r—
/ ii •" a m- a Ja -ii m- a J o : '< wr
C9 + .s-' = 1 , frä — ft* = 1 ,
on trouve, en effectuant les calculs :
f | ' Zr/q = 2 ^ (1 - dfc) + 2 (0 + 7) [sk - Ch) + ^ msll ,
I I Z - rfn la même chose;
quantités nulles puisqu'elles ne sont que le produit, par — , du premier
membre de l'équation caractéristique (//.-) à second membre nul, donnant toutes les valeurs du paramètre m qui sont différentes de zéro. On a donc
(h) f U+'c>i)uq=o. n
(*) Celte propriété des fonctions " de l'abscisse :■ appelées Z, de donner / Ze?(T = 0,
/ Zsrf(T = 0 n'est qu'une conséquence obligée des théorèmes généraux de conservation de>
quantités de mouvement et d'aire, dont les équations d'équilibre dynamique (es) et (/3) ne sont, par le fait, que des applications.
En effet, si l'on appelle u? la série S de l'expression (&-) de u, et que pour plus de généralité nous écrirons
VzfA^sin^-' + Beos^i)"
celte somme u' de termes tous périodiques est la partie vibratoire de », déterminée par les actions moléculaires et réciproques. Comme ces actions sont égales et directement oppo-
sées deux à deux, et ont leurs composantes transversales égales aux produits — ' ->^p» on
g < cdoit avoir, en vertu des deux principes cités de mécanique, en différentiant deux fois ?<' par rapport à t et en faisant la somme / pour tous les éléments d(\ du système :
(i\2j L \ ~ V ~ Sl" "~ l; Tï cos ~7" ) = °'
/ da V Z: ( — V — sin — D -? co* — - 1=0.
Or les vibrations simples ou pendulaires, dont la superposition constitue chaque déplacement, sont indépendantes, comme on sait, les unes des autres : chacune d'elles est due,
ein dq £>* u'
pour chaque élément — - de masse, à la partie des forces réciproques — - -c-^ relative à un
des termes de la série, ou à une valeur particulière du paramètre m. Les deux équations qu'on vient d'écrire auront donc lieu encore si on ôte le -igné S, on si on los applique à
Il s'ensuit que la partie algébrique lC-r-C'-]/ de u est comme non
avenue dans cette opération ayant pour objet la détermination des coeffirienls A de la série, et qu'on a, comme aux n,p> o et 9,
f mddq ?wz0h qvz
fwq ^+-(bï + ;J^pa
l'un quelconque des termes des séries qu'il représente. Alors, on pont diviser ces équations par le binôme trigonométrique, et il reste
/qz<zq=b, /qzwq=o,
ou ce qu'il fallait démontrer,
Mais il convient de confirmer Autrement ce théorème utile et de montrer qu'il s'applique généralement à tout système de barres et de corps vibrant avec elles.
Tour cela reportons-nous à la sous-note du n° 10, page 507, où l'on a considéré avec M. Ooussinesq, suivant ses trois dimensions, un système vibrant quelconque C[ = pçu>, composé, ainsi qu'il l'exprime, do parties élastiques disséminées, comme nos barres P, et de parties concentrées, comme nos corps heurtants Q. Appelons toujours x, y, z les coordonnées primitives ou de repos, d'un élément ou une molécule rf(\, mais xv tjt, z^ celles du point de l'espace qu'aurait occupé <IÇ\ au bout d'un petit temps t si le système avait été rendu rigide au moment du choc qui s'y est opéré; enfin x{ 4- u, y{ -f- v, :x + w les coordonnées réelles ou effectives, à ce même temps t, du même élément <!Ql du système élastique qui a été ébranlé ou modifié par ce choc.
En vertu des théorèmes des quantités de mouvement et des aires, appliqués à ce système soit entièrement libre, soit librement pivotant autour d'un point ou d'un axe fixe, ou en vertu, ce qui revient au même, de la destruction deux à deux des actions mutuelles de ses points, les six sommes
seront et resteront égales à six constantes, représentant les trois composantes totales des quantités initiales de mouvement, et leurs trois moments de rotation autour des axes fixes des .»', y, :-. Et l'on aura aussi l'égalité, respectivement aux six mêmes constantes, des trois sommes
jq d{ 1 1 — TT— > — TT- ' —TT- \
et de trois autres dont la première est
Retranchant, des six nouvelles égalités qui en résultent, les six premières posées, où no figurent que les a?lf //,, ;,, sans les u, v, w, les six constantes disparaissent, et on a 1 ■• les trois équations
2" t rois autres équations dont la première est
Comme u, v, i<- représentent évidemment les déplacements de pure déformai ion locale et vibratoire des petites parties dans lesquelles le système peut être conçu divisé, l'on peut, de
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valeur qui substituée, ainsi que celle (gs) de Z et celle \<l.j de (Ch-C - ) i
dans l'expression (/;.) de u, donnera la solution complète du problème des petits déplacements //, à parties tant périodiques que non périodiques, des divers points de la barre heurtée par les deux corps q et Q.
ces équations (ß), retrancher, comme petits du second ordre, les binômes tels que \v-cfi. — "' —. ) contenant des produits des w, v, to, par leurs dérivées. Or. on pourra
effacer de la même manière les binômes tels que v V-1 — u> ~ • En effet (comme l'a fait
remarquer le même auteur), dans les problèmes de résistance vive dont la solution dépend
de la recherche des déplacements élastiques, les vitesses d'ensemble ou de translation et de
ax ■ àUt &z m . ,
rotation, . , . -/, , -?- - ne sont transmises, a partir des points qui se sont heurtés, que de
pioche en proche par l'effet des mêmes forces élastiques mises enjeu, que les vitesses rela-
'' " ' >' ' "' ,, tives ou vibratoires — • — , — "• elles ne sont donc pas d'un ordre de grandeur supérieur
à celles ci, engendrées par les mêmes causes ou actions mutuelles, au moins tant que les forces élastiques restent exprimables linéairement, ou que les limites de l'élasticité (comme
on dit) ne sont point dépassées. Les produits tels que v /' , ou leurs différences deux à
deux, sont donc négligeables au même titre que les produits tels que v '-, - , ou leurs dilfé-
( t rences. Donc comme ./,, î/j, ij sont toujours supposés ne différer que très peu de .r, y, :, on peut écrire, au lieu des (S),
Li'w-^y^fM-^^fM-^)^-
Ceci posé, il a été montré, à la sous-note citée du n° 10, p. 507, que, des équations générales
d'équilibre dynamique d'un système quelconque, telles que —r — H — ~ +-ëj— = p as ,
l'on pouvait déduire des valeurs des déplacements relatifs ou vibratoires u, v, w, comptés à
partir des situations de repos, en y faisant
«, v, w = 2 Mrsinfa-f- B cos AM ( X, Y, Z
où X, Y, Z,sont des fonctions des coordonnées x, ;/, -• et du paramètre k (le m2 ou -- des
problèmes des barres) dont les valeurs, en nombre infini, répondant, chacune, à un des systèmes d'intégrales simples, ou à un des termes de la série S, sont les racines de l'équation qui résulte de l'élimination des constantes d'intégration entre les équations de condition à remplir aux limites ou aux jonctions des diverses parties.
ctrr (-»
Or il est facile de se convaincre qu'on aura les mêmes équations -r— -f- = r. -r-r,.-- .
et. par suite les mêmes expressions (S) lorsque, comme dans le cas actuel, les «, v, tv sont comptés à partir des points (xt, ;/,, :-,) où se sont transportées les situations moyennes des points [x, y, :•) du système libre ; car on a, pour les différences xt — x, i/, — yt ;., — :■ représentant des déplacements d'ensemble, c'est-à-dire des translations et des rotations, trois expressions telles que celles (50) a -+- -/y — ß:, b + «: — yxt r + ßz — Ky, du § 21 , page 134. Or les six petites fonctions du temps a, b, c. a, ß. y ne donnent évidemment rien dans les expressions des six déformations élémentaires <>(., g ri/ dont dépendent les tensions
/..., /,.,.: et elles ne donneront rien non plus dans les ^s »car il est facile de
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20. — Suite. Valeur du dénominateur i V*à f[ des coefficients A , fonctions
du paramètre m. — Il faut, pour obtenir cette valeur, calculer / ' l*dz.
On le fera sans intégration, comme nous avons déjà eu occasion de le dire,
en prenant l'équation (/,) du n° S, page 504, qui, pour El constant = — -,
V , m1 p aussi constant = -, m2=— , et en supprimant du second membre les 2e
et 5e termes entre accolades vu (f.) -y-^ nul aux deux limites 0 et a, devient :
\ r.ndz = — - — - ( v-L — z — - )
,/d mA — m* \ c'a3 f v J
dont la vraie valeur, pour >n = m', obtenue en différentiant le numérateur et le dénominateur par rapport à m' et faisant ensuite m' =m, est
I Z^/, = — — ,U-fl U- -':— — -<r ■( — ) + ''«,- — . ,'(i — 4ma \_dm \pz»)a c>m\ßzi/a cm\oz-°/t\ &m\§za/Qj
En développant le calcul et en se servant du résultat pour composer la
voir que les équations dont'on lire les valeurs de ces six fonctions du temps seront satisfaites
par 1 egahte a zéro de leurs six dérivées ;— ; ! — — » comme il arrive pour la parlie
algébrique (il-) de notre solution du a." 10.
On peut donc (ce qui e?l du reste en harmonie avec un théorème démontré par Clebsch au § 14, page 53) prendre, dans le cas actuel, pour u, v, w, les mêmes expressions (S) que lorsqu'ils sont comptés à partir de l'état de repos.
Or, comme les équations (a), (ß) s'appliquent à tout mouvement possible, elles doivent être vériliées par chaque système d'intégrales simples dont l'ensemble forme la série S. Substituons donc ces expressions (o), sans le signe 2, dans celles (a) et (y). Il en résulte, en divisant tout par le binôme (A cos lit — li/i sin ht), les six suivantes : . J
- (c) / ( \,\, 7, ,//.- :\, :X-.rZ, ,rY — i/X Wl = 0.
/ (x, Y, Z, ,//. - sY, :X — :rZ, xY — ij\ ) r/(|
Files offrent, dans toute leur généralité, ce qui était à démontrer, ou ce dont les égalités ij'-\
l Ztf(T=0, / Z3«/(T=0} offrent des particularisations pour la barre libre dont le mouvement est le sujet de notre n." lu.
On peut donc, dans les problèmes de mouvement des barres ou tiges élastiques libres ou pivotanles autour de points ou d'axes fixes, établir séparément la partie algébrique ou de solidification, et la partie transcendante ou vibratoire, de leur mouvement. Et même on peut généralement, ce qui est encore mieux, ne s'occuper que de celle-ci, qui seule intéresse le problème de la résistance de la matière, sans craindre que la non-prise en considération de celle-là soit une raiisr d'erreur.
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valeur de / Z*t/q =_ l Z2ffe -+- g Z*-f-QZ*, on trouve
(«») J &dq= P [£ (si- ch)(\-ck) + (h -*)*] + ?[12«A(1 -cA)+4(A-*)H-
+ 2w (Ä - e) (A — s) | + '-Ç- [C»nsh {sk — eÄ) + 2m9 (A9 — s'4)] + 4Q ( sä — ch + ^ s/t ) '.
Tel esl le dénominateur de la valeur (I.) du coefficient A. Son numérateur est
(n5) [' /^(:.),/q = y,Z(i + OVZ(/ = -2(/(-s)^ + »( •*-<* + ^r*A ) QV.
Substituant dans (/.), puis, avec (^s) Z, dans le V faisant la seconde partie
de (b.) dont la première partie est donnée par (à\), (C-\-C't), on a la composition complète de la valeur, à un instant t quelconque, du déplacement de tout point de la barre libre (ou suspendue par un bout à un long lil) et heurtée aux deux bouts. La seconde partie seule, la partie vibratoire, intéresse la résistance de la matière de la barre à de pareils cbocs.
21. — Ca* particuliers du problème de la barre libre du n" lî*. Observalions sur les conséquences théoriques de sa solution ci-dessus. — Nous ne développerons cette solution que pour deux cas particuliers dont l'un (le second) celui de la barre pivotante, a un intérêt pratique réel, mais qui tous deux fournissent des conséquences théoriques à remarquer, pouvant se présenter dans divers autres cas et les éclairer.
1" cas. — Barre libre heurtée à un seul bout. — La solution en sera obtenue simplement en faisant dans les formules (</.), (h.), (d.), (mâ), (b.),
q = 0, d'où :
(0.) 1 = {k — c) (hz + sj - [h — s) (*_ + cg) .
]> (p.) Equation eu m : m (sin m coli m — cos m sili m) + -r(l — cos*» coli ;/()=0;
i . ( sk — ch ) I. sin
avec
i j' ZVq = ï (sä - chf- + ?- [(// - s)9 + ^ (sî - cft) (I - et)].
Celte valeur du dénominateur - 1 T d ([ peut être très simplifiée si
j) pour — (1 — ck) on met sa valeur — (sk — ch) tirée de l'équation (ps) en Qui
r»2G GHAP. IV. — NOTE DU j/ G I . — IMI'I I.SK». TRANSVERSALE.
m ; ce qui donne
r- S A III- >H~l
.1 - - 1 (s« — cft) /. sm —
u-^l-ï—rrM + ïS- Y
4 + q (rf _<*)!+ -(*_,)«
2e cas. — Butte heurtée à un bout et pivotant autour de Vautre où on la suppose traversée par une goupille lixe. — On obtient la solution y relative en taisant clans les (<(-), (g-), (h-), (m-), (w.),
v = 0 ; puis, // = y-; d'où :
Équation en m, obtenue eu divisant celle (A3) par p et taisant- n. '** ' , n Q , cos /// coli /// , IJ
Sit — Cfl + 2»< = .S'/l = 0 , OU - r. = "2)11 - :
P £in /// sili /// V
et on a la valeur de n en divisant haut et bas par q la partie algébrique (d.)
7«Z0'+QVZ /• de(&3), et par «/Reproduit de {g.yi par (/_) A = : I Z^/CT étant fourni
par (ms); puis taisant ?' = U, - =11,— = 0. On a ainsi i v i q q-
— r -r ' sm " i , , .11 v^ ' \ s n
Le second ternie du dénominateur se simplifie en y mettant pour le binôme entre parenthèse sa valeur — ., " tirée de l'équation (s5) en ///, d'où
. tut ., mi
sm — Slll —
it a
w »= -^-DVf+2VTS^
sin »i sih /// m -7 siu
5(J 2(J \siii2//i sih2///
22. — Particularités curieuses. Calcul de ce qui est obtenu si /'<>» suppose la partie transcendante Y applicable à la racine m — 0 dnni on a dégagé les équations en m, (//-),(//.), (s.). — Ona ce premier. terme du V ea supposant d abord <pie m est seulement très petit et mettant pour ses sinus et cosinus
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leurs développements
.s ) nt~ , nr m~
C ) m- tu'' m1'
et A i +T+ 24-"H72Ô"+
elh) '" + 6 I20H~5040 +
dou *-,=t(1+8ïo+".-J
2wi3 / »// '
— - sm —
Substituant dans les secondes parties 2VtV» (</3) et(£3), du déplacement
>/. et divisant haut et bas par ///", puis faisant ml = 0, on trouve pour ces barres heurtées à un bout :
I Barre libre : le 2Vt V. = 2 — ^ M.
2U Barre pivotante : le iVr V. = — '1— M ■
c'est-à-dire que les parties transcendantes, prises sous leurs premières formes dans lesquelles m représente un nombre encore quelconque, donnent, si
on le fait nul (ce qui revient à calculer le terme de la série V où /// a pour
valeur particulière la racine m= 0 des équations devant fournir toutes les valeurs de m) donnent, dis-je, précisément, pour les déplacements, les parties algébriques <\vi existeraient seules pour les premiers instants si ta barre était rigide.
Ainsi la partie algébrique est comme ce qui vient, aux premiers instants d'une vibration dont la période serait infinie.
Mais si l'on fait ainsi m = 0 dans les expressions de n sous leurs formes simplifiées (r.) et (ws), on n'a pas. à beaucoup près, la même chose. Un trouve
en effet pour les dénominateurs - / Y.2d(\ (toujours après avoir ôté le facteur m6 existant haut et bas), des nombres quatre fois plus petits, et par conséquent, pour les valeurs du terme en w = 0 du 2 VtV, des expressions quadruples des parties algébriques à quoi se réduiraient les déplacements si la barre était rigide on n'entrait aucunement en vibration.
Cela est curieux, mais ne doit ni étonner, ni faire soupçonner aucune erreur. En effet, les transformations des expressions {q.) et (t.) de // en celles
(/•.) et (m.) sont fondées sur des équations [p.) et (ss) en m excluant la racine m = 0, ou applicables seulement aux valeurs non nulles de ce paramètre. Faire m = 0 dans des expressions applicables seulement à des racines non nulles n'était donc aucunement permis (*).
Mais celte concordance de la partie algébrique avec ce que devient la partie transcendante pour m= 0 n'est point generale.
Eu effet, si nous mettons pour les sinus et cosinus de m leurs développements dans la partie transcendante de l'expression (b.) du cas général de deux corps heurtants en divisant baut et bas par m6, et faisant ensuite
m4=0, l'expression (m.) nous donne d'abord, pour — / Z-'(7y>, b1 dènomi-
nateur de (d.) multiplié par- (P + og); puis, en substituant, on a
^Yn-f)](i
vi .v • • ">'' 2QA "r a \ ' I» /J V äP+GQ UV
> . A/ ; Slll = — ;— -
+~ ni'1 t r
1 i pi J-p..
Or, cette expression ne se confond avec celle (d5) du petit déplacement de la barre rigide /jne lorsque v = Q, c'est-à-dire lorsque sa première extrémité, pouvant au reste être unie à un corps q, est, ou non heurtée, ou fhe.
Il convient donc, comme nous avons dit au n° 16, de ne point compter sur la racine m = 0 qui s'offre dans les solutions. 11 convient même de l'abstraire, en déterminant séparément, par la mécanique des systèmes invariables, la partie algébrique; et cette partie pourrait être abstraite ellemême comme n'intéressant nullement le problème de la résistance vive de la matière de la barre aux chocs qu'elle peut éprouver.
kJ.~. — Cas de harre pivotante heurtée, traité directement. — Cette barre, de longueur a, de poids P, étant fixe au point z = 0, et heurtée au point ; —a par un poids Q avec une vitesse Y, on a
= — -j- a4 _— = 0, a résoudre pour
ci1 t ;. '
^o;(^) = o,(^jro,(T»_-T^jro4u)1=„=o,(_)(=-|»=l„M
(') On trouve une autre particularité singulière en substituant aux sinus et aux cosinus de m leurs développements dans l'équation en m, comme nous aurons occasion de le faire ci-après pour des solutions approximatives de problèmes de barres non libres. L'équation générale (A31 en /// devient en eilet, après la substitution des («5), en ôlant le l'acteur commun m4 :
(, + 42p+1,o,)_*(£ + ,Jft + $) + =„,
équation qui a pour premier terme le dénominateur de la partie algébrique (ci-,) du déplacement u, en sorte qu'en en tirant m1, l'on a une expression dont le numérateur est précisément ce dénominateur d'une formule fournie par le théorème de la mécanique élémentaire pour le mouvement des corps rigides.
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La solution, on ne s'occupant que de la partie périodique qui, comme nous avons vu au n" li>, peut être traitée en abstrayant l'autre, sera
fc) w = "S-3-AZ'sin
si
M (^„'.(^ = 0,(^=0 ^ + ^(g)ro,SAZ | gas
à quoi on satisfait en prenant:
///; ., mz sni — sili — . x -, " « ,. . ., , fi '/■ \ Ht* i coli /// cos;» \
:J Z= — r. »dOllZ„=2, ( r— ) = — ( ., ■ I,
smm sih m " i ; ;.. 'fl ,-/"' I sih m sin /n '
si m est fourni par les racines réelles et positives de l'équation suivante qui résulte de la substitution des (z's) dans la quatrième condition définie (x3),
COS Ml coli Ml 2Q»!
sin /« sih m " P ' et si, pour satisfaire à la cinquième condition (z-) on prend, vu que Z == 2,
7MQ - '/■'</: VI .'q 1 a Jo
où le I 7J(h, afin d'éviter une intégration penible, sera calculé par
• m —m f - — -w/i» — ni'-1) \
ou, comme Za = 2 donne dï"a = 0, et vu la valeur (cl) de ( c~ ) ainsi que la
relation sih2 m — coh2 m = — I ,
P /'"y.,,. ''"' \ a '- ['"''(' cos Mi . eohro\~|) a Ja " — Anr ) ' r m\_(r \ sin mi sili Mt/J)
P T_ ti /et
i | //< \si
P f <i / Coli »I COS »A /
ili /// siu m ' \ sin* m* sih2;//
et, en définitive
W¥-sfoÏÏ
^ m- 1' T 1 1 3 /cos m coli m H1
■ 2 Lsiii"'» sih"- //< m Isin/zi sih m 'J
expression pareille à la partie *2Vr^de (73) obtenue par la particularisa'.ion pour r— 0. rj=.-s. des expressions compliquées des iv 19 et 2.0, et ou l'on
, . Al C0S m
lient, puisquil n est plus Question de racines >n — U, remplacer
sin m
{. - . '" par {:■") '^—-, ce qui produira la même simplification qui s'est offerte sih m P
aux n,ls 6, li, 15 et 21 ; d'où, en abstrayant la partie algébrique précédant le V et donnée au n° 22,
vtT,
si n — sih —
sin m • sih m . m-t
— : — r sm —
r / i "*" 20 l siîïï
déplacement vibratoire qui est zéro aussi bien au bout mobile z~a qu'au bout fixe z = 0.
24. — Impulsions gradtcelles ou tranquille*. — J'appelle ainsi (fin du nn 1) celles qui ne sont point brusques ou qui s'opèrent sans des chocs et qui pourtant ne laissent pas de mettre en jeu de proche en proche, dans un temps fini, l'élasticité, ainsi que l'inertie des diverses parties des pièces et d'y provoquer des vibrations ou d'y contribuer.
(.'est ce que produit, par exemple, pendant que s'accomplit la flexion d'une barre horizontale appuyée aux deux bouts, le poids du corps qui l'a heurtée verticalement au milieu et qui continue d'agir verticalement sur elle après le choc ; c'est à quoi contribue même le poids propre des parties de la pièce pendant qu'elles descendent. Un effet de ce genre est encore amené si une force de direction quelconque agit continûment sur un point d'une pièce élastique avec une intensité ou constante ou variable en fonction donnée du temps, comme celle qui est exercée sur un balancier de machine par la tige d'un piston. Un effet analogue s'opère si une extrémité ou toute autre partie d'une barre est astreinte (par exemple à cause de sa liaison avec une manivelle) à un mouvement obligatoire, aussi fonction du temps et qui est transmis aux autres parties par l'inertie et les ressorts moléculaires.
Dans les solutions ci-dessus de problèmes d'impulsions brusques, nous avons négligé les poids des pièces ou barres, et ceux des corps heurtants. Cela est permis (avons-nous dit à la fin du n° 2), tantôt comme approximation, tantôt parce que la barre n'est heurtée qu'horizontalement, en sorte que la pesanteur ne contribue en rien à la tlexion qui lui est imprimée.
Mais si une barre horizontale est heurtée et fléchie verticalement, il faut, pour L'exactitude, tenir compte de l'effet contributif des poids, ou revenir à l'équation différentielle complète (d) du n° 2, en mettant dans la parenthèse du dernier terme la gravité g au lieu de la force transversale supposée quelconque g, <e qui donne au lieu de [d), en multipliant par g :
IMPULSIONS GRADUELLES OD NO» IIHUSQUES
25. — Mouvements d'une barre horizontale appuyée aux deux bout» et heurtée verticalement au milieu par un cor/)* rigide, calculés en tenant compte de l'action graduelle de son poids propre ainsi que de celui Q de ce corps et aussi de celui <y (Fun autre corps <jue (pour plu* de généralité) l'on suppose être uni à la barre et recevoir le coup. — Nous appelons, comme au nu 4, P le poids de la barre prismatique et homogène de longueur 'la, V la vitesse du choc, et nous faisons encore, pour abréger :
en sorte que C[ est le poids total du système dont r/q sera un élément quelconque.
L'équation à intégrer est ainsi
/ \ a t^-U \ . ' 'Il
avec les conditions-limites, semblables à celles (m) du n i.
K .-.=•■ (~) =•. fè) =0;
et avec la suivante au lieu de celle (n),p. i96, vu la mise en compte des poids Q et q', et des inerties des deux corps unis à une tranche élémentaire de la barre, pour faire équilibre aux efforts tranchants s'exerçant de part et d'autre sur les bases de cet élément mince, à chaque instant du mouvement simultané de la barre et de ces corps :
On fera disparaître les termes — g des parenthèses de cette équation (cj et de celle (c/J en posant ir, i u = ut + G ,
u{ étant une inconnue auxiliaire, qui représente ce que seraient les déplacements u des points de la barre si les poids n'y agissaient qu'au re[ os. On obtient ce déplacement purement statique ut en ôtant, des équations ci-
dessus (c4), (et) le terme dynamique -rjr, c'est-à-dire en résolvant l'équation simplement différentielle
. #*»i „ i ■•«• Pft3 ic~'u\\ — in- + a* -r—^ = 0 , avec la condition — (n- = ; - —
Lue première intégration faite en déterminant la constante de manière
— ot3 iQ -+- Q') que pour 2 = « la dérivée du troisième ordre ait la valeur — ■ — p—r , donne
#*«, _g& _ JQ4-gf
i s? «4 ' Pa5 '
d'où, en intégrant de nouveau, eu égard aux conditions-limites (dk), les mêmes pour uit que pour u,
ou, en mettant pour at1 sa valeur^ >
ce qui offre l'équation connue de la forme que prend sous son poids propre P et sous une charge Q + q' au milieu, une pièce appuyée de longueur 2a. On l'aurait obtenue directement comme à l'ordinaire en posant, autour de
( 'u l'axe horizontal du moment— El — des forces élastiques s'exerçanl à travers la section o-, l'équilibre de rotation entre ces forces et 1° la réaction ^—^ — —de l'appui s = 0, agissant avec un bras de levier z; 2° le
p poids — z de la portion de la barre entre cet appui et o-, pour un bras de r 2rt
levier moyen égal à la moitié g de sa longueur.
L'expression MtH-U de u, substituée avec cette valeur (/4) de ut dans les équations (c4), (dj, (e4) du problème actuel, les réduit, comme on se leproposait, à la forme de celles du problème résolu au n° 4, savoir à
équations dont les quatre premières sont résolues par
* . mz ., mz
... sin — sih —
Six, . m-t n m-t \ . .. a a
Z — A sio r I- cos — , ou / = : — ; \„i- fc? ~ J cosm coh m
le V s' étendant à toutes les valeurs de m, racines de l'équation qu'on a en portant cette expression de Y dans la dernière condition (>/,), équation qui
est
Si l'on y met pourZ son expression (ÄJqui déjà satisfait, par sa forme, aux autres conditions, on a, pour déterminer toutes les valeurs de ce paramètre m.
/sin in sili m\ 2P W "' \ r?. -, m "~ n.li ni ' ÛTv '
PULSION EN PARTIE BRUSQUE ET IN PARTIE GRADUELLE. DOO
Et les coefficients du sinus el du cosinus doivent être déterminés par les expressions générales (»,) du n° 10, page 507 :
f Z<I>uw/<[ | V¥{z)dn
| z-vq | z*dq
-I» ci, valeur initiale de I, devra être la valeur initiale de u diminuée de la valeur [fj de ur Or la valeur initiale de u, ou ce qu'on a appelé o u) dans tout ce qui précède, est ici le déplacement éprouvé par le point de la demi-barre dont l'abscisse est z, à l'instant £ = 0 qui a précédé l'arrivée du corps heurtant Q; c'est donc la partie de la flexion statique //, exprimée par (f), qui est due seulement au poids P de la barre et au poids additionnel q' qui déjà lui était uni. En retranchant de //, cette valeur initiale y (z) de u, il ne reste évidemment que la partie de {f4) affectée seulement du
poids heurtant Q, prise en signe contraire. Donc, il faut faire, dans les (k,j, Voyez pour T (z) au n" 6, l'explication qui a été donnée à nue sous-note]
Qa*/dz \z'\ q-1 Q
' 4 i W (:•) = $ (z) = V pour le poids Q dont l'abcisse est :■ = a , \ et = 0 pour tout le reste.
On aura pour le numérateur de B
K) J Zd> (z) dq = (Q + q') -I> (a) \ + 2 1 £ W (z) dz.
Pour en calculer le second terme, des intégrations par parties donnent
, c . sih# . c . coli x \
eu égard à ce qu en gênerai — ? =cona:; — g = sin# >
fa . mz , f az mz a- . mz "
z sin — dz = cos 1 : sin — ;
fa mz . (az mz a-
z sui — dz = ( — coli — :, si h
mz. u- ., m z ■ dz — — cuti
f« . mz , f/ "-■"' 6a3z\ mz , 7,a-z- 6a*\ . mz~\a
z'' sio — dz —\[ 1 cos j- ; ; sin — ;
jo a L\ "' m> / " V '"" '"' a J"
, '" ., mz . V faz* 6a°z\ . mz , Thi-z- 6a4\ .. mz~\<*
z • S|h — dz = \ 1 - coli — - H ; sih — •
,/ii u |_\ '" '"' / a \ "' '"v a Jo
Comme ces expressions s'annulent à la limite inférieure c; — 0, on trouve, d'après la valeur (/<4) de Z,
. ,, C" .. i ô ; I s3\ 2fl 3rt /sin m si 1 1 m\
(»Ul Z- — ) = (- — r ' ; <
Jo y l ii i <t'J m m* \ cos»; coli»;,/
On a ainsi
(Q+Q')$(fl)Za = -(Q+Q')Ç:Qza; l- f" Z*(z) //;■ = - - 9— Q- 1-- + r- (^ - sih/"')l
(i ,'n fl .> I' | m ' ///* \ cos m COhw 'J
n .,, . . , „ sin m sihwî 2P
Lomine 1 eiiuation (/.Jon//* donne / = ; — = 7^ ; — » si 1 on
• ' " cos m co h m (Q-f-Q)m
ajoute ces deux expressions pour avoir celle (m,), la première des
2a deux détruit ce qui vient du premier terme entre crochets de la deu-
xième, et il reste, pour le numérateur (w4) de B :
Celui I ZvuV/qdeA est (comme au n° 5 puisque 0 seul avait une vi- • q
tesse),Q\Z/(,qui est ici = QA -— — — — ; et leur dénominateur est, aussi <" l (Q-t-Q')ro
comme (0Q du n° G ou (b2) du n° 13 p. Ml), sauf (Q-ho/) au lieu de Q,
/ \ /' v>;,. P r 1 1,1 /sinwj sih m\~\
Jn *■ 1 Lcoss»w coli- m m \ciism coli/«' |
2 \cosawi coli-/// ' (Q-t-Q')ma
On a, en conséquence, pour le déplacement cherché u, en substituant les (fc,f)A,B dans l'expression (A4) de U, et en y ajoutant pour avoir u, celle (/4) de uit cette expression (qui se trouvait dans le Mémoire de 1857 dont un extrait se voit au Comjite rendu de la séance du 10 août, p. 237) :
:.IVr/8:. 4*s , 1 i*\ (Q + Q') a-' / Ö z 1 z: u =
.>!'»■ / 8 \z 4 z-' ] z* \ 48ÏÏÎ ' 5 a ~ "5 (T- ~l 5 a* ) "*
fi Kl \ 2 a 2 o!
(pj
sm — sih — ■ // a
<J v< l cos/// coh /// /,. . ///'-/ en- m-l
77—, 7 Zj — : — \ \ 77T> ^ " S1D —, COS
cos-?« coli-/// ///- (0 -f- q')
expression où l'on peul remarquer une certaine analogie avec celle quia été donnée pour les déplacements longitudinaux des points d'une barre pesante fixée à un bout et heurtée à l'autre, par Poncelet, et où se trouvent ajoutés, à celle qui avait été donnée parNavieren série de termes affectés de sinus de multiples du temps, des termes algébriques et une seconde série, affectée de cosinus, afin de tenir compte, comme nous venons de faire, de Tel-
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fet additionnel du poids de la barre et du corps heurtant, tant après le choc qu'avant (■*).
Nous reviendrons sur cette expression aux nos 35 et -M , où nous traiterons des solutions simples fournies par le premier et le plus influent terme de la
série > et qui, même avec une expression purement algébrique donnée à
la valeur de m entrant dans ce terme, fournit souvent des solutions d'une approximation très suffisante, et qui sont susceptibles d'être obtenues élémentairement comme nous avons dit au n° 1.
Nous pouvons remarquer dès à présent quelle est, dans cette solution f//,,i. la part de ce que j'y appelle l'impulsion graduée, produite ici par l'action
des poids Q, q' et P. Le premier des deux termes hors du 'V, et la partie du
second qui est affectée de q', y sont étrangers, car ils représentent l'effet purement statique, ou sans impulsion, du poids P de la barre et du poids additionnel q' antérieurement à l'ébranlement. Mais cette part dynamique ou impulsive de la pesanteur est représentée à la fois par la partie du
deuxième terme hors du N affectée du poids Q, n'entrant en jeu qu'à partir
ÖT2 Ul'"t 1V/S ïll't
du choc, et par le second terme — ^-cos— = — lTFT — :, cos — de la parenthèse du > (terme contenant m qui dépend à la fois de P, deQ et deo'j.
En effet, si] l'on efface ce ternie, et les deux hors du X ainsi que le coef-
cicnt x ,, m affecte jeette série, l'on retombe sui notre expression (et)
du n° 6 où nous négligions les effets des poids et qui ne convenait exactement, ainsi, qu'à une impulsion brusque s'exerçant horizontalement sur le milieu de la barre.
-«>. — Eremples de pure impulsion çjraduclle. Barre verticale prismatique d'un poids P appuyée aux deux bouta, unie, en son point milieu, à une masse d'unpoidsQet éprouvant V impulsion tranquille, ou sans choc à ce même point, d'une force horizontale constante q. — Puisque tous les mouvements, supposés toujours petits, sont ici horizontaux, les poids n'agissent point. Il faut
donc retrancher le terme — grqui figurait à coté de la dérivée -?— à l'équation aux différences partielles (rv) du nu précédent; et il faut, dans l'équation de
(*) Introduction à la niera nique industrielle, noie du n° 522, p. 410 (1829) ou 446 (1870). Poncclet y revient, au n° 325, p. 424 (1829) ou 4(30 (1870), mais c'est seulement pour la supposition que la barre portait déjà, à l'exlrémité heurtée, ce second corps q' qui reçoit le choc du corps Q.
Voyez d'ailleurs ce que nous avons dit à la première sous-note du n° 1, sur la possibilité d'arriver à une solution, en termes finis, de la question du choc longitudinal, et d'en tirer des conclusions que les séries ne peuvent faire apercevoir.
condition (f\), mettre la force q au lieu des deux premiers termes 0 -f- q', eu ue laissant que Q sans 0/ au ternie suivant, ce qui donne à résoudre :
avec(M)o=0, (l|) =0.(^); 0,
9 \ à quoi l'on peut joindre les conditions initiales quelconques
Pour se débarrasser du terme <y, faisons encore (?4) m =Mt -+- U, la
partie Wj étant purement statique ou ce qui satisfait aux équations (q,t)
c-u () (Shi\ sans les termes dynamiques t- ^— . I7— I .On trouve, la première
... ( *ii n , ... . .
équation étant ainsi réduite a ^4 = 0, sous les conditions exprimées par les
autres, ainsi qu'on a fait pour obtenir (f') au numéro précédent,
Mettant, pour u, U augmenté de cette valeur de uit on a toutes les équations (</4) avec U au lieu de u, sauf le terme q de moins dans la dernière, ce
qui donne pour I la même expression (A4) U = "X "*'" qu'au numéro précédent, et toujours avec l'équation transcendante (jr4) pour déterminer m, mais sanso/; et, pour déterminer les coefficients A, B de la série, les conditions initiales
^ = o=(«UoT^=*W-«.=?Wr-S(i~i$)'
0?Lé=(S),-.=«*
d'où, formules (//,) du n° 10, ou f/.,) du numéro précèdent,
f m*)dq f z[«?M- «Jrfq M a 19 . • b 13
expressions où Q doit toujours figurer pour sa niasse, portion de la niasse to-
laie — — * du système, quoiqu il n agisse ici que par son inertie et non
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par son poids. Les dénominateurs auront la même expression (ot), avecQ/ = 0, qu'au numéro précédent. Le numérateur de A peut être laissé sous la forme où nous venons de l'écrire. Celui de B aura une première partie qu'on
peut, de même, écrire simplement I ïq(z)d([ tant qu'on ne spécifiera pas
la forme de ® [:■) ; et on aura pour le reste, savoir
(.j - _ f ZMq = - Qz« («.), = a - -' 4 f* &M* •
Vu la valeur (s4) de ult qui pour ?=o, se réduit à |=n, et l'équation en m
donnant Z —-—• et vu aussi la valeur (m'4) de Z -7 - — s - ]dz, cette a Qm ,'(i \'2 a 2 a-y
expression revient à
Pças P qa* r u2a 5« / sin m sili m \1 7)inYA « 0E1 L m m*\çasm cuh»i/J
Le premier terme de cette expression, comme dans le calcul de l'expression
analogue (n,\ du n° 25, détruit ce qui vient de — — dans le second, et il
. . sin m sih m !2P
reste, en remplaçant ■ — : — par — - :
cos m coli m \}m
Numérateur de B = /? (5) r/(T — h™- -rr- a—-'
Ou a ainsi la solution
2o 2«"> Q^ïmi rzsd
ms 1
<] n ; — cos ■
J„ ^ 2\cosam coli- m «J»«- / J .1 4 ^«'w «Jo yw
eus m a coli m a
=QZ0<p(«) + F
expression qui se partage, comme on voit, en deux parties, l'une due à l'état initial, caractérisé par les fonctions 7 (2) = [u)t _0 , $ (2) = ( ~ ] où ^ (s) pourrait comprendre, comme dans les problèmes précédents, une vitesse
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d'impulsion brusque; l'autre, due à l'action delà force q supposée partir sans vitesse de l'état naturel où aucune flexion n'était produite.
27. Même barre sollicitée de même, quand la force horizontale q, dont elle subit V impulsion graduelle ou tranquille, varie d'intensité avec le temps au lieu de rester cnnstaute. — Soit
la fonction du temps exprimant l'intensité de cette force. Yoici le procédé général trouvé par Duhamel en 1830 pour déduire, de toute expression telle que. celle (,i\) donnant, au bout du temps l des déplacements u dus à l'action d'une force constante q à laquelle ont pu se joindre les effets de déformations et de vitesses initiales quelconques, les déplacements qui auraient lieu si cette force avait une intensité variable avec le temps suivant une loi connue (*).
On commence par mettre, dans cette expression complète de u, à la place de q sa valeur initiale
(«)f=0=rto)i
ce qui donne, pour l'époque t, c'est à dire l'époque où le temps t aura été écoulé, une première partie du déplacement cherché u, à savoir celle que produirait une force f (0) supposée agir continuement avec la même intensité pendant tout ce temps t, et unir son effet à ce qui est dû à l'état initial.
Puis, en mettant en oeuvre le principe de la superposition des effets des forces, et en appelant i toute portion du temps total /, comptée à partir de t — 0, l'on ajoute les déplacements qui seraient séparément produits pour l'époque t par les accroissements successifs dq = f (s) (h. de la force; chacun étant supposé s'exercer sur le système avec une intensité constante depuis l'instant marqué par i où cette portion dq a commencé son action jusqu'à l'instant final marqué par t. Ce temps d'action de la force f (s) de est t — e, et l'on obtiendra évidemment la portion du déplacement u produite par cet élément dq=f (g) de de l'intensité de la force, en mettant, dans la partie de l'expression (.rj donnant l'effet, pendant le temps t de la seule force q sans déformations ni vitesses initiales :
f (g) <h à la place de q; I — e à la place de t.
En ajoutant tous ces déplacements partiels, on aura le déplacement total. Le procédé se réduit donc :
f) Duhamel en avait émis la première idée dans son Mémoire de 1829 sur la méthode relative au mouvement île In chaleur dans des corps plongés dans un milieu dont la température varie mer le temps. (Journal de l'École polytechnique, 11'' cahier, 18r>3). Il l'a développée l'année suivante dans son Memoire sur les vibrations d'un système quelconque de points matériels, présenté le 23 avril 1850 (même Journal, 2.V cahier, 1S.">4, p. t à 36), quant à son application aux corps élastiques dont quelques points sont soumis soit à des déplacements obligatoires, soit à des forces aussi variables avec le lemps.
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]" A mettre dans l'expression complète {.i\) du déplacement qui est dû, au bout du temps t, à une force constante q et à l'état initial donné :
/'(0) à la place de cette force 7,
ce qui donne une première portion du déplacement cherché qu'on désire avoir pour le temps final t ;
2° Pour avoir l'autre portion, à mettre dans la partie de l'expression de 11, indépendante de l'état initial et due à la force q :
f \i\ilz ;'i la place de 7, ■ t — sa la place de / ;
et à intégrer de s = 0 à s=£ l'expression qui résultera de cette double substitution : car ce sera ajouter ensemble les effels partiels produits pour l'époque tina'e t, par ces forces partielles dq~f (e) riz, chacune pendant son temps propre d'action.
En opérant ainsi sur l'expression (arj de u, nous aurons trois parties : 1° la série 2 qui forme son premier terme, sans la modifier; 2° le second
terme, affecté de ~yr, en mettant /' (0) au lieu de q\ 5° ce même second
terme, en y mettant f (e) <k pour q et t — 1 pour t, puis intégrant de 0 à t.
Dans cette intégration, la partie ^- (5 - — k ~l) I f (e) de, où le temps ne
Util \ _ ( ' m. (l ? / n
se trouve pas, se réunira naturellement à la portion -p-, ( '- - — - — ] f ' (0).
oEI \2 a 2 a")
si simplement on y met f (t) au lieu /'(O) ou /"ï</î, car on a bien
On obtiendra en conséquence si l'on fait, pour l'intégration par rapport à -, passer sous le signe z le q=f (e) ch qui est hors de la parenthèse de la
deuxième partie de (,r4) et si pour Z et | Z-</q on met leurs valeurs
f m*)dq
2P«5 y J_ QEI ^ /«-
sili —
coh m
r pcos^(f_s)//(e)rfs<
cos- //1 coli- III
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Des quatre ternies de cette expression, les trois premiers auraient pu être posés à priori : c'est le dernier facteur du quatrième, que la méthode de Duhamel a appris à déterminer.
28. Mouvements de la même barre verticale quand son point milieu a subi transversalement an petit déplacement invariable. — Soit a ce déplacement invariable après lequel le point milieu est supposé reprendre son repos; les déplacements successifs u de tous les autres points seront régis par
et- c ;'
/ {u). _ 0= 0 , ( ~ \ = 0 ,( ~ \ ==Q, {u) . _ a — a quel que soit / ,
ainsi que par des conditions initiales quelconques qu'expriment les (r4) du n° 2G, mais où les fonctions y et ^ devront avoir une forme compatible avec {u)x = a=^a constamment.
Cette dernière condition (a3), (u)a = u, remplace, comme l'on voit, la condition d'équilibre dynamique posée dans les problèmes précédents entre l'inertie du corps entraîné Q et les efforts tranchants s'exerçant de part et d'autre sur les deux sections limitant l'élément de barre auquel il est joint. Ici, que ce corps Q soit uni ou non à la barre, son inertie n'entre point enjeu.
Faisons, comme ci-dessus, u = ui-\-J], la partie u{ étant purement statique. La résolution des équations (a8) avec ux mis au lieu de u, et en réduisant la première à t—^= 0, donne, comme pour (sj du nu 26 :
(>',) Mi = «
a lJ tr
- — -f- /. Z (A — ■ sin f- B cos ,
Et maintenant, posons l'expression (c.) u = *(î- -i-W^J z (
qui est propre à satisfaire aux (a3) si la fonction Z de s et de m satisfait à t-z-i «*nï = o,(Z)0 = o,(^jo= 0,(^1=0, «+ 2/,(A/-rsm-r + ncos-j
Les quatre premières de ces conditions donnent à Z, connue dans les précédents problèmes, la forme
. mz ., mz
sin — sili —
v ■' coswî coli m
et la cinquième ne peut être satisfaite, quel que soit le temps t. que si l'on a
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Za=0, ce qui impose que les valeurs du paramètre m soient les racines de l'équation transcendante
. . sin »i sili m .
(<'-) : — = (I, ou tans m — tali m = 0.
x ° cos m coli m
Voyons quelles seront ces racines.
Comme la tangente hyperbolique tah m est toujours positive, égale à zéro pour m = (l, et à 1 pour m= y:, celte équation ne peut être satisfaite que par des valeurs de m dont la tangente tang m est positive, et au plus égale à 1 ,
c'est-à-dire par m compris entre 0 et ~, n et -j-, 2tt et -r, Ôtt et — r-, etc.
Dans le premier intervalle, on n'a tang m = tah m que pour m = 0, car pour toute autre valeur de m,
m3 "2m' 17m7 C)'lin'' 1383m11
tMllf ))l ))( -I- -L- -f- -J- -j- -4- ....
lang m — m -r . [& -t- ^ , ^_5 -r [55g25
est toujours supérieur à
nr 'lui' \lur 62m9 tah m = m — -=- + -p ^-p- 4- ^rr- —
Dans le deuxième intervalle, on a tang ~ = 1 , tali — = 0,99922 ;
Dans le troisième : tang — A, tah -T = 0,999998.
D'où il suit qu'on peut prendre pour racines, vu le degré d'approximation dont nous nous contentons
tang m = tah m = 0, 1 , 1 , 1 , . . . .
Cette possibilité d'obtenir de l'équation (rf5) des valeurs de m en nombre infini, et rapidement croissantes, étant constatée, poursuivons la solution.
Quelles que soient les formes des fonctions cp et -l entrant dans les conditions limites données («)/=0=f (-), (V" ) = v (-). si on multiplie par
-Zf/z les équations qui en résultent a
et si on les intègre de : = 0 à z = a, on peut en tirer les coefficients B, A sans avoir besoin d'ajouter QZa g> (a), QZa^(«) aux premiers membres, ni
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BQZ*, AiQZ* aux seconds, car d'après (e5), on a Zrt = 0. On obtient donc
- Zff[z)dz—-*\ / z--)'h- -I Z$ (*)<**
, , „ »,'o a J(i \2a 2fl7 . a Ji)
in») B = [7—^ A = ~F7^
ZV; - Z*dz
a Ji) a, In
,, . , v i... j .i i 2fl 5a /sin »i sih /// i
L expression (///«) nous a deia donne la valeur 1 — ; ; — ,
r - m m'\cosm coli mj
ia
ici réduite à , de la seconde des intégrales du numérateur de B; et
celle du dénominateur, aussi obtenue ci-dessus, qui est -r ( — ; n—)
n 2 \cosäm cohäm/
sih m\ , , ., , . . a / 1 1 \
— : — se réduit a son premier terme „ — : rr~ •
coli m/ r 2 \cosm coh2m/
5r/ /sin m sih
m \cos //t Mais, d'après l'équation (<?s) en m élevée au carré, on a
1 — cos- y» coli-/// — 1 ... I I I — cos-///
; = — > U OU ; ■ — — = 2 ; = 2 tailg" /// I
cos- m coli- /// cos- m colr- m cos- ///
quantité égale à zéro pour la racine m = 0, et égale à 2 pour toutes les autres, dont la tangente est = 1 ; en sorte qu'on a
(1H) Cv<h = a
Substituant, séparant la partie affectée de a et abstrayant la racine m = 0 qui annule Z, on a définitivement pour solution
(*■) « = S Z I ~~\ ( I " ZV (z) dz ) siu — + - ( I Zv (2) dz ) cos -
+ a r» — 0 — + 2j — L cos — ■ \ ; ou /j :
sin — sili — 1^ 2 „ ///'-/ , „ // //
cos /// coli //! '
expression où l'on pourrait, avec une très grande approximation, remplacer m par ("-h- ) *» dans les séries 1, qui seront convergentes vu les
dénominateurs m2, m ; en donnant à n toutes les valeurs entières de n == I -à n= 00.
20. Mouvements de la même barre, quand son point milieu est astreint à un mouvement transversal, fonction donnée du temps. — On passera du cas précédent, où ce point n'éprouvait qu'un déplacement invariable a, à celui où il éprouve un déplacement variable
par la même méthode de Duhamel qui a servi, au n" 27, à passer du cas
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d'une force constante q agissant sur ce point, au cas d'une forée variable q = fit); c'est-à-dire que :
lu L'on fera d'abord a=F(0) dans l'expression complète u'.,) afin d'avoir pour l'époque t les déplacements // des divers points de la barre, déterminés tant par l'état initial que définissent les fonctions 7 ici, <£ (*), que par le petit déplacement F (0). auquel on astreint immédiatement son point milieu.
2° Pour évaluer, afin de les joindre à cette première partie de //, les autres parties dues à la suite des petits déplacements additionnels F'(e) de du point central, produisant leurs effets pendant des temps successivement décroissants ' — g, l'on remplacera, dans la partie de (/',! affectée de a, a par F' (s) de, t par t — î: et l'on intégrera de s = 0 à z = t. Il en résultera, comme
on a F 0) -+- / F' (c}de=F(t),
i u = la première ligne ou le premier ^ de u8) -f
Ü) \ ' ' +Fl0)VlZcos^ + (5i_li!)F(/^2l fcos^^P^/,
La masse - du corps supposé uni à la barre n'entre point dans cette formule (js), pas plus que dans la formule (i.) dont elle est déduite. Elle est cependant complète si le mouvement obligatoire désigné par a = F {t) est uniforme, car alors, l'inertie de Q n'entre toujours pis en jeu. Mais il en sera autrement si ce mouvement est varié, car l'inertie dont il s'agit fournira
une force variable — -F' \t) pioduisant son effet comme faisait la force va-
riable q —f{t) dun° 27. 11 faudra donc alors, pour compléter l'expression ij'si des déplacements u, y ajouter les trois derniers termes de la formule (zh) de
la fin du même numéro où l'on aura mis — -F' U), — - F' (0), et — -F" (s)
9 il il
à la place de f{t), f (0), f (s). Nous n'insisterons point sur cette circonslance.
00. — Autre procédé plus simple pour évaluer les effet* d'impulsion graduée dus, suit à une force, suit à un déplacement obligatoire cariant en fonction donnée du temps. -~- Ce procédé, aperçu ou entrevu par Poisson en 18i8|*), mais mis en lumière et heureusement transformé par M. Phillips, dans un remarquable Mémoire de 18G4 (**), donne des résultats ordinairement plus simples que le procédé général de Duhamel des nos 27 et 29; mais son application exige que les fonctions f(t), F (t) du temps aient des formes particulières, susceptibles, par exemple, en les multipliant par des
(*) Mémoire sur le mouvement des fluides élastiques, etc. (Me'moires de l'Institut, t. II. Voir au § '2, intitulé Nouvelle manière, etc.).
("*) Solution de ri i vers problèmes dans lesquels les conditions imposée» aux extrémités des corps sont des fonctions données du temps, lu le 15 lévrier 1804 (Comptes rendus, p. 517), et imprimé au Joui nal de mathématiques pures et appliquées, t. IX. n° de janvier 1864.
Jonctions transcendantes de l'abscisse z, comme celles que nous avons appelées Z, de satisfaire à l'équation aux dérivées partielles du deuxième ordre en t et du quatrième ordre en z, qui régit les vibrations transversales dont nous nous occupons. Telles sont les fonctions de t, périodiques, ou exponentielles, ou entières ne dépassant pas le second degré.
Donnons-en un exemple où la fonction est périodique, comme il arrive généralement dans les mécanismes. Supposons que la barre verticale de longueur *ïa et de poids I', appuyée aux deux bouts, que nous avons considérée aux numéros précédents, soit astreinte, en son point milieu z = a, à un
mouvement alternatif d'une période — et d'excursion 2r, comme si le mou-
vcment était commandé par une extrémité d'une longue bielle borizontale rigide, dont l'autre extrémité serait unie au boulon d'une manivelle de rayon r; en sorte qu'on ait, pour le déplacement obligatoire de ce point milieu
(/,•„) (n): _ a — r — r cos al,
d'où successivement, pourwf=0, ->«,—> zk» —» ....
Faisons
Vir . , n-
T- =-— — connue ci-dessus, et w = — 2grEl t
La détermination des déplacements des divers points de la barre dépendra de la solution de l'équation
[ms) ainsi qu avec u/). _ = r — r cos — ;
et du reste, avec des conditions initiales quelconques
pourvu que les fonctions » et $ soient compatibles avec les quatre conditions (/:i) et (m6) aux points particuliers 3 = 0, z = a.
Faisons
la partie //, étant composée de manière à satisfaire à l'équation différentielle et aux trois conditions (/.) ainsi qu'à celle (mB), ce qui est possible d'après la forme de celle-ci, sauf à astreindre ensuite la somme //,-+- l à satisfaire à toutes, y compris les conditions initiales (ws).
Comme l'équation du V ordre peut être satisfaite par tout produit de
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fonctions de z et de t tel que ceux dont nous avons fait usage jusqu'ici, mais peut l'être aussi en y ajoutant toute fonction entière de z d'un degré n'excédant pas le troisième, puisqu'une pareille fonclion n'ajoute rien ni à
-—• ni ù -T7T, nous essayerons, les D,C',A',B' étant des constantes,
/ + C sin h G cos 'r G, sih h Cl coh — A — sm — + B' cos — ) •
En substituant dans les conditions (/.), (?/,)0 =0, \-~\ =0, ( — ) =0 on a successivement :
Do = 0, C; + C: = 0, puisDa = 0, — C;4-C1 = 0; puisD^ + oD-rt^O, C^ cos n + C^ coh n = 0
,, . n / z3 \ , „, / . nz cos n .. nz\ ( -. . nH . _. n-t\
d ou ?/. = D, 2 — :r— -f C sm — sih — A' — sin h B' cos — •
\ 3a*/ » \ a coh » « / \ " T T /
La condition (wig), à remplir aussi quel que soit t, donne
2 / sih n\
D.-~a = v, V = 0, B'Cl sin n — cos n — r— -== — >• • 1 5 °\ coh??/
Tirant les valeurs de Dt, deB'Crj, on a, en substituant, cette expression cherchée de la première partie du déplacement u :
. nz ., nz
sin — sih —
, . /oz 1 z*\ cos» coh« n-t , / —
(w8) «,==?• " - — — r—. -. cos — > ou n = y/"" ;
w ' \2o 2 «7 sm « sih » t
cos » coh /;
expression résultant de la composition d'un déplacement statique ou indépendant du temps et d'un déplacement périodique ou alternatif à période
sensible — , généralement bien plus longue que celles des mouvements in-
teneurs d'une infinité d'ordres, et superposés, qui constituent les vibrations élastiques.
Pour avoir la seconde partie de u, appelée U, qui donnera ces derniers mouvements, substituons à u la somme vt-+-l dans l'équation différentielle et dans les conditions (/-), (m5), nous aurons, eu égard à ce que la première partie, ut, y satisfait déjà:
équations satisfaites quel que soit t, par une série
U= >j ( C0 sm V C, cos hC2sih \- C- coh — A, — sin h B, cos —
si l'on a
C1+C5 = 0, — C1 + C. = 0, C0cosm=— CgCohîw, C0sin»i = — C2sihm.
Les trois premières de ces égalités réduisent les quatre coefficients C à un seul, C0 qui peut être fondu avec ceux A', B\ en faisant C0V cos m = A ; C0B'cosm = B; et les deux dernières, divisées l'une par l'autre, donnent l'équation à laquelle doit satisfaire le paramètre m. On a ainsi
(ft) U = Sz(A^sin^+Bcos^).oûZ
. mz .. mz sm — sih — ■ a a
cos )>i coh m
les m, pour les termes successifs de la série, étant toutes les racines (il suffit comme aux n"s 4, etc. de celles qui sont réelles et positives) de l'équation transcendante
sin m sih m . v â' cos m coli m
équation pareille à celle (<?a) à laquelle a déjà conduit le problème du n° 28, et qui donne, à cela près de 8 dix millièmes pour la première et plus petite racine, 2 millionièmes pour la seconde, etc., et en abstrayant celle m=0,
5îï 9tî 13*
en sorte qu'on peut avec une approximation suffisante faire m = ( i + -r ) s, et prendre le ^j de î = 1 à i = ao.
Reste à déterminer les coefficients A et B de l'expression (</3) de U. de manière à satisfaire aux conditions initiales
.(s 5) (t]), = 0 = t W - M« = 0. et (fy )t = Q = * (;)>
car on a [ -rj ) = 0 d'après l'expression (ps) de m, •
Mettant pour les premiers membres de ces équations leurs valeurs VAZ et VßZ, puis, multipliant par Zdz- et intégrant de 0 à a, tous les termes des deux séries disparaissent liors un seul eu égard à l'équation (r5), en m, comme dans toutes les solutions ci-dessus; et on en tire, en mettant
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dans le second membre de la première, pour ("i),=0 sa valeur tirée de
sin— sili —
,. . _ 1 Ca \ i \ /°2 1 s°\ , cos» coh » | _ .
rar,,, Jo I Va« 2«r'/ sin » Slh » 1 /*a
Z*aa t— Pdz
Ji) cos h con/i Jo
Les parties de la première intégrale qui ne dépendent pas de ? (z) se
trouvent toutes calculées, ainsi que le dénominateur commun / Z2d!z,aux
numéros précédents, Mettant les valeurs de B,A dans ((/.) U et ajoutant (p5) ut, on aura le déplacement cherché u, dont nous nous dispenserons d'écrire l'expression facile à construire ainsi.
51. — Balancier de machine à vapeur oscillant autour d'une situation horizontale ; sa flexion, sa vibration et sa résistance quand il est soumis à l'action et à l'impulsion graduelle de forces périodiquement variables s' exerçant sur ses extrémités par des bielles restant sensiblement verticales. — Ce problème est plus important que les précédents (*).
On peut bien se former une première idée des plus grandes dilatations des parties d'une pareille pièce, et, par suite, des dimensions transversales à lui donner pour que sa matière y résiste d'une manière permanente, en calculant ses flexions sous l'action purement statique des forces, approximativement supposées égales, qui agissent aux extrémités et dont les plus grandes intensités, périodiquement prises, sont généralement à peu près connues.
On peut même y ajouter, pour un peu plus d'approximation, l'action des poids d([=pdz de ses éléments et même celle de leurs inerties, d'intensités
— — - %— introduites aussi dans le calcul comme si c'étaient des efforts g d&
statiques, en attribuant aux déplacements u les valeurs fournies par la solution de première approximation dont nous parlons. On n'aura toujours ainsi, évidemment, qu'une solution incomplète, car les vibrations transversales de divers ordres, dues à la variabilité des efforts et à leur transmis-
(*) Tredgold a été le premier, nous le croyons, à émettre quelques idées théoriques sur ce sujet délicat (Essai sur la force du fer fondu, section xr, nos 257, 262, 289, 294). Mais ce n'était de la part du célèbre ingénieur qu'un tâtonnement, car il assimile inexactement l'action graduée des bielles à des chocs lorsque d'abord il conseille, à propos des tiges des pistons moteurs (sans doute en appliquant le principe avancé par Young, énoncé à la deuxième sous-note du n° 1 ci-dessus) de ne jamais donner à ces liges une vitesse de jjlus de lm,52 par seconde « afin que le refoulement de son propre poids n'y produise pas d'altération permanente; » et puis ensuite lorsque, pour les balanciers, il calcule la section à leur donner de la même manière que si, encastrés à l'endroit autour duquel ils tournent, ils étaient heurtés, à l'endroit qui reçoit le mouvement, par un poids égal à la pression du piston, animé de sa vitesse, dans l'instant où 1e produit de ces deux quantités est le plus grand possible, etc.
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sion non instantanée, augmentent ces dilatations partielles et le danger des ruptures ou des éncrvations qu'elles peuvent amener, ou immédiatement ou à la longue.
liest donc désirable de savoir résoudre le problème du calcul complet de ces vibrations.
On ne pourrait y arriver exactement (comme l'observe M. Phillips pour un problème plus simple, celui de la résistance longitudinale d'une bielle) qu'en tenant compte des circonstances de la distribution de la vapeur sous le piston uni à la bielle motrice, etc., et aussi, en attribuant à la bielle opposée ou opératrice un mouvement en rapport avec celui de la manivelle du volant qu'elle doit faire mouvoir, etc.
Mais, comme ce dernier mouvement peut être attribué aussi à une force de réaction sensiblement constante de la roue opératrice, montée sur l'arbre du volant, ce qui donne, à l'effort de la bielle une loi périodique assez simple, nous attribuerons la même loi à la force motrice agissant du côté opposé ; et nous donnerons, en adoptant de pareilles suppositions, tout au moins une idée de la manière dont la solution de ce problème pourrait être utilement obtenue.
Supposons que le balancier soit prismatique (vu que le même calcul, avec un peu plus de complication seulement, pourrait être appliqué à un balancier à coupe longitudinale doublement parabolique ou d'égale résis-
p tance). Supposons ses deux bras égaux chacun à a, sa masse =-. Appelons
toujours E l'élasticité longitudinale de ses fibres, I le moment d'inertie de sa section quelconque a ; u les déplacements verticaux des points de son bras moteur ou de droite; ?/x ceux de son bras opérateur ou de gauche, à des distances % et %x du pivot pris comme origine commune de ces abscisses comptées dans deux sens opposés; et appelons q, qv les efforts verticaux de traction, dans les sens u, ult exercés par les bielles. Les équations à résoudre seront, en abstrayant ici les pesanteurs des bras ainsi que celles des bielles de transmission des efforts :
Bras de droite x- ~ + a4 ^ = 0,
avec ("V»0^°'(£!),:.B=0' EIß
tiras de gauche -- -~ + a'k -^4 = 0,
avec
et avec ces conditions de raccordement des deux bras se joignant à l'origine des z et zt :
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ainsi qu'avec ces conditions initiales quelconques, mais de formes telles qu'elles soient compatibles avec les autres conditions posées:
Quant à la forme à assigner aux expressions des efforts verticaux q et 71 exercés par les bielles, observons que si, du côté gauche, l'on appelle — Qj l'effort opérateur qu'exerce, langen tiellement à sa circonférence, une roue montée sur l'arbre du volant, et d'un rayon égal à la longueur 1\ de la manivelle, effort qui est rendu sensiblement constant lorsque le volant a un moment d'inertie de grandeur suffisante, et si « est la vitesse angulaire de la manivelle, on doit prendre , le temps t étant supposé compté à partir de l'instant où celle-ci est horizontale,
</, = — 2Qi cos ut .
En effet ql devra avoir son maximum négatif pour l'angle U = 0, son maximum positif pour w£ = 7r: il devra être nul aux points morts où
wf=-et -£ ; enfin, comme l'espace parcouru verticalement par le boulon
de la manivelle pendant le temps dt est art dt cos ut, le travail de la force qt
pendant le parcours d'une demi-circonférence est rt j qx cos ut à Ut); inté-
grale qui, si l'on y fait qt = — 'iQ^osut est justement .égale à — Qi^ c'est-à-dire au travail de la force tangentielle constante — Qt ; en sorte que l'expression posée pour qx est bien ce qu'il faut pour que cette force verticale entretienne le mouvement du mécanisme en fournissant, à la fin de chaque période, le travail opérateur qui a été dépensé pendant sa durée.
Or, du côté droit, on peut attribuer approximativement la même loi à l'effort moteur q s'exerçant au moyen du piston d'une machine à double effet, tantôt dans un sens, tantôt dans le sens opposé, et qui a aussi deux points morts et deux points de valeurs maxima l'une positive, l'autre négative.
Nous mettrons en conséquence, dans la ie et la 8" équation (y.), pour les deux forces q et qv eu égard à ce que, tantôt tractions, tantôt impulsions, elles ne changent de signe qu'ensemble, avec cos ut:
q = 20 cos (ùl , gx = 2Q, cos w< ,
Va*
2pTl '
/ ou nous ferons o> = — > t- étant
Nous poserons
l'inconnue auxiliaire v devant satisfaire d'abord à l'équation différentielle (y5) en u, ce qu'elle fera si l'on prend, les G étant des constantes,
v = C sin h L cos \- C" sih h W" coh — cos — :
expression qui satisfera aussi aux trois conditions particulières (//5) en u, si ces quatre constantes ont entre elles les relations
f C -f C'"=0, — C sin n — G' cos n + C" sih n -f C" coh m = 0.
(c6) i ras
/ El — (— C cos « + G' sin n + C" coh w + C" sih n) + 2Q = 0 .
Nous ferons usage dans la recherche des valeurs de v et vt en s, 2j et /*, et ensuite de U et Uj en .3, «4 et une autre constante m, des notations abréviatives :
sinn=:*', cos n=c', sihn=Ä', coh»=:Ä;'
. nz , nz , nz nz ,,
sin — = s.: cos — = c. sih — = h coh — = k
smm = s, cosm = c, sinm=r« coh m = A;
. ms »(2 ., /»^ , , mz
sin — = s ,. cos — = c , sih — =/< , coh — =/c . a - « - a - a -
Les deux premières conditions (c6) donnent C et G"' en G et G", d'où i \ [r> , fv/c i Gs' — C'A',,, "1 n-t
{%) V = [Lsz + Ll,z + & + k (kz - Cz)\ C0S — '
et la troisième condition (c6) donne entre les deux coefficients subsistants C etC" la relation (vuc'3 + s'ä = l, k"- — h'* = 1) :
(/■„) (- 1 + «'A' - c'a') C + (1 + s'h> + CAO C" =
rc3EI (c' + A') Pour le bras de gauche on trouvera analogiquement une expression
K) ». = LG'<i + G i Kh + <f+i (*„ - C«)J cos T ;
avec une relation
(rj) (- 1 + -s'A' - ok) c, + (i + A' + ck>) c; = - j^qj^ •
Pour déterminer G, G", G,, G",, il faut deux autres équations: elles seront fournies par les deux conditions de raccordement (zs) des deux bras, appliquées à v et à v{ au lieu de // et u. d'où en divisant par - ou — et par cos — ,
a Or x
{°6) DC (ë)0 + (fe)0 = ° • (C + Cl) + {C" + C"} = °
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K) »e (g ) - ( & ) = 0 , ,' (C - C.) - h' (C" - Cfl = 0 .
En combinant la somme des deux équations f/6). (/"',) avec celle (g5), on obtient immédiatement les valeurs de C + C,, C"-|-C"t. En combinant leur différence avec l'équation (g'6) on obtient C — (!., C" — C",; d'où, facilement, les quatre inconnues C. En les substituant dans (e6), (e'6i l'on a pour les premières partie », vl des inconnues u, ulf eu égard à ce que n = J~i
s __ 2tdr» cos ut \ Q — U) / . m , nz
[ V ~ nm {C + A') I 2 (c' + A') (C'A' - *'*') ^ A Sm "H" + * S 7
(he)
-^- — sin r sih \- (*' + /«') cos coli —
Dj^Ia même chose en mettant % pour :■ et donnant le signe — au premier des deux termes entre accolades.
Reste à calculer U, Ut. La règle générale pour obtenir ces sortes do secondes parties est simplement d'imposer aux sommes telles quer — I .', üj-hU, de satisfaire à toutes les équation* et conditions du problème, sauf, après les avoir posées, à en réduire l'expression en raison de ce à quoi les parties v, i\ satisfont déjà ; réduction qui ne modifiera, ici, que les conditions telles que En -r-j\ -f-2Q cos &><=(), en faisant simplement disparaître, comme on le désirait, leur terme affecté du temps. On aura ainsi
(avec la même chose en Uj et ;, ; et avec les conditions de raccordement (;5) ayant U, U, au heu de », u, ;
enfin avec les conditions initiales suivantes, puisque si l'on fait t = i) dans les (/i6) v, vv on a leur valeur pour cosw£ = i, et leurs dérivées en t nulles :
(ö)f = 0=<P(*)-(»)cos^=l, (B«)« = o=<PtW-(»i)cos-t = il Us)
On satisfera à la première ligne de (iG), les A,B,C étant des constantes, par
D — 7j ZT, oùT=A— -si
sm r d cos •
L = Cn sm ■ C. cos C, -m \- L- coli — :
C, + C3 = 0, — C„.s — de + Csä - C3Ä = 0, — C0c -{-C,s 4-C2A + C-h — 0 ;
d'où l'on peut tirer trois des coefficients C; comme multiples du quatrième ; et comme celui-ci se trouvera fondu dans les A,B de T, on peut l'abstraire et prendre en conséquence
(/6) Z = (1 +sh + ck) sin — + (1 — sh + cït) sih — -f (sk — ch) ( cos — — coh — ] •
La deuxième ligne de (/6) sera satisfaite par
Ui = 2 ^î^u ou \ = une expression comme (/6) avec zt au lieu de z.
Quant aux conditions de raccordement (zs) avec U et Ut pour u et Kâ, à remplir quel que soit le temps, comme la seconde sera
■srz) T = ( -are) T. et comme on trouve (t-r) = ^— ■ (sh — ch)( — 1 — 1) = ( ■srr ) >
il faudra qu'on ait
ou les mêmes coefficients A, B des termes en sin — , eus — dans Uj que
dans U.
La seconde condition de raccordement {^-) -h I-ôt 1 =*J revient, par
\6 2/0 \OZjo
une raison semblable, à 0=2 — (l-+-sh-i-ck-\- 1 — s&H-cfc), ce qui donne
en supprimant le facteur — ne fournissant qu'une racine ?» = 0 étrangère à
notre problème,
(m6) 1 + cos m coh m = 0.
C'est l'équation transcendante très simple donnée par Poisson, dans sa solution du problème des vibrations d'une barre libre aux deux bouts (*) et déjà trouvée par D. Bernouilli (**) et par Euler (***), qui sans s'occuper, comme Poisson, de leurs amplitudes et de comparer sous ce rapport celles de divers ordres qui se superposent, déterminaient surtout la durée ou le son fondamental de la vibration ayant la plus longue période.
C'est cette équation (m6) qui fournira, par ses racines en nombre infini,
les valeurs de m à mettre dans les termes successifs des séries V exprimant U et Ut (****)■
(*) Mécanique, 2L' édition, 1833, n° 521, équation (a), p. 377. [") Académie de Saint-Pétersbourg, volume de 1741-1745.
(***) Mcthodus inveniendi, etc Additamentum de curvis c/aatici<, 1744, q° 7Ü, p. 287.
(**") Comme cohm est toujours positif, les coswt ne peuvent être que négatifs, et les m
ne peuvent ôtre compris qu'entre 1 et -^ , ^ et-^» ^et -5- Nous avons trouvé
APPLICATIONS NUMÉRIQUES. IMPULSION BRUSQUE
Les coefficienls A, H du sinus et du cosinus de — devant satisfaire à
y BZ = (U)/_s0, 2ÂZ= \~ ) ^auront, d'après les expressions générales (nt) du n° 9, B= f Z(tf)<lia0 <2q » A==/z(^7) «K} divisés par
JZ-dCJ, et d'après (/,), les valeurs:
/ r z i? w - ('')cos,/= ii <**+ f'"z. i?. (zo - kw= il **.
même dénominateur
Les deux parties du dénominateur sont égales et pourront être calculées d'après l'expression (1-) de Z.
Nous n'insisterons pas sur la solution, dont nous croyons avoir posé les bases, de ce problème complexe et délicat, solution qui, une fois développée, fournira la connaissance des plus grandes dilatations à contenir dans de justes limites, en réglant les dimensions de cet organe de mécanisme, soumis à des forces toujours variables, le faisant fléchir et vibrer alternativement dans deux sens opposés.
52. — Applications numériques des précédentes solutions rigoureuses de problèmes de résistance vive d'une barre élastique brusquement heurtée. — Courbes représentatives du mouvement des points de cette barre. — Nous prendrons pour exemple la barre appuyée aux deux bouts et heurtée au milieu, considérée au n° 6, et au n° 25 où on l'a envisagée dans des circonstances différentes.
Au n°6, où nous avons abstrait sa pesanteur (dont l'effet est souvent négligeable et est même nul si elle est heurtée horizontalement), il a été trouvé pour le déplacement transversal a à une distance z de l'extrémité immobile de chacune des deux moitiés de la barre prismatique d'une longueur 2a, d'un poids P, heurtée au milieu avec une vitesse V par un corps d'un poids Q, une expression (ex) où le premier terme du dénomina-
teur peut, d'après l'équation en m, être remplacé par ^ce qui donne, en
pour ces diverses valeurs
m =1,88638; 7,85475; 14,15717; 20,42035; 26,70354; 32,98672; 39,26991 ; 45,55509; ... d'où environ
2jct
On voit que les périodes — - des vibrations seront rapidement décroissantes d'un terme
de la série S au terme suivant.
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divisant par Vt= \\ / — — qui est une constante donnée,
(Pe)
. mz ., mz
sin — sili —
4 cos m coh m . t
sin m- ~
cos- m coli- m m- Q
Le signe V s'étendant à toutes les racines réelles et positives de l'équation
/sin m sih m\ 2P {(le)
cos /// coh ni / U
Comme u estime ligne, Vune vitesse, c'est-à-dire le quotient d'une ligne par un temps, et Tiin temps, les diverses valeurs du second membre de (7;6) sont
p des nombres qui, une fois calculés pour diverses grandeurs du rapport -'
donneront la suite des déplacements u des divers points de la barre pour des grandeurs quelconques de son poids P, de son élasticité de flexion El et de la vitesse V du corps qui l'aura heurtée.
Afin de résoudre l'équation en m, nous avons, par le calcul d'une suite de valeurs de m (tang m — tah m) pour des valeurs de m compri-
ses entre -7- et -, — et-^-, -7- et —,•••. détermine de premières approxima- 4 2 4 12 4 2
tions que la méthode naturelle et prompte d'approximations successives
nous a permis de resserrer; d'où ce tableau, où
)ll0, }Mn »l2, M/3, ...
sont les valeurs de m par ordre croissant de grandeur
Pour - très petit
Hl,
mô
mA
l!lo
5tt 4 P
4 +5uQ
P T+ 9jtQ
13tt 4 P 4 + 157T U
P 1 P0UFQ = ÏO
Très grand
1 li. .-,5021 1 G. 00045
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Si, pour avoir la flèche dynamique de courbure, que nous appellerons
nous nous bornons à un seul terme de la série V, savoir, au plus influent
de beaucoup, le premier, celui où entre la racine m^ cette valeur maximum
des déplacements produits par le choc sera l'expression (p6) pour z = a et
pour sin — = 1 , d'où, en remplaçant le numérateur par — - : t mQ
(?) fn=-
2P ° \cos-m0 coh-
Mais rien ne dit que la somme y\ ait son maximum pour la valeur = i
de tous les sinus, qui prennent, d'ailleurs, cette valeur à des instants différents; et il convient, pour d'autres raisons encore, de connaître les formes successives que prend à divers instants la barre heurtée.
Pour obtenir, à cet effet, en cinq points de chaque demi-barre, savoir les points
(r6) 2 = 0,2«, 0,4« 0,6a, 0,8a, a (le milieu),
les valeurs (p6) de^- relatives à autant d'instants ou de valeurs de - qu'on
veut, un calcul tout numérique aurait été extrêmement long. Nous y avons donc suppléé par une méthode graphique : elle consiste à tracer d'abord une suite de sinusoïdes qui ont 1° pour bases ou demi-spires les moitiés
des temps, divisés par t, des périodes d'oscillation, ou de ce qui, ajouté à
t • mH
une valeur quelconque de -, fait repasser sin — par les mêmes grandeurs ;
2° pour hauteurs, ou plus grandes ordonnées, les valeurs des parties de .^-fournies par les 1er, 2e, 5e.... termes de la série (/j6) qui répondent à
sin — = 1. Une fois ces sinusoïdes tracées, ce qui est très facile à faire
avec toute l'exactitude désirable, si on les met les unes au-dessus des autres et si l'on additionne, au compas, eu égard aux signes, les uns positifs, les autres négatifs, leurs diverses ordonnées répondant à une même abscisse
quelconque—, on aura, pour le temps t correspondant, qui s'est écoulé de-
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puis l'instant t= 0 de l'acte du choc, la valeur de — ou le déplacement
transversal u subi par un quelconque des cinq points (>•„) de chaque demibarre. Voici le tableau dés bases et des hauteurs calculées des courbes sinusoïdales.
Bases — -, des sinusoïdes.
Pour /» =
ma
PourQ = 2"
4 cos m Hauteurs — .
coli?»
cos2 m
coli- m m- Q
des sinusoïdes.
Pour m =
tilg
Nos sinusoïdes ont été tracées à l'échelle de 0"',20f pour les valeurs 1, soit des abscisses, soit des ordonnées, ce qui l'ait deux centimètres pour
chaque- =0,1 et chaque -.- =0,1. Nous avons obtenu ainsi, dans cha-
cune des trois hypothèses 1'
Q3 P==2Q, deux séries de courbes.
FORMES COURBES SUCCESSIVEMENT PRISES PAR LA BARRE HEURTÉE
Les courbes de la première série donnent, par leurs ordonnées répondant à des abscisses - qui croissent de 0,05 en 0,05, et pour chacun des cinq
ut points de la demi-barre, la suite des valeurs de —jusqu'à - — 2,25 pour
les deux premiers cas et - = 1 , 9 pour le troisième. Ces cinq courbes partant du même point (u =0, t = 0) ne reviennent, au bout de ces temps,
couper 1 axe des abscisses — =0, qu'en des points légèrement différents
les uns des autres, ce qui montre qu'à aucun instant la barre ne retourne exactement à son état primitif. Ces courbes, représentant la loi et la suite du mouvement de chacun des cinq points, sont fort sinueuses; cela vient de ce que le mouvement résulte de la superposition de vibrations ayant des durées et des amplitudes de moins en moins grandes, dont ebacune a son rebond bien avant celui de l'oscillation principale provenant du premier
terme du Y ou de la valeur m0 de m.
Toutes ces courbes serpentantes sont, pourf=0, ou à l'origine, tangentes à l'axe des abscisses, avec lequel, même, elles se confondent dans de très petites étendues, parce que l'ébranlement ne se transmet pas instantanément du point milieu aux points d'appui.
11 y a exception, bien entendu, pour les courbes relatives à z=0. La tangente y fait un angle demi-droit avec l'axe ; et cela devait être, car, à l'instant initial, les vitesses ne sont nulles qu'en exceptant le point milieu
qui reçoit le eboe, et où -y- = V ; ce qui donne bien 1 pour la tangente tri-
gonométrique, quotient de d — par d -,de l'angle fait avec l'axe des abscis-
ses par le premier élément de la courbe représentative du mouvement du point milieu.
Ces courbes, surtout pour les points proches des appuis, s'élèvent même d'abord au-dessus de l'axe des abscisses u = 0, aussitôt s'en être détachées; en sorte que, par une sorte de réaction, les u commencent par y être négatifs. C'est ce que nous avons rendu très sensible, ainsi que le retard de la mise en mouvement aux points proches des appuis, par un dessin spécial où les échelles sont 25 fois plus grandes, mais où les cinq courbes ne s'étendent que jusqu'à l'instant- =0, 1 (*).
55. Suite des applications, Courbes donnant les formes successivement prises par la barre heurtée. Plus grande flèche au milieu. — Ces courbes,
(*) Les planches, trop grandes pour trouver place ici, sont gravées depuis longtemps Nous espérons les faire paraître dans un des prochains volumes des Mémoires de l'Académie.
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qui sont celles de la deuxième série dont nous avons parlé, se composent avec les mêmes ordonnées — que les courbes de mouvement ou de la première série, mais ces ordonnées étant contemporaines, ou relatives, pour chaque courbe, à une seule valeur de - ; et les abscisses étant maintenant,
non plus les temps, mais les distances 3 = 0, 2a, 0,4a, 0,6a, 0,8a, a, des points de la barre à chacune de ses extrémités. Ces courbes donnent les états successifs de la barre (avec amplification de ses flexions) depuis l'instant du choc, jusqu'à celui où le déplacement total—- au milieu devient le
plus grand possible, en allant un peu au delà, ou dans le commencement du second quart de période qui est le temps du retour. Même, pour le cas
P = Q, un second dessin donne les états jusqu'à un instant- =2.25 où le
retour à l'état primitif se trouve accompli et légèrement dépassé.
Les courbes des cas P = -> Q et P = 2 Q ont été tracées de t = 0, 1 t en
t = 0,1 t. On en a tracé deux fois plus, ou à des intervalles £ = 0,05t pour le cas P=Q.
Elles tournent généralement leur concavité en haut; cependant, au point î=0, 2 a, par suite des réactions ou rebonds dont nous avons parlé, elles tournent leur convexité. Pour les courbes £ = 0, or, la courbure au milieu disparaît, et même se présente dans un sens opposé à celui qu'elle avait pour t = 0,1 t, et qu'elle reprend ensuite à partir de t= 0,4t. Ces singularités remarquables proviennent des oscillations des 2e, 5e,... ordres, se superposant à celles du premier.
Nous avons obtenu ainsi la plus grande flèche centrale de courbure exactement, ou avec un nombre suffisant de termes de la série y). Pour les ^r0ls
cas P=3 -Q, Q, 2 0. Comme elle est à très peu près ce qui vient du premier
terme où wz = w0, nous avons complété le tableau suivant en calculant, pour
les cas P= t Q et 4Q, ce seul terme.
P Pour £ =
La plus grande flèche u a lieu environ pour t
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comme on sait, sur la connaissance non de la flèche, mais de la plus grande courbure prise par la fibre moyenne de la barre, ou du maximum de
— '— ; car la plus grande dilatation des fibres ou ce à quoi l'on a cou-
cJz-
tume d'imposer une certaine limite, a pour valeur, comme on le sait aussi, cette dérivée seconde multipliée par la demi-épaisseur de la barre dans le sens de u ou de ses flexions.
Notre analyse complète, par séries transcendantes, des vibrations de la barre, peut seule donner une évaluation rationnelle de cette dilatation, ou de ce qu'il faut limiter s'il est admis que la cohésion est autant mise en péril par les dilatations de très courte durée produites par les vibrations de deuxième, troisième, quatrième ordre, que par celles de durée appréciable qui sont l'effet de la vibration principale ou dont la période est la plus longue.
Si, pour obtenir cette valeur de — ^—, on différentiait deux fois nos
expressions de u ou — - , on aurait une série non convergente ou extrêmement peu convergente qui ne pourrait servir. Mais nos tracés de courbes peuvent donner ce quotient différentiel du second ordre avec une approximation très suffisante pour les applications.
En effet, pour mesurer la courbure d'un petit arc N0XNi d'une quelconque de nos courbes (n° 55) d'états successifs de la barre, nous supposerons d'abord que son milieu N est au point le plus bas de cette courbe ; et si nous l'assimilons à une portion de parabole ayant son axe vertical, son sommet en N
et une corde \^Si = c, son équation, de la forme x2 = 2 A y fournira l— - =-,
valeur de la courbure; et comme on a, pour sa flèche /', égale aux ordonnées de ses extrémités N0,Nt, f=aï (|) » l'on obtient pour la courbure
-r4=z 71 • Or il est facile de voir que si le petit arc remplacé par une portion
de parabole à axe vertical, et dont N est le milieu, est pris partout ailleurs qu'au bas d'une des courbes, on aura la même expression pour sa courbure, c représentant alors la projection de sa corde sur ï axe des z, ou la différence zL — z0 des abscisses de ses points extrêmes Nx, \ ; enfin fêtant sa petite flèche mesurée parallèlement aux u entre son point milieu N et sa corde. On a donc avec toute l'approximation désirable, ces petites lignes étant mesurées en un endroit quelconque d'une quelconque des courbes du n° 55,
(r6) la courbure — ■B—=-[.
dz- c-
Or, on reconnaît facilement sur les tracés cités à ce n° 55 que le point de plus grande courbure n'est pas, pour toutes les courbes, à leur milieu; mais que, dans la courbe où cette courbure maximum a sa grandeur la plus considérable, c'est au milieu quelle se trouve.
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resu
Il en résulte qu'on peut y mesurer la flèche pour un arc égal à deux divisions 0,2 a de la barre, aussi bien et même mieux sur les courbes du n° 52 que sur celles du nn 55. Nous avons reconnu ainsi :
Que pour le cas P= - 0 la plus grande courbure a lieu aux instants
£ = 1,25t et £ = 1,65t ou un peu avant et un peu après celui (£— l,34r) où
la flèche de la barre a le plus de grandeur.
Pour le cas P=Q la plus grande courbure a lieu pour £ = 0,75r et
j = 1,1t ou très peu avant et sensiblement après l'instant (£ = 0,82) de la
plus grande flèche.
Vt V-
On a trouvé ainsi, respectivement, des courbures 2,60-^, 1,75-^-,
On a des coefficients numériques bien moins différents les uns des autres quand on divise ceux-ci par les trois valeurs correspondantes det /:* ; il en
KU VT /Q d . /W
esulte, vu — i / ~ = 7== t / :_ , a2 V P s/aEl V %
Cas de P = ~ Q , Q , 2Q ;
Plus gr. courbures -g=1.859^y/^ä, 4.75^ ,1.838^/ .
En appelant c l'épaisseur de la barre dans le sens u ou de la flexion, la plus grande des dilatations des fibres sera, comme on a dit, la courbure
— — multiplié par -r ; et c'est à ce produit qu'on doit imposer une limite
de dilatation qui, au n" 7 de la note de la fin du § 57, p. 264, a été appelé
— . Nous aurons ainsi, en élevant au carré et en nommant a le coefficient E
numérique auquel les mesurages cités ont donné les valeurs 1,859, 1,75 et 1,858, auxquelles répondent — = 0,04928; 0,05442; 0,04955:
ni? — — Ü" —
(l*> - 2g ~ 6as ' E ' c2
Si la pièce, de longueur 2«, est rectangulaire, — p nest autre chose que
son volume. On retrouve donc ainsi, à peu près, le théorème de Young, établi par lui en négligeant l'inertie de la barre, et d'après lequel la resi- Uence d'une pièce rectangulaire heurtée au milieu, ou la limite à imposer
^SÉÏœ
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