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PRÉFACE
La Théorie de r Élasticité des corps solides forme une des branches de la Physique mathématique. Elle étudie l'équilibre d'élasticité de ces corps et leurs mouvements vibratoires. Cette théorie se propose, entre autres problèmes, ceux dont les ingénieurs s'occupent dans les Ouvrages intitulés : T/iéorie de la résistance des matériaux.
Dans ces Ouvrages, on appuie ses calculs sur des hypothèses, en général, assez simples, mais qui, par cela même, ne sont pas entièrement exactes, mais seulement approchées. Au point de vue mathématique, ces hypothèses ne sont point nécessaires; elles ne font que se substituer à des résultats qui devraient être fournis par l'Analyse. Si les solutions, obtenues ainsi, peuvent cependant être admises dans l'art de l'ingénieur, cela tient, en grande partie , à ce que dans la pratique on a coutume de s'imposer la condition d'une résistance au moins trois ou quatre fois plus grande que celle qui a été trouvée par les calculs de la résistance des matériaux.
Ces calculs sont, en général, incomparablement plus simples que ceux de la théorie de l'élasticité; aussi peut-on souvent par
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ces procédés traiter des questions qui n'ont pu encore être abordées par les méthodes rigoureuses.
Par compensation, la Théorie de l'Élasticité ne repose que sur les principes de la Mécanique rationnelle, et l'on en déduit d'une manière rigoureuse les équations aux différences partielles de chaque problème. L'intégration de ces équations forme, en général, la partie la plus difficile du problème.
Cet Ouvrage est divisé de la manière suivante :
Dans le Chapitre I, on considère mi corps solide homogène, mais de la nature des corps cristallisés, c'est-à-dire dont l'élasticité varie avec la direction. On v recherche la distribution des forces élastiques dans ce corps, ainsi que la distribution des dilatations et des glissements. On y donne l'expression du travail des forces élastiques, et l'on met les équations différentielles de l'élasticité sous plusieurs formes différentes.
Dans le Chapitre II, on commence par rechercher comment se simplifient les équations différentielles du Chapitre précédent dans le cas particulier oii le corps solide est isotrope. On résout ensuite quelques problèmes faciles sur l'équilibre d'élasticité. Knfîn, on montre comment on peut reconnaître
1 qu'un corps solide, même isotrope, ne peut être considéré comme formé par un système de molécules qui s'attirent ou se repoussent mutuellement suivant une fonction de la dis-
1 tance.
Le Chapitre III est consacré à la détermination de la tor-
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sioii et de la flexion des cylindres, d'après la théorie de de Saint- Venant.
Dans le Chapitre IV, je détermine les équations de l'élasticité en coordonnées curvilignes, données par Lamé en i84i , mais en employant des calculs phis simples que ceux de ce géomètre. I^es coordonnées curvilignes de Lamé dépendent d'un triple système de surfaces orthogonales. Je montre comment on peut étendre les formules, en prenant un système de coordonnées, qui dépend d'un système de surfaces joint à ses trajectoires orthogonales.
Dans le Chapitre \ , j'étudie les déformations, qui ne sont pas très petites, des tiges minces. Kirchhoff a donné une théorie de ces déformations qui manque de rigueur. J'ai repris ce sujet, en en changeant complètement l'exposition, afin de n'entrer d'abord que dans des considérations entièrement rigoureuses, que je n'abandonne que tout à fait à la fin de la recherche. Je retrouve d'ailleurs, pour formules finales, celles de Kirchhofl*. Je fais ensuite différentes applications de ces formules.
Dans le Chapitre VI, je traite avec beaucoup de développements l'équilibre et le mouvement vibratoire des plaques et membranes planes.
Le Chapitre VII est entièrement consacré à T Acoustique. J'y donne le mode de propagation des ondes sonores dans une tige indéfinie ou dans un milieu isotrope indéfini. J'étudie aussi
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les mouvements vibratoires longitudinaux ou transversaux des lames et tiges droites, et je montre l'accord des résultats obtenus avec ceux de l'expérience.
Le sujet du Chapitre VIII est l'équilibre ou le mouvement vibratoire des lames courbes. Je l'avais traité auparavant, en 1882, dans le LP Cahier du Journal de V École Polytechnique.
Le Chapitre IX se rapporte au mouvement vibratoire des cloches. Je reproduis les résultats, alors entièrement nouveaux, que j'ai obtenus sur ce sujet dans le même Cahier de ce Journal.
Enfin, dans le Chapitre X, se trouve traité TéquiHbre d'élasticité d'un prisme rectangle, dont les deux bases sont appuyées contre deux murs absolument rigides, en supposant que les pressions exercées sur les faces latérales ne varient pas suivant la longueur du prisme. J'avais déjà traité ce problème, pour un cas moins étendu, dans le XLIX® Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique.
É. Mathieu.
Nancy, le 20 mars 1890.
CONSIDÉRATIQNS GÉNÉRALES SUR L'ÉLASTICITÉ
On appelle élasticité cette tendance des corps k revenir à leur première forme, quand on les a légèrement déformés s'ils sont solides, ou qu'on a modifié leur volume s'ils sont fluides, et qu'on a fait ensuite cesser la cause de ce changement.
Si, par exemple, une tige de cuivre est faiblement déformée par des forces qu'on y applique, en supprimant ces forces on fera reprendre, après des oscillations, aux différentes molécules de cette tige leurs premières positions relatives.
Quand on comprime les liquides et les gaz dans un vase rigide, les déplacements sont, en général, trop grands pour que les molécules reviennent à leurs premières positions, après que la compression a cessé; mais alors ces corps reprennent néanmoins un état identique à celui qu'ils possédaient.
L'élasticité intervient dans un grand nombre de phénomènes physiques. Ainsi, c'est par l'élasticité d'un milieu dans lequel ils se trouvent renfermés que les corps électrisés agissent l'un sur l'autre, et il en est de même des corps célestes. On sait d'ailleurs que c'est par la
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considération de Télasticité de i'éther que Ton démontre les propriétés de la lumière.
Dans ce Livre, nous ne nous occuperons que de l'élasticité des corps solides.
Forces élastiques,
1. Nous dirons qu'un corps solide est à l'état naturel quand il ne sera sollicité par aucune force extérieure; on le concevra donc même soustrait à la pesanteur. La pesanteur déforme, en effet, les corps solides; dans un grand nombre de cas, on pourra négliger cette déformation; mais on en tiendra compte quand on le jugera nécessaire.
Concevons un prisme droit très allongé, c'est-à-dire dont les dimensions des bases soient très petites par rapport à la longueur. Appliquons des tractions égales et contraires sur ces bases, de manière à accroître d'une petite quantité la longueur du prisme. Alors un nouvel état d'équilibre s'établit. Décomposons ce prisme en tranches très minces, parallèles aux bases; chacune de ces tranches sera sollicitée par des tractions égales et contraires, appliquées à ses bases, et égales à celles qui sont appliquées sur les bases du prisme. Et l'on comprend d'une manière générale que les changements de forme d'un corps solide élastique sont toujours accompagnés de forces développées à l'intérieur de ce corps. Si l'on cesse de solliciter la surface du corps et si, dans toutes les parties de ce corps, la déformation était restée suffisamment petite, le corps revient à sa forme primitive et les forces qu'on avait développées à son intérieur disparaissent.
Quand les forces exercées à la surface d'un corps solide élastique sont trop intenses ou plutôt quand les déformations qu'elles produisent sont trop grandes en certaines parties du corps, le corps conserve une déformation permanente dans ces parties, après que ces forces ont été retirées, et l'on dit que la limite d'élasticité a été dépassée dans ces parties.
Quand un corps solide est à l'état naturel, ce corps se trouve dans un état d'équilibre, et, par conséquent, la résultante de toutes les forces qui agissent sur chaque molécule de ce corps est nulle. Quant à l'action élémentaire entre deux molécules, elle doit généralement
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changer de sens suivant la distance qui les sépare, être répulsive quand cette distance est inférieure à une certaine limite, nulle pour une distance plus grande, et attractive ensuite depuis cette distance jusqu'à la longueur du rayon de la sphère d'activité, k partir de laquelle l'action devient nulle. Le rayon de cette sphère est extrêmement petit et plus petit que les longueurs appelées microscopiques.
2. Partageons un corps solide par un plan en deux parties, A et B. Si la surface de ce corps est sollicitée par des forces extérieures, la partie A agira sur B, et B exercera une action égale et contraire sur A. Or il est naturel de regarder l'action de A sur B comme provenant de la somme des actions des molécules de A sur celles de B.
Sur le plan P, qui sépare A et B, prenons une surface to extrêmement petite par rapport aux dimensions du corps, mais très grande par rapport au rayon a de la sphère d'activité. Sur cet élément (i> pris pour base, menons un cylindre H dans A et unautre K dans B, les hauteurs des deux cylindres étant réduites à a. La résultante des actions des molécules de H sur celles de K sera dite la/o/re élastique exercée par A sur B en l'élément de surface co.
Regardons l'action d'une molécule sur une autre comme une fonction de leur distance.
Soient m une molécule de H, m' une molécule de K, r leur distance et mm! f{r) l'action de m sur m', regardée comme positive ou négative, suivant qu'elle sera répulsive ou attractive.
En désignant par a, p, y les cosinus des angles de r avec les axes des coordonnées, nous aurons, pour les composantes de cette action suivant ces trois axes,
mm' (xf{r), mm'^f{r), mm'y f{r).
Donc les composantes de la force élastique exercée par A sur l'élément co de B seront
2m^m'fnm'af(r), !,„!„' mm' ^/{r), l,n^„,'mm'y f(r),
les signes de sommation £ s'étendant, l'un à toutes les molécules m situées dans H, l'autre à toutes les molécules m' situées dans K.
La résultante des actions des molécules de K sur celles de H sera la force élastique exercée par B sur A en l'élément a>, et, d'après le principe de la réaction, cette force élastique sera égale et directement opposée à la première.
Désignons par Eco la force élastique exercée par A sur B en l'élément a>; concevons en un point M de (o une force dont l'intensité est E et dont la direction est la même que celle de la force précédente; cette force E sera la force élastique exercée en M sur le plan P et estimée par unité de surface. Cette force E sera, en général, oblique sur le plan P; si elle est normale et dirigée vers A, elle sera une traction; si elle est normale et dirigée vers B, elle sera une pression ; si enfin elle est située dans le plan P, elle sera dite force élastique tan gentielle.
Si la force E est oblique sur P, on pourra aussi l'appeler traction oblique ou pression oblique, suivant qu'elle sera dirigée vers A ou vers B.
La force élastique exercée en M dans le plan P par B sur A sera égale et directement opposée à la même force exercée par A sur B; elle sera une traction ou une pression, suivant que la seconde sera elle-même une traction ou une pression.
3. La définition qui précède de la force élastique se présente fort naturellement. Elle repose sur cette hypothèse, faite par Navier et Poisson, les premiers fondateurs d'une théorie rationnelle de l'élasticité des corps solides, que les actions élastiques sont les résultantes d'actions de molécule à molécule suivant une fonction de la distance. Il est cependant permis d'émettre des doutes sur cette hypothèse. En admettant même que la force élastique soit une résultante d'actions de molécule libre à molécule libre, si la nature du corps varie autour de chaque point, ce qui a lieu pour la plupart des cristaux, on ne voit pas que l'action entre deux molécules ne dépende pas non seulement de la distante r, mais encore de l'orientation de cette ligne.
Or on peut se représenter la force élastique exercée sur un plan et en un point de ce plan d'une autre manière qui n'exige aucune espèce d'hypothèse. Concevons que l'on supprime la partie A du corps solide; l'état de la partie B pourra demeurer exactement le même si l'on applique sur chaque élément co du plan P une force dont la grandeur coE soit convenablement choisie, ainsi que la direction. Cette force (oE sera
la force élastique exercée par A sur l'élément w de B, et la force E, appliquée en un point M de o) et ayant môme direction, sera la force élastique exercée en M par A sur le plan P, qui sépare A de B.
Cette seconde manière de se représenter la force élastique en un point d'un plan n'a pas le même degré de précision que la première; mais, par cela même, elle donnera des formules plus générales. En comparant ensuite ces formules avec les résultats de l'expérience, on pourra examiner si cette généralité est nécessaire ou non. Or on reconnaîtra ainsi que la première définition est trop particulière et doit, par suite, être abandonnée.
Les corps solides que nous considérerons dans ce Livre seront homogènes, en sorte que toutes les parties d'un même corps seront de même nature. Parmi ces corps, les uns sont isotropes et sont identiques tout autour d'un même point; ils se compriment de la même manière dans tous les sens. Les autres, exigeant une étude plus compliquée, sont de nature variable autour d'un même point, mais ils sont identiques dans une même direction. Leur compressibilité varie alors avec la direction de la compression.
Les corps homogènes non isotropes renferment la plupart des cristaux; mais ils contiennent aussi certains corps métalliques non cristallisés, employés dans les arts, et auxquels le forgeage ou le laminage a ôté l'isotropie.
Équations exprimant V équilibre d'élasticité d'un corps solide.
4. Concevons un corps en équilibre d'élasticité sous l'action de forces appliquées à sa surface et de forces agissant à l'intérieur du corps comme la pesanteur. Alors toute partie infiniment petite de ce corps sera elle-même en équilibre sous l'action des forces élastiques qui s'exercent à sa surface et de la force qui sollicite les points intérieurs. Prenons pour cet élément de volume un parallélépipède rectangle dont les côtés dxy dy, dz sont parallèles aux axes de coordonnées.
Désignons par od, et co'^ les faces dont l'aire est dydz, et qui sont parallèles au plan des y-, co^ étant celle qui correspond à la plus petite
valeur de x. Le prisme exerce sur la partie extérieure, située du côté où les X décroissent, une force élastique Eo)<, dont nous désignerons les composantes suivant les axes de coordonnées par
(«) X,Wï, ¥,0)1, Zjw,.
Ainsi, par exemple, X< est positif s'il y a traction dans le sens de Taxe des X. Réciproquement, le prisme est sollicité sur sa base o), par une force égale à la première et de sens contraire, ayant pour composantes
Les forces X,, Y^, Z, sont des fonctions des coordonnées a?, j, z du point auquel leur résultante est appliquée; donc la face co'^ du prisme est sollicitée, de la part de la portion du corps située du côté des x positifs, par une force élastique dont les composantes se déduiront des expressions (a) par le changement de ^r en a? 4- dx^ et qui auront pour valeurs
En réunissant les expressions (i) et (c), on voit que le prisme est sollicité, de la part de ses faces co, et co', par une force ayant pour composantes
-7—* dx dy dz, -j-^ dx dy dz, -3—* dx dy dz .
Désignons ensuite par Wa et 0)3 les faces dz dx et dxdy, qui correspondent à la plus petite valeur dey ou de r, et représentons par
Xs» is» Z3
les composantes de la force élastique exercée par le parallélépipède sur (1)2 et W3. On en conclura de même que ce prisme est sollicité, en
second lieu, par une force ayant pour composantes
-^dxdydz, ^dxdydz, -^^dxdydz,
et, en troisième lieu, par une force ayant pour composantes
—r^dxdydz. —r^dxdvdz^ ——dxdydz, dz -^ ' dz "^ ^ dz ^
Désignons ensuite par pA, pB, pC les composantes de la force qui agit à rintérieur du corps, en représentant par p la densité. L'élément de volume sera sollicité encore par une force ayant pour composantes
p\dxdydz, phdx dy dz, pCdxdy dz.
Égalons à zéro la somme des composantes des forces, relatives à chaque axe de coordonnées, et nous aurons les trois équations suivantes :
e/Xi d\m d\2 .
djc dy dz , V , dX^ rfY, rfY, „
dx dy dz ^
5. Pour achever d'exprimer l'équilibre du prisme, nous avons encore à former les équations des moments autour de trois droites parallèles aux axes de coordonnées; nous mènerons ces trois droites par le centre du prisme, et ces équations exprimeront que le prisme ne peut tourner autour de ces droites.
Prenons les moments des forces autour de l'axe mené par le centre du prisme parallèlement à l'axe des Z. Les forces élastiques exercées sur (i>, et 0)3 ont des moments nuls, parce qu'elles rencontrent l'axe des moments. Les composantes Z^cOf et Z2CO2, parallèles à l'axe des :r, ont aussi des moments nuls. Sur la face (Of, la force X4C0, a encore un moment nul, et la force ¥< (o^ a pour moment
Yi 0)1 — z=z -Yidx dy dz.
Les forces exercées sur ca', ont le même moment à un infiniment petit près d'un ordre supérieur. Ainsi le moment résultant pour les deux faces (o^ et (ii\ est
Yi dx dy dz.
De même, les deux faces co^ et oj^ donnent le moment
— X, djc dy dz.
Ensuite les forces appliquées à l'intérieur du prisme ont une somme de moments qui est un infiniment petit d'ordre supérieur au troisième et à laquelle on ne doit pas avoir égard. Donc, en égalant à zéro la somme des moments autour de l'axe des Z, on obtient
On a deux autres équations semblables; en les réunissant k la première, on obtient ces trois équations
(2) Y,i=X„ Z,= V„ Xa^Zp
Ainsi les neuf composantes des forces élastiques qui agissent sur w^, (Oj, W3 se réduisent à six composantes distinctes seulement.
Nous emploierons aussi les lettres N et T pour représenter les forces élastiques, en nous servant des indices i, 2, 3, qui correspondront respectivement aux axes des œ, y, z. Les quantités N^, N^, N, seront les composantes élastiques normales parallèles aux x, j, z.
Comme on le fait souvent, nous pourrions employer deux indices pour représenter les grandeurs des forces élastiques tangentielles, qui seraient ainsi désignées par T23, T3,, T^a, l'un quelconque des indices indiquant l'axe de coordonnées auquel la force est parallèle et l'autre indice indiquant la direction de la normale au plan sur lequel s'exerce cette force. Cependant l'emploi de deux indices pour désigner ces forces complique l'écriture sans sérieuse utilité; nous désignerons donc, comme Lamé, les forces tangentielles par T,, Ta, T3. Ainsi nous poserons
6. Équilibre d'un tétraèdre élémentaire, — Après avoir considéré l'équilibre d'un parallélépipède rectangle, examinons celui d'un tétraèdre infiniment pçtit et pris à l'intérieur du corps solide. Nous formons ce tétraèdre en menant par un point M de ce corps trois droites infiniment petites, parallèles aux axes de coordonnées, et qui seront les arêtes de ce tétraèdre. Désignons par a la base du tétraèdre opposée au sommet M, et soient
les composantes de la force élastique exercée de dehors en dedans sur la face cr. Représentons enfin par X, [x, v les angles formés par la normale extérieure à la face cr avec les axes de coordonnées ; les trois autres faces du tétraèdre auront pour grandeurs
j=TC0S)., (72^= ŒCOSp., 0*3::= (T COSV
et les trois forces exercées sur ces trois faces ont pour composantes, d'après les notations des numéros précédents,
— XiT,, —Y, (7,, — ZiŒi sur T,,
— X^o*!, — *-t^t9 — ZjTj sur 0*2,
— Xa^s, — VaCTa, — Z3 0*3 SUT ffj.
La force, qui agit sur la masse du tétraèdre, est un infiniment petit du troisième ordre et doit être négligée.
Égalons à zéro la somme des composantes dos forces qui sollicitent le tétraèdre, suivant chacun des trois axes de coordonnées, et nous obtenons les trois équations suivantes :
IX = Xi COSX -\- X, COSfJL -H- Xs cosv, Y 1- Y, cosX -h Yj cos/x H- Y3 cosv, Z - - Zi cosX-+- Z2 cosfjL-hZa cosv.
Ces équations conduisent à un théorème d'un énoncé fort simple. Considérons, par exemple, la première de ces trois équations. Désignons par E et E' les forces élastiques exercées sur a et a, et estimées par unité de surface. X représente la projection de E sur Taxe des a-, c'est-à-dire sur la normale à Œi, et le second membre de la première équation (3) peut s'écrire
X, cosX -H- Y, cos/jL -f Zi cosv
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et représente la projection de E' sur la normale à ct. Comme (Failleurs G" et a, peuvent être considérés comme deux éléments plans passant par un même point et dont les normales ont des directions quelconques, on en conclut le théorème suivant :
Si E cl E' sont les forces élastiques exercées en un même point du solide sur les plans V etV\ la projection de E sur la normale à V est égale à la projection de E' sur la normale à P.
On s'est servi des équations (2) pour démontrer ce théorème, et, d'autre part, les équations (2) sont renfermées dans cette propriété.
Les équations (3) ont lieu, comme les équations (i), en un point quelconque de l'intérieur du corps; mais c'est surtout à la surface du corps que nous les appliquerons. Si la face ci du tétraèdre est un élément de la surface du corps, X, Y, Z, dans ces équations, devront être remplacés par les composantes de la force qu'on applique en chaque point de cette surface, et qui sera en général connue.
Nous verrons que les composantes des forces élastiques peuvent s'exprimer au moyen des dérivées des projections u, r, w du déplacement de chaque point (^, j, z) du corps solide. Ainsi les équations (i) deviendront trois équations aux dilférences partielles entre les trois quantités u, t^, \v\ puis on aura pour conditions h la surface les trois équations (3), dans lesquelles X, Y, Z seront des fonctions données des coordonnées des points de la surface et où X, [ji, v seront les angles de la normale à cette surface avec les trois axes de coordonnées.
7. Mous^cment vibratoire. — Des équations (i), (2), (3), relatives à l'équilibre d'élasticité d'un corps solide, on peut passer facilement à celles qui conviennent à son mouvement vibratoire. Il suiïît d'ajouter aux composantes de la force extérieure pA, pB, pC les composantes de la force d'inertie
dKr' d'y' d*'z'
-^'dF' ^^Tfr^' -^-dF'
en désignant par a-\ y\ z ce que deviennent, pendant son déplacement, les coordonnées du point situé en ar, r, :; avant le déplacement. En posant
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Xy y, z ne varient pas avec /, et, par suite, les équations (i) se changent en les suivantes :
d\\ ^ci\\ dy d^^
llx ^dy-^-7h ^^^ ""^dt^'
dLx dL^ dVj-, ,^ d^iv
Les équations (2) et (3) subsisteront sans changement.
Distribution des forces élastiques autour de cliaque point d\in corps solide.
8. En exerçant des forces a hi surface d'un corps solide, on déforme ce corps et Ton développe à son intérieur des forces élastiques. Ainsi, par un point M quelconque de ce corps, menons un plan; ce plan sera sollicité en ce point par une force élastique, et h chaque position du plan mené par M correspondra une nouvelle force élastique. Nous allons examiner la manière dont varie cette force autour du point M.
Par ce point menons trois axes rectangulaires et un élément plan w dont la normale fait avec ces axes des angles dont les cosinus sont m, w, p. Soit P la force élastique qui s'exerce sur w; k partir du point M et dans la direction de P portons une longueur exprimée par le même nombre que la force P, puis désignons par j:, y, z les coordonnées de cette extrémité. D'après les formules du n^ 6, nous aurons
Ix -^ mXi -H /iXg 4-^X3, y — mYi -I- n\i H- /> Y„ z -~in'L^ -h /^Z2 H- /7Z3.
Désignons respectivement par F,, F^, F3 les forces élastiques qui s'exercent au point M sur les plans des yz^ des zx, des xy. Les composantes de ces forces sont
(Xj, Xj, Xj), ( II» ij> ^3)» (Zi, Zj, Z3).
Les forces F,, Fa, F3 sont, en général, obliques entre elles; prenons-
les pour axes des x\y\ z' d'un second système de coordonnées. Les seconds axes font avec les premiers des angles dont les cosinus sont donnés par le Tableau suivant :
Fi
Za F,
Par suite, nous obtenons ces formules de transformation de coordonnées
Fi
La comparaison des formules (a) et (A) donne immédiatement les suivantes :
sachant qu'on a
Or on a la relation
Fi
1 1 — Aj, Aji — 1 3, A 3 — = Zii.
on a donc, par rapport aux axes obliques, Téquation
F? Fî FJ
ce qui représente un ellipsoïde rapporté à ses diamètres conjugués.
CONSIDERATIONS GENERALES. lô
Donc le lieu des extrémités des longueurs qui représentent les forces élastiques autour du point M est un ellipsoïde, et les forces élastiques, qui s* exercent sur trois plans rectangulaires menés par M, forment trois diamètres conjugués de cette surface.
Lamé, qui a fait le premier le calcul actuel, a désigné cet ellipsoïde sous le nom d'ellipsoïde d'élasticité.
9. Choisissons pour le système de diamètres conjugués de cet ellipsoïde celui de ses axes de symétrie. Alors les forces élastiques F|, Fj, F3, dirigées suivant ces axes, seront appelées forces élastiques principales. Nous allons démontrer que les forces élastiques principales sont normales aux plans sur lesquels elles s'exercent; autrement dit, nous allons prouver que, dans ce cas particulier, les deux systèmes de coordonnées des Xy y, z et des x\ y\ z' coïncident.
Les deux systèmes d'axes étant actuellement rectangulaires, on obtient entre les cosinus des angles qu'ils forment entre eux les relations suivantes :
* 3 "FJ-"' F» — '•
En éliminant X,, Yj, Z, entre ces équations et ayant toujours égard aux équations (</), on obtient
(fï ~ Fî) ^^ ^ (f! "" ^) ^* '^°'
Supposons F^, Fa, F3 inégaux et rangés par ordre de grandeur, en commençant par le plus grand. Alors les deux termes de la première équation (^) sont positifs, et leur somme ne peut être nulle qu'en po-
F» ^ FJ ^ F? '
Fî^F»
FJ ^ FJ ^ FJ
X» Yî F? ^ F'
Il 2 1 •» 1 .
Xî , YJ Fî"^FÎ
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sant les deux premières des trois équations
Xj = o, X3 — o, V3 — o,
et la troisième de ces équations se déduit ensuite de chacune des deux autres équations (e). Ainsi les composantes tangentielles des forces élastiques sont nulles; ces forces sont donc normales aux plans sur lesquels elles s'exercent. On a
Xi=:Fi, ^î-'^âl Z3 — F;
et aussi, d'après (h),
Le théorème est ainsi démontré.
10. Désignons maintenant par A, B, C les trois forces élastiques principales. L'ellipsoïde d'élasticité, rapporté à ses axes, aura pour équation
On déduira des équations (c)
pour les cosinus directeurs de la normale au plan o), sur lequel s'exerce la force élastique représentée par le rayon P, qui joint le centre M au point (^, j, ^) de cette surface.
L'équation du plan co, qui est
/nX -f /^ Y -h/;Z =: o,
X, Y, Z désignant les coordonnées courantes, peut donc s'écrire
CONSIDKUATIONS GÉNÉRALES. iT)
Par suite, la direction du rayon P est conjuguée du plan co dans la surface du second degré
et elle rencontrera cette surface en un point où le plan tangent sera parallèle à co.
Ainsi, pour avoir le plan sur lequel s'exerce une des forces élastiques au point M, il suffira de mener par ce point un plan diamétral conjugué de la direction de cette force dans la surface (h).
On voit que les axes de la surface (A) sont les racines carrées des axes de la surface (/).
Si A, B, C sont positifs, ils représenteront des tractions; on prendra le signe -h dans le second membre de Téquation (A), qui désignera un ellipsoïde. Si A, B, C sont négatifs, ils désigneront des pressions, et la surface (h), obtenue en prenant le signe — dans le second membre, sera encore un ellipsoïde. Dans ces deux cas, tout diamètre de la surface (/) représente une force élastique de même espèce que A, B, C, c'est-à-dire que sa composante normale sera une tension ou une près sion suivant que A, B, C seront des tensions ou des pressions.
Si deux des quantités A, B, C sont de signe contraire à la troisième, il faudra considérer l'ensemble des deux surfaces données par l'équation (A), en conservant les deux signes dans le second membre. Cette équation représente ainsi un hyperboloïde à une nappe et un autre à deux nappes, ayant le même cône asymptote
(0 Â + 1r + ïï^-^-
Tout rayon de la surface (/) représente en grandeur et en direction une force élastique qui sera de même espèce que la force élastique principale qui rencontre la même nappe des surfaces (h) que ce rayon. A la limite, quand le rayon de la surface (/) viendra sur le cône («), le plan diamétral conjugué dans la surface (A) sera tangent au cône le long de ce rayon. Donc la force élastique représentée par ce rayon sera tangentielle au plan sur lequel elle s'exerce.
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Détermination des forces élastiques principales,
11. Supposons connues les forces élastiques qui s'exercent en un point sur trois plans parallèles aux plans de coordonnées, et proposons-nous de déterminer en grandeur et en direction les trois forces élastiques principales qui passent par ce point.
Soit A une de ces trois forces; elle est normale au plan sur lequel elle s'exerce. Si /w, n, p sont les cosinus directeurs de la normale au plan, mPiy nA,pA sont les projections de A, et, d'après les formules (3) du n*^ 6, si nous adoptons les lettres N, T pour représenter les composantes élastiques (n** 5), nous aurons ces trois équations :
l /«(Ni — A)-4-/iT3 + /?Tj = o, (y) ///T3+/i{N2-A) + /?T, = 0,
( /?rrj-4- «Ti4-/?(N3— A) = o.
En éliminant m, n, p entre ces trois équations, nous obtiendrons la
suivante
qu'on peut mettre sous cette forme
( A«~(^^-+-N,-^N3)A«4-(N,N,-^N3^^^-NlN,-TÎ-Tî-T5)A ^'^ I -hNiTî-+-N,ïî + N8Tî-N,N,N3-2T,T,T3=o.
Cette équation du troisième degré donne les grandeurs et les signes des forces élastiques principales, le signe -h indiquant, comme nous l'avons dit (n** 10), une traction et le signe — une pression. Cette équation est entièrement semblable à celle qui donne les carrés des inverses des axes d'une surface du second degré, et les équations (y) semblables à celles qui donnent ensuite les directions de ces axes. Il est donc inutile de discuter ici ces équations.
Si l'on trouve, d'après l'équation (k), deux forces élastiques principales égales à B, toutes les forces élastiques, appliquées au point M
considéré et perpendiculaires à la troisième force élastique principale, seront égales à B et seront normales au plan sur lequel elles s'exercent. Si les trois racines de l'équation (k) sont égales, toutes les forces élastiques qui s'exerceront au point M seront égales entre elles et normales au plan sur lequel elles agissent.
12. Cas où l'une des trois forces élastiques principales est nulle, — Supposons, par exemple, que C soit nul. Concevons d'abord que C soit très petit, l'ellipsoïde (/) se change en une plaque elliptique, et, à la limite, toutes les forces élastiques autour du point M sont situées dans le plan des forces A et B, puisqu'on a alors z =pC = o.
(o étant encore le plan sur lequel s'exerce la force élastique P, désignons par Y l'inclinaison de co sur le plan des^ry. Nous aurons, d'après les équations (g),
m — ^, ^^ = 0' /?— cosy,
et l'équation de ce plan sera
—. h '^ -r Z cosy =-- o.
Par suite, l'équation (/) deviendra
(/') ^, + ^=sin«y.
Donc, sur tous les plans w, passant par M et inclinés du même angle y sur le plan des xy^ les forces élastiques exercées sont les rayons de l'ellipse (/').
Le rayon P de l'ellipse (/'), qui représente une de ces forces élastiques, rencontre la courbe
en un point; en menant en ce point la tangente, on obtient la direction de la trace du plan co sur celui des xy. Comme on connaît aussi son inclinaison y sur le plan des xy par l'équation (/'), ce plan est déterminé.
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Cas où deux forces principales sont nulles. — Supposons, par exemple,
qu'on ait
on déduit des équations {g)
Ainsi toutes les forces élastiques sont dirigées suivant l'axe des x et sont égales à la force élastique principale A, mullipliée par le cosinus de l'angle de la normale au plan o) avec la force A.
Sur les déformations très petites d'un corps.
13. Occupons-nous ensuite des déformations très petites d'un corps solide, puisqu'elles déterminent les forces élastiques développées dans ce corps.
Concevons ce corps décomposé en parallélépipèdes rectangles infiniment petits, dont les arêtes sont parallèles aux axes de coordonnées; on connaîtra complètement la déformation du corps si Ton détermine celle de chaque parallélépipède. Or il est évident que la recherche de la déformation de cet élément de volume se réduit à celle des dilatations de ses côtés et des variations de ses angles.
Cherchons d'ahord la dilatation d'une très petite droite /qui joint le point M ou {x,y, z) au point M', ou
(^4-5, y-'-ri, c-^-o.
Désignons par w, (^, w les projections du déplacement du point M du corps qui viendra ainsi se placer au point m de l'espace ou
Désignons aussi par //', r', iv' ce que deviennent //, r, \v quand on passe du point M au point M'. Lo point M' du corps viendra donc en un point m' ayant pour coordonnées
La droite MM', qui a pour projections ^, rj, Z, s'est donc changée en la droite mm' qui a pour projections
Ainsi l'accroissement géométrique de la droite / a pour projections sur les axes u' — w, v ^ r, v^' — tv, et, en le projetant sur la droite /, on obtient, pour la dilatation de cette droite.
Or i. Y], (^ sont supposés. très petits; on obtient donc, en négligeant leurs carrés,
, du . du du ^
u' ~ u ~ -j-.E -- -r--n -h -T-Ki dx ' dy dz
. , . j , di„ di> di^ ^
, div ^ div d\v ^
dx dy dz
Substituons dans l'équation précédente, puis Faisons
^-=/cosa, Y)— /coSt3, Ç— /cosy,
a, p, Y étant les angles de / avec les axes, et nous aurons
I ^ du , d\> , ^ dKV
~k=.-r cos'a-h -r- cos*p -f- -7- cos*y / dx dy dz *
, fdv dw\ ^ fdsv du\
/du di^\ r.
Cette expression donne la dilatation au point M, dans la direction de la ligne /, estimée par unité de longueur. Remarquons que, cette quantité étant très petite quels que soient a, p, y, les six coefficients des carrés des cosinus et de leurs doubles produits sont eux-mêmes très petits.
14. Prenons maintenant pour la ligne / successivement les côtés clx\ dy, dz du parallélépipède élémentaire, et appliquons la formule précédente. Un cosinus sera égal à l'unité et les deux autres égaux à zéro, et nous obtiendrons les trois dilatations de dx^ dy, dz,
• du d\f dw ^1 l'i.^' !■'• • -I a"
ainsi 3-j -7-> 3- seront les dilatations linéaires suivant les trois axes
dx dy dz
de coordonnées.
L'arête dx se changeant en dx(\ -H y* ) et ainsi des autres, le volume dxdy dz du prisme se change en
Donc la dilatation du volume est donnée par la formule
du dv dii'
dw
dz
djc dy dz
et elle est égale a la somme de trois dilatations linéaires, prises suivant trois directions rectangulaires.
Cherchons ensuite la déformation des angles du parallélépipède. Ces angles, qui étaient droits, prennent, après la déformation, des valeurs que je désigne par
TT TT TT
— — iT _ — tr __ ir
En faisant r^ = o, (^ = o dans les formules (i), nous obtenons, pour les accroissements des coordonnées de l'extrémité de l'arête dx.
du , ^t' , d^v , -7- ax. -7— dx. -7— dx ; dx dx dx
ainsi les projections de l'arête dx sur les axes fixes deviennent
du\ , dv , d\v ,
-7- dx, -7— dx,
dx dx
et les cosinus des angles de cette arête avec ces axes sont
du dv dKv dx dx dx
De même, les cosinus directeurs de l'arête dy après son déplacement sont
du dv d\v
dy dy dy
On en conclut, pour le cosinus du troisième angle du parallélépipède formé par les deux directions précédentes,
(t: \ du d\'
OU simplement, puisque gj^y est très petit, la première des trois formules semblables
du dv
or —
■ dy
dx
ëyz
dv dz
dw
dy
ëzjc —
div dx
du dz '
Tels sont les décroissements des angles du parallélépipède; ces quantités sont souvent désignées sous le nom de glissements. Au reste, à partir du sommet M du parallélépipède, portons, suivant tir et dy, des longueurs égales à Tunité et terminées en P et P'; le point P décrira
une longueur égale à -r- parallèlement h l'axe des j et le point P', une
longueur égale à -7- parallèlement à l'axe desj?. Ainsi l'angle droit PMP'
subira les deux diminutions -^ et ■^\ ce qui reproduit la première des trois formules précédentes.
15. Dans l'équation {c) posons r = i/qi-y > en choisissant le signe dr
de manière que r soit réel, et portons cette longueur, k partir du point M, dans la direction indiquée par les angles a, p, y. Le lieu de l'extrémité sera une surface du second degré. En nous servant des formules (d)
et en désignant par X, X, Z les coordonnées courantes, nous aurons, pour l'équation de celte surface,
On peut choisir les axes de coordonnées de manière k faire disparaître les rectangles, et l'équation se réduit alors à
aj- dy dz
Ainsi, par cliaque point du corps, on peut faire passer trois plans rectangulaires, de manière que les glissements y soient nuls. Les dilatations correspondantes sont appelées /?rma/?a/e^.
Nous avons vu ci-dessus que la droite / ou MM' s'est changée dans la déformation en une droite mm\ dont les projections sont données par les expressions (a). En ramenant le point m au point M de l'espace, sans changer la direction de mm\ les coordonnées x, y, z de l'extrémité /n' seront
du\ ^ du du
en ajoutant quatre termes qui se détruisent deux a deux, nous pouvons écrire
_ / du\^ I /t/i' du\ I /du dKv\ ^
\ dx)^ 'i\dx ay) ' 'x\dz dx)^
1 fdv du\ I /'du dsv\ ^
2 \dx dy J 2 \dz dx ) ^'
D'après cela, nous pouvons partager les expressions de x, y, i en deux parties, en posant
puis faisant
( du\ ^ \ I
et
\ f dv dti\ I /'dti div
, \ fdii d\v\ .^ I fd^v d\'\
9\dz d.v ) * 2 \^j ^:?/
Or, quand un corps solide tourne d'un angle infiniment petit autour d'un point fixe, les coordonnées ^, y], X, de chaque point subissent des accroissements a\ h\ c\ donnés par les formules
p, y, r désignant les angles de rotation autour des axes des x, y, z. D'ailleurs les formules (/) peuvent être identifiées aux formules {g) en posant
« ^=KI-'-^)' .=^'""--i. -^(---1
1 /du div\ I / dv du\
2 \dz dx j^ 2 \dx dy )
Ainsi, aux environs du point M, le déplacement se décompose en deux autres, l'un donné par les formules {e) et l'autre par les formules (/), qui expriment une rotation autour du point M. Et le second déplacement partiel ne produit pas une déformation de l'élément du corps qui entoure le point M.
Nous avons vu à la fin du n^ 14 que, par la déformation, l'axe des x
tourne vers celui des y d'un angle égal n -^ et que l'axe des y tourne
dans le même sens d'un angle égal à — ^-- Si l'angle des deux axes
ne variait pas, ces deux rotations seraient égales, et l'on voit, d'après la troisième formule (A), que l'on prend la demi-somme de ces deux rotations pour la rotation r de l'élément de volume autour de l'axe des z. La même remarque s'applique évidemment à/> et q.
16. Si l'on place les axes de coordonnées au point M suivant les dilatations principales, les glissements seront nuls sur les plans de
coordonnées, et les équations (e) deviendront
Donc un point, qui avait pour coordonnées aura ensuite, pour ses coordonnées «, />, r,
On en conclut que les points situés sur les trois axes de dilatation après la déformation, se trouvaient sur trois mêmes droites rectangulaires avant la déformation.
On obtiendra les dilatations principales par le calcul qui donne les axes d'une surface du second degré. En désignant par s une de ces rois dilatations, par w, n^p ses cosinus directeurs et par ^^, î)^,, 5^ les dilatations linéaires suivant les axes des x, j, z, nous aurons ces trois équations
kgxyni-\-(by-~s)n ^- \gyzP :-o,
En éliminant /w, n,p entre ces trois équations, nous obtiendrons cette équation en s
i{s — '^x){s — '^y){s — '^z)—glz{''^ — '^x)—glx{''!—'^y)—g%y(s — ^z)—gyzgzxgx^^
Les trois racines de cette équation sont réelles, et elles représentent des dilatations ou des contractions, suivant qu'elles sont positives ou négatives.
Ellipsoïde des dilatations,
17. Soit M un point quelconque du corps; comme au n** 13, menons par ce point une ligne / infiniment petite. Après la déformation, / deviendra égal h /' et l'on aura
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X étant donné par la formule (c), on aura
-j~ COS-^a -r- . . .-- gyz COSp ces*/ -t . . . ) .
Comme la quantité comprise entre parenthèses est très petite, on peut remplacer le facteur /% qui la multiplie, par / ^ et l'on a
(a) /-=/'-— 2 /'M y- cos'-a ! ... t-^'y;C0Si3 COS7 -;
Par le point //2, où s'est placé M, menons des axes de coordonnées des x'i y\ z' parallèles aux premiers, et, en désignant par x\ y\ z' les coordonnées de l'extrémité de /', nous aurons
la direction de la droite / s'étant modifiée extrêmement peu. Donc l'équation (a) devient
dx
OU
du
dz)
1 — 2— ]z'^ — 2g^j,yx y.
Ainsi la sphère, dont le centre était en M et dont le rayon était /, s'est changée en un ellipsoïde dont le centre est en m.
En remplaçant les glissements g par leurs valeurs, on obtient
f^ / du\ ,, ( dv d\v\ , ,
divX ,, /du dv \ , ,
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et, comme on néglige les carrés des dérivées de i/, v, w, cette équation peut s'écrire
\ dx ^ dy " dz )
. / , ,dv ,dv fdvy
(, ,div ,d\v , div\'
dx ^ dy ^ dz
En égalant à zéro ces trois carrés, on obtient, comme on sait, trois plans diamétraux conjugués de rellipsoide. Les équations de ces plans sont
, ,du , du , du
x' ~ x' -j- -\- y' -r- -h^'— -, dx ^ dy dz
, , dv , dv , d\'
•^ dx "^ dy dz
, , dw , d\v , div
dx " dy dz
Or, avant la déformation, //, c, w étaient nuls, et ces trois équations se réduisaient à
.r'zriO, v'~0, z'=:0,
qui sont les plans de coordonnées pris rectangulaires. On en conclut ce théorème ;
Trois droites rectangulaires entre elles a^ant la déformation se changent, après la déformation, en un système de trois diamètres conjugués de V ellipsoïde des dilatations.
Expressions des composantes des forces élastiques au moyen
des déformations.
18. Nous avons déjà dit que, lorsqu'un corps a subi une déformation dans laquelle on n'a pas dépassé la limite d'élasticité, on peut de la déformation de chaque élément du corps conclure les forces élastiques qui y sont développées. Or cette déformation est indiquée, comme nous avons vu n® 13, par les trois dilatations linéaires î)^., D^., î)^ et par
les trois glissements gy^, g^j., g^ donnés par les formules
du d.v
dv ^ div
gyz--^
dv div dz dy'
^ ZJC
dw du
dx + dz ' ^'^
du dv dy dx
Donc les six composantes des forces élastiques sont des fonctions de ces six quantités.
Concevons ces composantes développées d'après la série de Maclaurin suivant les puissances de ces six déformations; puis, regardant ces six quantités comme très petites, supprimons les termes qui les renferment à un degré supérieur au premier. Comme les forces élastiques sont nulles s'il n'y a pas de déformation, nous poserons
Z3 — A3^j,+ Bjc^-t- C3^z-+- Ha^'^c-h ^:igzx~^ ^zgxyn
Y3 =.1.1^^-1- 111», ^y-+- C,c\-f- 5,^yc+ ^1^5^ 4-4:, ^^.y,
Z, '-^ .Vj^;^-4- \\\>^^y-\- Cjc^-i- }ngyz-^ <Hj^'ca:4- Cî^^r' \,— .1.3^^+ ll^aD^H- C3^z-+- c!)3éV=+ ^^^gzx-y- -CaA'a-y.
Il résulte de ces formules que, lorsque les dilatations î) et les glissements g changent de signe en conservant leurs grandeurs, les forces élastiques conservent aussi leurs grandeurs en changeant seulement de sens.
Nous venons d'obtenir ces formules en regardant les ^ et les g comme très petits; il est évident qu'on peut les prendre suffisamment petits pour que ces formules soient admissibles; mais on ne peut affirmer, a priori, que ces formules soient suffisamment exactes dans la pratique. C'est à l'expérience à vérifier que les résultats théoriques qu'on déduit de ces formules sont conformes aux faits, et cette vérification a lieu effectivement. Au reste, la proportionnalité des forces aux déformations qu'elles produisent dans les limites d'élasticité est un fait qui a été remarqué dans des cas particuliers, bien avant la création de la théorie de l'élasticité.
Le corps étant supposé homogène, les trente-six coefficients des for-
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mules précédentes sont constants; ils dépendent non seulement de la nature du corps, mais encore de son orientation par rapport aux axes de coordonnées.
Travail élémentaire des forces élastiques.
19. Considérons l'instant où un corps solide homogène passe d'une déformation à une déformation infiniment voisine, en sorte que les déplacements w, ^, w de chaque point {oo,y, z) do ce corps subissent des variations 5w, or, ^w. Le mouvement est donné par les trois équations (n° 7)
^TTt^ '" ci,r -^-717 ^'dz '^^'^'
rf-r (i\\ dY. dV, '" d? -^ d.f "^ dr '^ (h "^ ■' '
dUx' d7,^ dL:, fTLj^ ' dt^ d.v dy dz
A, B, C étant les sommes des composantes des forces extérieures.
Multiplions ces trois équations respectivement par cudjos, ùvdxn, Oivdxs, dm étant un élément de volume du corps, et intégrons dans toute l'étendue du corps; nous aurons
en posant el
• (d^'U , dU' . d'iv .....
r, -. / ( A Ofi -f- H ot' -\- C or) p dzn
V/V, d\\ d\,\ , dr dy dz
\ /'/./• f/y (tz I I
Ç^ est le travail des forces extérieures et c^^, est un travail qui provient des forces élastiques.
CONSIDÉRATIONS GÔÉRALES. 2()
Désignons par X, (jl, v les angles de la normale extérieure à la surface du corps avec les axes de coordonnées, et soient U, V deux fonctions des coordonnées .r, j, :; d'un point du corps. Alors, (h étant l'élément de la surface, on a les formules connues
Ç\] ^y dm :=z ^'u V cos À d^ - f\ -^^ r/m,
/ L' —dm^^ I [jV cos |jl da — f ^ f-, ^^y C\\ '!X. dm=i f U V cos vd:;- fy jj^ dm.
Si l'on applique ces formules h tous les termes de ^.y, on obtient
en posant
dCi=.-^ f[ (\, cosX -hX, cos;ji-i- XsCosv)ôw -h ( Y, cosX --- Yj cos/jL -h Y, cosv) ôr
H- ( Zi cos). + Zj COSfJl -^- Za COSv) ôiv] d<j,
o^î = - fT ( Xi0^7:: I "^20':^:': - \,o~ )
du - . ^ dif _, ^ /7^/ \
(r/c d\' dv ^
Dans l'expression de o(/, les coefficients de ou, or, oiv sont égaux aux composantes des forces exercées k la surface du corps (n° 6). Désignons ces composantes par F^., F,, F-, et nous aurons
(5(,' -^.f( F^ Su -h Fy dv H- F. Siv) drj.
Ensuite oi s'écrit immédiatement
(b) o.f — — / (X,«îi\4- Y 2 oe\y 4- Z, oc\ ^ \\o£ryz-^- Z,oj?--x-h XiO^-jcy) ff^ ;
âfi* représente le travail élémentaire des forces exercées à la surface et S.f représente évidemment le travail intérieur des forces élastiques.
20. Si Ton regarde ou, ùv, 8w comme des déplacements virtuels, Téquation (a) représente le principe des vitesses virtuelles étendu au cas du mouvement. Dans le cas de l'équilibre d'élasticité, le premier membre de la formule (a) sera nul et elle se réduira à
ou à
OU encore à
c^ étant donné par la formule (b).
C'est sous cette forme que, dans la suite, nous appliquerons l'équation du principe des vitesses virtuelles. Elle sera très commode dans l'emploi des divers systèmes de coordonnées; elle donnera non seulement les équations qui régissent le déplacement de chaque point du corps, mais encore elle fournira les conditions à la surface, Fj,, F^., F. étant les composantes données de la force appliquée a chaque point de la surface.
On passera du cas de l'équilibre au cas du mouvement en rempla-
çant, dans l'équation (/?), A par A ^> ....
Réduction à 2 1 du nombre des coefficients des expressions
des composantes élastiques,
21. D'après l'expression de o^f, le travail des forces élastiques sur l'élément dxSy estimé par unité de volume, a pour valeur
Selon ce qui a été remarqué par Green, cette expression doit être la différentielle totale d'une fonction P par rapport aux dilatations et aux glissements; car, si cette expression est une telle différentielle totale, en imaginant une suite de déformations qui ramènent le corps à l'état primitif, il ne se produira aucun travail, tandis que, dans le cas contraire, la même suite de déformations engendrerait un travail, qu'on
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obtiendrait en regardant le signe S comme la caractéristique d'une différentiation par rapport au temps t et en intégrant par rapport à /. L'expression (a) étant une différentielle totale, il en résulte
--^ =: i5 équations de condition, ce qui réduit à 21 les 36 coefficients,
ainsi que l'a remarqué Green.
Les quinze équations de condition sont de cette forme
d\^ d\i d\^ t/Yj ddy f/c»^' dgy^ ddj.'
yant de nouvelles notations, nous poserons
Bi — Aj — d, tl _ A3 — e.
Hj tvi *|, IV| 'î-'v'j — fil,
Lil C/V)3 A j ,
Hj iiî>,- /j, K, iil>s -A„
Li 1H.3 A-2,
'>^'i— /)î "«?M -Li -/)3 —eu
La — ^"^3 — /i«
Forme générale des équations de V élasticité.
22. D'après les réductions que nous venons d'obtenir dans les coefficients des expressions des composantes élastiques données au n^* 18, nous obtenons les formules suivantes :
Xl — r/ i)^ -h d^y + e ^- 4- /, gyz 4- /il gzX + kl g^y, Y2 — d C>^ 4- b:>y -h/ C> . 4- /, gyz 4- /ij gzX 4- ki gjryy
Z3 - - e ;)^ 4- /i\ 4- C ^- 4- Iz gyz 4- ^3 ^=:c "H A3 ^:ry, Y, =: /, cV 4- /j ^y 4- /a ^c -+- (Il g y- 4- fl^i gzx -H ^i é'xy» Zi = hi ^^ 4- //j ^y 4- /«3 ^z + di gy. 4- ^>i é'':u- -H /, ^^y, Xs — A', t^^ 4- k^ }>y 4- X-3 ^- 4- ^1 ^ys 4- /i ^-a: 4- C, ^^y.
Les équations de l'équilibre d'élasticité sont (n"" 4)
d\i dXi dXs .
du: dy dz "
j dYi dY, dY,
dlé, d/j» dïjn
' 4- -~ 4- -p5 4- r>t. — o, dju dy dz
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et, comme les composantes élastiques contiennent au premier degré les dérivées de //, i\ v^\ les équations (a) seront linéaires et du second ordre par rapport à ces quantités.
Représentons par les symboles $, y;, t les signes de dérivation -.->
-T-i ~r\ ainsi ^w/, ^r^v représenteront respectivement -p^> d~~d" ^^^^*^
les équations (a) pourront se mettre sous la forme symbolique suivante
{b) 1 P// t-Ortr t-Lii' -hpH -o,
( M // -\' L i' -\- ^JtNr 4- pC --- o,
4^, OÏL, u-, L, M, P étant des polynômes symboliques homogènes et du second degré par rapport à i, r^ T, et Ton trouvera
.OU : C'i l^ -h ^yj^ -h <7| C^ -H 2 /jY^r f- if', C; -f- 2 / ji/y,
M r=rh,^-\-e,r^^-.^h,^'' -(/.Vt-^/i)o:--(6' -,- ^;,)C,: -+-(/, 4- /,);r,, P --= Xu:^-+- k.rC' -I- ^/,î-4- (e, 4- /^,)-0C -t- (/, -H/|)C; -h (^ -i- c, )£r,.
Considérons ensuite la fonction des six symboles ^*, r^*, ÎI^; ar^^, 2*C^, 2^yi, regardés comme indécomposables,
-4-/^,2;î.;»4-/,•V0^Yl2 4-/32-0^:*4-c,;^ri'4-^?^Ç^ 4- «10*. C* 4-/,2r)^^-4- 6'i2çJ. rr+ ^i2;Yî.;*
+ .^±:ii.(,,ç)'-^ î±^(.?o^-^ ^-'(^|r,)«
4 ^ - 2rÇ.2ï)^ 4- — 2;ri.2r3Ç4- -- — 2ryî.2cC.
Nous obtiendrons les quantités j^, oiv, a\ L, M, P, en prenant les dérivées de respectivement par rapport à ^-, r^-, s^, 3y;J[, 9.!^?, 2$/;; ainsi
les équations (b) prendront cette forme
■d% dS d%
r d% dS dS „
que j'ai déjà donnée dans mon Mémoire Sur la dispersion de la lumière {Journal de LiouviUe, 1866).
23. Faisons une transformation de coordonnées rectangulaires, indiquée par les formules
ITT /n, x^ -I- /«î /' 4- /Wj w
alors les 21 coefficients «, i, c, ^|, ... seront, dans les trois équations (6), changés dans d'autres que nous désignerons respectivement par a\ h' y c\ A:',, On a ensuite les formules symboliques
d^''='^'d^-^'''d^-^P'dz'
Si nous remplaçons non seulement ^7 ^> ~j- par les symboles Ç, yj, J^, mais encore j—,> ^> -pj par Ç', y)', Î^', ces dernières formules s'écriront
et, d'après les relations qui existent entre les cosinus /w, n, p, on en
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déduit encore
formules toutes semblables aux équations (d).
De ces formules, nous déduirons Ç', r^^, î^^, sr^î^, 2^^, 2$y], et nous aurons
2^10 — 2m,/ai|'*-+- 2/w,/ijri'*-i- 2 m 3 /<,?'*-+- (ni^n^ 4- /«3Wj)2ri'Ç
formules dans lesquelles nous devons considérer $'^, y]'^, ..., a^'yj' comme des signes indécomposables, de sorte que, par exemple, 'i\'y\'.:iXj^' n'équivaut pas à 2$'^2y]'î^'. Par l'emploi de ces formules.
la fonction se change en la suivante
j9 ^ dO A
et Ton aura, au lieu dos équations (A), les suivantes
dans lesquelles ^', OIL', . . . , P' seront les dérivées de 0' par rapport à
Si nous supprimons le symbolisme dans la fonction 0, les 21 termes qui y entrent se réduiront à i5 seulement, et son expression se changera dans la suivante :
Ji ^ ^
-t- 2/,Yj»; + a/jYj;»^- {d+ •ic,)ï«TiM- (e -+- aô,)^*?'
-t-(/ + 2a,)in'?* + 3(/,-t-2/.);«ri?+ 2(/j,+ ae,)Y)«?: 4- 2(A-,-H2rf, )?:*?»).
La transformation de coordonnées précédente changera x en
En remplaçant les lettres Ç, yj, ^ par les coordonnées x, y, z d'un point et doublant la fonction ^, nous pouvons dire aussi que le polynôme
H- ^l%y^z -f- 4^3/^'+ 2(rf-h ic^)x^y^ -h 2(e + 261)5' x'
-V- 2(/H-2a,)7'5'H-4(^i4- 2/i)^'7;;H-4(/iî-i-2ei)7*-3j:4-4(^3-+-2e/i)5*j7V
se changera, par la transformation de coordonnées, en
L'équation
représente une surface du quatrième degré, que nous appellerons surface indicatrice. Il est évident qu'une transformation de coordonnées qui simplifiera l'équation de cette surface simplifiera aussi le plus souvent les équations (è).
Cas où le corps possède un axe d^isotropie.
24. Examinons le cas où le corps possède en chaque point un axe d'isotropie, c'est-à-dire un axe tout autour duquel il a la même élasticité. Prenons-le pour axe des z. La surface indicatrice sera de révolution autour de cette droite, et son équation pourra s'écrire
ou
Aoa;*4- .l,j*-f- Bz^ H- 2Dl>j'5*-i- 2\\^^X^Z^'\' 2e,l>a:*K*= ».
En comparant le premier membre de cette équation à Texpressron de F, on obtient
(e) [ a:=zb^=zXy c = 3, «/=a(l, — 2C,,
e = \il) — 2 />t, /= iiJ> — 2ai.
D'après cela, la fonction devient
e =.- -(?')=+ — (Yi')' -f- -(?')"-+- flr,ïî'.Ç'+ 6,Ç».?«-+- c,|«.r)«
-^2HÇ.2Y)Ç ^2^yî.2Y)Ç— î^2^YÎ.2ÇÇ.
Toutefois la condition que nous avons exprimée n'est pas suffisante; il faut plus généralement que la fonction ne change pas quand on fait tourner l'angle droit des xy dans son plan d'un angle quelconque a. Alors les formules de transformation de coordonnées se réduisent à
avec
mi= /ijzz: cosa, AW2=: — «1 = — sîna,
et, par conséquent, les expressions h substituer dans sont
5* =mj5'*-+- /w|Yî"H-mi/W2.2Ç'r)', Yî« =/iî|'* 4-/iÎYî" ^-/^l/i^.2 5'Yî^
2ÇÇ = mi.2^'Ç 4-mï.2Yî'Ç,
De ce calcul on conclura les nouvelles relations
(/) «1 = ^, ûfi = ej =/i =: o,
et la valeur définitive de est la suivante :
Elle ne renferme donc plus que cinq coefficients : x, e, n'o, fli, c,. On
obtiendra ensuite les composantes des forces élastiques, en faisant les réductions indiquées par les formules (e) et (/) dans les expressions données au n^ 22 pour ces composantes. On a ainsi
Cas où le corps est isotrope,
25. Dans le cas où le corps est isotrope, l'expression précédente de ne doit pas changer quand on permute l'axe des z avec celui des^i? ou celui des 7, c'est-à-dire lorsqu'on permute ^ avec Ç ou yj.
On en conclut les égalités
et l'expression de devient
e=^[(£«)«-^(•n*)«4-(ç*)»]^-a,(Yî^ç»+C^?*^-|^•n')
D'après ces réductions entre les coefficients, les composantes des forces élastiques deviennent
Xi = X^x -+- {'^ — 2ai)^y H- (Jlo — 2rti)i>-, Yj = X^y -h (JId — 2a,)î>- -+- (JU — 2 a, )D^, Z3 = X^i 4- (<A) — 2ai)Dj.4- {X — 2ai)Djr,
Si nous posons
X — 2 «1 = X, a, = |UL,
et si nous désignons par u la dilatation de volume, nous aurons ces
formules :
'-» = ^X -H ^jr -+- ^Zf
Xi — AJ -h 2/X ;)^, Y, = f^^ys,
Yj = X-j H- 2 fx Dy, Zi ^p-gzxf
Zj =1 >y -4- 2 |JL c^5, X, = |X^a:r-
Cas où le corps a un plan de symétrie.
26. Supposons que le corps ait un plan de symétrie et prenons-le pour plan des xy. Mettons les équations de l'élasticité sous la forme
d% d% dS
Il -+- ,, V . <• -h . ^v tt' -r- A - O.
, de dS d& ^
d& dS dS
Si l'on change Taxe des z en son prolongement, A et B restent les mêmes et C change de signe seulement. Donc, pour que le plan des xy soit un plan de symétrie, il faut que les trois premiers termes de ces deux premières équations ne changent pas et que les trois premiers termes de la troisième équation changent de signe. Or remarquons que, si l'on change l'axe des z en son prolongement, w se changera en -— w et dz se changera en — dz, c'est-à-dire î^ en — ^. Il en résulte que les trois premiers termes des deux premières équations {g) ne changeront pas par le changement de «^ en — «t^ et de î[ en — î^, et que les mêmes termes changeront de signe dans la troisième équation {g).
On réalisera ces conditions en ne laissant dans que des termes qui ne renferment pas la lettre X, ou la contiennent un nombre pair de fois, et l'on aura ainsi
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On fait donc, dans l'expression générale de 0,
(h) hi =: /ij =: 7/3 = /a = ^3 = /i = O, /, = e, z= O.
S'il existe un second plan de symétrie rectangulaire sur le premier, nous pouvons supposer que c'est le plan des xz; alors devra contenir dans chaque terme la lettre y] un nombre pair de fois, et l'on aura ainsi
La fonction renferme alors neuf coefficients distincts qui s'expriment au moyen des neuf quantités
a, hy c, rt„ /^,, Cl, <i, ^, /,
et, outre les égalités (A), nous avons les suivantes :
Xti = A-j = A;, = 0, <i, = o.
Remarquons que la dernière expression de renferme aussi la lettre \ un nombre pair de fois dans chaque terme, ce qui indique une symétrie du corps par rapport au plan des yz. On en conclut qu'un cristal, qui possède deux plans de symétrie rectangulaires entre eux, en possède toujours un troisième, rectangulaire sur les deux premiers.
Sur V hypothèse de V attraction mutuelle des molécules d'un corps solide
suivant une fonction de la distance.
27. Supposons qu'un corps solide soit composé de molécules qui s'attirent ou se repoussent mutuellement suivant une fonction de la distance, sans être assujetties à de certaines liaisons, telles qu'on en considère en Mécanique analytique. Nous allons alors démontrer que les 21 coefficients qui entrent dans les expressions des forces élastiques se réduisent à i5.
4o CHAPITRE I.
Soient a?, j, z les coordonnées d'une molécule m, et ^r 4- a, j -+- p, 5 -H Y celles d'une molécule m' extrêmement voisine, et à la distance r de la première; puis désignons par mm'(f(r) la force exercée par m' sur m et que nous prendrons positive ou négative, suivant que l'action sera attractive ou répulsive. Si l'on pose
les composantes de cette action seront
mm'(x/{r), mm'^/{r), mm'y/(r),
et, dans l'état naturel du corps, pour que la molécule m soit en équilibre, il faudra que la résultante de toutes les actions semblables exercées sur m soit nulle, ce qui donne les trois équations
(1) 2m'a/(/-) =0, Im'^fir) ^ o, lrn'y/{r) = o,
le signe S indiquant une somme qui s'étend à toutes les molécules m' situées dans la sphère d'activité de m.
Supposons un dérangement infiniment petit des molécules. Alors soient w, (^, «^ les composantes du déplacement de /n, et soient u -f- Au, ç' -f- Af', M^ -h Aw ce que deviennent les précédentes quantités quand on passe de /w à /w', et désignons par p l'accroissement de r. Les projections de r h- p sont
a H- Au, (3 -H Ai», y -\- Aiv,
et l'on a, par conséquent,
(2) {r -4- p)«- (a -+- Am)»4- (P -h A(0*-+- (y -^ Atv)«.
La résultante des actions des molécules m' sur m a pour composantes
mlm\a-^ Au)/(r -hp),
Si Ton désigne, de plus, par A, B, C les composantes de la force exté-
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rieure, le mouvement de la molécule m. sera donné par les équations
^ ^^rii\t^ + A«)/(/- 4- p) + A, (3) i^'=2"*'(|5 + A.')/(r + p)-(-B.
-^ -^mX-^ + Ai^')/('' -4- p) 4- C.
De l'équation (2), on déduit
a A^/ 4- (3 A(' -f- y Air
à cause de la petitesse de Am, Aç^, Amp^, p. Pour la même raison, en ayant égard aux équations (i), on peut mettre les équations (3) sous cette forme
Regardons les premiers termes qui renferment /(r) comme très petits
fi f par rapport aux seconds qui renferment -r-? et, en remplaçant p par
sa valeur, nous aurons les équations suivantes :
d^u yi e//" a'Aw -f- a{3 Ap -h ay Aiï' .
^*ArH-
(3y Atr
(xy Am -h
(3yA^ -+-
y'Aiï'
Les quantités Aw, Af^, Amp^ peuvent s'obtenir d'après la formule
. du du r, du
lu= -7-aH- -j-p -\- -j-y dx dy dz '
I /d^u , d^Ur,» d^u . d^u ^ d^u d^u ^'
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Pour que, après la substitution des expressions de Aw, Av^, Aw, les équations précédentes soient de même forme que celles de la théorie de l'élasticité
(5) p--j-^ =Ji^u -^Pi^-hMw-h pAy ...,
trouvées ci-dessus (n^22), il faut supprimer les sommes multipliées par les dérivées du premier ordre de w, f^, w, sommes composées de termes du troisième degré par rapport à a, p, y, et qui peuvent, en effet, être supposées nulles en général, comme composées de termes égaux et de signe contraire. Alors, en représentant encore par les
symboles ^, y], *C les signes -t-> ^y ^> les équations du mouvement prennent la forme suivante
~di
- =^u -f-PV 4-M^v-4-A,
dt
d^w dt^
y riz P^a -\- dWv 4- L'w H- B,
^Wu^Uv -f-tjeV-hC,
OÙ 4;;^, P', ... seront des polynômes symboliques homogènes et du second degré par rapport à ^, y], X^.
28. La formule de Taylor, appliquée aux accroissements A//, A(^, Aiv, donne aussi ces formules symboliques
AM=:(e«5+P^-^YÇ— i)m, ...;
on en conclut ces expressions
Il en résulte que ces six fonctions symboliques sont les dérivées se-
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condes d'une même fonction 0' et qu'on peut poser
ii'r:
rf»©'
•■^'^' dn'-'
d^dv'
en faisant
Ces formules ont été données par Cauchy.
Afin d'obtenir pour ^', P', ... des polynômes du second degré en $, Y], l, nous réduirons 0' à
,_V'" 'V (^;-H(3Y3-t-yC)*
dr 2.3.4
OU encore nous poserons
expression qui renferme i5 coefficients seulement.
Il est facile de prouver que les équations (6) ne sont qu'un cas particulier des équations (5). Prenons la densité p pour unité, et il s'agit de prouver qu'on peut satisfaire à ces six égalités
R=:2,m', 9? = a\ l = L'. m=M', Pr=P
quels que soient les coefficients de 0'; on trouve ainsi qu'il suffit de
poser
/j=:3Gj, /f, = 3H3, A*, i=3Gi,
e=;/>i=:2E, /i =z/j ziz L,, r^ — - C, r^ 2F.
En définitive, les trois fonctions L, M, P renferment des termes en tL,
t^, ^Y], qui ont pour coefficients les six quantités
d-{-Cu
Â-^H- <ii,
Ci-^hi,
A+Zi,
composées de deux termes, qu'il faut prendre égaux pour passer du cas général des équations (5) aux équations (6). L'égalité de 12 coefficients deux à deux réduit ainsi à i5 les 21 coefficients du cas général.
Si Ton n'avait pas regardé comme nulles les premières sommes qui se trouvent dans les seconds membres des équations (4), on n'aurait pu identifier ces équations avec celles de la théorie de l'élasticité.
Il est très important de voir ce que deviennent les formules relatives au corps isotrope, trouvées n** 25, quand on le suppose composé de molécules qui s'attirent ou se repoussent suivant une fonction de la distance. Dans les équations (e) du n** 24, il faut faire /= a^ ; on a donc Di) = 3a^ ; par suite,
Nous verrons que les expériences prouvent que cette égalité n'a pas lieu, mais que le rapport - a une valeur variable avec la substance.
CORPS ISOTROPES. — SOLUTIONS DE QUELQUES PROBLÈMES SUR L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ DE CES CORPS.
Dans le premier Chapitre, nous nous sommes occupés des propriétés des corps solides élastiques homogènes, pris dans toute leur généralité. Nous allons maintenant supposer que les corps sont isotropes et résoudre quelques problèmes fort simples sur leur équilibre d'élasticité.
Nous avons vu que, dans ce cas, les expressions des composantes élastiques dépendent de deux coefficients X et [x. Si X est différent de pi, il faudra en conclure (n° 28) qu'un corps solide isotrope ne peut être considéré comme un assemblage de molécules libres qui s'attirent ou se repoussent mutuellement suivant une fonction de leurs distances, et, à plus forte raison, cette hypothèse ne pourra être admise pour les corps hétérotropes. Or les solutions des problèmes que nous traiterons nous donneront des formules qui, comparées avec les résultats de l'expérience, montreront queX est différent de fji.
Equations de l* équilibre d* élasticité,
1. Si l'on désigne de nouveau par a, v, w les projections du déplacement de chaque point du corps après la déformation, la dilatation de volume en chaque point sera
du dv dsv dx dy dz
et les composantes des forces élastiques auront pour expressions
-. - du -, „ (dv d{v\
Y. = V. + afx^, Z. ^X, = ,.(^^-+ ^ j,
_ - div (du dv\
En substituant ces expressions dans les équations de l'équilibre d'élasticité
d\* <iXj ûTK» .
<ivC rfj' dz ^
.dY, dY^ dY, ^
<iZi û?Zo dZé^ ^
d.r dy dz " '
nous obtenons les équations suivantes auxquelles doivent satisfaire les déplacements w, v, m^',
(X-,-fx)^+fx(^-^+^ + -^) + pC--=:0.
Si l'on fait X = (jl, on obtient les équations trouvées directement par Navier, en supposant que les molécules agissent l'une sur l'autre suivant une fonction de leur distance; car Poisson a considéré le premier les forces élastiques exercées sur un plan et établi les équations (i).
En outre, on a à satisfaire à'des conditions aux limites, exprimant quelles sont les forces appliquées à la surface du corps; ce que Ton fera en appliquant le théorème de l'équilibre du tétraèdre (Chap. I, n^6).
2. En se rappelant la valeur de u, les équations précédentes peuvent
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aussi s écrire
,. ^d'j V d (du d{>\ d ( dw duW .
,. ^ d\j V d (dv dw\ d (du d^W _
^ d\> \ d (dw du\ d ( dv dwW _
Employons cette notation bien connue
ûPu d^'j d?"o .
dx^ dy'^ dz^ '
puis différentions les trois équations précédentes respectivement par rapport à ^r, j, s, et ajoutons; nous aurons
(3) (X^.jx)Au + p(^^4-3^4-^j=o.
Si la force extérieure est nulle ou, plus généralement, si ses composantes A, B, C satisfont à Téquation
dPi d^ dC (^) d^'^d^^Tz'^''^
l'équation (3) se réduira à
L'équation (4) a effectivement lieu si les composantes A, B, C proviennent d'attractions ou de répulsions de centres fixes, s'exerçanl en raison inverse du carré de la distance. Alors, en effet, A, B, C peuvent se mettre sous cette forme
A-^ YK-^^ r-^^
dœ dy dz
et l'on a l'équation (4) ou
(6) AF=:o.
Si le corps, au lieu d'être en équilibre d'élasticité, subissait un mou-
vement vibratoire, on devrait remplacer A, B, C par
dru d^\' d^w
dl^ ' dt^ ' dt^' '
et l'on aurait, au lieu de l'équation (3),
Formons le A de la première équation (2), c'est-à-dire formons-en les dérivées secondes par rapport à ^, y, 2, et ajoutons les trois résultats. Alors, d'après les équations (5) et (6), nous aurons
A Aw ^=- o;
nous aurons de même
A Ai' =:: O, A AlV =:: O.
Les composantes des forces élastiques sont des fonctions linéaires des dérivées w, ^, (i^ par rapport à ^, j, :?; il en résulte que chacune de ces composantes K satisfait a l'équation
A AK = o.
Corps soumis à une pression uniforme sur toute sa surface.
3. Lorsqu'un corps isotrope est soumis à une pression uniforme sur toute sa surface, telle que celle d'un gaz, il est facile de vérifier que le corps se contractera en restant semblable à lui-même. Si l'on désigne par (a, |3, y) le centre de similitude et par {x\y\z') le point(a;, y, 5) après son déplacement, nous pourrons poser
k étant le rapport de similitude. Remplaçonsa?', y,s'par 0?-+- w, jk-H^, w, et nous aurons
ou, en remplaçant i — k par a et négligeant des parties constantes qui
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ne peuvent correspondre qu'à une translation du corps,
Si Ton néglige les forces extérieures, qui se réduisent en général à la pesanteur, on reconnaît que ces expressions satisfont aux équations (2).
D'après les formules (a), on peut former les composantes élastiques, et l'on trouve que les composantes tangentielles sont nulles et que les composantes normales sont toutes égales à — (3X 4- i\k)a. Désignons par P la pression exercée à la surface du corps, et nous aurons
P -— (3> -1- 2|UL)a, a .
en prenant la quantité P positive.
Appliquons ce problème au piézomètre d'Oersted. Use compose d'un vase qui contient le liquide dont on veut mesurer la compressibilité; ce vase est muni d'une tige capillaire ouverte, un index d'un autre liquide termine le premier liquide. Cet appareil plonge dans un vase fermé, à fortes parois, rempli d'eau que l'on comprime en tournant une vis.
Le vase intérieur est ordinairement cylindrique; mais laissons sa forme entièrement arbitraire. Les formules précédentes peuvent être appliquées à ce vase, dans lequel nous n'avons pas à distinguer la surface intérieure de la surface extérieure, puisque le vase est ouvert et que la pression est la même sur les deux surfaces. En désignant par a la contraction linéaire, par — u la contraction cubique de cette enveloppe, par X, (X des coefficients qui se rapportent h sa substance, enfin par P la pression exercée par la compression de l'eau, nous aurons
6K m- ip. 6k î- 2|JL
Ainsi le corps creux, qui contient le liquide à essayer, subit exactement la même contraction qu'un corps solide plein, de même matière et terminé par la même surface extérieure. Donc le déplacement de l'index dans le tute capillaire donnera la différence des compressibilités cubiques du liquide et du verre qui le contient.
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Allongement d'un corps prismatique par la traction.
4. Supposons un corps prismatique dont la longueur est verticale. Mettons Taxe des z vertical et dirigé de haut en bas, et plaçons l'origine des coordonnées sur la base supérieure. Cette base est encastrée et l'extrémité inférieure tirée par un poids P.
On peut satisfaire au problème en posant
((3) u^^ — aœ, V ^:z — ay, kv^^cz.
En effet, en négligeant la pesanteur du prisme, ces expressions vérifieront les trois équations (2). On reconnaît aussi que les composantes tangentielles sont nulles et que les composantes normales ont pour valeurs
Ys^ Xi= (c — 2a)X — 2«/ji,
Z3 =rr. (C — 2ûr)X — 2C/JI.
Or, tout le long de la surface latérale, la force élastique est nulle; donc X^ et Yj sont nuls, et, la traction exercée sur toute la base inférieure a étant P, on a
On a donc ces deux équations
(C--2a)X — 2a|JL:-:o, (C -- 2 a)X f- 2CfX =-^ ->
et il en résulte
C^=i — -ir^ ■ r— > a -z-
fJL(3X -h 2/Jl) Œ 2|Jl(3X -i- 2|Jl) (J
Ainsi l'allongement longitudinal produit par la traction est accompagné d'une contraction transversale. On a ensuite, pour la dilatation
cubique,
\jz=zC — 2 a =::
3 X -i- 2 /JL (J
On appelle coefficient d'élasticité le rapport du poids - à la dilatation
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linéaire c qu'il produit dans le fil. Ainsi l'on a, pour le coefficient d'élasticité,
Ezzz ^ ^ f^(3X- 4-2fx)
Si l'on suppose que les actions moléculaires proviennent de forces qui ne dépendent que des distances de molécule à molécule, on a X = (X, et les formules précédentes deviennent
Djx a lojJL <j o\L (j
Il en résulterait que la contraction transversale serait le quart de l'allongement longitudinal, et, l'unité de longueur du fil s'étant changée
en I -hc, le volume du prisme croîtrait dans le rapport de i-h - à
l'unité.
5. Supposons ensuite, ce qui a lieu le plus souvent, que le prisme ne soit pas parfaitement isotrope, mais qu'il puisse être considéré comme ayant un axe d'isotropie parallèle à sa longueur. Nous pourrons encore adopter les formules (P). Les expressions des composantes élastiques sont (Chap. I, n"" 24)
Zj — C?^-hCDy-+-DcV,
Les composantes tangentielles sont encore nulles, et, en exprimant que les forces élastiques sont nulles sur la surface latérale et que le prisme est tiré par le poids P, on a
— (A-+-B)a-h Cc = o, — aCûT -^Dc — — .
On en tire
C P A hB p
-- Fffrz'
~ Itgzx,
^xy.
a ~ T-T îï— ï;^ 7^;: -> Ci::::
(A-f-B)D-2C» (7 (A4-B)D — aC» a
En définissant le coefficient d'élasticité comme ci-dessus, on a
td 7 fZ 5
et, comme la force élastique Z3 est égale à — > on obtient
Z3 Ec.
Tramil des forces élastiques dans un corps isotrope.
6. Nous avons vu (Chap. I, n"" 19) que le travail élémentaire des forces élastiques développées à l'intérieur d'un corps solide a pour valeur
Supposons le corps isotrope et remplaçons les composantes élastiques par les valeurs données au n^ 1 ; nous aurons
Ô^f = —j [fX ( 2 D;^ ÔCV + 2 Dy dt\ 4- 2 ;) . a;) - t- g y:, àgy^ -\- g.^ hg^:, -4- g^y ^ g ^y )
-\- >i(c^a:-i- î)y-4- î)a) Ô(Da:H- î)y-}- î)^)] t/cj.
En intégrant depuis des valeurs nulles des déformations jusqu'aux valeurs qu'elles obtiennent à l'instant considéré, on obtient
pour le travail produit par l'entière déformation.
Au lieu des dilatations D et des glissements g^ on peut introduire dans i les composantes des forces élastiques, et l'on obtiendra ainsi une formule du travail donnée autrefois par Clapeyron. Substituons les expressions
. Xi-Xu . Y,-Xu . Za-X'j Xi-4-Y, + Z,
Vx — > c'yzr , ^z^=^ > V =^ — ô"s >
2|JL ^ 2^ 2fJL 3A -h 2/JL
_ Y, Zi X,
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et nous aurons en faisant
' - ^"^^ (X,H-Y,-hZ3)»----(XiY, + Y,Z34-Z3Xt-YÎ--ZÎ-XÎ).
Si nous posons ensuite
X, 4^ Y, 4^ Za^rz Jl,, X, Y, i- YjZa-t Z3X1 - Yî - Z; - XJ ^- IIJ>
ou, en adoptant les notations indiquées (Chap. I, n^ 5),
Ni+ N,-4- Njnr Jl,, NiN, -H NjNj-i- N3N1 - Tî ~ ÏJ - TJ - iH»,
les quantités — Ji, et iib sont les coefficients des deuxième et troisième termes de l'équation qui donne les forces élastiques principales A, B, C (Chap. I, n^ll).
Introduisons aussi le coefficient d'élasticité E, et l'expression de ê pourra s'écrire
ou
.f ^ - ri ^(A-+-B-f-C)*- ^(AB-f-BCH-AC)le/Gj.
Dans le cas du n** 4, où deux des forces élastiques principales B et C sont nulles, tandis que la troisième A est constante, on a
V étant le volume du corps.
Si le corps est également comprimé dans tous les sens par une pression P, on posera
AzizBi- C-- -P,
et l'on aura
2(3A-+- ajx)
Sphère creuse soumise à une pression intérieure et à une press'wn
extérieure.
7. Cherchons l'équilibre d'élasticité d'une sphère creuse sollicitée à l'intérieur et à l'extérieur par deux pressions distinctes, mais qui restent les mêmes sur chacune des sphères concentriques qui limitent le corps.
Si nous négligeons l'action de la pesanteur, le corps restera semblable à ce qu'il était avant l'action de ces pressions. Mettons l'origine au centre de la sphère et les déplacements des points du corps peuvent être représentés par
p étant une fonction qui ne dépend que de la distance rau centre de la sphère; puis on a, pour la dilatation cubique,
dp Tr
^j,-_Sp.^r~^^
De ces expressions on déduit, pour les composantes des forces élastiques,
2|jL^*-h Ir- dp
X,:=(3X4- 2|JL)p4-
r dr
^ xy dp _- yz do ,, zœ dp
^ r dr ^ r dr "^ r dr
Transformons les équations de l'élasticité
(a) (^-hX)^ -I- fxAwn^o,
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D*après la valeur ci-dessus de u, on a D'autre part, d'après l'expression de m, on a
du dp x^ du dp xy du dp xz
dx dr r ^' dy dr r ' dz dr r
et ensuite
d^u d}p x^ dp fZx x^
dx^ dr^ r* dr \ r <Pu _ d^p y-x , dp (œ
x*\ X xy^ \
dy* dr^ r' dr \
d^u d^p z^x dp f X xz^
dz^ dr* r* dr \ r r
En ajoutant ces trois expressions, on a
Substituons (b) et (c) dans (a), et nous obtenons
rf*p , dp
En intégrant, on a
OÙ C et c sont des constantes.
Représentons ensuite par/? et P des quantités positives qui expri ment les pressions intérieure et extérieure; nous aurons, pour condition a la surface extérieure r~b (Chap. I, n^ 6),
et, en remplaçant les forces élastiques par leurs valeurs et divisant par
'-> nous obtiendrons
OÙ l'indice b indique qu'on fait r—h.k\^ surface intérieure, la normale extérieure a une position directement contraire à celle qu'elle a à la surface extérieure, et Ton trouve, de même.
En remplaçant p par sa valeur, nous obtenons ces deux équations pour déterminer C et C
- P -r: (3>l -~ 2pL)C - l^[i.G l \
- -/>- . (SX :-2jUL)C — /i/J^C'a-\
On en conclut
(3>.T-2pL)(^"»-a=»)' ^"~ {^^' b'^-a^'
et la dilatation cubique d est égale à la constante 3C.
Dans le cas d'une sphère pleine, p devant être fini pour r = o se réduit à C, et Ton obtient
OA -î- 2pL
par la condition relative à la surface r - h. Au reste, ce cas particulier rentre dans le problème du n^ 3.
8. Occupons-nous ensuite des forces élastiques développées dans le corps creux. Menons l'axe des x par le point que l'on veut considérer, et calculons les forces élastiques exercées en ce point sur un plan perpendiculaire au rayon et sur un plan quelconque passant par ce rayon, qu'on peut prendre pour plan des zx.
Dans les expressions des forces élastiques, nous devons faire j^^o, z ~ o^ X --r. Les composantes tangentielles sont nulles et les forces
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élastiques principales seront
V / , aiNr / C' pa»-Ph» p-P a*b*
Si nous supposons P négligeable devant j9, nous aurons ces formules plus simples
D'après ces valeurs, X, varie entre o et — p, et, si l'épaisseur de la sphère creuse est très petite, Yj au contraire sera beaucoup plus grand que p.
Cherchons ensuite les dilatations linéaires. Nous avons
du dp dv dp
dx ^ dx^ dy ^ ^ dy^
et en faisant j ~ o, -s = o, nous aurons, pour les dilatations linéaires suivant le rayon et perpendiculairement au rayon,
dp ^ QJ ^ C
dr r* ^ r*
Équilibre d'élasticité d'un cylindre creux.
9. On a une enveloppe cylindrique de révolution et dont les parois sont sollicitées à l'intérieur par la pression/) et à l'extérieur par la pression P. Ce cylindre est fermé à ses deux extrémités par deux plaques planes très épaisses dont on néglige l'élasticité.
Plaçons l'axe des z suivant l'axe du cylindre et l'origine des coordonnées au milieu de cet axe. Posons
M. — F.laaU
r = yjx'^ -\- y^ ,
en regardant p comme fonction de r seulement. Nous aurons
du dv dw dw dp
dx dy dz dz dr ^'
Formons les équations (2) du n^ 1, en négligeant la pesanteur
d\) (a) fxAtf 4-(fi4-X)^:i:.o,
Nous trouverons
(d}p Z dp\ d\j /^P 3 rfp\ du d^w
dr* r drj^ dy^^ \dr* r drj' dz ~ dz*
dz
et, en substituant dans les équations (a), on obtient
d*w d^p 3 dp
dz* * dr* r dr
Gomme (v est nul pour z — o^ on en conclut On obtient ensuite, pour les forces élastiques,
Y ^dw ^ ^^^ ^ ^^^ ^ i[>.x*'\-'kr* dp
dr'
dr
OU
,- X-^ + 2(fX4-X)p-f- YJ- X-^-f-2(fX4-X)pH-
Z, - (X -i-ap)A+ aXC;
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Là dilatation cubique est constante, et l'on a
En exprimant les conditions relatives aux surfaces intérieure et extérieure du cylindre, correspondant à r= a et r= 6, nous aurons
pour r = «,
pour r — by
et il en résulte les deux équations suivantes :
(l) — />::izXA:-h2(fX-hX)C— 2|Jl — ,
(a) --P=:>A:H-2(fji-+-X)C— 2fjL^.
La partie cylindrique éprouve une traction F suivant Taxe, résultant des pressions intérieure et extérieure, qui s'exercent sur les fonds, et Ton a
(y) F7r(6«— a«)— /?7ra* — PTrfe*,
équation qui détermine F. La pression p étant supposée notablement plus grande que P, F est positif.
Enfin, sur les sections finales de l'enveloppe cylindrique ou pour 5 = db /, on doit avoir les conditions
Z,=zF, Z, o, Z,z^o,
dont les deux dernières sont déjà satisfaites. Il en résuite cette nouvelle condition
(3) (X-h2/jL)X:-+-aXC=:F.
Les équations (i), (2), (3) déterminent les constantes k, C, C. On
trouve ainsi, en remplaçant F d'après (y).
3X-i-2|jL b^ — a* 3X-h2fJL b^—a
10. Cherchons les forces élastiques principales à Tintérieur de l'enveloppe cylindrique (Chap. I, n** 9). Ces forces ne varient pas avec z. Menons l'axe des x dans la section moyenne sur le point que nous voulons considérer. Nous devrons faire, dans les formules (P), j = o, s — o, a? = r, et nous aurons
ÇJ
Xi=iXAr-i-2(fii-f-X)C — 2|JL-^»
Y, r=>Ar4-2(fx-f-X)C-f-2fx — ,
Z3 --.. ()L-f-2fjL)/r-}-2AC;
X, - O, Yj — O, Zj -: o.
On obtient ainsi les forces élastiques principales, et elles agissent respectivement sur un plan perpendiculaire au rayon, sur un méridien et sur une section droite.
La seconde force est plus grande que la première ; sa valeur maximum, qui a lieu pour r = a, est
., . ..^ C pà'-Vb^-^b^p-V)
Si l'on donne à cette expression la valeur limite H, qu'on ne veut pas dépasser pour la traction, afin d'éviter une déformation permanente, on aura
pa^-Pb*-^b^{p-P) „
et, par suite, on obtiendra
~â '\ -xV — P~\ )\^ I p — P
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pour la plus petite valeur que l'on puisse donner au rapport -• Posons
b=za{i~\- e),
et si ^-^-g est très petit, ce qui a lieu ordinairement, on aura
Ces formules ont été données par Lamé.
Mais c'est plutôt aux dilatations linéaires qu'aux forces élastiques qu'il ne faut pas faire dépasser certaines limites, pour empêcher les déformations permanentes et les ruptures. Les expressions des dilatations linéaires sont
du x^ dp dv j' dp dw _ ,
dx ^ r dr^ dy ~^ r dr^ dz'~ '
Nous obtiendrons les dilatations principales comme les forces élastiques principales, en faisant y = o, js — - o, a? = r, et nous aurons
da dp dv dw _
dx ^ dr^ dy " ^* dz
dx r* dy~'^ /•* dz
Ces dilatations sont dirigées respectivement suivant le rayon, perpendiculairement au méridien et parallèlement à l'axe du cylindre.
La plus grande dilatation perpendiculaire au méridien est C -i — ^^
et, si aucune dilatation ne doit dépasser une limite A, pour qu'il n'y ait pas détérioration, on devra poser
on en conclut
/ 2fx[/^-i-(3X -4 -2fJL)/t]
et l'on en déduit la plus petite épaisseur qu'on puisse donner à l'enveloppe cylindrique.
CHAPITRE II. — CORPS ISOTROPES
Sur la détermination du rapport -•
11. La détermination exacte du rapport - présente de grandes difficultés, qui avaient été remarquées par Kirchhoff en i856. Au commencement du Chapitre I, nous avons admis qu'un corps solide élastique revient à sa première forme après une déformation très petite. Or cela n'est pas exact d'une manière absolue et ne peut être admis qu'autant que le corps a été déjà soumis à des forces qui ont modifié l'état élastique du corps. Autrement, le corps subit une déformation permanente. Mais, d'autre part, si le corps, avant d'avoir été soumis à des forces, pouvait être considéré comme isotrope, il ne sera plus isotrope après la modification de son état élastique. C'est ce qui a lieu certainement pour des fils métalliques auxquels on a fait porter des poids, lors même qu'on aurait pu les considérer comme isotropes avant qu'ils aient été soumis à cette opération.
Un grand nombre de physiciens se sont occupés de la recherche très
importante du rapport - dans différents corps élastiques isotropes, rap-
port auquel on peut substituer celui de la contraction linéaire à la dilatation longitudinale d'une tige tirée suivant sa longueur, et lequel est représenté (n** 4) par
2 /JL4-X*
il serait égal à ^ d'après Poisson.
Les formules de ce Chapitre peuvent suffire à la détermination de cette quantité par l'expérience. Néanmoins, les physiciens ont préféré, en général, se servir des formules de la flexion et de la torsion. De ces recherches, il résulte que le rapport G n'est pas un nombre constant, qu'il est quelquefois très voisin de {, mais plus souvent, et en particulier pour les métaux, notablement supérieur à {. Ainsi, pour les métaux, X est en général beaucoup plus grand que [x.
La théorie mathématique de l'élasticité a été appliquée à la détermination de la torsion et de la flexion des cylindres d'abord par Poisson et Cauchy; mais cette recherche a été ensuite complètement modifiée par de Saint-Venant.
Commençons par nous occuper de la torsion des cylindres les plus simples.
Torsion d'une tige circulaire ou elliptique.
1. Supposons qu'on torde une tige circulaire autour de son axe. Nous allons voir qu'on peut admettre que toutes les molécules situées dans un même plan perpendiculaire à l'axe y restent après la torsion, et qu'elles décrivent des arcs de cercle autour de cet axe. Prenons pour l'axe des z l'axe de la tige et pour origine des coordonnées l'extrémité de cet axe située sur la base que l'on a fixée.
La torsion se faisant de l'axe des œ vers l'axe des j et étant regardée comme très petite, nous pouvons poser
(1) étant un angle variable avec z. Substituons dans les équations (2) de l'élasticité (Chap. II, n^ 1), en négligeant l'action de la pesanteur, et nous trouvons
puis, comme o> est nul pour s = o, nous obtenons
64 CUAPITRE 111.
B étant une constante. Nous obtenons ainsi
(3) u — — Byzy if =:BxZf w--o.
Désignons les forces élastiques^ comme nous avons dit (Ghap. I, n^ 5), en employant la lettre N pour les composantes normales et la lettre T pour les composantes tangentielles, et nous aurons^ d'après les expressions de ces composantes (Chap. II, n® 1),
La force élastique doit être nulle sur la surface latérale du cylindre; mais cette propriété est satisfaite d'elle-même d'après les équations
Ni — o, N,=:o, Tj — o, T,a;4-Tiy^o.
Quant à la force qui agit en chaque point de la base, elle a pour composantes
elle est donc tangentielle. La somme des moments de toutes ces forces autour de l'axe des z est
f{Yx - \y) dx dy - fxB Ç /' dr Ç dQ ^'^ fxBB*,
R étant le rayon de la tige. Ainsi, l'effet de ces forces est celui d'un couple dont l'axe est dirigé suivant l'axe des z et dont le moment est
-[xBR*. Désignons par a l'angle dont la base mobile a tourné par rap-
port à la base fixe ; nous aurons, d'après (2),
a-B/, d'où B=^^.
On satisfera donc à toutes les circonstances précédentes en appliquant à l'extrémité libre de la tige un couple dont l'axe soit dirigé suivant l'axe de la tige et dont le moment ait pour grandeur
Ce calcul a été donné pour la première fois par Lamé et Glapeyron;
mais le résultat avait été reconnu bien auparavant au moyen de l'expérience.
Sur cette solution nous devons faire deux remarques. La première, c'est que le mode de distribution que nous avons obtenu pour les forces appliquées sur la base libre n'a jamais lieu en réalité. En général, une extrémité est fixe et encastrée, et l'autre extrémité subit une torsion par l'application de forces produisant un couple et exercées à l'extrémité de la surface latérale du cylindre. Mais, si la longueur de la tige est grande par rapport à son diamètre, pourvu que l'on excepte le voisinage des extrémités, l'état de la tige sera à très peu près ce que nous venons de trouver.
Une autre remarque à faire : c'est que, si la tige est très longue, l'angle a pourra n'être pas très petit et que les déplacements des points de la base mobile pourront être trop grands pour qu'on puisse y appliquer les équations de la théorie de l'élasticité qui les suppose extrêmement petits. Mais on peut alors diviser la tige en un certain nombre n de parties égales assez petites pour que les déplacements relatifs restent très petits dans chaque partie et qu'on puisse y appliquer l'analyse précédente. Ainsi, dans chacune de ces parties, les forces élastiques seront données par les formules (4)» et par suite le moment de
torsion sera -(xBR\ Alors, dans la formule qui donne B, nous devrons
remplacer /par - et a par -, et, par suite, l'expression de B restera la
même. La solution n'est donc par changée.
Les mêmes remarques sont applicables aux torsions des corps que nous allons examiner.
2. Occupons-nous ensuite de la torsion d'une tige dont la section est une ellipse
Nous adopterons encore les deux premières équations (3) pour les projections du déplacement sur les axes des x et des r ; mais nous ne pourrons plus supposer w nul, et nous poserons
(5) «/—— Bv5, K-^xz, w —^{x,y),
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Substiïuon^s ces expressions dans \es équations de l'élasticité, et nous
trouverons q\u'on peut efTectivement y satisfaire en posant
D'autre part, les es
;es élastiques deviennent
et la force élastique, en général, pour cou
■allèle à l'axe des z, aura,
(Chap. I, n° 6), en de&iguaui pai «, p les angles de la iV^ ormale au plan avec les axes des x et des y.
La force i doit être nulle sur la surface du cylindre; ce q sur cette surface,
a' i/jc 6* dy
Pour satisfaire à l'équalion (6) et à la condition (7), poso et nous en conclurons
Quant à la force qui agit en chaque point Je la hase du elle a pour composantes
et nous aurons, pour la somme des moments de toutes ces forces, pour faire cette double intégration, changeons les variables en posant
XT^.ap cos By y -- bp sin 0,
et faisant varier/? d^ o à i et de o à 2ir. Nous trouverons ainsi pour la somme de ces moments
Désignons encore par / la longueur de la tige. D'après les formules (5), Hz est l'angle dont tournent les points de la section qui a z pour coordonnée. Si donc la base mobile tourne de l'angle a par
rapport à la base fixe, B est encore égal à -t? et Ton voit que le couple,
propre à produire la torsion précédente et appliqué à l'extrémité z~l, a pour moment
Si, au lieu d'une tige pleine, on a un corps creux compris entre deux cylindres de même axe et homothétiques, on peut encore obtenir la torsion de ce corps par le calcul précédent.
En effet, toutes les surfaces homothétiques de la surface extérieure de la tige, d'après l'équation (7), ne sont sollicitées par aucune force élastique. Donc, si l'on considère le corps compris entre une de ces surfaces et la surface extérieure de la tige, on peut lui appliquer les formules précédentes, et le couple à appliquer à l'extrémité du corps creux sera
^^ 7 \âM^ ~ a'^-hb''
a\ h' étant les demi-axes de la surface cylindrique intérieure La formule
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prouve que la section droite se gauchit par la torsion et se change en un paraboloïde hyperbolique. La section s'abaisse dans Tangle des coordonnées positives et dans Tangle opposé par le sommet; elle s'élève dans les deux autres angles.
Torsion d'un prisme à base rectangle,
3. Examinons ensuite la torsion d'un prisme à base rectangle. Les faces latérales ont pour équations
X -^- ±: ~i y zr- it
Posons encore
et nous avons l'équation
La force élastique doit être nulle sur la surface latérale du prisme; elle se réduit à zbTg pour ar — zh - et à ±T, pour y = =t -; nous obte-
b nons donc ces deux conditions
div dx
Br
pour
d^v dv
Wx
Nous aurons une solution de l'équation {a) en posant
\v — (Ae'"-^ -i- Ge-'"-^) sinmj,
et la dérivée par rapport à j sera nulle pour j - zh -, si l'on fait
en désignant par k un nombre entier. Nous satisferons donc à Téqua-
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tion (a) et aux deux conditions (c), en posant
et étendant le signe sommatoire V à toutes les valeurs entières et
positives de ^. .
II reste ensuite à déterminer les coefficients A et C par les deux conditions (6); ce qui donne
(fna Mtt\
(ma ma \
Ae * -Ce* ysinmj = Bj,
et il en résulte
Cr^ -A,
^ wAjtCOshf — j sinmr — By.
Pour une valeur de m comprise dans la formule (rf), multiplions les deux membres par sinmyc/y et intégrons depuis y= jusqu'à
y= -7 et nous aurons
wA^-coshl j / sin^m^dy:=zBf ysmmydy.
tous les termes se détruisant, sauf le terme en sin/wj, comme on le voit facilement. On a ensuite
J s'm^ mydy---. J y s'm mydy — -^^(—ly,
et l'équation précédente devient
Aji — — ,
O ( mu \
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On en conclut, pour l'expression de w,
„ 8Bfr'-ri (-1)* sinh(m^)
En permutant a; avec y, a avec è et changeant B et — B, on peut mettre w sous cette autre forme
4. Calculons le moment de torsion. Désignons-te par 3^, et nous aurons
l'intégrale étant étendue à tous les éléments de la base. Représentons, pour abréger, la formule (e) par
II': -^xy [-P,
et nous aurons
par suite
Calculons les deux intégrales de cette dernière formule
Sp-dî''"'''^- f ^Zf,*-H-Ô' "^7ï^»\J »iil«'»-"'-j vs,n™j.rfv
_3aB6;v . ''""(?)
cosh(^— j
ce ''Pj J SBt'v (—0' 1 r'dsinmy f' .
JJ dy ' »• ^(î*-n)'^^^|^/may , dy ■'J.
On a
/• 1 / V j ^ i f nia\ 2 . . fma\
par suite
r r dP }6Bb''a ^ I 32B6* ^ I
s.nh(— )
cos h
Substituons les valeurs de ces deux intégrales dans l'expression de 5^, après avoir remarqué l'égalité
TT
et nous aurons
. ,fma\
cosh
où, comme précédemment, on pourra remplacer B par y- Dans le cas oii la dimension b est très petite par rapport à a, on
— ) et cosh( — j par e '* , et l'on obtient Lorsque le prisme est à base carrée, on a i = a et, par suite,
OX» -- —~- — i—- > — ; TZï-rni; - 2,'249232aBa^
De cette formule, on conclut facilement que, si deux cylindres, l'un de section circulaire, l'autre de section carrée, ont des sections qui ont le même moment d'inertie par rapport k leurs axes, le cylindre circulaire résistera plus que le cylindre à base carrée- Les expériences de Duleau et de Savart ont confirmé ce résultat.
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Détermination de la torsion de différents cylindres.
5. La surface latérale du cylindre n'étantsollicitée par aucune force, nous avons à cette surface
(a) Ticos:* t-T, cos^ o,
eii désignant par a, |î les angles de la normale avec les axes des x cly. Si nous désignons par x et v les coordonnées du contour de la section droite, nous aurons
COS? dr
ces a d.v'
et, eu continuant à poser pour les composantes du déplacement
HT..- h y;, i- ---^ B j-;, <v -- ? (.r, .)' i, nous aurons, pour l'équation (o).
De plus, w satisfait à l'équation
^ ' dx' ^ dy' '
et il en résulte que le premier membre de l'équation (h) est une différentielle exacte. Si donc iv est une fonction connue do x et y, l'équation (b) s'intégrera sans aucune difficulté, et l'intégration donnera l'équation de la section droite.
Or If donne le gauchissement de la section, c'est-à-dire la surface en laquelle s'est transformée la section droite. Donc, en se donnant ce gauchissement, on pourra en conclure la figure de la section droite, qui y correspond.
Si nous prenons des coordonnées polaires r et 0, les équations (c) et (6) deviennent
d^w I div I d^^v _
ie) B /• r/r -\ rpr df — r-j~ d^j - o.
^ /• dO dr
Adoptons, par exemple, pour w la série
\v 1- \^ r''* ( k sin w h A' cos niO),
qui s'étend à toutes les valeurs entières du nombre /w, et nous aurons pour l'équation de la section droite
K désignant une constante arbitraire.
De Saint-Venant a donné de nombreux exemples de ce procédé {Mémoires des Savants étrangers, t. XIV; iSjj).
Connaissant w, c, (v, on pourra calculer le moment de torsion.
Torsion et flexion de cylindres dont la section est quelconque.
6. Après avoir considéré la torsion de quelques cylindres particuliers, nous allons étudier simultanément la torsion et la flexion dans les corps cylindriques de section quelconque. De Saint-Venant a donné le premier une théorie satisfaisante de ces deux déformations; toutefois, pour l'exposition de ce sujet, nous allons suivre maintenant celle qui a été donnée parClebsch.
Nous supposons une tige cylindrique dont la longueur est assez grande par rapport aux dimensions des bases. L'une des bases. A, est maintenue fixe, et des forces appliquées à l'autre base, B, produisent la torsion et la flexion. Aucune force n'est appliquée à la surface latérale.
Nous négligerons les actions extérieures ((ui, dans les applications
M. — FJast. lO
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habituelles, se réduiraient à la pesanteur. Pour plus de généralité, nous supposerons que l'élasticité du corps n'est pas la même suivant la longueur du prisme que perpendiculairement à cette longueur.
La base A ne peut pas être regardée comme absolument fixe, parce qu'elle subira une déformation. Mais, pour diminuer le nombre des constantes à déterminer dans le problème, nous pourrons concevoir la base assujettie à des conditions qui maintiendraient la tige entièrement fixe, si elle était absolument rigide.
Par hypothèse, il n'existe aucune force appliquée à la surface latérale. Sur cette surface, les cosinus directeurs de la normale sont cosa, sina, o, et l'on a ainsi pour cette surface ces trois équations (Chap. I, n°6) :
IN| cos a -h Tj sin a - - o, Tj cosa -^ N, sina -- o, Ts cosa -h Ti sina : ^ o.
De Saint-Venant essaye de supposer que, sur tout plan parallèle aux génératrices du cylindre, il n'existe aucune pression ou traction latérale, c'est-a-dire aucune force perpendiculaire aux génératrices. On a alors, en tous les points du cylindre,
Ainsi les deux premières équations (i) sont satisfaites non seulement à la surface, mais en tout point intérieur, et il ne reste plus qu'à satisfaire à la troisième condition à la surface (i). Si l'on parvient à résoudre le problème dans ces suppositions, il restera à examiner en quelle manière les solutions trouvées sont applicables aux faits de l'expérience.
Les équations générales de l'élasticité donnent
cf^* dTz dT9
djc dy dz
dTi ^Nj dTi
djr dy dz
dTi dTi dN^
dx dy dz
et, d'après les équations (2), elles se réduisent à
dz ' dz
dx dy dz
Regardons le cylindre comme décomposé en filets parallèles à Taxe. Chaque filet ne subissant aucune force élastique transversale de la part des filets voisins, concevons que chaque filet s'allonge comme s'il existait seul. Alors, en supposant la structure du cylindre différente suivant l'axe des z de ce qu'elle est suivant les axes des^r et des j, on peut poser, d'après le n^ 5 du Chap. II,
, ,. du dv , div _ _^ div
E étant le coefficient d'élasticité du prisme ('). On a ensuite
-, /d^^ div \ rt^ (d\v du\
donc les deux premières équations (3) deviennent
.^. d^iv d^u d^v d'W
^ ' d^Tz "^ "5? "■ ^' 5? "^ d^dz '-^ ^'
et la troisième devient
/ d^u d}v (i*iv d^w\ pûf*"'
^\dxdz dy dz dx^ dy^ ) ^ d^'
(») L'égalité j^ = 3^ paraît la moins justifiée de cette théorie. On conçoit qu'elle
puisse avoir lieu d'une manière approximative si la section est convexe et si les dimensions de la base ne sont pas très différentes. Mais il n'en est plus de môme si la courbe présente dans sa section des dimensions très différentes. Ainsi, supposons une lame à section recUngulaire, et dont un côté soit très petit par rapport à l'autre, et plaçons l'axe des z suivant la longueur de la lame, et les axes des x et des j^- suivant la plus petite et la plus grande dimension de la section. On pourra étendre la lame suivant l'axe des s, sans
changer sa largeur, et, par conséquent, v sera nul sans que -,- le soit.
OU, d'après (4),
(^) — ]x - -d-z^ -^ d^ -^ dy- - ^•
La deuxième équation (2) peut s'écrire
, ^ du di'
Les trois équations (2) continuent k subsister, si Ton fait tourner l'angle droit des ce, y dans son plan; ainsi l'équation (7) aura encore lieu et exprimera que tout angle droit parallèle au plan des xy ne change pas; il en est de même, par suite, de tout angle parallèle au plan des ccy.
Enfin, nous avons à satisfaire à la troisième condition (1) sur la surface latérale, condition qui peut s'écrire
dsv du\ /di' dir\ .
- — 1-7- cos 0:-. { -r -i- -7- sin a ^ o.
d.r dz ) \dz dy )
llésolution des équations du numéro précédent,
8. Nous avons à trouver pour w, r, w des valeurs qui satisfont en tout point du cylindre aux six équations suivantes :
, . d(i dv . d\v
d.v dy dz
/ fv du <rA'
dy (i,r
. . ¥i — '^.u./i d'iv d-iv d^iv
[j. dz- dxr dy^
Nous avons ainsi deux fois plus (féquations que d'inconnues; nous verrons que néanmoins on peut y satisfaire.
En différentiant l'équation (b) par rapport à x, on a
{Piv d^ du , d^w
^■^^ dx^ dz '~ " dz' dx '~^ ^^ dz^ '
on a, de même,
d^n' d^Kv
^^^ d^dz d^'
DifTérentions {e) par rapport à ^, et, en ayant égard à (/) et {g)y nous aurons
(E-.,./0^ -f^Ur'^ ''rf?^j" "■'-'^''rf?' ou
donc aussi, d'après (/) et {g),
. .^ d^w d^iv
^'^ dx^z^""' dy^z '-''''
Différentions {b) et (c) respectivement par rapport \\ y ^i x et ajoutons : nous aurons
d^w d^ f du dv
dx dy dz dz* \dy dx
et, par suite, d'après (rf),
d^sv ^J^ dxdjr'dz'^'''
Des quatre équations (A), (î), (y), on conclut facilement la formule suivante :
—- :_ ^0 -r- a^X -\- a^Y -H ( ^0 -f- ^1 •^' -*" ^1 /) ^. Cl .c
Ensuite on dédliit des équations (a)
ce qui permet d'en tirer u à une fonction arbitraire près de y et 3, et l'on obtient
u- h\ a„x ■■-ay~ -I- aixy -\- f i„x -1-*]^ -^ l>iXy\z 4-9(7, s). Puis. d'apii'S (i). on a
par suite,
et, en intégrant,
?(^.=)^ '"'^"^'Tî i-='l'(>')-î-z(.v),
(|^(j). 7,(y) étant deux fonctions arbitraires. 1! en résulte la première de ces deux équations
et la seconde s'obtient de même.
En portant ces valeurs dans (rf), nous aurons
loi -/;(»,j; 1 i,j::) i 5'J.'(,r)-z'(/) I -/i(o,.v-i t,,rs)-:-3V'(j;)-:-X'(j-);
les fonctions ^{y), /,(/)• ^'(■^)' X(^) sont donc des trinômes du second degré, et l'on peut poser
Z(.)-) -o'H-n'.jho;,'. ^{r)--.l'--b\y .-b',}',
\l,x).-a'-] a\x -\-a\jL-, ^'{x)--l>"^-b\j:-i b\j:'.
L'équation (k) devient ainsi
o -zi — ha^a: — hb^xz H- {b\ 4- 2 b\y)z -t- a\ -h '^a\y — ha^y — hb^yz-T-{b\-\-'i b\ œ) z -\~ a\ -r- '^ a\ x,
et Ton en tire
a'j Z-: jha^, a\ -H a\ = o, a\ =^ {ha^ , 6; = '^hb,, b\ + 6'; =r. o, b\ z= lA^i.
Posons
a\ 1-1 — «j :rz a, 6 j =:: — 6'J -in (3,
et nous aurons
~— h\a^y -{- a^xy -^ a^ -^ ^ ^ 4- (^o7 -H ^i-^J "^ ^« ~ â ~ )^
D'autre part, de l'équation qui donne ^ on déduit
w — {ao-h a^x -{- a^y) z -\- (60+ b^x-^b^y) - -f- F(x, /),
F(a?, j) étant une fonction arbitraire.
Portons cette expression dans (e), et nous aurons
d^¥ d'F E-2/jiA,, . . ,
Pour simplifier la forme de cette équation, posons
F:z=:û-. 5^:^- ^60 ^^•^- 4- b,xy*-^ b,yx*\ - 6'a? - b'y.
et nous aurons l'équation
dx^ dy^
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10. Nous avons dit ci-dessus que la base A ne peut pas être regardée comme absolument fixe, parce qu'elle subit une déformation. Mais, sans restreindre celte déformation, nous pouvons supposer qu'un élément de la base A demeure dans son plan primitif, qu'un point de cet élément reste fixe, ainsi qu'une droite infiniment petite menée par ce point dans la base.
Plaçons l'origine des coordonnées en ce point fixe 0, et mettons l'axe des X suivant la droite fixe infiniment petite.
Le point restant fixe, nous avons d'abord
1/ r3 o, r -— o, \v--o pour j^ l= o, y --o^ z—~o.
Le point, qui a pour coordonnées {dx^ dy, o), a pour déplacement suivant l'axe des z
\dx)ç, '^"^ \û^y/o •^'
et, comme ce déplacement doit être nul, on a
Enfin le point (dxy o, o) doit rester sur l'axe des x; on a donc
D'après les valeurs obtenues pour //, ^, i^^', ces conditions deviennent
l'indice o indiquant qu'on fait, dans l'expression qui en est afl'ectée, ^ — o, y = o.
Prenons, pour l'origine des coordonnées, le centre de gravité de la base. Nous avons
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faisons la somme de toutes les forces longitudinales sur toute une section, et, en remarquant les égalités
ix dfj = o, \ y d(j =r o,
OÙ les intégrales sont étendues à tous les éléments rfa de la section, nous aurons
Or cette résultante doit être indépendante de :;; on a donc
Les termes multipliés par b' et b", dans w, i', w, introduisent deux rotations de tout le corps autour des axes des^ et des j, comme on le voit facilement; ils ne changent donc pas les valeurs des forces élastiques. Et les valeurs de w, r, w deviennent, en définitive,
[^î yï / r* r* \ 1
Oqû: -ha, : h «s^rj-i- Ibi- ■ h b^xyjz
z^ . z^ (dÇl\ ^
<'=— A ûfoj -h^j^^- '— -^ a^xy -^ /^,ZJZ^ 4. b^xy\z
Nous obtenons ensuite, pour les expressions des forces élastiques,
dz- "-<-\dz ' dy)' "- <'\dJ^'^dzJ
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Sh/' la fonction Q.
li. La fonction ii satisfait on tous les points du cylindre àréquation
et, de plus, à la condition à In surface latérale
qui peut s'écrire
'°* j -.[-,..(,.-l)...,_«,,|.i(3„-l)...-*f]si„,.
On démontre facilement que, si une fonWi,on ii satisfait à l'équation (A) dans l'intérieur d'une courbe s, et safjsfait, de plus, sur ce contour à une condition de la forme
dn étant l'élément de normale au contour, celte fonction f\*^st déterminée à une constante additive près. Comme on a
rfii dSl dii .
l'équation (B) est bien de la forme (C), et la fonction li qui nousX occupe, étant assujettie à être nulle pour a- = o, y = o, est complfe*^ment déterminée, lorsque les coefficients Jî, b,, b.^ sont connus.
Dans l'équation (B), tous les termes qui ne dépendent pas de £2 sont multipliés par une des constantes 6,, b.,, p; il en résulte que Ton peut mettre £2 sous la forme suivante
où U<, U^» U3 sont des fonctions de œ, y indépendantes de ces constantes, et que le problème se partagera dans les recherches séparées des trois fonctions U,, Uo, U3. Ces fonctions, dans les points intérieurs, satisfont aux trois équations
da:^ "^ dy^ ~ ^' dx^ '^ dy^ ~^' dx^ "^ dy- "'"^
et à la surface latérale aux conditions
-T-^cosa -H -;— sina= -x^-^ 3A v' cosa-h h Krvsina,
dx dy 11 2\ix y \ \ix J ^
dx dy Vf^ / -^ \_2^ i\ix. / J '
cosa H — r^sin
d\]^ û?Us . /a/ • \
--7-^cosa-+- -T-^sina=:p(jcsina —/cosa).
Nous avons dit que la fonction H doit s'annuler pour a? = o, j = o; donc, de même, les trois fonctions U,, Ug, U3 doivent s'annuler pour ces valeurs de x et j.
Décomposition de la déformation totale en déformations partielles .
12. Les valeurs générales trouvées pour w, c^, «^ se composent de termes affectés des six coefficients a^, a^, a.y, i,, ia, p. En conservant un de ces six coefficients et annulant les cinq autres, on obtiendra une déformation possible de la tige cylindrique. Comme les six coefficients sont arbitraires, l'ensemble de ces six déformations, prises chacune avec une amplitude arbitraire, représentera la déformation la plus générale de la tige dans les conditions où nous nous sommes placés. Examinons ces déformations partielles.
Première déformation : Étirement ou contraction longitudinale. — Si nous annulons toutes les constantes, sauf «o^ nous avons
Ces formules nous donnent simplement un allongement ou une contraction longitudinale. La déformation se fait suivant les formules relatives à une tige allongée par un poids. (Chap. Il, n^ 4.)
Deuxième dèjormation : Torsion. — Des six coefficients ne conservons que p, et nous aurons
=4"-KS).-(f).]
Ces formules expriment la torsion; nous les avons déjà obtenues (n° 5), diminuées des termes qui contiennent les valeurs des dérivées de U3 pour x = 0, y = o-^ mais ces termes ne produisent aucune force élastique et n'indiquent que des rotations de tout le corps autour des axes des œ et des j.
La force N3 étant nulle, les forces appliquées à la base libre B du cylindre agissent toutes dans le plan de cette base.
Remarquons que // et ^ sont nuls pour
\dy )o ^ \ dx
et, par suite, le filet, indiqué par ces deux équations, conserve sa position primitive.
13. Troisième déformation : Flexion. — Considérons ensuite Tensemble des deux déformations qui dépendent des deux constantes a.
et &,, et annulons les autres coefficients. Nous aurons
Les déplacements donnés par les trois premières formules indiquent un état de déformation que nous allons expliquer et qui porte le nom de flexion.
Après la déformation, les coordonnées a?, y, z de chaque point deviennent
Considérons une droite parallèle à Taxe des z. Tout le long de cette droite, x et j restent les mêmes et z est variable. On aura donc la ligne en laquelle cette droite s'est changée en éliminant z entre ces trois équations, et, comme u et \^ sont très petits, on pourra faire cette élimination en remplaçant z par z' dans les deux premières équations; ce qui donnera
u' et i/ étant les valeurs de m et i' dans lesquelles :; est remplacé par z\ La courbe en laquelle la droite s'est changée a donc pour équations
y = y — hxy(ai-hbiz')-hbJ-^)z\
x\y\ z' étant les coordonnées de la courbe. Cette ligne, d'après la
deuxième équation, est renfermée dans un plan parallèle a Taxe des x et représente, d'après la première équation, une parabole du troisième degré.
La grandeur de la flexion peut se mesurer par les déplacements du centre de la base B. Les déplacements de ce point (.r = o,j = o,5 = /) sont, puisque (U,)o est nul,
iV ru O.
Les expressions des glissements gy.^ g.jc se déduisent immédiatement de celles de T,, Tj, et l'on a
ces glissements représentent (Chap. I, n^ 14) les décroissements des angles droits formés par une parallèle à l'axe des :; avec les parallèles aux axes des j et des ce. Comme ces quantités ne sont pas nulles, il en résulte que les filets longitudinaux du cylindre ne sont pas restés normaux sur les sections droites, et que ces sections se sont gauchies. Le long de la surface latérale, on a (n° 6)
Ta— o, TjC0sa4- Ti sina = o
ou, d'après le n° 24 du Chap. I,
S^xy =o, gzx cos a -t- ^'-jr sin a = o,
et de même que Tacosa -+-T< sina représente la force élastique tangentiellc suivant Taxe des z sur la surface latérale, de même
gzx cos a H- gzy sin a
est le décroissement de l'angle formé par une parallèle à l'axe des z avec la normale à la surface latérale. Donc, le long de la surface latérale, la direction des filets reste perpendiculaire sur la position* que prend cette normale.
Quatrième déformation : Flexion. — Considérons enfin l'ensemble (les deux déformations qui dépendent des deux constantes a.^ et bi^ et qui produisent ce que nous appellerons la quatrième déformation. Elle est toute semblable à la troisième; les rôles des axes des x et des y se trouvent simplement intervertis.
Application de la théorie précédente aux problèmes de la pratique.
14. En nous posant le problème de la déformation des cylindres homogènes, nous avons dit que nous regarderions la longueur de ces cylindres comme grande par rapport aux dimensions de la section. Cependant on ne voit aucunement la nécessité de cette supposition dans les calculs qui précèdent. Ce n'est en effet que pour en tirer des résultats très approchés pour la pratique que cette supposition devient nécessaire.
Concevons actuellement que des forces soient appliquées près de l'extrémité de la tige cylindrique. En général, elles ne le seront pas comme il résulterait de la théorie précédente et, par exemple, s'il y a simple torsion autour de l'axe, comme nous l'avons déjà dit, elle s'opérera ordinairement par des forces appliquées sur la surface latérale de l'extrémité de la tige, tandis que nous avons supposé qu'il n'y avait point de force à cette surface.
Cependant, en concevant que le cylindre devienne rigide, les forces appliquées effectivement vers l'extrémité de ce corps se réduiraient à une force résultante et à un couple. D'autre part, d'après la théorie précédente, cette même extrémité est sollicitée par des forces qui se réduisent de la même manière. En exprimant l'égalité de ces deux systèmes de forces, on formera six équations qui pourront servir à déterminer les six quantités a,,, «<, ^i, «2» ^^2» P> qui entrent dans la théorie précédente.
Désignons, d'après cela, par F les forces qui seraient appliquées à l'extrémité de la tige d'après la théorie précédente et par ^ les forces qui y sont appliquées effectivement. Le système des forces ^ peut être remplacé par celui des forces F et par un autre composé des forces cf et des forces F' égales et opposées aux forces F. Ce dernier système se
88 rHAPiFRE m.
lerait équilibre sur le corps devenu rigide, et nous admettons qu'il
ne produirait de déformation sensible que vers l'extrémité où il est
appliqué.
Cela résulte de ce théorème général qu'il serait bon de démontrer rigoureusement :
Un syslême de forces appliquées à une très petite partie d'un corps solide, et qui se feraient équilibre si le corps était rigide, ne produit pas de déformation sensible à une distance notable des points d'application des forces,
15. Désignons par a-, T', % les sommes des composantes des forces exercées auprès de la base libre z = l. Désignons par j^, 3Il, x les sommes des moments des mêmes forces autour des axes desx,y, z. Les mêmes quantités, dans le problème tbéorique qui vient d'être résolu, seront représentées par les intégrales suivantes étendues à tous les éléments rftr de la base :
/TjrfT, fJxda, J'^^da, /(N,^ - T, /) da, /{T,/ - N,:r) da, /(T, x — t,y) da.
Donc, d'après ce qui a été dit, nous poserons
l fTida =X, fr, da = ?, Tn, da = fc,
(/(Njj — T,/)rfff-J^,'" /!iT,/— Njx)rfT=3R., /'(T,x-T,/)rf!r— X;
ce sont les équations qui serviront à "déterminer les six constantes a^, a„b„a.,,h.„ p. 'X^
Nous avons mis (n" 10) l'origine des coordonnées au centre de gravité de la base A, ce qui donne les doux équatioiss
j xd'3 = 0, fy dar-o; \
on peut de plus choisir pour axes des x et des y les axesUirincipaux de la base, en sorte que l'on ait
/ j- V du ~ o.
Les trois premières équations (a) deviennent
(3) EaoO"=:2b.
Ces trois équations déterminent respectivement è,, 62, ««. Les quatrième et cinquième équations (a) deviennent
(4) E{a,-hlb,)fy^dcr= C -^^3',
(5) E{ai'hlbi)fx^d<j = — DïL-hlX';
elles donneront donc ^i et ^3. Enfin on obtiendra pour la sixième équation (a)
et elle déterminera ^.
Les cinq premières de ces équations sont susceptibles de simplification, comme nous allons voir.
Calcul des intégrales j --r- da^ 1 -j- da.
16. Clebsch a fait remarquer qu'on peut calculer ces deux intégrales sans déterminer la fonction Cl.
Désignons par s la courbe qui termine la section œ. Si nous représentons de plus par F, U, U, trois fonctions des coordonnées a?, y
M. — Élast, 1 2
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d'un point de o-, on :i ces formules connues
:, ^ étant les angles de la normale avec les axes des :r et des y. Dans es deux équations faisons -
ax dy
t nous aurons
rdO.. r dQ. , rd'ii.
j rfï '''' ^J ^^ '^"^^ '^ - j ^ ^' '''•
0=^ I X -r- cosS ds— I j; -7-; rfo.
Ajoutons CCS deux équations, en remarquant que nous avons d'Si d'il _
dx* dy* "~ ' ^t nous aurons
fda. r (dit dit .\ ,
D'après ce que nous avons vu (n" 11), on a
dîï dil . ^ va
-T-cos« -+- -j-cosp=^ Xcos« -h Ycosp,
*t et Y ayant les valeurs suivantes
r^<fa^: /'(jXC0S»-xïC0s3)rf..
Dans les formules (p) et (y) faisons U = i , U, = i , F = ^X, F, = a?Y, et ajoutons; nous aurons, d'après l'équation précédente,
Nous avons de même
On a ensuite
d(xX)
dx
= _ P;^ _. , ^/, _ 5) J,^^ + 5 Ai, ». + ( J ! ,,^ 4, ,,.,
et, si Ton prend les axes de coordonnées comme ci-dessus (n^ 15), en sorte qu'on ait
jx û?(7 = o, j y d(jz=o, Çxy dfj = o,
on obtient, d'après (S), On a de même
17. D'après cela, les équations (i), (2) et (3), qui donnent les coefficients 6,, 62» <^o> se réduisent aux suivantes
h^^Jx^dfj—^^, K^ J y'^ dfs z=i^ , ^o—g-;
les équations (4) et (5) deviennent ensuite
a^^fy^ d<7 = Ji^, ai lS.fx^ da— — DM .
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ssion I (x-f yj-]da n'est pas susceptible des simplifi-
tenues pour les intégrales (5) et (s), et l'équation (6) ne de changement.
!portant aux formules des quatre déformations partielles, on liéorème suivant :
HJsante a produit l'extension ; la composante X, et le moment 3K. une flexion ; de même ^ et j;. Enfln le moment X n'agit que
où la section du cylindre a des axes de symétrie.
is le cas OÙ la section du cylindre a deux axes de symétrie, eulement
fxd<3=^o, Jyd/j-=v, Jxyda=^o,
rfiji^o, j x^yda =.0, jxy^da^o, j'y*da-=o,
iséquent, l'équation (6) du n° 15, qui donne la constante ft,
ons posé(n'' H)
lions U,, Ui, U, satisfont non seulement à l'équation
■e respectivement à trois conditions à la surface. Il est facile litre que
cosa est impair en a-, pair en y, sinor est pair en x, impair en y.
On en conclut que le second membre, dans les équations de condition données (n° 11), est respectivement
impair en x, pair en y,
pair en x, impair en y,
impair en x, impair en y.
On en déduit ensuite que U,, W.,, Uj sont respectivement de même parité que ces seconds membres. Donc aussi les fonctions
dy •' ax dy d.r
sont la première impaire en^ et la seconde impaire en x. Donc, dans la seconde intégrale de l'équation (/>), les parties multipliées par />, et b^ sont nulles, et l'on a
r( do, dii\, ^ rf rfu, dv,\.
L'équation (/>) devient donc
et ne renferme plus que l'inconnue p.
Il résulte de là que, dans le cas de cette double symétrie, l'extension, les deux flexions et la torsion constituent quatre problèmes entièrement distincts.
On peut remarquer une simplification dans les formules de la flexion lonnées (n** 13). En effet, U, est pai et, en y faisant a? = o, j = o, on a
On peut de même simplifier les formules de la torsion. U, est impair
dVS,
riables, et l'on a
Ainsi les formules de la torsion se réduisent aux suivantes :
„ = Pjî, .■=-P=x. ,r = (SU„
Ce sont effectivement les formules qui ont été employées pour la torsion du cylindre elliptique et celle du parallélépipède rectangle. Lorsque le cylindre est elliptique, on a
A et B étant les demi-axes de la base, et, dans la formule (q), il faut faire
Flexion d'un cylindre elliptique.
19. Nous avons déjà calculé la torsion d'un cylindre elliptique sous l'action d'un couple perpendiculaire à son ase et s'exerçant à son extrémité. Il reste à considérer les deux llexions, et il nous suffira de calculer l'une d'elles. Alors la fonction Ù, qui a été décomposée en trois parties, se réduira à une seule
ii-6,U,;
U, satisfait en tous les points du cylindre à l'équation
et sur la surface latérale à l'équation
rfU, rfU,
dx dy
rfU, rfU, . r/t , /E Zh\ ,1 /E ,\
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Désignons l'équation de là section droite pai-
nous aurons
lang<" = l5fj'
et la condition à la surface devient
,a> ■>. ""Ji ., ''tJ, r/. , /E 3/,\ 1„. If. ,\,, ,
Nous pourrons satisfaire à l'équation (a) et à la condition (^), en prenant pour U, ud polynôme entier. Posons
cette fonction satisfait à (a); substituons dans (P) : nous aurons B'Cjr-l-3B'Dvr»— 3D(B'+aA'}x/'
Cette équation devant avoir lieu à la surface, remplaçons _y* par sa valeur tirée de l'équation (a)
l'équation précédente ne renfermera plus que des termes en x et en a;' qui devront se détruire séparément, et l'on aura ainsi
La seconde de ces équations donne D immédiatement, et, en les ajoutant, on aura, pour C,
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En remplaçant maintenant U, par sa valeur dans les formules de la )remière flexion (n" 13), nous aurons
'.t a,, b, ont pour valeurs
<T, = — j 0,=^ — ) avec fx^aa^^-7-A'a.
Après cette déformation, les coordonnées x,y, z de chaque point se iont changées en
'our une section droite, = est constant, et x, y variables. On aura la iurface en laquelle cette section s'est changée, en éliminant ce, y entre :es trois équations; ce qui donnera à très peu près
v' étant ce que devient w, quand on y remplace x, y par x', y'. Cette iUrface a donc pour équation
='^z + a,^'^ + *,[! Vx'- (^ - A)^y'+ D(x''- 3xy)] ,
;t elle est du troisième ordre.
Par un échange de lettres, on aura les formules relatives à la seconde lexion.
Flexion du prisme rectangle.
20. Ce corps possède deux plans de symétrie, qui sont pris pour }lans des zx et des sy, et les faces latérales de ce prisme seront données
pnr les équations
Supposons que ce prisme soit fléchi dans le plan des sx, et, par conséquent, nous avons à appliquer les formules de la troisième déformation (n° 13).
Si la flexion est produite par une force ->; appliquée au centre de la base libre, perpendiculaire à l'axe du prisme et dirigée suivant l'ay" des x, le moment autour de l'axe dssy est
et, en remplaçant jtl et -x par des expressions obtenues (n" 17), noi avons
a,.-- -bj.
( -T-îj est nul, comme nous avons vu (n" 18); supprimons, de plu: dans les formules des déplacements u, v, w de la troisième déform; tion, les termes en i-r^) qui indiquent une rotation de tout le cor] autour de l'axe des y. Nous aurons
^hb,a,yt,l-i),
i-ES,
dy\'
La fonction
satisfait
en tous les poi
iifs du pi
■isme à 1
'équation
dy-
et, pour que les forces élastiques soient nulles îi la surface latérale d u prisme, nous devons poser
pour pour
dy "
Nous satisferons à l'équation (1) en posant
U," Aj7/'-i-B.r>
;t faisant
tn substituant celte expression de U, dans (2). nous obtiendrons
D'après cela, posons définitivement
U, — Kxy^-k- Bj:'+ Gj; + SCC^cosm/ -\- 2 De-™'' ces mj,
es signes £ indiquant des séries. Cette fonction satisfera encore à (1 ) A elle satisfera de plus aux deux conditions (3) si l'on pose
; étant un nombre entier. Nous n'avons donc plus qu'à satisfaire aux leux conditions (3) ou à
2C'Me"'*C0Sm/ — 2Dme-""co5/M/-l- hy-— ■ - j;'-i- G r^ o pour J^ = ±: -;
ce qui donne les deux équations
Ces deux équations peuvent être remplacées par les suivantes :
(4) { mn
jG t-aîOmcosh — (LQsmy^—hy-
Pour obtenir le coefficient C de la dernière série, multiplions
deux membres de la dernière équation par cosmydy et intégron
b . h a + - ; nous aurons
ma r* /■'
aCmcosh - / cos'mydy^ — h j y'cosmydy.
Nous avons ensuite
i y* cos mycty r- - y'sinmy i- -^ y cos my ■ - jSinmv, j y'-i:osmydy=~(-iy\ ot il en résulte
coshf — t
En multipliant les deux membres de la seconde équation (4 ) par t intégrant encore de a -, on a
'■--- „--' lis-
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Nous avons ainsi
U, - Aa7v»4-Bj7*-i-Gj7-4 r >, / — - ,-sinh(/n^)cos/nv.
•^ 2 71* -^^ , f ma\ A'
A=:iCOSh( — j
Portons cette valeur de U, dans les expressions de T, et Ta données ci-dessus, et nous aurons
* '^ ' TT* -Ad A * , / ma \ ^
k. 1 cosni -^- I
^ ^ k..\ cosh(-^-j
D'après ce qui a été vu (n** 17), on a
E I x^ dtj
Donc les valeurs de a, v^ w et celles des forces élastiques sont complètement déterminées.
Désignons par œ\ y\ z' les coordonnées de la courbe de flexion du prisme. Comme w est nul pour a? = o, y — o, z' est égal à sa valeur primitive z^ et nous aurons cette courbe en faisant a; — o, j^ — o dans u et i^, et remplaçant w, s^, z par x\ y\ z'\ nous aurons ainsi
'-'ii}-'
^' tr:: - I f -3' * - - -^ I 1 J^' =r O,
Son rayon de courbure p est ainsi donné par la formule
' '^"' -i.il -').
rfs'
et il est en chaque point inversement proportionnel k la distance de ce point à Textrémité libre.
Recherche de l'ellipsoïde délasticilé dans un cylindre Jlëchi et tordu.
22. D'après les formules obtenues pour la déformation d'un cylindre, nous avons (n" 6) en chaque point de l'intérieur de ce corps les équations
et l'équation, qui donne tes forces élastiques principales (Cha n" II), devient
Cette équation du troisième degré a une racine nulle, et l'ellip! d'élasticité se réduit à une ellipse.
Le plan sur lequel cette force élastique est nulle est parallèle à des ::. En effet, si l'on désigne par m, n, p les cosinus directeurs normale à ce plan, on a, d'après les équations (y) [Cliap. I, n" 11
et. en faisant m — cosa, «-- sina, nous aurons
T, langa:-— ^j--
Les deux autres forces élastiques principales A, et A, sont renfen dans ce plan et ont pour grandeur
D'après les équations (j) citées ci-dessus, les directions de ces forces élastiques sont données par les équations
oîi l'on remplacera A par les valeurs de A, et A^.
Soit M le point où l'on veut déterminer les deux forces élasti
principales; par ce point, menons MX, MY, MZ parallèles aux axes des coordonnées et égaux respectivement à Ti, T,, A. Le plan de l'ellipse est déterminé par MZ et la résultante de T, , Ta. Les deux forces élastiques principales A, et Aj, perpendiculaires entre elles, font avec Ms des angles dont les cosinus sont
Conditions de résistann- à imposer aujc corps solides.
23. Quand on veut appliquer des forces considérables à un corps solide, on recherche souvent quelles sont les plus grandes intensités qu'on peut donner h ces forces, pour qu'il ne se produise pas de déformation permanente et qu'il n'y ait pas danger de rupture. Alors, après avoir calculé les expressions des forces élastiques qui se développent dans le corps, on impose une limite à ces forces.
Cependant, il est beaucoup plus rationnel de rechercher les expressions des dilatations qui se produisent à l'intérieur du corps, afin d'exprimer que ces dilatations ne peuventdépassor une certaine valeur. En effet, comme l'a remarqué Poncclet, ce ne sont pas les forces élastiques elles-mêmes, mais les dilatations qu'elles font naitrc, qui produisent la désagrégation de la matière. Suivant ce qui a été aussi reconnu par Poncelet, la compression en elle-même ne produit pas en général la désagrégation; ainsi, un corps comprimé uniformément sur toute sa surface ne se briserait pas. La rupture d'un corps comprimé dans un sens n'est due en général qu'à la dilatation qui provient de la compression et qui se produit perpendiculairement à la direction de cette compression.
Considérons cet exemple très simple donné par de Saint-Venant.
Prenons trois parallélépipèdes rectangles identiques et isotropes. Pour le premier, développons des tractions égales et uniformes sur toutes les faces; pour le deuxième, les mêmes tractions, mais seulement sur quatre faces opposées deux à deux; enfin, pour le troisième, n'exerçons ces tractions que sur deux faces opposées.
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Les forces élastiques tangentielles sont nulles dans les trois cas. .et les forces élastiques normales ont pour expressions
■.ii.]i^ '-liyi-li;.
(lH-.p)J,+ ).J.,
»,-|-<)-. jp»,.
On en tire
-.MSxV.,/"-^'''
.«ji + ^f)"^'-*-"')-
Dans le premier cas, on a
^== sr-lr^ii^-'
dans le deuxième cas.
et, dans le troisième.
La quantité 3^ représente dans chaque cas la plus grande dilatatii et si, par exemple, X est égal à [a, elle prend ces trois valeurs
X 5 X lo là'
quantités très inégales, bien que la force élastique maximum resti même dans les trois cas.
Le cas de traction le plus facile à réaliser dans l'expérience est troisième : c'est celui d'une tige tirée suivant sa longueur. On p constater par l'expérience la plus grande dilatation linéaire i qu'on c produire dans celte tige pour qu'il n'y ait pas déformation permaner Suivant de Saint-Venant, dans les trois cas, il suffira de pren Sj<J. Cela ne parait pas exact. En effet, considérons dans le para
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lépipfede un filet parallèle à Taxe des z. Dans le troisième cas, ce filet, en s'allongeant suivant Taxe des z, se contracte perpendiculairement à cette direction, et cette contraction doit contribuer à la cohésion. Dans le premier cas, au contraire, la dilatation étant supposée la même suivant les axes des x et des y que suivant l'axe des 5, il y aura élargissement du filet perpendiculairement à Taxe des z, ce qui produit une tendance à la désagrégation. La limite à assigner à i)^ doit donc être prise plus petite dans le premier cas que dans le troisième.
Supposons donc qu'on ait trouvé par l'expérience la plus grande valeur D qu'on doit donner à D^ dans le cas d'un parallélépipède tiré uniformément suivant les normales à ces faces, on sera assuré de satisfaire à la condition de résistance d'un solide de même matière en exprimant que la plus grande dilatation y est partout plus petite que D.
24. On a obtenu (Chap. I, n° H) l'équation du troisième degré qui donne les dilatations principales; elles sont positives ou négatives suivant qu'il y a véritable dilatation ou rétrécissement. Si les trois racines sont négatives, il n'y a que des compressions, et l'on n'a à satisfaire à aucune condition. Mais, si une au moins des racines est positive, désignons par y la plus grande racine.
Supposons d'abord le corps homogène et isotrope. Alors la plus grande valeur que doit prendre la dilatation sera la même en chaque point et dans tous les sens. Désignons par D cette valeur maximum déterminée, comme il a été dit ci-dessus. La condition, pour qu'il n'y ait pas de déformation permanente, sera qu'on ait en chaque point
Lorsque le corps est homogène, mais non isotrope, la valeur limite à donner à la dilatation linéaire varie avec la direction. Désignons par m, n,p les cosinus qui donnent la direction de la dilatation; de Saint- Venant pose
(a) D -:Am»-hB/i*-hC/^S
A, B, C étant les valeurs de la limite de dilatation D dans les directions des axes des a?, j, z, supposés des axes de symétrie. On pourra toujours prendre D de cette forme. En effet, si, par le point considéré M
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(lu corps, on mène des droites dont la longueur est donnée par la formule (a) et dans la direction (m, n,p), les extrémités de ces droites formeront une surface. Concevons ensuite qu'on ait la véritable surface des dilatations maxima, obtenue en menant par le point M des rayons vecteurs égaux à ces dilatations. Construisons alors une surface de la forme (a) intérieure à la précédente et qui en soit aussi rapprochée que possible. On pourra évidemment prendre cette surface pour celle des dilatations maxima.
On aura alors satisfait aux conditions de la résistance du corps si Ton vériiie que la dilatation, en chaque point de ce corps et dans toute direction, est plus petite que D.
Conditions de résistance permanente d'un cylindre.
25. Nous considérons un cylindre qui n'est sollicité par des forcer qu'à ses deux extrémités, conformément au problème de de Saint' Venant, et il s'agit d'établir les conditions de sa résistance.
On a obtenu, au n" 7, les équations
Donc l'équation du troisième degré, qui donne la grandeur d des dilatations principales (Chap. I, n" 16), devient
et ses racines sont
Supposons maintenant le cylindre isotrope. Regardonsd. comme po sitif et exprimons que la plus grande dilatation est plus petite que la limite D; nous aurons ainsi
M. - ^.latl. li
On peut écrire cette inégalité sous une autre forme. On a, en effet, (n»7)
avec les égalités (Chap. Il, n" 4)
E l'(3J + ïc) ,,
dont on tire
mx + p)
Ainsi l'inégalité (a) peut s'écrire
Nous avons supposé ii^. positif, et le cj'lindre était étiré. S'il y a, nu contraire, compression du prisme suivant sa longueur, la rupture ne peut se produire que par des dilatations transversales. La quantité i^ étant alors négative, posons
nous aurons
C'est (a quantité ^^ qui ne doit pas dépasser la limite D, et l'on aura à satisfaire à rinégxiité
ÉQUATIONS DE LÉLASTICITÉ EN COORDONNÉES CURVILIGNES
Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre, d'établir les équations de l'élasticité en coordonnées curvilignes. Ce sujet a été traité pour la première fois par Lamé, avec une grande habileté, dans le Journal de lÂouville, i84i- Nous sommes déjà entré dans quelques considérations sur la théorie des coordonnées curvilignes dans le Chapitre II àaCours de Physique mathématique et dans le Chapitre IV de la Théorie dupolenliel. Il sera utile ici de rappeler d'abord quelques principes généraux de cette théorie.
Rappel des principes de la théorie des coordonnées curvilignes.
l. Considérons un triple système de surfaces rapportées à des a; rectangulaires et te! que les surfaces de chaque système soient ortl gonales sur les surfaces des deux autres systèmes. Alors chaque si face d'un des systèmes est coupée par les deux autres systèmes suivi ses lignes de courbure. Soient
les équations de ces surfaces, où p, p,, p, désignent leurs paramèti variables. Tout point M de l'espace, au lieu d'être défini par ses coi données rectilignes x, y, z, peut l'être par p, p,, p^, qui sont appe ses coordonnées curvilignes.
Désignons par s, s, . s^ les trois arcs suivant lesquels se coupent trois surfaces orthogonales qui passent par le point M, les arcs s, s,.
io8
étant respectivement normaux aux surfaces p, p,, p2. Posons
ydx ) dx )
dy)
Le carré de la ligne infiniment petite qui joint le point {x,y,z) au point {x -f- dxj y -f- dy, z -h dz) sera donné par cette formule
dx^-hdy^-^dz^=:^^dp*-h j-tclp\-h ^dpl
et les éléments des lignes s, ^, , s.^ au point M seront
dsi
dsf
On peut exprimer les rayons de courbure principaux de ces surfaces au moyen des quantités A, A,, Aa- Désignons, en général, par r^j le rayon de courbure de la surface pj suivant Tare s^; i, / sont deux des nombres o, i, 2 pris inégaux.
Fig. I.
A partir du point M (/îg. i), portons sur Tare s^ la longueur MM| = r/y^, et nous aurons
dpi
dsi-
ih
Les normales élevées en M et M, à la surface p se rencontreront en un
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point 0. L'arc s qui passe par M, est représenté par M,*', et il est tangent à M,0.
Pour un accroissement dp de p, l'arc ds, se change en M'M', = ds\ compris entre Ms et M, s', mais qui peut être remplacé par la partie de la même ligne interceptée entre MO et M, O. On en déduit
'10 '"lO à II,
Le premier membre de cette Formule représente la variation quand on passe de M à M' ou quand p s'accroît de dp. Nous donc, en diiïérentiant l'équation (C) par rapport à p,
' h\ dp '^ '^
Butin, des deux dernières équations on tire
Dans le cas de la iigure aciuelte, r,, est considéré comme | ds\ est plus petitque ds,, et, par suite, -p- est positif. On voit rayon de courbure principal r,,, de la surface p est dirigé dans suivant lequel le paramètre p et l'arc s croissent.
Si le rayon de courbure r,^ est dirigé en sens contraire,
mule (D) subsistera encore, pourvu qu'on regarde alors r,, i
une quantité négative; en eiïet, ds\ sera plus grand que i
dh, . ..„
-p sera négatif.
De la formule (D) on déduit ensuite les six formules renf dans la suivante :
1 hj d/ii
r,j '~ hi d(,j
Expressions des dilatations, des glissements et des rotations en coordonnées curvilignes.
i. Désignons par / une ligne intiniinent petite située dans un corps et par £/ l'accroissement de cette ligne, provenant de la déformation du corps; nous aurons cette formule obtenue (Chap. I, n" 13)
-j ^ ^jCOs'a + ^j-cos'jS -f- ^; cos'y
+ A'yîCos|3cosy -i-^';jCosy cosa -i- /j:^yt:osixi:os^.
Soit M l'origine de la droite /. Considérons un triple syslème de surfaces orthogonales, et soient s, s,, s.^ les intersections de ces surfaces (|ui passent par le point M. Menons en M à ces courbes les tangentes Mx\ My, Ms' et prenons-les pour axes de x", y', z'. La formule précédente peut être appliquée par rapport à ces axes de coordonnées.
Les quantités 'i^-, '^^-^ 3,- seront les dilatations suivant les normales aux surfaces p, p,, p^, et g^-^-, g-^v 5'^/ seront les glissements sur les éléments des plans tangents en M. Nous aurons ainsi
h g y-- cosp cosy -\
du' ,
~ ; COS' « -i- ,
a, fi, Y étant les angles de / avec les nouveaux axes. Chercbons maintenant à exprimer -j en coordoj Nous avons
et, en différentiant selon o.
Il h A, h, A, A,
_dl(dè^ __ <^ M\ dp, f d^p, _ dp^ ôk,\ dprfdSpi _ dp, oh,\ ~ h\ h /i h ) '^ h, \ h. A, A, j "*" A, \~^
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Nous avons ensuite
ddp. dSp ,
~\dp h) A'" ~^ Wpi -^1 / Aï "*■ V t/p» Ai ;
/A, rfâp, A, rf3p, \ rfp, rfp,
"^ vi; rfp7 ^ A, rfp, ^ AT AT "^^ ■ ■■
Divisons par /* et remarquons les égalités
dû ds dp, ^ dp.
nous aurons
il /dèp è/i\
/A, rfâp,
En comparant cette formule avec (i), nous aurons
i-,\ ^ _rf«'_rf3p_5A
^ ' '' " </y ~ dp A '
_ rfi' (Ai^' _ A, rfiîp, A, rfip,
' ' ^''■- ~7h''^dy ~~ il, rfp," "^ â; rfpr'
Désignons maintenant par R, R,, K, les projections sur les axes di x', y', =' (lu déplacement du point M qui résulte de la déformatioi Comme Sp, Jjs,, Sp;, seront les variations éprouvées parp, p,, pj, noi aurons, d'après les formules (B) [n" \ ],
Il A,
_ap,
et. d'après cela, les formules (2) et (3) deviennenl >/.tt/i
A X/ip " ' ' dp, h, fi.R,/,, /,, ff.W,/,,
rh.
Par une permutation sur les indices, on obtiendra les Ibrmules rela- (ives aux deux autres dilatations et aux deux autres glissements.
3. Le calcul précédent nous donne dans les glissements les sommes de deux dérivées de u', v', w' prises respectivement par rapport à y', z', à =', x' et à a;', y. Nous pouvons obtenir ces six dérivées séparément, et il nous suffira de calculer une de ces dérivées, les autres pouvant s'en déduire par analogie.
Posons
■ dj-'
D'aprfesce que nous avons vu (Chap. I, n° 14), a désigne l'angle dont Ma;' tourne vers My par suite de la déformation {.fig- 2). Soit M' un point pris sur l'arc s et infiniment voisin de M; menons-y la tangente M'T et désignons par - l'angle infiniment petit formé par M'T avec M.r'; nous aurons
rfv'
et ff sera évidemment égal à l'angle dont tournera M'T.
Par suite de la déformation, les coordonnées dx', rfv'du point M' se changeront en dx'+du, dy'+dv', et l'angle t secbangera en t -[- tr;
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ainsi, nous aurons
, , dv' -h dv' dy' ( dv' du'\
'""«<' + '>== ETr^T' = i^ (' + 3/ - s)'
u . { dv' du' \
tangT -( = langr ( i + . — . t •
° cos*T ° \ sinToi cosrdsj
On en déduit
d^' . du' ds ds
Or, au point M', les valeurs de R et R, sont
R =: h'cOST 4- y'siHT,
R|-= c'cosT — «'siiiT, et il en résulte
rfRi rf'' . du' , , . , ^dt
—r- = cosr-; sinT-;- — (i' sint + « cost)-t--
ds as as ds
Or j- représente la courbure de la surface p, suivant l'arc s, et l'on a
^ _i_ _ A, dh_
ds /'oi h dp^
On a donc
rfR, </.•' . du' R
ds ds as /jj
par suite
dH, R
ff— — 1
lis r„i
Enfin, d'après la formule (4). on obtient
dç' dl{, R , dR, „/i, dh
' ds' ds r'oi dp h dp,
En permutant les indices o et i dans celte formule, on troi
du' dR R, , dR „ A dhi
^ ' dy' ds, t\o dp, 'A, dp
M, - âla,l.
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Endn, en ajoutant ces deu\ liernières formules, on obtient
°-^''' ~ h dp, "*" /f, dp '
ce (|ui :>'i<ccurde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus poui' les glissements.
4. Il y a d'autres quantités qui se composent des mêmes dérivées que les glissements : ce sont les doubles des rotations de l'élément du corps, situé à l'origine des a;', y, 3', autour de ces axes (Cbap. I, n^lS); elles sont données par les formules
j,, ^ d'f' di'' , du' dtv' , _ dv' du'
~ dr' dz' '^ ds' dx'' '^ dj:' dy'
D'après les formules (5) et (G), nous aurons
nous aurons de nïème
Expressions des forces élastiques à l'intérieur d'un corps isotrope.
5. Désignons par A, A, , A^ les forces élastiques normales qui agissent respectivement sur les plans des j's', des z'x', Aesx'y' et parG,j, Cîo. ^01 les forces élastiques tangentlelles exercées sur ces plans. Représentons aussi paru la dilatation de volume, et nous aurons (Ghap. Il,
A — Xy + 2(jiJ,, A,^=Xv + af/Jj., Ai^X'-" H- aft^j-;
Donc, d'après les formules qui viennent d'être obtenues, nous aurons
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les expressions suivantes des forces élastiques en coordonnées curvilignes :
y d.R,/i , _ I /rfA, dp, Â| ^ rfp
A.^lv
rrf.RjA, I /rfA, „, dht„ . dht„ , \1 ^ . dp, A.V-'p (/pi rfpï VJ
_ /Ai rf.R|A| Al rf.R./., \ "'*^^Vi, dp, "^ A, dp, )' (h d.R,/i, A, d.RA\
^"=^VÂ;-d7^ + Â-dprJ'
*'"— '^\A dp, ^ A, dp j'
On peut présenter les expressions des forces élastiques d'une aut manière, en introduisant les rayons de courbure principaux des si faces orthogonales.
i^s dérivées de a', v', w' exprimées à l'aide des rayons de courbur principaux des sur/aces orthogonales.
6. On peut faire disparaître complètement des formules précédent les quantités h, A, , h.^, en introduisant les différentiations par rappc aux arcs s, s,,s.j et les rayons de courbure principaux des surfaces ( tbogonales.
Nous avons obtenu ci-dessus leis deux premières des six furmul semblables suivantes :
rfR, R ^ ds ^ r^, '
du'
dv'
rfR R,
dK, R,
dx, ^ /■„'
de' d?
dB, R,
- ds, * /„
du'
_rfR, R
I iG CHAPITRF. IV.
Nous avons aussi trouvé (n^'î) pour^^y une formule qui peut s'écrire !^-/,^_n '^ '''* — R ^^
dx' ~' dp ' h dp, ' h dpt
Nous on concluons la première des trois formules semblables R, R.
du'
rfR
ïï'
- ar
rfR
dy
'~ ds,
dw'
rfB
Les formules (A) fournissent les dilatations linéaires. En ajoutant les deux fomnules (a) de chaque ligne horizontale, on obtiendra les glissements ii-j^y.^/j', g-,v; en 'ps retranchant, on aura les doubles rotations $, f,, 'l'^.Enfîn, des dilatations et des glissements, on conclura les forces élastiques.
Travail des forces élastiques dans un corps isotrope.
7. On â, pour le travail des forces élastiques développées dans un corps isotrope,
l'intégrale étant étendue à tous les éléments dvs du volume du corps (Chap. Il, n"6).
Cette intégrale pourrait être mise immédiatement en coordonnées curvilignes; mais auparavant nous allons lui donner une autre forme. La quantité soumise au signe d'intégration peut s'écrire ainsi
■X n (du di'
y + ^-ixfdu ^ d.< ^ rf.ry
a/jt \dx dy dz J
2\dz d
j!^,\di-d;)^
a \dy djcj
(dv d>v
d^v di'\ /d,yd,i ~ 'd= dyj'^^yd^ d-.
du rf,.\ fdu dr
di' du ~ djdx
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Or l'intégrale de la tîoisième ligne, multipliée par d^ et étendue au volume entier du corps, se réduit à une intégrale superficielle. En elTet, nous avons
fdv d^ ^ _ r ^'- y
,/ ds dy '' " dz " ./ " dyd: ■'
J d:y7n'^--dy'''---j"'d77rz'^''
et, en désignant par [jl et v les angles de la normale à la surface du avec les axes des y et s, on en déduit
r/di-dif rf>rrff\ , r/d,'
dy
(la étant l'élénaent de la surface du corps. Le même raisonnemeii être appliqué à deux intégrales semblables.
D'après cela, désignons par f ce que devient ^, quand on e prime une intégrale superficielle, ot nous aurons
'~ ^Jl F '' ~^\dz dy ) \dx dz)~^\dy dx)
Les quantités x ^ 3~ ' ' ' " ^'*"* '^® doubles rotations autour de des X. y, z, et la quantité soumise au signe d'intégration est invi par la transformation de coordonnées. Pour employer les coord( curvilignes, nous remplacerons d'abord cette expression par
j,__ f^ /*r>-|-_^_, /rfi-' div'y /dw' du' y /du' rfr'" ' " a J L M- '' ~^ \d^' ~ dy ) '^ \di~ ~ dP ) ^ {TÏ^' ~ 'dp,
oordonr nfin, d'i
.x', y, 3' étant des coordonnées dont les axes varient d'un élét l'autre du volume. Enfin, d'après les notations ci-dessus, nous i
US avons ensuite
Équations de l'équilibre d'élasticité dans un corps isotrope.
\. Calculons la variation £,?', résultant d'une déformation infiniment ;ite. Nous aurons
i-f =-itfl i±2if .j ^.j + tf d* + (f, $<ë^ + <f , Sii^ dis. /•/. 3R .3R, .3RA
Égrons par parties, en marquant seulement par des points une intéile superficielle qui ne doit pas nous servir, et nous aurons
Posons
'S—~kA., «', = — /,,iil,, 'f, = — A,£,
nous aurons
, en négligeant encore une intégrale superficielle.
On a de même
/»■,«*, A, = -/(! gjR-i|jR,)rfp^p,4. + ^...
Décomposons les forces extérieures suivant les trois normales aux
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surfaces ;:, p, , p^, menées en chaque point du corps, et désignons par F, F, , F, les sommes de ces composantes. Représentons aussi par (S.f) ce qui reste de Sj', quand oa en supprime les intégrales superficielles indiquées ci-dessus, et nous aurons, pour l'équilibre, d'aprijs l'équation générale du principe des vitesses virtuelles,
(3,î) +y "(FâR + F, 5R, -h K, SU,) rfnt ^ o,
en négligeant les conditions à la surface du corps.
Apres avoir remplacé (oS) par sa valeur dans cette équatic Ions à zéro les coefficients de ^R, ëR,, SR, sous le signe commi tégralion. et nous aurons ces équations obtenues par Lamé et r à l'équilibre d'élasticité d'un corps isotrope
dpt <lp, p A|^'i dp fj. hyhi
rf3 _ rfA. _ / + 3fj ]h_ ^ l Xl
dç/ dp) fi A,A (ipi jÂ h,/)
çL\. _ rfii!. _ > , + 3fx _A^ ^ I F,
dp, dp n fiti, dpi ^i /i/i,
i^V, ii!i, c étant fournis par les équations (n" 4)
l dp,\hj rfp, U,/ /',A, ' ,„' ) d /RA d /lt\ A, ,
'"> \d-p[7^)~dfX7^)--^7;j.''-'
I ^p, V(/ dp \/iJ'- /i/>^^-
Si, au lieu dos équations de l'équilibre d'élasticité du corps, lait avoir celles de son mouvement vibratoire, on ajouterait, ( équations précédentes, aux forces F, F,, Fj respectivement le d'inertie
rf'R rf'R, d'fi.
m étant la densité du corps.
La dilatation cubique u satisfait (Chap. 11, n'' 2) à l'équatiou qui peut s'écrire
L'A kSlf^M hhh Vm^«^P/ , W^d^J , V/'^i^pJ I
m fl?-y
2/JL t/^«
Dans le cas de l'équilibre d'élasticité, les équations (L) et (M) seront, en général, bien disposées pour l'intégration. On déterminera d'abord la forme de u par l'équation
Ay =: o;
les trois équations (L) détermineront ensuite ai>, lUi, £; puis des trois équations (M) on déduira R, R,, Rg.
Équations de V élasticité en coordonnées pros^enant d'un système de surfaces et de lignes orthogonales à ce système de surfaces,
9. Un système de surfaces étant donné, on ne peut en général trouver deux autres systèmes de surfaces orthogonaux entre eux et orthogonaux au premier. Mais on peut alors considérer Je système donné de surfaces et le système des lignes qui coupent orthogonalement ces surfaces.
Traçons sur ces surfaces les lignes de courbure que nous désignerons par 5| et s,^, et désignons par s les lignes orthogonales aux surfaces. Nous pourrons encore décomposer le volume d'un corps en parallélépipèdes curvilignes infiniment petits, dont les côtés seront situés sur trois lignes ^, s^ , s^ passant par un même point, et le volume de chacun de ces parallélépipèdes sera dsds^ds.^.
Nous nous sommes déjà occupés de ce genre de coordonnées dans la Théorie du potentiel (Chap. IV, n"* 17-23). Désignons par a les surfaces données; soit M un point d'une surface a, soient s^ et s,^ les lignes de courbure de a qui passent par M. Le long de s^ et s.^, menons
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les lignes s ortliogonales aux surliices a; nous formerons deux surfaces (|ue je désigne respectivement ptir Uj e( i,. Les lignes s, s,, ï, ne seront pas des lignes de courbure des surfaces o-, et ct^. Mais nous pouvons considérer les sections normales faites dans ces trois suivant les tangentes à ces courbes. Désignons alors par r,- y de courbure de la surface •jj suivant l'arc j,.
Nous aurons, pour les éléments dos surfaces n, 7,, n...
th -- ftx, dsi, di, -r: (Ysj (h, ds~ ^^ ds ds^.
Posons
le parallélépipède curviligne construit sur ds, ds,, ds^ aura 1 dv =: ds,ds^ (|ui correspond à s, et sa base opposée eh' corn a s -h ds, et nous pourrons représenter di' — d^ par —.-ds. ( connait facilement qu'on a
il en résulte
d-j' -~ ds — — ( 1- - J dm,
OU la première des trois formules semblables
dda ^^ df7 d d<i, d-j, dd7, d-j,
"df^"'^' ~d7r~'~~'^' ~/ï, "V'
10. Nous allons maintenant montrer que les formules obt n" 6 ont encore lieu.
D'abord, le raisonnement du n" 3, qui sert à établir la ton:
rf.' d\\, H
reste entièrement applicable, et l'on en conclut par analogi formules (a) du n"(l.
Cberchons ensuite la formule qui donne i,. — '-"-,■ Il s'a
primer cette ijuaiilité au moven de R, R,, Rj. Pour simplifier, supposons d'abord que R^ soit nul.
Menons les lif^nes .Ma-', ^ly, Mz' tangentes aux arcs s, s,, s^ 1"' passent par le point M. Soit Mb ~ ds, qui se projette en M //= doc".
Le point M (fig. 3) éprouve, par suite de la déformation, un dépla-
cement R suivant Ma;' et un autre H, = Me suivant My. Le point b, extrémité de ds, se déplacera d'abord de R -4- rfR suivant la tangente en b, par suite de rfR — bc par rapport au point du corps situé primitivement en M, et en second lieu il se déplace de ch = R, + rfR, normalement à l'arc Me. Des points c et A, abaissons sur Mx' les perpendiculaires ce , hh' .
Le déplacement total du point b, par rapport au point M, aura pour projection sur l'axe des r'
On a ensuite (;3) h' h' -Ji' c' ~- b' c' .
En négligeant des intiuiment petits d'ordre supérieur, on obtient
puis, en menant la tangente r'ï à l'arc *,
1,'c'-- — RjCOS{/ic,j:') — lî, siii((;T,.t'); l'angle de cT avec jM.-r-' est l'iuigle de contingence de l'arc Mf; on a donc
ds
Ainsi l'égalilé (fl) dcvieni
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Divisons par ds et remarquons que -!-'- est égal à -J^,; nous aurons
dj:' "" i/s /■„,
Eu établissant cette formule, j'ai supposé R^ mil; si Rj nul, il donne évidemment dans ~j-, un terme tout semblal que donne R,, et il en résulte
rf«' rfli Rj _ [{,
C'est h première des trois Ibrniules (A) du n" 6; les deux t déduisent par analogie.
• II. Occupons-nous ensuite des équations de l'équilibre d Nous aurons encore, pour la variation S.J' du travail intf forces élastiques, en supprimant des intégrales superficielle
5,T'^-^j'(ï-±^.â. + a'ôa' + .r,ô.
■A'i + 'f.â'r. Wfe,
c/rn étant égal à dsds, ds^.
En faisant la somme des trois dilatations linéaires, nous
-et tf, <e,, a\, doubles des rotations, ont pour expressions Ne considérons dans 05' que les termes en l^ et supprime
tégralos siiperlii'icllcs. Nous aurons
Nous aurons de même
cl, par l'iutogration |iar pailles,
Dans l'équation du principe des vitesses virtuelles (11" 8) égalons à zéro le coefficient de oR; nous aurons
Celle équaltoii peut s'écrire
br, '''- ^- '^ ■ (T/.r ^ '.T.) J '''' ~ 1.7/.; '''■ -^ '^' hs. + 7;:) J ''■'■
Appliquons les formules (a) et divisons par (/j c/j, rfj^ ; nous aui-ons
KQUATioss m: l i:i.astii:itë En cookuosskes clavilioses. la première des trois équations scmblahles
</y\ _ 'r, _ /d^ __ ^\ _ }. ^7.fA dj i_
^ _ ^ _ fd^ _ '-t^N _ î. -H '(p rfj \ ..
t/.t, *'ot V ds r,„J jx ds, )i '"
>l% _^ _ (d^ _ Jl \ L±_Jif^ f'^ 1 F ds r,o \ds, /'oi ' p '/.*! p '*
Quand on aura déterminé a'. «■■,, 'jfi au moyen de ces i lions, on calculera R, B,, Rj au moyen des trois équations aux rayons de courbure r,.,, 1:^,, To,, Ta^. qui entrent dans cei ils pourront être calculés selon ce qui a été dit {Théorie d Chap. IV. n''M8et23).
liquadons exprimanl l'équilibre des forces élastiqu.
12. Dans les numéi'os précédents, nous ne nous somm que des corps isotropes; nous allons maintenant exprimer e nées curvilignes l'équilibre des forces élastiques à l'inté corps homogène, isotrope ou non.
J.e travail élémentaire des forces élastiques qui agissent à du corps a pour expression
ai r_ -l\\, o\\ -. N, o,V -H N, ô.^, -+- T, oV,.+ T, o>,,+ T. 5^
(Cbap. I, n" 19).
Par un point M qucicouquc du corps, menons les tangi M/', M3' aux lignes 5, s,, s^ qui y passent, et ces droites axes de coordonnées pour des points situés à une distance petite de M. Considérons le parallélépipède curviligne r/cr dont le sommet est en M, et désignons encore par je Tableai
Poi.
, Ci.
sui' da T^dsjdsj,
iS„
11 da, -ds,ds.
» da, = dsd)t„
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les forces élastiques qui agissent respeclivemunt suivant ds, rh,. ds.^. En appliquant la formule précédente, nous obtiendrons
j.*=-/"rAj^+A,jj;+A,o-!^
J |_ da:' dr dz'
Or nous avons trouvé (ii*" (i et lU)
rfl( 11,
ci-c'
" dx ;■„,
dv' df
dK, II,
rf«''
_ dW, Il
(iï, /■„
rfll, rfll,
,;ii, rfii
dt,
di'
dit ,m,
Les termes de o-T dépendront do oK.olt, ou SR^; calculons seulement ceux qui dépendeut de oK :
/ \ 1 --T—, du ds donne — / y^~oi\ds,
f\,à'^dc,ds II -^ j'A.^d^jds,
/K.5 -r-; d's ds » ^ / A, — dids,
r^ -.{du' rfi-'\, , /T d(i?,„,d-;,) Co,rfff,l,,, ,
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Égalons ensuite à zéro le coeflicient de cR dans l'équation
t- è fiVSR -1- F, m, -+- F, âR,) rfro ^ o
et appliquons les formules (a) du n° 9; nous obtiendrons ainsi I mière des trois équations semblables
rf5„,
rfA, ds,
rf6,
/it^,
Ces équations ont été démontrées par Lamé pour un syslèi coordonnées provenant d'un triple système de surfaces orthogo mais, d'après notre raisonnement, elles sont également applic: des coordonnées déterminées par un système de surfaces et ses oi'tbogonales.
Démonstration géométrique, des équations précédentes.
i3. Nous allons retrouver les formules précédentes, en expi l'équilibre du parallélépipède curviligne, construit sur ^f, ds,, ds l'influence des forces élastiques qui s'exercent sur ses faces forces extérieures.
Les forces élastiques, qui s'exercent vers l'extérieur sur le faces correspondant aux plus petites valeurs de s, s,, s^. sont d( par le Tableau suivant :
<?oi
Coi
<?io
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forces de cliaqtio ligne verticale élant dirigées suivant les tangentes arc indiqué au-dessus. Désignons par rfa', rf^r',, dé.^ les trois faces ►osées à fh, th,, (h^ dans le parallélépipède, et représentons par les ations précédentes, avec un accent, tes forces clasliques qui solliînt ces faces. Désignons aussi par j', s\, j'^ les arcs s, s,, s.^, terminés : faces da', th'^, di'^. Alors les forces élastiques, qui s'exercent sur faces et vers l'intérieur, seront représentées par le Tableau précéi(, dont on accentuerait toutes les lettres A, ç. s et t. )ésignons par M le sommet du parallélépipède, où commencent les is arcs ds, ds,, dsj, et menons en ce point M une tangente Mj-' à ds, s projetons sur cette droite toules les forces qui sollicitent le paralipipède, afin d'égaler leur somme à zéro.
'renons d'abord, en les changeant de signe, les projections des :es indiquées par la première ligne verticale du Tableau ci-dessus celles des forces semblables A', f'„,, g:'^„. Nous aurons, pour leur ime.
-ds, li^ff', — Goi ^^1
en nous rappelant les formules qui donnent rfn' - d-r nous ob-
ons
six autres forces indiquées par la deuxième et la troisième ligne ticalc du Tableau ont des projections nulles sur Mo*'; mais les six :es semblables agissant sur di', di\, di'.^ ont des projections dilTé- [es de zéro, et nous allons les déterminer, -a projection provenant de A', est
(/s, ndiquani la direction de la tangente ii l'esti^émilé de r/v,. Il est d'ail-
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leurs évident qu'on peut remplacer A', par A, danse
numérateur de ^^iJ^iil. varie et s'annule en même !
ce rapport est analogne à une dérivée ; nous le calcu
De même, la projeclioii provenant de A., peut s'écri
,,, . COS(.(,,.î) ,
On verra encore que 5^,, dirigé suivant *',, et e^j.dirig lient respectivement les projections
s\ et s^ étant ce que deviennent les directions des U
dst quand s s'accroît de la quantité <h, indiquée au d
Enfin, il existe deux forces égales à d. dirigées
l'autre suivant s\, et qui donnent les deux projections
1,1) p ^"^^-''îl^rfTCT P ^^illlïtljT.-
par exemple, s... dans la première, iiidi(iuc ce que de de la tangente à ds.^ quand s, s'accroît fie t/s,.
11. Prenons maintenant des axes rectangulaires 1 et par rapport à ces axes désignons par a, b, c les ci de la tangente menée au commencement de ds; soie c, les mêmes cosinus pour ds,, et fl,. Aj.c^ les mêmes
Les cosinus directeurs de s\ sont ce que devienncnl .(, s'accroît de ds, ; donc les cosinus directeurs de s\ s<
l3o f.HAPITRK IV.
OU (Théorie du Puleniiel, Cli:ip. IV, n" 18)
COS(j'i.j) _ _i_
On a de même
cosl.ï',^, 1 *■/(/ , dh de I
On H ensuite
i-os{,(',,.î) da, ^db, dc^
V-^^— — n-7-!-^-6-7-l^-c-J--■ Pour nous représenler le cosinus de cette formule, pieiions MJMj = ds., et par le point .M^ (/îg. '\) menons l'arc s\ ; soient M^.r\ et M,v', ce que
deviennent .Mx' et Mj'. L';uc s\ sera normal à s.j vl à M.x',. lîn négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur, .t', ou M^v', peut être regardé comme normal au plan x'Mz' et. par suite, normal à M.r'; on a donc
COS (.(',, s)
Il l'cstilte de là i|ue lus expressions ((^/} sont nulles, cl ijue les exprt sions (a), (h), (a) ont les valeurs suivantes :
Faisons k somme de ces quiitre ex[)ressions, de l'expression (a) et de la composante Fr/ci des forces extérieures, et égalons celle somme
Éyl'ATIONS l>R l.'KIASTICrrK F.\ rOOBDONNftK.S r.mvii.iGNF.s, i^r
à zéro; nous retrouverons la premièro îles équcitionît île ibrces élastiques, obtenues (n" 12), el les di'uv autres iminéiliatement.
Équations de l'élasticité en coordonnées cyiindi
15. Appliquons les équations oUlenues dniis ce VMa corps isotropes au cas très particulier ou les (rois svstèn orthogonales sont : i" des cylindres de révolution aulo axe; 2° des plans méridiens passant par cet axe; 3" des diculaires à cette droite.
Désignons par/- le rayon des cylindres, par o l'anj-le ridien avec un méridien fixe et par = la distance de chai plan fixe perpemliculaire à l'axe. Puis posons
nous aurons donc
ils - dr, ih, -- rd^. ds. r_: dz ; par suite.
Désignons par l', V, W les déplacemenis suivant r courbures principales sur six sont nulles, et l'on a (u"
Nous aurons ainsi, pour les expressions dos forces élasti dirigées respectivement suivant r, la perpendiculaire 1 suivant l'axe des r.
«rces tan^entielles sont
. : rfV ,_ ,l\\
'■" ■"' .fi "' r ,h •'
1 I ,iy ,i\ \\
iljilalioti cubiqui' u satisfiirl à rrquation
' do*
a ensuite, pour les équations du inouveiiieiit qui renferment le l'équiliUre (n"8 ),
(ivi. rfe
t/irVi _ </\y ~l: ITo
d\\ dV:
dr " ~d:
dU d[r\)
KI.VSTICITÉ KN (.OOKhUNM
E'i natif >fi.i de l'élaslicite en coordonnées s/i/n
16. Le corps considéré est encon- isotrope, et l'oi; triple système Je surfaces ortiiogonales : i" des splièrt liont le centre est en 0; 2° des cônes qui ont leui point et(|ui sont di> révolution antotir d'une mémi des plans passant par L.
Soient r le rayon diîs sphères, s la latitude ou le l'angle de r avec la droite !,, entin ■]/ la longitude ou I du troisième système de surfaces avec un de ces pis conséquence, posons, dans les formules jjénérales.
nous aurons
-- di;
,rfç.
et, par suite,
/nos 9
On en conclut, pour les six courbures principales,
Remplaçons R, R,, R^ par les lettres l', V, \V. Ain les projections du déplacement total sui'?-, la tangent la tangente au parallèle. Cela posé, nous olitiendrons, sions des forces élastiques.
dvr i
'^V^'CCso d-l I- r
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5 d'il "^ i
' \ ilr rcos^ «■} /• /
et la dilatation cubique qui entre dans les trois |ircniièt'es forces a pour expression
t dir^V) I </ (Vco s?l I rfW
La dilatation cubique u RiUisfait à l'équation
"I ' j- rf -r cos o ,. ,.
t \ (lr I I \//3 ■ / I d' j III '/'u
/■• (//■ /■' COftO do /■' COS'O rf'i' À + 'if/ f/('
iMifin les équations qui ex|)riment l'équilibre d'élasticité ou le niuuvenienl vibratoire sont les suivantes
dZ
'" rfC j
dz
~di
ditt^
>. J- Tfi
'do
dr ~
'" ,fr
dans lesquelles on fait
rf(Wrcoso) rfL'
-rr- . "!■ COS9,
dV d(rV)
DEFORMATIONS, Ql'I NE SONT PAS TRÈS P
DES th;es minces.
KircIilioU'a expost- une théorie de la défoninition tics (Gesarnmelle Abkandlungen, p. 285), qui a été reprise par observent que, si l'on décompose une tige mince en trar tites- par des plans normaux ;i son a\c, les déplacements i feront dans une tranche seront très petits par rapport au: de cette tranche et conformes à ceux qu'on étudie daos la raie de l'élaslicité. Mais, néanmoins, bien que la défoni pas permanente, les déplacements peuvent n'être plus trt toute la longueur pai' rapport à des axes, dont deux sont t plan d'une des bases et dont l'autre est perpendiculaire
Considérant d'abord une lige droite, ces géomètres supj: subit une courbure qui n'est pas très petite ; puis, à cliaqi la tige, ils appliquent les formules de la flexion et de I: prismes, données par de Saint-Venant.
Or il semble qu'il y a plusieurs remarques à faire au s plication de ces formules. D'abord, les formules de de Sai doivent pas être très approchées dans le cas où une dini section est grande par rapport à l'autre, comme je l'ai fa dans une note (Chap. III, n° 1 ), En second lieu, les de Saint-Venant sont établies dans l'hypothèse d'une certî lion des forces sur les bases d'un prisme, et alors, en prisme long par rapport aux dimensionsde la section, on | mativement substituer à cette distribution des forces un a de forces staliquement équivalent. Or, danscbaque tranch siunsdes bases sont très petites, mais finies, tandis qu'on
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le calcul la hauteur couiinc infiniment petite. H n*est donc nullement rigoureux de faire un pareil changement de distribution des forces sur les bases des tranches en lesquelles on divise la tige.
Pour étudier ensuite la déformation d'une tige courbe et les forces élastiques qui l'accompagnent, Kirchhoff conçoit qu'on déforme la tige courbe de manière à la rendre droite, puis de la forme droite il la fait venir à la forme courbe qu'elle doit obtenir en définitive.
Par ces procédés, on abandonne les méthodes analytiques rigoureuses employées par les géomètres après la création de la théorie de l'élasticité, pour revenir à des méthodes analogues à celles des Bernoulli et d'Euler.
Cependant, nous allons adopter cette théorie comme pouvant donner une approximation; mais nous en changerons complètement l'exposition, afin de n'entrer d'abord que dans des considérations entièrement rigoureuses, que nous n'abandonnerons que vers la fin de la recherche, quand nous appliquerons les formules du problème de de Saint-Venanf.
Equilibre des forces élastiques sur la Iranclie d'une tige
qui est droite à lètat nalurel.
l. Divisons une tige droite en tranches de hauteur infiniment petite par des plans perpendiculaires à son axe, et cherchons l'équilibre d'une de ces tranches après la déformation. Soit o" la base; dans cette base d'abord plane, traçons par le pied M de l'axe deux droites rectangulaires. Après la déformation, ces deux droites et l'axe, devenus courbes, resteront néanmoins rectangulaires entre eux. Désignons par s la courbe en laquelle l'axe se change, et par ^,, s^ les courbes en lesquelles se changent les deux autres droites.
Représentons par — C, — A, — B les trois composantes de la résultante des forces élastiques exercées sur la base a, ces trois composantes étant dirigées respectivement suivant les tangentes menées au commencement des arcs ds, ds^, ds.^, qui passent par M. Soit cj' l'autre base de la tranche, correspondant -d s -{- ds; par le point où Taxe rencontre la base a , menons avant la déformation deux droites parallèles aux deux droites rectangulaires tracées dans œ, et désignons par s\, s[, ce
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que deviennent ces deux droites après la d61'orniation. La l'csullantc des forces appliquées sur </, étant décomposée suivant le prolongement de dsel suivant*', els'^, donnera les composantes
Décomposons les a\cs des couples qui sollicitent les bas la même manière. La section a sera ainsi sollicitée par un les composantes seront désignées par — 2, — ^Jt,, — ife, et cité par un autre couple dont les composantes seront
Il doit y avoir équilibre, d'une part, entre les forces qu l'élément de la tige et, d'autre part, entre les couples qui j qués. Pour obtenir les équations de l'équilibre, nous empi formules obtenues (Cbap. IV, n"' 13 et 14).
En premier lieu, projetons les forces qui sollicitent la tri tangente Ms', menée au point M de ds. Les sections a' avant la déformation, peuvent être encore considérées a| égales; car elles ne diffèrent que d'un infiniment petit du s(
Les projections de C et de — C ont pour somme
La projection de — A est nulle et celle de -V est cis
de même la projection de — B est nulle et celle de B' est
Enfin, désignons par F(^5 la composante des forces extér
M. - Élati.
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raticlie, prise suivant la niéiiie direction. Kn égalant à zéro la somme le ces composantes, nous aurons
Le point M' (^g-. 5), situé sur l'arc set infiniment voisin de M, peut tre considéré comme situé dans le plan s'^f/'; élevons à la courbe s
ine normale MO située dans ce plan; elle rencontrera Xy en 0. Désignons OM par r..\ r^ sera aussi le rayon de courbure de la projection le s sur le plans'M/'. Nous obtiendrons de même r,, le rayon de cour- )ure de la projection des sur le plan z"S\x'.
Le long de s, et de s.^. on peut concevoir des lignes normales aux surfaces a; ces lignes formeront deux surfaces c, et d,, et, d'après ce jui a été vu (Cliap. IV, n" 14), on aura
cos(y.,5) I COs(s;.,v) ___!__
Ainsi, l'équation {a) devient
rfC A lî .-,
2. En second lieu, projetons les forces qui sollicitent la tranciic de la tige sur la tangente Mx' menée à ;,.
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Les projections de A' el do — A ont pour somme
la projection île C est nulle et celle de C esl
C. cos ( C. s, ) = C ''"^^-^•'l! ris ^ *^' di
car on a
cosfj'..!,) cos{s\.s)
d'après ce que nous avons vu au même endroit du C Enfin, la projection de B' sur ris, sera
B cos (B', s,) = B '^"^'^"• -'-^ A.
Quand les lignes f, 5,, s^ appartiennent à un tripi faces orthogonales ou même à un système formé f surfaces et ses trajectoires orthogonales, on a
Mais cette quantité n'est pas nulle dans le cas acti lignes courbes, transformées des lignes qui, avan étaient droites et parallèles à l'axe, ne sont plus faces a-. Ici, l'on a
cos(y,,.t| ) _ — ( .v'i ■ st)
fis ' ~ ds
et (s'j.jj) indique l'angle d\j dont y, a tourné auto port à Mj', quand on passe de o- à a'.
L'angle du peut aussi être défini comme l'angle d rapport à a dans le sens de Mx' vers My, et peut < de torsion de la tranche de la lise. Posons
la quantité -^, que nous représentons ainsi par-i sera l'angle de torsion par unité de longueur de la tige : c'est la quantité analogue à B du n" l du Chapitre III. Il faut se garder de confondre d\j avec l'angle de torsion de l'élément de courbe ds, lequel est l'angle desdeux plans osculateurs menés aux extrémités de ds.
Entin, appelons Y,ds la somme des composantes suivant M^' des forces extérieures qui agissent sur la tranche, et nous aurons l'équation
3. Un calcul tout semblable au précédent peut èti-c fait pour déterminer les projections des forces sur l'axe des y'. En réunissant les trois équations relatives à l'équilibre des forces, nous aurons
F, F|, Fj étant les composantes des forces extérieures, estimées p^ar unité de longueur de la tige.
Soient
a, b. c les cosinus directeurs de Ms' par rapport à des axes fixes; a,, h,, c, ceux de Mx':
a.,, b.^, Cj ceux de M./-
Nous aurons ces équations
_ cos(,ï',,î,) _
_ COS{ .s-'^..i ils ~
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4, Occupons-nous ensuite des éi|uations qui exp (les couples. Désignons par ,f(/î, ^,efst ^^ds les coi Ms', Mot', My' du couple provenant des forces extérit le tronçon de la tige. Mais à ces couples il faut ajou produits par les forces A, B, (^ En effet, les deux for sont appliquées aux deux bases et qui sont égales et il des infiniment petits près, produisent un couple rigé suivant Ma;' et dont la grandeur absolue est lîrfj B est positif, la force — B est dirigée suivant le prol B' est parallèle et de même sens que Mv'; le couple tourner l'élément du corps de l'axe des =' vers celui < du couple doit être représenté par
— B ds.
On voit de même que les deux forces —A et A' di dont l'axe est dirigé suivant Mv", cl qui est représen
EnlÎD les deux forces — C et C ne donnent pas de ca
Or les couples se composent comme des forces, nous obtiendrons les équations de l'équilibre des i plaçant A, B, C par -i,, ut,, o et F. F, , F^ par
ri, .T,-B, -■?,+■ A,
dans les équations (a). Nous avons ainsi ces équatio
1 ds p /■,
f rfiH. X G j .
\ ds p /■,
'nation du rayon de courbure de la courbe s au moyen de r, et r,.
s'agit (le dôterininer \f. rayon df courbure p île ta courbe s au des rayons de courbure r, et r, des projections de * sur les ans rectangulaires s'M,r', ;'.\Iy' {fi^- (>) menés par la tanitente ne j.
î avons, par rapport à un svstème d'axes fixes des j-, v. z,
iKaprès les notalions du n" 3, la tangente M=' a pour cosinu urs «. b. r; donc on a au point >I
cosinus directeurs du rayon de courbure sont
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on a donc
on a de même
y — cos{/),7')
et, par suite aussi.
D'après cela, sur Ma;' et Mj', prenons MC, — r aurons les centres de courbure C, et C^ des projt plans z'^\x' et s'My'; joignonsC,Ca et du point iV pendiculaire MP sur C|Cj; cette ligne MP sera en rection le rayon de courbure /j de la courbe s.
Le rayon de courbure r de la projection de s sur Ms' et faisant l'angle a avec z'Mx' sera donné par la
Équations de l'éyaiiibre d'une tige divile par rappo
des X, y, z.
(). Formons maintenant les équations de ré(|uil. rapport à des axes llxes. Pour cela, multiplions les pectivement par a, a,, a„ et ajoutons; nous auron de la projection suivant l'axe des a-:
rfC dX d\i A« lia Ba, '
' ds r
r, a a,\ „/ lia a.
tn posant
Le coefticient de A est nul. On a en effet
-,— -h a la — j-i + b -^ -t- c -r^ ]-i-a,ia, — r-^ + Ai -^ -i- c, as \ ds ds ds } \ ds ds a
jda,
)n démontrerait de même que le coefficient de B est nul, et l'on t jour le coefficient de C,
da , db de
-r + b -j- -^-c ^ as ds ds
Ainsi l'équation (rf) devient la première des trois équations semilables
U, V, W étant les composantes des forces extérieures suivant les axes les X, y, z.
Opérons sur les équations (p) comme nous avons fait sur les équations (a), et nous aurons
i^(a,X + fl,\l!, + «S)-f-V) -«,B-t-a,A^o, P (c, X + C, II!. -H C © ) -1- VP — C, B H- C, A ^ o,
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en posant
\''.-r-.*.T-i-ft|.f,-V-ft,.T„
«B> — c .T + c, -f , -(- Cl J, ;
o, ■<>, ^ sont ainsi les composantes d'un couple extérieures par rapport à des parallèles aux axes par le point M, origine desar'.y, ;'.
Les équations (A) et (B) peuvent ainsi rcinpia et (^) desn-^'S et 4.
Emploi des formules de la flexion et di
7. Les raisonnements qui précèdent n'emprui que les premiers principes de la Statique et sor reux. Nous allons entrer maintenant dans de n'auront pas la même rigueur.
Pour établir les équations (a) et (P) ou (A) o et desj' tracés dans la section <t et rectangulaire été déterminés. Or, après avoir mis l'axe des z' centres de gravité des sections, plaçons les axes les axes principaux de la section. Les lignes s, dessus seront donc ce que deviennent ces trois d déformation.
Comme dans le problème de de Sainl-Vcnan nous admettons que les lignes s, et s.^ restent n déformation, ainsi d'ailleurs que deux droites conques tracées dans le plan de la section droite.
Désignons par h', v', w' les déplacements des p la tige par rapport aux axes des x',y', z'. La li; suff, et 5^, si les glis!<ements
du' dtv' dv' div' «3 d.r dz dv
sont nuls pour x' = o, y = o, î'= o (Chap. I, r ces conditions en supprimant dans les formules
M. — fiÀlM.
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trmes qui indiquent une simple rotation de tout l'élément du et écrivant
- A a,y + o, ; h n, j:'y -+- ib, •
(a„ -h a, x' + atf) s' -h ib,x' + b^y')-
Pour plus de simplicité, supposons que la section ait deux axes igulaires de symétrie et posons
(pressions représentant les moments d'inertie de la section par rt aux axes des x et des y, et, en appliquant les formules des et 18 du Chapitre III, nous aurons, pour les couples ^k., ■\Si,, Z,
.1!-: -E>.'^a,_ Kî.'<7^:';,
-T^ et -j7, étant très petits, on a, pour les courbures des projocde la ligne s snr les plans des s'x' et z'/.
quantité ^, qui se trouve dans les expressions de (/', c', peut être
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(lélinie ainsi : —^ds est l'angle dont la section 17 ligne A, tourne de Ooî' vers Oy par rapport à o on a donc (n" 2)
D'après cela, posons
v^ dépendra de la fonction U, et, par suite, de la et nous aurons, pour les couples =1^, n!,, c ,
(joniiiie nous avons vu ( n" 3 ). —, — . - s'exnr
neuf cosinus a, b, c, ... et de leurs dérivées p; neuf cosinus peuvent s'exprimei' au moyen de ment. Ainsi, si l'on remplace x, nu, c par les dans les équations (^) et (B), les six équatiot et (B) auront lieu seulement entre les trois qui trois cosinus et pourront servir à les déterminer Remarquons aussi que la dilatation longitudi la formule
Déformation d'une tige primitivemen
9. Les équations (a) et (^), qui expriment I sur une tige déformée, restent entièrement app primitivement courbe au lieu d'être droite ; car, 1
(>) Dans le cas d'uue tige à section circulaire, on
du Chapitre VII que l'on doit rompit qui est égal à E pour ), = ;x,
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n'entre que des quantités relatives à ta forme tinalc alfectée par la tige. Les équations (A) et (B) sont donc aussi applicables. Les quantités r,,/',, p exprimeront les mêmes éléments que précédemment dans la forme finale de la tige.
Occupons-nous ensuite des expressions de A,, a,, c à substituer daos les équations (P) ou (B).
Considérons dans la tige à l'état naturel une tranche dont l'axe est courbe et dont les bases sont normales à cet axe. On amènera l'axe à être droit, en appliquant sur la base t des couples — J.', — «l.', — S' et sur la base opposée <j' des couples
i.W-h~r~us, Wb H 7— as, S'-t :— as,
ds ds ds
tous ces couples étant égaux et de sens contraire à ceux qui, de la forme supposée droite, amèneraient le tronçon à la forme courbe primitive. Désignons donc par u, v les déplacements de l'axe suivant les axes des x' et y' pour passer de la forme droite à la forme courbe primitive: nous aurons
Kl,' ^ _ E î.ï 5 f^^ ~ - E >,= ff 4- .
r[, Tj, js' étant les mêmes quantités pour la forme primitive que r,, r^, p pour la forme définitive.
Ensuite, pour passer de la forme droite à la forme courbe définitive, il faudra encore appliquer à la base a les moments — a", — Db", — S", et à la base o' les moments x", in>", S" augmentés de leurs différentielles; d'ailleurs, A,", iib", £" sont donnés par les formules
X" — — Ex'ff-, ■U!."=EX'ff-. £'— Ev'ff-!..
On aura ensuite, pour les couples qui sollicitent chaque section de la
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lige quand elle passe de la première (orme courbe
-.1, = -V + a-,', |il.= »!-'+ it!.', £ =
OU
formules dans lesquelles r^, r,', p' sont des quantit pressions de -x,, ift>, S sont celles qu'il faudra subsl tions(p)ou(B).
E(juilibre d'une tige priinitiveinenl droite qui n'est force extérieure en dehors de ses ejctr
10. Les forces extérieures, qui agissent sur la plus ordinairement à la pesanteur. Supposons que gligeable et qu'il n'y ait pas d'autres forces extérie lions (A) deviendront
âu»,.«„..-c„, = o. ...
et s'intégreront immédiatement. On a donc, en dési trois constantes arbitraires,
Les premiers membres représentent les composan fixes des a:,/, z, des forces qui agissent sur une ! Ainsi, bien que cette section, qui a une grandeui direction, la force élastique qui s'y exerce est co, et en direction.
En résolvant les équations précédentes par rap aurons
A=Ha, + H,6,-)-H,c„ BzirHa,-^ H,i,-i- H,c„ Dans les équations (P) [n° 4], remplaçons A, B
CIIAPITltt: V,
lies et '^', in>, o pav
,1, — — E Tx' 4 ' '"' -= EffX' us aurons ces équations
us avons dit que la force qui a pour composantes H, H,, H^ est ante en grandeur et en dii-eclion; prenons l'axe li\e des :; suivant direction, et nous aurons
ions, de plus.
équations deviendront
. équations sont entièrement semblables à celles de la rotation [:orps solide pesant autour d'un point fixe, lorsque la droite qui le point de suspension au centre de gravité est un axe principal ■tie. Pour passer de ce problème au problème actuel, il faut ;er le temps / en la quantité s et remplacer les cosinus qui dentés directions des trois axes principaux (directions variables
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avec /) par les cosinus qui donnent les direction chaque section et la direction perpendiculaire, remplacent les moments principaux d'inertie.
II. Un cas particulier, où te problème devient rst celui oii la force H^ disparait et où la tige n' des couples. On a alors les équations
-(/' — l')îiî,^o,
qui sont celles d'un corps solide qui n'est sollicil On passe des axes des x, y, s à ceux des x', _
Désignons : i" par i|/ l'angle compris entre l'a: plan desir'y sur celui desicj; 2'*pari^ l'angle d des a;'; 3° par l'angle formé par l'axe des = avt gles i et ç seront regardés comme variant de comme variant de o à Tt seulement, linfin, l'ai l'axe des x vers l'axe des y, et l'angle ç, qui est x'y', est compté en tournant de M^' vers M_y'.
Alors les cosinus a. a,, a.., ... s'expriment ai ^, par ces formules
n, 7- - <.'os9 sin4' sino -h (^os'lcoso,
d, ■ ■ — cos9 sini^cosç) - ■ cosi sin9,
a ~ sin9 sinijj,
&, ^-- cos^cosv}' sintj) + sin'^cos<j>.
fi, =^ cos9cos']>coscp — sini)' sinç,
b TT. — sin^cosiji,
c, TTsin^sino, c,=: sin9cosv,
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En combinant les équations (c), on en déduit les deux suivantes
' rf.î ' dx ' ds
ot, en intégrant, on oLtit^nt
A et / étant deu\ constantes arbitraires.
12. Le problème de Mécanique cité ci-dessus est résolu dans la Section IV de ma Dynamique analytique. D'après cela, pour abréger, transportons les formules du n" 7 de cette Section dans la recherche actuelle. Dans le problème de Mécanique, on a choisi pour plan fixe des xy le plan invariable. La direction de l'axe fixe des z sera donc déterminée.
Supposons
puis, introduisant une variable u. posons
T étant une constante arbitraire. Nous aurons alors ces formules qui déterminent les trois courbures g, q,, q^
(a) j q,- ii/ _---__ cosamw,
''"^"Vî:'-^^^^)^""'""''
le module de ces fonctions elliptiques étant
UÉFORSIATIO.NS DES TIGES MIM
On aura ensuite
puis un obtient l'angle ^ , au moyen de son sinu: prës les formules
//, = -j SU19 sinQ, 7) " ji coi
Reste à déterminer l'angle tj^. Nous calcule l'équation
Désignons par &(x) la fonction de Jâcobi
9(x) m — a^'ooS"!^ -i-a7"cos -|^ ai;
en faisant
Jo V ' — * alors, en posant
et désignant par g une constante arbitraire, on
13. Montrons d'abord comment on calculera couple, qui sollicite cbaque section de la tige, axes des x', y', z', donne les autres couples
I J..-- — Ex^a ' _ — Ex'iTfl, 1 '"'
{S,) (il!. = EX*!ï— — EX'ir?,
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A l'extrémité de la tige j— L, ces couples doivent avoir des valeurs données a', ift'.e'. D'après ces équations, on obtient les valeurs de y,, 9a, q pour 5= L OH u — n(L -\- t); puis, en les stibstituant dans les équations (3), on en conclura les constantes h cl /. Donc le module k des Fonctions elliptiques est aussi connu.
Mais les conditions pour *= L doivent aussi déterminer la constante T. En effet, la seconde équation («) donnera
X.' âAv' P
et déterminera -..
Ainsi les équations {a) font maintenant connaître q, y,, q^ pour toute valeur de « ou de s.
La direction de l'axe fixe des s est donnée par rapport aux axes variables des x',y, z par les cosinus
(5) c,— sinSsiny n^ -y 17,, u, _ smi/tuoy — --^
Supposons que le commencement de la tige qui correspond à s = o soit fixe, la tige étant encastrée, et désignons para;^, r^, z'^ ce que deviennent les axes des x', y', z' en ce point. Pour obtenir la position de l'axe des z par rapport au système des axes des x'^, y\, z\, il faudra faire, dans les formules (5), s ^^o onu = ni. Donc, en indiquant par l'indice o les valeurs (a) de y,, q.^, q cl celles de Q et ç> pour « = nx, nous aurons
sine^sin?»^^- ('/,)„, sine,cos<p,--^ -^ (7,)„, cosôo— "^(?)o-
^0 est l'angle de l'axe des x^ avec la trace T du plan des ir', v^ sur celui des XY. Connaissant donc T, on obtiendra l'axe des = en menant une perpendiculaire à T, qui fasse l'angle 0, avec celui des z'^.
La direction de l'axe des x n'est pas encore déterminée; on l'obtiendra en choisissant la constante g.
Nous pouvons maintenant obtenir les équations de la courbe affectée par l'axe de la tige. Les cosinus des angles de la tangente à la courbe s
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avec les axes des x, y. z sont a, h, c; nous avons d
dx . n . , dv . n . '
-r — sm9sinij(, -j- = — smflcostj/,
par suite, les coordonnées de la courbe s sont exp la variable ti par les formules
X — - / s'\a9s,\a-^du, /^ — ■ / sin^cosijx/H,
les intégrales étant prises depuis u = n-z, si l'on vf axes des x, y, z coïncide avec celle des cc\, y\, z\. Jacobi a donné des expressions élégantes des ( sammelte W'erke, t. U, p. 291); elles pourraient ê ce calcul.
14. Considérons ensuite le cas où, lesextrémil encore soUicitées que par. des couples, les momi section sont égaux, en sorte que l'on a
Alors, d'après la première équation (i),^ aura une donc la torsion - de la tige est constante, et, si nou
les deux dernières équations (1) deviendront
dq, dn^
on en tire
9i~ |3sinïi.î -I- y cosïii, 7, - (Scosmi —
^ e( Y étant deux constantes arbitraires. Si l'on dé:
i courbure de l'axe, on a (n" 5)
Les couples .i.,iib, S doivent avoir des valeurs données x', v)>', s' pour extrémité *= L de la tige, et, en appliquant les formules (4). on ohent ces trois équations
X' — — Ex*o(|3 siiiTiL ■+ ycosriL), VW-- EX*it((3cosï)L--)' sinrjL),
u moyen de ces trois équations, on pourra déterminer d'abord y), puis s deux constantes p et -j--
En prenant la direction de l'axe fixe des z comme il a été dit dans le is général, on déduit de l'équation
le l'angle de la tangente a la courbe avec l'axe des = est constant, et )n a
tégrons ensuite les équations
rfj" -ni ^y ai ^" a
-i- = sindsinil, -j- — — sinScosi, -;- — cos9, ds ^ ds ^ ds
ins lesquelles 6 csi ccnslzni, et nous aurons, pour les équations de lélice en laquelle l'axe de /«-.tige s'est changé.
- — r sine sinl
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On pourra choisir les constantes x^, y„, 3„ de manière que a:,y, = oient nuls pour 5 — 0.
D'après la seconde formule (3), on a
Si la section de la tige est circulaire et de ravon R, on a K R
Flexion d'une tige dont t'axe est primitivement une courbe
15. Cherchons la flexion finie d'une tige dont l'axe est une liane. Nous supposons cette lige encastrée à l'extrémité i -- o . itée à l'autre extrémité s ~-= /par une force agissant dans le pli ourbe.
En un point M quelconque de la courbe, menons Ms' (Jig.
;ont à cette courbe, Mx' perpendiculaire à Ms' dans le pla ourbe, enfin My perpendiculaire à ce plan. Faisons ensuite C( c plan des sx des coordonnées fixes avec le plan des s'x'. L'extrémité s = o étant fixe, toute force perpendiculaire à I autre extrémité produit un couple dans chaque élément de la e couple est situé dans le plan des z'x'.
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Appliquons la troisième équation (f() du n'' 4, qui se réduira à
ds
A étant égal, pour^ — /, à la composante A' d'une force donnée. En remplaçant iPo par sa valeur (n® 9)
\\\^-'^Y.vJj - V\
où r, et Ti sont les rayons de courbure primitif et définitif de la courbe, nous avons
D'autre part, des équations (a) (n** 3), mises sous la forme du n^ 10, on déduit, pour les forces dirigées suivant les axes des x et z,
Aaj -h Crt H, Ac, -1- Ce ~ L,
H et L désignant deux constantes arbitraires. Désignons par t l'angle \Mx' de l'axe des x avec l'axe des af ; nous aurons
e?, - cos(j:, .r') -T cost, a— cos(5',j:) - sin?, c\ co%{zyx') r - sinr, c - - co^i z\z) — cost,
et ces deux équations deviennent
A C0S7 -1- Csinr — H, — \sinr - Ccost -L;
on en tire
A -- H cost — L sinT, C — H siuT -+- L cost.
Ainsi l'équation (c) devient
(H COST— LsinT).
ds \ /•, /', / ~~ E^V
Désignons par z' la valeur de i avant la déformation ; nous aurons
1 dr I d-:'
r, ds r\ ds
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et l'équation précédente devient
t' étant une fonction connue de s.
Formons ensuite lescondilionsretativesauxextrémttés.La tige encastrée à rextrémité î = o, on a
t' pour j — o
à l'extrémité s = l.le couple de flexion -iii. devient nul : on a donc -- — ■ . pour s - . l.
Désignons, d'ailleurs, par x, ce que devient t à l'extrémité * = par A', ("/ les forces données A et C pour cette extrémité; nous a:
H — A'cosTi-}- (ysinr,, I,: — A'sinri-t- ('.'cosr,.
Ces quatre conditions détermineront H, L et les deux constantes i duites par l'intégration de l'équation {d).
16. Si la déformation de la tige courbe est très petite, il sera d'intégrer l'équation (^d). En effet, on peut, dans ce cas, rempla par t' dans le second membre; on obtient ainsi
rf'T rf'r' I ,i, , , - ,,
et. en intégrant,
t--t'— p— p(H/ /cosT'rfi* — l/ /sinr'rfj'l.
On pourra ensuite déterminer les coordonnées de la courbe pai port aux axes fixes, en intégrant les deux équations
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L'équation {d) est encore facile à intégrer, si la forme primitive de la lige est circulaire; car on a alors
et, en multipliant l'équation par a dz et intégrant, on a
D étant une constante.
Si nous déterminons a par les équations
puis que nous posions
nous aurons
arfo
V + EriïïV"'^"--'!»»,, et, en déterminant g- et ^ par les équations
on obtient
am I '' -I- G, A- ] , r ; a -l- a
puis, d'après les équations (c), un aura
X — — rsin(aç + st)rfj, z^~J cos(ay -t- ac)rfj, intégrales que l'on sait calculer au moyen des fonctions elliptiques.
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17. Jacques Bernoulli a résolu le premier le problème de la flexion d'une lame droite. Partageant la larac en filets parallèles à la longueur cl remarquant qu'une moitié des filets s'allonge, et l'autre contracte dans la flexion, il trouve que le moment de la forcf à ramener chaque élément de la lame à la forme droite, e tionnci à la courbure de la courbe de flexion. Il en conclut de cette courbe
Prenons l'axe desx vertical; supposons la lame droite prin borizontale et parallèle à l'axe des z ; supposons-la, de plus, à l'extrémité s — o, mise à l'origine des x, y, s, et désigi un poids suspendu à l'autre extrémité s = L. Nous aurons
dans l'équation (c), taisons r\ — ce, et nous aurons
Si l'on suppose la lame peu courbée, A == H cost peut être par H ou P, et. en intégrant, nous aurons
en posant
et remarquant que la courbure est nulle à l'extrémité de la
En remplaçant s par z, ce qui est permis d'après ie degré
mation adopté, on a l'équation obtenue par Jacques Bernoul
M. - Âiatt.
en intégrant de manière que -rr soit nul pour r = o, on a
et l'on en tire
Au reste, cette équation de Bernoulli peut encore se simplifier, puisque -T- a été supposé ti'ès petit. On peut donc remplacer l'équation (/) par
et l'on obtient
ce qui est conibriue a ce que nous avons trouvé {Chap. III, n" 21 ).
ÉffttiUhre d'élaslicilé d'une tige mince primilhemenl droite, lor^f/tie sa déformation est très petite.
18. Lorsque la déformation d'une tige mince est 1res petite, la reclierclie de son équilibre peut sembler se confondre entièrement avec le problème de de Saint- Venant, iîn elTet, dans ce problème, on étudie la déformation d'un cylindre, en supposant que les dimensions de sa base sont beaucoup plus petites que la longueur. C'est du moins dans ce cas seulement que l'on peut compter sur une grande approximation dans la solution ; car le système des forces et des couples appli- . qués effeclivement vers l'extrémité du cylindre ne serait rigoureusement équivalent à celui qu'on admet en tbéorie que si le corps était rigide.
Néanmoins, dans le problème actuel, le rapport des dimensions des hases à la longueur est supposé plus petit que dans le problème du Chapitre HI, et l'on ne recherche plus que la déformation de l'axe de la tige, ensuite, on ne néglige plus les forces extérieures qui peuvent solliciter le corps élastique.
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Appliquons les formules (a) du n" 'i en prenant l'axe des z' suivant l'axe de la tige, et les axes des x' et des v' suivant les axes p de la section droite u. Les termes multipliés par - . — i - S( petits et négligeables, et les trois équations (a) deviendront
De même, les équations (^) ln"4] relatives aux couple; produits par l'élasticité se réduiront à
ds f/i fis
Si l'on désigne par X'rfro, Y'dts,7Jdm les composantes des térieures qui sollicitent l'élément de volume da, le volume ( base 7 et pour hauteur ds est sollicité par les trois composani
F ds r-ds( T di, F, ds - ds f\' da, F, ds - ds f Y
et, en remarquant que z est infiniment petit dans cet élémi lume, on voit que le même élément est sollicité par les mo couples
:fds^dsl\\'.v'-\!y')da, S^di -ds Ç'il y' d>}, :f,ds ■ -d On a ensuite (n° 8)
19. Prenons pour axes fixes desx,y, z des axes passant pai de la base de la tige, qui correspond à j = o, et faisons coïncida avec les axes des ce' , y', =', qui passent par ce point avant la tion. La déformation étant très petite, l'axe variable des z' fei un très petit angle avec l'axe des z, et l'on pourra remplace vées par rapport à z' et par rapport à s par des dérivées par ra On voit encore facilement qu'on pourra remplacer les dépi u', v' ,w' qui ont lieu par rapport aux axes des.r', v', s' par lei
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menls u, v, ivpris par rapport aux axes des a-, y, z. Enfin, les forces F,, Fî, F et les couples 5,, .f,, ^ peuvent être supposés pris par rapport aux axes fixes des œ, y, z, et nous les remplacerons respectivement par U, V, W et 0,1?, iJP.
D'après cela, les deux dernières équations (2) deviennent
Si nous intégrons les deux dernières équations (i). nous aurons A^-\'^ f LVv. lir^^ l{'-^ f Vd%
L étant la longueur de la tige et A', B' étant les valeurs données de A et de B à l'extrémité j— L.
DilTéren lions les équations (^) pai' rapport à z, et nous obtiendrons ces deux équations semblables.
Il faut ensuite former les conditions aux limites pour cbaque extrémité de la tige.
Faisons s = L dans les équations (i) et désignons par 'o', tp' les valeurs données de et 1? pour 3 = L, et nous aurons d'abord ces deux conditions
S'il n'existe qu'une force (A', B', C) appliquée a l'extrémité j — L, les couples .1. et iiî. sont nuls, et l'on a
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Mais si un levier rigide agit sur cette extrémité de la tige, la Force qui est appliquée à rextrémitc du levier peut être remplacée par une force appliquée à l'exlrémiEé de la tige et par un couple. Désignons pa" ' ' e', e' les composantes de l'axe de ce couple par rapport aux axe X, y, z, nous aurons, au lieu des conditions (7), les suivantes :
Supposons aussi qu'on écrive les conditions relatives à l'autre t mifé 5 = D, par exemple celles de la fixité et de l'encastrement e mées par
.alors on aura toutes les conditions suffisantes pour déterminer plètement les déplacements u et v. Remarquons que ces déplacer seront fournis par des équations entièrement distinctes.
20. Cas où !a force C est très grande. — Si la force C est très grj il faudra tenir compte, dans les deux dernières équations (1), de termes multipliés par C, que nous y avons négligés comme trèsp Au lieu de partir des équations (se), partons des équations (A) du nous en tirerons, en négligeant des quantités très petites,
(9) k-^Car:^-.- f i]ds, It i-C/y--T:H'-H^ V rf.î, C — T-^f
les quantités H, H', T étant des constantes.
■ Nous avons ensuite (n" 3)
«--cos(=',..).^J, » = cos(=„,) = | ou
c étant très grand, par hypothèse, a pour valeur approchée la
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nte T, et nou» déduirons des équatiuns (() )
sons s --- L dans ces deux équations, et nous aurons ces deux conions
I déterminent les deux constantes H et H'.
3'après les équations (2). on a
en difl'érentiant ces deux équations par rapport à i ou :;, un ob-
Les équations (11) détermineront les expressions générales de u et Les conditions (6), (7') et (8) détermineront les constantes inlroites par l'intégration si l'extrémité 5 — o est encastrée.
21. Occupons-nous ensuite de la torsion de la tige. D'après la Iroime formule (3), on a, pour le moment de torsion.
d'après la première équation (2), i'angle de torsion u est donné par
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l'écuiation
v° csf une quantilé qui varie avec la l'orme du contour de la s( ^no8).
La condition relative à l'extrémité = — /sera
et u sera nul h l'autre extrémité si elle est encastrée.
22. Calculons entin la dilatation longitudinale. D'après la troi: équation iç)), on a
,, ttC ...
Or, d'après la formule de la dilatation longitudinale d'une lige et. par suite, l'équation précédente devient
ils' En l'aisanl z — /dans (i 3), on a cette condition à l'cxlrémité
T étant ht Ibrce appliquée ii cette extrémité dans la direction de h
Vihiattons /ransversa/cs, longitudinales cl tournantes tics tiges <L
23. Il surtit d'introduire la force d'inertie dans les équatio l'équilibre d'étasticilé d'une tige droite pour avoir les équatio
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son mouvement vibratoire, et ces secondes équations auront le même degré d'approximation que les pi:emières.
Ainsi, pour avoir les équations du mouvement transversal, en désignant par D la densité de la tige, nous remplacerons, dans les équations (il), U et V par
ClfJ
ou, plus simplement, par
U et r se rapportant alors a Taxe de la tige.
Les forces extérieures, qui se réduisent ordinairement à la pesanteur, peuvent être supposées avoir des moments nuls; donc il suffira de remplacer X!) et t? par
ainsi qu'il résulte des expressions de .f^, rf^ (n" 18). On voit facilement que ces termes sont négligeables. On a donc, pour les équations du mouvement transversal,
Si les forces extérieures sont négligeables et si la tension T n'est pas très grande, les équations du mouvement transversal se réduiront h
d'v Ex* d'^i' d'ii EÀ- d'ii
cit^ ~ h dz^ dt^ D dz*
Si l'extrémité z --h est libre et n'est sollicitée par aucune force, nous aurons, d'après les équations (6), ces conditions aux limites
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auxquelles nous joindrons les conditions (7 )
m^^- (SX-
De même, d'api'ès le n° 22, on obtieni, pour le mouvcmeni dinal de la tige, l'équation
et l'on aura pour condition à une extrémité libre
24. Rnfin occupons-nous des vibrations tournantes. Il fau dans l'équation (12) du n° 21,
Désignons par -■{' l'angle 1res petit de rotation autour de l'a: nous aurons
« = -+/. ^' = ']>^ et, par suite,
iNous obtenons ainsi, pour l'équation générale des vibrati Hantes,
A une extrémité libre on aura pour condition
ds ~°* et à une extrémité fixe
Lorsque la section 3- est une ellipse, dont les demi-axes so
M. - flatl.
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on a (Chap. III, n" 18)
ainsi l'équation (p) devient
et, si la section est circulaire.
On peut remarquer que les vibrations tournantes sont assujetties à une équation et à des conditions aux limites, toutes semblables à celles qui déterminent les vibrations longitudinales.
Dans le cas où la tige est circulaire, le mouvement vibratoire tournant de la tige, qui s'cfTectue sans changement de densité, ne devrait pas agiter l'air. Cependant un son est ordinairement entendu, comme l'a constaté Chladni, et il faut attribuer ce fait à une perturbation, d'après laquelle les points de la lige ne décrivent pas exactement des arcs de cercle autour d'un axe (ixe.
Dans le Chapitre VII, nous nous occuperons de l'intégration des équations précédentes; mais nous reviendrons aussi sur la détermination de ces équations diirércntielles.
La théorie de l'équilibre et du mouvement vibratoire des p minces, homogènes, planes et d'épaisseur constante, a été trai goureusement, pour la première fois, par Poisson {Mémoires de demie des Sciences, t. VIII, 182g). Mais, en parlant, comme Kin de l'expression du travail des forces élastiques provenant de la mation d'une plaque, on simplifie beaucoup cette théorie.
Expression du travail des forces élastiques dans une plaque p
{. La plaque homogène est comprise entre deux plans par très rapprochés et terminée par un bord cylindrique normal deux plans. Nous prendrons potir plan des x, y le plan moyen d plaque, en sorte que les deux faces de la plaque auront pour lions
Ecrivons ainsi les expressions des forces élastiques
en posant
N,= (J + afi)l)+XJ, + )iJ,.
N. = »J-l-XJ, + (). + ti|»)>,.
T.= Cff.
du , _ * rfjr' '■ dy'
rfiv
It dw dw du U'^ dy' *'' -'dx* d^'
du l^'^-Jy
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Les forces élastiques N3, Ta, T, agissent sur chaque élément de surface perpendiculaire à Taxe des z suivant les axes des g, des x et des j, et, comme on supposera que la plaque n'est sollicitée que sur son bord par des pressions ou tensions venant de Textérieur, ces trois forces sont nulles sur les deux faces de la plaque.
Développons suivant les puissances de z les quantités suivantes
Ni= i^l»o-»- -'^1'^ "+- <^ï ^ •••> Nj=:^ lli>o4-^î>i'S -1". . ., Nj=: So+ ^1^^-..-.
W n- /^Q-f- ^^,;; -h //j — +. . ., (. ^_ (»^ _|_ j;^ s -|_ . . . ^ (^p; — ( Vq -h tV, 5 -h . . . ,
^ diiQ dut du* 5* ^ dv^ dvx n rr
en faisant dans g^
ÏT — ^ _i- ^ U - — -4~ — ' u - — -i- — -
° dy dx ' * ^ K dx * <^/r ^j™
Les quantités £/o> ^o> ^'o sont les valeurs des déplacements w, k\ w pour la surface moyenne de la plaque et ce sont les quantités que nous chercherons à déterminer.
2. D'après ce que nous avons vu (Chap. II, n^ 6), le travail des forces élastiques qui s'exercent dans la plaque a pour expression
où l'intégrale triple s'étend à tout le volume de la plaque.
D'après ce que nous venons de dire, T, est nul sur les deux faces -s = =b e; si donc on pose, en développant T<,
T,— To-hTi« "i-T,- -4-...,
on aura
To-+ Tj- — O, T,4-T3:7 =0,
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si l'on néglige les termes d'ordre supérieur à e^; on a donc
qui est de l'ordre de £*. La même chose a lieu pour 1^; donc ans; et g, sont du même ordre, et l'on peut négliger leurs carrés d l'expression de ?'.
Nj est aussi nul sur tes deux faces s = -t t; on en conclut
>i> + ^^i -(-(>. -t- 2/x)i>,- - O pour zr-±i,
et il en résulte, comme ci-dessus, qu'on peut poser
oii le dernier terme est de l'ordre s^.
Supprimant donc g et g, dans iy et remplaçant 5^ par la demi expression, puis négligeant seulement les termes de l'ordre e', on tiendra
En remplaçant i, ^, et g^ par leurs développements, nous pourn mettre J sous la forme suivante
en posant
aUdu^Y /dvAn ^du^di'„ i ,,,
_ ^du^ du, rfi', di'jl . / diia dv, ^ tliiy dvA ., .. '" ""[rfF dl ~^ ri^ dy\ "^ '\ii^ ^ "'"rfj" rfr/"* ° "
r/rfHA> /rfi'A'"] , rf"i rf", „i
(/«o rf«i dv^ rfr,\ /'/«o rfi", rfco rf«,
rfj; rf.r dy dy j \<
djc (ly ' (/)■ djc } ' " '■
Emploi des conditions relatives aux faces de la plaque, 3. Sur les deux plans 5 — Jb £ qui terminent la plaque, on a
{a) Ns^^o, T, = o, T,^o.
Les deux dernières équations peuvent s'écrire
5* dW(. dw* dw* 5*
dwo dw* 5*
--1 h -T- 5 -h ... -h Wt -h UfZ H- Mj h ... — O
pour s = =h e, et l'on en conclut
dwo dwi
' dwQ dw*
en négligeant dans ces équations des termes en £*, ce qui est permis; car elles servent à calculer des quantités qui sont elles-mêmes multipliées par £* dans l'expression de J'et dans les équations de l'équilibre d'élasticité de la plaque.
Ensuite la première équation (a), prise aux deux faces de la plaque, donnera de même
En ayant égard à la première de ces deux équations, les équations (b) deviendront
dw^ dwo
' 2\dxdy dy j' * >2.\dx* dxdy)
Equation du principe des vitesses virtuelles.
4. Désignons par X, Y, Z les composantes de la résultante des forces extérieures en chaque point et par unité de volume et par E, F, G les trois composantes des forces élastiques qui agissent sur bord, estimées par unité de surface. Soient aussi d<û un élétnt de la surface cylindrique qui forme le bord et ds un élément du ce tour de Ia base du cylindre, nous aurons
</w r= ds dz,
et nous obtiendrons, pour l'équation du principe des vitesses v tuelles(Chap. 1, n" 20)
( or^a^+ ff(\\5u-^YSi' + Z6'.v)dxdyds (A) -'-^-^
-i- Jj(?.èu->^Vàv^C,Siv)d<ù.
En effectuant dans l'expression de ê l'intégration par rapport à de -— eà -i- £, on a
Ensuite, si l'on pose
X = X.-i-X,s-i-X,?'+ ... V--=Y, + Y,3 + .... Z^Z„+Zi3-^.. on aura de même
J'ffiTidu + YÔi' + Z3^)dj;dj'ds
r=2ïyy(Xoa«„-)- Yoôt',-hZo5.i'„)rf^af/
+ Ç fj\^'^i O^i + X, ô«o+ X„ Ô«H- . ■ ■ ) djr dy. Kniin, en posant encore
nous aurons
ff(^ au f- F ar -+- G âwO dz ds
-f- -2 J^ (2EiôW|H-E2(îwoH-Eo<îwj-+-. ..)ds.
En général, on pourra réduire X, Y, Z, E, F, G à leur premier terme et, par suite, supprimer dans les deux formules précédentes les parties multipliées par e'.
D'après les deux premières formules (c), on peut poser
en faisant
^'— a (^ -^^ -+- ^ ^-*A 4- b (— ^ 4- ^ ^\ -I- U U • \ djc dx dy dy ) \ dx dy ~^ dy dx ) ** * '
la fonction H ne dépend que de w^ et la fonction H' ne dépend, comme ^o» q^^ de Wo et i'o, ainsi qu'il résulte des expressions de u^ et de ^2, données par les formules (c).
5. Kirchhoff et Clebsch ne tiennent compte, dans les dilatations et les glissements et, par suite, dans les forces élastiques, que des termes indépendants de z et des termes dépendants de la première puissance de z. Il s'ensuit qu'ils n'obtiennent pas H'; mais il est absolument indispensable de calculer H', afin de pouvoir reconnaître ensuite qu'il est en général négligeable.
On voit que w^ entre dans S^ par la quantité âH et nullement par les quantités SH' et S^o, qui ne contiennent que u^ et v^. Il en résulte que w sera donné par une équation et des conditions aux limites qui ne renfermeront pas u^^ et ^o-
D'autre part, les équations en u et v seront formées au moyen de ^^ et de H'e^; mais les termes provenant de ^M î} seront en général négligeables devant les termes provenant de 5^. Nous réduirons donc ^^2 a H.
Ainsi nous ferons, en supprimant maintenant l'indice o de iv,
{ePw d'^è-.v d*u-
/d*\V rfl^M' d*iV
"^ ^ Wj' dx^ "*■ dx^
et, si nous posons
nous aurons
' (/./■ «y rfx rf »-
Calcul (lu déplacement transversal de la plaque.
6. Occupons-nous des ternies qui dépendent de Zw dans l'équ du principe des vitesses virtuelles et qui doivent servir à déteri le.déplaccnient transversal (vde la surface moj'enne de la plaqu Commençons par rappeler deux formules dont nous aurons b( L'origine des coordonnées étant supposée à l'intérieur de la coi qui limite la base du contour, désignons par n la normale extéi et par s l'arc compté à partir d'un point tixe dans le sens indiqué flèche, ou de Oy vers Ox (/ig. H). Désignons aussi par ^ l'anj
la normale « avec l'axe àesx. Alors, si /représente une fonction conque des coordonnées x, y d'un point, et si nous suppose
point situé sur le contour, nous aurons
df df . df
^ — :7- sin 9 — -^ C0S9,
«.V a.r av
df df df /
-%• - - -r- ces 9 -T- -7- sin 9 ct/i dx ^ ay ^
et, par suite,
, , df df . df
,;, df df df .
{h) -f- ^^ ~-cos9 -i- -.- sin9.
dv ds ^ dn ^
Nous allons ensuite transformer par l'intégration par parties l'intégrale
(B) j joh.çi.dy..j J I^P^,^ -^Q-^---^S^^^
7. L'élément rf^ étant regardé comme positif, nous avons, si /et 'j» désignent deux fonctions de œ, y,
formules où les intégrales doubles se rapportent à la surface renfermée dans le contour s et où les intégrales simples sont prises le long de ce contour.
En appliquant deux fois la formule (c), nous aurons
En nous servant de la formule («), nous avons
I P COS9 -7 — ds ----- j F cos'9 —. — ds -^- I P sm9 cos© —-7— ds.
Ensuite, la courbe s étant fermée, la dernière intégrale devient, par
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l'intégration par parties,
— / -r-fPsiriçcos^) lîivrf.î.
Donc on a enfin
Ensuite, en appliquant deux fois la formule (d), on a
appliquant la formule (h) et intégrant par rapport à s, on obtiei Qsmç-^— as-- I Qsin*<s—7—as -h f -j- (Qsino cosrf) oi\-ds. On a donc
En intégrant par parties d'abord par rapport à a-, ensuite pj port à r, on a
r r cp»- d^iw , , appliquons la formule (b). et nous aurons
[jjd.rdrd.rd/-''^'-
,..., ' /■'''"■ ■ rfo»' rd { dUv \,
I r *''"'■ ^ ^ ce *''"* i / ^
J dj.' dy ^ J J dx* rf)-'
l8o CHAPITRE VI.
Pour que l'expression de Tinlégrale du premier membre se présente sous une forme plus symétrique, renversons Tordre des deux intégrations; intégrons d'abord par rapport ky, ensuite par rapport à .r, et nous aurons la formule suivante que nous ajouterons à la précédente
ax ay
dx dy dx dy /i^rx ' r^*(r . dèw, rd [ dUv . , \. ,
■ -. Cm^ '''^ ^ ^" ^'^ -^. ffdPdy- ^''^ ^'-^ "^'^
iNous obtiendrons l'intégrale ( B) en ajoutant les formules (I), (II) et quatre fois les intégrales HII) et OV).
8. Si nous substituons ensuite la valeur de l'intégrale (B) dans l'équation (A) du principe des vitesses virtuelles et si nous égalons à zéro le coefficient de Iw sous le signe double d'intégration, nous aurons
3 \dx^'^ dy'' ~^ dxûîy^J
ô \ax* ay* ax'ciyj
OU
c'est l'équation qui régit le déplacement iv d'un point quelconque de la surface moyenne de la plaque, dans l'équilibre d'élasticité de cette plaque.
Cherchons ensuite les conditions relatives au contour.
Dans l'équation (A), parmi les termes soumis à l'intégration par
rapport à^, ceux qui sont multipliés par -r-^ et ceux qui le sont par ow doivent s'annuler séparément.
Les termes multipliés par —r^ donneront
d*{v P cos*(p -f- Qsin'cp -i- 8 -y — ,- sinçcosç — o
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OU, en remplaçant P et Q par leurs valeurs et a par b -+- 2,
c'est la première condition au contour.
Egalons ensuite à zéro le coeffîcient de ow sous le signe d'intégration par rapport à s, et nous aurons
u { -7— C0S9 4- -r (" sinocoso) h — 7- sino 7- 1 Q snio cosq>)
o ( djc ^ ds ^ ^ dy ^ ds ^ ^
'-^d^ûry'''''^^-'d-7dy''''''^^'ds[^^
-\- 2ÊG=rO
OU
-r-^ 4- 3 — -— ) coscp h ai , ^ ^ ! smo>.
dx^ dxdy^l ^ \dx- dy cty^ ) ')
Les conditions au contour (a) et (^) sont exactement celles qui ont été données par Kirchhoff (30'*^ VorlesungûhermathematischePhysik), Si la plaque était encastrée le long de son bord, le plan tangent ne changerait pas le long de ce bord; on aurait donc ces conditions sur le contour
et les termes, qui ont donné les conditions (a) et(P), s'annuleraient
dw du
par les facteurs hv et 5;%- •
Calcul du déplacement longitudinal dans la plaque, 9. Calculons j'JZ^^^dxdy. Si nous posons
du , dv _ dv , du .,
a -j — H 6 -7- 1= L, a-j — h 6? -5- = M, dx dy dy dx
nous avons
*o r dhu ^.ddv ,, /ddu dSv\
t82 chapitre VI.
et, en intégrant par parties, on obtient
J'fdfy^ dx df .^nLconc^ -f- UoSin9) duds -h f{}l[s\n(p 4- UoCOSç) dv ds
On déduit donc de Téquation (A) du principe des vitesses virtuelles, pour les déplacements longitudinaux w, r d'un point de la surface moyenne de la plaque, les deux équations
fdL d[]\ ^
fdM dV\ ^ ^[-dy-^dj)^'^--'
/ d'u d'il ,, , du- \ -,
f'y'dr^-'-dy-^^''-^'^dJd})-^^-=°'
/ rf»i' du- ,, , d*u \
En égalant ensuite à zéro les coefticients de Bu et de èv sous le signe d'intégration par rapport à ;, on a ces conditions aux limites
Dans le cas où la plaque ne sera sollicitée que sur son contour par une tension partout la même, parallèle à la plaque et normale au contour, on devra poser
X --- o, Y — o, E A cos 9, F r _ A sin
A étant la tension constante, et Ton satisfera aux deux équations (/) et aux deux conditions (m) par des expressions de la forme
OÙ k est constant.
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Si la (jlaqtic it un mouvemcn( vibratoire longitudinal au lieu d'être en équilibre, on aura simplement à remplacer, dans les équations (/). X et V par
Forme di's conditions attjc limites du mouvement Iransiersal.
iO. Les conditions (a) el (fl) [n" 8| sont écrites sous une forme assez compliquée. Nous allons les mettre sous une forme très simple et très élégante.
L'élément dn de normale peut être délini ainsi. Concevons que le contour j fasse partie d'un système de lignes données par une même équation renfermant un paramètre variable; puis menons à ces lignes des trajectoires orthogonales; nous supposerons que dn appartienne à une de ces trajectoires. Si nous prenons, pour le premier svstème de courbes, des courbes parallèles, dn sera rectiligne.
D'après ce que nous avons démontré (Théorie du l'olenliel, Cbap. IV, n" 16), nous avons
et aussi, en posant -j-, -h -^^ ^ Am',
--— -cos'o -i- a -3 — .— smEpco:iip -j. — r^sin'o dx' ■ djcdy ^ ^ dy' ^
. ds div df
ds dn ds
Enfin, en ayant égard à la formule
^ COSÇH-
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on met les conditions (a) et (^) sous la forme suivante :
a . ds dw do
a d Aw d l ds dw d<^
2 dn ~ ds\ du dn dn J i\iJi^
La seconde condition peut encore être simplifiée, en prenant Télémenton rectiligne, c'est-à-dire en prenant des courbes parallèles pour la famille de courbes à la(|uelle la ligne s appartient. En effet, on a alors
ce qui simplifie cette condition.
Cependant, si l'on se propose de mettre en coordonnées curvilignes les équations du mouvement transversal, il ne faudra pas poser l'équation (S), et les formules (y) seront entièrement préparées pour faire la transformation en coordonnées curvilignes.
Mouvement tnbratoirc des plaques,
1 1. Occupons-nous ensuite des équations du mouvement vibratoire des plaques. Si l'on désigne par p la densité de la plaque et qu'on pose
il suffira de faire
r, dUv
^'—^-dF
dans l'équation (C) du n*' 8, pour obtenir l'équation qui régit le déplacement transversal de la surface moyenne, et l'on aura
dt^
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Les plaques qu'on fait vibrer ont, en général, leur bord libre, et nous ferons G = o dans la condition (p) du contour. Considérons deux solutions simples
.c^:CsinPK
.v' = {'sin;"
nous aurons ces deux équations
(i) AiC^^'ï.
iK' ■ l'",\
et ces conditions aux limites
dn ds'
ds dZ dv
1 dn ds \ du dn dn
auxquelles Xj satisfait également.
La solution la plus générale est la somme d'une infinité de solutions simples, dont on peut déterminer les coefficients par les conditions initiales, c'est-à-dire si Ton connaît les déplacements des points de la surface moyenne de la plaque, ainsi que leur vitesse, à l'instant initial. Pour cela, on emploiera un procédé connu, en se servant de la formule que nous allons démontrer
(3) /K'rfwz^o.
OÙ dm est un élément quelconque de la surface moyenne. 12. On a (Théorie du Potentiel, Chap. III, n" 17)
Posons
l8(> CHAPITRE VI.
et, d'après les équations (i), la formule précédente deviendra
(Z'*-/*)y'çr^a)-:i-T-j.
D'après la première condition (2) appliquée à !^ et X,\ on a
a^y \ ds dn ds dn
intégrons par parties, en remarquant que, la courbe 5 étant fermée, la quantité qui sort du signe d'intégration est nulle, et nous aurons
1 j { d^ dn d^' dn .
a. ' ^ ds ds ^s ds
Posons
ds d^ ^9 dn dZ d(p
dn dn dn "^ ds ds ds
et désignons par L' la même expression dans laquelle t est changé enJ:'.
En nous servant de la première expression de L et de la seconde condition (2), nous aurons
et, en intégrant par parties,
-if{-§-<-ih'
remplaçons ensuite L et L'par leur seconde expression, et nous aurons
2/1 dn dZ dn dtj .
a ^ \ ds ds ds ds
I est donc égal à J et de signe contraire, et la formule (3) est démontrée.
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Si ta plaque est encastrée sur son bord, on a, sur le bord, les condi-
tions
~^ ' ~ ' dn ~ ' (in ~
par suite,
donc I et J sont nuls séparément, et l'on a encore l'équation (3).
Equations de condition données sur le bord de la plaque par Poisson cl Cauchy.
13. Poisson a donné le premier une véritable théorie de l'équilibre d'élasticité et du mouvement vibratoire des plaques. Cauchy a ensuite repris la même question et a trouvé des équations identiques à celles de Poisson, du moins dans le cas où le bord n'est sollicité par aucun couple. Ils ontainsi trouvé trois conditions aux limites auxquelles doit satisfaire le déplacement transversal w, tandis que la fonction w ne pourrait satisfaire à autant de conditions et que ces conditions doivent se réduire aux deux obtenues par Kirchhoff. Nous allons montrer comment on doit modifier l'analyse de ces deux grands géomètres.
La solution de Cauchy s'éloignant le plus de la vraie solution, commençons par celle-ci qui se présente aussi plus simplement.
Désignons par E, F, G les composantes de la force exercée sur le bord et estimée par unité de surface, en la supposant la même sur toute ta longueur de la génératrice du cylindre qui forme le bord. Cauchy, sans avoir égard à la minceur de la plaque, exprime que cette force est, en chaque point du contour, égale à la force élastique exercée en ce point. On a ainsi, sur ce contour,
I Ni cosç -i-Tjsinç —E,
(0 ■ T,cosç f-NiSin^. — F,
( T.cosç i-T|Sin? -(î.
Adoptons les notations et les résultats obtenus aux n°' 1-3. lîgalons à zéro le terme indépendant de s et le terme multiplié par la première
et, par
suite.
dx
dv
point situé sur le contour, nous aurons
df df . df
-7- _ -7- sin 9 — ~ C0S9,
ds dx dv
df df df .'
-;- - -y- C0S9 ~\- -j- sin 9 dn dx ^ dy ^
df . df
-j-sin9 -t- -;-cos9,
du ^ dn ^
df df .
__.^eos9H-^-sm9.
Nous allons ensuite transformer par l'intégration par parties l'intégrale
(B) jjo^j,dxdy..jj(V^^,--^Q--^-,--^%^^^-^^
7. L'élément r/y étant regardé comme positif, nous avons, si /et ']^ désignent deux fonctions de ^, j,
id) ff^%dxdf=f^f,\nc^ds--fff^^dxdf,
formules où les intégrales doubles se rapportent à la surface renfermée dans le contour s et où les intégrales simples sont prises le long de ce contour.
En appliquant deux fois la formule (c), nous aurons
En nous servant de la formule (a), nous avons
/ PCOS9 —^ — ds I Pcos'9 -. - ds -h I P sm9C0S9 —1— ds.
Ensuite, la courbe s étant fermée, la dernière intégrale devient, par
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se confondent avec les deux conditions au contour du mouvement longitudinal (n°9).
On obtient ensuite, pour les équations (3) après les avoir divisées par -- [X,
(5) (^a-^-,-^6-^^-,jcos9-i-2^^^-smcp.^o,
Enfin, en supprimant les termes en X, et Y,, comme nous avons déjà fait, nous obtenons, pour Téquation (\),
Les équations au contour {i), (G) et (7) sont celles qui ont été données par Cauchy, et Ton en peut déduire les deux conditions données par Kirchhoff, dans le cas où G est nul.
14. Pour adopter ensuite le raisonnement de Poisson, nous allons examiner les forces qui se trouvent sur le contour et les moments qu'elles produisent. Considérons d'abord la force élastique totale qui a lieu sur tout l'élément Q.tdsd\x contour, compris entre deux génératrices distantes de ds. Les composantes de cette force suivant les axes desa?etdes j doivent être égales 'd2iEdsei iiY ds. Ainsi nous posons les deux équations
(N, C0S9 -4- T3 sin9) dz — 2eE, 1 (.T, COS9 ->- Nj sin9) dz -— acF,
et nous en concluons de nouveau les deux équations ( 2 ).
Désignons par .x, j les composantes suivant les x et j de la force élastique en chaque point de l'élément du contour 2ids; nous aurons, pour la composante normale k l'élément ds,
-V-COS9 -t-3'sîn9.
Exprimons que la somme des moments de ces forces par rapport à la
tangente au contour de la surface moyenne est égale sur Vé\émeni'2tds à un moment donné ttds. Nous aurons ainsi
y\'.X-C0S9 -h ^ sino)zdz —H
ou, en développant .v. et ff suivant les puissances de ::,
ou encore
-7. (A^, coso 4- 5'i sin©) -~ H.
Or on a
/ d^iv , d^ir\ d^iv
Donc Téquation précédente devient
c'est la condition (a) trouvée au n'' 8, lorsque H est nul. Elle résulte alors aussi d'une combinaison des équations (^5) et (6).
15. La force élastique dirigée suivant Taxe des :; et qui s'exerce sur l'élément itds Am contour a pour expression
V ds ds I (Tscoscp -f- T, sin9)û^.-,
et l'on a
V ~\i I ( t'o + 7\ z ~h Tj — j COS9 -h f To -h Ti :; 4- r, — j sin9 dz
= M f 2£To-t-TjyjcOS9 -f- f2£To+T2 .A sio 9 .
Or on a
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l'expression de P devient donc
P:. -iiuUr:
^|jl£'(Tj COS9 -t T, sin9)
Cherchons ensuite le moment de torsion M ds qui a lieu autour d'une normale à la section moyenne et qui provient des forces qui s'exercent sur l'élément mds.
La composante tangentielle de la force élastique pour toule valeur
de z- est
— /TCOS9 - ^. siii9;
on a donc
M^ — / [(-!ToH- -Ji:?) COS9 (A-o4- -X'iZ) s\n(^]zdz
as'
— ;j- (-T, COS9 - -\-, sinip)
^-, - 77^js'«?^os?-5:ir^/sm«9--cos'9)
Le couple Mds résultant de forces tangentielles peut être remplacé par un couple formé de deux forces qui sont normales à la surface moyenne de la plaque et qui agissent aux extrémités du bras de levier ds. Ces deux forces au commencement et k l'extrémité de^^ seront M et — M ; sur l'élément ds qui suit, ces deux forces seront remplacées
par M -h -^'ds et — M - ~J~^^' I^^'^^» au point de séparation des deux éléments ds, on a les deux forces M et M -î —.-ds, qui se réunissent
en la lorce -7- as.
ds
Donc, en définitive, l'élément 28^^ peut être considéré comme sollicité suivant l'axe des z par la force
V ds \- -,~ds:
ds
si, tout le long du contour, on applique une force 2G£ parallèle k l'axe
des z, on aura donc l'équation
as
et, en remplaçant P et M par leurs valeurs, on obtient
d r/(fuv rf«(T\ . d'if , . . . c\
/rf'ii- d'iv \ ( rf'iv d^w\ . 3(;
C'est exactemenl l'équation (^p) du n*^ 8. Poisson exprimait séparément l'égalité de P à G et l'égalité de M à zéro ou à un couple donné. La démonstration, qui précède, de l'équation (9) a été donnée par M. Boussinesq.
Remarquons ici les conditions aux limites à adopter si la plaque est simplement appuyée sur le bord, en sorte qu'elle puisse tourner librement autour de la ligne médiane du contour. Alors, pour l'équilibre, le moment autour de la tangente à cette ligne doit être nul; on a donc pour conditions au contour fv = o et la condition (8) dans laquelle H est nul.
On doit remarquer que, dans ce cas encore, on peut appliquer l'équation (3) du n'' 11.
Équilibre d élasticité et mouvement vibratoire d'une membrane.
16. La membrane est supposée extrêmement mince et parfaitement flexible, en sorte qu'elle n'a pas de forme déterminée à l'état naturel et qu'elle n'acquiert l'élasticité que par suite des tensions qu'on v applique. Nous supposerons en outre cette membrane homogène, d'épaisseur constante, rendue plane et fixée sur tous les points de son bord. Toutes les conditions précédentes peuvent être réalisées par des feuilles de papier mince.
Dans la déformation d'une plaque, on a tenu compte de son épaisseur et, bien qu'on ait regardé cette épaisseur comme très petite par rapport aux autres dimensions de la plaque, on a eu égard à la varia-
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tien des forces élastiques dans l'épaisseur de la plaque. Dans la membrane, l'épaisseur est considérée comme incomparablement plus petite que les déplacements des points de la membrane. Il n'y a donc plus lieu de développer les forces élastiques suivant les puissances de la distance à la surface movenne, et ces forces seront considérées comme invariables dans toute l'épaisseur.
On peut encore employer, pour le travail qui s'opère dans la membrane, la formule adoptée pour les plaques
-l'-fffl^" ! ^î^^'-^i^-'-^i.-î+}-^?+^(^^ + ^ + ^0
dxdv dzn
oii chaque élément de l'intégrale indique le travail dans l'élément correspondant dxdydz de la membrane. Mais maintenant, dans cette formule, il faut considérer les six quantités ^ et ^ comme des déformations qui ont lieu dans la surface moyenne de cet élément de membrane et perpendiculairement à cette surface.
Les forces élastiques N^, T^, T, sont encore nulles, comme pour les plaques, aux deux surfaces (et, par suite, même nulles dans toute l'épaisseur). On en conclut, comme pour les plaques, que cf peut être mis sous la forme suivante (n*^ 2)
.? ^ - IX ^yy 1^? (.^î H- ^ J ) 4- h ^\ + \ ^n^«1 dx dy dz,
et, dans le cas actuel, cette expression peut être remplacée par
i -_ p.£ / 7 * [a (,V 4- ,v ) ,.^h c\\ 4- g\ ] dx dy,
^» ^<» g2 étant des déformations produites dans une surface devenue légèrement courbe.
d7. Mettons le plan des xy dans le plan moyen de la membrane et, par un point M quelconque de cette surface après la déformation, menons des parallèles MA, MB, MC aux axes des .r, y, :; (fig. 9).
Par la déformation, la ligne très petite MA = / sera entièrement déplacée et, en ramenant l'extrémité M a sa place primitive, sans
M. — Èlast, 25
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changer la nouvelle direction de la droite, MA viendra en MA'; MA' a la direction de la trace du plan tangent sur le plan desxz. Donc, en
abaissant A'D perpendiculaire sur MA, on a
dx dx
par suite,
«*■- Vi- »)■- (£)'
et, comme . , est en gênerai très petit par rapport a ^-) on a
Mv /[■-, ^^-, '('r;-
L dv '?. \ dx
On a aussi
il en résulte
MA' /(iH-c>);
du I f d\v\
(tu I / uw y
on a de même
. . . dv I fdwY
Calculons ensuite g.2. La quantité ^^o représente le décroissement de rangleAMB(Chap. I, n*' 14). Soit A'MB'ceque devient cet angle par la déformation. Les projections de MA' sur les axes de coordonnées sont
du\ , dv , div ,
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et celles de MB' sont
d{> \ , dw ,
On a donc
du dv dw div
/A/nvnr / 77 \ dv dar dx dy
cos( A'M B ; _. cos ( - - ,'.j ^- -^ ^- ^^; .
dx / V dv /
le dénominateur peut être réduit à l'unité, et Ton obtient
fo\ du dv dsv d\y
dy cix dx dy
18. Remplaçons maintenant les expressions (i), (2), (3) dans cî, nous aurons
en posant
-f I = — 2/JL6 y / /) dx dy, 'ii- -— 2/jLS j j\dx dy,
2 L\a.r/ \dy I J a.r r/r 2 \«/ ^*^
- - 2[ya:V^^/ '^ dy\dy) \
b V du /di\'\^ dv /dn'\^~\ f du dv\ div ^-..
(c^</ c/i' \ div div dy dx J dx dy
La première partie .7, de Ja été déjà obtenue pour la plaque; elle donnera les deux mêmes équations pour les déplacements longitudinaux u et (', et l'on y ajoutera ces deux conditions au contour
La seconde partie ^2 servira à déterminer le déplacement transversal. Nous avons
oS^—.— ilLî(j ôi^dxdy,
et, en supprimant les termes en ou et ôr, qui seraient très petits par rapport à ceux qui entrent dans S^, , et que, pour cette raison, nous
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avons pu négliger dans le calcul de u et r, nous aurons
en posant
p fiu chv dv div /du dv\d\v
dx cix' dy dx \dy dx ) dy '
.. _ dv div du diX' f du dv \ d%v
dy dy dx dy \dy dx ) dx
Kntin, en intégrant par parties et observant que Iw est nul sur le contour, on a
Désignons par Z la force normale extérieure qui sollicite la membrane en chaque point, nous aurons, d'après le principe des vitesses virtuelles, pour Téquilibre d'élasticité de la membrane
OrT, 4- 2 î / Z OU' dx dy = o,
et nous en déduisons celte équation
,f. /dP dQ\ „
19. Si la membrane est tendue également dans tous les sens à l'état naturel, et qu'elle ne soit sollicitée parallèlement au plan des xy que par des forces appliquées sur son contour pour la tendre, on satisfera aux équations générales en // et (^(n° 9) en posant
(5) u=zkx, <' — Ay,
OÙ k est un coefficient constant, et les expressions de P et Q peuvent être réduites a
V^ia + b)k-^-, Q = ia + Ù)k^.
Ainsi le déplacement transversal w de la membrane sera donné par
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Téquation
Pour passer de l'équilibre au mouvement vibratoire, nous ferons
^'-"^-dr-'
et nous aurons pour Téquation de ce mouvement
d^w ix{a -^ b)k /d^iv d^iv
dl^ p \dx^ df*
L'expression du coefficient du second membre peut être simplifiée. On a d'abord
/. -h 2|JL
Si nous désignons par F la force avec laquelle la membrane est tendue,
nous aurons
.. . div (du dv\
et, en remplaçant^ ^^T '^'*P''^s (^)» ^"^ tire de ces deux équations
2|JL(3>. H- 2|JL)
On a donc enfin, pour l'équation du mouvement vibratoire de la membrane,
dt^ ~ p \^x* "^ ^/'
et la condition sur le contour est «^ = o.
On pourra mettre la membrane en mouvemenl en soufflant de Tair sur une de ses faces.
Seconde solution du problème de la membrane.
20. La solution précédente a l'avantage de faire comprendre la différence essentielle qui existe entre le problème de la plaque et celui de la membrane. Mais on peut résoudre ce dernier problème d'une manière plus simple par les considérations employées par Poisson.
Les axes des oc ci y seront encore pris dans le plan moyen de la membrane, quand elle est tendue également dans tous les sens et à l'état de repos.
Sur les faces de la membrane et, par suite, sur la surface médiane, les forces élastiques sont nulles. Si donc, après la déformation, a, ^, Y sont les angles de la normale à cette surface avec les trois axes, nous aurons, dans toute l'étendue de la membrane.
Ni ces a -h Ta cos^ -h T, cosy -- o, T3 ces a -h \,cos(3 -H Ti cosy — o, T, cos a -h Tj cos J3 H- N3 cosy : : o.
On a ensuite, en taisant p — -j—y q =1 -—,
^ dx ' dy cos a 1:1: -7 r-^^ ) cosp - -, cosy — »
formules qu'on pourra réduire à
cos a — /?, cosj3i_ ij, cosy--i, et les équations précédentes deviendront
Pour plus de généralité, supposons l'épaisseur it variable, et considérons l'équilibre du prisme qui a pour base dxdy dans le plan des^y et qui est terminé aux deux faces de la membrane. Nous aurons à faire un raisonnement tout semblable à celui du n*' 4 du Cbapitre I ;
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les faces du prisme, perpendiculaires sur le plan des xy, sont sollicitées par des forces élastiques et, en égalant à zéro les composantes de ces forces suivant les trois axes de coordonnées, nous aurons ces trois équations
ax a Y
dx dy
disT.) d(sTi)
(Lv dy
X, Y, Z étant les composantes des forces extérieures estimées par unité de volume.
Dans la troisième équation (6), remplaçons Ta, T, par les valeurs (à) et, en ayant ensuite égard aux deux premières équations (b), nous obtiendrons
21 . Prenons maintenant £ constant. Supposons pX et ^^Y très petits devant Z, et exprimons que la membrane est également tendue dans tous les sens par une force F appliquée normalement en tous les points du contour et la même en tous ces points; nous aurons
T3 = o, N,~ N2Z=:F, et Téquation (c) deviendra
^[dj^-^- dr)-^^^^''^
Enfin, s'il n'existe pas de forces extérieures, Téquation du mouvement vibratoire sera
-/d^iv d'\\'\ d^w
dx* dy- j ■"' dr-
Les quantités /7 et q étant très petites, la valeur de N3 peut être con-
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sidérée comme nulle d*après la troisième équation {a), et Ton a
,. . div (du dv\
Portons cette valeur de -j- dans N, et N.>; nous aurons
dz 1 . '
-. dif - dv _, , du d\'
' djr ' dy ' a.r ' dy
( du dv \
Enfin portons ces expressions dans les deux premières équations (6) réduites à
dx dy dx dy
et nous retrouvons ces deux équations du déplacement longitudinal
dru d^u , , ^ d^v I -,
avec les conditions // = o, v =^o sur le contour. Enfin, si X et Y sont nuls, d'après ce que nous avons dit (n"* 19), // et s^ se réduisent à des expression^ de la forme kx et ky.
Dans le Chapitre V du I*'' Volume de ce Traité (Cours de Physique mathématique), j'ai étudié les mouvements vibratoires des membranes circulaires et elliptiques. En particulier, j'ai déterminé leurs lignes nodales et les divers sons qu'elles peuvent produire.
Equilibre d'élasticité d'une plaque circulaire.
22. Supposons une plaque circulaire horizontale. Sur tous les points de l'une de ses faces, on exerce des pressions normales, de manière que ces pressions soient les mêmes pour une même distance au centre de cette face.
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Ce bord sera d'ailleurs ou entièrement libre, ou simplement appuyé ou encastré.
Adoptons des coordonnées polaires r et 9 ; r est la distance au centre et ç l'angle du vecteur r avec une direction fixe. Nous négligerons les déplacements horizontaux pour ne nous occuper que de ceux qui produisent la courbure de la plaque.
Si Ton considère dans la plaque un élément cylindrique dont la surface latérale est normale aux faces, ayant une base égale à t et ayant pour hauteur l'épaisseur 2£ de la plaque, il sera sollicité verticalement par la force itg^z^ où ^est Taccélération de la pesanteur, et aussi à très peu près suivant la verticale par la force IIt, II étant la pression exercée à la face supérieure; cet élément sera donc sollicité par
2£T (^p H jj et la plaque est dans un état qui diffère très peu de celui
qui proviendrait d'une force extérieure verticale et égale k g^-^ —'
Faisons [xa = co^ et, d'après la formule (C) du n'* 8, on aura, pour l'équation du déplacement transversal,
:t- a Ait- -h irp -^ ^= o.
Celte équation peut être remplacée par les deux suivantes
(i) Au'i.-'|, A':j/i-<7(ll4-'>.cpA0»
en posant
— — - — cr.
Désignons par/; le poids de la plaque et par /son rayon; nous aurons
P — 'itlHp^'^,
et, comme iv ne dépend pas de l'angle 9, les deux équations (1) peuvent s'écrire
d^ÛJ i d^h /„ p
M. — f'.last.
Si le bord est libre et que G soit une force tangentielle verticale qui sollicite le bord et reste constante tout le long de ce bord, les deux conditions au contour sont (n^ 10)
(t . d\v do r/A<r 3 ^,
•i (In as (ir ixv
et, comme on a actuellement
as . — raOy -,' - ' »
^ as r
ces deux conditions peuvent s'écrire
'1 ^ r dr dr ^o'e'
Si le bord de la plaque est appuyé, les deux conditions du contour sont (n^ 15)
... a . \ dw
•X ' r dr
Enfin, si la plaque est encastrée, ces conditions sont
(0) IV — O, —r- = O.
dr
Intégrons Téquation (3); nous aurons
~P-—-\ Il rdr-\ -,zr~h-
dr rj 2 7:/* /•
en remarquant que la constante C doit être nulle, afin que ]/ reste fini pour r = o ; puis, en appliquant Tintégration par parties, on a
. 'sLz^ C 4- >^^, /•'-+- fflogy / Urdr — fji Il/'logyc/r.
Remplaçons '^ par cette valeur dans (2), multiplions par/* et inté-
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grons; nous aurons
dr 2 iott/*
//• \ogjdr I U rdr «^
— (7 / rdr j Ur logjdr.
Des intégrations par parties on déduit
/ r logjdr I n rdr — / 6^f — log 7 — 7- ) / H rdr
On reconnaît encore que la constante b est nulle, et l'on obtient
div Cr
dr 2
— -- I Ur \oSydr-h ~- 1 Jlr^dr.
Intégrant de nouveau, on a
— - / /y//' / Ïï/Io^yfl^r H- , / ~- / II/*^^/-.
Los trois intégrales doubles de cette formule ont respectivement pour valeurs
— / llr]ogjdr - j n/Mogy^/, logÇ fUr^dr - / n/-^ log 'jdr.
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En substituant dans Texpression de (v et réduisant, on obtient
H- ^(n log^') ( ïl r^ rh — j r^ f Ur\ogj(h-y f H/'logjrfr.
C'est la formule donnée par Poisson.
24. Il ne reste plus qu'à déterminer les deux constantes C et/. Si le bord de la plaque est libre, nous avons sur ce bord celte équation
qui peut s'écrire
et qui servira a déterminer la force G pour qu'il y ait équilibre.
Dans le cas de la plaque aux bords libres et dans celui de la plaque appuyée, on a la condition
>. ^ /• cir
qui a lieu sur le contour. Il en résulte pour la valeur de C, dans les cas de la plaque k bords libres et de la plaque appuyée,
Si la plaque est encastrée, on a, d'après la seconde condition (6),
La valeur de / est indéterminée pour la plaque à bords libres; mais dans les deux autres cas,/ se détermine par la condition cr = o
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pour r= /. On a ainsi, dans ces deux cas,
/= ^ -rr- l--^ -r \ n rdi — - / Wi-'^dr
Posons
dr ^ \\
en désignant ainsi par P le poids total de la charge, et nous aurons, en remplaçant C par sa valeur :
i^ Pour la flèche de la plaque appuyée
2" Pour la flèche de la plaque encastrée
25. Considérons le cas particulier où la charge P est également répartie sur toute la plaque. On aura alors
tu/* et l'on en conclura, pour la grandeur de la flèche,
En calculant l'expression de tv, on reconnaîtra que la surface moyenne de la plaque aff^ecte la forme d'un paraholoïde elliptique.
Considérons ensuite un second cas particulier : celui où la plaque, restant horizontale, est tirée par un poids suspendu a son centre. Il
faudra alors appliquer les formules générales en supposant que II ne prend des valeurs sensibles que tout près du centre. Il en résulte que
les intégrales
r^di\ I Ur^logjdr
seront négligeables devant
r- f Urdr —
On aura ainsi
PI
2lt «-
Ces deux formules peuvent aussi servir à déterminer la pression qu'il faut exercer au centre de la plaque, pour que la flèche ait une longueur donnée.
Supposons une masse répartie également sur la surface supérieure et cherchons la pression qu'il faudra exercer au centre de la face inférieure de la plaque pour que ce centre reste au niveau des bords.
Désignons parp' le poids réuni de la plaque et de la masse qui la recouvre. Cette plaque peut être assimilée à une plaque identique de forme, mais de densité plus grande et dont le poids serait/?'. Exerçons une pression P au centre pour que ce centre ne change pas de hauteur; alors la flèche sera nulle, et l'on déduit des formules (7), pour la pression à exercer,
selon que le bord sera appuyé ou encastré, le signe — indiquant que la pression s'efl'ectue en sens contraire de la pesanteur. Les appuis des bords de la plaque supporteront une pression égale à
suivant les deux cas.
Toutes les formules précédentes se confondent avec celles qui ont été données par Poisson pour ce problème, lorsqu'on y fait a = f .
Mouvement vibratoire d'une plaque circulaire.
2G. Le mouvement vibratoire transversal d'une plaque est donné par l'équation (n^ 11)
à laquelle il faut joindre les deux conditions relatives au bord
; (i d /div\ div d(^
\ 2 ds \ ds ) dn ds
' ">. dn ds \^dn \ds 1 dn Un J
Pour avoir une solution simple, nous posons
(o.) n'_- Çsin/-X7,
et nous avons ainsi
En introduisant une fonction auxiliaire r^ nous pouvons remplacer cette équation par les deux suivantes
(3) /«rî = AÇ, /'Ç = Ayj.
Posons
2Uz:^y)-^Ç, 2V = n-K; d'où ;:-i:U-V, Yîz=U-hV,
et, en ajoutant et retranchant entre elles les deux équations (3), nous aurons
AU:=/^U, AV
Prenons des coordonnées polaires r, '^ dont l'origine soit au centre de la plaque, prise maintenant circulaire; les deux équations précé-
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dentés deviendront
d'-i: 1 dU I d'\]
dr'^ /■ dr r^ d^*
d^y i «rv ^ I r/*V __ »y
dr^ r dr ' /•* <rf's};'-'
Désignons par /^ un nombre entier et posons
U -- AX sin/i'l, V — BY sin/id^; ces deux équations se changent en les suivantes
-di-^-'-r^^-Kj^^^n^'-''^
^/•^ /• dv \/=* /
et, en remplaçant la variable r par
<^/^/* a du
en celles-ci
On en lire ces deux solutions particulières
auxquelles il faut réduire les valeurs de X et W les solutions générales étant infinies pour u = o, comme on le voit facilement.
27. Dans les conditions (i), remplaçons w par (2) et faisons, de plus.
^/i i=z r//', ds = r d'\ty
ds ds
en nous servant de la première équation (4)» nous aurons, pour r = R, R étant le rayon du cercle de contour,
2 /•» d'Y' r dr
2 dr r^ d^* r* drd'^*
Remplaçons y] et JI par leurs valeurs
n — (AX -+- BY) sin/<'»>, Ç = (AX - BV) sin/i'^, et ces deux conditions deviendront
- /^( AX 4- BY) ^ - -^ (AX - BY) -i- - (^A 5^ - B 5^ V
2 ^ /- ^ ' \ dr dr I
OU, en remettant la variable u au lieu de r,
(/?) A \{n^-{- 2au^)X - «^^1 — B [(/i^— 2aw2) Y — « ^ 1 = o,
(q) A /i*X — (/i*— 2au^)i/-^ — B /i*Y — (/t*-h 'iau^)u-j- =o,
équations qui doivent avoir lieu pour « = -;-• Elles doivent servir a
déterminer /et le rapport de A à B.
Nous avons la formule
n'-(AX-BY)sin/i^sin/*A:^
et, en ayant égard au rapport de A à B donné par l'équation (/?), nous avons
(6) tï' ^Csin/'^^.Psln/i'l»,
où C est une constante arbitraire et où P a pour expression
S fl
M. — Élast, 27
En éliminant g entre {p) et (y), on obtient, pour u= — >
— [(/»'-'*')«-+- 4a'«''](x^ — V^W4aw
a££ du
28. Nous allons, commeKirchhoff, développer le second membre de cette équation suivant les puissances de u.
On a
"'LK'ï+0"*"i.2.3(/i-m)(/i4-2)(/i4-3)"^'"'J r
et Ton obtient facilement
If^n
{s) XY ir-. — T^ (i -+- B, w*-4- B,//»4- B,«"-i-. . .),
^1.2. » . Il f
en posant
De cette formule on peut déduire ensuite les autres expressions , ..rfV ..dX , d\d\ . -.ûfY „rfX
L| — A. -J h Y —f— ) Lj : - -7— -5 — y Lj — A -7— — Y -j— >
ai/ du du du du du
qui entrent dans l'équation (r).
Différentions trois fois par rapport à u l'équation
L=:XY
et remplaçons les dérivées de X, Y d'ordre supérieur au premier au moyen des équations (5), nous obtiendrons ainsi
du - *-»'
d^L in* ^ i dL .
du"^ w* u du
4/1*4-1 dL 4, . or 4/^'
-j—r — -J— 5" H ; -y Lj 4- 8 Lj — — r- L,
du^ n du^ w du u u*
et nous en tirons
an du- u du m*
8L — ^-^ - ^ _ 4/»'— î f/L * c^//' w rf/£* //* du
Ensuite, d'après la valeur (s) de L, on trouve
(1.2. . .ny
^Ifin-i
^^^ (1.2! ./^)' S^^(^^ -4- A:) (Al -f- 2Â:)B;,//*^
Après avoir écrit ainsi l'équation (r)
remplaçons L, L^, L^, L3 par leurs développements en séries, nous aurons, en divisant par 4"^"^^»
o = an^( 1-4- VBa^^** ) — 2a/iM /i -f- V (/i 4- 2A-)Ba w**
_^- a /î«-+-2[2('' -^ 2 A-)»— /i«]Baw*^-
_-(,iV_,eS)J.y^(,i-f.A-)(/l4-2A)B;t"*'
— f^a*^k{n -+- X-) (/è + 2 A-)Ba£<*^
Dans l'avant-dernier terme, faisons le changement indiqué par la
formule suivante
(/? -h I) (/i -h i)B, -h — , y A-(/i -+- X) (/i -f- a A-)Bx-w**"
et, en remarquant que nous avons
nous obtenons enfin cette équation
o— (aa — i)/i*(/i ~ i)
-^"2^^''** [-" :^*^H^"'" "^ aa(/i»H-aX/i*4- -JXv? H- ^4^») 4- 4«'X^('* -H ^)('ï-t- 2A) 1
Cette équation en // a une infinité de racines qu'on calculera dans
Tordre de grandeur croissante w,, //j, //,, ... ; en les divisant par — >
on obtiendra toutes les valeurs que peut avoir /pour une valeur entière donnée à n.
29. Pour simplifier, nous avons réduit la solution simple à la formule (6); mais on doit lui donner la forme plus compliquée
j a'z= sin/^X-^(-\o sin/j'| 4- i*i> cos/iJ/)P ( // ) '.
' -H cos/*X:/(-Vsin/j'| h- iil>' cos/j'I»)?.
Enfin, la solution la plus générale s'obtient en prenant une série double formée de la somme de ces solutions simples dans lesquelles on donne à n toutes les valeurs entières et k / les valeurs indiquées à la fin du numéro précédent. On déterminera ensuite les coefficients par une règle connue, assez de fois appliquée dans le premier volume de ce Traité pour qu'il soit inutile d'y revenir.
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Au reste, les états vibratoires qu'on obtient ordinairement par Texpérience sont les états vibratoires simples fournis par la formule (il). La bauteur du son produit est égale à
L'équation
fournira des lignes nodales; ce seront des cercles concentriques avec le bord et dont on calculera les rayons par cette équation. Si le rapport de x' à iiV est égal a celui de .A. à i(i», on aura d'autres lignes de nœuds données par l'équation
ce seront des diamètres de la plaque qui la diviseront en 2/1 parties égales.
On constate, en effet, par l'expérience que, pour un même son, on peut obtenir des états vibratoires dont les lignes nodales circulaires sont données par l'équation (i^), mais dans lesquels les lignes nodales diamétrales tantôt se trouvent et tantôt ne se trouvent pas. Dans le second cas, on voit une partie du sable répandu sur la plaque se disposer en diamètres, mais qui ne sont pas fixes et ont un mouvement d'oscillation.
Équilibre d'élasticité d'une plaque circulaire dont on maintient
la déformation du bord.
30. Concevons qu'on déforme une plaque bomogène, plane et d'épaisseur constante, par des forces appliquées sur son contour. On peut déterminer la forme de la plaque, quand on connaît la déformation de son bord; en d'autres termes, connaissant le déplacement normal du bord et l'inclinaison que prend la normale à ce bord sur sa direction primitive, on peut se proposer de déterminer le déplacement normal de chaque point de la surface moyenne de la plaque. Ce déplacement «^
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satisfait, à Tintérieurdu contour, à l'équation
.V d^ iv d'' w d^ iv
^'^ dF'^^da^^dy^'^ dy'^ ~^'
et (Théorie du Potentie/, Chap. III, n*" 23) la valeur de (v peut s'écrire
(2) i^=^p-h I (r^logr— ^j^{s)ds,
p désignant une fonction qui satisfait à l'équation
et l'intégrale étant prise tout le long du contour s de la plaque; enfin r est la distance du point (ce, y) à l'élément ds.
31 . Supposons maintenant que le contour de la plaque soit un cercle. L'origine des coordonnées étant au centre, posons
.r = Rcosa^naePcosa, r = Rsina = aePsina,
et regardons le cercle de contour comme donné par R = a; l'équation (3) peut s'écrire
d'-p d^p d(x} ^ dp^ - '
etp sera donné par une série de cette forme
p — Mologa-f- (M, cosa-h N, sina) — i-...H-(M«cos/ia4-N«sin/ia)-^ -+-...,
les coefficients étant des constantes à déterminer.
a, et a étant les coordonnées d'un point du contour, a et R celles d'un point de l'intérieur, on a, pour la distance qui les sépare,
/• — [R»— 2aRcos(a — al)^-a2]* = a/'I— ?e(«-«.W^y /^i ~ 5e-(«-a.)v/^y .
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Prenons les logarithmes, et nous aurons
log/* = loga cos(a — a,) 5-cos2(a — aj — ^ — cos3(a — «i)—
Par hypothèse, pour K = a,w et ^> la tangente d'inclinaison de la
normale, sont des fonctions données G(a) et /,(«). Examinons donc ce que deviennent, pour R = a, les formules
ir izz/? -hj U-2 logr — ~ j 9(a) 'lia,
^ = ^-+- 2yiogr[R — acos(a — a,)]?(a)^«•
Remplaçons a — a, par 6, désignons par U ce que devient
/•*(]ogr — i)
quand on fait R = a, et nous aurons
U — - 2a'(i -- cosô) (loga — { — cosô— |cos2(? — |cos3ô — . . .)
= 2a* loga — (loga H- \) cosô
l cos 2 9 -h ri cos 3 4- ... H --= : cos /i ô h- . . . .
La fonction 9 (a), qui a 21: pour période, peut se représenter par la série
cp(a) — AqH- AjCôsa-h Bi sina-h Aj cos 2 a h- B, sin2a -h. . .,
et Ton en conclut facilement, pour la première condition au contour,
Mo log« H- ^r.à^A loga
[M|— 27ra*(loga -h -J)Ai] cosai -H [Nj— 27ra(loga -+- Î^)B,] sina,
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On obtient ensuite de la même manière, pour la seconde condition au contour,
47ra(loga M,
27ra(loga-i- J)Ai cos»]
~ — 27ra(loga-h |)B, sina,
As ) cossai
1 T—i : A« coswaiH- 1 7— z — ~ B« sin«
Dans chacune de ces équations, on sait calculer le coefficient de cos^^a,, ce qui permet de déterminer M,^ et A,,,*et Ton obtient de même N,, etB;^. Les deux séries de coefficients qui entrent dans la formule (4) sont donc connues.
J'ai résolu le même problème pour la plaque elliptique (Journal de Liouville, 1869).
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