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OUVRAGES DE M. EMILE MATHIEU
Dynamique analytique. In-4 ; 1878 1 5 fr.
Tous les Ouvrages de Mécanique commencent par rexposition dos mêmes principes; mais ils se séparent bientôt selon que l'auteur a voulu faire un Traité de Mécanique rationnelle ou s'est proposé surtout la Théorie des Machines. Quant aux Ouvrages de Mécanique rationnelle, ordinairement ils renferment, surtout comme applications, des problèmes peu réalisables, tandis que la puissance de la Mécanique rationnelle se montre principalement dans l'étude du mouvement des corps célestes. Aussi est-ce vers ce côté que sont dirigées les théories de la Dynamique cuialjrtlque de M. Mathieu, qui pourrait être intitulée Prodrome de Mécanique céleste. On peut citer doux Ouvrages qui ont été faits dans le même but : la Mécanique anal/tique de Lagrange et les Forlesungen ûber Dynamik de Jacobi, qui sont de date beaucoup plus récente. Mais, bien que M. Mathieu ait utilisé tous les résultats acquis à la Science dans cette branche des Mathématiques, c'est avec celui de Lagrange que son Ouvrage a, par Texposition, le plus d'analogie.
Traité de Physique mathématique.
PRÉFACE
Ce Livre sur rÉlectrodynamique forme le cinquième Volume de mon Traité de Physique mathématique. J'espère qu'on reconnaîtra par la lecture de ce Traité que la Physique mathématique, qui ne date guère que du commencement du siècle, est déjà une science très avancée, qui ne s'appuie que sur un très petit nombre d'hypothèses, devenues pour la plupart incontestables, et que toutes les équations différentielles qui régissent les phénomènes en sont des conséquences analytiques rigoureuses.
Ce Livre renferme un principe nouveau, que j'ai toutefois déjà énoncé {^Comptes rendus de V Académie des Sciences, octobre 1 887). On verra, dans le Chapitre IV, que j'ai été conduit à admettre que, lorsqu'un conducteur est traversé par des courants électriques permanents, sa surface est recouverte d'une double couche d'électricité et non d'une simple couche. Cette double couche se compose de deux couches d'électricité parallèles, extrêmement voisines, et deux éléments de ces couches qui se projettent sur un même élément de la surface du con-
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(liicteiir contiennent des masses d'électricité égales et de signe contraire.
L'Ouvrage est divisé de la manière suivante :
Dans le premier Chapitre, j'établis quelques principes généraux sur le mouvement de l'électricité à l'intérieur d'un corps conducteur.
Dans le deuxième, j'expose les lois générales des courants linéaires permanents. Je commence par y donner les résultats des recherches de Ohm et les conséquences qui en ont été déduites par Kirchhoff. Le travail de Ohm a été publié en 1827 dans un Livre intitulé : Die galvanische Kette mathematuch hearheitet; il est par conséquent postérieur aux recherches d'Ampère sur l'Électrodynamique , qui parurent de 1820 à 1825. Les recherches de chacun de ces physiciens sont complètement indépendantes de celles de l'autre, et il est naturel de parler d'abord de celles de Ohm, qui reposent sur des considérations plus simples. Cependant le Chapitre II est surtout consacré à l'exposition des résultats obtenus par Ampère. Après lui, plusieurs savants se sont occupés du même sujet, et, en particulier, Franz Neumann y a introduit la considération du potentiel mutuel de deux courants. Néanmoins ces recherches n'ont donné aucun fait physique nouveau pour les courants linéaires permanents; mais elles ont servi à présenter d'une manière purement mathématique les découvertes d'Ampère et à préparer à l'étude des courants variables.
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Le Chapitre III est consacré à l'induction produite dans les courants linéaires. Il renferme les résultats obtenus sur ce sujet par W. Weber, Helmholtz, F. Neumann et Maxwell.
Dans le Chapitre IV, j'expose la théorie de. la double couche qui se trouve à la surface d'un conducteur traversé par des courants permanents. Déjà l'on sait que, lorsque deux métaux différents sont en contact, ils sont séparés par une double couche d'électricité, et M. Helmholtz a reconnu en outre la présence d'une double couche à la surface de séparation d'un électrolyte et de l'une au moins des électrodes et de même à la surface de séparation de deux liquides mis en communication avec les deux pôles d'une pile. Ces faits ont été étudiés par MM. Helmholtz, Lippmann et Arthur Kœnig. La substitution d'une double couche à une simple couche à la surface d'un conducteur quelconque traversé par des courants permanents ne modifie pas les principaux faits observables par l'expérience. En effet, dans les deux hypothèses, non seulement les courants qui traversent le conducteur, mais aussi les actions électromagnétiques à l'extérieur restent les mêmes. Cependant la première hypothèse est plus commode pour l'application du calcul ; car, pour que le problème soit complètement étudié, il faut encore calculer la couche d'électricité qui recouvre le conducteur. Or, de la connaissance du potentiel des courants on déduit immédiatement la puissance de la double couche, tandis que, dans l'hypothèse d'une simple couche, il faudrait pour déterminer sa densité calculer d'abord son potentiel extérieur, ce qui peut présenter de très grandes difficultés.
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Je termine ce Chapitre en m'occupant d'une manière particulière des courants qui traversent une sphère et de leur action magnétique.
Dans le Chapitre V, j'examine différents exemples de courants permanents. Plusieurs de ces exemples relatifs aux plaques planes ou courbes ont été pris dans les Mémoires de Kirchhoff. Je mentionne encore ici la détermination que j'ai faite de la force magnétique exercée à l'extérieur par une plaque circulaire traversée par des courants permanents, et les calculs que j'ai employés pour obtenir les courants dans une plaque rectangulaire ou dans un parallélépipède rectangle.
Dans le Chapitre VI, je traite plusieurs problèmes relatifs aux courants d'induction produits dans des plaques ou dans des conducteurs de révolution : en particulier se trouve résolu le problème du disque tournant d'Arago. Je ferai remarquer surtout pour ce Chapitre les intégrations que j'y ai faites.
Le Chapitre VII se rapporte aux unités électriques. Ce sujet est indispensable, dès que l'on veut passer des théories générales aux applications; nous étions donc obligé de l'exposer pour traiter des fils télégraphiques.
Dans le Chapitre VIII, j'établis, suivant une méthode donnée par M. Helmholtz, les équations différentielles qui régissent le mouvement variable de l'électricité dans des conducteurs quelconques laissés en repos. Je regarde toutefois les con-
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ducteurs comme recouverts à la fois d'une simple couche d'électricité et d'une double couche, telle que je l'ai définie cidessus. Je termine en indiquant la marche à suivre pour rechercher les intégrales de ces équations.
Enfin, dans le Chapitre IX, je m'occupe du mouvement de l'électricité dans les fils télégraphiques. J'ai consacré beaucoup de temps à cette recherche. M. W. Thomson a obtenu par des raisonnements empiriques une formule relative à l'intensité du courant dans les fils télégraphiques sous-marins. Par une analyse rigoureuse, j'étudie toutes les circonstances du mouvement et je calcule toutes les quantités qui en dépendent ; de la sorte j'obtiens, en particulier pour le courant longitudinal, une formule plus compliquée que celle de M. Thomson, mais qui donne des résultats peu différents, surtout quand le courant a duré assez longtemps pour qu'on puisse réduire dans les deux formules les séries de termes variables avec le temps au premier terme. On sait que déjà l'expérience avait montré l'utilité de l'emploi de la formule de M. Thomson dans la Télégraphie sous-marine.
La propagation de l'électricité dans les fils sous-marins est extrêmement rapide; mais elle l'est encore bien davantage dans les fils aériens ; il en résulte que les expériences sur ces derniers fils sont encore plus difficiles que sur les premiers. Néanmoins, de l'ensemble des recherches faites par les physiciens, il semble résulter que la durée de l'établissement du courant dans un fil aérien, estimée avec un appareil donné,
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varie avec la longueur du fil dans un rapport très analogue aux carrés de cette longueur. Après avoir retourné la question dans tous les sens, je n'ai pu arriver à ce résultat qu'en tenant compte de la perte de l'électricité par les poteaux qui soutiennent le fil. Je précise alors la manière dont la durée de l'établissement du courant varie avec la longueur du fîl.
É. Mathieu.
Nancy, le 3 juillet 1888.
THÉORIE
DE
L'ÉLECTRODYNAMIQUE
PRINCIPES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT DE L'ÉLECTRICITÉ DANS L'INTÉRIEUR D'UN CORPS CONDUCTEUR,
Apres la découverte de la pile voltaïque qui sépare et met en mouvement les deux électricités, les premières recherches sur TÉlectrodynamique se rapportèrent à des courants linéaires, c'est-à-dire à des mouvements de l'électricité dirigés seulement suivant des fils métalliques, et ce sont de beaucoup les plus faciles à étudier. Il existe cependant quelques principes généraux très simples qui se rapportent à des courants électriques, traversant des conducteurs de forme quelconque, et c'est par l'exposition de ces principes qu'il convient de commencer.
Définitions préliminaires,
1. Supposons que de l'électricité se meuve dans l'intérieur d'un conducteur sous des influences quelconques et considérons le mouvement relatif de cette électricité par rapport à ce corps.
Concevons d'abord que ce mouvement ait en chaque point du corps une grandeur et une direction qui ne varient pas avec le temps. Par
un point quelconque A, menons un élément co de surface perpendiculaire à la direction du mouvement. Menons une normale N à cet élément dans une direction que nous regarderons comme positive. Une certaine quantité d'électricité traversera co dans l'unité de temps et dans le sens de la normale N; désignons par m cette quantité d'électricité prise avec son signe et par m' la quantité d'électricité qui traverse co dans le même temps en sens contraire. Nous pouvons regarder m — m! comme la masse algébrique d'électricité qui traverse co dans la direction de la normale positive. Représentons par ico cette masse d'électricité; on dit que co est traversé par un courant dont l'intensité est i et dont la direction est celle de la normale N.
Si le mouvement de l'électricité varie en chaque point du corps avec le temps ^ mais d'une manière continue, on peut supposer qu'il reste invariable en grandeur et en direction pendant l'instant dt, et, si l'élément co de surface est encore mené par le point A normalement au mouvement en ce point, la quantité d'électricité qui traversera co pendant dt pourra être représentée par
et i sera encore l'intensité du courant au point A.
2. Cherchons ensuite la quantité d'électricité qui traverse un élément quelconque u de surface pris dans le corps. Par le contour de cet élément, menons un cylindre parallèle à la direction du mouvement et désignons par 0) la section droite de ce cylindre; la quantité d'électricité qui traverse u pendant l'instant dt est encore représentée par
désignons par N la normale à u, nous aurons
(,) =- V cos ( i, N )
et, par suite,
dix =1 i'j cos ( «") N ) de.
Menons une droite de même direction que i et dont la grandeur est représentée pari, et désignons par Ç, y), ^ ses projections sur trois axes rectangulaires liés au corps; soient, de plus, X, (x, v les angles de la
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normale N avec ces trois axes ; nous aurons
icos{i, N) = ^cosX -+- ri cos|jl h- Çcosv et
(a) ^//JLi-:(4C0S/ -+- n COS|Jt + ÇC0SV)'J^/^.
Menons par le point A trois éléments plans u^, u^, U3, parallèles aux plans de coordonnées; les quantités d'électricité qui les traverseront, rf[jL|, d[U2, rffXj se déduiront immédiatement de la formule (a), et nous aurons
({^^ m ^y, dl, dlXi r- Ç J3 dl,
Ces formules montrent que les composantes ^, y], 'C de tau point A, multipliées par un élément de surface u, sont les quantités d'électricité qui traversent l'élément de surface u, mené par A parallèlement à chacun des plans de coordonnées, ces quantités d'électricité étant estimées par unité de temps.
Dans l'équation
i(t} dt =: dii.,
d\k est la différence d'une quantité rf[x' d'électricité qui se meut dans la direction positive et d'une quantité rf[Ji"qui se meut en sens contraire ; nous avons donc
(|3) i(s^dt^d[^'~d]x.\
Regardons comme égales les vitesses de sens contraire de d\iJ et d\k'\ et désignons par ds' et ds" les éléments décrits par rffx' et d\k" pendant le temps dt\ nous aurons
dt ~ dt ' ds'
et, en multipliant l'équation (^) par 777' nous obtenons
ds' ds"
f\ CHAPITRE 1.
Nous pouvons diviser rf(x' et d^' en éléments d'un ordre plus petit, que nous désignerons chacun par din\ désignons par v leur vitesse qui sera positive ou négative, suivant qu'elle sera dirigée dans le sens de la normale à co, positive ou négative; nous aurons
( y ) « Cl) dsl .z^^v dniy
le signe sommatoire £ s'étendant à toutes les molécules électriques e//n qui traversent cd dans le temps dt.
iùds' représente un élément de volume dxs\ d\iJ est la masse d'électricité qui a parcouru ds' à partir de la base co dans le temps dt et dans le sens positif ;[ c'est donc la masse d'électricité qui, se mouvant dans cette direction, est renfermée dans d^\ de même, d\k" est la masse d'électricité se mouvantdans ladirection contraire et renfermée dans c/gt. Donc, dans l'égalité (y), c&w représente une molécule électrique quelconque renfermée dans dxs. Écrivons ainsi cette équation
et il est évident que nous pouvons maintenant supposer à l'élément dts une forme quelconque.
Multiplions cette équation successivement par les cosinus directeurs
j . , . dx dv dz i ' .1
de i; nous pouvons représenter par ^^ ~J-y --r- les composantes de v,
lesquelles prennent des valeurs égales au signe près pour les différentes molécules dm, et nous aurons les équations
Force électromolrice.
4. Nous appellerons force électromotnce toute force qui donne naissance à des courants. Supposons qu'une telle force agisse d'une manière continue à l'intérieur d'un conducteur. Désignons par P cette force agissant sur l'unité d'électricité positive au point (a;, j, 2). Le fluide neutre qui se trouve dans un élément de volume dxs, contenant ce point, est la réunion de quantités d'électricité positive et d'électri-
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cité négative que je désigne par zdxs et — idxs. L'électricité tdus sera sollicitée dans la direction de P par la force P t dts, et l'électricité — tdxs sera sollicitée par une force égale et contraire. Il pourra y avoir, en outre, dans le volume dxs de l'électricité libre z'dvsy positive ou négative, qui sera sollicitée par la force Ps'rfcar dans la direction de P ou en sens contraire.
Le courant, qui en résulte au point {oc, y, 5), a la direction de P et son intensité, dans un corps homogène, est proportionnelle à
Regardons e' comme très petit par rapport à t\ nous pourrons réduire cette expression à
P . 2 £ dxs.
Enfin, si l'on suppose que £ a la même valeur dans toutes les parties du conducteur homogène, le courant, qui a la direction de P, sera aussi simplement proportionnel à P. Désignons par Ç, y], X, les composantes du courant i suivant trois axes rectangulaires et par X, Y, Z les composantes de P; nous pourrons poser
5=:ixX, TQzizxY, ÇizzxZ,
et X s'appelle la conductibilité du corps pour l'électricité; c'est une quantité constante pour tous les points d'un conducteur homogène, mais elle varie avec la matière du conducteur. On peut aussi poser
Xi=R^, Y=:Ryî, Z = RC,
et R, l'inverse de la conductibilité, s'appelle la résistance spécifique du conducteur.
De ce qui précède, il résulte que l'intensité du courant dans un élément de volume du conducteur ne dépend pas de la quantité d'électricité en mouvement dans cet élément, mais de la vitesse de ce mouvement.
On voit aussi que, dans le numéro précédent, il faut supposer d\^' composé de molécules d'un seul signe et d}fl' composé de molécules de signe contraire et d}^' doit être à très peu près égal a — d]f! .
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Variation de Vélectricité libre à l'intérieur d'un conducteur.
5. Un conducteur étant traversé par un courant, formons dans ce corps un parallélépipède rectangle dont les trois côtés dx, dy, dz sont parallèles aux axes de coordonnées. Par la face correspondant à l'abscisse Xf il entre dans le parallélépipède pendant le temps dt une masse d'électricité égale à
^ dy dz dt,
et, par la face opposée qui correspond à l'abscisse x -h dx, il sort la quantité d'électricité
Il en résulte, dans le parallélépipède, un accroissement d'électricité égal à
-,— dxdydzdt.
djc
De la même manière les deux autres couples de faces laissent entrer dans le même volume les quantités d'électricité
— -j- dx dy dz dt, 7^ ^«^ dy dz dt,
cïV uZ
D'autre part, si p est la densité de l'électricité, l'électricité libre du parallélépipède, qui a pour masse pei^é/)^^^^, obtient, dans le temps ^/, l'accroissement
-T-dx dy dzdt,
dt ^
Egalant ce gain total à la somme des trois gains partiels, on obtient
la formule
dy dz
dp /de,
dt \dx
Courants permanents.
6. Si l'on choisit une pile convenable et qu'on relie un corps conducteur homogène aux pôles de cette pile, ce corps, après un temps
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très petit, pourra être considéré comme traversé par des courants permanents pendant un temps plus ou moins long.
La force électromotrice, dans ce cas, ne dépend que du potentiel de l'électricité. Désignons par V ce potentiel, c'est-à-dire la somme des masses des molécules de l'électricité divisées par leur distance au point (^, j, s); alors la force électromotrice, que nous avons désignée par P (n® 4), aura pour composantes en chaque point (^, j^, 5) du corps
„ dW V - ^^ , _ ^V
dx dy dz
Ohm a reconnu le premier, dans son Livre publié en 1827 {Die gaivanische Kette mathematisch bearbeitet) que, dans l'état permanent, les composantes de la force électromotrice sont les dérivées par rapport dLX^y.z d'une même fonction; mais KirchhofT parait avoir remarqué le premier que cette fonction est le potentiel de l'électricité, pris en signe contraire.
Les composantes du courant au point (^, j, z) sont donc
^ dV dV ^ dV
^ = -"^' ''='-''d^' ^^-''Wz'
Il est facile de reconnaître qu'il n'y a point d'électricité libre k l'intérieur du conducteur. En effet, sî p est la densité de l'électricité dans ce
corps, comme le mouvement est permanent, on a -~ = o et l'équation du n" 5 devient
di dt) d^ dx dy dz~
Remplaçons dans cette équation ^, r\, ^ par leurs valeurs; le conducteur étant homogène, x est constant et nous obtenons l'équation
pour les points intérieurs au conducteur. D'ailleurs lo potentiel V satisfait a l'équation bien connue
AV.rz-47:p; et l'on on conclut que la densité p est nulle.
Le conducteur ne renferme donc pas d'électricité libre à son intérieur. Helmholtz et Kirchhoffen ont conclu que le conducteur est recouvert d'une couche d'électricité qui, jointe à de l'électricité extérieure, produit le potentiel Y. C'est l'opinion la plus généralement admise; elle n'a pas été cependant acceptée par tous les physiciens géomètres. Ainsi, par exemple, Maxwell et Franz Neumann n'ont émis aucune opinion à ce sujet. On verra, dans le Chapitre IV, que nous serons conduits à substituer à la couche d'électricité libre qui recouvrirait le conducteur une double couche d'électricité, c'est-à-dire deux couches d'électricité extrêmement voisines, l'une située à la surface du conducteur, l'autre dans l'air qui enveloppe le conducteur, et telles que deux éléments de ces couches, dont l'un peut être considéré comme la projection de l'autre, renferment des masses d'électricité égales et de signe contraire. C'est cette double couche, jointe k l'électricité des corps qui relient le conducteur à la pile, qui produit le potentiel V. Le système pourra en outre être recouvert d'une couche électrostatique dont le potentiel sera constant à son intérieur.
7. En chaque point de la surface libre du conducteur, le courant doit être dirigé tangentiellement à la surface. Donc, si l'on désigne par X, (ji, V les angles de la normale intérieure à la surface avec les axés de coordonnées, on a
; C0S>. r COS/JL -i Ç COS V "" O
ou
^V ^ d\ dS
-r- COS A 4- -r- COS a -;- -f cosv _. o; dx dy dz
on a donc cette condition à la surface libre du conducteur
dn étant l'élément de la normale.
Enfin il y aura des parties t, et Ta de la surface du conducteur où entreront et sortiront les courants. Supposons que le potentiel V ait une valeur connue en tous les points de t, et Tj; posons donc
i V -1 H, sur Ti, ^"^^ V=-.H, sur T,;
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H, et Ha sont des constantes ou sont des fonctions données des coordonnées des points de t, et Ta- Ainsi la fonction V sera déterminée analytiquement par l'équation
(3) AV^o,
qui a lieu en tous les points intérieurs du conducteur, par la condition (i) qui se rapporte à la surface libre et par les conditions (2) qui ont lieu sur les surfaces par lesquelles entrent et sortent les courants. On peut vérifier qu'il existe une fonction V et une seule qui satisfait à ces équations. En effet, considérons l'intégrale
étendue a tous les éléments cfar du volume du conducteur et supposons que la fonction Y satisfasse aux conditions (i) et (2) à la surface. On peut se proposer de déterminer la fonction V, de manière que û soit minimum. Or, si Ton applique le calcul des variations à la détermination du minimum de Î2, on reconnaîtra que la fonction Y satisfait à l'équation (3).
On voit donc aussi que le potentiel Y est, parmi toutes les fonctions de a:, y, z qui satisfont aux conditions aux limites (1) et (2), celle qui rend minimum l'intégrale Î2.
Variation de l'électricité à la surface d'un conducteur,
8. Lorsqu'un conducteur est traversé par des courants variables avec le temps, le conducteur est recouvert à la fois d'une double couche d'électricité et d'une simple couche qui varient aussi avec le temps.
Supposons le corps placé dans un milieu isolant comme l'air et désignons par e la densité de la couche simple d'électricité. La quantité td<j d'électricité située sur l'élément da de la surface du corps
obtiendra dans l'instant dt un accroissement -rd^dt, ou, autrement
dit, un décroissement -dfsdt.
dt
lO CHAPITIIK I.
Mais, si le courant est incliné sur da et que N soit la normale à d^ menée intérieurement, il entre par da dans le corps une quantité d'électricité égale à icos(i,N)rf<Trf/, qui ne peut provenir que de la perte d'électricité qui s'est faite sur d<j\ en égalant ces deux expressions de la perte d'électricité éprouvée par rfcj, on obtient
dt . / . ^- V
-^^-icos(/, N)
ou(n"2)
^ =— (çcosX -+-rïCOSf/ -hÇcosv).
Si le milieu qui entoure la surface a n'était pas isolant et que les composantes de l'intensité du courant fussent \\ yj', Xj en dehors de la surface, on obtiendrait de même la formule
dt dt
' Ci — ^') cosA — (rj — n') cos/x — (C — D cosv.
Principe de VoUa.
9. Si deux conducteurs formés de deux métaux différents A et B sont mis en contact par une surface co, il se produira une même différence de potentiel dans les deux corps auprès de cette surface. Cette différence de potentiel ne dépendra que de la nature des deux métaux A et B et de leur température; ainsi elle est indépendante de l'étendue des surfaces en contact et de la forme de ces corps. Tel est le principe de Vol ta.
Il se forme donc à la surface (o, sur chacun des deux corps, une couche d'électricité positive sur l'un A, négative sur l'autre B, les densités des deux couches étant égales et de signe contraire sur deux éléments en contact des surfaces des deux corps. Si les deux corps ne sont soumis qu'à leur action mutuelle, le potentiel total de l'électricité aura une valeur constante dans chacun des deux corps, d'après les principes de l'Électrostatique. Leur différence de potentiel s'appelle la tension entre les deux corps.
Considérons ensuite plusieurs métaux A, B, C, . . . , F dont chacun touche le suivant, et désignons par V^, V^, V^^, . . . , V^ leurs potentiels.
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Volta a démontré par l'expérience que la différence entre les potentiels Yj^ et V,. est la même que si les deux corps A et F étaient au contact l'un de l'autre. Si donc F est un métal identique à A, il aura le même potentiel que A.
Courants permanents dans deux conducteurs hétérogènes entre eucCy
qui se touchent,
10. Supposons deux conducteurs homogènes A et B qui se touchent, formés de deux métaux différents et traversés par des courants permanents. Désignons par V et V, le potentiel dans A et B; V et V, satisfont aux équations
AV rzz O, AVi ^ o.
Désignons par x et x^ la conductibilité électrique dans A et B, et par dn et dn^ les éléments de normale à la surface co de contact dans A et B. La quantité d'électricité qui, dans l'unité de temps, sort de A en traversant d(ù est égale à dta multipliée par la composante normale du courant ou à
X — r— ao) ; an
d'autre part, la quantité d'électricité qui entre dans B dans le mémo temps par rfw est
--- /.i -;— ao);
en écrivant que ces deux quantités sont égales, nous avons l'équation de condition
•/ -1 \- X, -y— r-: O sur to;
an dn^
nous avons aussi, d'après le principe de Volta,
V — V,i -C sur 03,
G étant la tension entre les deux métaux qui forment les conducteurs. Ensuite nous aurons sur les surfaces libres de A et B
dW__ dV, _
dn ' dnx
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Enfin supposons, comme précédemment, que le potentiel soit donné sur les surfaces par lesquelles entrent et sortent les courants. On pourra, à l'aide de toutes les équations obtenues, déterminer V et V<.
Travail procfuù par le mouvement de l'électricité.
11. Nous supposons encore les courants permanents. Si nous désignons par dx^ dy, dz les composantes du déplacement d'une molécule dm d'une des deux électricités dans le temps cfc, nous aurons, pour le travail effectué par cette molécule pendant cet instant,
.-- dx dm ,— dY dm 7- dz dm ;
dx dy " dz
mais, dans un élément de volume dts, il y a des molécules d'électricité des deux signes, animées de vitesses de sens contraire; on a donc pour le travail produit pendant^/ sur toutes les molécules situées dans dm
dW d\ dW
d^ 7ZZ. j— 2 dx dm r— — dv dm ;- 2 dz dm,
dx dy " dz
le signe S s'étendant à toutes les molécules situées dans dxs. Or on a (n" 3)
; dm = ^ -7 ^'''» TO dxs =^ ^ -7- ^'w, C fl^ — ^ T" ^^>
et il en résulte
dr- fd\.. d\ dv\^
Donc, en désignant par T le travail effectué sur le conducteur entier dans l'unité de temps, on aura
l'intégrale étant étendue à tout le volume du conducteur. Or on a
dV ,, rfV „^ rfV
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il en résulte, pour l'expression de ce travail,
ou, plus simplement,
Cette expression peut aussi s'écrire
et, d'après ce qui a été remarqué (n** 7), si l'on change la fonction V en l'astreignant toutefois aux conditions aux limites, auxquelles satisfait le potentiel de l'électricité, T sera un minimum quand V représentera ce potentiel.
12. On peut transformer l'équation (a) de la manière suivante
T= rv('^4- J^ + ^^^BT-H rV(?cosX4-rîCos/ji-+-;cosv)</(T,
la dernière intégrale s'étendant à tous les éléments da de la surface du conducteur, et X, [x, v étant les angles de la normale intérieure n avec les axes de coordonnées.
Comme le mouvement est permanent, on a en tout point de l'intérieur du corps
d^ ch di: _
dx dy dz
et la première intégrale du second membre est nulle. A la surface libre, on a
^ COSX -h C0S|Jt H- ï COSV z=z o,
de sorte qu'il suffit d'appliquer la seconde intégrale aux surfaces co par lesquelles entrent et sortent les courants, et il reste
ou
ï = / V(ç COSX 4- T^ COS/JL -i- C cosv)éfoj T = / Vi cos(/, n )d(»).
l4 CHAPITRE 1.
Considérons le cas oii le courant entre et sort normalement à la surface du conducteur. Désignons par a>, et co^ les surfaces d'entrée et de sortie; nous aurons cos(i, n) = ±i sur ces deux surfaces, et, en employant les indices i et 2 pour les quantités relatives à ces surfaces, nous aurons
Mais alors la force électromotrice est normale sur les surfaces (Oi et co^, qui sont donc des surfaces de niveau ; par suite, V, et V^ sont constants
respectivement sur (0, et w^; /i,^co, et /«a^coa, qui représentent les
quantités d'électricité qui traversent ces deux surfaces dans l'unité de temps, doivent être égales à une même quantité Q, et Ton a
Echauffement du conducteur,
13. Un corps conducteur étant mis en communication avec une pile constante, il en résultera bientôt dans ce corps un mouvement permanent de l'électricité.
Le travail engendré pendant l'unité de temps dans le conducteur par le mouvement de l'électricité, puisqu'il n'existe aucun travail extérieur, doit être employé entièrement à produire de la chaleur. Or ce travail est représenté par
où l'intégrale s'étend à tout le volume du conducteur. En divisant cette quantité par l'équivalent mécanique de la chaleur, on aura la chaleur produite dans le conducteur pendant l'unité de temps.
On dippelle conducteur linéaire un fil métallique dont deux dimensions sont regardées comme très petites par rapport à la troisième. Ordinairement ces fils sont de section circulaire et leur volume peut être considéré comme engendré par le mouvement d'une sphère dont le centre se meut sur une ligne qu'on appelle Vaxe du fil; mais, en théorie, on peut supposer que la section du fil a une forme quelconque et que sa grandeur varie le long du fil.
Zo/ de Olun.
1. Si le fil, traversé par un courant permanent, se trouve dans un milieu isolant, on peut négliger les composantes de l'intensité du courant, perpendiculaires à l'axe, et ne tenir compte que du courant dirigé suivant l'axe.
Désignons par s la longueur d'un arc, pris sur l'axe du fil à partir d'un point déterminé, et par t sa section. Si le fil est formé d'un seul métal, l'équation qui donne l'intensité du courant est
Kl = 7->
as
OÙ i est l'intensité du courant, V le potentiel électromoteur et R la résistance spécifique du métal.
Mais, si le fil présente des passages d'un métal à un autre et n'a pas la même température dans tous ses points, il en résultera en différentes parties du fil une force électromotrice intérieure W que nous
lO CHAPITRE II.
considérerons comme une fonction de s^ et nous avons alors l'équation
as
On a ensuite, pour le travail accompli par le mouvement de Télectricilé pendant le temps di et sur une longueur ds du fiU
dm désignant une molécule d'électricité située dans Tjélément du fil qui a pour hauteur ds et dl étant la longueur décrite par dm dans di. Or nous avons (Chap. I, n** 3)
di
^di^'^^ ''^^**'
Tflfe étant l'élément de volume. Nous avons donc
Si nous posons
I représente la somme algébrique de la masse électrique qui traverse 'Z pendant Tunité de temps dans le sens où s croit; c'est une quantité qui reste constante d'une section à une autre; I s'appelle Vintensité du courant linéaire.
D'après cela» si nous désignons par T le travail produit pendant l'unité de temps dans le fil compris entre ^ == ^, et ^ = ^^, nous aurons
D'après la seconde expression de d^^ on a aussi, pour la valeur de 1\
ds
/• di.
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Posons
fn ^' ^ ir,
dV
les intégrales étant prises entre 5 == s^ et s ~ s.^. La quantité — -j- -{-W
est la force électromotrice en chaque point du fil; 7 E est donc la force
électromotrice moyenne le long du fil, et, pour nous conformer à l'usage, nous appellerons E la force électromotrice totale qui agit sur toute la longueur du fil, bien que E ne soit pas homogène avec la quantité précédente. Enfin H est appelé la résistance du fil.
En égalant les deux expressions (b) et (c), on obtient la formule
qui donne la loi de Ohm :
La force électromotrice totale qui agit sur une portion d* un fil traversé par un courant est égale au produit de l'intensité du courant linéaire par la résistance de cette portion de fil.
C'est à tort que Ton a coutume de restreindre la loi de Ohm à un conducteur homogène; car Ohm a démontré dans son Livre le théorème précédent avec toute la généralité que nous lui avons donnée.
2. Si le fil est homogène, W se réduit à zéro sur toute la longueur du fil, l'expression de E se réduit à son premier terme, et par conséquent la force électromotrice totale se réduit à V, — V^, en désignant par V| et Vj la valeur du potentiel aux deux extrémités du fil, et la résistance du fil sera
ds
Si le fil est composé de parties homogènes, mais hétérogènes entre elles de longueurs /, /', T, ..., la quantité W n'aura de valeurs sensibles que dans les environs des contacts de deux métaux où elle aura
une valeur extrêmement grande; ainsi, auprès de ces contacts, W sera
l8 CHAPITRE II.
extrêmement grand en comparaison de Ri, et Ton pourra réduire l'équation (a) à
ds
En intégrant dans une étendue très petite d'un point situé en deçà du contact à un point situé au delà et désignant par V« et V^ le potentiel en ces deux points, on aura
K est la force électromotrice due au contact. En désignant par £K la somme de toutes ces quantités prises sur la longueur du fil et par ¥« et Va la valeur du potentiel aux extrémités de ce fil, nous aurons
V< — Va peut être considéré comme la force électromotrice qui provient de l'extérieur; si les deux extrémités du fil sont jointes aux pôles d'une pile, ce sera la force électromotrice produite par la pile. Si l'on suppose que chaque portion homogène a la même section qui est désignée par t, on aura pour la résistance
le signe S s'étendant à toutes les portions homogènes du fil.
D'après la formule (rf), K représente la différence de potentiel de deux métaux en contact aux environs de ce contact; d'après cela, K doit représenter la tension entre les deux métaux, indiquée par le principe de Volta. C'est ce qu'admettait Ohm; cependant, suivant Thomson, l'expérience donnerait en général pour K une quantité plus petite en valeur absolue que celle-là.
Si certains contacts des métaux sont échauffés à des températures déterminées, les quantités K changeront et dépendront de ces températures.
Loi de Joule et phénomène de Peltier.
D'après l'équation (c), nous avons
Si l'on a un courant permanent traversant un fil homogène, la force électromotrice totale qui agit sur ce fil proviendra de l'extérieur et se réduira à ¥< — Va. Comme il ne se produit aucun travail extérieur, tout le travail produit par cette force se convertira en chaleur. Donc la quantité de chaleur produite dans ce fil pendant l'unité de temps est
si l'on désigne par G l'équivalent mécanique de la chaleur. Cette expression constitue la loi de Joule.
Supposons ensuite que le fil soit composé comme ci-dessus de différentes parties hétérogènes entre elles.
D'après la formule (6), on a
T = EI=:l(V,~VO + l/*
Wds.
Le premier terme du troisième membre représente le travail qui résulte de la force électromotrice V< — V^, et le second terme un travail qui se produit aux contacts. Donc, si l'on désigne par E' la force électromotrice V< — Va qui provient de l'extérieur, le travail produit par cette force dans l'unité de temps sera
E'I^EI -I2K = HP-12;K
et il devra se transformer en chaleur. Le premier terme représente un travail absorbé par le fil d'après la loi de Joule;' le second terme indique une absorption ou un dégagement de chaleur à chaque point de soudure, suivant que K est positif ou négatif. On démontre ainsi le phénomène reconnu par Peltier, qui est donc une conséquence de la
loi de Ohm el du principe de la conservation do Ténergie. Cest au moyen de cette dernière formule que Thomson a déterminé les quantités K.
Formules de Ohm.
4. Soit une suite de conducteurs linéaires homogènes terminés aux points A et B, où entre et sort un courant. Tous ces conducteurs AD4B, AD;2B, AD3B, ... ont le même potentiel en A et aussi en B; donc la force électromotrice relative à chacun de ces fils a la même valeur E. Soient R|, R^, . . . les résistances de ces fils et I,, la, ... les intensités des courants dans chacun de ces fils; nous aurons donc
£ - Il Kj — - IsRt ^^ . . . , et l'on peut aussi écrire
en désignant par I l'intensité totale des courants et par R la résistance
totale du conducteur formé par les conducteurs linéaires précédents.
Nous aurons donc
I — Ii-h Ii-h. . .
et, en remplaçant 1,, 1^, . • . et I d'après les équations précédentes, on
a la formule
Il ï I
r-^îï; "^r;^ r", "^ •
Comme exemple, prenons un fil lié aux pôles A et B(y?^. i) d'une
Kig. I.
pile, et qui se bifurque en C et F suivant CDF, CEF. Soient r et r' les résistances de CDF et CEF, et R la résistance de leur ensemble, on a
H- -, ou R =
rr'
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Si l'on désigne par R, et Ra les résistances de AG et BF, la résistance
totale du conducteur sera R -h R, -h Rj, et, en désignant par E la force
électromotrice totale et par I l'intensité du courant dans AC et BF, on
aura
Nous avons ensuite, en désignant par i et /' les iritensités des courants qui traversent CDF et CEF,
OU
IR , IR
On a ainsi déterminé R, I, i, i\
Ces formules élémentaires ont été données pour la première fois par Ohm.
5. Dans ce qui précède, nous avons considéré des conducteurs linéaires traversés par des courants, en faisant abstraction de la pile qui excite le mouvement de l'électricité. Or Ohm a admis, puis vérifié par l'expérience, qu'une pile hydro-électrique a une résistance constante, c'est-à-dire indépendante de l'intensité du courant. Ainsi, considérons dans un circuit galvanique la pile et deux portions de fil homogène PA et P'B, fixées aux pôles P et P' de la pile, et que nous regardons comme terminées en A et B. Désignons par V| et V2 les potentiels des fils aux points A et B, par Ë la force électromotrice produite par la pile et par r,/^,r" les résistances des fils PA,P'B et de la pile; R = r4-/^-f-r" sera la résistance de l'ensemble, et nous aurons
Si l'on considère un circuit entier formé par la pile et un fil, il faudra faire coïncider les points A et B, et l'on aura
Rl-^E,
R étant la résistance de la pile et du fil conducteur homogène qui joint les deux pôles.
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Sur la distribution des courants dans un réseau linéaire.
6. On a un système de n fils conducteurs, reliés entre eux par leurs extrémités; dans chacun d'eux peut se trouver le siège d'une force électromotrice, et il s'agit de déterminer les intensités I^I^, ..., l^des courants qui traversent chacun de ces n fils.
Nous allons donner les équations employées par Kirchhoff pour résoudre ce problème.
Étant donnés deux points quelconques G et D pris sur les fils du système, nous admettrons qu'on puisse aller de G à D en suivant les fils. S'il en était autrement, on pourrait diviser le système en deux ou plusieurs qui satisferaient à cette condition et qui seraient indépendants l'un de l'autre.
Rappelons ce théorème de Géométrie élémentaire trouvé par Euler :
Si 9 dans un polyèdre, on désigne parS le nombre des sommets, par F le nombre des faces et par A le nombre des arêtes, on a cette formule
On voit facilement que ce théorème revient à celui-ci : Découpons toute la surface d'une sphère en différents polygones sphériques et désignons par F le nombre des polygones, par S le nombre de leurs sommets distincts et par A le nombre de leurs côtés distincts; alors nous aurons encore l'équation (a).
Gela posé, a, p, y» • •• étant les points de croisement dans le réseau des fils, prenons sur la surface d'une sphère des points correspondants a', (3', y'» • • • et joignons par un arc de grand cercle tout couple de ces points qui correspond à deux points réunis par un fil. Nous pourrons choisir les points a', P', y', . . ., de manière qu'il n'y ait pas d'autres points de rencontre des arcs de grands cercles que a', P', y't ....
Désignons par N le nombre des fils, par G le nombre des points de croisement du réseau et par P le nombre des polygones sphériques renfermés dans la projection du réseau sur la sphère, ces polygones étant supposés extérieurs les uns aux autres. Puis appliquons le théorème précédent. Les sommets correspondent aux points de croisement;
donc S = C. Les côtés sont les images des fils; donc A = N. La surface
de la sphère renferme, outre les P polygones, un polygone extérieur à
la projection du réseau; on a donc F = P-hi. Ainsi Téquation (a)
donne
On peut aussi définir P comme le plus petit nombre de fils qu'il faut supprimer dans le réseau pour qu'il n'y ait plus de circuit fermé.
En effet, considérons les circuits qui se projettent sur les polygones sphériques. Si l'on enlève un fil situé sur le bord extérieur, on supprime un circuit; si l'on enlève un fil intérieur, deux circuits qui se touchent par ce fil se changeront en un seul. Et, si l'on ôte successivement un fil de manière à diminuer à chaque fois d'une unité le nombre des circuits, on voit qu'il faut retirer P fils pour supprimer les P circuits.
On aurait pu considérer P circuits autres que ceux qui ont pour images les polygones tracés sur la sphère.
Énonçons ensuite deux théorèmes employés par Kirchhoff
Théorème I. — Si les /ils i, 2, 3, . . ., /? aboutissent au même point, on. a
m (\) I,-4-Ij-i-. . .4-1,, T-o,
lo la» . • • » I/, étant les intensités des courants qui traversent ces fils et étant pris positifs ou négatifs suivant que les courants vont vers le point de croisement ou s'en éloignent.
Théorème IL —Si les fils i, 2, .. ., q forment un circuit fermé ; que R, , R2, ... soient les résistances de ces fils, ^/ E^ , E2. . . . les forces électromotrices qui s'y trouvent, on a l'équation
(B) RiI,4-R,Iî-t ... ^RyL, ^-E,H-E,-i-...4-E,„
li, I2, ... étant comptés comme positifs dans le même sens du circuit, ainsi que E,, Ej
Le théorème I se déduit de ce qu'il sort de chaque point de croisement autant d'électricité qu'il en entre.
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Pour démontrer le théorème II, appliquons la loi de Ohm à un des fils du circuit; nous aurons
V, et V,^., étant la valeur du potentiel aux deux extrémités duTil. Si Ton ajoute toutes les équations semblables relatives à chaque côté du circuit, les potentiels disparaissent et il reste Téquation (B).
Il existe autant d'équations semblables à (A) qu'il y a de points de croisement; ainsi il y en a C, mais G — i de ces équations seulement sont distinctes ; car, si Ton ajoute toutes ces équations, chaque intensité de courant se présentera deux fois, mais avec des signes contraires, et la somme des premiers membres 5e réduira à zéro.
Appliquons l'équation (B) à P circuits distincts, par exemple aux P circuits qui ont été projetés sur la sphère suivant les polygones sphériques dont nous avons parlé (n** 6).
Les formules (A) et (B) fourniront ainsi un nombre d'équations
égal à
c'est-à-dire égal au nombre des inconnues I.
Il est bien aisé de voir que l'équation (B), appliquée à tout autre circuit que les P circuits qui ont été indiqués, rentrera dans les P équations relatives à ces circuits. D'ailleurs ces P équations sont distinctes, car on peut prendre les P circuits dans un ordre tel que chacun renferme un fil qui ne soit pas dans les circuits suivants. Ainsi, chaque équation renfermera une quantité I qui ne se trouvera pas dans les suivantes; par suite, chaque équation ne peut être une conséquence des suivantes : elles sont donc toutes distinctes.
Nous avons cru utile de donner les considérations précédentes. Mais les N équations à résoudre sont de deux formes différentes (A) et (B); de plus, si l'on prend maintenant la lettre I affectée d'indices pour représenter les valeurs positives des intensités des courants, il faudra les faire précéder dans ces équations tantôt du signe -h , tantôt du signe — . Il en résulte que la résolution générale de ces équations présente assez de difficulté et même que la règle donnée par Kirchhoff pour leur résolution n'est pas commode. Aussi est-il préférable de suivre une autre marche pour résoudre le problème actuel.
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Autre solution du problème précédent.
8. Au lieu de déterminer d*abord les intensités des courants dans chaque fil du réseau, on peut rechercher les potentiels aux points de croisement et l'on en conclura les intensités des Courants dans chaque fil parla formule (2) du n°7.Mais, pour que les équations se présentent sous la forme la plus commode^ ajoutons aux fils du réseau d'autres fils qui joignent tout couple de sommets qui n'étaient pas réunis. Pour revenir au cas précédent, il suffira de supposer que la résistance est infinie ou la conductibilité nulle dans chacun des fils ajoutés.
Nous désignerons les sommets par i, 2, 3, ...,/?; le potentiel au point a sera V,„ l'intensité du courant sera 1^^ dans le fil qui va du sommet a au sommet 6, E^^ sera la force électromotrice située dans ce fil et kab la conductibilité de ce fil, c'est-à-dire l'inverse de sa résistance. D'après ces désignations, on a évidemment
*-ah - ■ */>a» *''ah *^hay '^uh — **//««•
D'après le théorème I du n" 7, on a à chaque sommet a ensuite, d'après la loi de Ohm, on a, dans chaque fil ab.
Substituons cette expression dans l'équation (1), et nous aurons
Le symbole k^,^ n'a jusqu'ici aucune signification; pour simplifier cette équation, introduisons-le en faisant
et cette équation deviendra
\ '«'al ' 1 •" f^iit > 2 r- . . . H Uau 'a t- . • . H- kap ^ p
( - '^ul fc-til '■ "ui^.<i t- . . . ^- kftph^if,.
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Si nous faisons successivement a = i , 2, ...,/?, nous aurons/? équations entre V,, V^, ..., V^; toutefois ces équations se réduisent au nombre /> — i; car, si nous les ajoutons, nous obtiendrons zéro pour chaque membre de Téquation résultante. En effet, dans le second membre, tout terme Aa,E«, sera accompagné du terme k^^Eja égal et de signe contraire, el le premier membre est aussi nul d'après l'équation (3).
Résolvons donc les /> — i premières équations (4) par rapport a V,, Va, ..., V^..,. Posons
et désignons par D^,, le déterminant qui reste quand on supprime dans D la ligne horizontale de rang r et la ligne verticale de rang ^; nous aurons
et, en multipliant les équations (4) respectivement par D^.,, D^a» • • • • D^^^., et ajoutant, nous aurons
L,e coefficient de V^ dans le second membre est
Or on a
Faisons dans cette formule i — i , 2, , . . , p ^ 1 et substituons dans le coefficient de V^, puis supprimons les sommes qui sont nulles; il restera
'»^irï^/l "H '»"î;* '^rî ^- • • • h '»"/i-l , r '^r, /ï-i ^^ ^^ •
On a donc enfin
|D(V,-V„)-- f-(*-i-A-„E,,-^ . .. !- X-,,„E,.;,)1),,, (5) < -h (A-„E,i-+- iir -h. . . — A-,,,,E,,,,)D;..î
On peut donc déterminer la différence du potentiel de chaque sommet avec celui du sommet/?. On peut donc aussi déterminer la diff*érence de potentiel de deux sommets quelconques et, d'après la formule (2), on en déduira l'intensité du courant dans le fil qui joint ces deux sommets.
Démontrons le théorème suivant remarqué par Kirchhoff
5/ une force électromotrice agit seule et dans le fil conducteur ah terminé en a et b, elle produira dans lefilrs le même courant que cette force électromotrice mise dans rs produirait dans ab.
Si la force électromotrice E^à agit seule et le long de ab, l'équation (5) appliquée au,sommetr no renfermera que deux termes dans son second memhre et l'on aura
on aura de même
En retranchant ces deux éjçalités entre elles, on a
i)(V,- V,) ^. XVi6E«^(I),a~ l),A- î),.-^-l)x/,),
et, par suite, le courant produit dans rs sera
/'V*(V;.-- V,) --- ^/»v,A\,/,EaA(I)|.,— l)i-A— I),,-h !),/,).
En permutant dans le second membre a etb avec r et s, on ne changera pas le second membre si l'on suppose E^^= E;.,; ce qui démontre le théorème.
On voit aussi que la condition pour qu'il n'y ait pas de courant dans le second fil est la suivante
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Exemple. — Quand le réseau est peu compliqué, on peut employer indifféremment les deux méthodes. Appliquons, par exemple, les équations de Kirchhoff au pont de Wheatstone. Cet appareil se compose de six fils qui joignent quatre points A, B, C, D {fig- 2). Une pile
est introduite sur le côté AB et y produit la force électromotrice E. Considérons les courants comme positifs sur les six fils quand ils sont dans les directions indiquées par les flèches. Soient /,, i^, h, hf I2» h les intensités des courants et r,, r^, r,, R,, R2, R, les résistances respectivement dans les fils AB, BC, CA, AD, BD, CD.
Le théorème I du n** 7 appliqué aux sommets A, B, (] donne les équations
(l) /, — 1*2— lj-_ O, f'i — h-li^-O, I3--/, — I, = 0,
et le théorème II appliqué aux circuits ABD, BCD, CAD fournit les
trois équations
/ E /j/, M HjL- R,I,,
(9) . . o ^ /j/j^ Rjl, Rjl„
De ces équations on tire facilement les six inconnues i et I; en tirant les I des équations (1) pour les porter dans les équations (9.), on obtiendra trois équations entre les intensités /.
Action des courants sur les aimants.
10. il résulte des faits de rexpérience que les courants électriques exercent des actions sur les aimants et que, par conséquent, réciproquement, d'après le principe de la réaction, les aimants agissent sur
les courants. Les actions entre les courants et les aimants sont dites actions électromagnétiques.
Considérons un courant linéaire fermé agissant sur l'unité positive de magnétisme située au point (^, r, -); chaque partie élémentaire du courant agira sur ce point. JWais n'examinons d'abord que l'action totale du courant sur ce point. L'hypothèse la plus simple qu'on puisse faire consiste à admettre que les composantes totales X, Y, Z de la force produite par le courant sur ce point sont les dérivées partielles d'une même fonction par rapport à œ, y, z, en sorte qu'on peut poser
(Lr a Y dz
admettons, de plus, que X, Y, Z sont des fonctions continues en dehors du courant et que P satisfait en dehors de ce courant à l'équation du potentiel
AP ^^o;
enfin admettons que P s'annule comme un potentiel à l'infini. K mann a, je crois, reconnu le premier qu'on peut déduire de cette hyp hèse les faits électromagnétiques relatifs aux courants linéaires feirr.és. Nous appellerons P le potentiel magnétique du courant.
IL Soit ABCD {fig. 3) le courant fermé, et soient GIK, GHK deux
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courbes infiniment voisines qui se terminent aux points G et K et qui n'enlacent pas le courant. Prenons l'intégrale
f{\d.T-i-Ydy^Zrtz)
le long de chacune des deux lignes GIK et GHK; je dis qu'elle v aura
des valeurs égales.
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Supposons que non seulement la fonction P soit continue sur les courbes GIK el GHK, mais qu'elle le soit également dans le passage (l'un point de Tune des courbes à un point infiniment voisin situé sur l'autre. D'après les valeurs de X, Y, Z, l'intégrale û prise le lonj? d'une de ces deux courbes peut s'écrire
^5 étant un élément de la courbe. Concevons ensuite que les points I et H se meuvent en même temps sur les deux courbes en restant infiniment rapprochés et qu'ils partent ensemble de G et arrivent ensemble en K.
En prenant l'intégrale le long de Gl et le long de GH, nous aurons
- f -/' r/.v - p,; - i>„ - f -^. rfs \\ - P„,
J fis J^^ds
les indices de P indiquant les points où l'on prend le potentiel P. La différence de ces deux intégrales est Ph— Pp quantité infiniment petite, puisque I et H sont infiniment voisins; et, quand les points I et H arrivent en K, la différence des deux intégrales est nulle. Ainsi l'intégrale il prise le long de GIK est égale à cette intégrale prise le long de GHK. Enfin, comme on peut supposer qu'une des deux courbes se déforme successivement en s'éloignant de l'autre, l'intégrale, prise le long des deux courbes, aura la même valeur, quand même elles s'écarteront l'une de l'autre d'une manière finie.
12. Dans ce qui précède, la fonction P n'entre que par ses dérivées, et elle n'est pas complètement déterminée par les conditions auxquelles on l'a assujettie. Ajoutons maintenant cette autre condition que la fonction P est partout finie et continue, excepté k travers une certaine sïirface cr dont le bord est sur la courbe ABCD.
Désignons par P' et par P" les valeurs de P sur l'un et l'autre côté de la surface cr. Des deux côtés de la surface a, les dérivées de P' et P" suivant des directions tangentes à la surface sont égales, et la fonction P vari^ d'une manière continue sur chaque côté de cette surface. Si donc, en un point de a et de part et d'autre de t, on prend pour P
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des valeurs qui diffèrent de B, les valeurs de P' et P" différeront de B dafns toute l'étendue de la surface a. Ainsi Ton peut poser
B étant une constante quelconque.
La constante B étant supposée donnée, on peut prouver facilement que la fonction P est complètement déterminée.
Expression du potentiel magnétique.
13. Nous allons déterminer une expression du potentiel magnétique du courant.
Soient U et P deux fonctions des coordonnées a, b, c d'un point quelconque -de l'espace cr, limité par la surface co; on a l'équation connue
I Pli] clxs ^ jiJlVdxs = _ /V^r/o) f- /'l'^^o,,
fin étant l'élément de normale à co, menée intérieurement (Théorie du potentiel, Chap. I, n® 10).
Prenons U — -> r étant la distance d'un point (a;, r, z) situé dans cr
à l'élément r/cj ou rfo), et prenons pour P la fonction du numéro précédent.
Du point (37,7, z) comme centre décrivons une sphère d'un rayon infiniment petit et une autre sphère d'un rayon R extrêmement grand. Ensuite, comme la fonction P est discontinue à travers la surface cr, menons deux surfaces <J^ et cJa infiniment près de a et de part et d'autre de cette surface. Enfin appliquons cette équation au volume compris entre les deux sphères, diminué de la couche comprise entre cT| et (j.^.
Dans tout cet espace, on a AU = 0, AP = o, et, en désignant par d(j' les éléments de la surface de la sphère infiniment petite et par d'y les éléments des autres surfaces limitantes, on obtient
dr- ». riclP^
J un J r du;
r^dr-' , , ri dP , ,
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On trouve ensuite (acilement
lim / - "î-r/a'. o, liai l'v-'^(h -4-1*,
J r dr J dr
P désignant dans le dernier membre la valeur de P au point (*>t, y, :;), qu'on déduit donc de la valeur de P donnée, en remplaçant a, b, c par jr, J, s. Il reste donc
où les intégrales du second membre s'étendent à la ibis à la surface de la sphère de rayon R et aux deux surfaces a, et Œj. Celles qui se rapportent à la sphère sont nulles pour R = oo, comme on le reconnaît facilement. 11 suffit donc de prendre ces intégrales sur les surfaces t,
et Œo. Or, comme les dérivées de P varient partout d'une manière con-
d\^ tinue et que dn! est mené en sens contraire sur a, et Œj, -^, y prend
des valeurs égales et de signe contraire. Ainsi la dernière intégrale est entièrement nulle et l'on a
dr
(/p étant rélément de normale à G^ mené en dehors de l'espace compris entre œ, et (7. : dp est donc aussi l'élément de normale mené à a du côté où P = P'.
En remplaçant P'— P' par sa valeur constante P, on obtient
I ^ J dp
Cette expression est identique a celle du potentiel d'une double couche magnétique dont la puissance est constante dans toute son étendue et
égale à 7- (Théorie dupotentiely \\!^ Partie, Chap. IV, n" 11). On obtient
ainsi un théorème donné par Ampère, qui peut s'énoncer ainsi :
L'action d\in courant linéaire fermé sur une particule magnétique peut être remplacée par celle d'une double couche magnétique de puissance con-
S tante et limitée à la ligne du courant. Lajorme de cette double com:he est d'ailleurs arbitraire.
14. Les composantes X, Y, Z de l'action du courant sur le point (a?,j, 2) sont proportionnelles à l'intensité du courant, et, comme elles sont exprimées par les dérivées de P changées de signe, P est aussi proportionnel à I; donc B est une constante qui contient I en facteur, et l'on peut poser l'égalité
où P est indépendant de I.
La constante p dépendra de l'intensité du courant linéaire choisie pour unité. Pour avoir les formules les plus simples, prenons cette unité, de manière que p soit égal à i; nous emploierons ainsi l'unité de courant adoptée par W. Weber et ensuite par la plupart des physiciens. Nous avons donc
B = 4t:1 et
Concevons qu'un observateur se tienne normalement sur le côté positif de la double couche magnétique, c'est-à-dire sur le côté qui tend à se diriger vers le nord. Alors, si V est égal à V sur ce côté, la quantité B — V — V" sera positive, et l'expérience prouve que, pour l'observateur, le courant tourne de droite à gauche.
Ensuite, d'après un théorème connu sur les doubles couches et qui est d'ailleurs une conséquence facile de la formule (a), on obtient le résultat suivant :
Le potentiel P, pris en un point M ou (a?, j, 5), est égal à l'intensité I du courant, multipliée par la surface sphérique co, dont le rayon est l'unité et le centre en M et qui est interceptée par le cône qui, ayant son sommet en M, s'appuie sur la ligne du courant. Et l'on regarde la surface co comme positive ou négative, suivant que la surface a
tourne le côté positif ou négatif au point M.
15. Nous avons mené arbitrairement la surface d par la ligne ABCD {fie- 4) du courant. Mais, si la surface gt, étant déformée, franchit le point M et vient en a^ , P subit un accroissement égal à =p 4*^1» suivant que le point M, après avoir été du côté positif de la couche, se trouve du côté négatif ou réciproquement.
Ainsi, quand la surface se change de a en a,, la valeur de la fonction P varie dans l'intervalle de a à a, ; mais sa valeur reste la même en dehors de cet intervalle. Quant aux dérivées de P, qui donnent l'action du courant sur le point M, elles ne dépendent pas de la forme de la surface a.
Décomposons la surface a en éléments et la couche magnétique en éléments correspondants. L'action de chacun de ces éléments de couche peut être remplacée par celle d'un courant d'intensité I qui passe par le bord de cet élément, et un observateur placé sur le côté positif d'un quelconque de ces éléments de couche magnétique verra le courant correspondant tourner de droite à gauche. Ainsi un courant linéaire fermé S peut être remplacé par un réseau de courants élémentaires de même intensité et qui tournent tous dans le même sens, ce réseau se terminant au contour S. Au reste, il est aisé de voir que chaque côté du réseau qui n'est pas sur la ligne S est traversé par deux courants égaux et de sens contraire, •ce qui rend la proposition évidente.
Valeur de
Sts^-
16. Si l'on prend l'intégrale ] -jt^s^^ long d'une ligne qui ne tra verse pas la surface a et qu'on désigne par P, et Pj la valeur du poten-
tiel P au commencement et à la fin de cette ligne, on a
Cherchons ensuite la valeur de cette intégrale prise le long de la ligne ACDE (^fig> 5) qui traverse la surface a limitée au courant. Désignons par P' et P'' les valeurs que prend P de part et d'autre de la surface au point H, où cette ligne la traverse. L'intégrale, prise le long
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de ACH, a pour valeur P' — P^ et, prise le long de HDE, elle est égale à Pa — P"; donc nous obtenons pour la même valeur prise le long de ACHDE
^^ds = (P'_ p,) + (P,- P^) = p,- Pi -H B,
puisque P' — P" est égal à B.
Si la ligne S, qui joint le point A au point E, traversait la surface gt toujours dans le même sens un nombre n de fois, on aurait
J^ds^P,^P,-^nB,
et, si la courbe était fermée, en sorte que le point E coïncidât avec A, P2 serait égal à P| et l'on aurait
cette quantité, changée de signe, représente le travail qu'accomplirait l'unité de fluide positif magnétique en parcourant le circuit fermé que nous venons d'indiquer.
En prenant la même intégrale le long d'une ligne fermée xiCDA qui
enlace le courant une fois seulement, nous aurons
et, en remplaçant B par sa valeur ^tzI, nous obtiendrons
Si Ton prend l'intégrale en sens contraire, c'est-à-dire le long de ADCA, on aura
et le chemin d'intégration est ainsi pris le long d'une courbe fermée qui enlace le courant, de manière à traverser la surface a du côté négatif au côté positif.
17. Il est facile de vérifier que la valeur de j -^ds prise le long
d'une ligne donnée ne dépend pas de la surface menée par le courant. En effet, si l'on prend cette intégrale le long de la ligne AC, en adoptant la surface a, on a
(a) f^ds=P,^P,.
Prenons ensuite au lieu de a une surface c/, telle que le point C (^g. 6) se trouve entre a et a'; le potentiel en C deviendra P2= Pj— B.
Désignons par Ph et Pu les valeurs de P au point H sur le côté positif et le côté négatif de a'; nous aurons
J^?^.---z(P„-P,)-h(P,~Pu)
=z(p;-P,) ^(PH-P'u)-P;-P«-^B,
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et, en remplaçant V\ par sa valeur, on retrouve pour Tintégrale la valeur (a).
Travail produit sur une double couche par un système magnétique.
18. Soient, en général, deux aimants H et H,, et représentons par P le potentiel magnétique de H; nous aurons pour le potentiel de l'un des aimants sur l'autre {Théorie du potentiel, II* Partie, Chapi IV, n°4)
Â, B, G étant les composantes du moment magnétique dans chaque élément dxs de l'aimant H, ; x', y, s' sont les coordonnées de dxs et l'intégrale est étendue à tous les éléments du volume de H,.
Prenons pour l'aimant H^ une double couche magnétique F de puissance constante et désignons par X, [x, v les angles directeurs de la normale, menée à la couche du côté positif; nous aurons
A dxs z=z(^d<j cosX, B dxs — a^dc cos /jl, C dxs = 9 «fer cos v,
(p étant la puissance magnétique de la couche et du son élément de surface. Il en résulte
w r/^P . ^P dP \ ,
^^V \di' '^'^ "*■ dy "^'^ -^ d^' "^' v^^'
l'intégrale étant étendue à toute la surface de F.
Désignons par ^ la composante normale à d(j de la force F, qui provient de l'aimant H; cette formule deviendra
=:—<pfWd(J — —^Q.
La quantité Q représente le flux de force, provenant de H, qui traverse a.
19. Supposons que, l'aimant ou système magnétique H restant fixe,
la couche F éprouve un déplacement infiniment petit; il en résultera
un travail égal à
— rfW — 9^0.
La couche F peut être remplacée par une autre couche quelconque ayant le même bord et ia même puissance magnétique. Si donc F s^est déplacé en F' et son bord s en y, nous pouvons imaginer une surface a> passant par s et /, et remplacer les surfaces de F et de F' respectivement par les parties de o) comprises dans s et dans s' (il est évident qu'en général ces deux lignes ne se rencontrent pas).
Ainsi, la ligne 5 ou ABCD (/ig. 7) étant venue en ï ou abcd, si nous
Fig. 7.
désignons par q le flux de force qui traverse la partie annulaire de a> comprise entre s et s\ nous aurons
Divisons cet anneau en rectangles infiniment petits, dont deux côtés
soient sur s et /. Le flux de force qui traverse un de ces rectangles
a^Pf a, est
Fcos(F, N)rf5 X (xai,
F étant la force magnétique qui provient du système magnétique H, N la normale positive menée k (i> et ds l'élément a^. Cette expression représente le volume d'un parallélépipède construit sur le rectangle aPPia< et sur F pris pour arête. Désignons par y l'angle de F avec ds; ce volume a aussi pour mesure
(a) Fdssïny.h^
h étant la perpendiculaire abaissée de a, sur le plan mené par ds et par F.
Imaginons une force qui ait pour grandeur Fd!f siny, qui soit parallèle à la ligne A, mais de sens contraire, et qui transporte ds en ds'; le travail de cette force sera donné par l'expression (a). La quantité ç
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est la somme des quantités {a) et Ton a
— rfW — 9 / F/i sin y ds.
xiinsi le travail produit sur la double couche F par le système magnétique est le même que celui qui serait produit par des forces fictives çFsinyé/jç, agissant sur chaque élément ds du contour de F, perpendiculairement au plan mené par F et ds, pour transporter ds en ds\
Comme Faction du système magnétique sur la double couche est la même que sur un courant linéaire parcourant la ligne s, ce théorème s'applique aussi à l'action d'un système magnétique sur un courant.
Théorèmes auxiliaires.
20. Une surfaces étant terminée à une ligne S, concevons que cette ligne soit parcourue par un point M dans le sens où il sera convenu qu'on fait croître l'arc s pris sur S à partir d'un point fixe. Menons une normale à <t, commençant à cette surface et dans un sens tel que l'observateur placé suivant la norpiale, les pieds sur la surface, voie le mouvement du point M s'effectuer de droite à gauche. Cette normale sera dite positive, ainsi que le côté correspondant de la surface. Cette définition est nécessaire aux théorèmes suivants :
Théorème I. — Si a est une fonction qui varie avec la position d'un point {oc, y, z) situé sur la surface a, on a
Cldu du \ , C dx ,
\\-rz cos/n — -j- cos« j a<T = l u-^ds,
l,m,n étant les angles de la normale positive avec les trois axes. Tm première intégrale est étendue à tous les éléments de la sur/ace a et la seconde à tous les éléments ds du contour.
En effet, en projetant l'élément rfd sur le plan des ^ry et celui des a;:;, nous pouvons poser
cos nd(7=^dx dy, cos md<s'=- dx dz.
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et, en désignant par A Tintégrale relative à a, nous avons
Pour fixer les idées, supposons l'angle n aigu pour toute la surface a, en sorte qu'on puisse regarder dx (ii dy comme positifs, comme on le fait ordinairement pour de pareilles intégrales.
Soit CaiDa^ {fig. 8) la projection du contour S sur le plan des xy.
la flèche indiquant le sens du mouvement sur cette courbe. Désignons par w, et u^ les valeurs de u aux points de S qui se projettent en a, et ^2. où une droite parallèle à Taxe des ^ rencontre la courbe projetée; nous aurons
Gomme dx est regardé comme essentiellement positif dans la seconde intégrale (a), posons
rf^, OU rf^a étant la variation de x quand le point {x, y) s'avance sur la courbe d'une quantité infiniment petite dans le sens de la flèche ; nous aurons donc
j ^^'f'd}dy^-fudl^—j u^dU
en désignant par L la longueur de la projection de ^ sur le plan à^sx.y.
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Nous pouvons mettre maintenant dx au lieu de rf$, en admettant pour dx l'un ou l'autre signe, et nous aurons
J df -^ J dL
On trouve de même
fdxj'!^^d.:=fu^dU.
en désignant parL, la longueur de la projection de ^sur leplandesj:, 5. On a donc
de dû
A 1= / uy-JT-dL-{- ^j^ dL^ ).
Or la coordonnée x du contour S peut être considérée comme une fonction de s et aussi comme une fonction de L et L, ; on a donc
dx . dx ,, dx ,, ds dL dLi
et il en résulte
dx
, ds.
ds
Si nous désignons par v eiw deux fonctions semblables à ^ et que nous posions
,. rfd^v . dsv \,
L — / ( -T- cos/ — -T- cosmjda,
nous obtiendrons de même
B^/4./.. C^f4^cis.
Théorème II. — Soient les expressions
Y _ dw di> du div d^> du
dy dz dz dx dx dy '
qui satisfont à la condition
d\ d\ dL
dx dv ' dz
on aura
I (Xcos/-H Ycosm -hZcos n)dG " / ( " "77 "^" ^' TTT '^^^'cf)^^'
En effet, si nous remplaçons dans l'intégrale du premier membre les quantités X, Y, Z par leurs expressions, nous trouvons qu'elle est égale à la somme des trois intégrales A, B, C, et, en remplaçant A, B, C par les intégrales prises suivant le contour de a et trouvées ci-dessus, nous obtenons cette formule.
Potentiel d'une double couche magnétique sur une autre.
21. D'après ce qui a été dit au n'^ 18, le potentiel d'une double couche magnétique F de puissance constante o sur un système magnétique quelconque a pour expression
W 1.- O / -T- cos/. -^ ,- COSU H — 7- cosv ]d7; J \ax dy ^ dz y '
X, V, 3 sont les coordonnées de rfci, élément de surface de la double couche; X, [jl, v sont les angles de la normale positive k d'y avec les axes de coordonnées et P est le potentiel du système magnétique au point (x, y, z).
Réduisons d'abord le système magnétique k un aimant infiniment petit; désignons par M son moment, par t son volume et par /, /w, n les angles directeurs de son axe magnétique; nous aurons pour son potentiel
/<//•-' dr ^ df'-^
I)-~ M 7 —, C0S/-1 r— COS/« H T-r COS/2
' \du; dy dz
(în désignant par(.r', v', z') les coordonnées du centre de cet aimant et par r la distance de ce point au point (r, v, s), où l'on prend le
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potentiel p. On peut aussi écrire pour cetto expression
pri:- Mt — ; — COs/-|- -:^ COSWH ,- COS// ,
^ \ dx a y (iz J
et il en résulte
dp ^, fd-r-' , d'-r-' d'r-'
-;- — — MtI -, T ces/ -h —, ;- COS/?? -î 7-;r- COS/i
\dx dz
dz \dxdz dy dz dz^
Remplaçons ._^ par sa valeur
r/c« r/j^* dv^
et nous obtenons
dp ^, d /dr-' , dr ^ \ ^, d fdr-' dt-' \
dz dx \ dz dr ) dy \ dy dz j
Prenons maintenant pour Taimant infiniment petit un élément d'une couche magnétique F de puissance ç' et désignons par rfor' la superficie de cet élément; nous devrons remplacer Mt par ^'drf , et, pour avoir
la valeur de ^, relative à l'action de la couche F, il faudra intégrer
l'expression précédente sur toute la surface a'; nous aurons ainsi
'Tz^-'-'^dxj\-dT'''^^~--dx' ^<>S/^j./^
en remplaçant sous le signe d'intégration les différentiations par rapport à X, y, z par d'autres par rapport k x\ y\ z\ coordonnées de ch' Posons
~ / V TT^ C0S/7Î ^j^ cos// ) dfj ,
dy
*' - / -j—f ^'os/ ;— - CCS/;/ ]dfj'
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et nous aurons
dz ""^ \dx dYl
Ainsi l'expression de W, potentiel de la double couche F sur la double couche F, devient
, riY^'H ''<i\ ^ ('f^ '/H\ (dG dV\ 1 .
>V = - 09' j |^(^^^^; - ^- j COSX + ( ^ - ;^ j COSf. -H (^ - ^- j CCS vj rf,
et, d'après le théorème II démontré ci-dessus (n*" 20),
D'après le théorème I, nous pouvons aussi remplacer F, G, H par des intégrales relatives au contour entier de F, et nous aurons
Portons ces valeurs dans la dernière expression de W, et nous obtenons
Enfin, si nous désignons par £ l'angle de ds et ds\ nous obtenons
Wzr: -or^' f r^^^^^^dsds'
pour le potentiel de la couche magnétique F sur la couche magnétique F'.
Potentiel d'un courant fermé sur un autre.
22. L'action d'un courant fermé d'intensité ç, en tout point extérieur, est égale à celle d'une couche magnétique de puissance ç et dont le
corn.vNTS linéaires permanents. /| >
bord coïncide avec la ligne s du courant. La même chose ayant lieu pour un second courant, il en résulte que l'action réciproque de deux courants linéaires fermés, maintenus constants et dont les intensités so.nt <p et ç', est la même que l'action réciproque de deux couches magnétiques de puissance <p et ç', et dont les bords coïncident avec les deux lignes de courant.
Ainsi, en désignant par I et l' les intensités des deux courants et posant
cose , , ,
(6) w^-u'fp-^.
— dW sera le travail élémentaire produit dans un déplacement relatif des deux courants, qui provient de leur action mutuelle.
Franz Neumann a désigné cette quantité W sous le nom de potentiel mutuel des deux courants linéaires. Il avait déduit la formule (6) de la connaissance de la loi d'Ampère, dont nous allons bientôt parler.
Remarquons de plus que, d'après les formules (a) du numéro précédent, les composantes de la force magnétique du courant s' au point (,r, y, s) suivant les axes des x, y, z sont
y(da_dG\ y.(dF_dH\ ^,(rlG_dF\ \flf dz )^ \dz dx y \dx dy)^
en d'autres termes, ce sont les composantes de la force exercée par le courant s' sur l'unité positive de fluide magnétique placée au point
23. Concevons, par exemple, que le circuit s' soit fixe et que le circuit s soit rigide et se meuve sous l'influence du circuit 5'.
Soit M un point lié au circuit s et dont les coordonnées sont a, i, c. Menons par le point M trois droites parallèles aux axes de coordonnées. Tout déplacement infiniment petit du circuit s peut être considéré comme résultant du déplacement du point M et d'une rotation autour de ce point; rfa, rfè, de étant les composantes du déplacement du point M et ^f , ^^, d]/ étant les composantes de la rotation des axes que nous avons menés par M, nous avons
— dvf — — - , — da 7— db >— de — , — d^ — ,— dy — ,,-d^i
da du de do ' d/^ ^" d^ ^
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^W ciW dW
da db ' de
sont les composantes de la force qui tend à faire
mouvoir le point M et ^- > .— y ,y sont les composantes do
l'axe du couple qui ten 1 à faire tourner le circuit s autour de ce point. Les coordonnées des points du circuit s peuvent être désijîjnées par
et Ton aura
dl dx^ dndy[ < dz' ^'^^^~~ ds ~ds' '^ dsW ~^ ds d/'
il en résulte
Wzz -
lY, r f __ _ _ ff^d.r^-^ dn dv' -h r/r dz'
J J [(«4-f-.r')«-t-(/>-f-Yl~-/)*-H(c-.H.^-c')'r'
puis nous en concluons
^'W ^„ r r {a-\-l — œ')idldx'-^df\dY'-\-di:dz')
on obtient de même les deux autres composantes de la force.
Pour former --7— > imaginons une rotation infiniment petite du circuit s autour de la droite MX menée par le point M parallèlement à l'axe des x. En désignant par R la distance du point {x^y.z) à la droite MX, nous pouvons poser
y—bz^ Rcoso, z — C". Hsin9,
où R est constant et l'angle ç variable, et nous avons
-— :— o, -,- " - Rsm© — — (::-- c), -,--- Rcoso :: V — ^;
do do ^ r/9 . v '
puis nous obtenons
d /i\ i [, ,.dx dv , ,.àz~\
et
ds' zzz -z-{ -j- dx' -f- -7- dy' -^ -^dz'\ «9 \ ds ds '^ ds J
dcos£ , , d ( dx , , dy , , dz d(^
d /dz\ ds \d^ )
ds -^ ds
D'après ces expressions, on conclut, pour le moment des forces autour de la droite MX ou pour l'axe du couple composant suivant MX,
- fi -= "' f/ r~— -^';^ ''^ + Ky-y')(-^-z c):r.ll_-=')(y-') cos.dsds'].
On en conclut, par analogie, les moments autour de deux autres droites menées par M parallèlement aux axes des y et z.
Action mutuelle de deux éléments de courant.
24. Après avoir obtenu l'action mutuelle entre deux courants linéaires fermés, nous pouvons nous proposer de déterminer l'action mutuelle entre deux éléments de courant, en admettant que cette action a lieu suivant la droite qui les joint.
Désignons par ^l^c&dV' la force que les éléments de courant, situés sur ds etds\ exercent l'un sur l'autre, en prenant cette force positive, quand elle tend à faire décroître la droite rqui joint les milieux de ds et ds\ Soit Br l'accroissement de r provenant -d'un déplacement virtuel du système des deux courants; il en résultera, par l'action mutuelle de ds et rf>', le travail
— ^dr ds ds\
et le travail produit par l'action mutuelle des deux circuits s'obtiendra en intégrant cette expression le long des contours s et ^ des deux courants; ce travail est aussi égal à la variation — SW, éprouvée par — W (n° 22), et nous obtenons
(i) — ô\V=r— / I ^ordsds\
Calculons ensuite la variation de
W ---IV f f'^dsds'.
En désignant par (j-\y, s) et (^',7'» -') les centres de ds et ds\ nous avons
I r/M/M _ __ ff.r (Ir^ ci y ffy* r/z rfz'
i dsds' ds ds' ds ds' ds ds' *
et il en résulte
w _ 1 II' f 7v;[£L! r^.
2 J J as as' r
En prenant la variation de cette expression, on a
^w.' 'ii»rrr "»'/M'*) ''/'o'^'Mi . .,
Transformons la seconde partie de celte formule. En intégrant sur toute la ligne fermée s\ on a
* I d* or* , , I r d or*
/• I d* or* I r d or* , ,
7 did7'^' ~ ^J d7 ~dT'^' '
multiplions cette équation par ds et intégrons le long de s : nous aurons
Remplaçant dans BW^ nous obtenons Nous avons ensuite
2 r or ds ds' .
' ir
r* ds ds' ds ds'
' 2 fdr dr d* r
/•* \ds ds' • ds ds
1^—1 I" dr^ dr^ __ d*(r*) ~\ s') ~ /•» L ^5 ^// ds ds' J
Regardons la direction de la droite r {fig. 9) comme allant de ds' vers ds et désignons par 6 et 6' les angles de la droite r avec les tan-
Fig. 9-
gentes à ^ et *' menées dans le sens de l'accroissement des arcs s et s' . Nous en concluons les deux premières de ces trois équations
dr ^ dr ., d^{r^)
^^ ^cosQ, ^-, =-cos9', ^^ --2cose,
la dernière ayant été obtenue ci-dessus. Nous avons donc
(4) i , , / +2/--y— ^-7 =z -t(— 3COS0COS0'4-2COS8).
/•' ds ds' ds ds' r* ^ '
Les expressions (1) et (2) devant être égales, quel que soitSr, les éléments des deux intégrales doubles doivent être eux-mêmes égaux, et l'on en conclut, en se servant des égalités (3) et (4),
OU
ir ds ds'
(6) ^dsds' = ^ (2C0S£ — 3 cosôcosQ').
Cette dernière équation représente la formule trouvée par Ampère pour l'action entre deux éléments de courants I ds et V ds\ Il l'a obtenue, en 1822, comme résultat de ses expériences combinées avec le calcul ; les travaux d'Ampère en Électrodynamique renferment les premières recherches théoriques faites sur ce sujet.
La formule (5) peut se mettre sous cette forme extrêmement simple
qui a été aussi remarquée par Ampère.
5o CHAPITRE II.
25. Si deux éléments de courants sont parallèles et de même sens et de plus perpendiculaires à la droite qui les joint, on fera dans la formule (6) e - : o, cosô — cosO' — o, et l'action entre les deux éléments sera
IdsA'ds'
Ainsi, d'après le choix que nous avons fait pour la valeur du coefficient p dans le n® 14, nous arrivons à la définition suivante de Tunité de l'intensité de courant linéaire : Si deux éléments de courants de longueur I, de même intensité, parallèles et de même sens, sont séparés par la distance i et perpendiculaires à la droite qui les joint, l'intensité de ces courants sera égale à i, quand l'action attractive entre ces deux courants sera égale à 2.
Ampère divisait par a le second membre de la formule (6); donc, dans la définition précédente, la force entre les deux courants serait égale à i au lieu de 2. Ainsi l'intensité de courant adoptée pour unité par Ampère est plus petite que la précédente dans le rapport i \\[i.
26. Nous avons admis que l'action entre deux éléments de courants a lieu suivant la droite qui les joint. Faisons cependant une remarque sur la loi d'action la plus générale qu'on puisse concevoir entre ces deux éléments.
Supposons le circuit s' fixe et le circuit s seul mobile, et soient en général Sa?, Sy, Iz les projections du déplacement infiniment petit du point (ce, j, z) milieu de ds. Désignons par X ds ds\ Y ds ds\ Z ds ds' les composantes de la force exercée par ds' sur ds\ il est évident que les coordonnées a?, y, z et x\ y\ z' des milieux de ds et ds' n'entreront dans X, Y, Z que par leurs différences oc — x\ y — y\ z — z'\ car X, Y, Z ne changent pas si les axes de coordonnées sont transportés parallèlement à eux-mêmes.
Le travail élémentaire produit dans le déplacement du circuits est
{h) f f{\Sx^Yôy^Zèz)dsds',
Or, en désignant par ^ la force trouvée par Ampère, ce travail est
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aussi égal à
(c) - r f\\fdrdscis',
et Sra pour valeur
Supposons ensuite que Sa?, Sy, Sjs restent constants tout le long du circuit Sy en sorte qu'il ne subisse qu'un mouvement de translation. Alors, en désignant par U, V, W des fonctions de .r, y, Zy on aura
puisque, en effectuant d'abord l'intégration le long du contour fermée, on aura un résultat nul. Ainsi l'expression (c) peut s'écrire
( - yy ^ [{X -x')èx + {y- y') ày + {z-z') 3c] ds ds'
Maintenant, il est évident qu'on obtiendra l'égalité des formules (b) et (d) en égalant les coefficients de Sa?, 8y, 8z pris de part et d'autre, ce qui donne les trois équations
Xds=^ — dfds Y-dl],
Z dsz=:-~^\,ds^-^-hdW;
u, V, w sont des fonctions de x — jc\ y — y^ z — z'. Comme X Sa? H- Y Sj 4- ZSjs doit rester invariable par un changement des axes de coordonnées, il résulte des formules (e) que l'expression
t/U hx -\- dN ^y -\- d^ hz
est aussi invariable par ce changement. Ainsi U sera symétrique par rapport à j — y et z — z\ et Ton déduira V et W de U, en faisant sur les lettres a?, j^ z la permutation circulaire (a?, y^ s).
En ajoutant aux composantes de la force d'Ampère ^dsd/ respectivement les expressions d\}cls\ d\ ds\ dW ds\ on aura les composantes d'une autre action élémentaire de ds' sur ds, d'après laquelle deux courants fermés resteront soumis à l'action mutuelle trouvée précédemment.
On pourra prendre pour U une infinité d'expressions et à chacune correspondra une action particulière.
Seconde expression du potentiel mutuel de deux courants fermés.
27. Nous avons trouvé (n** 24), pour le potentiel de deux courants l'un sur l'autre,
W-iir r rd'{r^)dsds' OU
Or, en intégrant par parties tout le long de la ligne fermée s\ on a
J ds'\ ds) r ' J ds ds' r
et, en substituant dans W, on obtient
J J ds ds'
dr dr dsds'
Ensuite, on a (n*^ 24)
et il en résulte
d'' d dr ^
w=-u' ff^-^^^^dscis:
Action d'un courant fermé sur un élément de courant.
28. Ayant trouvé Taction d'un élément de courant sur un élément de courant, on peut, par une intégration, trouver les composantes de Taction d'un courant sur un élément de courant. Nous avons obtenu, pour la force exercée par l'élément de courant V ds' sur l'élément \d$^
et cette force a été prise positive, quand elle tend à diminuer r. Ainsi (a?, y, z) et {x\y^ z') étant les points milieux de ds et û&', nous avons, pour la composante suivant l'axe des x de la force exercée par ds' sur dSf
OU
ûc — x' dr dr
F. = II'rf.*'(a---^'^j^-,
•* ds ds'
par suite, nous aurons pour la composante suivant l'axe des x de l'action du courant fermé / sur l'élément ds de courant
A _ Il asj \^2 ^., ^^ ^^^, ^.^ ^ ^^,j as ,
l'intégrale étant prise sur tout le circuit s'. En intégrant par parties, on obtient
Ç x-x' d^r ._^rdr±(x-x^\
/x — x' dr dr , , C d ( x — x' dr\ , ,
-pr- ds 5?^^ -^j 5? \—p^ ds)''^^
On en conclut
V ¥¥/ ^ rr dr d x — x' d /x — x'dr\],,
X^lVdsJ [- .^ ^-p —^ ,. r-, (^-- -- ^ jj ds'
-, , /T ' '^^' ^'' a: — x' dr dr x — x' d}r'\
J Ir^W Ts^ f^ di dP "^ "Fï" dTdP] *
=lVds r(^-^')' ± (-J-.— ±\ ds:
J r* ds' \x — x' ds J
On a ensuite divisons par x — ocf ^i difTérentionspar rapport à s' : nous obtiendrons
'd^\x^l^ ds)-'^ {x-x'y\^y ^'ds'"'^^ '^>'m\Ts
et, en substituant cette quantité dans l'expression de X, nous trouvons la formule
x=4-ii'rfr/l[(^-v')^-(x-x')g;]rf.'
lVd.f^\ix-x')^r-i>--^')%]<is'.
Les composantes Y, Z de la même force s'obtiendront par une permutation circulaire sur les lettres x^ y, z.
29. Désignons par 0' l'angle de ds' et de la droite r qui joint ds' à ds; puis projetons sur les plans de coordonnées le triangle construit sur retd>'. Menons une normale N au plan de ce triangle, en choisissant sa direction de manière que N, ds' et r se présentent dans le même ordre que les axes des s, des x et des y. Alors, si nous appelons X, (ji, V les cosinus directeurs de N, nous aurons pour les projections du triangle
Irds'^ïne'— {z-z') df— (7-7') dz', ixrds' s\n9'-—(x — x')dz' — {z — z') dx', V rds' s\n9'=^ (7 — y')dx* — {x — x')dy.
D'après cela, les expressions de X, Y, Z deviennent
Y = lVp-^:rlÉ^smB'ds\ Z=IV ft^^ sine' ds'.
Désignons ensuite par A, B, C les quantités suivantes :
ces quantités peuvent se mettre encore sous une autre forme. En effet, si l'on pose, comme au n® 21,
p=/i/^'*. c.,/;.f*'. H-.fi§,.,
on a aussi
dy dz^ dz dx dx dy
Nous avons ensuite pour les composantes X, Y, Z
X=:ir(Cd>-Bé/5), Y--_.ir(Arf5-Cé/a?), Z=ir(B^a?-Ady).
Désignons par L {^fig. lo) la droite qui passe par le point {x,y,z)
Fig. 10.
et qui se projette suivant A, B, C sur les axes des coordonnées. Il résulte des expressions de X, Y, Z que la force R que le courant fermé s' exerce sur l'élément ds est perpendiculaire à la droite L et à l'élément ds. De plus, la direction de la force R est telle que R, c& et L se présentent dans le même ordre que O-s, 0^ et Oy.
Le plan passant par L et e/y a été appelé par Ampère flan directeur et
la droite L, qui ne dépend pas de la direction de ds^ la directrice de l'action du courant/ au point {x, y, z). D'ailleurs, en multipliant A, B, C par r, on obtient les composantes de la force magnétique du courant ï au point (x,y, z) (n^ 22). En ajoutant les carrés de X, Y, Z, on obtient
R* - Pr*[L* ds^- (Adx-hBdy-hC dzy]
OU
n:zzll'Ldss\n{L,ds),
De cette formule on peut déduire le théorème suivant
La composante de la force, qu'un courant fermé exerce sur un élément de courant ds situé dans un plan P, prise suivant ce plan P, est indépen^ dantede la direction de ds dans le plan.
Soient MS {fig. 1 1) la position de- l'élément ds et R' la projection de
la force R sur le plan P; R est perpendiculaire à MS et à la directrice L, par suite perpendiculaire sur Je plan SML. Désignons par a et p les angles du plan P avec RMS et SML; nous aurons
R'z=iRcosa = Rsin(3,
et, en mettant pour R sa valeur,
R'r=irL^5sin(L,d:s)sinp.
Désignons par u l'angle que Lfaitavec sa projection U sur le plan P;
l'angle trièdre MSLL' donne
sinu = sin(L, ds) sin(3,
et il en résulte
^'=lVLdssmv.
Directrice d'un courant ferme infiniment petit,
31. D'après ce que nous avons dit au n*^ 29, A, B, C sont les composantes de la force magnétique du circuit s\ lorsqu'il est traversé par un courant égal à l'unité; on peut donc poser
. d^ ^ dV ^ dV
ax dy dz
en désignant par P le potentiel d'une double couche magnétique terminée au circuit s' et de puissance égale à i.
Supposons ensuite que le circuit s* soit infiniment petit et puisse être considéré comme plan ; désignons par co la surface plane comprise par y', par rsa distance au point (a?, y, z) et par dn l'élément de normale à o) mené du côté positif; nous aurons (n^ 14)
d I Pzz: û) 3 >
dn r
et, par suite,
A cf» I -j d^ i d* 1
dndx r dndy r dndz r
où encore, en désignant par (a?', y, 5') un point de (o,
dn r' dn r^ dn r'
Solénoîdes.
32. On appelle solénoîde un système, considéré par Ampère, de
courants infiniment petits, égaux entre eux, normaux à une même
ligne droite ou courbe, qui les traverse et qui est appelée Yaxe du sole-
noîde; ces courants se suivant à une distance constante infiniment petite, prise sur cet axe. On appelle pôles du solénoîde les deux points de Taxe situés sur les plans des deux courants extrêmes.
Dans la pratique, on réalise un solénoide d'une manière très approchée, en enroulant un fil en hélice sur un cylindre ou une portion d'anneau de petit rayon, les tours du fil étant extrêmement voisins, et Ton fait revenir le fil parallèlement à Taxe, afin de détruire les effets de la projection du solénoide sur Taxe.
Concevons que Taxe du solénoîde soit rectifié, et qu'un observateur soit placé suivant l'axe du solénoide, de manière à voir les courants tourner de droite à gauche. L'effet de chacun de ces courants sera le même que celui d'une couche magnétique dont le côté supérieur sera positif; donc il est naturel d'appeler pôle positif le pôle qui est du côté de la tête de l'observateur et pôle négatif celui qui est dirigé vers ses pieds. On peut aussi les appeler/wJfe nord ci pôle sud à cause de leur analogie avec les pôles d'un aimant.
Désignons par / la longueur de l'axe du solénoîde comprise entre le pôle sud et un point quelconque de cet axe. En remplaçant dn par dl dans les formules du numéro précédent, nous aurons pour les projections de la directrice du courant élémentaire dont le plan coupe l'axe au point (a;', y, z')
A d x — œ' „ dy—y' _ d z — z'
al r* al r' al r'
Les courants étant considérés comme infiniment rapprochés, désignons par hdlle nombre des courants qui se trouvent sur dl. Pour avoir les projections de la directrice relative à tout le solénoîde, il faudra multiplier les expressions précédentes par hdl et les intégrer dans toute la longueur de l'axe, et nous aurons pour ces projections
Dî)
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en désignant respectivement par (^72,^2» ^a) ^t (x^,y^, z^) les pôles positif et négatif Pj et P< .
33. D'après le n®29, les composantes de l'action du solénoïde sur l'élément de courant ds, dont les projections sont dx, dy^ dzy ont pour valeurs
X — ir(G d> — ift, dz), Y =: ir(a« ûfo — e dx), Z z= ir(aft, dx — Xdy).
Or cette force peut être regardée comme la résultante de deux actions Ra et R| dont les directrices L^ et L, ont pour projections
. x — x^ „ , y — Vi ^ , z — 5,
Gi = — h(ù
ri >
ces deux directrices ont donc les grandeurs suivantes
- A Cl) - h(ù
^» = 7? * ^j = TT '
et elles sont dirigées suivant r^ et r^.
On obtient ensuite pour les valeurs de Rj et R, (n*^ 29)
ds R, — ir L, (i5sin(L„ ds) = II'Aci) — sin(r„ ds),
ds Ri = ir Ad) -j sin(r,, d!s).
Ainsi, l'action du solénoïde sur l'élément de courant ds peut être remplacée par deux forces produites par ses pôles, et ces forces R, et R, sont perpendiculaires au plan mené par l'élément ds et par la droite r^ ou r^. Mais il faut encore définir la direction de ces forces.
La direction de L, se confond avec r,, en allant de l'élément ds vers le pôle F, (^g. 12). Les directions de R<, ds et L, doivent se présenter dans le même ordre que O5, Ox^ Oy (n^ 29). Donc un observateur placé suivant ds et regardant F, a la force R, à sa gauche.
De même, un observateur placé suivant ds et regardant P^ aura la force Ra à sa droite.
6o CHAPITRE II.
Quant à l'action de l'élément ds de courant sur le solénoide, elle est égale et de sens contraire à celle du solénoide sur ds. Ainsi, cette action sera celle qui sera produite par R'^ etR', égales et contraires respectivement à R^ et R-j. De plus, un observateur, étant placé suivant
dsy s'il regarde P<, aura R^ à sa droite et, s'il regarde P^, aura R', à sa gauche.
Les deux forces R'^ et R', sont appliquées à un point M de ^ supposé lié au solénoïde. On pourra les supposer appliquées respectivement aux pôles Pf etPs, en leur adjoignant deux couples situés dans les plans P^MRj et P^MR', et dont les moments seront R<r, et Rarj.
Ces résultats ont été obtenus par Savary en i823 (*).
Action d'un courant fermé sur un solénoïde.
34. Au lieu de l'action d'un courant fermé sur un solénoïde, on peut chercher l'action égale et directement opposée du solénoïde sur ce courant. Or l'action du solénoïde peut être remplacée par l'action fictive de ces deux pôles. Il suffit donc de chercher l'action d'un pôle de solénoïde sur le courant.
Les composantes de l'action du pôle P^ psir exemple, sur un élément de courant ds^ sont, d'après le numéro précédent.
En remplaçant Ji>,, ifc,, e< par leurs valeurs et intégrant sur tout le
(*) Voir Mémoires de la Société françcUse de Physique, t. II, p. 338.
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circuit s, on a, pour les composantes de la force de translation,
/x. = -II'A./(i^rf,--21-n^.).
Démontrons ensuite que la somme des moments des forces élémentaires, pris par rapport à toute droite passant par le pôle P^, est nulle. Pour simplifier, mettons l'origine des coordonnées à ce pôle : nous aurons
V TUL zdy—ydz
V 11! L ^dz — zdx
Nous aurons donc, pour la somme des moments par rapport à l'axe des z,
// V V \ %iiu C^^^ dz — z dx) — y{z dy — y dz)
et l'intégrale du second membre peut se transformer ainsi :
/r^dz — zixdx-^-Ydy-^zdz) frdz — zdr C J ^\ ^^^ =J-^^=i''W'
elle est donc nulle, puisqu'elle est prise le long d'un contour fermé. La somme des moments par rapport à l'axe des x ou des y est de même nulle.
Ainsi, l'action d'un pôle de solénoïde sur un courant fermé se réduit à une force unique passant par ce pôle. Donc, aussi réciproquement, l'action d'un courant fermé sur un solénoïde se réduit à deux forces appliquées aux pôles P< et Pa de ce solénoïde. L'une de ces forces a pour composantes les expressions (a) prises en signe contraire et l'autre ces expressions avec le changement de l'indice i en 2.
Action d'un courant fermé infiniment petit sur un pareil courant,
35. Pour déterminer Taction mutuelle de deux courants fermés infiniment petits, substituons-y l'action mutuelle de deux couches magnétiques dont les bords sont situés sur les lignes des courants.
Si I et r sont les intensités des deux courants, ce sont aussi les puissances des deux couches magnétiques. Désignons par co et co' les aires renfermées par ces courants, par (^r, j, z) et {po\y\ 5') les centres de ces aires et par dn et dn! les éléments de normale aux couches, menés du côté positif.
r étant la distance des deux centres, on a pour le potentiel du premier aimant au point {x\y\ z') (n** 31)
dn
et le potentiel du second aimant sur le premier est (n^ 18)
an an an
On a ensuite, pour les composantes de l'action du second aimant sur le premier,
__çrW_ , d} x — x'
dx dndn' r'
— — =ira) / ^ y -y'
dy dn dn' r*
(fW „, . d} z—z'
dz dn dn' r
Action mutuelle de deux solénoîdes.
30. Désignons par / et /' les longueurs des arcs de solénoîdes, comptées à partir des pôles négatifs, et, en général, employons les mêmes lettres qu'au n** 32 pour le premier solénoïde et affectons ces lettres d'un accent pour les quantités correspondantes dans le second solénoïde.
La composante suivant Taxe des x de la force produite par les courants normaux à dl sur les courants normaux à dl est, d'après le numéro précédent,
^^z II' 0)0)' ':^, "E^lJ^dldV, cil ai' n
et la composante de la force produite par le second solénoïde sur le premier sera
les intégrales étant prises le long des axes des solénoïdes depuis le pôle négatif P< ou P'^ jusqu'au pôle positif Fa ou P'^. Les deux intégrations se font immédiatement et, en désignant par r^j la distance du pôle P/ au pôle P}, on a
X = M'II'ww'(^î-— ^-^^î-T^-^l^' +£lZl£l),
et l'on obtiendra les deux composantes de la même force suivant les axes des j ou des z, en changeant la lettre x en 7 ou z.
Donc, en ne s'occupant pas d'abord des couples, on peut remplacer cette force par les actions des pôles P'^ et P!, sur les pôles P< et Pj, l'action étant répulsive pour des pôles de même nom et attractive pour des pôles de nom contraire; ces forces agissent en raison inverse du carré de la distance, et leur grandeur pour l'unité de distance est
M'iro)o)'.
Tout solénoïde S peut être remplacé par deux solénoïdes infinis Sa et S, qui ont un pôle à l'infini et qui ont pour autre pôle, l'un le pôle positif P2, l'autre le pôle négatif P, de S, On peut de même remplacer un second solénoïde fini S' par deux solénoïdes infinis S\ et S'^. Donc, pour avoir l'action de S' sur S, il suffit de prendre les actions de S, et S^ sur S\ et Sj. Or S'^ pouvant être considéré comme un système de courants, l'action de S\ sur S,, par exemple, se réduit, d'après le n° 34, à une force unique passant par le pôle P^ ; de même cette force passe par P^. Il n'y a donc pas d'autres actions que celles qui ont été données ci-dessus entre les pôles.
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Action d*un aimant sur un courant.
37. En général, dans les aimants, il n'existe pas véritablement deux pôles, c'est-à-dire deux points tels que l'action extérieure de l'aimant puisse être remplacée par l'action de ces deux points en lesquels on imagine concentrées des masses de magnétisme égales et de signe contraire.
Toutefois on a vu, dans la théorie du Magnétisme (Théorie du Potentiel, IV Partie, Chap. IV), qu'on peut concevoir un corps allongé de section très petite, dans lequel le magnétisme soit distribué uniformément et dont l'action soit équivalente à celles de masses de fluide magnétique égales et de signe contraire, placées sur ces deux bases.
Ces aimants ont été appelés solénoîdaux simples^ précisément à cause de leur complète analogie avec les solénoïdes d'Ampère, dont l'action, comme nous avons vu, peut être remplacée par celles de deux pôles situés à leurs extrémités. Ainsi, les lois trouvées ci-dessus pour les actions entre les solénoïdes et les courants peuvent être appliquées aux actions entre les aimants solénoîdaux simples et les courants.
Ces aimants solénoîdaux sont à peu près impossibles à réaliser dans la pratique; mais, si l'on emploie des cylindres longs et de petite section, aimantés avec soin à saturation, on peut admettre avec une grande approximation que l'action d'un tel aimant est équivalente aux actions de deux pôles situés vers les extrémités, et que cette action est encore la même que celle d'un solénoïde.
Supposons qu'on remplace deux de ces aimants par deux solénoïdes qui aient respectivement les mêmes pôles que ces aimants. L'action entre les pôles positifs, à l'unité de distance, aura pour grandeur
(I) hh'\V(ùtù';
désignons par [x et \l' les masses magnétiques des pôles positifs des deux aimants; l'action entre ces deux pôles à la distance i est [Xjx' et, en égalant cette action à la précédente, nous obtenons
38. L'action du pôle positif? d'un solénoïde, dont les éléments sont
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A, I, 0), sur un élément ds de courant d'intensité /, a pour grandeur
ds Ri=/iIcoy-;jj sin(r, <i5),
r étant la distance entre P et ds^ et cette force est perpendiculaire au plan mené par ret cfe. En remplaçant, d'après ce que nous venons de voir, Alct) par [x, nous aurons, pour Faction du pôle positif d'aimant sur un élément de courant ds,
ds (3) R=:fxy~sin(r, £/5),
et la direction de la force reste la même.
On peut remarquer maintenant que le choix qui a été fait (n^* 14 et 25) du coefficient de l'action électrodynamique simplifie un peu les formules précédentes. Si, comme Ampère, on avait divisé la formule de cette action par 2, l'expression (1) eût été multipliée par ^ et l'on aurait eu, au lieu de (2),
39. Cherchons l'action d'un pôle positif P d'aimant sur un courant dont le circuit est formé de deux lignes droites AB, BC, qui font entre elles un angle 2a et supposons le pôle P sur le prolongement de la bissectrice de cet angle.
Désignons par b la distance de P {fig. i3) à la droite AB et paru
l'angle BMP. Comptons la ligne s à partir de B, et nous aurons
s ■=. BM -— b cota — b cota,
smu
Donc, d'après la formule (3), on a, pour l'action du pôle P sur l'élément de courant ds.
Cette force est perpendiculaire au plan de l'angle et, d'après le n° 33, elle est dirigée en avant du plan de la figure. Donc toutes les actions élémentaires exercées par le pôle P sont parallèles et de même sens, et elles ont pour résultante
^ / sinxdx =z -^{i —cosoc);
en introduisant BP = a au lieu de 6, on a, pour la force qui sollicite le courant,
(4) ^^tang^,
et cette force est perpendiculaire au plan de l'angle et dirigée en avant de ce plan. La force exercée par le courant sur le pôle P est égale et de sens contraire, et tend à faire mouvoir P en arrière du plan.
La formule (4) a été obtenue par Biot et Savart au moyen de l'expérience, et Laplace en avait conclu la formule (3) pour l'action entre un pôle d'aimant et un élément de courant.
Dans le Chapitre précédent, nous nous sonomes occupés seulement des forces mécaniques qui agissent entre des circuits linéaires supposés traversés par des courants constants ou encore entre un tel circuit et des aimants. Ces forces tendent donc à faire mouvoir les aimants ou les conducteurs linéaires qui portent ces courants.
Mais, si l'on déplace effectivement, par rapport à un courants, un aimant ou un autre courant S', il se produira pendant ce déplacement une modification dans l'intensité du courant S ou, en d'autres termes, le circuit qui porte le courant S sera traversé par un autre courant. On peut aussi laisser fixes les courants S et S', et, si l'on change l'intensité de S', il. en résultera encore pendant ce changement une modification dans l'intensité de S.
Ces phénomènes, qui ont été reconnus expérimentalement par Faraday, portent le nom de phénomènes d'induction. Nous allons les démontrer et les calculer dans ce Chapitre.
Potentiel d'aimants ou de courants sur un courant linéaire fermé.
{. Considérons un aimant H et un courant électrique fermé S d'intensité I. Construisons une surface a terminée à la ligne du courant et prenons cette surface pour la surface moyenne d'une couche magnétique de puissance I. Nous avons vu que l'action de l'aimant H est la même sur le courant S que sur la couche magnétique et qu'ainsi le potentiel de H sur le courant S a pour expression (Chap. II, n** 18)
j dn
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P étant le potentiel de l'aimant H au point (a?, y, z) situé sur rfo-, rf/i l'élément de la normale à e/o-, menée du côté positif, et X, (x, v les angles de cette normale avec les axes de coordonnées.
D'autre part, dans le Chapitre II (n** 21), nous avons vu qu'on a, pour le potentiel d'un courant S' sur un courant S, la formule
W — — ir C{\ cos). -+- Y cosjjL -+- Z cosv) de,
l'intégrale étant étendue, comme ci-dessus, à la surface a limitée à S, et l'on a
df dz dz dx dx dy
OÙ F, G, H sont des intégrales prises tout le long de S' et sont fonctions de x,y, z, coordonnées d'un point situé sur S. La fonction W peut aussi s'écrire
Si nous avons un nombre quelconque de courants S' définis par les quantités F, G, H, T, posons
{b) ivy^ = x, 2;rY=zaib, 2rz--:8,
2rF=^, irGi^g, irH--^-^,
le signe 2 servant à sommer des quantités semblables pour tous les circuits; x, ifc, G sont les composantes de la force magnétique totale exercée par les courants S' (Chap. II, n° 22), et nous aurons
' dy dz^ dz dx dx dy
Nous obtenons alors pour le potentiel de tous les courants S' sur le
courant S les deux formules
W = —l I (al>cosXH-'i)bcos/x4- Ocosv)rf(T,
Enfin, si nous considérons le potentiel W d'un système d'aimants et de courants sur le courant S, nous poserons, au lieu des équations (b), les trois suivantes :
en désignant par P le potentiel des aimants ; puis nous poserons les formules (c), qui définiront ^, ç. S, et le potentiel W sera encore donné par les formules (d) et (e).
La force dont les composantes sont ^i,, ife, O est la force magnétique exercée par les courants S' et par les aimants.
2. Action électrodynamique sur un élément de courant. — Nous avons trouvé (Chap. II, n® 29), comme conséquence de la loi d'Ampère, que l'action du courant S' sur un élément de courant \ds ^ pour composantes
(/) -X = II'(zg-Y^-V.. •••■
Ensuite tout aimant peut être partagé en parties infiniment petites, assimilables à des éléments de doubles couches, et les actions de ces éléments de doubles couches peuvent être remplacées par celles de courants infiniment petits. D'après cela, désignons encore par ^i,, ift), e les composantes de la force magnétique provenant des courants et des aimants, et, en sommant des expressions telles que (/), nous aurons, pour l'action électrodynamique produite sur un élément de courant par les courants et les aimants, la force dont les composantes sont
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3. Idées d'Ampère sur le magnétisme. — Bien que nous venions de substituer à Taction d'un aimant celle d un nombre infini de courants fictifs, nous n'admettons nullement les idées d'Ampère sur le magnétisme.
Suivant Ampère, chaque particule d'un barreau aimanté renferme les deux électricités qui se meuvent en un circuitvoltaique permanent dansVintérieur de cette particule.
Mais nous savons qu'un courant en général éprouve une résistance et, par suite, engendre de la chaleur. II devrait donc se produire une dépense continuelle d'énergie dans un aimant, ce qui est absurde. Il est vrai que, pour éluder cette difficulté, on a fait la supposition que ces courants ne rencontrent aucune résistance; mais cette hypothèse n'a aucune vraisemblance.
Il faut remarquer aussi qu'on sait maintenant que tout système de courants permanents qui traversent un corps a un potentiel électromoteur, et nous verrons dans le Chapitre suivant que ce potentiel provient d'une double couche d'électricité qui enveloppe ces courants. Ainsi la théorie du magnétisme d'Ampère n'a pas même pour elle une apparence de simplicité.
Remarquons aussi que la polarisation électrique, que nous avons étudiée {Théorie du potentiel^ II* Partie, Chap. III et IV), est un phénomène tout semblable à celui du magnétisme, et le raisonnement d'Ampère ne peut même plus être essayé pour expliquer ce phénomène.
Force électromotrice d'induction.
4. Supposons que des aimants soient déplacés par rapport à un circuit conducteur S traversé par un courant et, pour simplifier, supposons que, pendant un instant dt de ce déplacement, l'intensité I du courant reste constante. Cette intensité I représente l'intensité du courant de la pile modifiée par l'induction.
Comme le potentiel W du courant sur les aimants renferme le facteur I, représentons-le par III. Le travail électromagnétique qui en
provient pendant l'instant dt sera dT^^ ^^ ~ ^~dt^^ (Chap. II,
n^ 23). Le travail de la force électromotrice E, développé par une pile
dans le circuit conducteur, sera Eldt (Chap. II, n"^ 1) et le travail qui produit la chaleur dans ce fil est PRrf/, R étant la résistance du fil. Le travail développé par la pile doit être égal au travail absorbé dans les deux autres actions; ainsi Ton a
ou
dt
dt
Ainsi la force électromotrice, qui serait E sans le déplacement des aimants, devient E -f- -r-] donc -7- est la force électromotrice d'in-
dt dt
duction produite dans l'instant dt par le mouvement des aimants.
Au lieu de déplacer des aimants par rapport au circuit S, faisons mouvoir d'autres courants et admettons qu'on les puisse maintenir constants. Désignons encore par W ou III le potentiel de ces courants sur S; supposons aussi que l'intensité I de S reste constante pendant
dt et, par le raisonnement précédent, on obtient encore -j- pour la
force électromotrice induite dans S pendant cet instant.
La détermination de la force électromotrice d'induction par le principe de la conservation de l'énergie a été donnée, en 1846, par M. Helmholtz {voir tome I de ses Mémoires, p. 62).
Recherches de F. Neumann.
5. Franz Neumann a donné le premier, en i845, une théorie mathématique des courants induits. Il est arrivé à ses résultats d'une manière assez longue, en s'appuyant sur la formule d'Ampëre relative à l'action entre deux éléments de courant. Regardant le circuit inducteur comme fixe et le circuit induit comme mobile, il admet que la force électromotrice d'induction produite dans chaque élément du circuit induit est proportionnelle à la vitesse du déplacement de cet élément et à la composante de la force d'Ampère suivant la direction du déplacement.
Mais nous allons employer l'expression trouvée dans le numéro
72 CHAPITRE m.
précédent pour la force électromotricc d'induction à la détermination des résultats obtenus par Neumann.
Supposons un circuit inducteur S' traversé par un courant d'intensité constante V et un autre circuit S qui n'est d'abord traversé par aucun courant. Si l'on produit un mouvement relatif entre les deux circuits, il en résultera dans S une force électromotrice d'induction
dt
n étant le potentiel du courant S' sur le circuit S supposé traversé par un courant égal à l'unité. Comme II renferme V en facteur, posons
alors M sera le potentiel, changé de signe, d'un circuit sur l'autre, quand ces deux circuits sont traversés par un courant égal à l'unité et, d'après ce que nous avons vu (Chap. II, n** 22), on a
M=fp-^dsds',
t étant l'angle des éléments ds, ds' des deux circuits et r leur distance. Nous avons donc
dt
L'intensité/ du courant induit a évidemment pour valeur ^^ R étant la résistance du circuit S; ainsi nous avons
^~ R de'
Si le circuit S est transporté d'une position connue à une autre, on aura pour le courant intégral induit, c'est-à-dire pour toute la quantité d'électricité qui traversera une section de ce conducteur pendant son mouvement,
l'indice o ou i indiquant qu'on prend la valeur de M à l'instant initial ou final.
6. Neumann passe ensuite de la manière suivante au cas où l'intensité r est variable :
Si, S restant fixe, nous amenons le courant S' d'une distance infinie, nous aurons le courant intégral qui traversera S, en appliquant la formule précédente et y faisant Mo = o; nous avons ainsi, pour ce courant.
Mais nous obtenons une action identique si S', étant resté immobile dans la dernière position, est traversé brusquement par un courant d'intensité T. Ainsi, dans ce cas encore, le courant intégral induit sera égal à (a).
Supposons ensuite que l'intensité F, d'abord constante, se change brusquement en I',, l'intensité V se sera donc accrue de l\ — T, et cet accroissement produira dans S le courant intégral d'induction
Enfin, si l'intensité V varie d'une manière continue, à l'accroissement dï produit pendant dt correspondra le courant différentiel induit
Maintenant produisons simultanément un déplacement relatif des conducteurs et un changement dans l'intensité T, le courant différentiel induit se composera des deux parties, dues à ces deux causes prises séparément, et nous aurons pour ce courant
ou Ainsi la force électromotricc d'induction sera —17-^9 et nous
Clt
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aurons pour le courant intégral
(/O j=-^[(i'M),-(rM)o],
les indices ayant la même signification que ci-dessus.
On voit donc que le courant intégral, ou la quantité d'électricité qui traverse une section du conducteur induit, ne dépend que de la valeur de TM à l'instant initial et à l'instant final.
Le courant J pourra être constaté par l'aiguille d'un galvanomètre, et, si le temps qui s'écoule entre les deux positions extrêmes du système est très petit par rapport au temps que met l'aiguille du galvanomètre à se déplacer, la grandeur de la déviation ne dépendra que deJ.
Les formules précédentes sont encore applicables si le conducteur S subit une déformation qui n'altère pas la grandeur de ses éléments.
Supposons ensuite que le conducteur S change de forme en prenant de nouveaux éléments, ainsi qu'il arriverait si le circuit se composait d'une pièce fixe KFL (y?^. 14) fermée par une pièce mobile EG qui se
transporterait dans le temps t de EG en E'G'. Alors l'expression trouvée pour J ne serait plus admissible, parce que la résistance R du circuit serait variable et augmenterait par l'accroissement du circuit. Néanmoins, dans le temps dt, R peut être regardé comme constant, et l'on a encore, pour le courant différentiel.
Jdt^-^d{V}iL);
on a donc, pour le courant intégral, la formule
' I d(VM)
dt
dty
dans laquelle R est considéré comme une fonction donnée de t, La
force électromotrice d'induction est encore —i — ^•
dt
7. L'extra-courant est un courant produit par l'action d'un courant sur lui-même. On l'obtient en supposant dans la formule {b) que l'inducteur S' coïncide avec le circuit induit S. On aura ainsi, pour le courant intégral qui provient de cette induction,
ïtCmLi — loLo),
en désignant par L le potentiel changé de signe du circuit sur luimême, quand il est traversé par le courant-unité. La force électromotrice d'induction sera ~d7 Remarquons que L n'est variable
qu'autant que le circuit se déforme.
Supposons que le courant soit brusquement intercepté dans le circuit S. Alors l'intensité du courant passera de la valeur I à la valeur o ; le courant subit donc un accroissement d'intensité égal à — I, et l'on
aura, pour le courant intégral d'induction, l'expression ,-r L.
Induction mutuelle de deux courants.
8. Soient I l'intensité du courant d'un circuit S, E la force électromotrice donnée que l'on communique à ce circuit, R la résistance du circuit et enfin L le potentiel changé de signe du circuit sur lui-même quand il est traversé par un courant-unité. Désignons les mêmes quantités relatives au second circuit S' par les mêmes lettres accentuées, puis représentons par M le potentiel changé de signe de S sur S' quand ces deux circuits sont traversés par un courant-unité.
La force électromotrice provenant de l'induction de S sur lui-même
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est ^^ et la force électromotrico provenant de l'induction de S'
sur S est — -.-(MI'). Ainsi nous avons cette équation relative au premier circuit
et nous aurons de même, pour le second circuit,
al
Si Ton suppose que les deux circuits sont de forme invariable et sont fixés, alors L, JJ, M sont des quantités constantes qu'on pourra obtenir, au moyen du calcul, d'après les figures des circuits ou, plus facilement, au moyen de certaines expériences. Les deux équations précédentes, qui sont différentielles du premier ordre par rapport à I et r, pourront donc servir à déterminer ces deux inconnues.
Il en sera encore de même si les déplacements des deux circuits sont produits par l'expérimentateur, car L, M, V pourront alors être considérés comme des fonctions connues de /; mais ces deux équations ne suffiront plus à la détermination de I et V si les circuits sont mobiles et abandonnés à leur action électrodynamique.
Théorie de Vaction mutuelle des circuits électriques.
9. Concevons un système quelconque de circuits électriques qui soient mobiles. Les courants agiront les uns sur les autres en déplaçant les conducteurs qui les portent et aussi en faisant varier leurs propres intensités. Enfin ces circuits pourront aussi être sollicités par des forces mécaniques autres que celles qui proviennent des courants.
On peut, comme Ta fait Maxwell, appliquer à ces mouvements les équations différentielles de Lagrange relatives à un système soumis à des liaisons.
Désignons par ^r^, q,^, . . ., ^'a les k variables indépendantes qui fixent à cbaque instant un système mobile. Pendant un déplacement infini-
ment petit, le travail de toutes les forces qui agissent sur le système sera de cette forme
le signe 8 indiquant la variation des quantités q, et chaque coefficient Q, de cette expression peut être considéré comme une force qui tend à faire croître la variable q^. Désignons aussi par T la demi-force vive du système. Les k équations du mouvement seront renfermées dans la formule
S étant susceptible des valeurs i , 2, . . . , A:.
T est, en général, fonction des variables qi et il est une fonction homogène et du second degré des quantités q\, dérivées des qi prises par rapport au temps t.
Adoptons ensuite pour le système en mouvement celui des circuits et de leurs courants. Nous avons vu dans le Chapitre I (n*' 4) que rintensité'd'un courant est proportionnelle à la vitesse des molécules électriques. Ainsi nous devrons prendre pour une partie des dérivées q\ des quantités proportionnelles aux intensités I|, I2, ...,!« des couï'ants qui traversent les circuits, et les quantités qi correspondantes n'entreront pas dans T; mais T dépendra, en outre, de r variables q^, q^y • • •» ^ry Qui déterminent les positions des circuits, et de leurs dérivées q\y q\y . . ., qr' D'après cela, posons
T=:-+-^L,i;-f-|LjTÎ -h...H-M,.,I,l, 4-...
les quantités L,, La, M, 2, ..., H,, H2, K,,2» • •• étant des fonctions de 70^2» • • •» 9r' Pour toute la généralité, il faudrait supposer que T renferme aussi des termes de la forme Uy^I,; mais nous verrons bientôt que T ne contient pas de pareils termes.
10. Force électromotrice d'induction. — Appliquons l'équation (A) à la détermination de la force électromotrice d'induction produite dans le circuit S<, où l'intensité du courant est I<. Pour cela, dans cette
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équation remplaçons q\ par I| et supposons T indépendant de q^. Alors Q, représentera la force électromotrice E excitée dans le circuit, diminuée de la force RI4 de résistance du circuit. Nous aurons donc
Ainsi la force d'inertie — ^t; -t.- est la force électromotrice d'induction
ai ai|
produite dans le circuit S^.
Nous avons dit que T ne renferme point de termes de la forme Uy^I,. Et, en effet, il en résulterait dans l'expression de la force électromotrice d'induction des termes de la forme
par suite, sans l'action d'aucun courant extérieur et par le seul effet des mouvements des circuits, on produirait un courant dans le circuit S, ; ce qui peut être considéré comme contraire à l'expérience.
Nous avons donc pour la force électromotrice d'induction produite dans S|
Cette expression est toute semblable à celle que nous avons trouvée (n** 8) pour la même quantité. Donc L| représente le potentiel changé de signe du circuit S< sur lui-même, M|,2 le potentiel changé de signe de 84 sur Sa, etc., quand ces circuits sont traversés par un courant égal à l'unité.
li. Action électrodynamique. — Appliquons ensuite l'équation (A) à la détermination de la force électrodynamique, qui tend à faire croître une des variables q qui servent à fixer à chaque instant les positions des circuits.
Soit Q, la force mécanique appliquée au système et qui tend à faire croître q^; nous aurons
^' dt dq', "^ dqs " ^'
Partageons T en deux parties : Tune T, homogène et du second degré par rapport aux intensités I des courants, l'autre Tj homogène et du second degré par rapport aux dérivées q . Cette équation deviendra
dq, \dt dq', dqsj~
La force d'inertie se compose donc de deux parties, dont la première,. ^> dépend seule des courants et donne la force appelée ékctrodynamique. La seconde partie,
d t/Tj dl^^ dt dq'g dq^
se présente dans tout système en mouvement.
Action mutuelle de deux courants.
12. Nous avons trouvé (n*' 8) ces deux équations relatives à l'induction de deux circuits
(i) E-IR =^(LI H- MF),
(2) E'-rR'=i^^(L'r+Mi).
Supposons ces deux circuits mobiles et abandonnés à leur action électrodynamique. Désignons par y^, q^y .•» qr les r variables indépendantes qui déterminent les positions des deux circuits. On exprimera L, M, L' au moyen de ces variables; on transformera aussi l'expression de la demi-force vive Ta des conducteurs dans les variables q et leurs dérivées q\ et, d'après le numéro précédent, on aura r équations de cette forme
(3) ±^T^ ^^^l — P4- --ir-i- i ~i'K
dl dq'g dqs 2 dqs dqg 2 dq.
Il en résultera r -h 2 équations pour déterminer I, T et les r variables q.
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Multiplions les équations (i) et (2) respectivement par Idt et Vdt et ajoutons : nous aurons
(4) (El -h E r- RP-- Wr^)di rr: I d{Ll -h MF) -h r^(L Fh- MI).
Le premier membre de cette équation représente, pour le temps rf/, l'excès du travail des piles sur le travail absorbé par la chaleur, et le second membre, pris avec signe contraire, représente le travail dû aux actions inductrices.
Changeons le signe du second membre de la formule (4) et, en le transformant, nous obtenons pour le travail élémentaire des actions inductrices
- \d{LV^ 2Mir+ LT*} - î (P^L H- 2U'dM ^ ï*'dU).
Le travail élémentaire électrodynamique s'obtiendra en multipliant le second membre de l'équation (3) par dq^ et ajoutant toutes les expressions semblables; ce qui donne
\{l^dL -h 211' dM -h V'dL).
Dans le cas où les deux circuits n'éprouvent pas de déformation et où les intensités I et V restent constantes, le second membre de l'équation (4) se réduit à 2lVdM et le travail électrodynamique est égal à irrfM. Les piles doivent donc fournir un travail double du travail électrodynamique, en outre de celui qui est nécessaire pour vaincre la résistance des conducteurs; ce qui a été d'abord remarqué par W. Thomson.
Remarques sur la théorie précédente de V induction des courants linéaires,
13. Nous verrons dans le Chapitre IV que, lorsqu'un conducteur homogène quelconque est traversé par un courant permanent, il se recouvre d'une double couche d'électricité dont le potentiel, joint au potentiel de l'électricité des fils qui apportent et emmènent le courant, est nul en tout point extérieur.
Or considérons deux circuits électriques et supposons que les cou-
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rants soient apportés et emmenés pour chaque circuit par deux fils parallèles très voisins et très longs, dont les secondes extrémités soient très éloignées du circuit. L'action extérieure des couples de fils parallèles sera négligeable. Si ces deux circuits sont d'abord fixés et traversés par des courants permanents, ils se recouvriront de doubles couches et ces doubles couches sont sans action à Textérieur. Mais, si l'un des circuits se déplace par rapport à l'autre, les courants seront modifiés et en même temps les doubles couches d'électricité changeront; de plus, il y aura de Télectricité libre à l'intérieur et à la surface du fil. Pour plus de commodité, nous donnerons à l'ensemble de la double couche et de l'électricité libre le nom à' électricité libre .
Or, dans la théorie des n*^' 9-12, on tient compte seulement de l'action des courants et nullement de l'électricité libre. Cependant, si l'électricité libre de chacun des fils a une action extérieure, elle doit modifier l'électricité libre de l'autre fil, et ces deux électricités libres, modifiées par leurs actions mutuelles, agiraient à leur tour sur les courants. Les lois de l'induction des courants linéaires seraient donc plus compliquées que celles que nous avons obtenues. Donc, pour que la théorie précédente soit exacte, il faut admettre que l'électricité libre, en se modifiant sur chaque circuit, demeure cependant sans action à l'extérieur, comme lorsque les circuits sont traversés par des courants permanents.
Force électromotrice d^ induction sur un circuit en mouvement.
14. Nous avons vu (n** 4) que la force électromotrice d'induction qui agit sur toute la longueur d'un courant fermé S est donnée par la
formule -^y où l'on peut prendre pour II (n** 1) l'expression
«=-/l*S-4-sï)*-
l'intégrale étant étendue à tout le circuit S.
Supposons que le circuit S se meuve dans un champ contenant des
aimants et des courants. Pour calculer -j-y il faudra donc considérer
at
les points (oo,y, z) du circuit S comme variables avec ^ et nous aurons
dt
rfdS dx dQ dy <S dz\ ^ J \dt ds dt ds dt ds J
J J \dx ds dx ds dx ds J dt
-JK^dTTt^^dÂ-^^dTdtn
les points indiquant deux autres intégrales semblables à la seconde. Dans cette seconde intégrale remplaçons ^- et ^ par leurs valeurs tirées des équations (c) du n** 1 ; elle se changera en la suivante :
dy ^ dz di\ dx , ds ^ ds ds J dt
Si l'on joint le dernier terme de celte expression au premier terme de la dernière intégrale de (A), on a
r/d^ dx ^ d}x \ . r d f^dx\ ,
On en conclut la première ligne de la formule suivante
dt '^ J dt ds ^ J \ ds ds ) dt ^
J U ds ~~J \ ds ^ ^"ds ) di
et les deux autres lignes s'en déduisent par analogie. Toutes les quantités soumises au signe d'intégration sont multipliées par ^> -^ ou ^; et l'on peut écrire
en posant
di ^dy „ dz
^* dt dt dt
On obtient ainsi la force électromotrice d'induction produite sur le courant S. Mais, du raisonnement précédent, on ne peut conclure que la force électromotrice d'induction produite sur ds soit
car, si Ton augmente les quantités ç^,, ç^, ç^ respectivement de
EL
dx dy dz
en désignant par ^ une fonction arbitraire de x^y^ z et /, l'intégrale (B) n'est pas changée. Néanmoins, par d'autres considérations, nous serons conduits plus loin à regarder l'expression (C) comme représentant la force électromotrice d'induction qui agit sur ds.
Loi de Weber.
16. La loi d'Ampère donne l'action électrodynamique entre deux éléments de courants; on peut aussi d'une loi donnée par Wilhelm Weber déduire l'induction entre deux pareils éléments.
Weber a imaginé de considérer l'action de chaque molécule d'électricité positive ou négative d'un des éléments de courant sur chaque molécule d'électricité de l'autre élément de courant, et, par de certaines considérations physiques jointes à la supposition que l'expression analytique de cette action soit d'une forme simple, il fut conduit à la loi qui porte son nom; il vérifia ensuite que cette loi conduit à celle d'Ampère (Mémoires de la Société Royale des Sciences deSaxe, iS\6),
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Soient m et m' deux molécules électriques séparées par la distance r; VVeber donne, pour l'action mutuelle qui s'exerce entre ces deux molécules, l'expression
{a) mm
1 cf^s/r
cette force étant dirigée suivant la droite qui les joint et étant regardée comme positive lorsqu'elle est répulsive. Le premier terme de cette formule donne la loi de Coulomb et le second donne les actions électrodynamiques et d'induction. Le premier terme a été affecté d'un coefficient c*, parce que l'unité de masse électrique n'a pas été prise la même dans Télectrostatique que dans l'électrodynamique. Cette formule peut aussi s'écrire
mm' r , I fdr\' d^r'\
Pour calculer dans ce qui suit les actions des courants, nous pouvons réduire la formule (a) à son second terme.
16. Désignons par I et Y les intensités des courants et par r et v' les vitesses de l'électricité positive dans les circuits fermés S et S'. Désignons aussi par 5 et sf des longueurs prises sur S et S' à partir d'un point fixe. La position de chaque molécule d'électricité de S ou S' sera déterminée par s ou s, et nous pouvons poser
ds ds' ,
Soient m et m! deux molécules d'électricité positive situées respectivement sur S et S'; leur distance sera fonction de s, s' et t, et nous aurons
dJr d\fr d\Jr , d\fr
— 1_ •:zz — -~ ç H ^— - v' H î— ,
dl ds ds' dt
OÙ le dernier terme indique une différentielle partielle par rapport à / et provient du déplacement relatif des circuits. Pour simplifier, supposons la section la même le long de chaque circuit et différentions
l'expression précédente par rapport à t; nous aurons
dt"- \ ds* dsds' ^ ds""
d^ JT' ,d}\rr d^sJr
dt ds dt ds' dt'
d\fr âv d\^r âv'
ds dt ds' Ot
En portant cette expression dans la formule
2 mm' d*\^' ~^~dt^'
on aura l'action de m sur m'\ la masse — m, située à la même place que m, exerce sur m' une action qui se déduit de celle-ci en changeant m en — m et aussi v ^n — v, puisque la molécule — w se meut avec une vitesse égale et contraire à celle de m. On en conclut pour l'action de m et — 7w sur m'
Lmm' ( ,d^\fr d-Jr dsj^r âv
^ ' ^r \ ^^^'^ àtds ds dt
et, en changeant les signes de m' et v\ on obtiendra pour l'action totale de m et — m sur — m!
[\mm' f ,d^\i d^\fr ^V^*^\
(^^ ""T^^V ^^' d^' ~'^^dtdi'~ d7 Ttj'
Donc l'élément du circuit S', qui porte les masses m' et —m', est sollicité de la part de l'élément du circuit S, qui porte les masses met — m, par la force dirigée suivant la droite r
i6 mm' ,d^\fr
'J; m — iz — et' — - — • \!r dsds'
Au lieu de prendre pour m et ~ m deux molécules seulement, nous pouvons prendre l'électricité positive et l'électricité négative comprises entre deux sections droites de S distantes de ds; faisons de même pour
771' et — m\ et, d*aprës la définition du courant linéaire, nous aurons et il en résulte
lin'dsds' d^sfr
SIr
dsds'
pour la force qui s'exerce entre les deux éléments de courants situés sur ds et ds\ ce qui est effectivement la loi d'Ampère. (La force ^ est ici prise positive dans le sens contraire à celui qui avait été adopté dans le Chapitre II, n^ 24.)
Mais, d'après les expressions {b) et (c), nous avons à considérer, en outre, la force
t^mm' f d^sfr d\fr dv\
'^~~~sjr\^'dtds.^ dTdiJ'
dirigée suivant r et exercée par tti et — 77i sur tti', et une force égale et contraire exercée sur — m\ Ces deux forces tendent donc à séparer les masses m' et — m\ et changent, par conséquent, l'intensité V du courant S'.
17. Si nous adoptons les notations du n° 24 du Chapitre II, la composante de la force -^ qui agit sur m\ prise suivant l'arc s\ a pour grandeur — )(^cosO'; le déplacement de m' suivant s' dans l'instant â^^ est i^'dt. Ainsi le travail élémentaire de cette force est — ycos^'.v'dt, et la force qui agit sur — m' en sens contraire produit le même travail. On a donc, pour le travail de ces deux forces,
>«. A, I f. Smm' I d^ifr d\Jr ^r\ -, , , d^=^2ycos9'.v'dtz=: — - Qi'-r-V H T 7- cosB'.i^'dt,
et, en y faisant
2mi> ---Ids, 2 m' \'^ =1 V ds' y
dv dl dr
on aura
j- 2l'/,<^V^ dld\/?\dr _, .,.
''^='-^r V^ -dTds + dt ^,) 5? ''**'''•
Si l'on désigne par c une force électromotrice qui agit sur une portion quelconque de fil traversée par un courant T, son travail élémentaire, en général, est cVdt. Nous obtenons donc cette formule pour la force électromotrice produite par l'élément de courant ds sur l'élément de courant ds'
« 1 ( ^d-\[r d\ d\[r\dr , ,,
et cette formule peut aussi s'écrire
.. d f\\dr dr , j , I d}r d^ j ^ t
dt\r) ds ds! r dsdt ds'
18. Vérifions ensuite que cette loi élémentaire donne efi^ectivement la loi de l'induction, trouvée précédemment, d'un circuit sur un autre circuit. Nous aurons la force électromotrice totale d'induction produite par le circuit S sur S', en intégrant c tout le long de chaque circuit; nous aurons ainsi
Or, en intégrant par parties et par rapport à ^ le dernier terme, ou
trouve que la valeur de ce terme ne change pas si l'on permuter avec 5'.
On a donc
r r \ d^r dr r C ^ d^r dr
et, par suite,
J J J J l^^ V''/ ^* ^^ '• \dsdC ds' ds'dt ds ) \
Or on a (Chap. II, n" 27)
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il en résulte
ce qui est conforme à ce que nous avons vu (n^ 6).
19. Dans un Mémoire publié en i88o dans les Annales scientifiques de V École Normale y je me suis proposé de rechercher quelle doit être l'action d'une molécule électrique sur un autre, si l'on admet les principes suivants dans les mouvements accomplis par les actions des courants :
I. Le principe de la conservation de l'énergie
II. Le principe de la réaction égale et directement opposée à l'action;
III. La supposition que les actions mutuelles de deux éléments de courants parallèles, de même sens et perpendiculaires à la droite qui joint leurs milieux, varient en raison inverse du carré de cette distance;
IV. La supposition que les actions mutuelles entre deux éléments de courants linéaires donnés en intensité et en position ne varient pas avec leurs courbures.
Alors, en admettant comme précédemment que chaque courant soit formé par deux mouvements égaux et opposés des deux électricités positive et négative, j'ai trouvé que l'action entre deux molécules électriques se compose de deux parties : l'une qui donne la force de Weber et l'autre qui renferme une fonction arbitraire. Mais cette seconde partie disparait dans l'action de deux éléments de courants, laquelle se trouve être celle que donne la loi d'Ampère. Ensuite, par la condition qu'un courant fermé et constant soit sans action sur de l'électricité statique, la loi de Weber se trouve avoir lieu nécessairement.
Détermination par la loi de Weber de la force électromotrice d* induction
produite sur un élément de courant.
20. Supposons d'abord que l'inducteur se réduise à un circuit fixe S, traversé par un courant d'intensité variable I et que l'élément ds' du courant induit soit en mouvement.
Pour avoir la force électromotrice d'induction Yds' produite parle courant S sur Télément^^' du circuit S', il faut intégrer Texpression de C du n*^ 17 tout le long du circuit S ; ce qui donne
Y ds'=ds' \ -r(-]-r'j-idS'\-i\ds'\ - -j—j- -y-, ds J dl\rj ds ds' J r dsdt ds!
Vd'—d' C\ — (-\ — ^- I -^ — I d^r drl J L^^ V'V ds ds' r dsdt ds' r ds' dt ds \
J r\dsdt ds' ds'dt ds J
La première partie de cette expression se réduit à
= '" Jl ['fil- 1;%- â^) *]
dt\ J r\ds ds' ds ds' ds ds' ) *J'
Donc, si Ton pose
on a
,_ ,.(didx' , dqdy'df^d-J
P ds' = — ds'\ r;. :::;:i 4- ^ -:A-
\dt ds' dt ds' dt ds' J -'''\^dn?^^dnP^^dtdP)'
Désignons par Qds' la seconde partie de Fds' et ainsi posons
^ ~" V '• \dt ds ds' dt ds' ds )
Représentons par rf/' le déplacement du point (a:', y, 5') de d>'; nous
90 CHAPITRE m.
aurons
d}r __ d}r dV d>r _ d}r dV
dtds "■ dl'ds dt ' dtds' ~ dl'ds' Il
et, par suite,
^^ dtj 7 \dids ds' dl' ds' ds) '
dx'
Calculons la partie de Q qui dépend de -tt et désignons-la par Qi; comme nous avons
dr x' — X dx'
ds' ~~ ~~T~ "57 "^ • • • '
d}r .r' — X d^x' x' — x dr dx' i dx' dx'
dfdP "~ ~~F~ Wdi' r^~ dîJ 17 '^ r W d7 ^' ' '
il en résulte
^ ^dV dx' r ( ^' — oc d^r x' — x dr dr i dr dx'\ ,
^''~' ch W J \~r^~ dMs '^ ~1^^ 'dsdï^'^T^Ts 1F)^
■ dl' d^x' r x'--x dr dt dl'ds' J r« ds
On peut supprimer le dernier terme de la parenthèse, car son intégrale est nulle; puis, en ajoutant et retranchant un même terme, on a
ç. , dl' dx' r ( ^' — ^ d^r x' — x dr dr \ dx dr\
^'^ U d/J \ r-- dFd^ "^ 7^ ds dl'^ 7^dldï')^
dl' dx' d§ dl' d^x' r^^'^^dr, '^ dt ds' dl' dt dl'ds' J r« ds
Q se compose de deux autres séries de termes, telles que Qi, et qu'on déduit de Qi par analogie.
Désignons par P< la partie de P qui dépend de -^ et, en remarquant qu'on a
^ ,rx'—xdr, ^ r/i dx x'—xdr\, , T d x' -- x ,
nous obtenons
* ^*~ \dt dV dt) ds'
dl^dx' di ds
Nous avons ensuite
:' r ( OD^ — «37 d^r x' — x dr dr i dx dr\ , ^ J \ r> dFds "^ 7^~ ds dT'^ 7^ ds dFJ
(x' — xY d / r dr\ x' — x d^r x' — x dr dr i dx dr
r» Ts \x' — x di') "" ~F~ Wds "^ ~i^~ ds dV '^ V^ lu Iv'
comme on le voit en développant la dérivation du premier membre. Ainsi la dernière intégrale peut s'écrire
/ , /-(x'-o:)* d ( r dr\,
(^) J —7^d's[:7^^^dF)'^''
Or on a
r dr dx' y' — / dy' z' —: z dz'
x'—x dl'^ W^ x'—x W "^ x'^x dp '
et, en différentiant par rapport à Sy
û[/ r ^\^ I r. ^ \^_/ '_ y dy'\ df
ds\x'—xdî')'~' {x'^xy\}^ y^ ds ^^ ^^ds\dl'
I \ . , dz j dxl dz'
Remplaçons dans l'intégrale {a), qui devient
dy
;/i[(/-r)S-(^'-«)f]* -^/pk-^)s-<''-')S]'^
ou
dg
dg _ ^\ idy_ fdi _ dy\ i ^
dx' dy'J I dl' \dz' dx') I dL' '
OU encore, en introduisant les composantes de la force magnétique (nol),
^ I dy' rt ^ dz'
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En remplaçant dans l'expression de P, 4- Qi l'intégrale par cette valeur, on obtient enfin
ds'\dx'
dt ) ds'
Désignons par \-y-A la dérivée partielle de ê relative au circuit s
seulement, c'est-à-dire en regardant x\ y\ z' comme constants, nous
aurons
fdt\ _di_ _ d.i dl[
ydtj" dt ~dl' dl'
et, par suite,
F contient deux autres expressions semblables, et l'on a
-, r ((t^\ «<'»■' .. dz'ldx' .
D'après cela, considérons une force <p qui a pour composantes
\Tt)^^-dF ^^ dt'
dq\ dz' ^ dx'
di)^^^-di-^-dt'
fdf\\ „ dx' dy>
et nous obtiendrons la force électromotrice F qui agit en un point de ds\ en projetant <p sur la tangente à ds' .
21. Si, au lieu d'un courant inducteur, nous en avons plusieurs, nous poserons
le signe de sommation £ se rapportant à tous ces courants; nous déterminerons X, aPo, G, au moyen de ^, ç, ^ comme précédemment, et la
INDUCTION DES COURANTS LINÉAIRES. gS
force électromotrice exercée sur ds! s'obtiendra par la règle précédente.
Enfin, si, outre les courants S, il y a des aimants inducteurs, on raisonnera comme au n® 2, on pourra concevoir que chaque aimant est remplacé par une série de courants infiniment petits, auxquels correspondront des fonctions telles que #, ç, 5, et la même règle sera encore applicable pour déterminer la force électromotrice qui agit sur ûJs'.
Remarquons, en terminant ce sujet, que de la loi de Weber relative à l'action mutuelle de deux molécules électriques on déduit :
I® La loi d'Ampère relative à l'action mutuelle de deux éléments de courants;
1^ L'action électrodynamique sur un élément de courant, puisqu'elle est une conséquence de la loi d'Ampère (n® 2);
3** La force électromotrice d'induction produite sur un élément de courant.
DE FORME QUELCONQUE
1. Si un conducteur homogène, de forme quelconque, est traversé par des courants électriques, provenant d'actions constantes, ces courants seront permanents. Nous nous sommes déjà occupés, dans le Chapitre I, de ces courants dans un conducteur à trois dimensions, et nous avons vu que le potentiel V de Télectricité satisfait en tout point de l'intérieur du conducteur à l'équation
AV = o.
Si l'on désigne par x la conductibilité du corps pour l'électricité, les composantes de l'intensité du courant ont pour valeur en chaque point
dS d\ dV
ax dy dz
L'équation
V = const.
représente les surfaces de niveau et les courants sont normaux à ces surfaces.
Pour les surfaces du conducteur qui sont libres, c'est-a-dire au contact de l'air, les courants sont dirigés suivant ces surfaces, et l'on a, en désignant par dn' l'élément de normale intérieure,
dS dK'^""'
COURANTS PERMANENTS. qS
Conducteur traversé par un courant entrant et sortant par deux points
de sa sur/ace.
2. Plaçons les deux extrémités de deux fils métalliques très fins en contact avec la surface d'un conducteur aux deux points A et A', le reste de cette surface étant isolé, et relions ces deux fils aux pôles d'une pile galvanique.
Le potentiel V doit provenir d'une couche d'électricité située sur la surface du corps; mais, comme, les contacts des fils étant supposés réduits aux points A et A', V doit être infini en ces points, il faut supposer aux points A et A' deux masses finies d'électricité C et C et nous poserons
U étant le potentiel d'une couche électrique située sur la surface et t et f étant les distances des points A et A' au point (ce, y, z). Cette introduction des deux premiers termes de V peut ne pas paraître parfaitement claire; mais elle sera complètement expliquée plus loin.
Désignons par I l'intensité du courant qui entre par A et sort par A', et considérons ces deux points comme situés dans le conducteur à une distance infiniment petite de la surface. Autour du point A, décrivons une sphère d'un rayon infiniment petit e et située dans la surface du conducteur. Sur cette surface, V pourra être réduit à son premier terme
et l'on aura
dV
at
On en conclut pour la constante C la valeur
et l'on a de même
47rx
l'expression de V devient donc
Sur la couche électrique qui produit le potentiel électromoteur.
3. Un conducteur étant traversé par des courants permanents qui entrent par un point A et sortent par A', le potentiel V est donc exprimé par la formule
et la fonction U est définie par les conditions suivantes : U est fini et continu, ainsi que ses dérivées du premier ordre, excepté sur la surface Œ qui limite le corps; il satisfait dans tout l'espace à Téquation
AU = o
et sur la surface a à la condition
(') ^dJ^'K-t^T'J^diT'^''^
La fonction U n'est ainsi déterminée à l'intérieur qu'à une constante additive près, qui représentera le potentiel d'une couche électrostatique, dont l'action sur les points intérieurs sera nulle. Faisons abstraction de cette constante.
Considérons une fonction P donnée par la formule
P= / :7r7?û^^ avec (p=^Vo,
où Vo désigne la valeur de V à la surface et r la distance du point (a?, y, z) à l'élément rfcr. La fonction P représente le potentiel d'une double couche d'électricité, analogue aux doubles couches magnétiques que nous avons considérées précédemment et, adoptant un terme déjà employé, nous appellerons o la puissance de la double couche électrique. Nous allons démontrer qu'à l'intérieur du conducteur P est égal à U.
Remplaçons ç par sa valeur dans P et il s'agit de prouver que Ton a
t et t' étant les distances de rfa aux points A et A', et U dans le premier membre désignant la valeur de cette fonction sur rfa. Nous avons (Chap. II, n® 13)
(3) 4.U=y U^rf.-/igrf.
OU
(4) y u£,rf. = 4.U+/lf,rfa,
ce qui transforme le second terme de la formule (2); mais, pour transformer le premier terme, il est nécessaire de reprendre la démonstration qui a servi à établir (3).
Nous avons la formule générale
(5) 1 v^ivdiD — / (vAp^bj^ — / s>-T—,dG-\- I w-j—fdrjy
les intégrales du premier membre étant étendues à tous les éléments de volume dxs du conducteur et celles du second membre à tous les
éléments rfcr de sa surface. Toutefois, si l'on fait w=: -y v =^ -y'û fau-
dra enlever au volume les éléments dans lesquels ces fonctions deviennent infinies. Nous avons dit (n** 2) que le point A doit être regardé comme intérieur à la surface œ et situé à une distance infiniment petite de cette surface. D'après cela, décrivons une sphère infiniment petite autour du point (a?, y^ z) et une autre sphère infiniment petite de rayon £ autour de A et située à l'intérieur de a; puis appliquons la formule précédente au volume du conducteur diminué de ces deux sphères. Désignons respectivement par a' et cj" les surfaces de ces
deux sphères. En remarquant que le premier membre de l'équation (5)
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est nul, nous aurons
t di
J r dt
"^ dff -^ I -^da\
Or, on reconnaît facilement que les quatrième et cinquième intégrales sont nulles et que les troisième et sixième sont égales à
— 4'ï^T^' T étant la distance du point (^, y, z) à A, et, comme elles
entrent avec des signes contraires, elles se détruisent. Ainsi l'équation se réduit à
on a de même
J Jd^'^^^'^J Td^"^^'^ l\dl l\d\,
Substituons (4), ((i), (7) dans (2) et nous obtenons
ce qui est exact d'après l'équation (i).
Ainsi, il est démontré que la fonction P se confond avec U à Tinté rieur du conducteur; prouvons maintenant que P se réduit à
pour les points extérieurs.
4. Désignons par dn l'élément de normale extérieure; il s'agit de prouver qu'on a
d'- / rfi
k'Kj \t t'J dn t^TzJ dn \t t' )
Le point (^r, y, z) étant maintenant extérieur, on a, au lieu de l'équation (3),
Nous pouvons encore appliquer l'équation (A); mais, comme le point {xy y y z) est situé en dehors du conducteur, nous n'avons plus à mener la surface cr' autour de ce point; il faut donc supprimer les troisième et quatrième intégrales de cette équation; mais la cinquième
intégrale sera encore nulle et la sixième égale à — ^tc -• On a donc, en
remplaçant les dérivées par rapport à n! par des dérivées par rapport à n, ce qui change leur signe,
on a de même
Substituons (9), (10) et (i 1) dans (8) et nous aurons
Tous les résultats précédents sont des conséquences rigoureuses de l'Analyse. Mais, maintenant, admettons que la fonction U, qui se confond avec Pà l'intérieur du conducteur, coïncide aussi avec P à l'extérieur; U sera donc le potentiel d'une double couche, il variera d'une manière discontinue à travers la surface ci; mais sa dérivée, suivant la
lOO CHAPITRE IV.
normale, variera d'une manière continue; on aura donc
dn dn'
et la formule (i) pourra s'écrire
^dJtU'^J'r'dn-'''
l'équation (12) est donc satisfaite.
Ainsi, à l'extérieur, U a la valeur que nous avons indiquée et, par suite, V est nul.
On admet généralement que U est le potentiel d'une couche simple d'électricité; regardons, d'après ce qui précède, U comme le potentiel d'une double couche d'électricité située sur la surface a, et nous aurons le théorème suivant :
Quand un corps est traversé par des courants permanents^ sa surface se recouvre d'une double couche d'électricité dont l'action, jointe à celle des points A et A', produit la force électromotrice sur les points intérieurs^ tandis que l'action totale de cette couche et des points A et A' est nulle à l'extérieur. Le corps peut, en outre, être recouvert d'une couche électrostatique dont l'action totale est nulle à l'intérieur.
5. La double couche d'électricité qui recouvre le conducteur est analogue aux doubles couches magnétiques fictives employées par Ampère en Électrodynamique et à la double couche qui se trouve au contact de deux métaux dans le principe de Yolta; mais la puissance de la
double couche est ici variable et égale à y- V.
Cette double couche n'est pas plus difficile à concevoir que celle qui se présente sur les surfaces de contact de deux métaux, une couche se trouvant sur le conducteur et l'autre dans l'air à une distance excessivement petite.
Par la substitution d'une double couche à une simple couche électrique, les courants ne sont pas altérés et l'action magnétique de ces courants reste encore la même; mais la double couche sera sans action à l'extérieur et s'obtiendra immédiatement, quand on aura calculé le
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potentiel V. Au contraire, dans Thypothèse d'une simple couche électromotrice, la densité D de cette couche est donnée par la formule
47r \dn' dn ) I^tz dn '
en désignant par V le potentiel extérieur de cette couche. Par conséquent, outre la détermination de la fonction V, il faut encore, pour achever la solution du problème, faire celle de V, qui est souvent beaucoup plus difficile. Ainsi, par exemple, nous déterminerons plus loin le potentiel V relatif aux courants qui traversent un parallélépipède rectangle et la recherche de la fonction V, dans ce problème, serait extrêmement difficile.
Ainsi, cette théorie doit être considérée comme plus simple que l'ancienne, et je ferai remarquer, sans que je veuille pourtant trop insister sur cette raison, que l'histoire des Sciences physiques montre que, de deux théories qui semblent d'abord satisfaire également à l'expérience, la plus simple est celle qui a le plus de chance d'être la vraie.
En généralisant le principe de la réaction égale et directement opposée à l'action, on peut s'expliquer cette double couche de la manière suivante. Le potentiel V se compose de deux parties : l'une, U, qui provient d'une couche d'électricité située à la surface du conducteur et d'une autre partie qui provient, comme nous verrons plus loin, de l'électricité qui se trouve sur les électrodes. Or, bien que la cause première du mouvement de l'électricité réside dans la pile, on peut néanmoins, dans les deux théories, regarder la force électromotrice comme émanant de la surface du conducteur et des fils; cette force sépare les deux électricités à l'intérieur du conducteur. Donc, réciproquement, l'intérieur du conducteur doit être le siège de forces qui séparent les deux électricités sur la surface du conducteur, et Ton arrive ainsi à la conception de la double couche située à la surface.
On peut maintenant se proposer d'expliquer le résultat d'expériences de Thomson indiqué Chap. II, n°' 2 et 3. La force électromotrice au contact de deux métaux est produite par la double couche qui se trouve à ce contact. Or, lorsque le corps formé par ces deux métaux est traversé par un courant permanent, sa surface libre se recouvre d'une double couche d'électricité, et il est naturel de penser qu'en
même temps la double couche, qui se trouve sur la surface de séparation des deux métaux, se modifie; ce qui explique le résultat obtenu par Thomson.
Détermination de la force magnétique des courants.
6. Nous avons calculé (Chap. II, n** 22) la force magnétique qui provient d'un courant linéaire fermé. Pour cela, nous avons considéré les fonctions
r étant la distance d'un point quelconque (a?, y, z) k un point {x\y\ z') situé sur ds et les intégrales étant prises pour tous les éléments ds du circuit fermé. Désignons par I l'intensité du courant linéaire, par t la section du fil qui peut être variable et par i l'intensité du courant par unité de surface. Posons
^^W, q^lG, 5-=- m,
et désignons par m, v^ w les composantes de i; nous aurons, en remarquant que I est égal à /t,
J r ds J r
OÙ dts désigne l'élément de volume "zds. On a de même
q^f^dw, ^ = p^dr;^.
Ensuite, d'après ce qu'on a vu à l'endroit cité, les composantes de la force magnétique du courant linéaire sur le point (a?, j, s) sont
j/^_^\ <ij_^*^ df _dl^^ d^__dl^
\ dy dz J dy dz dz dx dx dy
Prenons dans chacune de ces expressions l'élément d'intégrale qui est multipliée par djjs\ nous considérerons ces trois éléments d'inté-
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grale comme les composantes de la force provenant de Télément dxs et agissant sur l'unité de fluide magnétique placée au point (a?, j, z).
7. Passons de là aux courants permanents d'un conducteur quelconque et décomposons-les en courants linéaires; nous pourrons appliquer à chacun de ces courants les formules précédentes. Posons donc
en étendant les intégrales à tout le volume du conducteur; nous aurons pour les composantes de la force magnétique provenant de tous les courants du conducteur et agissant sur le point {x, j, z)
dy dz dz dx " dx dy
8. Remarquons que, d'après les expressions de ^, ç, 5, on a, à l'intérieur du conducteur,
et les premiers membres de ces équations sont nuls en dehors du conducteur.
D'autre part, si l'on désigne par a?', y, z' les coordonnées de rftnr, on a
di dq
dx dy
d^_ ff^^drZ^ dr-^ dr''\
dz j \ dx dy dz j
r ( dr-^ dr-' dr-'\ ^
^-J y'-d^^'-dy'^'"^'d^)
dfj
= — / (WC0S>4- Ç'COSfX -H wcosv)^ Ç / du dv dw\ dm
X, [JL, V étant les angles de la normale extérieure avec les axes des a?, y, z. Le mouvement étant permanent, la seconde intégrale a tous ses éléments nuis et il reste l'équation
drf dç d^ r. . .do
|-_:l-f-_l£— — I (WCOSA -h f'COSa 4- tVCOSv) -
dx dy dz J ^ ' r
le point {x, j, z) étant d'ailleurs intérieur ou extérieur,
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Si les courants entrent et sortent sur le conducteur par deux points A et A' seulement, l'intégrale précédente n'aura une valeur que par les éléments situés en A et A\ et Ton en conclut, en désignant par I l'intensité totale du courant qui entre en A et par / et /' les distances du point (ir,7, s) aux points A et A',
dx^ dy ds \t t'J
9. Les composantes X, Y, Z de la force magnétique peuvent être assimilées à des potentiels. En efîet, on a
dW dr-^ dW dr-'\
rfdW dr-^ dV dr-^\ ^
Appliquons l'intégration par parties à chacun des termes; les intégrales relatives au volume se détruisent et il reste
-, r(d\ dv \d<T
X peut donc être considéré comme le potentiel d'une couche distribuée sur cj; il en est de même de Y et Z. Par suite, on a dans tout l'espace
Expression des composantes du courant au moyen des composantes
de ta force magnétique,
10. Considérons une courbe plane s. Supposons qu'un courant linéaire fermé S dont l'intensité est J traverse l'espace plan compris par Sy et désignons par X, Y, Z les composantes de la force magnétique qui provient de ce courant. D'après ce que nous avons vu (Chap. II, n® 16), nous aurons
J = ^ CiXdœ-hYdfhZdz),
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l'intégrale étant prise tout le long de la courbe s. Si Ton a un nombre quelconque de courants linéaires qui passent à travers la courbe s, on pourra appliquer à chacun une équation semblable. Si, en outre, il existe des courants qui ne traversent pas la ligne s, on aura, pour chacun de ces courants,
(2) ^~r" Ax^^-^Ydfx + Z^z).
Donc, en ajoutant toutes les équations semblables à (i) et (2), on aura une équation qu'on peut représenter par (i) et où alors J désignera l'intensité totale des courants qui traverseront s, tandis que X, Y, Z seront les composantes de la force magnétique qui provient de tous les courants, et l'intégrale sera encore prise le long de la courbe s.
Ensuite, au lieu de courants linéaires séparés, supposons des courants continus et permanents, et nous pourrons également appliquer l'équation (i) à ces courants.
11. Cela posé, par un point quelconque (x,y,z) d'un conducteur traversé par des courants permanents, menons un rectangle rf;rrf>^ dont les côtés infiniment petits dx, dy sont parallèles aux axes des x et y. Désignons par </, f^, w les composantes de l'intensité du courant au point (iT, y, z)\ le courant, qui traversera ce rectangle dans le sens des z positifs, aura pour valeur
w dx dyy
et, si nous appliquons la formule (i), nous aurons
dxdy^iz ~ j {\dx -^Y dy -hZdz),
l'intégrale étant prise le long du périmètre du rectangle.
Appliquons ensuite ce théorème donné (Chap. II, n^'SO) : Si s est une ligne fermée et a une surface passant par cette ligne et qui y est limitée, on a
fiXdx-^Ydy-^Zdz)
J L Vf dz) \dz dx) \dx dy ) \
Io6 CHAPITRE IV.
la première intégrale étant prise tout le long de la ligne s et la seconde sur toute la surface cr. Enfin, /, m, n sont les cosinus directeurs de la normale positive menée à <j.
Eu prenant pour la ligne s le rectangle infiniment petit dont les côtés sont dx et dy^ nous aurons à faire / = o, /n = o, n = i , et il en résulte
f (Xdx -}-Y dy -hZdz) ^ (^ - ~\ dx dy.
Nous en concluons la première des trois équations semblables
dx dy '
, dL dY
dy dz
, d\ dL
dz dx
Pour démontrer ces équations, nous avons supposé le mouvement permanent, et il est facile de voir qu'effectivement elles ne sont pas vraies dans le cas général ; car on en déduit l'équation
du dv dsv
dx ' dy dz ^
d'après laquelle la densité de l'électricité est nulle ou au moins indépendante du temps.
Expression du potentiel de l'électricité qui n'est pas sur le conducteur.
12. D'après ce qui précède, les composantes m, v^ w du courant peuvent s'exprimer de deux manières : soit par les composantes de la force électromotrice au moyen des formules
dW dV dV
ax dy dz
soit par les composantes de la force magnétique au moyen des formules du numéro précédent.
GOURANTS PERMANENTS. IO7
Le potentiel V se composera du potentiel V, de la double couche située à la surface du conducteur et du potentiel Vj de Télectricité extérieure. Désignons par m,, f',, tv, les composantes du courant provenant de V,, et par U2, ^2, «^2 celles qui proviennent deV2. Désignons aussi par X,, Y<, Z, et par Xj, Yj, Z2 les composantes électromagnétiques correspondantes. Nous aurons
* • djc ^TC\dy dz I
Remplaçons X,, Y,, Z< par leurs valeurs en fonction de ^, ç, 5 données n*' 7 et nous aurons
dx dx dy dy^ dz^ dx dz dx \dx dy dz ) *
les fonctions^, Q^, S étant les intégrales de ce numéro étendues au conducteur seulement. Or nous avons
k4 / / /^i dV^\
qui, substitué dans l'équation précédente, donne
dV^_d^/dl dÇ d§ dx dx \dx dy dz
Comme on a deux équations semblables pour les dérivées de Y2 par rapport à j et z, on obtient, à une constante additive près, qui pejut être supprimée, puisqu'elle est sans influence sur les courants,
_ I fdi dq d§
^iiyL\dx dy dz J
Mais on a trouvé ci-dessus (n® 8)
d:f dq d^ (\ ^ ^dfj
-i — h-7 — '"^— ~~ / ("COSAH- ç'cosfjL-h MP'Cosv) — ;
on a donc aussi
V,= 7 / (aC0sXH-('C0Sa4- fï^COSv) —
47rxj ^ ^ ' r
Le potentiel Y2 est ainsi exprimé au moyen des composantes du courant à son entrée et à sa sortie du conducteur.
Dans le cas où le courant entre et sort par deux points seulement» on a
conformément à ce que nous avons trouvé (n® 2). Mais le raisonnement qui avait servi à établir cette formule pouvait inspirer des doutes. Nous voyons maintenant que les points A et A' devaient être pris effectivement non à la surface du conducteur, mais à l'intérieur et à une distance infiniment petite, et qu'il fallait considérer autour de ces points non un hémisphère, mais une sphère infiniment petite.
Potentiel de V électricité située à la surface d*un conducteur linéaire.
13. Supposons d'abord un conducteur linéaire qui soit rectiligne et un courant qui le parcourt depuis une distance infinie jusqu'à un point A.
Menons l'axe des z suivant le conducteur linéaire, mais dans le sens opposé au courant. Nous pouvons déterminer l'action du courant sur l'unité de fluide magnétique positif au point (a?, jr^ z) par la formule de Laplace. Un point du courant étant désigné par (o, o, z'), l'action d'un élément de courant dz' sur (x, j-, z) a pour grandeur (Chap. II, n«38)
en désignant par I l'intensité du courant linéaire et par p la distance du point (x, y y z) à l'axe des z\ de plus, cette force est perpendiculaire au plan mené par cet axe et par ce point, et ces composantes suivant les trois axes des coordonnées sont
5^ sin a dz* ^ — y^ cos a dz\ o,
a étant l'angle de p avec le plan des zx.
Désignons par c la distance du point A à l'origine des coordonnées
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et par t la distance du point (^, j, 5) à A; nous aurons
jrV.=ii(-K,-îz:i)=.T,
et les composantes de la force magnétique sur le point (a?, 7, z) seront (Chap. II, n*> 39)
Xj=ITsina, ¥, = — ITcosa, Z, = o.
14. Concevons ensuite que le fil apporte au point A son courant dans un conducteur H à trois dimensions. Alors, w^, v^y ^2 étant les parties des composantes du courant dans le conducteur H dues à l'action magnétique du fil, nous aurons
, dZ» dYt , cTXi rfZj , </¥• d^m
D'après cela, nous obtenons d'abord
et
^TTi', = — r-=I-r-sma dz dz
dï I d fc — z\ p
~^ dz " p dz \ } / " ^ 7»
puis, comme on a cosa = -> sina = ^> il en résulte
^ ' -jy
47rw, = I-,, 47rr,^I^
ou
^*~ {^^zdx\t)' ^'"" [Mzdy\t)^
Ensuite nous avons
-_1 /^ . iT,\__ J_£z:i _±j1 /i\
IIO CHAPITRE IV.
Ainsi u^f (^2, W2 sont les composantes d'un courant qui proviennent
d'un potentiel égal à 7 — -> et ce résultat est évidemment indépendant
des axes de coordonnées.
Nous pouvons facilement passer de ce théorème à celui qui concerne un courant linéaire de forme quelconque. D'abord, sur le courant rectiligne indéfini, prenons une longueur finie terminée aux deux points B et B', le courant allant de B' vers B; cette portion de courant pourra être considérée comme la différence entre deux courants rectilignes indéfinis terminés en B et B'; donc les composantes du courant qui en résultera dans le conducteur H seront
tu et /fi' étant les distances de B et B' au point (a?, 7, z). Prenons ensuite un courant linéaire curviligne entrant au point A du conducteur H. Les composantes du courant dans H, dues à une longueur infiniment petite ds du fil, seront
^n da'\ds~ ^"^'^ •••'
et celles qui sont dues au fil entier seront
I d fi I \ ^n dx\t tij
t et /, étant les distances du point (a?, j, 5) au point A et à l'autre extrémité du fil.
Ainsi, le potentiel de l'électricité située sur le fil est égal à
et se réduit à -, — -1 si la seconde extrémité du fil est à une distance
qu'on peut regarder comme infinie. Cette électricité se composera d'une double couche qui revêtira le fil. Le potentiel de l'électricité du
fil se substitue ainsi au potentiel du point A par lequel entre le courant dans le conducteur, potentiel qui avait été d'abord considéré au n** 2. On aurait à faire une remarque semblable pour le potentiel de Télectricité d'un fil qui emmène l'électricité du conducteur.
Conducteur dans lequel pénètrent les deux électrodes,
15. Au lieu que les extrémités A et A' des deux électrodes viennent en contact avec la surface du conducteur, supposons qu'elles pénètrent dans le conducteur étant revêtues d'une substance isolatrice. Plusieurs savants ont admis, d'après le raisonnement du n** 2, que le potentiel de l'électricité du conducteur est donné encore par la formule de ce numéro
Mais, d'après ce que nous avons vu, les deux extrémités A et A' ne jouent qu'un rôle fictif, et il faut substituer à leur potentiel celui d'une double couche située sur les fils. Or il n'est pas évident que la double couche se comporte auprès de la substance isolatrice de la même manière qu'auprès de l'air. Concevons, par exemple, que la puissance de la double couche soit multipliée par une constante h sur la substance isolatrice. Désignons par /, et /', les distances du point (a?, y, z) aux points où les électrodes pénètrent dans le conducteur, et nous aurons pour les potentiels de l'électricité des deux fils les deux expressions
Courants permanents dans un conducteur sphérique.
16. Nous allons déterminer le mouvement permanent de l'électricité dans une sphère conductrice homogène, en supposant d'abord que les deux fils électrodes pénètrent dans la sphère, et que les parties des fils situées dans la sphère sont recouvertes d'une matière isolante. Tou-
tefois, pour simplifier, supposons que la quantité h du n^ 15 soit égale à Tunité.
Prenons des coordonnées sphériques. Désignons para le rayon de la sphère et par R, tj;, le rayon vecteur, la longitude et le complément de la latitude du point M où Ton prend le potentiel. Représentons aussi par (R', ^', 6') et (R", ^'\ 6") les coordonnées des extrémités A et A' des électrodes. Nous avons, à une constante près,
et, le potentiel U de la double couche qui recouvre la sphère satisfaisant à AU = G, nous pouvons poser
"'Ev.î:
Nous avons à exprimer la condition
pour cela, développons - et -, suivant les puissances de gr en regardant R comme plus grand que R' et R""; alors, si nous désignons par a et a' les angles formés par R avec R' et R'', nous aurons
7=rV-^r^^'«-^r^J ^^rI^^r^
? = rV~'r'°'""^r^J =r2;^''r^-
Il en résulte
Substituons cette expression dans Téquation (i) et égalons à zéro dans
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le résultat séparément les fonctions sphériques de chaque ordre; nous aurons
et il en résulte
Soient (R^, ^'. ^') et (R^, '1", 6") les coordonnées des points B et B' conjugués des points A et A', en sorte que R^ = ^, etR2= ^; désignons aussi par T et T' les distances des points B et B' au point M; nous aurons
T=:v^R»-4-Kj[ — 2RH,cosa, 1'= v/K*4- RJ — 2RK'' cosa',
' ~T" ^^^ -^n •»/» — rii > * j^ " R'* — T' '
ce qui donne la sommation des deux premières séries du second membre de (2). Occupons-nous ensuite de la troisième série
nous aurons, en différentiant,
^R ^^^"Ri ~ ï
ou
^ R.c^R dR
~ R v/R* — 2 RR,"cos «4- Rj 1^
et, en intégrant,
=- — log(Ri — R cosa H- T) 4- A
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OÙ A est une constante. Or S s'annule pour R = o, ce qui détermine A et la valeur de J devient
V • V ^'' — I 3 Ri
.i /. *'■ B; - '"^ R, - R cos« + T'
on a de même
^'i^, B"_, aR,
„ Xn Rj - log R,_ Rcosa' + T' ■
En substituant dans (2), on obtient
■fi „ R» _ C /R, _ R,\ C R,(R.— Rcos«'+T')
2i^''a'' — a[r t) "^d **^R,{R,-Rc03« -t-T)'
-et enfin
^ -^\i J')^Z\T t)^ a "'«R.(K,-Rcos« +T )
Cette formule a été donnée par M. Helmholtz (t. I de ses Mémoires, p. 496)-
Théorèmes sur les /onctions sphériques.
17. Nous allons démontrer des propriétés des fonctions sphériques dont nous aurons besoin dans ce qui va suivre. Posons
©„/— sin'a cos'
La fonction sphérique R"0h./ cos/t{/, qui est d'ordren, satisfait à l'équation AU = o, et il en est de même de ses dérivées par rapport 'tix,y,z qui sont, par suite, des fonctions sphériques d'ordre n — \. Bornonsnous à considérer là fonction sphérique d'ordre n
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nous aurons
dp (dp . \ dp \ ,
* = R»-» f /i0„,osina-+- —r^ cosa j cos^.
Cette expression est une fonction sphérique de Tordre n — \, qui peut donc s'écrire HR''''*©^.,^, cos'^, H étant une constante; on a donc
/iO;,,oSinaH — -~^ cosa = HO;,_i,,;
on déterminera la quantité H en calculant le terme en cos''~^asina du premier membre, qui est celui du degré le plus élevé, et Ton aura définitivement
(i) «e„,o sm a + -^ cos a =-- ^^^ __ ^ ^n-uu
En formant ^ et raisonnant de la même manière, on trouve
(2) n»n^o cosa ^^ sma = ^^_^ ^«-i.o-
En second lieu, considérons la fonction sphérique
elle satisfait à Ay = o; il en est de même de sa dérivée t^> et, en raisonnant comme ci-dessus, on obtient
(3) — (w + i)0/,,osina -h -j^ cosa = —(2/14- i)^n+ui'
Enfin, en considérant
^^zR-^-iO;,,,,
ds
puis formant ^ et procédant encore de la même manière, on trouve
VA
(4) (« -l-i)Ort,, cosa -h -—' sinai^ (2/1 + i)0„4-i,i-
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Sphère traversée par un courant permanent qui entre et sort par deux
points situés à l'extrémité d'un diamètre.
18. Nous allons examiner ce cas particulier avec plus de développement.
Dans les formules précédentes, supposons que les deux points électrodes A et A' soient situés à la surface de la sphère, nous aurons, à l'intérieur de ce corps,
et par suite
v-cii^(X,-x;)^lV
Prenons ensuite les deux points A et A' à l'extrémité de l'axe polaire; nous aurons
a' = TT — a.
avec
et
suivant que n est pair ou impair. Par suite, V se réduit à
le signe 2 se rapportant à toutes les valeurs impaires de n.
19. Calcul de ^, ç, 5 à l'intérieur de la sphère. — Les fonctions ^, (,*, 5 sont définies par les formules (n® 7)
Désignons par V ce que devient V, quand on y remplace x, y, z par w\ y, z\ coordonnées de dxs; nous aurons
d\' d\' rfV'
dx dy dz'
par suite,
/ N ^ r^V' dm ,. /•rfV cfe .. rdW dm
(^) ^"-—Vd^'T' '^^""V5P7^' ^-^""j-dffT'
Soient (R', 4^'» a') les coordonnées sphériques du point (^',y, «')' ^" aura
-^iJ /i "a"
Ti'
tp+\
X'„ étant ce que devient X„, quand on y remplace a par a'. Puis on en
tire
dW fdW . , \ dW' \ .,
rfx'
= 2C2^ — ^p- -^^ (^/iX^sma'-i- ^; cosa'jcosip'.
Ensuite on a
^ d%n n n(n — i) rt
/lOfl «sina-i — :y-^ cosa i=i ^ ®/i-i.i>
' doL 2/1 — I '•
et il en résulte
dy ^v^(2/i-Hi)(/i — i), R'«-*
dix' -
t^ X. ^n —;n:r^n-iA COSvL'.
Par le point (x, y^ z) menons une sphère concentrique à la sphère donnée et qui divise cette dernière en deux parties : l'une, pour laquelle R' est < R; l'autre, pour laquelle R' est > R; nous diviserons
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les intégrales (a) en deux parties correspondantes et nous aurons
X'^ désignant ce que devient X^ quand on y remplace cosa par
cos G = cos a cos y h- sin a si n a' cos ( ^^ — i]^' ). Posons
drs = R'» ^R' sin ol' d<x! d^'y
et calculons d'abord la partie de j -, ^-7 dxs qui se rapporte à des valeurs de R' comprises entre o et R; nous aurons pour sa valeur, après avoir effectué l'intégration par rapport à R',
- aCy (^-O(anH-i) ^"^\ T PeU,,tCOS+'^.^sina'^a'rf+'.
Or, si l'on désigne par Y„ une fonction sphérique d'ordre n par rapport aux variables a, ^ et par Y'„ ce que devient Y„ quand on y remplace a et 4^ par a' et ^\ on aura (Cours de Phys. math., Ghap. VI, n® 84)
y^y^ y;5C, sin «' 6f«' d^' = ^^ Y„ si ^ = n,
= sinon;
or 0'«_i,i cos^' est une fonction sphérique d'ordre n — i; on a donc
0;,_i,i cos^j^^V^^, sina'c?a'cf^'= — ^— - 0„_,,, costj;,
et l'on supprimera, dans la série précédente, tous les termes pour lesquels q est différent de n — i. D'après cela, en ne considérant que les
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éléments de l'intégrale, pour lesquels R' est < R, on a
fi
Pour calculer la même intégrale depuis R'=R jusqu'à R' = a, on emploiera la première expression de -> et, par un calcul semblable, on trouvera
Ajoutons les deux dernières formules et nous aurons, pour l'intégrale relative à toute la sphère,
le signe y* se rapportant à n = i, 3, 5, . . .Multiplions par — x et changeons n en n + I sous le signe de sommation; nous aurons, en remplaçant 4i^*C par I,
OÙ /i = O, 2, 4» 6, La dernière série peut être sommée et la seconde
Ensuite calculons 5; nous avons
d\' dY , ï d\' . , _:=.___cos«-j^^s.n«
î^ + i et d'autre part
nX„cosa %\x\(x^=^tn ( /iBfl.oCOsa ^-^sina ) = — 3-^/1^/1-1,0.
- -p- rfcr, pour laquelle R' est < R, a pour valeur
C > -^^ 'tn / / B„-.,o<\-aSina'aa a-y,
et, en remplaçant l'intégrale par sa valeur, d'après ce qui a été dit ci-dessus, on a
La partie de la même intégrale, pour laquelle R' variera depuis R jusqu'à a, aura pour valeur
En ajoutant ces deux expressions, on a pour la même intégrale éten due à tout le volume de la sphère
I — :rT"^ =47rG >, — ^^ r /» r®/i-io
où 71 est susceptible des valeurs i, 3, 5,
Changeons n en n-h i et nous trouvons
ip tp
_ ICI 2/1 + 3 , R" ^ , V . ^" ^* A
où 71 est susceptible des valeurs o, 2, 4»
On reconnaît facilement que la seconde partie de 5 a pour valeur
On peut vérifier que les fonctions /, ç, 5 satisfont à Téquation dun°8
dx'^ dy~^ dz'^ \t t')''
21. Calcul de ^, ç, 5 pour un point extérieur. — Désignons par §\ Q\ S' ce que deviennent ^, ç, 5 quand le point (R, ^, G) est extérieur à la sphère. Dans le calcul qui a donné la première partie de ê pour un point intérieur, remplaçons l'intégration par rapport à R' prise de o à R par une intégration de o à a et nous aurons
" ^^ Tt Cl
où 71 = o, 2, 4^ — On déduit ç' de /, en changeant cos^» en sinvj;; ce qui donne
De même» on obtiendra pour S'
On peut vérifier que les expressions trouvées pour ^, ç, 5, ^, (/, 5 satisfont à la surface de la sphère aux conditions
ff 5',
de de'
dR dR'
^,0 rf.*)'
qu'on reconnaît a priori; car S et ^\ par exemple, représentent le potentiel d'une masse dont la densité u est partout finie, excepté aux points électrodes A et A'; ce potentiel est donc fini et continu, ainsi que ses dérivées du premier ordre, excepté en ces deux points. On peut encore vérifier que Ton a l'équation
^JC ^ djr ^ dz ~' \i t'J
dx
22. Calcul des composantes de la Jorce magnétique. — Les compo santés de cette force sur un point extérieur sont
dy dz
dz dx
dx dy
Les valeurs de f et ff' peuvent s'écrire
J'=:Lcos^, Ç'— Lsin^J;,
L étant indépendant de ^, et l'on en conclut
Calculons ensuite X. Les expressions de S' et ç' peuvent s'écrire
5'=2^''fc^^«'^' ff'=2'''''R^^"'*^''^'^'
en posant
On aura ensuite
dy
âfa
cos
a sint];,
ou (n*^ 17)
dy dçi
dz
= — ^ (2 « -H A-« jT^^ e«+,.i sin -J;,
- ^ (2 /i -M )/>„ -- - e„+i,i sin ^.
On en conclut
OU
iq + l
On trouve de la même manière
(3) Y==-2l2^«H^^i®/i,iC0s+.
iq ^1
Nous avons vu (n** 9) que les composantes de la force magnétique sont assimilables à des potentiels de couches situées sur la surface de la sphère. Donc, des valeurs (i), (2), (3) de ces composantes à l'extérieur, on peut conclure immédiatement leurs valeurs à l'intérieur qui sont
Zmo, X= 2l2^»^ïï:;:T®«,iSinv|;,
Y = - 2 1 2 f „ ^, e„., cos -J;.
23. Composantes m, ^, iv du courant. — Les composantes w, ç^, «^ du courant sont données par les formules
dV dV dV
dx dy dz
Or, d'après ce que nous avons trouvé (n^* 19 et 20), si Ton pose
on a
d\f dS
-7— =:— 2CP cos^J^, —- zm— 2CPsin4'»
yi 71(2/1 -4- 3) J^ _
Zà 71 + 1 ^"a'»-^*^"'* — *^'
et nous en concluons
u =: — Pcosvl;, i^= — Psin<l,
Ces quantités peuvent aussi être mises sous forme finie, en difTéren tiant par rapport sl x,y, z l'expression
V=:2C - — -7) 4- -lOg j. >
qu'on déduit de la formule du n^ 16.
Force magnétique produite par les électrodes fixées à la sphère.
24. Les courants de la sphère sont amenés et emportés par deux fils qui sont fixés aux points A et A' situés aux extrémités de Tare polaire. Dans ce qui suit, nous supposerons de plus que ces deux fils sont en ligne droite, dirigés suivant Taxe polaire et assez longs pour pouvoir être considérés comme infinis. Prenons, comme précédemment, Taxe des z suivant Taxe polaire; le courant est dirigé en sens contraire de cet axe.
D'après ce que nous avons vu (n** 13), les composantes de l'action magnétique des deux fils seront données par les formules
(a) .% = IT sin ^J;, ,7 = — ITcosvJ;, % — o,
OÙ l'on prend
et en désignant par ^ l'angle de la perpendiculaire p à l'axe des z avec le plan des zx. On a, d'après cela,
en posant
[(a -^)« + />«]« [(a^zy-^p^-y
En employant les coordonnées sphériques comme ci-dessus, on a
/> = Rsina, 5 = Rcosa, a — Rcosa a-+-Rcosa
(a*— 2aRcosa -h R*)* (a* -h aaRcosa -h R')*
25. Distinguons ensuite le cas où le point (^,7, z) est extérieur à la sphère et celui où il est intérieur.
Si le point (a?, j, s) est extérieur à la sphère, employons le développement
( I — 2gC0SaH- g^ 1 =1 +Xig -hX, g^ -h...,
et nous aurons
Tr^ïT-"— (2-^)^-0-^ r-i-+-(i~X,cosa)^-H-(X,-X,cosa)^-î
-\- {\^ — Xgcosa) 1^ -h. . . I.
On reconnaît facilement que
\in — Xjrt-M cosa
sma
ne devient pas infini pour a == o. Puis remarquons que x, satisfait à l'équation Ax = o (n**9); il en est donc de même de Tsin'^, et, en raisonnant comme au n° 17, on en conclut que la fonction (a) est égale à ©aiï+M multiplié par une constante qu'on déterminera facilement, et l'on aura enfin
X ^n — ^ia+\ COS « __ ^
Ainsi on a la formule suivante
^ - ra^ "" ^ r*'' é "^ ^'®''« r* "^ '•^••* è "^ • • • j ^
dont le premier terme devient infini pour a = o et a = ic, c'est-à-dire sur les deux fils.
Supposons ensuite que le point {x, y^ z) soit intérieur à la sphère. £n employant le développement
(i — 2-cosa-h -j) =i-4-Xi--t-X,-î-+-..., \ a or j a Or
on trouve
T= : (X,— XiCOSa)-; 4- (X4— X, cosa)-r 4- .. . .
On démontrera encore facilement qu'on a
X;,— Xn-tCOS« __ n — 1 ^
et, par suite, on obtiendra
Suivant que le point sera extérieur ou intérieur à la sphère, on devra remplacer dans les formules (a) T par {h) ou (c).
26. Si Ton désigne par 1/3, v^y (v^, à l'intérieur de la sphère, les composantes du courant qui provient de l'action magnétique des fils, on a
, d% du , d^ d% , dS rfX
^^''^ =Ty-Tz' ^^^«= ■di-'d-x' ^^^«^ 5i - Ty '
En effectuant le calcul, on trouvera
Ces expressions ont été obtenues en prenant les fils rectilignes et dirigés suivant Taxe des z. Mais, d'après ce que nous avons vu (n** 14), les valeurs de 1/3, ^2» ^^2 restent les mêmes, quelle que soit la forme des fils, pourvu seulement que leurs secondes extrémités soient très éloignées de la sphère.
Désignons par a,, (^f, (^^ les composantes du courant qui provient de la double couche située à la surface de la sphère; en les ajoutant respectivement à u^^ ^2, «^a, on obtiendra les composantes m, f^, w du courant total.
Force magnétique totale de la sphère et des fils.
27. Supposons d'abord que le point en lequel on cherche l'action magnétique soit à l'extérieur.
La force magnétique produite par la sphère a pour composantes
XzziIMsiniJ;, Y=i-IMcos^, Z=:o,
en posant
et celle qui est produite par les fils a pour composantes
^^ = ITsin^, ?r = — ITcos^, 30 = 0, en posant
On a donc, pour les composantes de la force magnétique totale,
X-h.X=:5-^ — sind^, Y4-?T = — D-^ — cosJ^, Z^-5b = o, Rsma ^ Rsma ^
Ainsi, la force magnétique à l'extérieur de la sphère est la même que si la sphère était supprimée et que le fil se continuât à travers la sphère. En d'autres termes, l'action magnétique de la sphère à l'extérieur est égale à celle d'un fil droit traversé par le courant I et qui joindrait les deux^ points A et A'.
Occupons-nous ensuite de l'action magnétique à Tintérieur de la sphère.
La partie de cette force qui est produite par la sphère a pour composantes
X ^ m' sin^, Y =- IM' cos^, Z = o,
en posant
et la partie qui provient des fils a pour composantes
«% = ITsin^{/, 3^1= — ITcosij;, àb = o, en posant
^ I /a — Rcosa a-hRcosa \
Rsina\ t t' )
Sommons la série M'. Nous avons d'abord
a I r a — Rcosa a 4- Rcosa 1
Rsina """ Rsina , , . ->, „ A / t . i>t . i> \k\
L(a*-hR*— aaRcosa)* (a*H- R'-h 2aRcosa)*J
et, en permutant les lettres a et R, nous obtenons
, _ I / R — acosa R4-acosa\ """ asina \ ^ t' )
Détermination des lignes de courant dans la sphère. 28. Les lignes de courant sont données par les deux équations
(i) ij;=:const., 'di^^^'d^^^ — ^'
en désignant par p la distance au diamètre qui joint les points électrodes A et A'. Or l'équation AV = o peut s'écrire
dz^ dp^ p dp ~~ '
OU
dz\f dzj- dp\fdpj'
donc, si l'on multiplie la seconde équation (i) par/?, on aura l'équation
(2) p^dp-p — dz^o,
dont le premier membre sera une différentielle exacte. Nous avons trouvé précédemment
nous avons ensuite
dW d\ dW
'^ r//> dx' '^ dy
Faisons
/>~Rsina, ^ = Rsinacos^{^, 7:=Rsinasin4^,
et remplaçons ^5 -^- par les valeurs obtenues précédemment : nous obtiendrons
d\ ^y^n{iLn^Z>i ^ R«-» .
p—j- =-- 2C >^ /« - ^, ^nA sma.
En remplaçant aussi dp et rfs dans (2), nous aurons l'équation
(2/i4-3)/„(e;,,o sina-f- — ^e«., cosaj sina^^^-^^R 4-2;^(2/i4-3)^„(e„,oCOsa— ^^-:^®/i,i sinajsina^^:;:^-^/»,
dont le second membre est une différentielle exacte. En intégrant, nous obtenons l'équation
^/»"vz? ^n.osina 4 0„,, cosa ) sina = const.
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Ensuite on vérifie facilement qu'on a
e„.o sina 4- — - e„.i cosa — -— - - Bn-Hi,,,
f» i~ 1 fit "X~ I
X —, TT r^ ^n ^TZï ®i»4-i.i sin a = consl.
et Téquation des lignes de courant devient
OU
^'«+ï^;iTi ®»+i.i sina = const.
>^ ou encore
^ ^+1 ^;i7r ^«.1 sîna = const.
D'autre part, on a vu (n® 27) qu'on a
/^ V * R*^ • R — a cosa R 4- a cosa
on a aussi
2t IlV '
2 '»-. ^ »-.. sina = ^ QR - i r^Q rfR.
Donc l'équation des lignes de courant est enfin
R — a cosa R -h a cosa \ . ,,
Mouvement permanent de V électricité dans un ellipsoïde planétaire.
29. L'ellipsoïde étant supposé conducteur et homogène, nous repré sentons, comme précédemment, le potentiel par la formule
Si nous posons
a:=:pcos4'sin0, / = psin4^sin9, z — p'cos9, (p' — ^p* — c*)
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et que nous éliminions ^ et entre ces trois équations, nous aurons une famille d'ellipsoïdes planétaires homofocaux au paramètre p. L'ellipsoïde correspondant à p'=asera pris pour la surface du conducteur. Désignons par (po» 4*0» ®o) ^^ point A du conducteur par lequel entre le courant et posons
la fonction /"* satisfait à l'équation Ar* = o; donc, si p' est <p'o> on peut poser (Cours de Phys. math,, n^ HO)
n=zO t-0
en faisant Posons aussi
cette fonction satisfera à la même équation que R^,^
et Rfl,/(p')^v(?'o) se réduira à p'^p',"""' pour c = o; on pourra donc poser, pour p'<p'„
- = ^ 2 ^n.iKASo)KA^)i'nApo)^nAp') ^OSl{^ - ^o),
et cette expression devra se réduire à l'expression semblable relative à la sphère, quand on y fera c = o; or A^^^/ est un coefficient numé* rique; il aura donc la même valeur que pour la sphère; on trouve facilement que l'on a
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Kn^i ayant la valeur donnée (Cours de Phys. math., n^ 86); on peut aussi écrire
.3.5 . . . (tj/i — 1)1* /i(/i — i) . . . (/i -- /-hO
(Laplace, Méc. céleste, t. II, Liv. III, n*^ 15). Mais, lorsque /= o, il faut diviser par 2 le second membre.
Nous pouvons aussi poser
+2 2D;.,e,.,(ô)R„.,(p')cos/(4;-4;.)-
Regardons maintenant p' comme plus grand que p[ et p\; alors t et /' étant les distances du point (p, 0, '|) aux deux points (po» ^o, vpo) «t (pn ^1» ^0» nous aurons
j =2 ^K'^»A%)»nAO)KAp'J^nAp')f^osi{-^-^,),
Ensuite la condition à la surface
dV
^=0 pour p' = a
peut s'écrire
ce qui permet d'en conclure le coefficient Xi^u^ ^t» en posant, pour sim plifier,
L dp' \a
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nous aurons
u^-2 2H„.,e„,,(9,)e„,,(e)R„.,(p',)R„.,(p')cos/((|;-^.)
+ 2 2 H„,,e„,,(9,)e«,/(5)R„,/(p;)R«,/(p') cos/(v{/ - ^,).
30. Supposons ensuite que les deux points A et A', par lesquels entre et sort le courant, soient situés aux extrémités d'un diamètre de Téquateur, et, en conséquence, posons
Gomme on a
e«.,(^) - sin'0 [cos-'e - L'L-J)(^'?£:_J -J) cos-'-^e + ...].
©«,/ sera nul pour ô = - si n — / est impair et se réduira à son dernier terme si n — /est pair. D'après cela, posons
\^in — l)(2/^ — 3) ... (/i — /h-i)
en prenant le signe + ou — suivant que n — /est de la forme [\p ou [\p + :i, mais en faisant toutefois
h-—\ si n — Izzzo,
et nous aurons
Les termes de U pour lesquels / est pair se détruisent deux à deux; il ne restera donc aussi que des termes pour lesquels n est impair et l'on aura la formule
OÙ n et /n'ont que des valeurs impaires.
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On a ensuite pour un point intérieur (p, 0, ^)
7 ^2 2 A„.,6„.,F„.,(«)e„,,(9)R„,,(p')cos/|,
Ml 1
F =2 ^±K,,bn,,¥„Aa)%AmnAp'}<^osl^,
en prenant le signe -f- ou — suivant que / est pair ou impair, et il n'y aura de termes que pour des valeurs paires de n — /. On aura donc
J, ^^2 ^^,.,lb,.,,K,,{<')^nA^)^nAp')<iOSl
Ip-^l /= 1
en ne prenant pour n et /que des nombres impairs. Ainsi, en posant
on aura, pour un point intérieur, la formule
V= 2 2PM®-./(«)R»./(P')cos/tJ..
oixnetl n'ont que des valeurs impaires.
D'après l'expression de H,^,/, on a
da
en différentiant la formule donnée ci-dessus puis, faisant p'= a, on a
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il en résulte enfin pour P^,^; cette expression beaucoup plus simple
P,.,_2C6„.,A„.,-^-jj— ^j-^-^,
da
et d'où la fonction F„,/ est éliminée.
EXEMPLES DE COURANTS PERMANENTS DANS DES CONDUCTEURS HOMOGÈNES ET EN PARTICULIER DANS DES PLAQUES.
Sur la résistance d'un conducteur.
1. Nous avons défini au Chapitre I le coefficient de conductibilité x d'un conducteur homogène et nous avons vu que son inverse est ce qu'on appelle la résistance spécifique de ce corps. Nous allons ensuite définir ce qu'on entend par la résistance d'un conducteur.
Concevons un conducteur dont toute la surface soit au contact d'un milieu isolant, excepté en deux parties E etE' par lesquelles entre et sort un courant, et admettons que le potentiel ait la même valeur en tous les points de E et une autre valeur commune à tous les points de E'.
Nous pouvons nous représenter tout le volume de ce conducteur comme décomposé en filets dirigés suivant les courants. Ces filets auront tous le même potentiel V^ sur la base d'entrée et le même potentiel Va sur la base de sortie. On obtiendra alors la résistance du conducteur, comme on a fait (Chap. Il, n** 4) pour obtenir la résistance d'un conducteur multiple. Si l'on désigne par t, , ij» ••• l'intensité du courant dans chaque filet et parr<, r^, ... la résistance qu'il oppose, nous aurons
V V — ri V V — r i
par suite,
en désignant par I l'intensité totale du courant. Posons
II I
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Ji est appelé la résistance du conducteur et, d'après la formule précédente, on a
La résistance spécifique R d'un conducteur homogène est la résistance d'un cube dont le côté est l'unité et formé de la matière du conducteur, le courant étant dirigé parallèlement à une des arêtes et réparti uniformément. C'est ce qui résulte de la formule donnée (Chap. II, n° 2) pour la résistance d'un conducteur cylindrique traversé par un courant dans la direction de l'axe.
Courants dans une plaque plane.
2. Concevons une plaque plane, homogène et d'épaisseur constante très petite. Si cette plaque est traversée par des courants permanents, on peut admettre que le potentiel V ne varie pas à l'intérieur de la plaque suivant la normale aux faces. Donc, si l'axe des z est pris suivant la direction de cette normale, V satisfait à l'intérieur de la plaque à l'équation
et, en désignant par rf/i' l'élément de normale intérieure au contour de la plaque, V est soumis sur ce contour à la condition
dS
Quand la fonction V sera trouvée, les courbes d'égal potentiel seront données par l'équation
V=::COnSl.,
et les courbes de courant par l'équation différentielle
dS ^ dS ^
dy dx ^
Si la plaque est mise en communication avec une pile par deux fils,
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nous supposerons que Textrémité de chaque fil soit une section droite appliquée sur une des faces de la plaque.
Si Ton réduit les extrémités des électrodes à deux points A et A', situés sur le plan moyen de la plaque, l'équation (a) ne sera en défaut qu'en ces deux points; V pourra donc être regardé comme le potentiel logarithmique de deux masses finies, placées en A et A', et d'une certaine masse située sur le bord de la plaque. Ainsi nous aurons
V^Clog^-i-C'log^'4-U,
en désignant par C et C deux constantes, par t et /' les distances du point {oc, y) aux points A et A', et par U le potentiel logarithmique d'une masse située sur le bord de la plaque.
Désignons par I l'intensité du courant qui entre dans la plaque, par x le coefficient de conductibilité et par h l'épaisseur de la plaque. Autour des points A et A', décrivons des cercles infiniment petits que nous prenons pour bases de cylindres droits situés dans la plaque, et, en raisonnant comme au n° 2 du Chapitre précédent, nous trouvons
2 7rx/i
nous avons donc
(a) Vrzz-J— log^'-t-U.
Si la plaque était indéfinie, U serait nul et les courbes d'égal potentiel seraient données par l'équation
- ■— consl.;
elles forment une série de cercles qui rencontrent chacun la droite AA' et son prolongement en deux points qui sont en moyenne harmonique avec A et A', et les courbes de courant, qui sont les trajectoires orthogonales de ces cercles, sont elles-mêmes des cercles qui passent parles points A et A'.
3. Il est utile de s'expliquer comment l'expression (a) du potentiel peut s'accorder avec celle que nous avons obtenue dans le Chapitre IV
EXEMPLES DE COURANTS PERBIANENTS. I Sq
pour la valeur du potentiel à l'intérieur d'un corps à trois dimensions quelconques, traversé par des courants permanents. D'après cette formule, nous devons avoir
OÙ t? désigne le potentiel d'une double couche située à la surface de la
plaque et où - ? — -f sont les potentiels de doubles couches situées
respectivement sur le fîl qui amène et sur le fil qui emporte le courant. Prenons pour plan des x, y le plan moyen de la plaque ; nous aurons
rfV
sur les deux faces de la plaque ou pour js = =t -. Aux environs du
point A situé sur le plan moyen, — - est négligeable vis-à-vis de — et, par suite,
s'annule aux environs du point A pour z = ± -^ et, à cause de la petitesse de hy la quantité
peut être considérée comme indépendante de z\ elle satisfait donc à l'équation
Or, au point A, p est infini; car, s'il en était autrement, V ne serait pas infini en A et de même en A', et l'on en conclurait facilement qu'il n'y aurait pas de courant.
La fonction p devenant infinie au point A et satisfaisant k (P) aux environs de ce point, on a à ces environs
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si Ton désigne par C une constante et par /© la valeur de t dans laquelle \
on a fait z = o.
Ainsi la fonction V renferme le terme Clog^o ps^r lequel elle devient infinie en A; on voit de même qu'elle renferme le terme C'iog/],, t'^ étant la valeur de t\ dans laquelle on fait z =:o. Puis on reconnaît, comme ci-dessus, qu'on a C = — C et qu'on peut poser
U étant une fonction finie et continue, ainsi que ses dérivées dans toute l'étendue de la plaque et qui satisfait à l'équation
En égalant les deux expressions de V, on a, pour le potentiel de la double couche,
qui ne satisfait donc pas à l'équation (y); enfin la puissance de la
double couche est 7- (Chap. IV, n** 5).
Courants dans une plaque circulaire.
4. Le courant entrant et sortant par les points A et A', le potentiel dans la plaque circulaire peut s'écrire comme ci-dessus
{b) v = Clog~4.U.
Prenons des coordonnées polaires R, ô dont l'origine soit au centre de la plaque et désignons par (R', 0) et (R", 6") les points A et A'; puis représentons les angles 6 — 6' et G — 0" par G et G'; nous aurons
r«=rR«+R'»-2RR'cosG, ^'*z=R«4-R'*-2RR''cosG'.
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Or, si a est < I , on a
log(i — 2a cosG -h a') — log(i — ae^^^^) -h log(i — cxe-^^'-^)
= — af acosG -\ cosaG h . . . |.
Donc si le point (R, 0) est plus éloigné du centre que les points A et A\ on a
log^ = logR ~2 ^ h7 cos/iG,
log^' = IogU-2^^cosrtG'.
Nous pouvons poser, en négligeant une constante,
a étant le rayon de la plaque, et ensuite déterminer le coefficient H;, qui dépend de cosnO et sinnO par la condition
— = o pour R = a.
Après la substitution de l'expression de V dans cette condition, la réduction ne peut se faire qu'entre des termes qui dépendent du même multiple de 0; on a donc
Vin^- -^(R"*cos/iG — R"»cos/iG'),
par suite
>H„— -=:—€> Tjr-- C0S/lG-hC> - T-— COS/lG'.
Désignons par B et B' les points conjugués de A et A', et par R< et Rj leurs distances au centre; nous aurons
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et par suite
= Clog^-Clog^,
ti et t\ étant les distances de B et B' au point (R, 0) et ayant pour valeurs
r,= v/R^BJ ~ aBR, cosG, ^— v^R» H RJ — 2RR,cosG'.
On a donc enfin, à une constante près, (c) v = Clog^^
Si les deux extrémités des électrodes sont sur le bord de la plaque, B et B' coïncident avec A et A' et Ton a
On a alors les mêmes lignes d'égal potentiel et les mêmes lignes de courant que pour une plaque infinie.
Kirclîhoffest le premier qui se soit occupé de la théorie de la distribution des courants dans une plaque. Il a ensuite prouvé Taccord de la théorie avec l'expérience dans le cas où les extrémités des électrodes sont sur le bord de la plaque. Il employait, de plus, deux fils reliés à un galvanomètre; il laissait fixe sur la plaque l'extrémité d'un des fils et déplaçait sur cette plaque l'extrémité de l'autre fil, de manière que le galvanomètre n'indiquât aucun courant. Il déterminait ainsi une ligne d'égal potentiel, qui était celle qui est indiquée par la théorie.
5. Résistance de la plaque. — Pour déterminer la résistance de la plaque, il faut avoir égard au rayon p des électrodes. Le potentiel, à l'intérieur du fil et à une petite distance de la plaque, a une valeur constante pour une même section droite. Or on peut admettre aussi, avec une grande approximation, que, dans la surface de contact ou
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surface-électrode, le potentiel V a aussi une valeur constante et que, au delà du fil dans la plaque, V est donné par la même expression que lorsque la surface électrode se réduit à un point. D'ailleurs, nous pouvons effectivement supposer que V est donné par cette expression sur le contour même du fil; car nous allons voir que V y a une valeur constante.
Si nous mettons le point (R, 0) que nous désignerons par P sur la circonférence de rayon p qui a pour centre le point A, la formule (c)
deviendra
en remplaçant PB, PA', PB' respectivement par AB, AA' et AB'; ce qui modifie très peu l'expression. Ainsi V| a une valeur constante sur tous les points de la circonférence de rayon p et nous la considérons comme la valeur du potentiel sur la surface-électrode en A.
On a de même, pour le potentiel, sur la surface-électrode en A'
I , AA'xA'B
On a donc
V, — V, -I , p'xABxA'B'
1 27r//i ^^, xA'BxAB'
et, d'après ce qui a été dit au n® 1, cette formule donne la résistance de la plaque.
Cette méthode, donnée par Kirchhoff pour déterminer la résistance de la plaque, ne sera, dans la pratique, susceptible de quelque précision qu'autant que la plaque sera d'une épaisseur très mince et notablement plus petite que le rayon des fils.
Force magnétique exercée par la plaque à V extérieur,
6. Kirchhoff a déterminé l'action magnétique de la plaque sur un pôle d'aimant placé à une distance infiniment petite de la plaque. Nous allons résoudre le même problème, en prenant ce pôle dans une position quelconque.
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Les composantes du courant sont
dx dy
et, en désignant par h l'épaisseur de la plaque, on a, pour les fonctions ^, g, s (Chap. IV, no 6),
^ , rd\ dis ,, , rdV dy
•^= -''V di T' ff--/-j ^^ y 5-0,
où les intégrales sont étendues à tous les éléments d(s de la surface moyenne de la plaque et où r est la distance du point {x,y, o) situé sur d(s au point (^, yj, 2^) où Ton recherche l'action magnétique. On aura ensuite pour les composantes de la force magnétique en ce point
^'—-d^J ^-5c' ^^-di-dt:
Supposons que les deux points Â et A', par lesquels entre et sort le courant, soient situés sur le bord de la plaque; nous aurons
V — 2C(l0g^ — log^').
Réduisons d'abord V à son premier terme et désignons par ^,, ç,, Su X,, Y,, Z, les parties de #, ç. S, X, Y, Z correspondantes; il sera facile d'en déduire les parties qui proviennent du second terme de V. Le point A étant représenté par (a?', y, o), nous aurons
rf » n C^ — x^ d(s I Cx — x^ d(7
J t' r tzj t^ r
avec
et nous avons de même
Prenons des coordonnées polaires dont l'origine soit au point A et posons en conséquence
^ — a:'=^cosa, j— 7'=rsina, d(r=ztdtdot.
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Il en résultera
cTi= ~ / cosa aa / — >
avec
L'intégrale, par rapport à /, doit être prise depuis zéro jusqu'à la distance V du point A à un point de la circonférence du cercle. Dans l'équation du cercle
faisons
a?" x' -\- ç'cosa, y=:y-^ (^sina,
et nous obtenons
t' =— 2(a?'cosa H-/'sina).
Comme le point {x\ y) est sur le cercle, faisons
j?'=acose, y = a sine
et nous aurons enfin
r=— 2acos(a — e).
Ensuite nous avons
rintégrale par rapport à a étant prise entre deux limites distantes deir et correspondant à la direction de la tangente au point A de part et d'autre de ce point. Mais il est aisé de voir qu'on a
cos
adal — = cos(a -f-7r)aa I
en désignant par r^ ce que devient r par le changement de a en a -f- ic.
Donc, en prenant l'intégrale par rapport à a entre o et 2ir, on double
la valeur de ^i et l'on a
^ I r*" , rdt
Si=^ - ~ I cos CtdOL I —
ou encore
'"dt
^1= - / cosaaa 1 —
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L'intégration par rapport à / se fait facilement. Posons
A = a cos (a — e) — Ç ces a — nsin oc, B— (a cosfi — $)*4- (asins — rî)*-hC',
nous aurons
puis
^i— -: log — -cosac?»,
^e/o A +-vB
et de même
'", A -h i' -h v^i-'-^- 2Ar H- B .
^ I r", A -h i' -h V'i'*-+-"2ArH-B .
T^Jo A4- V B
7. Nous calculerons ensuite X,, Y,, Z, par les formules #, et ç, ne dépendent de 'Q que par B et nous obtenons
(I) X.==-ÎÇT„ Y,-içT„
TU TT
en posant
_ r^ sin« é/a I r
AH-y/B
'^ cosocf/oc I r^ cosada
Jr ces g rfoc I r v^^*H-2Ai'H-B'(A4- ç'4-V^i'*4- 2Aç'4- B) s/'bJ^
vVH-2Ai'H-B'(A4- i>-\-\/v*-h2Av-\-B) s/'BJ^ X-\-\/B
D'autre part, on a
^^ ttJ^ dn nj^ ^
en posant
^_ — cosav^(^*4- 2Ar-H B — i'cosa 4- 5 -— acose cosa y/B — Ç 4- a cose
~" v"i'" +2 A t' 4- B ( A 4- i> 4- vV^-f-îîAP'4-B ) \/\\ ( A 4- V lU
— sina\/V4^TÂr 4- B — i'sina 4- rj — a sine sinav^B ~ yî 4- « sîne
~ ^'»'-f-"ïA r 4- B ( A 4- t^ -h v'"^ 4^ A"74^ B) "' y/B(A4-v'B)
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On a donc
^sina-- 9 cosa= . __ _ __. - - - -,. . _-,
en posant
P — ($ — acose)sina— (rj — a sine) cosa,
et l'on obtient
(2) Z, - - (I — acose)Ti {n — asine)Ti.
Simplifions les expressions de T, et To. Multiplions par
\^v^ 4-2A^-hB— A— c'
les deux termes de la différentielle de la première intégrale qui compose T<, et nous aurons
/*" - (AH-i^)sinarfa r^smadx 1 r^s\n<xdx
' Jo (l3~-A*)v/;7*4-2At'-4^B "^c'o 1^- A* ~" y/BVo V^B-t-A*
Employons la formule
B-A^ 2v/B\v^B-hA v^B — A et, en posant
Jr^ — ( Ah- (')sina<ia _„.
( B — A») v/t^*~-4^Ât^T B ~ * '
nous aurons
2vBWo VTÏ-A'~Jo v^B-f-A/
i48 De même, en posant
^ — (Ah- i^)cosada
f . —(Ah- i^
aAi'H- B
nous aurons
Calculons les quatre intégrales
JÇ^ sin otdx '"sinarfa
viï-A
Jr^ COS(xd(x .„ 7b— A
Si l'on pose
on obtiendra
L:= acosE — £, M = a sine - - tq
Jo Msina H- LcosaH- vB ^'o M-sina
cos a da
LcosaH- v^B
etf comme on a
9 Msina H- LcosaH- v^B
r arc lang =-i >
on forme immédiatement ces deux équations
MH,H- LH, iriTT ;r- arctang~>
- LHi H-MHs=: log^^ — .
Si, dans ces deux équations, nous changeons L et M en — L et H| et Ha se changent en H', et H!^, et nous en tirons ensuite
qLtt
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Ainsi, les valeurs de T, et Ta se réduisent à
9. Les intégrales W^ et W^ peuvent être ramenées aux intégrales elliptiques; mais il sera ordinairement plus commode, pour les calculer, d'employer une des méthodes générales de quadrature. Si nous posons
p = — (Ah- v') — (acose 4-^)cosa-+- (asins -Mq) sina, f/'— B— A* — (Lsina-Mcosa)«-+-Ç-,
nous aurons
yfP r ps'inada ^ _ r^ pcosadcx
Les composantes de la force magnétique produite par la plaque circulaire sont
Xi Xj, Il — Yj, ,Zi — Zs,
X2, Y2, Z2 se déduisant des formules (i) et (2) qui donnent X, , Y^, Z, par le changement de l'angle £ en l'angle e' correspondant à A'. Pour k commodité du calcul, on pourra choisir l'axe polaire de manière que e' soit égal à ir — e.
10. Désignons par X',, Y'^, Z\ les composantes de la force magnétique du fil qui apporte le courant en A et par — X^, — Yj, — Z!, les composantes de la force magnétique du fil qui part du point A'. Ces forces se calculeront facilement si les fils sont rectilignes (Chap. IV, nM3).
Supposons la plaque horizontale et désignons par F,, Fj, F, les trois composantes de la force magnétique terrestre, de sorte que la troisième F3 est verticale.
Les composantes de la force magnétique totale au point (Ç, t], Ç) seront
Xi — XjH- X j — Xj --.- FjZii: A-,
l5o CHAPITRE V.
Supposons une aiguille aimantée (rcs petite dont le centre soit au point (Ç, ï], (^) et libre de tourner autour de ce point. Désignons par o l'angle que sa projection horizontale fait avec l'axe des x et par I son inclinaison sur l'Iiorizon ; nous aurons
si l'on peut négliger la dilTérence d'action magnétique le long de l'aiguille.
Si l'on veut plus d'approximation, on considérera le magnétisme de la petite aiguille comme concenti'é en deux pôles, et l'on trouvera encore facilement les angles S et I.
Connints piTinnnetils da/is une plaque courbe,
H. La plaque courbe que nous considérons est homogène, isotrope, d'une épaisseur constante extrêmement petite, et elle est traversée par des courants permanents.
Désignons par V le potentiel de l'électricilé en un point d'une des faces a qui terminent la plaque ; nous regarderons V comme constant sur la normale à a menée à l'intérieur de la plaque. Sur cette surface traçons une série de courbes s, dont l'équation est
V :-. consl
puis traçons les trajectoires orthogonales .Tj de ces courbes et désignons par
9 = consl.
l'équation de ces lignes de courant. La force électromotrice en chaque point sera dirigée suivant ces dernières lignes et aura pour valeur _rfV
rfi,'
Comptons la longueur de la ligne s^ à partir d'un point déterminé de cette ligne et désignons par a la quantité d'électricité qui traverse l'arc s, dans l'unité de temps; alors -^-ds, sera le courant qui travcr-
sera normalement ds^ et Ton aura
Puisque les courants sont permanents, la force électromotrice — -,- doit être égale et de sens contraire à la force de résistance, qui est proportionnelle à Tintensité du courant et qui peut être représentée par l'expression K-. j où K désigne une constante ; ainsi nous avons
Faisons
nous aurons
nous pouvons donc poser
(3) ds^ — lld^, cfs^ — Ud(x,
en désignant par H une fonction de a et fl.
Si l'on représente par cls l'élément d'une courbe quelconque tracée sur la surface a, on a
(-'i ) ds^ - ds\ -+- dsl n: lV{d(X^ -4- d^').
Réciproquement, si Ton a celte équation, les lignes
(3 -z consl., a ~ const.
forment pour la plaque courbe un système possible de lignes d'égal potentiel et un système correspondant de lignes de courant.
En effet, de l'équation (4) on déduit les deux équations (3), en faisant successivement a --- const. et ^ r - const., et, si l'on pose la formule (2), on a l'équation (i), qui exprime que la force électromotrice est dirigée suivant la ligne ^^ ou a = const.
12. Quand on aura obtenu ces deux systèmes de lignes situées sur la surface a, il sera facile d'en obtenir d'autres semblables; il suffira de tirer a' et jî' de l'équation
où le second membre représente une fonction quelconque de En effet, on en déduit
/ / doL dQ I - \ doL d^ /
équation qui se sépare dans les deux suivantes :
^ d^ da r/j3 da.
^^ d^'~~7rfi'' d^' " d^''
On a donc
et, par suite,
''«• + ^^'=[(ê)'*(3;.)']<''^'-*-)- Ainsi, on déduit de Téquation (4)
expression qui est de la forme
OÙ L est une fonction de a' et P'. Il en résulte que des deux systèmes de lignes situées sur cr,
a' = consl. , (3' -: consl. ,
l'un quelconque peut représenter des lignes d'égal potentiel et l'autre les lignes de courant correspondantes.
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13. DifTérentions l'équation (5) par rapport à a ou à ^, et nous obtenons les équations semblables à (6)
da! d'^' doL d^'
da! dÇ^' ^ d^ dy, '
il en résulte
d''(x' d'-oi'
da} ^ d^^ -^
Ainsi, ayant obtenu un système de variables a et [ï, qui donne un premier système de courants, si Ton adopte a et ^ comme coordonnées, lés quantités a' et ^' de tout autre système de courants satisferont aux équations (7).
Concevons que la plaque soit maintenue dans un certain équilibre de température et qu'il n'y ait point de déperdition de chaleur par les surfaces de la plaque ; on démontrera facilement que la température U d'équilibre satisfera à L'équation
da^ "^ d^^ ~ """
Il s'ensuit que les lignes a'=const. ou P'=const. peuvent représenter un système de lignes isothermes. Remarquons aussi la formule facile à obtenir
14. Prenons a, ^ pour les coordonnées rectilignes et rectangulaires d'un point d'un plan. A chaque point (a, [3) du plan correspondra un point situé sur œ, qui aura les mêmes coordonnées et qu'on peut appeler l'image du premier point. Si l'on désigne par dl la distance des deux points (a, [5) et (a -f- r/a, fi -f- d^) situés sur le plan, on aura
dr- = da" -h di^\
et, d'après la formule (4)» on aura, pour la distance des deux points correspondants sur œ,
(9) ds^Mdl;
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H ne dépend que do a et P ; donc la ligne ds^ image de rf/, est proportionnelle à dl et ne varie pas avec la direction de dl sur le plan. Par suite, les parties infiniment petites du plan ont pour images, sur la surface (t, des figures semblables.
Il résulte évidemment de là que, si sur un plan on trace deux systèmes de lignes rectangulaires et pouvant représenter des lignes d'égal potentiel et des lignes de courant, les images sur la surface a de ces deux systèmes de lignes, que l'on déduit de la formule (9), pourront aussi représenter des lignes d'égal potentiel et des lignes de courant. Ainsi le problème de la recberche des courants permanents, qui s'écoulent dans une plaque courbe, peut se ramener à celui de la représentation sur une surface courbe de figures tracées sur un plan, de manière que les images de figures infiniment petites leur soient semblables.
Courants dans une coquille sphérique.
15. On a une coquille sphérique fermée et d'épaisseur constante très petite ; le courant électrique y entre et en sort repectivement par deux points A et A'. Le potentiel V étant supposé ne pas varier dans l'épaisseur, on a, pour l'équation à laquelle il satisfait,
Av \ d f , .dS\ I d^\
^ ' a* sin d9\ dO J a^sm^Sd^*
OÙ a est le rayon moyen de la coquille et où ^ et sont la longitude et le complément de la latitude en chaque point de cette coquille. Posons
€=iiloglang-,
et nous aurons
donc, d'après les formules (8) et (9) des n"^ 13 et 14, on a, pour le carré d'un arc infiniment petit tracé sur la sphère,
(b) ds^' ■= a*' sm*9(d£*-hd^^).
Faisons un changement de coordonnées et prenons pour nouvel axe polaire le diamètre qui aboutit au point A; puis désignons par ^j;', 6', t' les quantités analogues à ^, 6, s et correspondant à ce nouvel axe. Si l'on suppose le point M, où Ton prend V, très près de A, on pourra négliger l'influence de A' et V ne dépendra pas de y\ on aura donc
et Ton satisfera à cette équation en posant
V = C£'=Ciogtang-,
où 6' désigne la distance angulaire du point A au point M. Si donc nous désignons maintenant par \ et X' les distances angulaires du point M aux points A et A\ et si nous posons
V = C log lang G log tang - >
cette expression satisfera à l'équation (a) et se réduira aux valeurs voulues aux environs des points A et A'. La constante C aura la valeur donnée au n° 2.
Menons un plan tangent à la sphère à une extrémité de l'axe polaire; puis, de l'autre extrémité, menons une droite qui rencontrera le plan et la sphère en deux points qui seront images l'un de l'autre : c'est le système de projection stéréographique. Un élément ds de ligne située sur la sphère sera donné par {b) et la distance dl correspondante sur le plan aura pour carré
ce qui prouve la similitude des figures infiniment petites avec leurs images.
Si B et B' sont deux points du plan par lesquels entre et sort un courant, les lignes de courant qui en résultent dans le plan sont des cercles qui passent par les points B et B', et les lignes d^égal potentiel sont des cercles orthogonaux sur les premiers (n" 2). Or on sait que, dans
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la projection stéréographiquc, à un cercle du plan correspond un cercle de la sphère. Donc, A et A' étant les deux points de la sphère qui correspondent aux points B et B', les lignes de courant sur la sphère seront des cercles qui passent par ces deux points et les lignes d'égal potentiel seront des cercles orthogonaux sur les premiers.
Autres exemptes de plaques courbes tras^ersées par des courants
permanents.
16. Les exemples suivants de plaques courbes traversées par des courants permanents ont été donnés ^^LvYiÀvchhoS {Gesammehe Ab/iandlungen, p. 56).
Prenons une plaque dont la surface moyenne soit celle d'un cylindre circulaire indéfini de rayon a. Menons un plan perpendiculaire aux génératrices; mettons l'origine des coordonnées polaires au centre de la section et l'axe des s suivant l'axe du cylindre. Soient r le rayon et ô l'angle qui représentent ces coordonnées. A chaque point (r, 6, o) du plan, faisons correspondre un point (a, 6, :;) du cylindre en prenant
(a) -c=::alogr.
Quand r variera de zéro à l'infini, z variera sur le cylindre de — qo à -f- x>.
Le carré de la distance dl de deux points infiniment voisins du plan est
dl* = dr^-hr^dd\
et, en désignant par ds la distance des deux points correspondants de la surface cylindrique, on a
ds^ = dz' -+- a« de*, ds=- dl,
Ainsi les figures infiniment [petites du cylindre sont semblables aux figures correspondantes du plan.
Soient B et B' deux points du plan par lesquels entre et sort un courant et dont les coordonnées sont (r', ô'), (r", ô"); le potentiel électro-
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moteur dans le plan sera
Soient A et A' les images de B et B' sur le cylindre, et posons, d'après (a),
nous aurons, pour le potentiel électromoteur dans la plaque cylindrique,
e" -He'" -h 2e " cos(6— ô")
les courants entrant et sortant par les points A et A'.
Changeons la figure de la section du cylindre en conservant leurs longueurs à tous les éléments du contour; le nouveau cylindre sera exactement applicable sur le premier. Donc, si A^ et A'^ sont deux points du second cylindre qui viendraient en A et A' dans l'application de ce cylindre sur le premier et qu'on suppose un courant entrant par A, et sortant par A'^ dans une plaque ayant ce cylindre pour surface moyenne, le potentiel sera encore donné par la formule (6), dans laquelle aO représentera maintenant la longueur de la courbe de section droite à partir d'un point fixe.
17. Supposons ensuite une plaque dont la surface moyenne est celle d'un tore fermé, c'est-à-dire une surface engendrée par la révolution d'un cercle autour d'une droite que nous prendrons pour axe des z.
Si nous posons x^-\-y^ = R^, l'équation de cette surface est
et l'on y satisfait en posant
x^={a-h bcosv)cosUy j =1 (a H- 6 cos v) sin a, s = bsïtn>;
d*oii l'on déduit
f/i* = (a + 6 cos f )* du^ -h b* dv^.
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Prenons les variables a et ^ liées aux premières u et v par les formules
alors nous aurons
i^ la-\- h ô
f a — 6 cos ^ j
On a tous les points de la surface du tore en faisant varier a et (^ de o k
2ir ou a de o à airv^a* — 6^ et ^ de o a aué.
Supposons encore que le courant entre par un point A et sorte par un point A^ Le potentiel Y satisfait à l'équation
il devient infiniment grand aux environs des points A et A\ et s'y réduit
à di C logr, r étant la distance à A ou A'; V a pour période a-rc^a^ — b^ par rapport à a et :2ii6 par rapport à ^.
Suivant les notations de Jacobi, écrivons
puis posons
q sera donc déterminé par le rapport
K ^/^TZ
on aura ensuite K par la formule
puis m et K' par les formules (rf).
Posons encore, en désignant y/— i par i\
et désignons par \j\ P' et u", p" les valeurs de u et p aux points A et A'; puis écrivons la formule
dans laquelle D etB sont deux constantes arbitraires, dont la première est réelle. La fonction V + ^i satisfait à l'équation (c); cette formule détermine V et '|, et il est facile de voir que l'expression de V satisfait aux conditions indiquées ci-dessus.
Indiquons comment on pourra calculer la fonction Y. Pour cela, posons
changeons i en — i dans l'équation précédente, pour l'ajouter à l'équation ainsi obtenue ; nous obtenons, à une constante près,
3V = -Dê^^^m(3-hDlog[^(A'4-B7)&(A'— B7)]
— Dlog[^(A 4-BO &(A — Bi)].
Or on a la formule connue
et on a, par suite, la formule
log[&(A + Bt)3r(A— BO]
217'- . , /-TiK'/ (3 — Û'X
7 r:--77":os2rAcosh-j^-(^. + il^j,
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dans laquelle la dorniëre série sera convergente si ^ — P' est négatif.
Lorsque ^ — P' est positif, on emploiera les formules
dont la seconde se déduit de la première en changeant or en a: — 21K'. Changeonsaren A — Bi dans la première de ces formules et en A -f- Bi dans la seconde, puis multiplions les deux formules entre elles et prenons les logarithmes ; nous obtiendrons
log[&(A + B0^(A-B0] = ^(!3-?')H-log&(A4-B/-^')
log^^A-Bi-^I^'),
et» en appliquant la formule (A),
log[&(A4-B0^(A-B0]
formule où la dernière série est convergente, quand P — P' est positif.
On calculera de même log&(A'-i- BV) &( A'— Bï)] par les formules (A) et (B) en remplaçant a' et P' par a" et P".
Considérons les trois cas particuliers où l'on a avec
Désignons par un accent les coordonnées du point A et par deux accents celles de A'; les coordonnées du point A sont
et celles du point A'
1° M*=:0, 2*» n" =: TT,
v' =r TT,
Projetons le tore sur le plan des xy; le contour apparent sera représenté par les deux cercles suivant lesquels le tore est coupé par ce
Fig. i5.
plan. Le point d'entrée A (/ig. i5) sera sur le cercle intérieur et le point A', selon les trois cas, sera en A',, A'^ ou A3. Dans le premier cas, on a
Tï'Jl
\ -h^i=D{-^-h\og
or on a
viri
sinamu =:
donc, en disposant convenablement de B, on obtient
V -4- 4»i^Dlogsinamu
l62 CHAPITRE V.
Dans le deuxième pas, on a
( &r4^(u4-K-t-iK')l
ou
(11) \ -\-^iz=zU logcosamv.
Enfin, dans le troisième cas, on obtient
ou
(111) V -h ^f = D logA amu.
19. Prenons a, ^ pour les coordonnées rectangulaires d'un point d'un plan et formons un rectangle (^g. i6) dont les côtés correspondent à
ou à
(2) W=:0, «=z2 7r, riziO, i'=z:2 7r.
Puis faisons sur le tore une entaille le long du cercle qui se projette sur la droite AA', et le long du cercle A'^C'A^D'.
Cette figure sera ainsi terminée à quatre côtés qui correspondront aux quatre côtés du rectangle. Néanmoins, quand on connaîtra les courants qui traversent la plaque dont la surface moyenne est le tore, on ne pourra en déduire, en général, des courants dans la plaque rectangulaire correspondante; car les courants, dans le tore, traversent les cercles donnés par les équations (i) ou (2), et les courants, dans le rectangle, qui sont les images des premiers, traverseraient également les côtés du rectangle.
Mais, au contraire, dans les trois cas particuliers examinés ci-dessus, les cercles (i) ne sont pas traversés par des courants, comme on le
voit immédiatement, sans calcul. Donc, dans le rectangle, image du tore, les quatre côtés qui le terminent ne sont pas non plus traversés par des courants.
Lay%. i6 ci-jointe représente la plaque rectangulaire. L'image du point A du tore vient sur le rectangle en A et B ; l'image du point A^
Fig. i6.
est représentée par les quatre points i, T, i" et i*"; celle du point Aa est en 2 et 2'; celle du point A3 est en un seul point 3. Dans ces trois cas, les formules (I), (II), (III) donneront le potentiel V et les lignes de courant 4^ = const. dans la plaque. Dans chacun de ces cas, deux courants égaux entreront en A et B, et ils sortiront dans le premier cas par i, i', 1", i'^, dans le deuxième, par 2 et 2'; dans le troisième, par 3.
Courants dans une plaque rectangulaire.
20. Un courant entre dans une plaque rectangulaire par le point P et sort par le point P'; de plus, P et P' sont symétriques par rapport à une des deux lignes moyennes du rectangle {fig- 17).
Prenons les axes de coordonnées parallèles aux côtés a et 6 du rectangle et leur origine au centre de la figure ; puis menons l'axe des j positifs du côté des points P et P'. Le potentiel V satisfait à l'intérieur du rectangle à Téquation
on a les conditions aux limites
dx dV
pour d? = ih
= pour y ^=i±i-
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Enfin V est infini comme Clogr au point P ou (^',y) et il est infini comme —Clogr au point P' ou (— ^'»y). '^ étant la distance à P ouP'.
Prolongeons la droite PP' jusqu'aux points H et H', où elle rencontre le périmètre du rectangle et désignons la fonction V par V, ou Vj,
Fig. 17.
suivant qu'elle appartient à un point de la bande HBB'H' ou de la bande HCC'H'; V, et Va seront représentés par deux expressions différentes.
Posons d'abord
pn a
p étant un nombre entier impair; puis, pour la bande HBB'H', formons le potentiel en posant
V, = y]/(j>7'> m)sin/njc'sin/wa?;
^. En.
la dérivée de V, par rapport à x s'annulera ainsi pour x suite /(j, y, m) doit être, par rapport à 7, de la forme
et, comme la dérivée de V,, par rapport à y^ doit s'annuler pour
y = -, on a
Aj,y, rn) — cosh/?J - — y\ 9(7' ).
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D'après cela, on peut poser la première des deux formules
Vi = V9,(7')cosh//i( yj sin/7ij?'si
sinma:;
V,= >|^9j(y) coshwf — h j) s'inma^' s\nm.r,
et l'on obtient de même la seconde.
21. Remarquons maintenant que la fonction V et sa dérivée par rapport à y doivent être continues le long de la droite HH'. Donc, pour
j =y, V, doit être égal k Vj et -r^ égal k -r-^* Nous satisfaisons a la
première de ces deux conditions, en prenant
Vi=: V Apcoshwf — \- y') coshwf y\ sinmj^'sinm^,
Vj^z'V Apcoshwf y'\ coshmf — h/j sin/wjj'sinm^,
et nous déterminerons les coefficients A^ par la seconde condition. Posons
sin m j?' sin m j? =: T ;
nous aurons
V, ■= } 2A^[cosh/n(6 — / -h/') -h cosh/n(7 -h j')]T, V2=i:i2Ap[coshm(6 +y —y') -h coshm(7 4-/)]T,
puis
^ = ^ImApi— sinhm(b — y -^ /) -^ smhm{y ~^y)]T, dy
^ = i2/nA;,[ sinhm(6 -t-/ -/) -+- sinh/?i(j -hj' )]T. dy
Supposons y très peu différent de y et faisons, dans la première dérivée, y =y -h £ et, dans la seconde, j = y- s; alors, en négligeant
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une quantité évidemment nulle à la limite £ = o, nous aurons
^-^ =r2/nA«sinhm(6-e)T.
dy dy "
Posons
D étant une constante, et nous aurons
^V, d\, ^v^sinh/n(6 — €)
dv ~ jid sinh mb
dy dy ^ sinh/n^
Or on a
smhm£> i — e-*"**
et il en résulte
-7-^ ^ = —2e-'"*[cos/n(x — a:') — C0S/w(^4-ar')l
g—tmb
La seconde partie de cette expression est évidemment nulle pour e = o; la première partie Test également. En effet, on a
, .1-9 Kff r I sinhecosaa
«-*cosa-h e-"cos3a-t-e-*^cos5a4-. . .=: t ^r >
4 coshae — cosaa
expression qui tend vers zéro quand £ devient infiniment petit. Ainsi, à
la limite e = o, on a
rfV, _ dVj
dy dy
le long de la ligne HH\
22. Vérifions ensuite que la fonction obtenue pour Y devient infiniment grande comme Clograux environs du point (a;', y). Posons
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dans Texpression de Yi, en prenant e positif; nous aurons
V, = - V r— r — 7 [coshm(Z> — £) H-coshm(ayH-6)1
X sinmj?'(sin/na:'cosmp 4- cos/n^'sin/np).
En supprimant dans Y, des parties qui» évidemment, ne peuvent devenir infinies, on a
-. Dût v^ I coshm(6 — e) . , ,
Vi= — > 7—r — ; — ^sm'mx'coswp.
2 7r ^éi/â p smhmo ^
On a ensuite
coshm(6 — g) .^, e-"*^cosh/7is
sinh/7i6 sinhm6
sin*/w:r'=:|(i — cosa/n^'),
et l'on peut de même réduire Y, à
Y, = -;— > - e-"»« cos m p.
où /9 a les valeurs i , 3, 5, — On aura
TC. 37r
-e-"*^cos/wp z=:er *" cos -^ -H -J e " cos-y^4-...
~ ilog\n-e « " « y — JlogVi — <? " «/ -t-ilogVi + e " "^ « y — JlogVi — « " "A
Le premier et le troisième terme se réduisent à la limite chacun a |log2, et la somme des deux autres est
-il0g(£*H-p»)-il0g^
Donc, on négligeant ce qui ne peut devenir infini, on voit que Y, se
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réduit, aux environs du point P, à
Afin que V, se réduise en ce point à Clogr, il faut faire
on a donc aussi
'' p%iiï\\mb
On obtient donc enfin
coshm
V, = — 8C 7. :— p- —. coshm ( — h v' ) sinmxsinmor',
' ^ak p ^\i\\\mb \2 ' J '
V.= -8CV
cosh/n( - -h r ) /, v
1 — T coslîwl y jsinntxsinmjc\
s'inh mb
m ayant la valeur (a) et les sommations s'étcndant aux valeurs i , 3, 5, . . . • jusqu'à l'infini du nombre p.
On obtient ensuite facilement les lignes de courant; elles sont données par Téquation ^ = const. en prenant pour ^ Tune ou l'autre des expressions
s'inUml y) .. ,
•i^,=: >, :— r — F cosh/n - -H y 1 sinma?'cos/nar,
^* AêL p smhm6 \i '^ ) *
sinhmf - 4-7) . . .
d», = > ^-^ — coshm Y \ sinm^'cosmx,
^' ^^ p sinhmf \2 -^ /
suivant que y est plus grand ou plus petit que y\ Les sommes sont prises comme dans les formules précédentes.
23. Les séries qui donnent V| et V^ sont faciles à calculer, pourvu que le point où l'on prend ces quantités ne soit pas très près de P ou P'. Indiquons comment on pourra calculer le potentiel pour un point très voisin de P ou P'.
Calculons V| aux environs de Pen faisant, comme ci-dessus, a;=a:'H-p, y=y'i'i; nous aurons
—; ¥1=2 - e-"*^cosmp — \^ - e-"»^C0S2ma?'
V^ I e-'"*sin*/nj?' v^ I coshamr' . .
^^^ p sinhm6 ^^ P sinhm6
en négligeant des quantités très petites. On a ensuite
cosh — h cos-^
> - e-"»*^cosmp =ilog =ïlog — 5
^ cosh cos -^
oc a
OD OC
, V^ I e-'"^sin*ma?' , v^ i cosh2/nv' . . ,
— 4 >, ^-û — I 4 y ^-r — ir sm*ma?',
i^^/7 smh/n6 -^^ i^ smh/n6
dont le premier terme n'est variable que par r et dont les trois autres termes sont indépendants de e et p.
On obtiendrait exactement la même valeur pour V^ aux environs du point P. Enfin V prend des valeurs égales et de signe contraire sur le cercle décrit du point P' comme centre avec un rayon égal à r.
On peut calculer la résistance de cette plaque comme nous avons fait au n° 5. Supposons deux électrodes de rayon r dont les sections qui les terminent ont leurs centres en P et P'; la résistance sera
puisque I = — in^hC
Courants dans un parallélépipède rectangle.
24. Nous considérons un parallélépipède rectangle limité par les plans
x:=±~9 y=zdz-9 5=±:--
L'électricité entre dans ce corps par un point P et sort par un point F et nous supposons ces deux points symétriques par rapport au plan des zy. Soient (x\y\z') et (— x'.y^z') les coordonnées de P et P'. La fonction Y satisfait à l'intérieur du corps à Téquation AY = o et l'on a les conditions aux limites
pour x — ±: -y
pour J=:± ->
pour z = ±--
C C Enfin V est infini comme - au point P et comme au point P', r
étant la distance a P ou P'.
25. Avant de résoudre ce problème, considérons d'abord la fonction U de Green, qui satisfait k l'équation AU = o à l'intérieur du parallélépipède, qui y est finie et continue ainsi que ses dérivées du premier
ordre, excepté au point (^Sy, z') où elle devient infinie comme - et
qui est nulle sur les six faces du corps.
Partageons le parallélépipède en deux parties par le plan 2 = z' et désignons par U| et U^ la fonction U suivant que z est plus grand ou plus petit que z'.
En général, si la fonction de Green est exprimée sous forme finie, elle ne change pas par la permutation de œ, y, z avec x\ y\ z'. Mais, comme U doit être donné par deux séries distinctes suivant que z est plus grand ou plus petit que z\ l'échange de x, y, z avec x\ y, z' doit
dV dx
dV
dy-
dV dz
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permuter les expressions de U, et Uj l'une dans Tautre. Nous sommes, d'après cela, conduit à poser
S = sm^(^a:--jsin?g-^^--js.n^^^'--jsin V(y--j et à prendre
les deux signes sommatoires s'étendant à toutes les valeurs entières et positives de p et q.
De cette manière, les conditions aux limites sont satisfaites sur les
plans X = ±-i y =z±-* Chaque terme de U, doit satisfaire à Téquation AU, = o et doit s'annuler pour z = -; il en résulte qu'on a
/(Zys') = Aj,,çSinh/nf z\ sinhml --h «M,
OÙ Ap^ est un coefficient constant et où
=Vs-*-s
Pour déterminer le coefficient A^^ considérons la fonction
qui satisfait à l'équation Au = o et qui s'annule sur toutes les faces du
parallélépipède, excepté sur la face z = -• Soit da un élément de la
surface de ce prisme ; d'après un théorème connu ( Théorie du potentiel, l" Partie, Chap. II, n° 18), on a
I r dv.
dn étant Télément de normale à la surface, mené intérieurement, et l'intégrale s'étendant à tous les éléments de la surface. Il en résulte
Pour 5 = -> on a
u = smh/wcsm^— [x J sm-^^fy 1
Substituons ces expressions dans (^) et ne conservons que le terme qui n'est pas nul ; il restera
ab 167J
// = -77— A.p^qm sinhmc sin
iahm(-^ + .')sin^(x'-f)sinf (y-^)
Supprimons les accents de cette formule et identiûons-la avec (a); nous obtiendrons
'''^ mab sinhmc
D'après cela, nous avons
Ui = — r V V ^r — sinh/w( z) sinh/w( - -+- sMS,
ab ^^d ^Êà m sinhmc \2 / \2 /
U,= — r V V ; — r sinh/n( -4-5 ) sinhml ^'jS,
a6 '^^ '^^ m sinhmc \2 / \2 /
OÙ les signes sommatoires se rapportent à toutes les valeurs entières et positives de p et q.
Faisons dans U
Z=:z'-h£^ Xz=ix'-\-OLy y=:y-h^,
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£, a, ^ étant très petits et e étant de plus positif. Nous aurons
U, =--r 7. 7. ;— r [coshm(c — e) — coshm(2x;'-H£)l.S,
ab j^ '^d m s\nh me ^ ^ ■"
ou» en supprimant une partie qui ne peut devenir infinie,
U, = — 7 X Zj — '~û — coshm(c — e).S.
Remplaçons le produit des premier et troisième facteurs de S et celui des deuxième et quatrième facteurs par une différence de cosinus; puis supprimons encore ce qui ne peut rien donner d'infini dans U^ et il nous restera
,, 2 7r Y^ '^ cosbm(c — s) pno: qii^
Ui — — T- y y : — r cos cos — 7 — •
ao Jk^ Jmk m sm h me a h
Enfin, pour une raison semblable» on peut réduire cette expression à
^'^ ^ ab ^ jêmà m a b
La fonction U a pour valeur - aux environs du point (a7',y, 5'). Donc
l'expression (y), dans laquelle les sommations s'étendent à toutes les valeurs entières et positives de/? et y et où
se réduit à
quand e» a, ^ sont infiniment petits et £ positif. Si dans (y) on change a en a -h a, on a l'expression
— =■ > > -. e-'»e cos ■^-— ^ ^C0S^-r^>
ab ^^^akm a b
et quand on y fait /? ^ i, 2» 3, . . ., on obtient des termes alternativement positifs et négatifs: il est donc aisé de voir que cette série double a une valeur finie. On peut donc, d'après cela, retrancher cette série de (y) sans changer sa partie infiniment grande ; il en résulte que Texpression
(tj) -^ > > — e-"»* COS ^- C0S^-r^>
OÙ q prend encore toutes les valeurs i, 2, 3, 4> ••• jusqu'à l'infini, mais /> seulement les valeurs impaires i, 3, 5, ..., a encore pour valeur l'expression (S).
27. Revenons maintenant au problème que nous nous sommes d'abord proposé. Désignons par Y, et Y^ la fonction Y, suivant que z sera plus grand ou plus petit que js% et représentons par m la même quantité que ci-dessus; puis prenons pour Y4 et Y, les expressions suivantes :
Yi=:V VBp,^cosh/n^- — z\ coshmf - -h-s'jT, p *r
Y,=2 V Bp,^cosh/n f- 4- zj coshm ( - — a' j T,
en faisant
T=cos ^ ^y- -j cos^ (y'^ ïj^^^ V ''""a^
les signes de sommation s'étendent à toutes les valeurs entières et positives de g, mais seulement aux valeurs positives et impaires de p. Ces expressions de Y, et Y2 satisferont aux conditions aux limites.
On voit que l'expression de Y 2 ©st égale à celle de Y, pour js = a' ; mais il faut encore que l'on ait
dV^ dV,
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et l'on pourra vérifier qu'on satisfait à cette condition en posant
OÙ D a la même valeur pour tous les coefficients. Cherchons la constante D. Faisons dans Y,
t, a, ^ étant très petits; nous aurons
V,= — yiyi ^-L — I coshmfc — e) 4-coshm(2 5'-h e) T.
2 ^^Jmà msmhmcy^ ^ ^ J
On peut supprimer le second coshyp sans modifier la partie infinie de V,, et de même on peut réduire T à
Ainsi Ton a
i-COS^- — cos— ,- • * a b
v,=iD22i ^^^^^^^^^^^<^«s^^«08^"^
m sinhms a
ou encore
° ÂÊ^Jmd m ah
où /7 a des valeurs impaires seulement. Cette expression doit se réduire à - et, comme Texpression (y)) se réduit à -j nous en concluons
ab
Donc nous avons en définitive
o coshm ( - — -s ) coshm ( -^ -h 5' )
ab ÀÊdÂ^ m smhmc
„ coshm ( - 4-^) coshm ( -s')
v.= ^cyy-i. ^^—^ — ^ — ^T,
ab A^A^m smhmc
q ayant toutes les valeurs entières positives et p toutes les valeurs positives impaires.
Ces deux formules proviennent de la division du parallélépipède rectangle par le plan z ^ 5'. On pourrait représenter la fonction V d'une seconde manière en partageant le parallélépipède par le plan y=y, et l'on aurait deux formules entièrement semblables aux deux précédentes. En égalant les valeurs de V déterminées des deux manières, on obtient quatre formules de transformation de séries qui sont très remarquables.
Faisons aussi observer que, si les deux points P et F sont situés
sur la face z= -^ l'espace relatif à V, s'annule et il n'y a plus qu'une formule pour représenter le potentiel V
o coshm I — \- z]
v_ ^^'Fcv y -' — .4^ — Zt.
au ^^Jmim sinnmc
28. Si les deux points P et P' sont situés aux centres des faces a? = ±: -> on feray'= o, 5 = o, a/= - et l'on aura
^ coshm ( z]
Vj = — -r C > > ±: - ^ COS ^-r^ sm ^ ,
ab ^KàAd m . , me o a
^ coshm (^ 4- ^)
ab jÊmAJmd m . , me b a
où le signe de sommation relatif à p s'étend à toutes les valeurs impaires et positives de/> et le signe relatif à q à toutes les valeurs paires et positives de q\ on prendra en outre chaque terme avec le signe -fou — suivant que/? est de la forme [\n-\-i ou4'* + 3.
Calculons le potentiel V aux environs du point P dans ce cas particulier. Faisons dans V,
a, ^, e étant extrêmement petits et e, a étant positifs; nous aurons
a r coshmf £) ^
26uÇyy _. V^ /cos^cos^.
p ^ smn —
En appliquant la formule
nous obtenons
COShm I Cl me ,
--r-coshme
. , n\c . , me
smn — smn —
smn — • 2
OU, en négligeant des quantités de Tordre de e, a et ^,
me
4C lÔTrCx^v^ ï «""^
a6 JmdÂ^ m . , me
sinh —
Vj est fourni par la même expression. Or le dernier terme est indépendant de £, a, P; il en résulte que la valeur de V est la même sur tout l'hémisphère situé dans le parallélépipède et décrit du point P comme centre avec le rayon r.
PROBLÈMES PARTICULIERS RELATIFS A DES COURANTS DINDUC- TION PRODUITS DANS DES PLAQUES OU DES CONDUCTEURS DE RÉVOLUTION.
Dans les Chapitres précédents, nous avons étudié d*abord les actions des courants linéaires, puis nous nous sommes occupé des courants permanents dans des conducteurs de forme quelconque. On pourrait maintenant chercher à exposer une théorie générale des courants variables dans des conducteurs de forme quelconque. Mais nous préférons remettre à plus loin cette théorie qui exige quelques principes nouveaux, et nous allons exposer quelques cas d'induction dans des plaques et des conducteurs de révolution, qui peuvent être traités par les seuls principes des Chapitres précédents.
Courants permanents produits par induction dans une plaque courbe.
1. Nous avons vu, dans le Chapitre V (n*** 11-14), comment on trace, sur la surface d'une plaque courbe, d'épaisseur infiniment petite et constante, deux systèmes de lignes orthogonales entre elles, de manière que l'un de ces systèmes puisse représenter des lignes équipotentielles et l'autre des lignes de courants.
Si ces lignes de courants, quoique permanentes, sont produites par induction, elles seront, en général, fermées et ne se couperont pas mutuellement.
Les lignes de courants étant données par l'équation
a =:consi.,
traçons une série de ces lignes obtenues en faisant varier a par degrés infiniment petits. Désignons par ds la longueur d'un élément d'une
ligne équipotentielle ; on peut choisir la fonction a, de manière que la
quantité d'électricité qui traverse ds soit représentée par ^ d!> (Chap. V,
n° 1 1 ) ; cette quantité demeure constante entre deux lignes a et a 4- c?a, séparées par la distance variable ds. Ainsi la portion annulaire A de la plaque comprise entre les deux lignes a et a + rfa peut être assimilée à un courant linéaire ; son effet magnétique est donc le même que celui d'une double couche magnétique A' dont la puissance est doL et qui coïncide avec la partie de la plaque renfermée dans la courbe a (Chap. II, n*> 13).
On peut en dire autant de chaque anneau de courant extérieur à A. Donc Tanneau A de courant peut être remplacé, quant à son action extérieure, par la différentielle de la somme de toutes les couches magnétiques superposées, correspondant à ces différents anneaux de courant. Ainsi, comme la puissance magnétique de A' est ^a, la puissance magnétique totale de toutes ces couches en un point de l'anneau A est a + C, G étant une constante. Les anneaux de courants intérieurs à A ne modifieront pas la puissance magnétique sur A. Donc enfin tous les courants de la plaque peuvent être remplacés par une couche magnétique qui coïncide avec la plaque et dont la puissance est a -h C en chaque point.
Sur le contour de la plaque, la puissance magnétique est nulle ; la valeur de C est donc égale à la valeur de a sur ce contour, prise avec un signe contraire.
2. D'après la formule connue pour le potentiel d'une double couche magnétique, si nous remplaçons a + G par /?, nous avons, pour le potentiel magnétique delà couche de courants, en un point extérieur.
P= / ^cos(r, n)e/(7,
où r est la distance du point donné à l'élément d(j de la surface moyenne de la plaque et n la normale menée du côté positif de la couche, et où l'intégrale s'étend à tous les éléments d(j. {Théorie du potentiety II* Partie, Ghap. IV, n® 11).
D'après ce que l'on sait sur les couches magnétiques, la fonction P
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varie d'une manière discontinue à travers la plaque. Désignons par P et P' les valeurs de P sur les faces positive et négative ; nous aurotis
Mais la composante normale à la plaque de la force magnétique varie d'une manière continue à travers la plaque.
Supposons ensuite la plaque plane et traçons les axes rectangulaires des x^y dans son plan moyen. Désignons, comme au n^ 11 du Chapitre V, par
P = const.
les lignes d'égal potentiel. La quantité d'électricité qui traverse un élément ds d'une de ces lignes est -^ds ou ^^; ainsi le courant, pris pour l'épaisseur de la plaque, est
as dot.
en posant
On aura les composantes du courant, pris dans toute l'épaisseur de la plaque, en multipliant^ par les cosinus des angles du courant avec les axes des x ely; ces cosinus sont
I e/(3 1 da ï ^P _ i d(x
on obtient donc pour ces deux composantes w, (^ respectivement ^ et — -j-y et l'on a ces deux équations
dp dp
do: dy
Plaque plane traversée par des courants induits variables.
3. Nous venons de voir que l'action magnétique extérieure d'une plaque traversée par des courants induits est égale à celle d'une
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couche magnétique dont nous avons désigné la puissance par p. Supposons la plaque plane et posons
n représente donc le potentiel d'une couche de matière distribuée sur la surface cr avec la densité p^ et le potentiel de la couche magnétique a pour expression
P= / ■^cos{r,dz)d(j = ^
dU
dz
n est une fonction paire en z, P une fonction impaire. La différence
des valeurs de P sur les deux faces de la plaque étant égale à !\T:p^ on
a donc
P = 27r/> sur la face positive
= — 27r/> sur la face négative.
Soient X, Y^ Z les composantes de la force magnétique ; nous aurons
dz é/5*
et Z possède la même valeur sur les deux faces de la plaque.
Désignons par X|, Y, les valeurs de X, Y sur la face négative de la plaque; nous aurons sur les deux faces
D'une manière générale, nous avons
X=-^^, Yr=-^, Z=— ,
^ ' dxdz* dy dz^ dz^ '
et si, introduisant trois fonctions nouvelles ^, ç, S» nous posons
dy dz ' dz dx^ dx dy^
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nous aurons ces trois équations
d^ dÇ _ d^n dy dz dx dz
di <5 _ d^VL
dz dx dy dz
dg_d^ _ dm _ d^n rf«n
dx dy dz* dx* dy* '
et nous y satisferons en posant
4. Il est facile de vérifier que ^, ç, 5 auront les valeurs données au Chap. IV, n° 6.
En effet, nous avons trouvé ci dessus (n^ 2)
dp dp ^
dy dx^
désignons par e l'épaisseur de la plaque et posons
W :=«,£, t'=t'ie, P—PiB]
u^y 9^ sont les composantes du courant qui traverse normalement l'unité de surface, p^ est la densité de la plaque dont le potentiel est II, et nous aurons
il en résulte
dy 4^ dy 4^
ou
A# = — 4îrwi;
donc, en désignant par dxs l'élément de volume de la plaque, nous aurons la première des deux équations semblables
COURANTS INDUITS DANS LES PLAQUES. l83
et, comme la composante w du courant suivant Taxe de z est nulle, on peut aussi poser
5. Supposons ensuite que, outre les courants qui traversent la plaque B située dans le plan des a?, y^ on ait encore une couche magnétique ou une couche de courants parallèle au plan des x, y. Nous concevrons que cette seconde couche C se meuve parallèlement à ellemême.
Désignons par II' le potentiel analogue à II et dû à la plaque C; nous aurons, pour le potentiel magnétique de cette plaque,
dz
et, si Ton désigne par /, (/^ fi' ce que deviennent^, ç, S pour la plaque C, on obtient
6. Admettons que la plaque B demeure fixe et désignons par R la résistance spécifique de la matière de la plaque divisée par son épaisseur. D'après ce que nous avons vu (Chap, III, n®' 14 et 20), les composantes de la force électromotrice d'induction sur un courant linéaire de cette plaque sont, suivant les axes des x et y^
ajoutons-y les composantes
dx dy
de la force électromotrice provenant de l'électricité libre et de l'électricité de la double couche située sur les faces de la plaque dont le po-
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tentiel est 9; nous aurons
Sur la face positive de la plaque on a (n^ 3)
et par suite, en prenant II sur le côté positif, on a
,„, i cPW i d}ll
211 dydz 211 dxdz'
donc les équations (2) deviennent
2Ti dy dz dy dt^ ' dx
^^^ -#?-= :^(n-Hn')-^.
2 TT dx dz dx dt dy
Différentions ces deux équations respectivement par rapport à a; et à j et ajoutons; nous aurons
dx^ dy^
Sur le bord de la plaque, p est nul et l'on a la condition
Ensuite, comme les courants ne traversent pas le bord, on a aussi sur ce bord
-n — -j- ces A — ->-— i- Sm A = O, dy dz dx dz
en désignant par X l'angle de la normale avec l'axe desâ?, et cette équation peut s'écrire
dsdz-^^'
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en désignant par d$ un élément du contour de la plaque. Mais cette condition rentre dans (5).
7. Supposons maintenant que la plaque soit infinie dans tous les sens. La fonction ç, étant finie et continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre dans tout le plan des xy, se réduira à zéro. Posons
et intégrons les deux équations (4) où 9 est nul; nous aurons
/^(z, /) étant une fonction arbitraire. Mais nous allons voir que la fonction x,(^»0 ^^^* ^^^^ supprimée, et cette équation se trouve ainsi réduite à
.du du dU!
(^) ^'d-z^-di-nr^'''
Le problème précédent est ainsi exposé dans le Traité d'électricité de Maxwell; mais nous traiterons l'intégration d'une manière toute différente de celle qui se trouve dans cet Ouvrage.
8. S'il n'y a pas de force inductrice extérieure agissant sur la plaque B, on aura 11'= o et
, , ^dH du
C'est le cas d'un système de courants de la plaque abandonné à luimême, qui s'affaiblit par l'effet de la résistance. On aura, en intégrant cette équation,
(8) n=/(jr,/,5-+-A0.
L'équation (7) est démontrée pour i: = o. Mais, en considérant la
//îi plaque comme ayant une épaisseur très petite s, Il et ^ ont la même
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valeur de part et d'autre de la face positive de la plaque. Les deux équations (7) et (8) sont donc vraies pour z très petit positif. D'ailleurs n, au-dessus du plan des x, j, satisfait à l'équation Ail = o, est fini et continu, ainsi que ses dérivées du premier ordre et s'annule à l'infini. On en conclut que, pour toute valeur positive de z, U est représenté par la formule (8), où/(x^y,z) est une fonction qui satisfait aux conditions précédentes de continuité et à l'équation
Les composantes de la force magnétique en un point (x^y^ z) sont données par les formules (i). Si donc on fait passer un système de courants à travers une plaque d'étendue infinie et qu'on l'abandonne ensuite à lui-même, son effet magnétique du côté des z positifs sera le même que si le système de courants avait été maintenu constant et que la plaque eût été mise en mouvement dans la direction des z négatifs et avec une vitesse égale à h.
Prouvons maintenant qu'il n'y avait pas lieu d'ajouter la fonction arbitraire -^(z, t) au second membre de l'équation (7). En effet, comme cette équation convient à tout l'espace situé au-dessus du plan des X, y y en prenant le A des deux membres, nous aurions eu A/^ = o et par suite y = Az-i-B, A et B étant indépendants de a?, j^ z, et cette fonction ne modifierait pas les valeurs que nous avons trouvées pour w, {^ et X, Y, Z.
Remarquons que a, f', X, V, Z s'expriment au moyen de P par les
formules
i dP i dP
2 71 O/ 2 7r dx
^ dp ^ dp ^ dp
aja ay dz
Ainsi n n'entre que par ^ = — P dans les expressions de w, ^, X,
Y, Z et la fonction P satisfait aussi à l'équation (7), en sorte qu'on peut poser au lieu de (8)
f(x,yy z) étant encore une fonction qui satisfait à l'équation (9). Dé-
signons par ¥(a:,y) la valeur de P sur le plan des xy pour t--o\ cette valeur se déduira facilement de Tétat donné des courants a l'instant initial. Posons
nous aurons l'équation
qui est satisfaisante en posant
H = Acosp{x— a)cosg(/ — (3), m^=p*-hq^; on en conclut la solution particulière
/=: A cos/>(a; — a) cosq{y — P)e-=V/'*-^^*,
puis la solution générale
f=-r-^ f f f f l^ioi, ?) cosp(x — (x) cosq{y -'^)e-->/'i^^' dp dq docd^.
Pour 5 = 0, cette fonction se réduira à Y(x,y). Enfin on aura pour z positif
P= ji^ rrrr V {a, ^) cosp^x — (x)cosq{y -^ ^)e-(-^^'>>f^'^' dp dq d^d^.
Nous avons vu (n® 3) que la fonction P est impaire en js; on obtiendra donc la valeur de P du côté des z négatifs en remplaçant z par — s et en changeant le signe de l'expression.
9. Revenons à la supposition d'un système de courants induits dans la plaque indéfinie B par des courants situés dans la plaque parallèle G que nous mettons du côté des z négatifs. On voit, comme ci-dessus, que l'équation (6) a lieu dans tout l'espace situé au-dessus du plan des xy et qu'on pouvait faire eflectivement y (:?, t) = o.
En différentiant l'équation (G) par rapport à z, nous remplacerons
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dans cette équation les fonctions II et II' par les potentiels magnétiques P etP'; ce qui donne Téquation
, , , dP dP dP*
<^^ ^'di-'-di^-di'
où P' est une fonction donnée /(a;, y, s, /) qui provient de l'action des courants inducteurs. On néglige ainsi l'action des courants induits par B sur la plaque G.
Nous ferons commencer l'induction au temps / = o.
Pour intégrer l'équation aux différences partielles (a), qui est linéaire et du premier ordre, on commence par considérer les équations différentielles simultanées
dz ^^ dP
h df{x,y,Zyt)
dt
On en tire, en désignant par G une constante arbitraire,
z '\-ht — Z, dt
La dérivée par rapport à / est une dérivée partielle et l'on peut écrire
^p— •' ^ \ — -dt pour £ = o.
Pour intégrer cette expression, il fautd'abordy remplacer js par G — hi\ ce qui donne
dt
et, si nous supposons que P soit nul pour / = o, nous aurons
p ^ r' df{x,y,C-ht,t--t) ^^
Ghangeons la lettre / en 7 sous le signe d'intégration et la formule
devient
nous pouvons maintenant en éliminer G et y faire
C = 5 -Y- lux ce qui nous donnera
Jo ^«
A la variable i substituons la variable u, en posant
t — T = u, dr =: — djy
et nous aurons
p __ f^ df{x,y,z -f-/ii>,^ — u — g) ^^^
On a maintenant l'avantage de pouvoir supprimer la quantité e qu'il faut faire nulle après la dérivation; il suffit de remplacer la dérivation par rapport à £ par une autre par rapport à /; on a ainsi
(6) p^_/-'rf/(.r.j... + Au,^-u)^^^
Pour avoir la solution la plus générale de l'équation (a), il faudrait ajouter à cette valeur de P l'expression F(a?, j, 5 -h A/), où F est une fonction arbitraire de trois variables; mais, comme P est nul par hypothèse pour / = o, la fonction F(ir, j, 5) est nulle et P se réduit
à ih).
La formule {h) est relative au côté positif de la plaque; on aurait la valeur de P du côté des s négatifs en remplaçant dans cette formule z par — Zy et changeant le signe de l'expression.
La fonction P' ou /(^, y^ z, t) n'est pas arbitraire; car elle satisfait à l'équation A/= o. Elle provient de la plaque G située du côté des z négatifs ; représentons par
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son plan moyen. Si la plaque C est aussi indéfinie, désignons par F(j7,j, /) la valeur de/ sur le plan z = — l, valeur qui se déduira de la connaissance des courants situés dans cette plaque, et nous aurons au-dessus de ce plan
d'après le calcul du n^ 8. Ensuite, d'après la formule (6), on aura pour P du côté des z positifs
X cos/)(x — a) C0S7(7 — (3) dpdqd(xd^\.
Si / est une fonction de tfXiO* ^' faudra remplacer dans cette formule /par )r,(/ — u).
Plaque circulaire tournant autour de son axe et induite par des aimants.
10. Si un disque métallique est mis en mouvement autour de son axe, en même temps qu'un aimant se trouve placé parallèlement à une petite distance au-dessus du disque et mobile autour du même axe, l'aimant subit une action qui tend à lui faire suivre le mouvement du disque.
Ce phénomène, observé d'abord par Ârago, provient des courants induits dans le disque par l'aimant, lesquels réagissent ensuite sur l'aimant.
Concevons un nombre quelconque d'aimants agissant sur le disque; mais, pour simplifier, supposons-les très rapprochés du centre et suffisamment éloignés du bord du disque, pour qu'on puisse négliger l'influence de ce bord et regarder la plaque comme indéfinie.
Prenons les aimants fixes et faisons tourner le disque d'un mouvement uniforme. Au bout d'un temps très court, les courants induits dans la plaque arriveront à un état permanent et le champ magnétique
demeurera invariable. C'est cet état que nous nous proposons de déterminer.
Menons les axes des x et y dans le plan moyen du disque et par son centre, et employons les considérations et les notations des numéros précédents. L'action extérieure de la plaque peut être remplacée par celle d*une couche magnétique dont nous représentons la puissance par p et nous désignons par P son potentiel magnétique. D'après cela, si U est le potentiel des aimants, nous aurons, pour les composantes de la force magnétique,
da: dx dy dy dz dz
Les composantes u, ç^ du courant, pris pour l'épaisseur de la plaque, sont exprimées comme précédemment parles formules
' 21: d y 2 7C dx
P étant pris sur le côté positif de la plaque.
11. Désignons par ç le potentiel de l'électricité située à l'intérieur et à la surface de la plaque. Les courants de cette plaque peuvent être assimilés à des courants linéaires fermés et permanents, et, comme le champ magnétique est uniforme, il n'y aura de force électromotrice d^induction que celle qui provient du mouvement du disque, et nous avons pour les composantes de la force électromotrice totale (Ghap. III, no 14)
^ dt
Y ^dt
d(p dx
dz ^ dt
dx ^ dt
d^ dy'
' dt
"^ ^ dt
do dz
Mais, en désignant par (o la vitesse angulaire communiquée au disque, on a pour les composantes de la vitesse en un point quelconque de ce disque
dx dy dz
on a donc pour les composantes do la force électromotrice
Les deux premières composantes sont égales respectivement à Rm et R(^, en désignant par R la résistance spécifique de la plaque divisée par son épaisseur et la troisième composante est nulle, puisque les courants sont parallèles au plan deso:, j. En ayant donc égard aux expressions de w, {^, X, Y et Z, on obtient les trois équations
— — — - x(^ ^^^--^ 2 TT dy \dz dz J d.
R^^__ ^ /dP dU\ d^
^ ^ iTi dx~ '^ \dz dz ) dy^
,,, /c/P d\}\ fd? d{]\ do
Prenons des coordonnées polaires r et données par les formules
^=zrcos9, j=rsin0;
remarquons Téquation
dyp d}V _ d'P
dx^ "^ dy^ " dz^ '
puis différentions les équations (2) et (3) respectivement par rapport à y et a?, et ajoutons-les ; nous aurons
^ R d^V d^P _ rf*U
Quand on aura déterminé P par cette équation, on en pourra conclure u eiv par les formules (i).
L'équation (4) peut s'écrire
d^ _ ^/dP ç/TJ\ dz ~ \dr dr )^
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et, en combinant entre elles les équations (2) et (3), nous aurons
d^ R ^P JdV d\S\
dr iTz dQ \dz dz J
dÔ ~^ 2TZ dr
12. Ces deux équations ne déterminent la fonction ç que sur la plaque ou pour jz — o : on obtiendra ç pour js = o en intégrant l'expression ^^^-^^l^^» qui 6st une différence totale d'après l'équation (5). Séparons la fonction ç en deux parties : l'une, (p<, relative à l'électricité libre, et l'autre, Ça» relative à une double couche d'électricité. Nous aurons pour la densité p de la couche d'électricité libre
^ 27rc* dz 27ÎC* dz 27rc* \dr dr
c étant le nombre de fois que l'unité électrostatique d'électricité est renfermée dans l'unité électromagnétique (voir Chap. III, n° 15). L'unité d'électricité ayant été changée, nous devons diviser par c^ l'expression de la densité trouvée dans la théorie de l'Électrostatique,
De cette formule on peut déduire la valeur de ç^ pour tout l'espace au moyen de l'intégrale double étendue a tout le plan des x, y
/• dr dQ
q étant la distance d'un élément de la plaque au point où l'on prend le potentiel. En faisant -s = o dans son expression, nous aurons la valeur de <p, dans la plaque, qu'il suffira de retrancher de la valeur de ç trouvée pour js = o, pour obtenir la valeur de Ça dans la plaque.
La fonction Ça doit varier d'une manière brusque à la sortie de la plaque, et, si l'on admet que l'action totale de l'électricité de la plaque est nulle sur de l'électricité statique extérieure, on obtient Ça à l'extérieur par l'équation
on aura donc aussi Ça en tous les points de l'espace, et Ça sera une fonction paire en z.
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Désignons par 9!^ la valeur trouvée pour 9, à l'intérieur de la plaque et par (f\ la valeur de ç^ à l'extérieur pour z = 0; la puissance de la
double couche située sur chaque face de la plaque sera ^-/--^•
13. Occupons-nous maintenant de l'intégration de l'équation (5). En raisonnant comme au n^ 8, on voit que cette équation a lieu dans tout l'espace situé du côté des z positifs, et, en l'intégrant par rapport à z, après avoir posé
on a
X étant une fonction arbitraire. La fonction P satisfait aussi à l'équation
(7) AP = o.
Supposons que tous les aimants inducteurs soient situés du côté des z' négatifs; alors le potentiel U de ces aimants satisfera également du côté des z positifs à l'équation
(8) AU = o.
Si nous faisons z = 00 dans l'équation (6), les trois premiers termes sont nuls : le quatrième l'est donc aussi et elle se réduit à
.dPdPdl]
^ ^ dz dd d6
Cette équation est toute semblable à l'équation du n^9; on peut donc former immédiatement son intégrale; représentons la fonction U par U(r, 2, G), en indiquant les variables qui y entrent, et nous aurons
P = - / — ^^— ^ dv-^¥{r,z-\-he),
la dernière fonction étant arbitraire; mais, dans ce problème, il ne faut plus la faire nulle, mais la choisir d'après la condition que la fonction P ait la période 2,tz par rapport à 0.
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14. La fonction U est supposée connue; elle satisfait pour z positif à Téquation (8) et elle a la période ht: par rapport à G; on pourra donc la développer en une série de cette forme
, ^ l U(r,5î, 0) — Ao(r,-5) + A,(r,s)cos04- A,(r,^)cos2ÔH-. . .
I -+- Bi(r, 5) sinô -h Bs(/', 5) sin
OÙ les fonctions k^y B^ ne diffèrent que par un facteur constant. Il en résulte
I ^-^ — -Tn — ^ûfy=>«i An{r,z-{'hv)sinn{v'-d)dj
-h^l/î / Bn{ryZ-hhv)cosn{V'—d)dv,
formule dans laquelle Ao(r, z) disparait.
Posons, pour simplifier,
nous aurons
n I A„(r, .s -h hv) sin/i(u — ô) dj
— — An{r,z -hhv)cosn{j — 9)-h ~ A.';,(r,^ -hhj)sinn{v — 0) -h -^A*j(r,5 4- Au)cosn(u — ô) jA'^(/', 5 H- Au) sinn(j — ô)
et par suite
n I A„(/', z -h h\j) sinn('j — Q)dj
::;:- A«(r,;5 -h A0) -4- -I A;(r,3 -f- /i0) - ^1 A<*)(r,5 -h/iÔ) 4-. . .
n' •'' ' rc
4- Art(r, 5)cos/i9h — A)j(/-, 5) sin/i^ 5A^(r, 5) cos/i0 — . .
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On a de même
n I Brt(r, z -h /iu)cos/i(u — d)dj
^- ^ BUr, 5 -f- /.9) - ^ B:(r, 5 -H A9) + ^ B'»'(/-, 5 + AÔ) + . . .
+- B,i(r, 5)sin/i0 B'„(r, 5) cosnô -5 B'' (r, ;5) sin n -h . . .
Ainsi, l'intégrale (10) se compose d'une fonction de la forme §(r^ z -r- kb) et de la fonction périodique suivante
X = ^ A«(r, 5) cosnô-h h^ - k'^ir, z) sïnnO
~h'^^^k'{r,z)cosne^h^^l-^A':{r,z)smn6-i-,..
-{-^^B„{ryz)suinO— h\^~B'n{r,z)cosnO — . . .,
dans laquelle toutes les sommations se rapportent aux valeurs entières de n depuis i jusqu'à qo.
Afin que la fonction P ait par rapport à la période 211, prenons F(r, z -h AO) égal à ^(r, z -h AO) et P se réduira à — x^. Remarquons ensuite que les fonctions A„, B,, et leurs dérivées par rapport à z s'annulent pour js = QO et nous en concluons que les deux séries
\^/i / A„(/-, js-f- /iu) sin/i(u — 0)dj, ^.^ 1 B/i(^>^ -H ^^^) cos/ï(u — 6)dj
sont égales aux deux parties de /^ où entrent respectivement les fonctions A;, et B„. Il en résulte que la formule qui donne P peut se mettre sous cette forme très simple
Il est facile de vérifier que cette expression satisfait à l'équation (7), d'après l'équation (8).
Cette valeur de P se rapporte aux valeurs positives de z. La fonction
P doit avoir des valeurs égales et de signe contraire pour deux points symétriques par rapport au plan des a?, y. On a donc au-dessous de ce plan
15. Si l'on veut tenir compte de l'induction du disque par l'action terrestre, il faudra ajouter à U la fonction
^ — --f^x—Uy—fzZ — — r{f^ cosô -t-/î sin0) —fzz,
011/0/2, /s sont les composantes de l'action de la Terre. Alors, le second membre de l'équation (a) devra être augmenté de / v — f^x et P s'accroîtra de
Il en résulterait donc dans la plaque des courants parallèles dont les
composantes suivant les x et les y seraient ^^> — — • Mais bien que,
dans les considérations précédentes, on puisse, avec une approximation assez grande, supposer la plaque indéfinie, si l'aimant inducteur est très petit, a ses pôles très éloignés des bords et s'il est situé parallèlement au disque et très près de ce disque, néanmoins ces bords ne sont pas assez éloignés pour qu'on puisse admettre l'existence de ces courants parallèles.
16. Cas où les aimants inducteurs se réduisent à une aiguille aimantée. — Le disque étant pris horizontal, supposons que l'inducteur soit une petite aiguille horizontale peu éloignée du disque et dont le centre soit sur l'axe de ce disque et regardons le magnétisme de cette aiguille comme concentré en deux pôles Pi et /?a, symétriques par rapport au point 0.
Prenons l'axe des z positifs vertical et dans le sens opposé à celui où se trouve l'aiguille, et menons l'axe des x suivant la projection sur le disque de la ligne moyenne de l'aiguille. Soient
les coordonnées des deux pôles /?| et p^ et désignons par (x et — (x les
quantités de magnétisme qu'ils renferment. Nous aurons pour le potentiel U
sjr^— 2arcos0-ha'-i- (z 4- c)* v^''*"^ 2 a/- ces 4- a' H- {z -+- c)'
La force magnétique provenant du disque, en un point (a?, y, 5), peut être décomposée suivant r, suivant une seconde horizontale perpendiculaire à r et suivant Taxe des z, et donnera les trois forces
dr ' r d9 dz
et P est donné par les formules (è) ou (c). Si le point {x, j, z) est situé du même côté que l'aiguille, il faut adopter la seconde formule
<i u (r, — z -f- /lu, — u) -
de
Posons, pour simplifier,
Ti-:r*— 3arcos(ô — u) 4-a'-h (Au — ;5H-c)*, Tj— r*4-2a/'C0s(ô — u) + a*H-(Au — j5 -h c)',
et nous aurons
d\]{r, — z - h Au, ^ — ^) _ fxgrsin(0 — u) fjtâr sin(0 — u)
puis
P /•- sin (0 - u) . r- sin (O-v), P= — fxar/ ^^3 -du — iiari ^-j i du,
Jo TJ Jo Tl
Nous pourrons ensuite former les composantes de la force magnétique qui provient de la plaque, en différentiant cette formule par rapport à r, G et z. Ainsi, nous aurons, pour la composante horizontale perpendiculaire à r,
i dP /'•cos(0 — u), /'•cos(0 — u) _,
— --^^M^l ^-i -d\>-\-u.a I ^; -du
= F«/ -i 'du-hiia î^
^0 TJ Jo T'î
. , r-sin«(ô — u) , „ , /--sin'CÔ- — Sixa^rj ^— g -du-h3ixa^r I ^
Les composantes du courant suivant r et la perpendiculaire à r seront respectivement — -je ^^ ^t--
*^ iTzr ad iTz dr
17. Aiguille mobile déplacée par le disque. — Désignons par P, et Pj ce que devient P aux deux pôles p^ et p2> Le couple horizontal produit sur Taiguille a pour moment
^ dPi dP^
Posons
Si=4a«sin*- 4- (Au -H 2c)*, Gj = 4«*cos' --h{hv -+- 2c)*,
et nous aurons
/^*cosu /^*cosu
K = 2flL*a' / 1- C?J -h 2fX*a» / j-ûf'J
— o/ji'a* / — g— rt'j H- 6|jL'a* / — 5-«y.
Jusqu'à présent, nous avons supposé que l'aimant était maintenu fixe; regardons maintenant l'aiguille comme mobile sur son pivot.
Si le mouvement uniforme du disque n'est pas trop grand, l'aiguille se déplacera du méridien magnétique pour se placer dans une position fixe.
Prenons encore l'axe des x suivant la projection de l'aiguille; désignons par F la composante horizontale de l'action de la Terre et par a l'angle de F avec Ox, cet angle étant compté dans le même sens que co. Le couple produit sur l'aiguille par la Terre sera
— 2jjLFasina;
on aura donc l'équation
K — 2fAFasma = o,
qui déterminera la déviation a de l'aiguille, pour qu'elle se trouve en équilibre.
Connaissant la vitesse angulaire co du disque, on pourra calculer les quatre intégrales définies qui entrent dans K par les méthodes gêné-
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raies de quadrature; K grandira en même temps que co et la déviation de l'aiguille sera fixe, en étant d'autant plus grande que co sera plus grand, tant qu'on aura
Mais, si 0) a une valeur plus grande que celle qui correspond à Téquation
l'aiguille sera entraînée dans un mouvement accéléré, jusqu'à ce que la résistance de l'air et le frottement sur le pivot amènent l'uniformité de son mouvement. A partir de ce moment, l'état des courants du disque pourra être calculé comme si l'aiguille était fixe, pourvu que l'on compte toujours cet état à partir de la projection de l'aiguille et qu'on remplace dans les formules la vitesse angulaire co par la différence des vitesses angulaires co et co' du disque et de l'aiguille.
Conducteur de révolution soumis à V influence d^ aimants, pendant qu'il tourne d'un mouvement uniforme autour de son axe.
18. Supposons un conducteur quelconque de révolution qui tourne autour de son axe de figure d'un mouvement uniforme, tandis qu'il est soumis à l'induction d'aimants fixes. Au bout d'un temps très court, les courants produits dans le conducteur arriveront à un état permanent.
Remarquons que la permanence des courants ne se produirait pas dans un conducteur mis en mouvement autour d'une droite qui ne serait pas un axe de révolution du corps; car l'espace occupé par ce corps ne se présenterait pas constamment de la même manière par rapport aux aimants. L'état des courants serait alors périodique, et la durée de la période serait celle d'un tour fait par le corps.
Désignons, comme au n° 11, parco la vitesse angulaire communiquée au corps induit, par X, Y, Z les composantes de la force magnétique et par <p le potentiel de l'électricité du conducteur. Les composantes de la force électromotrice dans le conducteur seront
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Les courants étant permanents, les composantes de la force magnétique qui provient de ces courants sont (Cliap. IV, n® 6)
d^ _d(^ ^__^ dq dl
dy dz dz dx dx dy
en posant
^=-f~dw, q--^j-^dm, y^^j'^dm
et désignant par m, v^ w les composantes du courant. Si donc on désigne par U le potentiel des aimants, on aura, pour les composantes de la force magnétique totale,
X -fdy
dq d\}
dz dx
dy^ d[] dx dy
dx dy dz
Si Ton représente par h la résistance spécifique du conducteur, on a
/ r, do
nu — Zwa: — -p- >
dx
•^ dy
On a ensuite les trois équations
En égalant les composantes w, v^ wAm courant tirées de ces deux systèmes d'équations, on obtient
^ ^ 4^ V^*^ dy) dz dx^
h ^r. fdq dJ\ dl] ^9
^ AP fd}] dq d\}\ fdri d}) d{}\ d^
On a aussi Téquation
(Chap. IV, n«8).
Désignons par S\ ç', f/, 9' ce que deviennent ^, ç, 5» <p à l'extérieur du conducteur; nous aurons
i A J' = o, A(?' =0, A5' = o, A9' zz= o,
(5) ^ rfj' . ^(r^,r^^^
djc dy dz
Enfin, nous aurons à la surface du conducteur les conditions
( rf = ,r, (,' = (/, 5 = 5',
(6) rf,f ^ rfj' ^ rflî .^ ^', ^ ^ <V ,
( Ï//1 c//2 ' dn dn dn dn
en désignant par dn un élément de normale mené à la surface du conducteur.
19. Nous allons transformer les équations précédentes. Posons
dx dy '
et adoptons les coordonnées r, ^ données par
œz=ir cos 'h, y ^=-r sin '\,
Différentions (2) par rapport à x, (i) par rapport k 7 et retranchons: nous aurons cette équation, qui ne contient que l'inconnue P,
en posant
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Désignons ensuite par P' ce que devient P à l'extérieur du corps;
nous aurons
AP' = o,
et, d'après les secondes équations (6), nous avons cette condition à
la surface
Différentions les équations (i), (2), (3) respectivement par rapport kx, y, z et ajoutons. D'après l'équation (4)f le premier membre de l'équation qui en résultera sera nul et l'on aura
/-, ^U\ / dP dP\
[dydz dz')~^'"^\dz^ djcdz) ^ ^?-
(xiX
Éliminons 5 de cette équation au moyen de la formule
dz dx dy
et, après les réductions, nous aurons
A9i=w(a;A(,'— /A.f) -l-2Ci) (P — ^ - ]•
Multiplions Téquation (2) pary, (i) par a? et retranchons; nous aurons
Substituons dans Téquation précédente et nous aurons ainsi une équation qui ne renferme plus que l'inconnue 9
9 satisfait de plus a l'extérieur à la quatrième équation (5).
Il résulte de l'équation (B) que la densité de l'électricité à l'inté-
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rieur du conducteur est donnée par l'expression
l\T^c^ d^ 2 7rc*\ dz )
c ayant la valeur indiquée au n® 12.
20. Indiquons maintenant comment on pourra procéder aux intégrations. Considérant d'abord Téquation (Â), posons
dz
nous aurons
,„ da dii
ùM — a-jy =— a-^.
Comme on a AU = o, on satisfait à cette équation en faisant II = U; désignons donc par IIi la solution générale de l'équation
(a) An.-a^=o.
et nous aurons, pour l'expression générale de II,
Examinons ensuite l'équation (^B), qu'on peut écrire
^ d^ dz
et, en posant
on aura
La valeur de $ se composera de deux parties : l'une 11^, qui satisfera à (a), aura la même forme que II,, sauf que les coefficients indéterminés y seront remplacés par d'autres et, en y ajoutant une solution particulière $, de l'équation (b), on aura
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Il est à remarquer que cette expression a été déterminée indépendamment de la fonction U.
Ensuite on a, pour les composantes m, i^ du courant,
az ax az
Posons
et nous obtenons
puis, de l'équation
nous tirerons
dz ^ dy dz
du* di\
dz dz
aX
du dv dw
dx dy dz '
du* dvt
dx dy
Enfin on se servira de la condition à la surface
acosX-f- t^cos{x + fvcosv = o,
où X, (X, V désignent les angles de la normale à la surface du corps avec les trois axes de coordonnées.
Les expressions de a, ç', «p' renferment des coefficients indéterminés. On pourra néanmoins former S, (?, 5 d'après les formules
g=f^^drn, g:=fjdc^. 5=f^,drn.
Jusqu'à présent, l'expression du potentiel U qui produit l'induction n'est pas entrée dans le calcul des quantités 9, u, 9, w, ef, ç, 5; mais, d'après l'équation (3), on a
fd:? dK\ d^ d\]
I r/ i ^ ' cor
iw û) ^^^ ^^ j J\dz dx) dz
dr
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et les coefficients indéterminés qu'on a introduits dans (p et qui se retrouvent dans (V, ,f, ç, 5 pourront être déterminés au moyen des coefficients de la fonction connue U.
Problème précédent dans le cas où la distribiuion magnétique est symétrique autour de l'axe du conducteur.
21. Lorsque la distribution du magnétisme inducteur est symétrique autour de l'axe de révolution du conducteur, il ne se produit pas de courants d'électricité dans ce conducteur par suite de son mouvement uniforme de rotation, ainsi que l'a remarqué Jochmann (Journal de Crelle, t. 63); mais il se trouve à l'intérieur du corps de l'électricité libre qui, jointe à l'électricité de la surface, fait équilibre à la force électromotrice d'induction.
Nous avons, comme au n^ 18, les équations
hu i=Zci)»r j^y
dx
il s'agit de démontrer qu'on peut choisir ç de manière que m, v^ iv soient nuls. Alors les fonctions ^, ç, 5 sont nulles; la force magnétique ne provient plus que des aimants dont le potentiel est U, et l'on tire des équations précédentes
dx dz
. . .dcp'dV
dz ^ \ dx dy )
Prenons des coordonnées polaires r et '|, et il en résultera
^9 d\} d<p e/cp d\]
dr dz d^ * dz dr
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La fonction U satisfait à l'intérieur du conducteur à l'équation AU = o,
qui se réduit à
cl ( ^U\ ^»U
puisque, par hypothèse, U est indépendant de ^. On aura ensuite
(2) ^^^^(^r^^dz-r^dry
expression intégrable, comme il résulte de l'équation précédente.
Si Ton différentie les équations (i) respectivement par rapport à a-, y, s, et qu'on ajoute, on a
, dl]
Ao =:i — 2 Cl) -^- •
dz
Séparons la fonction ç en deux parties : l'une, ç,, relative à l'électricité libre située à l'intérieur et à la surface du conducteur, et l'autre, 92» relative à une double couche située à la surface. Nous aurons
et, d'après cela, si D est la densité de l'électricité libre à l'intérieur du corps, nous obtenons
2 TTC* dz
22. Supposons que le conducteur n'ait pas été chargé d'électricité; l'action extérieure de l'électricité de ce conducteur sera nulle et, en désignant par ç, et 9!, ce que deviennent 9, et 9^ à l'extérieur, nous aurons
La densité à la surface sera
dn' et dn étant les éléments de normale intérieure et extérieure. Or
2o8 on a
donc, d'après ('J),
<:hapitre
dn
dn'
dr^\
dn
dn
d9t dn''
et, par suite, p devient
I fdo^ ^9x\ _ I dQ
Ainsi p peut être calculé par la valeur (2) de 9, sans qu'on soit obligé de calculer ç, à l'extérieur.
Connaissant D et p, on peut en déduire ç, à l'intérieur et à l'extérieur ; on aura ensuite 92 à l'intérieur par l'équation
<Pj-i (p — (pi,
Enfin, on aura 92 ^ Textérieur par l'équation
Si l'on met sur le conducteur une masse M d'électricité, elle s'ajoutera à l'électricité précédente en se plaçant à la surface suivant les lois de l'Électrostatique.
23. Appliquons ce problème au cas d'une sphère qui tourne autour d'un diamètre en même temps qu'elle est soumise à l'influence d'une force magnétique constante et parallèle à l'axe de rotation.
En désignant par H une quantité constante, nous aurons
d[] „ dU et, d'après l'équation (2),
9=-iwH/---t-C,
G étant une constante arbitraire. Désignons par R la distance d'un point
au centre de la sphère et par a l'angle que fait R avec l'axe de rotation ; nous aurons
De la formule (3) on tire
2 TTC*
et nous aurons ensuite pour la densité à la surface
I do ï o * t
Si nous désignons par X^ la fonction sphérique du second ordre
f (cos'a — i),
nous pouvons aussi écrire
p = — ^ — ; wHa(i — Xj).
Nous pouvons partager ç^ en deux parties : Tune relative à Télectri cité intérieure et l'autre relative à l'électricité superficielle, et poser
(pi rn c* / — duy -h c* / - da.
Désignons par J et J' la valeur de la seconde intégrale à l'intérieur et à l'extérieur; nous aurons, d'après la valeur de p,
J =— |wHa*h— ^,X,j, J'=:-|coHa3(i-^X.).
La première intégrale qui entre dans ç^ a pour valeur, à l'intérieur,
27rDa*— IttDR»;
à l'extérieur,
On a donc, à l'intérieur de la sphère,
et, à Textérieur,
On a ensuite
<p, r:: 9 — 9l = C — J wHa*-h j (oHR*X,.
La partie constante de cette expression correspond à une couche de puissance constante et dont le potentiel est nul à l'extérieur; on peut annuler cette partie constante en faisant
et nous aurons
9,= ia)HR*X„ 9',±=— î'^wH^X,.
Le problème est ainsi complètement résolu.
1. Toutes les quantités considérées en Mécanique et dans les sciences physiques ne dépendent que de trois sortes de quantités : espace, temps et masse. Par conséquent, on peut les évaluer au moyen des trois unités de longueur, de temps et de masse. Ces unités sont dites fondamentales.
Suivant une notation assez employée maintenant, nous désignerons respectivement par [L], [T], [M] les unités de longueur, de temps et de masse.
On appelle unités dérivées des unités qui s'expriment au moyen des unités fondamentales. Toute unité dérivée est par sa nature le produit de puissances déterminées des unités fondamentales, affecté d'un coefficient, et, pour simplifier son expression, on réduit ce coefficient à l'unité.
Si a est la valeur numérique d'une quantité, c'est que cette quantité est égale à a[A], en désignant par [A] l'unité choisie pour évaluer cette quantité. Si donc, en choisissant une autre unité [B], la valeur numérique de la même quantité est &, on aura
et, par conséquent, le rapport de deux valeurs numériques d'une quantité est l'inverse du rapport des unités auxquelles on la compare.
Unités dérivées en Mécanique,
2. La vitesse est le rapport d'un espace parcouru par un mobile au temps mis à le parcourir; nous prendrons donc pour unité de vitesse
[L]:[T] ou [LT"*], c'esl-à-dire le rapport de l'unité de longueur à l'unité de temps.
L'accélération est le rapport d'un accroissement de vitesse à l'accroissement correspondant du temps; c'est donc le rapport d'une vitesse à un temps. On prendra fLT"'] pour unité d'accélération.
La masse d'un corps est le rapport d'une force quelconque à l'accélération qu'elle imprimerait à ce corps, si elle lui était appliquée. La force est donc une masse multipliée par une accélération, et son unité sera prise égale à [MLT~^].
Pour la troisième unité fondamentale, on prend ordinairement, en Mécanique, l'unité de force au lieu de l'unité de masse. Cette unité de force est le plus souvent le poids du kilogramme ou une subdivision de ce poids. Mais ce poids éprouve de petites variations, selon le lieu de la Terre où l'on se trouve. La masse du kilogramme reste, au contraire, invariable, soit qu'on la regarde comme celle d'un litre d'eau à la température de 4**» soit qu'on la considère comme celle d'un étalon conservé aux Archives de Paris. C'est pour cette raison que, dans les calculs sur l'électricité, on préfère prendre pour la troisième unité fondamentale l'unité de masse, de laquelle on conclut l'unité de force.
Le travail d'une force sur un point matériel est le produit d'une force par une longueur, et l'on prend pour unité de travail [ML'T"^].
Unités de masse électrique.
3. En Électrostatique, on a défini l'unité de masse électrique une quantité d'électricité positive qui repousse une pareille masse avec l'unité de force, quand ces deux masses sont séparées par l'unité de distance. En partant de cette définition, on obtient un système d'unités électriques dérivées qui est appelé système électrostatique.
Mais l'unité de masse électrique a une autre valeur par suite d'une convention faite dans le Chapitre II (n*' 14) et de laquelle nous avons conclu, au n° 25 de ce Chapitre, l'unité d'intensité d'un courant linéaire permanent. Comme, en général, l'intensité d'un tel courant est la quantité d'électricité qui traverse une section du fil dans l'unité de temps, l'unité de masse électrique se trouve elle-même déterminée, dès qu'on se donne l'unité de temps, puisque c'est la quantité d'élec-
tricité qui traverse une section du fil dans un courant égal a l'unité pendant l'unité de temps.
Le système d'unités électriques, qui dérive de cette unité de masse électrique, s'appelle système électromagnétique , et c'est celui que nous avons adopté dans les Chapitres précédents.
Déterminons le rapport entre ces deux unités de masse électrique.
4. Laissons d'abord arbitraires ces deux unités pour exprimer les lois de Coulomb et d'Ampère; il faut alors multiplier par un coefficient chacune des formules qui expriment ces lois. Ainsi, d'après la loi de Coulomb, l'action entre les quantités q et q' d'électricité, séparées par la distance r, sera exprimée par la formule
(«) Ai-ï,
où h désigne un coefficient constant, et, si nous adoptons les notations du n^ 24 du Chapitre II, l'action entre deux éléments de courants sera
{b) klV — j^(2cos£ — 3cos0cos9'),
k étant un coefficient constant.
En faisant y'=y dans la formule (a), on voit que A^ est une force.
Dans la formule (6), AU' est multiplié par une quantité sans degré; donc ^ir et aussi k\^ est également une force. D'après cela, le rapport
est un nombre abstrait. Comme I désigne le rapport d'une quantité q' d'électricité à un temps ^ on aura
n^ est un nombre abstrait, et -> étant le rapport d'une longueur à un
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temps, exprime une vitesse; donc on peut poser
c étant une vitesse dont la grandeur est indépendante des unités fondamentales employées.
Si nous adoptons le système électrostatique» nous devrons faire h = i dans la formule (a), qui se réduira à
il en résultera k= -ji et nous aurons, pour la formule (A),
-r ir — r— (2cose — 3cos0cos6').
Si nous employons le système électromagnétique adopté dans le Chapitre II et les suivants, nous ferons ^ = i dans la formule (i), et, par suite, nous aurons k = c'. Désignons par Q etQ'ce que deviennent les quantités q et y' d'électricité, exprimées dans ce système d'unités; la formule (a) deviendra
Les expressions (c) et(d) étant celles d'une même force, nous en concluons
Désignons donc par [q] et [Q] les unités de masse électrique dans les systèmes électrostatique et électromagnétique; nous aurons
Ainsi la quantité c est le nombre de fois que l'unité électrostatique d'électricité est renfermée dans l'unité électromagnétique; ce nombre change évidemment avec les unités de longueur et de temps.
5. La quantité c a été définie pour la première fois par \V. Weber ; il en a déterminé aussi le premier la valeur avec Kohlrausch. Ces physiciens mesuraient la charge d'une bouteille de Leyde de deux manières. Ils l'obtenaient en mesure électrostatique par le produit de la capacité de la bouteille par la différence de potentiel des deux armatures. Ils l'évaluaient en mesure électromagnétique par les effets de la décharge de la bouteille dans le circuit d'un galvanomètre.
Weber et Kohlrausch ont trouvé, par ces expériences,
c z=z 810740000 mètres par seconde.
Cette recherche a été ensuite reprise par différents physiciens. Suivant les expériences les plus récentes, on a
c — 298 X 10* mètres par seconde,
vitesse qui peut être considérée comme égale à celle de la lumière (3oo,4 X lo* d'après M. Cornu).
6. Toute quantité employée dans les calculs sur l'électricité peut être regardée comme le produit d'un nombre abstrait par une expression [L^'T^M*']. La détermination des dimensions a, 6, c est très utile. En particulier, elle peut servir à constater immédiatement une faute de calcul ou même de raisonnement, si l'erreur entraîne dans les équations un manque d'homogénéité. Nous allons déterminer les dimensions des quantités électriques dans les deux systèmes électrostatique et électromagnétique.
MM. Mercadier et Vaschy ont cherché à démontrer que le système électromagnétique est seul rationnel. Ils se fondent d'abord sur ce que le coefficient h de la formule (a) de Coulomb, que l'on fait égal à l'unité dans l'air si l'on adopte le système électrostatique, varie dans les liquides transparents proportionnellement au carré de la vitesse de la lumière. Puis, ils prouvent, par des expériences, que le coefficient >fc de la formule (b) d'Ampère reste le même, quand on remplace l'air, dans lequel se trouvent ordinairement les circuits électriques, par différents liquides.
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Système électrostatique.
7. Représentons par de petites lettres, mises entre crochets, les unités dans le système électrostatique; nous adopterons les mêmes lettres, prises majuscules, pour le système électromagnétique.
Unité de quantité d* électricité [y]. — Dans ce système, la force F qui agit entre deux masses q d'électricité, séparées par la distance r, a pour expression
donc
et, en se reportant à l'expression de l'unité de force (n^ 2), on a
on aura ensuite, pour unité de densité cubique électrique,
[c/]z=[L"«M*T-»] et, pour unité de densité électrique superficielle,
[p]zz:[L"JM*T-t].
Unité de potentiel d'une masse électrique [9]. — Cette quantité sera le potentiel de l'unité de masse électrique, pris à l'unité de distance, et l'on a
[9] = [L'mH-«].
Si, dans un courant linéaire permanent, une quantité q d'électricité est transportée le long d'une courbe AB d'un point A, où le potentiel est (p<, à un point B où le potentiel est 92» 1^ travail qui en résultera sera (ç, — Çj)^ ou <p,y seulement si ç^ est nul. Réciproquement, le potentiel ou la force électromotrice le long du courant AB peut être
défini comme le travail effectué par la masse y, divisé par q. Nous pouvons donc poser
6 étant homogène avec le produit d'une force par une longueur, et nous retrouvons de cette manière l'expression de [ç].
Unité de capacité [a]. — La capacité d'un condensateur est le rapport de sa charge à la différence de potentiel des armatures; on a
donc
ainsi la capacité est une longueur; celle d'une sphère, par exemple, est représentée par son rayon.
Unité d'intensité de courant linéaire [i]. — L'intensité d'un courant linéaire est la quantité d'électricité qui traverse une section du fil dans l'unité de temps; on a donc
Dans un conducteur à trois dimensions, les composantes du courant^ désignées en général dans ce Livre par w, ç, Wy sont de l'homogénéité
deL"^M^T~^
Unité de résistance [r] d'un conducteur linéaire. — D'après la loi de Ohm, la résistance est le rapport de la force électromotrice entre deux points à l'intensité du courant; on a donc
ainsi cette résistance est l'inverse d'une vitesse.
La résistance spécifique du métal d'un conducteur est du degré de [r] [L] = [Tj (Chap. II, n^ 1), et sa conductibilité spécifique est du degré de [T-*].
Unité de magnétisme [[x]. — Nous'avons vu (Chap. II, n° 38) que la force F produite par le pôle [x d'un aimant sur un élément de courantydi est perpendiculaire au plan mené par (jl et par cet élément, et
qu'elle a pour expression
(/) F = /x/ — s\n{r,ds);
le second membre est égal à (xy multiplié par Tinverse d'une ligne /;
on a donc
Unité de potentiel d'une masse magnétique. — Elle sera égale à l'unité
de masse magnétique divisée par l'unité de distance ou à [L 'M^J.
Unité de coefficient d'induction d'un diélectrique. — Dans un diélectrique dont le coefficient d'induction est /?, on a {Théorie du potentiel^ II« Partie, Chap. III, n^ 11)
en désignant par d la densité de l'électricité dans le diélectrique; on en conclut que p est sans degré ou
Système électromagnétique,
8. Dans le système électromagnétique, l'action entre deux masses électriques égales à Q a pour grandeur (n^ 4)
F = c»^, d'où Q.Z.-Î./VF,
et, comme c est une vitesse, on a pour l'unité de masse électrique
[Q] = [lHp*],
et l'on en conclut, pour les densités électriques cubique et superficielle,
[D] = [L"*Mi"], [P]=:[L-*M*].
Intensité d'un courant linéaire. — Son unité sera
Dans un conducteur à trois dimensions, les composantes m, v^ w du
-- courant sont des dimensions de L ^ M^ T" * .
Potentiel d'une niasse électrique. — La formule (e) devient
et l'on en conclut, pour Tunité de ce potentiel,
Résistance d'un courant linéaire. — En divisant [$] par [I], on obtient
cette résistance est, par conséquent, une vitesse.
La résistance spécifique d'un conducteur est homogène avec L^T"' , et sa conductibilité spécifique avec L"^T.
Capacité d'un condensateur. — On a pour l'unité
Quantité de magnétisme . — Pourdéterminer son unité, nous emploierons encore la formule (/), et nous obtiendrons [L^M^T~*].
Potentiel d'une masse magnétique. — Il a pour unité [L^M^ T~* ].
Coefficient d'induction d'un diélectrique. — Son unité a pour expression [L-^T^].
Coefficient d'induction magnétique. — Le moment magnétique est homogène avec une masse magnétique divisée par le carré d'une ligne. Donc, d'après les équations de l'induction magnétique (Théorie du potentiel, IV^ Partie, Chap. IV, n®* 19 et 21), le coefficient d'induction magnétique y est sans degré.
Sur différentes expressions de la vitesse c.
9. Pour une portion de courant linéaire permanent, désignons dans le système électrostatique par i l'intensité du courant, par y la quantité d'électricité qui traverse une section dans le temps /, par r la résistance et par ç la force électromotrice. Puis, dans le système électromagnétique, désignons les mêmes quantités par les mêmes lettres, prises majuscules; nous aurons
7 = cQ, q =^ U, Q =1^,
<p — ir, ^ = IR, <^i = ^l.
On tire de ces équations les valeurs suivantes de c :
On a aussi, pour le rapport des valeurs de la capacité d'un condensa teur dans les deux systèmes,
On a donc, pour les rapports des unités correspondantes,
A chacun de ces rapports correspond une méthode d'expériences pour déterminer la quantités, et toutes les recherches qui ont été faites à ce sujet ont donné à très peu près pour c la même valeur.
Remarque. — Si nous désignons par ç le potentiel d'une masse électrique située à l'intérieur d'un corps où sa densité est () et à la surface de ce corps où sa densité est p, nous avons les formules de l'électrostatique
qui deviennent dans le système électromagnétique
^=zc* I — d^-hc* j — dm^
d^ d^ A^=::— ZiTrDcS -j — i- -7-7 = — 47rc*P.
an an
Système C.G.S. et système pratique.
10. On est convenu maintenant de prendre pour unités théoriques de longueur, de masse et de temps le centimètre, le gramme et la seconde; on désigne, pour abréger, le système électromagnétique correspondant par C.G.S. La valeur de c est alors
L'unité de force dans ce système est la force qui, agissant sur le '{gramme pendant une seconde, lui communique une vitesse d'un centimètre. Or le poids d'un gramme communique à ce gramme une vitesse
égale à 980*^", 88; donc l'unité de force est égale à -g — gg; on l'appelle une dyne.
H. Un Congrès international des électriciens, tenu à Paris en 1881, a choisi des unités plus commodes pour les applications de l'électricité. Il a adopté les unités fondamentales suivantes :
Unité de longueur [L] = 10' centim. ou le quart du méridien terrestre, Unité de masse [M] = — j^ masse du gramme, Unité de temps [T] = i seconde.
Adoptant de plus le système électromagnétique, le Congrès en a conclu les unités suivantes de résistance, de force électromotrice, d'intensité de courant, de quantité d'électricité et de capacité dont
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les valeurs sont données en unités du système C.G.S. :
[R] = [LT-'] =10» appelé ohm,
[*]-[L»M»T-»]-io»
voila,
[I] -[LnPT-']--io-'
ampère,
coulomb.
farad.
L'ampère est ainsi le courant produit par la force électromotrice d'un volta dans une longueur de fil qui a une résistance d'un ohm.
Le coulomb est la quantité d'électricité qui, dans une seconde, traverse la section d'un fil parcouru par un courant égal à un ampère.
Le farad est la capacité d'un condensateur dont la charge est un coulomb et dont la différence de potentiel des armatures est un volta.
Dans ce système, on a pour l'unité de force
[MLT-] -^ ^ dyne = ^^ gramme.
Les noms de volta et de ohm sont justement employés; car Volta a donné le premier la notion de la force éjectromotrice et Ohm celle de la résistance. Les découvertes d'Ampère sur les courants justifient le mot d'ampère attribué à l'unité de courant. Mais le nom de Coulomb, dont les découvertes se rapportent à l'Electrostatique et au Magnétisme, ne parait pas aussi bien appliqué à une unité d'électricité qui est définie par la considération d'un courant. Le nom de W. Weber, d'ïiprès ses recherches, semble, au contraire, indiqué pour cette unité.
SUR LE MOUVEMENT VARIABLE DE L ÉLECTRICITÉ DANS LES CONDUCTEURS DE FORME QUELCONQUE.
Nous avons étudié d'une manière générale le mouvement variable de l'électricité dans les conducteurs linéaires; nous avons aussi considéré pour des cas particuliers ce mouvement variable dans des plaques minces. Maintenant, dans ce Chapitre, nous allons nous occuper, dans toute leur généralité, des équations du mouvement variable de l'électricité dans des conducteurs à trois dimensions, supposés immobiles.
Force électromotrice d'induction sur un courant linéaire.
1. D'après ce que nous avons vu (Chap. III, n^ 14), la force électromotrice d'induction, produite par des courants sur un courant linéaire fermé immobile 5, est donnée par la formule
cin r/ dx dy dz\ ^
(^) -di =J V^^Ts ^^^yts-^^^'^dS) ^^'
, ' j • - » dF dG dll . 1, j ' •
OU y,r, y^, y 2 se réduisent ^ — tvT' -^ ^' ^ Tt^ ^' désigne par
F, G, H les fonctions suivantes
dans lesquelles i' est l'intensité d'un courant linéaire inducteur, ds' un élément linéaire de ce courant, rla distance du point (^', y\ z') de ds'
au point (a?, j, z) de ds et le signe de sommation V s'étendant à tous
les courants inducteurs. Si les courants inducteurs sont distribués
d'une manière continue dans des conducteurs à (rois dimensions, on remplacera, comme au Chapitre IV (n^'G), les dernières expressions par les suivantes
u\ v\ w' étant les composantes du courant au point {x'^y\ 5'), situé dans l'élément de volume dxs\
Il résulte de la formule (a) que la force électromotrice, produite sur l'élément ds d'un courant fermé, peut être représentée par l'expression
dx dv dz\ ,
OÙ y,c, y^, y^ ont les valeurs indiquées ci-dessus; mais, plus généralement, on peut prendre
_ _dF_ il*^ '^''~' dt dxdC
d^_ d}^ ^~ dt dydC
_^_ <^^ ^''~ dt dzdC
^ étant une fonction de x^y^ z tit\ car l'expression (a) conservera la même valeur, quelle que soit la fonction ^ ; mais, si le courant 5 n'était pas fermé, l'expression (a) changerait avec cette fonction.
Toutefois, d'après la signification physique de y^r, y^, y^,, la fonction \ doit satisfaire à certaines conditions; elle doit être une intégrale étendue aux corps inducteurs, dont chaque élément est proportionnel à l'intensité du courant inducteur. 11 est aussi naturel de supposer que les dérivées de ces éléments par rapport à a?, j^, z varient, de même que les éléments de F, G, H, avec la distance r et proportionnellement
Pour nous conformer aux notations de M. Helmholtz, posons
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k étant une constante; M. Helmhoitz est ainsi conduit à prendre
r étant l'intensité du courant au point {x\ y, z') et ds' étant Tare infiniment petit, suivant lequel se meut le courant. Nous aurons donc
. J \ajc' as' dy as dz' ds' )
et il en résulte
dx
ou
dW dx
— f(u' ^^ v' ^^ w' ^^ \ dm'
j \ dx dx' dx dy* dx dz' )
J L /• \ /• r r yj /•
Posons
^ ' 2 dx *^ 2 dy "^ 2 dz
et nous aurons, pour les composantes de la force électromotrice d'induction au point (x, j, z),
_ d^ _ dq _ d^
Équations du mouvement variable de Vélectricité.
2. Supposons maintenant des courants distribués d'une manière continue à l'intérieur de corps conducteurs homogènes, et conservons les notations du numéro précédent. Les expressions de F, G, H et ^ seront ainsi des intégrales étendues k tous les volumes des conducteurs traversés par les courants.
Ces conducteurs possèdent, en général, de l'électricité libre à leur intérieur et à leur surface : désignons par ç le potentiel de cette élec-
tricilé. Les surfaces do ces conducteurs seront, en outre, recouvertes de doubles couches, dont nous désignerons le potentiel par 0.
Si Ton appelle D la densité de Télectricité à l'intérieur d'un des conducteurs, on aura l'équation
(Ghap. VII, n"^ 9), et, d'après une formule démontrée (Chap. I, n"* 5), si Ton désigne par 7/, r, i^ les composantes du courant au point (x, y, s), on obtient
^D du dv div
dt dx dy dz
Désignons par a la surface d'un des conducteurs, par dn et dn! les éléments de normale à cette surface menés extérieurement et intérieurement, enfin par p la densité de l'électricité sur la surface a; nous aurons
, , do do
Ensuite, si X, [x, v sont les angles de la normale intérieure à la surface 0" avec les axes de coordonnées, nous obtiendrons (Chap. I, n-8),
-f = — Il cos \ — V cos a — W COS V.
dt '
3. Intégrons l'expression (i) de W par parties, et nous aurons
A / ^ / I ^ j r (du' dv' div'X , ,
^ = —1 (a' cos A -h rcosfjL-h w'co^v)rdij — j ri -j—, •+- -7—, -h -^ jdtss'
OU
ainsi W représente le second potentiel d'une masse superficielle et d'une masse distribuée dans les conducteurs (Théorie du potentiel^ Chap. III, n^ 18). On en déduit
rdp dr _, rdl) dr , , : / -r -r- d<7 -{- I -7- -7- dïs, J dt dx J dt dx '
d^r rdp dr . rdl) dr
dx
et -r- est égal à cosa, a étant Tangle de r avec Taxe des x. Si le point
{pCyy, z) est à une distance très grande, cosa sera à très peu près constant, et, par suite, cette dérivée de W sera nulle à l'infini, si la masse totale de l'électricité est nulle, quel que soit t. La formule précédente peut s'écrire ainsi
et la dernière intégrale peut être étendue en dehors des volumes renfermés dans les surfaces a, puisqu'on ne lui ajoutera de cette façon que des éléments nuls. Or soient, en général, A et B deux fonctions finies et continues des coordonnées x\y\ z' d'un point de l'espace, et dont les dérivées peuvent être discontinues à travers les surfaces fermées œ. De l'origine des coordonnées comme centre, décrivons une sphère S d'un rayon très grand R, qui renferme toutes ces surfaces; nous aurons l'équation
OÙ les secondes intégrales des deux membres s'étendent à tout le volume renfermé dans la sphère. On obtiendra cette équation en appliquant une formule bien connue à chaque espace renfermé dans une surface a et aussi à l'espace renfermé entre les surfaces a et la surface S, puis ajoutant toutes ces équations. On pourra supposer que le rayon R de la sphère devient infini, et négliger les troisièmes intégrales si le facteur, qui multiplie l'élément rfS dans les troisièmes in-
tégrales, est de l'ordre de 1^3- D'après cela, ç étant de l'ordre de ^^
sur S, on obtient
da: ~ ^nc^ J dt dx' '
l'intégrale étant étendue à tout l'espace. Or on a Ar= -, et il en
résulte
on a de même les dérivées de W par rapport à y et z. Il semble résulter de là qu'on ait
^ = 5 / - -^ dm' -h const.;
2'i:c^ J r ai
mais cette intégrale étendue à tout l'espace serait infinie ou indéterminée. Néanmoins, l'équation (3) étant exacte, ainsi que les deux équations semblables, on en conclut
(4) AW^^$.
^^' c* dt
L'intégrale (3) étant étendue à tout l'espace, on peut la transformer en la suivante :
dx
2'i:c*j aida:' r
Ainsi cette dérivée de "^peut être considérée comme le potentiel d'une masse dont la densité est ^ dfd^' ^" ^^^*' point (a?',y, 5') de l'espace. Cette densité sera, en général, partout finie; on en conclut que les dérivées secondes de W sont partout continues.
En se servant des expressions (2) de ^, g, fi et en ayant égard à l'équation (4), on obtient
Des mêmes expressions (2), il résulte
dx dy dz 2
la dernière intégrale, précédée de son signe, peut se transformer de la manière suivante
J(^'cosX+.'cos^ + «^'cosv)-+j(^^ + ^-f-^j —
/dp d(T _^ rdD dm ___ i_^d(^ dt 7 J "dï ~7 ~~~ c^ 'di^
s'il n'entre aucun courant par les surfaces du conducteur. En se servant de l'équation (4), on obtient donc
d^ d^ d^ __ k_ d^ dx dv dz c* dt
4. Désignons par R la résistance spécifique dans chaque conducteur; la force électromotrice en un point de ce conducteur a pour composantes Rm, Rç^, Rmp^, et elle se compose de la force qui provient de l'électricité libre, de la force qui provient des doubles couches dont le potentiel est 0, et enfin de la force électromotrice d'induction dont les composantes sont
_d^ _d^ __df2 dt' dt' ~di''
nous avons ainsi les trois équations suivantes :
_ ^<p dh d$
d'x dx dt dz dz dt
En portant ces valeurs de i/, t^, w dans les équations (5) et posant
I — k :^ h, nous aurons les équations suivantes à l'intérieur des conducteurs que
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nous appellerons A :
•^ c* dzdt ~ H V^- ^;; dt )'
Dans certains conducteurs B, les courants peuvent être regardés comme donnés s'ils sont produits par des piles hydro-électriques de très grande intensité et si la résistance des conducteurs B est très grande par rapport k celle des conducteurs A, en sorte que l'induction des conducteurs A sur les conducteurs B soit négligeable. Supposons, par exemple, que les conducteurs B se réduisent à des fils excités par des piles hydro-électriques; on pourra commencer par étudier le mouvement de l'électricité dans ces fils, d'après ce qu'on a vu au Chapitre III. Désignons par 1/4, ^i, fv, les composantes du courant dans les conducteurs B, puis représentons par rfa, (j'2» ^2 l^s parties de ^, ç, 5 relatives aux courants des conducteurs B, et par ^^, ç,, 5, les parties correspondantes dans les conducteurs A. On calculera ^2, Ç2»c5îi d'après les valeurs de m,, ^4, m^i, et il restera à déterminer les parties restantes
Si l'on fait mouvoir des aimants aux environs des conducteurs A, les fonctions ^, ç, 5 prendront des parties correspondant à ce mouvement (Chap. III, n** 1), parties qui pourront aussi être considérées comme données.
Désignons par §\ ç', 5', ç', 0' ce que deviennent ^, ç, S> ?> ^ en dehors des conducteurs. Nous aurons, d'après le calcul qui a conduit aux équations (6),
c' dxdt ■^ c« dz dt
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Puis, d'après la dernière équation du n° 3, nous obtenons
dx dy dz
k <f 9 c« dt'
dS' ^ dÇ' ^ <♦}' dx dv dz
k d(p' c« dt
En outre, sur les surfaces des conducteurs, nous aurons
dl_dj^ dÇ_dÇ^ dji^dj^
dn dn dn dn dn dn
et ff G', 5', à une distance infiniment grande r, sont de Tordre de -j
r étant pris à partir d'un point quelconque des conducteurs.
Toutes ces équations ont été données par M. Helmholtz (*), sauf l'introduction que j'ai faite du potentiel des doubles couches, qui satisfait, dans les conducteurs, à l'équation
Les fonctions ç et 6 satisfont sur les surfaces œ des conducteurs aux
conditions
, dB^_dQ[
^ ^ ' dn~ dn'
Enfin, en dehors des conducteurs, nous admettons que le potentiel de toute l'électricité est nul ou qu'on a
9' -f- 9' = o, et <p' et 0' satisfont séparément aux équations
ç' et 0' sont d'ailleurs de Tordre de -^^ à l'infini.
(*) fVusenschafdiche Abhandlungen von Helmholtz, t. I, p. 545.
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Énergie de toutes les actions électriques.
5. D'après le raisonnement qui a été fait (Chap. I, n** il), on reconnaît que le travail élémentaire produit pendant Tinstant dt, dans l'élément de volume dts d'un conducteur, est égal à
(^xU -h ^yV -^^z*^)dfsdt^
en désignant par 4'*. ^yf ^t les composantes de la force électromotrice dans cet élément. Si l'on remplace ^j^, ^y, ^g par leurs valeurs Rw, Rt', Rmp', cette expression peut aussi s'écrire
R(//'-4- v^-h w^)dTsdt,
Substituons à ^^^ ^r* ^« ^^^ valeurs (a) du n^ 4 et intégrons dans toute l'étendue des conducteurs; nous aurons, pour le travail élémentaire effectué dans tous les conducteurs,
dt f ^{u} -\- i'^ ^ w^) dw
Cette quantité, prise avec un signe contraire, représente la variation élémentaire de l'énergie.
Posons
l'intégrale étant étendue à tous les conducteurs. D'après les expressions de ^, g, 5 (n** 1), celle de O reste invariable quand on permute m, v, w, X, y, z respectivement avec u\ {^\ ti/, cc\ y\ z' . Il en résulte qu'on obtient le même résultat en différentiant $ par rapport à /, soit qu'on regarde w, (^, w comme seuls variables, soit qu'on regarde comme tels seulement m', ^', w>' . Ces six quantités varient toutes en même temps ;
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on a donc
r( de dG d^\, rf^du ^dv ^dw\, d^
ce qui donne la première intégrale du second membre de {e)\ ainsi $ représente l'énergie des courants.
6. Transformons l'expression (/) de ^. Pour cela, remplaçons les quantités u, v^ w par leurs valeurs tirées des équations (5) [n'^S]; nous aurons
cette intégrale étant étendue aux volumes de tous les conducteurs; mais» d'après les équations (c), nous pouvons l'étendre à tout l'espace. Intégrons par parties et appuyons-nous sur les conditions aux limites auxquelles satisfont §^ ç, S» 9 et sur l'équation
c* dt dx dy dz '
nous obtiendrons
La quantité entre crochets dans cette expression peut se mettre sous la forme
(ë _ d^Y^ (dq _ rfsy^ (^ - ^V
\dy dx) \dz dy) \dx dz )
\dxj \dy J \dz J dz dy dx dz dy dx
En remplaçant dans $, on a
-fj[(0-(iy-(S)"-fl
dK dri d.i du \^k [dS
dx dz dy dx k
Or on a
\dx dy dz ) \
di
J dy dx J dx dy '
comme on le voit en intégrant par parties et en se servant des conditions aux limites. Il en résulte qu*on peut remplacer la seconde intégrale renfermée dans $ par la suivante :
I çfdi dcj <5y On a donc enfin
* = ùM - W* (S - 1)'- (i - S)"- m\ -
pour Texpression de l'énergie des courants; cette formule a été donnée par M. Helmboltz.
7. Examinons ensuite la seconde partie de la formule (e), où l'intégrale
dt~Jl dx ^ dy ^ dz J '
en ajoutant P à $, on aura l'énergie totale des actions électriques. Cette formule peut se transformer de la manière suivante :
^ =— / (9+ 5)(MC0SX + f COSfX + M'COSv)rfff— /("P + ^)(j ^ d~ "^ 'd~l^^
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Ensuite, Télectricité dont le potentiel est 9 -h n'ayant pas d'action extérieure, on a sur la surface a
— i- -\- — — 0* dn dn
on a aussi sur cette surface
dQ' dB_ __ dn^ dn!-""'
il en résulte
dn ~^ dn'
et la formule précédente devient
4îrj |_ <ij7 dxdt dy dydt dz dzdt \
On en conclut enfin
cette intégrale est étendue à tous les volumes des conducteurs, mais on peut aussi la supposer étendue à tout l'espace, puisque ç + est nul en dehors des conducteurs.
Système unique de solutions des équations du mouvement
de r électricité.
8. On peut démontrer que les équations précédentes n'admettent qu'un système de solutions, lorsque la quantité k est positive.
Supposons l'état initial donné; ainsi .f, Q^ ^, tp, 6 sont donnés pour / = o.
S'il existe deux systèmes différents de solutions, désignons par §^, Cm 5n ?<» ^1 l^s valeurs des fonctions ^, ç, 5, ç, 6 pour un système et par ^2, Ça, ^2, ^2, 6a les valeurs des mêmes fonctions pour l'autre sys-
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tème. Alors, si nous posons
ces diflerences satisferont aux mêmes équations» et» d'après Thypothëse, elles sont nulles pour / = o. Donc les fonctions <P et V des numéros précédents seront aussi nulles à cet instant. Nous avons d*ailleurs
<[> H- P est nul pour ^ =^ o, et, comme l'énergie * -h P est toujours positive, J' — 'dt, valeur de $ 4- P après le premier instant, est positif, à moins qu'il ne soit nul; or il ne peut être positif d'après l'équation précédente; donc , — ^est nul; ainsi <^-hP reste niil
après l'instant dt^ et l'on voit, de même, qu'il sera nul dans tous les instants suivants. Gomme, de plus, O et P ne peuvent être négatifs, on a séparément
De l'expression obtenue pour^(n® 6), on conclut
d^_dq dg_d^ ^ — ^ ^ —
dy dx dz dy dx dz dt '
et des équations {d) du n^ 4 on déduit
di dq d}y
dx dy dz
On a donc
* dz^ . dx \dx dy dz)
dx^ dy
et, par suite,
A^=:o, Ag=zo, A5 = o.
Or ^, ç, 5 et leurs dérivées premières sont partout continus; ils sont infiniment petits de l'ordre ^ à une distance R infiniment grande ;
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par suite, on a, dans tout l'espace,
#r=zo, gz=o, 5:rzO
{Théorie du potentiel, Chap. I, n*' 15). La fonction P étant nulle, on a aussi
cf(9 -h g) __ c?(9-i-Q) _ c/(9-4-0) _
dx ' dy "^ ^ dz
ç est nul pour / = o et, d'après Téquation ^ = o> ? ^st constamment
nul. Par suite aussi est nul, d'après les équations précédentes. Ainsi les deux systèmes de solutions des équations du mouvement de l'électricité ne peuvent différer l'un de l'autre.
La quantité k est nécessairement positive, comme on vient de le supposer; car l'énergie totale $ -t- P des actions électriques doit être positive, et, si k était négatif, on pourrait disposer de la fonction ç, de manière que <& -h P fût négatif.
Force magnétique des courants.
9. Les composantes de la force magnétique seront données, comme dans le cas d'un mouvement permanent, par les formules
dy dz dz dx dx dy
en posant
(Chap. IV, n** 7). Or on a, d'après les notations du Chapitre actuel (nM),
2 dx ^ 2 dy ^ 2 dz '
par conséquent les expressions de X, Y, Z peuvent aussi s'écrire
dy dz dz dx dx dy
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Sur l'intégration des équations du mouvement de l^ électricité.
10. Si nous désignons par x la conductibilité spécifique du conducteur, les équations (h) du n*^ 4 deviennent
c' dxdt \dx dx dt )
J .^ A éf«9 , (d^ dQ
h d^o , (d^ dB d^\
et nous avons, en outre,
^ ' dx dy dz c* dt
s'il n'entre pas d'électricité par la surface du conducteur.
Différentions les équations (i) respectivement par rapport à a?, j, z et ajoutons; nous aurons l'équation
(3) A^-h4irxc»A9 — 47rxA:-^^o,
qui ne contient que 9, et la fonction satisfait à l'équation
H. Pour déterminer la forme des fonctions ^, ç, 5, posons d'abord
dx
et la première équation (î) deviendra
dx dxdt c* dxdt dx *
on satisfera d'ailleurs à cette équation si l'on prend pour f^ une solu-
tion de la suivante :
(4) Ax - 47rx^ =: ^, J 4- 4Trx(9 + 9).
Si nous faisons nous aurons, au lieu de l'équation (3),
en posant
Açr
— /n<pj — 0,
47rA:xa*
a -h 47rxc*
Si nous posons de plus
47rxa=:5, — 5- -H 47rx = o,
l'équation (4) deviendra
(5) At — 5T== 69i4-47rx0,.
Posons
IN =: r ■= 5 9
et nous aurons une solution particulière de l'équation (5), en prenant
(6) Ti = -N9i-iôt,
comme on le vérifie en substituant cette expression dans (5) et en se servant des équations auxquelles (f^ et 0| satisfont.
Pour avoir la solution la plus générale de (5), il faudra ajouter à l'expression (6) la solution la plus générale de l'équation
AX — 5X
et l'on voit aussi que, si T| a la valeur (6) et que X, X,, X^ soient des solutions de l'équation (7), on aura
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En substituant ces fonctions dans l'équation (2), nous obtenons
ou
dx dy dz
Si ^, ç, 5 se composent, comme nous avons dit au n® 4, de parties connues #2» (?2» ^2 et de parties inconnues ^,, d*,, 5m représentons par
^x^e'^'U Si-=^*'^n 5i--^"'^»
les parties de .f^ ç^, 5, et de .f^, Ça, 5^ qui renferment e*' en facteur, et nous aurons
Si a est imaginaire et égal à/> -{-qyj— i, il existera une autre valeur
de a égale ^^p — q \J— i et, en additionnant les deux systèmes de solutions correspondant à ces deux valeurs de a, on obtiendra un système de solutions réelles pour les quantités ç, ^, ff, §.
Considérons ensuite les autres équations du n
AJ' — ~
c* da; dt
^ c^dzdt~ '
6^07 ^J^ c/z C* ûf^
Si nous différentions les équations (9) respectivement par rapport à X, y, Zy et si nous ajoutons, en nous servant de (10), nous aurons
d^o' dt '
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mais, comme le potentiel ç' satisfait à l'équation
Téquation précédente doit être supprimée.
Posons
la première équation (9) deviendra
Av' ''^'î'' 0-
puis faisons
et nous aurons
II
A ' hOL ,
Désignons par t', une solution particulière de cette équation et par X', X'^, X!, des solutions de l'équation AX'= o; nous pourrons poser
Ensuite, de l'équation (10), nous concluons
, . dh! tA', ûfX' OL ,
Dans le cas où h sera nul ou k égal à i, on fera V, = o. Dans le cas général, on déduit de (i i)
A At' =: O ;
donc t' est la somme du premier potentiel de couches distribuées sur les surfaces œ des conducteurs et du second potentiel d'autres couches situées sur les mêmes surfaces; ainsi l'on peut poser
7\-=: I l~^d(J -h j IJ-lT d(j.
La fonction t'^ peut être réduite à la seconde intégrale; elle n'entre
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que par sos dérivées par rapport à x, y, z, qui doivent s'annuler,
quand le point (x, y, z) va à Tinfini ; ce qui exige que la masse / (X| da
relative au second potentiel soit nulle.
Si Ton admet que le potentiel total extérieur ç'-+- 6' est nul, on aura
On aura ensuite a appliquer les conditions aux limites. De ces conditions, on déduira une équation qui donnera pour la constante a une infinité de valeurs, et la solution générale du problème sera la somme des solutions particulières en nombre infini qui correspondent à ces valeurs de «. Si Tétat électrique tend vers un état permanent, il faudra ajouter à la solution ainsi obtenue la solution relative à cet état permanent et qui sera indépendante de /.
13. Remarquons que la densité p de la simple couche située sur la surface a est exprimée par deux formules. On a d'abord
- 47rp - -i y-^, -\- y/-J - -, ^^^, (n** 7); p est ensuite donné par la formule
do , ^
-J- _--— (mcosA -h i^cosa-h tvcosv),
fil '
et, en remplaçant //, r, u^ par leurs valeurs (n° 4),
dp d{o-\-e) fd.i . dcj d}) \
En égalant les deux valeurs de p, on obtient cette équation à la surface
1 d^(o-hO) d(o-^B) (d^ . dq di\ \
- ÎtTc» -d^ = ^ "W-^ -'- \dt ^^^^ -"- dï ^^^^ -^- 1 ^^^ V'
qu'il pourra être utile de considérer.
FILS TELEGRAPHIQUES.
Pour l'envoi d'une dépêche, l'extrémité du fil télégraphique, à la station de départ, est mise en communication alternativement avec le pôle positif d'une pile ou avec la Terre, tandis que le pôle négatif de cette pile est toujours lié avec le sol. D'autre part, la seconde extrémité du fil télégraphique est en communication avec la Terre, et elle fait mouvoir à la station d'arrivée un fer doux par l'intermédiaire d'un électro-aimant; elle produit ainsi des indications correspondant aux signaux de la station de départ.
Du mouvement variable de V électricité dans un fil extrêmement long.
1. Nous allons nous occuper des équations du mouvement de l'électricité dans un fil conducteur homogène extrêmement long, comme le sont les fils télégraphiques. Nous prenons le fil rectiligne et d'une section circulaire constante, dont nous désignerons le rayon para, et nous placerons l'axe des z des coordonnées rectangulaires suivant l'axe du fil. Toutefois, les calculs que nous allons faire sont également applicables à un fil courbe, pourvu que la courbure de son axe soit partout
très petite par rapport a - et que le fil ne soit pas replié, de manière
que des parties éloignées dans l'état rectiligne du fil puissent s'influencer mutuellement. Alors la coordonnée z désignera la longueur de l'axe du fil, comptée à partir de l'extrémité par laquelle entre le courant.
Nous avons obtenu dans le Chapitre précédent les équations sui*
vantes, pour le mouvement de réiectricité dans un conducteur,
c* dx dt \dx dx dt )
auxquelles il faut ajouter une quatrième équation que nous avons obtenue (n** 3), en supposant qu'il n'entre pas d'électricité par la surface du conducteur. Mais, si /est la longueur du fil, il entre un courant par l'extrémité 5 =: o, et il en sort un autre par l'extrémité z = l; puis il résulte du raisonnement même qui a été fait en cet endroit qu'il faut ajouter deux termes au second membre de cette équation, qui devient
dx dy dz c* dt J r J r
si l'on désigne par w^^ et w^ les valeurs de la composante w du courant aux deux extrémités du fil, et par rfcoo et rfw^ l'élément des deux surfaces des sections qui terminent le fil.
2. Nous allons montrer comment on peut remplacer le système des équations (i) et (2) par un autre qui n'en différera que par la suppression des deux derniers termes de l'équation (2). Pour cela, posons
(3) 9 =(cp,-4-90^«', ^ =(^i + 0.)e«S
puis faisons
Comme nous serons conduits plus loin à faire h = o ou ^ = i, faisons cette supposition qui simplifie le calcul actuel. Alors nous pourrons partager le système des équations (i) et (2) en deux autres. Le
premier sera
c'est-à-dire les équations (i) et (2) dans lesquelles on a supprimé les deux derniers termes. Le second système se composera des équations
dans lesquelles cp^ est une fonction connue. Il s'agit de trouver un système de solutions particulières des équations (4) et (5). Gomme les fonctions 92 et 0^ satisfont aux équations
on obtiendra pour solutions des équations précédentes
' * a \djc dx )
Les fonctions ^3* ç,» Sa satisfont ainsi elles-mêmes aux équations
A.f,=:o, AÇ,= o, A5,=:o;
il n'y a donc pas de courants intérieurs au fil, qui correspondent à ces valeurs de ^2» Ça» Sa» qui ne peuvent donc se rapporter qu'à des courants superficiels. D'ailleurs, les formules (6) expriment que la force électromotrice d'induction produite par le courant superficiel fait équilibre à la force électromotrice produite par le potentiel Çj^- ^a-
En dehors du fil, les équations (i) et (2) sont remplacées par les suivantes, si Ton suppose A = o,
/ Ar.^0, Af/'^o, Aij'=o,
Posons encore les formules (3), en accentuant les lettres #, ç, St ?» 0; puis, faisons
Alors le système des équations (7) pourra se partager en deux autres. Le premier système sera
àf,=o, A(?; = o, As; = o,
lYl»
dx dy dz c
et donne les équations (7), dont on a supprimé les deux derniers termes. Le second système sera
A#;=o, Ag;=o, as'.=o,
dx dy dz
Nous satisferons à ce dernier système en posant
^^-Tx' ^'-Ty' ^^-Tz' p étant une fonction qui satisfait à A/> == o. Posons ensuite l'équation
et 63 sera une fonction connue.
La fonction O^ sera donc une fonction déterminée à une constante
près par Téquation
et par la condition à la surface
d9^ dh\
pour R == fl',
Si l'on calcule O2, on aura ensuite ^2» Ça» Sa d'après les équations (6).
La fonction p n'est pas déterminée par ce calcul; de sa valeur on conclurait la nature de la couche de courant.
Pour R = a, on a
d^^ d9\ dc^i df^\ ^
donc
dK
=zO
il en résulte que cfa et (/a sont nuls pour R = a. On voit de même qu'on a
-^ =1 o pour R — a,
an
3. Maintenant que nous avons remplacé les systèmes d'équations (i), (2) et (7) par d'autres semblables, dans lesquelles* les termes relatifs à l'entrée et à la sortie des courants ont disparu, nous pouvons appliquer la méthode d'intégration donnée aux n^* 10, 11 et 12 du Chapitre précédent.
Expression du potentiel ç. — La fonction ç est donnée par l'équation (3) (Chap. VIII, n« 10).
Pour avoir une solution particulière de cette équation, nous posons, comme en cet endroit,
et nous avons
Désignons par R la distance à l'axe des s, et regardons ç, comme ne dépendant que de R et z; alors, en posant
9i— (Hsin/>:; -h H'cos/?^)^,
nous aurons l'équation
La fonction qui satisfait à cette équation, sans être infinie pour R = o, est une fonction de Bessel, et, en posant
on a
ou
En dehors du fil, on a et la solution qui correspond à Texpression précédente de ^ est
9'= (p',e<*'== vj^'e«'(Hsin^-s -+- H'cos/?-z\
^' étant une solution de l'équation
La fonction ^' ne se rapporte qu'à des valeurs de R plus grandes que le rayon a du fil; elle n'est donc pas assujettie à être finie pour R = o; mais nous la choisirons de manière qu'elle s'annule pour R = qo. Désignons par GQ(/?R) cette fonction, et nous aurons
9'= G Q(/?R)e«'(H sinpz -h H'cosj»^). Nous déterminerons la constante G d'après la condition
9' = 9 pour R = a,
et nous aurons ainsi
Qipa)
4. Expression de Q(R). — La fonction Q(R) satisfait à l'équation
qui a pour solution particulière J(R) et dont la solution la plus générale est, par suite,
en désignant par C et C deux constantes arbitraires. Pour que cette fonction ne soit pas infinie pour R = 00, il faut faire C' = o. Faisons donc
'^^^^='rm^''^
et, en remplaçant la fonction J par sa valeur,
on en conclura
On ne doit pas ajouter une constante au second membre, car la fonction J peut aussi se mettre sous la forme
J =z - I cosh(Rcos&))flfo.);
donc, quand R est très grand, J est de Tordre de e^^, en désignant par /
une constante positive; par suite, ^j^ est de Tordre de — jt-- Il n'y a
donc pas lieu d'ajouter au second membre de (a^) une constante correspondant à la limite supérieure de l'intégrale.
En multipliant l'intégrale (d) par J, nous obtenons
0(R) = -J(R)logR+?--t-^| + ^|V....
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On ne reconnaît pas ainsi facilement la loi des coefficients de cette série; mais on pourra l'obtenir de la manière suivante. L'expression
it
(e) / cosh{Rcosa))log(Rsin'w)c^(i>
est solution de l'équation (tr), et l'on peut la transformer dans une série de même forme que la précédente et dont on déterminera les coefficients en s'appuyant sur les formules
tz
I logsina)e/w= - loga, / cosa/iw logsinûx/w =— ^>
oii/i est un nombre entier. Or l'intégrale (e) ne peut différer de Q(R) que par J(R) multiplié par une constante, et l'on déduit de cette comparaison
Q(R):r.-J(R)IogR+-^- + -^^4- (,;3),^ 4F+-- 5. Détermination du potentiel 6. -- On a l'équation
M^o ou —^^-^—=0.
Posons, pour abréger,
et faisons
0| satisfera à l'équation (6); nous aurons donc
0, — CJ(//R).
La fonction prise à l'extérieur, ou 0\ satisfait à la même équation qu'à l'intérieur, et l'on a
Enfin, on obtient une relation entre les deux constantes C et K, d'après
la condition
dQ dO'
dR = dR l^oavR^a;
ce qui donne
y _ y(pa) ^
les accents des lettres J et Q indiquant des dérivées,
6. Détermination de g. — Après avoir posé (Chap. VIII, n** H)
nous avons considéré la fonction
oc
et nous avons obtenu pour ^, ç, S le système de valeurs
X, X,, Xa étant des solutions de l'équation
AX — ^X = o.
Occupons-nous d'abord de S. Posons
Xj = »/?(H cos/?5 — H'sin/75), et nous aurons
donc, en désignant par L^ une constante et posant
nous aurons et
X, = Lj J(^R)/?(Hcos/75 — H'sin/>5).
D'autre part, nous avons
dz
[N.UR)^;cj(,R)],(Hcos;,._H'si„,.),
et nous obtenons enfin
5=[-NJ(^R) -icj(/>R)4-L.J(çR)]g.
Occupons-nous ensuite de 5'. Désignons, comme en Tendroit cité, par V une solution particulière de Téquation
At o . — o
et par X', X',, X'^ trois solutions de AX'= o; nous aurons Posons
T'=:0'(Hsin/><3 -H H'C0S/?5),
et nous aurons
Pour intégrer cette équation, considérons d'abord celle-ci
qui diffère de la précédente en ce que Q(/?R) est remplacé par Q(/?'R);
posons
(7 = DQ(/9'R)
et substituons dans l'équation précédente, nous obtiendrons cette solution particulière
de laquelle nous déduisons cette autre
„ ^ Q(/>^R)-Q(pR)
Alors, pour avoir une solution de l'équation (/), faisons tendre p vers p et remplaçons B par sa valeur; nous aurons
^^Aa J(^a ) RQ^(A>R)
Prenons ensuite
X; = C'Q(/?R)/J (U cos/>5 - H'sin/?s).
et nous aurons en définitive
Il nous reste à exprimer les deux conditions
ce qui nous donne ces deux relations entre les coeflicients
- N J ((g-o) - - C J (joa) + L, J (^a)
( -N5'J'(^a)-iC/>J'(pa) + L,5rJ'(^a) (B) / 1/ N
Calcul de ^ et Q. — Posons
et, au lieu de ^ et Q, considérons les deux quantités P et P, dont la dernière sera trouvée nulle.
D'après les expressions de ^ et ^ données ci-dessus^ on a
et cette expression ne doit dépendre de a? et j^ que par R, Ensuite X et X4 satisfont à l'équation
AX — *X = o,
dont on obtient une solution en prenant l'expression
LJ(çrR)(H sïnpz -h H' cospz)^
où L est constant. Les dérivées de cette expression par rapport k x eiy satisfont à la même équation, et nous prendrons
X ~ LçrJ'(çrR) — (H8in/?-5H-H'C0S/?5),
Xj =: Lçr J'(^R) ^ (H s\npz -f- H'cos/?5);
nous obtenons ainsi» pour P, On a, de plus,
Pour les points extérieurs au fil, posons de même
D'après les expressions de §' et ç' (n** 6), si nous posons
OU
nous aurons
\dR ^ d]\)
La fonction [x satisfait à l'équation A[x = o, et, en désignant par M une constante, on a
^ = MQ(/>R)(Hsin/?j5 -f- H'cos^s);
la fonction t' a été déterminée ci-dessus, et Ton en conclut
ÇA
8. Équation entre X, X,, Xj. — Nous avons à l'intérieur du fil l'équation
Or, d'après les valeurs trouvées pour X et X,, on a
et, la fonction J(qB.) satisfaisant à Téquation
il en résulte
On a ensuite
^'J'(îR) ^- 1 J'(9R) - q'Hçti) = o,
^-^^^ = L,«J(,R)Te-
X, --L,J(^R)/?(Hcos/?5 — Wsinpz), donc l'équation (g) devient
D'autre part, nous avons à l'extérieur du fil l'équation
, , , dX' dk\ dk\ OL ,
Or on a
dx '^ 'd^ ~ dJc^ '^ dy ~" 5îr* "^ R rfR
= M[/>«Q''(pR)4--^Q'(/>R)]Te-«' = M/>'Q(/^R)Te-«',
puiscfue Q(/>R) satisfait à l'équation
On a aussi
L'équation (A) devient donc
(F) M-C'=--mi^^.
9. FoTve magnétique. — Les composantes de lâ force magnétique sont données par les formules
~~ dy dz ~~ dz dx dx dy
Comme nous avons
il en résulte Z = o.
On trouve ensuite
et, d'après la valeur de La, on a, à l'intérieur du fil, puis
' p^ ^' ^ ^ dz
De même, à l'extérieur du fil, Z est nul et l'on trouve
pc^ Q(pa) ^ R dz
Ainsi, la force magnétique est perpendiculaire à l'axe du fil et à son rayon.
10. Calcul des coefficients. — Les quatre premières des équations
(A), (B), (C), (D), (E), (F), qui ont lieu entre les coefficients C, C,
L, La, M, sont assez compliquées. Essayons maintenant de supposer
que les quantités /?a, ga, qa soient très petites, ce qui simplifiera
beaucoup ces équations. En effet, en général, si b est très petit, on
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peut faire
D'après cela, les deux équations (C), (D) donnent les deux suivantes :
Les deux équations (A) et (B) deviennent
Dans l'équation (k) remplaçons C par sa valeur (t), et La par sa valeur (E), nous obtiendrons
^"^ p^ 2p^c* log/>a
Or on a
donc
Ji(g'-p')---^^rn=~;
, ka ha
/?*c*log/?a 2/>*c*(log/>a)*
D'autre part, d'après l'expression (F), où M est nul, on a
p^c^logpa
Ces deux expressions de C coïncident si A = i, ce qui entraine A = o. Ainsi la supposition que ga et qa soient très petits n'est possible que si k est égal à i; ce qui, d'une manière générale, est l'hypo-
thèse la plus simple; car alors la fonction V considérée au n^ 1 du Chapitre VIII disparaît.
En remplaçant aussi C et Lj dans Téquation (/), on obtient
OU
Enfin, nous aurons
27(:x^'a*c* log/?a
2 TTx /?* a' c* log pa
2 7rîCjy'a*c'log/?a p*
Les formules (i), (2), (3), (4)» (5) déterminent les coefficients; mais elles renferment une quantité inconnue a, qu'il reste encore à trouver.
Les quantités ga et qa ont été supposées très petites; il faudra donc examiner si ces quantités le sont effectivement dans les cas où nous appliquerons les formules précédentes.
11. Composantes du courant, - On a, pour la composante w du courant suivant Taxe des z^
(do de di{
\dz dz
dt)
En remplaçant <p, ô, 5 par leurs valeurs, on obtient
^^(^«^-'^'«'"'(^«^"JS
OU, en supposant g'R et ^R très petits,
_ _a_ / 2 \dT
l\TZC^\ à^p^ ^ogpaj dz
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On a ensuite, pour la composante u du courant suivant le rayon
u=-x(^-h:;^-h'-^)_[^^^J'(^R)-L^>c«J'(çR)JT
V^K"^^"^ dt)
ou, en supposant ^R et ^R très petits,
471 c* \ 2 à^logpaj
Fil télégraphique sous-marin.
12. Dans les calculs précédents sur le mouvement de l'électricité dans un fil télégraphique, nous avons vu (n** 10) qu'il reste encore à déterminer une quantité a qui entre dans une exponentielle relative au temps. Or cette détermination se fait d'une manière plus facile pour les fils sous-marins que pour les fils aériens, et, pour cette raison, nous commencerons par nous occuper des premiers.
Dans les lignes sous-marines, le fil conducteur est toujours en cuivre ; il ne subit donc pas de magnétisation sensible. Il est recouverl d'une enveloppe isolante de gutta-percha ou de caoutchouc, et l'épaisseur de cette enveloppe doit être assez grande pour qu'il ne se produise pas de perte d'électricité sur la ligne télégraphique.
Nous devrons faire subir une légère modification aux équations des numéros précédents, parce que la substance isolatrice renfermera de l'électricité de polarisation. Désignons par (o le potentiel de cette électricité à rintérieur du fil : nous aurons
( I ) Au) ^1^ o
et, en faisant A = i, A = o, selon ce que nous avons vu (n® 10), les équations (i) du n^ 1 seront remplacées par
,^ , /^cp dO d(ù d^\ \dx dx dx dt j
et nous aurons encore l'équation
dx dy dz c* dt
Les expressions de ç, 9', 0, 6' resteront les mêmes que précédemment. La fonction a> sera de la forme
a)=:EJ(/?R)T,
et, en posant (o = co^e^^ nous trouvons que l'expression désignée parT, devient
Il en résulte que le seul changement à faire aux expressions de 5 et P doit consister à remplacer C par C -h E, et que les valeurs de 5' et P' restent
5'-C'log/>R^, P'=^T.
Donc enfin, dans les équations (A), (B), (C), ( D) des n^' 6 et 7, il n'y aura à changer que C en C 4- E.
Le raisonnement qui a servi à établir l'équation
ne subit aucun changement. On en conclut les cinq équations suivantes :
L= 5-T-ïi ■' Lj — L--, M — o,
On peut encore obtenir la première de ces formules en se servant d'une remarque faite (Chap. VIII, n° 13) et, en égalant entre elles deux expressions de p, la densité de la couche électrique qui se trouve à la surface du fil. D'après la formule de l'électrostatique, on a
D'autre part, ~ est égal à la valeur de u, composante normale du
courant prise à la surface, et Ton obtient ainsi
dt \87rc* a ^ / OU
en égalant ces deux valeurs de p, on obtient l'expression de L. On obtient encore» pour les composantes du courant,
^^__«_/ 2 \rfT
~~ 4îîc' \ «V Aog/?a/ dz *
14. Désignons par y] le coefficient d'induction du diélectrique (Théorie du potentiel, t. II, Chap. III, n'^ 10). Si l'on désigne par V le potentiel total à l'intérieur du diélectrique, par V, sa valeur pour R = a correspondant à sa surface intérieure, et par Va sa valeur pour R = 6 correspondant à sa surface extérieure, nous obtiendrons, d'après le calcul du n^ 16 du Chapitre cité, pour les densités p et p< sur les surfaces intérieure et extérieure,
P-^ l^y Pi^-n ^.
47ralog- 4^^1og-
Dans le problème actuel, le potentiel total est représenté par ç -h 6 4- co et il doit être nul pour R = 6. On a donc, pour la densité à la surface R = a,
9 4- -h Cl)
p — fi
47ralog-
et, en remplaçant ç, 6, co par leurs valeurs, on obtient
47ralog-
D'ailleurs, nous avons pourp l'expression (5) ou, très approximative-
ment,
" ^{Tzac^iogpa
En égalant ces deux valeurs de p, nous obtenons
log- Yîc' log pa
Désignons par K la capacité du fil par unité de longueur, c'est-à-dire la quantité d'électricité que posséderait cette unité de longueur pour un potentiel égal à l'unité; K est égal à 2Tza multiplié par la densité relative au potentiel i. Donc, d'après ce qui précède, on a
.log-
et la valeur de C -+- E peut s'écrire
2Kc*log/>a
15. Nous avons une autre expression de C -i- E renfermée dans les formules (4)>
C^E=yi=^.=-.
/?* 2 7rx/>*a*c* log/?a c*/>' 47rxc*
En égalant ces deux expressions de C -h E, nous obtenons l'équation
2 7rJC
_J ^\„ Pl__ ^o
a* iogpa ^TzxJ 2K log/>a
OU, en supprimant un terme négligeable,
a' ^ . ■ a Tri = o.
2 7rxa* log/7a *" 2Klog pa
On en tire
^ ^= dz i / ' — 1 •
4Trxa'log/?a y i67r'x*a*(log/>a)' 2Klog/?a
Comme \ogpa est négatif, si ces deux racines sont réelles, elles sont négatives et la plus petite a pour grandeur
Si, de plus, le second terme de la quantité située sous le radical peut être considéré comme très petit par rapport à l'unité, cette racine se réduira à très peu près k
L'autre racine qu'on déduit de la formule (P) par le changement du signe du radical sera excessivement grande par rapport à la première; elle correspondra à un mouvement qui s'éteindra incomparablement plus vite que celui qui est donné par la première racine, et ce mouve ment peut être négligé.
16. 11 s'agit maintenant d'examiner si dans les applications les racines a seront effectivement réelles et si la quantité
pourra être considérée comme très petite par rapport à l'unité. On voit immédiatement que, le cuivre pur étant le métal le meilleur conducteur de l'électricité parmi les métaux usuels, c'est celui pour lequel cette condition sera le moins facile à remplir. On y satisferait, par exemple, beaucoup mieux pour un fil de laiton, dans lequel la conductibilité spécifique x est environ cinq fois plus petite que dans le cuivre pur.
Gomme exemple, prenons, pour un fil de cuivre recouvert de guttapercha, les données suivantes :
Rayon a ■= i"*", Longueur h -. looo kilom.,
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Dans le système d'unités électromagnétiques C.G.S. (Chap. VII, n^ 10), on aura
a = 0,1, / = 1000 X 10*=: IO% x=:-^-;r-*
Suivant FI. Jenkin, le coefficient d'induction y] de la gutta-percha est égal à f\,i\ donc on a
dans le système d'unités adopté, et d'après la formule (a)
On verra ci-dessous que le nombre p^ qui s'obtient d'après des condi-
tiens relatives aux extrémités du fil, est de la forme -y-> n étant un
quelconque des nombres i , 2, 3,
Examinons ensuite la quantité
N = -^ g ^^^ =. n^ X -^- -p X logjoa.
Faisant c = 3 1 . 1 o*, on obtient ce nombre
La quantité log/7a prend les valeurs suivantes : ^""^ T - 0,43429 -" '^'^^'
log— p = — 18,89, Iog-y-=: — 18,48, '^g— 7- ==—'8,19, log-y-^— 17,97, log--p=:— 17,79, log^ =-17,63,
et le nombre N pour les valeurs de n égales à i, 2, 3, ... a pour valeur
Ni = — 0,0274, N, = — o,io58, N,=: — 0,2329, N4 = — o,4o25,
Ns^: — 0,6289, N,=: — 0,8966, N7 = — I ,2095.
Ainsi les racines a sont réelles depuis n = i jusqu'à n = 6, et elles sont imaginaires à partir de n == 7. On trouve ensuite pour le dénominateur du second facteur de (fl) les valeurs suivantes, correspondant à /i = I, 2, . . ., 6 :
tandis que Ton passe de (fl) à (y) en faisant ce dénominateur égal à 2. L'approximation n'est assez grande que pour ses trois premières valeurs.
Toutefois remarquons que, lorsqu'on lance un courant dans un fil sous-marin, l'intensité du courant dans le fil est donnée par la somme de plusieurs termes contenant l'exponentielle e*', où a a les valeurs qui correspondent à /i = i , 2, 3, . . ., et, comme ces exponentielles décroissent d'une manière extrêmement rapide, il en résulte que, après un temps très petit par rapport à la durée sensible de l'état variable, on pourra réduire à 2 le dénominateur des racines a, sans changer sensiblement la valeur de l'intensité du courant.
Si le fil était en laiton, en conservant les mêmes dimensions, le nombre N devrait être divisé par 25 environ et l'emploi de la formule (y), pour représenter les racines a, pourrait être tout à fait admis.
On obtient, pour les valeurs de a qui correspondent aux valeurs /i == I, 2, . . ., 6,
ai=: — 9,267, «,=: — 87,881, «, = —88,295, «4 = — l66,l3, «5 = — 285,97, «6 = — 5oi,58.
17. Occupons-nous ensuite du mouvement de l'électricité à l'intérieur du fil télégraphique dans les conditions où il a coutume de se produire. Supposons donc que l'extrémité du fil (5 = o) soit mise brusquement au potentiel A et maintenue à ce potentiel constant par sa communication avec une pile. L'autre extrémité du fil {z = l) est en communication avec la Terre et se trouve au potentiel zéro. Alors le fil sera traversé par des courants variables qui tendront rapidement vers l'état permanent. Examinons cet état variable.
Désignons par ol^ la racine a correspondant au nombre entier n. La
fonction continue de /
/ — z 2 v^ I „ , . nizz
s'annule pour / = o, quel que soit :; ; donc la dérivée par rapport à 2 de cette fonction s'annule aussi pour / = o ou encore la limite de la série
iH- 2 > e^n' cos— ^>
quand / tend vers zéro, est nulle. De plus, la dérivée par rapport à z de cette dernière expression s'annule pour z = o et z = l. Or les termes de w renferment en facteur
^ =r/?(H„cos/?.j — H';jSin/?5)e««',
et w doit satisfaire aux conditions suivantes : il s'annule pour / = o, quel que soit z; il se réduit a -y- pour / = oo; entin on a
— =0 pour s=zo et z=z L
Il en résulte que w peut être mis sous cette forme
, . 3cA 2xA v* m:z ^ ,
{a) (»;— — -+. -j- 2^cos—j-e^nt^
rt = 1
et l'intensité du courant pour toute la section du fil sera iza^w. On voit aussi très facilement que si, après que le courant est devenu permanent, on supprime le contact avec la pile, la composante iv du courant sera donnée par la formule
2Ax V^ 'iTT^ „ ,
Nous avons, pour le terme simple de w (n® 13),
— 7-^1 * r-ïT )pUaCOspze^ni^
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OU, en négligeant une partie très petite par rapport à celle que nous conservons,
iv zz: . ^ ". H;, cos ps e*« ' ;
2 7rc*a*/?log/?a
cette expression doit représenter le terme général de (a); en exprimant cette égalité, on obtient
Si Ton adoptait l'expression (y) du n® 15 pour les racines a„, la formule (a) s'accorderait entièrement avec celle qui a été admise par W. Thomson pour représenter le mouvement longitudinal de l'électricité k l'intérieur d'un fil télégraphique sous-marin.
18. Pour avoir la composante transversale du courant, nous considérons d'abord la solution simple (n^ 13)
V—— -. — r-^-t T =: — 7 — Y-Vx H« sin/>5 e«»'
4 TU c* a' \o%pa 4 TT c* a* log/^a '^
et, en remplaçant H„ par sa valeur,
u = —.— /iR sinise*-'.
Nous aurons ensuite, pour la valeur complète de u,
TT AX „ V^ « 7t5 „ ,
rt=i
quantité qui peut être considérée comme nulle, à cause de la petitesse du coefficient et à cause de celle de la série.
On calculera aussi facilement les composantes de la force magnétique exercée par le courant sur un point extérieur. On emploiera les formules
dy dz dz dx' *
et l'on trouvera
X = *Y^,, Y=-<1)^, Zzro,
en posant
<!> = ^ __2cos-^e«»'
OU
et, en remplaçant $ dans X, Y, on obtiendrait des formules identiques à celles qu'on avait trouvées pour le mouvement permanent.
19. Le mouvement de rélectricité sera considéré comme arrivé a Tétat permanent dès que, avec des instruments donnés, on ne pourra plus constater la variabilité de ce mouvement. Si nous remarquons que, vers la fin de cet état variable, la série qui entre dans w peut être réduite à son premier terme à cause du décroissement rapide des exponentielles, nous reconnaissons que la durée sensible T de cet état variable sera donnée par l'équation
^ étant une quantité constante pour des instruments donnés. La valeur de tti est toujours représentée d'une manière très approchée par l'expression (y) du n*^ 15, en sorte qu'on peut poser
Ainsi T est proportionnel à /^, ce qui est conforme aux expériences de Varley et de Jenkin; T est aussi proportionnel au coefficient d'induction K de l'isolateur et en raison inverse de la section et de la conductibilité spécifique du métal.
D'après les formules qui ont été obtenues, on ne peut dire que l'électricité ait une vitesse déterminée dans le fil télégraphique. Cette vitesse, en effet, serait la longueur de ce fil divisée par le temps de la transmission de l'électricité d'une station à l'autre, aussitôt après qu'on a établi le contact à la première. Or ce temps n'a pas une valeur déterminée. En eflet, la formule de l'intensité du courant pour 5 = / est
et, quelque pcti t que soit le temps/, pourvu qu*il ne soit pas nuM aura une valeur différente de zéro; cette valeur sera d'abord insensible pour tous les instruments; elle sera reconnue d*autantplus tôt que les instruments seront plus délicats. Enfin Tintensité paraîtra ne plus subir de changement, quand / aura obtenu la valeur T déterminée ci-dessus.
Fil télégraphique aérien.
20. Après la théorie exposée dans les onze premiers numéros de ce Chapitre, toute la difficulté de la recherche du mouvement de Télectricité dans un fil aérien se réduit à déterminer la quantité a qui entre dans l'exponentielle relative au temps.
D'après ce que nous avons admis en général pour un conducteur traversé par des courants, le potentiel de l'électricité située à l'intérieur du fil et à sa surface est nul à l'extérieur; mais, en considérant ce principe comme admissible en général, s'il est susceptible de quelque perturbation ordinairement insensible, on peut craindre que, dans un corps dont une dimension est énorme par rapport aux deux autres, cette perturbation joue un rôle qui ne soit plus négligeable.
Admettons néanmoins que le potentiel extérieur est nul, et posons en conséquence
En remplaçant 9' et 0' par leurs valeurs (n*** 3 et 5), nous obtenons
La quantité /?a est certainement très petite; mais, comme les suppositions que ga et qa soient aussi très petits simplifient beaucoup les formules, essayons de les faire, et cette équation deviendra
^^' a^p^ iog pa
Remplaçons C par la valeur du n® 10, calculée d'après ces suppositions, et nous avons
\27rxaMog/?a 47rx/ ^ a^iogpa '
et, en supprimant des ternies négligeables devant ceux qui sont conservés, nous obtenons enfin
On en tire
2 TTx a* log pa a* log /?a
V i67r*x*a*(log/?a)* a*
47rxa'log/?a V i67r*x*a*(log/?a)* a*log/>a'
or on reconnaît facilement que, sous le radical, le premier terme est très petit par rapport au second, en sorte qu'on peut réduire les racines a à
en posant
47rxa* log/>a* * y a- log/^a
. D'après ces formules, on trouve
4 2 iog/?a
qui est en général assez petit; mais on aurait
q^ z=: 47rx« 4-/?'
ou, en négligeant le second terme,
dont la partie imaginaire est très grande. Donc les approximations que nous avons employées ne sont pas admissibles, et il faut procéder autrement.
21 . Essayons donc maintenant de reprendre les calculs en supposant ga très petit et qa très grand.
Pour intégrer l'équation
cir^ r dr
quand rest très grand, nous poserons
et nous développerons T suivant les puissances descendantes de r; nous aurons ainsi la formule
- c'' / Il 191 \
que nous réduirons à son premier terme. La même équation est aussi satisfaite par l'expression
e*** / II ' 9 J_ \
v/7 En prenant
s/gR
nous avons, pour les équations (C) et (D) du n® 7,
et nous en tirerons
(c) 2M=: — Lç'a»e^«,
Nous avons ensuite, pour les deux équations (A) et (B) [n° 6],
(a) -H--C-hU-==C'logpa,
Nous avons encore l'équation (E) ou
(n« 8), et l'on tire de {d)
a P^ \Jqâ P^
Substituons ces valeurs dans (a), et nous trouverons
çj^'^igy-p') _ «
p^logpa p^c^iogpa
D'après l'équation (F) du n*' 8, on a
Remplaçons C, C et La dans (A), et nous aurons
q-c^^qalogpa
puis
p^c^qaiogpa p-
D'après (/), M est nul; il faut donc, pour que ce calcul soit admissible, que l'expression (c) soit assez petite pour être regardée comine nulle. Or on a q^=^TzxoL; cl sera trouvé imaginaire et q renfermera une quantité réelle très grande qu'il faudra choisir négative, en sorte que l'expression (c) soit effectivement très petite par le facteur e^".
22. Pour obtenir maintenant l'équation en a, appliquons l'équation (^) ou
a* iogpa '
en remplaçant C par la valeur précédente, nous obtiendrons
— 7? — /^' 7:ir::2 - /^' + ^2i^^>.^ =Q
c^qa Iogpa c* '^ /Jttxc* ^ a^logpa
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et, en supprimant deux termes négligeables,
a^H- -f— OL T-T == o.
471/ rtMogyya
En ayant égard à la petitesse de ^-— > on obtient
avec
Sttx a ^/— log/>â
Vérifions que, d'après cette valeur de a, g^^a^ est très petit tiq^o? très grand. Nous avons, d'une manière très approchée,
47rxa* a* £? 2
tr* -zzz. m -|- />* rrr rir — izi — — i- rtz >
^ ' a-i-47rxc* " C* C* a*log/?a
quantité en général suffisamment petite; nous avons de même
<y'=: 47rxa=: — 47rx£ ± (\'K'Â.l^\J — I,
dont la partie imaginaire est très grande et la partie réelle très petite, et la quantité y a sa partie réelle très grande aussi bien que sa partie imaginaire.
Nous avons, pour la densité de la simple couche située à la surface du fil,
P=4^^-V- POurR = a, et, en remplaçant (p et par un terme simple, nous avons
t/R 2^ '^ ' 2 \° a^iogpaj
Il en résulte qu'il n'y a pas de couche simple d'électricité à la surface du fil et qu'il ne s'y trouve qu'une double couche.
23. Expressions du potentiel et de l'intensité du courant. — On a trouvé (n*" H) comme solution simple, pour la composante du courant
suivant Taxe du iil
et nous avons, pour l'intensité du courant total correspondant.
:=: 27r / ivR
tt 1:31271 I ivRûfR
OU
Calculons l'intégrale renfermée dans cette expression. La fonction i(q^) satisfait à l'équation différentielle
ou
cm
On en tire
[r!?^)]=,.rj(,R).
Quand ^R est très petit, on a
j(qK)z=zi-\-^-r—y par suite R — )1 =zo;
quand ^R est très grand, on a
par suite
et l'on a, pour l'intégrale cherchée,
r JiqR)^ciR=: -L^ae^<'.
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Ainsi, l'expression de I devient
^ etT
et, en remplaçant L^ par sa valeur et y' par ^'tzy.oi, puis négligeant le premier terme, qui est très petit par rapport au second.
2p^c^ \ogpa dz
Nous avons ensuite, comme solution simple, pour l'expression du potentiel <i\
ce qui peut être réduit à
tt> — ? T.
Or on a
T =: (H sin;>5 H- H' cos/>c) e«';
en exprimant que T s'annule pour z = o et s == /, on a OÙ /i représente un nombre entier, et, si Ton fait
où I désigne \J-- i , on a
T = (H,4-H,0(cosei^4- /sîn6i^)e-"sin^5.
Donc, en supprimant la partie imaginaire, on obtient
<Sz=z — -—; (Hi cos£i ^ — Ht sine* ^) e-" sin 0^.
a*p^\ogpa^ 11/ i-
24. Formons ensuite la solution générale. La fonction $ doit s'annuler pour s = / et conserver une valeur constante A pour 5 = o. On
a donc
*f = A — r" î y^ —n (H, cose./ — HjSin£i/)e-*'sin/>5.
Cette fonction doit être nulle pour / = o; on a donc
et Ton en conclut
/>*log/?a
H| = A/it:-^ \ogpa.
Revenant à l'expression de I, nous aurons, pour la solution simple,
( — £ — c|i)(H, -hH,i)cos/?5e-"(cose|/-4-isin£t£),
npc* iogpa
et, en supprimant la partie imaginaire,
[(H,e -hH,£i)cos£|/ -h(H|E,-— H,€)sin6, /]c-"cos/>5.
apc* Iogpa
Nous avons donc, pour Texpression générale de I,
l — Tza^-p ^ __2^^^— [(H,e-HH,£,)cos£i/-+-(fl,e,--H,£)sin£,/]e-"cos/>;;,
Cette expression doit être nulle pour / = o; on a donc
Tra'—r- H ;lim;V —. (H,£ -f- H,£,)c-"cospc = 0,
quand t tend vers zéro; or la limite de
I -h 2 \^ g-»*' COSpSy
quand / tend vers zéro, est nulle, quel que soit s. Nous avons donc
a 71 c* n Iogpa ^ ' l
par suite,
OU simplement
„ 4A7:*xc*rtf* , II,£j=i niogpa.
On a aussi
a* H, 61 — Ht£ ^= Knnj^Bi logpa.
en négligeant le second terme, qui est très petit par rapport au premier.
Les quantités Hf et H, étant calculées» nous pouvons former les expressions générales de ^ et de 1, et nous obtiendrons
^=zA — ; >, — e*"cosei/sinp-s
4v^Axca^ -}/— \ogpa e^^' sinsil sïnps.
t • Ax , Ax v^
IrziTra* -j- -f- 27ra'-r- > e~"cose|/cos/?5
Ka
/c v/2 -^^ V — \og pa
La dernière partie de I peut être négligée, car le rapport du coefficient de la seconde série à celui de la première est — ■= > quantité
2 v/2Xûrc
extrêmement petite. Mais, dans l'expression de ^f , le rapport des coefficients des deuxième et première séries est l'inverse du premier. On peut donc réduire I à l'expression suivante
Ax
(/?) I rziTua* -7-(ï -H 2 2e"^'cos6i^cos7?-3);
en particulier, pour s = /, on a la formule
(g) I =7ra*-^[i-î- 2l{— i)'*e~6' cosej^],
dont les termes décroissent extrêmement peu à cause de la petitesse de £. Mais ces formules paraissent inadmissibles. En effet, le temps qui désigne la période de chacun des cose,^ est si petit et les termes des séries {p) et (y) changent de signe si rapidement, que ces séries ne semblent pas correspondre à un phénomène accessible à Texpérience. Le courant dans le fil, d'après la formule (/?), paraîtrait atteindre presque immédiatement sa valeur définitive. MM. Lœwy et Stephan, en 1874» dans des expériences nombreuses pour déterminer la différence de longitude entre Marseille et Paris, ayant employé un fil télégraphique aérien de 4™" d'épaisseur et d'une longueur égale à 863**™, ont trouvé 0,024 de seconde pour le retard du signal entre ces deux villes. Ce temps serait incomparablement plus petit, d'après la formule (y).
25. Remarquons que la difficulté à admettre la solution précédente provient de ce que la racine a obtenue (n*^ 22) n'est pas réelle, et surtout de ce que sa partie imaginaire est extrêmement grande. Or, a est véritablement fourni par une équation transcendante, que nous avons réduite par approximation à une équation du second degré. Il faut donc examiner si, en employant une approximation plus grande, on n'obtiendra pas une racine négative outre les deux racines imaginaires que nous avons calculées (n° 22).
Reprenons l'équation qui détermine a
Q{pa) Q'(pa)
dans laquelle /7a est très petit; mais laissons quelconques les grandeurs de ga et qa. Les équations (C) et (D) du n° 7 sont
-N^J'Ua) -LCpJ'ipa) -^LqViqa) = ^,
OL CL
-N^'J'(^a)-iCp'J'(/7a) + L9M"(7a)=-^;
éliminons M entre ces deux équations, en nous servant de l'équation
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du second ordre à laquelle satisfait la fonction J, et nous aurons
oc
d'où nous tirons
C == —^J{qa) _- J(^a).
D'après un calcul fait au n** 13, en laissant encore ga et qa quel conques, on a
^Ttxc-aq\oy;paJ'(qa)
Remplaçons aussi N^ par ~> et nous aurons
Q _ q(xJ{qa)J(ffa) oç^ J(ffa).
^T:xc*ap^\ogpai'(qa) p^c* ^^
Substituons dans l'équation (r), puis divisons par J(gYï); nous aurons l'équation
(s) — i — a«+ ^^^Hqa) ^ ^
\ogpa 2c' Sttxc* log/?aJ'(7«)
Telle est l'équation transcendante qui détermine a; la quantité^ en a disparu et qa a été laissé quelconque. Cette équation est assez difficile à discuter, si on laisse arbitraires les quantités /, a, x; néanmoins elle ne parait pas avoir des racines négatives dans les conditions ordinaires d'un fil télégraphique.
26. D'après les expériences de Guillemin, faites en 1860, la durée T de l'établissement du courant dans un fil aérien augmente avec sa longueur, toutes choses égales d'ailleurs, et varie dans un rapport compris entre celui des longueurs / et celui de leurs carrés. Depuis cette époque, plusieurs physiciens se sont occupés de la propagation de l'électricité dans un fil aérien. Hagenbach a résumé les expériences faites sur ce sujet {Annalen der Physik, von G. Wiedemann, t. XXIX; 1886), et il a exposé de plus celles qu'il avait entreprises, en i885, entre Bâle et plusieurs autres villes de Suisse. Suivant lui, la durée T varie
avec / dans un rapport très analogue à celui de P ; mais il y a lieu de penser que la manière dont T varie avec / n'est pas si simple.
Remarquons que la propagation de l'électricité est beaucoup plus rapide dans les fils aériens que dans les fils sous-marins; les expériences sont, par conséquent, beaucoup plus difficiles pour les premiers que pour les seconds.
Il convient de rechercher si l'on n'obtiendrait pas une propagation sensible de l'électricité en tenant compte de certaines influences perturbatrices.
Les fils aériens sont ordinairement en fer, métal qui s'aimante sous l'influence des courants; mais, d'après des calculs que j'ai faits à ce sujet, il n'en résulterait pas de modification pour la formule de l'intensité du courant.
Remarquons ensuite que, dans cette théorie, j'ai supposé que la courbure du fil est partout extrêmement petite (n*^ i); cette condition est toujours remplie dans les fils sous-marins, mais pas toujours dans un fil aérien auprès des poteaux qui le soutiennent.
Mais la perte de l'électricité sur la ligne télégraphique doit avoir une influence. Celle qui a lieu par l'air est probablement insensible; au contraire, celle qui se produit par les poteaux ne doit pas être négligeable. Si cette influence est prépondérante, comme le degré d'isolement des fils peut varier beaucoup suivant les lignes télégraphiques, les expériences faites sur diff*érentes lignes donneront des résultats peu . comparables, comme cela paraît avoir lieu eff*ectivement.
Nous allons donc rechercher l'influence du défaut d'isolement des poteaux.
Perte cC électricité par les poteaux.
27. Nous supposerons que les poteaux qui supportent le fil se suivent à des distances égales et que la perte d'électricité sur chacun soit la même, et, comme la distance de deux poteaux consécutifs est très petite par rapport à la longueur totale du fil, nous pourrons, pour appliquer le calcul, regarder cette perte comme s'efl'ectuant tout le long du fil.
La perte d'électricité doit être proportionnelle au potentiel total de
Télectricité pris à la surface, et, si nous désignons par p la densité de Téleclricité à la surface, par u la composante du courant suivant le rayon, nous aurons
(«) ^^ -ya4-fA(cpaH-^«),
[X étant une constante et l'indice a indiquant que les quantités sont prises pour R — a.
D'après le raisonnement qui a servi à établir les équations (d) du n"* 4 du Chapitre VIII, nous aurons
dx dy
d}\ _ I é/9 i\r.^fi\'^'^
-^d-z—'c-dt^-^j^'^^^^T
L'équation qui donne 9 sera aussi modifiée (Chap. VIII, n^ 10) et deviendra
^^^ di ^ ^ ^ ~ ^^"^ li^ "^ 4îrxfxcy -^^^ — -' y - o-
Posons
comme 'j' satisfait à l'équation A«|^ = o, l'équation (P) sera remplacée par
et reprendra la forme qu'elle avait précédemment; mais les équations qui donnent ^, ç, fi deviendront
.^ , /e/4^ d^ dri ^ , d^ 28. Occupons-nous maintenant d'un système de solutions simples
et calculons la partie correspondante de la fonction ^. Cette partie de ^ aura à l'intérieur et à l'extérieur les formes suivantes
DJ(/?R)T
où D désigne une constante. Cette fonction représente le potentiel d'une couche superficielle dont la densité est
471 \ "^ ^^ ^ aiogpaj
mais, d'après la formule (y), cette densité est aussi égale à
fi^((p-he)=z^(i + c)T.
En égalant ces deux expressions et supprimant une partie négligeable, on obtient
D :=: ^ (l -H C) lOgpa,
et, en remplaçant C par sa valeur,
2 7rxa*/?*c*log/?a /?*c* *
on trouve
29. Nous pouvons ensuite compléter les fonctions §, ç, S trouvées (n°' 6 et 7) par des fonctions F, G, H satisfaisant aux équations
AF = 0, AG - o, AH = o,
et les équations (S) donneront
d^ d¥ dAf rfG d^ dïl
dx^ dt^ ' dy^ dt~ ' dz ^ dt -
OU
« ax a dy a dz
A Textérieur, nous avons les équations
AJ'zr.o, Ag'z=o, A5'rzo, dx'-d^'^dz--'^^- "dï -^ /^ j (^ -^ ^)T'
et Ton y satisfera en posant
prenant pour O' la valeur trouvée précédemment pour ç' et conservant les expressions de rf , Q'', [y trouvées (n"' 6 et 7).
Les expressions de et 6' seront celles qui ont été données au n*^ 5.
Les expressions de 5, 5', P, P' des n^ 6 et 7 deviennent
S=[.-N,<,R)-?,(pR,.L.J(,R,]f-(«W?log,._-iL)f,
5'==:C'l0g/>Rg, p/ ^ T
30. Essayons maintenant de satisfaire à la surface, ou pour R = a, aux conditions
Si l'on suppose ^a et qa très petits, ces conditions deviennent, en négligeant des quantités très petites,
(A.) -N-iC4-L,--=C'log/>a i-^'^'^log/>a '*'*
(C) -N^»a- ic^*«4-L7«a == ^,
oc ^
(D) -N^« -iC/>' +L<7' --^
Nous avons encore les équations obtenues au n° 8,
(E) Lj— L-^>
^*c*log^a
Les équations (B), (C), (D), (E), (F) sont exactement celles que nous avons obtenues précédemment; leur résolution donne donc les valeurs de M, C, C, L, La obtenues au n^ 10; mais alors on ne pourra plus satisfaire à l'équation (A).
La suppression de l'équation (A) indique que 5 ne varie pas d'une manière continue à travers la surface du fil; comme on a
^fjdr^^
il en résulte que, à la surface du fil, il y aura deux couches de courant qui se mouvront parallèlement à la surface du fil et en sens contraire.
Pour obtenir l'équation en a, posons encore nous aurons
5(^a) D . «VV-o
log/?a iogpa 2
OU
a* , { l^TZiia f \ lu. I
ac' \ p* ^TiKC* iogpa J xap^ iogpa iogpa
Les termes qui contiennent c^ en dénominateur peuvent être négligés, et l'équation du second degré se réduit à
27rxaMog/?a ^niiaiogpa'
l'autre racine aura une valeur négative extrêmement grande et qui correspondra à un mouvement qui peut être regardé comme s'éteignant immédiatement.
32. État permanent. — Le courant électriquie tend vers un état permanent qu'il faut connaître pour J 'ajouter à la somme des solutions simples qui expriment la variabilité du mouvement. Pour cet état, on a les équations
.^ , /do d9\
En différen liant les équations (p) respectivement par rapport kx^ y, z et ajoutant, puis ayant égard aux équations (q) et (r), on obtient
D'après cela, posons
en faisant
et prenant, par suite, pour 5(tR) une solution de Téquation
dK^-^nM^^^^''
ou
5(tR) — I 7 h
Nous avons ensuite, en supposant za très petit,
En appliquant l'équation
nous obtenons
6'=- -i_iogTR.6.
logra °
Les dérivées de ô et 0' par rapport à R doivent être égales pour R = a, et l'on en conclut
^=^-TTT 5{tR)5.
a*T*logTa
Nous pouvons maintenant calculer les composantes longitudinale et transversale du courant; elles sont
w~ — >L—^-, ' = — x( i-h —-r- 5(rR) -j-i
a^T^loRza/ ^ ^ dz
I ''=-''^%^^ =-"('+ -r-^ )T3'(rR)5.
] dR \ a*T-logTa/ ^ '
Puis l'équation (a) du n° 27 nous fournit la condition à la surface qui donne
Cette relation entre t et (x permettra de calculer une de ces quantités si l'on connaît Tautre. D'après le raisonnement du n*^ 27, [jl est indépendant de la longueur / du fil; donc, d'après cette formule, t l'est aussi.
Le potentiel ç + doit s'annuler pour l'extrémité s — / du fil; donc G est le produit d'une constante par
sinh[T(/~^)];
9 -f- 6 doit de plus se réduire au potentiel donné A pour z = o; on en conclut
m _L. « — A sinh[T(/-g)]
^ sinh(T/)
puis
. coshrr(Z--^)] smh(T/)
33. Supposons, par exemple, que, le courant étant devenu permanent, son intensité au point d'arrivée soit les ^ de son intensité au
point de départ; nous aurons
C0Sh(T/) lO*
et il en résulte
r/zr: 0,4669.
Si nous nous donnons encore la longueur /du fil égale à 400^" et son rayon égal a 2'°'°, nous aurons
par suite
II 67 a334
r= — 7- y Ta= — — .
Prenons pour la conductibilité spécifique du fer du fil x = — 7> et
nous aurons
^"" io«* '
34. Solution générale. - En ajoutant la solution du mouvement permanent à la somme des solutions simples relatives au mouvement variable, nous obtiendrons la formule suivante pour la composante w du courant
. cosh[T(/~^)l v» » ^T^^ »i
w — ^kx . ., ,, — ■ + > B„cos-7— e««',
sinh(T/) j^ l
les coefficients B^ devant être déterminés de manière que w s'annule pour ^ = o; les quantités a^ ont la valeur trouvée au n^ 31, et, si Ton
y remplace (a par > on obtient
" " 2 7:x«*log/?a 2 7rxa*T'log/?a'
quantité négative, puisque log/?a est négatif. D'après cela, on a
r- xA T ;- .\ ,. '^ -^ —rZ^ -T-J TTi COS— .— «««' .
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La série n'a pas une valeur déterminée pour / = o; mais elle tend vers une valeur déterminée quand t tend vers zéro, de sorte que w, étant regardé comme une fonction continue de /, est nul, d'après la formule précédente, pour / = o.
» flTZ
35. La quantité \ogpa, dans laquelle/^ est égal à -.-^ varie peu d'un
terme au suivant. D'autre part, si l'on considère plusieurs fils qui ne diffèrent que par la longueur et pour lesquels les rapports des Ion-
gueurs ne soient pas trop grands, log-r- pourra être regardé sans
grande erreur comme le même pour tous les fils, parce que - est un
nombre extrêmement grand. Nous avons vu aussi que t est indépendant de /.
D'après cela, désignons par T le temps après lequel le mouvement paraîtra permanent à la station d'arrivée pour un appareil donné; on aura
Y étant un nombre fixe, si Ton considère comme très petits le deuxième terme et les suivants vis-à-vis du premier pour cette valeur de /. Ainsi T peut s'écrire
r=r:-27:xy^^^^^«l0g-^ .
D'après le calcul du n° 33, on voit que T/sera petit par rapport à i:, sans quoi le fil serait certainement mal isolé. Donc T variera à peu près proportionnellement à/^, quoique dans un rapport moindre. Nous arrivons ainsi à un résultat très conforme aux expériences.
La quantité [x, introduite au n°27, doit varier en raison inverse dea et, d'après la valeur de a, aT est indépendant de a. Donc T dépend très peu de la grandeur du rayon.
La quantité a, a pour valeur
2 7rxa' loff
Calculons cette quantité dans les conditions indiquées au n° 33, sans
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choisir toutefois la longueur /. Désignons par log^ les logarithmes vulgaires et par M leur module; nous aurons
ou
87r(^log^/-+-Jog»,— j ^
_ 16060 / 73^7 X io**\
' '""log./4-o,aoi8V"' l" y
Mais le second terme de la parenthèse pourra devenir beaucoup plus petit si la perte d'électricité est plus grande que nous ne l'avons supposé dans cet exemple particulier.
Suivant Varley, sur une ligne de 6/40**"* convenablement isolée, l'intensité du courant reçu ne doit pas être moindre que les 0,46 de l'intensité du courant émis. D'après cela, prenons la longueur du fil égale à 640''™, le rayon a = 2™"* et supposons que l'intensité du courant à l'arrivée soit les 0,46 de l'intensité au départ; nous aurons
1 fait 3,2062
cosA(t/) '" ' '^ ' 10'
Considérons ensuite un fil semblable au précédent, isolé de la même manière, mais de longueur / quelconque. Désignons par /' la longueur du fil précédent; nous aurons, pour la quantité a«.
«1 = — ïT^rrr^r^^^^T— û ( » + 4,95o3-^Y
16060 log^/-ho,aoi8
Alors la proportionnalité de T à /* ne pourra être admise approximativement que pour des valeurs de / notablement plus petites que /'.
Théorie de Kirchhoff.
36. Kirchhoff a publié, en 1857, deux Mémoires sur la propagation de l'électricité dans un fil télégraphique aérien, qui méritent d'autant plus d'être cités qu'ils sont le premier essai qui ait été fait pour résoudre ce problème {Mémoires de Kirchhoff ^ p. i3i et i54)«
Suivant Kirchhoff, le fil est recouvert d'une simple couche d'électricité. Appliquons les formules des n°' 1 à 10 en supprimant la double couche que nous avons admise. Le potentiel 6 de la double couche est donc nul et l'on doit faire C = o(n° 5); cette condition déterminera a.
En supposant ga et qa très petits, on a donc (n° 10)
en remplaçant
et négligeant un terme très petit, on obtient l'équation
a7rxa'log/?a *
Bien que les formules de Kirchhoff ne soient pas complètement d'accord avec les miennes, il trouve une équation en a qui ne diffère de la
précédente qu'en ce que logpa ou log—v- est remplacé par log-y;
mais, si l'on procède convenablement aux approximations, c'est bien log/7a que l'on doit trouver dans cette équation.
La partie réelle des racines a est très petite par rapport au coefficient
de v^ — I, et on peut les écrire
« = 7 Ti ±pcsJ—\ = — B ztpcJ—ly
47rxaMog/?a ^ ^ /- r >
e étant positif.
On a, pour un terme simple de la composante (v du courant (n° 11),
w = 5— r — 2 H cos pz e°",
'àiïca^piogpa '^
OÙ H a une valeur imaginaire, et, en réduisant w à sa partie réelle, on peut le mettre sous cette forme
(a) w '= tf-^'CC cospct -+- D sinpct) cospz,
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oii C et D sont deux constantes réelles. Or on a
cospct (!OS/)c - J cosp(z -h et) -^ J cosy>( ^ -- cl), sinpct smpz - { s\np{z -h cl) — J siii/7(c — cl);
il en résulte que l'expression (a) indique un mouvement de rélectricité qui se propage en deux ondes de sens contraire avec la vitesse c, qui est celle de la lumière.
Dans les calculs de Kirchhoff, \ogpa étant remplacé par log ^j £ ne
varie pas d'un terme de (i^ à l'autre; tous les termes de la partie variable de l'expression générale de w sont donc multipliés par la même exponentielle e ", et il en résulte que les séries renfermées dans l'expression générale de w peuvent être sommées facilement; mais l'exponentielle e~" doit réellement varier d'un terme à l'autre, et il s'ensuit que le mouvement tendrait beaucoup plus rapidement vers l'état permanent que ne l'indique la solution de KirchhofT.
Mais, soit qu'on adopte la théorie de KirchhofT ou cette théorie modifiée comme je viens de l'indiquer, on obtient des résultats en opposition avec les expériences.
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ERRATA
Page 33, u* et la* ligne en montant. Changer quatre fois la lettre V en P.
Page 55, dernière ligne. Ce plan est naturellement nommé plan directeur. Toutefois, Ampère
appelle /7/a/i directeur un plan perpendiculaire à la dirtclrice {\oir Mémoires de la Société
française de Physique, t. III, p. 37 ).
Page 8a. Oter le signe — dans la formule (B). Page 83. Oter le signe — dans la formule (C). Page 193, ligne la en montant. Mettre le facteur C en avant de l'intégrale.
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