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DU TRADUCTEUR
Les assurances sur la vie ont été établies en Angleterre et en France à un siècle d'intervalle. l\ ne serait pas sans intérêt de rechercher les raisons qui ont concouru à retarder autant leur i^ilroduction en France. Indépendamment des causes générales qui ont rendu nos voisins plus, avancés dans la plupart des branches de l'indystrie , on rencontrerait bien des circonstances par-r, ticuUères qui devaient favoriser spécialement en Angleterre l'institution des ass^urançes sur la vie, La nature des propriétés y contribuait puissamment; les substitutions étaient une source abondante de transactions de ce genre : souvent tout le sort d'une famille reposait sur la tête d'un de ses ipembres, et Ton conçoit qu'elle dût chercher avec empressement une garantie contre une éventualité désastreuse pour elle. La loi des successions, en consacrant le droit d'aînesse, doit aussi proyoriquer de nombreuses dispositions en faveur dw
(ii) enfans exclus, par l'ordre de leur naissance, de
rhérîtage paternel : et nulle combinaison ne peut mieux que les assurances, rénUser pas vues bienveillantes, sans toutefois diminuer ni altérer en rien la fortune de celui qui doit être à son tour le chef de la famille. En outre , dans le caractère même de la nation, on trouve un principe de prévoyance, un soin du lendemain, que le Français, plus léger, montre à un bien moindre degré : aussi , dès que l'institution dont nous parlons parut en Angleterre, l'esprit public s'en empara aussitôt, et, au contraire, on peut dire que jusqu'à ce jour il lui est resté presque indifférent en France-
Enfin les événemens politiques qui s'opposaient dans tous les autres états à l'établissement des Assurances sur la vie, ne leur étaient pas un obstacle en Angleterre, grâce à sa position insulaire. Jadis, la Grande-Bretagne était une proie fàdle pour tous les envahisseurs , Romains, Saxons, Danois ou Normands ; mais depuis que tant d'élémens divers ont constitué la nation anglaise, seule entre tous les états modernes, elle n'a pas vu* son territôîVe vîolë et rétranger dans ses villes. Tout en prenant une part active aux grandes luttes qui déchiraient l'Europe, elle conservait son sol mtact et paisible; la mer était 6a défense, et de-
( Hi) pob HiïVinciblé Afûiada jusqu'à l^expécHtioii âé
Boalogtie, leâ éiinéfliîà de l^Afiglétëfî'é ont vaiticftlênt tcîtité dé trariàpôftef chez étlë lé clsatti^ de bâftàille. Or, cette â^carité <itl tettiMte à laquelle ceite (JOûtrée nofuô âëttible en gf àfl^e pàr-^
tie redevable de son àfitériôHté siit les autres nâtioâs pat ràp{)ort À ttnduâtrié, est surtout îridispënsàbte ait èuccès dès assurances suP la vîé, ^i né peuvent feé développer que dans un état pâ^isible. On doit donc rendre aux personnes qui les ont introduites elï fraiïce, Fa justice de reconnaître qu'elles ont saiéî foccasioii favorable aussitôt qu'elle S^est présentée, puisque la première (i) société qui les a fait connaître date de 1819 , quatre âûs à ^ioe âpt^s la pacification de rÉurôpé.
Néanmoins, comme nous le disions tout à l'heure, l'esprit public a accueilli avec indifférence cette heureuse importation de l'Angleterre, et les aâ* surances sur la vie, négligées ou même ignorées,
(i) N0U8 ne parlons pas d'une socicta fffii s'établît^ pm d'années avant la re'yolution française, sous la dénomination de Compagnie Bojrale et Assurances sur la vie. Elle redcontra à son début fa plus vii^e opposition. Gondorcet, iLa^cé et Afifa^éàu s'IéleVèrént contre elle , et elïe se vit
(iy) n'ont fait en France que de lents et pénibles progrès. Ces institutions intéressaient à la fois Téco^ TiQmie politique et la science ; aussi voyons-nou3 en Angleterre le parlement leur donner des lois , les plus habiles mathématiciens Içur tracer des règles sures et relever leurs erreurs. Chez nous, au contraire , l'autorité et la science semblent n'avoir pas daigné s'en occuper. Abandonnées à ellespiêmes, peu connues ou mal appréciées, les assurances sur la vie ont long-temps langui dans une stagnation presque complète, sans que personne songeât à leur faire prendre le rang qui doit leur être assigné dans les institutions utiles d'une nation.
Cette indifférence est un exemple unique, qui forme un singulier contraste avec celui offert par les autres nations. Nous ne parlons pas de l'Angleterre et des États-Unis, où les polices d'assurances sur la vie, suivant l'expression technique , sont aujourd'hui aussi familières que peuvent l'être parmi nous un contrat de vente ou un bail à ferme j mais en Allemagne et en Prusse, où leur introduction est toute récente, la feveur publique les a aussitôt accueillies; et il est digne de remarque que malgré les obstacles que doit nécessairement rencontrer un établissement étranger, les con^pagnies françaises ont squs-
(v) crit un bien plus grand nombre d'assurances dans leurs agences allemandes que dans leurs agences françaises.
Cest que la grave Allemagne a tout d'abord <K)mpris ce qu'il y a de garanties précieuses dans l'institution des assurances, et bien pénétrée de leur utilité, elle n'a pas reculé devant des sacrifices dont le fruit ne doit souvent être recueilli que dans un avenir lointain; sacrifices qui , d'ailleurs, ne profitent le plus souvent qu'aux héritiers ou légataires de celui qui les supporte, ce qui fait d'une assurance un acte de dévouement ou de bienfaisance. Le Français, moins prévoyant, plus pressé de jouir du fruit de ses sacrifices, et préférant souvent des offres brillantes et spécieuses à des promesses plus modérées et plus sûres, n'a pas encore apprécié les avantages des assurances sur la vie. Mais son insouciance, à cet égard, doit avoir un terme. Une institution bonne en elle-même et éprouvée par l'expérience éclairée des autres nations civilisées, doit triompher tôt ou tard des obstacles que l'ignorance et l'imprévoyance opposent à ses progrès, et rencontrer un jour, après quelques années de laborieuses épreuves, la faveur qui , dans les étals voisins , a accueilli ses premiers débuts.
Ce jour pourrait être avancé par les encourage^
flMDs du gouvernement et oeux de la science» « Au- )> tant le jeu est immoral , dit ^Illustré Laplace ( r ) , )) autant ces établissemens sont avantageuit aux ji moeurs^ en favorisant les plm dou5t peâohâns » de la nature. Le Grouvernement doit donc les n encourager et les respecter dans 1^ vioissitiides ^ de la fortune publique ; car les espéraiices c^u'ils yk présentent portant sur un avenir éloigné^ ils » ne peuvent prospérer qu'à l'abri de toute in- » quiétude sur leur durée. C'est un avantage qoe x> l'institution du gouvernement représentatif leur » assure*»
Mais en attendant que d'autres^ mieux placés ^ue nous, puissent éveiller l'attention de l'autofîté sur des opérations dignes de son patronage aussi bien que celles des caisses d'épargne», nous avons pensé qu'il ne serait pas inutile de les faire ecmnaitre ^us leur point de vue scientifique.
L'auteur di»i Uvre que nous traduisons s'étoi»aaît q^'tine science dont les applications sont si utiles el si QM^tipUéesi) ne fàt cultivée que depuis un p#ii plus d'un siècle en Angleterre^ Quet eut donc été son étonnement en France, puisque cette science y est encore presque entièrement incos^ ftue i Assurément, bien peu de personne» se dou-
•é^^i^bmmtaA^AAA.^m
fi) Essai Philosophique sur les Probabilités , page 194.
; vil ^)
lent parmi nous que derrière le prospectus d*une compagnie d'assurances se cache toute une vaste théorie analytique qui repose sur les applications
du calcul des probabilités aux lois de la mortalité, mais cette ignorance ne nous surprend pas puisque aucun auteur français ne s'est encore attaché à la combattre. Il est vrai que dès 1746, Deparcieux , dans un traité justement estimé, publia des recherches curieuses sur la durée de la vie humaine; il indiqua avec exactitude la manière dont doivent être dressées les tables de mortalité : lui-même en construisit plusieurs qui sont encore en usage, et qu'on trouvera à la fin du second volume de cet ouvrage. Mais en ce qui concerne les applications de ces recherches, il se renferma dans la spécialité des annuités Viagères et les assurances sur la vie ne sont même pas nommées dans son Essai.
On peut en dire autant de MM. de Saint-Cyraii et Deparcieux jeune, qui s'occupèrent de même exclusivement des annuités. D*autres auteurs beaucoup plus connus, Condorcet, Laplace et Lacroix, en traitant d'une manière générale le calcul des probabilités, ont exposé quelques-uns des élémens de la science qui nous occupe; mais pour eux cette matière était tout-à-fait accessoire, et ils se sont contentés d'en indiquer les principes gé-
( viii ) ncraux, sans en poursuivre les conséquence^; qui forment à elles seules une théorie distincte et complète.
M. Duvillard (i) est ïe premier, et jusqu'à ce jour, le seul auteur français qui paraisse avoir embrassé cette théorie dans son ensemble; il l'avait étudiée avec soin dans les écrivains anglais, et voulut même, à l'aide des documens qu'ils lui fournirent, organiser une société mutuelle sur le plan de VEquitable. Mais la révolution française vint empêcher la réalisation de son projet avant même qu'il eût reçu un commencement d'exécution. Du reste, ses travaux, bien que les plus précieux qui aient été faits parmi nous sur ces matières, laissent encore beaucoup à désirer; comme ses devanciers, il ne développa mathématiquement que les questions relatives aux annuités, et n'exposa que sommairement et dans la forme d'une courte notice, les diverses combinaisons des assurances.
On voit donc que nous ne possédons aucun ouvrage complet sur la théorie des annuités viagères et des assurances sur la vie. En Angleterre,
(i) Auteur de plusieurs Tables de morlalilé , des Recherches sur les rentes, Paris, 1787 , etc.
\\ au contraire, les sa vans les plus distingués ont I traité ces matières, Halley, Simpson, Dodson, ' Price, de Moivre, et tant d'autres dont il serait trop long de faire l'énumération. Leurs travaux uiit donné à cette science un haut degré d'exaclilude et d'importance mathématique ; mais ils sont inconnus en France et n'ont jamais été présentés dans notre langue. Nous espérons qu'on nous saura gré de les avoir, le premier, fait connaître. M. F. Baily, dans le traité dont nous avons entrepris la traduction, a recueilli et comparé tous les problèmes épars dans les écrits de ses prédécesseurs et dans les Transactions Philosophiques ^ et en y ajoutant le résultat de ses propres travaux il a pu composer un corps d'ouvrage complet et tout-à-fait spécial en même temps. Son traité est celui qui nous a semblé réunir ces deux qualités au plus haut degré : ainsi on n'y verra rien d'étranger au sujet principal, et en même temps on sera certain d'y trouver résolues toutes les questions importantes d'annuités viagères et d'assurances sur la vie. En ^ ' un mot, jamais le titre d'un ouvrage ne nous a semblé mieux justifié.
Il nous reste à dire deux mots de notre travail en lui-niême.
Nous avons traduit avec fidélité tout le texte
de l'ouyrage, mais nous avons cru devoir nous dispenser de reproduire un grand nombre de notes qui seraient dénuées pour nous de toute espèce d'intérêt. Dans ces notes, l'auteur cite les sources auxquelles il a puisé, ou combat les opinions de quelques autres écrivains sur les problèmes qu'il résout. Comme ces écrivains n'ont pas été traduits et ne le seront probablement jamais, comme, d'ailleurs, le sentiment de convenance et de justice qui devait porter l'auteur à ne point paraître s'approprier des résultats dus à ses prédécesseurs, n'existe plus pour nous, nous avons pensé que ces notes seraient superflues et même embarrassantes.
La monnaie anglaise étant différente de la notre^ nous croyons devoir prévenir nos lecteurs de la règle que nous avons adoptée pour la traduction des sommes qui se rencontrent à chaque page dans un ouvrage de cette nature. Quand il ne s'agissait que d'un exemple à donner ou d'un rapport à faire connaître nous avons simplement substitué le franc à la livre sterlingy sans changer le chiffre. Mais quand nous avons trouvé la désignation d'une somme précise, qui ne pouvait plus Àtre considérée ni comme exemple , ni comme rapport, nous avons dû conserver la monnaie angtajse.
Nous ne terminerons pas sans témoigner ici notre reconnaissance à M. Leyy, professeur a la Faculté des Sciences, dont les bienveillans conseils nous ont été grandement utiles pour Tachévement de ce travail.
TOME PREMIER
Chap. V, — Lois des chances et probabilités , etc. . . .
Chap. II. — Des annuités viagères en général
Ghap. III. — Des reversions
Chap. IY. — Des survivances
Ghap. Y . . — Des annuités en reversion conditionnelles.
Chap. YI. — Des assurances
Chap. YII. — Des têtes successives et desténemens viagers
Chap. YIII. — Des assurances conditionnelles
Chap. IX. — De l'hypothèse de M. de Moivre
Chap. X. — Des annuités payables par semestre, etc.. Chap. XI. — Des primes annuelles
TOME SECOND
Chap. XII. — Questions pratiques
Chap. XIII. — Institutions en faveur des vieillards, etc. Chap. XI Y. — Notice sur les compagnies d'assurances
sur la vie
Tables de mortalité •
Tables relatives aux observations de Deparcieux
Tables relatives aux observations de Suède
Tables relatives aux observations de Northampton. . •
Tables relatives aux observations de Londres
Tables diverses
Appendice
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LOIS DES CHANGES 9 ET PROBABILITES DE LA VIE HU?«IAINE
1. Mon intention li'est pas d'expliquer en détail la nature et les lois des probabilités ; mais pour rendre clairs les termes qui se rencontrent le plus fréquemment dans le cours de cet ouvrage, je vais exposer les principes généraux qui sont le plus intimement liés avec le sujet que je traite.
2. On doit entendre par la probabilité d'un événement le rapport du nombre de chances favorables à cet événement , au nombre total des chances pos* sibles; et l'on peut l'exprimer par une fraction dont le numérateur est le nombre de chances favorables, elle dénominateur le nombre total de chances possibles.
Ainsi, s'il y a a chances favorables et b chances T. I. I
contraires à un événement , la probabilité de 1 événement sera représentée par — ttâ'
5. Delà ménde manière^ la probabilité contraii^ à un événement peut être exprimée par une fraction dont le numérateur est le nombre de chances contraires à cet événement, et dont le dénominateur est y comme plus haut^ le nombre total des chances possibles. Ainsi la probabilité contraire ' au même
événement sera représentée par r*
4. Puisque la somme des deux fractions qui représentent les probabilités favorable et contraire à un événement, est égale à Vanité, il s'ensuit qu'une d'elles étant donnée, on trouvera l'autre par une soustraction. Ainsi la probabilité d'un événement
étant — xii' ^^ probabilité contraire sera représentée par I — -T = — TTT» ^* réciproquement.
5. Si dans le cas où un certain événement aurait lieu, une personne a droit à une somme d'argent désignée , l'attente qu'elle a de recevoir cette somme a une valeur déterminée avant l'accomplissement de l'événement ; et cette valeur s'obtient en multipliant la quotité de la somme attendue par la fraction qui représente la probabilité de la recevoir. Ainsi, si une personne a a chances d'obtenir, et b chances de ne pas obtenir une somme désignée, que jap*
pelleraî s, dans ce cas s X — -rrs i^eprésentefa la
vraie valeur de Vattente qu'elle a de la recevoir, ou de son espérance mathématique.
6. La probabilité du concours de plusieurs ëvënemcDs indépendants les uns des autres, est égale au produit des probabilités de chaque événement, considéré isolément. Ainsi , si la probabilité d'un événe-
ment est ^ , , , celle d'un second -— - — 3, celle d'un
troisième — r-v, • . . , alors — r-> X — 7-^ X — v-r- • •
leprésentera la probabilité du concours de tous ces éyénemens. Et cette expression, multipliée par la quotité de la somme, désignera l'espérance mathématique qu'on a de recevoir cette somme , dans le cas où tous ces événements, indépendans les uns des autres, auraient lieu.
7. Par un raisonnement semblable, on verra que la probabilité contraire à l'accomplissement d'un nombre quelconque d'événemens indépendans , est égale au produit des probabilités contraires à laccomplissement de chacun d'eux, considéré isolément. Ainsi , si la probabilité contraire k un évé-
nement quelconque est r, celle contraire à un
second — ---5, à un troisième -4— >. . ., alors'
----2, a un troisième -^TTf
X ^ X ~—f' • • représentera là probabilité cou-
traire à tous ces ëvénemens; et cette expression,
multipliée par la quotité de la somme, désignera l'espérance mathématique qu'on a de recevoir cette somme dans le cas où aucun de ces événemens n'aurait lieu,
8. De plus, si l'on retranche cette expression de l'unité, on aura la probabilité d'accomplissement de l'un quelconque de ces événemens; car, puisque
— q^ X , X -~->. . . est la probabilité du non
accomplissement de tous les événemens proposés,
il suit (n« 4) que i - -±^ x ^-^ X j^ . .
désignera la probabilité contraire au non accomplissement de tous ces événemens, c'est-a-dire favorable à l'accomplissement de l'un d'eux; et celte expression, multipliée par la quotité àe la somme désignée, donnera l'espérance mathématique qu'on a de recevoir cette somme , dans le cas où l'un des événemens proposés aurait lieu.
9* De la même manière, si l'espérance qu'on a de recevoir une somme dépend de l'accomplissement d'un certain nombre d'événemens îndépendans et du non accomplissement d'un certain nombre d'autres événemens indépendans, sa valeur sera égale à la quotité de la somme multipliée par la probabilité de l'accomplissement des premiers, et encore par là probabilité contraire à l'accomplissement des auti'esi Ces principe? nous suffiront pour déterminer la valeur d'une espérance mathématique qui dépendrait de ^accomplissement où du non accomplisse-'
ment d'un nombre quelconque d'ëvénemcns indépendans.
10. Jusqu'ici j^ai toujours considéré ces événement comme îndépendàns les uns des autres; mais si nous voulons ; déterminer la probabilité du concours de deux événemèns dépendans l'un de l'autre, vious devrons^ multiplier la probabilité du premier par la probabilité qu'aura le second, si l'on considère le premier comme accompli; et la même règle s'étend à autant d'éyénemens qu'on voudra.
11. S'il y a plusieurs espérances de recevoir plu-^ sieurs sommes, il est évident que l'espérance mathématique de la totalité sera égale à la somme des espérances partielles. Mais s'il n'y a qu'une seule somme à recevoir dans le cas où les conditions pro-^ posées s'accompliraient, la valeur de l'espérance ne sera plus la même. Au reste, les méthodes à employer dans ces sortes de questions seront expliquées plus au long dans le cours de cet ouvrage ; ce que nous avons dit jusqu'ici ne devant servir que d'introduction aux divers problèmes que nous résoudrons par la suite.
12. Maintenant, si nous avons à rechercher la probabilité qu'une personne d'un âge donné a d'atteindre ou de ne pas atteindre un certain âge donné, ou de recevoir une somme d'argent qu'on lui promet si elle atteint cet âge, c'est certainement une question de la plus grande incertitude, et à la(][uelle, pour
(6) plusieurs individus du même âge, on devra répon-? dre d'une manière toute différente. La chance qu'un homme de 5o ans^ qui a une bonne constitution , des habitudes réglées et frugales , et qui habite la campagne, a de vivre encore 20 ans, est évidemment plus grande que celle d'un homme du même âge et de la mChie vigueur de constitution , mais plongé dans les plaisirs et les débauches d'une grande ville ; plus grande encore que celle d'un homme du même âge et de la même force de tempérament, mais allant ha« biter un climat malsain auquel il n'est pas accoutu*mé ; et , à plus forte raison encore , plus grande que celle d'im homme du même âge, mais d'une constitution faible et maladive, ou que ses occupations journalières exposeraient à beaucoup de dangers dont la généralité des hommes sont exempts, tels que les soldats et les marins en temps de guerre ou de service actif. Ces circonstances sont hors du domaine du calcul, et tout ce que les règles générales peuvent faire à ce sujet, c'est d'estimer le degré raisonnable de probabilité qu'une personne d'un âge donné a d'atteindre un autre âge donné, en supposant qu'elle n'ait ni plus ni moins de chances d'j parvenir que la majorité des individus du même âge. Cette chance moyenne est déterminée par des tables qui montrent le nombre de personnes qui , sur un certain nombre d'enfans, ordinairement mille au moins, que l'on prend au moment de leur naissance, sont, par une longue suite d'observations, trouvés vivans à chacune des années consécutives de la vie humaine, rusqu'à sa dernière limite; cette limite, dans que}-
(7) ques tables^ est portée à 86^ et dans d'autres, à pins de 90 ans. Les exemples de la prolongation de la vie humaine jusqu'à 100 ans et au-delà sont si rares ^ qu'on n'a pas jugé utile d'en £aire l'objet d'aucune observation spéciale.
13. Plusieurs observations sur la mortalité ont été Élites par différentes personnes et dans difiërens lieux , et plusieurs écrivains tels que D*" Halley , Th. Simpson, Kersseboom, Deparcieux^ D" Price, Sulmich, Wargentîn , Muret et autres ont calculé , d'après ces observations, des tables de la nature de celles dont nous venons de parler. Mais les mêmes tables de mortalité ne conviennent pas dans toutes les localités; l'expérience a montré que tous les pays ne sont pas également sains , et que le nombre de personnes qui meurent annuellement n'est pas le même, proportion gardée , en différens lieux. D*^ Halley forma sa table d'après des observations faites sur les naissances et les décès de la ville de Breslaw en Silésie, pendant une série de 5 ans, de 1687 à 169:2. Thomas Simpson , d'après des observations faites sur les registres mortuaires de Londres pendant 10 ans^ de 17:28 à 2758. Kersseboom, en dépouillant les i^egistres de certaines annuités viagères constituées en Hollande, embrassa un espace de 1 25 ans» Deparcieux se servit des listes des tontines de France , et ses résultats forent confirmés par la comparaison des nécrologes ou registres mortuaires de quelques maisons religieuses des deux sexes. D' Price fit usage d'un registre tenu à JNorthampton pendant 46 ans, depuis
(8) 1755 jusqu'à 1781; le même auteur a aussi dressé une table d'après un semblable registre tenu à Norwîch pendant 5o ans, de i'j4^ à 177OJ une autre d'après un registre tenu à Holy-Cross, près de Schrewbury pendant 5o ans, de xj5i à 1781; une autre d'après un registre tenu à Warrington, dans le comté deLancastre, pendant 9 ans, de 1775 a 1782; une autre d'après un registre tenu par D' Naygarth à Chester pendant 10 ans, de 1772 à 1782; une autre d'après un registre mortuaire tenu à Vienne pendant 8 ans ; une autre d'après un semblable registre tenu à Berlin pendant 4 ans, de 1752 à 1756; une autre d'après un semblable registre tenu à Brandenburgh pendant 5o ans, de 1710 à 1760: ces trois dernières tables furent dressées au moyen de documents fournis par Sulm^h ; une autre encore d'après les tables de mortalité de Stockholm pendant 9 ans , de 1 765 à 1764, et suivant les observations de Wargentin, et une autre enfin d'après sept différentes énumérations de toute la population du royaume de Suède , répétées de 5 ans en 3 ans, en ijSj , 1760, 1765, 1766, 1769, 1772 et 1775. Muret se servit des registres tenus dans quarante - trois paroisses du canton de Vaud en Suisse pendant 10 ans, de 1766
14, Toutes ces tables présentent entre elles des contradictions, et souvent si frappantes que nous ne pouvons croire qu'on ait traité cette question avec tout le soin et Texactitude dont elle est susceptible. On aurait dû observer qu'il y a deux natures d'élé-
(9) ments pour former. d«s tables de imortalité^ les uns se tirent des registres des décès , qui montrent le nombre des personnes qui meurent à tous les âges sur une population quelconque ^ les autres ^ de la proportion qai existe entre le nombre des morts à tous les âges et celui des vivans aux mêmes âges. Les tables déduites des premiers de ces élémens ne sont correctes que lorsqu'il y a peu de fluctuations dans la population d'une contrée, et quand le nombre des naissances est égal à celui des décès; mais quand il y a plus d'individus qui quittent une localité que d'individus qui s'y établissent , et quand les- naissances sont plus nombreuses que les décès (ainsi qu'il arrive presque toujours dans les communes rurales) les tables ainsi formées donneront une vie probable trop courte ; et si le contraire a lieu, comme c'est l'ordinaire dans les grandes villes, une vie probable trop longue. Maïs les tables formées d'après l'autre nature d'élémens ne sont sujettes à aucune erreur.
15. La plupart des tables que nous avons citées ont été construites d'après les premiers de ces élémens , et dans presque toutes , on a eu égard autant que possible aux variations produites par l'émigration, etc. Mais je ne crois pas qu'on se soit servi des autres élémens pour dresser aucune table d'observations , si ce n'est Wargentin qui fit des observations de cette nature sur la population de la Suède , et il est fort à regretter qu'on n'en ait pas fait de semblables dans les autres contrées.
Par une circonstance singulière, non-seule
( to) ment les individus du sexe féminin vivent plus longtemps que ceux du sexe masculin^ mais encore les femmes mariées vivent plus long- temps que les femmes célibataires. Toutes les tables d'observations confirment cette particularité^ dont D' Aikin à Warrîngton et D' Haygarth à Chester ont aussi reconnu l'exactitude. Tous deux tinrent des registres distincts pour constater la mortalité chez les hommes et chez les femmes. Des registres semblables furent aussi tenus à Stockholm , et dans le recensement de toute la population de la Suède ^ cette circonstance fut aussi l'objet d'une attention particulière ; ces dernières observations^ qui paraissent mériter toute confiance ^ fournissent des élémcns suffisans au calcul de tables jdistinctes d'annuités viagères pour chaque sexe ^ dans \e célibat ou le mariage , et ces tables pourraient servir à déterminer la valeur des annuités ou assurances dépendant de l'existence ou du décès des veuves.
17. Les tables d'observations les plus usitées aujourd'hui en Angleterre sont celles que construisit D'Price d'après les registres de décès de Northampton; mais elles tirent leur principale importance ^es nombreux tarifs d'annuités viagères sur une ou plusieurs têtes , qu'elles ont servi à calculer. Sous tout autre point de vue il doit paraître très incorrect de regarder comme applicable à tout un pays les observations faites dans une seule ville; on devrait constater la mortalité générale de tout le royaume, ainsi qu'on l'a fait en Suède, pour que les résultats convinssent à toutes les situations. Mais
( lO
jusqu'à ce que le Gouvernement juge convenable d'ordonner la recherche des élémens nécessaires, nous devons nous contenter des louables essais de quelques observateurs isolés, et profiter des lumières incomplètes qu'ils ont répandues sur ce sujet.
18. Quant aux diverses tables de mortalité que nous avons citées plus haut, je ne pense pas qu aucune d'elles, à l'exception de celles de Kersseboom et de Oeparcieux, puisse servir à calculer la valeur des ftonuités viagères. Car il est évident que toute personne malade ou qui sentira en elle-même le germe d'une maladie-iiiortelle , ne voudra pas donner d'une annuité viagère le prix indiqué par les tables; je luis même porté à croire qu'elle n'en voudra acquérir à aucune condition. Ainsi l'on conçoit que les personnes qui se constitueront des rentes viagères seront toujours en bonne santé; elles ne composent donc qu'une partie de la population. Les élémens que Kersseboom et Deparcieux ont consultés pour la formation de leurs tables nous suffisent pour fixer d'une manière exacte les chances de la mortalité dans cette classe d'individus, et pour en déduire la valeur des annuités.
19. Des observations analogues peuvent s'appliquer à la détermination de la valeur des assurances} car on sait bien que l'assureur doit continuellement se tenir en garde contre les mauvaises santés, et les lois du pays punissent avec une juste sévérité toute fraude à ce sujet. Mais comme la cupidité ou la négligence peuvent amener à les violer, les per-
( la)
sonnes qui se feront assurer auront plus souvent de mauvaises santés que les personnes qui se constitueront des rentes viagères. Dans lun et l'autre cas cependant, on peut souvent déterminer une valeur, pi us correcte, en ayant égard à l'état de santé ^ à la résidence et aux habitudes des contractans.
20. Mais les âges et les situations sont sujets à tant de combinaisons diverses ^ que nous devons opérer d'après des principes généraux y sans égard pour les cas particuliers. Il serait donc extrêmement à désirer qu'on eût dressé des tables générales sur la mortalité de tout le royaume. Construites de cette manière , elles nous mettraient à même de déterminer le degré de foi qu'on doit ajouter à celles actuellement en usage, et serviraient de b^e à d'autres plus détaillées et plus étendues.
21. Pour faciliter au lecteur l'intelligence de cet ouvrage, j'y ai joint un tableau comparatif de toutes les principales tables qui ont été construites sur la mortalité en diverses contrées : voyez table I à la fin du second volume de cet ouvrage. La première colonne montre les âges , etlesautres colonnes le nombre de personnes qui subsistent à ces âges , sur i ooo enfans qui naissent dans les différens lieux désignés à la tête de chaque colonne; ces lieux sont disposés suivant le degré de mortalité de leurs habitans. Londres et les autres grandes villes sont donc placées les premières ; puis les autres pays en suivant le plus exactement possible leur ordre de salubrité , et enfin les campagnes. Ce tableau servira donc à constater avec la dernière
( i5) évidence y rénorme différence qui existe entre les grandes villes et la campagne^ pour la durée de la vie humaine ; car on verra que plus on s éloigne des premières , plus est grande la probabilité de vivre y et plus on a de chances d'atteindre un âge avancé. Ainsi, sur looo individus qui naissent à Vienne , plus de la moitié meurent avant d'avoir 2 ans, tandis qu'à Norwich , le même nombre d'enfans vivent environ 8 ans; à Holjr-Cross, plus de 27 ans; et dans le canton de Yaud, en Suisse^ jusqu'à 41 ^^s. Ce tableau confirmera aussi la vérité de l'observation qui a déjà été faite sur la longévité des personnes qui se constituent des rentes viagères ; car il parait constant^ d'après les recherches de Deparcieux, qu'à toutes les périodes de leur existence, cette longévité est beaucoup plus grande que dans un même nombre de personnes prises au hasard dans le climat le plus sain du monde ; ainsi , les tables de Northampton n'indiquent qu'avec beaucoup d'inexactitude la mortalité des rentiers viagers.
22. Mais quelle que soit l'inexactitude de ces tables, elle ne saurait nuire aux dé veloppemens qui feront le sujet de cet ouvrage. Les principes que nous poserons et les règles que nous en déduirons seront tou iours traités généralement , et sans égard à aucun cas particulier. Le lecteur en pourra donc faire l'application à chacune des tables que j'ai citées, ou à toute autre plus correcte , ou plus en harmonie avec les conditions du problème.
Soit donc une table quelconque d'observations
indiquant le nombre des yivans à tous les âges de U vie . Soit a le nombre de vivans à Tàge d'une tète donnée Â^
et désignons par d^ d\ d'\ les nombres de yi-^
yans aux âges consécutifs. Soit aussi 5 ^ le nombre de vivans à l'âge dune tête donnée B, et désignons par b\ Vy b"\ les nombres de yivans aux âges couse* cutifs. Soit encore c y le nombre de vivans à l'âge
de C 9 et désignons par c\ c", c'"f les nombres
de vivans aux âges consécutifs. De la même manière désignons par a le nombre de yivans à la fin de n an* nées à partir de l'âge de Â ^ et par a'^ ùd', oT, ..... les nombres de vivans aux âges consécutifs; par j9 le nombre de vivans à la fin de n années à partir de 1 âge de B , et par )8', )8", jS*', ..... les nombres de vivans à chacun des âges consécutifs ; enfin ^ par y le nombre de vivans a la tin de n années à partir de l'âge
de C y et par y', y'ty"', les nombres de vivans à
chacun des âges consécutifs; et ainsi de suite pour un nombre quelconque d'autres têtes. Alors ^ si l'on con* sidère que sur a vivans, à l'âge de A^ il n'en reste plus que a' à la fin d'une année , il sera évident que le nombre de chances qu'a la tête A de subsister un an de plus est a\ et que le nombre total de chances qu'elle a d'atteindre ou de ne pas atteindre la fin de cette année , est a. Donc la probabilité qu'a la tête A de subsister à la fin de la première année ^ est repré-
sentée par — . On trouvera de la même manière que la probabilité qu'elle a de subsister à la fin de la se-*
conde année, est — , à la fin de la troisième année — ,
et ainsi de suite ; car a!*^ a*" y sont respectivement le nombre de chances que la tête A a de subsister 2^5 ans, et a est toujours le nombre total
de chances qu'elle a de subsister ou de ne passubsister à la fin de ces années. De la même manière , les probabilités qu'a la tète B de vivre i, 2,5 ans. . . . sont respectivement Tf ff fy ^te-f 6^ P^u^ I^ téte C les mêmes
probabilités sont -, — ^ —, etc. {f^oj. n^ 2.) Raisonnant encore de la même manière , on trouvera que les probabilités que la tête A a de subsister n ^ 7z-f- 1 ,
H*2 , 7ï-I^5 années sont respectivement -^ ,
M* M* , — , — , etc. ; que les mêmes probabilités
sont pour la tête B, r, t, j-^ t-, et pour la tête
C? L y IL aie
24. De plus, les probabilités que deux têtes quelconques A et B ont de subsister simultanément pen- [ dant I , a, 5 années, sont respect i vendent re-
i présentées par --^, — ^r-, —j-, etc. , et celles de trois
♦Al A -or» ^^^ abc abc / m n \
têtes A, B, G par -^, -^^, -^^, etc. (n« 6.)
\.\ Bnfia^ les pFol>abîlités que deux têtes quelconques - A, B oat de subsister simultanément pendant n, /z-f- 1 ,
e «-1-2, ra+5 , années, soi» ^» -^> -^ » -^ » etc. ,
. et celles de trois tètes A , B , C sont pour les mêmes , . '^ces de temps ^, -^, -^-, -^, etc.
25. D'après ces principes , il est clair (n* 4) que la probabilité que A a de mourir avant la fin de la pre-
mière année sera représentée par i . Car puisque — désigne la probabilité que A a de vivre jusqu'à
la fin de ce laps de temps, cette expression^ retranchée de l'unité, donnerais probabilité contraire. De la
_// ' or
même manière on trouvera que i , i_ — etc.
désigneront les probabilités que A a de mourir avant
la fin des seconde, troisième années. De même
encore les probabilités que B et C ont de mourir en 1 , 2, 3 . . . . ans seront représentées respective-
ment par i— ^, ^"~p i—^, etc. et i— -,i_-,
I , etc. De plus, les probabilités que l'une des
deux têtes AB, et lune des trois têtes ABC ont de
mourir en i , 2, 5. . . . ans, seront représentées res-
a'b' d'b" a^b" , pectivement par i v- , i -r , i y, etc.,
VA'V ^ilh^^f ^"U^Jif
au c abc a o c .-r»» f
et I y— , I y— , I 7 — • etc. ht en ee-
abc abc ' abc ' ^
néral, si nous retranchons de l'unité la probabilité que les têtes proposées ont de subsister simultanément jusqu'au terme fixé , le reste exprimera la probabilité qu'elles ont de ne pas subsister simultanément jusqu'à la fin de ce laps de temps, c'est-à-dire la probabilité qiie l'une d'elles a de mourir avant ce terme.
26. Mais (n"" 6) la probabilité que toutes les têtes A, B, C,. • • . ont de s'éteindre en i an, sera
( '7 ) ^ représentée par M — — j xTi — t) X Ci — -jXetc;
en deux ans, par r I — jJ^^C^'" J")^!' — ^JX^^'i
entroîsans, parfi— —Jx^i — rj'^w )x ^*^*
Et les probabilités contraires à ces événemens, c'est-àdire que l'une de ces tètes a de subsister à la fin des première, seconde, troisième,.... années, seront respectivement représentées par
'- 0-r)x('-DxO -c-)x «'*=•'
•-0--r)xO-r)x(i--^-)xetc.
27, Jusqu'ici, en cherchant la probabilité qu'une tète a de mourir dans un temps donné, j ai toujours considéré cet événement comme devant avoir lieu à une époque quelconque avant le terme fixé Mais si nous avions à déterminer la probabilité que cette tête a de mourir dans le courant d'une année particulière, l'expression changerait totalement. Ainsi la probabilité que À aura de mourir dans le courant de la seconde année, après avoir survécu à la première, est
égale à I r = — r— ; car -r désignera , à la fin
delà première année ^ la probabilité que A aura de vivre à la fin de la seconde; et cette valeur, retranchée de l'unité, donnera la probabilité que A aura
de mourir dans Cette même seconde année. Mais puis- T. I. 2
( i8) que cet e'vénement dépend aujourd'hui de la conlliiuatioD de l'existence de A pendant l'année précédente
^existence dont la probabilité est ^ j ; la valeur que
nous avons trouvée plus haut devra être multipliée par cette fraction , afin de devenir la véritable valeur que nous cherchons. Donc la valeur actuelle de la probabilité que la tête A a de mourir dans U courant de la seconde année est représentée pai
— : — X — = . De la même manière , la pro-
babilité qu'elle a de mourir dans le courant de U troisième année, est représentée par — ~ x -
= , et ainsi de suite, jusqu'aux w'*"', (/^+I)"^
{n H- a)"', (/i-|- 5)"%. . . . années, pour lesquelles les probabilités analogues seront respectivement ^^-f^^^* ^
, ^ , , etc., a, indiquant le nombn
de vivans à la fin de /i — i années à partir de l'âge de A. Les mêmes observations s'appliquent à ui nombre quelconque de têtes réunies ; car en poursuivant le même raisonnement , on trouvera que h probabilité actuelle que l'une des trois têtes A, B, C a de s'éteindre dans le courant de la seconde année , sera exprimée par
ao C -"-^ a o C abc abc — abc
iib'c abc abc '
dans le courant de la troisième année, par
. a"b''c" — a^b^c" a^y^ _ oTb^'d' — a^b'^c"
a'f'c" ^ abc ~ 1^ ^ ^^^' ^
( ï9 ) et ainsi de suite jusqu'aux 72'^"% (/*+ i)% (w + a)"*', («+5)"% etc. années^ pour lesquelles les probabilités analogues seront respeclivement ^' '^' T^ ^
~^?^ ' û6c ' ahc ^«^Cva,»P,»
7^) désignant le nombre de vivans à la fin de n — i années à partir des âges de A , B , C , respectivement.
( ao)
«iV««.'«%VVVv%\VV\\'V\%ivVVV«%^VVV«A%l«Vi^WVVV«>VY««V«M^V\^«WV«\(\VV%VVV%^^MMA>V%%\\/VVVViV«,^ ^ ^"^
CHAPITBE II.
bES ANNUITÉS VIAGÈRES BN GÉNÉRAL.
28. Pour déterminer la valeur actuelle de toute annuité^ il faut calculer la valeur actuelle de la rente de chaque année , et ajouter les unes aux autres ces valeui's partielles ; on aura ainsi la valeur totale actuelle de l'annuité en question. Cette valeur dépendra toujours du taux de l'intérêt; et dans tout le cours de cet ouvrage j'ai représenté ce taux par p : conséquemment i franc ^ à la fin d'une année , vaudra I + f , et la valeur actuelle de i franc, payable après 1, 2, 5, etc. années, sera représentée par
La somme des termes de celte série , continuée jusqu'au w'^"" terme inclusivement, ou
(i+çr'+(i+çr'+(i+«r'+. . . .(i+c)-»= "^^"^^^"" ,
représentera la valeur actuelle d'une annuité de i fr. pendant n années : si l'on continuait cettje série jusqu'à l'infini , la somme de ses termes ou - exprimerait la valeur actuelle de la perpétuité de la même annuité. J'ai expliqué en détail, dans mon traité sur la Théorie de V Intérêt et des Annuités^ les principes sur lesquels sont fondées ces observations ; mais j'ai
cru nécessaire de les rappeler ici, afin de prévenir toute confusion dans la discussion des problèmes
suivans.
!^. Mai$ ^^ns lef aapuitës viagèrç3 , I4 r^nie de chaque aapée ne dpit être touchée qua certaines conditions, et par conséquent les valeurs actuelles que nous venons de trouver doivent être diminuées eu raison de la probabilité qu'on a de ne pas recevoir la rente. J'ai toujoura suppose que cette rente fût de i fr. par an; le ré^i|U;it ipdiquçra dQnç combien cette annuité vaut de fois la rente d'une année, et il suffira de m^Uij^lier c^tte valeur par la qwPÛté «Je tpute autre rente viagère po\;ir ^n ^voir la vî^leur actuelle.
PBOB^ÈpdE ï.
SÔ. Trouver U v^ur d'unç annuité viagère payable àuD g^niMpe que}con.que de tptes^ c'est-àniire ^ussi long-temp^ qye ces têtep s^^bsf^tçront içpsemble.
. SPI^PTIQN,
Soient A, B, C, etç.^ les têtes sur lesquelles est constituée l'annuité, et désignons, comme au n' 23, U% prolmbilite^ qua ahaûnné de pes têtes a de^ vivre \i 2. 3. . . .années. Il suit là (n' 24) , que la pvpb^bifité que toutes tes tètes ont de vivre sîmultane-
ment a la fin de. la premiei;^ ^annee t?st -7 — î — , ^X"-
pression qui , multipliée par(i + f)'^^ ou ia vàleâcr aiît^He dé t fràric payable dahs tm an, dotm^t^
(aa )
' " ' — pour la valeur actuelle de la rente de 1
première année , ou Vespérance qu'on a de recero cette somme, toutes les têtes proposées subsists^i à la fin de la première année. De la même manièr'e la probabilité que ce groupe de têtes a de subsiste
à la fin de la seconde année est -7 , exprès
sion qui , multipliée par ( i -^ ?)"*> ou la valeur actuelle de i franc payable dans 2 ans, donnera
r — . /'! ~ pour la valeur actuelle de la rente
(i+^)mAc.. ... ^
de la seconde année. De même encore - — . ,'V ^
donnera la valeur actuelle de la rente de la troisième année. Si nous opérons de la même manière pour toutes les années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , la somme de tous ces termes
sera la valeur totale actuelle de l'annuité , n désignant la difiërence d'âge entre la plus âgée des têtes proposées et la plus âgée de ceHes marquées dans la table d'observations.
Corollaire i.
31. Maintenant^ quand il ne s'agit que d'une seule tête A,cetté sériedevieDt^^^^^y |..^^<^, | ^j'^^, | .etc.]; quand il s'agit de deux têtes AB, elle devient
55L(I+7)+(H:^.+(T;.7P + ete-i Donc si nous . Résignons par A yB ^ C, . . . . (en caractères peur?
chés) la valeur d'une annuité sur une tête isolée quelconque A, B, C, .... ; par AB, AC^ BCy .... la valeur d'une annuité sur un groupe quelconque de deux têtes AB, AC, BC, .... et par ABC, ... la valeur d'une annuité sur un groupe quelconque de trois têtes A B C, etc.; alors, dans le cas d'une seule tête , on aura
etc. etc. etc. etc.
Dans le cas d'un groupe de deux têtes, . r a'b' aV ^b' -1 __
~\ — T" — I- 7 — r— \î-H , ■ >3 + etc. = aC.
ac\_i + ( (•+«)* (i+«r J '
etc. etc.
Et dans le cas d'un groupe de trois tètes ,
etc. etc. etc.
Corollaire 2.
32. Il n'existe aucun moyen de simplifier ces terndes, ou d'abréger l'expression générale donnée
plus haut pour la valeur d'une annuité sur une ou plusieurs tètes ; tous les ternies en doivent être traduits en chiffrer et calcules les uns après les autres ; cependant quand on a à trouver la valeur de plusieurs annuités sur une ou plusieurs têtes de divers âges consécutif$, on peut abréger considérablement Topération en descendant de la valeur d'une annuité quelconque sur une ou plusieurs têtes, à la valeur d'une annuité analogue sur des têtes plus jeunes chacune d'un an. En effet , désignons par ABÇ la valeur d'une annuité sur un groupe quelconque de têtes ABC ; et par Afifi^ la valeur d'une annuité sur un groupe d'un même nombre de têtes , plus jeunes chacune d'un au que les têtes A, B^ C. Soient a^yb^yC^f les nombres de vivans à leurs âges^ d'après une table quelconque d'observations ; alors par la même raison que
nous aurons
d'où multipliant la première eqaation par abc , et la seconde par ( i + f)^ fi 1^1 > nous aurons
abc . a o c , ^ >t»^> / ■ \
d'où ^fifik * + tyf^î^i ~ ^^^ 5?= ABC^ abc
Conséquemment^
d'où la règle suivante poui* trouvei' la valeur d*une annuité sur une seule tête , règle dont il sera facile de faire l'application à une annuité sur un groupe quelconque de têtes. Commencez par la tète la plus âgée marquée dans la table d'observations ; ajoutez l'imite à la valeur d'uqe annuité sur cette tête ( ordinairement o), et multipliez la somme par l'espérance qu'une tête plus jeune d'un an a de recevoir 1 franc après un an ; le produit sera la valeur d'une annuité sur la tête plus jeune d'une année. Si l'on substitue cette violeur à celle de l'annuité sur la plus vieille tête, et qu'on répète l'opération , on aura la valeur d'une annuité sur la X^q plus jei^ne encore d'une année, et ainsi de suite jusqu'à la tête de l'âge désigné. Il est vrai que cette manière de procéder est souvent plus longue et plus laborieuse que cçlle qui consiste à calculer la valeur numérique de tous les termes de la série donnée au corollaire précédent ; néanmoins cette formule a cet avantage, que les différens degrés de l'opération donnent les valeurs des annuités pour tous les âges intermédiaires compris entre celui de la tète donnée et le plus avancé <]ui spit marqué dans la table d'observations , et l'on trouve ainsi presque aussi facilement la valeur des annuités pour tous ces âges intermédiaires que pour la tête proposée seulement.
35. Exemple i. Soit proposé de trouver la valeur d'une annuité sur une tête de 90 ans; en se servant de la table générale de Suède et de l'intérêt à 5 p. 100.
La valeur d'une annuité sur une tête de 96 ans est égale à o.
Sur une tête de 95 ans, = (i+o, ) X - X 0,9524 = 0,4762
JU
92 = (1+0,6764) X ^ X 0,9624 = o,8563 91 = (i+o,8563) X II X 0,9624 = 1,1129
On voit donc que la valeur demandée est 1,4129.
34. Exemple 2. Quelle est la valeur d'une annuité sur un groupe de deux têtes, savoir, un homme de 90 ans et une femme de 84 ^ns, en se servant de l'intérêt à 4 p« 100, et de la table de Suède, qui indique une mortalité distincte pour chaque sexe.
En commençant par la tête la plus vieille qui soit dans les tables, et l'adjoignant à une plus jeune de 6 ans , on trouvera que la valeur d'une annuité sur un groupe de deux têtes, dont un homme de 96 ans une femme de 89 , est o.
(27) Sur deux têtes de
Q4et88ans= (iH-o) X ^^ ^X o,q6i5 =o,i845,
93et87 =(i+o,i845)x |^^^^ X 0,9615 = 0.3496,
92et86 =(»+o,3496)x^i^X 0,9615 = 0,5827,
gietSS =(,+o,5827)x^J~^X 0,9615 =0,7607,
9oet84 =(i+o,75o7)X^gr^^X 0,9616 =0,8629.
On voit donc que la valeur de Fannuité demandée est 0^8629.
35. Mais la meilleure manière dont on peut calculer la valeur des annuités , c'est d'employer les logarithmes ; elle est suffisamment indiquée par l'inspection de la formule du n** 52, et les principes que nous venons d'établir. Car puisque Afi^C^z=z [i-\-ABC)
X -y- (1 + f)~', il est évident que log
loga-{-logi+logc+log(i+f)-'+log(i-|-^i5C) — (loga^ + logi^-|-logc^), et par là les calculs qui seoiblent si compliqués quand il s'agit d'un groupe de deux ou plusieurs têtes , se réduisent aux simples opérat^ns d'addition et de soustraction.
364 En calculant de cette manière les valeurs des annuités^ on fera bien d'observer les règles suivantes i Commencez par la plus âgée des têtes données C, et écrivez horizontalement sur un tableau divisé eu
( 28 ) colonnes , comme celui que je joins ci-après pour modèle , les logarithmes des nombres de vivans après n, (ji — i), (n-— 2).... années, à partir de la naissance , n désignant le nombre d'années coi^pris entre la naissance et le dernier âge marqué sur la table d'observations. Maintenant ^ passaqt à la tête B , la plus âgée après C , écrivez de même sous les premiers les logarithipes des nombres de vîvaoB après {n — A), (n — A — i), (ji — -A — 2), etc. années, à partir de la nuissance , A désignant la différence d'âgç entre B et C. Opérez encore de même pour la plus vieille tête après B, et ainsi de suite, suivant le notûr bre de têtes sur lesquelles est constituée Tannuité. Ajoutez ensemble les quantités qui se trouvent eu ligne verticale, et écrivez sou( chaque somme le Ipgarithme de (i 4- f)""*. l^e rçste de l'opération de^vient extrêmement feqile , çoninie m\ le vqû p?ir Ip tableau ci-joint , on j'ai indiqué U méthode k ^wvr^ pour trouver les valeurs dea annuités pur un grovp^ quelconque de deux têtes dont la différence d'âge serait de 10 ans, en se servant de l'intérêt à 4 P- 100 et de la table de Northampton.
57. En cherchant ces logaritl^meis dans Idst tables, on ne doit tenir compte que de la partier déctinale ; la même observation s'applique à l'addition et à )a sous* traction des logarithmes dans l'opération. L'omission de la caractéristique ne peut entraîner aucune errour, ^puisque dans le dernier logarithme qui résuUe de l'opération, et qui est celni de l'annuité cheiHîhéc, quand la caractéristique est positive, elle n'rxcède
( 39 ) jamais l'unité^ et quand elle est négative il est également impossible de s'y méprendre.
Dans chaque colonne^ les nombres compris dans
les lignes D, E^ F, G^ H, I^ K^ L, indiquent les di«
vers degrés de l'opération } la ligne L contient les
logarithmes des valeilrs demandées , et les nombres
corrêspondans à ces logarithmes, ou ces valeurs
mêmes se trouveront datis la ligne S. On verra dans la
suita pour quelle raison j'ai séparé cette ligne des
autres^ quand je donnerai Texplication des lignes
saivânted M, îi, 0, f, Qj K, que pour le moment
on ne doit aucunement considérer.
îf
Is
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58. Ce tableau peut aussi servir à calculer les annuités sur une seule tête; il suffira de biffer les logarithmes des ligues E et F. Ou peut encore s'en servir pour un groupe de trois têtes Â^ B^ C^ en ajoutant aux logarithmes. des lignesD etE (pour obtenir la ligneF), les logarithmes des nombres de vivans après n — cT, 71 — ^ — i,n — ^—2, etc. années, à partir de la naissance, cTdésignant la différence d'âge entre A et G. Il est évident que par cette méthode le calcul des valeurs des annuités sur un groupe de deux ou plusieurs têtes est presque aussi facile que celui des annuités sur une seule tête, et que le principal travail est de chercher les logarithmes des nombres de vivans aux différons âges et les nombres correspondans aux logarithmes des résultats.
39. On conçoit qu'une erreur dans l'un des nombres se perpétuera dans tous les nombres suivans ; or, comme ce n'est qu'avec une peine infinie que l'on parvient à la fin de l'opération à découvrir la source de Terreur , il y aurait une grande utilité à pouvoir vérifier l'exactitude des nombres de chaque colonne à mesure que Ton opère. M. Morgan, dans sa Théorie des Annuités^ etc., p. 58, a exposé une méthode à cet effet, et j'en ai extrait la règle suivante.
40. Écrivez dans la ligne horizontale M les logarithmes de (i 4- pr^'*-^—^ (i + p)-^ — -^— ), (i -f-p )""("""'■" ^^ etc.; cT désignant la différence d'âge entre la plus jeune et la plus âgée des têtes proposées. Ajoutez-les aux logarithmes de la ligne K, et écrivez la somme dans la ligne N ; ajoutez-les aussi aux logarithmes de la ligne I , et écrivez la somme
dans la ligne 0. Cherchez ensuite les nombres correspondans aux logarithmes des lignes N et 0^ et placez-les respectivement dans les lignes P et Q. Alors si tout nombre naturel de la ligne Q , dans une colonne quelconque^ est égal à la somme des nombres naturels des lignes P et Q dans la colonne précédente, toutes les valeurs obtenues jusque là sont exactes. Mais si les 5 ou 6 premières quantités de la ligne Q ne s'accordent pas avec les 5 ou 6 premières quantités de la lignç R dans la colonne précédente , c'est qu'il se sera glissé quelque erreur dans les nombres employés depuis la dernière preuve ^ et par conséquent il deviendra nécessaire de repasser l'opération depuis ce point-là.
41. Quoique les calculs nécessaires pour trouvei de cette manière la valeur des annuités soient plu£ longs que l'emploi de la formule générale^ on en est plus que dédommagé parla satisfaction qu'on éprouve en étant certain de l'exactitude des valeurs obtenuesj et par le temps et le travail qu'on épargne en découvrait chaque erreur à mesure qu'elle se présente
42. Si j'ai exposé avec tant de détails la meilleur méthode à suivre pour trouver la valeur des annuité sur une ou plusieurs têtes ^ c'est qu'il nous manqu encore beaucoup de tables sur cette matière pôv compléter celles que nous avons déjà ; et surtout nous en faudrait de nouvelles , dont les unes seraiet le résultat d'observations spéciales faites sur la mot talité des rentiers viagers^ et les autres résulteraier d'observations générales faites dans tout le royaume
Des tables aiasi construites seraient extrêmement uti'* les/mais on aurait tant de peine à les calculer même avBC les logarithmes^ qu'il est bien peu d'individus qui fussent disposés à entreprendre une tâche aussi laborieuse , même s'ils possédaient les élémens nécessaires. Malheureusement aussi , les sociétés dont l'objet semble être plus particulièrement d'encourager une entreprise de ce genre , ne se trouvent pas assez intéressées à publier des documens plus -positif à ce sujet.
43. «Tai réuni à la fin de cet ouvrage toutes les tables publiées jusqu'à ce jour sur la valeur deis annuités sur une ou plusieurs têtes, et le calculateur y pourra choisir celle qui conviendra le mieux au problème qu'il aura à résoudre. J'indiquerai plus au long , daos le chapitre XII , la manière dont on doit faire usage de ces tables, et les applications qu'elles présentent.
Corollaire 3.
44. Au mojen de la formule générale du problème , qui donne la valeur d'une annuité sur un groupe quelconque de têtes , nous pourrons déterminer celle d'une annuité différée^ c'est-à-dire d'une annuité qui He doit courir qu'après un nombre d'années déterminé n , pourvu qu'alors les tètes données subsistent, et qui doit courir deptiis cette époque jusqu'à la disso^ lutiondecegroupedetêtes.Soienteneffet A, B, C,etc., les tètes don nées, et soient a, a', a". . . . , j3, j8', j8''. • , . ,
>) y, y ^ . . . , etc. , les nombres de vivans à la fin de T. I 3
n^H'-i^ i , n -+- 2j etc. années à partir des âges ai hpBf Gf etc. auivatit l'explication du u^ 85; alors b
Talear d'uoe aanuité sqr le groupe ABC , sera
représentée par la aérie «utvwte :
dont îà première partie doit être continuée jasqu^à/t termes , et la dernière (ou la portion d'annuité qui est différéiQ de n années 1, doit être poursuivie jusqu'aux derrières limites dç la yie humaine. Par ocmséquisnt cette dernière partie ^ ou la série
exprimera la valeur d'une annuité dont on ne doit entrer en jouissance qu'après n années; je la désignerai -par (jéBC. . . .y. Or, si nous ayons des tables qui in-* diquent la valeur des annuités sur une ou plusieurs têtes , à tous les âges , nous pourrons aisément sans çalquler a^pftfénienl; chaque terme de cette «érie, en déduire la valeur de c^Ue d'une annuité sur un même AOmhre de tetea plus âgées chacune de n années que le» tètes proposées. Çsiy si Ton représente cette dermhv0 valeur par ^d'^JB'^O.... nous aurons d'après la formule du j^oblàme ;
( 35 ) Et en multipliant les a termes de cette équation par
nous aurons
^<' 5» O .... X "-^HiL'-i: (i-4-f)-= {ABC....Y.
D où la règle générale suivante :
45. Cherchez la valeur d'une annuité sur un groupe d'an même nombre de tâtes, plus âgées que les têtes proposées chacune du nombre d années dont est diff^ée l'annuité. Cherchez aussi lespérance que le groupe proposé a de recevoir i fr. à la fin de ce délai; le produit de ces deux quantités sera la valeur demandée.
Voyez , pour l'application de ce corollaire, la question VI du chapitre XII.
Corollaire 4-
46. Au moyen de la série du dernier corollaire ^ nous pouvons déterminer la valeur d'une annuité viagère temporaire^ c'est-à-dire d'une annuité dont on doit entrer en jouissance immédiatement, mais qui doit s'éteindre après un nombre d'années déterminé n , nioindre que la durée possible de l'existence de la tête ou des têtes données. Car tout restant comme dans le dernier corollaire , il est évident que les n premiers termes de la série que nous y avons développée, ou
abc... >< L (i+e) ."*" Cl+Cr..:"^ (I+Cr
'^ — +r*-T~^ seront la videur dé l'aTOiuîté teçir
soit nul, ou que largent ne porte aucun intérêt ^ aku^ cçtte fongaule se réà uira à la série
d'oilt k rt^è suivante, pbur tVourer la valeur à\w ànMrtiité ^àf hx tète A cônsidérëe comme touohàiit ai^ iiudïeinent 'cette rente, et sans întërêf d^argent. Dîviscf^la soinme de tous les vivans, à tmtsles âges consécutifs après cefui de la tète donnée, par le nombre de vivans à cet kge, et le quotient sera la valeur de^ mandée.
Ikins un des chapitres suivans, je montrerai qu'oa doit ajouter ^ ou | à la valeur ainsi trouvée, pour obtenir celle d'une semblable annuité sur la tête A Considérée conïine f ouchani la rente par seniëstce, oa par tz;imQst;|e ; .ipais si ox^ la considère comme latouchant instantanément, nous devrons ajouter.^ à la Vâfeftï^^frph^eJ ï^ cé derttfelr cas,, là valeur derfiSiiâiè'hiPégihtix^ Ibmkes des prokbitilés que celte tête a d'atteindre les premier, seconcf , troîsi^i^}^.^. ijî^^aus^yws le ^paient actuel jiiçqu'à la ^ft^^^f^P^k^fïf^P^ P9^^'M?î c'est cç que p^uâieurs au* ^IH9 ^'^^CV^HI'f ^^^."^J^^'?^' ^^ le-ni>mbre d'ai»- "4^/)M^r^'H^^^^,çl<^>^V^^ d^ toutes les têtes^xist^t au,.ï^içp âgç ;pe;Vt être considérée cowa>e ccartaine d atteindre. D'où la règle suivante pcmi* Inout^ir ]& vie moyenne.
53. Diviisç^ 1^ soa^wg des npmbrpç de vivans, à tpus les agjci^,. consécutifs qui suivent celui de la tête
(59) proposée, par le nombre de v^vans à cet àgp^{ avouiez ^ au quotient , et la somme sera la valeur demandée*
54. Comme nous pourrons ayoir oo6asion de dé«terminer cette valeur pour comparer les probabilités de vie ou les valeurs deâ finËtuités suivant différentes tables d'observatioDS ^ ou pour calculé!^ par approxi-* nation certaines valeur» dont je parlerai par la suite ^ jû donné ici la règle par laqfuelle ou peut trouver cette valeur 'd après, une tatbk quelcôncjtoe d'obediH
Tatioos; • ::i'i -.r- ' ■ ' ' " . ■; . •.:='
Mais à la table :n> àia fini die ce TrnèCf^ jViir.'ii!^ diqué la vie moyenne de & ans en 5 ans, d'après tes diverses observations mentionnées au n^ i3: et aux table* IV, XY, XXVI et XLVI, j'ai indiqué <}'année eu année la vie moyenne à totis les âges, d'sprk les observations qui {précèdent immédUate-^ aaent ces tables.
PROBLÈME H
55. Trouver la valeur dVue annuité payable .jusqu'au dernier décès d'un nombre quelconque de tètes.
SOLUTION
Soient A f Bf Cf ... .les tètes sur lesquelles est cooBtitoéq Ifanuuît^ p et désignais comilae sru x^"" 23 les {«obabililés que, chaque tâte a dd fiiihsifller i y 2, i.... 4ns. A}0rs^J#.:pr9ft»abilhéque l'^i^;^j[|; Vautre ^e ces tètes a^de subsista k \a fia delà preoHiière aouée-
sera d'après \e n* !i6 2 1 — f i — — J x (i — -r-J i~~)xetc.= - + ^ + - + etc.-^
~":5r ~ "Sr — ^|^^+-5^+«^Ct expression qm
étant muhîpliée par ( i «4*- f )*'*» oa laTakor actuelle de I fr* payable dans un ao , donnera la valeur actaelle de la rente de la première année, ou l'espérance qa'on a dte recevoir cette rente, Tone quelconque des têtes subsistant à la fin de la première année. De la même manière, la probabilité que l'une ou l'autre des tètes proposées a de subsister a la fin Ide la seconde an-*
a ^ ' « ah oc
— -g^ — — etc. + -=-T — + etc., cette expressiOB
multipliée par ( i + p)**^ ou la valeur actueUe de 1 it. payable dans deux ans , donnera la valeur actuelle de la rente de la seconde année « De même encore
rexpression i ~ ( i ~ jl) x (i -^) X (i -f ) X etc. == — 4- r- 4 H" etc. •- r
a * b ^ c ^ au ac
-^ -T-- — etc. 4 T — •+• etc. , étant multipliéepar
( I + pY"^ donnera- k valeur actuelle de la Fente de 1^ troisième année. Et ainsi dé suite ip0ur toutes les années suivantes, jusqu àuxi éemières limites de la vie humaine, et la somme de toutes ces espérances par-
lielles, ou la série
;--— ^ f -. -I- -H f-elc. r ctc -h — — -f etc. )
(i*f>f) \a e mb ac he abc /
+ - — —r-l — -f- rH- — +etc. r etc.-* — +otc. j
(l*f-p)*VA oc ab ac bc abc /
(i-f^)*\« b c ab ac bc abc J
+ Ctc.
sera la valeur totale actuelle de l'annuité demandée.
56. Mais la première colonne verticale de cette expression est la valeur d'une annuité sur la tête A ; la seconde est la valeur d'une annuité sur la tête B; latroisième est la valeur d'une annuité sur la té te C ; etc. De la même manière, les quatrième > cinquième^ et sixième colonnes verticales sont les valeui^s d'une annuité sur les groupes de tètes AB, AC, BC, etc., et ainsi de suite. Doncsi nous substituons respectivement àcesvaleurs les caractères adoptés au prpb, I^ cor. i . la formule générale deviendra -^ -f- J5 + (7 + etc. - AB—^Â C—B C — etc.+ ABC+ etc. , et par conséquent la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès des têtes proposées, est égale à là somme des valeurs d'une annuité sur chacune de ces têtes isolément y moins la somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes que forment ces têtes en les cômbinantdeuk à deux ; plus la.somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes que forment ces têtes eu les combinant trois à trois ; moins la somme des valeurs d'une annuité sur les groupes qu elles forment en les combinant quatre à quatre, et ainsi de suite. Donc, quand on donne les valeurs d'une annuité surcha-
Cime des tètes proposées et sur les divers groupes pro^ venant de leur combinaison , il est facile de déterminer la valeur d'une annuité payable jusqu'à leur derniei décès. Pour la facilité des raisonoemens» j'appeUerai L cette voleur, et j'aurai soin toutes les fois que je ferai usage de ce caractère, d'indiquer lemmibre de tètes sur lesqueUes repose l'annuité.
Voyez, pour l'application de ce prc^ème,^ ls& questions VHI et IX du chapitre XÎI.
Corollaire i.
57. Si toutes les tètes sont égales, ou du même %( que A et que leur nombre soit représenté par n , alors la probabilité que l'une ou Tautre de ces tètes a do sub«^ sister après un an, deux ans,^ trois ans, etc., sera représentée respectivement par
Si l'on développe ces quantités au moyen de la formule du binôme , et qu'on les multiplie respectivement par la valeur actuelle de i fr. payable après ces divers délais, leur somme, ou la série
r| n. -^ — d— 4-— i — '.^-^. —etc
1 r a" n(w-i)ûV , n.(«-0 (n-i) cVa' _, ""
■ -' I" ^ — r— . .1 ■■! « Ct C*
_ n 2ââ ^^ a 3 aaa ^
+ etc.
sera la valeur totale actuelle de l'annuité demandée
niiriC"'
58. Donc (si nous appelons AÀ^ AAAj etc., la yaleur d'une annuitésur un groupe de deux, trois^ etc., têtes ^ales) la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès d'un nombre quelconque de têtes, toutes de Tàge de A , sera
S'il n'y avait que 2 têtes, cette formule deviendrait iA — A A; s'il y en avait trois, elle serait ZA — "iAA
+JAA; quatre, 4-^ — 6ÀA'-\r 4 ^^^ — AAAA; et ainsi de suite.
Voyez , pour l'application de ce corollaire, la question Y LU du chapitre XU.
Corollaite 2.
S9« Si nous vanlons déterminer la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès, et différée du délai n, il sera évident (d'après ce qui a été dit au prob. I, cor. 5), que les diverses séries verticales de lapâge4i ne doivent commencer qu^au(n-f-i)^ terme, et continuer alors jusqu'aux dernières limites de la vie humaine. Bouc la valeur de Tannuîté diflfêrée demandée sera égale à A^+B^+ C'— [ABf^ [ACy --{BCY+{ABCf^ expression que je désignerai parZ''. Or si nous substituons à chacune de ces quantités sa valeur correspondante d*après les principes du n* 44, la formule que nous désignons par L^ deviendra
ee-
expression plus commode pour Tusage , et dont of^ peut déduire la règle suivaate. •
60. Substituez dans la règle générale du problème les valeurs des annuités différées sur une ou plusieurs !^ têtes , aux valeurs des annuités payables dtiranttoiite ■ Fexistence des mêmes têtes , et. opérez comme la règl^ jy rindique avec ces valeurs substituées; le résuljtat sera r Fannuité demandée. f ^
Y oyez, pour Tapplication de ce- corollaire » la. f «question XI du chapitre XI^. ^
CorqUaire 3. j'
61 . Si la j ouissanpe d'une annuité , payable jusqa*au ' dernier décès d'un nombre quelconque de têtes , et différée d'ua nombre d'années /i^ dépeud: encore de l'existence simiUtauée dé toutes les têtes à Fexpiratioa i
de ces n aimées^ sa.valetirsera égale à £*">< rr^^^"^)**! \
c'est-à-dire égale à lia valeur d'une annuité pa^abi^ | jusqu'au dernier décès, d'uji même npmbre de tètes \ plus âgées chacune de n anpécis que les têtes pro-. : posées y multipliée par l'espérance que le g[roi^e d(S ces. têtes a 4e recevoir i fr, à l'expiration de ce délais \ et cette question doit êti*e* çoigneusemeut distinguée, t de celle qui i^ fait l'objet du dernier corollaire.
Voyez ^ pour l'application de ce corollaire t. h scolie de la question \ï, au chapitre X.!!.
Corollaire 4.
G2« Après avoir trouvé^ au moyen du second i corollaire de ce problème , la valeur d'une annuité ;
•e, payable jusqu'au dernier décès d'un nombfe mque de têtes ^ nous pourrons aisément déterlà valeur dune annuité temporaire dans les 3 circonstances; il suffira de prendre la difféentre cette annuité différée , et la valeur d'une ible annuité immédiate trouvée parla formule problème. Ainsi la formule L — L^ désignera )us les cas la valeur de cette annuité temporaire ; ironsdéjà trouvé une formule semblable Bun''4/&, 3t des groupes de têtes.
ez, pour l'application de ce corollaire^ la m XII du chapitre XII.
PROBLÈBIE m.
Trouver la valeur d'une annuité sur un nomelconque de tètes , cette annuité n'étant payable ni qu'un nombre déterminé d'entre elles ^ n , eront ensemble.
SOLUTION
int Ay By C^. .. . les têtes sur lesquelles rel'annuité , et désignons , comme au n"^ 23 , les [)ilités que chacune des têtes a de subsister i y
. • . ans. Maintenant^ si nous restreignons cette 3n à celle d'une annuité sur trois têtes^ payable l'il en existera deux^ il est évident que la chance a de recevoir l'annuité une année quelconque dra de l'un de ces quatre événemens différens :
les trois têtes subsisteront ensemble à la fin te année y événement dont la probabilité ést^
pour la première année, — r- ; 2**. ou A et B seronf alors vivans et C mort, événement dont la probabilité est, pour la première année, -^ X \\ — ^ J;
5*. ou A et C seront alors vivans et B mort, événement dont la probabilité est, pour la même année,
l£l X (i — J^) ; 4^ ou enHn B et C seront alors
vivans et A mort, événement dont la probabilité est,
pour la même année, 'T'^\} — ^\ Donc la somme
de ces quatre chances , ou —, — | — r-X C^"^"')"f'
^^V Tj^T^^V a)— ab ^ ac^hc
T — , étant multipliée par (i + p)"* donnera la
valeur actuelle de la rente de la première année , ou Fespérance qu'on a de recevoir cette somme, payable si deux quelconques des têtes proposées survivent à la première année. En raisonnant de la même ma-
merc, on trouvera que -^ + _ 4- _ ^ — --,
multiplié par (i — f)""*, donnera la valeur actuelk de la rente de la seconde année. De même encore^
^""V ^^J^ W^ ^^VÊIJÊJÊ
-Eb-^-^+-br - -^ï^,maltipliepar(i4-rr
donnera la valeur actuelle de la rente de la troisième année ^ et ainsi de suite pour toutes les années sui* vantes, jusqu'aus^ dernières limites de la vie hu** maine, et la somme de toutes ces espérances, ou la
(47) série
sert la valeur totale actuelle de Fannuité demandée.
64. Mais si uous ajoutons séparément^ comme dans leproblème précédent, les quantités de chaque colonne Terticale , et que nous fassions usage des caractères du problème I j corollaire i » l'expression ci-dessus deviendra AB -f- ^(7+ BC— ^ABC, d'où Ton tire la règle suiyante pour résoudre la question qui Qous occupe.
De la somme des valeurs d'une annuité sur les trois groupes de deux tètes provenant de la combinaison des têtes proposées , retranchez la double valeur d'une annuité sur le groupe des trois têtes ; le reste sera la valeur d'une annuité payable tant que deux de ces têtes subsisteront ensemble*
Voyez , pour l'application de ce corollaire y la <{uestion X du chapitre XII.
85. En raifionnant de la même manière ^ on trouva la valeur d'une annuité sur quatre tètes, payable tant qu'il en subsistera d&ux ou trois (les autres latstions qui s'appliquent à ces têtes étant déjà réolaes àxûA \^ deux problèmes précédens), et en aoéral la valeur d'une annuité sur un nombre quel* onqne de têtes , payable seulement tant qu'il en sub-
Et
(48 J sistera un nombre déterminé. Toutefois , comme il est bien rare qu'il s'agisse^ dans la pratique , de plus de trois tètes , je me contenterai d'indiquer la for* mule générale qui comprend tous les cas possibles de ces trois problèmes , sans développer les raisonnemens qui y conduisent. Désignons donc la somme | des valeurs d'une annuité sur tous les groupes de -i têtes provenant de la combinaison n k n des tètes *; proposées^ par S, (/i+ i) à (w+i), par S', (w+2) ï à (n 4- 2) l^SLV S'j et ainsi de suite. Alors , la valeur l d'une annuité sur un nombre quelconque de tètes, t payable aussi long-temps qu'il en subsistera un nombre \ déterminé n , sera représentée par i
Corollaire i.
66. Si l'annuité n'est pas payable pendant toute l'existence des têtes proposées^ mais est ou différée . ou temporaire y nous devrons raisonner comme nous l'avons fait au problème II, corollaires 2 et 4^ ^^ nous trouverons que la valeur d'une annuité différée, payable tant que deux de trois têtes données subsis' teront, sera exprimée par {ABY + {jiCY'^{BCf — 2{ABCY; donc si, dans la formule du n* 64, nous substituons aux valeurs d'une annuité pour toute lexistence des têtes proposées, celles d'une au" unité différée sur les mêmes têtes, nous obtiendrons la valeur de l'annuité différée avec la circonstance qui fait l'objet de ce problème.
Et cette valeur, retranchée de celle d'une semblable aonaité pour toute la durée de l'existence des têtes proposées, donnera la valeur d'une semblable anmité temporaire sur deux quelconques des trois êtes données.
CoroUaîre 2.
67. Si cette annuité différée dépend de l'existence imnltanée de toutes les têtes proposées à Te^ipiration b délai dont elle est différée , sa valeur sera égale à a v&leur d'une annuité semblable sur un même nom- )pe de têtes plus âgées chacune que les têtes proposées d'un nombre d'années égal à ce délai , multipliée Mir l'espérance que le groupe de ces têtes a de receroîr I fr. à l'expiration de ce délai; et l'on doit disinguer soigneusement cette question de celle qu'a résolue la première partie du corollaire précédent.
CHAPITRE IIÏ
DBS BBTSft6lON8.
68. J'entends en général par annuité en res^ershn toute rente qui, reposant sur un nombre quelconque de letes^ n'est payable qu'après un délai fixé, ou iaprès Textinctioa d un autre nombre quelconque de této$> La première classe désigne donc toutes les annuité diffi&rées dont j'ai parlé au prob. I^ cm\ 5; ipainfe^ naiit jevais m'occuper de la seconde ^ et je ferai (Observer ici que je çpnti^uerai à désigner le& preniièf^i par la dénomination 4'ai^nuités viagères différées^ njp pliquant spécialement le terme d'annuités viagères ei reversion à celles dont on ne doit jouir qu'après l'extinction de quelque autre tète. Les diverses divisions qu'embrasse cette question peuvent se réduire aus quatre problèmes sulvans.
PROBLÈME IV
69. Trouver la valeur d'une annuité reposant sui un groupe quelconque de têtes ABC. . . ., après U dissolution d'un autre groupe de têtes PQR ....
SOLUTION
Désignons^ comme dans le n^ 24^ les probabilité que le groupe ABC .... a de subsister i, 2,5. . . . ans
P^'l^T' lïT» "^îr' «* ^«* probabilités que le groDpe PQR.... a' de subsister \, a, 5..... ans',
YJgJw/ W't^t^ rJ^t/'r"'
mt?^^^' ^-^-^, ^-^^, etc. ©i' la chaïuie* ont h^ F9^ P^^ ¥V
groupe ABC a de recevoir Tannuité une année quelcoaque ^ dépendra de son existence à la fin de cette année ^ et de la dissolution du groupe PQR avant la fia de cette même année; lia probabilité de cet évé«
tfielntlentésf , pourla{>rfeiiiîètè année, -^.-^ (^""~'^)'
qui, multiplié par (i+f)""*, donnera la valeur actuelle de la rente de la première année. On trouvera de
même que -—v— ( i — ^—^ — J multiplie par (i+p)—^
désignera la valeur actuelle de la retate de la sôcoAd^
amée, ^*^^^f^(^-^^-^)^ ittuhSplfépar(i-+-f)^%
ceîle^ de la fente de la troisième année ; et ainsi de suite pour toutes les années suivantes, jusqu'aux dernières limites de la vie humaine ; et la somme de tous ces termes, ou la série
1 / dVc' _ uVc'p'q'y \
(i + f). \ obc abcpqr J
, I fa oc a c p q r\
•* (i ^ff \ abù ""^ abopqi^ J
+ 1 /abc a c p q r\
(* + F) \ ^^^ abcpqr /
+ etc.
sera la valeur totale actuelle de lannuité demandée; Maïs la somm« des colonnes verticales est évidemv-
meut ég^e à 4£€ ^ JBCPQR.
70. D*où il suit que si Ton retranche la valeur d'une annuité sur un groupe composé de toutes les têtes proposées 9 de la valeur d'une annuité sur le groupe des têtes en reversion: le reste sera la valeur de l'annuité en reversion demandée.
PROBLÈME V
71. Trouver la valeur d'une annuité reposant sur un groupe quelconque de têtes ABC. • • , après le der^ nier décès d'un autre nombre quelconque de têtes P, Q, R, . . . .
SOLUTION
Désignons, comme dans le dernier problème^ les probabilités que les têtes proposées ont de vivre i > 2f 3 ^ . • . ans. Or la chance que le groupe ABC a de recevoir l'annuité à la fin d'une année quelconque; dépendra de son existence à la fin de cette année , et de Textinction de toutes les têtes P. Q, R, avant la fin de cette même année. La probabilité de cet
événement est, pour la première année, — ,— Ti— £.j
x(i — — j X (^'^j:\ expression qui, multipliée par (i+f)""', donnera la valeur actuelle de la rente de la première année. De la même manière, — r-~( i — ^)
X^i— |-) X (j—jr) multiplié par (i +p)~% et (i +py^^, désigneront respectivement les valeurs de
la rente de la seconde et de la troisième année; et ainsi de suite pour toutes les années suivantes^ jusqu'aux dernières limites de la vie humaine, et la soQime de tous ces termes sera la valeur totale actuelle de l'annuité demandée. Mais ces expressions , développées et simplifiées, sont égales à la série
a'b'c' / ^ p[ y / pY pv gv /.y/ \
id}c(i+f)\ p q r B^ pr qr pqr )
■ a^b^c" / f q" r" pY , p'^r" qV' pYr'\ obc{i-\'f)*\ P q ^ pq pr qr pqr )
aôc(i+f)'\ pqr ^q^ pr qr pqr ) + etc.
dont la somme est évidemment égale à APCr-^ABCP - ABCQ — 4BCR ■+- ABCPQ + ABCPR + ABCQR — ABCPQR.
72. D'où suit que la valeur d'une annuité en réversion sur un groupe quelconque ABC . • • . , après le dernier décès d'un autre nombre de tètes P, Q, R, . . . est égale à la valeur d'une annuité sur te groupe de toutes les têtes en re version , moins la somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes de tètes provenant de la combinaison de toutes les^ tètes en reversion avec les autres têtes une à une , flus la somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes de têlës provenant de la combinaison de toutes les têtes en reversion avec les autres têtes deux à deux, moins, la somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes de têtes provenant de la
âe taates ^les tètes en reYesmo «m les autres tiles trak à trois , et ainsi et snîie.
75. TrQuyer la ▼alenr d'Anne annnité payable ymr qu'au dernier décès d'un nombre quelconque de tètes A, B, C, . • • • après la dissoluticm ^^n groupe quelconque d'autres têtes PQR« . • .
sounioiT.
La diauGp qu'une qudconqœ des tètes A^ $^ (^ a de recevoir Fannuité à la fia d'une année qacJr conque, dépendra de l'existence de l'une d'elles^ à la fin de cette année, et de la disscdution d« groapê P(^. ... , avant la fin de cette même année. Ia probabilité de cet événement est , pour la preœièie
X (i -^^^r> V^^f multiplié par (i + /)"'; dpn-f
$iep9 .la valeur ^ptneUe d^ 1^ p?ente dç U fPEt3i9iè90 9PPf9?. Pe 1^ jptiêi^e ma^îeDe, on ti^iiiiver» qitfi
C-(-ex(-T)><(-e]x
multiplié |)ar ( i •+- />)""% et que T^ "^ {^i "^ ^J
^r (i + f)*^, donneront respectivement la valeui actuelle des rentes de la seconde et de ia troisrioM «usées ; et aînçi de suite pour >tputes tes années sui-
( 55 ) vantes Jusqu'aux dernières liimtes île la vie hmuaiae i et la somme de tous ces fermes sera la valeur totale actuelle de l'annuité demandée. Mais si l'on développe et simplifie ces diverses espérances annuelles , et qu'on les dispose les unes sous les autres^ P comme dans les problèmes précédens ,. elles fbrme- ^ ront quatorze colonnes verticales dont la somme sera trouvée égale à ^ + 5+ C—^^ — ^C— ^C+ ABC-^ PQRA^ PQRB-^ PQRC+PQRAB ^PQRJC + PQRBC — PQRABC.
74. i>V>ji il SHÎf que la valeur d'une annmté ea mersTOu, payable jusqu'au dernier décès d'un; nombre quelconque de tétea après la dissolutiiom d'un groupe quelconque d'autres tètes ^ est égale à la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier dé-^^ ces de toutes les tètes en réversion; moins la somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes de tètes provenant de la combinaison de toutes Les têtes en possession avec les autres tètes une à une; phis l^t somme des valeurs d'une annuité sur tou$ les gfO^pes de têtes provenant de la combinaison de toutes les têtes en possession avec les autres têtes ifssçL à 4e3ix ; moins la somme des valeurs d'une annuité ^ur tous les groupes de têtes provenant de la com|)iaaisQn de toutes les têtes en possession avec ^ WXVGS tètes trois à trois j, et ainsi de suite.
PROBLÈME Vn.
75. Trouver la vakur d'une ananîté payable jus^ <pi'iii dernier déeès d'un nomhne quelconque dfs tèjtes
Ây B^ C^ • . . . après le dernier décès d'un autre nombre quelconque de têtes P, Q , R , . . . .
SOLUTION
D'après ce qui a été dit dans les problèmes précedens, il est évident que l'annuité en question doit courir jusqu au dernier décès de toutes les têtes désignées par A, B, C, P, Q, R ; et l'on n aurait aucune autre chose à considérer, si les têtes A, B, C, devaient entrer immédiatement en jouissance. Mais comme elles ne doivent rien recevoir pendant l'existence de l'une quelconque des têtes P, Q, R, oa doit nécessairement retrancher la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès de ces têtes, de la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès de toutes les têtes impliquées dans la question. Le reste sera la valeur de l'annuité demandée*
Scolie.
76. Au moyen de ces quatre problèmes , on peutrêsoudre toutes les questions sur les annuités en rever^ sion. Je lésai traités avec étendue, pour ne rien laisser à désirer, mais on verra aisément qu'ils comprennent beaucoup de combinaisons qui ne se rencontrent ja^ mais dans la pratique , et au milieu de règles et de formules aussi compliquées, une prompte solution ne se présenterait donc pas immédiatement. U est bien rare que plus que trois têtes se trouvent impliquées dans des questions de ce genre : afin donc que pour i^soudre ces questions on ne soit pas obligé d'avoir
(57) ecours aux problèmes généraux , j ai réuni tous les as possibles où il ne s'agit pas de plus de trois têtes^ t j en ai donné la solution algébrique^ en conservant Jf B^ Pj Qj la signification donnée à ces caractères [ans les problèmes précédens. Ces questions sont au Lombre de cinq ; on peut avoir à trouver la valeur lune annuité:
i*. Sur une seule tête A, après un autre tête P: lans ce cas, la valeur de Tannuité en reversion est
2"". Sur une seule tête A ^ après le dernier décès de a têtes Pp Q: Dans ce cas^ la valeur de l'annuité en reversion est^ — JP — JQ+JPQ.
5®. Sur la dernière vivante de deux têtes A, B, après une seule tête P : dans ce cas^ la valeur de l'annuité en reversion eslA-^B—JB—JP—BP-^-ABP.
4** Sur une seule tête A, après la dissolution d'un groupe P Q : dans ce cas, la valeur de l'annuité en reversion est égale à A — APQ.
5^ Ou enfin sur le groupe A B, après un seule tête P: dans ce cas, la valeur de l'annuité en reversion est ^B^ABP.
Voyez les exemples de ces difFérens cas , aux questions XIII et XVII du chapitre XII.
Corollaire i.
77. Si l'annuité ne doit pas courir pendant toute 'existence des têtes proposées, mais est ou difierée ou temporaire , nous devons nous référer à ce qui a été ^tau prob. I cor. 5 et 4; eo faisant quelques substitutions, qu'indiquera suffisamment l'énoncé du pro-
blême ^ on appliquera la r^le gënërale que j y ^^ donnée ^ à la question proposée d'une annuité eB réversion.
Mais cette règle peut devenir d'une application pli^^ facile si Ton fait usage des principes du prob. II, cor. ^ et 4- ^insi^ dans le premier cas du scolie n"* 76 «^ l'annuité est différée de n années , sa valeur sera
El cette valeur retranchée de ji — jiP donnera la va leur d'une semblable annuité en reversioa temporaire On résoudra de la même manière toutes les autre questions du scolie.
Vojrez, pour l'application de ce corollaire, le questions XVIII et XIX du chapitre XII.
CoroUqire 2.
78. Si une annuité en reversion, dont la jouis sance est différée d'un nombre quelconque d'années dépend encore de l'existence simultanée de toute les têtes à l'expiration de ce délai, sa valeur ser égale à celle d^une annuité en reversion reposant su un même nombre de têtes plus âgées chacune que le têtes proposées d'un nombre d'années égal à ce delà
(1) D'après la méthode de de'signation que j'ai employa dans tout le cours de cet ouvrage ^ on verra aisément que désigne ici le nombre de vivans à un âge phis élevé de n ai nées que celui de P.
3liée par la probabilité que le groupe des têtes sées a de subsister à l'expiration de ce délai ^ et ) par la valeur actuelle de i fr. payable à la même e. Et Ton doit distioguer soigneusement cette on de celle qui a fait l'objet du dernier corollaire. rez pour l'application dis ce corollaire , le scolie ]uestion XIX au chapitre XII.
<VVVWVVVVVVV\^'VVV\«VV%\A/«AAWVW«%^/V«^l\lVVV«^/«^(VM^klV\^/KA<VM/>AMVWW^^
DES SURVIVANCES
79. Dans les chapitres précédens, j'ai recherché k ' valeur des annuités dépendant de l'existence d'un nombre déterminé de têtes, faisant partie d'un nombre quelconque de têtes proposées, et ensuite la valeur des annuités en reversion sur un nombre quelconque de têtes, après l'extinction d'un nombre quelconque d'autres têtes. Maintenant je vais traiter des questions d'une nature plus compliquée , dans lesquelles la valeur de l'annuité dépend non-seulement de la continuation de l'existence des têtes proposées, mais encore de l'ordre de survivance qui s'établit entre elles. Dans les questions de ce genre , souvent l'annuité est possédée en proportions inégales par les diverses personnes sur la tête desquelles elle repose; aussi sontelles susceptibles d'une grande variété. Au reste, les problèmes si^ivans en feront mieux connaître la nature et l'étendue.
PROBLÈME VUI
80. A, B, et C conviennent d'acheter une anouilé payable jusqu'àleur dernier décès, annuité qu'ils partageront également entre eux durant leur existence simultanée, qu'au décès de l'un deux, lesdeuxsurvivans se partageront encore également, et dont enfin le der-
X2ier vivant jouira seul jusqu'à son décès: trouver la i^aleur de leurs qupte-parts respectives ^ pu la pro- )ortion dans laquelle chacun d'eux doit contribuer à achat.
SOLUTION
Désignons^ comme au n* 25 ^ les probabilités qu^ont es têtes proposées de subsister i , 2 , 3, • . ans ; et ocupons-nous d abord de déterminer la quote-part de A. )r, l'espérance que A a de recevoir quelque chose à a fin d'une année quelconque peut être considérée de [oatre manières ^ con^me dépendant d'autant d'événeaens différens: 1® A^ B et C peuvent subsister. tous es troisy événement dont la probabilité est à la fin de
a première année —r — - dans ce cas il recevra le tiers
le l'annuité, ou y (i +?)""'; donc (i +p)~' X 3^^
;era la valeur de c^tte espérance. 2* A et B peuvent ^treivjvans, et C mort, événement dont la probabilité est pour la première année ^—r X Ti — —) : dans
ce cas il recevra la moitié de l'annuité , ou — ( i+p)~';
donc(iH-p)""^ X — T X \\ ^J sera la valeur de
cette espérance. 5* A et C peuvent être vivans et B mort, événement dont la probabilité est à la fin de
la première année — X T^ — T")' ^^^^ ce cas, il recevra également la moitié de l'annuité, ou — (i-f-^)-' Donc(i+f)'"' X-^ X ^1 — "jA sera la valeur de
(60 cette espérance. 4'' A peM ^tM* lar si^tile péfsoiiBe vi« vmle ^ évéaeniétit dMit k fi^haUiîté eM ]^o«i^ k ^
mière année — xf i — î^jX^i — -^Ji dans ce casi! recevra Tannuité entière y ain»
(.+prx^x(.-f)x(.-f)
sera la valeur de cette espérance. Et fa sôïnme de tùvMê
ces valeurs, ou (i+p) X (j— iiJ-^+ â^)
sera la valeur totale de Tes^t^tice^ dd A penr f apfwttt à la rénfe de k première aftnée.
En raisonnant dé là même mamire^ ùû trouv<0i«qi0
là Valeur de son espérance pour la seconda année, et (»+f)-'x(^~^5j^-^+ 3^) la valeur de
son e&pâ^ance poinr k tVc^isièiinéf ânnée^ et aifiii â* suite jusqu'aux dernières limites, de la vie humain^;. La somme de tous ces termes , ou la série
+ (i+p) »x(^ — ^-^is+isr;
+ etc.y etc. , etc.
sera la valeur totale de son intérêt dans l'annuité^ ou la quote-part qu'if dok payer pour contribuer à Tachât*
(65) Or la somme des diverses séries verticales est égale
81. Quant à la part de B Ou de C, il est évident que Tespérance qu'ils ont de recevoir l'annuité une année quelconque, dépendra des mêmes événemens, mutatis mutandiSj que celle de A : d'où il suit qu'en fiûsaut les substitutions nécessaires à la formule gé-»- Qi^raleci^essus, nous aurons Jff-—J-r^5^J5CÏ4-|-^fiC j^ur la valeur de la part de B; et C — \ÂC^^^BO +^ÂBC pour la valeur de la part de C dans l'annuité proposée : d'où la règle suivante qui s'applique à Tune quelconque des trois têtes.
82. De la valeur d'une annuité sur la tête proposée , retranchez la moitié de la somme des valeurs d'une annuité sur les deux groupes de têtes provenant de la combinaison de la tête proposée avec chacune des autres. Ajoutez au reste le tiers de la valeur d'une annuité sur le groupe des trois têtes; la somme sera la valeur demandée.
85. Exemple. Supposons que les trois têtes soient âgées de 20, Soet 40 ans; que l'intérêt soit de 4p« 100 et la niortalité conforme aux tables de Northampton. Alors si Pon consulte les tables qui sont à la fin de cet ouvrage^ on trouvera que la part de chacune des trois têtes dans cette annuité sera : celle de
Br:i4,58i—^ (11,8734-10,490) +3X6,086w!6, 595 ^•3, 197-4 (»o»924+i8,49o) 4-5X 8,986=5,485
Et la somme de ces parts respectives, ou 19,710, est la valeur d^une annuité payable jusqu'au dernier décès des trois têtes, ou la valeur totale.de l'achat.
Corollaire i.
84. S'il ne s agissait que de 2 têtes , A et B , l'annuité devant être également partagée entre elles pendant leur existence simultanée pour appartenir en totalité au dernier vivant , la valeur de la part de A sera A — 7 AB y et celle de B sera B — \ AB ; d'où la règle suivante pour deux têtes.
85. De la valeur d'une annuité sur la tête proposée, retranchez la moitié de la valeur d'une annuité sur le groupe des deux têtes, le reste sera la valeur demandée.
Voyez, pour l'application de ce corollaire, la question XX du chapitre XII.
Corollaire 2.
86. D'un autre côté, quel que soit le nombre des personnes intéressées dans l'achat, il sera facile de déterminer la part d'une tête quelconque, pourvu que l'annuité soit toujours également partagée entre lessurvivans. Soit en effet G la valeur d'une annuité sur la tête proposée; C la somme des valeurs d'iineannuité sur tous les groupes de têtes provenant de la combinaison de la tête proposée avec les autres têtes une à une; G" la somme des valeurs d'une annuité sur tous les groupes de têtes provenant de la combinaison de U tête proposée avec les autres têtes deux à deux, et ainsi de suite. Alors G — 1 G'+i G"-^ ^ G'''^- etc-
lÀigoera la part de la tête proposée, ou la sonilne ja'elle doit payer pour contribuer à l'acHat.
PROBLÈME IX
87. A^ B et C conyiennent d'acheter Une annuité [>ayabie jusqu'à leur dernier décès ^ annuité qui doit être partagée entre eux de la manière suivante. A et B la partageront également pendant leur existence simultanée^ mais au décès de l'un d'eux, elle sera également partagée entre le survivant et C ^ pour appar*tenir enfin en totalité au dernier vivant. Trouver la valeur de leurs parts respectives.
SOLUTION
L'espérance que A a de recevoir quelque chose à la fin d'une année quelconque ^ peut être considérée de trois manières , comme dépendant d'autant d'évé- Qémens differens. i*". A et B peuvent être tous deux Viyans, événement dont la prohabilité est, à la fin
tir
de l'année y —j-y dans ce cas il recevra la moitié de"*
l'annuité. 2*. A et C peuvent être vivans, et B mort, événement dont la probabilité est , pour la première
année ^^ X v^-^'Â")^ ^^^ ^^ ^^ ^ recevra aussi la
moitié de l'annuité. 3*. A peut être le seul vivant, événement dont la probabilité est, pour la première année, j X (*~*r") X (^""c)' ^^°^ ce cas
il recevra toute l'annuité. Et la sonjme de toutes ces T. I. 5
Yaleurs, multipliée par (i + f)""% donnera (i+p)'^
fd dV nV , dVc\ I , ^ ,^
V ( — — — 7 f- — 7- ) pour la valeur totau
de l'espérance de Â par rapport à la rente de la première année.
Par un raisonnement semblable nous trouverons la valeur de son espérance pour les seconde, troi' sième 1 etc. années , jusqu'aux dernières limites de la vie humaine. La somme de tous ces termes, 00 la série
( -L. ^-' /g a'b* de dh'c'\
H- (iH-f)"*X (^^ Tt^^^^^l^cJ
-l_ /^ _1- ^-8 CL ^*^ a^c" d'b''c''\ H- (ï -t- f ; X Va "" ^ab "~ lac ^ 'l^b^)
+ etc., etc.
sera la valeur totale de son intérêt dans cette annuité Mais la somme des colonnes verticales est évidein ment J — ^JB—^JC^+'i ABC; d'où nou déduisons la règle suivante :
88. De la valeur d'une annuité sur la tête Â, xt tranchez la moitié de la somme des valeurs d'uo annuité sur les groupesÂB etÂG ; ajoutez au reste la vs leur dune annuité sur le groupe ABC; la somm sera la part pour laquelle la tête A doit contribuer l'achat.
89* Quant à la valeur de la part de B, il est évi àmX que son espérance pour une année quelconqu
(67) dépendra des mêmes évéoemenç^ jnuta(is mi^tandi^^ que celle de A ; donc en faisant les substitutions nécessaires dans l'expression générale ci^^lessus, nou3 aurons B — jjàB — { BC^i ABC pour la valeur de l'intérêt de B dans cette annuité. D'où la règle suiyante :
De la valeur d'une annuité sur la tête B, retranchez la moitié de la somme des valeurs d'une annuité sur les groupes AB et BC; ajoutez au reste 4a moitié de 1^ T^eur d'une annuité sur le groupe ABC; la soipme sera la part pour laquelle la tète B doit contribuer à l'achat.
91. A l'égard de la part de C, on verra que son espérance pour une année quelconque peut être considérée de trois manières^ comme dépendant d'autant devéneniens différons, y** A cit C peuvent être vivans et B mort , événemeot dont la probabilité est pour
U première année -^x (i — -r-j; dans ce cas il
recevra la moitié de l'annuité. :i* B et C peuvent être vivans et A mort^ événement dont la probabilité est
pour la première anuée r~x(ï*^"~}j ^^"s ce
ca$ il recevra aussi la moitié de l'annuité. 3* G peut itre le seul vivant , événement dont la probabilité à la fin de la première année est
dans ce cas il recevra la totalité de l'annuité. Doue la
somme de ces valeurs^ multipliée par (i-|-p)""%
donnera ( i +f )- ' x (^ - ^ - ^) pour la va^
Jear totale de l'espérance de C par rapport à la rente de la première année.
En continuant le même raisonnement ^ noos trouverons la valeur de son espérance pour toutes les années suivantes^ jusqu'aux dernières limites de la vie bnmaine. La somme de tous ces termes donnera la valeur totale de son intérêt dans l'annuité^ et sera évidemment trouvée égale à C — \AC — \BC; d'pù la règle suivante :
92. De la valeur d'une annuité sur la tête C, retranchez la moitié de la somme des valeurs d'une annuité sur les groupes AG et BC; le reste sera la part pour laquelle la tête C doit contribuer à l'achat.
95. Exemple. Supposons que les trois têtes soient âgées de 20 ^ 3o et 40 ans; que l'intérêt soit de 4 p* 1 00 ^ et la mortalité conforme aux tables de Northampton. La part de chacune des trois têtes ^ dans cette annuité, sera : celle de
A=i6,o53— ^(i 1 ,875-f-io,924)+ix 8,986=9,1 27 B=i4,78i - ^(i 1 ,875+1 0,490)+ Jx8,986=î8,o93
«t la somme de] ces trois valeurs est celle d'une an nuité payable jusqu'au dernier décès des têtes pro poséas.
PROBLÈME X
94. A, B et C conyiennent d'acheter uoe annuité payable jusqu'à leur dernier décès ; annuité qui doity être partagée entre eux de la manière suivante. A et B en jouiront également pendant leur existence simultanée; si A meurt le premier^ B et G se la partageront également pendant leur existence simultanée , et le dernier vivant en aura la totalité ; mais si B meurt le premier, A aura pendant toute sa vi^ la jouissance de la totab'té, qui sera réversible sur C après le décès de A. Trouver la' valeur de leurs parts, respectives.
SOLUTION
L'espérance que A a de recevoir quelque chose a la fin d'une année quelconque , peut être considérée de deux manières, comme dépendant d'autant d'événemens différens , i®. A et B peuvent vivre tous deux, événement dont la probabilité , à la fin de la première
année ^ est --r- ; ^ans ce cas, il recevra la moitié de
l'annuité; a*. A peut être vivant et B mort, événe-r ment dont la probabilité , à la fin de la première
année, est —X (^""^"â)^ ^^^^ ^® ^^^ ^^ jouira de la totalité de l'annuité. La somme de ces deux var* leurs, multipliée par ( i + f )"** donnera • .
(i + f )^' X f ^ — ^ ) pour la valeur totale de l'es^
pérance de A par rapport à la rente de la pre-v mière année.
(7*) En continuant ce raisonnement , nous trouverons la valeur de son esperatlcë {^our toutes les années suivantes , jusqu'aux dernières limites de la vie humaine. La somme de tous ces termes sera la Valeur totale de son wtérêt dans l'annuité , et sera trouvée égale à ^ -— " I AB ; d'où la règle sui vsuite :
95. De la valeur d'une annuité stir la tète A^rt* tranchez la moitié de la Valeur d'une «nnoîté sur le groupe AB; le reste sera la part pour laquelle A doit contribuer à l'achat*
96. Quant à la {lart de B, <ma doit obsisrver ^que l'espérance qu'il a de recevoir quelque cbose à k Se d'une année quelconque, peut être con&îd^fée ée trois manières , comme dépendant d'autant d'événemens différens; i*. A et B peuvent vivre tous deux^ évëMhxent dotit là probabilité , à la fin de la pre-
mière année , est --t- ; dans ce cas, il i^cevra Ja moitié de l'aûnuité j û"*^ B et C pfeuVe«ft être tîvâïis et A mort y événeme&t dont la probabilité, k )a Hh At
k première antiée, e^ ^ X (^•^^)5 dïiûs trè cas
il wcev-rti atissi la moitié de l'èrtinuîté. *5*. B peut étreie seui vivatit, événemetit ^tit la ptôbabilîté,
i la fin 'dé la première aimée, te^ -- X (t — -)
X (i*^ ^j ; dans et fcàs il jouira àe la totalité àe
l'annuité. Et la somme de toutes ces valeurs , muiti-pltée^ar (i -4- /»)~% flôùnei^a
(7» ) pour la valeur totale de l'espérance de B par rappwti^, la rente de la première année.
Par un raisonnement semblable , nous trouverons la valeur de son espérance pour toutes les années soivantes^ jusqu'aux dernières limites de la vie huloaiae. La somme de tous ces termes sera la valeur totale de son intérêt dans l'annuité , et sera évidem«meot trouvée égale kB-^^AB ^'-BC^\AB€.
D*où la règle suivante :
97. De la valeur d'une annuité sur la tète B , retranchez la moitié de la somme des valeurs d'une annuité sur les deux |^oupes AB et BC; ajoutes au reste la moitié de la valeur d'une annuité sur le groupe ABC ; la somme sera la part pour laquelle B doit contribuer à Tachât.
98. Reste maintenant à déterminer la part de C ^ dont l'espérance, par rapport a une année queleou- ^e^ peut être considérée de deux manières, i®. B ^ C peuvent être vivans et A mort, événement dont la probabilité , à la fin de la première année , est
"A X v^*"^^)» ^^^^ ^® ^^ '^^ recevra la moitié de lannuité. a°, C peut être le seul vivant , événement idout la probabilité , à la fin de la première année , est
^ X 0'^""vX(i'~T")î dans ce cas il recevra la
totalité de l'annuité. Et la somme de ces deux valeurs , multipliée par (i 4- ?)"*% donnera
/ _. ^-. /^^' ££ *!fl_i_l*^^
(7») pour la valeur totale de Tesperance de C par rap^ port à la rente de la première année.
Par un raisonnement semblable , on trouvera la valeur de son espérance pour toutes les années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie humaine. La somme de tous ces termes exprimera la valeur totale de son intérêt dans lannuité, et sera évidemment trouvée égale à C^JC^i BC^JBC. D'où la règle suivante.
99. De la valeur d'une annuité sur la tête C , rc tranchez la valeur d'une annuité sur le groupe AG , et la moitié de la valeur d'une annuité sur le.groupe BC ; ajoutez au reste la moitié de la valeur dHme annuité sur le groupe ABC. La somme sera la part pour laquelle C doit contribuera l'achat.
100. Exemple. Supposons que les trois tètes soient âgées de 20 , 3o et 40 ans ; que le taux de l'intérêt soit de 4 P- 1 00 6^ 1^ mortalité conforme aux tables àt Northampton. La part de chaque personne dans cette annuité sera: celle de
A=i6,o35-' X I i^SyS = lo^ogf
Et la somme de ces trois valeurs est la valeur d'un< annuité payable jusqu'au dernier décès des têtes proposées.
PROBLÈME XI
101. A, B et C conviennent d'acheter une annuité payable jusqu'à leur dernier décès, annuitéquî doit être partagée entre eux de la manière suivante. A jouira de la totalité de l'annuité jusqu'à son décès ; mais à son décès elle sera également partagée entre B et C pendant leur existence simultanée , pour appartenir enfin en totalité au survivant. Trouver leurs parts respectives.
SOLUTION
L'intérêt de A dans cette annuité , ou la part pour laquelle il doit contribuer à l'achat, est évidemment égale à la valeur d'une annuité reposant sur sa tête, c*est-à-dire égale à A.
102. Quant à la part de B , son espérance par rapport à une année quelconque peut être considérée de ' deux manières. i° B et C peuvent être vivans et A i mort, événement dont la probabilité à la fin de la
première année est -^ X (i — ^}; dans ce cas il
recevra la moitié de l'annuité, â* B peut être le seul vivant, événement dont la probabilité à la fin de la première année est -g- x \\ — — ) X (i — — j; dans ce
cas il recevra la totalité de l'annuité. Et la somme de ces deux valeurs, multipliée par (i+p)""', donnera
totale de l'espérance de B par rapport à la rente dç la première année.
( 74 ) En raisonnant de la même manière nous trouverons la valeur de son espérance pour toutes les années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie humaine. La somme de tous ces termes sera la valeur totale de son intérêt dans l'annuité , et sera trouvât égale à B'-JB^iBC+lJBC: d'où la règle suivanie
105. De la valeur d'une annuité sur la tête B , retranchez la valeur d'une annuité sur le groupe AB, et la moitié de la valeur d'une annuité sur le groupe BC; ajoutez au reste la moitié de la valeur d'une antmité smr le groupe ABC ; la somme sera la part pour laquelle B doit contribuer à l'achat.
104. Quanta la part de C, il est évident que sod espérance par rapport k une année quelconque dépend des mêmes événemens, mutatis mutandis, qae celle de B. Nous trouverons donc par un raisonnement semblable que la valeur de son intérêt dans l'annuité sera égale à C—AC—^BC+IABC: d'où Jla règle suivante.
105. De la valeur d'une annuité sur la tête C, re* tranchez la valeur d'une annuité sur le groupe AC; et la moitié de la valeur d'une annuité sur le groupe BC; ajoutez au reste la moitié de la valeur d'une annuité sur le groupe ABC : la somme sera la partpoui laquelle C doit contribuer à l'achat, (i )
(i) On voit que l'intérêt de C, dans cette annuité, estl même que dans le problème précédent.
(75) 106. Exemple. Supposons que les trois fêtes soient âgées de 20, Soet 40 ans; que le faux deTintérét sott de 4 p- 1 00 et la mortalité conforme aux taUes de N^ràatnptmi. La part de chaque personne dans cette attfimité sera : celle fit
i=i6,o53 - • • 3si6,o55
Cia:t3,t97-to,924-ixio,49H4x 0,986 = i,52i
et là somme de ces trois valeurs est la valeur d'une attMiité fMiytsible josqu'an dernier décès des trois têtes.
PROBLÈME XII
107. A , B et Cconviennent d'acheter une annuité payable jusqu'à leiH^niier décès, annuilédont ils doivent successivement posséder la totalité ; c'est-ànlire (fàé A en jouira toute sa vie; après son décèsy B «b héritera , et C enfin la possédera jusqu'à son décès ^ Trouver leurs parts respectives.
^«ftixrioN.
La^v^leur deTîntérèf (le À dans cette anniûfé^ ou la part pour laquelle il doit contribuer à Tachât, est évidemment égale à la valeur d'une annuité reposant sursa fêle ; c'est-à-dire égale à j4.
10!^. lia valeur de Tintérêt de B , ou la part pour laquelle il doit contribuer à l'achat, est égale à la Vâfetir d'une annuité en reversion sur sa tête, ^pvi^ft
(76) le décès de A : c est-à-dire (d'après le scolie da n* 76) égale à B — AB.
109. La valeur de l'intérêt de C , ou la part pour .e laquelle il doit contribuer à Tachât , est égale à la valeur d'une annuité en réversion sur sa tête après l'ex- j tinction des deux têtes A et B , c'est-à-dire (d'après le ^ même scolie) égale à C—AC-^BC+ABC. . ^
110. Exemple. Supposons que les trois têtes soient ^ âgées de 20^ 3o et 40 ans, que le taux de l'intérêt soit ^ de 4 P* 100 et la mortalité conforme aux tables de !^ Northampton. La part de chaque personne dans cette ■ annuité sera : celle de ^
Et la somme de ces trois valeurs sera la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès des trois têtes.
Corollaire.
111. S'il ne s'agissait que de deux têtes, A et B, les valeurs de leurs parts respectives seraient préa^ sèment les mêmes que celles cinlessus.
PROBLÈME Xin.
112. A , B et C conviennent d'acheter une annuité reposant sur l'existence de deux quelconques d'entre eux, et qui doit être également partagée entff eux tant qu'ils vivront; mais au décès de l'un d'eui
( 77 ) 3ra également partagée entre les deux survivans
mt leur existence simultanée^ Trouver la valeur
irs parts respectives.
SOLOTION.
ispérance de A, par rapport à la rente d'une 3 quelconque, peut être considérée de trois mas. I* A, B et C peuvent être tous vivans : dans 5 il recevra le tiers de l'annuité. 2* A et B peuêtre vivans et C mort; dans ce cas il recevra la ié de l'annuité. 5" A et C peuvent être vivans et nrt ; dans ce cas il recevra aussi la moitié de Tanî. Bonc la somme de ces espérances pour les lière, seconde, troisième, etc., années, jusqu'aux ières limites de la vie humaine , sera la valeur ' e de la part de A dans cette annuité. Mais la vade ces diverses espérances a déjà été trouvée lasolution du problèmeVIII^ puisqu'elles sont pré- Dent les mêmes que les trois premières dont traite roblème; et leur somme, pour toutes les années ï vie humaine, sera trouvée égale à ^ AB-^^AC ABC.
13. Quant à la part de B ou C, leur espérance rapport à la rente d'une année quelconque déd des mêmes événemens mutatis mutandis^ que s de A : d'où il suit qu'en faisant les substitutions essaires à l'expression générale ci-dessus, nous pns i^^5+ ^BC^\ ABC, pour la valeur de lérét de B , et i ^C+ i i5C— \ ABC pour la yar de l'intérêt de C dans l'annuité proposée; d'où
la règle suivante pour détermioer la part de IW quelcoaque des trois têtes données.
114. Retranchez les deux tiers de la valeur d'une annuité sur le groupe des trois têtes , de la demisomme des valeurs d'une annuité sur les deux groupes de têtes provenant de la combinaison de la tête proposée avec chacune des deux autres ; le reste sera la part pour laquelle cette tête doit contribuer à Tachât.
115. Supposons que les trois têtes soient âgées de no^ 3o jet 40 ânsj que l'intérêt soit de 4 P* lOOf <i la mortalité conforme aux observations de Northanpton. La part de chaque personne dans cette lannuite sera :
celle de A=;^(i 1,873+ 10,924)— 3X8,986=5,408 B=i(i 1,873+10,490)— 1x8,986=5,191 €=^(10,934+10,490)— 1x8,986=4,716
Et la somme de ces trois valeurs, où i5,3i5 est k valeur d'une annuité reposant sur l'existence de devs quelconques des trois têtes données.
PROBLÉlidE XIV.
116. A , B et C conviennent d'acheter une annuité reposant sar l'existence de deux quelconques d'entre eux, et qui doit être partagée entre eux de la manière suivante : A et B en jouiront en portions ^les durant leur existence simultanée , mais à la pnort de
(79) TuDdeuxy elle sera également partagée entre les deux survirans pendant leur existence simultanée ; trouver leurs parts respectives.
soLUTiorr.
L'espérance de[A par rapport à la rente d une année quelconque peut être considérée de deux manières. I* A etB peuvent vivre tous deux; dans ce cas il recevra la moitié de Tannuité. 2** A et C peuvent être vivans et B mort; dans ce cas il recevra aussi la moitié de l'annuité. Donc la somme de ces espérances pour les première , seconde, troisième, etc., annéesjusqu'aux dernières limites de la vie humaine, sera la valeur totale de la part de A dans l'annuité. Mais la valeur de ces diverses espérances a déjà été trouvée dans la solution duprob. IX, puisqu'elles sont précisément les mêmes que les deux premières dont traite ce problème; et leur somme, pour toutes les années de la vie humaine, sera trouvée égale à l AB+ ï AC — ~ ABC: d'où la règle suivante :
117. Retranchez la valeur d'une annuité sur le groupe ABC, de la somme des valeurs d'une annuité sur chacun des deux groupes AB et AC : la moitié du reste sera la part pour laquelle A doit contribuer à l'achat.
118. Quant à la part de B, il est évident que son espérance par rapport à la rente d'une année ^eleonque dépend des mêmes événemens, mutMis mutaruUsj que celle de A : donc en faisant
( 8o )_ les substitutions nécessaires à l'expression générale ci-dessus, nous aurons ju^B-^^BC — ^j4BC^ut la valeur de l'intérêt de B dans l'annuité; d'où la ^ègle suivante :
119. Retranchez la valeur d'une annuité sur le groupe ABC de la somme des valeurs d une annuité sur chacun des deux goupes AB et BC; la moitié du reste sera la part pour laquelle B doit contribuer à l'achat.
120. Mais quant à la part de C , on verra que son espérance par rapport à la rente aune année quelconque, peut être considérée de deux manières ^ I*. A et C peuvent être vivans et B mort; dans ce cas, il recevra la moitié de l'annuité; 2^. B et C peuvent être vivans et A mort ; dans ce cas aussi il recevra la moitié de l'annuité. Donc la somme de ces deux espérances, pour les première, seconde^ troisièîhe , etc. années , jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , sera la valeur totale Je l'intérêt de C dans l'annuité. Mais la valeur de ces espé' rances a déjà été trouvée dans la solution du iprO' blême IX, puisqu'elles sont précisément les mêin& que les deux premières dont traite ce problème i l'article de part de C; et leur somme, pour toutei les années de la vie humaine, sera trouvée égali à LJC+^BC— ABC : d'où la règle suivante :
121. Retranchez la valeur d'une annuité sur 1< groupe ABC de la demi-somme des valeurs dW
(81 ) annuité sur les deux groupes AG et BC ; le reste sera la part pour laquelle C doit contribuer à Tachât.
122. Exemple. Supposons que les trois tètes soient âgées de 20^ 3o et 40 ^^^^> <iue le taux de l'intérêf soit de 4 p* 1 00 et la mortalité conforme aux tables de Nortkampton ^ la part de chaque personne dans Vannuité sera:
celle de A =-(1 1,87 5-+-i 0,9^^4— 8,986)=6,9o5,
B =:i(ii,873rhio,490--8,98Ç)=6,689, C = i(io,924Tfri.o,49o)— 8,986=1,721 ,
et la somme de cqs trois valeurs est la valeur totale dune annuité réppsaht sur rèxistehcé dé deux quelr conque des trois teles proposées.
PROBLÈME XV
125. A. B et ^iG conviennent cf acheter une ao^ nnité reposant ^^kl^xiàùsnefe ^è deux- quielconqueis d'entre eux, et qui sera partagée entre eux de :1a manière suivante : A et B doivent en jouir par portioris égalés dtHi^f leiir existence siihultanée; ii A meurt le pïeinîiirV.B lét^C en jouiront par portions ^es durâiîtléut*^ existence simultanée; maî^ sI'B meurt le jirémier , A en possédera là' totalité pëti-^ dant Texistence simultanée de A et de C : trodvér leurs parts respectives. ^, .
(L'espéranoe<^'de A pan rafppor^ là la rente d'une
ainiéeqiieloôùqne peut être considérée de deux mar T. I. 6
.(80 pières^ i"". Â et B peuv^ot être tous deux yivans, évéoeitieal dout la probabilité , à la fin de la pre-
mière iiiinë6> e»t -^; dans pe ca^^ il recetcsii la
moitië de rannuitëj i®. A et C peuvent être yivÎEinâ^et B mort/ ^éAémeiit dont la 'probabilité /à
la fin de la première année , est — x ( ^ ~~ r 1 î
dans ce cas i]( recevra la totalité de l'^innuité^ Lasooifne de ces deux valeurs, multipliée par (i+f)""*, don-
dera ( i + f )-• (^^ + — + -^^) pour la valeur to-
talé de Téspépance de A par ïtapport à la rente de If première année.
rar un raisonnement semblable • nous trouverons la valeur de son espérance pourjes seconde ^ troisième , etc. années jusqu'aux dernières limites de la vie humaine : la somme de tous ces termes sera U valeur totale de son intérêt dâjiis l'annuité, âilera tfOfivée égialeà \AB^ACj'rr^ABCyékiÀ\ laii^le siiivânte ; ">" "- ' '• «•" ■■:o .•• u^
/, 424. Ajoute^ la moitié d^Ja yaJ^fN d'^f^e 9n^^it^ çij/C Iç grqijpe A?i \ ïa vajeur ^'uijlç; ji^nnuiijé s^^rie j^rçupje AÇ ;, rçtiff^ç^çl^çz dw reçte la yp^eur ^'unq ^• îflii.^ WE^: S?foups A?Ç;;]Ç veste SÇS^ 1^ yf^Wd?
^vBw^dç A.. . ,,,.. .,,,.. ^..,. ,;;•., . -,.,..
125. L'espérance de B par rapport à la rente d'une année quelconque peut êthë considérée de deux manières^ 'I^ A et B. .pcflifvent'4tr6 tous deux yivabs, érénaiMlBt dont la; prohabâilé^ a Ifi fia de Ja)'fimr
( 85 ) mière année ^ est --ri dans ce cas^ il recevra la
moitié de l'annuité; ^•. B et C peuvent être vivans ^ A mort , événement dont la |m>babiKté , à4a fin
de la première année , est -r— X fi ji dans ce
cas, il recevra également la moitié de' l'atiiifiité. DoQC la somme de ces deux valeurs , multipliée pae
(i+p)-, donnera (i+p)- x (^l-f-^— |i^)
pour l'espérance de B par rapport à la rente de la première année.
On trouvera de la même manière la valeur de son espérance pour toutes lés années suivantes de la lie humaine; la somme de tous ces termes s^ra la valeur totale de son intérêt dans F^nni^té^et^ser^ trouvée égale a ^ (JB + 80-^ ABC) : d'où la règle suivante :
126. Retranchez la valeur d'une annuité ^c le groupe ABC de la spmme i3ie& valeurs d'une annuité suf lès deux groupes AB et BC ; la moitié du reste S6ra là valeur de la part de B.
127. Quant à la part de C , dn voit qu'elle n'est autre chose que la moitié de la valeur d'une annuité en reversion sur le groupe BC, après l'extinction de A ; cette annuité en reversion a été trouvée égple à {(BC^ABC), d'après le scolie du n* 76; d'o^ la têglè sraiyànfe :
1S^« * B£t|>çLach!BZ la, valeur d'une annuité stir le
g^upft A^^ 4^-1 la -valeur d'tttie-'aàntiité sur le
grôupp BC ; la moitié du reste sera la valeur cle la part de C.
129. Exemple. Supposons que les trois têtes soient âgées de 20 , 3o et 40 ^ns ; que l'intérêt soit de 4 p- 100 et la mortalité conforme aux tables de Northampton. La part de chaque personne dans l'annuité sera :
telle de A == i X 1 1 ,873-1-1 0,924 — 8,986=7,874 ,
B =i X (i i,8734-io,49o-8,986)=6,689 ,
et la somme de ces trois valeurs sera le prix total de Famiuité proposée.
PROBLÈME XVI
130. D , Où ses héritiers , aussitôt que deux quelconques de trois têtes données A , B , C , viendront 1 s'éteindre , doit entrer en jouissance d'une annuiti qui reposera sur Fexistence du survivant; trouvei la valeur de son intérêt dans l'annuité.
SOLUTION
L'annuité est évidemment payable jusqu'au det nier décès des trois têtes proposées; et sa valeur s'il n'y avait aucune condition restrictive , sérail d'après le problème II, égale à A+B^C-^A.
^-^AC-^BC'\rABC\ mais puisque D , ou s<
héritiers, ne doit rien recevoir durant l'existence si-» multanée de deux quelconques de ces fêtes, on devra retrancher de l'expression précédente la valeur d'une annuité reposant sur cette existence simultanée de deux têtes, c'est-à-dire, d'après le problème III, JB+ JC+BC—24BC. Donc, J + B^Ç — 2^J5 — 2y^C-— 2J5C4- 5JBC sera U valeur demandée; d'où la règle suivante :
13t. De la somme des valeurs d'une annuité sur chacune des têtes , considérée isolément , retranclies deux fois la somme des valeurs d'une annuité sur chaque groupe de deux têtes; ajoutez au reste troi$ fois la valeur d'une annuité sur le groupe des trois tètes : la somme sera l'intérêt de D dans cette annuité , ou la valeur de la reversion demandée.
152. Exemple. Une propriété repose sur trois tètes âgées de 20 , 3o et 40 ans; et aussitôt l'extinction de deux d'entre elles, D, ou ses héritiers, en touchera les revenus jusqu'à l'extinction de la troisième tête; trouver l'intérêt de D dans cette annuité, la mortalité étant conforme aux tables de Northampton, et létaux de l'intérêt étant de 4 P* ^00.
La somme des valeurs d'une annuité sur chacune des trois têtes, est i6,o55 -f- 14^781 + 13,197 = 44»^^^ i ^^ somme des valeurs d'une annuité sur chaque groupe de deux têtes, est 11,87^-1-10,924 + 10,490 = 33,287 9 ^^ '^ valeur d'une annuité sur le groupe des trois têtes est, 8986. Donc 44yOi r --. 2 X 33,287 + 5 X 8,986 = 4,395 5er^ la valeur demandée.
PROBLÈME XVU.
135.* D, OU ses héritiers, aussitôt qu'une quel conque de trois têtes données A, B, G, viendra à s'é teindre , doit entrer en jouissance d'une annuité e en jouir jusqu'au dernier décès des deux têtes sur vivantes. Trouver la valeur de son intérêt dan l'annuité.
SOLUTION
Il est évident ^ dans ce cas aussi , que l'annuité 62 payable j usqu'a^u dernier décès des trois têtes proposée et telle en serait la valeur par rapport à D , ou à s< héritiers, s'il devait en jouir immédiatement. Ma comme il ne doit rien recevoir avant la dissolutio du groupe des troiis têtes, on devra retrancher 1 valeur d'une annuité reposant sur ce groupe , de 1 valeur d'ûnè annuité payable jusqu'au demi^ de ces des trois mêmes têtes, afin d'obtenir la valet dealandée. Donc JJ^B+C—AB — AC-^Bi H- ABC^ ABC^A+B+C—AB^AC-^Bi sera la valeur de son intérêt dans l'annuité ; d'où 1 règle suivante :
134. De la somme dés valeurs d'une annuité su chaque tête isolée, retranchez la somme des valenr d'une annuité sur chaque groupe de deux têtes, 1 reste sera la valeur de l'intérêt de D dans l'annuité ou la reversion demandée.
155. Exempte. Supposons que les trois têtes soien âgées de 20, 3o et 4^ ans, que l'intérêt soit i
( «7 .) 4 p. lOf». iat.la motNalité xooforhie aux jéhsenratuuls de Norihamptbn • Dans ce cas la valeur 4ioiyiand8e sera i6>b33 •4* i4>7fi( -+* »3,i97 -4- (11^875 H- to^t^ •f 10^490) s=xi6> 724.
Corollaire.
136. S'il ne s'agissait que de deux têtes A et B, là valeur de Tint érêt dé D dans Tailhiiité sèi*ait y Â aprèà le même ràisonùement , trouvëê é^ale kJ^É — 2j4B ; d^où la règle suivante :
137. De la somme des valeurs d'une annuité sur (èâquô tête iséleé , t*etrAkiciite la ddttblè valeur â\ine toâùhé èai^ le groupé dès deu^ tétés; le reâbé sera là Hlèùt demandée^
VoyteiB, jMrtir ràppHcàtioû de ée corollaire^ là <iu^lbn %Xi du diapiti^ KII.
PROBLÈME XVIII
t3B. D, ou ses héritiers, aussitôt cjue l'une des trois t«tes A, B, G) viendra à s'éteindre, entrera en jouis^nce dune annuité dont il jouira jusqu'au premier décès des d^iix survivans ; trouver la valeur (le son intérêt dans l'annuité^
Dans ce cas^ ^annuité repose sur l'existence simuitânee de deux* quelconques aes tètes proposées; et telle en serait la valeur par rapport à I) , s'il devait l»treiÇjenjadi)i69M^^ ioiniié^t^iiiapt^ mais4oitMi* il a^ doit ri^Q recevoir avant la dissolutioo du groupe
(88) des trois têtes ^ on devra retrancher la valeur d'une annuité reposant sur ce groupe de la valeur d'une annuité reposant sur Texistence simultanée de deux quelconques des têtes proposées. Donc AB -f* AC +BC—2ABC—ABC=AB+JC^BC—^ABC sera la valeur demandée : d'où la règle suivante :
139. De la somme des valeurs d'une annuité sur chaque groupe de deux têtes, retranchez trois fois la valeur d'une annuité sur le groupe des trois têtes ; le reste sera la valeur demandée.
140. Exemple. Supposons que les trois têtes soient âgées de :xo , 3o et 4o ans , que l'intérêt soit de 4 P* I oo et la mortalité conforme aux tables de Northampton,. Dans ce cas la valeur demandée sera 1 1,875 + 10,924 + 10,490 — 5 X 8,986=^=6,529.
Scelle,
141. Les problèmes précédens contiennent plusieurs des questions de survivance les plus générales qui n'impliquent pas plus de trois têtes; je n'ignore pas qu'il peut s'en présenter beaucoup d'autres , puisque les conditions de ces problèmes admettent une variété infinie ; mais j'ai pensé que si l'on étudie attentivement la méthode que nous avons suivie poui résoudre ceux que nous avons discutés, il ne sera fiva difficile de répondre aux autres questions qui pourraient se présenter.
142. Je dois cependant ici faire observer que dan^ tous ces problèmes les résultats se rapportent à 1^
( 89 ) lurée entière de rexistence des têtes sur lesquelles epose l'annuité ; mais si , d'après les conditions du )roblème, la chance qu'on a de recevoir l'annuité itait différée ou temporaire^ les résultats devraient lussi être affectés de la même manière. Nous devrions dors substituer les valeurs de semblables annuités y Hffërées ou temporaires , aux valeurs des annuités pour toute la durée de l'existence, et opérer sur ces valeurs substituées comme nous Tavons fait sur les autres, [Voyez d'ailleurs, à ce sujet, les coroU. 2 et 4 da probL II, et le corolL i du scolie n® 76. )
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CHAPITRE V
1>B8 ANNUITÉS BN REVERSION Qtl BÉPEl^BENT D'UN OADAIE PARTICUUEA BE SURVIViUffGB.
143. Au nombre des questions d'antiiiités en re version qui n'eiïibrasàent pa$ plus de trois téte&;< qui sont exposées dans le scolie du n" 76 , il s'c trouve deux qui impliquent souvent une circon tance à laquelle il est très difficile d'avoir égard d'ui manière précise et exacte dans les formules algébr ques. Ce sont la seconde et la troisième de ces quei tions, et la circonstance dont nous parlons ici est qi l'une des deux têtes en particulier, P ou Q, nieu avant ou après l'autre.
Comme les raisonnemens qui conduisent à la s( lution de ces deux questions seront d'une impo tance considérable dans la suite de cet ouvrag< je consacrerai un chapitre entier à Texamen de sujet. La solution de ces problèmes eux-mêmes co duira à quelques antres questions sur les survivaoc qui y devant être appuyées sur les premiers , n'ont ] trouver place dans le chapitre précédent.
144. Au lieu des têtes A, P, Q, dont je me si servi dans le scolie cité plus haut, prenons les tel A , B , C , et supposons que B et C soient les têtes
possession et A la tête en reversion. La valeur d'une auQuité en réversion sur la tête A après le grâupe BC est égale à ^ •— ABC; mais si A ne doit jouir de l'annuité que si B meurt le premier, il est évident que cette restriction réduira considérablement là va-^ leur de l'annuité.
Quand les deux têtes en possession ont le même âge , ou à peu de chose près , il y a chance égale pour chacune d'elles de mourir avant ou après l'autre; mais comme il n'en est pas toujours ainsi ^ il serait extrêmement à désirer que Ton put obtenir une expression propre à Tusage général qui donnât cette probabilité pour chaque année de la vie humaine, puisque l'espérance qu'on a de recevoir la reate de chaque année dépend de cette probabi- Kté. Malheureusement «elle ne peut être représentée fiar tme quantité constante qu'après l'extinction de la plus âgée dés deux têtes; Car la chance de survivance varie d'année en année jusqu a cette époque r et même alors nous ne pouvons en trouver la valeur que par approximation. Quand la différence d'âge des têtes en possession n'est pas grande ^ on ne coniittelHtrapas une erreur sensible, comme je l'ai observé tout à l'heure , en supposant qu'il y ait chance égale pour chacune des deux têtes de mourir avant ou aprè^ 1 autre, pendant la durée possible (i) de leur existence
(i) On doit entendre par durée paisible , la plus grande dntéç possible de Texistenoe des têtes proposées. Quand il > agit d'une tête seule , cette durée est le nombre d'années compris entré son âge et la limite de la table d'observations.
( 90 simultanée; mais quand cette différence est considé' rable ^ on ne saurait opérer ainsi sans inexactitude. Passé ce terme , cependant, la chance demandée peut y dans tous les cas^ être appréciée d une manière assez correcte. Mais ayant de discuter les problèmes qui résultent de cette question, il sera nécessaire d'exposer les deux lemmes suivans.
LEMME I
145. Déterminer la probabilité que de deux têtes données A et B ^ l'une en particulier Â ^ a de mourir as^ant l'autre.
SOLUTION
U est évident que cette circçnstance peut se réaliser dans une année quelconque^ i*". ou par la mort de A dans cette année , B n'ayant pas cessé d'exister ^ 2*. ou par l'extinction des deux têtes dans cette année , A étant mort le premier. La probabilité du premier' événement est , pour la première année ^ d'après \o^
n"24 et 25, ^ ^ rî ^* ^^ probabilité du secoua
Quand il s'agit d'un groupe de têtes ou de l'existence simultané^ ou du premier décès de plusieurs têtes (toutes ces expresûot^ ont la même signification), cette durée possible est le nombiT^ d'années compris entre l'âge de la plus vieille des têtes prc^ posées et la limite de la table d'observations ; enfin , quand ^ s'agit du dernier décès de plusieurs têtes , cette durée possibf^ est le nombre d'années compris entre l'âge de la plus jeun.^ des têtes proposées et la Limite des tables. {Note du traducteurs^
(93) événement est , pour le même laps de temps , ^ ^
X — 7 — - X - (i) - la somme de ces deux valeurs oa ^^ ^^ — -^ ' sera la valeur totale de la proba-
(i) Dans le calcul de toutes ces probabilités annuelles, j'ai supposé que la chance que A a de mourir avant B soit toujours égale à { , quelle que soit la différence d'âge ; cette supposition ne devient vraiment exacte que qiland les deuit têtes ont le même âge ; mais comme dans la discussion qui nous occupe je n'ai tenu compte de cette chance que pour chaque année isolée, et que d'ailleurs, dans la pratique , les autres quantités avec lesquelles elle se combine corrigent une grande partie de l'erreur qui résulte de cette supposition , il Serait inutile de rendre la solution plus compliquée et plus difficile pour obtenir un plus grand degré d'exactitude. On Verra cependant, d'après cette remarque, que le résultat ob^ ^enu ne donne la valeur demandée que par approximation ; Pliais il approche de plus en plus de la véritable valeur à mesure que l'on continue la série.
Quand Â est la plus jeune des deux tètes, la fraction } ex-
^ède la chance que A a de mourir avant B , et par conséquent,
la valeur de 4/ , trouvée au moyen du lemme , excédera la
Vraie valeur de la probabilité que A a de mourir avant B , dans
^ne période quelconque de leur existence simultanée. D'uu
^utre côté, quand A est la plus vieille des deux têtes, la
chance que A a de mourir avant B est supérieure à ^- , et par
conséquent 4 ^^^^ dans ce c^ moindre que la vraie valeur de
la probabilité que A a de mourir avant B ,. dans le même lapus
de temps. On pourra d'ailleurs , dans les cas particuliers qu'on
^ura à résoudre , prendre en considération la différence d'âge
des têtes proposées, quand elle se trouvera trop sensible.
proposées > comme nous l'ayons fait pour trouyer la yaleur numérique des annuités ( voyez prob. I, cor. 2} Cette méthode abr^e considérablement ropératiim nécessaire pour trouyer la probabilité de suryiyance entre deux autres têtes ^ dont les âges auraient la même différence que ceux des têtes proposées; car les derniers termes de la série seront les mêmes dans les deux cas.
147. Exemple. Soit proposé de trouver la probabilité que la tête A a de mourir avant la tête B , plus âgée de 10 ans; en se servant des tables générales de Suède. Lie tableau suivant indiquera l'opération à faire pour trouver ces valeurs pour des kgcs q^elconques.
Age de A.
etc.
Age deB.
.etc.
PROBABmiTÉ DE PRÉDÉCÈS DE LA TETE À.
axi44
x[45x( 04- iH-35]
xC55x( 5+ a):t-45x( a-l- 1)4.36]
^x,,^3 - ^ x[65x(ii-h 5)+55x( 54- a)-l-45x( a-f. iH^] ■
!ixai'x3h4 ^^^^^^^"^"^'^^^^"''*' ^+^5x( 54- 3>fetc.] i73jy^>?[84x(334-ai)4-75x(îii4'iî)4^x(ii4* SyheUJ[ ,y^j^^ xiqox (47+33)+84x(33-|.»i)+75 x(ai+ii)+ei;.]^
ete.
etc.
etc.
»fc -»■
( 97 ) On voit d'après ces exemples que la probabilité 'une tête de 80 ans a mourir avant une autre tête ée de 90 ans, est exprimé par la fraction 0,2999, certitude étant prise pour unité , et si les deux têtes aient 82 et 92 ans, la probabilité serait exprimée ir 0,2477* On verra aussi en examinant la série de raies qui correspond à chaque année, qu'elle n'est *esque composée que des termes de la série précepte, et par conséquent, qu'il est à peine plus long 3 calculer la probabilité de survivance entre des ites de plusieurs diiférens âges , pourvu que la diffémce d'âge reste la même , que de les calculer seuleleoit pour les deux plus jeunes de ces têtes.
148. L'exemple ci-dessus indique la probabilité e survivance entre deux têtes , d'après les obserVaious générales iaiies en Suède, sans distinction de sxe; mais si une des personnes est désignée comme u ^xe masculin et l'autre comme du sexe, féminin, % r&ultats différeront sensiblement, comme on le oit dans les deux tableaux suivans, où la réponse arie suivant que la plus âgée des deux têtes proposées st celle de l'homme ou celle de la femme.
■Ai
Af»
Ac
ProbabUM
de At
deB,
pour que A
homme.
femme,
meure le :
premier.
mmm
AK
Probabilité
de A, femme.
deB, homme.
pour que A UiMrelA première.
On pourrait dresser deux autres tableaux setâ* blabks pour les inémes âges, et répondant au oto où les têtes proposées seraient toutes deux du seM masculin, ou toutes deux du sexe féminin. Mais j'M tti dit assez pour cpse le lecteur puisse calculer is probabilité de survivance pour une question qiièi^ covique*
CoroUeire i.
149. Si Ton retranche la somme d'un nombre quelconque de termes de la série , de la probabilité que le groupe des deux têtes a de se dissoudre dans l'espace représenté par ce nombre de termes, le reste sera la probabilité que B a de mourir ayant A dans ce laps de temps. Conséquemment, puisqu'il est cerf^^ que Tune de ces tètes mourra avant la fin de la vl*^' année, si Ton retranche de Tunité la somme de tous
(99) les termes de la série ^ le reste ^ ou, i — *'4/| sera la chance totale que B a de mourir avant A jusqu'au terme nécessaire de leur existence simultanée.
CoroUaire 2.
lËM). Quand les deux têtes sont du même âge, la somme des termes de la série générale du problème est égale à ~ ; c'est^ànlire que 4 =s î •
Scolie.
151 é Putttfue A et B peuvent représente!^ 9^ têM^ de tous les âges, et que pkr conséquent la sétië donnée dans le problème, embrasse toutes les questions, 4 (^ pat là même Texpres^^on générale de la prol)a« bitoy dé àntvîvàtrcb entre deux têtes quelconques; eèpendifùi totiinlè lé tï^êfiié probleAie pourrait impH(]ttèffpfa!ESietnrs probabilités dé cette nature^* et que f^ploi d^ti mèmfr tiâi^acfère {>oùr représenter des ({tiaÀîtés différentes occasîonêrait i>éaùcoup de confiaisuwk^ je désignierat par lés tîaràctèros ^uiv^ii» tei probabilités de survivance qui peuvent se rencontrer ma^ dëû qîàéUMMcpiès dés trols^tes A , B, C.
La probâbilit)é que A a <k mourir as^ant B = 4 .
:•.. B • • Git^. '
B^ôAHiiuit, ffapir&îècdrolfalrèi, qué^ '^''^ ^ pMbkMlité que B a dé Ddôiirir à^ani À =1 — ^
G A=îi-^«r
( loo )
LEMMfi IL
152. Déterminer la probabilité que de deax têtes , données A et B ^ Tune en particulier Â ^ a de mourir après l'autre.
SOLUTION
Il est évident que cette circonstance ne peut se réaliser la première année que par l'extinction des deux têtes, A mourant le dernier; la probabilité de cet
événement est -^^ x ~y- X i (i); expression que pour des raisonls que j'exposerai plus tard^ je ferai égale à ^-^ - ^f-fli^.
Mais dans la seconde année et les suivantes ^ la circonstance proposée peut s'accomplir i** par l'extinc-' tîon 4^s deux têtes dans le courant de l'année ^ A mourant le dernier; 2"" par le décès de A dan^ l'année^ B étant mort dans une des années précédentes. La probabilité du premier de ces événemens pour 1^
seconde année est - — . ■ ab'^* ^ et la probabilité dû secondest — ^-^, X (^i— j-J; .cî^;^îïi,^.scM»m© 1^
ces deux expressions ou r — ^^ h — '
désignera la probabilité totale que A a de mourir
/après B dans la secpr^f^e ^^nnée^^^ et cette .^xpfjÇf^Y^^
lyoutée à celle quç nous^ venons de trouver} ^ur 1^
^4^ Vi^^t la note de la page 92. '
C loi T
première aanée^ donnera
a-fl' (a— a') (b+b') a'— a" a ^ab ' a
nab
pour la probabilité que A a de mourir après B dans l'espace de deux années.
De la même manière ^ la probabilité du premier
événement pour la troisième année est - — ''
aab
et la probabilité du second ?-^— x (ï -^ r"J > 1* somme de ces deux expressions^ ou
çlésignera la probabilité totale que A a de mourir «près B dans la troisième année; et cette expression, tyoutée à la valeur que nous venons de trouver pour
2 , a— a' (fl-aOCÎ+^Ô ; a—af
tfeux ans , donnera .-^ — ^-^-t — - H : — r-
■: ^-V-î — ^ H ^ \ y pour
la probabilité que A a de mourir après. .B dans. l!es-^ pace de trois années. On raisonnera de même pour tous les années. suivantes; et si nous appelons n la ^fierence «^entre Tàge de la plus vieille des têtes proposées et la limite de la table d'observations, on
trouvera que la série ^^^^^-| f- -|- , , . .
exprime la chance totale (foe A a de Hievirir après B 4i|rant cette période; ç'est-à-dirçjii$(ju'au terme néc eM»ire de leur existence simvdtané^f
Mais la première partie de cette série , ou
a^a! a'^a" q'^qr
^éyidenune^t égale à ^—^ ;=; i — — ; c'est-à-dire
égale à la probabilité que la tête A a de mourir dans C^tte période ; et la derniive partie àt la sérîf , est d'après le lemroe précédent, égale à 4> doue la trieur demandée pour n années sera représentée par^
CoroUaire.
155. Si ^o^ retranche la ioomvi? d'un i|ombr< C|ueJiconquç d^ termes d/ç la ^rie cirdessu^ « d(9i U probabilité q.uç les dciuiç t^tes ont de s'éteindre dans Feçpace représenté par ce nombre de termes , le reste sera la probabUité que £t a de mourir après A dans ce laps* de temps* Conséquemment si l'on retranche la samme: ée^ la séirie en4lière , de la probabililé que les. i^en|: tètes ont de se s'éteindre en n anirées, Ojui df
(.-3 x(i-f)=. -=_{(.),> «.le».
(i) Puisqu'il est ceHain que l'une ou Fàqtre des l^tes sets ^teîntct à la liu de « années , il s'euisuit que la qusMitUé -j qu\ resultCEait de ce produit , s'annulera dans teus les cas.
( 103) mera la chance que 3 a de mourir après A dans ceUio période.
Corollaire,
Quand les deux têtes sont du même âge
devient |, comme nous l'ayons dit au corollaire 2
du lemme précédent ; conséquemment la somme des
termes de la série qui nous occupe se trouvera aussi ég«leà|.
155. Afin d'éviter la confusion dont ' nous avons, pvlé dans le scolie de la page g8^ je désignerai les dtferses probabilités de survivance qui ont fait Fobjet de ce lemme et qui peuvent se rencontrer entre deux <]Qeiconques de trois tètes A, B^ G^ par les caractères suivans :
La prohabilité pour que A meure après B= i — ^'
A Css,,-^.^
P'où il suit f d'après le corollaire 1 1 que
ia probabilité que B a de mourir après A =s= 4 *^ y.
C A=flr— 5^
156. On devra remarquer ici que les expressions ci-dessus désignent les diverses probabilité de suiv Tirance pour n années seulement, ou jusqu'au tepin^ i^écessaire de l'existence simultanée des deux têtes, tt ont été obtenues sans qu'on ait tenu compte d'uti
âge plus avancé. Quand donc A est la plus à^e des deux têtes^ l'expression générale du lemme devient égale à I — 4 î parce que a devient o, et que par
conséquent la fraction - s'annulle. Maisqu^nd A est
la plus jeune des deux têtes, cette expression ne désignera plus la totalité de la probabilité que A a de mourir après B, puisque A peut ne mourir q^e postérieurement à la limite de l'existence de B. Pour déterminer cette probabilité à l'égard des années suivantes, oui devra continuer la série du lemrae jusqu'à la limite de l'existence de A, et on trouvera ainsi que les probabilités que A a de mourir après B en (/ï-f- i), ^72 + 2), (tî + 5) •... années seront représentées respectivement par i — '^ — -^f
I — 4 ^ I — ^ —^ etc. , jusqu'à la limite
de l'existence de A, époque à laquelle l'expression devient i — r-X.
. De la même manière, quand B est la plus âgée des deux têtes, la probabilité que B a de mourii* après A devient égale à %[/ ; mais si B est pli^s jeune que A;
l'expression générale ^ — j désignera la probabilité
de cet événement pour n années seulement , ou jusqu'au térrire nécessaire de l'existence simultanée des 4çu>^ têtes. £t les, probabilités du même ^yéi^e^nent pf>ur (n^f-î)/ (n-4-2j, (w+5), etc.^ années seront
îpéprésentées iiespectivement piàr '\p" — t-, %[/ — t-, 4/ -r- T-, etc.^ jusqu'à la limite de l'existence de B^
ipoque à laquelle l'expression devient égale à ^. Lee^ cnémes observations s'appliquent aux autres quanti*^ es données ci-dessus. -
PROBLÈME XIX
157. Trouver la valeur d'une annuité en réversion ur la têle A, après le dernier décès de deux têtes ) et C^ à condition que B meure après C.
soLirrioN.
La chance que f^ a de recevoir l'annuité à la fin Tune année quelconque, dépendra de la continuaion de son existence à la fin de ce terme , et de l'exinction, avant ce même terme, des deux têtes B ît C, mais avec la condition restrictive que B meure e dernier. C'est cette condition qu'il est très difficile le représenter d'une manière propre à l'usage géné- 'al. Dans le court espace d'une année , comme je l'ai aît observer plus haut (note de la page 92) , on ne îommet pas lîne erreur sensible en prenant la moitié la produit des probabilités que les deux têtes ont de 'éteindre dans ce laps de temps ; mais quand le lombre d'années et la différence entre les âges des leux têtes sont considérables, ces chances différent laDs la même proportion, et par conséquent, à lioinsque quelque autre circonstance en sens contraire le diminue ou ne corrige Terreur , le résultat qu'on obtient en supposant ainsi les chances égales , devient ixtrêmement inexact.
158. Si l'on représente par ^', y, t*'", etc. les probabilités du décès de B après celui de C, en un^
(iû6)
deux, trois, etc. aus^ trouvées par la méthode du Umïxm II, les espemnces que A a de recevoir ran** nuité à la fin de ces divers laps de temps , seront re** présentées avec un degré suffisant d'exactitude par
*^ "^ , etc. Mais dans ce cas la
Yr^e valeur de l'annuité ne pourrait être exprimée par moins de n séries différentes ; et par conséqiieQt cette méthode ne peut convenir à l'usage général.
1$9- On sait , d'après ce qui a été dit plus haot, que U probabilité qu'uue tête a de mourir ayant ou aprè^ une autre, diffère à chaque année de leur eicisteoce simultanée , et qu'on ne peut la représenter par une quantité constante qu'après l'extinctiou de la plus vieille des deux têtes. Mais après cette époque, l'espérance que A a de recevoir l'annuité 4 la fin d'une des années suivantes, peut être déterminée au moyen des lemmes précédens avec uu degré suffisant d'exactitude.
Il ne resterait donc plus à trouver qu'une expression approximative qui indiquât la valeur de h probabilité que B a de mourir après C , pendant chacune des années de leur existence simultanée* l^^ présentons par % cette expression (dont la valeur sera, plus loin le sujet de nos recherches : voyez n* 175); alors la valeur de l'annuité en réversion i dépendant de la condition énoncée dans le problème» se déterminera de la manière suivante*
160. Il est évident que le paiement de l'annuité à la fin d'une aimée quelcooquei dépend de. Xa oonti^
( Ï07 ) WatMP d^rexistence de A à la fia de cette aenëe, et 4^ J'ei^tioctioa rrant ce terme des deux tètes B et C, 9 étant mort le dernier; les probabilités de ees iwé* Qemens pour les pi^mière , atconde , troisième^ tfc« années y sont respectivement désignées par '■
j|"(i— ^y^jM — ^)x, etc. Par conséquent , h
sommç des espérances que l'on b, de recevoir Tannuité à ^es diverses époques ^ sera pour les n (i) preniièrQS ^nées^ représentée par la série suivante :
a a Q çk c aoc\
161. I*'' CAS.. Soit A la plus yieiUe des trois têtes» Ç est évident que dans ce cas la série ci-dessus ex- (^rimera la totalUé de la yaleiu' de l'annuité en r^ ver$iou dem^Q^éef puisquà. la i^*'"' année la tçte A s'çtçint j et tous les teri^^s syhrai;^. de la série s'é- TanouîssQQt^ Qr la série ci - dessus est égale à
fT"
(i) J'observerai ici, une fois pour toutes , que dans ce pror l^lème ètlçs suivions j^appellerai n le nom^e d'années compr^ çntre Fâ|[e de la plus vieille des tètes proposées , et la limite ie la tli^le d'^bsermtiôps : par conséquent la valeur de n itn di^UfloUe dans les. tMU cas qu'eipbxafseac ces probièines^
( 'o8) XiA-^-AB^AC+ABC), c'est-à-dire égale à la valeur d'une annuité en réversion sur la tête A après le décès des deux têtes B et C, multipliée par la chance que B a de mourir après C*
162. IP CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas, la série ci-dessus désignera la valeur des n premières années de l'annuité en re version, n désignant maintenant la différence entre l'âge de B et la limite de la table d'observations : et sa somme sera trouvée égale à x(-^'-r-^jB — {-^^Y + ABC). Car si l'on continue jusqu'à n termes seulement la première et la troisième colonne verticale de cette série, là somme de leurs termes sera, d'après le pro* blême I, corollaire 4f représentée exactement par les caractères que je viens d'employer, et la deuxième et la quatrième colonne verticale désignent évidemment la totalité de la valeur d'une annuité reposant sur ces combinaisons respectives de têtes ; puisque dans la tî*'"' année la tête B s'éteint et tous les termes suivans s'évanouissent.
Maintenant, pour déterminer l'espérance qu'on a dé recevoir les renies des années dé vie qui restent à la tête A^, on devra observer que le paiement de l'annuité, une année quelconque, dépend de la Continuation de l'existence de A à la fin de cette année , et delà probabilité que B a de mourir après C avant là fin de cette année. Mais la probabilité que B a de mourir après C , avant la fin de la (72 -j^ if^xçàéQ et de toutes les suivantes, est représentée (d'après le scolie du lemme II) par la quantité constante
( 1^9 ) (i ^f) (i). Donc la somme des espérances que Ton a de recevoir les rentes des (/i+i)"% (/ï + 2)^% 'n + 5 j"% etc. années , sera représentée par la série
- > . ... , + , , v rzr + \ , V, T? + «te. , qui , con-
inuée pour toutes les années suivantes de la vie le Â ^ donnera la vraie valeur de toutes les rentes i recevoir après la n'^"" année. Or la somme de :ette série est, d'après le problème I, corollaire 5, îgale à (i — ç) X ^^ expression qui, étant ajoutée mx n premiers termes des diverses colonnes verticales ci-dessus,, donnera pour la valeur totale de [annuité, dans ce cas % [^' — ^5 — [JCy+JBC] ■f-(i — ^)X^^* Mais puisque A*=:A — A^^ et que {jiCyz=iAC — {A&fy comme on le voit d'après le problème I, corollaire 4, î^ s'ensuit que cette valeur sera plus convenablement exprimée par. . .
X{4Cf.
165. np CAS. Soi^ C la plus vieille des trois têtes* La valeur des rentes dès n premières années (n désignant maintenant la différence entre l'âge de C et la limite de la table d'observations), sera dans ce cas , ccmime dans le précédent, représentée par les./t termes de la série du problème , dont là somjrDê
(î) Parce, que dans l'expression général^ , ^ deyient égale jk quand Best la plus vieille des têtes proposées y et qu'en con^
séqaence la fraction r s'éyanouit.
fserh maintenant égale à % [A'-^ABf^AC'^-ABC^ Car si l'on continue jusqu'à n termes la première e k seconde oolonnes verticalesy la somme de oèâ tertne» sera exactement représentée par leâ caractères i|ixe j i viens d'employer ; mais les denx dernières colônnef t^rticalê^ désignent évidemment la totalité de la va- Iett^ d'une annuité reposant sur ces comMnâisoos i^pectivèis dé têtes , puisque la tête C s'étèint ddn^ k 71*^"' année.
Or, pour déterminer l'espérance' qu'on a de recisvoir leà rentes des années de vie qui restent à Â, ou devra observer que les probabilités que Ê a de kontir âpres C, en (n+i)\ (n+2), (^+5)» etc.
àûnéeS, sont, diaprés le scolîé du lemme II, représentées respectir^ement piar ( i «— 9 *^^ jr j ^
(1--^ — ^)i (ï— ^ — t}^-®*^-»* donc ^ puisque
le paiement de l'annuité dans une année quelconque dépend de la continuation de l'esdstence de A à la fin dé èette année , et du décès de B après celui de C^ avant Celte même époque, il s'ensuit que si Ton mul-
tiplie respectivement ces valeurs par j^ ^y^ ^ <4tfi.
[ou les probabilités que A à de vivre à la fin des (n+l)^, [n+ny^^ {p+^y^9 etc. années], les produits seront les probabilités que l'on a de recevoir les rentes de ces années respectives. Et ces pr^uits ëtànf éncôirë mtilfipliéâ par la valeur actuelle de i fr. payable à la fin dé ces années respectives, donnerônl les espérances qu'on a de recevoir leâ fèmtes de ëei
années, et formeront la série suivante :
etc. etc. etc.
Mais là somme de ces deux colonnes v«ttic^6 ^ tofûtinttëe^ jusqu'aux dernières limites de la vie deA;^ tA, d'aprè^ le pitoblème I, Côrôllàit«e 5 > égale k (i — p) X Ji^ — (^-S)**, expression qui, étâttt àjoe-* tés 3iu:st ii teri»res des diverses colonnes veliicàleid thmvées plus haut^ donnera pour la valeur totale ée ratrauîtë, dans ce cas, yy}^{ABy-^AC^AB€^ +(i — ^) X A^ — {AB^y e^tession qui, d'après ^ée ^i à^é dit Ml, cas précédent^ peut être plus ci^nviftààMeiÂcnt exprimée par % {A^AB-*^Av^AB€)
Corollaire,
IA4é Si les deux tèles en possession ont le fném^ tgé, oelui de B, alors tp et % deviennent tous deux égaux à I, et les quantités {ABf ist {ACf s^ttduissent. Dans Ct cas^ Texpression devient dOafc i f^^^^B^ABB) c'est-à-dire est égale à la moitié de la valeur d'une annuité en réversion Sur la tête A^^if^ès le dernier décès de deux tètes égales B etB.
fit' si les deux tétes en possession étaient du Même higb que la téte A en revetsion ^ l'expression deviendrait ^ {A — nAA -f- A A A).
PROBLÉBiE XX.
165. Trouver la valeur d'une annuité en reversioi sur la tête A^ après la dissolution du groupe BCj à condition que B meure assaut C.
SOLUTION
Le paiement de l'annuité a la fin d'une année quelconque dépend de lexistence de A à la fin de cette année /et de l'extinction de B avant celle deC; antérietireraent à la même époque. Gomme cette dernière condition ne peut être représentée exactement pour toutes les années de la vie humaine , il devient nécessaire > comme dans le dernier problème^ d'avoir recours à une expression approximative pour Iç nombre d'années que les têtes proposées ont la chance de subsister simultanément.
Soient donc les mêmes caractères que dans le dernier problème ^ et considérons le paiement de Fannuité pendant les n premières années ^ comme de* pendant chaque année de l'un des deux évenemens suivans, i*". A peut subsister à la fin de l'année ^ e1 B et C être morts antérieurement ^ B étant mort le premier; a*. B seulement peiit être mort^ et Ael C subsister tous deux à la fin de l'année. La probabilité du premier événement est, pour la premièn
ànîiée, j (i—j-)(i—^)(i—X)(i),etla probabilité
(i) Puisque ^ désigne la chance <|ue B ade taoxmrapres^^ {Mandant chaque abnée de leur existence simultanée , il s'ensui 4|iie I — ^ désigne la chance que B a de mourir a^ant dans le même temps.
(ii3)
1— T-) — ; donc la somme de ces deux expressions , réduite à sa plus simple expression et multipliée par ( i H- p )"", donnera ( i + f )""*
ra' dV fd dh' de' db'c'\ 1
la valeur totale de Fespérance qu'on a de recevoir la rente de la première année. En raisonnant de la même manière , nous trouverons les espérances qu'on a de recevoir les rentes des années suivantes ^ et la somme de toutes ces espérances , pour les n premières années, sera représentée par la série suivante :
, ^ ,., rd dV (d db' de' , dVd \^-\
166. Y" CAS. Soit A la plus vieille des trois têtes. Il est évident que dans ce cas la série ci -dessus exprimera la totalité de l'annuité en reversion demandée, puisque dans la rù'^* année la tète A s éteint et tous les termes suivans de la série s'évanouissent. Or dans ce cas, la série ci-dessus est évidemment égale à
V^.\^ç^. Soit B la plus vieille des trois têtes. Dan^ ce cas, la série ci-nlessus exprimera la valeur des n premières années de l'annuité en revei'sion, ef la T. I 8
somme en sera trouvée égaleà ^'-<-^jB— <% [/i^-^^B — [ACy-\'ABC\. Dans les années^ suivantes^ la chance ^'on a de recer^r Tanntdté dépendra de ïa conti^ nidation de Texistence de A/ ef de la probabilHé que B a dé mourir airant C^ la valeur de l'annitité povr les années suivantes sera donc représentée par la série
« ^ -r.-à.*^'H-a T ^77X3?Hr i- etc. ^ 9 ^ .
Donc la valeur totale de l'annuité demandée sera A^AB^X {A—AB—AC+ABC) — (i— (p-%) X A'^x{AC)\
168* lir GAs. Soit Cla plus vieille des trois têtes. Dians ce casy la série ci-dessusdésignera aussi la valeur des n |>remières années de Tannuité en re version, et la somme en sera maintenant égale à A^-^ (ABJ -*- % {A'-^{ABy—AC+ABC): et la valeur des années suivantes de l'annuité sera véritablement exprimée^ comme dans le dernier cas ,. par ^ A^. Donc la valeur totale de l'annuité demandée sera A — AB^ %
{A^^B^AC+ABC)^{i^(p^X) X A'+(i^x) X {ABy,
CoroUiÈire.
VSSt, Quand les deux tètes en possession ont I0 tetnême âge, celui de B^ alors (p et x d^viennent^ comme dans le corollaire du dernier problèoiQi égau^ chacun à |, et le^ quantités {ABy et (ACy s'éva- OQUPlssenit; donc la vakvr à^ TannurCé en reversioti est f xpri4:née dans ce cas par | {A-^ABB).
Si qijutad lea deux têtes en ' possession sont dtt
même âge que la tête A en réversion^ cette expressioa devient égale à f {A^^AAA).
Scolie.
470. iSî l'on a|oalt la valeur trouyée pour Tua âeil Iroi» cas de ce problème à celle trouvée pour It Cis coirespondant du {Mroblème précédent , la somime sera égale à A^^AB. Donc , si Ton a une fois dé-;terminé I4 valeur de l'annuité dans lun des cas du problème précédent, on trouvera aisément la valeur de la même annuité pour le cas correspcadant du jfMX)blème actuel (pourvu que les trois têtes conser-ventles mêmes âges) en retranchant la première valeur (jb A^^AB y et réciproquement.
Cette règle est presque évidente en elle-cttéme^ car si Ton réunit les deux conditions des deux problèmes, on verra que A est certain de jouir de Tannuité après le décès de B, pourvu qu'il subsiste à cette ^M)que. Par conséqiii^t \^ somme des valeurs trouvées par les deux problèmes doit dans tous les cas être égale à la valeur d'une annuité en. réversion sur la tête A après le décès de B. Ainsi la yérité de ce ççolie ressort évidemnient de l'inspection seule 4i^ coqditions des deux problèmes*
171. B et C possèdent en comnmn une aîuûuité, cjfui, si B survit à C ^ doit être également partagée «atre A €t B pendant leur existence simultanée , ponrapl^rtellir en totalité au survivant jusqu'à son ^écès.
Trottver la -valeur de F intérèl de A ^1» cette amyteûté.
SOLUTION
Puisque A ne doit rien recevoir si C survit à B , il est évident qu'il a droit à la moitié d'une annuité en reversion sur le groupe AB après* rextinction de C, et encore à la totalité d'une annuité en revereion sur sa seule tête, après l'extinction de B, pourvu que B meure après CL La première valeur est d'après le scolie du n' 76, égale à ^ {AB — ABC), et la seconde peut être trouvée au moyen des formules du problème XIX, selon que la plus vieille des trois têtes est A , B ou C. De là on déduira aisément les valeurs suivantes, pour chacun de ces trois cas :
Quand A est la plus vieille des trois têtes, la valeur
demandéesera%(^— >^^4-(î— X) X (AB-^ABC).
Quand B est la plus vieille des trois têtes, elle sera X {A-^JC) + (i-x) X {AB^ABC) + ( i -<p~^) ^A^JrX^ACf.
Quatid C est la plus vieille des ti'ois têtes, elle sera
X(^-^C)X à-x) ^{AB^ABC)+{^-i^^x) ^A'—{x—xy:{AEf.
Quand les deux têtes en possession ont le même âge, celui de B, elle sera \ {A-^AB).''^\ quand toutes les têtes ont Tàge de A, elle 'sera égale à'f {A—AA).
Scolie général.
. 172«i II ne reste plus à déterminer que la valeur de X pour obtenir la solution dé ces. tfOîs problèmes; et si les chances qu'une des têtes. a(;de..mourir. avant ou après l'autre: iians chacune des années di^.leuiî existence simultanée,. iélaient dans un ;rapporJb oQins^
tant; il n'y aurait plus aucune difficulté. Mais puisque cette chance I d'après la .mortalité . réelle ^ varie çontiauellement^: nous devons recourir à un calcul approximatif pour trouver la valeur moyenne dé ce rapport.
avec assez d'exactiti^de par — — ^j — , et par _j
175. Or, après un nombre suffisant d'épreuyes,^ j'ai reconnu que la valeur de X peut, quand B est la plus jeune des deux têtes B et C, être représentée^
quand G est la plus jeune des deux têtes B et C. Quoique ces deux valeurs ne soient pas strict^eilt correctes, elles conduisent à un résultat plus rapproché' de la vraie valeur de l'annuité en réversion, que' celui obtenu en égalant généralement % à \ quelâ que soient les^ges B et de C, et nous pouvons en fair^, ysag^ jusqu'à cç. qu'on ait trouvé plus exactement h vraie valpui:. de %. Mais si l'on obtenait par la suite une expression plus exacte de cette valeur^ ^ çUe n'apporterait aucun changement à la solution générale des trois problèmes , puisque nous pouvons, donner à % toutes les valeurs possibles.
Je vais maintenant exposeï: quelques exemples qui indiqueront l'application de ces diyerses formjaleç:. .
174. Exemple i. Quelle est la valeur d'une anuuité sur la tête A, âgée de 60 ans, après la tête B, âgée de 4^ ans, à condition que B meure après uue autre tête C âgée de 20 ans : on suppose que l'intérêt soit de 4 p. 100 et la mortalité conforme aux labiés deNorthampton.
Nous auroiiie ici ^ sss g^oSg» AB =s= 7^490 » j^Cr= 7,995, ABC^sg:&^,j^'i^ et xssr 0,395. L'an* nuit^ en i^Tet^km demandée sera done dans ce cas 4%ale à 0,^76 X 0,595 = e, 10g.
Mais si B avait 120 ans et C 40 ans , nous anrioDS %=o,6o5 et par conséquent l'annuité demandée serait danis ce cas égale à 0,276 X a,6o5 = 0,167.
De la même matnière, si A avait ut ans^ B 6oet
C 4o, nous aurions A = i6,o33, AB z=: 7,995,
AC=i io>924> ^5C=6,732, w = 57, %=:o,554,
et f) 2= 0,7 1 18. Par conséquent la vaJknir de Tannuite
serait dans ce cas 3,856 x Oy354 -^ 0,067 *^ 0^0^
qss 1,517. ^y ^^ ^ ^^^^ 4^ ^^^ 6t Ç 60, $lk viAevr çer^it trouvée égale à 2^519.
475. Quelle est la valeur d*une antraité Sur la tête A âgée de 60 ans , après la tête B âgée âë 40 àtiâ, pourvu que B mettre tissant une autte tète C Igi^ï de âô ians. Onsuppùseque Fititérét soît de 4p- ïod, et là mortalité confbrnié aux tâbleÈ; de Nôrthàtnptoiû.
Nous aurons ici A — ►^J?=±:9,o59— 7,490 3= i ,54^ •* pàt conséquent 1,649-— 0,1 iog=: r,44^^^ï^ d'après Ce qui a été dit au scoHe dun* 170, la valeur dé Tanlittjté en réversion pour le fcaâ pt*6posé. Et sî A avart tïKy ans et G 60, cette valietit seràîl égâte J( 5,109 — 2,519=2,590.
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CHAPITBE ri.
DBS ASfiORAIf CBS,
176. Dans les chapitres précedens j'ai considère la valeur aÂnelle des sommes proposées coinme dépenda&t de Fexisf ence Aes têtes proposées , où d'un certm ùtàte àé survivance entre elles ^ et dans )a sobtron des divers problèmeis, je n'ai eu égarcll qti'atit probabilités ((ae les personnes intéressées d^ns Fjititttiité ont àevwré. ^Tarrivé maintenant aux questiotils dil il ^'agit de tinouver la valeur actuelle des alîrïïtniês du deâ càpitàfùx 'q^î dépendent de Veçctinction d^ tétbs proposées; en un inot, je vais m^occuper ^ «isâtruANCËs ^ÛH LA VIE, cxpression qûl désigne çëtt^ ffànsactiôn par laquelle on garantit lé paieoient d'aune annuité ou d'un capital à l'extinctioÀ des têtes sur lesquelles repose le contrat, moyennant un paiement antérieur fait à l'assureur et qui doit être iilcQlé de maniène à campenscto* la «chance de p^te àlà«(ii«]le il /expose. L'obfet de ce cbajûtre sera^ëq déterminer la valeur de te paiemeuft ( qu'on >appeUe généralement prime ) dans tous les cas principaux qui peuvent se présenter.
177* U isera peut-*etre néoessMce d'c^enrwid'abdrd qœ^k mélhoie à suivre pour trouvjf r la vakmr d^iia crs^pi^/ dépendant de l'extinction de %&tes qatiécm*
( »2o ) ques différera essentiellement de celle à employer pour trouver la valeur d une annuité dépendant des mêmes circonstances. Dans le dernier cas, le bénéficiaire doit recevoir plusieurs rentes annuelles, et l'espérance qu'il a de recevoir chacune d'elles est in^ dépendante de l'espérance qu'il a de recevoir chacune des autres. Mais quand il s'agit àe capitaux y la question est tout-à-fait différente: car ici onuCidoit re« cèyoir qu'une soname unique à ^extinction des têtes proposées, et par conséquent l'espérance qii^'oii^ a (1|$, la .recevoir à la fia d^une année quelçQnq!;ie résijdte.de cela même qu'on ne l'a pas reçue à la fiq d'a^c^nef df^ années précédentes, ou ce qui est la même chosç^la, probabilité qu'on a de recevoir cette sommç à lafiii; d'une année quelconque se composera 4e la p^babf-; lité que les têtes proposées ont de s'éteiî^dre dai;i$.]^ courant de cette année, et de celle qu'elles oi^t eu de survivre à toutes les années précédentes. Lespro-r. blêmes syiivans répandront plus de jour $ur cette, question.
PROBLÈME XXII
; 178. Déterminer la valeur, actuelle d'un capiéab pnyable à la (in de l'année dans laquelle un nombre quelconque de têtes viendra à s'éteindre.
SOLUTION. T
Supposons dans la discussion actuelle qu'il ne 9'a-> ^sse que d'un groupe de trois têtes ABC, dont k» probabilités d'exister i^ 2, 5. . . . ans, soient expjri^
( lai. ); mée» comme au n"" 24 , et représentons la somme désignée par s. Or la valeur actuelle de cette somme • si Ton était certain de la recevoir dans un au • serait j(i -f- f)"'; paais comme Tespérance (ju'on a de recevoir cette somme à la Hn de cette année dépend de la dissolution du groupe proposé dans cette an-
néa^ événement dont la probabilité est . ^: . .. * > :
Qu djçvra multiplier par cette pr^b^lnUlifi^ la \Tal6ur
ci-dessus, ce qui donnera ^(i + p)""* X -- — T
pour .la "valeur de l'espérance de -la première année. De la même manière , la valeur actuelle ' de la somme proposée, si l'on était cei^tain de la recevoir^ après deax ans, serait\f (i'-f* P)~"*; xn^is comme l'és-^ pérance cp'on a de i^ecévoir cette^somme à la fin^ela seconde année, dépend de la di^olution du gtoupedans cette année , événement dont la prohabilité est
■ — rr — : — f pn devra multiplier par cette problH ^
biKté la valeur ci<-dessus , ce quf^&iSJSaèra' -^ti-fr^)^f ^
X g — .pour la valeur de l'espérance dftla^
seconde année. - '^
De même encore on trouvera que si^\^ fY'^'
T^ ^^^^ ^^ valeur de 1 espérance de là
; troisième année , et ainsi de suite pour toutes les
\ années suivantes de la . vie humaine : la sfunme de
* oes valeurs sera la valeur totale àctùelte dé^a soniine
iproposee.
ft i ' •■: ■;• • ■ .■..-:».:•
U9. J\|(ais la soipme de ces quantités, rédiiite-si:
( laa )
sa fh» sini|^ ex{mssion , est égale aax deux sërtes sumiites :
la ; w reg iièr e «k cds iséries est ^al« à r-^-r (i •^ABC),
etihi^flÉî^âk jrX 2^J9C Dôtack tttlêfot totâteac- Mélle dèttiaDdae ddyieoi
cbtté -.ifiMstioti soit inestremtB «n «s À tiwS ttlteSy il^it aise dp ^ir qtie cette mëtbode de
ig^iérale et^siiioptiqfie il ma nondire 4{in3êtê$ % d'<Kk la règle saiVaute :
'180. Mtiltîpliez la valeur d*ùne annuité sur les tàtéLprofttséeS't- pat*: lo tâua: de riMé^k ^ et retranch ez
^ic 1|S produit d^ ^ ^j^it e> djvispE le .reste par le pror duîtdu placement de i fr. après un an, et le quotient , itfttltlpiié pat là âbmmé proposée y sera la valeur demandée.
' li^jqez^ pour llappitcalion dis ce problème^ la question XX VU, du chapitre XII.
Isl. Dans 09 problème , i'ai considéré la valeur actuelle du capital assuré^ comme dépendant, 4^ 13dissolution du groupe de têtes proposé dans une aa-^ Aeè çtt^conçwc de '3enr existeïïee simuhariée. Maïs
SI f MniMttce «si différée de n dtarstéé» , € W-^^dire
si not» vmilow défeemiitier là talenr sctuelle d'une
soiiiiwi {Mytble à la 4is$ollitiaii de cegnoûpe, pourm
que Cet ëvettetnetit n'tif lieu qu'après rtn délai fixé,
là fottndle éjmuVeiti un cbatygemént impoHant. Car,
m ttiivâM là méâie itiair^he cfisn^ dau» le {)roblfeftie ,
m iwwy er a ^e l'espéinuoe i{u'oti a ^ teeevûir ht
sema» propofeife à k Sa ^és (n^i)*', {Ht^)"%
(n+3)P% etc. années, jusqu'aux deHiièf es limites de la vie humaine, sera représentée par la série
L<»Mf+c)"'*' aic(i+^)«+*^ «ic(i+{)-+^ ~: 'J»
ipK^ pow plus de coitimodîcé, peut 9è divines eik dens autres^
La seconde de ces séries est , d'après le problème I, corallaire 5 , égale k r^^ (jéBCy ; «t la première
est ^le à ^ îX : '^;L^^) ■ > '^ l^.^fiHï^ ^en
- -^fT+?r^K^^«^
mandée est donc ^ga,le ks X — ■ ■ . mi-v .l i,'. . ■ ■ ' ■' ! r Arù la i^e raivantfe (t) :
(i) Puisque [ABCY est , d'après le prob, I ,' coroL 3 ^ égal i ^•5«C<' X^ (i + pr% il est évideiU que la valeur à^
l:b2. Multipliez la valeur d'une annuité différée sur les. têtes prppps^s , par le .tauix de l'iatérèft ; retran-f . chez le produit de l'espérance que lés tétës proposées ont de recevoir x fr. à la: fin du délai fixéyjét divisez le reiste par }e produit du placement de i fr. apnèsi un an. Le quotient qui en résultera étant multiplié par la somme proposée donnera^ la valeur demandée^
Voyez pour l'application de ;Cecorollairei la quefr». tion XXVIIl du chapitre XII* : >
Corollaire 2.
183. M aisy si l'assurance est temporaire ^ c'est-à-dire^ si noua voulons déterminer la valeur d'une somnifr^ payable à la dissolution du groupe proposé, pouFVUr que cet événement ait lieu dans les limites d'un délai fixé 71^ on en trouvera la Taleur en ajoutant les n premiers termes de la série donnée dans le pro- Même. Cette valeur sera donc désignée dans ce cas par la série
r aftc-V^V u'IJ^à'^^V e" ^'^^''-^i^l/ 'eF afi^^^^'\.
qui pour plus de commodité peut se diviser ën^deàx'
ifnandée, dans. te çaïf tl'ufie seule tête ou d'un gtoiui>e dé j^lù- ^ sieurs têtes ^ peut être plus commodément exprimée ';p>^
s X / r-— -^ (i + e)""" •• et c'est de fetre" formule
(i+ç) abc .
que j'ai de'duitla règle de la question XXYIII ducbapilrcXHt
Mais cette règle ne s'étend pas à tous les cas.
( 125 ) très
r(i+c)L^ ^(i4ç)"*"(i+çr"^(i+çr"*"' ••(i+ç)--- J
JL.r^^-^^-4.^^^^+ ^^ï^1 Mais
première de ces senes est égale a j x — ^ . — ; (i)
la seconde à s {ABCJi la valeur de l'assurance mporaire demandée peut donc être représentée par
formule. [l±i^^-(^5C^Q.^ Mais puisque {ABC^^ + -^ Jî^égale {ABCj,
W Ton tire {ABC)'-^^ {ABCJ— ?^x(i-f-pr';
[puisque d'après le prob. I. cor, 4 5 {ABCJ est égal ABC — {ABCY; nous pouvons rendre la formule î-dessus plus propre à l'usage général en remplaçant 4BCy par cette valeur : elle deviendra donc égale
où la règle suivante :
184. De la valeur actuelle de l'assurance payable Textinction des têtes proposées, retranchez la vanr actuelle de la même assurance différée du délai ié ; le reste sera la valeur demandée.
Voyez pour Inapplication de ce corollaire, la ques^ on XXIX du chapitre XII.
(OCe nouveau caractère {ABCy".^ .désigne la valeur d'une ttnuité temporaire sur le groupe ^iïCpepdjint (/i— .|) sni^e'es;.;
( ia6)
Ï8S. Quoique dans la discnssion de ce problèi \e n'aie considéré que le cas où il s'agit d'un gvbu de trois tètes, il est cependant facile d'appliqMr même raisonnement lorsqu'il s'agit d'une seule M quelconque, ou d'un groupe quelconque d'auti têtes y ou de la dernière vivante des têtes prop sées^ etc. n suffira pour obtenir les valeurs dema dées, de substituer la valeur d'une annuité reposa sur cette tête, ou sur ce groupe de têtes^etc. à laqua tîté représentée par JBC dans la formule du n* 17
I8& \js^ même observation s'appliquera aus$i ¥ deux corollaires précédents, si , outre la substitutif dont nous venons de parler > nous i*emplaçoas an par la valeur d'une semblable annuité, différée < délai désigné, la quantité {ABC y des formel n"* 181 ou 185. Mais ici on devra spécialenie observer q^ie quand une ass^^rance difl^ée ou te; poraire dépend du dernier décès des têtes proposée
la quantité ^(i+f)^" dans la formule donnée Ai
designer respérance que la dernière vivante de ( têtes a de recevoir \ fr. à la fin du délai fixé; et qu quand Fassurance dépend de l'extinction de dex quelconques de trois tètes proposées , la même quai tité doit désigner l'êSpéranCé que deuit quelço^iqu de ces trois têtes ont de recevoir i fr. à la iSii < déhci, etc. etc." '
Voyez^ pour l'application de eecoroHaire> les que! tions XXVn, XXVIII et XXIX du chapitre X».
PBOBL£M£ XXUI.
187. Tronver la valeur d^une annuité qui com«^ mencera à courir à la fin de raonëe dans laquelle s'ë<teiiidna ui^e coxBhioaisoa quelcoaqne de tâles*
SOLDTIOIf.
Supposons, cmnine dans tç problème précédent, que le question n embrasse qu'uD groupe de trois têtes ABC, et que Fannuité proposée soit une rente perpétuelle ou une propriété foncière» Or^ la chaace que rhéritier de cette propriété a d'en toucher la fente h, la fin d*nne année quelconque dépend toujours de la dissolution du ^oupe de têtes avant la fin de cette smnée. La probabilité de cet événement est
pour la première année ( i S""/ ^ expression qui
tnnltipliée par ( i +p)"^' donnera l'espérance de la prenrièfe année. De même la probabilité que le groupe ^ têtes a de se dissoudre avant la fin de la seconde
année est (i r— -J, expression qui multipliée par
[i-|-f)~* donnera l'espérance de la seconde lènilée.
A Cto trouver» de même que l'expresmon \\ — -^ — \
fimltipliée par (i-f-p)^* désignera l'espérance de la troisième année; et ainsi de suite jusqu'à l'infini: puisque la propriété est perpétuelle de sa n^ure. Donc la somme de toutes ces valeurs continuées in- [^ défîniment sera la valeur totale actuelle de la pro- ^' pfiété dont on doit jouir après la <tis9olatioii du
groupe ABC y ou en d'autres termes sera la somme qu'on aurait à payer aujourd'hui pour s'ussurer la juîssance de cette propriété après la dissolution de ce groupe de têtes.
188. Mais la somme de tous ces termes est égale aux deux séries suivantes :
+ ;:i:^T + 7r^,^-...•oo
I falb'c' , a'b"c" , a'b'd' , ^ \ t
- ^c X ((7+7) + (T+1? ^- (iT^ + ^*^-> ^* P'*-
mîère de ces séries est égale à -, ou la valeur actuelle
d'une annuité perpétuelle de i fr«, et la seconde doit se terminer à l'extinction de la plus âgée des trois télés y et est conséquemment égale ' à la valeur d'une annuité sur le groupe ABC. Donc la valeur totale de
l'annuité demandée est égale à ABC: et quoique
cette solution ne s'applique qu'au cas d'un groupe de trois têtes, il sera cependant facile d'employer le même raisonnement pour une combinaison quelconque de têtes : de là la règle suivante :
189. Retranchez la valeur d'une annuité reposant sur les têtes données , de la valeur actuelle de l'annuité ou de la propriété en question; le reste sera la valeur demandée.
Voyez pour l'application de ce problème^ la question XXVI du chapitre XII. ,
Corollaire i.
Si l'annuité au lieu d'être perpétuelle, était
temporaire et ne devait courir que pendant un nombre d'années n, plus grand toutefois que la durée possible de l'existence des têtes proposées , nous devrions subtltuer la valeur de cette annuité temporaire à celle de l'annuité perpétuelle. La formule deviendrait, de cette
manière — ^ — ABC\ et la règle que je viens
d'établir est donc également applicable à ce caSr
Voyez pour l'application de ce corollaire, la question XXYI du chapitre XII.
Corollaire 2.
191. Mais si l'annuité, au lieu d'être perpétuelle, ou temporaire pour une période éloignée, ne devait courir que pendant un nombre d'années n, moindre que la durée possible de l'existence des têtes proposées, la série qui résout le problème se terminerait à la fin de cette période , et serait donc égale à
Or, la première partie de cette sérje est égale à
— ^ ^' , et la dernière est d'après le prob. i cor. 4.
^ale à — \ABC)\ D'où la règle suivante :
192. De la valeur d'une annuité certaine de ^années, retranchez la valeur d'une annuité tempol'aire du même nombre d'années , dépendante de l'existence des tètes proposées; le reste sera la valeur
demandée.
TI
Corollaire 3.
195. Si la chance dont dépend la jouissance Je l'annuité est différée d'un nombre d'années w, la série exprimant la valeur générale de l'annuité perpétuelle enreversion nedoît commencer qu'aprèsce délai pour continuer alors jusqu'à l'infini ; c'est-à-dire que la série
«>'v^ aW ^JTfy"
désignera la valeur de l'annuité demandée , dont on .entrerait en jouissance si l'une des tètes proposées venait à s'éteindre après la w^'"*' année. Or cette série peut se décomposer en deux autres :
la première de ces séries est égale à (i + f)""" X 'f
et la dernière est, d'après le prob. I, cor. 3, égale à — (i + f)-" X J'*B''C\ Donc la valeur de l'annuité demandée serait égale à ( i + p)~" x ( - — ji^B'' C)
si l'on était certain que les têtes proposées dussent atteindre la fin de la w*^"' année ; mais comme la
probabilité de cet événement est ^, nous devons
multiplier par cette quantité l'expression ci-dessus pour obtenir la valeur demandée. Cette valeur est
(15.) donc égale à
Mais ^•^«C** X ^(t 4- p)"""est , d'après le prob. I, corol. 5, égal à {ABCy; la valeur ci-dessus devient donc ^ (i + /)•"" X - — (^5C)^ : d'où la règle suivante :
194. Multipliez l'espérance que les iétes proposées ont de recevoir i fr. à la fin du délai fixé par la valeur de l'annuité perpétuelle ; retranchez du produit la valeur d'une annuité différée du délai fixé sur les têtes proposées : le reste sera la valeur demandée.
Corollaire 4»
195. Si la chance dont dépend la jouissance de l'annuité est temporaire^ c'est-à-dire si nous avons à déterminer la yaleur de ces sortes d'annuités qui dépendent de l'extinction des têtes proposées, pourvu que cet événement ait lieu dans un certain laps de temps 71 ; la valeur de l'assurance sera exprimée par la série
a'b'c' aVc' a^'yc"
abc . abc . abc y
éi&y mBy etfiy i
abc . abc . abc
Car la rente de la n*^"' année et toutes les suivantes dépendant de l'extinction des têtes proposées dans
l'espace de H années, il est évident que toutes ces rentes consécutives doivent être multipliées par le
facteur commun M — ~â^}* ^^^^ ^^^ ^ premiers
termes de cette sériesont égaux h-^ — ^ {ABC)*\
comme nous Ta vous trouvé par le corollaire 2 ; et les termes restans sont égaux à
(i— ^)x(i+ç)-xc(i+cr+(i+<)-+{i+cr'+....ooj
=(-^)>«'+«>-xr
Bouc la valeur totale de la série devient
izi!±in! ^^5C)' +^" --î|(,+P)-- X ^,-
expression qui, puisque {ABC)' = ABC — {ABC/ peut se réduire en
d*où la règle suivante :
196, De la valeur totale de l'annuité perpétuelle dépendant de l'extinction des têtes proposées , retranchez la valeur de la même annuité» différée du délai fixé : le reste sera la valeur demandée.
Corollaire 5,
197. Il ressort évidemment de ce qui a été dit au corollaire i , que si l'annuité , au lieu d'être perpétuelle , était limitée à un certain nombre d'années^
les règles des deux derniers corollaires seraient également applicables ; il suffirait de substituer l'annuité limitée à l'annuité perpétuelle. Cette annuité temporaire devrait toutefois embrasser plus de temps que l'assurance proposée.
198. Quoique^ dans ce problème^ je n'aie considéré que le cas où il s'agit d'un groupe de trois têtes, il sera cependant facile d'appliquer le même raisonnement à toute autre combinaison de têtes, et il suffira de substituer la valeur d'une annuité dépendant de cette combinaison de têtes, soit pour la totalité de leur existence, soit différée d'un certain nombre d'années, aux expressions ABC y ou {ABÇy des formules que j'ai exposées, pour obtenir les résultats demandés.
199. Toutefois on devra spécialement observer que , quand il s'agit du dernier décès, d'un nombre
quelconque de têtes, la quantité ^(i+ p)""% représente l'espérance que la dernière vivante de ces têtes a de recevoir i fr. à la fin du délai fixé. Une observation analogue s'applique au cas où l'assurance dépend de l'extinction de deux quelconques de trois têtes proposées , etc. , etc. Voyez le problème XXII^ corollaire 3.
Scolie.
20Q. Au moyen de ces deux problèmes et de leurs corollaires , on peut résoudre toutes les questions re-
( i54 ) iatives à la valeur des assurances d un capital ou d'une annuité qui dépendent des diverses conditions que j ai exposées. Et comme tout capital peut être converti en une annuité perpétuelle correspondante , si on ]e multiplie par l'intérêt annuel de i fr., il semble, au premier abord, qu'il reviendrait au même de déterminer la valeur actuelle d'un capital dépendant de l'extinction d'un nombre quelconque de têtes, ou celle d'une annuité correspondante dépendant des mêmes circonstances. Mais on doit observer que le premier paiement de l'anauité est touché par le bénéficiaire à la fin de l'année dans laquelle s'éteignent les têtes proposées, quelle que soit d'ailleurs la fraction d'année qui n'est pas encore écoulée; cette époque est aussi celle de l'échéance du capital. Dans le premier cas, le bénéficiaire entre donc en jouissance de son annuité,, ou reçoit la rente de la première année , en même temps que le bénéficiaire du capital est supposé placer cette somme pour acquérir une rente perpétuelle équivalente, mais dont il oe recevra le premier paiement qu!un an plus tard. Ain§i l'annuité assurée vaut une année de rente de plus que le capital correspondant; donc la première est au second dans le même rapport que i fr. augmenté de son intérêt pendant un an, est à i fr. , c est-àdire :: (i-f-f) : I.
201. Donc, si l'on multiplie par (i-f-f) la valeur actuelle du capital exigible , on aura celle de la propriété foncière ou de l'annuité perpétuelle correspondante. Ainsi, la valeur actuelle d'une annuité
perpétuelle de i fr. payable après la dissolution du groupe ABC , est , d'après le problème XXII , égale
à ? , et la valeur actuelle d'un capital correspondant j - , payable aux mêmes conditions y est^ d*après le problème XXIII ^ égale à - x ' T^ t —
= . X ^ f or il est évident que la première expression est à la seconde dans le rapport de (i+p) à 1.
202. Il résulte également de ce rapport^ que si l'on divise la valeur de l'annuité payable après l'ex^ tinction d'une combinaison quelconque de têtes, par le produit de i fr. augmenté de son intérêt après un an , on obtiendra la valeur du capital correspondant dépendant de Textinction des mêmes têtes.
En comparant les exemples semblables des deux problènies et de leurs corollaires, on confirmerait pleinement la vérité de ces remarques , ainsi qu'on peut le voir dans le scolie de la question XXVIL du chapitre XII,
/W«/MM/V«VVVV\VVM^/«MM'\^MA>IAMA/«VVVVV1VVVVWVVVVVVVVVVVVVWVV^^ VWWM/WMAAAi^WK
DES ANNUITES VIAGERES SUR DES TETES SUCCESSIVES ET DE
TÉNEMENS VIAGERS.
203. Dans tous les problèmes précédens^ qui traitent la question des annuités viagères en réversion, les têtes sur lesqnelles doivent reposer ces annuités ont été supposées fixées et déterminées ac^i/e/lementj et la valeur d'une annuité sur ces têtes est par conséquent d'autant moindre que Pépoque de leur entrée en possession est plus éloignée. Dans les questions qui vont maintenant nous occuper , la tète en re version est supposée devoir être déterminée librement à Vextinction d<3 la tête en possession, et sera probablement celle qtii offrira alors le plus de chances de longévité. Cette tête peut donc être considérée comme ayant dès aujourd'hui une valeur déterminée, puisqu'elle sera toujours choisie de manière à répondre le mieux possible aux vues des personnes intéressées ; et on lui donne généralement pour âge mojren^ celui que les tables indiquent comme présentant le plus de chances de longévité. Nous allons faire cpnnaître, par quelques problèmes, la nature de ces questions.
PROBLÈME XXIV
204« Supposons que A jouisse d'une annuité jus -^ quàson décès» et qu'avant de mourir il ait la faculté de se choisir un successeur B, qui jouisse à son tour de l'annuité jusqu'à son décès : trouver la valeur actuelle de l'annuité sur la tête en succession , et la valeur totale de l'annuité sur les deux têtes successives..
solution:.
Supposons que Fannuité sur la tête en succession B, désignable au décès de A, soit à cette époque égale à jB. Or, la probabilité que la première tête a de s'éteindre, et la seconde d'entrer en possession ,
dans la première année, étant -^ — , et la valeur
totale de Tannuité par rapport à B, lors de son entrée en possession , étant 2?^ il s'ensuit que son espérance pour la première année sera, comme dans
le problème XXII, représentée par B X > , On
trouvera de même que jB X . ^ représente son
espérance pour la seconde année, et jB x 7-47T3 son
espérance pour la troisième, et ainsi de suite pour toutes les années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie de A.
La somme de toutes ces valeurs est égale à
à ^ I — r- + /.. u + > , >3 + etc. ; cette ex- « Lï+e (>+e) (<+<) J
( i38 ) pression qui , d'après le problème XXII, est égale
a B X - — —-. , serait la valeur demandée , si B
était un capital en reversion payable au décès de A : ^
mais comme B désigne la valeur d'une annuité^ dont ^ le premier paiement n'a lieu qu'à la fin de Tannée dans laquelle s'éteint la tête A , nous devrons mul-
tîplier l'expression ci-dessus par (i +f) > d'après ce 1
qui a été dit dans le scolie de la page i33; donc t
5(i — fA) sera la vraie valeur de l'annuité sur la i
tête en succession ; d'où la règle suivante : ^
Multipliez la valeur d'une annuité sur la tête
en possession, par le taux de l'intérêt, et retranchez ; le produit de l'unité ; multipliez le reste par la valeur j présumée d'une annuité sur la tête en succession : le produit sera la valeur actuelle d'une annuité sur cette tête en succession.
206. Si l'on ajoute cette valeur à celle d'une annuité sur la tête en possession^ on aura A+B^i — fÂ) pour la valeur de l'annuité sur les deux têtes succès* sives.
Voyez , pour l'application de ce problème , la question XXIII du chapitre XII^
Corollaire 2.
207. On peut déterminer par là la valeur actuelle d'une annuité sur un groupe quelconque de têtes ^ ou payable jusqu'au dernier décès d'un nombre quelconque de têtes, ou dépendant de toute autre com-
( »39 ) uai^OD de têtes qui doivent succéder à une corn* laisoii semblable : car, en appelant respectivemt A fXB les valeurs dWe annuité sur ces têtes ^ forifânle ci-dessus exprimera la valeur actuelle me annuité sur ces têtes eh succession «
Corollaire 2.
208. Si la tête en succession ^ au lieu de recevoir dinnixé jusqhHà son décès, ne la devait toucher que ndaut un nombre certain d'années^ à partir de Ktinction de la tcte en possession; dans ce cas > suffirait d'appeler B la valeur de cette annuité cerne pour que la formule ci-dessus exprimât enre exactement la valeur actuelle de cette annuité ^ nt on doit entrer en jouissance à l'extinction de tête en possession «
Et si cette annuité était perpétuelle , B serait égale
-, et la formule deviendrait -* — A^ expression
entique avec celle déduite du problème XXIII. Voye2{, pour lapplication de ce corollaire^ la lestion XXIV du chapitre XII.
PROBLÉaiE XXV.
209. Trois têtes. A, B, C, étant données en suc«» îssion , trouver la valeur de l'annuité sur la troième tête en succession, et aussi la valeur totale e l'annuité sur les trois têtes successives*
solution:. ,
Supposons que les valeurs d'une annuité sur chaune des trois têtes, à l'époque où elles entrent ea
possession I soient respectivement représentées par A f B^ C. Or la valeur d'une annuité commençant au décès de A sur la première tête en succession^ étant à la valeur d'une rente perpétuelle commençant à la même époque , dans le rapport de i? à - ,
il s'ensuit que la valeur actuelle de la première sera à la valeur actuelle de la seconde, dans le même rapport. Mais la valeur actuelle de la rente perpe** tuelle commençant au décès de Â^ est, d'après le
problème XXIII , égale à .^ = ^ : donc^
Il B II ' "" ^ : jc = J9 (i — fA)i le demi
terme de cette proportion est la valeur actuelle di Tannuité sur la première tête en succession. Nouf^ avons trouvé le même résultat par le dernier problème ; on voit donc que les deux méthodes de so-^. lution se servent de preuve l'une à l'autre.
La valeur actuelle de lannuité sur les deux pre-* mières têtes successives étant ainsi trouvée égale à A-^B^i — fA) y il s'ensuit que la valeur actuelle deJ la reversion d'une annuité perpétuelle après rextinc-3 tion de ces têtes j sera ( d'après le problème XXDI};
égale à -~[^+5(i -/.^)]=i(i-p^)x(i-/5)-1
Conséquemment, puisque la valeur d'une annuité sur^ la troisième tête en succession (à partir du décès de B) , est à la valeur d'une annuité perpétuelle (a partir de la même époque) dans le rapport de ^
à -; il s'ensuit que la valeur actuelle de la premier©-
a à la valeur actuelle de la seconde dans le même )port, c'est-à-dire qu'on aura
:C::-(i-e^)x(i-c^):^=Cx(i-c^)x(i— c5);
leur actuelle d'une annuité sur la troisième tête ccessive ; d'où la règle suivante :
210. Multipliez la valeur d'une annuité sur la tête possession, par le taux de l'intérêt, et retran-
ez le produit de l'unité j multipliez aussi la valeur ^umée d'une annuité sur la seconde tête en sucsion, par le taux de l'intérêt, et retranchez de même produit de l'unité ; multipliez ensemble ces deux tes, et leur produit par la valeur présumée d une mité sur la troisième tête, lors de son entrée en issance ; ce dernier produit sera la valeur actuelle l'annuité sur la troisième tête successive.
211. Si l'on ajoute ensemble les valeurs actuelles ur chaque tête successive, comme nous les avons uvées ci - dessus, leur somme ou ^-{-i?(i — fA) C{\ — fA) X ( I — p5) sera la valeur actuelle de dnuité sur les trois têtes successives ; cette exprès-
\vl sera trouvée égale à - V\ — (i — pA ) x, — pB) X (i — f C) |; d'où la règle suivante :
212. Multipliez les valeurs présumées d'une an- ^tiité sur chacune des têtes proposées , par le taux lelmtérét; retranchez -de l'unité chacun de ces
produits^ et multipliez ensemble tous les restes; retranchez aussi de l'unité ce dernier produit , .el di-, visez le reste par le taux de l'intérêt; le quotient sera la valeur actuelle de l'annuité sur toutes les têtes successives, en y comprenant la tête en possession.
PROBLÈME XXVÏ.
215. Supposons qu'une personne acbète moyennant une somme s un ténement viager constitué ] sur un nombre quelconque de têtes A, B, €,...» à condition qu^elle ou ses représentans auront la fa- ^ cnlté d'en renouveler continuellement la jouissance en payant à chaque décès une prime p; trouver j la valeur actuelle du prix total de cette aliénation. ,
soLUtioir.
Soient A , By C^ etc. les valeurs respectives d'une; annuité sur chacune des têtes Â, B, C, . . . . en po^' session, et soient (i) J}^ ^% A^^. ... les valeurs res-! pectives dune annuité sur chacune des têtes A%ANI A^, que nous supposons devoir succéder directemeotj à A. De la même manière, soient J9*, jB*, JB*,...» les valeurs respectives d'une annuité sur chacun^i des têtes B', B*, B^, que nous supposons devoir suc- ]
(i) On doit prendre garde de se me'prendre sur la signifie»— i lion de ces indices, dont l'objet est seulement de désignerl Tordre dans lequel doivent se succe'der les têtes , et nullement leur âge relatif. 1
céder directement à B, et ainsi de suite pour les têtes qui doivent succéder à C, D. . . . Cherchons d'abord 1 déterminer la valeur actuelle de toutes les primes ]u'on aurait à payer à Texlinction de la tété A et le celles qui doivent lui succéder directement.
Or, la valeur actuelle de la prime p payable au lécès de Â, à quelque époque de l'année qu'il ait ieu, peut, dans ce cas, être assimilée à la valeur ictuelle d'une rente annuelle de p.f dont on entrerait en jouissance au décès de A, valeur qui, d'après e problème XXIII , est trouvée égale à
of ( y4j =p{i — fy^)» Si , dans cette fornriule,
nous substituons à ^ la valeur actuelle de l'annuité sur les deux têtes successives A, A\ qui, d'après
le problème XXIV , est trouvée égale à
^ + j4'(i + f^)f nous aurons p(i — fA)x,[i — fA') pour la valeur actuelle de la prime à payer au décès de A^ Et si, dans la même formule, nous substituons à ^ la valeur actuelle de l'annuité sur les trois têtes successives A, A', A*, qui, d'après le dernier problème , est trouvée égale à A -^ A^ {i — fA) + A\i — fA) X (i — f^^)t nous aurons p{i — fA) X (i — fA^) X (i — fA*) pour la valeur actuelle de la prime payable au décès de A*, et ainsi de suite pour toutes les primes suivantes payables à l'extinction des têtes qui succéderont à A. La somme de toutes ces quantités, ou la série /? [(i — fA) +
(i~P^)x(i— P^O + (i— f^) X (i — p^O X (ï-— fA"") + . . . . jusqu^à l'infini] est la valeur actuelle de toutes les primes qui doivent être payées
de temps en temps y pour renouveler le bail avec les diverses têtes qui doivent succéder à A.
En raisonnant de la même manière , on trouverait que la série />[(i — fB) +(i — fB) X (i — f5') +
(i — fB) X (i — P^O X (i — fB") + jusquà
l'infini ] désigne la valeur actuelle de toutes les prime» qui doivent être payées de temps en temps pour renouveler le bail avec les diverses têtes qui succéderont à B^ et ainsi de suite pour toutes les autres têtes C 9 D .... 9 et celles qui leur succéderont : la somme de toutes ces différentes séries , ou
p[(i— p^) -f- (i— f^) X (i— fy^')+---«^] + p[(,_p5) + (i_p5) x(i— fB')+---oo] + P[(i— pO + (i— fO X (i-f^O 4-...00] + etc. etc. etc.
sera la valeur totale actuelle de toutes les primes que le tenancier aura jamais à payer; et cette expression ajoutée à s donnera la valeur totale pyée pour cette aliénation.
Corollaire i.
214. Si Ton suppose que les têtes avec lesquelles le bail est renouvelé à chaque décès, soient toutes égales entre elles ou du même âge que A% Fexpressiott générale ci-dessus devient
p{\ — /»A)[i+ (i — pA«) -h (i — pA«)« + (i — f A')' H-. . . . 00] -f. ;7(î — fB)[i+ (i — fA') +(i — /»A«)« -f- (i — fA«)» +....«] -^;^(i — pC)[i+(i — fA') + (i— fA')«-f(i-./,il')»+....oo] etc. etc. etc.
(' i45 ) Etpui8que(O[i-Ki-f-^')H-(i-f-'0'H-(»/--^')H-....»] est égal à -rr» la somme de toute la série devient
expression dans laquelle n désigne le nombre de têtes sur lesquelles est constitué le ténement : d'où la règle suivante :
215. Divisez le nombre de têtes par le taux de Imtérét, et retranchez du quotient la somme des valeurs respectives d'une annuité sur chacune des tètes en possession; divisez le reste par la valeur présumée d'une annuité sur la tête d'un âge moyen avec laquelle on renouvelle le bail à chaque décès : le quotient étant multiplié par la prime payable à chaque renouvellement sera la valeur totale actuelle de tous les renouvellemens à venir; et si l'on ajoute ce produit à la somme donnée en premier lieu , on aura la valeur totale de l'acquisition.
216. Exemple. Supposons qu'une personne ait payé looo fr. pour Tacquisition d'un ténement viager reposant sur trois têtes dont les âges sont 3o^ 5o
(i) On doit savoir que = i +x + x^-^x^-\',.,,coz
donc en remplaçant x par (i — ^A') , on aura--p égal à la
série donnée dans le texte.
( 146 ) et 70 ans, à condition qu'à l'extinction de Tane d'elles elle aura la faculté de renouveler continuellement le bail avec une autre tête quelconque à son choix, moyennant le paiement d'une prime de 600 fr. : quelle est la valeur actuelle de toutes les primes qu'on doit ainsi payer en renouvellement; l'intérêt étant supposé à 5 p. 100 et la mortalité conforme aux observations de M. Deparck^x?,
Ici, nous aurons A = 14^^^ » B = ii^SâS^ C= 6,o55, w = 3, p = o,o5, ;?= 600, et A' (ou la valeur d'une annuité sur la tête que la table désigne comme ayant le plus de chances ( 1 ) de longévité )= i6,ai5. Par conséquent,
^jg^ (60 — 52,1 1 1) = 1052,097
sera la valeur actuelle de toutes les primes , et celte quantité ajoutée aux 1000 fr. payés à l'entrée en jouissance donnera la valeur de cette acquisition.
Corollaire 1.
217. Quand toutes les têtes en possession sont du même âge que A, la formule du corollaire précèdent
devient égale à-^ (— -^M Mais si toutes les têtes,
(1) Ccst toujours la valeur présumée de A', d'après ce q»^^ a été dit n"» SOS.
aussi bien celles qui sont eu possession que celles qui doivent être désignées par la suite , sont égales entre elles et du même âge que A% la valeur actuelle de tous les renouvellemensàvenir sera égale à
Corollaire 3.
218. Si l'on multiplie par lé taux de l'intérêt la valeur actuelle trouvée dans l'un des corollaires précédents, on verra de quelle quantité se trouve augmenté le revenu annuel du propriétaire , en raison des primes payées à chaque renouvellement.
Ainsi dans l'exemple donné au n" 21 7, on trouvera que io32.o97 x o^oS = 5i,6o5 est la somme dont se trouve augmenté le revenu du propriétaire, en raison de ces primes.
Corollaire 4*
219. Puisque la somme payée au commencement du bail f ajoutée à la valeur actuelle de toutes les primes qui doivent être payées en renouvellement, est égale à la valeur totale de la propriété ou à la perpétuité de son revenu, (=r)j c'est-à-dire,
puisque s -j- ^f- ^—A'^B— C— etc. J=: r; il s'ensuit que p, ou la prime qui doit être payée à chaque
r^nouyellement, sera égale li
?_^_^-.C — eu.
d*dù la règle suivante :
220. Retranchez la somme qne le tenancier a donnée au commencement du bail de la valeur totale de la propriété p multipliez le reste par la valeur présumée d'une annuité sur la tète d'un âge moyen avec laquelle le bail est supposé renouvelé à chaque décès; et réservez ce produit. Divisez le nombre de têtes sur lequel le bail est maintenant constitué par le taux de Tintéret, et retranchez du quotient la somme des valeurs dune annuité sur chacune de ces têtes; si Ion divise par ce reste le produit réservé y on aura la somme qui devra être payée comme prime à chaque renouvellement.
221. Exemple. Supposons qu'une personne ait acheté pour looo fr. le tenement d'une propriété dont le rapport serait estimé loo fr, par an, et que ce tenement soit constitué sur trois têles, avec faculté de renouveler continuellement le bail à l'extinclion d'une de ces têtes par le paiement d'une prime constante : quel devra être le montant de cette prime pour que l'intérêt ressorte à 5 p. lOo? On suppose que les têtes sur lesquelles la propriété est maintenant constituée soient âgées de 5o, 5o et 70 ans, et que la mortalité soit conforme aux observations de M. Deparcieux.
Ici nous aurons r, ou la valeur du revenu perpe'tuel de la propriété, = 2000, s z=z 1000, et les
( »49 ) autres quantités comme, dans l'exemple du n* 217. Consëquemment la valeur de la prime à^v^ /v -
222. Si la propriété repose sui* une ,té te seulement ^ ^valeur actuelle , par rapport au propriétaire, sera
dans tous les cas , exprimée par /^ x ^ "^, - Or iwi^
rHédiàiement après le paiement d'une prime, la tête ea possession est égale à À^, et rexpr^qssiou # dans ce
cas, dévient p x — ]fr"î c* immédiatement a\^ant lé
paiement d-une prime, la tétées poissession étant yenue à s'éteindre, Texpressiotiii daus ce cas, devient /> X -—r,*
Mais puisque la valeur actuelle de la première prime à payer est toujours exprimée par j9(i ^.^fA\ Plous pourrons , aisément déterminer la valeur que »*eprésente cette propriété pour son propriétaire, ou 'a valeur de toutes les primes payables en renouvellement, au moyen de la règle suivante :
225. Divisez la valeur actuelle de la première [>rime à payer par le produit dû taux de l'intérêt >i[)ultiplié par la valeur d'une annuité sur la tête d'un ^e uio^en avec laquelle on renouvelle lé Bail à clhàque décès; le quotient sera la valeur dekâiatidée*
. 224* Exemple. Supposons que le tenancier d'une propriété ainsi constituée paie à son propriétaire une prime de looo fr. à son entrée en possession, et que chaque successeur en fasse autant : quelle est la valeur actuelle du ténement par rapport au propriétaire en supposant que les tenanciers successifs aient environ a5 ans à l'époque de. leur admission, que rintérét soit de 5 p. loo et la mortalité conforme aux tables de Northampton.
Ici nous aurons ^'ssiS^Sôy, /sso^oS, et/i= looo. (Eonséquemment la valeur demandée immédiatement avant la réception d'une prime sera égale à
looox — g^ o tuT = ï474>'6. Et immédiatemeni fiprès la réception à^nn^ prime, çlle sera égale à
?pooX g— j gg • = 4749 ^6* Mais SI la tête aujourd'hui en possession avait 70 ans , nous auriom A = 6,023 ; dans ce cas , la valeur de ^toutes le£
primesseraitiooo x-j-^g^^^gg^= io5o,22.
: Donc si le tenancier donne 5ooo fr. pour Tentréf en bail y la valeur totale de l'achat sera, dans ce dernier cas , estimée a 6o3o fr.
Corollaire 6.
22^. Si le ténçment est constitué jusqu'au demie, décès d'un nombre qiielconque de têtes (c'est-à*dir f copditipn que lorsque toutes ces têtes seront éteinte h fef\i }ff{W^ ^^f* wnwYçlé avec le même nornb^^
de têtes et aux mêmes conditioas, en payant la prime désignée ) , puisque toutes les tètes peuvent dans ce cas être ramenées à une seule, les formules du dernier corollaire exprimeront encore la vraie valeur da ténement pour son propriétaire; il suffira de faire A égal à la valeur d'une annuité payable jusqu'au dernier décès de toutes les tètes en possession , et^' égal à la valeur présumée d'une annuité payable jusqu'au dernier décès de toutes les têtes avec lesquelles on renouvellera le bail à chaque extinction de têtes en possession.
226. Exemple. Supposons qu'un ténement repose sur deux têtes , avec cette condition qu'à l'extinction de ces deux têtes il puisse être renouvelé £ivec deux autres têtes (les plus avantageuses qu'on pourra trouver) au moyen du paiement d'une prime lie 3oo fr.^ et ainsi de suite à perpétuité : quelle est la valeur actuelle que représente ce ténement pour le propriétaire,, l'iqtérêt étant supposé à 5 p. loo et la mortalité conforme aux tables de Northampton? Ici nous aurons ^'(ou la valeur d'une annuité
|>ayable jusqu'au dernier décès de deux tètes, toutes
deux âgées de 8 ans) =17,721, f=o,o5, et/>=:5oo;
donc la valeur demandée immédiatement a^ant la
réception d'une prime sera
5oo X — -^ = 558,58 1,
çt immédiatement après la réception d'une prime ^ ?lle sera 58,58f . Mais si les têtes sur lesquelles repose
le téoement étaient actuellement âgées de 4o et 60 ans, la valear demandée serait
3oo X ^ t^^^ — - = 1 i4j8oo :
ou si la plus âgée de ces tètes était décédée, elle serait
z^^ w i—o,o5xi 1,837 ffo
Scolie,
227. D'après lès principes qui viennent d'être exposés, il serait facile de déterminer s'il est plus avantageux au tenancier ou au propriétaire de remplacer impiédiatement chaque tête qui vient à s'éteindre , ou d attendre qu'il y en ait deux ou plusieurs déçédéçs ayant de renouveler le bail.
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B8 ASSURANCES QUI DÉPENDENT D'UN ORDRE PARTICULIER
DE SURVIVANCB.
22S. Le sujet de ce chapitre est cerlainement un î plus compliqués de toute la TTiéorie des Annuités, isqu'il implique des conditions pour lesquelles !St très difficile de trouver une expression concise 3n même temps exacte. Quand il s'agit seulement deux létes> lés calculs ne sont pas très laborieux^ Ton peut obtenir assez facilement une solution ivenable; mais quand la question embrasse trois 3s ou davantage, les calculs sont de plus en plus npliqués, et souvent même il devient impossible btenir une valeur exacte. Ces derniers cas, qui it aussi nombreux que ceux pour lesquels nous ivons trouver des solutions correctes, res5;ortent sujet que nous avons déjà traité dans le chapit. V^ ;e présenteront, pour la plupart, vers la fin de ce ipitre; nous pourrons cependant approcher de leur ie valeur au moyen des deux lemmes des n^' I4S 1S2, comme on le verra plus distinctement par la le.
J observerai ici que je nai considéré aucun des cas où il s'agit de plus de trois têtes; ces questions sont si rares qu'on perdrait son temps à établir des règles générales sur ce sujet : d'ailleurs il faudrait des yo^^ lûmes pour les traiter convenablement.
Pour éviter d'inutiles répétitions^ je préviens le lecteur, une fois pour toutes, que je représenterai toujours par s la somme proposée, et les probabilités de vivre comme au n^ 23. Les formules algébriques que nous obtiendrons suffiront au calculateur exercé pour en déterminer la valeur numérique; mais elles sont trop compliquées pour qi^e je les aie traduites en forme de règles.
229. J'observerai en outre que j'ai fait usage des caractères j4\ B', C, pour désigner les valeurs d une annuité sur une télé plus âgée d'une année que les têtes respectives A , B ou C; et des caractères jé^, B^f Cff pour désigner les valeurs dune annuité sur une tête plus jeune d'une année que les têtes respectives Aj, B ou C. Conséquemment quand les caractères >rf'V B^"" ou C* se présentent, ils désignent les v.aleut*s d'une annuité sur une tête plus âgée de n années que les têtes respectives A', B', ou Ç; c'est-à-dire sur une tête plus âgée de (n-\- i) années que les têtes respec^ tiyes A, B ou C,
Les mêmes observations s'appliquent aux carac-* tères ^/*, B/^, C^f qui désignent respectivement le& valeurs d une annuité sur une tête plus âgée de /} années que A^ B^ ouC^, c'est-à-dire sur une fêle plus âgée de {n — i) années que A, B ou C, tlçllç
remarque s^étendra aussi au* cas où ces têtes sont coQsîdërëes conjointement avec un nombre quelconque d'autres têtes; ainsi A'B désigne la valeur dune annuité sur un groupe de têtes composé de B et d'une tête plus âgée que A d'une année ; A'BC la valeur d'une annuité sur un groupe de têtes composé de B| de C et d'une autre tête plus àg|ée que A d'une année, et ainsi dé suite.
PROBLEME XXVU.
250. Déterminer là valeur actuelle d'une somme payable au décès de A, pourvu que cle deux têtes données A , B , celte tête A soit la première qui s'éteigne.
SOLOTlOiV.
La chance quon a de recevoir la somme à la.fii) d'une année quelconque dépendra de l'un de ces deux événemens, i"". ou A mourra dans le courant de cette année, et B-existera à la fin de cette même année; 3^. ou les deux têtes mourront dans le courant de celte années A étant mo^t le premier. La probabilité dti i^remier .événement est, pour la première
année , ^^ "\ ' , et la probabilité du second .événement est, pour le même temps, ifll5i--LlIl. J ^^
dpuc ces deux valeurs, ajoutées ensemble et multi*!^
pHées par j(i-f-f)""',"ou ia valeur actuelle de h somme proposée! si Ion était certain de la recevoii
à la fin de Tannée, donneront - Ci+f)*"*X
-T — — T Â"^" "T J P^"^ '^ valeur de 1 esperana
qu'on a de recevoir cette somme à la fin de la première année. De la même manière ^ puisque la probabilité du premier événement est, pour la secoad(
année, /~~^» ^* ^^ probabilité du second évé-
nement pour le même temps , ^ —^ -, i
s ensuit que la somme de ces deux expressions, iquI tipliée par s{i H-/)^* donnera la valeur de Tespé rance qu'on a de recevoir la somme à la fin de h seconde année. Par un raisonnement semblable , non pourrons trouver la valeur de l'espérance qu'on a A recevoir la somme à la fin.de la troisième année, e ainsi de suite pour toutes les autres années, jus* qu'aux dernières limites de la vie humaine, et l somme de toutes ces valeurs annuelles, ou la série
^lî-l-f; ^\ab ^r ab ^ ab )
-f- etc. , etc. ,
sera la valeur totale actuelle du capital s, dépendant des circonstances ci-dessus.
C i57) 2S1. Mais, la somme des deux premières de ces les verticales (indépendamment du multiplicateur
nmun -) est, d'après le problème XXII, égale -—^ — ; la troisième sera trouvée égale à . . .
\ — r— r- X -• f et la dernière à AB X — • Consé-
^mmenty la valeur totale actuelle du capital proposé a égale à
al (i+c) L (i+c) ' Uai
Comme dans les problèmes suivans on aura souit recours à cette formule , il sera plus commode la désigner par une expression plus simple; sup* sons donc qu'elle soit représentée par^df*, c'estlire désignons par A^ la valeur actuelle de i fr. , yable aux conditions énoncées dans le problème; Qséquemment, s x A^ sera la valeur actuelle du pital proposé, dépendant des mêmes circonstances.
Corollaire i.
232. Après avoir ainsi trouvé la valeur actuelle la somme proposée, payable si B survit à A, ^ trouvera aisément la valeur actuelle de la même ïîînae payable si A survit à B (c'est-à-dire payable ' décès de B, pourvu que A subsiste à ce décès), ^ substituant les caractères «, a', a'' . . . . aux ca-
ratières b^ b'^ ^',... dans la discussion cl-dessu cette valeur sera donc trauvée égale à
Mais si la valeur actuelle de la somme propose payable au décès de A , suivant les conditions du pr blême , est une fois déterminée , nous pourrons tro ver aisément la valeur de la même somme pajat au décès de B^ pourvu que cette tête soitla premii qui s'éteigne, en retranchant la valeur trouvée f le problème , de la valeur actuelle du capital pr posé, payable à la dissolution du groupe de têtes A comme nous Tavons trouvée par le problème XXI ce qui revient à changer le signe du second ten dans l'expression générale du problème. Airu
2 l (i+c) L (i+«) ' 'Jûj
désignera aussi la valeur actuelle du capital propos payable si A survit à B (i).
(i) On voit ainsi que rexpression exprime , dans l'un ou Tautre cas , la valeur demandée :
( i59) Comme cette formule se rencontrera souvent dans es problèmes suiyans^ il sera plus commode de la ésigner par une expression plus simple ; supposons onc qu'elle soit représentée par B^ ^ c'est- àire, désignons par B^ la val'eur actuelle de i fr. , layable aux conditions énoncées dans le problème ; OQséquemment , sX,B^ désignera la valàur actuelle lu capital proposé, dépendant des mêmes circonsaaces.
Corollaire 2.
235. Au moyen des principes exposés dans le problème, nous pourrons trouver aisément la valeur actuelle d'une somme quelconque dépendant de la condition que C survive à A , c'est-à-dire payable ^ la mort de A^ pourvu que de deux têtes A, C, ce soit cette tête A qui s'éteigne la première. La valeur de cette somme sera égale à
formule que, pour les raisons énoncées ci-dessus, je représenterai par s X ji^>
De la même manière , la valeur d'un capital quelconque, dépendant de la condition que C survive
^ne supérieur se rapporCe à la condition du prëdécès de A , et le signé inférieur à la condition dn prëde'cès de B.
( i6o ) à B> sera trooyée égale à
que y pour les mêmes raisons^ je désignerai par s X B^' Ces formules se présenteront souvent dans les problèmes suivans.
Corollaire 3.
234« Si la condition mentionnée dans le pro^ blême, et dont dépend le capital proposé, est différée d'un nombre quelconque d'années n, moindre que la durée possible de lexistence simultanée des deux têtes , il est évident que les diverses séries verticales de l'expression générale donnée à la page i55 doivent être prises à partir du /i'^"" terme seulement; et continuer alors jusqu'aux dernières limites de la vie humaine. La somme de ces termes, en opérant de la même manière que dans le probK XXII, corollaire I , sera trouvée égale à
expression que je désignerai par s X {^^Y'
Corollaire 4.
255. Ou bien, si la condition dont dépend le paiement de la sonoime donnée, est temporaire (c'est-à-dire si elle doit durer seulement pendant un espace de temps fixé n^ moindre que la durée possible de l'existence simultanée des deux têtes), il est évident que les différentes séries verticales de Texpression générale donnée à la page i55 ne doivent être continuées que jusqu'à n termes seulement, et leur somme, en opérant de la même manière que que dans le probl. XXII, cor. 2 , sera trouvée égale à
Mais, puisque
nous pouvons (en substituant ces valeurs de la même manière que dans le problème XXII ) , rendre cette formule plus convenable pour la pratique, par réimpression suivante :
+4^•âc-H)-^-^,s•^^,•^•"ic.^r■]
sss.ji" — s, {M'y, c'est-à-dire égale Via diflféreaoe T. I. n
( 1 6« ) qui existe entre la valeur actuelle du capital^ trouvée dans le problème , et la valeur actuelle du même capital , différé comme dans le corollaire précédent.
Corollaire 5.
SS56. Si les deux têtes sont égales entre elles , ou du même âge que A , l'expression générale dti problème devient égale à - X T^J^ , parce que le second terme de cette expression , ou
s'évanouit entièrement; d'où il suit.qu^, dans ce cas la valeur est égale à la moitié de la valeur actuelle de la somme proposée , payable à la dissolution du groupe des deux têtes.
Cette observation s'âppliqttera égàietnênt aux formules des deux derniers corollaires, pour les assutkùte&ûiffëréés Ou temporaires , et cela est évident par Mi^mèùie. Car puisque le Capital assuré n^^t ]^a|^ble qu'après la dissolution du groupé des deû4 têtes , èi comme il y a certainement chance ^àle ^tir ehacàne d'elles de survivre à l'autre , il est évident que ta moitié de ta valeur actuelle dû capital , payable' a la dissolution de ce groupe de têtes ^ sera la vraie valeur actuelle du capital dépendant de cette conditioa restrictive 9 soit que cette condition s'étende â
toute la durée de la vie, ou seulement à un laps de temps déterminé.
Observations sur la méthode dont M. Morgan s'est sen^i pour résoudre ce problème.
237. Je ne puis passer outre sans faire quelques observations sur la manière singulière dont M. Morgan a additionné les quatre séries verticales de la page i55, qui expriment la valeur actuelle diji capital désigna ^i payable aux conditions mentionnées dans Ifiproblèmei et je suis d'autant plus porté à le faire , que de sem-r blables expressions se présentent dans la plupart de< problèmes suivans^ et qu'il a adopté pourtour lamelle méthode bizarre et embarrassée,, (ie sorte qu'il ^arér pandii sur toutes ces questions une bfecurité que je vais m'efforcer de faire disparaître. M. Mor^n partage toute Pexpression en deux séries colUtér^le^iji qui sont : . / .
T-r^rL «* "^^ ^ j
* ria'—a")^ (^ a") y -j
' ,• . . ■- / . I- • -^ . '-i il^i^i
et forment évidemment la même série que celle que j'ai donnée à la page i35«
( "64) 22f8. Il remplace la première de ces séries verticales par une autre plus compliquée^ en la faisant égale à
"*"2(i-hç)'L^ ab b'^abj
H* etc. , etc. , etc. ,
et ^alors il procède à l'addition de ces dernières sé^ ries verticales de la manière suivante. Il fait la premier^
[indépendamment du multiplicateur commun -^
égale à jS^ la seconde égale à -^^AB y la troisièn^^
ff b* . ^
égale à • — 7~ri ^ T ' ^* '^ quatrième égale ^ jêff fj r-v-^Xr-, de manière que la valeur totale de c^^
qtiatre séries verticales (ou de la première de cell^^ de la page i63) devient égale à
En opérant de la même manière pour la seconde séri ^ verticale de la page i65, on trouve que la somns'
en estégaleà5,x|^-^^-^5, X r' + (f^*
Conséquemment ^ la valeur totale actuelle du capî'* tal désigné payable aux conditions mentionnées datB^
le problème, est égale à Ij^^^Xy-' — ^|^+^j^
239. Mais y assurément, il est inutile de dif^e à M. Morgan que 5 — ^-^x|- est égal a^^><y,
il que B^X T- — r-.— x est égal à . , , seulement.
[)onc la formule si gênante et si compliquée don* xée ci-dessus peut être représentée plus simplement
lire par une des formules quej'ai donnée dans lanote le la page 1 58. En vérité^ on ne conçoit pas facilement romment il a toujours, jugé nécessaire de se servir les quantités qui désignent la valeur d une annuité »ar une seule tête , puisqu'il est clair , par la nature nêmedes différentes séries delà page i63, que ces vaeurs ne peuvent pas appartenir au sujets et que 1$ solution du problème nHmplique pas d'autres quantités ]ue celles qui se rapportent aux groupes de deux êtes.
Comme cette étrange erreur se reproduit dans lous les mémoires que M. Morgan a insérés dans les Transactions philosophiques , relativement à ces chances et à d'autres semblables, j'ai pensé bien faire îD publiant ces remarques, non-seulement pour prévenir les difficultés qui pourraient résulter de la comparaison de ses formules avec celles que j'ai tîxposées ici, mais aussi pour dégager ces questions de tout ce qui n'y est pas essentiellement lié. Par la suite, j'aurai occasion de faire de semblables re-
marques sur sa méthode d'additionner les diverses séries où il s'agit de trois têtes ; voyez les observations du n*" 2S1 , etc. ^ à la du problème XXIX , et du no 272, à la fin du problème XXXV.
ie
PROBLÈME XXVm.
240. Déterminer la valeur actuelle d'une somme payable au décès de A^, pourvu que de deux tètes données A, B, cette tète A soit la dernière quî s'éteigne.
SOLUTION
Il est évident^ dans ce cas , que la diance qu'(F^ a de recevoir le capital à la fin de la première aim ^ née, dépendra d'une seule circonstance, je veo^ dire^ que les deux tètes soient éteintes dans ce la|p^ de temps, avec la condition que A soit mort le der-^ nier; la probabilité de cet événement,, pour la pi*^-*
miere année, est ^^ —r ^, qui, étant multm-*
plié par s{i H-p)""? ou la valeur actuelle du eapit^^ proposé , payable d'une manière certaine à la fin d^
l'année, donnera^ (i+p)-X (^ + ^~^— ^)
pour l'espérance qu'on a de recevoir ce capital à I^ fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes , 1^ chance qu'on a de recevoir la somme, dépend d^
1 un ou de Tautre de ces deux ëvéneinens » i*. ou les deux têtes seront mortes dans lannëe , A étant mort le dernier; 3*. ou seulemeat A sera mort dan^ cette anuëe , et B dans une des années précédentes. La probabilité du premier événement est, pour la
seconde année ^ ^ — ^ ®* ^^ probabilité du
second est^ pour le même temps, (i -— ^ t-X
Donc ces deux valeurs ajoutées ensemble et multipliées par ^(i^^f)""* donneront
ponr Tespérance qu'on a de recevoir le capital a la fin de U seconde année.
De la mêmç manière^ on trenivera que la pnobiH* liilité du premier événement çst^ pour Ij^ troîsièiOK
années (SLZI^^lz:*^ . et la probabilité du second
événement, pour le même temps, "^ (i — t- J;
donc ces deux valeurs , ajoutées ensemble et multipliées par f(i-l-p)— ^, donneront
pour l'espérance que Ton a de recevoir la somme ^ la fin de U troisjième année , et a^nsi de su^te ppur toute» les auuées suivantes, îu^qu aux dernières limites <ie la vie humaine ; et la somme de toutes ces valeurs
annuelles^ OU la série
ab . fl'A' . «'A ab'\
+ etc. , etc. , etc. , etc. ,
sera la valeur totale actuelle du capital s payable aux conditions du problème.
241. Mais la somme des deux premières de ces séries verticales est , d'après le problème XXII , égale k la valeur actuelle du capital proposé , payable an
décès de A, c est-à-dire égale à jj ' "^^ j , et les
quatre autres séries verticales sont les mêmes^ avec un signe contraire, que celles du dernier problème ^ dont la somme a été représentée par
Conséquemment j la valeur totale de ces différentes^ séries sera exprimée par s ^ A^ j.
(i) Cette expression est évidemment égale à celle qi^^ nous avons trouvée page 166 pour Tespërance de la pre^ inière année.
Corollaire i.
242. Après avoir ainsi trouvé la valeur actuelle 1 capital proposé , payable si A meurt après B , Q pourra trouver aisément la valeur actuelle du lème capital payable si B meurt après A > c'est-àire payable à la mort de B ^ pourvu que A soit lort antérieurement, en retranchant la valeur trouée ci-dessus de la valeur actuelle du capital proméf payable au dernier décès des deux têtes. On vu, dans le problème XXII, corollaire 3, que cette
valeur est exprimée par s X '""^ . p - — • . Donc ,
a valeur actuelle du capital proposé , payable si B Qeurt après A , sera égale à
Corollaire a.
243. Si la condition dont dépend le paiement du ^pital assuré est différée d^un nombre d'années n, ^oindre que la durée possible de l'existence de la ^e A, il est évident que la somme de tous les -rmes des deux premières séries verticales, après ^ n""' année , sera , d'après le problème XXII, co-
( »7o ) rollaire i , égale a s X ^ X -(ï4-p)^"^ et la
somme de tous les termes semblables des quatre autres séries verticales sera représentée par l'expression du second corollaire du problème précédent , prise en signe contraire. Donc, si Ton retranche la valeur trouvée par ce corollaire, de la valeur actuelle de l'assurance du capital proposé payable à l'extioclimi de A , pourvu qu'elle n'ait lieu qu'après le terme donné , la différence sera la valeur demandée.
Corollaire 3.
244. Si la condition dont dépend le paiement du capital assuré , commence à courir immédiatement, maïs ne doit durer quW nombre d'années déterminé rif moindre que la durée possible de la vie de A , ou y en d'autres termes , si nous voulons détenniner la valeur d'une assurance temporaire de C6 capital ; il est évident que les diverses séries verticales données dans le problème doivent être continuées seulement jusqu'à n termes. Or la somme des n premiers termes des deux premières de ces séries verticales sera, d'après le problème XXII, corol. 3^ trouvée égale à
donc si nous en retrauchons les n premiers terme* des quatre. séries restantes, comme nous les avon* trouvés par le corol. 4 ^^ problème précédent ^
( '71 ) la différence sera la valenr de Fassurance tem- 30raire demandëe.
245. Si les deux têtes sont égales ou du même ige que A ^ l'expression générale du problème denent égale, d'après ce qui a déjà été dit dans le :orollaire 5 du problème précédent, à
c'est-à-dire égale à la moitié de la valeur du capital désigné, payable au dernier décès des deux têtes.
PROBLÈME XXIX
246. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A, pourvu que de trois têtes données A , B , C , cette tête A soit la première qui ^éteigne.
SOLOTION.
Pour qu'on reçoive le capital proposé à la fin d une innée quelconque , il est nécessaire que l'un ou l'autre de quatre différens événemens s'accomplisse : i**. ou toutes les têtes s'éteindront dans l'année, A étant ïnort le premier; a", ou A et B mourront dans Tan-
( «72 ) née, A étant mort le premier et C étant encore vivant à la fin de cette année ; 3*. ou Â et C mourront dans l'aqnée , A étant mort le premier et B étant encore vivant à la fin de cette année; 4** ^^ seulement A mourra dans Tannée , et B et C seront encore vivans k la fin de cette année. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont^ pour la première année ,
3abc ' 2abc *
i a-a). (c-c)b' ^^ { a-a')ù'c\ 2abc abc '
et si on les ajoute ensemble et qu'oa les multiplie par f (i + f)""', on trouvera
-(i4-f)-' X ( ^^^^ ^^^^g' _ aa^^ aa^i/ ^b'c a'he^ aht^ oVc\ ^ \4ibc abc abc abc abç abc abc abcj
pour l'espérance qu'on a de recevoir le capital à la fia ^ de la première année. ^
De la même manière , on verra que les probabilités i^specti ves de ces différens événemens sont , pour k seconde année,
{ a'— a") {b'^ b") (c'--c') {cl^ a') (y— Vy 3abc ' 'labc '
2abc abc '
si on les ajoute ensemble et qu on les multiplie par x(i + f)""S on aura l'espérance qu'on a de recevoir
.somme à la fin de la seconde année. Par un raiiDementsemblable,on trouvera les espérances qu'on le recevoir la somme h la fin de la troisième année , de toutes les années suivantes^ jusqu'aux dernières lites de la vie humaine ; la somme de toutes ces eurs annuelles y ou la série
/ aabc atf'ftV lafhc làah'c* ab'e Jhe' abc' t^h'c \
\ ahc abc abc abc abc abc abc abc J
r^y«J aii^yc^ aa"5V aa^A V tf^^V g^^c" a'b'c" a*'b"c' >.
*\. abc abc abc abc abc abc abc abc )
r'ia"b''c'' -àd-b' d' i€l'b''e ' id'b'd* a^V^ a'^b"*^ é^by t^b ^c'^
!\ abc abc abc abc ope abc abc abc J
etc. etc. etc. ete. etc. etc.
a la valeur totale actuelle du capital proposé^ ^able aux conditions du problème.
247. Or les sommes de ces huit séries verticales ^ lépendamraent du multiplicateur commun s^ sont pectivement égales à
i +ABC ABC i-\-A'B C V . „^ a, 3(1 + «) T 3(. +«)-a"*"^'^^'35
i+JB'C b' j„ ^ b, , x^-ABC d .„ _ c
-g(7+«r • * ""^-^'^ • sï"'""6(i+ç) • c — ^^<^* • 6^-
rà l'on voit que la somme de la première et de la onde est, d'après le problème . XXII, égale à
somme de la troisième et de la quatrième est
( i74 ) égale à
U somme de U cinquième et de la sixième est efifaie a
et la somme de la septième et de la huitième eit égale à
(k>ti9ëquemnient, la valear totale actuelle du capital , payable aux conditions ci-dessns mentionnées, sera égale à s multiplié par
'WHi — 35L~ô+ri ^^^^}
Comme cette formule se reproduira souvent dffisie cours des problèmes suivans, il conviendra de la re^ {présenter par une expression pfaas simple ; supposons donc quelle soit représentée par A^^^ c'est*4*dire désignons par A^ la valeur actuelle de i fr. payable aux conditions ci-dessus; par conséquent s x A^^àkr signera la valeur actuelle du capital proposé dépen^ dant des mêmes circonstances*
ConlMre i.
248. Si l'on voulait trouver: la Taleur actuéiltt du ipital , payable au décès de là tête B , ^urvu-qu'elle it la premièi^ qui is'éteigae de trois têtes données , )iis pourrions facilement obtenir cette valeur en bstituant' A à B et B à A dans la solution du proème. De cette manière On trouvera que là valeur tuelle demandée est égale à s multiplié par
*ar UQ procédé semblable on trouvera <pxe Ja^ yaleiir
cluelle du capital , payable au décès de la léte G ,
K)urvn qu'elle soit la première qui s'éteigne des tlH^is
^tes données « est égale à $ multiplié par
^ine ces formules poiirront être litiles par la suite,, I ai jugé convenable de les insérer ici.
Corollaire 2.
249. Si les trois têtes sont égales , ou du même âge que A, les trois derniers termes de chacune des expressions ci-dessus se détruisent l'un l'autre , et
la formule se réduit alors à x x , ^ . — , expression égale au tiers de la valeur actuelle du capital désigné, payable à la dissolution du groupe trois têtes.
Corollaire 3. ^
250. Si la condition dont dépend le paiement du capital assuré ne doit durer qu'un temps donné n^ la valeur actuelle de ce capital sera égale à la somme des n premiers termes des diverses séries données dans le problème , et le moyen de la déterminer est suffisamment indiqué par les exemples des problèmes précédens.
Observations sur la manière dont M»- Mor^d^
a résolu ce pN>blème.
251 Les raisons qui m'ont porté , à la page 163^ ^ examiner l'étrange méthode qu'a en^ployéeM» Morgan pour ajouter les diverses séries qui proviennent de b
ft
( 177 ) discussiou du problème XXVII, expliquent suffisamnieat au lecteur pourquoi je vais encore critiquer la manière non moins diffuse et obscure qu'il a aussi adoptée pour Taddition des diverses séries provenant de la discussion du problème dont nous nous occupons actuellement.
En examinant les séries de la page lyS, on verra qu'elles peuvent être présentées de la manière sui- Yanle :
(14-p) \~%abc "*" ^bc "*" 6a6c "*" ^abc J
(i+f)*L 3gAc 6g^»c "*" 6gAc "* 5"g&c J
, r(g^g'^&"c\ (g^'-a*^)&''cV fja^-a'^jrc^ (g'r— a«^)^«rc«>-^ ^{ï+fJ^L 5gAc "*" Qabc ■*" 6a^r "^ 3^c J 4. etc. etc. etc. etc.
€t c'est la manière dont M. Morgan a jugé convenable de représenter la valeur actuelle du capital proposé y payable aux conditions mentionnées dans le problème.
2S2. Voici de quelle manière il ajoute ces quatre
séries verticales.
Il développe la première en celle-ci 2
/ bc abc
(,^ç)\3^c lobe
■T" (i-f-ç)» \Zbc 3abc Zbc "*" labc )
+. ^tc, etc., etc.,
T. I. ijl
( '78) dont il égale la somme (indépendamment du mu
tiplicatem* commun ^) à B^C, ^ T^ — -^A^/ >
En opérant de la même manière y il égale la se conde série verticale du n* 251 (indépendammen
du multiplicateur commun g) à BÇ^x -^ — jàBC^y.-^ — TT\ X r + 1—c^ X 7- > *a troisième a B.Cy. r
^D ^ b^ BC ^^ c' , ABC c' , ,
quatrième a BC — ABC — r x i f-zT-
^ (i-l-ç) bc (i+ç
X 7—. Conséquemment , la somme des quatre se
ries verticales du n" 231 ( ou la valeur totale actuelle du capital payable aux conditions stipulée! dans le problème) , sera trouvée égale ^ comme i l'observe^ à ^ multiplié par
C X "' - ABC X ^ - -^ X
•■■Xaai
(i+C) ABC . . c' . BC ABC B'C . b'c
>< 6c + 3 "" 3 "~ (i+j) ^ îhc
_^ AB'C Ud_ ■+"(i+c) ^ 3*c-
253. Maintenant, en donnant un moment d'al' tention aux différens degrés de l'opération, on s^
( ^79 ) convaincra que toutes les quantités qui impliquent deux têtes réunies ^ sont introduites ^^2/2^ nécessité j dans la formule ci-dessus; car elles se détruisent évidemment les unes les autres. En eflet,
^'*^' ^ bc (, + j) — (,+j)'
d'où la formule si compliquée donnée par M. Morgan peut se réduire à s multiplié par
3(i-+-ç) . ' 3^cL (it-ç) ' ' ' ' J
Cest absolument la même que celle que nous avpns trouvée à la page 174 i excepté le second terme
+ 3ÂZ- L"^fr+ç) ^^'^' • ^'''u ' .
<|oe l'on ^ si^bstitué à son égal
( i8o) On voit donc clairement que la foimule de M. Morgan comprend un nombre de termes double de celui qui est nécessaire pour résoudre le problème . ce qui fait que non-seulement elle est compliquée de quantités inutiles^ mais encore sujette à beaucoup d'erreurs dans la traduction arithmétique. Il est, de pi us> évident, par la nature même de la série de la page lyS, que ce n'est que fort improprement qu'on a pu y introduire des expressions impliquant deux tètes réunies^ et il est singulier que cette considération n'ait pas porté M. Morgan (s'il se proposait pour objet d'éclairer et d'instioiire), à repasser tous les degrés de son opération, pour la rendre à la fois plus simple et plus claire.
254. Mais il y a une autre partie de la solution de M* Morgan sur laquelle je juge également nécessaire de faire quelques observations. Il pi^tend que la formule qu'il a trouvée, comme nous l'avons vu plus haut, « donne la valeur exacte lorsque B oti C » est la plus vieille des trois têtes; mais que quand A n est la plus vieille, il devient nécessaire de chan- M ger les caractères, etc. », et il a donné une aulre formule pour résoudre le problème dans ce cas, avec d'autres caractères qui rendent la solution encore plus confuse. De tout cela il ressortirait que la première formule n'est pas applicable au second cas.
Mais la seconde formule qu'il a donnée est encore la même (quoique embarrassée des quantités étrangères et inutiles dont nous avoués parlé plus haut)>
( '8i ) que celle que j'ai donnée à la page 174 ^ si ce n'est qu'il a remplace le dernier terme
par son égal
"^ 6^ L — (T+TT ^A^-^.^Ji.
et il sera peut-être utile de remarquer que la for-, mule que j'ai donnée à la page 174 est unwerselrlenient vraie, et ne dépend pas des relations d'âge des tètes proposées^ Les substitution^^ mentionnées. ci-dessus sont des arrangemens purement arbitraires, pour la solution numérique du problème , dont on^ peut se servir ou non , au choix du calculateur..
2SS. Il est aisé de voir, d'après ce qui vient detre dit, que la formule qui désigne la valeur du capital dépendant de la condition énoncée dans le problème, peut être présentée de trois diflérentes oianières , selon qu'on ajoute différemment les diverses séries verticales données à la page 173. Mais, il n'est nullement nécessaire, ni même utile , de représenter ces trois diverses méthodes. M. Morgan,, après bien des longueurs et de la confusion , en a démontré seulement deux, mais en s'efforcant ainsi d eclaircir la question, il l'a certainement rendue plus confuse encore. On doit blâmer toujoujrs l'introduction de quantités inutiles dans la discussion d'ujii
problème , surtout lorsqu'on les conserve dans les formules qui en résultent; et des changemens capricieux dans les caractères employés sont également condamnables , non-seulement comme contraires aa véritable but de la science , dont l'objet est d'instruire et non de proposer des énigmes , mais aussi comme détruisant Tordre et l'harmonie dans les raisonnemens mathématiques.
J'ai jugé convenable de faire ici ces observations^ parce que ce problème est d'une importance considérable pour nous aider à résoudre plusieurs des questions suivantes, et que M. Morgan y a eu recours lui-même; ainsi les remarques que j'ai faites ici s'appliqueront également aux problèmes que M. Morgan a déduits de celui-ci. En vérité, je ne crois pas qu'on puisse troui^er un seul problème traité par lui dans les Transactions philosophiques ^ sur la valeur des assurances conditionnelles , pour lequel il n'ait pas adopté dans la discussion, cette méthode prolixe et confuse.
PROBLÈME XXX
256. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A, pourvu que de trois têtes données A, B, C^ cette tête A soit la seconde qui s'éteigne.
SOLUTION
La somme peut être reçue à la fin de la première année, si Tun de ces trois différens événemens a
( i85 ) L€u^ I*. OU les trois têtes s'éteindront dans rannëe> \ étant mort le second ; :2*. ou Â et B mourront lans l'année 9 Â étant mort le dernier^ et C vivant mcore à la fin de cette année ; 3"^. ou A et C mourront dans l'année y Â étant mort le dernier et B irivant encore à la fia de cette année. Les probabilités de ces divers événemens sont respectivement
3abt' ' ' iiabc 7,abc
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par ^(i+p)""S donneront Tespérance qu'on ^ de recevoir la sommé à là fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes ^ la somme désignée peut être reçue si l'un quelconque cle ces sept différens événemens a lieu ; i*. ou toutes les trois têtes s'éteindront dans l'année , A étant iBort le second ; 2"*. ou A et B mourront dans l'année , A étant mort le dernier et C vivant encore à la fin de Tannée; 3**. ou A et C mourront dans Taniiée, A mourant le dernier et B vivant encore à la fin de l'année; 4''* ou A et B seront moiis dans l'année , B mourant le dernier et C étant mort dans ïane des années précédentes ; S"*, ou A et C seront morts dans l'année^ C mourant le dernier , et B étant mort dans l'une des années précédentes ; &. ou senlemçnt A sera mort dans l'année y B vivant encore à la fin de cette année/ et C étant mort dans Vuiic des années précédentes ; 7**. ou enfin A seule-»^
(i84) ment sera mort dans l'année, C vivant encore h 1» fin de cette année, et B étant mort dans Tune des années précédentes. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont, pour la seconde armée ^
Sabc 7,abc ' 7.abc
2ab \ c/' 2ac \ b )^
Çi:^ (. _ e. <i^ (. -1) . e,p«,.
sions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par j(i+p)""% donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la seconde, an née. Delà même manière, on trouvera que les. probabilités de ces divers événemens, pour la troisième années seront représentées respectivement par
^abc ' 2,abc * o.abc
nab
{a —^ a )0 / c \ la '^ a )c / ù
ab
T.— xO~t
expressions qui , étant ajoutées ensemble et multi' pliées par^(i+p)"^, donneront l'espérance qu'on a^ de recevoir la somme à la fin de la troisième an^ née ; et ainsi de suite pour toutes les années suivantes, jusqu'aux dernières limites de la vie bumaine ; la somme de toutes ces espérances annuelles sera la valeur totale actuelle du capital proposé f payable aux conditions énoncées dans le problènie*
( '85 ) 2S7. Maiutenant, si ces diverses espérances auluelles sont réduites à leur plus simple expression^ it alors arrangées les unes sous les autres, comme ians le problème précédent , on trouvera qu'elles brment seize séries verticales, dont la sonime sera 3gale à s multiplié par
2(i+e) « "^ ' aa 3 (I + {)
' 60 3(ir+Tç) c 'oc-
Or les trois premiers termes ici donnés sont, d après le problème XXVn , égaux à .^^; les trois termes suivans sont, d'après le corollaire 2 du même problème, égaux à ^^, et les sept termes restanssont, d après le problème XXIX, égaux a — 2^^^. Conséquerameuty la valeur totale actuelle du capital pro« posé f dépendant des conditions du problème, sera égale à ^(^^+^^ —2J'%
Corollaire,
258. Si les trois têtes sont égales ou du même âge que A , alors ui^ et -^^ deviendront tous deux égaux (comme dans le problème XXVII, corol-
( i86) laire 5),. à ' T^ x ^ et A^^ deviendra ( comni V dans ' le problème XXIX , corollaire 2 ) égal 'sTiV y • Conséquemment , la valeur actuelle dr capital proposé sera représentée dans ce cas
ou le tiers de la valeur actuelle du même capital / payable à l'extinction de deux quelconques des troisi têtes données. fî
PROBLÈME XXXI
2S9. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A , pourvu que de trois têtes données A , B ^ G, cette tête A soit la dernière qui s'éteigne.
SOLUTION
Il est évident que la somme ne peut être reçue à la fin de la première année que dans le cas de l'extinction de toutes les têtes , A étant mort le der^ uier ; la probabilité de cet événement est
(g — a')Xl^— &')X(c — c')
3abc *
iressioa qui étant multipUëe par ^(i -+•?)"'' don-^ 'a l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la de la première année. • .
tfais dans la seconde année et les suivantes^ la nroe peut être reçue si Tua quelconque de ces itre différens événemens a lieu, i "". ou toutes les têtea mrront dans Tannée , A. mourant le dernier; 2<». ou et B mourront dans l'année^ A mourant le der* r et C étanjt mort dans l'une des années précéites; S"", ou A et G mourront dans l'année, A curant le dernier, et 6 étant mort dans l'une des an-ts précédentes; 4"** o^ seulement A mourra dans inée, B et C étant morts dans l'une des années îcédentes. Les probabilités respectives de ces événens sont, pour la seconde année,
3abc * , 7.àb \ c )*'
<£=f2^-zO(,_^)e.i^-(-rX-7).
pressions qui, étant ajoutées ensemble et multi-* iéfes par * (!+/)■"% donneront lespérance qu'on
de recevoir la somme à la; fin de la "seconde mée.
De la même manière , on trouvera les espérances a on a de recevoir la somme à la fin de la troième année > et de toutes les années >8uivantes jusu'aux dernières limites de la vie humaine, et si on réduit à leur plus simple expression ces diverses^ espérances annuelles et qu'on range leurs termes le$i
( i88) uns sous les autres, elles formeront dix-huît séries verticales, dont la somme sera la valeur actuelle demandée , et sera trouvée égale à s multiplié par
(1 4- c) 2(74- c) 2(1 + ç) ' « ' • âfl 2(7+ c)
i+AB£ c' .j.^ c^
Mais cette expression est égale à
formule qui désigne par conséquent la valeur actuelle demandée.
Corollaire,
260. SI les trois tètes sont égales ou du méme^ âge que Â, la valeur actuelle du capital proposé sera^ d'après ce qui a été dit dans le corollaire du der^ nier problème , représentée par
1 — g (3v^ — ZAA + A A A)
ou le tiers de la valeur actuelle du même capital payable au dernier décès des trois têtes.
Scolie.
261. Si l'on ajcKile ensemble les valeurs actuelles 11 capital proposé y comme nous les ayons trouvées irles problèmes XXIX, XXX et XXXI, on trouera leur somme égale à la valeur actuelle du même ipital , payable au décès de A ; ainsi la somme de
es trois valeurs sera ég^aleà s x -, — A-r : par là se
ouve démontrée l'exactitude de ces raisonnemens.
PROBLÈME XXXII
262. Déterminer la valeur actuelle, d'un capital payable au décès de A, pourvu que de trois têtes lonnées A, B^ C, cette tête A soit la première ou a seconde qui s'éteigne.
SOLUTIOK.
La somme proposée peut être reçue à la fin de ^première année, si l'un ou l'autre de quatre difsrens événemens a lieu. i*. Ou les trois têtes mour- ^Xiï vlans l'année , A mourant le premier ou le second ; *• ou A et B mourront tous deux dans l'année , et C ivra encore à la fin de cette année ; 3'. ou A et C
( ïgo )
mourront tous deux dans Tannée, et B vivra encore a la fin de cette année; 4°- ^^ seulement A moum dans Tannée, et B et C vivront encore à la fin de cette année. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont représentées par
3 abc ' abc ?
(a-gQ.Cc.-c^ ' (a- a')b- ç'
' — r*r j — » — ' . ei V "^ •
abc abc '
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par ^ (i + p)""', donneront Tespérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la première année. Mais dans la seconde année et les suivantes, Is somme proposée peut être reçue si Tun quelconque de ces huit différens événemens a lieu. i*. Ou les troiî têtes mourront dans Tannée, A mourant le premi^^ ou le second; 2**. ou A et B mourront tous dèuxdànî Tannée , et C vivra encore k là fin de Tannée; S**, ou h et C rtiôiiri^nt tous Méiix' dans Tannée^ 'et B vîvk encore à la fin de Tannée ; 4°* où seulement A moiirrî dans Tannée, et B et C vivront encore à la fin dt Tannée; 5°. ou A mourra avant B dans Tannée, ( étant mort dans Tune des années précédentes; 6*. oi A mourra avant C dans Tannée, B étant mort daùJ Tune dés années précédentes; y"*, ou seulement A mourra dans Tâtmée, C étant 'mort dans Tune dei années ptécéd^ntes ,' et B vivant encore à la 'fin de Tannée; ^6*: oti setrlenient A mourra dans Tatincèj B étant thdi't dans Tune des années précédéirtes ; cl G vitaîit encore à la fi ti de Tannée. Les prbbâbi-
( 19' ) lités de ces divers ëvénemens^ pour la seconde année, sont représentées par
3abc ^ abc '
{a'-a°).(c'~-c')b' [a'-a')b'c' {a'-^a'Ub'—b')/ '.' c'
{a'^a'').{i/- c'')r_b\ {a'-a" )b'' r c\ lac \ bj^ ab \ c)
ti ' -
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par j(i + f)*"*, donneront l'espérance qu'on Ja de recevoir la sonune-à' la fin de laiseconde année. De la même manière , nous pourrons trouver les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième année. et de toutes les années suivantes^ jusqu'aux dernières limites de la vie humaine; et la somme de toutes ces e^spérancessera la valeur totale actuelle du capital proposç^ payable. aux; conditions ci-dessus. - ,',.., '\ :,
Ces diverses espérances annuelles étant réduites à leur plus simple expression ^ et arrangées les unes sous les autres y formeront seize séries verticales, dont la somme est la valeur actuelle demandée, et sera trouvée égale à .
(i) Il ne seva pas inutilç de remarquer ici qu'on obtîendrîiit ^^etnent cette formule en prenant la somme des valeuvs de-
Corollaire,
265. Quand les trois têtes sont égales ou toulcs du même âge que Â , cette expression (d'après ce qui a été dit dans le corollaire du problème XXX) devient égale h
OU égale à la différence entre la valeur d'une assurance de la somme proposée sur un groupe de deux têtes I et le tiers de la valeur d'une assurance de la même somme sur le groupe des trois têtes.
PROBLÈME XXXni. ^
264. Déterminer la valeur actuelle d'un capilJi' payable au décès de A, pourvu que de trois télés données A, B, C, cette tête A soit ]sl seconde ovl^^ troisième qui s'éteigne.
(luîtes des problèmes XXIX et XXX , ou la différence cntr«
I •■"— pA
s X z ^— et la valeur déduite du problème XXXI : ce qu»
est évident par la nature même de ces questions. £n effet, i^ somme doit être reçue au décès de A , pourvu qu'il meure i^ premier ou le second, ou , ce qui est la même chose , elle ào^^ être reçue au décès de A, pourvu qu'il ne meure pas' le if^^" sième.
SOLUTION
La somme proposée peut être reçae à la fin de la première année si Tun ou l'autre de ces trois divers événemens a lieu. i*". Ou toutes les trois têtes s'éteindront dans Tannée y A étant mort le second ou le troisième; o!". ou Â et B mourront dans l'année, A étant mort le dernier et C vivant encore à la fin de l'année ; 3**. ou A et C mourront ^ans l'année^ A étant mort le dernier et B vivant encore a la fin de l'année. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont , pour la première année ^
Saïc ^ T^abc ' 2abc '
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par ^(i + f)""', donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la premîèi^e année.
Mais dans la seconde année et les suivantes, la somme peut être reçue si l'un ou l'autre de huit différens événemens a lieu. i"*. Ou les trois têtes mourront dans l'année, A étant mort le second ou le troisième; s"", ou A et B mourront dans Tannée, A mourant le dernier et C étant encore vivant à la fin de Tannée ; y. ou A et c mourront dans Tannée , A mourant le dernier et B étant encore vivant à la fin de Tannée;
4* ou A et B mourront dans Tannée, C étant mort T. I ,3
dans une des années précédentes; S"", ou A et C mour* ront dans Tannée , B étant mort dans l'une des années précédentes; 6"". ou seulement A mourra dans l'année^ B étant encore vivant à la fin de l'année et G étant mort dans l'une des années précédentes; y"", ou seulement A mourra dans l'année , C étant encore vivant à la fin de Tannée et B étant mort dans Tune des années précédentes; 8^. ou seulement A mourra dans Tannée y B et C étant morts dans Tune des années précédentes. Les probabilités de ces divers événemens^ pour la seconde année > sont respectivement
7,abc ' ab \ cj'
1^ V~r> ab ^■"r>
expressions qui , étant ajoutées ensemble et multipliées par ^ (i + p)""*, donneront Tespérance qu Qo a de recevoir la somme à Jia fin de la secood^ année. De la même manière nous pourrons trouver les as** pérances qu'on a de recevoir la $omme à U fin de la troisième année et de toutes les suivantes » jusqu'aux dernières limites de la yie l^^m^iifie) et la seconde de toutes ces espérances sera la valeur totale actuelle du capital proposé, dépendant des conditions ci^ dessus.
Ces diverses espérances annuelles , étant réduites
1 leur plus simple expression et arrangées les unes sur es autres^ formeront dix séries verticales, dont la omme sera trouvée égale à
Corollaire,
I »AAA
levient égal à --jî~7pr- (d^^
lanâ \t problème XXfX, corôflàire 3^. ConséquenGl-: Ment Texpressîon ebtîère se rédùil; alors a
c*est-â^*dîre ésï é^àlë'â la différence entre la valeur 'Une assurance ae'la^somme proposée sur uqe seule tété*et'îë tfers de'ïa^ vâïélii' d;^^né^^ssu^alice aè ïa même somme ^ur lé grotipe des trois têtes.
(i) La valeur du capiitl payable aui cofl^tiioiig" de ce problème est évidemment égâtoà la différence ébtrela valeur du même capital payable au décès de A , et sa valeur dépendant de la, condition qwQ A nienre Xijpxenderp ou^ckieoiHd é^làé^ là? somme des valcuxstvofiv^.yQW Wt^ptôblèméft XXX et XXXL^
PROBLÈME XXXIV
266. Détermiiier la valeur actuelle d'un capii^ payable au décès de A, pourvu que de trois tête données A , B ^ C , cette tête A soit la première ou 1 dernière qui s'éteigne.
SOLUTION
La soitinie proposée peut étrëj reçue à la fin de ^ première année si Fun ou l'autre de. quatre, di^ren événemens a lieu. i% ou les trojs têtes mo.urront dan l'année, A mourant le premier ou le dernier; a®, oi A et B mourront dans l'année , A mourant le premie et C étant encore vivant à la fin dë^'aunée; 3**. ou I et C mourront dans l'année, A mourant le premie et B étaqt encore vivant à h fînj^e,,r^Lanée; 4'. oi seulement A mourra dans Vanoé^, ^ B. et. C viv^t>a encore à la fin de cette ann^e«^ Lfs probabilités re&piectîves de cés.différens événem,enssont
3abc ' nabc '
expressions qui, étant ajoutées enisemble et mdtt-^ pliéespar-^î(i ■+• p)*^*,- donneront l'espérance qu'on a
( ^97 ) de recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais à la fin de la seconde année et des suivantes^ le capital désigné peut être reçu si Tun quelconque de sept différens événemens a lieu. i\ Ou toutes les têtes mourront dans Tannée, A étant mort le premier ou le dernier, a?, ou A et B mourront dans l'année^ A étant mort le premier et C étant encore vivant à la fin de Tannée; 3*. ou A et C mourront dans Tannée, A mourant le premier et B étant encore vivant à la fin de Tannée; 4^. ou seulement A mourra dans l'année et B et C seront encore vivans à la fin de l'année; 5". ou A et B mourront dans Tannée , A mourant le dernier et C étant mort dans Tune des années précédentes; 6*. ou A et C mourront dans Tannée , A mourant le dernier et B étant mort dans une des années précédentes; 7*. ou seulement A mourra dans l'année, B et C étant morts dans une des années, précédentes. Les probabilités de ces divers événemenspour la seconde année sont respectivement
ii\^n
3aÔ€ ' /2abc '
^ ^abc * aoc '
i ^-a").(.b'- b-) /^ c\ ia'-afUc'-c') / b'^ lab \ c / * aac \ b >
expressions qui , étant ajoutées ensemble et multipliées par J (i + p)""*, donneront Tespérance qu'on ^ de recevoir la somme à la fin de la seconde année.
( 19» ) De la même manière nous ponvons trouver les espé-? rauces qu'où a de recevoir la somme à la fin de la troisième année et de toutes tes années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie humaine y et la somme de toutes ces valeurs annuelles sera la valeur totale actuelle de la somme proposée , payable aux conditions ci-dessus.
Ces diverses espérances annuelles, étant réduites à leur plus simple expression et disposées les unes sous les autres, formeront dix- huit séries verticales, dont la somme sera trouvée égale à
Corollaire.
267. Quand les trois têtes sont égales, ou. ^ même âge que A, cette expression (d'après ce <J^^ a été dit dans le corollaire du problème XX%))
devient égale à . x " ~ t(^^ -^^ ^:^ J^^ , c'est-à-
dire égale à la différence entre les valeurs d'une ^ surance de la somme proposée sur une seule t£te
(i) On obtiendrait également celte formule en prenant la somme des valeurs trouve'es au moyen des problèmes XX^^
et XXXI ; ou en prenant la différence entre s X f^Ti; et la valeur trouvée au moyen du problème XXX.
( '99 ) et sur OD groupe de deux têtes , pins les deux tiers de la Taléur d'une assurance de la même somme sur le groupe des trois tête.<;.
Scùlt'e,
208. Si Ton ajoute ensemble les valeurs actuelles de la somme proposée , trouvées au moyen des problèmes XXXn , XXXtlI et XXXIV, elles seront trouvées égales à deux fois la valeur actuelle de la même somme, payable au décès de A, c'est-à-dire que la somme de ces trois valeurs sera égale à
d + ri'
PROBLÊME XXXV
269. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A ou de B, pourvu que Y une de ces deux têtes soit la première qui s'éteigne de trois têtes données A , B , C.
soiiHTiaif...
La somoae proposée peut être reçue à k fin d'une année quelconque, si l'un ou l'autre de six évéuemens différeus a lien , I^ ou toutes les têtes Jâtiourront dans l'année ,^ A ou B mourant le premier ; 2"". ou A et B mourront tous deux dans Tannée , et C vivra encore à la fin de l'année ; 3®. ou A et C mourront tous deux dans l'année , A mourant le
premier et B étant encore vivant à la fin de l'année ; 4** ou B et C mourront tous deux dans l'année , B mourant le premier et A étant encore vivant à la fin de l'année ; 5^. ou seulei^ent A mourra dans l'année, et B et C seront encore vivans à la fin de Tannée; ô"". ou seulement B mourra dans l'année , et A et C seront encore vivans à la fin de l'année. Les probabilités de ces divers événemens, pour la première année , sont respectivement
Sûbc ' abc ' 2.abc '
{b—b').{c^c')d (a^€l)b'd {b ^b')dc' 2abc ' abc abc '
expressions qui , étant ajoutées ensemble et multipliées par «y(i+f)""*> donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la première année.
De la même manière , on peut trouver les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la seconde année , de la troisième et de toutes les années suivantes, jusqu'aux dernières limites de la vie humaine; et ces diverses espérances annuelles étant réduites à leur plus simple expression et arrangées les unes sous les autres, comme dans le problème XXIX, formeront la série suivante :
4 /Aabc ^b'cf;, clhc ^ ah'c' al/e . t^bc' . îwAc'
6^X+p) \ ohc abe abc abc abc abc abc
s /^a'b'c' \ii'Ve* d'Ve , a'èV a'h^c' . a"Vc" icib'c"
6(i+f)*\ t^c ohc abc abc abc abc -'—
B(ï-f-fi*V ^bc abc abc abc abc abc
etc. etc. etc. etc. etc. etc. etc.
iQt la somme sera la valeur totale actuelle deandée.
270. Mais, si nous comparons cette série gênéie avec celle de la page ijS , nous verrons que i diverses séries verticales dont elle est composée Qt presque les mêmes que celles données à cette ge, et la seule différence qui les distingue est us le multiple commun , et dans le signe dont sont Fectées la cinquième et la sixième séries verticales. iT conséquent , la somine de ces diverses séries peut Te facilement obtenue de la manière employée plus aut. Ainsi, la première et la seconde séries verliales seront trouvées égales à
la troisième et la quatrième, égales à
jpr-(i + A'BC)d
^J^BC.a,'];
6aL (i+ç) la cinquième et la sixième égales à
f yOxI./
^^ la septième et la huitième, égales à
( aoa ) Donc I la valeur totale de la série générale donnée ci-dessus sera égale à s multiplié par
Comme j'aurai occasion de me référer à cette formule dans quelques-uns des problèmes suivans/il sera convenable de la représenter par une exprès* sion plus, simple; soit donc JB^ cette expression, c'est-à-dire désignons par JB^ la valeur actuelle de I fr. , payable aux conditions ci-dessus; par conséquent, s X -^^ désignera la valeur actuelle delà somme proposée dépendant des mêmes circons* tances (i).
271. Quand les trois têtes sont éigales, ou dfl même âge que A , les trois derniers termes de l'expression ci-dessus se détruisent fun l'amtne ^ et l série entière se réduit alors à
2j 1 — %AAA
Il ■ ■ I !■■ li
(i) En comparant celte formule à la seconde formule c
I -J. ABC ^jj^ probl.XXIX,coro]. i, on verra que xB'-ss C
( ao5 )
IX deux tiers de la valeur actuelle de la somme osée, payable à la dissolution du groupe des têtes.
rvations sur la méthode dont M. Morgan s'est servi pour résoudre ce problème.
2. Je ne puis laisser passer cette occasion d'ap- ' encore une fois l'attention du lecteur sur la ière bizarre et confuse dont M. Morgan trouve ileur de la série générale de la page 200 ; et ce ne porte à le faire , c'est qu'il parait qu'à meque M. Morgan entre plus avant dans ce sujets pand dans ses développemens encore plus de osion et de désordre. Je dois toutefois commen- »ar demander beaucoup de patience au lecteur^ t de le conduire à travers les détours de ce laithe mathématique.
. Morgan égale à la série suivante la somme espérances qu'on a de recevoir le capital proaux conditions stipulées dans le problème.
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( ao5 )
273. Or 9 le3 six dernières séries latérales de FexîssioQ générale ci-dessuis peuvent se réduire aux w suivantes :
(« + d L 2^*^ aoôc J
('+?)* L m6c "^ nabc J
+ . etc., etc.;
is ce cas , cette expression > au lieu d'être corn- ;ée de vingt différentes séries, pourra se réduire 'en avoir que douze. Ou , si on les réduisait à leur s simple expression, elles formeraient précisent la même expression que celle de la page 200 , ne contient que huit termes différens. Mais, par *et de cette manière négligente et confuse de céder, on voit que la formule qui d&igne la va- ' d'une somnie dépendant de la condition meninée dans ce problème ne contient (par la mêle de M* Morgan), pas moins de vingt différens nés; et quand on considère que pour ojbtenir ces nés il est. nécessaire d'ajouter de trente à qua^ te séries différentes , on est frappé d'étonneit , et l'on se demande quel est le motif qui a pojTter l'auteur à poursuivre une ; aussi étrange thode.
(74^, Il y ^ cependant encore iuie autre partie 1 raisonnemens 4ç M. Morgan, sur laquelle je
( ûo6 ) juge égalemeot nécessaire de fiiire qaelcpies olMe YatioQS* Il dit que la formule donnée plus bi exprime la valeur exacte de la quantité efaerdi quand C est la plus âgée des trois têtes, maisq « quand A est la plus Agée , il faut changer » caractères », et, dans ce cas, il désigne par ( autre formule la valeur clierchée , et cette form diffère beaucoup de l'autre pour la forme et les ractères. Cependant quand on la dépouille des qu) tités inutiles et étrangères qu'elle contient , elle * vient absolument semblable à celle que j ai don à la page 202, excepté la quantité
qu'on a remplacée par son égale
~ SSL (i+çj ^z^'^- ''/*d ' :
275. M. Morgan ne peut ignorer que la V2 de l'assurance proposée ne dépend pas, dans ce des relations d^ge qu'ont entre elles les tête queation. Car quelque râleur qu'il donne aux* de A, B et C, et quelque changement quil subir aux caractères , il devra en venir toujcA la même série générale que j"âî donnée à la page' dont la somme peut s'exprimer de trois mat différentes, selon qu'on ajoute différemment le verses séries vertical^ qwi \h composent. Ef clùk de ces formules dé^nera la valeur de k so
a , aoit que Â , B on C soit la plu» vieille is tètes.
d'aatant plus nécessaire de se pénétrer de sse de ces observations , que la soln^tsoa du problème nous mettra à même de déter-* la valeur des sommes dépendant dés connentionnées dans les problèmes suivans. Connenty plus nous simplifierons la dernière , plus nous aurons de facilité pour résoudre ^mes. Cette raison suffira donc pour ex-* itte digression.
FROBLÉBiE XXXn.
Déterminer la valeur actueUe d'un capital au décès de A ou de B^ pourvu qgiç Vmie têtes soit la seconde qui setçigue .de trois unées A, B^ C.
SOLUTION
mme proposée peut être reçue à Jb fin de la e année , si Tun ou l'autre d^i quatre événef fférens a lieu: x°. ou les trois têtes monr^ IS l'année » A ou B mourant le second ; a"^. ou pourront toi;^ deux dan$ Faonée, et C vivra la fin de Tannée ; 5*. ou A et, C mourront tous ns l'année, A mowant W dernier, et B étant ivant à la fin de cette aimée; 4^* <^u B etC
mourront tous deux dans cette année , B mourant le dernier, et A étant encore vivant à la fin de cette année. Les probabilités de ces divers événemens sont respectivement
2(g — a).(&— y)>(c — cf) {a'--a!).{b — b y
Zabc ' abc ^
2MC 7.abc ^
expressions qui , étant ajoutées ensemble et rnulti^ pliées par J (i + f)''\ donneront Tespérance quon a de recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais f dans la seconde année et les suivantes , la somme peut être reçue si l'un de onze diflërens événemens a lieu ; i"*. ou toutes les têtes mourront dans Tannée , A ou B mourant le second ; 2°. ou A et B mourront dans Tannée ^ et C sera encore vivant à la fin de cette année ; 3*. ou A et C mourront dans Tannée , A mourant le dernier et B étaint encore vivant à la fin de Tannée ; /^. ou B et C mourront dans Tannée, B mourant le dernier et A étant encore vivant à la fin de Tannée; 5*. ou A et I mourront dans Tannée , C étant mort dans Tune de années précédentes ; &. ou A et C mourront daiK Tannée y A mourant le premier, et B étant mort dani Tune des années précédentes; 7'». ou B et C mour ront dans Tannée , B mourant le premier, et A étanl mort dans Tune des années précédentes ; S"", on sea lement A mourra dans Tannée , B étant encore vivant à la fin de Tannée et C étant mort dans une des
( 309 ) attnees pTécédente& ; g*, ou seulement A mourfà dans l'année, C étant encore vivant à la fin de Tannée et B étant mort clans une des années précédentes; 10". ou seulement B moun^a dans l'année , A étant encore vivant k la fin de l'année et C étant mort dans une des années précédentes ; lI^ou B seulement mourra dans l'année , C vivant encore à la fin de Tannée et A étant mort dans une des années précédentes. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont, pour la seconde année ,
i{a^a").{b ' ^b").{c''-^c'') {a''-a").{b'^b")c" 3abc ' abc ^
(a'^a"),(c'—c'')b'' {b'^b").(c'^c")a'' 2abc ' liabc '
(&-^')-(c'-0 /^. A Ja'-p'W / c'\ ac V bP ab \:'~T)
{b'-b' y ( «\ AT"" Va;»
xpressions qui , étant ajoutées ensemble et niulti- Jiées par j(i+p)~*, donneront l'espérance qu'on I de recevoir la somme à la fin de la seconde anlée. De la même manière, on trouvera les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième année et de toutes les suivantes , jus-
({u'aux dernières limites de la vie humaine; la TI. 14
somme de toutes ces valeurs annuelles sera la yaleui totale actuelle de la somme proposée , payable aui conditions ci--des8us.
Mais ces diverses espérances annuelles p étant réduites à leur plus simple expression et arrangées les unes sous les autres^ formeront dix-huit séries verticales, dont la somme sera trouvée égale à
Corollaire,
277. Quand toutes les létes sont égales , ou du même âge que A, cette expression (diaprés ce cpii a été dit dans le corollaire du prob. XXXj devient
, j y us I — P (3AA — 2,AAA) , »^
égale a -=- X — 7—7-^ - ou aux deux tiers
de la valeur actuelle de la somme proposée payable à l'extinction de deux quelconques des trois têtes données.
PROBLÈME XXXVTI.
278. Déterminer la valeur actuelle d'un capitsl^ payable au décès de A ou de B, pourvu que Yufi^ de ces têtes soit la dernière qui s'éteigne de trois têtes données A, B , C.
( 2iï y
SOLUTION
La somme proposée ne peut être reçue à la fin de la première année que dans un seul cas : celui où toutes }es têtes s'éteindraient dans Tannée ^ C étant mort le premier ou le second* La probabilité de cet événement est
2(a^ «).(* — i/).(c~c) 3abc ^
expression qui , étant multipliée par ^(i+f)—% donnera ^espérance qu'on a dé recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes, la sommé proposée sera reçue si Tun de six différents événemens a lieu: i*^ ou les trois têtes mourront dans Tannée , C étant mort le premier ou le second ; 3* ou seulement A et B mourront dans Tannée , C étant mort dans Tiiile des années précédentes ; 3° ou A et C mourront tous deux dans Tannée , A mourant le dernier et B étant mort daps une des années précédentes ; 4* au B et C mourront daiis Tannée, B mourant le dernier et A étant mort dans une des années précédentes ; 5* ou seulement A mourra dans Tannée, B et C étant morts dans une des années précédentes; 6"* ou seulement B mourra dans Tannée,, A et C étant morts dans une des années pré<tédentes. Les probabilités de ces divéra évêûth-
mens pour la seconde année sont respectivement
2(a'— a' ) . {b '—b') . {c'—c ') {a-a."),{b'—by c'\
iabc * ab V ~"W'
2,ac
V^Tj' 1^ K âj'
expressions qui étant ajoutées ensemble et multipliées par ,y(i4-f)""* donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la seconde année. De la même manière , nous pouvons trouver les es* pérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième année , et de toutes les années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie hu' maine^ et la somme de toutes ces valeurs annuelles sera la valeur totale actuelle du capital proposé; payable aux conditions ci-dessus.
Ces diverses espérances annuelles étant réduites à leur plus simple expression et arrangées les unes sous les autres, formeront vingt-deux séries verticales, dont la somme sera trouvé égale à
Corollaire.
279. Quand les trois télés sont égales, ou dtt même âge que A , cette expression devient égale à
X — ^^ T ^; Qu'aux deux tiers de
a valeur actuelle de la somme proposée* payable u dernier décès des trois têtes.
Scolie.
280. Si l'on ajoute ensemble les valeurs actuelles lu capital proposé , obtenues au moyen des problènés XXXV, XXXVI et XXXVII, on les trouvera îgales à la valeur actuelle de la même somme, )ayable au décès de A , ajoutée à la valeur actuelle le la même somme , payable au décès de B ; :est-à-dire que la somme de ces trois valeurs sera
lOUTée égale à ^[l;^! + 1=5^].
PROBI^ÈME XXXyiU.
281. Déterminer la valeur actuelle d'un capital', ^yable au décès de A ou de B, pourvu que Vune le ces têtes soit hi- première ou la seconde qui s'é» teigne de trois têtes données A, B, C.
SOLUTION
U est évident que dans ce cas. ,1e paiement de, la ^OQime proposée à la fin d'une année quelcoiique
dépend uniquement de la dissolution du groupe de tètes A B dans Tannée, indépendamment de C; par conséquent, d'après le prob. XXII, sa valeur actuelle
sera dans tous les cas égale ks x , ; —.
Scolie.
282. Dans les problèmes précédeue, nous avons pu obtenir des expressions exactes pour là valeur des capifiaux etk reversion qui dépendent des diverses oû3)ditions«pé nous avons examinées, tnaîs lesproiiSèmes sûivans impliquent^ pour la plupart, une «cimnee pour laquelle il est très difficile de trouver une expression qui en déstgn^^ exactemeot Ja valew et soit en même temps propre à Fusage général. La chance dont nous voulons parler est la probabilité qu'une tête en particulier a de mourir avant ou après une autre , pendant un espace désigné de leur existence simultanée. Ce sujet a déjà été discuté dans le cb^pitre Y, quassd il s'agissait de dét«enmiiler lay^^ur ^tqeU^ de oertain^s annmâés en rei^emonj^ et je yaÎB jspai&t^iiatit le oouâidiérer de iityqLveau danssan'^pf^ication à la manière de détermiixer la valeur acfuaUc des capitaux en reversion. Dans la discussion des problèmes suivans, les conditions particulières dont nous parlons seront exprimées en caractères italiques, Et puisque, au moyen des deux lemmes du chapitre V , on peut obtenir une expression plus convemlbl^ pour les espérances qu'on a d0 recevoir b
somme proposée après l'extinction de la plus vieille des têtes en question , je diviserai la discussion en deux parties distinctes ;. la première aura pour objet de déterminer la valeur de toutes les espérances des n premières années^ ou juscju'à l'extinction de la plus vieille des têtes en question ^ et la seconde de déterminer la valeur de toutes les espérances posté* rieures à cette époque.
PROBLÈME XXXtX.
283. Déterminer la valeur actuelle d'une somme payable au décès de A ou de B ^ pourvu que Vnne de ces têtes soit la seconde ou la troisième qui s'éteigne de trois têtes données A, B^ C.
SOLUTION
La somme désignée peut être reçue à la fin de la Nremière année si l'un de quatre différens événe* nens a lieu : i"^. ou toutes les tètes mourront dans ette année; 2^ ou A et B mourront dans cette anlée , et C sera encore vivant à la fin de cette année ; >**• ou A mourra après C dans cette année ^ et B era encore vivant à la fin de l'année; 4^* ou B QOurra après C dans cette année , et A sera eùcore îvant à la fin de l'année. Les probabilità; respectives
(2x6) de ces divers événemens sont
{a -- a) {b — b') {c -~ c) (g — a) [b — hy
abc ' abc *
nabc labc '
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par ^(i + f)""', donneront l'espérance quoa a de recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes, jusqu'à l'extinction de la plus vieille tête , la somme désignée peut être reçue si l'un ou l'autre de treize différens événemens a lieu : i**. ou toutes les tètes mourront dans l'année ; 2*. ou A et B mourront dans l'année, et C sera encore vivant à la fin de l'année; 5"*. ou A et C mourront dans Tannée, A mourant le dernier et B étant encore vivant à la fin de l'année; 4''« ou B et C mourront dans l'année, B mourant le dernier et A étant encore vivant à la fin de l'année ; 5*". ou A et B mourront dans l'année , C étant mort dans une des années précédentes; 6*». ou A et C mourront dans l'année , B étant mort dans une des années précédentes ; y*", ou B et C mourront dans l'année; A étant mort dans une des années précédentes; 8^. ou seulement A mourra dans l'année, B vivant . encore à la fin de l'année et C étant mort dans une des an^ nées précédentes; 9**. ou seulement A mourra dans l'année, C vivant encore à la fin de l'année et B étant mort dans une des années précédentes ; lo*". ouseu** lement B moun^ dans l'année, A vivant encore '^
fin de Tannée et C étant mort dans une des années :'écédenfes; 1 1"*. ou seulement B mourra dans 1 anie, C vivant encore à la fin de l'année et A étant Lort dans une des années précédentes ; 1 2"". ou seulelent Â mourra dans l'année, etB et C seront morts ans une des années précédentes , B étant mort le remier; iS"". ou seulement B mourra dans l'année^ t A e^ C seront morts dans une des années précéentes y A étant mcrt le premier.
Les probabilités respectives de ces divers événe- Qens sont
abc ' abc
{d—a").{c*—c'')V (b'^b").(c'—c '')a'' aabc ' 'labc '
/ £\ (a'-a«).(c^^ c") r ^\ ab V"" c )' '^ \ b r
Te V""^>~"^3 V""^>
(^WV/, ^'\ {V^b^ a^ ( c'\
Vc V "?> ~^b v""r;^
^pressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par *(i + p)""*, donneront l'espérance qu'on a e recevoir la somme à la fin de la seconde année, ^e la même manière nous pouvons trouver les espé- ^aces qu'on a de recevoir la somme à la fin de la
troisième année ou de toutes les années suivantes; et si 1 on réduit à leur plus simple expression et qu'on arrange les unes sous les autres ces diverses espérances annuelles^ elles formeront seize séries verticales ^ dont la somme y si on les prolongeait jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , iserait tronyée égale à s multiplié par
i — fAï — (B .„ i-\-J'B a' i+Aff b' ' 1 + Â C 1-i- j4'C a, ï -4- BC i+B'C b' '
(l + ç) ' 2û * HO ' 2C
Mais cette expression ^ indépendamment du multipli* cateur commun s^ peut se réduire à
a — g(^ + ^ — 7.ABC) + AC+ BC . ^
pour plus de commodité^ je la représenterai par
284, Maintenant, puisque une partie seulement des diverses séries verticales précitées (séries qui son*
:«prëscfnt€cs par les quantités ci-dessus) doivent être continuées jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , et qu'elles dépendent de Fâge comparatif des tètes proposées , il sera nécessaire de diviser la discussion du problème en trois parties distinctes , selon qjie l'une ou l'autre des tétcs proposées sera la plus âgée des trois; car dans tous les cas, ces diverses sé-^ ries verticales ne doivent être continuées que jusqu'à ïextiîiction de la plus vieille des trois têtes ^ parce que , /iprès cette époque , nous pouvons obtenir une valeur plus correcte de toutes les espérances ultérieures au moyen du premier lemme du chapitre V.
28S. P' CAS. Soit À la plus vieille des trois têtes; dans ce cas toutes les séries verticales dans lesquelles la tête A est impliquée doivent évidemment être continuées jusqu'aux dernières limites de la vie humaine : mais toutes les séries dans lesquelles la tête A ne se trouve pas impliquée ne doivent être continuées que jusqu'au n''"' terme. Gonséquemment les quantités
i — çB i+BC vjrffC h'
deviewlront
La(i+ç) • b 2(i+ç) ^ bc^^^f^ J •
donc la somme des n premiers termes des dive séries verticales précitées (c'est-à-dire la somme toutes les espérances des n premières années) ^ viendra égale à s multiplié par
Mais après le décès de A y les espérances relat: aux diverses chances dont dépend le paiement capital^ peuvent être plus correctement exprin au moyen du premier lemme du chapitre V. < puisque la chance qu'on a de recevoir la somme fin d'une quelconque de ces années dépend d mort de B dans cette année, et de la mort de Â térîeurement à celle de C dans une des années ] cédentes (on a vu dans le lemme que cette dern condition a une probabilité représentée par ^ s'ensuit que la somme des espérances de ces dive années, continuées jusqu'aux dernières limites d vie humaine; sera égale à
expression qui, d'après le problème XXII, co laire i , est égale à
* conséquent cette valeur, ajoutée à la somme n premiers termes des diverses séries verticales îcitées^ exprimera la valeur totale actuelle du »ital désigné dans le cas proposé , et sera trouvée lie à s multiplié par
^î «.«."^ X (i — fJB«)/8 4- ^' [(I + JB«Oo)/3 — (i-f- B'<»Co)/8'l I \a / . ac . i ■ _j^ »
' b\\ 4-" ri"*'
286. II* CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes, nsice cas toutes les séries collatérales dans lesquelles tète B se trouve impliquée doivent être continuées iqu'aux dernières limites de la vie bumaine ; mais ites les séries dans lesquelles elle ne se trouve pas plîquée ne devront être continuées que jusqu'au terme seulement. Par conséquent les quantités
i — ^A i+AC \+A'C 4[
îviendront respectivement égales k
L^Ci+c) 2(1 +e) ^ ac ^' ^^' J
>Qc la somme des n premiers termes des diverses ries collatérales prédtées sera égale à s multi-
plié par
• 2(i+ç)*a^*^'^^ 2(i+ç) ^ac^*^^/
Mais après le décès de B , les espérances relatives aux diverses chailces dont dépend le paiement d|^a somme peuvent être exprimées plus correctement pour toutes les années suivantes au moyen du premier lemme du chapitre V^Car, puisque la chance qu on a de recevoir la somme à la En d'une quelconque de ces années dépend dé là mort d!e A dans Tannée; et de celle de B antérieurement à'celle de C dans une des années précédentes ( on a vu dans le lemme que la probabilité de celte dernière condition est représentée par (p) il s'ensuit , d'après ce qui a été dit pour le cas précédent, que la somme de toutes les espérances de ces diverses années y con1;inÀée& jusqu'aux dernières limites de la vie humaine ^ sera égale à
Gonséquepament cette valeur^ ajoutée a la bommc des n premiers termes des diverses séries cpUàtéfales pré* citées, exprimera la valeur totale actuelle cfe la somme donnée dans le cas proposé , et sera trouvée égale à^ multiplié pat ' -,
287 . III* CAS. — Soit C la plus vieille des trois têtes, ns ce csis, toutes les séries collatérales dans leselles la tête G se trouve impliquée doivent être Qtinuées jusqu'aux dernières limites de la vie hu** aine; mais toutes les séries dans lesquelles la tête n'est pas impliquée doivent être continuées jus*l'au 71*'"' terme seulement. Conséquemment les lantités
mendront respectivement égales à
La(i+{) 'a 2(i+f) ' ab^'^'^ J
b(i + e) • * ad+j) • ab ^'t«^ J-
'onc , la somme des n premiers termes des diverses eries collatérales précitées sera égale à s multiplié par
"^ 2(i+d a ^ '^' 2(i+ri * '• ^'^^
Mais après le décès de C, la chance qu'on a de recevoir la somme désignée à la fin d'une des années suivantes dépendra de Tnn de ces trois événemens : i ^. ou Vune des têtes A et B mourra dans Tannée; 2*". ou seulement A mourra dans Tannée, B étant mort avant G dans une des années précédentes; 5^. ou seulement B mourra dans Tannée, A étant mort avant G dans une des années précédentes.
La somme de toutes les espérances qu'on a de recevoir la somme proposée dans le premier cas, pour touteslesannéesullérieuresjusqu'aux dernières limites
delà vie humaine, est, parle prob. XXII, cor. j , égale à
et la somme de toutes les espérances relatives aux deux autres cas est , comme précédemment , égale à
Par conséquent , ces valeurs ^ ajoutées à la somme des n premiers termes des diverses séries collatérales précitées, exprimeront la valeur totale actuelle de la somme donnée dans le cas proposé, et seront trouvées égales à s multiplié par
Corollaire.
>8. Quand les trois têtes sont égales, ou du même :[ue A^ les trois dernières quantités de la for- ! représentée par ]D s'annuUent entièrement , et ression générale devient égale à
Scolie,
9. Comme dans les problèmes suivans on aura mt occasion de rappeler les expressions xléduités i problème dans chacun de ses trois cas » il plus commode de les représenter par on caraciimple. Soient donc
,2 / ac
Alors la valeur actuelle de la somme proposée dépendant de la condition mentionnée dans le problème sera représentée respectivement par ces diverses formules
ID
selon que A , B ou C sera la plu$ vieille des trois têtes.
PROBLËlàE XL.
. S90. : DétermiBer la valeur actuelle d'une aamine payable au décèa de A ou de 6 » pourvu que V^^ de ces tétes soit la pFemière ou U tkmière qm s'éteigne de trois têtes donnés A» B^ Q.
SOLUTIOIf.
Le paiement de la somme proposée à la fin de 1^ première année dépendra de l'un de ces six dif" fqrç^ta événcjipens; i\ 014 toutes le^ têt;^s^ mourront 4^an& l'année; 2?* ou A et B maurrout dai^ Y&né^ et C vivra encore à la fin de Tannée ; 5**. ou A et C mpurroi^ ^na l'année ^ À étant mort le premi^^ et B étant encore vivapt à la fii^ <le l'année; 4'- ^^
B et C mourront dans l'année , B étant mort le premier , et A étant encore vivant à la fin de l'année ; S°. ou seulement A mourra dans l'année , et B et C seront encore vivans à la fin de l'année ; 6°. ou seulement B mourra dans l'année, et A et C seront encore vivans à la tin de l'anaée. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont, pour la première année
abc ' abc ' zabt
{b^b'y.{c^c')a' [tir-t^) b'ç' {b~b')dc'
2«oc ' abç ' atfc '
expressions qui étant ajoutées ensemble et multipliées par s(^i-i-f)'~^, donneront Teepérance qu'on a de recevoir la somme à U fin de la première »aaée.
Mais dans la seconde anné^ et les auiv«ate$, la ' somme désignée peut être reçue si l'un de œuf différens évéoemens a lieu; es sont, en outre des six que nous venons d'énumérer , les suivans : j". oo Â et B mourront dans l'année , C étant mort dans une des années précédentes; 8', ou seulement A mourra dans l'année et fl ci C seront morts dans uw des années précédentes y C étant wiort le premier ,• 9°. ou seulement B mourra dans l'année «t jf et C seront morts 4cms une des années précédentes ^ C étant mort le premier. Les probabilités resçeclives de ces divers événemens pour la seconde aQnée sont
abc ^ ab
expressions qui étant ajoutées ensemble et mulC:^ i" plîées par ^(i +?)*"* donneront Fespérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la seconde anne '^6* De la même manière , nous trouverons les espérai^mces qu'on a de recevoir la somme à la fin de ^a troisième année et de toutes les années suîvanter^ ^^ et si l'on réduit à leur plus simple expression c ^^cs diverses espérances annuelles et quW les dispose 1 ^^^ tines sous les autres^ elles formeront seize sérL ^s collatérales^ dont la somme ^ si on les continu^^it jusqu'aux dernières limites de la vie humaine, ser^sait trouvée égale à s multiplié par
"expression; qui dépouillée du multiple commun^:
peut se réduire à la formule
_, (^ 4- 5 + 2 ABC) — AC—BC
]ue pour plus de commodité je représenterai par (Kg.
291 • \" CAS. — Soit 'A la plus vieille des trois têtes*. Dans ce cas, la somme des n premiers termes des ii verses séries collatérales précitées ^ sera en suî-. irant la même opération que dans le premier ca& iu problème précédent, trouvée égale à
^ 2(i+ç) ' b ^^^^^ ^ 2(i+ç) • bc y^^H
2(l+ç) • bc \^^V) •
Après le décès de A , toutefois , les espérances rei^ latives aux conditions du problème peuvent être plus correctement exprimées pour toutes les années suivantes au moyen du second lemme du chapitre Y; car, puisque la chance qu'on h de recevoir la somme a la fin d'une quelconque de ces années dépend de la mort de B dans l'année et de la mort de A antér rieurement à celle de C dans une des années précédentes (on a vu dans le lemme que la probabilité de, oette dernière condition est représentée par i — ^ nfr)^
nous trouverons que la somme des espérances ultérieures jusqu'aux dernières limites de la vie humaine est égale à j(t — ^) X r^ V . T (i H- p)""*-
Conséquemment cette valeur ajoutée à la somme des n premiers termes des diverses séries Collatérales précitées , donnera ^ (it -f- v) pour là valeur totale actuelle demandée.
292. IP CAS. — Soit Bla plus vieille des trois têtes. Daûis ce cas, la somme des n premiers termes des diverses séries collatérales précitées sera ^ en opérant de la même manièi^ que dans le second cas du problème précédent ^ trouvée égale à
2(1 +ç) ac ^ ' ' ''
Après le décès de B^ toutefois, les autres espérances peuvent être exprimées plus correctement pour toutes tes années suivantes au moyen du lemme que nous attms cité pins haut; car, puisque la chance qu^on a de recevoir là somme à ta fin d^nne quelconque de ces années dépend de la mort de A dans Tannée ef de la mort de B antérieurement à celle de C ddnts une des années précédente^ (on a vu dans le lemmé que la probabilité de celte dernière condition est représentée par i — (p) , nous trouverons que la somme des espéranires de ces années, continuées
' ( ^5i ) ju9<}tt'Àtix defnièr^ lithites dé là vie hUttlàifié, e$t
égale à s(t — ç) X ^ . - (i + f)~". Par consé-
qaeht cette valeur ajoutée à la sornihe des n premiers termes trouvés ci-dessù§y exprimei^a la Valeur totale actuelle de la soilîme dounéé dans le cas J)W)jiOsé. trotte cette Vaietir lôtàlë est égale à
295. llï' CAS. — Soit C la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas^ la somme des n premiers termes des dîvétses séries collatérales précitées sera, éti bpé^ x^ant de la même manière que dans le troisième cas du problème pt^écédent, trouvée égale à
Màié, ^ptks le décès de C, lés é^perâhee!; fëlàtiVèS ^ux condition^ du problème peuvent êtfé exprimées plus correctement pour toutes les années suivantes ^u moyen du lemme que tioni ayons cité plus haut ; c^r la chance qu'on a de refcevoîr la somme à la
fin d'UBë de ces aiihées dépendra de l'un de ces trois événemens : 1 1 ou A et B mourront tous deux dans l'année; 2**. où A mourra dans l'année, B étant ^ort avant C dans une des années précédentes; 5\ ou B mourra dans l'atitiéc, A étant mort avant
C dans une des années précédentes. Les probabilités de ces trois évéoemens pour la (n + i)^^""
année sont respectivement ^*^* a > "~V*"^"ï)
et — T- Ti — 4r — *j: expressionsquiéfantajoutées
ensemble et multipliées par (i+p)""^"****^ donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la (/H-ï)""' année.
De la même manière , les probabilités de ces événemens pour la (w+a)""' année sont respecti-
yement ^ ^, — — (i-<p_y)
et — 7 — (i — ^ ), expressionsquiétantajoutées
ensemble et multipliées par (i+p)""^""*"*^ donneront Tespéraace qu'on a de recevoir la somme à la fin de la {n + 3)""*' année. En raisonnant de la même manière , on trouvera l'espérance qu'on a de re^ cevoir la somme à la fin de la (w-f-S)""' annéc; et ainsi de suite jusqu'aux dernières limites de la vie humaine ; la somme de toutes ces espérances annuelles y réduites à leur plus simple expression; sera trouvée égale à s multiplié par
Qule qui étant ajoutée à la somme des n premiers les des diverses séries collatérales précitées exaera la valeur totale actuelle de la somme déée dans le cas proposé. Donc cette valeur totale
égale à j(<tt+^H-z). '
Corollaire.
94. Quand toutes les têtes sont égales ou du ne âge que A, les trois dernières quantités de formule représentée par (C sannuUent entièreit , et l'expression générale devient alors
S colle.
S95. On voit que la valeur actuelle du capital igné, payable aux conditions stipulées dans le iblème, ajoutée à la valeur actuelle de la même nme, payable aux conditions stipulées dans le ^blème précédent , donne une somme égale à
< ^^f . T s d'où il suit que la valeur d'une
lies étant déterminée , on pourra facilement ob- \iv l'autre en retranchant cette valeur de l'ex- 3ssion générale que nous venons de donner,
pourvu que les âges soient les tnémes dans les deux exemples.
PROBLÈME XLl.
296. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A , poui^vu que cette tête soit \dL seconde qui s'éteigne de trois têtes données ÂyB;C, et pourvu que C meure avant B.
I 1AA
on
jtei
SOLOtlON.
La chance qu'on a de recevoir le capital désigné à la fin de la première année dépend de l'un de ces deux événemens : i°. ou toutes les têtes mourront dans cette année , C étant mort le premier et Â le second; ou A et C tnourront dans Tannée, A étant mort le dernier et B vivant encore à la fin de Tannée. Les probabilités de ces deux événemens sont respectîvétïiént
6adc fiabc '
expressions qui étant ajoutées ensemble et tnultipliées par s (i+p)""* donneront Tespéi*ànce qu'on a de recevoir la somme à la fiti dé la premièi*e aâîi^é. Mais la chance qu'on a de recevoir la somme à la fin de k seconde année et de toutes les aimées
s Al
^nsuivaûtes dépendra de Tuu des quatre événement IdifiFérens: i". ou toutes les têtes mourront dans 1 année , C mourant le premier et A le second ; 2°. ou A et C mourront dans l'année , A mourant . le dernier et B vivant encore à la fin de l'année; 3** ou A et B mourront dans l'année , A mourant ï of le premier et C étant mort dans une des années fêle î|jMpécédeu tes; 4°- ^^ seulement A mourra dans Tan- ^é^f B vivant encore à la fin de Tannée et C étant niort dans une des années précédentes. Les probabilités de C66 divers événenlens pour la seconde année sont respectivement
Jej^J 6a6c ' 7.ab '
lïMKi ^^^ ^ ^ -^ ^^ > ^ ^ ^
oiff
lëe.
a de recevoir la ^omme à la fin de la seconde' animée. De la même manière nous pouvons trouver les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième année et de toutes les années suivantes ; jusqu'aux dernières limites de la vie humaine ; la somme de toutes ces espérances annuelles sera la valeur totale actuelle du capital désigné
\' payable attit conditions du problème*
Ces diverses espérances étant réduites à leur plu.<»
] simple expression et disposées les unes Sôus les autres^ formeront douze séries collatérales , dont U
\l expressions qui étant ajoutées ensemble et multii pliées par «^(i+f)""*, donneront l'espérance .qu'on
somme , ou la valeur actuelle demandée, sera trouvée égale à s{J'' —J""").
Corollaire.
297. Quand tontes les tètes sont égales^ ou du même âge que A ^ cette expression (d'après ce qui a été dit au corollaire du prob. XXX), devient égale
a «y X — n. . —^ ; cest-a-dire e^stle a la
sixième partie de la valeur actuelle du capital pro- i posé payable à Textinction de deux quelconques des / trois têtes données. f-
PROBLÈME XLII
- 298. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A, pourvu que cette tête soit , la dernière qui s'éteigne de trois têtes données A,B,C, j, et pourvu que C meure avant B. ^
SOLUTION
'It
La somme désignée ne peut être reçue à la fia de la première année que si les trois têtes meurent dans cette Tannée et dans l'ordre indiqué dans k problème ; la probabilité de cet événement est
(.57) _ — L^ — L^ i ^ expression qui étant multipliée
>ar j(i+p)"S donnera Tespërance qu'on a de rerevoir la somme à la fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes, la iomrae proposée peut être reçue si l'un ou l'autfe le trois diiFérens événemens a lieu: i®. ou toutes es têtes mourront dans l'année, dans l'ordre déigné; 2*. ou A et B mourront dans l'année , A étant Qort le dernier et C étant mort dans une des anlées précédentes ; 5*. ou seulement A mourra dans aunée, et B et C seront morts dans les années pré- 'Mentes , C étant mort le premier. Les probabilités espectives de ces divers événemens pour la seconde nnée sont
6abc ' 7.ab \ c / '
pressions qui étant ajoutées ensemble et multi-
iées par j(i+f)""*, donneront Tespérance qu'on
de recevoir la somme à la fin de la seconde an-
e. De la même manière nous pouvons trouver
espérances qu'on a de recevoir la somme à la
de la troisième année et de toutes les années
vantes jusqu'à l'extinction de la plus vieille des
es proposées; et si ces diverses espérances annuel-
sont réduites à leur plus simple expression et
posées les unes sous les autres, elles formeront
atorze séries collatérales; dont les n premiers
termes varieront selon l'âge comparatif des tètes en question
299. P' CAS. — Soit A la plus vieille des troisr têtes. Dans ce cas, les diverses séries dont noasl parlons doivent être continuées jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , parce que la tête A est impliquée dans chacune d^elles. Far conséquent, la valeur de ces séries sera égale à s multiplié par
+ ^B.C.^-'-^.^-+JBC,'t^\
expression qui, indépendamment du multiplicateur *|,
commun s , peut se réduire à t
k , _ ç (3^ + ABC) — 3A€ ,^AE j,
et que je représenterai par S. Donc quand A est U plus vieille des trois têtes» U valeur actuelle de 1^ somme donnée sera représentée par s >^ S.
300. IP CAS. — Soit B la plus vieille des trois têtes, ans ce cas, la somme des n premiers termes des disrses séries collatérales précitées sera trouvée égale à
[âis après FextinctioQ de la tête B^ la somme des spérances de toutes les années suivantes peut être las correctement exprimée , comme dans le second is du problèn^ç XL , par la formule
'ODc si Ton ajoute cette valeur à la somme des n remiers termes des diverses séries que nous venons e trouver y on verra que la valeur totale actuelle de L somme proposée , quand B est la plus vieille des x)is tètes ^ est égale ks(J^x).
301. lit* CAS. Soit G la plus vieille des trois têtes, ^ans ce cas la somme des n premiers termes des di* erses sériq^i collatérales dont nous parUms sera rouvée égale à
Mais après l'extinction de la tête C^ la chance €[u'( a de recevoir la somme proposée à la fin d'une ann quelconque ne peut dépendre que de deux ëyén mens seulement : i"*. ou Â et B mourront dans Ta née, Â étant mort le dernier; s*", ou seulement mourra dans l'année , B étant mort après C dans n des années précédentes. Les probabilités de ces de événemens pour la (72+ 0'^"' année sont
expressions qui, étant multipliées par (i + f)"^* donneront l'espérance qu'on a de recevoir la som à la fin de la (w-f-iy'"*' année. De la même manière trouvera les espérances qu'on a de recevoir la som à la fin de toutes les années suivantes^ jusqu'i dernières limites de la vie humaine ; et la somme toutes ces espérances sera trouvée égale à s mu plié par
Conséquemment cette valeur ajoutée à la somme n premiers termes des diverses séries précitées ex mera la valeur totale actuelle de la somme doni dans le cas proposé. Donc cette valeur actuelle égale à j(i^+z).
Corollaire.
302. Quand les trois têtes sont égales ou du même âge que A, les trois dernières quantités' de la fofhiùle représentée par S s'annulent^ et ^expression générale devient alors
i^g(3:^_ ^AA-^- A A A)
c est-à-dire égale à la sixième partie de la valeur actuelle de la somme proposée; payable iiu*dérnîef ftécès des trois têtes. • ■■> 5»'|
PROBLEME XL^HI. : î »i
303. Déterminer la valeur .actuelle, d'iuft. Capital payable au d^pès de A , pourvu que cette Itête soit la première \o\x \dL seconde qui s'éteigne;, de trois /têtes doanées A , B^ C^ et pourvu que Cf dans te dernier cas, meure avant B. w;:r
soLurioir.
Le paiement de la somme à la fin de la fMremière ^anée dépendra de l'un des quatre événemens diflérens : i"". ou toutes les têtes mourront dans l'année^
Â étant mort le premier, ou C étant mort le premier et Â le second; 2°. ou Â et B mourront dans l'année, Â étant mort le premier et C étant encore vivant à la (in de Tannée; 3°. ou Â et C mourront dans Tannée , et B vivra encore à la fia d^ Tannée ; 4*'« ou seulement A mourra dam Tannée , et B et C vivront encore à la fia de Tannée. Les probabilités respectives de ces divers événemens sont
(fl— û') . (* - b') . {c—d) (a— a') {b ~ b')c'
2abc ^ nabc '
{a^a').{c—c')b' ^^ (a^a'Wc\ abc abc '
expressions qui , étant ajoutées ensemble et multi* pliées par ^(i+p)""* donneront Tespérance qu'on a. de recevoir la somme à la fin de la première année. Mais dans la seconde année et les suivantes, la somme désignée peut être reçue si Tun de six évé* nemens différens a lieu : ce sont les suivans, en outre des quatre déjà cités. 5"", Ou Â et B mourront dani TaMiee , A «nourânt le p^em]ef , et € étant mort datis^ime'ées années j^cédtântes; 6^ ou seuleriientA tnbUrra dani TaM^ , B vivunt rhtàtt k la fin ût Tan^ née f 6t G élafit môit Mue uiwe des aoàéei^ précédentes. Les probabilités respectives de ces- th. éténèmetis sont^ pour la seconde année ^
iabc * 2.abc '
{d—a').{c'—c")b' («'-a*)*V (a'— «0-(*'— *') / c\ -\ m^ ^' ^— » 'iik'-^ V-^c)'
( 245 ) expressions qui , étant ajoutées ensemble et multipliées par J (i + p)""*> donneront Tespérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la seconde année. Et ainsi de suite pour toutes les années suivantes jusqu'aux dernières limites de la vie humaine : la somme de toutes ces valeurs sera la valeur totale actuelle de la somme proposée, et sera trouvée égale à ^ x -^^ , ou à la valeur actuelle de la somme donnée payable au décès de A, pourvu que cette tête soit la première qui s'éteigne des deux têtes A, B; comme nous l'avons trouvé par le problème XXVII. La vérité de cette conséquence est évidente, car un seul événement s'opposerait au paiement de la somme proposée , et ce serait que B mourut avant A (i).
PROBLÈME XLIV
304. Déterminer . La valeur actuelle d'un capital payable au décès de A , pourvu que cette tête soit la seconde on la troisième qui s'éieigne de trois têtes données A, R, C , et pourvu que C meure avant B.
(i) Il n'est pas iûutile^de remarquèrici que la valeur trouvée au moyeB ie ce problème est égale' k la RonAmo des- vâleiirs trouvées au moyen des problèmes XXIX et XLI : cette coïRci(}eii^e est une pretive de Texactltude de l'opération. .
SOLUTION
La somme proposée peut être reçue à la fin de la première année, si l'un de ces deux éyénemeos a lieu : 1°. ou loutes les têtes s'éteindront dan$ l'année; C étant mort le premier: 2°. ou A et C mourront dans l'année, C étant mort le premier, et B vivant encore a la fin de Tannée. Les probabilités respectives de ces événemens sont
(a — a').{ù'~ù')(c-c') ^^ {a^a)(c^c')b\ 3abc 2<ibc '
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par j (i + p)""*! donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la première année. Mais dans la seconde année et les suivantes, la somme proposée peut être reçue si l'un de cinq différens événemens a lieu : t**. ou toutes les têtes mourront dans l'année, C étant mort le premier; 2*. ou A et C mourront dans l'année, C étant mort 4e premier et B vivant encore à la fin de i^nnée; S"*, ou A et B mourront dans l'année , C étant mort dans une des années précédentes; 4''* ^^ seulement A mourra dans l'année, B vivant encore à la fin de Tanjoée, et C étant mort dans une des années précé^ Rentes; 5°. ou seulement. A niourra dans l'année, et S et C seront morts dans les années précédentes, € étant mort le premier. Les pi*obabiUtés respectives
(245) ces événemens sont, pour la seconde année,
Zabc ' nabc '
tressions quî^ étant ajoutées ensemble et multiîes par ^ (i + p)""*, donneront lespérance qu'on a recevoir la somme à la fin de la seconde année. De aême manière nous trouverons les espérances qu'on e recevoir la somme à la fin de la troisième année de toutes les années suivantes ^ et si l'on réduit diverses espérances annuelles à leur plus simple )ression^ et qu'on les dispose les unes sous les autres^ ;s formeront quatorze séries collatérales, dont la orne des n pi^miers termes variera selon l'âge nparatif des têtes en question.
505. I" CAS. Soit A la plus vieille des trois têtes, ns ce cas les termes des diverses séries dont nous rions doivent être continués jusqu'aux dernières lites de la vie humaine» puisque la tête A se trouve pliquée dans chacune d'elles : donc la somme en 'a égale à s multiplié par
i^^ABC , i+A'BC £ J Br ^^ i + AB'C ^ 6(i + «) ' 6(i+ç) •a~^'-^^-6«^" 6(f-fç) 'b
( :»46) expression qui , indépeadammeat du multiplicateur commun s, peut se réduire , comme dans les cas précédens, à
2 — ({3A—jiBC) + 3yiB—3AC i
r (i-3J'B + 3AC +A'BC)a' > «^ ^ l
et que je représenterai par <&.
Donc quand A est la plus vieille tête, la valeur
demandée sera représentée par s x,^.
306. IP CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas les n premiers termes des diverses séries collatérales précitées seront égaux à
Mais après le décès de B les espérances de toutes les années suivantes peuvent être exprimées plus correctement au moyen du premier lemme du chapitre V ; car puisque la chance qu'on a de recevoir k somme à la fin d'une quelconque de ces années de* pend de la mort de A dans l'année, C étant mort
( »47 ) avant B dans une des années précédentes (on a vu
datts le lemtne que la probabilité de cette dernière cooditiou est représentée par i — (p), nous trquVeroDi que )a somme des espérances de ces années, continuées jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , est égale à
Par cooséquent cette yaleur, ^ioutée à le somme ies n premiers termes de la Siérie trouvée plus haut^ exprimera la valeur totale actuelle delà somme dou^ lée dans le cas proposé : cette valeur sera trouvée îgale à 5 . ((fc + jc).
307. II[* CAS. Soit C la plus vieille des trois tètes. )ans ce cas les n premiers termes des diverses séries lollatérales précitées geropt ég^ux à
Mais après le décès de C, la cbance qu'où 9 de rece*' roîr la somme proposée à la fin d^une quelconque les années suivantes dépendra seulement de la mort le A dans l'année , C étant mort avant B dans une les années précédentes j donc la somme des espérances de toutes les années suivantes sera représentée :omme dans le cas précédent par
Par conséquent cette valeur^ ajoutée à la somme des n premiers termes de la série trouvée plus haut représentera la valeur totale actuelle de la somme donnée dans le cas proposé : cette valeur sera trouvée égale
Corollaire,
308. Quand les trois têtes sont égales, ou du même âge que A, les trois dernières quantités de la formule représentée par <8> se détruisent l'une Tau* tre , et l'expression générale devient alors
PROBLÉBIE XLV.
309. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A , pourvu que cette tête soit la première ou la dernière qui s'éteigne de trois têtes données A^B^C, et pourvu que G, dans le dernier cas, meure avant B.
(i) Il n'est pas mutile de remarquer ici que la valeur ol>* tenue au moyen de ce problème est égale à la somjne des var leurs obtenues au moyen des problèmes XLI et XLII j par là se trouve confirmée l'exactitude de ces résultats et des raisonnemens qui y ont conduit.
SOLUTION
La somme proposée peut être reçue à la fin de L première année si l'un de quatre ëvënemens difirents a lieu : i*. ou toutes les têtes mourront dans année y A étant mort le premier; ou C étant mort î premier, B le second et A le dernier ; a*, ou A et B lourront dans cette année, A étant mort le prelier et C vivant encore à la fin de l'année; 5** ou L et C mourront dans l'année , A étant mort le pre^ aier et B vivant encore à la fin de l'année; 4* ^^ eulement A mourra dans Tannée, et B et C vivront ncore à la fin de l'année. Les probabilités respectives ie ces divers événemens sont
abc ' 2ÛÔC
(g— </).(c— c^).y { ar^)Vc'
nabc ' abc
'^pressions qui étant ajoutées ensemble et multipliées par s (i+p)"* donneront l'espérance qu'on L de recevoir la somme à la fin de la première limée.
Mais dans la seconde année et les suivantes la ^mme proposée peut être reçue si l'un de six événemens a lieu: i*. ou toutes les têtes mourront dans 'année, A étant mort le premier; ou C étant mort e premier, B le second et A le dernier; a*, ou A et
B raourront dans l'année, A étant mort le premier, et C vivant encore à la fin de Tannée ; 5'. ou A et C mourront dans l'année , A mourant le premier, et B étant encore vivant à la fin de l'année ^ Z^"*. ou seulement A mourra dans Tannée , et B et C vivront encore à la fin de Tannée ; S'*, ou A et B mourroat dans Tannée, A étant mort le dernier, et C étant mort dans une des années précédentes; &*. ou seulement A mourra dans Tannée et B et C seront morts dans une des années précédentes y C étant mort k premier. Les probabilités de ces divers événemens pour la seconde année sont respectivement
^Éb^m^-^^Ab
aabc ' nabc '
labc ' 2ab
(^rf^-l)(._i)er-^(.-|:)(._i>
expressions qui étant ajoutées ensemble et multipliées par '^(i+p)'"*, donneront Tespérance qu'on a d^ recevoir la somme à la fin de la seconde année* Delà mêmejtnanîère , nous pouvons trouver les espé" rances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième année et de toutes les années suivantes jusqu'à Textinction de la plus vieille des têtes pfo^ posées; et si ces diverses espérances annuelles sont réduites à leur plus simple expression et disposa les unes sous les autres, elles formeront douze sétiei collatérales, dont les n premiers termes varieront selon l'âge comparatif des têtes en question.
cmens : ]*"• ou A mourra après B dans l'année; *. ou seulement A mourra dans l'année, B étant sort après C dans une des années précédentes. La omme des espérances relatives à ces événemens a déjà té trouvée, dans le troisième cas du problème XLII, gale à
^^2(i-ue) • ab ^ ^*^W
'Xpression qui étant ajoutée à la somme des n preïiiers termes des diverses séries collatérales préitées rendra la valeur totale demandée égalé à
315. Quand les trois tètes sont égales ou du même ge que A , les trois dernières quantités de la formule eprésentée par ^ se détruisent mutuellement, et
(i) Il n'est pas mutile de remarquer ici que la valeur trou-* '^e au moyen de ce problème est égale à la somme des deux valeurs obtenues au moyen des problèmes XXIX et XLII : ^reufe irrécusable de rexactitude de l'opération.
diverses séries collatérales précitées sera égale à
Mais après le décès de B^ la valeur des espérances de toutes les années suivantes peut être plus correctement exprimée y comme dans le second cas du prob. XL par
expression qui étant ajoutée à la somme des n premiers termes trouvés ci-dessus, rendra la valeur totale actuelle de la somme donnée , pour le cas où B est la plus vieille des trois têtes , égale à
312. IIP GIS. Soit C la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas , les n premiers termes des diverses séries collatérales précitées seront égaux à
Mais après le décès de C , la chance qu'on a de recevoir la somme désignée à ia (in d'une quelconque des années suivantes dépendra de l'un de deux évé"
3iDens : i *"• ou Â mourra après B dans rannée; • ou seulement Â mourra dans l'année , B étant ort après C dans une des années précédentes. La mme des espérances relatives à cesévénemensadéjà é trouvée y dans le troisième cas du problème XLH^ aie à
pression qui étant ajoutée à la somme des n preiers termes des diverses séries collatérales prêtées rendra la valeur totale demandée égale à
Corollaire,
315. Quand les trois têtes sont égales ou du même [e que Â , les trois dernières quantités de la formule présentée par ^ se détruisent mutuellement^ et
(i) Il n'est pas inutile de remarquer ici que la valeur trou-* ie au moyen de ce problème est égale à la somme des deux ilenrs obtenues au moyen des problèmes XXIX etXLIIt "eufe irrécusable de l'exactitude de l'opération.
(a54) Texpression générale devient dans ce cas égale à jïi
PROBLÈME XLVI
314. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A et de B , pourvu que ces deux têtes soient les premières qui s'éteignent de trois têtes données A^B^C.
SOLUTION
Pour qu'on puisse recevoir la somme à la fin de la première année, il faudra que Tun de ces deux | é vénemens ait lieu : i "* ou toutes les têtes mourront j dans Tannée y C étant mort le dernier; 2', ou les l« deux têtes A et B imourront dans Tannée, et C vivra . encore à la fin de Tannée- Les probatulîtés reipec-
tjves de ces deux événemens sont
Zabc ' abc ' ï
expressions qui étant ajoutées ensemble et multipliées i pwTi iï (i-f^p)"*', donneront l'espérance qu'on a è^ recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais f dans la seconde année et les suivantes , la ^œme proposée peut être i^çue si l'un de six éyénet^ns différents a lieu: i*". ou toutes les têtes mourant dans Tannée^ C étant mort le dernier; 2*. ou et B mourront dans l'année et C viyra encore à la 1 de l'année; 3^. ou A et C mourront dans l'année, étant mort le premier, et B étant mort dans une is années précédentes ; 4*"* ou B et C mourront dans nnée , B mourant le premier et A étant mort dans le des années précédentes ; S"", ou seulement A ûurra dans l'année, C rivant encore à la fin de innée et B étant mort dans une des années précé- ;ntes; 6^, ou seulement B mourra dans l'année, C vaut encore à la fin de l'année, et A étant mort dans le des années précédentes. Les probabilités respectes de ces divers événemens sont pour la seconde
mée
(fl'—a") . {b'^b") • {c'—c") , (a— a") . (b'—b'Y
3abc ^ abc *
ac
^pressions, qui étant ajoutées ensemble et multipliées ar j(i-|-y»)-*, donneront l'espérance qu'on a de Bcevoir la somme à la fin de la seconde année. De I même manière nous trouverons les espérances u'on a de recevoir la somme à la fin de la 'f r6f srièlne Uaée «^ d« toutes les awMef stirraritèis jusquMM'
( 256 ) dernières limites de la vie humaine : et, si Ton réduit à leur plus simple expression ces diverses espérances et qu'on les dispose les unes sous les autres , elles formeront seize séries collatérales, dont la somme sera trouve égale à s (J^+ B^ — ASf^ )•
Corollaire.
315. Quand les trois têtes sont toutes égales, ou du même âge que A , cette expression (d'après ce qui a été dit dans le corollaire du problème XXX) devient
égale à s x -^^^^^ — ^r—: — ^ • c'est-à-dire égale au
tiers de la valeur actuelle de la somme proposée; payable à l'extinction de deux quelconques des trois têtes données.
PROBLÈME XLVU.
■ - I SOLUTION
Il e$]^ évident que la somme proposée ne peut étr^ r^çpe à . la fiq de la première année que dans le cas
Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable
au décès à.e EL et de'&f pourvu que ces deux têtes ;
soient les dernières cjxiï s'éteignent de trois têtes don- ;
nées Â^B^C. 1
( 257 ) où toutes les têtes s^éteindraient dans lannëe, C étant mort le premier. La probabilité de cet événement est
i L^ 1-i L^ expression qui multipliée par
s (i +/)""* donnera l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes, la somme proposée peut être reçue si l'un de quatre différens événemens a lieu : i"". ou toutes les têtes mourront dans Tannée, C étant mort le premier; 2"*. OU A et B mourront dans l'année, C étant mort dans une des années précédentes ; S"", ou seulement A mourra dans l'année , eîB etC seront morts dans une des années précédentes , B étant mort le dernier; 4''. ou seulement B mourra dans Tannée, et A e^C seront morts dans une des années précédentes j A étant mort le dernier. Les probabilités de ces divers ëvénemens , pour la seconde année , sont respectivement
3abc ' ab
i=i:(,_»i).(,_£i)e,*:=ï(,_i).(,_îv
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par j(i +/)"•, donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la seconde année* On trouverait de la même manière les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième ^nnée et de toutes les années suivantes; et si Ton réduit ces diverses espérances à leur plus simple ex- T. I. ly
]pression^ et qu'on les dispose les unes sous les autres ^ elles formeront dix-neuf séries collatérales , dont la somme; si on les continue jusqu'aux dernières limites de la yie humaine ^ sera égale à s multiplié par
i-f-^C i+^'C a i + BC i+ffC h'
expression qui, indépendamment du multiplicateur commun s y peut se réduire à
. I r ('— 3^-g+3^'C+^gOa' , . D^ 1
+63xL (.+^) ^H-^^,C.3iJ
et que je représenterai par 3.
517. 1*' CAS. Soit A la plus rieiUe d«s trois têtes- Dans ce cas, la somme des n premiers termes des diverses séries collatérales précitées sera égale à
(259) Miais après le dëeès de A , la somme des espérances le toutes les années suivantes sera , eomme dans le premier cas du problème XL , exprimée plus cor rec*« ement par
xpressîon qui , étant ajoutée aux n premiers termes [ue nous venons de trouver, rendra la valeur toale actuelle demandée, quand A est la plus vieille es trois têtes, égale à ^(3 -f- (;).
518. II* CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes. >ans ce cas , la somme des n premiers termes des iverses séries collatérales précitées sera égale à
g^° i(,^ pw-L. l±j::£ tï f I ^ pw
lais après le décès de B , la somme des espérances le toutes les années suivantes sera , comme dans le Kcond cas du problème XL , plus correctement ex^- »riiiiée par
^pression qui , étant ajoutée aux n premiers termes [ue nous venons de trouver, rendra la valeur de- (landée, quand B est la plus vieille tête, égale à
319. UV CAS. Soit C la plus vieille des trois tètes. Dans ce cas^ la somme des/s premiers termes des diverses séries collatérales précitées sera égale à
-«^' * Ci -4- p\-'-J^ZîËl ^ r, _u «V.
Mais après le décès de C, la somme des espérances de toutes les années suivantes sera , comme dans le troisième cas du problème XL, plus correctement j exprimée par s multiplié par
(i+«) ab^ ^rJ
expression qui , étant ajoutée aux n premiers termes déjà trouvés , rendra la valeur demandée ^ quand C ^ est la plus vieille tête, égale à ^ (3 +^-|- z).
Corollaire,
320. Quand toutes les têtes sont égales ou du même âge que A , les trois dernières quantités d^ la formula
*ësentée par 3 se détruiseiat l'one l'autre, etFexsion générale devient, dans ce cas, égale à
-à-dire égale an tiers de la yaleur actuelle de la me proposée , payable au dernier décès des trois
TROBLËBAE XLVUI.
H. Déterminer la valeur actuelle d'iilË^^à^ilâl ible au décès àe A^et deH^ pourvu que ce^ détik'
soient la première et la demiire' failli it de trois têtes données A , B , C.
SOLUTION. ■
I somme proposée ne peut être reçue à la fin de
*emière année que si les trois têtes meurent dans
année , C étant mort le second. La jfrôbàbilitë^
(t événement est *''"
Zabc *- ■■■•■\:
ession qai^ étant multipliée par f (i ^ f)''';i
collatérales dont nous parlons seront égaux a
Mais après le décès de Â ^ la chance qu'on a de recevoir la somme à la fin d'une des années suivantes dépendra de l'un de deux différens événemens : l^ ou B et C mourront tous deux dans l'année , B étant mort le dernier ; 2"". ou seulement B mourra dans l'année , C étant mort après A dans une des années précédentes. Les probabilités de ces deux événemens^ pour la (/i+i)' année, sont respectivement
expressions qui, étant ajoutées ensemble et multipliées par j(i+/)'"^"^'^, donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin delà (n+ 1)' année. De la même manière , les probabilités respectives de ces deux événemens, pour la (n + 2)* année, sont
expressions qui , étant ajoutées eosemble et multipliées par ^ ( I + p)""^""*"*^, donneront l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la («H- ^y année; et ainsi de suite pour toutes les années suivantes, jusqu'aux dernières limites de la vie humaine : la somme de toutes ces espérances annuelles sera trou*
( 365 ) égale à s multiplié par
abc
:ette formule étant ajoutée aux n premiers termes diverses séries collatérales précitées , rendra la eur totale actuelle de la somme proposée, quand st la plus vieille tête , égale ks (fSi — v).
(23. Il*" CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes. 18 ce cas , les n premiers termes des diverses séries latérales précitées seront égaux à
Ls après le décès de B , la chance qu'on a de recer la somme à la fin d'une des années suivantes dé*idra de l'un de deux événemens différens : ou A ] mourront dans l'année > A étant mort le dernier ; ou seulement A mourra dans l'année, C étant »rt après B dans une des années précédentes. Les )l)abilités de ces deux événemens, pour la (w+i)' née, sont respectivement
( 266 ) expressions qui^ étant ajoutées ensemble et multi pliées par^(i4-p)^""*"'\ donneront l'espérance quon a de recevoir la somme à la fin de la (/t+i)' lonée. De la même manière nous pourrons trouver les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la (n -f- ^y année et de toutes les années suivantes Jusqu aux dernières limites de la vie humaine; et la somme de toutes ces espérances annuelles sera trouvée égale à s multiplié par I
formule qui ^ étant ajoutée aux n premiers tânu^s des diverses séries collatérales précitées , rendra la I valeur totale actuelle de la sâmme proposée , quand B | est la plus vieille des trois têtes , égale à j (fi — x\ ■
524* Iir CAS. Soil C la plus vieille des trots têtes. < Daoâ ce cas ^ la somme des n premiers termes des dt* verses séries collatérales précitées sera ^ale à
1 + ^5'» «fl' , .
Mais après le décès de C, la chance qu'on a de recevoir la somme à la fin d'une des années suivantes dépendra de l'un de deux événeraens différens : i**. ou seulement A mourra dans l'année^ C étant mort après B dans une des années précédentes ( la probabilité de cette dernière condition sera maintenant représentée par ^); !2\ ou seulement B mourra dans Tan-^ lée, C étant mort après A dans une des années pré-^ rédentes (la probabilité de cette dernière condition era maintenant représentée par^). Par conséquent a somme des espérances relatives à ces événemens , :ontinuées jusqu'aux dernières limites de la vie hunaine , sera égale à
xpressions qui , étant ajoutées à la somme des n preliers termes des diverses séries collatérales préitées, rendront la valeur totale actuelle de la somme roposée^ quand C est la plus vieille tête^ égale
(i) II ne sera pas inutile de remarquer ici que la somme des aleurs actuelles obtenues au moyen des probl. XL VI, XL VII
tXLVIII, est égale à tf X ' "" ^ , . ,"^ <• , c'est-à-dire
gale à la valeur actuelle de la sofntne proposée , payable au crnier décès des desm têtes A , B.
roi
Corollaire.
325. Quand les trois têtes sont égales ou du même âge que A, les trois dernières quantités de la formule représentée par fi se détruisent l'une Tautre , et Texpression générale devient alors égale à
j — ^{3A—3AA-h A A A)
c'est-à-dire égale au tiers de la valeur actuelle de U somme proposée payable au dernier décès des trois têtes.
PROBLEME XLIX
326. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A e^ y/c B , poyrvu que B meure avant une autre tête C.
SOLUTION
Le paiement de la somme à la fin de la première
année dépendra de l'un de ces deux événemens :
I **. ou toutes les têtes mourront dans l'année j B étant
'mort avant Cj a**, ou seulement A et B mourront
dans Tannée ; C vivant encore à la fin de l'année. Les
'obabilités respectives de ces deux évënemens sont
{a-a') (b—b') (c—c') ^^ {a-a') {b-b')c' \ 7.abc abc '
pressions qui^ étant ajoutées ensemble et multiiées par s (i+p)""* , donneront Tespérance qu'on de recevoir la somme à la fin de la première née.
Mais dans la. seconde année et les suivantes, la mme proposée peut être reçue si Tun de sept dif- 'ens événemens a lieu : i"". ou toutes les têtes mour- Qt dans Tannée , B étant mort avant C ; 2«. ou A B mourront dans Tannée , et C vivra encore à la i de Tannée; S"", ou A et C mourront dans Tannée, 3tant mort dans une des années précédentes; 4"** ou et C mourront dans Tannée, B étant mort le pre** ier et A étant mort dans une des années précéntes; 5°. ou seulement A mourra dans Tannée, étant mort dans une des années précédentes , et C ^ant encore à la fin de Tannée; 6°. ou seulement B 3urra dans Tannée, C vivant encore à la fin de nnée, et A étant mort dans une des années préientes; 7°. ou seulement A mourra dans Tannée, B et C seront morts dans une des années précé^ rites j B étant mort le premier. Les probabilités ^pectives de ces événemens, pour la seconde an* e, sont
{d^à').{b ' —b'').{c'^c'') {a' •-a") . {b'-b")c" nabc ' abc' '
Te V ~ TJ' Wc V'~ W'
-V-bh—bT-V-^J
ac
expressions qui, ëtant ajoutées ensemble et multipliées par ^(i -f- p)"*> donneront Tespérance qu'on a de recevoir la sommé à la fin de la seconde année. De la même manière on trouvera les espérances qu'on a de recevoir la somme à la fin de la troisième année et de toutes les années suivantes^ jusqu'à Textinction de la plus vieille tête, et si l'on réduit ces espérances annuelles à leur plus simple expression , et qu'on les dispose les unes sous les autres, elles formeront quatorze séries collatérales, dont les n premiers termes varieront selon l'âge comparatif des têtes en question.
327. I*"" cis. Soit A la plus vieille des trois tètes. Dans ce cas, les n premiers termes des diy^erses séries 4:ollatérales précitées seront égaux à la somme des termes continués jusqu'aux dernières limites de la vie humaine , parce que la tête A se trouve im^ pliquée dans chaque série. Donc leur valeur iett égale à s multiplié par
i — çA i + AB. i+A'B a' , i+AC i A- A'C d
« » I ■ I I ■ < ia»^«0i*i*— *— »
( 27» ) as cette expression peat se réduire à
yi{A-^BC—ABC ) ^AB + AC {A'B—A'C)a'
3 \^^^^-(.B.C-JB,C).t:]+JBC,.^;
•mule que je représenterai par C. Donc quand A la plus vieille tête ^ la valeur actuelle demandée représentée par s y, €.
Î28. W CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes, ns ce cas ^ les n premiers termes des diverses séries latérales précitées seront égaux à
2(1 +ç) a^ ^ ^^ î^(i+ç) ûc
is après le décès de B, la somme des espérances de ites les années suivantes, continuées jusqu'aux *nîères limites de la vie humaine , sera ( comme is le second cas du problème XXXIX) égale à
pression qui , étant ajoutée à la somme des n pre-> lers termes des diverses séries collatérales préci- 3s y rendra la valeur totale actuelle de la somme
oposée égale a ^ (C •— jc).
( 37^ ) 329. IIP CAS. Soit G la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas , les n premiers termes des diverses se'ries collatérales précitées seront égaux à
Mais après le décès de G ^ la somme des espérances de toutes les années suivantes peut être plus convenablement exprimée, comme dans le cas précédent, ; par /
^•^xV+'t •^(^+P)""'
expression qui, étant ajoutée aux n premiers termes [( des diverses séries collatérales précitées, rendra lâ n valeur totale actuelle de la somme donnée, dans le ! cas proposé , égale ks (i — z). |
Corollaire, ]
330. Quand les trois têtes sont égales ou du même âge que A , les trois dernières quantités de la formule représentée par C se détruisent Tune l'autre, et l'expression générale devient égale à
PROBLEME L
331. Déterminer la valeur actuelle d'un capital payable au décès de A, et de B^ pourvu qu'une autre tète C meure avant B*
SOLUTION
Le paiement du capital désigné à la tin de la première année ne dépendra que d'un seul événement ; il faudra que toutes les têtes s^éteignent dans l'année , G étant mort avant B. La probabilité de cet événement est
:tabc ' '
expression qui, multipliée par ^ (i + p)-', donnera l'espérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la première année.
Mais dans la seconde année et les suivantes^ la somme proposée peut être reçue si Fun de cinq dif-^ férens événemens a lieu : i^. ou toutes les têtes mourront dans Tannée , C étant mort avant B j a®, ou A et B mourront dans l'année , G étant mort dans une des années précédentes ; 5**. ou B et G mourront dans
Tannée, G mourant le premier^ et A étant mort dans TL i8
( 374 ) une des années précédentes; l\. ou seulement B mourra dans l'année^ et A et Oseront morts dans une des années précédentes ; 5% ou seulement A mourra dans l'année y et B et Ça seront morts dans une des années précédentes , B étant mort le dernier» Les probabilités respectives de ces divers événemens, pour la seconde année , sont
nabc ' ab \ cj'
expressions qui^ étant ajoutées ensemble et mullH pliéespar ^(i -f- p)*"% donneront Tespérance qu'on a de recevoir la somme à la fin dé la seconde année. De la même manière nous trouverons les espérances qu'on a de recevoir la somme a la fin de la troisième année et de toutes les années suivantes, jusqua l'extinction de la plus vieille tête ; et si l'on réduit ces espérances annuelles à leur plus simple expression, et qu'on les dispose lés unes sous les autres, elles formeront dix- sept séries collatérales, dont les n premiers termes varieront selon Tâge comparatif des têtes en question.
332. I*"" CAS. Soit A la plus vieille des trois tètes. Dans ce cas , les diverses séries collatérales dont noos parlons doivent être continuées jusqu'aux dernières limites de la vie humaine puisque la tête A se
( ^l5 ) rouve impliquée dans chacune d'elles: donc leur ^omme sera égale à s multiplie par
' HO ' 2(1 +ç) ' . ' 3iÔ ' 2C
Mais cette expression peut se réduire à
Formule que je représenterai par JBH. Gonséquemment pand A est la plus, vieille tète » la valeur demandée 2st représentée par s x iW.
335. n"" CAS. Soit B la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas , la somme des n premiers termes des diverses séries collatérales précitées sera é^le à
Mais après le décès de B ^ la somme des espérances de toutes les années suivantes sera plus correcte-
ment exprimée, comme dans le second cas du problème XL, par i
expression qui^ étant ajoutée à la somme des n premiers termes des diverses séries collatérales précitées, I rendra la valeur totale actuelle de la somme donnée , ^ quand B est la plus vieille tête , égale à s (iW + x).
334. Iir CAS. Soit C la plus vieille des trois têtes. Dans ce cas, les n premiers termes des diverses séries collatérales précitées seront égaux à
2(1 +f) ^ ab
+ -57x:rX:;l(»-H') ■•
Mais après le décès de C, la chance qu'on a de rece voir la somme proposée à la fin d'une des anné^ ^ suivantes dépendra de l'un de trois événemens dîF^ — férens : i*". ou A et B mourront dans Tannée; 2^o^«ï seulement B mourra dans Tannée , A étant mort danivs une des années précédentes; S"", ou seulement ^/^ mourra dans Tannée, B étant mort après G dans uci^ des années précédentes. Les probabilités respectives de ces événemens, pour la (/» + j)' année , sont
Oi-«') (fi-ë^) (0—fi')
ab
( ^77 ) «xpressions qui , étant ajoutées ensemble et multipliées par J ( I + p)"'^""*''^^ donneront Tespérance qu'on a de recevoir la somme à la fin de la (n -{- i)' année. On trouvera de la même manière les espérances de la (iT<-h 2)' année et de toutes les années suivantes , jusqu'aux dernières limites de la vie humaine, et leur somme sera égale à s multiplié par
formule qui, ajoutée aux n premiers termes des diverses séries collatérales trouvées plus haut, rendra la valeur totale actuelle de la somme proposée, quand C est la plus vieille tête, égale à s (Mi -f^ z).
Corollaire,
335. Qi^and toutes les têtes sont égales ou du même âge que A , les trois dernières quantités de la formule représentée par M se détruisent l'une l'autre et l'expression générale devient alors égale à
c'est-à-dire égale à la moitié de la valeur actuelle de la somme proposée , payable au dernier décès des trois têtes.
Scolie.
336. Puisque la somme des valeurs actuelles de la ^mme proposée trouvées par les deux derniers problèmes est égale à
SX ^—
ou à la valeur actuelle de la somme proposée , payable au dernier décès des deux tètes A^ B^ il s'ensuit que la valeur actuelle d'une d'elles étant trouvée , oo obtiendra aisément par une simple soustraction la valeur actuelle de l'autre*.
/\vvvvvv\vvvvvvv\vvv%v\vv\vvvvvvvvvvvvvvvvwvvvvvvvvvv%v\%vvvvwvwvvvvv^^
CHAPITRE IX
DE L'HYPOTHfiSE DB M. 1>E MOIVRE.
S37. Si les dëcroissemens de la vie^ dans une le quelconque d^obseryations , étaient égaux et iformes depuis la naissance jusqu'aux dernières lites de la vie humaine, les nombres de yivans iqués par cette tabl« à tous les âges successifs , se- 5nt les termes d'une progression arithmétique déissante. Or, bien que cette supposition ne soit pas icle pendant toute la durée de la vie, cependant is beaucoup de tables d'observations (particulîènent celle de Northampton ) on voit que vers les ;s intermédiaires les décroissemeit^ sont, pendant grand nombre d'années consécutives, constans et iformes, ou au moins à peu de chose près, et c'est ' cette observation que M. de M oivre fonda son jénieuse hypothèse que « les décroissemens de la vie sont en progression arithmétique, w En ef- , il imagina que les différences en moins d'un té compenseraient les différences en.plus d'un autre,
et il en conclut que^ quoique les valeurs déduites de ce principe ne pussent pas être strictement vraies, du moins Terreur commise ne serait pas très sensible. Pour faire servir cette hypothèse au calcul des valeurs des annuités viagères, il ëtsfit nécessaire de supposer l'étendue de la vie limitée à un certain laps de temps , que , pour des raisons que des obser-^ vations ultérieures ont montré n'être pas bien fon-^ dées, il fixa à 86 ans; remarquant toutefois, en même temps, que les exemples de personnes vivantes audelà de cet âge sont trop rares pour mériter d'entrer en considération dans un aperçu général de cette matière.
D' Price et M. Morgan ont beaucoup discouru dans ces dernières années sur cette hypothèse; le second^ en particulier, s'est montré fort sévère dans ses ob-^ servations sur les applications auxquelles elle se prête. Il est vrai que des découvertes plus récentes ont montré qu'on ne peut pas toujours se fier à eUe, et les grands travaux exécutés par ces auteurs pour déduire les valeurs des annuités Ôl observations exactes et rendre par là superflu Tusage de l'hypothèse, peu-^ vent excuser en quelque façon la manière hautaine et dédaigneuse dont il l'ont considérée.
Néanmoins l'hypothèse elle-même est encore d'un usage très étendu dans la théorie des annuités, et demeurera toujours comme un monument de Tes* prit ingénieux de son illustre inventeur.
338. On doit surtout remarquer que le principal avantage de l'hypothèse de M. de Rfoîvre est de faci^
( ^8. ) er considérablement la détermination de la valeur ituelle des annuités sur une tête ou un groupe de usieura têles. La méthode dont nous nous sommes rvis pour déduire ces valeurs dans lepremier pro- [ème de cet ouvrage , est extrêmement laborieuse jojrez page 21)^ puisque les numérateurs des frac-^ ons qui composent la série ne décroissent pas d'une lanière régulière. Mais quand ces numérateurs sont n progression arithmétique ^ kt somme de toute la îriepeut être exprimée par une formule générale,, t il ne faudra pas plus de temps pour en trouver la aleur que pour calculer un seul terme de Tautrc érie dont nous venons de parler.
Quoique M. de Mioivre, dans l'application de ses principes aux questions pratiques, ait supposé que 5 dernier terme de la vie humaine est 86 ans , c'est- -dire que sur 86 personnes prises au moment de leur naissance, il en mourra une annuellement, jusqu'à :e qu'elles soient toutes éteintes; cependant ce nomire ne découle pas nécessairement de son hypothèse, ît tout autre âge pourrait lui éti'e substitué si on le rouvaîl plus d'accord avec des observations réelles. ^in prenant toutefois la même limite que M. de Moivre, il est évident que le nombre d'individus divans à un âge quelconque sera égal au nombre tl'années comprises entre cet âge et 86; c'est ce nombre qu'il appelle le complément de vie d'une tête. GoQséquemment dans cette hypothèse , ^ , b, c,. . . . seront les complémens de vie des têles A, B, C, . . . . vespectivement , ou seront égaux au différences com-"^ prises entre leurs âges respectifs et 86.
D'après cela , on verra clairement que Tcxpression
qui ^ dans le problème I , corollaire i , d&îgne la valeur d'une annuité sur la têle A, deviendra
or cette série peut être divisée en deux autres, dont j^ la première est L
et la seconde qui doit en être retranchée est «
Mais la première, que je représenterai par /, esl égale à la valeur actuelle d'une annuité certaine pendant Fespace a, et la dernière est égale à
par conséquent la valeur totale actuelle de l'annuité est , dans cette hypothèse , égale à
( 285 ) 540. De la même manière, l'expression
li représente la yaleor d'une annuité sur un groupe I deux tètes A B , deviendra , dans cette hypothèse ,
r(a-i).(ft-i) (a-a).(M (a-3).(&-3) {a-bUM) "]
ne qui ne doit comprendre que b termes j B étant la os vieille des deux têtes. Mais si l'on développe , en èctnant la multiplication, les numérateurs des ictions composant cette série ^ l'expression entière lut se diviser en trois autres séries distinctes , qui nt
a+ b ah
L(i+rt ^ (i+er "*■ ('+€)' "*"'"*' (i+c)U
' s L(i+7) "^ ô+7r "*■ Ô+7? "*"•'• (w^cYJ'
la jHremière de ces séries est égale à la valeur actuelle 'une annuité certnine pendant l'espace h^ et je la eprésenterai par y ; la seconde est ^ d'après ce qui a té dit plus haut , égale à
ah ^ r^ '
et la troisième est égale à
Conséquemment la valeur totale actuelle de lannuité sur uo groupe de deux tètes est égale à
j iï
341. En raisonnant de la même manière ^ on trouvera que l'expression
qui désigne la valeur d'une annuité sur le groupe de trois têtes A B C, deviendra, dans cette hypothèse; égale à \
'■il ' r (a— 1).(6— i).(c— I) , (a— 2) . (&— a) . (c— a) . abcL (1+,) "*" (!+{)»
série qui doit être continuée jusqu'à c termes seu- : lement, C étant maintenant la plus vieille tête. ; Mais la série entière , si l'on développe ses termes^, peut se convertir en quatre autres > qui sont
j^4ac+^g r 2 , a 3 ^ c "]
abc L(i+ç)^(H-€)*^(i+€)^'^'"*(i+ç)d'
la première de ces séries est égale à la valeur elle d'une annuité certaine pendant l'espace c, ur que je représenterai par^, et les autres peu- ' être ajoutées de la même manière que dans le précédent ; donc la valeur totale actuelle d'une iité sur les trois têtes réunies est égale à
î-^TK'*+^'-'-'-")-?x
12. Mais depuis la publication des tables exactes a valeur des annuités^ déduites d'observations les, ces formules sont devenues de rare ou de
usage I et l'on n'y a presque jamais recours, oins qu'il ne s'agisse de trouver une valeur aplimative d'une annuité sur des têtes dont les
ne se trouvent pas indiqués dans ces tables, imoins l'hypothèse elle-même est encore d'un id usage dans la théorie des annuités^ et facibeaucoup plusieurs calculs qui s'y rattachent, iculièrement lorsque la chance qui fait l'objet problème est temporaire seulement, comme on erra évidemment par le problème suivant.
i iSè )
PROBLÉBIE U.
543. Trouver la valeur d'une annuité sur une têle donnée y pendant une partie de l'existence de laquelle les décroissemens de la vie sont considérés comme uniformes.
SOLUTiOK.
Soit A la tête donnée ^ et n l'intervalle des décroissemens égaux , soient encore a le nombre de personnes vivantes à Tâge de A , et a le nombre de personnes vivantes à un âge plus avancé de n années, et représentons par cT les décroissemens égaux de la vie. Alors la vaileur d'une annuité sur cette tête sera représentée par la série J
qui pent se diviser en deux parties,
dernière de ces séries est , d'après le problème 1 , rollaire 5, égale à j4^, ou égale à 1^ valeur d'une nuité sur sur la tête A , différée de n années ; et la 3mière peut se diviser en deux autres , qui sont
Dt on trouvera aisément , d'après ce qui précède , e la somme est égale à
nséquemment la valeur totale de l'annuité sera
Mais puisque J^ est toujours égal à (i), cl
lisque jé^ est égal à
i peut rendre cette expression plus con^mode pour
(i) On peut généralement prendre cette formule pour la ^ie valeur sans erreur sensible , niême quand les décroisse- -1^8 ne sont pas exactement réguliers.
la pratique en y faisant ces substitutions; cette valeur deviendra donc
Or Ton voit, d'après les tables d'observations de Northampton , que les dëcroissemens de la vie sont presque uniformes durant tout l'intervalle compris entre 20 et 80 ans; si donc on a une fois calculé la valeur d'une annuité sur une tête âgée de 60 ans, la valeur d'une annuité sur une tête de tout âge intermédiaire peut être aisément déduite de la formule que nous venons de donner , et sera a très peu de chose près la véritable valeur demandée.
Exemple. Supposons que le taux de Tintérêt soit de 5 p. 100; dans ce cas la valeur d'une annuité sur une tête âgée de 80 ans sera 3,5 1 5 : et si nous voulons en déduire la valeur d'une annuité sur une tête de 20 ans, la formule deviendra
^^-513; L 6oXo,o5 X ^<>5 X 18,9295
ce qui approche bien de 14^007 ou de la véritable valeur donnée par le^ tables. Et si l'on considère (p^ la valeur ici trouvée ne pourrait être déduite i^
( 289 ) orollaire de la page 22 , sans qu'on calculât soixante 3rmes de la série donnée à cette page , on reconaitra nécessairement Futilité de cette formule.
Corollaire,
344. Si l'on demande la valeur d'une annuité temporaire pour un espace déterminé n , et que cet îspace se trouve entièrement compris dans l'intervalle les décroissemens égaux indiqués par une table quelconque d'observations , la série
lésignera , dans ce cas y la valeur exacte; et c!est ine formule d'une très grande utilité quand on ne X)ssède pas de tables d'annuités déduites d'observaions réelles; si les décroissemens sont égaux à peu le chose prqs , la formule ne différera pas sensiblenent de la véritable expression.
Exemple. Supposons qu'on veuille trouver la vaeur d'une annuité temporaire de ^o ans sur une ^ète âgée de 20 ans, en supposant l'intérêt à 5 p. 100 îtla mortalité conforme aux tables de Northampton. Dans ce cas la formule deviendra ,
ia,462i-. g^^^^^^^ ^^^g X(i,o5x ia,462a - aox 0,3769) = 10,844 j
( ^o ) taleùr exacte d'une annuité temporaire de la ans 8UF une tête âgée de :2o ans; car Ton verra t k table XXV que de 1 âge de 20 ans à celui de 4o^ les décroissemens de la vie sont égaux. La valeur déduite de la règle du n° 47, est 10,847.
545. Ce problème et son corollaire serviront à montrer quel utile parti on peut souvent tîrer de ITiypothèse de M. de Moîvre, et de quelle manière on doit s'en servir toutes les fois que roccaàioû s^en présente. Mais puisque les décroissemens de la vie sont surtout irréguliers dans les premiers et les derniers âges de l'existence, et ne sont uniforoiesou à peu près tels qu'aux âges intermédiaires^ ou voit que cette hypothèse ne peut être employée sans danger que pour déduire la valeur des annuités oa des assurances temporaires. A cet égard elle est d'une tatilité extrême , et épargnera souvent tes calcub h^ plus laborieux* C'est de cette manièt^ '^né M. Morgan a bîeti vduhi s'en servir, encore fâ*-t-il fait ftirfiye^ mdnt, et , je ne sai<$ ^our qtteïïe ràisoû, après avoir p>réatablement nié qu'il dût efi faire aucuif usagts
J'observerai ici que les règles dôtit on se seM poor déterminer la valeur des annuités cpii dépendent de la v4e entière d'un eerlatn nottïhréâe tête^ ttréé^cl'un dtrfrc nombre queîconqiae de têtèS, an ûcè^ annuités en réversion ou dépeiiâtitit d*une siirvîvâhce >. et en ^néral potir ré^oud^é leé proUhème» e6ntentis dans les chapitres II , III et IV de cet ôuffage, sont absolument les mêmes avec l'hypothèse de M. de Moivre ou les observations réelles. Car dins chacun de ce»
( 291 ) ^u, la solation de ces questions se déduit de tables iudiqûant les valeurs desaonuités sur jine tête ou ua ^fotipe de plusieurs têtes, et par conséquent l'utilité DU l'inutilité de l'bypothèse de M. de Moivre quant à la valeur des annuités ^ dépendra toujours des propo* si lions fondamentales que nous avons traitées plus baut.
Mais pour déduire la valeur des assurances ou des [Capitaux |>ayables au décès , ses règles sont certainement beaucoup plus simples que celles déduites d'obovations réelles; et il eût été heureux que cette bypothèse eût pu être admise pour toute la durée de la vie. Comme il n'en est pas ainsi, nous devons nous contenter deâ facilités qu'elle donne souvent pour déterminer, en beaucoup d'occasions, une valeur très approchée des assurances ten^raires.
De la manière de troui^er par approximation la valeur des annuités viagères.
346« Je ne puis clore ce chapitre sans faire ob-« lerver l'utilité et la convenance des formules déluited de l'hypothèse de M « de Moivre , pour nous imener à trouver^ d'après les valeurs des annuités ur une ou plusieurs têtes à un taux quelconque d'inérêt, les valeurs des annuités sur les niêmes têtes, à m autre taux d'ititérât. Pour développer cette ndé*- :hode , j'observetai que , d'après l'hypothèse de M. de. Moivre^ la vie moyenne d'une tête quelconque est s^ale à la moitié de son complément de vie. Consé*^
( ^92 ) queniment le complément de vie d une tête est égal à deux fois sa vie moyenne. Si donc nous substituons deux fois la vie moyenne d'une tête, déduite d'observations réelles, aux quantités a, b om c dans les formules générales des n"* 559 , 540 et 541 , les valeurs provenant de ces substitutions approcheront généralement beaucoup plus des valeurs exactes que celles obtenues en faisant a^ bon c égal au complément de vie de la tête proposée, d'après l'hypothèse de M. de Moivre. Ou bien (ce qui est tout ce qu'on demande en cette occasion) la diflFérence entre les valeurs d'une annuité sur une ou plusieurs têtes, déduites de cette manière de la vie moyenne de ces têtes, h deux taux quelconques d'intérêt, sera presque la même que la différence entre les valeurs exactes d'une annuité semblable, aux mêmes taux d'intérêt, déduites d'observations réelles. Par conséquent, quand la valeur d'une annuité à un taux quelconque d'intérêt est donnée, on obtiendra facilement une valeur très approchée d^une semblable annuité à un autre taux, au moyen de la première différence dont nous parlons ; comme on le verra évidemment par la règle générale qui suit.
Appelons la valeur exacte ^ calculée d'après un taux quelconque d'intérêt , la premièiie valeur.
Appelons la valeur déduite des vies mayemves au même taux d'intérêt , la seconde valeur.
Appelons la valeur déduite des vies moyennes à un autre taux d'intérêt , la troisième valeur.
Alors la différence qui existe entre la seconde et k TROISIÈME valeurs, retranchée de ou ajoutée à la
( 293 ) PREMIÈRE valeur y selon que la seconde est plus graude ou moindre que la troisième, sera. la valeur approchée de lannulté à l'autre taux d'inte'rêt proposé.
Exemple. Quelle est la valeur approchée d'une annuité sur une tête âgée de 20 ans, à l'intérêt de 4 P- ï^o, en la déduisant de la valeur exacte à 5 p. 100 et d'après les observations de Northamp-
ton?
La PREMIÈRE valeur, ou la valeur exacte à 5 p. 1 00 , est, par la table XXVII, égale à 14,007. La seconde valeur, déduite au même taux d'intérêt de la vie moyenne au moyen de la formule du n* 559,, est égale à
(1) Quand le double de la vie moyenne forme un nombre mtier accompagné de décimales, comme il arrive le plus louvent , la valeur d'une annuité payable pendant ce temps )cut être facilement obtenue de la manière suivante. Suppoions que le nombre d'années soit, comme dans le cas actuel, î6,86. La valeur d'une annuité de 66 ans est, d'après la able LIX, 19,201 , et la valeur d'une annuité de 67 ans, îst 19,239. La différence entre ces deux valeurs est o,o38 ; h >n multiplie cette différence par la partie décimale 0,86 . et jii'on ajoute le produit o,o33 à la moindre des deux valeurs , jn aura 19,9-34 pour la valeur de l'annuité de 66, 86 ans.
En comparant la seconde et la troisième valeurs ici obtenues, c'est-à-dire i3,95get 16,984, aux valeurs dç la. table XXVII, on trouvera qu'elles approchent beaucoup plus
(294 ) La TROISIÈME valeur^ déduite de la même formule à 4 p- 100 y est ëgale'à
DODC
sera la -valeur approchée que l'on demande, et elle ne diffère que d'une unité du dernier ordre de la ▼ajeur exacte donnée à la table XXVIl.
347. Les mêmes principes sont applicables au cas d'un groupe de deux têtes, et Ton trouvera que dans les deux cas les valeurs déduites sont souvent sensiblement les mêmes que les valeurs exactes; que généralement la diflFérence n'excède pas la vingtième ou la trentième partie de la rente d'une année ; que cette différence est moindre dans le cas d'un groupe de plusieurs têtes que dans celui d'une seule tête; et qu'elle est la même , qu^l quç soit Iç taux de Fintérêt (i).
des valeurs exactes que celles obtenues au moyen de Fhypothèse de M. de Moivre , et données à la table XLIX. On voit donc que la formule de M. de Moivre, donnée à la page 282 peut quelquefois être utilement employée pour trouver promp' tement et par une seule opération , une valeur approchée dW annuité, déduite d'observations réelles.
fi) Price a démontré par un grand nombre d'exemplea 1» vérité de ces assertions. Le même auteur remarque que ces
De la valeur des annuités viagères croissantes^
348. L'hypothèsç de M. de Môîvre nous fournît aussi une formule utile et commode pour déterminer la valeur des annuités viagères croissantes; c^e5t-4i* dire des annuités de i fr. , 2 fr. ,3 fr. , etc. (ou tous multiples de ces somnies), payables à la fin de 1^ a, 5, • . . années respectivement^ si la tête A existe à ces diverses époques; car la série exprimant cette valeur sera évidemment égale (d'après ce qui a été dit à la page 28:2) à
expression qui pourra être divisée en deux autres
léductions so^t si aisées ^ surtout dans le cag d'une seule tête, t approchent si près des vraies valeurs , qu'il regarde comme DUtile de calculer à plus d'un taux d'intérêt les valctirs exitdtë^ ['après chaque table d'obser valions. Mais quelque utiles que oient les règles ci-dessus dans la pénurie actuelle de tables xactes , il n'en serait jpas moins précieux de posséder de nouelles tables à divers taux d^intérêt; et j'espère que Xeé per-» oon09 qui pourraient entreprendre par la siïîte cette tiAehe aborieuse^ ne se laisseront pas inflaenicerpu* une ^excuse aHi^ àible et aussi blâmable. L'utilité réelle et l'objet des tables, le tout genre est d'épargner dti temps et du travail , et de; prévenir les erreurs.
séries, savoir
L(i4-ç) ^ (i+ç)' "^ (i+ç)' ■*"•••• (i+€rJ Pour abréger les calculs , supposons
Alors la somme des deux séries ci-dessus, ou la va-* leur de launuité demandée sera représentée par
Mais d'après ce qui a été dit au n* 359 , on verra que la valeur d'une annuité sur une seule tête A est représentée par
et d'après ce qui a été dit au n"" 340, que la valeur d'une annuité sur un groupe de deux têtes égales AA est représentée par
( ^97 ) Donc
par conséquent
a{A '-^ A A) zszsc — -
sera la valeur de rannuité croissante demandée ^ d'où nous déduisons la règle suivante.
349. De la valeur d'une annuité sur la tête donnée, retranchez la valeur d'une annuité sur un groupe de deux têtes égales et du même âge que la tête donnée , multipliez le reste par le complément de vie , ou deux fois la vie moyenne de la tête donnée , et le produit sera la valeur demandée.
Exemple. Supposons que la tête proposée soit âgée de 40 ans et que l'annuité soit de i fr. la première année, n fr. la seconde, 3 fr. la troisième, et ainsi de suite dans l'ordre des nombres naturels. Quelle est la valeur actuelle de cette annuité, en supposant l'intérêt a 4 p* 100 et la mortalité conforme aux tables de Northampton?
Ici nous aurons ^ = 1 3, 1 97 , A A = 9,820 et a , ou deux fois la vie moyenne, = 46, 16; par conséquent
46,16 X (13,197 — 9i82o) = 155,882 sera la valeur demandée.
Si Tannuité était de lo fr., 20 fr., 3o fr., etc. la. valeur actuelle serait x 55,882 x 10. Ou si elle e'taît de i5 fr. , 3o fr., 4^ fr., etc., sa valeur actuelle serait 1 55,882 x, j5.
Mais quand Tannuité commence par mie somme supérieure à i fr. et s'accroît seulement de i fr. par année , nous devons ajouter à la valeur trouvée plus haut la valeur d'une annuité sur la tête donnée, multipliée par le premier paiement diminué d'uae unité; et la somme est la valeur demandée. Ainsi si Fannuité, dans le premier cas cité plus haut était de i5 fr., 16 fr., 17 fr. , etc., nous devrions roultiplier 15,197 par i^, et le produit, ou i84i7^5 ajouté à 155,882 donnerait 340,640 pour la valeur demandée.
354. Ces exemples et beaucoup d'autres peuvent servir à montrer d'un coup d'œil la grande utilité de Thj^pothèse de M. de Moivre^ Les ca$ d'application les plus fréquens nous cou vaincront de son importance pratique; mais son mérite principal t^nsisieeQ ce qu elle conduit nos recherches dans ];>eau£Oup de branches de cette théorie, où l'analyse ordinaire n'etlt pu être qu'extrêmement embar]:assée et soU" vent même eût complètement échoué; elle est donc bien loin de mériter les fausses et méprisantes épi' thètes de misérable et d'absurde*
V»wV»»(W»V»>W^M»%%»»»VVV»%<M<^WO<l>»VW vW«(«WMWVM««VVV%Ar vWVV»VW¥^l^»<»>»i<»V\»WW»W»*MH<<a>
CHAPITKE X.
DB LA VALEUR PES ANNUITES PAYABLES PAB 8EIIIESTEUB9 ETC. DES ASSURANCES PAR SEMESTRE 9 ETC. ET DES ANNUITES ■YP0TBDBQUBE8 SUR IMMEUBLES.
352. Dans les chapitres précëdens , les valeurs des annuités ont été calculées dans la supposition qu'elles Jont toutes payables annuellement , comme il arrive in effet le plus fréquemment. Mais comme d'autres îonvenlions pourraient se présenter, il sera utile de connaître les limites des différences provenant de ces nrconstances. C'est donc pour ne rien laisser à désirer »ur ce sujet que j'entreprends les raisonnemens qui font cuivre, et que je ne ferai précéder d'aucun lutre préliminaire (i).
(i) Celui qui touche une rente viagère par semestre a un louble avantage sur celui qui reçoit une même rente annuelement ; car , outre l'intérêt de chaque paiement pendant six Tiois, il a la chance de recevoir un paiement semestriel de ^lus que celui qui touche annuellement. De la même manière y ^lui qui touche par trimestre a un double avantage sur celui ^ui touche par semestre^ etc., etc.
( 5oo )
Si a, af, a", a'", etc. représentent les nombres de personnes vivantes à l'âge de A et aux âges plus avancés que A de i ^ 2, 3 , etc. années , d'après ce qui a été dit au n° 23; alors
—^ — , — ■ — , etc.
désigneront les nombres de personnes vivantes aux âges plus avancés que A de ^, i ^,2 5-, etc. années; ces nombres, quoique n'étant pas strictement exacts dans tous les cas^ rempliront le but que nous nous proposons, et seront aussi près de la valeur réelle que nous pouvons le désirer. Par conséquent , la valeur actuelle d'une annuité sur la tête A payable /?flr semestre est égale à
i — "— r + FTl-^H ^ +
-!.(, + ,)i"C+e)',(,^^)-(.+cV
série qui peut évidemment se partager en deux autres , savoir
— r H H H 5 + etc.
La dernière de ces séries est égale à —; et lapreniièrÊ
( 5o. ) i peut encore se diviser en deux autres séries
égale à
ne la valeur totale actuelle de l'aïuiuité est égale à 14-^. ('+ C)'^ _ aCi+e)'^+i+ ^+(i-K)^
4(<+cr 4(>+er
kf ais puisque la quantité . , a
passe rarement l'unité d'une quantité considéle (i), cette expression peut être prise, sans erreur
[) Quand le taux de l'intérêt est de 2 p. loo par aii, la ntité dont il s'agit est égale à i^oooosS , et quand le taux de 10 p. 100, elle est égale à 1,000669 ; on peut de là se ner une idée de sa valeur à tout taux intermédiaire.
sensible^ comme égale à
et puisque
4(i+rî^
est rarement inférieur à :J: (i) d'une quantité considérable, l'expression peut eiicore se réduire à jé +1- C'est-à-dire que , si à la valeur de l'annuité payable annuellement on ajoute le quart de la rente dune année j là somme sera^ à très peu de chose près, h valeur de la même annuité payable par semestre. Cependant 09, pourrait aisément déterminer les vâr leurs exactes au moyen de TcKpression générale cidessus.
353. Si nous voulofîiî déterminer la valeur actuelle d'une semblable annuité payable par trimestre ^ nous prendrons
d+3a" Saf'+a" d'+Za^
(i) Quand le taux de rintérêt est de 2 p. 100 par an, cette quantité est égale à 0,2478 , et quand fintérêt est de 10 p. 100, elle est égale à o,2384; maison voit que quand cette quantité diminue, celle nientionnëe dans la note précédente augmente/ par conséquent ^ -iH i est,, à fort peu de those près, U i^éri'^ Cable vaieuK.
pour représenter les ûombres de personnes vivantes à la fin de ^, |, 1 ^, I |, 2 ^, 2 |, etc. années. D'où la valeur actuelle d'une annuité sur la tète A payable par trimestre sera trouvée égale à
tea*-
Mais cette série peut se diviser en quatre autres , savoir :
— ri 8 »
(3o4) DoQC la valeur totale actuelle de Tannuité est égale à
— 8 •" "TTTl ^ Ï6 •- 4
= 4(1 -He)'^ -f (4+e) - ('+e)"' + a(a-Fe) - (»+g)^ +4+3{ ,
j I 3(i+e)^-ha(i+{)^ + i
Mais, puisque l'expression fractionnaire par laquelle j4 est multiplie excède rarement l'unité d'une quantité considérable (i), cette formule peut être prise, sans erreur sensible, comme égale à
i6(i+çr
et puisque cette dernière expression est rarement inférieure à x (2) d'une quantité considérable, cette
(i) Quand Tiutérêt est de 2 p. 100, cette quantité est égale à 1,000087, et quand l'iute'rêt est de 10 p. 100 , elle est égale à 1,000710 ; on peut parla se former une idée de sa valeur à tout taux intermédiaire.
(a) Quand l'intérêt est de 2 p. 100 , cette quantité est égale à 0,3719 , et quand l'intérêt est de 10 p. 100, elle est égale à
xpression peut encore se réduire à ud^ -f. = • c est-a-
iire^ que si à la valeur de l'annuité payable anluellementy on ajoute les trois huitièmes de la rente ^une armée j la somme sera à très peu de chose irès la valeur de la même annuité payable par rimestre. Les valeurs exactes^ toutefois^ pourraient tre aisément déterminées^ comme dans le pre- QÎer cas, au moyen de l'expression générale doutée ci-<lessus.
354. Dans Thypothèse de M. de Moivre la valeur ctuelle d'une annuité viagère payable /7âr semestre era représentée par la série
quelle peut se diviser en deux autres , savoir
+c)' -+'^ (.+cr ^^+^^* ^•
36o5; on voit d'ailleurs que cette yaleur diminue quand :11e de la note précédente augmente ; par conséquent ^ + } it, à fort peu de'tho°8« près , là valettr ékàcté. '
T. I. ao
( 3o6 ) La première de ces séries est égale à
(i+er-i
et la seconde est égale à
pav conséquent la -valeur totale actuelle de Tannulté est égale h
De la même manière ^ la valeur actuelle d'une annuité viagère payable par trimestre sera , d'après la même hypothèse, égale à
"ÎH r + ^"t"?7lL:T\ + -»*-
expression qui peut se diviser en deux autres séries^ savoiir ,_
iU+J +(,+û= 0+0* '■+" <■+''
(i) Voir ma Théorie de l'Jntéréi çt 4^ ^unuités, p^ 66.
lais la première de ces deux séries est égale à t la seconde est égale à
3nséquemment la valeur totale actuelle de l'annuité )t dans ce cas égale à
En raisonnant de la même manière nous pourrons trouver la valeur actuelle des annuités payables tous autres intervalles; mais il suf&ra de montret* dernière limite de Taugmentation produite par la ipposition que l'annuité soit pay s^ble à dçs inrvalles de plus en plus rapprochés; cette limite ira trouvée si l'on considère l'annuité çonimé ant payée instantanément; dans ce cas l'exprès-
(i) Voir ma Théorie de V Intérêt et des Annuités, p. 56.
iao. .'
( 5o8 ) sion devient
m-JT+ô^'^'- "* ^'**"* ^'8^* * ' nrT+c) '
ou à la valeur actuelle d'une annuité certaine pendant l'espace a payable instantanément.
355. Si l'on compare les valeurs numériques de ces expressions pour les annuités payables par semestre ou par trimestre , d'après l'hypothèse de M. de Moivre , à celles déduites d'obsei^ations réelles, on verra qu'elles se confirment mutuellement et quelles justifient la règle que j'ai donnée plus haut; je veux dire que la valeur des annuités payables annuellement doit être augmentée d'environ le \ de la rente d'une année pour indiquer la valeur des mêmes annuités payables par semestre; qu'elle doit être augmentée d'environ | de la rente d'une année pour représenter la valeur des mêmes annuités payables par trimestre ^ et enfin qu'elle doit être augmentée de la moitié de la rente d'une année pour représenter la valeur des mêmes annuités payable instantanément.
556. Le lecteur doit observer , que dans tous ces cas je n'ai eu égard qu'un taux véritable de Tintérêt annuel^ d'après les principes que j'ai exposés
(i) J'observerai ici que j'appelle NL le logarithme népérien de la quantité qui suit imme'diatement ce caractère.
(5o9) dans UQ autre ouvrage pour déterminer la valeur des annuités en général. Mais ce taux annuel peut toujours être exprimé en fonction du taux nomi" naly en faisant les substitutions dont traite cet ouvrage (i), selon que l'intérêt est payable par semestre^ ou par trimestre , etc. : nous trouverons par là que , dans l'hypothèse de M. de Moivre , les valeurs actuelles d'une annuité , sur la tête dont le complément de vie est a, payable annuellement^ par semestre^ par trimestre, et instantanément ^ et dans la supposition que l'intérêt est aussi payable aux mêmes intervalles, seront représentées respectivement par
ar ' ar * ar ar '
dans ces formules j^ , h , q, et m représenteront maintenant respectivement les valeurs actuelles d'annuités certaines pendant l'espace a , payables ^nnuellement, par semestre^ par trimestre et instanta-nément, et dans la supposition que V intérêt aussi est payable aux mêmes intervalles.
Si l'on compare les unes avec les autres les valeurs numériques de ces expressions , on trouvera que les annuités semestrielles vaudront d'après ce principe environ les -^ de la rente d'une année, et les
(i) C'est-à-dire en remplaçant ç par T i H| — j — i ; d'après
ce qui a été dit dans ma Théorie de V Intérêt et des Annuiléê ^^ p. 54*
( 3io ) annuités trimestrielles environ les ^ de la rent^ d'une année de plus que la valeur des mêmes an* nuités payables annuellement ; et c'est la règle donnée par Price (i). Maïs comme les époques des paiements de l'annuité sont totalement indépendantes des époques du paiement de l'intérêt ^ et ne doivent pais être confondues avec elles (comme j^ Faî expliqué longuement dans le dixième chapitre de ma TTiéorie de V Intérêt et des Annuités )^ nous;trouverons que d'ajouter aux valeurs des tables** ^ et I respectivement, comme on le voit aux n*' 3SS^ et 353 serait la règle la plus correcte pour Tusag^ général; c'est ce qui a déjà été avancé par M. Simpson, dans' sa Théorie des Annuités en Reversion, P^g^ 79^ Comme les deux manières d'opérer sont maintenante sous les yeux du public, le calculateur peut adopter^ la règle qui lui convient le mieux selon les cir-^-
(i) Voyez ses Observations on Rev. Pajr., l. I", p. 11/^6^ Les deux exemples suivans , donnés par lui , montreront la^ différence réelle qui existe dans ces cas.
Valeur d'une annuité sur une tête, intérêt l{ p. 100.
GE
Payable annuellement.
Payable
par semestre.
Payable
par
trimestre.
Payable instantaném.
l4>OIO
149IOI
( 3ii )
constances. Price s'est efforce de combattre la règle de M. Simpson sans établir sur quoi il fonde son Opposition , et de lui substituer la sienne , sans expliquer la nature et la cause de leur différence.
357. Jusqu'ici je n'ai considéré de différences que dans la valeur des annuités sur une seule tête ^ mais il sera évi^nt que dans la supposition où l'on fait valoir l'argent à un taux annuel d'intérêt désigné^ les différences seront presque les mêmes pour un groupe de deux têtes, lorsqu'on déduit la valeur de l'annuité d'observations réelles, et que les probabilités de vivre à la fin de chaque semestre sont respectivement représentées par
ab+a'b' a'b' + a'b' a"b'' + a''b"' ,
«««^ ' * etc. i
nab ' 2ab ' 7.ab '
probabilités qui , quoique n'étant pas tout-à-fait correctes, rempliront le but que nous nous proposons. Cependant dans l'hypothèse de M. de Moivre , et dans la supposition que l'on fait valoir l'argent à un intérêt payable aux mêmes époques que l'annuité, la valeur d'une annuité sur un groupe de deux têtes dont les complémens de vie sont aeib^ payable par semestre, est exactement exprimée par la série suivante
SLOb
Lo+D (■+-:)■ O+D"
(a-2).(^— 2) ia—b).{b~ b)-
(3'0 . , dont la somme , d'après ce qui précède , sera aisé* ment trouvée égale à
De la même manière la valeur d'une annuité sur ces têtes , payable par trimestre , est d'après les mêmes principes égale à
/^ab
dont la somme est égale à
r '^^ ^ar [^ \ 4 r) ^^ r J*
Et ^ si Ton suppose que l'annuité et l'intérêt soient tous deux payables instantanément^ sa valeur de* viendra égale à
Dans ces diverses formules, les quantités h, q, etm désignent les valeurs actuelles d'annuités certaines pendant l'espace b , payables par semestre , par tri-* mestre et instantanément ^ dans la supposition que Viatérêt aussi est payable aux mêmes intervalles.
Des Assurances pajrables par semestre, etc.
358. En raisonnant d'une manière semblable à lie qui nous avons suivie dans la première partie ) ce chapitre^ nous pourrons déterminer la valeur tuelle des Assurances pour chaque semestre ou imestre de la vie humaine* Car^ si Ton représente ir les mêmes quantités qu'au n^ 352 les nombres de irsonnes vivantes à la fin de \y ^î^^î^***- ^i^* les depuis Tâge de A , alors les probabilités que tte tète a de s'éteindre dans le courant des preier^ second^ troisième^ etc.^ semestres seront reésentées respectivement par
• ■ f "~^~~^~ • ^— — — j eic* •
aa ♦•^ aa ' aa ' aa '^ aa
inséquemment la valeur actuelle d'une assurance i la somme s sur la tête A pour chaque semestre i la vie humaine sera véritablement exprimée par
L(i+ç)' ^"^^^ (i+cr • (i+c)
+ ^-=4 +etc. 1 = ^(i +(i+f)0
359. De la même manière , si Ton représente ir les mêmes quantités qu'au n® 353 les nombres de
personnes vivantes à la fin de i, |, i^ .... an* nëes à partir de l'âge de Â^ alors les probabilités que cette tète a de s'éteindre dans le courant des premier , second , troisième , etc. ^ trimestres seront représentées respectivement par
conséquemnient la valeur actuelle d'une assurance de la somme s sur la tête Â pour chaque trimestre de la vie humaine sera véritablement exprimée par
s r^a — a' - a^-^d , a — d , a— a' , cl — i r H T •+• 3 H H â
* L(i+ç)^ (i+çr (i+ç)^ (i+c) («+<)' + etc.] = ^[,+ (i+p)V(i+/>)'+ (!+/']
360. En continuant ces subdivisions^ nous trouverons que la valeur actuelle de la même assurance sur la tête A pour chaque ré^' partie d'une année, sera véritablement exprimée par
^[iH-(i+fr+(»+pf + ..-. (i+f)~j
Maintenant quand n est infini, cette formule de-
( 3i5 ) ^icDt égale à
NL.(,+ç)^ {i+O^^
e qui désigne coiiséquemment la valeur d'une as-? irance pour chaque instant de la vie humaine: ést-ànlire^ la valeur de la somme proposée payale immédiatement à l'extinction de la tête donie (2).
Il peut être nécessaire de remarquer ici que ces deurs sont toutes déduites du véritable taux an^ wl d'intérêt, qui peut être réduit au taux no* inal en faisant la substitution dont nous avons irlé à la note de la page Sog.
(i) Parce que, dans ce cas, 'tLCi +c)^'~U est égal au loin thme népérien de (i +<)•
(2) Gomme le logarithme népérien de (i -|- ç) diffère très ;u de — r—i on peut rendre cette dernière formule plus conmable pour la pratique en la faisant égale à
cpressioa qui excède la valeur de l'assurance annuelle troufe au moyen de la règle de la page 122 , de la quantité
( 3i6 ) Des annuités viagères garanties par des immeubles^
561. Une annuité viagère garantie par des inh meubles diffère des annuités dont nous ayons parlé dans le courant de cet ouvrage ^ en ce que si le titulaire meurt à une époque quelconque entre les échéances désignées pour le paiement de l'annuité^ ses héritiers doivent recevoir une somme proportionnée au temps qui s'est écoulé entre le dernier paiement et sa mort; tandis que dans tous les cas que nous avons considérés jusqu'ici, si le titulaire meurt le jour qui précède celui du paiement, ou à toute autre distance de cette échéance , ses hen* ritiers ne peuvent prétendre à aucune portion de l'annuité.
Dans ce cas , en supposant que l'annuité soit payable annuellement, le titulaire (puisqu'il y a chance égale pour qu'il meure dans le premier ou dans le second semestre de chaque année) peut être considéré comme ayant l'espérance de la moitié de la rente d'une année , en outre de ce qu'il aurait eu à prétendre de l'autre manière. Mais la valeur de la moitié de I fr. payable à l'extinction d'une tête quelconque Â, est diaprés le problème XXII égale à
et c'est la quantité qu'on doit ajouter à la valeur d'une annuité payable annuellement , pour en ob*
(5.7) tenir la yaleur quand elle est garantie par de^ Qimeubles: consëqnemment la yaleur de cette an* luitë est
362. De la même manière , en supposant que Tan- Luité soit payable par semestre^ le titulaire peut tre considéré comme ayant l'espérance du quart [e la rente d'une année y en outre de ce qu'il aurait u à prétendre de l'autre manière. Mais la valeur lu quart de i fr. payable à l'extinction de la tête A lans un semestre quelconque est, d'après la for- Qule du n"" 5S8 , égale à
[' + ('+gr]x(i— c^) ,
xpression qu'on doit ajouter à la valeur d'une anluité payable par semestre, pour obtenir sa valeur [uand elle est garantie par des immeubles; et ainsi le suite pour les additions à faire à la valeur d'une nnuité payable par trimestre, etc. Mais la diffê^ 'ence entre la valeur d'une annuité payable annuelement, non garantie par des immeubles^ et la râleur d'une annuité payable aux mêmes ou à d'athres intervalles, quand elle est 'garantie par des mmeubles, ne peut jamais excéder o,5 ou là moitié le l'unité.
363. M. de Moivre, dans sa Théorie des chances, page 358, a donné, pour trouver la. valeur d'une
annuité garantie par des immeubles et payable an-^ nuellement^ un théorème qu'il a démontre par un calcul différentiel; sa méthode est facilement applicable à son hypothèse : et M. Dodson^ à la page 4 du 5* volume de son Mathematical RepositorjTj a donné un autre théorème pour ce desseia sans faire usage du même calcul^ et a été conduit à un résultat presque semblable. Mais M. Simpson, dans ses Select Exercises^ page 525 > et dans le Supplément de sa Théorie des Annuités , page 70, a donné un thtorème qui montre la valeur, non d'uue annuité payable annuellement, et garantie par des immeubles, mais d'une annuité payable instantanément à un taux annuel d'intérêt désigné. Ces valeurs, dans tous les cas, sont obtenues d'après l'hypothèse de M. de Moivre.
J'observerai ici que les formules que j'ai données plus haut sont les premières qui aient été déduites d'observations réelles , et sont beaucoup plus sin^ples que celles déduites de l'hypothèse de M. de Moivre ; DAais quoiqu'elles découlent ÊEieilement des raisonxieoiens qui les <Mit précédées , et que d'autres écrivains eussent pu les appliquer aisément à la valeur des annuités déduites de ces Qb$ervatio^s , cepen- .d,axit ceux qui .pnt été le plus ardenis à attaquer l'ensemble des principes de M^ de. Moivre^; 40|)seulement ont conservé sans les . corriger m les blâmer ses formules sur cette question et sur beaucoup d autres^ mais les ont insérées dans leurs ouvrages comme donnant une solution naturelle et fiori^cte de ces diâérens problèmes. < ;
%^WiV%»%VVVVVVV»»A<»VVV»VVVV\»VVVVVV^^»<V»v»^/VVV»VV¥¥V»^rVVVVV\i»VV»%»VV»VV»»»^r^^
CHAPITRE XL
DE LA VALEUR j EN PRIMES ANNUELLES j DBS ANNUmÊS DIFFÉRÈBS j DES ANNUITÉS EN REVERSION ET DES ASSURANCES.
364. Dans tous les cas d'annuités différées mentionnés au problème I^ corollaire 3^ et dans les corollaires des problèmes suivans, aussi bien que dans toutes les questions d'assurances^ j'en ai déduit les valeurs en un paiement unique; mais on a souvent besoin de déterminer ces valeurs en primes annuelles. Je vais exposer maintenant la manière dont se fait cette conversion.
Dans le cas des annuités différées reposant sur un groupe quelconque de têtes ABC, la valeur en un seul paiement est, d'après le problème I^ corollaire 5, désignée par {ABCy. Mais si celuL qui achète éette annuité désire, en acquitter le pm: en pakiheiàs annuels égaux , payables pendant le temps éoinf ^1 différée l'annuité /i). ces naiemens^ éâratiiic
(i) Cette prime aanuelle cessatit toutefois â'êti:c payable si les tête» proposées s'éteignent avatit rexpirâtion de ce délai.
doivent être tels que leur valeur totale actuelle soit égale au paiement unique cité plus haut^ ou , en d'autres ternies , il paiera au lieu de cette somme une annuité équivalente pendant l'espace désigné.
365. Représentons par p la prime annuelle de^ mandée , et la valeur d'une annuité temporaire sur les têtes données , c'est-à-dire d'une annuité qui doit durer jusqu'à l'époque où l'annuité différée commence, par Ç/iBCy : alors, puisque la valeur de l'annuité différée, ou Ç/iBCy, doit être payée par paiemens annuels égaux pendant l'espace dont est différée la jouissance de cette annuité (ces paiemens devant cesser d'ailleurs si l'une des têtes données s'éteignait dans cette période) il est évident que la somme ou la valeur de ces paiemens sera égale à la valeur d'une annuité temporaire sur les têtes données et pendant l'espace désigné , et dont la quotité annuelle serait /?; c'est-à-dire,
p{JBCy={.4BCy.
Cette équation n^a lieu cependant que dans la supposition où le premier paiement annuel n'est effectué qu^à lajin de la première année, et continue de l'être à laJin de chacune des années suivantes , jusqu'à l'expiration du délai. Mais cette supposition n'est jamais ou presque jamais exacte; et la manière la plus commune, sinon la manière invariable dont se paie cette prime, est que le premier paiement en soit effectué immédiatement et les autres iui com^
( 3a' ) mencement de chacune des années suiyantes; de sorte que le nombre de primes soit égal au nombre d'années dont est différée l'annuité. DonCj^ puisque le paienoent qui , dans le cas précédent ^ esf effectué à lajin du délais l'est maintenant au commencement j nous devons ajouter l'unité à la valeur d'une annuité payable pendant un an de moins que le délai fixé ; et cette quantité multipliée par le montant de la prime annuelle âera égale à la ynleuf de Tannuité différée* Conséquemment la formule deviendra , dans ce cas,
donc
ABC
f^ i+(ABCy-" d'où la règle suivante :
366. Divisez la valeur de l'annuité différée par l'unité ajoutée à la valeur d'une annuité temporaire sur tes mêmes têtes pour tiii an de moins que le déldt fixé y le quotiéûf sefd la prime atmuelle demandée.
\ùyét y pottr rapplication de cette règle , le scolie de là quéâtion YI daitâ le chapitre XII .
S67. La tfiéttie réglé is'aj^Ifquéra au cas des annuités différées , payables jtr^qti'att dernier décès de deux ou plusiettfs téfes (twjréz frtt>blètiïe H, côfolhire 2). Car si l'on tepvésétïté par L là Valeur d'tiiote dnnuité payable jusqu'au dernier décès d'un nombre quelconque de têtes, alors la valeur d'une semblable annuité
différée sera représentée par Z**, et la valeur d une semblable annuité temporaire pendant un an de moins que le délai fixé sera représentée par Z'""'. DonCj» d'après ce qui a été dit plus haut^ nous aurons
Voyez, pour l'application de cette formule; la question XI du chapitre XII.
Dans ce cas toutefois o,n, devra particulièrement observer que si l'annuité différée dépend de l'existence simultanée des têtes proposées à la fin du délai fixé, comme on l'a vu au problème II, corollaire 5, la formule deviendra
Voyez, pour Fapplication de cette formule , k scolie de la question XI dans le chapitre XII.
368. Un raisonnement semblable nous conduira à trouver la vraie valeur en primes annuelles, payables jusqu'à Textinction des têtes données ; de toute annuité en reversion. Ainsi soit R la valeur d'une annuité em réversion comme celles du premier cas de la page Sy ; alors sa valeur en primes annuelles ^ payables pendant l'existence simultanée des deox têtes, sera
-la même formule s'applique aussi au cas des an-^ lui tés en réversion différées.
Voyez, pour Fapplication de cette formide, le scolie de la question XIII dans le chapitre XII, 5t aussi la question XYIII et le scolie de la question XVIII du même chapitre.
Mais si l'annuité en reversion n'est que tempo^ raire, cette annuité étant représentée par /?', nous aurons
P i + ^APy-''
Voyez, pour l'application de cette formule, la question XIX du chapitre XII.
569. Les principes qui viennent d^être exposéis s'appliqueront aussi à tous les cas dassurances mentionnés au chapitre VI, soit temporaires, soit pour la vie entière. Car si l'on représente par S la valeur actuelle de l'assurance d'une somme donnée, et par S^ la valeur actuelle de l'assurance temporaire de la même somme; alors la prime équivalente payable pendant l'existence simultanée de toutes les têtes proposées sera, dans le premier cas,
P~i+{ABC)' et dans le second cas,
^~ 1 + (ABCy-'' Il est inutile d'observer que quand S désigne la
( 3a4) valeur d'une assurance payable au dernier décès des têtes données, j^BC désigne; aussi dans ce cas la valeur d'ane annuité payable jusqu!au dernier décès da ces tétes^ d'après ce qui a été dit au problème XXII, corollaire 2 ; et ainsi de suite pour toute» les natures d'assurances dont noua avons parlé.
Voyez, pour Tapplioation de cette formule, les questions XXVI , XXVII et XXIX du chapitre XII,
370. Quant aux assurances qui font le sujet du chapitre VIII , la prime annuelle peut être de trois sortes, I*. selon que cette prime est payable jusqu'à ce que le droit soit déterminé; a*« ou jusqu'à ce que le capital assuré soit dû ; 3*. ou selon que ce capital
est du au moment où le droit se trouve déterniiiié> Aiuri diins le problèn^ç XXVII , la $Qrume it^nt
duc en mênpte tepip^ que le droit sic trouve déteruniué on obtiendra la valeur de la prime aunueUe en divi« sant la valeur dç l'assurauce par l'unité ajoutée k h valeur d'uue annuité sur les deux têt^ réunies A B; ce qui donne
Dans le problème XX VIH, le droit est déterminé à la dissolution du groupe des têtes données , mais la somme n'est due qu'à l'extinction de la tête A. Donc la valeur de la prime annuelle payable jusqu'à ce que le droit soit déterminé sera
P — i + AS'
(îaS)
^t la Valeur de la prime annuelle payable jusqu'à ce ^ue la somme soit due sera
Dana le problème XXIX, la somme est due au ^^^omeptoii le d^t esi déterminé, et par conséquent A^ prime annuelle est égale à la valeur de Tasaurance divisée par l'unité ajoutée à la valeur d'une annuité ^ ur les trois tâtes réunies ABC; ce qui donne
S P^'i + AB'C
Dans le problème XXX, le droit n'est déterminé ^t la somme n'est due qu'après la dissolution du groupe de têtes AB et du groupe de têtes AC. C'està-dire que la prime annuelle sera payable pendant l'existence simultanée des têtes A B, et aussi pendant l'existence simultanée des têtes A C, après le décès <le B. Les deux valeurs seront trouvées égales à
P 1+ AB + AC^ ABC
Dans le problème XXXI , la prime annuelle paya-* l)lc jusqu'à ce que le droit soit déterminé sera la même que dans le dernier problème ; mais la valeur
de la prime payable jusqu'à ce que la somme soit due^ est évidemment
Nous raisonnerons d'une manière semblable pour les problèmes suivans du chapitre VUI; mais j'en ai dit assez pour que le lecteur puisse déterminer aisément les primes annuelles des annuités et des assurances dans tous les autres cas qui peuvent se présenter. Je ne pousserai donc pas plus loin mes observations à ce sujet.
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