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Théorie des corps de nombres algébriques
L'ouvrage de M. Hilbert sur la Théorie des Nombres algébriques est un de ces Rapports que publie la Société des Mathématiciens allemands et qui ûxent l'état de la Science à une époque et dans un domaine. M. Hilbert, sans négliger le point de vue historique, y reprend toute la théorie d'une manière didactique, suivie, complète et personnelle. 11 fond. dan-, un exposé nouveau, tous les résultats acquis; il énonce et enchaîne les propositions avec le plus grand soin, fait ressortir les théorèmes essentiels: enfin, dans les démonstrations, toujours nettes et précises, s'il laisse parfois de côté les points secondaires et faciles, c'est pour mieux mettre en relief le noeud même du raisonnement.
Bien des géomètres, en rédigeant un Mémoire, ont rêvé certainement d'un mode d'exposition où les lignes essentielles seraient marquées en vigueur, et les détails seulement esquissés : l'habitude, la crainte de I nl>scurité les ont généralement ramenés dans la route traditionnelle. M. Hilbert a su en sortir. Aussi nul livre n'est-il, pour les mathématiciens, d'une lecture plus attachante : il conduit, sans effort sensible, des parties les plus élémentaires jusqu'aux sommets de cette belle Science des Nombres, déjà si féconde en résultats et si riche encore en promesses. Qui l'a lu, compris et médité possède les méthodes et sait leurs conséquences.
Nous souhaitons que la traduction de MM. Lkvy et Got répande en France le goût de théories et de recherches trop délaissées par notre jeune école de mathématiciens.
G. IIUMBERT.
ÀVEKTJSSKMKNT
Mon maître et ami M. Hadamard désirait que l'œuvre de M. Ililbert relative aux nombres algébriques fut connue en France aussi de ceux qui ne possèdent pas assez la langue allemande pour la lire dans le texte original. J'ai été très heureux lorsqu'il m'a prié d'en entreprendre la traduction
Pendant que je faisais ce travail, j'appris qu'un de mes collègues, M. Got, séduit par la beauté des travaux de M. Ililbert, avait déjà traduit son ouvrage. Je me suis empressé de lui demander sa collaboration et je lui suis très reconnaissant de me l'avoir accordée.
L'ouvrage de M. Ililbert s'adresse à des lecteurs auxquels les éléments de la Théorie des nombres soient déjà familiers; il est par suite souvent, surtout clans la première partie, d'une extrême concision et il demande, la plupart du temps, à être lu la plume à la main. Nous n'avions pas qualité pour suppléer par des notes personnelles (') aux démonstrations manquantes ou très abrégées et nous n'avons pas cru pouvoir mieux faire, pour combler les lacunes les plus importantes, que d'avoir' recours aux leçons professées par M. Humbert au Collège de France; nous lui sommes particulièrement reconnaissant de nous avoir autorisé à extraire de ses cahiers plusieurs Notes relatives à des théorèmes fondamentaux de la Théorie générale et des Corps quadratiques.
Nous tenons également à remercier le Comité de direction des Annales de la Faculté des sciences de Toulouse; c'est, en effet, en grande partie grâce au concours matériel de cet important Recueil que la publication de notre travail a été assurée.
A. Léw.
i. M. Got a toutefois pensé être utile, au moins à quelques lecteurs, en reproduisant au bas des pages quelques-uns des calculs tout à fait élémentaires effectués par lui, au cours de sa lecture, pour rétablir parfois des intermédiaires manquants.
PRÉFACE DE L'AUTEUR
La théorie des nombres est une des branches les plus anciennes des sciences mathématiques, et l'esprit humain remarqua de bonne heure quelques propriétés profondes des nombres naturels. Toutefois, ce n'est qu'aux temps modernes qu'elle doit son existence comme science indépendante et systématique.
On vante toujours de cette théorie des nombres la simplicité de ses fondements, la précision de ses notions et la pureté de ses vérités. D'autres branches des connaissances mathématiques ont dû subir des développements plus ou moins longs avant d'atteindre les exigences de la certitude dans les concepts et de la rigueur dans les raisonnements.
Nous ne sommes donc pas surpris de l'enthousiasme qui à toute époque anima ses adeptes. Legendre dit en dépeignant l'amour d'Euler pour la théorie des nombres : « Presque tous les mathématiciens qui s'occupent de la théorie des nombres le font avec passion. » Nous nous rappelons aussi combien notre maître Gauss tenait en honneur la science arithmétique. Dès que, pour la première fois, il eut trouvé à souhait une démonstration d'une remarquable vérité arithmétique, « le charme de ces recherches 1 avait tellement ensorcelé que, désormais, il ne put plus les laisser ». Il prisait Fermât, Euler, Lagrange et Legendre « comme des hommes d'une gloire incomparable, car ils ont ouvert les portes du sanctuaire de cette science divine et ont montré ce qu'il contient de richesses ».
C'est une particularité de la théorie des nombres que la difficulté de la démonstration de certaines vérités simples découvertes facilement par voie
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d'induction. » Et précisément ce qui donne à l'Arithmétique supérieure », dil Gauss, « ce charme magique qui en a fait la science préférée des géomètres, c'est de ne pas douter de ses richesses inépuisahles qui surpassent celles de toutes les autres parties des malhématiques ».
On connaît la préférence de Lejeune-Dirichlet pour L'Arithmétique, l'activité de Ruminer fut consacrée surtout à la Théorie des nombres, et Kronecker exprima les sentiments de son cours de mathématicien en ces termes : « Dieu fit le nomhre entier, le reste est œuvre de l'homme. »
Si l'on lient compte de la rareté de ses pétitions de principe, la théorie des nombres est certainement la branche de la connaissance mathématique dont les vérités sont les plus faciles à saisir.
Mais pour comprendre et se rendre maître des concepts arithmétiques, l'esprit doitposséder une grande faculté d'abstraction, — c'est là un reproche que l'on fait quelquefois à l'Arithmétique. — Je suis d'avis que les autres branches des malhématiques exigent une faculté d'abstraction au moins égale, en admettant que dans ces domaines aussi on apporte la même rigueur et la même perfection dans l'examen des notions fondamentales.
En ce qui concerne le rôle de la théorie des nombres dans l'ensemble des sciences malhématiques, Gauss, dans sa Préface des Disquisition.es arithmeticœ, considère encore la théorie des nombres comme une théorie des nombres naturels en excluant expressément les nombres imaginaires.
D'après cela, il ne considère pas que la théorie de la division du cercle (Kreisteilung) appartient à la théorie des nombres; mais il ajoute « que ces principes peuvent être tirés tout entiers et uniquement de l'Arithmétique supérieure ». A côté de Gauss, Jacobi et Lejeune-Dirichlet expriment maintes fois et avec force leur surprise à propos des rapports étroits entre les questions concernant les nombres et certains problèmes algébriques, en particulier les problèmes de la division du cercle. La raison intime de ces rapports est parfaitement découverte aujourd'hui. La théorie des nombres algébriques ri la théorie des équations de Galois ont leurs racines communes dans la Théorie des corps algébriques, et cette théorie du corps de nombres est devenue la partie la plus importante de la théorie moderne des nonihres.
Le mérite d'avoir apporté le premier germe de la théorie du corps de nonihres appartient encore à Gauss. Gauss reconnut que la source naturelle pour arriver aux lois des restes biquadratiques était « L'extension du champ de L'arithmétique », comme il dit, cette extension soutenant par l'intro-
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duction des nombres entiers imaginaires de la forme a-\-bi\ il posa et résolut le problème d'étendre à ces nombres imaginaires toutes le-, lois de la divisibilité et des propriétés des congruenees des nombres ordinaires. Plus tard, Dedekind cl Kronecker, en développant et généralisant celle pensée et en se basant sur les idées de kumraer ayant une portée plus grande, arrivèrent à établir notre théorie actuelle du corps de nombres algébriques.
La théorie des nombres n'est pas en rapport seulement avec l'algèbre, mais elle est aussi étroitement liée à la théorie des fonctions. Nous rappellerons les analogies nombreuses et merveilleuses entre certains faits de la théorie des nombres algébriques et la théorie des fonctions algébriques d'une variable: de plus, les recherches profondes de Eliemann, qui déduit la réponse à la question de la densité des nombres premiers de la connaissance des zéros d'une certaine fonction analytique. La transcendance des nombres e et - est aussi une propriété arithmétique d'une fonction analytique, la fonction exponentielle.
Enfin, la méthode si importante et à si grande portée imaginée par Lejeune-Dirichlet, pour déterminer le nombre des classes d'un corps de nombres, repose sur des bases analytiques.
Les fonctions périodiques et certaines fonctions à transformations linéaires touchent plus profondément par leur nature intime au nombre : ainsi la fonction exponentielle e-'T-! peut être considérée, comme l'invariant de l'ensemble des nombres entiers rationnels, comme solution fondamentale de l'équation fonctionnelle f(z -\- i )==/(;).
De plus, Jacobi avait déjà ressenti le rapport étroit entre la théorie des fonctions elliptiques et la théorie des irrationnalilés quadratiques; il va même jusqu'à supposer que l'idée de Gauss, citée plus haut, d'introduire les nombres entiers imaginaires de la forme a -+- bi ne lui est pas venue rien que par des considérations arithmétiques, mais aussi par des recherches simultanées sur les fonctions de la lemniscate et de leur multiplication complexe. Les fonctions elliptiques, pour certaines valeurs de leurs périodes, et la fonction modulaire elliptique sont toujours l'invariant d'un nombre entier d'un certain corps quadratique imaginaire. Ces fonctions, désignées % sous le nom d'invariant, permettent de résoudre certains problèmes difficiles et profondément cachés de la théorie des corps algébriques correspondants, et, réciproquement, la théorie des fonctions elliptiques doit à ces conceptions arithmétiques et à leur application un nouvel essor.
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>~ous voyons comment l'arithmétique. « reine » de la science mathématique, conquiert de vastes domaines de l'algèbre et de la théorie des fonctions, et comment elle leur enlève le rôle de guide. Que cela ne se soit pas produit plus tôt et dans une mesure plus vaste, cela tient, il me semble, à ce que la théorie des nombres n'a atteint sa maturité qu'à une époque récente. Même Gauss se plaint des efforts démesurés que lui a coûté la détermination du signe d'un radical dans la théorie des nombres: « bien d'autres choses ne l'ont pas retenu autant de jours que cette question 1 a retenu d'années »; puis tout à coup. « comme tombe la foudre, l'énigme est résolue ». La construction de la théorie du corps quadratique a apporté de nos jours un développement sûr et continu, au lieu des progrès par bonds qui caractérisaient la science dans son jeune âge.
Il faut ajouter enfin, si je ne me trompe, que, d'une façon générale, le développement des mathématiques pures dans les temps modernes s'opère principalement sous le signe du nombre : les définitions dues à Dedekind et à Weierstrass des notions fondamentales de l'arithmétique, et les ensembles numériques de Cantor ont établi ce principe, qu'un fait de la théorie des fonctions ne doit être considéré comme démontré que si. en dernière instance, il se ramène à des rapports entre des nombres entiers rationnels.
La géométrie s'est arithmétisée par les recherches modernes concernant la géométrie non-euclidienne; ces recherches tentent d'établir la géométrie avec une logique sévère et s'occupent d'introduire le nombre en géométrie sans prêter à la moindre objection.
Le but de ce rapport est d'exposer un développement logique des faits de la théorie des nombres et leurs démonstrations d'après différents points de vue, et de coopérer ainsi à faire avancer l'heure à laquelle les conquêtes de nos grands classiques de la théorie des nombres seront devenues la propriété commune de tous les mathématiciens.
J'ai évité complètement les citations historiques et les attributions de priorité. Disposant d'un espace assez restreint, je me suis efforcé de rechercher partout les sources les plus riches, et toutes les fois que j'ai dû choisir. j'ai donné la préférence au\ moyens qui me semblaient les plus profonds et ayant la plus grande portée. On ne juge pas en soi-même quelle est. parmi plusieurs démonstrations, la plus simple et la plus naturelle: il faut d abord savoir si les principes invoqués sont susceptibles d'une généralisation et s ils peuvent nous conduire à d'autres recherches.
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La première partie de ce rapport traite de la théorie générale du corps algébrique; relie théorie nous apparaît comme un édifice considérable assis sur trois piliers principaux : le théorème de la décomposition unique îles nombres en idéaux premiers, le théorème relatif à l'existence îles unités el
enfin la détermination transcendante du nombre des classes. La deuxième partie renferme la théorie des corps de (ialois, qui à son tour contienl la théorie générale. La troisième partie est consacrée à l'exemple classique du corps quadratique. La quatrième partie traite le corps du cercle. La cinquième partie développe la théorie du corps que Ixniumer a pris comme base dans ses recherches sur les réciprocités d'ordre supérieur. (l'est pourquoi je l'ai appelé corps de Ruminer. La théorie de ce corps de knniiner est le somme! le pins élevé qu'ait atteint la science arithmétique actuelle. De ce sommet, on aperçoit bien tout le domaine acquis par la science, car presque tonte idée ou toute notion de la théorie des corps, au moins prise dans un sens particulier, trouve son application dans la démonstration des lois supérieures de réciprocité. J'ai essayé d'éviter le grand appareil de calculs de Ruminer, pour réaliser aussi ici l'idée fondamentale de Riemann qu'il faut triompher des démonstrations non par le calcul, mais par la pensée.
Les théories de la troisième, de la quatrième et de la cinquième partie sont toutes des théories de corps abéliens particuliers ou de corps abéliens relatifs. Un autre exemple d'une pareille théorie serait la multiplication complexe des fonctions elliptiques, en les considérant comme une théorie des corps qui sont des corps abéliens relatifs par rapport à un corps imaginaire quadratique donné. J'ai dû renoncer à faire entrer ces recherches sur la multiplication complexe dans ce rapport, car les faits de cette théorie n'ont pas encore été l'objet de travaux assez simples et assez complets pour permettre une exposition satisfaisante.
La théorie des corps de nombres est un monument d'une admirable beauté et d'une incomparable harmonie; la plus belle partie de ce monument me semble être la théorie des corps abéliens et des corps abéliens relatifs. Ruminer et Rronecker nous l'ont révélée, l'un par ses travaux sur les lois supérieures de réciprocité, l'autre par ses recherches sur la multiplication complexe des fonctions elliptiques.
Les vues profondes que nous donne l'œuvre de ces mathématiciens dans cette théorie, nous montrent aussi que dans ce domaine de la science une
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foule de trésors les plus précieux demeurent encore cachés; attraits d'une belle récompense qui doivent tenter le chercheur qui connaît la valeur de pareils trésors et qui pratique avec amour l'art de les découvrir.
Les cinq parties de ce rapport sont subdivisées en chapitres et en paragraphes; dans ces paragraphes, les énoncés des théorèmes précèdent les lemmes et sont suivis des démonstrations. Je considère le lecteur comme un voyageur : les lemmes sont des haltes, les théorèmes sont les stations plus importantes désignées à Favance. de façon à ne pas fatiguer la faculté d'assimilation. J'ai signalé par une impression spéciale les théorèmes qui sont en eux-mêmes un but principal à cause de leur importance même, et aussi ceux qui peuvent être pris pour point de départ d'incursions dans un pays nouveau et non encore découvert .
Ce sont les théorèmes 7 (§ 5), 3i (§ 10), 4o (§ 16), 44 (§ 18), 45 (§ 18), '17 (S 19), 50 (§ 26), 82 (§ 49). c>4 (S 58), 100 (§ 67), 101 (§ Go), i.3i (§ 100), i43 (§ 119), i44 (§ 120), i5o (§ i3o), i58 (§ 147), i5g (§ i48), 161 (§ i54). 164 (§ i63), 166 (§ i64). 167 (S i65).
Le* livre est précédé d'une table des matières et d une indication des auteurs cités. Tout à la fin. j'ai placé une table des concepts de l'ouvrage.
Mon ami Hermann Minkowski a corrigé avec soin les épreuves et a lu la plus grande partie du manuscrit. J'ai fait sur sa prière bien des améliorations formelles et matérielles; je lui exprime ici toute ma reconnaissance pour l'aide qu'il m'a prêtée.
Je remercie aussi ma femme qui a écrit tout le manuscrit et a fait les tables.
J'exprime également ma reconnaissance au Comité de rédaction de la Deutsche Mathematiker 1 ereinigung, en particulier à M. Gutzmer, qui a lu les épreuves, et à la maison d'édition Georges Reimer, qui m'a prêté la plus grande complaisance pour la composition et l'impression.
D. H1LBERT.
THÉORIE
PUBLIÉ PAR LA SOCIÉTÉ
DEUTSCHE MATHEMATIKER VEREINIGUNG, en 1897.
TltADLlT PAU M. A. LEVY,
Professeur au Lycée Voltaire.
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Toutes les fois que M. Hilbert cite un auteur, le nom de cet auteur est accompagné d'un chiffre ; ce chiffre, en se reportant à la table des renvois, indique l'ouvrage de l'auteur se rapportant à la question.
Nous mettrons cette table en tète des articles qui vont paraître.
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CHAPITRE PREMIER
Le nombre algébrique et le corps algébrique.
Si. — Le coups algébrique et les corps algébriques conjugués.
Un nombre % est dit un nombre algébrique s'il satisfait à une équation de degré m de la forme
y- + at « + a, a + . . . + am = o
où à,, a„, ..., am sont des nombres rationnels.
Soient *, (3, ..., 7. des nombres algébriques quelconques en nombre fini, toutes
les fonctions rationnelles à coefficients entiers de a, fi •/. forment 1111 système
fermé de nombres algébriques que l'on nomme Corps de nombres, corps au domaine dé rationalité [Dedekind '■ -, Krpriecker16]. Comme en particulier la somme, la différence et le quotient de deux nombres d'un domaine de rationalité est encore un nombre de ce domaine, cette notion de domaine est un invariant relativement aux quatre opérations élémentaires : addition, soustraction, multiplication, division.
Théorème i. — Dans tout corps k il existe un nombre 9 tel que tous les autres nombres du corps sont des fonctions rationnelles entières de 0 à coefficients rationnels.
Le degré m de l'équation de plus bas degré à coefficients rationnels satisfaite par 9 s'appelle le degré du corps k. Le nombre 0 est dit le nombre qui détermine le corps k.
L'équation de degré m est irréductible dans le domaine de rationalité des nombres rationnels.
Réciproquement, chaque racine d'une pareille équation irréductible détermine un corps de degré m.
Si 6', 6", .... 9('"_I) sont les m — 1 autres racines de l'équation, les corps
k', k" /,.<'"-■> déterminés respectivement par 9', 6" 9'"1" *' sont dits les corps
conjugués du corps k.
Suit a un nombre quelconque du corps k et soit
a = c1 + c,ô + ...+cm9m^\ où c,, Cj c,„ sont des nombres rationnels, les nombres
*'=cl + cJj'+...+cJ}'"'-',
sont dits les nombres conjugués de a. ou encore les nombres issus de a par les substitutions
t'=(o : ft') t[i"-')~[H : e""-1').
§ 2. — Le nombre algébrique entier.
Le nombre a est dit un nombre entier algébrique ou toul simplement un nombre entier s'il satisfait à une équation de la forme
-j.m + a, a"'-1 -f as 7.'"-2 -t- . . . + am = o ,
où a , a '(„, sont des nombres rationnels et entiers.
Théorème 2. — Toute fonction entière F à coefficients entiers d'un nombre quelconque d'entiers y., (3, ... , y. est encore un nombre entier.
Démonstration. — Désignons par a', a" p', p" y.', •/.", ... les nombres conjugués à 7., p y. et formons toutes les expressions de la forme
F (a, [5 F (a', p y.). F (a. fi' y.). F (a, p ■/.'). F|Vp' y.)
le théorème connu sur les fonctions symétriques nous apprend que l'équation à laquelle satisfont ces expressions n'a que des coefficients entiers et que le coefficient de la plus haute puissance = 1 .
lui particulier, la somme, la différence et le produit de deux nombres entiers est un nombre entier. Le concept « entier » est un invariant pour les trois opérations : addition, soustraction, multiplication.
Le nombre entier ■• est dit divisible par le nombre entier x s'il existe un nombre entier 7 tel que ix=py.
Théorème 3. - Les racines d'une équation quelconque de degré /■ de la forme
a' + «, a''-1 + fls a''-2 + • • • + a,. = o
sont toujours drs nombres entiers, dès que les coefficients a,, a, aT sont des
nbres algébriques entiers.
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Théorème '\. — Lorsqu'un nombre entier algébrique est rationnel, il esl un nombre entier rationnel.
a Démonstration. — Si on avail »=-, a el l> étant rationnels entiers el premiers
entre eux el 6> i ■ el si x satisfait à une équation dont les coefficients a, a„ sonl
des entiers rationnels, on aurait, en multipliant par h'"~\
—■=— '/,'/'"-' - «Jmï"-2 - ... - ûn //"- = A où A est un nombre entier rationnel, ce qui esl impossible. [Dedekind*, K.ronecker"'.]
Si 3. — La norme, la différente, le discriminant d'un nombre. La hase dc corps.
Suit x un nombre quelconque du corps k el soient x' x'"'_l1 les nombres conjugués à x, le produit
n(a) = aa' ... a""-"
est dit la norme du nombre a. La norme d'un nombre k est toujours un nombre rationnel. De plus, le produit
est la différente du nombre x. La différente d'un nombre est encore un nombre du corps /.-.
Car si l'on pose
-LTL
Enfin, le produit
est dit le discriminant de x.
Le discriminant d'un nombre rationnel est un nombre rationnel et au signe près il est égal à la norme de la différente; en effet
Si a est un nombre qui détermine le corps, sa différente et son discriminant sont différents de zéro. Réciproquement, si la différente et le discriminant d'un nombre sont différents de zéro, ce nombre détermine le corps.
Si » est entier, sa norme, sa différente et son discriminant sont entiers.
Théorème 5. - Dans tout corps de degré m, il existe m nombres entiers <,)_, w,, (<>,„ tels que tout autre entier du corps u puisse être représenté par
10 = (7,10, + atfi>s + • • • + «,„<•>,„,
où at, </.. ",„ sont des entiers rationnels.
Démonstration. — Si a est un nombre entier déterminant le corps, tout nombre w est représentable par
i" = rt + ra a + . . . + rm a
OÙ /',, r rm sont des nombres rationnels.
En passant aux nombres conjugués
il en résulte pour j=i,j m
II, a oj,
où \, comme fonction entière de a, y.', ..., a"*-1', w, oj', ..., iôu"~1) est un nombre entier. Comme, d'autre part, At est égal au nombre entier r/l(y.), A(, d'après le tbéorème 4, est un nombre entier rationnel. Tout nombre entier w peut donc être représenté par
,„ a, + AS ,.+ ...+ A,,,,'"-
où \,. A,, A );/ sont des entiers rationnels et où rf(a) est le discriminant de a.
Soit à nouveau s un nombre de la suite r, 2, m : supposons qu'on ait calculé
tous les nombres du corps de la forme
Jl]-
or
'-fOf,
+ OfV"'
rf(«)
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où les 0, <>''', 0 , ... sont aes nombres entiers rationnels, aous pouvons admettre que 0,=|= o et qu'il est le plus grand commun diviseur des 0,, 1 1 '''. 0, , ... Uors les
m premiers nombres-correspondants u, <■>„, forment un système satisfaisant à la
condition demandée. En effet, ^nit un nombre u 1 1 1 i ~- m m s la forme | 1 1; d'après ce que
nous vei s de dire, on devra avoir \m = amOm où àm est un nombre rationnel, mais
alors la différence
CO* = M
;i ta forme
rf(a)
et l'on aura \m_l = a„,_,Om_, ; si nous considérons la différence i„" = <o" — ",„_,<•>,„_, et si nous poursuivons ce raisonnement, nous en concluerons l'exactitude du t lu'-. . rème 1 5).
Les nombres w, g>,„ forment ce que nous appellerons une hase du système de
tous les nombres entiers du corps k, ou tout simplement une base <lu corps /.'. Toute .autre base du corps est donnée par les formules
ta* =a„û>, +... + alm (..„,, où le déterminant des coefficients <z = ± i. [Dedekind ', Kronecker16.]
CHAPITRE II
Les idéaux du corps.
Si- — I.V MULTIPLICATION DES IDÉAUX FT LEUR DIVISIBILITE. — L'iDEAL PREMIER.
Le premier problème important de la théorie des corps algébriques est la recherche des lois de la décomposition (divisibilité) des nombres algébriques. Ces lois sonl d'une admirable beauté et d'une grande simplicité. Elles présentent une analogie précise avec les lois élémentaires de la divisibilité pour les nombres entiers rationnels et elles ont la même signification fondamentale. Ces lois ont été découvertes d'abord par Ruminer, mais le mérite de les avoir établies pour le corps algébrique général revient à Dedekind et à Kronecker.
Les principes fondamentaux de cette théorie sont les suivants :
\f[ D. HILBERT.
Un système d'un nombre infini d'entiers algébriques a,, a,, ... du corps A\ tel que toute combinaison linéaire X,a, + X,a, ... (où \, \, ... sont des nombres entiers du corps) appartienne encore au système est dit un idéal a.
Théorème G. — Dans chaque idéal a il y a m nombres /,, ;',, ..., im tels que tout autre nombre de l'idéal est une combinaison linéaire
où /, /,„ sont des entiers rationnels.
Démonstration. — Soit s un des nombres i, 2 m; imaginons qu'on ait calculé
tous les nombres de l'idéal de la forme
it =J, wt+ ... -f- J,«>,.
où J, J"', ... sont des nombres entiers rationnels: admettons que J,=|=o est le plus grand commun diviseur des nombres Jv, j'1', .... on en déduira comme précédemment que les m nombres it, ..., im satisfont à la condition indiquée.
Les nombres i /,„ sont dits la base de l'idéal a. Toute autre base de l'idéal
peut être mise sous la forme
où le déterminant de coefficients a = +i.
Soient a, xr, r nombres de l'idéal a tels que des combinaisons linéaires de
ces nombres avec l'emploi de coefficients algébriques X donnent tous les nombres de l'idéal, j'écrirai
Si a = u,, a %r) et b=($1 fis) sont deux idéaux, je désignerai par (a,b)
l'idéal obtenu en réunissant les nombres a,, a2 a, : <ir (i„ p,, et j'écrirai
Un idéal qui contient tous les nombres de la forme X<x et ne contient que ces nombres où À désigne un nombre entier quelconque appartenant au corps et y. un nombre entier déterminé du corps est dit un idéal principal; on le désigne par (a), ou plus brièvement par y., dans le cas où il ne peut être confondu avec le nombre a.
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Tout oombre * de l'idéal a = (a1 *r) esl il il congru à o, suivant l'idéal a
Lorsque la différence de x el p esl congrue à o d'après ii. on dit i jin ■ •/. el (3 sont congrus suivant « ; on écril
sinon on dil qu'ils sont incongrus; on écrit
Lorsqu'on multiplie chaque nombre d'un idéal a = (*, »r) par chaque nombre d'un idéal b=(pi, pa [J,) et que l'on combine linéairement les nombres ainsi
obtenus au moyen de coefficients algébriques du corps, le nouvel idéal obtenu se nomme le produit des deux idéaux a et b. c'est-à-dire
ab = | ï, p, xri8 y, [î, xrpj .
Un idéal c est dit divisible par l'idéal a. s'il existe un idéal b tel que c^=ab. Si c est divisible par a. tous les nombres de c sont congrus à o suivant l'idéal il. On a relativement aux diviseurs d'un idéal le théorème suivant :
Lemme i. — In itléal j n'est divisible que par un nombre limité d'idéaux.
Démonstration. — Que l'on forme la norme n d'un nombre quelconque t(=]=b)de l'idéal j et soit a un diviseur de j, il est évident qu'alors le nombre rationnel entier /! = o suivant a. Supposons que les m nombres de base de a soient de la forme
<xi = «nw1 + • • • + «„„«„, ■J.m = alinwi + . . . + «„„„<•>„,.
où «,, amm sont des nombres entiers rationnels. Soient a'it a'mm les plupetits restes possibles des nombres alt alnm par n. on a :
« = Ki »h + ■■■ + ",„, w„, ",„, «, + • ■ ■ + ",„,„ <-■>,„ i
= «i <•), + ...+ a\m wm a'mi ,..., + ... - amm <•>,„ . n
et cette dernière représentation tic l'idéal a montre l'exactitude de notre affirmation.
Un idéal différent de i et qui n'est divisible par aucun autre idéal que par luimême et par l'unité est dit un idéal premier.
Deux idéaux sont dits premiers entre eux. -i à part i ils ne sont divisibles en commun par aucun autre idéal.
Deux nombres entiers x et p, un nombre entier a et un idéal a sont dits premiers si les idéaux principaux ( y. i et (p) ou -i l'idéal principal (<x) et a sont premiers entre eux. [Dedekind*.]
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$5. Un idéal n'est décomposable qie d'une seule manière en idéaux premiers.
On a le fait fondamental :
Théorème 7. — Tout idéal j peut être décomposé en un produit d'idéaux premiers et il ne peut l'être que d'une seule manière.
Dedekind a donné récemment une nouvelle exposition de sa démonstration. [Dedekind1.] Êa démonstration de Rronecker repose sur la théorie (créée par lui) des formes algébriques appartenant à un corps. La signification de cette théorie se comprend mieux, si l'on établit d'abord les théorèmes de la théorie des idéaux ; c'est alors (pie le lemme suivant rend de grands services.
Lemme 2. — Lorsque les coefficients de deux fonctions entières de la variable x :
G(x)=^x+'ii.r"1 + ...
sont des nombres algébriques entiers et que les coefficients y,, y,, f,, ■•• du produit
F 1 as) G (x) = Tl xT" + Yî x'-*-1 + ...
sont tous divisibles par le nombre entier 10, chacun des nombres a^p,, a.p,. ..., ■j qj . -x B est divisible par w. [Rronecker19, Dedekind7, Mertens1, Harwitz»'*.]
îi I Si î * L
De ce lemme on déduit successivement [Ilurwitz1] :
Théorème 8. — Y chaque idéal (humé a = (a. a, a,.), on peut faire correspondre un idéal b tel que le produit ab soit un idéal principal.
Démonstration. — Posons F = a, a, + ... + xTur et formons le produit des m — 1 formes avec les coefficients conjugués
r = (»;«, + . . . + »>,) . . . «"-".«, + ....+ «T'V) = hf, + ■■■ + ?»/.
où/, ./', sont certaines puissances différentes ou des produits de puissances des
u ,u ur et où p , 'y. P, sont des nombres entiers du corps K, FR = nl où n
est un nombre entier rationnel et U une puissance entière à coefficients entiers, dont les coefficients n'ont pas de diviseur commun. U en résulte que n = o suivant le produit des deux idéaux a et b = (p,, p,, ..., p.). Le lemme 2 nous montre que chaque nombre 7.,,% est divisible par n; en appliquant ce lemme (2) aux deux fonctions obtenues lorsque dans F et R on pose
On a donc
ab = n.
Théorème 9. — Si l'un a pour les i mis idéaux abc, a c = te, on a aussi
Démonstration. — Soil m un idéal l < ' 1 que cm suit un idéal principal (a) d'après
l'hypothèse
acm = bcm,
aa = ■xb , cl par suite
Théorème io. — Si tous les nombres d'un idéal c sont = o suivant a, c esl divisible par a.
Démonstration. — Si uni esl égal à l'idéal principal (*), tous les nombres me sont divisibles par x et par suite il existe un idéal tel que
mc = ab.
et par suite
amc = y.ab, xc = xab , c = ab.
Théorème ii. — Lorsque le produit de deux idéaux ab esl divisible par un idéal premier p, l'un des deux idéaux a ou b est divisible par p.
Démonstration. — Si a n'est pas divisible par p. l'idéal [a, p) est différent de p et de plus contenu dans p, c'est-à-dire = i ; d'après cela, on aurait i — ot + r, où x est un nombre de a et z un nombre de p; en multipliant par un nombre quelconque fi de b, on aurait fi = afi + sfi = xfi suivant p par hypothèse, «fi = o suivant p. par suite aussi ,8 = 0 suivant p.
Dès lors on démontre le théorème fondamental 7 de la théorie des idéaux ainsi qu'il suit :
Si j n'est pas un idéal premier, on a j = ab où a est un diviseur de j différent de j et de 1. Si l'un des facteurs a ou b n'est pas un idéal premier, nous le représenterons lui-même comme un produit d'idéaux et nous aurons j = abc' et nous continuerons ainsi. Nous ne pourrons pas continuer indéfiniment, car, d'après le lemme 1 , un idéal n'admet qu'un nombre fini de diviseurs. Soit r ce nombre, j ne peut être le produit de plus de r facteurs, car -
j était = a,XfliX.-.X a,._,
il serait divisible par les >• + 1 idéaux différents
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La représentation
j = pq ... I
a'esl possible que d'une seule manière, car si l'on avait
i serait divisible par p', et par suite aussi l'un des facteurs du premier produit (théorème 1 1 i on aurait p = p', et par suite d'après le théorème 9
on continuerait de la même manière.
Nous déduirons du théorème fondamental :
Théorème 12. -- Tout idéal j d'un corps k peut être représenté comme le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers du corps ■/. et p.
Démonstration. — Soit y. un nombre divisible par j et p un nombre divisible par
j. niais tels que - et ~ soient premiers entre eux, on a j = (y., p).
§ 6. — Les formes uns coups algébriques et leurs contenus.
La théorie des formes de kronecker [Kronecker16] exige d'autres formations :
l ne fonction entière rationnelle F d'un nombre quelconque de variables, dont les
coefficients sont des nombres algébriques entiers du corps h, est dite une forme du
corps /,-. Si l'un substitue dans la forme F aux coefficients successivement tous leurs
nombres conjugués et si l'on fait le produit des formes conjuguées ainsi obtenues
F' F'"-1 et de la forme F, on obtient une forme entière des variables il, v, ...,
donl lès coefficients sonl des entiers rationnels; prenons-la sous la forme nU(a, v, ...), où /) est un entier rationnel el U une fonction entière rationnelle, dont les coefficients sont des entiers rationnels sans diviseur commun, n s'appelle la norme île la forme F. Lorsque la norme /! est égale à 1, la forme se nomme une forme unité. Une fonction entière, dont les coefficients sont des entiers rationnels sans diviseur commun , est dite/or/ne unité rationnelle. Deux formes sont dites équivalentes (ce qui s'exprime pai- le signe ;^.) lorsque leur quotienl est égal au quotient de deux formes unités ('): en particulier, toute forme unité j». 1. Une forme 11 est dite divisible par une forme G s'il existe une forme Ci telle que II ~ FG. Une forme P est dite une forme première lorsque P, dans le sens restreint, n'est divisible qui par elle-même et par 1.
Le rapport de la théorie des formes de Kronecker avec la théorie des idéaux
(1) Kronecker emploie l'expression « ôqui\ alente au sens restreint ».
THEORIE UKS COUPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. Il)
devient claire par la remarque que de chaque idéal a — (x, xp) on peul tirer une
forme F, et cria en multipliant les rj bres x, xr par des produits différents de
puissances d'indéterminées u. v, ... et en additionnant ces produits. Réciproquement, chaque forme de coefficients x,, ... x, fournit un idéal a = u, xr). C'est
cet idéal que l'on nomme contenu de la forme F. ( >n a alors :
Théorème i3. — Le contenu du produit de deux formes est égal au produit de leurs contenus.
Démonstration. — Soient F et G des formes d'un uombre quelconque de variables
et soient x,, .... a(. et . rit |îv leurs coefficients respectifs. Soi i II = F(> une forme de
coefficients y,. •••> Yr ^e phis, so't P" 'a plus haute puissance de l'idéal premier p
contenu dans a = (x1 xr) et p* la plus liante puissance de p contenu dans
b = (S,, ..., fi5). Supposons qu'on ail ordonné les ternies de F et de ('• d'après les puissances décroissantes de u, puis les tenues contenant les mêmes puissances de a d'après les puissances décroissantes de v, et ainsi de suite. Soit alors xu*u' ... le premier terme de F dont le coefficient n'est pas divisible par une puissance de p supérieure à la a,lrae. et, d'autre part, j3u*V ... le premier terme de b dont le coefficient n'est pas divisible par une puissance de p supérieure à la bème, il est évident que le coefficient v du terme yuh+h'vt+l' ... de II ne sera pas divisible par une puissance de p supérieure à la (a-\-b)éme. Tous les autres coefficients de II seront certainement divisibles par p" ft. Il en résulte que
(V...,«0(fc....,p,) = (T„....ï.)-
De 1 3 il résulte facilement que toute forme unité a pour contenu i, cl que réciproquement toute forme dont les coefficients ont pour plus grand commun diviseur idéal l'unité est une forme unité. Il en résulte aussi que deux formes équivalentes ont le même contenu et que toutes les formes de même contenu soiil équivalentes.
On a d'autres conséquences du théorème i3.
Théorème i4- — A toute forme donnée F on peut adjoindre une forme H telle que le produit FH soit égal à un nombre enlier.
Théorème i5. — Lorsque le produit de deux formes est divisible par une forme première, l'une des formes au moins e>l divisible par P.
Théorème i(ï. — Toute forme peut être (dans le sens de l'équivalence) décomposée en produit de formes premières et ne peul l'être que d'une manière. Ces théorèmes sont parallèles aux théorèmes 8 et i i et au théorème 7. théorème fondamental de la théorie des idéaux.
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\ part 1rs méthodes suivies par Dedekind et Rroneckcr, il existe encore deux méthodes plus simples pour démontrer le théorème fondamental 7: la théorie des nombres de Galois est la base de l'une. Voir § 36. [Hilbert12.]
La deuxième méthode est fondée sur ce théorème que les idéaux d'un corps se répartissent en un nombre limité de classes. L'idée principale de la démonstration de ce théorème peut être considérée comme la généralisation de la marche suivie pour déterminer le plus grand commun diviseur de deux nombres, d'après la méthode d'Eurlide. [Hurwitz3.!
CHAPITRE III
Les congruences suivant les idéaux.
S 7. — La norme d'un idéal et ses propriétés.
La théorie exposée au chapitre II sur la décomposition des idéaux en facteurs nous permet d'étendre la théorie des nombres rationnels aux nombres d'un corps algébrique.
Nous exposerons d'abord les notions et les théorèmes suivants :
Le nombre des entiers incongrus l'un à l'autre suivant l'idéal a d'un corps k est dit la norme de l'idéal a: il s'écrit rua).
Tiiéohème 17. — La norme de l'idéal premier p est une puissance du nombre rationnel p divisible par p.
Démonstration. — Soient les /nombres entiers u>t, ..., <ar d'une base du corps /.' indépendants l'un de l'autre, en ce sens qu'entre ces nombres il n'existe aucune congruence de la forme
aiiùl+...+artùf=o (p)
où al af sont des entiers rationnels non tous divisibles par /), et supposons de
plus que chacun des m —./'autres nombres de la base soit congru à une expression de la forme
suivant le module p; cette expression pourra être congrue suivant p à un nombre quelconque, et le nom lue des nom lues incongrus suivant p sera p' ; /est dit le degré de l'idéal premier p.
THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. ai
Théorème 18. — La norme du produit ai de deux idéaux esl égal au produit de leurs normes.
a Démonstration. — Soit -j. un nombre divisible par a tel que - soit un idéal premier
avec b. Si ; parcourt un système de /uni nombres incongrus suivant a. et r; un systèiue de j/i b i nombres incongrus suivant b. le nombre xr, -f : représentera un système complet de nombres incongrus suivant a b : un pareil système comprend n(a) n(b) nombres.
Théorème io. — Lorsque
'. = «>■«,+ ... +"„„ol,„.
mm m
représente une base de l'idéal a. la norme m a < est égale à la valeur absolue du déterminant des coefficients ".
Démonstration. — Mettons la ba>e de l'idéal sous la forme trouvée dans la démonstration du théorème 0, où tous les coefficients an sont =o pour *•>>', le déterminant des coefficients est alors
D'autre part, l'expression
u,«o,+ ... + »,„<•>„, où
représente un système complet de nombres incongrus à a. ce qui démontre le théorème 19. De plus, on voit que la réciproque est vraie. Les rapports de ce qui précède avec la théorie des formes de Kronecker résultent du
Théorème 20. — Soit F une forme qui a pour contenu a. la norme de la forme F est égale à la norme de l'idéal a. c'est-à-dire n(F) = n(a). En particulier, la norme d'un entier -j. est égale à la valeur absolue de la norme de l'idéal principal a = (a).
Démonstration. — Soient i0 im une base de l'idéal a: construisons une forme I'
F = it «,+ ... + /„,'(,„:
alors
c„, f = /„;,+ ... + itmim,
où lu lmm sont les formes linéaires des », um à coefficients entiers et rationnels. Nous démontrerons tout d'abord que le déterminant [ln] des formes / /„,„,
est une forme unité rationnelle.
En ofTet. car si au contraire tous les coefficients du déterminant [f ] étaient divisibles par un nombre premier p, il exciterait au moins m formes L, Lm, dont les
coefficients sont des entiers rationnels, non tous divisibles parp, et tels que
k /,,+... + LJml=o (p),
Il en résulterait
M«.+ ..:+LJU.s=o (p).
(L1o1| + ... + L,„w,„)F = o, (po)
c'est-à-dire que le produit la serait divisible par pa où l désigne le contenu de la forme L,©, + ... + L„,o>,„, et par suite 1 serait divisible par p, ce qui n'est pas
possible, car un nombre de la forme a, m, + ... + «,„<.>„, où a, «„, sont des entiers
rationnels ne peut être divisible parp que si tous les coefficients at a le sont.
D'après le théorème de la multiplication des déterminants
et en divisant par le facteur
nu '<"
Iwi-I)
on a la relation
FF'... F"-'-mni, B(F) = n(«).
La deuxième partie du théorème est évidente pour F = a.
Si l'on applique à tous les nombres 7.t, a.,, ... de l'idéal a la substitution !' = (<) ; G'), l'idéal a' qui résulte de l'idéal a par la substitution t' , a = (/'*,. /'a2 ..). s'appelle l'idéal conjugué de <i.
Si l'on considère le corps composé de k, k' A-'"-1, les théorèmes 18 et 20 nous
apprennent que le produit de a et de tous les idéaux conjugués à a est égal à un nombre entier rationnel nia).
De là découle une nouvelle définition de la norme d'un idéal a qui correspond à la définition de la norme d'un nombre entier et qui est susceptible d'une importante généralisation. (Voir § 14.)
Théorème 21. — Dans ton t idéal j il existe deux n bres don! les Dormes ont
pour plus grand diviseur la norme de j.
Démonstration. — Suit a= ra(j) el soil ■/ un nombre de j tel que - soil premier
avec a. Uors si -/ a'"-' sont 1rs nombres conjugués de x el j' j'" ' les idéaux
coninsfues de i. — , — : — ; ci par mi Me — L = seront premiers avec a, c est-a-dire
(jne
n(j) = 0 = (am, n(a)) = („,,/:. R(a)).
S 8. — I.E THÉORÈME DE FERMAT DANS LA THÉORIE DES IDl'u V ET LA PONCTION ï(a).
En s'appuyanl mu- les mêmes conclusions qui- dans la théorie des nombres
rationnels, on obtient le fait suivant correspondant au théorème de Fermât. [Dedekind1.]
Théorème 22. — Si p est un idéal premier de degré /, tout nombre entier o> du
corps sa listait à la congruence
Le théorème de Fermât généralisé se transporte aussi facilement dans la théorie des corps. On démontre sans peine les théorèmes suivants. [Dedekind1.]
Théorème 23. — Le nombre des nombres incongrus suivant l'idéal a et premier
avec a est
»(+) = n(a)(i jï-rY 1 —})■■■
n(pt)J\ n(pt)J
où pt. p, pr sont les idéaux premiers différents qui divisent a. On a pour le
nombre s les formules
a,(a)o(»= =,ia&>,
bien entendu si a et b sont premiers entre eux :
S<p(t) = n(a); dans cette dernière formule la sommation s'étend à tous les idéaux t diviseurs de a.
Théorème %l\- — Chaque nombre entier u premier avec un idéal a satisfait à la
congruence
Ainsi chaque nombre entier qui n'est pas divisible par un idéal premier de degré /
satisfait à
u'^-'lsi (p'-)[.
On a de plus les faits suivants :
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Théorème 25. — Si ot, .... ar sont des idéaux premiers entre eux deux à deux et
>i x % sont des entiers quelconques, il y a toujours un nombre entier u> satis-
faisant aux congruences
10 = x, , (a,), •■-, co= a,.. (*r) ■
Théorème ali. — Une congruence de degré r suivant l'idéal p de la forme ax,'+a1JCr-i+... + x, = 0 (?)
où a, a a,, sont des nombres entiers, admet au plus r racines incongrues
d'après p.
Théorème 27. — Soit p un idéal premier diviseur du nombre premier rationnel p il suit x une racine de la congruence
où a, a, a sont des nombres entiers rationnels, x'' est aussi racine de cette
congruence.
Démonstration. — Désignons le premier membre de la congruence par Yx: on a, d'après le théorème de Fermât, la congruence identique en x,
Y(x") = (F(x)y suivant p, ce qui implique le théorème.
S 9. — Les nombres primitifs suivant in idéal premier.
Un nombre entier p du corps />• est dit un nombre primitif suivant l'idéal premier p si les pr — 1 premières puissances de ce nombre représentent // — 1 nombres incongrus suivant p premiers avec p. En procédant comme pour les nombres rationnels, un arrive facilement à démontrer les faits suivants.
Théorème 28. — Il y a <!»(// — 1) nombres primitifs pour l'idéal premier p où «Im// — 1 1 désigne le nombre des restes rationnels incongrus suivant // — 1 el premiers avec pr — 1 .
On n'a pas encore développé une théorie des nombres primitifs pour les puissances d'un idéal premier p: mais on reconnaît sans peine les résultats suivants. [Dedekind6.]
Théorème 29. — Soit p un idéal premier quelconque du corps k, on peut toujours trouver dans k un nombre p tel que toul autre nombre du corps soit congru à une certaine fonction de p à coefficients entiers rationnels suivant une puissance p' de l'idéal premier p, quel que soil /.
Démonstration. — Soil p" un nombre primitif quelconque de p. il esl évidenl que tous les nombres entiers sont congrus à certaines fonctions à coefficients entiers de p" suivant p. Soit
1 1 cbngruence de degré la moins élevée à laquelle satisfait p*.
Si le degré de la fonction 1'=,/". aucune expression de la forme
à coefficients entiers a,, at a^ ne peul être congrue à o d'après ipi. à moins que
(<>u- ses coefficients a,, as a.» ne soient congrus à o d'après p. Comme, d'autre
part, tout nombre eut ici ilu corps esl une expression de cette forme, il en résulte /'=/■
Dans le eas où P(p*) = o suivant p', on posera ? = ?' + ~. où - est divisible par p
. , rfP(p') , . .
et non par p". On a alms a cause de — — - — = - o, suivant p nécessairement,
dp
P(p) = P.(p' + ic) = P(p*) + «^?^=o, (p).
p est un nombre ayant la propriété demandée, car si rt. 7, », parcourent toutes
les expressions de la forme at -r ".p + ... + <ifrf~'. où '/,. ", a. sont des nombres
de la suite o, 1 p — 1 , la somme st, — ïsP(p) 4- •■• + *e[P(p)]'_1 représente des
nombres incongrus par rapport à yr, et comme il y a ici //' nombres, on a épuisé 1rs restes incongrus d'après p'.
Il est évident que tout nombre congru à p suivant p" possède la même propriété.
N'ous utiliserons cette dernière circonstance pour représenter un idéal p.
Théorèvie 3o. — Étant donné un idéal p de degré/, il y a toujours dans le corps k un nombre p entier satisfaisant au théorème 29 et de plus tel (pie
où Pi p 1 est une fonction entière de degré/de p à coefficients rationnels et entiers.
Démonstration. — Suit p = p'a où l'idéal a n'est pas divisible par p. De plus, soit a un nombre entier non divisible par p mais divisible par a. D'après le théorème ai. ^(pf-n = [ suivant p~. Remplaçons le nombre p trouvé tout à l'heure par p -/.',r ""'-"; le nombre p conserve sa propriété précédente; comme de plus le dernier coefficient de Pi p 1 n'est pas divisible par/>, pour le nouveau nombre p P(p) est premier avec a. de sorte que
CHAPITRE IV
Le discriminant du corps et ses diviseurs.
§ 10. — Le théorème relatif aux diviseurs du discriminant du corps. Théorèmes auxiliaires pour les fonctions entières.
Le discriminant du corps k est défini par
où o) , <o , w„, est une base du corps; le discriminant est un nombre entier
rationnel. La recherche des diviseurs idéaux de d a une importance fondamentale dans le développement de la théorie des corps. On a le théorème fondamental suivant :
Théorème 3i. — Le discriminant (/ du corps contient comme facteurs premiers rationnels tous les nombres premiers rationnels divisibles par le carré d'un idéal premier et ne contient que ceux-là.
La démonstration de ce théorème présentait de sérieuses difficultés, Dedekind parvint à les surmonter pour la première fois. fDedekind6.]
Hensel a donné une deuxième démonstration de ce théorème qui complète sur un point importanl la théorie de Kronecker relative aux nombres algébriques. La démonstration de Hensel repose sur les concepts suivants créés par Kronecker. [kronecker"1. Hensel*.]
Soient ui <(„, des indéterminées et u>i um une base, la forme
est dite. la forme fondamentale du corps /.-; elle satisfail à l'équation en x,
(X — (■),«,— ... — (ùmUm)(x — o^Uj— ... —0) ,'„«,„)••• (;C — u, "",
qu'on peut écrire
où l ,, .... Um sont des fonctions de «, <<„, à coefficients entiers et rationnels.
Cette équation <lr degré /// est dite l'équation fondamentale. Pour pouvoir opérer avec
1rs concepts que l'on vienl de définir, il esl nécessaire d'étendre les théorèmes sur la décomposition des fonctions entières d'une variable x suivant un nombre rationnel premier // [Serrel ' | au cas plus général où les fonctions i litières contiennent en pi n ~
de la variable x 1rs m paramètres indéterminés u . at »„,.
Danser ipii suit, nmis entendrons toujours par fonction à coefficients entiers une fonction rationnelle entière de la variable el des indétermi m'es i Ion i 1rs coellicients sonl dis nombres entiers rationnels. De plus, nous dirons qu'une fonction entière
Z(x; u ;/,„> esl divisible suivant \> par une autre foncti sntière \. -il existe uni'
troisième fonction entière ^ . telle que la congruence
Z = XY i/o
ail lieu identiquement par rapport aux variables .'■. ut «„,.
Lorsqu'une fonction entière à coefficients entiers n'est divisible suivant le module p qui' par des fonctions congrues à un nombre rationnel ou à la fonction P elle-même suivant /). nous dirons que la fonction 1' est irréductible suivant le nm ilule p. ou encore qu'elle esl première suivant le nu ulule p {Primfunctiori).
Les théorèmes relatifs à la divisibilité se démontrent comme dans la théorie des fonctions d'une seule variable; nous ferons remarquer en particulier le théorème suivant que l'on démontre facilement par la récurrence enclidienne.
Théorème 3a. — Lorsque deux fonctions entières à coefficients entiers \ el 'S de ./-, u u n'onl pas de diviseur commun suivant le module //. il existe une fonction U entière à coefficients entiers de u, «,„ seulement non congrue à o suivant p, telle que
1 =AX+ IiV i/o.
nu A et B sont des fonctions convenablement calculées de x, ut. u, »,.,.
Notre but esl de déc poser le premier membre F de l'équation fondamentale en
fonctions irréductibles suivant le module p. Xous démontrerons toul d'abord 1rs lemmes suivants :
Lemme 3. — Suit p un idéal premier diviseur de p et de degré/; on peul toujours
construire une fonction th.'-; u,, «., »,„ i de degré/ en x irréductible suivant o et
qui, lorsqu'on y remplace x par la forme fondamentale :. a les propriétés suivantes :
les coefficients des puissances el produits des u,, u. a,„ dans celle fonction sont
tous divisibles par p et ne le sont pas par \y\ et ifs ne sont pas tous divisibles par un idéal premier différent de p et diviseur de p.
Démonstration. — - Suit p = çea. a n'étant plus divisible par v. De plus. -,,it p une racine primitive de p qui a les propriétés indiquées par les théorèmes 29 el 3o, et soit P(p) une l'onction déterminée comme il a été dit. elle est entière à coefficients entiers de degré /, elle appartient à \> et telle que p = nj, Pi,:)).
l'i./ i esl irréductible suivant/), sans quoi p satisferait à une congruence suivant p de degré inférieur à/. Posons
où '/, ",„ sont des entiers rationnels, et nous admettrons que le coefficient de
a' dans P(p) est = i. Comme on a
d'après le théorème 27, on a aussi
c'est-à-dire que la congruence PU') = of|)) admet les /'racines incongrues
el un a identiquement
c'est-à-dire que les fonctions symétriques élémentaires de p, p'\ ..., p^-1 sont congrues suivanl p à certains nombres entiers rationnels.
Comme tout nombre entier du corps k est congru suivant p à une fonction entière à coefficients entiers de p, nous pouvons poser
?=i<p; m„ ...;.aj
suivant p. L fonction à coefficients entiers de p, ut, u.,. ..., um. D'après ce qu'on vient de lire, l'expression
[X - L(? ;«„..., uj][x - L(?" : u «„,)] ... [x - L(p"'- ; « uj]
esl congrue suivant p à une fonction entière à coefficients entiers de ./:, b4, u,, .... «,„: Huns la mettrons sous la forme
n ( x ; h, Uj = x' + Y, j/_1 + . . . + V,
où Vt, ..., V. sinil des fonctions entières à coefficients entiers de ult (/, «,„. Il est
évident que ; mis à la place de x satisfait à
Comme la fonction U(x\ u{, ... , um) = P(x) suivant p, il en résulte que
i't que par suite les coefficients des puissances et produits de nt um dans
fl(;; », um) ne sont pas tous divisibles par ps et pas tous par un idéal premier
différent de p ci contenu dans o.
Lemme 'i. — Toute fonction entière $>(x; uf um) à coefficients entiers qui esl
identiquement congrue à o ipi lorsqu'on remplace ie par la forme fondamentale ; esl divisible suivant p par la fonction lli.<-; nt um i.
Démonstration. — Dans le cas contraire, 'I' el II n'aurai! pas de diviseur c m un
suivant p, el d'après le théorème 32 il > aurait une fonction I à coefficients entiers des suites variables o,. «,,. »,„ non congrue à zéro suivant /*. telle que
U = .VI> + H II suivant p.
A el I! étant des fonctions à coefficients entiers de .'■. ut, u u . D'après cela, en
remplaçant x par \, on aurait L = o suivant p el par suite suivant p. ce qui esl contraire à l'hypothèse.
Lemme ô. — Si '!> esl une fonction à coefficients entiers de .'■. u u qui devient
identiquement congrue à o suivant p' pour x = î, CI> esl divisible suivant p par IIe.
Démonstration. — Posons <I> = IIe' F suivant p ou e'<e et F une fonction à coefficients entiers de x, «,. «.,, — um qui n'est plus divisible par D suivant p: il en résulte que tous les coefficients des puissances el produits de ur ... , um dans
N:b, oJ|'F(M b.
sont divisibles par p". Ordonnons [\{l . u, </„,) F(;: </l um) par rapport aux
puissances décroissantes de ut et les coefficients des puissances de ut par rapport aux puissances décroissantes de u, et ainsi de suite. Suit z le premier coefficient dans 11 qui n'est pas divisible par p1 et en même temps par y. le premier coefficient de F qui n'est pas divisible par p, on aurait r/v. = o suivant pe, ce qui n'est pas possible; c'est-à-dire que tous les coefficients de F sont divisibles par p. et il en résulte d'après le lemme précédent que Fi.c: «,, ... , »,„) est encore divisible par Ili.r : ut um) suivant p. Ce qui est contraire à l'hypothèse.
S ii. — La décomposition di premier membre de l'éqi vim\ fondamentale. Le discriminant de l'équation fondamentale.
Des lemmes 3, '4 et 5, nous tirerons :
Théorème 33. — Si p décomposé en idéaux premiers donne p — p'p''... . ou a, pour le premier nombre de l'équation fondamentale au sens de la congruence suivant p.
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où II, II' représentent certaines fonctions irréductibles suivant p de x: ut, u, u,„:
de plus, on peut poser
F==nenV +pQ
où G est une fonction entière à coefficients entiers contenant les variables x ; ,î , ;; » . et qui n'est divisible suivant p par aucune des fonctions irréductibles II. Il' ...
Théorème 34. —-La congruence de degré m résultant de l'équation fondamentale
F(as; «, um) = o (p)
est la congruence de degré le moins élevée suivant p à laquelle satisfait la forme fondamentale ; mise à la place de x.
Démonstration. — Soit.<I> une fonction entière à coefficients entiers de x, ut. ut. .... u telle que ; satisfasse à <£(a;") = o suivant p. ; étant la forme fondamentale. De plus, soient p. p' ... les idéaux qui divisent /) de degrés respectifs/.,/' ... Si l'on forme la norme, on a pm = j/«+/'e'+-, c'est-à-dire m—fe +f'e' + ...
De plus, soient 11, 11' ... les fonctions irréductibles relatives aux idéaux p. p' ... qui ont été employées dans les lemmes précédentes. Du lemme (5) nous pouvons conclure que
* = nen"" ...v (p)
où W est une fonction entière. Comme II, II' sont de degrés/,/ ... en x, il en résulte que <I> est au moins de degré m, et cette circonstance nous donne, en prenant pour <I> le premier membre F de l'équation fondamentale, la première partie du théorème 33 et le théorème 34-
Si enfin G(x) était divisible par Q(x) suivant p. ; mis à la place de x satisferait à G(x)=o(p)et par suite ; satisferait à la congruence ll'i.n n.'e'(x)...==o suivant p'' '. ce qui n'est pas possible d'après le lemme (5), ce qui démontre la deuxième partie du théorème 33.
Les faits que nous venons d'établir entraînent une suite d'importants théorèmes relatifs aux discriminants.
Théorème 35. - Le plus grand facteur numérique du discriminant de l'équation fondamentale est égal au discriminant du corps.
Démonstration. — Posons
i=UM «,+ ... + U„„ (o,„, l = U„. (■), + . . . + I „„ w_ ,
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où des UfJ sont des fonctions entières à coefficients entiers de at um. Si le déterminant l de ces m' fonctions étail une fonction donl tous le> coefficients sonl illisibles par p (nombre premier), il existerai! V, Ym fonctions entières à coefficients
entiers de u( um non congrues entre elles suivant p el telles que l'on ait identiquement en u, "„, :
V,U„+-..+V.U„sp. (/.)
par suite, la forme fondamentale ; satisferait à la congruence
Vt + V,5-r.... + V.r-t = o (p)
qui est de degré inférieur à /;/, ce qui est impossible d'après le tliéc irèine i ,'i'i i.
Il en résulte que l est une forme rationnelle unité. Les équations (a) el le théorème relatif à la multiplication des déterminants nous donnent
En élevant au carré </(;) = UV, tf(!;)~d où d(?) désigne le discriminant de l'équation fondamentale et d le discriminant du corps.
En résolvant les équations (2) on a le résultat suivant :
Théorème 30. — Tout nombre entier du corps k est égal à une fonction rationnelle entière de degré m — 1 de la forme fondamentale ; et les coefficients de cette fonction sont des fonctions entières à coefficients entiers des at, ..., um divisées par la forme unité U. [Kronecker16, Ilensel'.]
S ta. — Les éléments et la différente du corps. — Démonstration du théorème
RELATIF AUX DIVISEURS DU DISCRIMINANT DU CORPS
Le théorème 35 permet la décomposition du discriminant ddu corps en certains facteurs idéaux. Les m — 1 idéaux
c' = ( (li), — 0), ) . .... ((!),„ — w'm ) ,
c"=((ov— <), .... (u>„, — u>"„) . e"-'i=((Wl -<-•>), .... (u„, -<-"))
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seront dits les m — i éléments du corps k. Ce sont des idéaux qui, en général, ne font pas partie du corps /.■; mais le produit ti = c'c" ... c'"'-1' est un idéal du corps A". On expliquera plus loin comment certains idéaux d'un corps k peuvent être conçus aussi comme idéaux d'un corps plus élevé, car, si nous considérons que les éléments c' .... c"" "'" sont les contenus des formes % — £', ..., ; — ;""_1), nous reconnaissons, d'après le théorème i3, que l'idéal î> est le contenu de la différente de la forme fondamentale, c'est-à-dire de
qui est. elle, une forme du corps k. Nous dirons que fc est la différente <hi corps ('). La norme de cet idéal est égal au plus grand facteur numérique du discriminant de la forme fondamentale, et, comme ce dernier est égal à d , on en conclut le théorème.
Théorème 37. — La norme de la différente d'un corps est égale au discriminant du corps.
De la congruenee
?F(œ) , sn ,, ,„„", sa'
— — = eir-' — ti" ... + e'n'n,f'-— -... + ... (/>)
Sx Sx Sx
il résulte de plus que la différente est toujours divisible par pe~' et qu'elle ne contient pas de puissance plus élevée de p, dès que l'exposant e est premier avec/). En passant à la norme, on voit que le discriminant d'un corps est toujours divisible par pfle-i)+ /'(«'— »)+-. > et qUe (\Q plus il ne contient pas /) à une puissance plus élevée, si tous les exposants e, e', ... sont premiers avec/); ceci démontre le théorème fondamental annoncé dès le début du paragraphe 10.
§ i3. — La formation des idéaux premiers. — Le diviseur numérique entier
DE LA FORME UNITÉ U
Le calcul effectif des idéaux premiers qui divisent un nombre premier rationnel/) peut être effectué d'après le paragraphe 33 en décomposant le premier nombre de l'équation fondamentale. 11 est bon cependant de savoir dans quelles circonstances il
csl permis de donner aux paramètres ur ut am des valeurs particulières. C'est
dans ce but que nous ferons les considérations suivantes.
On obtient les discriminants de tous les nombres entiers du corps en donnant dans I 'd à u, um toutes les valeurs entières et rationnelles. Il n'est pas nécessaire
Cl D'après Dedekind, L'idéal fondamental « das Grundideal ».
que le plus grand commun diviseur de ces discriminants soil d, car il peul i rès bien
se présenter le cas où la forme unité prend pour tous les u bres entiers de u a
une suite de valeurs ayanl un diviseur entier z|= i. C'est cela qui mel en pleine
lumière l'usage des indéterminées ut nm.
On trouve facilemenl une condition nécessaire el suffisante pour que le nombre premier rationnel p soil un diviseur entier de l : celle condition consiste en ce que U peul se mettre sous la forme
p\ +(uJ_Ui)V,+ ... + «-uJVm
où V, Y. V sont des fonctions entières à coefficients entiers de u u
[Hensel '• *• 5.]
Si doue il esi possible de donner aux indéterminées b , u des valeurs numériques
entières rationnelles a, a, am telles que la forme unité de^ ienne un nombre non
ili\isihle par p. lorsqu'on voudra dée poser p on pourra particulariser l'équation
fondamentale en ce sens que la forme \ pourra être remplacée par a = a u> 4- ... + tti»wm •••■ El. en effet, sous les hypothèses que l'on a laites, el comme cela résulte du théorème 36j tout nombre entier u du corps est congru à une certaine fonction de a suivant /*. et c'est pourquoi une fonction entière à coefficients entiers de degré inférieur à m en x n'est jamais divisible par p si tous ses coefficients ne le sont.
Désignons les fonctions de la seule variable x résultant des fonctions U.(x; u a i,
li'(sc; b, bb1), ... par la substitution », = '7, l'm — ",„- désignons-les par
Pi.r), P'i.ç) nous reconnaîtrons que ces fonctions, au sens de la congruence
d'après p, sont des fonctions premières différentes les unes des autres et que
Et, en effet, si après avoir enlevé le facteur p, P(a) contenail encore un facteur contenu dansp soit p'. on aurait
jpwfjp'wf-1!^))"..., (p)
ce qui, d'après la remarque précédente, n'est pas possible, car nous avons là une congruence de degré inférieur à m en y..
Réciproquement on a le fait suivant : Si dans un corps on a p = pep'"' ... où p, p' ... sont des idéaux premiers différents de degrés f,f, ... et si à chacun de ces idéaux mi peul faire correspondre une fonction entière à coefficients entiers P(x), V'(.v'), ... de la seule variable x de degrés ,/',,/". ■•■ irréductibles suivant p et toutes différentes, on peut toujours trouver un nombre x = ", w, + ... + amwm tel que la valeur de U correspondant!1 ne suit pas divisible par p.
La non-existence de fonctions premières P(.r), P\x), ... dans le sens de la congruence suivant le nombre rationnel/), forme donc une nouvelle condition nécessaire et suffisante pour que p soit diviseur entier de U. [Dedekind '.]
Chacune des deux conditions trouvées dans ce paragraphe, et qui sont essentiellement différentes, peu! servir au calcul d'exemples numériques pour des corps algébriques, dans laquelle les l contiennent des fadeurs numériques entiers z|r i et répondant à la question. [Dedekind4, Rronecker16, Hensel1'2'8.]
Il faut cependant remarquer que la forme U perd la propriété de contenir des
diviseurs entiers, si l'on y fait prendre à ut, !/,„ les valeurs des nombres algébri-
ques entiers d'un corps choisis de telle sorte que tous les n'ombres ainsi représentés par U aient pour plus grand commun diviseur i.
CHAPITRE V
Le corps relatif.
S i4- — La norme relative, la différente relative et le discriminant relatif.
Les concepts de norme, de différente et de discriminant sont susceptibles d'une généralisation importante.
Si R est un corps de degré M, qui contient tous les nombres du corps k de degré m, k est dit un sous corps de K. Le corps Iv est dit le sur-corps ou le corps relatif par rapport à k. Soit 0 un nombre déterminant K. Parmi les équations en nombre infini à coefficients algébriques situés dans k auxquelles satisfait 0. soit l'équation de degré r (3) ©'•+a,0'-'+... + a.^o
celle de dcgn' le moins élevé; y.t ar sont alors des nombres déterminés de A';
r s'appelle le degré relatif du corps K. par rapport à k, <■[ on a M= rm. L'équation (3) est irréductible» dans le domaine de rationalité /,-. Si (->', .... 0(r_il sont les r — i autres racines de L'équation (3), on dit que les /■ — î nombres algébriques sont les nombres relativement conjugués à 0, et les corps déterminés par 0'. ..., 01'-'1, K'K", .... K.1'-'1 sont dits les corps relativement conjugués à k. Soit A un nombre quelconque du corps K et
où y4, yt, ..., y,, sont des nombres dans k, les nombres
•v=ït + Y.e' + ... + y,. <=>"-'-
A"-', = Y, + Ys0,r-"+...Y,(©"'-,,r'
sont dits issus de \. par les substitutions T"=(0:0') T '' = ifl :<->"' ' i, < ncore
les nombres relativement conjugués à \- Si L'on applique la substitution T'a Imis 1rs nombres d'un idéal 3, on obtienl un idéal 3' qui est L'idéal is--u de J par la sulislitution T' ou l'idéal relativemenl conjugué à 3.
Soient x x, des nombres quelconques dans k el soitj = (a, xj l'idéal
que ces nombres déterminenl dans k, ces mêmes nombres déterminenl un idéal 3 = (a , x,) dans K. Cel idéal Ô ne doit pas rire considéré comme différenl de j.
Le théorème qui va suivre nous permel de considérer (a, x,) à la fois comme
un idéal dans k et dans K.
Si a, a,..., a et "â° a" sont des entiers dans k tels que dans l\ les idéaux
3 = (a , ... , a,), 3° = (a'1' x°) coïncident, dans k les deux idéaux j-=(v1 x,),
jo = (x° x°) coïncident aussi. En effet, par suite de l'hypothèse, si -/' <^i un des
m un lues y." x°, on a x° = A,?., + ... + A,as, où V, A, su ni certains nombres
entiers dans K. Si nu us l'urinons la norme relative de chacune de ces-deux expressions, nous reconnaissons que, dans /,-, x° doil être divisible par j'': par suite, dans /,-. x" esl divisible par j et par suite aussi j" est divisible par j. Connue, d'autre part, on peut démontrer la réciproque, il faut que dans ce cas j = j°.
Au contraire, un idéal 3 = ( V, As du corps K ne sera un idéal j du corps k
cpie si 3 est diviseur commun de certains nombres x,, .... x( du corps k.
Le produit d'un nombre A par tous ses conjugués relatifs
\,( \i = AA'... A"— '
est dit la norme relative du nombre A par rapport au corps fcou dans Le domaine de rationalité k. La norme relative \ esl un nombre de k.
Soit 3 = (At, ..., As) un idéal quelconque dans K, le produit de 3 par tous les idéaux relativement conjugués
VJ
est la norme relative de 3. La norme relative \i3) est un idéal du corps k. Car si U, L\ désignent îles indéterminées, les coefficients du produit
(AXU, + ... + asuj(a;u1+ . . . + a;uj . ■ • (A^'-'u, + . . . + Ar »US)
sont des nombres entiers dans k, dont le [dus grand diviseur coïncide avec ce produit d'idéaux d'après le théorème i3.
L'expression
AA(A) = (A-A')(A- V",...iV-A"-")
représente un nombre- du corps K. et se nomme la différente relative <lu nombre V par rapport à fe. L'expression
Dt(A) = ( A — A')a(A — A")'2 • • ■ (A(M| — A"'-" r
est de discriminant relatif du nombre A. Ce discriminant est égal au signe près, à la norme relative de la différente relative de A; car on a
Dt(A) = (-i)L^~N,(\).
Si 0, QM sont les M nombres de la base du corps K, l'idéal que l'on obtient
en faisant le produit des r — i éléments
<r= ((0,-0;), •■•» (Om-Qm)),
©"■-'^((o.-or'), ..., (oM-or")),
c'est-à-dire
est la différente relative du corps K par rapport à k. Si l'on désigne par
la forme fondamentale de K. la différente relative de 3 est
At(S) = (Z-Z')...(S-Z("-").
Les coefficients de cette forme sont des nombres du corps K, et comme d'après le théorème i3 leur plus grand commun diviseur est la différente relative ©t. ©t est un idéal du corps K.
Le carré du plus grand commun diviseur de tous les déterminants à /• lignes de la matrice
rv rv
s'appelle le discriminant relatif Dk du corps K relatif à k; ce discriminant, on le voit facilement, est un idéal du corps k.
$ i.">. — l'iini'niKi Y: s ni; la meféuen te relative et du discriminant relatif d'en coups.
Pour les concepts que l'on \ ient de définir, on a les théorèmes suivants [llilbcrt3] :
Théorème 38. — Le discriminant relatif du corps K. par rapport au sous-corps k est égal à la norme relative de la différente relative de K. c'est-à-dire
Dt=NA.(©,).
THÉORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. .'iy
Démonstration. — La nonne relative de la différente relative de la forme fondamentale Z est
\(a,<Zi) =±(Sr Z'nZ - ZV . . . (S"-' - Z"-1)' i. Z' 1Z'1' '
D'autre part, le carré du déterminant est une forme du corps k demi le contenu est égal au discriminant relatif Dr Car si nous exprimons les termes de ce déterminant en fonction linéaire de û, QM et de leurs conjugués dans le corps k, où
les coefficients de ces expressions sont des fonctions entières à coefficients entiers de
l, LM, nous reconnaîtrons ([ne le carré de ce déterminant n'a que des coefficients
divisibles par Dt.
Réciproquement, une généralisation du théorème 36 nous montre que chaque déterminant à r lignes de la matrice (4) multipliée par la /'ème puissance d'une certaine forme unitaire rationnelle des paramètres U, UM est divisible par le produit
Il en résulte que XAÏAt(Z)) ~ DA .
Théorème 39. — Si D et </ désignent le discriminant du sur-corps k et du souscorps k, et si l'on désigne par n(Dt) la norme du discriminant relatif Dk pris dans le corps k, on a
D = <f/i(Di).
Démonstration. — Si ;=(!),«, + ... + u>miim est la forme fondamentale du corps k, Z mis à la place de X satisfait à une équation de degré r en X de la forme
où <I'l 'I>r sont des fonctions entières à coefficients entiers de ; et des indéterminées ut, .... !(,„, U, , ..., UM , et où <I>0 est une forme unitaire rationnelle des indéterminées a,. .... ulu. Les autres racines de l'équation de degré dont nous venons de parler sont X = Z', .... Z('~". Soit donc ;"'' une des m — 1 formes fondamentales
conjuguées à ;, et soient Z(/I), Z(',0 Zj^" l''s racines de l'équation de degré r,
«I> ( V. £'*') = o. Comme ; satisfait à une équation de degré M, il est évident que toute puissance de Z multipliée par une puissance de <!>,, est égale à une fonction entière de | et de Z, qui est au plus de degré m — 1 en ; et au plus de degré r — 1 en Z et dont les coefficients sont des fonctions entières à coefficients entiers des paramètres
I). I1ILISERT.
ut um, U,, ...,UM. D'après cela, le discriminant de la forme fondamentale Z,
multiplié par une puissance de '\\, est divisible par le carré du déterminant à M=rm lignes
rm — i *;»( — i — r — i
Dans ce schéma, nous n'avons écrit cpie les r premières lignes horizontales; on obtiendra les (m — i)r autres en donnant successivement aux lettres ; le signe (/m = (i). ■•■. (ni — i) comme indices supérieurs et à toutes les lettres Z les mêmes signes comme indices inférieurs.
Si l'on exprime les éléments du déterminant A en fonction linéaire des nombres de la base, on reconnaît l'exactitude de la formule
où F est une fonction entière à coefficients entiers des paramètres il,, ..., »,„, U,, ..., Um. Mais comme le facteur numérique du discriminant de Z d'après le théorème 35 = D, il résulte du développement précédent que réciproquement D est divisible par le facteur numérique du carré de A. c'est-à-dire que le facteur numérique de A2 est égal à D. Par les théorèmes élémentaires de la théorie des déterminantes, on ublienl l'identité
Mm — l) /£{m—l)\m—i
DV
— iin-ii'
^'Ir-Dy-i
ce qui donne immédiatement le théorème 3g.
Le théorème démontré à l'instant ne n tre pas seulement que le déterminant
d'un corps est divisible par le discriminant de tout sous-corps, mais il indique la puissance de ce dernier qui est contenue dans le discriminant du sur-corps, et il donne la signification simple du facteur restant dans le déterminani du sur-corps.
THÉOIUE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. .'"><)
S iti. — La décomposi nos û'in élémeni di ci »rps k daks le si r-corps K
l.i: rHÉORÈME SI H i \ DIFFÉRENTE m M R-CORPS K.
Théorème lo. — 'l'ouï élémenl du sous-corps /»• est égal à un produit de r certains éléments du sur-corps K. el on a les formules
' ■> •=■< — — |/iim— —i/,!r- •■'— — [h) l-^1 — — (;,iM— — 1/„ ' • ■ ■ ' — — ,,„>•
Démonstration. — Soit
l-'i V = V - F, V'-' -r . . . + KM = o
l'équation fondamentale de degré M du corps k. où F, FM sonl des fonctions
entières à coefficients entiers des U, I M . on a identiquement
<l<:i''i\>=-'lM\.;>'I'i\.;V..'lM\.r'-ni.
La différente de la forme fondamentale Z esl donc représentée par la formule
en vertu de '1m Z, Ç) = o.
Mais on a d'une part
(5) 'J'.z, ;"") = 'i>jz-z(/,1)«z-z;/„)...(z-z;;,l' .
[h = i. !,.. . m — il
et d'autre part
(6) <I>(Z. ;""i = 'ImZ. ;'*'>- 'I-iZ. ;i = (; — ;"°)G"" '
où G(/'' représente une forme algébrique entière : il résulte de ces formules que
èFiTi Mmt -) ,],'" _ = Z' ^ (l ;')••• U — c""~")G' ... G""-".
Comme — — - représente la différente relative de S. il résulte, d'après le
théorème i3 de la dernière formule, que
(7) © = ©tJ>3
où © est la différente de k, ©4 la différente relative de K. par rapport à k, et où 3
représente l'idéal égal au contenu de la forme G' (I""-1'.
En passant aux normes
D = «(Dt)rf N 3)
et, par suite, d'après le théorème 3o. \(3) = i, c'est-à-dire 3= i. Les formes G, G1'"" " sont donc toutes des formes unités, et les formules (5) et (6) démontrent notre théorème 4o.
/tO D. HILBERT.
Le théorème 4o donne la décomposition des éléments du corps k dans le surcorps k : il est le théorème fondamental de la théorie des discriminants. La formule (7) nous fournit de plus l'important fait suivant :
Théorème 4'i. — La différente © du corps K est égale au produit de la différente relative X\ de k par rapport au sous-corps k et la différente fc du corps k, c'est-à-dire
On voit quel rapport simple existe entre les différentes.
La différente du corps supérieur s'obtient en multipliant la différente du corps inférieur par la différente relative correspondante.
V CERTAINES INÉGALITÉS
Nous avons établi au chapitre II les lois de la divisibilité des nombres d'un corps algébrique, nous allons établir maintenant des vérités fondées avant tout sur l'idée de grandeur. C'est le théorème de [Minkowski3] qui va nous fournir le moyen le plus puissant dans ces recherches; il s'énonce ainsi :
Lemme G. — Soit
;// formes linéaires el homogènes de ut ;u,„ à coefficients réels quelconques et de
déterminant égal à 1 ; on peut déterminer pour ut, ».,, ..., um des valeurs entières el
rationnelles qui ne sont pas toutes nulles telles que les m formes/, fm soient
toutes en valeur absolue <^ 1.
Ce théorème, légèrement transformé, nous donne :
Lemme 7. Soient /,,/,, /„, '" formes linéaires el homogènes de ur ut um
à coefficients réels quelconques avec un déterminant positif \. e1 soienl ■/,, y.4, y.3 /.,„
m constantes quelc rues positives donl le produil est égal à V. on peul toujours
déterminer m valeurs entières el rationnelles pour b4, ", ",„ qui ne sonl pas
toutes milles et telles que
Dans ce chapitre, nous désignerons le corps fc <•( 1rs m — i conjuguées par fr — liM , A-'"1 A""', el nous désignerons les m nombres de bases du corps fc"'1 par
"Vins appliquerons le lemme 7 pour démontrer le
Théorème 4a. — goienl ■/.,. x,, ..., ■/.,„ m constantes positives quelconques donl le produit est égal à yd, el qui satisfont aux conditions •/., — /.,■ dans le cas où A-"1 el A"'' sont deux corps imaginaires conjugués, il y a toujours dans le corps k un nombre entier différent de zéro «> tel que
Démonstration. -■ Nous attribuerons aux corps AJ'\ fc(,) A'"" certaines formes
linéaires, el nous nous placerons au point de vue suivant. Si A1'1 esl un corps réel. nous lui attribuerons la forme réelle
si A1'1 est un corps imaginaire et si A'1''1 est son imaginaire conjugué, nous attribuerons aux deux corps A,v) et A1"'1 les deux formes linéaires
yj-i
ft=J-Uu«+ B«r*T) ot + . . . + «' + »«? > h„
dont les coefficients sont réels. Le déterminant de ces m formes pris en valeur absolue = \\/d\- Le lemme 7 apporte immédiatement la preuve de notre affirmation si l'on remarque que
11 résulte de là, en outre, le
Théorème 43. — Le degré m et la constante positive ■/. étant donnés, il u'\ a qu'un nombre limité de nombres entiers algébriques de degré m, qui, avec leurs conjugués. sont tous <C /. en valeur absolue.
Démonstration. — Les m coefficients entiers de l'équation à laquelle satisfait un pareil nombre sont tous inférieurs à une limite qui ne dépend que de m el de y. : leur nombre est donc limité.
§ 18. — Théorèmes relatifs a la valeur absolue m discriminant du corps.
Théorème 44- — Le discriminant d d'un corps A' n'est jamais égal à + i. [Minkowski4-5'3.]
Théorème 45. — Il n'y a qu'un nombre fini de corps de degré m et de discriminant donné il. [Hermile '•-. Minkowski3.] Nous démontrerons d'abord le
Lemme 8. — Soient /,./,. ■■-,/„, les m formes réelles linéaires définies par les
formules (8) des variables ur u, um, il y a toujours dans le corps un nombre
entier différent de zéro a = alu>l + ... -f- amu>m tel cpie les valeurs absolues de ces formes pour ul = al ... um±==am satisfassent aux conditions
(9) l/.KlvM. I/.I<i. I/,I<i. •••• l/«l<i-
Démonstration. — D'après le théorème 43. il n'y a qu'un nombre fini de nombres a. i, y.,. ... du corps k satisfaisant à
\fi\<Wd\ + i. |/.|<i |/J<i.
Soit a parmi ces nombres celui qui donne à \J\\ la plus petite valeur et soit <p cette plus petite valeur. S'il n'existait pas de pareil nombre, on poserait s = \yd\ + i. Si m -^lv/^1 1° théorème esl évident. Dans le premier cas, nous déterminerons un nombre positif î tel que (i + s)'"-' | y il \ < o. D'après le lemme 7, il y a toujours un système d'entiers rationnels ut, ... , um tels que
|/,K(i + 6)H-\/rfI. I/.I<7^- •••■ l/J<7^.
et par suite
ce qui est contraire à l'hypothèse qui nous a fait choisir x.
Pour démontrer dès lors les théorèmes 44 et 45, nous procéderons ainsi. Si A=/.-'" est un corps réel, la forme/, est parfaitement déterminée; si kM est corps imaginaire et kM son corps imaginaire conjugué, nous pouvons choisir pour/, entre deux formes; nous prendrons
/l — Fil1". Wi ) «, + ••■+ tW„, — W,„ >»,„(•
La suite dans laquelle nous adopterons les autres formes/, J m n'importe pas.
Le lemme S nous montre l'existence d'un nombre y. satisfaisant aux conditions (9).
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comme on a nécessairement |n(a)| ^>- i, il en résulte |/,| >i, el par suite | \.'/| > i. Le théorème 44 est démontré.
Il résulte, d'autre pari, des inégalités |/, | > i, |/,| < i. |/J < i, \J'm\ < i, que x est un nombre du corps k±=kM qui diffère de tous ses conjugués, c'est-à-dire que la
différente 8(*)=|=o. D'après une remarque faite précédemment, y. esl un i bre qui
détermine le corps k.
D'autre part, connue il est un nombre donné, on voit, d'après le théorème i3, qu'il n'y a qu'un nombre limité de nombres entiers algébriques de degré m, qui, avec leurs conjugués, satisfont aux conditions (9), ce qui nous démontre immédiatement le théorème 45.
Le théorème 4'i exprime une propriété essentielle des corps algébriques : il nu m Ire que le discriminant de tout corps contient au moins un nombre premier.
En employant au lieu du lemme 6 un théorème plus profond dû également à Minkowski, le même raisonnement nous aurait montré que le discriminant d'un
— el a plus
corps de degré m dépasse certainement en valeur absolue (
forte raison
zi'a (,
où r_, désigne le nombre de couples de corps imaginaires
qui se trouvent parmi A'*'1 k . \ Minkowski '>-- :t.]
Ce dernier fait, appliqué de la même manière, montre que parmi les corps de tous les degrés possibles il n'y en a qu'un nombre limité ayant un discriminant donné il.
De ces mêmes principes, nous tirerons encore une conséquence très importante pour le chapitre vu. [Minkowski '•'.]
Théorème 46. — Soit a un idéal donné du corps k, il y a toujours un nombre x du corps différent de o divisible par a et tel que
|/iû)|<U(a)v/</|.
Démonstration. — Soient
',„="„,.'•',+ ■■• +ammtùm
les m nombres de base de l'idéal a ; formons comme nous l'avons fait précédemment, au moyen de w, io,„, m formes linéaires /' /'„, à coefficients réels; la valeur du
•J 1 III tr 1 * ' 4/ lit
déterminant de ces m formes sera
wm' ' in in
u; '. • ■• , «om
qui, d'après le théorème 19, égale en valeur absolue [n(a)y/a|. Si maintenant nous
attribuons aux m formes/,, /, , ... , /„, l'une des constantes réelles ■/.,, x, •/.,„ dont
le produit = | n{a)\/d \ el qui satisfont aux conditions %t=.%j dans le cas où km et A'1"1 sont des corps imaginaires conjugués, le théorème 4G résulte du théorème 42.
<i 19. — Le théorème qui prouve l'existence des unités du corps. — Un théorème
Al XILIAIRE Al SUJET D'UNE UNITÉ POSSÉDANT UNE PROPRIÉTÉ PARTICULIÈRE.
Le théorè qui va suivre, relatif aux unités du corps k, nous donne la base fondamentale d'une étude plus approfondie des nombres entiers algébriques.
Mais tout d'abord nous appellerons unité du corps /.• tout nombre entier e dont la
valeur inverse - est encore un nombre entier, La norme d'une unité = -t- 1, et, réci-
proquernent, si la norme d'un entier du corps =-t- 1, ce nombre est une unité du corps.
Théorème 47- — Supposons que pu nui les m corps conjugues kM, ... , A'1'"' il y ait i\
corps rccls et r = ■ corps imaginaires conjugués . le corps k = kM contient un
système de r==rt + /■„ — 1 unités s, s.r telles que loule outre unité du corps peut
être mise sous Informe e = pî"' ... 1"' et relu 'l'une seule manière, a,, ..., ar étant des nombres entiers rationnels et p une racine de l'unité située dans k.
Tour préparer la démonstration de ce théorème, nous ordonnerons les m corps conjugués A''1 A-1'"' de la façon suivante :
Nous écrirons d'abord les ri corps réels ku) A1'1, puis nous prendrons un corps
de chaque coupl'e de corps imaginaires conjugués A1''' '', ..., k{r< " ~r*' , et nous ferons
suivre ces derniers de leurs corps conjugués k,r< "'= " A'"'1. Nous formerons,
avec m variables réelles quelconques B,, h,, ..., (;„,, les/» formes linéaires
et nous écrirons £, = ?. Si ;,, ..., ;,„ sont tous =|= o, nous poserons, dans le cas de kM réel :
iog|5,| = /.(S).
et dans le cas où Alv| et A'1'1 sont des corps imaginaires conjugués :
logtf.) = K<$ ril,.(\).
où /,(?), ..., /,„(;) sont tous des grandeurs réelles et où en particulier les formes /,-(5) satisfont à
les grandeurs lt(£) '«(9 ""' donc une détermination unique en fonction des
variables réelles ut, », um, nous les appellerons logarithmes de la/orme -. De plus,
si l'on désigne par ///( |) la partie réelle du logarithme de n(E)> "" ;1
Si u »„, sont des en tiers ratii mnels qui ne sont pas tous nuls, r = ;, représente un nombre i =|= o du corps k = kM. Les grandeurs /,(£) Ij'zi son! alors
parfaitement déterminées par y. et nous les nommerons les logarithmes du nombre x.
Si £ est une unité du corps k, on a en vertu de n(s) = -H- 1 :
Par contre, les logarithmes /,(?), .... /,„i;i aous donnent pour les variables
a,, »... .... um ■/' valeurs, car les i\ valeurs réelles jjt, ;, ; ne sont déterminées
qu'au signe près, tandis que les valeurs imaginaires conjuguées ; , :m sont
parfaitement déterminées.
Nous aurons à nous servir du déterminant fonctionnel de ces relations; nous désignerons le déterminant fonctionnel des fonctions /,. J\ fm des variables x ,
X, œmPar " — "
On a entre les valeurs absolues les relations
et en multipliant ces deux relations nous aurons
..,ljl)
Dans ce qui suit, nous considérerons surtout les r premiers logarithmes de la forme : ou du nombre a. Pour ces r premiers logarithmes, on a évidemment
UVr.) = Ijz) + IJr,) ) fé(«P) = *,(*) + /,(?)
Nous démontrerons dès lors le
Lemme c). — 11 y a toujours dans le corps k une unité s qui satisfait à
ri/,u) + ...+vr/r(eH=o
où Yi- ïs' •••'T, son' c'cs constantes réelles quelconques données qui ne sont pas toutes nulles.
D. IIILBERT.
Démonstration. — Soit co un nombre quelconque du corps qui n'est pas nul ; posons pour abréger
L(M)=>,ït(u) + ... +Y,', («■>):
déterminons ensuite un système de ;• grandeurs réelles telles que y,\ + ••■ + fr\ = i,
et posons
où £ représente un paramètre arbitraire.
Nous distinguerons deux cas suivant que les m corps conjugués kM fr,ml sont
réels ou non. Dans le premier cas, nous attribuerons aux r = m — i corps fc'1' k<r)
les grandeurs A,, ..., A et au dernier corps /i,m) la constante
Dans le second cas. nous attribuerons aux corps kM, . .., A''' les grandeurs A, \,.
et au corps imaginaire /.■'' ' '' nous ferons correspondre
Sfd' i
Enfin, aux m — r — i corps imaginaires qui restent /f(r"1"*1, .... A•,"',, nous ferons correspondre les mêmes constantes que celles qui correspondent déjà à leurs conjugués, nous désignerons ces constantes par Ar+!, .... A,„.
Dans les deux cas
et les constantes A,, ..., A„, remplissent les conditions imposées aux constantes
•/.,, y.,, •/.,„ du théorème 42.
Il y a donc, suivant ce théorème 42, un nombre % du corps k différent de zéro et lel que
(10) l*wl«A„ .... I*MK-V„,
et par suite tel que | n(a) | -^ | \/d\. Mais comme |/i(a)|^>r, on a pour toutes les valeurs de s = 1, 2, ... , m
wl>
si donc nous tenons compte de
."-"lia" "lia""'!
et de
\s...\m=Wd\
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il en résulte
kwl>
\\ÏÏ\
Désignons la valeur réelle de log | \/il\ par î, ( 10) et (i i) nnus donnenl
OU <)< | / , ( a ) — Vi-^ aS
On voit donc que l'expression
est comprise entre deux limites finies ot et 2a>2,. qui ne dépendent que de d et des valeurs y( •-_.. mais qui de dépendent pas de la valeur du paramètre /.
Soit une grandeur A > 3, — 5, et donnons à / successivement les valeurs / = o,
A, 2A, 3A on obtiendra une suite infinie de nombres a, |i, y dont les normes
prises en valeur absolue sont -^|y/'/| et qui de plus satisfont aux conditions b -,)< Lt fi) <L( -,)<....
Comme les nombres rationnels qui en valeur absolue sont -^ | y (l\ ne contiennent qu'un nombre fini d'idéaux différents en facteur, la suite illimitée d'idéaux principaux (a), (3), (y), ... ne peut contenir qu'un nombre limité d'idéaux différents, et par suite on trouvera une infinité de fois dans cette suite deux idéaux égaux. Soit, par
exemple (a) = (3), alors z = - est une unité, et cette unité, a cause de
L(e) = L(8) — L(a)>o, remplit les conditions du leniine q. ■
§ ao. — Démonstration de l'existence des i nui'-.
Pour démontrer dès lors le théorème h~, nous choisirons dans k une unité t\t conforme au lemme g, telle que /i(y;c)^j=o, et ensuite une unité r,, telle que le déterminant
ensuite une unité rl3 telle que le déterminant
KM. ',(*),)> iJ:0 '.'V- WnO. KM tOO. /,w. /,(*„)
et ainsi de suite, on parvient ainsi finalement au déterminant
/.U) hM
Par suite, si II est une unité quelconque du corps, les r premiers logarithmes peinent toujours être mis sous la forme
/,(H) = (.,/,(Yl,) + ...+e,./1(-n,.),
/r(H) = e.^Oi,) + ...+ep/p(7|r)
où e , c;. sont des grandeurs réelles. Cette représentation montre à son tour que
l'on peut écrire
/. < 1 1 ) = rV.Ou) 4- • • • + "',/,(v) + E, .
/,( Il 1 = »,,/^,,)+... +7»,. /..(y,,.) + E„
où /h m sont les plus grandes valeurs numériques rationnelles entières contenues dans e . ..., er. Les nombres E,, ..., E,, sont à leur tour de la forme
Er=v.ilr(ril)+... + i>.rlr (ti,.).
Comme ici a, , . . . , ;.*.,. sont des valeurs réelles ^ o et < i , les valeurs E, Er
prises en valeur absolue sont inférieures à une limite y. qui ne dépend pas de II, c'est-à-dire que les r premiers logarithmes de l'unité
"1, ■•■7lr
siuil tous inférieurs à la limite •/.. Mais comme
Z1(H)-4-,..+Zr+1(H) = o.
la valeur absolue de /,....,( II) est inférieure à ;-/., et on a les inégalités
|H,,,||<e", ..., |HW|<«*, \Wr+l)\<Jir",
c'est-à-dire que toutes les valeurs conjuguées de l'unité II sont, en valeur absolue, inférieures à er*.
D'après le théorème i3, il n'existe qu'un nombre limité de pareilles unités. Désignons-les par II,, II,,: il en résultera II = Ils ou II = HSV"' ■ ■ ■ \"r où S est l'un
îles nombres i, a ('■• Soil II, l'une quelconque des unités II, II,; et for-
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nions les G+i premières puissances de II,: d'après ce qui vienl d'être dit, deux quelconques de ces puissances pourront être mises sous la forme
Hs-tf
et
où Hs représente chaque fois ta même de ces (! unités; leur quotient pourra donc
être mis sous la forme '',"''••• v' • Nous avons donc démontré qu'à toute unité II1
correspond un exposant MT tel que M,1 soit un produit de puissance des unités
r,., . . . , 7jr. Soit M le plus petit nrultiplç commun des composants II, Il, . cet
exposant G aura la même propriété pour toutes les (i unités 1 1 1 II,.. el il en
résultera que les r premiers logarithmes d'une unité quelconque II admettent la
représentation
/ il,. »',W+--- +»',/,"„■ 1 M
où ni mr sont des nombres entiers rationnels.
En appliquant dès lors à ce système illimité de logarithmes de toutes les unités du corps le raisonnement appliqué paragraphe 3 pour le théorème (5) relatif à l'existence de la base du corps, on arrive au résultat suivant. Il y a un système de r unités e , ..., e telle que les logarithmes d'une unité quelconque II du corps puisse s'exprimer par
f,(H) = a,Zi(0 + ... + <M.(0.
f,(H)=. a.I,(0 + •■■+<*, Jr(0 où a , .... ar sont des entiers rationnels. Le système d'unités e, =r satisfait aux
conditions du théorème !\- .
En effet : Soit II une unité quelconque, dont les logarithmes ont la forme précédente. ==? est une imité dont les logarithmes sont évidemment tous nuls.
£','• • • • <"" Une telle unité p est nécessairement une racine de l'unité; car, d'après ce qui a été
démontré. sM =z -<•,'"' . .. y,"''' où m, mr sont certains nombres entiers rationnels.
En passant aux logarithmes on voit que
CO
mjr(n,)+ ... + mr/r0lr) = o,
c'est-à-dire ml = o. .... nir=o et par suite p"=i. L'unité H est donc: représentée comme l'exige notre théorème '17.
5o D- HILBERT.
Il résulte de la façon dont nous avons déterminé ;, .
que
Le déterminant R=|=o, et par suite la représentation de H au moyen des e,, n'est possible que d'une seule manière.
Le théorème fondamental ^7 est donc complètement démontré.
Les unités fondamentales. — Le régulatei h du coup: d'unités indépendantes.
Un système
Le système des unités ;l bt ayant la propriété dite au théorème 47 est dit un
système d'unités fondamentales du corps />'. Il en résulte facilement que si £* s"
représente un autre système d'unités fondamentales, le déterminant des r systèmes de ;• logarithmes est égal au signe près à R. Nous écrirons constamment ces unités dans un ordre tel que R soit un nombre positif. Le nombre R est alors parfaitement déterminé dans le corps k et nous le nommerons le régulateur du corps k.
Dans le courant de la démonstration précédente nous avons reconnu qu'une unité (Innt tous les logarithmes sont =o est une racine de l'unité. Ce fait est contenu dans le théorème suivant, cpie l'on peut démontrer d'ailleurs d'une façon directe. [Kronecker?, Minkowski3.]
Théorème 48. - Toute unité telle que sa valeur absolue égale i, ainsi que les valeurs de toutes ses conjuguées, est une racine de l'unité.
Tout corps contient les unités + i et — i, le nombre de Imites les racines de l'unité qu'on y rencontre est toujours pair, et il ne peut être >2 que si tous les m corps conjugués sont imaginaires.
On dit qu'un système de / unités rM y„ forme un système de I unités indépendantes s'il n'existe entre ces unités aucune relation de la forme tj™' . . . ir)™' = i où m( ml sont des nombres entiers rationnels qui ne sont pas tous nuls; / est toujours <C r. En particulier les unités fondamentales sl er forment un système
de /• unités indépendantes. Si l'on a, d'autre part, un système quelconque de r unités indépendantes t(] rlr, il existe toujours un en lier rationnel M tel que
nu les exposan Is ///, mr sont des entiers rationnels; car si c--~ zti\" ■ ■ ■ '-"" pour
A- = i. 3, .... ;■ où les î désignent des racines de L'unité el où ",, ari sonl des
exposants entiers el rationnels, le déterminanl V formé par ces exposants entiers o o es\ nécessairemenl ^=o, el cria en vertu de l'hypothèse sur l'indépendance des unités ■« rti . La \ puissance de tonte unité £ <lu corps esl égale à
un produit de puissance des vM ijr multiplié par une racine de l'unité p. Soit
pB = i pour toutes les racines de l'unité dans k le nombre M = VE aura la propriété demandée.
La démonstration de notre théorème fondamental \- nous a montré la possibilité
d'obtenir les unités fondamentales s, zr par un nombre limité d'opérations
rationnelles. Lorsqu'on cherche à calculer ces unités de la façon la plus -impie on est conduit à un algorithme semblable aux fractions continues, et ce qui l'orme alors le principal iutérêl de la question c'est la périodicité des développements obtenus. [Minkowski3.*.]
CHAPITRE VII
Les classes d'idéaux des corps.
§ aa. — La classe des idéai x. — Le nombre des classes d'idéaux est limité.
Tout nombre entier du corps k détermine un idéal principal, 'l'uni nombre fractionnaire /. de k peut être représenté par le quotient de deux nombres entiers x et [i
et par suite par le quotient de deux idéaux a et b ■/. = -==-.
Si nous supposons a et b débarrassés de tous leurs facteurs idéaux communs, la représentation du nombre y. par un quotient de deux idéaux est unique. Réciproquement, si le quotienl - de deux idéaux a et b. que ceux-ci aient un facteur corab
m un ou non. est égal au nombre entier ou à un nombre fractionnaire y. = - du corps,
a a on dit que les deux idéaux a et b sont équivalents, ce qu'on écrit a -*• b. De - = — il
résulte (p)fl = (a)6.
Nous reconnaîtrons donc ipie deux idéaux sont équivalents si en multipliant l'un et l'autre par certains idéaux principaux on obtient un même idéal. L'ensemble des idéaux équivalents à un même idéal firme une classe d'idéaux.
Tous les idéaux principaux sont équivalents à l'idéal (i). La classe obtenue ai»si s'appelle la classe principale et on la désigne par i. Si o -»• a' et t> ■*• b . on a aa' -*- bb'.
Soil A une classe qui contient a, et B une classe qui contient b. La classe qui contient ab est dite le produit des classes A et B, et on les désigne par AIî. On a évidemment i . B = B. et réciproquement. Si A . B = B, on a nécessairement A = i .
Il esl parfois avantageux d'employer la notation de quotients d'idéaux. Nous conviendrons que
équivaut à <ib' = a'b ou ab'^-a'b.
Théorème 'iç). — 11 y a toujours une classe B et une seule dont le produit par une classe V donnée est la classe principale.
Démonstration. — Soit a un idéal de la classe A et x un nombre divisible par a, de façon que ~i = ab: suit alors B-la classe de l'idéal b, on a AB = i. S'il existait une autre classe I'.' telle que AB' = r. on aurait ABB'=B'=B.
La classe B est dite la classe réciproque de A; on la désigne par A-1.
On a de plus le fait fondamental suivant :
Théorème 5o. — 11 y a dans toute classe d'idéaux un idéal dont la norme est inférieure à la valeur absolue de la racine carrée du discriminant du corps. [Minkowski l:t.] Le nombre des classes d'idéaux du corps de nombres est fini. [Dedekind ',
Kronceker "\]
Démonstration. — Soit A une classe quelconque et soit j un idéal de la classe réciproque A"1; on sait d'après le théorème 46 qu'il existe un nombre entier i divisible par j dont la norme | n(t) | -^ n(j) | \/</| . Soit i = jn, a appartient à la classe A, et comme | n(i)| = (j)./i(o), on a /?(a)<^ | \Jd\. Mais comme les nombres entiers rationnels <C|\/</| ne contiennent qu'un nombre fini d'idéaux en facteurs, la deuxième partie du théorème ."m est démontrée.
U.XE APPLICATION DU THÉORÈME SUR LE NOMBRE FINI DES CLASSES
I.e théorème 5o que nous venons de démontrer permet bien des déductions, dont nous signalerons les suivantes :
Théorème ."m. — Si // est le nombre des classes d'idéaux, la feième puissance de toute classe donne la classe principale.
Démonstration. — Considérons la suite V, A." Y'' '; deux classes de cette suite
coïncident nécessairement, soient A'' et A'+c. comme A''AP=A'. A.e= i ; il en résulte
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que V— i. k A"-1 sonl toutes différentes entre elles. Soil B une classe différente
des c précédentes; 15, Al$ V~'B nous donnent e classes nouvelles différentes
entre elles et différentes des précédentes ; en continuant on voil que h esl un multiple de c, ce qui démontre le théorème 5r.
La li"m'- puissance d'un idéal a est donc toujours un idéal principal.
Théorème ôa. — Soient oc et 8 deux entiers quelconques, il y a toujours un nombre entier -,' différent de o qui divise y et B el susceptible d'être mis sous la forme Y= ?*+ r, p où \ et y, sont des nombres convenablement choisis. Les nombres •;. ;. y, n'appartiennent pas en général au corps déterminé par y. el B. [Dedekind1.]
Théorème 53. — Pour que ■/. et p, •/.* et p" soienl deux couples de nombres du
corps /,■ tels que j = (■/., p) = (•/.". p") . il est nécessaire et suffisant que l'on puisse trouver dans le corps fc quatre nombres entiers a. [j, y, ; dont le déterminant a S — p y == i et tels que
•/.* = ïx. 4- Bp,
[Hurwitz4.]
: ,x + Sp .
Démonstration. — La condition est suffisante, car les équations précédentes permettent d'écrire
P = ïV + av
où % , V , y", 2 sont entiers. De plus, la condition est nécessaire, car si l'on désigne par h le nombre des classes d'idéaux on a j* = (•/.'', p*) = (y.**, p*'') = (-) où - est un entier du corps. Soit
- = [j.y. + vp = [j. y. -+- v p
où [/., v, ;j*. v* sont des entiers de k; alors il est évident que les quatre entiers
# fi— 1 i * * fi— î [Ml X + V pp
m fi — 1 » #ft — i
u.c. y. — u. py.
vp*p"-' + i;.*y.y.*"-'
satisfont aux conditions du théorème 53. On voit que xo — Sy= i en faisant le produit des déterminantes
el
D'après le théorème 12, tout idéal peut être mis sous la forme j = (y„ p). Posons
6 ==- : le nombre entier ou fractionnaire 0 détermine complètement la classe d'idéaux
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à laquelle appartient j. Nous dirons que h est le nombre Jractionnaire attribué à la classe d'idéaux. Le théorème 53 nous montre que si 8* = — est une autre fraction attribuée à cette classe d'idéaux, il existe dans le corps k nécessairement quatre nombres ■/. ''. •-. î de déterminants i tels que 0 = .
re + s
Sens plis restreint de la notion de classe.
La démonstration du théorème 5o nous donne un moyen simple de trouver par un nombre Qui d'opérations rationnelles un système complet d'idéaux qui ne soient pas équivalents. 11 suffit de considérer tous les idéaux dont la norme <T Iv'M- Pour voir s'il y a parmi ces idéaux des idéaux équivalents il suffit de former tous les produits deux à deux; soit j un de ces produits, cherchons dans j un nombre i=|=o et de norme minima en valeur absolue, il suffira de voir si j = ('.) et de reconnaître ainsi si les deux facteurs appartiennent à des classes réciproques. Le théorème 40 nous montre que ceci pourra s'effectuer par un nombre limité d'opérations. Soil
it im la base de l'idéal j, il suffit de déterminer pour u, um des valeurs
entières rationnelles =|=o telles que les valeurs absolues des parties réelles et des
parties imaginaires de ",'. ',"+••• + ",„'•'„? pour s=i m soient toutes inférieures
à des limites déterminées. Il suffit pour cela d'un nombre limité d'opérations. Nous verrons de même qu'étant donné un idéal un nombre limité d'opérations rationnelles permet de déterminer la class- auquel il appartient.
Nous remarquerons que dans certaines circonstances il pourra être utile de considérer un sens restreint île la notion d'équivalence ou de élusses, et on dira alors que deux idéaux ne sont équivalents que si leur quotient est. un nombre entier ou fractionnaire de norme positive. [Dedekind1.]
§ 20. - l \ THÉORÈME U XILIAIRE RELATIF \ LA VALEUR ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE DE TOUS LES IDÉAUX PRINCIPAUX ni I SONT DIVISIBLES PAR IN IDÉAL DONNÉ.
Dirichlct a exprimé le nombre des classes des formes binaires de déterminant donné par une voie transcendante. [Dirichlet7'8.] Dedekind, suivant son exemple et en se basant sur les résultats du chapitre VI concernant les unités d'un corps, parvint à établir une formule fondamentale à l'aide de laquelle le nombre // des classes d'idéaux d'un corps quelconque se présente comme la limite d'une certaine série infinie. [Dedekind1.] Pour atteindre cette formule nous démontrerons toul d'abord le théorème suivant :
Lemme io. — Si / est une certaine variable positive ri T le nombre de tous l<"~ idéaux principaux divisibles par a dont la uorme C /• on a
ï_ap<+r>i:r" i R
(='oo t~ M' ' 'Mil) |y'7/|
où w est le nombre des racines de L'unité que l'on rencontre dans A' el où R désigne le régulateur du corps, r , r mil le sens indiqué au théorème '17. I. signifie Limite.
Démonstration. — Soit a, am une base de l'idéal a: toul nombre entier divisible par a est de la forme
dû i\ v sont des entiers rationnels et /,(«), ...,/„,(>) sont des formes linéaires
à coefficients entiers rationnels des i\, ..., vm.
Considérons les i\ vm comme des variables réelles et posons
' [v/«û)l '" IC»«I
ç= ç(w) = uiU) +
IV
h,, ..., um seront des fonctions bien déterminées de y,, ..., u,„ et ; est une l'orme pour laquelle n(;) = -l- 1. Mous calculerons les r premiers logarithmes de la forme Ç
et de là nous tirerons r grandeurs réelles ejg) e,.(?) telles qu'en désignant par
s e, un système d'unités fondamentales on ait
/,(?l = f1lll/1l£1) +... + <-,.(£)/,(£,).
nous dirons dans le courant de ce S a5 que ces grandeurs e, er sont les exposants de t,.
Si l'on prend pour les i\ vm des valeurs entières rationnelles qui ne sonl pas
toutes nulles, il est évident que le nombre y, ainsi obtenu peut être transformé en le multipliant par des puissances des unités s,, .... s,, en un nombre dont les exposants et er satisfont à
Réciproquement, on voit que deux nombres y,, y,' dont les exposants sont égaux ne peuvent différer que par un facteur qui est une racine de l'unité. Si donc le nombre des racines de l'unité situées dans k est W, wT où T est le nombre des idéaux principaux divisibles par a et de nonne -^ / est égal au nombre des systèmes de
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valeurs numériques entières différentes des i\ vm tels que n(rj -^ / et telles que
les exposants el, ..., e, satisfassent à (i3). Posons
la forme z et par suite les grandeurs ?t(£) /_(;), e4, .... er resteront indépendantes île t et contiendront seulement les m nouvelles variables çfl ..., cpm. L'inégalité |n(ï))|<^ devient | n (rt (cp)) I <J. i ; de plus, en vertu de (i3), les /• logarithmes
Ifê) IJz) et à cause de /,(;)+...+ l^t(z) = ln(£) = o ; aussi /,_,(;) sont tous en
valeur absolue inférieurs à certaines limites finies déterminées par les tt ir: il en
résulte qu'il en est de même pour toutes les grandeurs |;(t,(£)|, — |;""Vi)| et par suite à cause de I n("o(9))|< i les m grandeurs |-r,<0 Co.)| . ..., h'm|(»)j sont inférieures à des limites finies. Il en résulte que les conditions (i3), en y adjoignant l'inégalité | n (y\ (<p) ) I -^ i, définissent un espace limité dans l'espace à m dimensions déterminé par les m coordonnées ipt, ... , cp;„.
Rappelons que nous avons vu au § 19 que les valeurs fonctionnelles /,(-(•,), ... , /,.(-<-,) nous donnent 2''' déterminations des variables s,, .... tp„, : d'après la définition de l'intégrale multiple on a
I, j „,'IY" j = 2r- / / . . . / d^dv, . . . d<Dm .
où il faut étendre l'intégration à tout le volume déterminé par
o<ei<i o<e.<>- |n(ld»)j|<ï
dans l'espace à m dimensions.
Pour déterminer la valeur de cette intégrale qui est finie, nous ferons le changement de variables suivant : nous prendrons pour nouvelles variables
I'MV|- ■l,.=l,.jh> ■■■• •},„ = /,„©
où ; el y, dépendent de tp,, .... a>m.
Ces m grandeurs sont toutes des fonctions analytiques, uniformes et régulier* de ip, <&m à l'intérieur du domaine d'intégration
1 In a donc
/'■■ fd*,...d»m=f... f\] J"U ...,/•{,,,
D'après les calculs du s 19,
it(?ù. •••• ',JV
nM
(|C plus, Comme
'«iV = /,(r,)+...+UW, l.(ï)='.0Q)--tofo).
/,(Tt), ■■■,/„(-r,)U,(v,) /.(t,), .... /„(t,). /«(t,)
J,fo) ',-<V- /nu,i
/,(!),..., /.(?). fafo]
et comme enfin
in(ï!)
U(i)=U5). •••> Ui) = U5).
ra(ï)) on voit que
l'M'Vl'
L'intégrale précédente a donc la valeur
auxiliaire.
Dans ce qui suit nous poserons
rva)\\/d\ n(a)|\/d|
ce qui démontre Le théorème
a'^'it"" R
Wd\'
de sorte que x est une grandeur déterminée par le corps k seul; et cette grandeur ■/. caractérise le corps k.
S 26. — La détermination du nombre des classes par le résidu de ç(s) pour s= 1,
Théorème 54- — Si l'on désigne par T le nombre de tous les idéaux d'une classe A dont les normes sont -^ t, on a
Démonstration. — Soit a un idéal de la classe A-1 réciproque de A, et supposons que r représente successivement tous les idéaux de la classe A, le produit va représentera tous les idéaux principaux divisibles par a, et ne représentera qu'une fois chacun d'eux. Si donc dans la formule du lemme 10 nous remplaçons - par t = n{a)t' ,
']" représentera aussi le nombre des idéaux r de A pour lesquels n(r)<C''- En divisant par n(a) nous aurons la formule que nous voulons démontrer pour t = t'.
Comme le nombre y. est indépendant du choix de la classe A, le théorème 54 nous amène immédiatement au
Théorème 53. — Si l'on désigne par T le nombre de tous les idéaux du corps k dont les normes sont <^/, et si l'on désigne par /) le nombre des classes d'idéaux,
on a
r=oo /
On peut, par des méthodes analytiques, déduire de cette formule une expression fondamentale pour /*.
Théorème 56. — La série illimitée
Ç(s)=2 -?— , (îjn(l)
où j parcourt tous les idéaux du corps, converge pour les valeurs réelles de s>i, et on a
L [(* — i) Ç(*)} = Ax.
[Dedekind'.]
Démonstration. — Désignons par Y(n) le nombre des idéaux différents de norme on a évidemment, si T a la même signification qu'au théorème 55,
= CO / ll = QO R
La limite du second membre peut être considérée, comme nous allons le voir, comme la valeur limite d'une série illimitée. [Dirichlet 15.] Nous ordonnerons tous les idéaux j du corps d'après la grandeur de leurs normes, nous écrirons la suite j , j ..... j,, ... et nous désignerons la norme de j, par nt; alors
F(i) + ... +F(n,-i)<KF(i) + ,.. + Fi'V
ou
fui- rl'i»-!)^ i\ / <F(l)-f... + l->,\
nj n, *""• n,
il en résulte, d'après le théorème 55,
L -=hM
« 'ist-à-cliro qu'étant donné la grandeur positive S aussi petite que l'on veul il esl toujours possible de choisir un oombre entier / assez grand pour que
pour tous les nombres t'^>l.
D'autre part, on sait que si s désigne un nombre réel >i, la suite
est convergente et que
L («-os! =i.
1=1 ( il) t )
La dernière égalité nous montre que
lorsque t' parcourt toutes les valeurs supérieures à un nombre donné. De plus, l'inégalité — < — — — nous permet de conclure la convergence de la série
pour S>i, t prenant toutes les valeurs entières positives et j représentant successivement tous les idéaux du corps k.
De plus, les inégalités (i4) nous donnent la formule
(hx - 8/(* - i) S 1<(* - i) S ^<{hv. + B)«(* -0 2-i
[l'I ' ICI '!,' CI 1
où les sommations s'étendent à toutes les valeurs entières t' qui sont J> /. l'assaut à la limite pour s = i, on voit que
hx — S< L (s— i) S— j</r/. + 3.
s=M inttj)
Mais on a
et cette limite est à la fois ~^hx — 3 et <^Ax + 3, et comme 3 est un nombre aussi petit que l'on veut, celte limite = hx. Le théorème 56 est démontré.
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§ 27. — On'A d'autres développements de Ç(s).
Ç(s) peut encore être représentée de trois autres façons différentes F(n)
(n) rr
p-fi' 1 — p-/i« 1 — p-ZV
Dans la première expression la sommation s'étend à tous les nombres entiers rationnels pris pour n; dans la deuxième expression le produit s'étend à tous les idéaux premiers du corps; dans la troisième il s'étend à tous les nombres premiers
du corps. /, , /„ /,, désignant les degrés des idéaux premiers contenus dans p.
Toutes ces sommes et ces produits infinis convergent pour s>i, et comme les tenues sont tous positifs, la convergence ne dépend pas de l'ordre des termes.
§ 28. — La composition des classes d'idéaux d'un corps.
Vous établirons le théorème suivant qui concerne la représentation des classes d'idéaux par des produits. [Scbering1, Kronecker".]
Théorème 57. — Il y a toujours q classes A,, ..., A telles que toute autre classe A
puisse être mise sous la forme A = A*< A*' et cela d'une seule manière; xt ..., xq
prennent les valeurs entières o, 1, a, ... jusqu'à /<, — 1 h , et on a A*'=i,
...,A* = ietA = A1... A,.
Démonstration. — Cherchons pour chaque classe le plus petit exposant et tel que V' = 1. Suit /,, le plus grand de ces exposants ei et soit H, une classe donnant l'exposant ht. Cherchons maintenant pour chaque classe le plus petit exposant e% tel que A'1 soit une puissance de Hs. Soit ht le plus grand de ces ea et soit II., une classe donnant l'exposant ht. Cherchons maintenant pour chaque classe A le plus petit exposant e3]>o tel que A'1 soit un produit de puissance des classes II,, II,; soit h3 le plus friand tic ces e3 et H3 une classe donnant h3. Si l'on continue ainsi on voit que Ton obtient une suite de classes II,, H , II qui ont la propriété suivante ;
Toute classe A peut être mise d'une façon et d'une seule sous la forme
x, x ayant les valeurs indiquées au théorème 67.
Soit
ii.")) ii;,' = n;''ii;'iT'... h;'.
où /<•? el nu </,. '/,_,, ", sont certains exposants entiers.
D'après nos conventions
h;< = h?i_v ■ • • ii ■•
ni'i bl_t 6, sont certains nombres entiers, il faut dune que //, suit di\ isible par /<,
sans quoi il y aurait une puissance moindre que La //; de 11^ <|ni punirait être représentée par un produit des classes II(, 11,^ H,.
Soit ht=-htll\ il en résulte que H"''' est représentable par un produit des classes
H,_, H,, c'est-à-dire que atlt est divisible par ht ou epic '(( est divisible par h .
Posons at = hscs, et, au lieu de choisir H,, choisissons la classe EF ^= IIsH~rv : l'égalité (i5) devient
ii;"« = ii'^T>... ir;.
En continuant nous arriverons à remplacer H, par une classe \, telle que \.J*=i. On peut, de plus, faire en sorte que clans ce mode de représentation les nombres
ht h soient des nombres premiers ou des puissances de nombres premiers.
Suit g=p'p" ... où p'p" sont des puissances de nombres premiers différents; on posera, si B est la classe appartenant à g,
nous aurons alors B',,'= i, B'p"= i, ..., et si l'on écrit
on aura B = B'"'B""" ... . On pourra introduire B', B", ... au lieu de B.
Lorsque les classes A sont choisies de la manière qui vient d'être indiquée, on dit qu'elles forment un système de classes fondamentales.
S 29. — Les caractères d'usé classe d'idéaux. — Une généralisation
DE LA FONCTION Z(s).
Supposons que l'on ait choisi un système de classes fondamentales, toute classe se trouvera bien déterminée par les exposants £Ct, ...-, xq et par suite par les q racines de l'unité
(i2 D. HILBERT.
Os (/ racines de l'unité ■/[ V> sont dites les caractères de la classe A. Si /(A) et /iB) sont des caractères de A et de B, /( AB) = /(A)/(B). Le caractère /(A) d'une classe est aussi considéré comme le caractère y{a) de tout idéal a contenu dans A.
V l'aide des caractères on peut former une fonction qui est une généralisation de la fonction Ç(s) que l'on vient de considérer et qui admet un semblable développement en produit infini. [Dèdekihd1.] Cette fonction est
(i)R(ï)' m i — yjp)n(p) s
où la somme s'étend à tous les idéaux j du corps h et le produit à tous ses idéaux premiers p.
CHAPITRE VIII
Les formes décomposables du corps
S 3o. — Les formes décomposables du corps. — Les classes de formes
ET LEIR COMPOSITION.
Soient \M, ..., ;'"" m formes linéaires des m variables u, um avec des coefficients quelconques réels ou imaginaires, le produit
est dit une forme décomposable de degré m des m variables », , ..., um. Les coefficients des produits de h am sont dits les coefficients de la forme. Si l'on tient
compte des formules
?'logli_?lng>;'"?log6(" ? log ;'"" ? log g""'
eu^u, ~ ?«, Su, lur Su,
on voit, d'après le théorème relatif à la multiplication des déterminants, que le carré du déterminant des m formes linéaires ;"', ... , ;""' est égal à
lï-TTS I a'l0gU
Mt~èu, DumDu„
el qu'il est par suite égal à une fonction entière à coefficients entiers de l : on lui donne le nom de discriminant de la forme l . I ne l'orme 1", dont les coefficients son! des entiers rationnels sans diviseur commun, prend le nom de forme primitive ; elle esl une forme unité rationnelle.
Supposons qu'en particulier x( xm formenl une base d'un idéal a. la norme
a il) =:/i(a,u, 4- ■•■ + *,„»„, ' esl une forme décomposable de degré m. Les coefficients de cette forme son) des entiers donl le plus grand commun diviseur esl n(a). Lorsqu'on supprime ce facteur on crée une forme l. à laquelle on donne le nom de forme décomposable du corps /,■ el qui a les propriétés suivantes :
Si l'on remplace la base x, -xm par une autre base •/" -j'm du même idéal a
mi obtient une m nivelle fur me l " qui se déduil de l par une I ransfi irmation linéaire à coefficients entiers rationnels el dont le déterminant =-t- 1. Si l'on réunil toutes ces formes transformées dans le concept de classes de forme, on voit qu'à chaque idéal a correspond une classe de formes. On obtient la même classe de formes en partant de xa au lieu de partir de a. ■/ désignant un innulire < jm-li mique entier ou fractionnaire du corps, c'est-à-dire qu'à chaque idéal d'une même classe correspond une même classe de formes.
Comme il est évident que le discriminant de la forme n(?) = n(o)ï est égal à ruafil, il en résulte :
Théorème 58. — Le discriminant d'une forme décomposable L du corps esl égal au discriminant du corps. [Dedekind1.]
Les propriétés des formes L que nous venons d'énoncer les déterminent complètement ; car on a le théorème réciproque.
Théorème 5g. — Soit U une l'orme primitive, décomposable dans k, mais indécomposable dans tout corps de degré inférieur, de degré m et de discriminant d égal au discriminant du corps, nous pouvons affirmer qu'il y a dans k au moins une et au plus m classes d'idéaux auxquelles appartient cette forme U.
Démonstration. — Soit, par exemple,
un facteur linéaire de U, dont les coefficients sont des nombres de k, nous multiplierons t| par un nombre a tel que
Ç = a-Ji = a1uI + .-. + »,„«„,
suit une forme linéaire à coefficients entiers a, a.m. Posons a = (a, ■/„,): on
voit, d'après le théorème 20, que n (\) = n (a)V , et comme le discriminant de la forme L est égal au discriminant du corps, on voit que
= n(afd.
Il résulte de là, grâce à la réciproque du théorème 19, que ■xl ara formenl la base
de l'idéal a.
Si les deux formes U et V correspondent aux deux idéaux a et t>, la forme W, qui correspond à l'idéal c = ab, est dite une/orme composée de U et de V. [Dedekind1.]
D'après ce qui vient d'être dit, reconnaître si deux formes données du corps k appartiennent ou non à la même classe, cela revient à reconnaître l'équivalence de deux idéaux donnés. Cette recherche n'exige qu'un nombre fini d'opérations.
(Voir § 24.)
CHAPITRE IX
Les anneaux du corps.
S 3i. — L'anneau. — L'idéal d'anneau et ses propriétés les plis importantes.
Soient 0, rr ... des nombres algébriques quelconques appartenant au domaine de rationnalité du corps k de degré m. on appellera anneau de nombres, anneau ou domaine d'intégrité' le système formé par toutes les fonctions entières de 6, ij, ... à coefficients entiers rationnels.
La somme, la différence, le produit de deux nombres de l'anneau donnent un nombre de l'anneau. Le concept d'anneau est donc invariant relativement à l'addition, la soustraction et la multiplication.
Le plus grand anneau du corps est celui que déterminent ai, forment une base du corps. Tout anneau r contient m entiers p, autre nombre de l'anneau p puisse être mis sous la forme
? = «,?,+ ■•• +"„,?,„• a,, ..., am étant des entiers rationnels. On dit que p, pm forment une base de l'an-
■■■ Mm 0U W, <",„
... , pffl tels que tout
neau. Désignons par p', , ..., p'„, le carré du déterminant
Pi' P*.
les nombres conjugués de pt, ... . pn
1 1 • • • > fm
est un nombre rationnel et on le nomme le discriminant de dr de l'anneau r.
1 11 idéal d'anneau ou un idéal de l'anneau r est un système illimité de nombres entiers algébriques a , a2, ... de l'anneau r qui a la propriété suivante : toute combinaison linéaire À,-/, + À. %t + ... appartient au système, les coefficients /.,, /,, ... étant des nombres quelconques de l'anneau /'.
'lOut idéal d'anneau contient m nombres entiers i. i telles que toul nombre
de l'idéal d'anneau soit égal à une combinaison linéaire de La forme
nu at,...,am sonl des entiers rationnels. Les nombres /, i formenl une base
de l'idéal d'anneau.
On démontre l'existence d'uni' hase de l'anneau et celle d'une base de l'idéal d'anneau exactement comme on a démontré l'existence d'une base du corps et celle d'une base d'un idéal aux *>§ 3 et 4-
On a les théorèmes suivants : [Dedekind3.]
Théorème Go. — Soient it im m entiers quelconques <lu corps /.' qui ne sont
liés par aucune relation linéaire a coefficients entiers, il existe toujours un anneau r tel qu'en désignant par A un nombre entier rationnel convenablement choisi Aï,, .... A/m formant la base d'un idéal de l'anneau.
Le théorème Go se déduit du théorème suivant :
Théorème 6i. — Il y a dans chaque anneau r des idéaux d'anneaux j qui sont aussi des idéaux du corps.
Démonstration. — Exprimons <oi <om en fonction des m nombres de hase
le
ailpl -)-... + «,„,?,„
p pm de l'anneau sous la forme
où au, .... alm et V sont des entiers rationnels, il en résulte que tout entier du corps k divisible par A est un nombre de l'anneau et que par suite tout idéal du corps divisible par A est aussi un idéal de l'anneau r.
Le plus grand commun diviseur idéal de tous les idéaux du corps, qui sont aussi des idéaux de l'anneau /', est dit le conducteur f de Vanneau. [Dedekind '.] D'où :
Théorème 62. — Tout idéal i du corps qui est divisible par le conducteur f est aussi un idéal d'anneau de l'anneau r.
S 3a. — Les anneu x déterminés par in nombre entier. — Le théorème concernant
LA DIFFÉRENTE d'lN" NOMBRE ENTIER Dl CORPS.
Les anneaux les plus importants sont ceux qui sont déterminés par un seul nombre entier 0 du corps. Dedekind a fondé sa théorie des discriminants des corps algébriques sur les propriétés de ces auneaux particuliers. [Dedekind ,;.]
-Nous résumerons les principaux résultats de Dedekind dans le théorème suivant :
Théorème 63. — Le plus grand commun diviseur des différentes de tous les entiers du corps k est égal à la différente fc du corps. Soit 3 la différente d'un entier 6 qui détermine le corps et f le conducteur de l'anneau déterminé par 8, ona: = f9.
Démonstration. — Soit w, &>„, une base de k et soient u>[ a>' , to'"'-", .... io""-"
les nombres conjugués de ces m nombres. Formons le déterminant à nr termes u>'" :
et désignons les mineurs relatifs à u>t, .... com par <>, Qm. Les m produits
QQf ----,„ s""' abus m entiers du corps /.■ et ils forment les nombres de base
d'un idéal du corps k.
En effet, multiplions les un — i) lignes horizontales du déterminant QA respectivement par
u + io,' , u + oj" (( + <•>;
où u est un paramètre indéterminé. Le déterminant à m — i lignes prend alors la forme
nù /'( fm sont des fonctions entières à coefficients entiers de a.
D'autre part, le produit des m — i facteurs linéaires i i6) est
où « est un entier rationnel. Si l'on compare les coefficients de u'"~~, on voit que
<d,!J,, est une combinaison linéaire à coefficients entiers rationnels de Qt, Qm, ce
qui démontre que QQ,, .... QQm sont les nombres de bases d'un idéal.
Suit QjJ' le déterminant mineur relatif à o>\[K on sait que le déterminant à m lignes formé par les Qlh est égal à iï"~': par suite, la norme de l'idéal 3 = (QQ1. ..., OQ,„) salisl'ail à
dn!i3) = \Q&? [' = &"-*,
et par suite n(5) = |d|"'_1. Mais il est évidenl que le déterminanl d du corps est divisible par J; posons f/ = 3 ' • '1 en résulte que n(j) = |d|.
Suit 0 un nombre quelconque qui détermine le corps; nous pouvons mettre les m nombres de base <lu corps sous la forme
«, + Q tta-f-<8+Ja
am_, + «;„_, 8 + . . . + aJE? 0"'-2 + 0"-'
où a,, ",. "', "!',"~|JI- ./' fm—t sont des nombres entiers rationnels.
Déterminons maintenant le conducteur f de l'anneau déterminé pat 0 et nous mettrons les nombres de base sous la forme
bl, 6„ b ,, f' /"', .... /','„ étant des entiers rationnels.
D'après le théorème 6a, p1cùm, ?„<■>,„_,, ■•-, p,,», ne peuvent être que des fonctions entières à coefficients entiers de 8; il en résulte nécessairement que f[ est divisible par/m_,. fa l'est par fm_2 /,'„_, par/, et par suite le produit /,'. ...,f'm_, est divisible par le produit ./'=/, •■•/„,_,• Mais comme n{f)=J\ .../„,_,/,' .../,!,_, f'm, on a
où </ est un entier rationnel.
Posons, de plus,
On a alors pour la cl i lié rente 3 du nombre 0
et, d'après ce qui a été dit au début,
QO
(-i)-J n {>) = &= fd, i, a±+ f)', a2 + fi'.f)' 4- h'- ',
1 (fié»— <>V"— '
où a, um sont des indéterminées. Développons ce déterminant suivant les éléments de la première ligne, il s'écrira
H +... + »„, II
Il est facile de voir que ~ ^r sont alors tous des nombres entiers du corps A' ;
ils si ilitieunent . comme le montre la formule 17, en multipliant les nombres
ÛQ ----,„ Pai' ll11 seul °' même fadeur situé dans /,-. Les m nombres — i, .... — p
sont encore les bases d'un idéal ; soit m cet idéal.
Les nombres de l'idéal m sont tous des fonctions entières à coefficients entiers de 0; cet idéal est donc divisible par f. Posons m = f t où lest un idéal dans /,-. Notre équation 1 17) montre alors que
«_0H _rff(
J-jrfl- — ;
d'où, en prenant la norme, il résulte ur-l=\d\mn(f)n(l)
11 rw
c'est-à-dire /*== n(f)n(i) :
comme d'autre part on a trouvé n(f)=fg, il faut que g= r, ml) = i et par suite n(f)=/\ 3î=fd, S = fj.
Soil maintenant p un idéal premier donné du corps k; nous démontrerons toul d'abord que l'on peut toujours trouver dans k un nombre 0 = p tel que le conducteur ■de l'anneau déterminé par p ne soit pas divisible par p. Soit /; le nombre premier rationnel divisible par p, ji — ç'a où a est un idéal premier avec p; de plus, soit p un entier de k, choisi de telle sorte que tout nombre entier de k soil congru à une fonction entière à coefficients entiers de p suivant toute puissance de p. Le théorème 29 montre l'existence d'un pareil nombre; de plus, supposons p = o suivant a (théorème s5) et que p soit ^i\\ nombre qui détermine le corps. Supposons que le descriminant de p=//'</ où a est un entier rationnel premier avec p.
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Tout Dombre entier a du corps peul alors être mis s<>us la forme
où F(c) esl nue fonction entière à coefficients entiers de p.
En effet, si &>= llip) suivant y''1' où H(p) esl une fonction entière à coefficients entiers de p. posons co = H (p) -f- <•>*• il en résulte que to'p* esl divisible par //'. Posons uj*p'' = //'x où a esl un entier du corps k. Comme d'après le S 3 tout nombre
entier x peut être mis sous la forme — — où G(c) esl une fonction entière à coeffi-
rf(p)
cients entiers de p, il en résulte w*= — i- et de plus
ap*H(p)-f-G(p)
Cette propriété de p que nous venons de trouver nous montre que Le nombre ap1 se trouve certainement dans le conducteur f de l'anneau déterminé par -r. f n'esl donc pas divisible par p, c'est-à-dire que p = 9 est un nombre répondanl aux conditions indiquées.
Ces derniers développements prouvent que' i est exactement le plus grand commun diviseur des différentes de tous les nombres entiers. D'autre pari, ce plus grand commun diviseur, comme il résulte de la définition de la différente du corps &, contient nécessairement cet idéal & en facteur; nous poserons j=ïjb. Connue suivant le théorème i3 n(p) est divisible par le discriminant d, il en résulte que n(j) = n(l)).c?a où a est un entier rationnel. Mais comme n(ï) — -\-d, il en résulte n(f>)= i, Ij = i, a — ± r .
Du théorème 63 on déduit facilement les théorèmes 3i et 37, ainsi que les affirmations énoncées à la fin du § 12 relatives aux nombres premiers 1 tenus dans le
discriminant du corps. Il suffit pour déduire ces dernières de décomposer le premier membre de l'équation à laquelle satisfait 8 = p suivant le nombre premier en question p. et de raisonner comme il a été fait au Su, pour le premier membre de l'équation fondamentale.
§ 33. — Les idéaux d'anneaux réguliers et lecrs lois de divisibilité.
Soit r un anneau quelconque el i, = [a( "-'•J un idéal d'anneau de r, le plus
grand commun diviseur des nombres de ce dernier est un idéal du corps; nous nommerons cet idéal j=(-/, *,) Yidéaldu corps correspondant à j,.
Lorsqu'en particulier l'idéal du corps j est premier avec le conducteur f de l'anneau /'. nous dirons que jf, est un idéal d'anneau régulier.
TO D- HIIJÎKRT.
Théorème. — Suit j un idéal du corps premier avec le conducteur f, il y a toujours dans l'anneau r un idéal. d'anneau jr auquel correspond l'idéal du corps j.
Démonstration. — Déterminons le système de tous les nombres de l'anneau r, qui sont divisibles par l'idéal donné j du corps. Ces nombres forment dans ;■ un idéal d'anneau ).= (-/,. ..., *s). Ensuite nous choisissons dans le conducteur file l'anneau un nombre entier tp premier avec j et dans j un nombre a premier avec ç. Il existera dès lors deux nombres entiers du corps <\i et p tels que yh + a (2 = i .
Comme c} est divisible par f et qu'il fait partie de l'anneau r, %<i est aussi un nombre de l'anneau r, et comme d'autre part afi esUdivisible par j, oe|5= i — si est
un nombre de l'anneau jr; et par suite l'idéal du coprs j* = (xi atj est premier
avec f.
Comme j* est divisible par j et qu'il divise le produit fj, il en résulte que j*= )• c'est-à-dire que j est un idéal d'anneau régulier auquel correspond l'idéal du corps j. ce qui démontre le théorème 64.
On entend par produit de deux idéaux d'anneaux
ar=K, ...,.,] et br=[fit S,]
l'idéal d'anneau
■,*r=kP.. •••• *.P. *.P|. ■■■• *.M"
Il en résulte évidemment le
ïhéorèhe G5. — Au produit de deux idéaux d'anneau réguliers correspond toujours le produit des idéaux du corps qui correspondent aux facteurs.
Par suite de ce théorème, 1rs lois de divisibilité et de décomposition des idéaux d'anneau réguliers coïncident avec les lois de divisibilité et de décomposition des idéaux du corps premiers avec f.
Dans ce qui suit, nous ne nous occuperons que d'idéaux d'anneau réguliers, nous n'ajouterons plus le mol régulier, c'est-à-dire que lorsque nous parlerons d'un idéal d'anneau il sera sous-entendu qu'il est régulier.
Le théorème :>.'i nous apprend qu'il existe toujours dans le corps k cp(f) nombres entiers incongrus suivant l'idéal f et premier avec f. Lorsque l'un de ces nombres appartient à l'anneau r, cet anneau contient évidemment tous les nombres congrus à celui-ci suivant le conducteur f. Le nombre des entiers incongrus suivant f cl premiers avec f contenu dans /• est un diviseur de tp(f); nous le désignerons par ç>,.(f).
La norme nia,) d'un idéal d'anneau ar n'est autre chose que la norme de l'idéal du corps rt qui correspond à a. Cette définition nous donne les propositions élémentaires relative aux normes des idéaux d'anneau.
Les i m i es d'\ \ wm lu. — Les classes d'i v \xm.\i
Le théorème relatif à L'existence des unités fondamentales se retrouve dans un anneau; la manière la plus simple de le déduire du théorème démontré poui les unités du corps consiste à remarquer qu'il résulte du théorème ■>.'> que toute puissance o(f)ème d'une unité du corps nous donne une unité de l'anneau. Le théorème '17. vrai pour les unités du corps, peut s'énoncer sous la même forme. Désignons ici
par .v le nombre que nous avons désigné par /• au théorème '17. Soient : 5 un
système d'unités fondamentales île l'anneau, c'est-à-dire un système île .s unités dans l'anneau /■ tel que toutes les unités de r puissent s'exprimer au moyen du produit de ces nombres et des racines de l'unité' contenues dans l'anneau. Nmis appellerons régulateur Rr de l'anneau le déterminant des s premiers logarithmes de ces unités pris positivement. Nous désignerons par wr le nombre des racines de l'unité situées dans r. [Dedekind;!.]
Deux idéaux d'anneau a et b seront dits équivalents, s'il existe deux entiers p. et / tels que y.a=lb. Ici nous considérerons le concept d'équivalence dans le sens restreint, c'est-à-dire que nous ferons la réserve suivante : la norme de — est positive.
Tous les idéaux d'anneau équivalents forment une classe de l'anneau. Un idéal d'anneau (a) où x est un nombre entier positif premier avec f est dit un idéal d'anneau principal; sa classe est dite une classe principale de l'anneau. Les autres définitions et les théorèmes relatifs à la multiplication des classes d'un anneau correspondent exactement à ce que nous avons établi aux §§ 22, 28, 29 pour les classes d'idéaux d'un corps: on voit, comme au § 22, que le nombre des classes d'un anneau est limité.
On peut employer pour déterminer le nombre des classes deux méthodes : soil des moyens purement arithmétiques, soit la voie analytique, comme il a été indiqué aux §S 20 et 26. On obtient le résultat suivant : [Dedekmd3.]
Théorème 06. — Soit h et lir le nombre des classes d'idéaux du corps et de l'anneau r, tous deux dans le sens restreint du concept de classes, on a
hf = jp(f)H'Rr
h »,(f)wrR"
Les formations du chapitre VIII se retrouvent dans l'anneau, et l'on peut parvenir ainsi à la notion de forme décomposable correspondant à une classe d'un anneau.
D. IIILBERT.
S 35. — Le module. — La classe de module.
Soient u. y.,„ m nombres entiers du corps k qui ne sont liés par aucune relation linéaire et homogène à coefficients entiers rationnels, le système des nombres de la forme o,^, + ... +«,„!*„, où a,. .... am sont des entiers rationnels est dit un modale
du corps A\ et on l'écrit [p., u,,,]. Le concept de module est un invariant pour
l'addition et la soustraction. On a des exemples de modules : le système de tous les
entiers du corps /,-, un idéal, un anneau, un idéal d'anneau. Deux modules [ij.( ;j.m]
et [X , ...; Xm] sont dits équivalents lorsqu'il existe deux entiers. ;j. et /. tels que
[u,u ij.y.m]= [XX, ^m\- Tous les modules équivalents entre eux forment une
liasse de modules. Dcdekind a pris le concept de module comme base de ses recherches sur les nombres algébriques. [Dcdekind '• 3- '• 9.]
Le carré du déterminant
est, on le voit facilement, un nombre entier rationnel, divisible par le carré de la norme de l'idéal m = (a,, ..., a,„). On désigne par ? le quotient de ces deux carrés. On retrouve la même valeur ^ si l'on forme le même quotient pour tout module équivalent à Q/,t, ..., \j.m]. Le nombre entier rationnel 3 caractérise par conséquent la classe de modules déterminée par [;jl, u.m]; on lui donne le nom de discriminant de la classe de modules.
Les concepts de forme décomposahle et de classe de formes pour le module se définissent d'une façon analogue à celle que nous avons donnée au § 3o pour le corps. FDedekind3.]
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CHAPITRE X
Les idéaux premiers du corps de Galois et de ses sous-corps.
§ 30. — La décomposition unique des idéaux du corps de galois en idéaix premiers
Un corps K qui coïncide avec tous ses corps conjugué* est dît un corps de Galois Suit k un corps quelconque de degré m el suit /,', ..., A'""' les m corps conjugués à A
on peut, en réunissant tous les nombres appartenant aux corps k, k' /.'"'
former un nouveau corps K ; ce corps K est alors nécessairement un corps de Galois
qui contient les corps k, k' /,""-'> comme sous-corps. Tout corps A' peut donc êti
considéré comme un sous-corps d'un corps de Galois. Par suite de cette circonstance nous n'apporterions aucune restriction essentielle à l'étude des nombres algébriques si nous commencions par étudier un corps de Galois. et si nous cherchions à voir ensuite comment les lois de décomposition des idéaux de ce corps de Galois se modifient lorsqu'on passe à un des sous-corps qu'il contient.
■y 4 D. HILBERT.
La démonstration de la décomposition unique clos idéaux en idéaux premiers esl très simple pouruncorps"de Galois [Hilbert12]. Pour le voir, nous fixerons d'abord le sens de certaines ai itations.
Soit 0 le nombre entier qui détermine le corps K de degré M: 0 esl une racine d'une équation irréductible de degré M à coefficients entiers el rationnels. Désignons [es M racines de cette équation par
*_<-) = (-), sse Sa©,
où s, Su désignent des fonctions rationnelles de 0 à coefficients rationnels. Si
l'on considère s,0 %H connue des substitutions, elles forment un groupe ('< de
degré M . car deux substitutions successives prises parmi ces M nous donnent encore une de ces substitutions. Soit G le groupe du corps de Galois K. Lu idéal J qui ne change pas lorsqu'on y remplace ses nombres par leurs conjugués, c'est-à-dire
lorsqu'on fait les M — i substitutions ss .s5[ sera dit un Idéal invariant. Un idéal
invariant a les propriétés suivantes :
LemSie ii. — La puissance M',me de tout idéal invarianl 3 esl un nombre entier rationnel.
Démonstration. -- Soit A un nombre de l'idéal 3 et soienl V,. A, A5i 1rs
M fonctions symétriques élémentaires des nombres A = x, \ . .v A xm\. Nous
désignerons par A le plus grand commun diviseur des M nombres rationnels entiers
S| A, ' . V AMM
De même supposons qu'on ail calculé les mêmes fonctions symétriques el le
même plus grand commun diviseur relatifs à tous les nombres B, I" de l'idéal 3
el soient B, C. ... ces diviseurs.
Suil .1 le plus grand commun diviseur do tous les nombres A-, H- G. ... ainsi
obtenus.
On a
En effet, les nombres conjugués à \ étant aussi des nombres de 3. un a
A, = o. i3i. As==o,(3!) AM = o,(3M)>
el par suite tous les nombres (18) et de plus A soni = o, (3M!).
Comme on peut en dire autant de B. C on a aussi J = 0 d'après 3M: .
D'autre part, les coefficients A , A. *v de l'équation de degré M en A sont
di\ isibles respectivement par J4|; JW! et par suite A esl divisible par .P':; comme
on peut en dire au la ni de tous les nombres B, I". ... de l'idéal 3. il en résulte que 5M!
esl di\ isible par J.
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Théorème 67. — A chaque idéal *l «lu corps de Galois k on peut faire correspondre un autre idéal 5S. tel que le produit 3193 soit un idéal principal.
Démonstration. L'idéal 3 2fs,3I *<,\%l est un idéal invariant; donc,
d'après le lemme 1 1 . L'idéal
as = 3N'-,.v/2i îmA
c-~i l'idéal indiqué au théorème 67.
Ce théorème G7 permel de développer les caractères de div isibilité dans un coi ps
de Galois, comme on l'a l'ail au paragraphe 5 en vertu du théorème 8 1 1 un corps
quelconque k.
Pour déduire alors des luis de divisibilité dans un corps de Galois.. les lois de divisibilité pour un corps quelconque /,\ il faudra démontrer d'abord dans un corps de Galois les théorèmes de Kronecker i3 et ii relatifs aux formes et on en conclura
l'exactitude de ces lois pour un sous-corps k, ou bien on emploiera un yen
direct et approprié de transposition d'un corps à l'autre. [Hilbert*.]
§ 37. — Les éléments, la différente et le discriminant ni cours de galois.
Certaines notions établies antérieurement prennent un sens plus simple dans le corps de Galois. Ainsi les éléments d'un corps de (jalois sont des idéaux dans le corps lui-même et on a les faits suivants :
Théorème 63. — Les éléments d'un corps de (ialnis K se l ransformenl les uns dans
les autres par les substitutions s, s$. La différente X1 du porps Iv est un idéal
invariant, et le discriminant D = ± Ai ? 1 est comme idéal la Me puissance île X
Démonstration. — Désignons par S.J, QM une base du corps K . les éléments
de K sont des idéaux de la forme
<*, = (Q,-.s\Q QM — 52QM),
®ll = (Qi — silQl, ..., QM-sMQ31).
Appliquons une substitution quelconques- à l'un de ces éléments (* et remarquons que les nombres sQt, ..., .vQ.m forment encore une base du corps; il en résulte que si l'on pose ssi^=si'S :
s&( = (sD1 — s,sQl sQm — s,. sQM) = (*,..
L'invariance de la différente du corps résulte de sa représentation
-t\ D. HILBERT.
§ 38. — Les sous-corps du corps de galois.
Le corps de Galois permet une étude précise des lois de décomposition de ses nombres en tenant compte dessous-corps qu'il contient, et les résultais qu'on obtient ainsi sont très importants lorsqu'on veut appliquer la théorie générale des corps à des corps algébriques particuliers. [Hilbert3.]
Pour caractériser simplement un sous-corps du corps de Galois, nous emploierons
les expressions suivantes : Lorsque r substitutions st— i,s„ sr du groupe G forment
un sous-groupe ;/ de degré r, l'ensemble des nombres de K qui ne changent pas lorsqu'on applique toutes ces substitutions g, forme un corps contenu dans K el de
degré rri= — . Nous nommerons ce corps k le soùs-corps correspondant au sous-
groupe g.
Le corps de Galois appartient au groupe formé par sl = i : au groupe G des M substitutions s correspond le corps des nombres rationnels. — Réciproquement, chaque sous-corps k du corps de Galois appartient à un certain sous-groupe g du groupe G. Le groupe g s'appelle alors le sous-groupe qui détermine le corps k.
§ Hj. — Les corps de décomposition et le corps d'inertie d'i s idéal premier %V
Choisissons dans le corps de Galois K un certain idéal premier %<• de degré/; il \ a un certain nombre de sous-corps de l\ s'emboitant les uns clans les autres, caractérisés par l'idéal premier sp et dont nous allons développer brièvement les merveilleuses propriétés.
Soit /; le nombre premier rationnel divisible par ty ; de plus, soient z, :' . :"
les r. substitutions du groupe G qui laissent invariable l'idéal premier Ç|>; elles forment un groupe de degré r. que nous nommerons le groupe de décomposition de l'idéal premier ty et que nous désignerons par r/.. Le corps k. correspondant au groupe 7. sera dit le corps de décomposition de l'idéal premier $p ; il esl de
degré m = — .
Déplus, soient t, /',/". ... toutes les substitutions s du corps telles que pour toul ie >in lue en lier Q du corps K on ait sQ = Q suivant VT> et soil rt leur nombre, on voil facilement que ces substitutions forment un groupe de degré rt. Ce groupe, nous le nommerons le groupe d'inertie de l'idéal premier y el nous le désignerons par ;/,. Le corps /c, qui correspond à gt nous le désignerons par corps d'inertie de l'idéal premier 9> : il esl de degré "', = — .
Le rapport entre le groupe d'inertie el !<■ groupe de décomposition résulte des
faits suivants :
Théorème 69. Le sous-groupe d'inertie ;/, de l'idéal premier?) est un sousgroupe invariant du groupe de décomposition g. . < >n obtient toutes les substitutions du groupe <lr décomposition el l'obtient qu'une fois chacune d'elles en multipliant les substitutions du groupe d'inertie par 1, z, z', — :'"' . où z est une substitution appropriée du groupe de décomposition.
Démoàstration. — Soit / une substitution quelconque de gt el 11 un nombre entier du corps K. divisible par $>. Posons il' = r'il : on a, en vertu de la propriété du corps d'inertie Q'=<Q' = Q suivant 9, c'est-à-dire Q' = o suivant Çp. L'application de la substitution t donne Q = o suivant l'idéal premier /$p. Comme ceci a lieu pour tous les nombres Q de l'idéal premier?), il faut que «p soit divisible par /?> et, par suite, ?) = fêp, c'est-à-dire que le groupe d'inertie est un sous groupe du groupe de décomposition.
Désignons maintenant par P un nombre primitif de l'idéal premier vT> congru à o suivant tous les idéaux conjugués à $P et premiers avec >p. Le théorème 25 montre que l'on peut former un pareil nombre. 6eci fait, c posons la fonction entière à coefficients entiers de degré M en x :
F(x) = (x — s,V)(x — ssP) ... (as — sMP).
Comme P est une racine entière de la congruence F(a?) = o suivant $P, on sait, d'après le théorème 27, que Pp est aussi racine de cette congruence, el il résulte de là que, parmi les M substitutions, l'une au moins donne sP=Pp suivant ?). Si alors on avait s~ '?) =|= ?>. on aurait, en vertu du choix de P, la congruence P = o suivant s- '.?), et, par suite, sP=o suivant %V ce qui est contraire à la congruence trouvée précédemment.
A cause de s$P = ?) la substitution .s' appartient au groupe de décomposition; posons s = z; en appliquant plusieurs fois de suite la substitution : à la congruence rP=Pp suivant $p. nous aurons
zap = pp*. z'P = Vp\ .... .-'PesP'^seP • (suivant?));
c'est pourquoi z' est une substitution du groupe d'inertie, car tout nombre entier du corps Q du corps k peut être mis sous la forme de Q = P" + II ou = II. où a esl un nombre entier rationnel et II un nombre du corps divisible par «|>. A cause de z ?)=?) on a en effet zrQ = Q suivant ?).
La congruence rP = Pp suivant ?) nous apprend que z^fcPsP suivant ?>, où / est une substitution quelconque du groupe d'inertie gt. Si nous posons z? = z~ltz él si Q est un nombre entier du corps tel que Q = P" suivant (?)), zQ = (zP)a=P°=Q suivant ?), et de même si Q = o suivant $P, c'est-à-dire que z' = z~'tz appartient au groupe d'inertie.
-S l>. HILBERT.
Soit donc l'iP) la fonclion entière à coefficients entiers de degré/de Pqui=o suivant^; alors, d'après le théorème 27, la congruenceP(a;)=o suivant^ admet les racines P, P'', Vp,~' , et d'après le théorème 26 elle n'en a pas d'autres.
Suit maintenant :* une substitution quelconque du groupe de décomposition; il résulte de la congruence P(P) = o suivant ty , que P(z*P) = o, et, par suite.
.-'1' = I"'' suivant ^>, où i a l'une des /' valeurs o. 1 /' — 1. Comme d'autre part
Ppl == z'P, z_Jz*P = P suivant >1>. cl. par suite. r~'r* est une substitution / du groupe d'inertie, c'est-à-dire z* = z't.
Toutes les substitutions du groupe de décomposition peuvent donc rire représentées sous cette forme, et comme réciproquement z1t pour i = o, 1, .-.,/ — 1 représente des substitutions distinctes, la dernière partie du théorème 69 est démontrée. Enfin, l'invariance du groupe d'inertie résulte de ce fait que j_7; appartient à ce groupe. De plus, on a rz=frt.
§ 40. -- Uîi THÉORÈME RELATIF Al COUPS DE DÉCOMPOSITION.
Le théorème suivant exprime la propriété la plus importante du corps de décomposition.
Théorème 70. — L'idéal p = %*''' esl situé dans le corps k. et il est un idéal premier de ce corps du premier degré. Dans le corps de décomposition k., p = pa, où a est un idéal premier avec p .
Démonstration. — La norme relative de l'idéal premier <}> par rapporl au corps /.-. est \4.(<l>) = »1>'': . Pour trouver la plus petite puissance de l'idéal premier ^ située dans /.-.. supposons qu'on ail trouvé le plus grand commun diviseur des nombres entiers de k. qui sont divisibles par *}>. Ce nombre esl nécessairement un idéal premier p de /.. , et cou une *V; est dans k. . p est certainement une puissance de s1>, soit p = çpK. Pour déterminer 11, nous ferons les considérations suivantes. Soit A un
11 lire de K qui n'est pas divisible par ^> et qui satisfait à A = zA suivant %* el si
A= P' suivant Ç|>» '=/" suivant // — 1, et, par suite, i est divisible par 1 + p+p' ... + p'~' , c'est-à-dire qu'il n'y a que /) — 1 nombres incongrus suivant <?> de la forme considérée ; on a donc A = a suivant %*, où a est un nombre entier rationnel. De là. il résulte en particulier que tout nombre a du corps kz est congru à un nombre rationnel '/ suivant S£, et par suite aussi suivant p, c'est-à-dire qui' p esl un idéal premier du premier degré du corps k. el la nonne de p dans ce corps /,-.=/).
D'autre pari, dans le corps K , la norme de p satisfait à N(p) = n(p)r', et à cause de p = sV" el de N(«J>) =://, il résulte p"r=prz, c'est-à-dire u=rr
La définition du corps de décomposition donne N(SJ>) = ty*$l, où SI est un idéal premier avec «1>. Si p = pa, on a N($P)=jt/=|/ar, et, par suite, a' = H, ce qui démontre la dernière partie du théorème 70.
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§ 4i. -- Le corps de ramification d'un idéai premier -V
N < > 1 1 -~ allons étudier de plus près la nature du corps d'inertie et désigner par \ un nombre bien déterminé du corps K divisible par fy el i par sp5, el nous déterminerons pour toutes les substitutions du corps d'inertie /. /'. /". ... les congruences
l'A = P"'A ' pps),
où " . n . n ". ... sont des nombres < l< la suite <i . i . a /» — 2 .
l'a un i ces substitutions / . /'. /" désignons par y, y', y", ... celles qui correspondent à la valeur zéro des exposants a, <i'. <<". soil r, leur nombre; elles forment, il est facile de le voir, un sous-groupe invariant du groupe d'inertie. N'ousdésignerons ce sous-groupe de degré r, par le nom de sous groupe de ramification (Yerzweigungsgruppe 1 de l'idéal premier %K. et m m s écrirons gr. Le corps /,■, qui lui appartienl sera dit le corps de ramification de l'idéal premier %*.
Le théorème suivanl caractérise les rapports du groupe de ramification et du groupe d'inertie.
Théorème 71. — Le nfroupe de ramification g est un sous-groupe invariant du groupe d'inertie; son degré est une puissance de />. suit r, =/''• On obtient toutes les substitutions du groupe d'inertie et on n'obtient qu'une fois chacune d'elles, en multipliant chaque substitution du groupe de ramification par 1, /, ts /''"' . < ■ i"i
//==— et où / esl une substitution convenablement choisie du groupe d'inertie;
rr
h est un diviseur de pr — 1.
Démonstration. — Soit %*" une puissance assez élevée de vl> pour que pour toute substitution y du groupe de ramification différente de 1. on ait r\ ;i \ suivanl -V". Posons rA = A + BA~ suivant $P3, B désignant un entier de K. il en résulte que iJ' V = A suivant Sp*, el. de même, ypSA = A suivant %*' et ainsi de suite; enfin, vpU~ *A = A suivant %*". 11 en résulte que vpK~ * = 1, c'est-à-dire que le degré r du groupe de décomposition est une puissance de p; soit ;-( . =//.
Suit maintenant a le plus petit parmi les exposants n . a' . a" . ... qui ne sont pas nuls, et soit /( le nombre de ces exposants distincts. Tous ces nombres seront des
multiples de a et coïncident avec- 1.. a, ></ h — i)a; et. de plus. ha=p' — 1.
Nous reconnaissons en même temps que toutes les substitutions du groupe d'inertie
peuvent être mises sous la forme l'v. où i prend les valeurs o. 1 // — r, et où v
parcourt toutes les substitutions du groupe de ramification <jt . < >n a donc
r, = hr, .
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§ 4a. — Uh théorème relatif ai corps d'inertie.
Le Lhéorème suivant va nous expliquer comment se comportent les idéaux »V et P dans le corps /.', .
Théorème 72. — 'tout nombre du corps K est congru suivant %* à un nombre du corps d'inertie. Le corps d'inertie ne décompose pas p. mais il en élève le degré, en ce que p. en passant du corps k,, où il est un idéal premier du premier degré, se transforme en passant dans le corps supérieur /.-, en un idéal premier du degré/.
Démonstration. — Posons
nous entendons par P un nombre primitif suivant %* et par l une substitution comme au théorème 71, le nombre - est un nombre du corps kv et le nombre 7. est situé dans le corps kt. Pour le démontrer, il suffit de se rappeler que y. reste inaltéré lorsqu'on lui applique la substitution /, car th appartient à gv et parce que les nombres 7:, /-, ..., l''~'r. ne sont pas altérés par une substitution appartenant à gv. Ces deux nombres - et y. sont tous deux congrus suivant l'idéal premier *|> au nombre primitif P. Comme par suite />•, contient exactement// nombres incongrus suivant <l>. p = >1>'' ne peut se décomposer dans le corps A-, et il est dans ce corps un idéal premier de degré/.
S 43. — Théorèmes relatifs au groupe de ramification' et al corps de ramification.
Il est facile dès lors d'établir la propriété caractéristique du groupe de ramification
i'l qui est la suivante :
Théorème 73. — Le groupe de ramification gt se compose de tontes les substitutions s qui, appliquées à tous les nombres entiers Q du corps K, donnent la congruence
sQ = û suivant Sp*.
Démonstration. — Soit Ll de K congru à <■> du corps d'inertie suivant %*. posons par suite il — w = BA suivant Çp*, où A a le sens du paragraphe /ji cl où B est un
1 due convenablement choisi du corps K. Si nous appliquons une substitution u du
corps de ramification, il vient rQ — u> = c(BA) = BA = Q — w, c'est-à dire uQ = Q suivant %*' .
On reconnaît de plus facilement que l'on a :
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Théorème -]. - L'idéal pf = >v> esl situé dans le corps de ramification, dans Lequel il a le degré;/", etl'on voit que, dans le corps de ramification, l'idéal v v se décompose en // facteurs premiers égaux.
S Vi- — Les corps de ramifica.tio> soulignés d'us idéal premier Ç|>.
Nous nous proposons maintenant d'examiner de plus près la séparation" de l'idéal v, en facteurs égaux.
Nous désignerons par I. le plus grand exposant tel que pour toute substitution v du grimpe de ramification, tous 1rs nombres entiers du corps k satisfassent à i>Q il suivant vV . el nous déterminerons toutes 1rs substitutions s du groupe de ramification, telles que s il = Q suivant >1>L+I : elles forment un sous-groupe g. du groupe de ramification que nous appellerons le groupe de rarmficalion une fois souligné de l'idéal premier %V Le corps A-., correspondanl à g- sera dil le corps de ramification une fois souligné de l'idéal >1>.
Voici les propriétés les plus importantes de ce corps.
.Théorème 7."). -- Le groupe 'de ramification une fois souligné g- est un sousgroupe du groupe de ramification gv. Soil r- = pi son degré. I »n obtient toutes les substitutions de gv et on ne les obtient qu'une fois, en multipliant toutes les substitutions du groupe de ramification souligné une fois g- par certaines substitutions en
nombre \v , ut, r, (y du groupe de ramification : ici ces // substitutions offrent
cette particularité que pour deux quelconques d'entre elles rt. vt-, on ait toujours une relation de la forme vivi = i\- rT\ où v esl une substitution de g- . L'idéal pr, = V'^ est un idéal premier dans k-: et, par suite, dans k- , l'idéal p^,;=!p? se sépare en pe facteurs premiers égaux; et ë est un exposant qui ne dépassé pas le degré /de l'idéal premier sp.
Démonstration. — Soit A un entier de k divisible par fy el non parSp9; déterminons un système de substitutions vt vr du groupe de ramification tel que, si l'on
P< ise
DâA==A-f-B,Al yA = A + BrAL, (ty> '
les nombres entiers 15( B,. soienl ton- incongrus suivant $p, et tel qu'on ne
puisse ajouter à ce système i\, .... vr de nouvelle substitution qui ne suit en contradiction avec la dernière condition.
Choisissons alors uni' substitution quelconque v' du groupe de ramification g el
posons u'A = A + BAL suivant spL+l, I! sera congru à l'un des nombres 1!, K
suivant >"}>: soit, par exemple, B = B, suivanl %*. il en résulte que y. VV.^A suivant spL+!: Le théorème 72 nous apprend que tout nombre entier LJ de k est congi u
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à une expression v, -f- [i, \ H~ ... + /, V ■ sûivanl ^>L4 ' , où xt, [ï, /., sont des nom-
bres entiers du corps d'inertie, ei il s'ensuit que Q satisfait à u;— Ju*Q = Q suivanl -!>''. c'est-à-dire que v~'v* = v ou que u*=:t>.î>. Cette égalité démontre les propriétés du groupe jr- affirmées au théorème 7.").
Posons/- =/>' cl suii <F= J — 7.
On voit comment il faut poursuivre la méthode. Soit L l'exposant le plus élevé, tel que pour toute substitution v l<>us 1rs nombres du corps K satisfont à la congruence ûQ = Q suivant *|>L, nous déterminerons toutes les substitutions v pour lesquelles on a constamment »û = û suivant ■^l'1. Ces substitutions forment un sous-groupe invariant g-, du groupe g-, le groupe de ramification deux J'ois souligné de ï idéal premier 9f$ , soit r==pl son degré; posonse=:7 — T. on a y- = pi,e , où Vr est un idéal premier du corps k= qui correspond à gr.
Km continuant ainsi nous atteindrons le groupe de ramification I mis fois souligné el ainsi de suite. Supposons que le groupe de ramification i fois souligné de l'idéal premier <!> suit celui qui ne contient plus que la substitution 1 : le corps <l<- ramification i fois souligné de tidéal premier sp csl alors le corps k lui-même et la nature de '/, nous est alors parfaitement connue. Il est évident qu'il ne peul exister de corps de ramification soulignés de l'idéal premier x1>. que si le degré M du Corps k est divisihle par p .
45. -- Un résumé rapide des théorèmes relatifs a la décomposition d'in
NliMliRE PREMIER RATIONNEL /) DANS LE CORPS 1)1 (.MOIS.
Les théorèmes démontrés du paragraphe 3g au paragraphe 44 nous montrent tout à fait ce qui se passe lorsqu'on décompose un nombre premier rationnel p dans un corps de < lalois.
S'il s'agit d'un facteur déterminé <J> de p . nous commencerons par mettre p s<>u> la forme p = pa dans le corps de décomposition de sl>. où p est un idéal premîerdu premier degré el où a esl un idéal du corps de décomposition qui n'est pas divisible par p.
Le corps de décomposition de >T> esl contenu comme sous-corps dans le corps d'inertie de vT>. qui, de son côté, ne produit aucune décomposition de p, mais qui i l'ail de v un idéal premier de degré f. Si le corps k esl lui-même le corps de décomposition ou le corps d'inertie, ce premier pas termine la décomposition. Sinon p peul
encore être déc posé en d'autres facteurs dans k. ainsi pdevienl d'abord dans le
corps de ramification la puissance d'un idéal premier^,,, dont l'exposant est contenu dans p— i el n'esl par suite pas divisible par p.
La condition nécessaire el suffisante pour que la décomposition de p soit alors
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terminée, esl que p ne soil pas contenu clans le degré du groupe d'inertie el que, par suite, le corps K soit lui-même le corps de ramification.
Dans 1rs corps de ramification soulignés, la déc position se poursuil sans i esse
el les exposants des puissances sonl de la forme p*, //. ... el aucun des exposants ï', r ne dépasse le ilrjjir /'ilr l'idéal premier >V .
La table qui va suivre donne une vue d'ensemble mu les résultats; la première ligne désigne 1rs corps, la seconde les degrés des groupes correspondants, la troisième les degrés des corps, la quatrième leur degré relatif par rapporl au corps immédiatement inférieur, la cinquième les idéaux premiers des corps el leurs représentations au moyen îles puissances de >!> .
Nous admettrons que K esl un corps de ramification trois fois souligné.
Tous les nombres indiquant les degrés ou les exposants dans celle table onl pour loul idéal premier du corps K qui divise p les mêmes valeurs que pour 5|>; ils sont, par suite, parfaitement déterminés par p.
kv
fej
N/j D. HILBERT.
CHAPITRE XI
Les différentes et les discriminants du corps de Galois et de ses sous-corps.
§ 46. — Les différentes du corps d'inertie et des corps de ramification.
En rapprochai) I 1rs résultats que nous venons d'acquérir de ceux du chapitre \ . nous aurons une source de vérités nouvelles. C'esl ainsi, qu'en vertu du paragraphe ii, nous pouvons énoncer un théorème qui va nous donner les propriétés les plus importantes du corps d'inertie.
Théorème 76. — ha différente du corps d'inertie relatif à l'idéal premier ^> n'est pas divisible par s1>. Le corps d'inertie comprend tous les sous-corps de K dont les différentes ne sonl pas divisibles par *1>.
En ce qui concerne les différentes des corps de ramification, on a les théorèmes suivants :
Théorème 77. — La différente relative du corps de ramification par rapport au corps d'inertie est divisible par s1>''~'' = p*— ' , et elle n'est pas divisible par une puissance supérieure de ty .
Démonstration. — Sdil a un nombre entier de /.,, qui est divisible par y,. = >l>''> mais qui ne l'est pas par p1, et suit \ un nombre de K divisible par >}>, mais ne contenant pas <J>J .
Posons — — = P' suivant *}>. '* désignant un nombre primitif suivant v1>. on a
a=P'A'' suivant pvfy. Soil dès lors /* une substitution quelconque du corps d'inertie qui n'appartient pas à gr et supposons que l'A s ]"'.\ suivant %*". où a* est l'un des nombres a. 2a (/( — \)a [voir § /ji]. il en résultera que
Comme r, est une puissance de p, P"''' =[= 1 suivant s1> . et, par suite. -/. — Fa. ne peut être divisible par p^ , il est donc exactement divisihle par p;i — çp'''. Si. de plus. ,,, esl un nombre quelconque de kv, ce nombre, d'après le théorème -■>.. est nécessairement congru suivant >1> à un nombre wt du corps d'inertie; il en résulte que w — /'ci : -: o suivant pr . D'où nous pouvons conclure que la différente considérée esl exactemenl divisible par $p<''-'>'> = sp''<-''<'.
• in démontre de même le l'ait suivant :
Théorème 78. — La différente relative du corps de ramification souligné une fois par rapport an corps de ramification kv, con'tienl exactement y-"','~''i' = pL"' ~". La différente relative du corps de ramification deux fois souligné k-- par rapporl à k-
contient exactement »1>"\ V = »'"' ~" ei ainsi desuite.
§ \-. — Les diviseurs des discriminants di corps dj galois.
Théorème 79. — Le nombre premier rationnel p est contenu dans le discriminant 1) du corps K à une puissance dont l'exposant est :
m, ! rt—r„ + L(r„ — m) ■+- L(rs — ;*g) + ... j.
Démonstration. — Le théorème 41 rapproché des théorèmes 76, 77. 78 nous apprend que la différente I) du corps l\ contient l'idéal premier Sp exactement à La puissance
/•, — /-,. -|- L(rv — n) +■ L(r3 — r=) + ...
le théorème 68 exige alors l'exactitude de notre proposition.
Dans le cas où il n'existe pas de corps ramifié souligné, l'exposant de p prend dans I) la valeur mt(r, — 1).
D'après ce qui précède, ce cas se présentera toutes les fois que // est premier avec M .
Ce résultat est à comparer aux remarques du paragraphe 12.
Théorème 80. — L'exposant de la puissance du nombre premier rationnel/) contenue dan- le discriminant D ne dépasse pas une certaine limite qui ne dépend que du degré M du corps de Galois k.
Démonstration. - - Tous les exposants L, L, ... qui correspondent à un certain idéal premier >y sont inférieurs à une limite déterminée par le nombre M. Pour trouver la limite de L, nous désignerons par <•> un nombre entier de k- divisible par p-, mais non divisible par pï. et nous choisirons un système de // substitutions u , v c e du groupe de ramification, tels qu'en les composanl avec g- on obtienne </, . Le nombre
ujtu 4- vtu> 4- . . . + ('/M
ne sera pas altéré par une substitution de ;/,. : il appartient au corps kr. D'autre part, ei) = )'ci) suivant »T>' . et, par suite, a =//<•> suivant %*L.
Si donc on avait L>ër,4-r_, on aurait x=o suivant p"p- H =|e o suivant p'p-V. Si donc l'on fait » = »a. où a est un idéal du corps de décomposition premiei avec », et si l'on désigne par 7 un nombre de ce corps divisible par a et premier
a vtT avec», ri = — — est un nombre entier de k ; ce nombre serait divisible par p- el ne Pe
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le serai I pas par p,,5f) . et, par suite, contrairement au théorème -~> , pr sérail un idéal
du corps A, . Comme on peut trouver de mê uni' limite supérieure pour les autres
exposants I nu voit que l'exposaril (indiqué au théorème 70) de la puissance
de /> contenue dans l> ne peu! dépasser une certaine limite qui ne dépend que du degré M du corps k .
Le théorème No a d'autant plus d'importance qu'il limite n priori le nombre des nombres premiers contenus dans M. Rangeons dans un même type tous les corps de degré M puni- lesquels la décomposition en facteurs premiers de M donne les mêmes valeurs pi un- les nombres considérés précédemment. Nous pouvons.affirmer que, pour une valeur donnée de M, il rr'y a qu'un nombre limité de types de corps possibles.
Comme exemple du théorème 80. nous indiquerons le corps quadratique (traité complètement dans la troisième partie de ce livre) et dôn4 le discriminant contient tout m m 1 lue pieu lier impair au plus à la première puissance et le nombre premier 2 au plus à la troisième. (Voir S 59, théorème 95.)
CHAPITRE XII
Les rapports entre les propriétés arithmétiques et les propriétés algébriques
du corps de Galois.
§ /i8. -- Le coups de galois relatif, le 1:1 tues abélien relatif,
LE CORPS CVCLIQl'E RELATIF.
Lorsque le groupe ('• des substitutions st s.v d'un groupe de Galois forme
un groupe abélien, c'est-à-dire lorsque les substitutions s, .iyi peuvenl se permuter entre elles, le corps de Galois K esl un corps abélien.
En particulier, si ce groupe de substitutions ('• esl cyclique, c'est-à-dire si l#s M
substitutions s, .s,, peuvenf toutes être représentées par des puissances de l'une
d'entre elles, le corps abélien K esl dil un corps cyclique.
Lu appliquant aux substitutions d'un groupe abélien les considérations faites au, numéro 28 pour les classes d'idéaux, on arrive au théorème : tout corps abélien esl composé de corps cycliques. D'autre part, les corps cycliques se composenl à leur tour de corps cycliques particuliers, ceux donl le degré esl un nombre premier ou la puissance d'un nombre premier.
Ces notions peuvent être généralisées ainsi :
Soil (-1 une racine de l'éipialion de degré / :
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il. ml les coefficients a x, appartiennent à un corps k de degré m . Supposons de
plus cette équation irréductible dans le domaine k de rationalité el qu'elle aii la
propriété, suivante, 1rs / — i autres racines©' 0' ' de cette équation suni des
fonctions entières rationnelles de 0 donl les coefficients son! di •- bres de /.'.
Le corps de uombre K composé de 6 el des nombres de /, esl ilii alors un corps de (iiilois relatif par rapport au corps A de degré M = lm .
Le degré l de l'équation précédente est le degré relatif de K .
Sil'onpose 0 = 8,0, 0'=-S,0, 0' '=S,0, legroupe des substitutions S,, Ss, ... . S, esl appelé le groupe relatif; si ce groupe est abélien, le corps K est dit un corps abélien relatif par rapport à k. Si ce groupe relatif esl cyclique, le corps l\ esl <lii cyclique relatif par rapporl à k.
S 'ni- — Les propriétés axgébriques m corps d'inertie et tu corps de ramification. — La représentation des nombres di corps de galois par des radii \i \ dans le domaine 1>i corps de décomposition.
A l'aide des no lion s que nous venons de définir, nous pourrons ('nourri' I rès simplement quelques propriétés algébriques importantes du corps de décomposition el du corps d'inertie, ainsi que des corps de ramification, qui sont d'ailleurs une conséquence des propriétés de leurs groupes démontrées plus haut.
Théorème 8i. — Le corps d'inertie kt est un corps cyclique relatif de degré relatif y par rapport au corps de décomposition k.. Le corps de ramification k esl cyclique relatif de degré relatif A par rapporl à kt. Le corps de ramification une fois souligné k- est un corps abélien relatif de degré relatif //' par rapporl à kv; le corps /.'( esl un corps abélien relatif de degré relatif p* par rapporl à k- el ainsi de suile. Les groupes abéliens relatifs des corps k-, A= ... ne contiennent que des substitutions de degré p .
D'après ce théorème 8i, la séparation en facteurs égaux s'opère au moyen d'une suile d'équations abéliennes, el ce résultat exprime une propriété surprenante el nouvelle du corps de décomposition.
Théorème 8a. — Le corps de décomposition de tout idéal premier dans K détermine un domaine de rationalité, dans lequel les nombres du corps primitif K s'expriment uniquement au moyen de radicaux.
Ce théorème 82 met bien en lumière toute l'importance des équations solubles par radicaux; car il montre que dans le problème de la décomposition des nombres en idéaux premiers, les solutions les plus importantes et les plus difficiles se présentent pour les corps relatifs, donl les nombres peuvent être représentés au moyen de radicaux dans certains domaines de rationalité.
; 5o. -- L.A DENSITÉ DES IDEAUX PREMIERS DU PREMIER DEGRÉ ET LE RAPPORT ENTRE CETTE DENSITÉ ET LES PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DU CORPS.
i est un fait merveilleux que la fréquence de certains idéaux premiers du premier degré d'un corps permet de conclure des propositions relatives à la nature algébrique de ce corps. [Kronecker ".]
Soit k un corps quelconque de degré m et soit pl un nombre premier rationnel qui peut se décomposer exactement en ; idéaux premiers distincts du premier degré. Si la limite
f-[ PÎ
log
existe, eu supposant que la somme écrite au numérateur s'étendeà tous les nombres premiers jïj, nous dirons que les nombres premiers de l'espèce pt ont une densité; -i
■ il le limite a | r valeur A(. nmis dirons que A, est la densité des nombres premiers
de la forme pr Kronecker admet implicitement, dans ses recherches, que li ss nombres
premiers des //; sortes pt , pt pm ont une densité. La \érité de cette hypothèse n'a
pas encore été démontrée (*). Par contre, on arrive à démontrer le théorème suivant :
Théorème S'A. — Si m — i sortes i\r nombres premiers parmi les/» sortes pt pm
d'un corps de degré m ont une densité, la m aussi a une densité el on a entre les m « 1 • utiles la relation
A, + aA,+ ... +mAm=i.
Démonstration. -- Employant la deuxième expression de Z (s) indiquée au numéro >7 et prenant le logarithme, il vient
ci '
log Us) = V + S.
2 — ' n(pf ' — n(pf
Dans le cas où le groupe de l'équation qui détermine /.' est le groupe symétrique, les
remarques de Kronecker permettenl de déterminer les densités A A„, : Frobenius a
démontré l'existence de ces densités et a déterminé leurs valeurs; ce smii des nombres rationnels qui dépendenl du groupe de l'équation de A". [Frobenius1.]
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où les sommes s'étendent à tous les idéaux premiers p du corps. Désignons par pt les idéaux premiers du premier degré ; nous aurons évidemment
— n(pt) — '/', — Ps — i>,n
où la somme du premier membre s'étend à inus les idéaux du premier degré el où la somme du second membre s'étend à huis les nombres premiers rationnels/>,, p, p,„.
Nous remarquons, d'au Ire part, que pour tous les idéaux p de degré supérieur au premier n(p) ^/»*. el qu'un nombre premier quelconque p contient au plus m idéaux premiers ; il en résulte que
—.«(pi — < /Mi>,) '" — 'y-»" — ' /'"
ip) iv,l (/') (A)
où la dernière somme s'étend à Inus les entiers // ^> i . On trouve de même que
On déduit de ces inégalités que
logÇ(s)- V — —
tend vers une limite finie pour s = i.
D'après le théorème 5G , log L'(.v) — log tend aussi vers une limite finie
pour .s : = i ; on peut en dire autant de
c'est-à-dire que
V-L--iog
— ' "(tv L -^
d'où, en tenant compte de (19), la vérité de mitre affirmation.
Pour un corps de Galois Iv de degré M, on a Ai = o, A2 = o, ..., Am_1 = o, et, pai suite, en vertu du théorème 83, le
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Théorème 84. — Dans un corps de < ialois de degré M, les nombres premiers pit qui se décomposent en idéaux premiers du premier degré ont une densité, cette densité
Soit k un corps quelconque et R le corps de Galois de degré M formé de k et de
ses conjugués k' /c('"_i). on reconnaît facilement que les nombres premiers pm
de k n. incident avec les nombres premiers pu de k, et par suite les nombres premiers pm de k ont une densité, et cette densité est égale à—, c'est-à-dire à l'inverse du degré de la résolvante de Galois. j Kronecker".]
CHAPITRE XIII
La composition des corps de nombres.
S 5i. — Le corps de Galois composé dis corps k et de ses conjugués.
Théorème 85. — Si des deux corps kt et A. on compose un corps R, le discriminant du corps composé contient comme facteurs premiers rationnels ceux contenus dans le discriminant de k , on dans celui de />•„, ou dans les deux, et ne contient que ceux-là.
La démonstration de ce théorème résulte immédiatement du théorème 3ç). Une conséquence immédiate du théorème 85 est la suivante :
Théorème 86. — Si d'un corps k de degré m et de Ions ses corps conjugués k'
A"" '' on compose un corps de (ialois R. le discriminant du corps R contient tous les facteurs premiers de k et il n'en contient pas d'autres.
S 52. — La composition de dei x corps dont les discriminants sont premiers entre i.i \.
Le cas de deux corps dont les discriminants sont premiers entre eux présente un intérêt particulier. Le théorème le plus important et le plus fertile de ce cas est le suivant :
Théorème 87. — Deux corps kt et A., de degrés respectifs mt, m,, dont les discri minants sont premiers entre eux, se composent toujours en un corps de degré mjnt.
Démonstration. — Snil K, le corps de Galois composé de kt et de tous ses conjugués; le discriminant de K,, d'après le théorème 86, est premier avec celui de kt.
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Sciii 3 11 11 nombre qui détermine kt; ce nombre est racine d'une équation irré ductible de degré mt à coefficients entiers el ratii mnels.
Si donc le corps composé de A, el de /. . étail d'un degré inférieur à /»/,///.. cette équation se réduirai! dans le domaine /.,. c'est-à-dire que : sérail racine d'une équation de la tonne
de degré i-<^mt et dont les coefficients y-t ?., seraienl des nombres de A . . Soil A'
le corps de nombres formé avec x, , ..., ar. Comme 7, y.r peuvent être exprimées
rationnellement en fonction des racines de la dernière équation, k esl un sous-corps de kt, el ci un nie /,■ esl aussi un SOUS-COrps de A*s, le disn iniinanl de A d'api es le théorème 3g diviserai! celui de kt el celui de A- . el le discriminant de ce corps A sérail égal à i. ce qui est contraire au théorème ]\.
Nous signalerons encore les faits suivants, faciles à vérifier.
Théorème 88. — Si kt el A-, si.nl deux corps, le premier de degré m,, le second de degré m„ de discriminants </, el dt premiers entre eux. le discriminant du corps composé K est d™=df< .
On obtient les nombres d'une hase du corps k, en multipliant chacun des m, nombres d'une base du corps kt . par chacun des m,, nombres d'une base du corps A-,. Soit /) un nombre rationne] qui se décompose en p=zprl: pe,3 ... pf.' dans kt et en p = q1 qs... (f3, où pt pr sont des idéaux premiers distincts de k , et <\t. c\
des idéaux distincts de A,; on a dans K la décomposition p = I I 3,/. "ù le produil
s'étend à /=i r. /=i .y. et où 3M est l'idéal de K défini comme étant le
plus grand commun diviseur de v, el de qr Les idéaux J;, ne sont pas nécessairement des idéaux premiers de K .
Lorsqu'on part de deux corps A\. A', de discriminants quelconques, la solution de la question ne devient simple que si l'on fait des h\p"tlièses restrictives sur la nature du corps et des nombres premiers que l'on voit décomposer. [Hensel '.]
Les résultats exposés dans les chapitres X à Mil me semblent être les principes les plus importants d'une théorie des idéaux et des discriminants d'un corps de Galois. Les méthodes suivies pourraient encore être développées dans bien des directions, en particulier on pourrait étendre sans y changer beaucoup au corps île Galois relatif une série de théorèmes démontrés depuis le paragraphe .' > i ) jusqu'au paragraphe 44. [Dedckind".]
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CHAPITRE XIV
Les idéaux premiers du premier degré et la notion de classe.
*i â.'i. — Les idéaux premiers di premier degré engendrent des classes d'idéaux.
Il est intéressant de voir que les principi :s développés il. m- les chapitres \-\ll éclairent aussi la génération et la nature des classes d'idéaux. Nous exposerons dans ce chapitre el dans le suivant les théorèmes généraux importants relatifs à ces questions. Le premier théorème concerne la génération des classes d'idéaux d'un corps de Galois au niuyen d'idéaux premiers du premier degré et s'énonce :
Théorî me 89. — Dans toute classe d'idéaux d'un corps de Galois il y a des idéaux dent l"ii- les facteurs premiers sont des idéaux du premier degré.
Nous démontrerons d'abord le
Lemme 12. — Soit K un corps de Galois de degré M et de discriminant D et vT> un idéal premier de ce emps de degré /> 1 qui n'est pas contenu dans DM!: il \ a toujours dans K un nombre entier Q premier avec DM! . divisible par %* et non par >T> . d dont tous les autres facteurs premiers sonl de degré inférieur à /.
Démonstration. — Soit p un entier du corps K. tel que tout autre entier il —il congru à une fonction entière à coefficients entiers de p suivant (SP)!. D'après le théorème 29, ce nombre existe. Désignons par ffi) rl>""'i les idéaux conjugués de
>J> el distincts de çp, et déterminons un nombre A de K qui satisfait aux con-
gruences
A = o (^'sp»...^"»»),
El soil : une substitution du groupe de décomposition telle que rp = p'' suivant V. il esl évident que les/— i différences A — -A. A — -"A- A — ~~'A sont premières avec -V- Si. d'autre part, 5 est une substitution n'appartenant pas au groupe de décomposition, *A f,sl divisible par S|>, el . par suite, la différence A — S'A est première avec •}>. La différente de a sera donc aussi première avec s1>. et il en résulte que a esl un nombre qui détermine K. d'après une remarque antérieure. En tenant conq île du théorème 3 1, on voit que K est le corps d'inertie de *}> el. par conséquent, A satisfait à une équation de la forme
Af+ «.A'-' + ■■• +07=0, où ■/i x, sont des nombres du corps de décomposition k de l'idéal premier 0.
Nous désignerons par k', k", ... les autres sous-corps de même degré -7; A esl alors racine des équations
a4' a.' étant des nombres de k', a,"; .... a." des nombres de k", etc. Déterminons,
dès lors, y nombres entiers rationnels tels que
ceci esl possible, car. d'après le théorème 70, <J> esl du premier degré dans k. Soient ensuite bl b., /entiers rationnels satisfaisant aux congruences
Mlb^a, W.bfmaf. (p),
et pour lesquels, de plus, aucune des différences appartenant à l'indice 1
pi = M!6, — «,, p/ = M! &, — ;/./, ... ne s'annule.
Nous poserons, de plus,
B = A'+MJ(èlA'-, + Mr_, + - + *V)-
Enfin, nous désignerons par qt ql les nombres premiers rationnels tous
différents dep, qui sont contenus dans le discriminant A de A ou dans les normes <\r> nombres [\. p,', ... ej qui sont plus grands que M. Soit q\ un quelconque de ces nombres, il ne peut contenir dans I\ que M facteurs premiers au plus; il faudra dune que l'un des </, nombres (7,>M). B- B + '• B + 2. ... , B + '/, — '. soil premier avec qt\ soit, par exemple, B + '', un nombre premier avec qr Si l'on calcule un nombre entier rationne] c qui satisfait aux / congruences M!pc = c, suivant 7,
pour i= 1. 2 /.
Q = B +W.pc
est un nombre qui a les propriétés exigées par le lemme 12.
En effet • d'après la congruence A — ' suivant M!, le nombre Q esl premier avec tous les nombres premiers rationnels -^ M ; et, à cause des conditions qui nous ont servies à déterminer c, Q est premier avec tous les nombres premiers rationnels contenus dans À et supérieurs à M. Le nombre Q est donc premier avec tous les nombres premiers rationnels contenus dans A et différents de p.
De plus. Q est divisible par %<> et non par #', %*" SP1"", car W.bfs=af=£o
suivant />. Le nombre Q esl de la forme
Q = A' + '»,A'~' + •■• +mr
où m t .... m si Mil des entiers rationnels. Coin me A = P suivent »}>" et que p ne peut satisfaire à aucune congruence de degré inférieur à if suivant %*'", Q ne peut pas être divisible par *1>\ Si. d'autre pari, il était divisible par un idéal premier S de
degré />/ et si l'on désignait par 1, z', z's ;r~' les f substitutions du groupe
de décomposition de C par lesquelles ce dernier groupe résulte du groupe d'inertie. nu aurait 1rs /" congruences
kr + ml Ar~' + --- + mf=o, (&\, (z'A)r + mXz'AY" + ■■■ +mf=o, (©),
et ceci exigerait que le discriminant \ de A soit divisible par C, ce qui n'a pas lieu.
Enfin, supposons que Q suit divisible par un idéal premier G de degré/; l'un des corps k, /.', le", ... serait le corps de décomposition de Cl. soit, par exemple, le coips k'.
Ecrivons alors Q sous la forme
Q — (Af + a/A'-' + ■•• + */) = !VAA_1 + ••• + p/.
où ),' /,' sont des nombres de k'. Si i. z', z" :''"' sont les /' substitutions
qui font résulter le corps de décomposition de C de smi corps d'inertie, on voit que
,Va'~' + ••■ + ,V = o. (d),
et ces congruences démontreraient que soil \. suit pt', fut divisible par C ce qui est contraire à ce qui précède.
Dans chaque classe on peut trouver un idéal premier avec DM!: on voit alors facilement, en tenant compte du leinme 12, qu'on a le droit d'affirmer le théorème 89. kummer l'avait déjà démontré pour le corps circulaire (Kreiskërper). [Ruminer11. 1
VLE \ I
'vous allons démontrer une série de théorèmes fondamentaux concernant les ■ orps abéliens relatifs. Pour mieux pi m voir les énoncer e| les démontrer, nous allons fixer quelques notations et quelques définitions.
Suit K un corps de nombres de degré //)/ . cyclique relatif par rapport au corps A:
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dedegrém, le degré relatif / étant un nombre premier. Soienl i, s. S' S ' les
substitutions du groupe cyclique relatif. Enfin, nous définissons ainsi la notion de puissance symbolique d'un nombre A du corps K : Suit a un nombre quelconque de K entier ou fractionnaire el soient a, at, a. a(_, des nombres entiers rationnels quelconques, nous écrirons
A"(SA)a'(SAa)"= ... iS'-'A)'''sous la forme abrégée
où F(S) désigne la fonction entière à coefficients entiers qui constitue l'exposant du premier membre. La puissance symbolique de degré F(S) de \ est à son tour un nombre entier ou fractionnaire de K. (les exposants symboliques peuvent être considérés comme une généralisation d'une notation introduite par Kronecker au sujet du corps circulaire. [Kronecker1.]
Ceci posé, nous aurons une suite de théorèmes.
Théorème 90. -- Tout nombre entier ou fractionnaire A de K. dont la norme relative, par rapport a /,', est égale à 1 peut être considéré comme la puissance symbolique de degré (1 — S) d'un certain nombre B du corps K.
Démonstration. — Soit ./■ une variable et 0 un nombre qui détermine K; posons A,= ^±|)A = (x + e)-A •
et
B., = . + A:. + Ar + A:+s+:J + ... + Ar+S! si
el remarquons qu'en vertu de l'hypothèse
A et que, par suite, on a aussi
A', il en résulte «pu1
B, est une fonction rationnelle de x qui n'est pas identiquement nulle: on peut donc trouvei' un nombre x = a tel (pie B„ ne soit pas nul dans K. Le nombre
8 "« + (-) satisfait alors à
Posons B* = t-. où B désigne un entier algébrique de K et /< un entier rationnel; on a aussi
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§ -,,-, — le système des unités fondamentales relatives. — On démontre
qu'elles existent.
Un deuxième théorème important concerne les unités du corps K. Supposons que. parmi les m corps conjugués déterminés par k, i\ soient réels et qu'il y ait r couples de corps imaginaires conjugués, d'après le théorème k~ le nombre des unités fondamentales de k est r = rt + /'., — i. Nous entendrons par système d'unités fondamentales relatives du corps K par rapport à k un système de r + i unités H,. H H,. , du corps 1\ , telles qu'une unité de la forme
Hhr] ... h^iWh
ne peut être la puissance symbolique de degré (1 —S) d'une unité de k que si les entiers algébriques l\Cl), ..., F(r+._0(Ç) sont Ions divisibles par i — Ç.
Ici, F,(S), F(l_,.(S) sont des fonctions entières à coefficients entiers de S,
[s] est une unité quelconque de k ou une unité du corps K. dont la puissance /""' est une unité dans k; et enfin, Z est une racine /"'"* de l'unité différente tir r.
Théorème 91. — Lorsque le degré relatif / du corps K cyclique relatif par rapport au corps A- est un nombre premier impair, K possède un système de r + 1 unilés relatives fondamentales, où r a par rapport à k le sens du théorème 47.
Démonstration. — Comme l-\z 2 parmi les lin corps conjugués déterminés par 1\ , il v a h\ corps réels cl lr. couples de corps imaginaires. Soient zt, 1, ir un système de r=r + r, — 1 unités fondamentales du corps k. Choisissons parmi les unités de K une unité E, • telle que E, ■ =-,■ ■■■ '-,. soil im système d'unités indépendantes; nous pouvons affirmer qu'alors
forment un système d'unités indépendantes.
Pour le démontrer, supposons qu'il n'en-soil pas ainsi et imaginons E,lS, = s"> où iï(Si est une fonction entière à coefficients entiers de degré (/ — 2) qui n'est pas identiquement nulle et où i* est une unité du corps k. Comme la fonction 1 + S +-...+ S' ' est irréductible (comparer à la remarque qui termine le § 91 1. on peut déterminer deux fonctions entières à coefficients entiers. G, el G, de S. el un nombre entier rationnel a différent de zéro, tels que
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Il en résulte, en tenant compte de
p!+SH ...+S*— l __ .««
que
Eu __ _••• 1 & '
ce qui est contraire à l'hypothèse, [ci, :" el 1" sont des unités de /.'.
Choisissons maintenant E. telles que E.- E,. Ej E*' '. ;, î,. forment un
système d'unités indépendantes; nous montrerons, comme précédemment, qu'alors
aussi les unités E,. E* E]'~;- E, Ef'-a. ;, s, forment un systè
d'unités indépendantes. En continuant ainsi. obtiendrons r — r. — r ± 1 unités
E, E,. ,. telles que les imités
forment un système d'unités indépendantes. Le nombre de ces unités est
Soil maintenant /"' une puissance assez élevée de /. pour que l'expression
où F,(S), .... Fp ,(S) sont des fonctions entières à coefficients entiers quelconques de S et où [1] a le sens indiqué au début du paragraphe el ne puisse, devenir la puissance d'exposant /'"d'une unité de I\ que si tous le- coefficients des fonctions F,(S), ••• • Fr_,(S) sont divisibles par /. On voit qu'un pareil exposant /"' exisie si l'on considère les li\ -r Ir, — 1 unités du corps k données par le théorème '17. Tenons compte maintenant de l'identité
(1— S)'=i— S' + ZG(S)
où (i est une fonction entière : coin me d'après cela la 1 1 — S)'"'ème puissance symbolique d'un nombre de k est aussi une véritable puissance /'"ème. il en résulte que l'expression (20) ne peut être la puissance symbolique d'exposant (j — S/" d'une
unité que si tous les entiers algébriques F,(l) F ,(Ç) sont tous divisibles par
Soil ej le plus grand nombre entier rationnel ~^ o, tel qu'une expression de la forme (30) soit une puissance symbolique d'exposant 11 — Séi d'une unité, sans
que tous les nombres F,(Ç) F, ,(Ç) soient Ions divisibles par i — 1: admettons
ipie
soit une pareille expression où Ft(S) F, ,(S) sont certaines fonctions entières
rationnelles de S et où F,(S), par exemple, n'est pas divisible par 1 — £; [s] a la signification précédente et H, f,sl une certaine unité de k.
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admettons maintenanl qui' e, esl le plus grand entier ^-o loi qu'il exisle une expression correspondante forméedes unités E, E, ,. qui suit la puissance symbolique de degré | i — S)e= d'une unit • de K. suit
où I-'.' S ' F. ,(S) sont encore des fonctions rationnelles entières de S et où Fm(Ç),
par exemple, n'est pas divisible par i — 1. En continuant ainsi, nous trouverons r+ i unités. H,- H.- ••.-. H, ,. qui forment un système d'unités relatives fondamentales de K .
Pour le démontrer, admettons qu'il n'en soit pas ainsi; il y aurait alors /■ + i fonctions entières rationnelles G,(S), .... Gr ,, telles que
Hr ... H;^i(s,w=z'-s.
"ù Z esl une unité de K; soit, de plus, parmi les nombres G,(£) Gr ,(?), par
exemple GA(Ç), le premier, qui n'est pas divisible par i — 1. il esl évident que la seconde partie du dernier produit, c'est-à-dire
uG»ts> u'VmIS) Lj'''-'Fr-l
serait aussi la puissance symbolique de degré' i — S d'une imité du corps K. Mais
dans La suite des nombres et, e, er . , aucun ne dépasse le précédent: en élevant
le dernier produit à la puissance i i — S)e* et en introduisant les unités E,, E,_,
nous nous heurterions à une contradiction.
Ce théorème 91 est vrai aussi pour 1=2, comme on le voit facilement. -~i , parmi les 2m corps conjugués déterminés par K, il y a deux fois autant de corps réels que dans les m corps conjugués déterminés par /,-.
5 56. — L'existekce uni; 1 nité de K. dokt la nobme ri i.vtive est égale a i et quï
( EPEKDART x'rsT PAS LE <JI OTIEKT DE DEUX USITÉS RELATIVES COKJBG1 CES.
Tin', 1 i mi 92. — Dans le cas où le degré relatif / du corps cyclique relatif K par rapport à /, e>i un nombre premier impair, il y a toujours dans k une unité H. dont la norme relative par rap] ort à /,' esl égale à 1 el qui n'est pas la puissance syml 1 lique de degré (1 — S) d'une unité du corps K.
Démonstration. — Admettons d'abord que le corps k ne contienl pas la racine /""'
de l'unité '.'. Soienl t,( \ , f+i unités quelconques de A"; il en résulte qu'il
existe toujours r + 1 entiers rationnels a, », _,, qui ne sont pas tous divisibles
par / el tels que v "' r,"'~' — 1. En effet, si dans celle dernière égalité Ions les
exposants a, ai i élaienl tous divisibles par /. r,' ■■■ r,' sérail racine Pme de
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l'unité, qui serait = i en vertu de l'hypothèse; de là, par la répétition du procédé,
résulte la démonstration. Si y, n , sont 1rs normes relatives des H, H, ,
unités fondamentales de k el que nous posions
— n, • • • n,.+| > il en résulte que
N4(H) = H'+S+SJ-f-+S'"1 = i
el par suite, d'après le théorème 90, H = A' s: comme H, H, , sonl des unités
fondamentales relatives, il en résulte que A n'ësl pas une unité.
Pour démontrer le théorème 9a dans le cas général, nous admettrons que k contienl la racine primitive y 1 =£', niais qu'il ne contienl pas la racine primitive d'indice /'' '. On reconnaît, par un procédé analogue au précédent, que si rlt rh ,
sont r+a unités quelconques de k, on peul toujours trouver un nombre entier rationnel a et, de plus, /• + a entiers rationnels at, — ar t non tous divisibles par I, tels que
Considérons, d'autre part, que la nonne relative
et que par conséquent, d'après le théorème 90, Ç doil être une puissance symbolique
de degré (1 — S). Si donc il n'y avait aucune unité E de /,', telle que ','= El-S. -' serait lui-même un nombre répondant à la question. Dans le cas contraire, il faut <|ue E"'~£,= 1, c'est-à-dire E'=? SE', et, par suite, E* serait une unité =defc, tandis que E
lui-même n'est pas dans k. Comme E = Vî' on a \(E) = E' = £• Soil H, H, ,
un système d'unités relatives fondamentales dans k, nous poserons
■C-,= N4(H,) v„. ,= \(Hrl). -',,..,= \(E) = E'.
h = h;* ... H:-'E"'"jr" = H:' ... h;-'w-
où a, at, .... absout les non i lues déterminés précédemment, et où [s] est la racine /"""
d'une unité du corps k; alors \(H,)=i. Les nombres a, at, , ne peuvenl pas
tous être divisibles par /. ( !ar de
on tirerait
où b est un entier rationnel. Comme d'après noire hypothèse «,._, ne peut pas aussi être divisible par /. il résulterai! des dernières égalités que E est dans k, ce qui n'a pas lieu. L'unité H remplit toutes les conditions du théorème 9a.
I i M ) D. IIILBERT.
Les théorèmes 90, 91 et 92 ont été démontrés en partie et sous une autre forme par Ruminer, dans le cas où le sous-corps k csl le corps circulaire (Rreiskorper) de degré l— 1 déterminé par '.;. [Kummer14A!l],
^ .">-. — Les idéaux ambiges et i.a différente relative di corps ctcliqde relatif Ix .
Lorsqu'un idéal 31 du corps cyclique relatif reste inaltéré après la substitution S cl qu'il ne contienl aucun facteur qui soit un idéal de k, on dit que 31 est un idéal ambigé. En particulier, un idéal premier du corps K qui n'est pas altéré par la substitution Set qui n'appartient pas à k esl ilil un idéal premier ambige.
Théorème q3. — La différente du corps cyclique relatif K. par rapport à />• contienl tous les idéaux premiers *1> qui sont ambiges et elle n'en contient pas d'autres.
Démonstration. — Soit *1> un idéal ambige; sa norme relative est N,i>1>) = *1>'. Comme k ne peul contenir une puissance inférieure de vT>, %l>' = v est un idéal premier de k. Réciproquement, si p idéal premier de /,■ est égal à la leme puissance d'un idéal %* dans K . <|> est un idéal premier ambige.
Nous distinguerons trois espèces d'idéaux premiers p du corps k : d'abord. cc\\\ qui sont égaux à la /•'""' puissance d'un idéal premier <J> de R; deuxièmement, ceux
qui dans Ix se décomposent en / idéaux premiers distincts de Ix . s1>, «!>,: et enfin
ceux qui sont aussi des idéaux premiers de k.
Dans le premier cas. la norme Ni >!>) = //, d'où N(p) = N($P') = p'r, et, par suite, la -norme mp\ de l'idéal premier p du corps k est aussi égale à pr. L'égalité des nonnes permet d'affirmer que tout nombre entier de R est congru à un nombre entier de k suivant $|>; ceci permet de reconnaître que la différente relative de k par rapport à k est nécessairement divisible par %*.
Dans le second cas. on peut toujours trouver dans k un entier A qui n'esl pas
divisible par vl>, . mais qui l'est par tous les autres idéaux premiers^, Wt-i >
<}>( ( tyt; c'est ce qui fait que la différente relative de A- et par suite celle du
corps Ix , n'est pas divisible par tyr
Pour ce qui concerne enfin les idéaux p de la troisième espèce, suit p un nombre primitif suivant l'idéal premier p de k et p un nombre primitif suivanl p dans /,-, et supposons aussi que p soit un nombre qui détermine le corps, p satisfait alors à nue équation de degré /de la forme
h pi = p' + a,p'-' 4- ... . + «, = 0,
dont les coefficients at, st. sont des non dires entiers de /,'.
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où /',< : i /',' : i sonl des fondions entières à coefficients entiers de : . \ous obtiendrons la congruence
Comme N(p) = (n[p])', le nombre, clos entiers de K incongrus suivant p esl égal à la /'""' puissance «lu nombre des entiers de k incongrus suivanl y. p ne peul satisfaire à aucune congruence de même espèce el de degré inférieur à /. c'est-à-dire
?F(P) que =|eo suivant p. ou encore la différente relative du nombre p n'es) pas
divisible par p.
Ces considérations nous montrent que la différente relative ilu corps K esl toujours un nombre premier avec les idéaux premiers de seconde et de troisième espèee. d'où le théorème 93.
S 58. — Le théorème fondamental m r le corps ctcliqi i: relatif dont la différi \ 1 1
RELATIVE EST ÉGALE V I. — On DÉSIGNE CE CORPS LE CORPS 1)1 il \"l
Les théorèmes 90, 92, 93 nous apprennent mi t'ait de très grande importance pour la théorie des corps de nombres. Ce fait s'énonce :
Théorème ni- — Lorsque le corps cyclique relatif K de degré premier impair la par rapport à /.- sa différente relative égale à 1. il y a toujours dans k un idéal j. qui n'esl pas un idéal principal de k, mais qui devient un idéal principal dans I\ . La /"'" puissance de cel idéal j est alors aussi nécessairement un idéal principal dans /,• et le nombre des classes du corps k est divisible par /.
Démonstration. — D'après le théorème 92, il y a une unité H de norme relative ('gale à 1 qui n'est pas la puissance de degré (1 — Si d'une unité. D'après le théorème 90, H = Al_>- où A est un nombre entier de k. c'est-à-dire que A = H* A • L'idéal principal 3I = (A> es' tel cl110 2l = S2ï. L'idéal 2f fait partie dû coips k. Car, soit »T> un idéal premier de K contenu dans 21. qui ne fait pas partie de k, le théorème 93, comme l'hypothèse nous montre que le discriminant relatif n'a pas de diviseur, montre que ^stS(^J) et, par suite. A c.ontienl aussi la norme relative \t%*i. qui est un idéal premier de /,'. L'idéal A n'esl pas un idéal principal du corps /,• : car, dans ce cas. on aurait A = H*".'- où H* esl une uiiilé et 7. un nombre de k . Il en résulterait que H=H"! ■ ce qui est contraire à ce qui précède. Ce qui démont re !a première partie du théorème <)'i. Comme NA(A) = » esl un nom lue de A'
et, par suite. X,,.(3l) = 3(' = (x) est un idéal principal de /.', nous avons la démonstration complète du théorème 9*4.
Les théorèmes 92 et 9A sont vrais aussi pour 1=2, si l'on fait la restriction indiquée à la fin du § 55.
Il n'y a pas de grandes difficultés de principe lorsqu'on veut étendre le théorème 9'| à des corps ahéliens relatifs K de différente relative égale à 1 et dont le degré relatif est un nombre composé.
Les rapports étroits du corps K avec certaines classses d'idéaux du corps k, mis à jour par le théorème g4, ont fait appeler ce corps K un corps de classes <lu corps k.
CHAPITRE XVI
La décomposition des nombres dans le corps quadratique.
§ Ô(). — La base et le discriminant du CORPS QUADRATIQ1 I
Soit m un entier rationnel positif ou négatif différent de i, et qui n'est divisible par le carré d'aucun nombre autre que i ; l'équation du second degré
est irréductible dans le domaine des nombres rationnels.
Dans ce qui suit, nous désignerons par \fm la racine positive de cette équation lorsque jn~^>o et lorsque //(<o sa racine imaginaire positive. Le nombre algébrique \ m ainsi bien fixé détermine un corps réel ou imaginaire suivant les cas. Nous le désignerons par A- (y m) ou, plus simplement, par k; ce corps est toujours un corps de Galois. En remplaçant 4- \J m par — y m , on passe d'un nombre à son conjugué ou d'un idéal à son conjugué. \ous continuerons à employer la notation s pour indiquer cette transformation.
Le premier problème qui se présente à nous est la recherche d'une base du corps quadratique ainsi que de son discriminant. [Dedekind1.]
Théorème g5. — Les nombres 1, w, forment une base du corps quadratique k, si l'on pose
suivant que m = 1 (4) ou m z|- i(4).
Le discriminant de A" est. suivant les deux cas.
d=m, d=km.
I04 u- HIIJSERT.
Démonstration. — Le nombre 10 est toujours un nombre entier, car il satisfait
toujours soit à
(21) .'" — x = 0, soit a x • — m = o,
soit o' = Sa) le nombre conjugué de ou, le discriminant de (•> est c/=(oj — <o')'. D'après le paragraphe 3, tout nombre entier du corps k est de la forme
u 4- uo)
où », y sont des entiers rationnels.
Dans le cas où /?j=i(4), la congruence aam=2U + t> + vy m=o suivant m nous apprend cpie 111 + v est divisible par \/n>. et, par suite, au + i> = 0, (m). Cette dernière congruence, en tenant compte de la première uy/n = o, (m), c'est-à-dire que v est divisible par y m et, par suite, par m . Les deux nombres a et y sont donc tous les deux divisibles par d=m. et l'on peut débarrasser le nombre y. de son dénominateur.
D'autre part, soit //ie|=i(4). la congruence
4a/H = a + vym = 0, (m)
nous montre comme précédemment que u et u sont divisibles par m et que, par suite, m est contenu dans le numérateur et dans le dénominateur de L'expression qui donne % et qu'un peut simplifier par m .
Nous aurons donc a = — où u' et v' sont des entiers rationnels. 11 est
facile de voir, en formant la norme a. sa, que pour m = 2, aussi bien que pour m = 3 suivant 4 , une expression de la forme a' + v'\/m avec u' et c' entiers et rationnels ne peul être divisible par 2 que si ((' et v' sont tous les deux pairs. Si on applique ce résultat d'abord à l\%, puis à i%, on voil que aussi dans le cas de m=|= 1 (4) tout entier du corps A\ s'écrit u + !'('•> avec u et y entiers et rationnels. La seconde partie du théorème résulte de la formule
(10 — a> ) qui, d'après le paragraphe 3, définit le discriminant du corps.
§ (io. — Les idéaus premiers di coups.
Le problème de la décomposition des nombres premiers rationnels en idéaux premiers du corps /,• esl complètement résolu par le théorème suivant :
Théorèmi 96. - Tout nombre premier rationnel / facteur de cf esl le carré d'un
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idéal premier de k. 'l'uni nom lue premier impair rationnel // qui ne divise pas d ou bien se décompose dans /,- en un produit de deux idéaux premiers conjugués du premier degré p el p' ou représente un idéal premier du second degré, suivant que d est reste quadratique de /* nu mm reste. Le nombre premier a est, dans le cas de m 1 1 'i i, le produit de deux idéaux conjugués distincts du premier degré de k, ou est lui-même un idéal premier suivant que m ~ i cm m = 5 suivant 8.
Démonstration. — La première partie de la proposition, celle qui a rapport aux facteurs premiers /de d, est une conséquence du théorème général 3i. Sud / un facteur premier impair de d, nous trouvons
où l=(/.\A«) est un idéal premier du premier degré, qui est égal à mui conjugué. Si a divise '/, on a
2 = (2,v/'h) "" a = (a. i+ym)
suivant que m = 2 ou w = 3 suivant 4-
La décomposition des nombres premiers non contenus dans </ s'opère en tenant compte du théorème 33 et de la remarque qui s'y rapporte faite au paragraphe r3.
D'après ces considérations, tout nombre premier p qui ne divise pas d se décompose dans le corps k en deux idéaux premiers distincts ou est lui-même nu idéal premier, suivant que le premier membre de l'équation correspondante (21 1 esl réductible ou irréductible dans le mus de la congruence suivant p.
Si p est impair, nous trouvons que la congruence
{■>..r — 1)' — m = o ou .'" — m = o i/m
n'est résoluble que si m est reste quadratique de p et qu'elle esl irrésoluble si m esl non-reste quadratique de p.
Posons dans le premier cas m = <r suivant p ; il vient
p = (p, a + y' '") (p : " — v/"1) =P-P'- Les deux idéaux premiers p et p' sont bien distincts à cause de
Dans le cas de m = i(.'i). la congruence .<" — .<: =0 suivant a est évi-
"' — 1 ilemnienl résoluble ou irresoluble suivant que — - — = 0 011= 1 suivant 2, cest-
à-dire m = 1 ou = 5 suivant 8.
Dans le premier cas, on trouve
lOÔ D- HII.lîKKI.
Les deux idéaux de droite sonl différents, car
+ \'m i — \fl
Nous pouvons prendre comme nombres de bases des idéaux que nous venons de
I ii un er, soil
l. — — ï — soil /. \' m,
p , — mm t p, a + V '" •
— - — soit 2. \/m ou 2 , i + \ m
suivant que m = 2, 3i '1 1.
On reconnaît facilement ce fait par une réciproque du théorème 19, si l'on forme le déterminant obtenu en adjoignant à chacun de ces couples de nombres le couple conjugué. Dans la deuxième ligne du petit tableau que l'on xienl d'établir, a désigne un nombre satisfaisant à la congruence
et qui. de plus, est supposé impair dans le cas de m = 1 1 '1 1.
S 61. -- Le symbole ( — ).
l'uni pouvoir donner un énoncé résumé et complet des résultats acquis, nous introduirons le symbole suivant : Suit '/ un entier quelconque rationnel et w un
nombre premier rationnel impair, le symbole [ — ) a la valeur + 1» — 1 ou o suivant
que a est reste quadratique ou non-reste quadratique de p ou qu'il est divisible
par /1 : de plus, admettons que ( - ] égale +1, — 1 ou o suivant que a impair est reste
quadratique ou non-reste de ■/ = S. ou suivant qu'il est <li\ isilile par 2. On peul alors donner au théorème 96 l'énoncé
Théorème 97. — lu nombre premier rationnel quelconque />(=. a ou =|=a) se décompose dans le corps k en deux idéaux premiers distincts, est lui-même un idéal premier, ou est le carré d'un idéal premier suivant que
à = + I._T ou 0. [DedekindL]
\pj
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Ceci nous amène à considérer trois espèces d'idéaux premiers :
i Les idéaux premiers du premier degré v distincts de leurs conjugués p'.
2° Les idéaux du second degré (p) représentés par les nombres premiers qui ne se décomposent pas dans /,-.
3" Les idéaux dû premier degré I dont les carrés sont des nombres premiers contenus dans il .
D'après les définitions des parag raphes 3g el 'i i . le corps A esl le corps de déi oni position des idéaux premiers /< <\r la première espèce, il esl le corps d'inertie pour les idéaux premiers /> de la seconde espèce el enfin le corps de ramification pour l<-s idéaux I de la troisième espèce.
S (!:». — Les CNITÉS ni CORPS oi A.DRATIQ1 !..
Pour ce qui concerne les unités de A', le théorème '17 nous apprend que 1 s
avons à considérer deux cas. suivant que A- esl un coçps imaginaire ou un corps réel.
Dans le premier cas, k ne peut contenir d'autres unités que celles qui sont des racines de l'unité, et connue le corps quadratique -ne peut contenir que les racines primitives de la racine cubique, quatrième ou sixième de l'unité, les seuls corps quadratiques imaginaires qui peuvent contenir d'autres unités que — 1 et — 1 sont les deux corps l;{\/ — 1) et A'(y — 3j. Le premier corps contienl 1rs unités -t-t; le second,
les quatres unités + =^— . Les discriminants de ces deux corps sont — '1
et — 3; d'après le théorème ôo, il y a dans toute classe d'idéaux t\<- ces corps un idéal dont la norme <J a pour le premier. <^ 3 pour le second. Comme d'ailleurs dans le corps k[\/ — ij, le nombre a est la norme de l'idéal principal 1 1 -•- i); il en résulte que chacun de ces deux corps ne possède qu'une classe d'idéaux. Ces corps ne renferment donc que des idéaux principaux, et tout nombre positif entier rationnel qui peut être pris pour nonne d'un idéal de /f(v — 1 ) ou de fc(y — 0) est aussi la norme d'un entier algébrique dans le corps correspondant, d'où résultent les théorèmes connus sur la représentation des entiers ratii mnels sous les formes x° — y~ ou x* + xv + y'2 . ./• el y étant des entiers rationnels.
Par contre, si k est un corps réel, le théorème '17 nous apprend qu'il existe toujours une unité fondamentale ; différente de ±1, et au moyen de laquelle toute unité du corps peut être mise d'une seule façon sous la forme -t-s". oùaesl an entier rationnel.
Les circonstances dans lesquelles la norme de celte unité fondamentale est égale à + 1 ou à — 1 n'ont été découvertes que dans certains cas particuliers, \rndl '. Dïrichlel '. Legendre '. Tano1.] -- Comparez à ce que nous venons de dire la première partie delà démonstration du lemme i3.
MiS D. HII.BERT.
CHAPITRE XVII
Les genres dans le corps quadratique et leurs systèmes de caractères.
«s 64. — Le symbole
Pour la répartition des classes d'idéaux, nous introduirons dans les développements de la théorie du corps quadratique un nouveau symbole. Soient n et m deux entiers rationnels, où m n'est pas un carré et où w est un nombre premier rationnel
quelconque; nousdonnerons au symbole | — - — ) la valeur 4- i, dès que le nombre /)
est congru à la norme d'un entier du corps algébrique k(ym) , et si. de plus, il existe pour toute puissance plus élevée de w dans l:[\/m) un nombre entier dont la norme est congrue ;\ n suivant cette puissance de w; dans tout autre cas. nous pose-
(n. m\ , , fn, m\ ,. ,
rons I 1^ — i. Les nombres pour lesquels ; = + i seront dits les restes
normiques du corps k [y m ) suivant w; les nombres // pour lesquels f— —
seront les non restes normiques du corps k{ym) suivant w.
fn, m\ Lorsque m esl carre parfait, ( sera toujours pris égal a >.
Le théorème suivanl qous indique les propriétés du symbole | — — ) qui nous
permettront de le calculer.
Théorème 98. — Soient // et /// deux entiers rationnels, qui ne s<mi pas divisibles pai n' : on a les règles suivantes
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Pour 1rs nombres premiers impairs w, on a •
(a") pour w = 2 :
"' / \ mo J \ n
De plus, pour des nombres entiers rationnels quelconques n, n', m. m' par ra] port à tout nombre premier w. on a les formules
ic")
w j \ w nn , m \ fn . ni\ ! n , m
w \ If» / \ w
n . mm'\ fn, m\ f n. nï
Démonstraiion. — D'abord il esl évident que si n esl la norme d'un entier de k,
on a
De plus, comme — m esl la norme de \/m. on en conclut l'exactitude de (c'). De plus, si n et n' sont deux entiers rationnels =|=o, dont le quotient est la norme d'un entier ou d'une fraction de k\yi>i). l'égalité
n ./ii
w J \ 10 esl évidente d'après la définition du symbole.
Si — est le carré d'un nombre rationnel, il en résulte en particulier ce fait très
simple que la valeur du symbole l— — J ne change pas si l'on multiplie n ou si on
le divise par le carré d'un nombre rationnel entier. JNous admettrons, pour plus de simplicité, que ni n ni ni ne contienne le carré d'un nombre premier.
Pour reconnaître l'exactitude de noire système de formules, nous traiterons dans l'ordre les trois cas particuliers suivants :
I 10 U. I1ILBERT.
i Soil w un nombre premier impair qui divise m. .Si /( n'est pas aussi cli\ isi-ble par w, la congruence
i n = i 2 îc — v is — //i y1 ou « = cc° — m y" (u>) ,
n'admel de solution entière en x et y que si f — 1 = 4- i . Réciproquement, si la dernière condition est satisfaite, la congruence n*=x! admet des solutions suivant toutes les puissances de w, et il en est évidemment de même de la congrueni e Donc, en vertu des hypothèses admises,
D'autre part, si n est divisible par c.
f—nm \ n. mN( / — nm, m\ w
W ) \ W J \ ir
ai Soit w un nombre premier impair qui ne divise pas m. Si // aussi n'est pas divisible par w, la congruence
n = x* — my* (w)
admet toujours des solutions, car le second membre de cette congruence donne liais les restes quadratiques suivant w, lorsqu'on fait as= i, 2, ..., , y = o: et, dans
le cas de ( 1 = — r. elle donne tous les restes non quadratiques suivant ir. pour
Par contre, soit : = + 1, désignons par </ le plus petit non-reste quadra-
tique du nombre premier ir. et soit y=b une racine de la congruence — nty'-=u — i(u>) qui a certainement des solutions; comme «= 1 — mb' suivant w, la forme a;' m bx)'
représenti poui •■=1. 2 tous les non-restes quadratiques suivant w.
Comme la congruence n = x~ — my: suivant w admet des solutions, on en conclut qu'elle en admet aussi suivant toutes les puissances de w, c'est-à-dire qu'avec nos hypothèsi -
admettons maintenant (pie n est divisible par /'•. mais qu'il ne l'est pas par u?'; conformément aux hypothèses du début, une solution de n = x* — my' suivant w' :
u = x — \ ni v
représenterait un nombre du corps k y m, dont la aorme x . sa = /i(a) contiendrai! mi facteur w et non pas ii'\ c'est-à-dire que w se déci imposerait dans le corps k(\ m )
on deux idéaux premiers distincts w et ta', ce qui exige comme condition nécessaire
m et suffisante, d'après le théorème <|-, — I = 4- 1 •
\ vu J
Réciproquement donc, si celle condition esi remplie, w est dans le corps k(\ ni |
un produit tt>u'' de deux idéaux premiers distincts. Si l'on désigne alors par y un
nombre entier de k[\/in) divisible par w, niais non par w" ou par 11»',
iu y
n . /il y, ), m\
/n, m\ ( m cest-a-dire qu avec tes hypothèses actuelles, on a toujours
il' J \ w
Les résultats acquis établissent immédiatement l'exactitude des formules (a')
et \ii"\: de plus, ils donnent pour des nombres premiers impairs les formules (c')
. et (c"), et ils les donnent complètement si l'on examine dans l'ordre les différents cas
qui peinent se présenter en tenant compte dé la divisibilité ou de la non-divisibilité
des nombres n . n' , m par w.
3) Dans le cas île w = 2, nous ferons' d'abord les considérations suivantes. Se. il /i.fv) mie fonction homogène du second degré à coefficients entiers de x et de y, et n un nombre entier rationnel impair; si la congruence n=/(;rY) suivant j' admet des racines, elle en admet aussi suivant toute puissance supérieure de 2, ■>" '(e^.3). Nous le démontrerons en concluant de eh e-j-i. Soient a , b deux entiers rationnels, tels que /'m. //) = // suivant ■>.''. où e^3; si l'on n'a pas n=f(a, b) suivant ■>,'' '.
mais bien mieux n =f(a. b) 4- a" suivant :>." ', nous déterminerons un n bre c,
tel que c2 = 1 -f- :>,'' su ivanl ■>!' ', ce qui est possible à cause de e^ 2 ; et alors
f\ca. cb) = c;/'(-/. b) =J\<i. b) + </'(</. 6) = /(«. 6) + 2" == // [V ');
c'est ce que nous voulions démontrer.
Dès lors, si nous Minions établir la valeur de ( — - — J pour // impair, il nous faut
chercher quelles sont les valeurs de // et de m qui se correspondent de manière à rendre possibles les Congruences
(23) n = ce' + xy v; ou n = x'~ — m v~ (21).
[m — I. lé [m = 2, 3 (4)]
Un calcul très court nous fournil la table suivante :
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Dans cette table, nous avons mis clans la colonne ries //* les six restes suivant y.' à considérer, et. clans la colonne des n . les restes impairs suivant a3 qui leur corresj lient et rendent possible la congruence 23 :
Celle table nous montre que pour « et ni impairs l'égalité (6') est vraie ; elle montre aussi qui' pour n impair, m pair=a/n'; on a :
D'autre part, si n est pair = an' et m impair, il faut distinguer les devis cas m= i et /h = 3 suivant 4.
Dans le premier cas. il faut que i soit dans le corps U\\ m) le produit de deux idéaux premiers distincts dès que n = in' est reste normique de a d'ans A-(v ni), c'està-dire que ( — ) doit être égal à + i. Si cette condition est remplie, on peut toujours
trouver un nombre -/dans /r(y m) dont la norme n(a) est divisible par 2 et non par 4 ; on a alors
'Il' . Ili X l. /HN
il ce dernier symbole suivant (b') est «'-jjral à + i : on a donc
an', mx
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Dans l'an Ire cas m = 3i 'i l, la valeur du symbole en question dépi nd de la possibilité de la congruence >n' = .<■' — my: suivant une puissance quelconque de >. ■>'. Une pareille congruence, comme on le voil aisément, n'est possible que s'il en esl
a i 1 1 >i de
suivant la même puissance ■>.' : c'est-à-dire que
a //'. ni\ m, a n'
Enfin, si « el m sonl tous les deux divisibles par a, n=>.n' , ffi = 3/n', on a
'•m'. :>.m'\ ( — ■{' ri ni\ im'\ f — n'iri. :>.rri
Les résullats obtenus onl peur conséquence immédiate la formule (6"), el nous reconnaissons en même temps que les formules (c") H (cm) sonl exactes poui «' = i. La formule c"" se déduil d'une combinaison de i c") el i c").
Le théorème 98 est complètemenl dé itré.
Des formules (a'), (a*), (b1), (6") du théorème 98, on déduit ce qui suit :
Si l'on considère un système c plei de nombres premiers avec w el incongrus
suivant we, où e^- j et même c~> a dans le cas de w = 2 , tous ces nombres sonl des restes normiques du corps k\\ m) suivant m. ou bien ils forment la moitié de ces icstes, suivant que w est premier avec le discriminanl de A (\ m) <>u qu'il ae l'est pas.
§ (iô. — Les systèmes de caractères d'us idéal.
Soit / le nombre des diviseurs premiers rationnels des discriminants de A \ m),
désignons-les par lt. I /, .
A chaque nombre entier rationnel correspondent alors des valeurs parfaitement
déterminées 1 + 1 ou — 1) des / symboles
dont le sens esl déterminé par le paragraphe précédent: ces / unités ± 1 prendronl le nom de système des caractères du nombre a dans le corps k[\ m). Pour pouvoir attribuer aussi à toul idéal a du corps A'(\ m) un système de caractères bien déterminé, nous distinguerons deux cas suivanl que k esl un corps imaginaire ou un corps réel. Dans le premier cas. les normes des nombres de k{\ ni) sonl toujours positives; nous poserons /■ = /, n = + mai. et nous dirons que les ;• unités
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formenl le système des caractères de l'idéal a, il est parfaitement déterminé par l'idéal a. Dans le second cas, nous formerons d'abord le système des caractères du nombre — i :
fa5)
Si toutes ces unités sont égalesà + i, nous poserons, comme clans le premier cas, n — ft(fl), ''=/. et nous dirons encore i]ue le système a4 est le système des caractères de a. Par contre, si jauni les / caractères (25) se trouve l'unité — i. soil par
exemple ( ■ — ) = — i. nous poserons r=l — i et 7T=— f— n(a) en choisissant le
si<me de laçon que ( = + i, et nous désignerons les r uni lis i >.\ i résultant tle
V ', / ces livpolhèses sur /• et sui 77 le système ilrs caractères de l'idéal a.
Les conventions que nous venons de faire nous permettent d'énoncer le théorème suivant :
^ lili — LE ststème de cabactèbes iùm classe d'idéaux et la MIIIHN de CEMlE.
Théobèmi 99. - Tous les idéaux d'une même classe du corps />(v'") admettent le même système de caractères.
Démonstration. — Soient a et a' deux idéaux de k(\/m) appartenant à la même liasse: il existe un nombre a entier ou fractionnaire de k{\/m), tel que a'= an. Par
suite. n(a') = ±n(x)n(a). où ± désigne le signe de »(-/), et. par suite,
'n(a'). m\ f±n(a), mN
pour /=/, lr En tenant compte des conventions du paragraphe 65, on obtient
le théorème 99.
De" celte façon, à chaque classe d'idéaux correspond un système de caractères. Nous rangerons dans le même genre toutes les classes d'idéaux qui ont le même système de caractères, et, en particulier, nous définirons genre principal l'ensemble de toutes les classes dont les systèmes de caractères est formé d'imités toutes positives. Comme le système de caractères de la classe principale a évidemment celle propriété, la rl.issc 1 lim ipale appartient au genre principal. De la formule r". paragraphe i'i'i. nous déduirons facilement ce fait, que la multiplication des classes d'idéaux de deux genres fournil la classe d'idéaux d'un genre, dont le sxslème de caractères s'obtient par la multiplication des 1 aractères correspondants des ^t-wx genres. Il en résulte en particulier que le système des caractères >\u carré d'une classe d'idéaux d'un genre quelconque ne contient que des unités positives, et, par suite, le carré de toute classe d'idéaux appartienl au genre principal.
Toi m genre contient le même nom lue de r lasses.
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S 67. — Théorème fondamental relatif vus genres m corps qi idkatiq; e.
Une question se pose ■. In système quelconque de r unités + 1 peut-il être le système de caractères d'un genre du corps kyymj^La solution de cette question csl d'une importance capitale pour la théorie du corps quadratique; elle esi contenue dans un théorème dont la démonstration nous occupera jusqu'au paragraphe 78 el qui s'énonce :
Théorème 100. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système quelconque de r u ni lés -+- 1 soi! le système des caractères d'un genre du corps /c( y m) esl que le produit des r unités suit égal à -\-i. (l'est pourquoi le nombre des genres du
corps k\ym) est égal à 2'"'. [Gauss1.]
S ()8. -- Un lemme s'appliquant aux corps quadratiques dont le discriminant m:
CONTIENT QU'UN DIVISEUR PREMIER
Pour nous rapprocher du bul indiqué au théorème 100, nous démontrerons d'abord le
Lemme i3. — Lorsque le discriminant d'un corps k=k\ym) ne contient qu'un diviseur premier rationnel /, le nombre des classes d'idéaux de k esl impair. Le système des caractères se compose d'un caractère unique relatif à /; ce caractère est toujours égal à +1. c'est-à-dire que dans le corps il n'y a qu'un genre : le genre principal.
Démonstration. — Désignons par s la substitution qui transforme un nombre du corps li en son conjugué. Désignons encore, lorsque »i>o, par j une unité fondamentale du corps k, — z, — , représentent des unités du mêmegenre; nous démontrerons tout d'abord que l'hypothèse du lemme nous donne n(E) = e.s== — r. En effet, admettons que /!(;) = + 1, on pourrait trouver, d'après le théorème 90, un
entier a du corps tel que î = - ; il en résulte ï. = e.sa, c'est-à-dire que I011I fac-
teur idéal premier contenu dans a le sérail dans sï. Mais d'après l'hypothèse faite dans l'énoncé, lorsque m^>o y m esl le -cul facteur premier de k, qui est égal à son conjugué et qui n'est pas rationnel, on a ou bien
a = y, a ou •/ = y, y m a ,
T| étant une unité et a un entier rationnel positif ou négatif: il en résulterai! s == -+- 7i'~* = -+- 7[a, et-£ ne sérail pas une unité fondamentale, ce qui csl contraire à l'hypothèse.
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Démontrons maintenant la première partie du lemme. Si le nombre h des classes du corps k était pair, il y aurait, suivant le théorème •">-;. un idéal j n'appartenanl pas à la classe principale, Ici que y ~- i ; mais comme jsj -»- i, on en conclurait j-«-.sj. Posons j = as.j, c'est-à-dire j'_,= a: aestun nombre de k dont la norme n(a.) — I i. Dans le cas où le signe serait +, posons (ï = a; le sec: nd n'est évidemment possible que pour un corps réel ; faisons S = s-/ . i désignant comme tout à l'heure l'unité fondamentale de k. Avec ces hypothèses, on aurait à chaque fois n(jï) = + i, et, par
suite, d'après le théorème 90. - = yi— s, où 7 est un entier de k. De a = j'~* résulterail (yj)'~*=i, c'est-à-dire (y)j = s(yj), et on conclurai! connue précédemment que l'idéal i-ij est ou bien =(«) ou (a)ï, où a est un nombre entier rationnel et 1 le
seul 1 ibre premier de /,- égala son conjugué el non rationnel. Or. lorsque m=|= — 1,
ce facteur premier l = ym. et, pour m = — 1, I=i + y — 1, c'est-à-dire qu'on a toujours I -»• 1, et, par suite, j —- 1, ce qui est contraire à l'hypothèse. Lorsque k est un corps réel, mi) = — 1 nous indique de suite'que
cl alors, d'après le paragraphe 65, le système du caractère d'un idéal j est consti ué
, + «()). ni . . , , , • 1 - , • 1
par 1 unité : ce caractère unique esl égal a -f- t pour chaque idéal ) iln
corps k , sans quoi l'ensemble des classes d'idéaux de k se répartirail en deux genres el le nombre des classes h serait pair.
Ce lemme i3 nous montre que le théorème fondamental 100 est vrai dans le cas le plus simple, c'est-à-dire le cas du corps quadratique dont le discriminanl d ne contienl qu'un diviseur premier rationnel.
69. — Lu THÉORÈME DE RÉCIPROCITÉ POUR LES RESTES QUADRATIQUES.
I V LEMME RELATIF AU SYMBOLE
Théorème 101. — Sqitpet 7 deux nombres premiers rationnels impairs positifs différents l'un de l'autre: on a la règle
,'1J \Py dite loi de réciprocité des restes quadratiques. On a, de plus,
t)=(->t- (in-»':
dils théorèmes complémentaires à la loi de réciprocité quadratique. [Gauss1.]
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Démonstration. — Suit l,-{\< m) un corps dont le discriminant ne contient qu'un diviseur premier /, et désignons par n la normed'un idéal de ce corps fr: d'après le
lemme i3 on a toujonrs | — - — 1 = 4-1. Mais d'après les théorèmes 96 el «17. on voit.
qu'on particulier, tout nombre premier positif impair qui ne divise pas /// et donl /// est reste quadratique rsi la norme d'un idéal de /.-(y m). Nous utiliserons, ci fail pour dresser le tableau suivant : m m s désignerons parp et /> deux nombres premiers rationnels distincts congrus à 1 suivant '1. par 7 el q' deux nombres premiers distincts congrus à 3 suivanl 4, tandis que r représentera un nombre premier rationnel impair dont nous ne préjugeons pas le teste par \.
Si : On a :
ji
lu \ n
(JLL \ p
Dans un corps l;\\ j>) . n(=)= — 1 nous apprend que = 4-1; ajoutons
celte remarque à la ligne 1, il en résulte que, d'une façon générale, • ) = t — n ; •
appliquons la proposition citée au début de cette démonstration au nombre premier n = 2. el remarquant que 2 est toujours la norme d'un idéal dan- Ai \ p), ou
l>[\/ — <]). des que ( — 1) * = + 1 ou ( — 1) 8 = ditions sont satisfaites, ( — — ) = (-) = 4- 1, ou
il en résulte que, si ces con-
— 1 , c'est-a-
P J \pj \ g
dire que si ( — 1 ") s = 4-1, on a | ) = -|-i. Ajoutons ce résultat à la ligne 2, on a, d'une façon générale, (-) = i — 1) « . Le contenu de la licne 3 montre que
Les lignes 'i el 5 nous apprennent que el la ligne 6 ' p io f -^ J = — ( — )> où il faut tenir compte du caractère du restede — i,
a été trouvé d'abord.
Il reste à démontrer que si ( — ) = + '. on a nécessairement ( — ): - i. Le
\q J \qy
théorème de réciprocité pour deux nombres premiers rationnels g et g', qui tous deux = 3 suivant i i), s'obtient le plus simplement en considérant le corps k[\/gg') ,
car connue ( - ) = — i, la norme de l'unité fondamentale t de ce corps est
certainement =+ i» et il y a un entier a noir théorème 90), tel que s = x~s = ,
nu sa est le nombre conjugué de a. Nous en conclurons facilement que l'idéal premier q contenu dans <j esl un idéal principal. Par suite, en choisissant convenablement le signe,
._ + , et (±9'rt)= + l;
donc
v- qq'\ _ '/• w
et en tenant compte de la formule (c') du théorème 98
Lemme i/|. — Soient n et m deux entiers rationnels quelconques qui ne sont pas tous deux négatifs: on a
où le produil 11 s'étend à tous les nombres premiers rationnels.
Démonstration. — Soient p el 7 deux entiers rationnels distincts impairs et tous deux premiers; les règles (a"), |//). (b") du paragraphe li'i et le théorème 101 nous permettent d'écrire :
THEORIE DES CORPS DE \OMBRES ALGEBRIQl ls. Mi)
et grâce à ia règle (a') du paragraphe <i'i. le lemme i \ subsiste pour Le cas* ù les nombres n el m égalent — i ou ne contiennent qu'un nombre premier. Les formules ' " i i ■ ' •' " ■ montrent que le lemme l 'i esl général.
De ) = — i. il résulte que si n el m sont tous deux négatifs, le proj
du il I <^l égal à — i.
Qn peut exprimer plus simplement la proposition contenue dans le lemme l 'i ri
celle que nous venons <l énoncer en employant le nouveau symbole [ 1 =-+- 1,
V — i y en lui donnant la valeur -f- 1, si l'un des nombres n ou m esl négatif, el la valeur — i
lorsqu'ils le sont lous lis deux.
<i 70. — Démonstration des rapports entre l'ensemble des i vrai h'iu- i>'i \
GENRE ÉNONCÉS DANS LE THÉORÈME FONDAMENTAL IO
Appliquons le lemme 1 \. Soil "ît une classe d'idéaux du corps liiym). et suit a un idéal de cette (Masse premier avec s el avec d, el soit n = + /t(q;1 la norme <!<■ l'idéal a pourvue du signe prévu au paragraphe 65; le produit de tous les caractères de la classe 3t esl donné par
Comme «(a) est la norme d'un idéal, tout nombre premier rationne] p contenu dans 11 se décompose dans le corps l<\\ m) : et. par suite, d'après le théorème 96, m est reste quadratique de tout pareil nombre.
Du lemme ii. el en tenant compte < 1< -^ formules cB 1, a" du théorème 98,
on a
ITRf = + ■■
lorsque w prend les valeurs des nombres premiers impairs contenus dans d, ainsi
que la valeur 2.
Si donc le discriminant '/ du corps l,[\/m) contient le nombre premier 2, il est démontré déjà que pour toute classe de l,\\ni) le produit de tous les caractères = — 1.
Par contre, si 2 n'est pas contenu dans '/. comme m = 1 suivant \ , on a
1 = 4- 1 . et le théorème esl aussi démontre dans ce cas.
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Ayant démontré que le produit des caractères est égal à + i. nous reconnaissons de suite que le nombre des genres dans le corps quadratique k{\/m) est au plus égal à la moitié de tous les systèmes de caractères imaginables, c'est-à-dire au plus égal à >.r~'.
CHAPITRE XVIII
L'existence des genres dans le corps quadratique.
S 71. -- Le théorème sur les normes des nombres d'un corps quadratique.
Il reste à faire voir que la seconde partie du théorème 100 est vraie, c'est-à-dire à démontrer que la condition que nous avons reconnue nécessaire pour qu'un système de r unités + 1 forme le système de caractères d'un genre dans k\y m) est aussi suflisante. On peut y arriver par deux voies bien distinctes : la première est de nature purement arithmétique, la seconde a des moyens transcendants. La première démonstration résulte des raisonnements suivants :
Théorème loi. — Si n, m sont deux entiers rationnels, /» n'étant pas un carré parfait, qui remplissent pour tout nombre premier w la condition
fn, m\
le nombre // esl toujours la nonne d'un nombre entier ou fractionnaire 1. du corps k{\/m).
11 11, nt\
- J exige, comme il résulte île la remarque faite à la lin du paragraphe 69, que l'un des nombres n ou m au moins suit positif, \11us pouvons admettre que n et //( ne renferment pas de facteur rationnel au carré. Soit alors p un facteur premier de /( qui divise aussi le discriminant d du corps k[\/m) ; /) esl la norme d'un idéal de A'(\ m). De plus, si p esl un nombre
• • • ,• • "■ m\ f"}\ premier impair qui divise n et /;/ ou /;/ . coin nie [ J = I — J = + ' • /'esl aussi la
norme d'un idéal de k[ym). Enfin, si ?, divise n et ne divise pas le discriminant du
, / /—\ fn, m\ /a, m\ , ï!i=! corps U\\l m), comme [ I = I =( — 1) s = + 1, a esl encore la norme
d'un idéal de l,\\ w). et, par suite, l,\\/' m) contient certainement un idéal j. tel que u -in'i. Choisissons dès lors dans la classe d'idéaux déterminée par j un
idéal )', dont la norme n(j') -^ \\ d\ ou tfest le discriminant du corps k{\ m). Ceci, d'après le théorème jo, es! toujours possible. Nous poserons j' = xj el n' - n.i où /. est un nombre entier ou fractionnaire de k{\/ m) : on aura /<' — — -m j avec le signe + ou le signe — suivant que n(y.) est positif ou négatif. Le nombre entier rationnel «'est donc en particulier sûrement positif lorsque m est négatif. Cou ■ ,/ ,i
pour valeur m ou 4'» . on a \n'\ -^ 2|\/m|.,- et il en résulte |/i'|<|/n| dès que
2 | V m] < |m| , c'est-à-dire [ h» j > 4- D'autre part, comme n' = n . n(v.), on a
= ■ =+ i . et, par suite, a cause de la formule (c I du théorème q8,
pour tout nombre premier w.
Admettons cpie le théorème 103, que nous voulons démontrer, >oit vrai pour tout
corps k\\/m) pour lequel le nombre m', qu'il soit positif ou négatif, satisfait à
|/;«'|<[|ni|. Le nombre nu que nous venons de trouver satisfait à \n'\<^\ni\ el n'est
, ■ (m> n'\ pas un carre, et comme on a de plus ( j = + 1 pour tout nombre premier w, il
faut, grâce à notre hypothèse, que le nombre /// soit la norme d'un nombre i dans
le corps k[yn'), c'est-à-dire qu'il existé deux nombres entiers où fractionnaires rationnels tels que
d'autre part, si /;' est un carré, la possibibilité de cette égalité est évidente. Connue il faut que b soit =|=o, on voit que n'= ( — J — m (- ) —711 / 1, c'est-à-dire que n' est
la norme d'un nombre À dans le corps k{\/m). En rapprochant ce l'ait de n' = 11.11(7.), on voit que n — n(a}, où a = — est encore un nombre de k(\' m).
La démonstration complète du théorème 102 sera accomplie dès (pie nousaurons montré que le théorème est vrai pour \m\ <^4 avec |n| <^ \\/d\. En restreignant ainsi les nombres n et m, les conditions du théorème 102 ne sont remplies que dans huit cas.
Les égalités
2 = n(i + y/a), - 2 = n(i + \JÏ),
montrent que' dans ces huit cas le théorème 102 est vrai.
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On reconnaît que le théorème 10a esl encore vrai >-i on en modifie l'énoncé en
exigeai) I que la coud i lu m 1 I = + i no soit remplie que pour Ions les nombres
premiers impairs w, mais il faul alors ajouter cette condition que l'un des nombres n et m au moins esl négatif. [Lagrange1, Legendre1, Gauss1.] Et, en eflet. d'après le
lemme i \, l'égalité ( — '■ — ) = i est alors satisfaite d'elle-même.
S 73. — Les classIes i>i genre principal.
\ la lin du paragraphe 66 nous avons montré que le carré d'une classe d'idéaux appartient toujours au genre principal. Le théorème 10! du paragraphe 71 nous permet de montrer la réciproque.
Théorème io3. — Dans un corps quadratique, toute classe du genre principal est le carré d'une classe. [Gauss1.]
Démonstration. — Soil M une classe du genre principal du corps l;[\/m) et I) un idéal de cette classe première avec le il du corps k[y m), soil n la norme de l'idéal l) précédée du signe prévu au paragraphe 65- Ce nombre n remplit alors, quel que soil
le nombre premier w, la condition I — — J = + 1 , et par suite on a n = n(i), où *
est un nombre entier ou fractionnaire du corps klym). Posons donc — = — , f; cl
a # . , , fî x fï
»V liant des idéaux premiers entre eux: il en résulte que — ; — ;=i et. par suite,
fj .sfî
fî'=\£. Comme fs.vfs -w 1. il en résulte que I) -»• fs\
(.elle propriété caractéristique des idéaux du genre»principal a un rapport étroit avec une autre propriété égalemenl caractéristique de ces idéaux et qui est exprimée par le théi irème suivanl :
Théorème io4- — Soient i»t, o, deux nombres de base du corps quadratique />■ et '!",,< 'V deux nombres de base d'un idéal t) appartenant au genre principal de k, et enfin soit N un nombre entier rationnel 'quelconque donné; on peut toujours trouver quatre nombres rationnels rlt, /■,.,. ''.,,. '".,.. dont les dénominateurs — ■ * » 1 1 1 premiers avec N , dont le déterminant '',,'',, — '".,,'",. — — '■ rl ''"'s (l'"'
'ii ''2.w. + r«(".
Démonstration. Déterminons un idéal h' équivaleril à l) ; l)'=f:t) premier
avec Nd.
Vinsi que non-- l'avons déjà ulilisé dans la démonstration du théorème io3, « = +;/' h' esl égal à la norme d'un nombre -/. entier ou fractionnaire du corps/,-, si l'on choisit le signe + ou le signe — d'après les conventions du paragraphe 65.
L'idéal al)'= j''A\ admet les nombres de base
"i'i"u. ",.,- ".,,. aM sont des entiers rationnels. Comme n(«V) " • le déterminant a a. — g g = -t-7î'. el par suite les quatre nombres
— 'lu ■ - = 5a ■ = 5îî • — fa
" 7Ï " H 'si ;| /(
ont les propriétés indiquées dans l'énoncé.
S 73. — Les idéaux ambiges.
Nous dirons qu'un idéal a du corps k est un idéal ambige si l'opération
s=.\\/m\ — v"0 le laisse inaltéré el s'il ne contienl pas d'autre facteur entier rationnel que + ' (voir s 57). On a le
Théorème ioô. — Les / idéaux premiers C4, l, 1, distincts contenus dans le
discriminant d du corps k sont des idéaux ambiges premiers du corps k, el il n'\
en a pas d'autres. Les 2' idéaux 1, lt, l lt l , it lt ... I, forment l'ensemble
de tous les idéaux ambiges du corps k .
Démonstration. — Que les idéaux premiers I, it sont ambiges el qu'il u'\ en
a pas d'autres, cela résulte du théorème 90. Soit maintenant a = p.q...r un idéal ambige quelconque décomposé en idéaux premiers ; comme a = sa, il faut que les
idéaux conjugués à p. q r. sp, sq .sr, abstraction faite de leur ordre,
soient égaux à p, q t. Si on avait, par exemple, .sp = q, a contiendrait le lacleur p.'.'V , qui est un entier rationnel; comme ceci est contraire à la définition d'un idéal ambige, il faut que p = sp, q=.sq, .... c'est-à-dire que tous les idéaux soienl
ambiges. Comme les carrés des idéaux 1 lr s"nt c'es entiers rationnels, nous en
concilierons que p, q r sont nécessairement distincts, et la dernière partie du
théorème ioô est démontrée.
§ 7'i. Les classes ambiges d'idéaux.
Soit a un idéal de la classe \ ; nous désignerons par sA la classe à laquelle appartient .vil , Et, en particulier, si V = s \ , la classe d'idéaux ,\ est dite une classe ambige d'idéaux. Comme le produit asa -». 1. \..s-A = 1 : el par suite, le carré de toute classe ambige est égal à la classe principale 1. Réciproquement, lorsque le carré d'une
classe A (''gale 1, A = — = sA, el par suite la classe V esl ambige.
§ ^5. — Les classes
VMBIGES I) [DEA1 \ DETERMINEES I» M» LES IDEAUX AMBIGES.
Il s'agil maintenant d'établir les classes ambiges de /.-. Comme tout idéal ambige a détermine une classe ambige en vertu de sa propriété a = sa, il nous faut d'abord rechercher combien de classes ambiges distinctes résultent des 2' idéaux ambiges. [Vous dirons que plusieurs classes d'idéaux sont dusses d'idéaux indépendantes lorsqu'aucune d'elles n'est égale à la classe 1 et lorsqu'elle n'est pas non plus égale à un produit de puissances des autres classes, ftous énoncerons alors le
Théorème io(>. — Les / idéaux premiers ambiges déterminent toujours I— 1 classes ambiges indépendantes dans le cas d'un corps imaginaire: dans le cas d'un corps réel, elles déterminent / — 2 ou / — 1 classes indépendantes, suivant que la norme de l'unité fondamentale s du corps «l 1 = + 1 ou — 1. L'ensemble des ■>' idéaux ambiges détermine, dans le cas d'un corps imaginaire a'-2 et dans le cas d'un corps réel :>'"' ou a4-' classes indépendantes, la distinction entre -i'^'' ou a'-1 se faisant par le signe de ni s).
Démonstration. — Le produit de tous les idéaux premiers facteurs de m esl égal à v/flï; il est dune un idéal principal de k. Soit d'abord m négatif, mais différent de
1 Pt de 3, et suit (7.1 un idéal principal ambige de k; on a nécessairement
a«— « — | t ft car x1""* est une unité, e ne pouvant être égal qu'à o ou à 1. Il en résulte
que
! a(v/m)B i ''"" = ' ou ■( V7'")" = * ! -ÂV'")" ' .
c'est-à-dire que %{\fïn)e est un entier rationnel. Ce qui démontre que dans un corps imaginaire, l>{\/— >) et k(\/—'i) exceptés, il ne peut \ avoir d'autre idéal principal ambige que 1 et \Jm. Les deux exceptions, traitées en particulier, donnent immédiatement le résultat énoncé au théorème 10O.
Soit un corps réel, pour lequel n(e)= + 1 : d'après le théorème 90, E==a1_*, où x est un nombre de k que nous avons le droit de supposer dégagé de tout facteur rationnel différent de±i- Comme ?. = :.*-/. i v 1 est un idéal principal ambige. Cet idéal principal (a) esl distinct de 1 et de \ m, car si l'on avait x=±e/ ou ==■+ i'\ m . où /esl un entier rationnel, on aurait
,'—=.(— !)'£(•-*) = (—l)V (<?=0 OU l),
mais ce î bre esl toujours différent de :. Si. d'autre part, a' est un idéal princi] al
ambige quelconque du corps k, on a nécessairement a"-s=( — i)eE , où e et J Font de- entiers rationnels. Posons x" — -. — =7 — ; on voil que iM-*= 1, c'est-à dire que
(vMv
a." est un nombre rationnel, el par suite, nuire i, y m ef x, il ne peul \ avoir qu'un idéal principal ambige obtenu en débarrassant le produit \ m. a de tout facteur rationnel différent de -+- 1.
D'autre part, si n(e) = — 1. il u'\ a pas dans k d'idéal principal ambige différent de 1 et de y ni . car, soit y un idéal ambige quelconque de le, on aurait nécessairement
avec e et / entiers rationnels, el comme n(a*~")=+ 1. (/»(£))'= + r, c'est-à-dire que /'esl pair, l'osons
nous trouvons x"_* = 4- 1, c'est-à-dire que ■/' esl un nombre rationnel.
Nous exprimerons donc un des / idéaux premiers ambiges <le /,■ approprié au moyen de \/ni et des / — 1 autres idéaux premiers ambiges, el lorsque le corps esl réel el que n(s) = + 1 • nous choisirons parmi ces / - — 1 idéaux premiers ambigi s un idéal approprié que nous exprimerons au moyen de a el des / — ■>. autres. Ceci nous montre que la deuxième partie du théorème 10G est exacte.
S 76. — Les classes imbiges d'idéaux qui ne contiennent pas d'idéal imbige.
Théorème 107. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un corps quadratique />■ contienne une classe ambige qui ne contienne pas elle-même d'idéal ambige est que le système de caractères de — 1 soit composé d'unités tout :s positives et que la norme de l'unité fondamentale n(e)= + 1. Lorsque ces conditions sont remplies, les classes ayant celle propriété s'obtiennent en multiplia ni l'une quelconque d'entre elles successivement par chacune des classes provenant des idéaux ambiges.
Démonstration. — Lorsque le corps /.■ est réel et que le système des caractères de - 1 n'est composé que d'unités positives, il y a toujours dans k, d'après le théorème io-3, un nombre entier ou fractionnaire a. dont la norme égale — 1. Si. de plus, la norme de l'unité fondamentale «( = )= + 1 . ce nombre -1. esl nécessairement fractionnaire. Posons a = — . où j et j' sont des idéaux premiers entre eux; il en résulte
que - — = 1, et par suite j' = .çj; par suite, j -«. si et j détermine une classe ambige. j.s)
Cette classe ambige ne contienl pas d'idéal ambige. car si un idéal de cette classe a = jft. où [is est un nombre de A- entier ou fractionnaire, était ambige, on en concluerait que o1— * = a16'— *, el par snile af»d ' serait une unité, par exemple = ( — 1 i'V. el par suite n(a)=4- 1, ce qui esl contraire à la façon dont v. a été obtenu. Ceci nous prouve que la classe j ne contient pas d'idéal ambige.
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Suit maintenant A une classe ambige quelconque donnée et ; Un de ses idéaux, j1-* est égal à un nombre entier ou fractionnaire i du corps h et, de plus, n(a) = + i ou — i. Le premier cas est le seul possible, lorsque le corps est imaginaire ou lorsque
le corps k est réel et que l'un au moins des caractères ( - — ) est égal à — i.
Comme n(a)^-f- i, il résulte du théorème 90 que - = V_v, [i étant un nombre
entier de k, et alors (jfi)'- * = 1, c'est-à-dire que jS est le produit d'un idéal ambige par un nombre rationnel et la classe A contient un idéal ambige. D'autre part, si //vi = — 1 avec n(î) = — 1, n(za)-=-\- 1, et nous démontrerons connue précédemment que 1m classe A contient un idéal ambige. Ceci nous montre que toute classe ambige contient un idéal ambige dans le cas où le corps est imaginaire ou bien dans le cas où le corps est réel et cjue l'un des caractères de — 1 égale — 1, ou encore que n 0 = -i.
Admettons maintenant que, dans le cas où aucune de ces circonstances ne se produit, il v ait dans /,• plusieurs classes ambiges d'idéaux qui ne contiennent pas d'idéal ambige, et prenons dans l'une d'elles un idéal j, dans une autre un idéal j'; les développements qui précèdent montrent que les nonnes des deux nombres
■j. = j'"\ ■/' = j"-* sont égales toutes deux à — 1 . et par suite ni — ) = + '• Le théo-
renie qo nous permet de mettre — = fc1-*, S un nombre convenablement choisi de /.'.
Posons -r-=oa, ou // est rationnel et a un idéal sans facteur rationnel rb+i,
= 1 entraîne a = sa. c est-a-dire que a est un idéal ambige, et on a j =<ij. Ce qui démontre la dernière partie du théorème 107.
S 77 , - — Le sombre de toutes les classes ambiges.
Les théorèmes [06 el 107 permettent d'énumérer toutes les classes ambiges.
Théorème 108. — Dans tous les cas, le corps k contient exactement /■ — 1 classes ambiges indépendantes, r étanl le nombre des caractères qui détermine le genre d'une classe. Le nombre total des classes ambiges distinctes est par suite >'~'.
Démonstration. — Soil encore / le nombre des entiers premiers rationnels contenus dans le discriminanl <! du corps /.'. Considérons d'abord le cas où /,• est un corps imaginaire. Il résulte des théorèmes io6el 1 07 qu'il y a exactement a'-1 classes ambiges dans k\ elles résultent toutes d'idéaux ambiges. Supposons le corps I; réel : si le système des caractères de — 1 dans k ne cou lient (pie des unités positives, il j a exactemenl •>' ' classes ambiges dans k\ ces •/ ' proviennent toutes d'idéaux ambiges
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ou la moitié d'entre elles proviennent d'idéaux ambiges suivant que rt(s) i ou
/!(;)= -|- i. Toutefois, si — i a au iu<iiiis un caractère négatif, n(t) ; r, el les théorèmes 106 et ro7 nous affirment qu'il n'j a alors que 2' classes ambiges dans k, provenant toutes d'idéaux ambiges. Mais le nombre « b^ caractères =/ — 1 lorsque le corps est réel el que le nombre — 1 a au moins un caractère négatif; on a /■ = / dans tons les antres cas. Le théorème 108 est démontré.
S 78. — La démonstration vrithmétique de l'existence des genres.
Les résultats acquis nous permettent d'évaluer le nombre des genres el de répondre à la question posée au théorème 100; car il nous est facile de démontrer que ce nombre est égal à ■>.' ' et, par suite, que Imis les systèmes de caractères qui satisfont au\ conditions du théorème 100 sont représentés parmi les genres. Nous désignerons par g le nombre des genres el par /'le nombre des classes du genre principal. D'après le paragraphe (i(i. tous les genres renferment le même nombre de classes,
par suite le nombre des classes /» = r//. Désignons par H, Il les / classes du
genre principal: le théorème io3 nous apprend que nous pouvons écrire H, = K°
]\f=l\f. où k, k; représentent /' certaines classes du cm ps.
Soit alors C une clajse quelconque du corps; comme Cs appartient au genre principal, C8 = K„, où k„ représente une classe bien déterminée parmi les/classes K,,
.... K.- que nous venons de définir. Mors la classe —, c'est-à-dire la classe A parfai-
lenienl déterminée pour laquelle C=AK„, est une classe ambige el par suite l'expression Ak. où A représente successivement toutes les classes ambiges el où k prend
toutes les valeurs K, K,, l'on mil 1 ou les les classes dn corps et ne donne chacune
d'elles qu'une fois. Mais d'après le théorème io8. le nombre des classes ambiges est 2'"'; par suite h = 2r~'f, el comme A = j/, on voit que g-—-/^'. Le théorème fondamental 100 est complètement démontré. [Gauss1.]
S 79. — La représentation transcendante du nombre i>i s classes; elle permi i d'établir que LA LIMITE ll'l \ CERTAIN prodi it infini est positive.
La deuxième démonstration de l'existence des a'-1 genres s'appuie sur des considérations transcendantes.
Théorème 109. — Le nombre // des classes d'idéaux du corps /,• de discriminant d est déterminé par la formule
«=! IP) fcl\ -s
le produit du second membre s'étend à tous les nombres premiers p rationnels et le symbole - ) a le sens fixé au paragraphe 61. Le facteur ■/., suivant que /,■ est imaginaire ou réel, c'est-à-dire suivant que (/est négatif ou positif, a la valeur
w a la valeur 6 pour </= — 3, pour d= — k la valeur 4; il est égal à ■>. pour toute autre valeur négative île d; d'autre pari, pour toul corps réel £ sera celle de ses quatre unités fondamentales, qui est > i, et log e sera la partie réelle du logarithme de celle uuilé fondamentale s. [Dirichlet8'9.]
Dcinonslriilion. — D'après le paragraphe 27, on a. tant que s est réel et > 1 :
le produil s'étendant à tous les idéaux premiers du corps /.•. Ordonnons ce produit d'après les nombres premiers rationnels p d'où proviennent ces idéaux premiers p: on voit, d'après le théorème 97, qu'à tout nombre premier rationnel p correspond dans ce produit le facteur
suivant que - = + 1, = — 1, =0. i\ous écrirons ces trois expressions sous une
\PJ forme qui leur est commune
el m >us obtenons
•;,*>= 11 — L_jii
(pi 1 — p ' w I_f^\p—
où les deux produits du second membre s'étendent à tous les nombres premiers rationnels /*. En vertu de
L S -s- — . ) Il — t-=il= L l(s-i)l-i( = i,
où ;; prend toutes les valeurs entières rationnelles, L !(s- i)Ç(*)h= L 11 -
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Notre théorème ion va résulter du théorème 56, si nous évaluons /. d'après !<■ paragraphe a5. Pour trouver w, il faut remarquer que le corps /.'(v — 3J con lient
six racines de l'unité ± '» ± et que Ie corps /.(y7 — i) contienl les
quatre racines de l'unité -t-i. -t-i: par contre, tout autre corps imaginaire /.■ ne con tient que les deux racines de l'unité ± •■ (Comparez 5 62.)
La conséquence la plus importante que aous en tirerons est le
Théorème 1 10. — Soil a un aombre entier rationnel quelconque positif ou négatif, non carré parfait: la limite de
L il
uits
Ipl
\pj
est toujours une grandeur finie différente de o. [Dirichlef'9.]
Démonstration. — Suit a = 6'm, b' étant le pins grand carré contenu dans </:
suit, de plus, d le discriminant du corps déterminé par \a. Pour tout nombre pre-
fa\ fd\ mier impair/) qui ne divise pas II on a j — 1 = 1 — 1 les deux pu ni 11
II -, et
ne peuvent différer que d'un nombre fini de facteurs. Le premier produit restant fini pours = i, d'après le théorème 109, il s'ensuit que le second tend vers une limite
finie.
$ 80. — IL Y A INE INFINITÉ DE NOMBRES PREMIERS RATIONNELS l'Ail RAPPORT AUXQI I I S LES CARACTÈRES DE RESTES QUADRATIQUES DES NOMBRES DONNÉS SONT DONNES.
Le théorème 1 10 va nous permettre de démontrer les propositions suivantes : [Dirichlet", Rronecker "'.]
Théorème iii. — Soient a,, «., '/,, t nombres entiers rationnels quelconques
positifs ou négatifs, mais tels qu'aucun îles 2' — 1 nombres a4, a, a,; ","..
• ••>r',_,",; ....",'?.. ...,'/, ne soil un carré, et désignons parc,, c4, ..... ct, / uniiés quelconques +1 ou — 1, il j a une infinité de nombres premiers rationnels^, tels que
ÎH- ©=<• (î
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Démonstration. — Tant que s>i,
log S —, — i: log — î-— = s ^ + S , - i») » ij>) i — /J (p) /J
L'expression S, on l'a montré au paragraphe 5o, reste finie pour s = i; il eu résulte que la somme (''tendue à tous les nombres premiers rationnels /)
croît au delà de toute limite lorsque s tend vers l'unité. Soit, de plus. '/ un nombre entier rationnel quelconque; on a pour .s> i
log II -i- = 2 f-^ + S„.
"~'w\p) pu +'i7)\p) p" +
Lorsque a a'èst pas carré parfait, nous savons (théorème 1 10) que log 1 1
est fini pour s = i, et, comme on peut en dire autant de S„, il en résulte que la somme
" (p) \pJp
tend vers une limite finie pour * = 1. Remplaçons dans (37)
et donnons à chacun des / exposants a( . «.,, ... , a, la valent o ou 1. en exceptant toutefois le système de valeurs
Multiplions ensuite chacune des sommes déduites ainsi de (27) par le facteur correspondant c"'c'.!'cï' , et additionnant les 2' — 1 expressions à (26), il nous vient
Cette somme, tout comme la somme 20, croîtra indéfiniment quand s tend vers 1. Faisant abstraction des nombres premiers /* contenus dans a,, a, a,, el
qui sont en nombre fini , la somme (28) égale 2'H — . où p' no prend que les valeurs
des nombres premiers /* qui remplissent toutes les conditions de l'énoncé du théorème m. Et comme celle s., iiinie croit elle aussi au delà de toute limite, il faut que les n bres premiers p' existent en nombre infini. Le théorème 111 est démontre.
!« Si. — L'existence d'une infinité d'idéaux premiers de caractères donnés dans i \
CORPS i.H \l'l; \ riQl E.
Théorème 112. — Soienl
■/.,= { — -lt — ). .... m = { — j —
les ;• caractères qui détermineni le genre d'un idéal i de /,-. el soient c, cr.
/•unités quelconques -f- 1 satisfaisant à la condition ct...c,.= + 1 ; il \ a une infinité d'idéaux premiers p du corps k pour lesquels
■/i(p) = c1, .... /s(p) = cr.
Démonstration. — Supposons que le discriminant du corps contienne les / nombres premiers rationnels /, /,: /=r ou =•/•+ 1, dans ce dernier cas, suil
- — | = — 1, et la condition ( I = + 1 servira a détermine] le signe
devant n(j). Nous écrirons dans ce cas <', = <■, ,= + i. Nous démontrerons d'abord qu'il y a une infinité de nombres premiers rationnels /) pour lesquels
et nous distinguerons pour cela trois cas. suivant que
m = 1 m = 3 mi m^ 2 suivant \.
Dans le premier cas. nous partirons de l'hypothèse
Le théorème 111 nous apprend qu'il y a une infinité de nombres premiers /< qui
satisfont à ces conditions. Comme la première condition revient à p = 1 suivant '1. on a pour ces nombres premiers p
pour /= 1 / .
Dans le second cas. désignons par L celui des nombres premiers /, /,. qui est
égal à 2. Soit alors c. = — 1 : nous prendrons comme point de départ l'hypothèse
— = + 1, (^) = e, ('='■■■■—'.-'••-.'). P J \pJ
e| il résulte du théorème 1 1 1 qu'il existe une infinité de nombres premiers p satisfaisant à ces et . de plus.
faisant à ces conditions. La première égalité nous apprend que ( — - - i = + i = c.
pi Kir i = i Z — i . z + i » • • • • '•
Par contre, si c. = — i . nous admettrons que
et les nombres premiers icn nombre infini) cpii remplissent ces conditions satisfont
*?)—'-■ - (P-fM!H->^H'
pou r i = i z — i . : + i t.
Dans le troisième cas. nous considérerons en particulier /. = 2. \uus admettrons que
v)=+i- Gî=e- G)=c< ,i=i ^-p ••■'"•
le théorème 1 1 1 nous montre qu'il y a une infinité de nombres premiers satisfaisant
.1 ces conditions et pour lesquels
«■I . de plus,
pour < = 1 c — 1 . r + 1 /.
Soit alors p l'un quelconque des nombres premiers rationnels p, tels que
D'après le lemme i4, on a
II fp, m^ f p, m^ fp, m^ fp. m
et, par suite,
"sr;-riTA-r
c'est-à-dire que p, dans le corps /r. se décompose en deux idéaux premiers p et p'. Chacun de ces idéaux p et p' répond aux conditions du théorème 112: c'est ce que non-. voulions démuni ni.
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§ 8a. — L\ DÉMONSTRATION TRANSCENDANTE DE L'EXISTENCE DES GENRES II DES RÉSI i I M -
énoncés i>i S 71 u ^77-
Le théorème 1 1 ■>. démontre l'existence des »' ' genres, mais il nous fail décou> rir aussi un fait plus profond.
Théorème i Ci. — Parmi les idéaux d'un genre quelconque du corps quadratique, il y a une infinité d'idéaux premiers.
Lorsqu'on a démontré l'existence des aM genres par ces moyens transcendants el indépendamment des théorèmes 102, io3 et 108, il est facile d'en déduire aussi ces théorèmes. Il suffit de savoir que le nombre a des classes ambiges de k est toujours •^2P~~'. Ce l'ail se déduit du théorème ro6 relatif au nombre des classes ambiges qui proviennent d'idéaux ambiges, en tenant compte des conclusions de la deuxième et de la troisième partie du théorème 107: ces déductions sont tout à l'ail indépendantes du théorème 102.
Soit alors, comme avant, /-le nombre des classés du genre principal, g le nombre des genres et /"le non due de /classes du genre principal qui sont des carrés déclasses. Il en résulte, comme au paragraphe 78, que gf=af, el comme, d'autre part. g = a'-1,, de plus a <J ar~', il faut que /' <C /. et, par suite. J"=f. a = a'"'.
La première égalité démontre le théorème ro3; la seconde, le théorème to8, et, par suite, le. théorème 10a pour 11 = — 1.
Le théorème 102 résulte complètement de io3 et des derniers résultats. Car le nombre n en question, en vertu des conditions qui lui sonl imposées, est alors la norme d'un idéal t) du genre principal, précédé du signe prévu au paragraphe 65.
i) ni fil Désignons par f; un idéal tel que b — fs'!: il faut que -/ = — — , soil un nombre
entier ou fractionnaire du corps k, s\ l'on a n(a) ==-hn, d'où le théorème 102, si, l'on considère qu'il est vrai pour n = — 1.
Niais voyons, en somme, que la méthode transcendante nous permet de démontrer les résultats des paragraphes 71-78 dans l'ordre inverse où les avons trouvés par la voie arithmétique.
$ 83. — Le sens plus étroit de l'équivalence et du concept de classes.
Si nous prenons pour base de l'équivalence de deux idéaux le sens plus étroit exposé au paragraphe ih • les théorèmes établis aux chapitres X\ 11. W III subissent de légères modifications faciles à trouver.
11 est tout d'abord évident que le sens plus étroit de l'équivalence coïncide avec le sens ordinaire dans tous les cas pour un corps imaginaire k, et pour un corps réel /.• lorsque la norme de l'unité fondamentale ï. n(ï) = — 1. Mais lorsque dans un corps réel n(s) = + 1, une classe idéale au sens de la répartition primitive se répartit ici en
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deux classes; en particulier, la classe des idéaux principaux se décomposera ici en deux classes représentées par l'idéal principal i 1 i et par l'idéal principal (y m). Suit h' le nombre des classes d'idéaux avec le sens plus étroit de l'équivalence; on a, dans les circonstances actuelles, h'=2h. [Dedekind1.]
84. — Le théorème fohdamektal poi r le mm veau concept de classe et de genre.
Vu mus nouveau de classe correspond un sens nouveau de genre. Le genre d'un idéal j du corps l,\\/w) sera dorénavant défini dans tous les cas par les / unités :
Ici. la norme de j sera constamment prise avec le signe +. Pour un corps imaginaire, ce sens nouveau de l'équivalence coïncide totalement avec l'ancien. On peut en dire autant d'un corps réel k, dans le cas où le système de caractères de — 1 n'est composé que d'unités positives. Cette dernière circonstance se présente toujours lorsque dans le corps la norme de l'unité fondamentale est égale à — 1. Supposons donc />• réel et la norme de l'unité fondamentale égale à + 1 : il faut distinguer deux cas, suivant que le système de caractères de — 1 se compose uniquement d'unités positives ou non.
Dans le premier cas. les idéaux (1) et a = {\/m) appartiennent tous deux au même genre, car
Les nouveaux genres comprennent les mêmes classes que les anciens, et le nombre des genres est 2'""'.
Dans le second cas. les deux classes d'idéaux représentés par l'idéal 1 1 ) et l'idéal a = {\/m) appartiennent à deux genres différents des genres nouveaux. Le nombre des genres nouveaux est double de celui des anciens; mais en ce qui concerne ce cas. le nombre des caractères au suis primitif du genre était / — 1, et le nombre de ces genres i'~"~ , tandis que le nombre des nouveaux genres est comme dans les autres cas a'-1. Et comme dans tous les ras le produit
le théorème fondamental 100 est vrai aussi en tenant compte du sens nouveau de (lasser et de genre à la condition d'y écrire / au lieu de r .
Les autres propositions el démonstrations des. chapitres TV "S II et WI1I se modifient île même sans difficulté, et même quelques théorèmes s'énoncent plus simplement.
CHAPITRE XIX
La détermination du nombre des classes d'idéaux du corps quadratique.
S 85. — Le symbole ( - ] pour r\ nombre composé n.
On obtient une expression remarquable du nombre h des classes d'idéaux du corps quadratique le par la formule du théorème 109, eu transformant par le calcul le nombre
en un nombre fini.
Pour cela, il nous faut d'abord définir le symbole ( - ) . aussi pour le cas où /i est
un nombre entier positif rationnel composé. Soit n=pq ... w, où p. <j w sont
des nombres premiers rationnels égaux ou distincts; nous définirons
de plus, soit f — J = -f- 1 ; on a, pour s > 1 ,
11 L__=.2^JL,
où la somme s'étend à tous les entiers positifs rationnels. Le calcul de la limite de cette somme pour s= 1 nous donne un nombre fini pour le nombre des classes h . Le résultai esl donné parle théorème suivant.
S 86. — L'expression finie donnant le nombre de classes d'idéai \.
Théorème 1 1 4- — Le nombre h des classes d'idéaux du corps l;\\/ m) esl
— w fd\
h = — — ï - « . pour m <To,
a.|d|„, \nj
I Mit
nU~-<
t») [l(eT
U'S , pour m > 1 .
mr.\
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où la somme ï s'étend aux \d\ entiers rationnels «= i. ■>., ... \d\ et où les produits
i»i II, O s'étendent à tous l'es nombres a et b parmi ces \d\ nombres satisfaisant à
ci (»)
(-) = + i et fj-\ = — i. [Dirichlet8-9; Weber*.]
Démonstration. — Soient n el n' deux nombres positifs. Lorsque n el </ ont un
fd\ diviseur commun, ~|=H- i ( - j = o. Par contre, lorsque n est premier avec d, on
voit facilement que I — ) = 11 ( — — ), où le produit s'étend à tous les nombres pre-
miers w qui divisent n. D'après le lemme i!\, II — -?— représente la même unité
lorsque / parcourt toutes les valeurs des nombres premiers contenus dans d. Soit n' = n suivant <l
d'où
(29} (ïO=(ï?)
De plus, on a
(3o) uj+u;+-+u;=o'
car nous pouvons déterminer un nombre b tel que ( j J = — i et on a, en tenant compte
La formule
-; = Tr— / c-"'r-di
donne, en tenant compte de la règle 29,
,=1 („) \nj n s=iJo 1 — e où l'on a pnsé
L'égalité 3o nous montre que F(x) admet le facteur 1 — as, et la fonction ration-
FCe-') nelle ^ est finie pour/ = o.
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'iJo i— e-"' /o i
-T-. 'Il ■
'il
faisons le changement de variable a: = e— , on a
-' Fu-i
dx .
et la décomposition en fractions simples donne
.<■( > - xd) d w
où la somme s'étend à h = i, 2, ... |</|, et, d'après un théorème de Gauss, V\r '' ). c'est-à-dire
n' prend encore les valeurs r, ■>. \d\, et \/d est positif pour d positif, imaginaire positif pour d négatif [voir S 12/1]. Connue, de plus.
nir. ni"
/"' dx , eW — e_W i- ,
où il faut prendre la valeur réelle du logarithme, on en tire sans difficulté le résultai du théorème 1 14.
La l'orme de ce résultat est essentiellement différente, suivant que le corps est imaginaire ou réel. Dans le premier cas, /; peut être déduit de la formule indiquée sans plus. Dans le second cas, il faut d'abord connaître l'unité fondamentale i: le quotienl des deux produits II et II est, on le montrera au paragraphe 121, une certaine unité
du corps quadratique provenant de la théorie de la division du cercle.
Prenons comme exemple le cas d'un corps imaginaire, soit m = — p. el // un nombre rationnel premier positif = 3 suivant \ et >3: on a
26 — Sa
ici, Sa, Se désigne l'un la somme des restes quadratiques suivant p, l'autre la son ■
des non-restes compris entre o el p. I né transformation simple permet de faire disparaître le dénominateur p de cette expression. On voit alors que le nombre des classes
h est égal à l'excès du nombre des restes quadratiques de p situés entre o et - sur le
nombre des non-restes compris entre les mêmes limites, ou au tiers de cette différence, suivant quep='7 ou =3 suivant S. Le premier nombre excède donc le second, ce qui n'a pas encore été démontré par une voie purement arithmétique.
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!» (S-. — Le corps de nombres biqi idratiques de Diiughlet.
Le problème suivanl est une généralisation de la théorie du corps quadratique qui vient d'être développée. Au lieu de prendre connue base le domaine de rationalité formé par tous les nombres naturels rationnels, nous prendrons comme base le domaine de rationalité formé par un corps quadratique k; el nous examinerons les corps K quadratiques relatifs par rapport à k, c'est-à-dire les corps biquadraliqurs K qui admettent le corps donné /,• comme sous-corps.
Lorsque le corps k rsl déterminé par l'unité imaginaire y — i, le corps K sera dit le corps biquadratique de Dirichlet. On possède des recherches étendues pour ce corps. [ Dirichlet "'• "■ '-, Eisenstein 3-6, baehmann '■ \ Minnigerode ', Hilbert4.] Le théorème 100 s'applique encore à la répartition correspondante des idéaux du corps k en genres; ce théorème s'applique avec une transformation appropriée et les deux méthodes de démonstration du chapitre M III peuvent être employées dans le corps K. de suite que ce théorème fondamental pour le corps quadratique de Dirichlel peut être établi aussi bien sur une hase pu renient arithmétique [Hilbert l] qu'au moyen de la méthode transcendante de Dirichlet [ Dirichlet '"■ "■ '-. Minnigerode1].
^i le corps k contient, outre le corps quadratique y — i. deux autres corps quadratiques l:\y-\- m) et k[y — m), présente un intérêt particulier. Pour un pareil corps spécial de Dirichlet K, on a le fait suivant, auquel on parvient encore par la voie transcendante ou par la voie purement arithmétique.
Théorème 11G. — Le nombre des classes d'idéaux d'un corps spécial biquadratique de Dirichlet K{\/ 4- m. y — m) est le produit du nombre des classes dans les corps quadratiques A*(y4- m) el k[y — m ou la moitié de ce produit, suivant que la norme relative par rapport à k\y — i) de l'unité fondamentale du corps k rsl égale à -f- i ou à + i. Dirichlet désigne ce théorème comme l'un des plus beaux de la théorie des imaginaires el il le trouve surprenant, parce qu'il révèle un rapporl en li • 1rs deux corps quadratiques déterminés par la racine de deux nombres opposés. La démonstration arithmétique de ce théorème permet, et cela d'une façon 1res simple, de distinguer au moyen de certaines conditions remplies par les caractères
du genre les classes d'idéaux des corps biquadraliques K\y-\-m, \J — m) qui peuvent être considérées comme le produit d'une classe d'idéaux de l<\y + m) el d'une d'une classe d'idéaux de A- (y/ — m). [Hilbert l.]
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CHAPITRE XX
Les anneaux de nombres et les modules du corps quadratique.
S 88. — Les anneaux de nombres du corps quadratique.
La théorie dos anneaux el dis modules d'un corps quadratique s'obtienl rapidement en particularisant les théorèmes généraux du chapitre 1\. On s'aperçoit facilement que tout anneau du corps est obtenu au moyen d'un seul nombre de la forme /m, où w est le nombre défini au paragraphe 5o, celui qui forme avec i une base du corps /.'. où/est un certain nombre entier rationnel, le conducteur de l'anneau. Si. de plus, '/est négatif et < — 4, le théorème 66 nous apprend que le nombre hr des classes régulières de l'anneau r est donné par la formule
mi le produit s'étend à Imites les valeurs des entiers rationnels premiers // contenus dans/. [Dedekind '• :i.]
§ 8o. — l> théorème relatif ai x classes de modeles du coups ()[ idratique. Les formes oi adratiques binaires.
Théorème ii6. — Dans une classe de modules du corps quadratique k, il \ a toujours des idéaux d'anneaux réguliers. [Dedekind '.]
Démonstration. — Soit [;/, , y..] un module quelconque du corps k , où ;;., el ■>.. sont des nombres entiers, et soit ;*=/*(/ et le discriminant de la classe de modules déterminée par [;j., . [j.J ; de plus, désignons par m = (;.>.,, y.j l'idéal déterminé par les nombres \xt et ;j.., et soit snt = m' l'idéal conjugué de m. Déterminons un entier du
corps k. a., divisible par m' et tel que — - soit premier avec i> . Posons alors
' /Il 1111 ■- n(lll)
alors [a,, xj sera un module équivalente [ja,, y. J . alors que l'idéal a = u,. xj est premier avec ^.
D. IIII.1SKK T.
Supposons ? pair, nous considérerons d'abord les trois entiers ■/,. ?... i, + a,; parmi ces nombres, l'un au moins est premier avec 2, sans quoi, parmi ces trois nombres.
deux au moins auraient un diviseur idéal c iimn avec 2, ce qui est contraire à
l'hypothèse que l'idéal a est premier avec D. Suit ■ji premier avec 2. Désignons par
n. ,y. /■ ir \r- facteurs premiers rationnels impairs de ^. Comme a est premier
avec p, il faut que l'un au moins des trois nombres a,. x, + y.,, a, + 2ao soit premier avec /'. Supposons a, + x%, premier avec />. a, + va, premier avec q, où x, y. ... sont des entiers rationnels. 11 en résultera facilement l'existence d'un entier rationnel n. tel que -/., + si, soit premier avec ^.
Posons alors
|»ù, + <fO\ a,(a(' + a*s')
ma)
ma)
où oc '. -j.' sont les nombres conjugués de •/,, y,: alors /< est un entier rationnel positif et S un entier algébrique, et le module [a,, *J = [*1 + «*„, ï,] est équivalent au module [/;, fj], et. en même temps, comme [l>. ji):
' -\- (1 y. ' — -. la norme N(b, 'i) = b.
Le modu/e [6, 6] est évidemment un idéal d'anneau régulier de l'anneau /• déterminé
pai le nombre 'i . /' = ( 'i ) : le théorème 1 16 est complètement démontré. \ cause de
\ri(b, p)|«
1, fi
le discriminant de l'anneau r est égal au discriminant de la classe de module considérée. L'anneau /'est le seul qui olïre parmi ses idéaux d'anneau réguliers des modules équivalents à [>/, . (/.,]. Le théorème 1 i(> nous montre que. pour le corps quadratique, cela revient au même de considérer les classes de modules ou les classes d'anneaux réguliers.
D'après les raisonnements des paragraphes 3o et 33, on voit qu'à chaque classe de modules d'un corps quadratique k(\/m) correspond une classe de formes binaires quadratiquesà coefficients entierset rationnels, et, réciproquement, à chaque pareille classe de formes dont le discriminant n'est pas un carré, correspond une classe de modules d'un corps quadratique, où les classes de modules et les formes ont même discriminant. Nous avons complètement terminé les recherches sur les corps quadratiques de discriminant donné ^ .
S ;iii.
L\ THÉORIE [INFÉRIEURE ET LA THÉORIE -1 PÉRIE1 RE 111 COUPS QUADRATIQUl
Les recherches faites dans la troisième partie de ce livre forment la théorie inférieure du corps quadratique; je désigne par théorie supérieure les propriétés du corps
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quadratique qui nécessitent, pour 1rs établir, l'emploi de corps auxiliaires de degré plus élevé. On trouvera un chapitre relatif à celte théorie dans la quatrième partie.
Pour construire la théorie d'un corps de classe relatif à un corps imaginaire quadratique et du corps relatif abélien correspondant, il faut le secours de la multiplication complexe des fonctions elliptiques, et ceci est un obstacle <|ui m'a empêché d'introduire cette étude dans mon rapport.
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CHAPITRE XXI
Les racines de 1 unité d'indice premier 1 et le corps circulaire qu'elles définissent.
S 91. — Degré i>i corps circi laire des /"""" racines de l'usité et décomposition
lil NOMBRE PRE 1ER / D.4ÎSS CE CORPS.
Soil /un nombre premier impair et £ = e ' . L'équation île degré /
a les / racine-.
Ces nombres smil les racines /"""" de l'imité. Le corps qu'elles définissent, c 1>. s'appellera le corps circulaire des racines / « de l'unité. On a d'abord la proposition suivante :
Théorème 117. — Le degré du corps cQ est / — 1. Le nombre premier / admet dans c(Ç) la décomposition /= l'~~ ', 1 étant l'idéal premier du premier degré (1 — Ç).
Démonstration. — Le nombre Z vérifie l'équation
le degré du corps est donc au plus / — 1 : Z, £*, ... , £'_1 étant les / — 1 racines de cette équation, on a identiquement en x :
x1-' + x'~* + ... + i=(x — ç)(œ — :*)... (as — r'-).
D'où, pour as== 1,
Soit maintenant g un entier quelconque > i non divisible par /, et soit g' un entier positif tel que </;/' = 1 mod /. Alors les quotients
el
1 + :" + l;5' + ... +Vg-ih
sont deux entiers algébriques, et par suite
<'st une unité du corps c(Q. Si nous posons de plus ). = 1 — '1 et l = i/i, la formule (3i) prend la forme
(3a) l = -/J-^i3...il_l = l'-'.
On conclut immédiatement du théorème 33 qu'un nombre premier rationnel ne peut, dans un corps donné, être le produit d'un nombre d'idéaux premiers supérieur au degré du corps.- Le degré du corps c(t) doit donc, vu la formule (3a), être au inoins égal à / — 1: d'après ce qui précède, il est donc exactement égal à / — 1. D'autre part, pour la même raison, l'idéal 1 doit être indécomposable dans c(Ç) et, par suite, c'est un idéal premier. [Dedekind1.]
Ce résultat montre en même temps que le polynôme Vt.v) est irréductible dans le domaine des nombres rationnels.
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S oa. — Base et discriminant di corps circulaire. Théorème 118. — Dans le corps c(Ç) les aombres
forment une base. Le discriminant du corps est
rf=(-l)T(-, Démonstration. — La différente du nombre l dans le corps c(Ç) est
De
(œ— i)F(œ) = œ<— i on lire
(X _ , ) '-ll±L + F(as) = /a-'"', donc 3 = ^- :
d'après la remarque faite au paragraphe 3, le discriminant du nombre '-' est alors
Comme le discriminant '/(À) du nombre À a certainement la même valeur d(£), la remarque faite pour la formule (i) dans la démonstration du théorème .">. paragraphe 3, montre que tout entier x du corps c(Q peut être mis sous la forme
(33) 7. = pj ,
<i . u . ,.., a, étant des entiers rationnels.
Les nombres a0. at </,_,, doivent alors nécessairement être tous di\ isibles par
le dénominateur l'~~. Pour montrer d'abord qu'ils sont divisibles une fois par /. supposons qu'il y en ait de non di\ isibles par / et soit a le premier; de /"-3a = o, mod / résulterait alors, vu /= t1-1, «„}/' = o, mod V ', c'est-à-dire ar' = o. mod (. el par suite aussi mod / contrairement à l'hypothèse. On peut donc supprimer un facteur l au numérateur et au dénominateur de (33). En poursuivant cette Simplification, on voit finalement que tout entier x du corps ni;), dans ses représentations
a = aa + a,A + ... + ",_,À'-'2 = b0 + b£ + ... + b^1"
avec des coefficients rationnels a„, '/, a,_,ou i>(, 6,, .... bl_i, àdmel pour tous
ces derniers des valeurs entières.
Puisque les puissances i. ',' "J~" du nombre £ forment donc une base du
corps c(Q, le discriminant tf(£) du nombre 'c est en même temps le discriminant du corps.
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S ().'). — DÉCOMPOSITION DES NOMBRES PREMIERS DIFFÉRENTS I>E
La décomposition du nombre premier / dans c(Ç) a été donnée dans le théorème i 17. Pour celle des autres nombres premiers, on a la règle suivante :
Théorème i 19. — p étant un nombre premier différent de /et/le plus petit exposant positif pour lequel //=i. mcd /. si l'on pnse / — i=e/. on a dans c(Ç) la décompositii in
où p, p'' sonl des idéaux premiers distincts de degré /de c(Ç). [Ruminer3- ".]
Démonstration. — Soit a. = a ■+- a,Ç + ... + ",_.,-î'~s un entier arbitraire de n'_'<: on a les congruences
g." == (a + a, Ç + . . . + a,_, :'"* 1' =0 + 0^" + . . . + a,_, :p('-0-' I mod p 1 .
■jr = {a + aj? + ... + a(_, £><'-»>)" = a + «, >' + . . . + a,_s L;*1"-*-' (mod /y 1 .
a.pr=(a + 'i^-i'-1 + ... + a/_,':"^'i'--i)p=a ■+- a, ï*' + ... + a,_sÇ',/'<'->) = a (modp).
Si maintenant p est un idéal premier divisant //. la congruence 0^=2 (mod p) est vérifiée a fortiori mod p. c'est-à-dire la congruence
est vérifiée par n'importe quel entier de c(£). Le nombre des racines de œtte congruence incongrues mod p est par suite égal au nombre des entiers de c incongrus mod p. c'est-à-dire ;'i /np)=p' . /" désignant le degré de l'idéal premier p: mais le degré de l;i congruence (34) est p' . On a dune (théorème 36) pr^.pr. c'est-à-dire
D'autre part, vu le théorème de Fermât généralisé (théorème ai), on a sûrement
(35) C^-ssi, (»)■
Comme, vu la formule (3i), pour un exposant g non divisible par/ le nombre 1 — '_" est toujours premier à p. il résulte de la congruence (35)// — 1 =0, mod /. et par suite /'^-/. Donc/'=/, c'est-à-dire que tout idéal premier "diviseur de p est de degré /.
Comme p ne di\isc pas le discriminant du corps c(Ç), il résulte du théorème 3i que p se décompose en idéaux premiers tous distincts. En posant p = pt ... pe', on a n(p)=pl~'=;pe'r, c'est-à-dire / — i=e/. e' = e. La démonstration du théorème 11g est ainsi complète.
Pour obtenir effectivemenl les idéaux premiers p, i\. appliquons le théorème 33, en ayant égard à la remarque faite à ce sujet paragraphe i3. < m a, d'après cela, la décomposition identique mod p
où F,(a;) Fe(sc) sont des polynômes entiers de degré/à coefficients entiers, irréductibles et incongrus mod /). Ces fonctions une fois déterminées, on obtient la représentation cherchée par les formules
*. = (/»■ F.co) "•■ = (/'• F.(0)C).
CHAPITRE XXII
Hacines miè,nes de l'unité, m étant composé, et corps circulaire
correspondant.
§ i|'i. — Le corps des racines /h"1"" de i.'i site.
Soit m un nombre entier positif quelconque et posons z = c". L'équation de
degré m
a les racines
Ces nombres sont les racines m"m" de l'unité; elles définissent un corps c(Z)> appelé le corps circulaire des racines m1"""" de l'unité. Si m est composé, on a
/ . /,, ... étant les facteurs premiers distincts de. m, et l'on peut décomposer — en
fractions simples :
1 at as
où a, , à,, ... sont des entiers positifs ou négatifs et où at est premier à /, , a, à /,. etc.
(!) N. T. — Dans le cas particulier de/= i, c'est-à-dire de p = ml + 1 , on a, en désignant par 0 une racine primitive mod p :
Y(x) = (x-gm){x — gtm) ... (x-g{lJl)m) (mod p), et, par suite,
De là résulte
Z = ZÎZ? •.
en posant
I.e ri.ip- d Z i résulte donc de la combinaison des corps c(Z,) des racines l\< "'""'* de l'iiDité, c(Z,)> etc. Nous commencerons donc par traiter le cas le plus simple, où m = lh ne contient qu'un nombre premier.
S 95. — Degré du corps circulaire des l ièm's racines de l'unité et décomposition
Dl NOMBRE PREMIER / DANS CE CORPS.
Théorème 120. — Que l soit égal à 2 on à un nombre premier impair, le degré du
corps ci Z '• Z =c''- est égal à lk~\l — 1). Le nombre premier / se décompose dans ci Z > (,n / = fi' "— *', iî étant un idéal du premier degré du corps.
Démonstration. — Z vérifie l'équation de degré /''"'(/ — 1)
Si l'on désigne par g un entier non divisible par / et g' un entier tel que gg'i inoil /'', on n oî t . comme au paragraphe 91, <[iie
ainsi (jue l'inverse
sont des entiers du corps; par suite E„ est une unité. On en déduit, comme au paragraphe 91 . 1rs égalités
F(i)=;=n(i-z9)-A(A_,"-i,nE!,=8''i"'"-",
i?i (sri
où A = 1 — Z. 8 = (Â) et où les produits doivent être étendus à tous les entiers I" isitifs premiers à / et < /''.
On en conclut, comme paragraphe 91, que le degré du corps est au moins égal .1 / '1 / — 1 1 et a, par suite, exactement celte valeur.
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S q(3. — Base et discriminant i>i corps circi laire nrs /''" - racines de i.
Théorème i3i. — Dans le corps circulaire c(Z)> Z=('''- une ',;lx'' esl formée par les nombres
Le discriminanl <lu corps esl
avec le signe — pour C = !\ ou / = 3 mod 4- a\ec le signe + dans les autres cas.
Théorème 122. — p étant un nombre premier différent de / et /étant le plus petil exposant positif pour lequel pr=i, mod l", si l'on pose l''~'(l — i) = ef, on a la décomposition
où ^ %\. sont des idéaux premiers distincts de degré /.
Démonstration analogue à celle des théorèmes i iS et 1 19.
§ ,|- — Le cônes CIRCI LAIRE GÉNÉRAL. DEGRÉ, DISCRIMINANT, IDÉAUX PREMIERS.
Soii maintenant m un produit de puissances de nombres premiers distincts m = /''■ /;';= ... . Le corps c(Z) cl°s m'''""'s racines de l'unité est, comme on l'a vu, le résultai de la composition des corps c(Z,^- C(ZS)> ••• tics racines /';■, /*-•, ... èmes de l'unité. Comme les discriminants de ces derniers sont premiers entre eux, ou déduit immédiatement du théorème 87 (§ 5a) la proposition :
Théorème ia3. — Le degré du corps c(Z) des racines />) = /';■ !'•/ ... i"l"'~ de l'unité
est
Eu appliquant la deuxième partie du théorème 88 et avant égard au théorème 121, on obtient la proposition :
Théorème i a^. — Le corps circulaire c(Z) des miime> racines de l'unité a pour base
Le discriminant du corps c(Z) s'obtienl par l'application de la première partie du théorème 88.
Enfin, on peut réaliser la décomposition d'un nombre premier /; dans le corps
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c(Z I en s'appuyant sur le théorème 88 cl les propriétés des corps de décomposition et d'inertie.
On obtient ainsi le théorème *
Théorème 120. -- /) étant un nombre premier non diviseur de m = /J< l*> ..., J le plus petit exposant positif pour lequel pr ~ 1, mod m. si l'on pose <]>(m) = ef, ji se décompose dans c(Z) en
p = %\ ... pe,
V, Ve étant des idéaux premiers distincts de degré /'de C.(Z)-
Si l'on pose m* = p"m, on a dans le corps c(Z*) des m*''mrs racines de l'unité la décomposition
V," SV/ étant des idéaux premiers distincts de degré /de c(Z*)- [Kummer 1S,
Dedekind5, Weber '.]
Démonstration. — Supposons, pour abréger. m = ZJ' /*», et désignons alors par <■"'. c'" les corps circulaires des racines /*<, ;*»>«mes de l'unité.
Soit, p un nombre premier distinct de /,. la et soient p'1', pw deux facteurs premiers idéaux de p dans c'1' et C(,) respectivement: nous désignerons les corps de décomposition de p"1 dans c01 et de p<2> dans e<s| par c',", c^1. Soient /, f les plus petits exposants pour lesquels pr< = 1 mod /*'. //= = 1 mod /';=, et posons
.dois c, , e, sont les degrés des corps ci , ci et /. / les degrés relatifs de c(l1 par rapport à cd et de cw par rapport à c?'. D'après le théorème 88, le nombre premier p se décompose en ele1 idéaux dans le corps ci composé de ci'1 et ci1; ces idéaux sont donc tous premiers du premier degré dans ci' . Nous considérons en particulier l'idéal premier p = (p{''. pM) et nous désignons par V un l'acteur premier de p dans le corps c composé de c'1' et c"1; soit ca le corps île décomposition de l'idéal premier V dans c. Il résulte d'abord de la définition d'un corps de décomposition que ci doit, ou bien coïncider avec ca, ou en faire partie comme sous-corps. Le groupe relatif du corps composé de c1'1, ci par rapport à ci'' ' est cyclique de degré/,; le groupe relatif du corps composé de ci", c"1 par rapport à ci''2' est cyclique de degré/',. Nous en concluons que, / étant le plus petit commun multiple de / et /,. le groupe relatif de c par rapport à c,, ' " ne peut contenir aucun sous-groupe cyclique de degré supérieur à/. Comme c, corps d'inertie de l'idéal premier V- doit avoir un groupe relatif cyclique par rapport à c, et que c(, contient ci , il en résulte que ce groupe relatif cyclique de c par rapport à cd est au plus de degré /.
D'autre part, faisons les remarques suivantes. Les deux corps c et c, ont comme sous-corps commun le corps cd , mais aucun autre de degré supérieur, car au 1 rem (Mit
r.ir
p''1 devrait encore être décomposable dans c'1'. De même les deu\ n>rp> . il -■ ont ci pour plus grand sous-corps commun. Prenons alors <,,' ~' pour domaine de ratio-
ii. î)
nal i té; cit est alors un corps relatif par rapport à <-,, ' ' . qui n'a ni avec < ". ni avec c
aucun sous-corps commun relatif par rapport à c„'~.
Nous en concluons facilement quec^ne peut avoir un degré relatif par rapport
à r!/'J| supérieur à -^ . Le corps <',, esl donc au plus de degré - ' ' /' ~. c'est-à-dire
que le groupe relatif de c par rapport à cd est au moins de degré/. Ceci, joint au théorème démontré plus haut, montre que le degré du groupe relatif de c par rapport à c(, doit être égal à /', ce qui montre l'exactitude du théorème ia5 dans notre cas particulier.
D'après le théorème ia3, z==<'^ satisfait à une équation irréductible F(x) = o de degré 'I>im) à coefficients entiers, et d'après la démonstration <lu théorème 87, cette équation F(cc) = o reste même irréductible si l'on prend pour domaine de rationalité n'importe quel corps dont le discriminant soit premier à m. [Kronecker '• ' .]
Voici comment on forme le polynôme Fin. l'usons, pour abréger, oc"' -- 1 = [m] et
II =['»!
on a
Fi.-
II„II,IIt ...
[Dedekind '. Bachmann2.]
Si « est un entier rationnel el \i un facteur premier de F(oc) premier à m, on voit fpie d'après le théorème m."» on a toujours p= 1 modm. Il y a par suite évidemment une infinité de nombres premiers vérifiant cette congruence.
S 98. — Fnités du coup
Définition des u i \mi— circulaires ».
Théorème 126. — m étant une puissance du nombre premier / et ;/ un nombre non divisible par /, l'expression
représente toujours une unité du corps
c\Z — em).
Si le nombre m contient plusieurs facteurs premiers et si g est premier à m,
l'expression
représente toujours une unité clans le corps défini par l_=^é~"> .
Démonstration. — La première partie de ce théorème 126 a déjà été établie dans les démonstrations des théorèmes 117 et 120. Pour. démontrer la seconde, posons m = 11 ■/*-- /;•..., et
où n esl un entier premier à /, et b un entier premier à /2, /3 On a
(36) 1 — lg=i— e^= î — e^ïe'l»**-.
Or, on a
le produit étant étendu à x:=o, r, 2 ZJ< — 1, ou
(37) II
- 3 "/ — rm
le produit étant étendu seulement à j/ = 1,2 /*■ — 1 .
Distinguons maintenant deux cas, suivant qu'il y a dans m deux facteurs premiers /, /,. .... ou davantage : Dans le premier cas, le second membre de (37) est une unité d'après la première partie du théorème 126. Dans le second cas, nous pouvons
admettre que le théerème îali ait été démontré pour les corps c\em'), dont le nombre m' a moins de facteurs premiers que m. Le théorème s'applique donc au
corps formé des racines — èmes de l'unité. Par suite, le numérateur et le dénomina-
leur de la fraction du second nombre de (37) sont des unités. L'expression (36) esl un facteur du produit du premier membre de (3y). et, par conséquent, dans ions les cas, c'est une unité. C. q. f. d.
Une unité quelconque du corps circulaire c\ e m ) est le produit d'une racine de l'unité ei d'une unité réelle. La racine de l'unité n'appartient pas toujours au
corps c\e™), mais peut, si m contient plusieurs facteurs premiers différents, être, dairs le ras de m pair, une racine 2/»""'* de l'unité, et, dans le cas de m impair, une racine '|/"""'"- [Kronecker '.] On a en particulier le théorème suivant déjà trouvé par
kimnin 1
THEORIE liES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. I.i.i
Théorème 127. — l étanl un nombre premier impair, 'si l'on considère, dans le
corps c(Ç) défini par £ = e ' , Le sous-corps <■•'!— Z ) de degré - - défini pai
E+'Ç- '• un système quelconque d'unités fondamentales de ce corps réel < .' . 1 est m même temps système d'unités fondamentales de c(Ç).
Démonstration. — ni) étant une 11 ni le quelo mque de cfC), — '—- en esl une autre,
ayant ainsi que ses ci mjuguées pour valeur absolue 1, etc'esl par suite, d'après le théorème A8, une racine de l'unité; posons , = -I- Z~'J t ' i , où '/ esl un entier. L'unité r((ï) = ï(v)!T~'' possède alors la propriété
Dans celle formule (38), le signe + esl seul possible. Vulrenienl y(Ç) sérail une unité purement imaginaire ; alors, posons r* = S , où S esl une unité du sous-corps réel c(Ç+ w-'). La différente relative du nombre r, = y 2 j par rapporl au sous-corps réel c(Ç+ l-') est 27|. et, par suile. première à /. Par suilc, la différente relative du corps n'_') par rapport à c{". + '1 ' 1 devrait être première à /. <)r. si I* désigne un facteur idéal premier quelconque de /dans le corps réel c(Ç 4- Ç-1), cet idéal ne serait donc pas, d'après le théorème 93, égal au carré d'un idéal premier du corps c(ç).
Mais comme I* entre au plus à la puissance . dans /, celle dernière conséquence
serait contraire au théorème 1 17 sur la décomposition du nombre /dans c(Z)\ donc,
le second membre de (38) a bien le signe -|- . De r,(X) = ^(Ç-1) suit que yi.'i esl réel.
Les unités données au théorème 126 smil imaginaire--.
Pour en obtenir de réelles, formons, suivant que m est une puissance d'un m un lue premier, ou contient plusieurs l'acleurs premiers différents, les expressions
/(■i-Z'Xi-Z-*) \ (1— Z)0 — Z~V
où g est premier à m et où les y son! pris avec le signe + . Ces unités s'appelléronl simplement uni/ex circulaires. Connue r — Z~" = — Z~9(i — Z~"), on recbnnaîl que, dans le premier cas, ces unités appartiennent au corps c(Z) lui-même, tandis que. dans le second, ce si ml des produits d'unités du corps c(Z) par des racines ■>. ni"""' ou \ m"'"** de l'unité, suivant que m est pair ou impair.
(!) N. T. — Un peut prendre un exposant pair, car on peut ajouter à l'exposant un multiple quelconque de /, qui esl impair.
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CHAPITRE XXIII
Propriétés du corps circulaire comme corps abélien.
S 99. — Le groupe du coups circulaire des racines mUme" de l'usité.
Le corps circulaire des racines ni"'"1' de l'unité est toujours abélien el l'on a les théorèmes plus spéciaux ci-après.
Théorème 128. — ? étant premier impair, le corps circulaire défini par Z — f''' csl un corps cyclique.
Le corps circulaire défini par Z = c-'m/i ^ 2) csl composé du corps quadratique
imaginaire ci h cl du corps réel c\e*h + e -"'/. Ce corps réel est cyclique de degré a*-1.
Démons! ration. — La première partie du théorème 128 résulte de l'introduction di' la substitution n = iZ '. Zr)> où /' csl une racine primitive, mod /''. 11 est alors évidenl que toutes les substitutions du groupe de i-(Z^ sont des puissances de s.
Pour démontrer la deuxième partie'C), considérons les substitutions :
*= (Z : Z •"•' = 1 Z : Z-1) = a : —ii .
Il en résulte aisément que les puissances de s et leurs produits par s' représentent toutes les substitutions du corps c(Z)-
Le théorème 128 conduit immédiatement au groupe d'un corps circulaire des racines /11""1'5 de l'unité, /// étant composé.
La détermination îles corps de décomposition , d'inertie et de ramification pour
un idéal premier donné de c'e ><> ) peut se faire facilement avec l'aide des théorèmes
déi très paragraphes 95. 96 et 97. sur la décomposition d'un nombre premier dans
un corps circulaire. On obtient ainsi en particulier ce résultat :
Théorème 129. — /étant premier impair, dans le corps circulaire ci Z ' des l •'"'"' racines de l'unité, l'idéal premier y = 1 1 — Z) contenu dans / a pour corps de ramification le corps c(Z) lui-même, el l'ensemble des nombres rationnels est à la fois corps de décomposition et corps d'inertie. $> étant un idéal premier de degré /'de c(Z). différent de V. c(Z) f,sl le corps d'inertie, et le corps de décomposition de Sp est le
sous-corps de degré e = ; correspondait aux substitutions
s désignant une substitution Z ! Z' dont les puissances engendrent cômplètemenl le groupe de c(Z).
1 ' 1 N. T. — Il q 'existe pas en effel de racines primitives, mod 2 +1, pour A ^-2.
fHEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. 100
§ ioo. — Gkmîhai.is vtiiin. — Théouème fondamental si b les corps vbéliens.
Généralisons maintenant la notion de corps circulaire; désignons sous le nom de
corps circulaire tout courl non seulemenl tout corps c\e m ) défini par des racines de
l'unité d'indice m quelconque, mais aussi d'importé quel sous-corps du corps c\e m i.
dm ii nie le corps c\e ™ ' est toujours abélien, el que m el m' étanl des exposants quelconques, le corps des racines m """s et celui des racines m'iimes de l'un il/' sonl tous les deux drs sous-corps du corps des racines m.m'iei,ei, on a pour les corps circulaires plus généraux qu'on vient de définir les propositions suivantes :
Théorème i3o. -- Tout corps circulaire esl abélien. Toul sous-corps d'un corps circulaire est 1 1 1 1- corps circulaire. Toul corps composé de corps circulaires esl aussi circulaire :
Voici maintenant une proposition fondamentale qui fournit la réciproque de la première partiedu théorème précédent.
Théorème i3i. — Tout corps abélien dans le domaine de rationalité des nombres rationnels esl un corps circulaire. [Kronecker*' l3, Weber1, Hilberl . ]
Pour nous préparer à démontrer ce théorème fondamental, rappelons-nous que, d'après le théorème 18, tout corps abélien se compose de corps cycliques donl 1rs degrés sont des nombres premiers ou des puissances de nombres premiers. Nous construisons alors les corps cycliques particuliers suivants. Soil " un nombre premier impair et n1' une de ses puissances d'exposant positif; alors le corps déterminé
par e"'^ est un corps cyclique de degré u'in — 1 I. Désignons par t ,, le sous-corps
cyclique de degré u1' de ce corps. Le nombre e- """ + e-' détermine un corps cyclique réel de degré 2''. Soit II,, ce dernier corps. Enfin, suit /'' une puissance d'un nombre premier quelconque / (égal à a ou non) et soit, en outre, p(') un nombre
premier = 1. mod /' : alors le corps circulaire c\e '' ) de degré /; — 1 a évidemment un sous-corps cyclique de degré /". Soil \\t ce corps cyclique de degré /''. Les corps U,,, II,,. P,: sont des corps circulaires de degrés u" . 2". /" ; les discriminants de ces corps sont, vu les théorèmes 3g et lai, des puissances de u, de a el de/) respectivement.
Nous montrerons dans les paragraphes suivants que toul corps abélien est un sous-corps d'un corps composé de c(i) et de corps appropriés l h, 1 1,, , 1',,. Il faut pour cela une série de considérations auxiliaires.
(') Voir la dernière remarque, £ 97.
1». IIII.HKRÏ.
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LEMME OÉXÉUAL SI K LES COUPS CYCLIQUES
Lemme i5. — Si un corps cyclique Cj de degré /'' (/ étanl premier quelconque = 2 ,,n = -, , m- contient |>as comme sous-corps le corps correspondant L", ou 11,. on
obtient, en composant C„ avec le corps e(Z) déterminé par Z = ei", un corps c Z CJ de degré f:"~'(l — i). et il y a toujours dans c\ Z i lin nombre y. ayant les propriétés suivantes : le corps c(Z. C„i est aussi déterminé par les nombres J. et \//.: si r est un entier quelconque non divisible par /. et ,ç = ('Z ; Z'K la substitution correspondante du corps cl Z l> **~r psl ,a '*i""" puissance d'un nombre de c(Z)-
Démonstration. — L'assertion relative au degré du corps c(Z. C„) est une conséquence immédiate de ce que c(Z) et C„ n'uni aucun sous-corps commun en dehors du corps des nombres rationnels. Soit alors y. un nombre générateur du corps C4, tel qu'aucune de ses puissances ne soit contenue dans un sous-corpsde C,,: soit, de plus. / une substitution qui, avec ses puissances, engendre le groupe C„. Posons, a et b étanl des exposants quelconques,
k (-,.". Z*) = z"+ Z" .{t%f+ V" .(/*«)' + ..• +Z,"-'"'-(r"-';Oa.
Les expressions kiy, Z). &(**> Z' Ku'*_,F Z) ne peuvent s'annuler ensemble,
cai autrement, comme ku", Z.) = o. le déterminant suivant
devrait égalemenl s'annuler, et, vu la remarque du paragraphe 3, le nombre y ne serait pas un nombre générateur du corps C„. Soit y." = y." une puissance de a , pour laquelle k = k(y.', Z»- Soit=|=o. Comme k(/y.*. Z*)= Z~'K-(**> Z*). '! pn résulte que le n lire k'" et aussi tous les nombres- ^ — sont des nombres du corps c(Z).
( lomme on a
k,v*. Z) + k(-AZ'! + ... + ku«. Z'")]
cl que -/ esl un nombre générateur du corps Ch, nous \oxrns que le corps défini par k el 1 '!(• degré au plus égal à P"—(l — i l. contient le corps c(Z, CJ de degré
fh~\l -n; le premier corps el le dernier sont donc identiques et le nombre y. = K possède la propriété indiquée dans le lemme i">.
Faisons encore la remarque suivante. Le corps détermine par Z et V7- esl- °" ''' voil aisément, cyclique relatif de degré relatif l" vis-à-vis de c(Z). el possède, par
suite, un seul sous-corps, qui ri m li ci il c(Z) et qui csl cyclique relatif de degré /vis à-vis de c(Z)- Si alors C, désigne le sous-corps de degré / de Clt, le corps formé d c(Z) et C, doit être identique avec le corps formé de Z et \/v..
§ 102. — Si'» CERTAINS FACTEURS PREMIERS Dl DISCRIMINANT HIV CORPS CYCLIQU]
DE DEGRÉ
Lemme i(i. — Si Ch esl un corps cyclique de degré l , /étant premier quelconque (=2 ou =|= 2 ), cl si Cj csl le sous-coi -ps de degré / de C/( , les facteurs premiers/) différents de / du discriminanl de C, sont tpujours = i . mod /'' .
Démonstration. — Considérons d'abord le cas où ? est premier impair et où h = i. et supposons que . contrairemen'l au théorème, le discriminant de C( contienne un
facteur premier p =|e i mod /. Soit '-' = <' ' . r un nombre primitif mod /, et prenons dans le groupe du corps c(Ç) la substitution s — (Ç ; ".' ). Si \> csl un facteur idéal premier de p dans le corps c(Ç), il est, \n le théorème 119, comme p=|=) mod /, d'un degré /> 1 ; donc, vu le théorème 129, ledegré e du corps de décomposition de l'idéal premier p est <; / — 1 ; les autres facteurs premiers de p sont alors
p' = sp p,*'-,) = se-'p.
tandis que sep = p. c'est à-dire
On a de même, pour les idéaux premiers conjugués de p : p' < p" > etc., les égalités
correspondantes
D'après le lemme i5, il y a dans c(L') un entier a. Ici que les deux nombres '.' et y/-/, engendrent le corps c(Ç, C,i composé de c(Ç) et de C,, et que y."-'' csl égal à la /"'""' puissance d'un nombre de c(Ç). Comme s — ;• et se — 1 sont deux polynômes entiers a coefficients entiers en s. qui n'ont mod / aucun fadeur commun, il existe trois polynômes entiers à coefficients entiers z(s), •!($), y(s), tels que
1 = U<- — i)»(«) + (s — r)J (s) + //». et de là résulte
•/. = •/,(s''-f)?(s) + (s-r).i(s)-W/>-) = y_(se-l)?(s) a/;
où a est un nombre de c(Ç). \ u les égalités (3g) cl (4o), a*e_i esl un nombre entier ou fractionnaire, tel que le numérateur et le dénominateur ne contiennent aucun facteur premier p, p' et sont, par suile, premiers à /) : il en est donc de même de
y(,''-ii;M j\ous posons vJ"'~ ,,?w =—[, de façon que p soit un entier de c(Ç) premier à p
et a un entier rationnel. Le corps c{'Ç, C,) est alors aussi engendré par les deux nombres Cet y p. Le discriminant relatif du nombre \/p, par rapport à c(Q, est + /V-' ; et comme p est premier à p, le discriminant relatif de c(Ç, CJ, par rapport à c(Q, est aussi première p. Comme, d'autre part, le discriminant de c(Ç) n'est pas non plus divisible par p, le discriminant de c('l, C,) est, vu le théorème 3g, premier à p, et par suite aussi (théorème 85) le discriminant du corps C,, contrairement à notre hx pothèse.
l étant encore impair, soit fe>i. Soit Z = t'!''. r un nombre primitif mod /''.et soit, dans le corps c(Z)> la substitution* = (Z 1 Z0- Soit P "" facteur premier =\=l dij discriminant de C, et y un facteur idéal premier de p dans r(Z).
Si nous supposons p = i mod /, mais e|e i mod/'', l'idéal premier y appartient toujours au sous-corps c(Z') du corps c(Z). c'est-à-dire que
et de même pour les conjugués
Comme /• est nombre primitif mod /'', /■' "-,ie|ei mod /'', et on peut, par suite, déterminer trois polynômes à coefficients entiers cs(s), •-'(.?), /(*), tels que
on en déduit, y. étant déterminé comme au lemme iô,
où a est un nombre de c(Z)- Vu les propriétés déjà démontrées des idéaux premiers y. y', y" y."' " *' — * , et, par suite, y.'*' K-D— 1)?(«) g0n| (|rs uombres dont le numérateur et le dénominateur sont premiers à p. Nous pouvons donc mettre le dernier nombre sous la forme -^, de façon que p soit un entier de c(Z) premier à p el a
un entier rationnel. Alors y ■/.==- yp, d'où on lire s = ;''' ', jetant aussi dans c(Z).
Comme le corps c(Z- v-/.) es', ainsi (pion l'a remarqué à la fin du paragraphe ioi, identique au corps composé de r(Z) et de C, et que le discriminant relatif du nombre (/; vis-à-vis de c(Z) a la valeur -+- l'a'-' première à p, le discriminant relatif du corps c(Zi C,) vis-à-vis de c(Z) esl premier h'p. D'autre part, le discriminant de c(Z) n'est ]ias davantage divisible parp, et il en est donc de même du discriminanl de c(Z, CJ et par suite aussi de celui du corps C,. Mais ceci est contraire à noire hypothèse.
Pour le cas de /=.■?. supposons d'abord // = a et appliquons alors le lemme i5
au corps cyclique Ct du quatrième degré, l'osons z = & - =i et considérons la substitution de c(Z) s' = (i, — /). Soit G. le sous-corps quadratique de C el supposons
qu'il \ • iiii dans le dise ri minant de C, un facteur premier p impair =|= i, mod k- Vu la dernière propriété, p est indécomposable dans c(i). Si le nombre /. du lemme i5 esl divisible paro, posons p=^a*"_l. Gomme d'autre part, d'après le lemme i5, on doîl avoir y,',+i = a*, y. étant dans nn. il en résulte y.* = p— 'a*, c'est-à-dire \ /.= /\ s '.
Donc ; esl le carré d'un nombre de c(i); nous pouvons poser p. = — de façon que z soit un entier de c(i) premier à p el a un entier rationnel. Comme le corps c{i CJ coïncide avec c(t, y~) ''' fluc- d'autre part, le discriminant relatif du nombre y- \is-à-\ is de c(t) est premier à p, le discriminant relatif du corps c(i, CJ vis-à-vis de C(î) est aussi premier à p; d'où il suit que le discriminant de C, n'esl pas divisible par p. contrairement à l'hypothèse.
Si, / étanl égal à 2, h est > 2. posons Z=c* ■ Supposons que le discriminant
de C, contienne un l'acteur premierp = 1 mod [\ et =|= 1 mod ■>," . el soil \> un facteur
... ,'1-3 premier idéal de /* dans c(.Z): P lesterait invariant dans une substitution S, , "il St
,"-< ft-3 ,
est soit (Z : Z"). s°'1 (Z '. Z~°); on aurait donc p<* =i.Comme(±5) ;|Eimod2 , on aurait, comme plus haut, une égalité de la forme
2*-*=(sf-a— 1 |?(0 + (. S, =)=■")) -il. s- „) -f a"/.'*.'-
d'où l'on tirerait une conclusion contraire à l'hypothèse quep divise le discriminant de C, .
Le lemme i(i est ainsi complètement démontré et l'on en déduil sans difficulté la nouvelle proposition
Lemme 17. — Soit Cn un corps cyclique de degré f (I premier = 2 ou r|= 2); suit C( le sons-corps du /' ""' degré de C„ ; soil p un facteur premier différenl de / du discriminant du corps C, : on peut toujours trouver un corps abélien i '.',,■ de degn lh'~^lh ayant les deux propriétés suivantes :
1" Le corps composé de C',,- et d'un certain corps circulaire contient CA comme sous-corps ;
2" Le discriminant du corps C'A> ne contient que des facteurs premiers du discriminant du corps C,, sauf le facteur p.
Démonstration. — D'après le lemme ili. le nombre premiei p est = 1 . mod l ; construisons d'après le paragraphe 100 le corps circulaire cyclique P;, de degré /', dont le discriminant est une puissance de p. et formons le corps composé de C, el P„ dont le degré est /*"*"*'. Dans I\, on a p = p'h. où p est un idéal premier de P„. Soil >T> mi idéal premier facteur de p dans c(CA, P,,). Comme l'idéal premier <J> ne divise pas le degré /'' "' du corps nlv P,(), ce corps est le corps de ramification de l'idéal premier %» et par suite, vu le théorème 81, il est relatif cyclique et de degré relatif au moins égal à /" par rapport au corps d'inertie C',,- de l'idéal premier *V
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Cominc d'ailleurs il ne peut y avoir dan-. c(C„, l1,,) de corps cycliques relatifs de degré supérieur à /''. c(Cà, PA) est donc exactement de degré /'' par rapporl à C'ft». Donc, le corps < ', esl de degré /'''. La différente du corps d'inertie C'u- n'est pas divisible' par %V (théorème 76) et par suite, eu égard au théorème f>8, le discriminant du corps < ',, n'est pas divisible par/*. D'un autre côté, ce discriminant n'a d'autres facteurs premiers 1 théorème 3ç)) que ceux qui divisent le discriminant de G4. Enfin, il résulte du théorème 87 que le corps composé de C.'h. et P,, coïncide avec c(CA, PA). Le corps C\ possède dune les propriétés énoncées dans le lemme 17.
S io3. -- Le coups cyclique de degré u . dont le discriminant ne CONTIENT QUE h,
ET LES COUPS CYCLIOI ES DE DEGRÉ (('' ET 2'' QUI CONTIENNENT U, ET II, COMME SOI S- CORPS.
Lemme 18. — Si le discriminant d'un corps cyclique C, de degré premier impair u ne contient que u, C, coïncide avec U, .
Si-n
Démonstration. — Nous posons ^ = e« et s="(Ç;Çr), r étant racine primitive mod u; /.= i — L', et 1 = 0.) idéal premier de c(L'), u= l"-'; enfin
si = i — r ==/■>. . (i!).
Puis considérons le nombre y. du lemme i5. Comme l'idéal premier 1 de ri.'i est du premier degré, il en résulte, si l'on pose p = y.(*_l""_0. vu l'égalité «1 = 1 et le théorème 24, la congruence p=i, mod 1. (Si l'on a dan-, un corps c un idéal j et deux nombres fractionnaires x, [i, la congruence x=p, mod j, doit s'entendre en ce sens qu'il y a dans c un nombre ;j. premier à j pour lequel ;;•/. jx,8 sont des entiers de c tels que \}.x=\>.$, mod (j)). Comme /• — i est premier à u, le corps composé de C, et ci . I sera aussi engendré par ',' et \'p. En posant p=i -f- «'• mod 1\ où a est un entier rationnel, on an= z'1" = i. mod 1".
Démontrons maintenant que l'on a g=j, mod l". Pour cela, supposons que s=i + ak", mod Ie ', l'exposant celant <« cl « un entier rationnel non divisible par il.
\i>iis remarquons que, d'après le théorème t."). '. e\ par suite aussi s"~'. est la u""" puissance d'un nombre de c(Ç) : soil s~r— 'f . Celle égalité donne la congruence i -f a(rl)° — ar\e = p", mod l' '. De là résulte d'abord f$ = i, mod I. et ensuite p"==i, mod l". < »u aurait enfin nr"^ar. mod 1. ce qui est impossible, puisque ;• doil être racine primitive, mod a, el quee>i. Par conséquent, on a bien ?=i, mod I".
Posons mai nienant z = „,„_,■. t étant un entier de c(Ç) et a un entier rationnel : abus on a -. = 1, mod l". Si nous supposons alors le corps C, distinct du corps l , . on
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obtient en composant les corps ç(Ç), I , el C, Le corps c(\/Ç. \A) de degré ur(u— i). D'autre part, \ = r— est, comme le montre l'équation — — = o. un
entier du corps c(\/*. {/-). et le discriminanl relatif de ce nombre vis à-vis de c(\/w) est éi,ral à et"-1, = étanl une unité. Comme -. est premier à u. le discriminanl relatif du corps c(\/?. \'A) vis-à-vis du corps c(\/0 esl aussi premier à a. Désignons donc par ï un facteur premier idéal de I dans le corps c(y£ . \/-)- Xl1 •<• théorème g3, fi aura dans ce corps un corps d'inertie I qui sera de degré u . Le discriminanl de ce corps d'inertie I est premier à u et, vu le théorème 85, devrai! alors avoir la valeur + i ou — t. Mais il n'y a pas de corps cyclique de degré premier n el de discriminant ±i; cela résulte soit immédiatement du théorème \\. soil du théorème al\, en prenant pour le corps c de ce théorème le corps des nombres rationnels, corps dans lequel tous les idéaux sont îles idéaux principaux. Le lemme [8 esl donc démontré.
Lemme 19. — Si un corps cyclique Ch de degré /''. où / est un nombre premier impair ou esl égal à 2, contient le corps U, ou le corps 1 1, comme sous-corps, C, e>t un sous-corps d'un corps composé de l ,, ou de 1I„ avec un corps cyclique C'k- de degré /'"</".
Démonstration. — Soit CA=|=Uft ou II,,. Soit Lfl- le plus grand sous-corps contenu dans Ch en même temps que dans l, ou dans I \h : soil /''' le degré de lv . h' étant un nombre positif < /î . Soit t une substitution qui, jointe à ses puissances, engendre le groupe du corps C„, et r une substitution engendrant de même le corps U„ ou le corps IIA. Si nous posons /*=/'' et z* = z' , /* et c* engendrent les sous-groupes de degré /''"'''auxquels L,,- appartient comme sous-corps, d'une pari de Cft, d'autre part de U„ ou de II„. Le corps C composé de C„ et de UA ou II„ a, \is-a\i- de I.,;. un degré relatif rJ'~''1' et a donc un degré principal Fh~h'.
Pour obtenir le groupe G du corps C, désignons par 3 un nombre générateur de C„ et par y un nombre générateur du corps U4 ou II,,, et soient x, y des paramètres indéterminés. L'expression (-) = x s -+- yy vérifie une équation de degré t h', donl les coefficients sont des polynômes à coefficients entiers en .r, y. et qui est irréductible dans le domaine de rationalité de ces paramètres. Les diverses racines de celle équation sont de la forme
Comme, d'après un théorème connu. 3 ainsi que y s'expriment rationnellement en 0 avec des coefficients polynômes à coefficients entiers en x, y, il en est de même des racines <-),„„: nous posons donc
8 = .cr^y:"y = «I> (0),
■I' étant une telle fonction rationnelle. Soit maintenant A un nombre quelconque de C ou une fonction rationnelle de x, y à coefficients dans C: alors \ est égala une fonction rationnelle K(0) à coefficients polynômes entiers en x, y. Les conjugués de A s'expriment ainsi :
Sffl„A = F(* (6)),
et le système des l"~ '" substitutions correspondantes Smn formera le groupe G du corps C. Vu
S„6 = «S S + vS,„„v = xfa + yz"y ,
on a
^™»J — < J ' °mtTi
d'où résulte
en convenant que l'on aura Sm„ = SmV, si m = m* et n = n", mod /'. De (4i) résulte que le groupe G est permutable, c'est-à-dire que le corps C est un corps abélien. Soil ;• une racine primitive, mod /*; comme zry est un des conjugués de y, il doit
y avoir une substitution de (1 pour laquelle n soit = r, d /''. Soit Smi . = .« une telle
substitution. Le degré du groupe cyclique engendré par * est /'''. On reconnaît aisément que toutes les substitutions du groupe G dont le second indice est =o mod /* forment un sous-groupe de degré lh~h'. Soit s* = Sm-t une substitution génératrice de ce groupe cyclique. Le groupe G résulte alors évidemment de la composition des /' puissances de s et des l''~''' puissances de s*. Au sous-groupe des puissances de s* correspond évidemment dans le corps C le sous-corps cyclique UA ou II,,. Au groupe engendré pars correspond dans C un certain sous-corps cyclique C',; de degré lh~h'. Les deux corps UA ou II, et C'h' n'ont pas de sous-corps commun en dehors du corps des nombres rationnels et le corps C résulte par suite de la composition de ces deux corps cycliques. Ce qui démontre le lemme 19.
>i io/|. — Démonstration di théorème fondamental sur les corps abéliens.
On a déjà montré (§ 48) que tout corps abélien est composé de corps cycliques dont les degrés sont des nombres premiers ou puissances de nombres premiers; il n'y, à donc plus qu'à montrer que tout corps cyclique C,, de degré /'', /étant premier, est un ci irps circulaire.
Pour le démontrer, supposons la proposition déjà établie pour les corps abéliens de degré /'"</".
Kn\ isageons alors le sous-corps C, de degré / contenu dans (],(. Si nous supposons que le discriminanl de C, contient un facteur premier p différent de /, le discriini-
THÉORIE DES CORPS DE NOMBRES Al.i.l '.min H ES. I II.)
nant de ('.,, esl aussi divisible par p (théorème 3g). Il existe « i < - plus (lemme 17 un corps abélien G'^ de degré ('' ^t, tel que (!,, est composé de C\ el du corps circulaire 9h. Si donc C'j' est un corps cyclique de degré inférieur à / ou s'il esl composé de plusieurs corps cycliques. C'ft' est donc un corps circulaire, vu nuire hypothèsi . 1 1 il en est donc de même de Ch. Reste seulement à examiner le cas de h' = h , ( Yk 1 étant Sfcbrs un corps cyclique de degré lh. Comme l'indique le même lemme 17. le discriminant dé ('.,/ ne contient que des facteurs premiers du discriminant de C . mais non le facteurp; lé discriminant de ('.,/ a donc au moins un facteur premier de moins que celui de Ch.
Désignons par C,' le sous-corps de degré / de CA'. Alors, si le discriminant «le C, contient encore un facteur premier p' différent de /. nous pouvons faire pour le corps C,,' la même réduction que pour le corps Ct el m>u> arriverons, soit à conclure que CJ esl un corps circulaire, soit à un corps cyclique C/ de degré /'. dont le discriminant ci m lient un facteur premier de moins (p') que celui de Ch'. Après avoir appliqué m fois de suite le même procédé, ou bien nous arriverons à un corps Cj?m| qui sera circulaire, en vertu de notre hypothèse, ou à un corps cyclique Cl de degré /'. tel que le sous-corps C,"" de degré / contenu contenu dans C)'t" aura un discriminant sans facteurs premiers ou n'ayant que le facteur /. Comme (voir lemme 18) un corps cyclique de degré /ne peut avoir un discriminant + 1, c'est nécessairement le -en nul cas qui se présente.
Distinguons alors le cas de / impair et celui de /= 2.
Dans le premier cas, C"' coïncide avec U, (lemme 18). Dans le second cas /= :>., si /; = 1 le corps C,, =C1 est égal soit à n/i. -oit à ('(y2j=Il,. c'est-à-dire esl circulaire. Pour /; > 1. on a encore C, égal à ('(y/2) = 11,. En effet, >i <„ esl réel, C" l'est évidemment aussi, d'où la conclusion. Si CK" est imaginaire, tmis ses nombres réels forment un sous-corps réel de degré 2''"', et comme C1"'1 esl nécessairement contenu dans ce corps réel, C.'"' est encore réel et coïncide avec II,.
Dans les deux cas ainsi séparés (en dehors de 1=2, h=i). le corps ('."" = 1", mi II,. D'après le lemme 19, fil,"" est donc sous-corps d'un corps composé île l , qu II,, et d'un corps cyclique C,,- de degré /'''</'. Or. vu notre supposition, C4- est alors circulaire. Le théorème i3i est donc complètement démontré et l'on voit, de plus, le moyen de construire tous les corps abéliens de groupe et de discriminant donné.
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DÉFINITION ET EXISTENCE DE LA BASE NORMALE
Une base d'un corps abélien C sera dite normale lorsqu'elle se composera d'un entier N de C et de ses conjugués Y, \" \(«~'i ("\j étant le degré île C).
Lemme 20. — Si un corps abélien C possède une liase normale, il en est de même de tonl sous-corps c de G.
Démonstration. — M étanl le degré de C, soient tt, .... /M les substitutions de ce corps abélien; soit \ un entier de C formant avec ses conjugués une base normale de C. Si lt tr forment alors le sous-groupe de ce groupe de M substitutions.
auquel appartient le sous-corps c de C, on peut trouver m = — substitutions t\
t'm de la série / /„ telles que ces M substitutions peuvent, à l'ordre près, se
représenter par les produits
','', *.%; tt't„ ...,tt'tr-, /,;,/ /,;,/,.;
y étant un entier de c et par suite aussi de C. on a une égalité
* = ",,V',N + ... + aj;irN + ■■■ + "„„C',N + ••• +«„„.C/,N.
les a étanl des entiers rationnels. Remarquons que les subtitutionsf,, ..../,. laissent ■/
invariant, el que, d'autre part, il n'y a entre les M = /nr nombres /,'/,N ', ',N.
• •• • C,N aucune relation linéaire à coefficients entiers non tous nuls; il en résulte évidemment
«« = ««=••- = <?,,: ••■ ; "„„ = «„„=•■•=",„,■• floue, en posanl
les /// nombres tt'v /,j,v forment une base normale du corps c.
Théorème i32. — ïoul corps abélien C de degré M, dont le discriminant D est premier à M . possède une base normale.
Démonstration. — Soienl p,p' les facteurs premiers différents de D. Aucun
d'eux ne divise M, et, par suite, vu la démonstration du tbéorème 1 3 1 . le corps abé-
lien C est contenu comme sous-corps dans le corps engendré par les nombres '-' = <■ * .
L'' = c7, cii'., c'est-à-dire par z = ewl'-. D'après le théorème u8, les oombres i.
Z. ... 'Lv~~ mi 1'. '.'■ ".p~' formenl une base de c(Ç); celle dernière est une base
normale de ce corps. De même pour c(ï')
Formons alors le système des (p -in// — i) ..., nombres .''.'"'. uù h, h'
prennenl chacun h m les les valeurs i , a p — i ; r . a // — i ; ... Ce système
de 'Im/)/)' ...) nombres forme (théorème 88) une base de c(Z), qui esl évidemmenl normale. D'après le lemme ao, le corps abélien C a donc aussi une base normale. C. q. f. (1.
S ioC. -- Les coups abéliens de degré premier / et de discriminant // '.
Les corps abéliens les plus simples et les plus importants avec les corps quadratiques sont ceux dont le degré est un nombre premier impair / et donl le discriminant cl ne contient qu'un facteur premier p, ee dernier étant =[=/■ Soitcun Ici corps. D'après le lemme 16, on a nécessairement /; = i mod /. Le nombre premier/) esl dans c la /"'""' puissance d'un idéal premier du premier degré. D'après les remarques du théorème 711 el vu que c est toujours un corps réel, et que. par suite, tfesl positif, on a il = p'~' .
S< > ici) t 1, /. I" , .... /'""' les substitutions du groupe du corps c, el suit v, /v, — l'~'v une base normale de c. iNnir théorème i3a.) Le nombre v est alors toujours un
nombre générateur du corps. Suit '.' = <' ' : l'expression
s'appellera une résolvante (') du corps c = c(v~).
Une telle résolvante Q est évidemment un entier du corps c(v, Q composé de c(v) et c(0-
L'étude des bases normales et des résolvantes du corps abélien c(v) conduit à des conséquences importantes relativement aux idéaux premiers facteurs de p dans nj. Les développements de ce chapitre n'éprouvent que de légers changements, lorsqu'on prend le nombre 2 au lieu du nombre premier impair /.
(i) N. T. — Nous croyons devoir traduire ainsi l'expression 0 Wurzel n ou « Wurzelzahl a employée par M. Hilbert; le mot résolvante est en effet le terme consacré depuis Lagrange. {Réflexions sur la résolution algébrique des éqvations, Mémoires de l'Académie de Berlin,
S 107. — Propriétés caractéristiques des résolvantes.
Théorème i 33. — Étant donné un corps abélien c de degré / et de discriminant d=p'~l, l et p étant deux nombres premiers distincts, soit v, h /'~'v une base
normale de ce corps. Si l'on pose Ç = e~' , l = ( t — Ç), et s = (Ç '. '£'), r étant une racine primitive mod /, la résolvante Q du corps c(v), déduite de cette base normale, a les trois propriétés ci-après :
i" La /"""' puissance de la résolvante (i) = Q' est un nombre du corps circulaire ci .1, et, de plus, tù~r est égal à la /'''"'e puissance d'un nombre de c(Ç).
2° On a les congruences
3° n((ù), norme de w dans c('Ç). est égale à p - .
Démonstration. — Les nombres il' et Qs_r sont des nombres de c(Ç, v;) invariants par la substitution (v : //). Ils appartiennent donc à c(Q, d'où la première propriété. Comme v, h /'"'•/ forment une base du corps c(v), on a en particulier
l='V + "Mv + ••••+ ";-/~'v
avec des coefficients a entiers. En effectuant sur celte égalité la substitution / , on voit que « =a =...=al , =f= -+- 1 , car ces coefficients ne peuvent avoir d'autre commun diviseur que ± 1.
Donc, v + /v + ...iï~~*v==± i- D'où
Q=v + 'Ç.lv + ... + L:'"'./'~'v = v + <v + ... + /'-\=± 1, (1).
Puis, coin me tu + 1 = (Q + 0(ï-- + 0 ••■ (Ç^'Q =F 1), on trouve la deuxième propriété du nombre w .
Enfin, en appliquant convenablement la règle de multiplication des déterminants, on a
n(û) = (v + :./v + ... + ï'-.i'-'v) ...(v + :'-./v + ... + ?'-'>•-. /'-yi
esi la norme relative de il par rapporl au corps <■(■)• Le carré du déterminant du
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premier membre est « '- 1^ ; < I au discriminant du corps c(v), c'est-à-dire // '. et, par
suite,
Les Imi^ propriétés précédentes de il suffisent inversement à caractériser complètement une telle résolvante. On a en effet la proposition suivante.
Théorème i3'|. — Soii l un nombre premier impairet Ç = e ' . et /* un nombre premier =i mod /: si o> est un nombre du corps circulaire c(Ç), non égal à la /■'""■ puissance d'un nombre de ce corps, et possédant les trois propriétés du théorème 1 33. il = \/w est une résolvante du corps abélien de degré / et de discriminant p'~~ ' .
Démonstration. — Le nombre Q = y «o détermine un corps galoisien relatif de degré relatif / par rapport au corps c(Ç). Suit / la substitution du groupe relatif, pour laquelle tli = Z~'LÏ . Vu la première propriété du nombre to, qui s'exprime par la formule ,s<,> =iora', où a est un nombre de c(Ç), le corps de degré hl — i I, composé de 1 et de Q, est un corps galoisien. Le nombre y. vérifie l'égalité
J—'-r'-' il 1
i — ri— ' .- ..
non-- en déduisons la nouvelle relation
to ' = a
Nous entendrons maintenant par / et s les substitutions déterminées du groupe de ce corps galoisien c(ç, Q), qui. en plus des conditions déjà fixées, remplissent encore les suivantes /",' = 'i et sQ = Qry.. Ces deux substitutions s et i si ml permutables, car on a
. stQ = r'L>'ï = /sQ,
c'est-à-dire que te corps n'.'. Q) est un corps abélien. Le sous-groupe de c{Z, Q), composé des puissances de s, est de degré / — i. Le sous-corps de ci 1. il' correspondant à ce sous-groupe est par suite de degré /: c'est encore un corps abélien, que ni m s désignerons par c .
Démontrons d'abord que le discriminant de ce corps c est premier à /. Comme
QZf. i
Q = :i;i. mod l = (i — Q, le quotient — — — — est un nombre entier. Comme
tù = 'l~~'il, la différente relative de cet entier par rapport au corps c(Ç) a la valeur îQ'-'. = étant une unité, et, par suite, la différente relative du corps c(Ç. Q) par rapport au corps ci Q est première à /. Si y est un idéal premier facteur de 1 dans ci .'. Q . il n'y entre, vu le théorème n3 . qu'à la première puissance, c'est-à-dire que /=fi'-l,3)î. où SOI n'est plus divisible par y. De là résulte, vu les paragraphes 3g
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et 4o, que le corps d'inertie de l'idéal premier M doit être de degré /. et que, par suite, c est lui-même ce corps d'inertie. D'après le théorème 76. la différente du corps c n'est pas divisible par 1. et, par suite 1 théorème 68), le discriminant de c ne l'est pas non plus.
\ous posons
-f- 1 + Q, +- sQ. + s'û + ... + s'-'-Q
où le signe de 1 est le même que dans les congruences 0 = +!, . s.Qs + i,
mod l; le numérateur de cette expression (4i) à forme fractionnaire est donc =0, mod 1. Ce numérateur représente un nombre de c. Si / est idéal premier dans c, ce numérateur doit donc être divisible par /et v est un entier de C. Sinon, comme le discriminant de c ne contient pas le facteur /. on a dans ce corps une décomposition /=(, ... I, de / en / idéaux premiers distincts, et on a alors dans e(Ç, Q), comme le montre le théorème 88, la décomposition
i = (.-r) = (r,i,Mi.g...(i,t,>.
Comme le numérateur de l'expression du second membre dr (^n est divisible par l'idéal (I, 1,), il est donc aussi, comme nombre entier de c, divisible par l{. Il en résulte la divisibilité de ce numérateur par t„, .... I,, et, par suite, finalement par /, de sorte que v est encore un nombre entier du corps.
En se servant de la relation /£> = Z~'Li , on tire de (4i) les deux égalités
En appliquant la règle tic multiplication des déterminants (comme déjà dans la démonstration du théorème i33), on obtient ensuite
d'où résulte, vu la troisième propriété de u (théorème t33), la relation
et . par conséquent,
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Nous démontrons ensuite que le discriminanl du corps c esl nécessairement égal à p'~' . En effet, c'est, d'après la dernière relation, un diviseur positif de pl '. Comme ce ne peut être i (théorème 'i'i ou théorème 94). il contient (lune le facteurp, et cela à la puissance / — 1, d'après les remarques relatives au théorème 79. De la proposition ainsi démontrée, suit que-/, /•/ t 'v forment une base, évidemment nor-
male, du corps c. El le nombre Q est, vu (4a), la résolvan te du corps c déduite de celle base normale.
S 108. — Décomposition de la l'"" puissance d'lxe résolvante dans le cokps
DES RACINES /"'""' DE l'lMTÉ.
Théorème i35. — /, ji . 1 , r, s ayant leur signification précédente, c(v) étant un corps abélien de degré / de discriminant d = p'~' et Q une résolvante du corps ci . I-, le nombre u = Q1 a dans c(£) la décomposition
lô = p',. r_,.w_i.-
nu p est un idéal premier déterminé, facteur de p dans c(Ç), el où r ( désigne le plus petit entier positif congru mod / à la puissance — iiia" (r~') de la racine primitive r. [Kummer6, ".]
Démonstration. — Le nombre premier p se décompose dans c(Ç) en / — 1 facteurs
premiers idéaux distincts p , s? s'~~p: le nombre «doit être divisible par chacun
d'eux. Car, d'après la démonstration du théorème i34, la différente relative du corps ci ^ , Q) par rapport au corps ci Ç) est un diviseur de Q' = w; of, si u était premier à p. la différente relative le sérail aussi, ainsi que le discriminanl de c(Ç, û) (théorème 68), ce qui esl impossible, puisqu'il est divisible par le discriminant
de c(v). A cause de rc(co)=p - . p, sp s4- °p sont en même temps les seuls facteurs premiers idéaux de <o . Soil p un de ces idéaux premiers dont l'exposant dans <,, soit le plus petit possible: nous avons alors
w = pv-''. .»-■•■-«,->■ »'"'-,
«„ . ••■• az_ étant des entiers positifs, dont aucun n'est inférieur à «o. En formant «(oi) on obtient
Comme a0, ..., a,_ sont t< >u> positifs, ces nombres ne peuvent donc tous être divisibles par /. A cause de la première propriété démontrée théorème 1 33. on a
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où ;•. esl un nombre de c(Ç). Comme les idéaux premiers conjugués de p en sont tous distincts el snnt distincts entre eux, le polynôme en s
(s — r) (a0 + ats + . . ..+ ",_/~"") ,
une fois développé, et s'~' axant été remplacé par i. doit avoir tous ses coefficients divisibles par /. c'est-à-dire que ce polynôme est =«,_js'~' — r), mod /. Donc, a,_ est=|=o, mod /, el si l'on pose ul_i^r'"~' '. mod /. où m désigne l'un des nombres o, i, ...,/ — 2 . on a pour i= o, i / — 2 la congruence
Nous posons d'une façon générale
de façon que o <'"„,_,</ et bi étant un entier rationnel ^-o. Comme
'•„, + '•„,_, + ... + rm_l+i= 1 + 2 + ...+/_, = .
on a 60 + />,+ •■• + bl_l = o, et, par suite.
//„ = o , bt = o , . . . , bl_t = o , c'est-à-dire
ai = rm~f P0Ur ' = 0. 1 1—2.
Parmi les nombres ro, i\ r,_,, r0 = 1 est évidemment le plus petit, et
comme a0 doit être le plus pelit de a0. '/, a,_t. on a a0= r0= 1, c'esl-à-dire m = o,
et alors a(=r_,. C. q. f. d.
§ 109. — Une équivalence relative aux idéaux premiers du premier degré
Dl CORPS DES RACINES /iem,'s DE L* UNITE.
Les développements précédents nous conduisent à une importante propriété des idéaux premiers facteurs d'un nombre premier = 1 , mod l, dans le corps des /'"'" s racines de l'unité.
Théorème i3f>. — Soil / un nombre premier impair. .' = <'' . r un nombre positif racine primitive, mod /. s = (Ç ; l'), p étant alors un idéal premier du premier degré quelconque du corps circulaire c(Ç), on a l'équivalence
où les quantités q : sont les entiers non négatifs définis parles égalités
rr-, — r-,--. ,
>\ . r ! r_, ., ont le même sens qu'au théorème i35 et, de plus, r = r_,_, .
I Ruminer6, ".1
Démonstration. — Donnons à p et à u le même sens que dans Le théorème i33 u)*-r es! alors la /'""' puissance d'un nombre -/ dans c(Ç). En remplaçant <•> |>a i son expression en fonction de p donnée au théorème l35, on a
et cette égalité montre l'exactitude du théorème (36, si nous «mi lirons la décomposition de ?..
(1 étant une classe quelconque d'idéaux du corps c(Ç) el j un idéal de C, si l'on
désigne par sC, s'C SI-*G les classes dé terni i nées par sj , s'j .v'~!j . on tire du
théorème i36 et du théorème 89 la relation
(',V.,(.vr,)7-!|.s--(;)7-' ... (,v'-'!C )?-i+S = 1 .
>i 1 10. — Détermination de toi tes les hases normales et de toi tes les résolï intes.
Les théorèmes i33, i34, 1 35 permettent maintenant de déterminer toutes les résolvantes du corps abélien c(v).
Théorème 137. — il el 11' désignant deux résolvantes distinctes du corps abélien c de dejiié premier / et de discriminant pl~l, mais déduites de la même substitution génératrice / du groupe de w corps, on a toujours Q* = sQ, ; étant une imilé du corps c(Ç) vérifiant la congruence 5^+ 1, mod t = (i — Z). Réciproquement, si ; est une telle unité dans c( 'Q el Q une résolvante quelconque de c, L]* = £ÎT> es! encore une résolvante de ce corps abélien c.
Q« Démonstration. -- Vu les hypothèses de la première partie, le quotient £== —
est un nombre du corps composé de c et de c(Z). qui reste invarianl dons le changement de Z, v en 'Ç, tv et qui appartient par suite an corps c('l). Prenons pour m = Q' l'expression donnée au théorème i35. Si alors s~"p. a étant un des nombres o. 1 , a, .... / — 2, est celui des / — i idéaux premiers conjugués facteurs de p. dans c(Ç) qui n'entre qu'à la première puissance dans (,/ = £}*', on a évidemment , d'après le théorème 1 35,
yr~atr0+r_t . «+ - +r_,+2 . «' =)
et il en résulte que l'idéal premier p entre dans i,," exactement à la puissance /'_„. Le quotient — peut donc se mettre sous la forme d'une fraction dont le numérateur
contient l'idéal premier p à la puissance (r_„ — r,), tandis que le dénominateur est
premier à p. Comme, vu — = tl, l'exposant ;■_„ — i\ doit être divisible par /, il en
résulte /■_„ = /■„, c'est-à-dire a = o. Par suite , e>" et m contiennent les mêmes puissances d'idéaux premiers el ; est donc une unité.
Le-reste du théorème 1^7 ressort immédiatement des théorèmes t33 et i34- De-, résolvantes relatives à /, on déduit aisément, par la formule (4i)> toutes les bases normales v. 1 1 , .... / — \ du corps abélien c .
S ni. — La hase normale et la résolvante de Lagrange.
Suit encore / un nombre premier impair, 'Ç = e> , et /> un nombre premier de la
forme Im + 1; soit Z = eT*et soil H une racine primitive mod />. Enfin, soit <■ le corps abélien de degré / et de discriminant p1_l.
Les /; — 1 nombres Z- Z= Z''~' forment une base normale du corps c(Z); il
résulte alors de la démonstration du lemme 20 que les nombres
\ -z +zn' + zR" +... + z[,,"'-,". /, =zR +zR'"' + zR' " + ... + zR' ■■""-",.
/'"' = zu'~' + Z"3'"' + zR!,!_'' + ••• + z"""-'
forment une base normale du corps c. < >n en déduit la résolvante suivante du même corps
= z + -:zR + rz-2 4- ... + r"-^"-2.
Cette base normale particulière X0, À, >.,_, s'appellera èase normale de Lagrange
et la résolvante particulière A '•' résolvante de Lagrange.
S lia. — Propriétés caractéristiqi es de la résolvante de Lagrange.
La résolvante de Lagrange A du corps c se distingue îles nulles résolvantes de c par les propriétés suivantes :
Théorème i 38. — Si l'on représente la /' "'" puissance a' de la résolvante de Lagrange, d'après le théorème (35, par la formule
K' — pr« ''-"•s '-'+* •"'"*,
p esl l'idéal premier défini parla formule
théorie d::s corps ou nombres algébriques. iy.'i
les lettres ayant, du reste, le même sens qu'an théorème [35. La résolvante de Lagrange A est = — i iikkI l el de plus sa valeur absolue esl égale à \ /'• Réciproquement, si une résolvante Û a les propriétés précédentes et que de plus Q' contienne l'idéal premier \> exactement à la première puissance, on a Q = '.''A. où "* esl une racine /'""° de l'unité.
Démonstration. — En posant Sp = (i — Z- p)> ou voit, à l'aide de (i — Zi''~' = i/'
el (p, p'J~' i = v- que
il est alors visible que *T> esl idéal premier dans le corps défini par '.' el Z el que le nombre i — Z '"' contienl cet idéal premier qu'à la première puissance.
Posons Z = i + 11 et tenons compte de la congruence _'=R~'". mod p. el de l'égalité (i + 11)''= i : "H a
A=ïR-*(i + nf, (p),
= z\x- i:(^)iiv!, G»),
où les sommes respectives doivent être étendues aux valeurs x = o, i . a p — i :
X = i, 2 p — i ; Y = o. i, 2 \ . De la dernière formule on déduit, en changeant l'ordre des sommations :
II'" (43) A
La résolvante de Lagrange A contienl donc exactemenl la m""" puissance de -V en facteur, el par suite a' n'est divisible que par la première puissance de p. Désignons par A le nombre imaginaire conjugué de A; on a
Â=z-' + r-'z-R + :-*z-R! + ... + *-"+- z-Rp-'-,
et en groupant ensemble dans le produit AA le* p — • termes multipliés par une
même puissance de '1
AÀ= 'i +i +•■■ + O
_!_ ■; (ZR-' + ZR'-R + ■•• + ZRP~' -Rp_i)
+ 'i''~~\ 7R''-2-i + 2R""'-R + ... -t- ZRIp~'_RP~s)
La première partie du théorème est ainsi démontrée.
I -/j D. IIII.BERT
La seconde partie en esl précisément la réciproque. Son exactitude découle aisément des théorèmes i35 et' 1.37, avec l'aide du théorème 48: on doit pour cela remarquer que, si un nombre d'un corps abélien a la valeur absolue 1, il en est de même de ses conjugués.
Nous pouvons obtenir, d'une façon analogue à (43), les congruences suivantes
[Jacob i :] :
II''-'"'
m s~l^-<hy' (*"~ }
pour (' = 0, 1, 2 / — 2. En nous rappelant que A = — 1 tnod ( et que |A[ = \/p,
nous tirons de ces congruences (44) une autre démonstration des théorèmes i35 et
1 36. [Rummer1, ".]
Tous les théorèmes de ce chapitre XXIV s'appliquent aussi au cas de /=a, sauf
p-' que le discriminant du corps abélien c prend la valeur </ = ( — 1) - /)■
La racine de Lagrange A du corps c est un entier du corps composé de c(Ç) et c,
caractérisé au facteur Ç* près par les propriétés énumérées par les théorèmes i33 et
i38. Pour liver enfin même ce facteur £*, on devrait poser A = \Pe~ • de façon que
o<^a.< 1, et ensuite voir dans lequel des / intervalles
le nombre 9 est placé. Celte question soulève dans le cas particulier de /=2 le célèbre problème de la détermination du signe des sommes de (iauss (voir S 124). Pour / = 3, nous sommes conduits à un problème traité par Rummer. [Rummer'' '.] Les numbies de la base normale de Lagrange sont ordinairement appelés périodes. La bibliographie indique une série de travaux relatifs à ces périodes, ainsi qu'à des nombres entiers analogues de corps circulaires. [Kummer3,17, Fuebs'-', Schwering1' V. Kronecker17, Smith '.] On y trouve aussi des recherches sur des corps circulaires particuliers. [Berkenbusch ', Eisenstein ,0, Schwering-'. Weber '■-■'. Wolfskehl1.] Mentionnons aussi que, si le nombre premier / est < 100 et dp 29 ou de '1 1 , le corps circulaire c('Q contient toujours une classe d'idéaux dont les puissances fournissent toutes les classes du corps. [Rummer"'13.]
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CHAPITRE XXV
Loi de réciprocité pour les résidus de ilèmes puissances entre un nombre rationnel et un nombre du corps des racines iièmes de l'unité.
* 1 [3. — Caractère de puissance d un nombre et symbole — .
Soit /un nombre premier impair, Z = e~r. et c(Ç) le corps circulaire engendré par £; p étanl ensuite un nombre premier, autre que/, et p un des idéaux premiers facteurs de p dans c(Ç), ,/' étant son degré, on a, d'après le théorème a4, pour tout entier * du corps non divisible par v- la congruence
,pT-4
o, ipi.
Comme// — 1 est divisible par /d'après le théorème 119, le premier membre de celte congruence s'écrit
où le produit est étendu aux valeurs k = o, 1, a / — 1. 11 en résulte que la
congruence
pf-i * ' s?, (P)
est vérifiée pour une valeur de fc et une seule.
La racine de l'unité qui y figure, ï\ s'appelle le caractère de puissance du nombre t. pur rapporta l'idéal premier p dans le corps c(£), el on représente cette racine de l'unité Ç* par le symbole
de sorte qu'on a la congruence
fRummer :".l
D. IIILBERT.
-j. H ri étant deux entiers de c(Ç) aOD divisibles par p, on a, on le voit facilement, l'égalité
lp\-(p\(p\-
Si le nombre entier ac est en particulier congru mod p à la /"'""' puissance d'un nombre entier de c(t), on dit que « est résida de puissance !"'""' de l'idéal premier p. ( )n a la proposition :
Théorème i 3g. — p étant un idéal premier différent de ( = (i — Q et 7. un entier de c(Ç) premier à p, la condition nécessaire èl suffisante pour que t. suit résidu de
puissance /'""' de p est , — , = i.
Démonstration. - Si x = ji', mod p. fi étant un nombre de c(0, on a
Pf— ' l 7. i
x i =bi''-'=\, c'est-à-dire — — *• Pour démontrer la réciproque, désignons par
p un nombre primitif mod p et posons a = p\ mod p. Si nous supposons que
m ' =p ' = i, il en resuite — ; = o, mod p — i, c est-a-dire que /; est
divisible par /, et, par suite, t. est un résidu de puissance /"' mod p. ce qu'il fallait
démontrer.
Le caractère de puissance !— > d'un nombre primitif, mod p, est certainement dif-
férent de i. Car dans la série des puissances p, p*, etc., p'1'-1 est la première qui
yr-i soit ^ i, mod p, et, par suite, p ' =[=i, môd p.
Soit — f = Ç9; déterminons un entier rationnel a* premier a p — i. et tel que
(ja* = i , mod /; alors p* = pffa est un nombre primitif, mod p, pour lequel '— \ = Ç. Si alors a est un entier de c(Z) non divisible par p, et si l'on a a = p"', mod p, on a
On conclut aisément de là que le système complet des//'— i nombres incongrus
mod p ; i, p*, p*\ ..., z.*pf~', se décompose en / systèmes partiels, dont chacun ren-
ferme nombres ayant le même caractère de puissance. En particulier, il \ a
exactement résidus de puissance l'e"K incongrus mod p.
Si b est un idéal quelconque de c(t i premier à Ici t. un entier de ce corps premier à b, si l'on pose b = i><t ... u>, p, q. etc., étant des idéaux premiers, on définira le
( a J symbole — par l'egalite
[±\-\±l\±.\ ÏJLi
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§ I l'|- — ÙEMME SI II CE CAItACTERE DE 1M [SSAMCE DE LA /"'""' PI ISSANCE DE LA KI.mii \ \\ii
DE L\(. Il \M.E.
Eisenstein est parvenu à découvrir el à démontrer celle loi <le réciprocité qui existe entre un nombre entier rationnel et un nombre quelconque du corps c(Ç)
(£ = e ' , l premier impair). Celle loi de réciprocité est en même temps un auxiliaire, jusqu'ici indispensable, pour la démonstration de la loi de réciprocité plus générale de Ruminer. [Voirchap. xxxi.] Pour démontrer la loi de réciprocité d'Eisenstein, il
faut d'abord le lemme suivant :
Lemmf. ai. — Soit 'Ç = c ' : suit/) un nombre premier de la forme ml ^- i, \{ un nombre primitif mod /*. et p l'idéal premier du premier degré de c(Ç) :
p = (p, r-R-'"); posons Z=<> p • la résolvante de Lagrange A :
a = z + :zK + "zR1 + ... + :/--zR""!
et z = A'- Soit enfin q un nombre premier quelconque différent de /et/>, q un idéal premier facteur de q dans e(t) el de degré g; alors le caractère de puissance du nombre - = a' par rapport à o, s'exprime par la formule
Démonstration. — En élevant g l'ois à la q''' puissance, on a la congruence
(46) a''? = 7? + :«' zR?' + 'i-gl ZRV + ••• + :"•--"'" zKp-!»7 p (g).
En remarquant que (/ = i, mod /, d'après le théorème i ig, et en posant g*= R*, mod p, le second membre de 1 16) devienl
VR'' _L ^ 7R' - ' _j_ ■^jRl'^* _l .. _i_ y-- 7R'1 ''-2 — ?— *a . D'où résulte, A étant premier à gr, vu le théorème 1 38, la congruence
et on a donc certainement
c'est-à-dire que
D. Il LHERT.
D'autre pari, on tire des congruences 7" = R\ mod p, et R"
relations
mod p, les
gip-'\
(lin P'"« v—h
c'est-à-dire
S 1 1 5. — Démonstration de la loi de réciprocité entre in nombre rationnel
ET IN NOMBRE QUELCONQUE DE C{'i).
Soit l = (i — Ç) l'idéal premier de /dans le corps c(ç). Appelons semi-primaire un entier y. de c(Ç), premier à 1 et congru mod V à un entier rationnel. Un entier rationnel, non divisible par /, est, par suite, toujours semi-primaire. Tout entier a de e('l), non divisible par t. peut toujours être changé en un nombre semi-primaire lorsqu'on le multiplie par une puissance convenable de £. Si, en effet, on a
x = a + 6(i — r), (l3), a et li riant des entiers rationnels, on a
si l'un détermine b' par la congruence i ' i <il~ = b, mod /. Le nombre Ç*ca est par suite semi-primaire.
Cette remarque préliminaire faite, voici l'expression de la loi de réciprocité d'Eisenstein.
Théorème i'io. — « étant un nombre entier rationnel, non divisible par le nombre premier impair /. et v. un entier semi-primaire quelconque premier à a du corps cÇÇ) des racine- /"""" de l'unité, on a dans ce corps
\a_l la) | a " J j a \ '
[Eisenstein2.]
(') N. T. — r;A* = 6 mod / et, par suite, mnil {- . On a en effet nlors
v.:'' = a£*' + 6Ç*°(i — Ç) sa^*" + &%'*•>( i — C)] • ( I") = a[i + Ç4« _^ i + bX"% i — Q] = a + a(i — Q ( 6"Ç»" — :'' '
= ". mod 1\
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Démonstration. — Soit r une racine primitive mod / et s = (Ç; ^.'Supposons
d'abord que a soit un nombre premier q et que y. ne contienne que des idéaux premiers du premier degré. Soit q un facteur idéal premier quelconque, de degré g, de q dans c(Ç), suit p un facteur premier de la norme n| x i, el donnons à p et à - le même sens que dans le lemme 21, s" étant alors une puissance quelconque de s, l'application du lemme 21 aux idéaux premiers s~"q et p donne
( s "<| ) \ p Soumettons cette égalité à la substitution s", on a
Soient p=ml+ 1, p* ■=/»*/ + i, etc.. les différents facteurs premiers île n(a); R, R*, .... etc., des racines primitives mod p, p" , ...: enfin, posons
et soit
a. — pPW j>*F»(«)
la décomposition du nombre a. les exposants F(s), F*(.s) ... étant des polynômes de degré / — 2 a coefficients entiers ^o.
A. A*. ••■ désignant les résolvantes de Lagrange relatives aux facteurs premiers p, p*, ■■■ et à leurs racines primitives R, R*, .... en posant r. = /\,'. 7." = A"'. ■■• on a, d'après le théorème 1 38, les décompositions
K — pro "■— 1 • *+*■-» • *2-- ■•• +r-;+s ■ s'_:.
où r_„ représente le plus petit entier positif congru à r~h mod / {r racine primitive mod /).
Le quotient
-•-0-Hr_. . ,. r... . •'-!
est par suite, évidemment, une unité du corps c(Q.
Nous allons démontrer que e=±i. Pour cela, formons |e|*
(M'r'fl-Tr'"--
l8o ■>• HU-HKRT.
\ cause de l'égalité, valable pour h = o, i, 2, ..., — ■ — .
le numérateur de la fraction du second membre est égal à
Tenons compte de ce que (théorème i38) on a \r.\'=p', \t*\1=pml alors
U| =+ 1. D'après le théorème 48, e est donc à un facteur + 1 près une puissance de Ç. Connue d'autre part on a, d'après le théoTeme i38,
et que, par suite, z, -*', ... sont tous des nombres semi-primaires, il eu est de même de e; donc e = ±i et il en résulte
Cette égalité donne, vu la formule (4q). la relation de réciprocité
En tenant compte de ce que l'on a puisque ces symboles représentent des puissances de Ç. il résulte de (3o) l'égalité
ce qui démontre le théorème i4o dans le cas particulier où a ne contienl (pie des idéaux du premier degré et où a est un nombre premier.
Pour supprimer la première restriction, supposons maintenant que a. suit un nombre semi-primaire quelconque, premier à q, de c(Q, pouvant contenir des idéaux premiers de degré supérieur au premier. Formons alors le nombre
le produit II riant étendu à tous lés diviseurs de /— 1 différents de / — 1, et posons
j et t riant des idéaux premiers entre ru\ ; ces derniers ne péuvënl contenir, on le
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voil aisément, que des idéaux premiers du premier degré et, de plus, ae son) pas divisibles par 1 . Si h est le nombre des classes d'idéaux du corps c(Ç), on a, d'après le théorème 5i, t* = (x), y. étant un entier de c(Ç); si nous posons y=6-/.'. y est aussi un entier de c(Ç) n'ayant que des idéaux premiers du premier degré, et, de plus, y est, de même que 7.. semi-primaire et premier à q. De ce qui précède résulte donc
Dans un but de simplification, nous écrirons d'uni' manière générale, p '•! s étant deux entiers de c(Ç) premiers à q,
ce qui est compatible avec les conventions déjà faites: alors, vu 8 = — , on tire
de ."n 1 :
En tenant compte des égalités
»"*/_! * r et i^Lïïr
on déduit de 1 5a i que
11,1—r'l llil-i-
Si nous remarquons que l'exposant commun aux deux membres n'est pas divisible
par /, nous en tirons
Admettons enfin que '* premier à /et à x soit quelconque, et que a = qq" — q, </*, ...: étant des nombres premiers, la multiplication des égalités
achève l.i démonstration du théorème lio.
D. HILUKRT.
CHAPITRE XXVI
Détermination du nombre des classes d'idéaux.
§ 1 16. — Le symbole
Pour appliquer au cas du corps circulaire c(e"r/, m étant quelconque, la méthode transcendante du paragraphe 26 pour la détermination du nombre des classes, définissons d'abord les symboles suivants :
Soit l" une puissance d'exposant positif du nombre premier impair /, et r une racine primitive mod /", a étant alors un entier rationnel non divisible par /, et a' un exposant tel que
ra' = a, (/*),
nous poserons
Nous poserons en outre
quand a sera divisible par l; a et b étant deux entiers rationnels quelconques, on a dès lors :
Nous poserons encore, a étant impair,
et pour /i>2, a' étant un entier tel que
5°' = ±rt, (2"),
Enfin, a étant pair, nous posons
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a et b étant deux nombres rationnels quelconques, on a donc
[?Hr.]
Ces conventions fixent complètement le sens du symbole — . Lorsque >i esl un
entier quelconque et L soit une puissance de 2 supérieure à la seconde, ->>il une puissance de nombre premier impair, une racine primitive r pour le module I, étant alors cboisie une fois pour toutes.
/*', I'1,' , ... étant des puissances déterminées de divers nombres premiers impairs et 2''° une puissance de 2 supérieure à 2°, nous poserons pour abréger :
u;u,,ua, .-.._] — \_~7J L^J L#U ""
_b, »\ «,,«,, ..J__LJ\J Lâ*"_l L/^_l ""
«étant un nombre entier quelconque et les exposants 11. u" : ut. u_ îles entiers
non négatifs. Enfin, nous conviendrons que — sera égala
a 1. même si
Expression du nombre des classes dans le coups circulaire des
rvcines ni"
DE L UNITE
On a le théorème suivant, qui sera démontré au paragraphe 1 18. Théorème 1 A 1 . — Soit m un entier positif de la forme
ffl = /*i/*s..., OU =3S7J*i*a OU
où /, , /„. ... sont des nombres premiers impairs distincts. Soient de plus rt . i\
des racines primitives mod /';• . /*> avec 1rs symboles qu'elles définissent. Le
nombre de classes H du corps c des racines m'*™''* de l'unité peut alors s'exprimer de deux façons :
La premibve expression de H est
H = — Il fin, II
— jL—
IIII.BKRT
ou par la même formule où l'on substitue à h,, ut, .... u; ut, u,, ..., ou u, u*\ u,, u ... ; (selon l'expression de m). Le produit extérieur doit être étendu aux nombres
; u, = o, i i^-Hl, — i) — i,
et, s'il y a lieu, à
u = o, i , et à
à l'exception de la combinaison ul = «2= ■•• = o; ou u = h, = ",= ••• = o; ou
h^(j*^((i=: ... =o. Il comprend donc un nombre limité de facteurs. Chaque
produit intérieur II doit être étendu à tous les nombres premiers p, c'est donc un
(p) produit infini; •/. est le nombre du corps c défini au théorème 36.
La deuxième expression de H est un produit de deux facteurs de forme fractionnaire
~~ n Il X
(//,. ua, ...) (n)
(u„ »2, ...) (ni !_«,. «,. ■■-
II, II
(pour les autres expressions de m, on remplace ut, ((.,, ... par u; a,, u,, ...; ou par u, n'; »,, k,, ... suivant le cas). Le produit II au numérateur de la première fraction doit être étendu à toutes les valeurs données dans (53), pour lesquelles ut + ut+ ..., dans le premier cas, et dans les deux autres cas u + ut + «.,+ •••, est un nombre impair; le produit II au numérateur de la deuxième fraction est étendu à toutes les valeurs (53) pour lesquelles u, + », + •■■ . dans le premier cas, h -j-^-f «, + ••• . dans les deux autres, est un nombre pair, à l'exception de la seule combinaison /(i== ut= ... = o; ou B = ut = u, ... = o; ou u=a*=u1 = ûs=...=o. Chaque somme S de la première fraction est étendue à tous les entiers positifs n= i m — i;
chaque somme S de la seconde fraction seulement à ceux de ces nombres qui (»l
sont<— . Enfin, log A représente la partie réelle du logarithme du nombre du a
corps circulaire
/Il — p. >"
el l'.esi le régulateur du corps circulaire. [K.
uuimei —
Kunimer a appelé les deux fractions qui cdmposenl la seconde expression de II le premier el le second facteur du nombre des classes. Le double du premier facteur et le second sont toujours des nombres entiers. [Kronecker9.]
THLOKIi; DKS CORPS DE NOMBRES AU .1 1JIIK UIS.
\\ eber a démontré, en partant de la seconde expressii m de II . < } 1 1 < ' le i ibrc de
classes du corps circulaire des :>.'' ièmes racines de l'unité esl toujours un nombre impair. [Weber '• :. ]
Celle deuxième expression de II peut encore être transformée. Dans le cas où m= l est un nombre premier impair, un petit calcul(') conduit au théorème suivant :
Théorème i4a. — Si /esl premier impair, le nombre de classes h du corps circulaire des racines I' '"" de l'unité est donné par
Il S ne t-i
lll) [M]
'l chaque si imme 1
Le produit II est étendu aux nombres impairs i, 3, ... I —
aux nombres r= t, a, ... / — i ; de plus, étant donnée une racine primitive r. d /.
n' désigne un nombre tel que r"' = n. mod /: A désigne le déterminant
loge,, ... logs,_a
loge,,
loge,,
log :,,
10gE,_3,
loge,-,,
los
où log e9 représente la partie réelle du logarithme de l'unité
X étant égal à e ' . [Kumme
g— rd— i '
". Dedekind1.]
Les deux fractions de celle expression de h proviennent des deux fractions de la forme générale et sont par suite le premier et le second facteur du nombre de classes, dans le sens primitif; dans le cas actuel, ces deux facteurs sont tous les deux entiers.
Le second facteur représente le nombre de classes du sous-corps réel de degré
contenu dans c(Ç). Kunimer a encore établi d'autres théorèmes concernant la divisibilité para de ces facteurs. [Kummer23.] La tentative de Rronecker pour démontrer ces théorèmes par une voie purement arithmétique contienl une cireur, et la généralisation donnée par Kronecker n'est pas exacte. [Rronecker ".] En outre. Kummer a fait des recherches d'un autre ordre sur la signification et les propriétés de ces deux facteurs [Kummer11.] (Voirchap. xxxvi.) Enfin, Kummer a énoncé le théorème que le nombre de classes de tout sous-corps de ci _'i divise le nombre de classes /( de c('Ç). La démonstration qu'il a essayée d'en donner n'est cependant pas inattaquable. [Kummer7.]
(') Voir la noie I à la fin du .Mémoire.
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S Il8. DÉMONSTRATION DES FORMULES DU NOMBRE DES CLASSES DE fl("»).
Pour démontrer le théorème r4i, prenons le cas le plus compliqué, où m est divisible par 8, et établissons le lemme suivant :
Lemme 22. — /) étant un nombre premier quelconque et m un entier divisible par 8, on a, a\ec les notations du théorème l 'i i , pour les valeurs réelles de s> i. la formule
n i— «(*)-}= ii i
ipi m. a ; lij.Uo,...) (
où le pi'oduil du premier membre est étendu à tous les idéaux premiers facteurs de/>
dans le corps c(£=:e '" ), et où le produit du second membre est étendu à toutes les valeurs (53) [y compris h combinaison tt = «*=BJ = u^=... = t>].
Démonstration. — Soit d'abord y* un nombre premier ne divisant pas m ; soit / un
des nombres premiers impairs lt, /, et f' la puissance de / qui figure dans m :
soit r une racine primitive mod /'et p = r'', niod /''. Si e désigne le plus grand commun diviseur des nombres//' et lh~~ \l — i) et si l'on pose lh~ '(/ — i) = ef, le
symbole —^ est évidemment exactement une/"'"1' racine de l'unité et non une
inférieur'1.
Si nous prenons d'abord l==.ll, et, par suite. h=:hl, e = el, lhl,~i{li — \) = cjt. on a la formule
u. ((*: il .u,.
'—^ Yp-*r4e\
où le produit esl étendu à toutes les valeurs de ut indiquées dans 1 53) (1). Si nous
(') N. T. — C'ésl-à-dire : a, = o, r,..., l^~l (/, — 'i) — i . ( tn a, en effet :
h. u : ut , ((,, donc, en posant pour abréger
reger :
__JP ^
■ il ..
el
= G, . avec 0(i = i
THliORIE I>l S CDHI'S DE NOMBRES AI.i.l liHInl ES.
prenons ensuite /= /, el k = hi} e = et, I'!,' \l., — i) = ej't . on a, Jn désignai] lie] petit commun multiple de /', et y.,
III,. H,l '
r. — jl^
| u. a' ; ((, . il.,.
ei ainsi de suite. — / désignant le plus petit commun multiple des nombres
e,ea .A,/,.
où le produit est (''tendu à toutes les valeurs (53) de u,, («., ....
Soit de plus p = ±5''', mod ■>.'' : soit e* le plus grand commun diviseur des
nombres p' et :?'' --, et suit ■>./>'-- = i~/"; alors — — est évidemment exactement
égal à une racine/"'"" de l'unité et non à une inférieure. Par suite, si J\. ... désigne le plus petit commun multiple de/*, J\ . J\. ... :
Il i-
H, h : u. . ii
<-,<-2 ■ f Ufi
\-»f VI
Enfin, suit e le plus grand commun diviseur de
et de 2 . et pi 'si m»
2 = 1'/; il résulte alors de la dernière formule, si F désigne le plus petit commun multiple des nombres /,/*,/,,/, , ... et si l'on pose pour abréger
êe"elei:..Jfftfi...
(u, n ; Ki, u2, ...)
U, il': «,. U., ...J'
Si — n-'V\R.
où le produit est étendu à toutes les combinaisons (53) de ;;. u" : ut. u, On voit
de suite que F est le plus petit exposant positif tel que pF = i . mod m . Comme de plus FE = 'Ivn. on déduit de (54), en ayant égard au théorème 125, la formule du lemnie 22 (*), En s'appuyant sur la deuxième partie du théorème 1 •'.">. on reconnaît l'exactitude de-cette formule même dans le cas où p divise m.
I1) X. T. — On a, en effet :
Théorème 1 25
JJi' nW) L' n(*~yj L1 «(*,yJ L1 n(*)B'_
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L'on voil alors immédiatement l'exactitude de la première expression de H donnée au théorème l 'i i . en s'appuyanl sur le théorème 56, la deuxième expression de js) donnée au paragraphe ■>.- et le lemme 22 qu'un vient de démontrer.
Pour obtenir la deuxième expression de II, nous transformons d'abord de la façon suivante le produit précédé du signe Lim de la première expression :
La transformation de la somme du second membre s'opère ensuite de la façon la [dus simple, si l'on pose
II I (S) Jq
et que l'on procède comme au paragraphe 86(').
S ii(). -- Existence d'une infinité de nombres premiers qui ont pour un nombre
lil INNÉ IN RESTE DONNE PREMIER A CE DERNIER.
Chacune des deux expressions (théorème 1 '1 1 1 du nombre de classes II du corps circulaire des racines conduit à une conséquence importante. La première sert en effet à démontrer le théorème suivant :
Théorème i43. — m et n élan! deux entiers premiers entre eux, il existe toujours une infinité de nombres premiers p vérifiant la congruence p = n. modm. [Dirichlel "•'', Dedekind ' .]
Démonstration. — Considérons encore seulement le cas le plus compliqué, où ;// est divisible par 8, et posons, comme au paragraphe 117. m = 2*" /*</*> .... Chacun des produits considérés
à l'exception de celui qui correspond à la combinaison u=:u*=u1 = ul^...=ol a pour s=i une limite déterminée; de la première expression du nombre de classes M . donnée au paragraphe 1 17, résulte que ces limites sont toutes différentes
(') N. T. -- X . . 1 1 -, donnons <latis la note V, à la lia du Mém i:re, le détail de ces calculs pouf le cas simple où m est un nombre premier impair.
lll.JOlilK DES COUPS DE NOMBRES ALCiJsBRIQUES.
dco; nous pouvons donc prendre les logarithmes de ers produits, et on esl alors conduit par des considérations simples, analogues à celles du paragraphe 80, à ce
résultai, que pour toul système de valeurs», u': ut, u (o partoul exclus), la
somme
où p parcourt toute la série des nombres premiers a une limite finie pour .s' = 1. Comme n est supposé premier à m , tous les symboles
If,
sont différents de o. \mis multiplions l'expression (55) par
et et fêi'te
nous donnons à u, u' ; ut, ut, ... toutes les valeurs (53), la combinaison o partout étant exclue, et nous ajoutons toutes les expressions ainsi formées à la série (a6) (voir S 80). On obtient ainsi l'expression
où l'on a posé pour abréger
P=Ld, P-= W, pt=UJ L^J L^J Ud
Si nous faisons abstraction dans cette série des termes-, en nombre limité, correspondant aux facteurs premiers de m '■•.,1.1 le reste est égal à <I> 1 — , où p
P représente les nombres premiers, tels que tous les symboles P, I1'. P , I1,, ... soient
égaux à 1, c'est-à-dire les nombres premiers vérifiant la congruencedu théorème 1 i3. Comme la série (26) est infinie pour s = 1, tandis que les séries (55) restent toutes finies pour.s"=i. il en résulte que la série (5.6) est aussi infinie pours = i. c'csl-àdire qu'il y a une infinité de nombres premiers vérifiant la congruence.
i go
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§ i30. - représentation de toutes les usités dl coups circulaire al' moyen
d'umtés circulaires.
La deuxième expression du paragraphe 117 peut servir à démontrer le théorè
suivant :
Théorème i44- — Toute unité d'un corps abélien est une puissance fractionnaire d'un produit d'unités circulaires.
Démonstration. — Prenons d'abord le cas où m = l. est premier impair. D'après la formule du théorème 1^2, le second facteur du nombre de classes contient au numérateur un certain déterminant A. Ce dernier est donc nécessairement =|=o,
, /— 3 d'où il suit, vu les considérations des paragraphes 20 et ai, que les imites
g . s g du théorème 1/12 forment un système d'unités indépendantes du corps
circulaire c{e~). Ceci montre l'exactitude du théorème i44 pour le cas particulier
du corps circulaire c(e~r) et, par suite, pour tous les sous-corps qu'il contient. [Kummer".]
On peut transformer le second facteur du nombre de classes, comme au théorème 142, même dans le cas où m est composé; l'expression obtenue conduit alors, avec le théorème i3i, à la démonstration générale du théorème i!\l\.
Les tables de nombres premiers complexes calculées par Reuschle constituent une mine abondante de valeurs numériques, de la plus grande utilité pour des recherches plus approfondies sur les corps circulaires. [Reuschle1, Kummer-', Kronecker12.]
CIRCULAIRES
En utilisant quelques-unes des propriétés du corps circulaire des racines m""™" de l'unité relatives à un de ses sous-corps quadratiques, nous arrivons à de nouveaux résultais relatifs aux corps quadra'iques. La fécondité de celle méthode s'accroît encore, si on la combine avec les propriétés du corps quadratique déjà démontrées directement, dans la troisième partie.
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D'après le théorè général i 'i'i- toute unité d'un corps quadratique réel '•(v/"')
est puissance fractionnaire d'un produit d'unités circulaires ; on obtient simplement une unité particulière du corps c{\/ m) au moyen de l'expression
ai-
où (/est le discriminant du corps < \\ in) et où les produits II. Il sont étendus à tous
les nombres a ou 6 delà suite i. ■>. d, qui vérifient les conditions
= +i, (-J=— i. [Dirichlet7.] Voir S8C.
Loi de réciprocité des résidus oi u>ratiqi i s.
Soit / un nombre premier impair, r une racine primitive, mod /; L' = e' ,
s = (Ç ! "J ). Au sous-groupe des substitutions i, s", s1. ..., s'~', de c(Ç), corres-
pond un certain sous-corps quadratique c" de c^). Le discriminant du corps c('l)
étant (théorème 11S) ( — i) - l'~'~. le discriminant du corps c* ne contient pas (théorème 39) d'autre facteur premier que / et a par suite, d'après le théorème go, la
valeur d={ — 1 1 - /.
Soit p le nombre premier 2 ou un immbre premier impair quelconque autre que l. En décomposant p d'une part dans le corps c(l) des racines /"'";" de l'unité, d'autre pari directement d'après le théorème 97 dans le sous-corps quadratique c", el en comparant les résultats ■>!) arrive à une nouvelle démonstration de la l<>i de réciprocité des résidus quadratiques. [Kronecker15.] Nous procéderons comme -uit :
/' étant le plus petit exposant positif, pour lequel //=i, iimd /. en posant
c= — ; — , p se décompose dans ni') (théorème 119) en e idéaux premiers °*>,
s^> s*-1^, et le corps de décomposition commun c,, de ces idéaux premiers
esl de degré e (théorème 129). Le nombre premier/) est ensuite évidemment décomposable ou non dans le corps quadratique c*, selon que c' est contenu ou non dans rr En remarquant que le corps c(Z) ne contient pas d'autre sous-corps quadratique que r* et que de [dus, pour qu'un corps abélien possède précisément un sous-corps quadratique, il faut el il suffît que son degré -"il pair, on voit que pour
WJ2
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que c* soit contenu dans c(l il faut et il suffit (jue e soit pair. D'autre part, d'après le théorème 97, /* est ou non décomposable dans c*, selon que l'on a
= + 1 , ou = — 1 .
< )r. si c est pair, on a
p - =p' '* = 1 , mod /.
c'est-à-dire ( - ) = + 1 : sinon
tl Le
p - =p'2 s( — 0e — — 1. niod /. c'est-à-dire ( - ) = — 1 . On a donc toujours
Nous supposons d'abord p impair; de (57) résulte
my^
et, en échangeant/; el /.
tt-*)~\ ((-
Cette dernière égalité donne en prenant /=3 :
(_) =(_,)•■ La réunion des égalités (58 et (59) donne
Si nous posons dans (."17) p= 2 , on a
(T)-(fcH^)-<->-
Les forum les (60), (09) el (61 1 expriment la loi de réciprocité îles résidus quadratiques, aiu>i que les lois complémentaires.
THÉORIE DES CORPS Uli NOMBRES ALGEBRIQUES. Kj.'i
§ i23. — Les corps quadratiques imaginaires di discriminant premier.
Théorème iA5. — /étant un nombre premier = 3 mod 'i el p un nombre premier de la forme ml+ i, on a pour tout idéal premier p facteur dep dans le corps quadratique imaginaire c{\/ — /) l'équivalence
s*- sa
où -a désigne la somme des plus petits résidus quadratiques positifs mod /. el 1// la somme des plus petits non-résidus.
En posant de plus p := pp' et
où (ii) est un entier du corps imaginaire <'(y — /), on a la congruence
SS5±IÏ(55ôï' (P',•
où le produit du dénominateur est étendu à tous les plus petits résidus quadratiques positifs a, mod /. [Jacobi '-':t' ', Cauchy ', Eisenstein '.]
Démonstration. — D'après le théorème 1 36, on peut, Ç|> étant un idéal premierdu premier degré île c(Ç), poser, avec les notations y indiquées,
(6a) Vf„r+t_,.«--+il,+,.w-»==(Aj>
A étant un entier de c(Ç). Si alors p = ml+ i est le uombre premier divisible par %* et p = pp', la décomposition de ce nombre premier dans le sous corps quadratique c(\/ — /) de c(Ç), ces deux idéaux premiers p, p' de c{\/ — /) sont
p -— aji+««+»«+._+»i— >
En élevant l'égalité (6a) à la puissance symbolique (i + s* + ... + 51-*), on obtient
pïo-H-r1 H«_/+3j)'î_l-i-»_3+ ... +Ï-J+2 _ /a)_
où a est un nombre de c(\/ — /). A cause de
Se — Sa '/-, + '/-,+ ■■■ +g_,.., — qa — q_%—... — q_l_t ,= (r + i) ; .
on a, vu l'équivalence pp' » i.
D'autre part, on peul poser (théorème 1 35)
B étanl un nombre de c(Ç). En élevant celte égalité à la i r + s1 + ... s1'3)" ",e puissance symbolique, on en déduit
Zb-ti
(64) ps*-M= p' < ^ 1.
Comme r + 1 n'est pas divisible par /, si nous mettons de côté le cas de /=3, suffisamment clair parlui-même, il résulte des deux équivalences (63) el (64) celle du théorème 1 i5.
La deuxième partie du théorème est une conséquence des propriétés i'|3) el 1 14) de la résolvante de Lagrange A démontrées au paragraphe lia»
On a une démonstration tout à fait différente de la première parlie du théorème 1 '|."> en s'appuyant sm une remarque faite vers la fin du paragraphe 86, au sujet de l'expression du nombre de classes du corps c\y — /) dans le cas de / = 3. mod 4.
On arrive même, par une modification remarquable de la méthode de Jacobi, à ('tendre l'énoncé du théorème i'|."> au cas où le nombre premier/) n'est pas de la Ici nie ml + i. [Eisenstein ", Stickelberger1.]
§ 124- — DÉTERMINATION DU Mi;NF. DE I. A SOMME DE (i\USS.
Suil /j un nombre premier impair, on peut obtenir, selon les définitions du paragraphe 111, étendues dans le paragraphe 1 1 ■>., la base normale de Lagrange et la rés< il-
vanle de Lagrange, dans le cas de /= •>., pour le corps quadratique c, V ( — 1) i pj .
Suit Z=c''7. La base de Lagrange se c pose pour ce corps des deux nombres
et la résolvante de Lagrange est
loi (»)
11 el b étanl les résidus el non- résidus quadratiques de /) compris dans 1 . ■> p — 1 .
Le problème indiqué à la fin du paragraphe 1 12, de la détermination complète de A- une loi- a' trouvé, revient ici, dans le cas lu corps quadratique, à la détermination d'un signe ±, et la solution esl la suivante :
Théorème l46. — La résolvante de Lagrange A'bi corps quadratique de discriminant p 1 premier - 11 : p est un nombre positif réel ou puremenl imaginaire positif.
I ( iauss -, ko mecker '.]
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Démonstration. — Le carré de la racine de Lagfange en question A esl toujours
égal à ( — i) - p, parce que A esl un nombre du corps quadratique el que, d'après le théorème i38,
|A| = \/p • On a donc
A= bV(-i)Vp.
Les idéaux p, <|> du paragraphe i 1a sonl remplacés dans le cas actu I de /=a par (p) et 1 1 — J_ i; la congruence i 13) donne alors
A = (i — Z) 2 . mod (i — Z) -
c'est-à-dire
(66) A=^ '-'■ d— Z~. modii- Z)
Considérons d'autre part l'expression
Comme cette dernière change seulement de signe lorsqu'on remplace Z Par ZR>
y-' R étant une racine primitive, mod p, el que l'idéal : A I coïncide avec l'idéal (î — Z ' •
on a nécessairement
Pour déterminer le sig&e, remarquons que l'on a
= /;- fu P-'
Z""— Z •*= — a/sin— -. A /' V
p-i et qu'on obtient par suite pour A une valeur de la forme | — m j P, où P esl positif.
Donc, en entendant par \ — i) - p celle des racines carrées qui esl réelle positive ou positivement imaginaire, on a
in(i D. IIILBEKT.
Enfin, la relation
montre que l'on a
A = ■>■■!*■ 6. ..(/> — i)0 — Z) 2 ='J ! — — K>— Z) - . niod (i — Z) '
et par suite, ï u (66),
A = 2 2 A . mod ( i — Z) - •
Comme l'on a
(m obtient, à cause de (67),
A = V(— 0 " /'• mod (' — Z) - ,
et par suite à cause de (-65),
ce qui démontre le théorème i4<>-
On n'a pas encore publié beaucoup de travaux sur des corps abéliens de degré supérieur au second; mentionnons le travail d'Eisenstein sur les formes cubiques, provenant de la division du cercle, qui est une introduction à la théorie des corps abéliens cubiques [Eisenstein10], le travail de Bachmann ' sur les nombres complexes composés de deux racines carrées, et enfin les recherches de Weber sur les corps abéliens cubiques et biquadratiques. [Weber2, '.]
CHAPITRE XXVIII
Décomposition des nombres d'un corps circulaire dans un corps kummerien.
§ \-ib. — Définition d'um coups kummerien.
Soit / un nombre premier impair el c(Ç) le corps circulaire défini par £ = e ' [a étant alors un entier de c(Ç), f|iii ne soit pas en même temps la Pime puissance d'un nombre de c(Ç), l'équation du l"'me degré
est irréductible dans le domaine de rationalité c(Ç). M = y/y étant une racine déterminée choisie arbitrairement de celte équation, les autres sont Iffl. Z'M -'^'M-
J'appellerai corps kummerien le corps déterminé par M et .'. Un tel corps kùn srien
C(M. 0 est de degré /</ — i); il contient c(Ç) comme sous-corps, el c'est, par rapport à ce dernier, un corps abélien relatif de degré /.
Le changement de M en L'M dan- un nombre ou un idéal du corps kummerien donne le nombre ou l'idéal conjugués relatifs. Nous représenterons ce changement par la substitution S.
On démontre facilement les propositions :
Théorème 1^7. — Pour que le corps kummerien engendré par M=:y|/,el Ç soit un corps de Galois dans le domaine des nombres rationnels, il faut el il suffit que
l'une des puissances symboliques y.*-1, ;j.s-\ ..., y."'-'"' soit la /"' puissance d'un
nombre de c(Ç). (s = (Ç ; £r), r racine primitive, mod l.)
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il soit abélien est que : y.*-' soit la !''"'■'' puissance d'un nombre de c(Ç).
Lorsque le corps kummerien (M- '-!> est un corps de Galois. ou un corps abélien, il résulte, comme le montrent les considérations du paragraphe 38, de la composition du corps ci £) et d'un certain corps de degré /.
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S» 126. — Discriminait relatif iù \ coites kummeiue.n.
Notre premier problème est celui de la détermination du discriminant relatif de ciM- '-'' par rapport à c(Ç), Nous démontrerons d'abord la proposition suivante :
Lemme 23. — Si un idéal premier p du corps circulaire c(£) est la l"'*' puissance d'un idéal premier %* du corps kummerien o(M, Z) et que A soit un entier de a M. -) divisible par sp, mais aon par ty*, le discriminant relatif du nombre A et celui du corps kummerien <(M. 0 par rapport au corps c('Ç) contiennent le facteur idéal p à la même puissance.
Qénfonstration. — Tout entier du corps c(M. 0 peut être mis sous la forme
où 2, •/, *,_,, p sont des entiers de c(Ç). Si fi est divisible par p, il en résulte (pie
le numérateur 'de la fraction doit aussi être =0, inod p.
A cause de A = o, mod $>, on en conclut a = o, mod V et, comme a est dans <('.'). également a = o, mod p. Cette dernière congruence donne
?-,A + asA°" +•••■ + */-iA'-1 = 0, (mod p),
et comme A =[=<>• \' = o, A3 = o, .... a'"' = o, mod p. on a -/, = o, mod P, et par suite aussi, inod p: on a donc aussi
,iAi + ... + ï,-1AM = o. (*>)•
Comme A'^l-o. A'=o. •■■- A'~' = o, mod 5p', on a i, = o. mod «V, et par suite aussi, mod p.
En continuant ainsi, nous voyons que tous 1rs coefficients a, /, /,_, doivent
g être divisibles par p. Si maintenant !>' est un entier de c(Ç), divisible par L. mais non
par p, les nombres xfl', a,V *t_,f>' *"nl lllUS divisibles par S. En posant
*'=y. «/=rp •••• "»-= — •
nous obtenons
fr'
où le nombre V du dénominateur contient maintenant un l'acteur idéal p de moins que p. I '11 appliquant à (69) la même méthode qu'à (68) cl ainsi de suite, nous arri-
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m m s finàlcmenl au résultai que toul entier LJ du corps c M- - peul être mis sous la forme
où ■/.. j, '■>■!>• p sont des entiers de c(£), fJ étant en outre premier à p. Supposons
exprimés sous la forme (70) les 1(1 1) nombres d'une basi du corps kummericu ci M- -' '• el formons avec ces nombres el leurs conjugués relatifs la matrice à l lignes : il esl alors visible que le discriminant relatif du corps kummerieu i M- - multiplié par certains entiers fi premiers à p <le c(Ç) doil être divisible par le discriminant relatif du nombre A- ce qui démontre le lemme a3.
Théohème i£8. — Soit X= 1 — 1 et Ï = (X). Si un idéal premier p autre que I de c(ï) entre exactement à/ la puissance e dans le nombre y., le discriminant relatif du
corps kummerien déterminé par M == VU el Ç par rapport à ç(Z) contienl en facteur exactemenl la puissance p:'~' de p. si eel / sonl premiers entre eux. Si. au contraire, e esl un multiple de /, le discriminant relatif esl premierà^.
Quant à l'idéal premier I . nous pouvons 1 l'a bord exclure le cas où ;j esl divisible par I el contienl cet idéal à une puissance donl l'exposanl esl un multiple de l; car alors le nombre y. pourrai! être remplacé par un nombre ■>' premier à I. le corps c\\ u.*, .'I restant le même que le corps c\\ /.L'). En dehors de ce cas , \j. peul contenir une puissance de I donl l'exposanl esl première /. ou bien u, peul ne pas être divisible par 1. Dans le premier cas, le discriminanl relatif de c(\ ■j-.'I). par rapport à c _' . esl exactement divisible par l'*-'. Dans le second cas, soit m le plus grand exposant -^ / pour lequel il existe dans c(Ç) un nombre x, tel que u. = v! mod V". Le discriminanl relatif est alors premier à [, dans le cas de m = 1, et si /»<^/il est divisible par la puissance ["_l1"^ " '• tle [.
Démons/ration. Première partie. — Suit - un nombre entier de c(ï) divisible par p . mais in m par p', el soit v un nombre entier de c '!> <li\ isible par -, mais premier à p ,
Si l'exposanl de la puissance de p contenue dans ■>. n'est pas un multiple de /. on
peul déterminer deux entiers a el /'. tels que i = ae — l>l: alors \>. — - — jf est un
entier de c .' divisible par p, mais non par p'; el si ['on pose M* = \ ;>' ■ on a c M*. -i = 'i M. Q; et si l'on désigne par SP le plus grand commun diviseur i • 1 « " . 1 1 de v> el M" dans ci M- '- • on a(4)
>V = SV. p = «V
(') N. T. — Car Sp = p . SM". = -M*. *' 'e I''lls grand commun diviseur il ■ p ri île M* est le même que celui île p el de M", car £ esl une unité.
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L'idéal *1> èsl dune un idéal premier invariant du corps kummerien ci M- 0 Par rapport au si>u>-corps CiZ): d'après le théorème g3, il entre donc comme facteur dans le discriminant relatif de c(M. 0 par rapport à c('l). Commede plus M* est divisible par ?|>, mais non par Çp!, et que le discriminant relatif de M*- par rapport à ci Z),
est égal à ( — i) 2 /'u"'~', l'idéal p est donc, d'après le lemme a3, contenu dans le discriminant relatif du corps c(M. -') exactement à la / — i™' puissance.
e tjtv
Si.au contraire, l'exposant e est un multiple de /, u* = — - est un entier de c(Ç) non divisible par p; comme le discriminant relatif du nombre M* = \ ;•>•* parrapport
à a'1) est égal à ( — i) 2 t! y.''~' , il est premier à p. 11 en est de même du discriminant relatif du corps ri M. Ç> par rapport à c| £).
Deuxième partie. — Dans le cas où ;jl contient l avec un exposant e, non multiple de /. procédons comme dans la première partie et prenons à la place de u. un
nombre u*. divisible par 1 et non par V . Comme le discriminant relatif du
/— i nombre M" = {/ \'" a la valeur (— i ) 2 l1 \j''~' . le discriminant relatif du corps cl M, ») par rapport à c(Ç) est exactement divisible par l'3-', d'après la nature du nombre ;j* et la lemme 23.
Nous avons en second lieu à examiner le cas où ix n'est pas divisible par l. Soit
d'abord m = l; il y a donc dans c(Ç) un entier x, tel que ;j = ï, mod t . ■ — rj— est
donc un entier de e(Ç)> et, par suite, l'équation de degré /en x
(Ix — y.)' + |X
a tous ses coefficients entiers. Comme en posant M = V \>-- oc = — ; — est une racine
de cette équation, Q = est un entier du corps ci"). Le discriminant relatif de
ce nombre Q est égal à i\i!~\ î étant une unité, et, par suite, le discriminant relatif du corps ci M- 0 par rapport à c(Ç) est aussi premier à 1.
Soit ensuite /»<;/, de sorte que |j. ne soit pas congru à une puissance /■"" ". mod 1' ; posons ;j.= x' + iù'", mod 1"' '. y. étant un entier de c(0, m l'exposant défini dans l'énoncé ri a un entier rationnel non divisible par/. Considérons abus l'idéal
Le aombre - n'est certanemenl pas entier, car sa norme relative par rapport
y.' — v à e(0» c'est-à-dire - — j-^, est fractionnaire, à' cause de m <il; donc, le nombre x — M
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n'est pas divisible par 1; par suite, l'idéal ?l r>t différent de I. D'autre part, ?( r>'esl égal à i . car la m unie relative du m in il in- %— M est, à cause de
(7.) N.(*-M) = «'-Ms-ai", (l" ')
divisible par 1'". Comme on a S2l = 2(. 51 est un idéal invariant, el comme ce doit être un facteur de (, ce dernier appartienl à la première des 1 1< ■ i ^ catégories d'idéaux premiers du sôus-corps distinguées (S 57) dans la démonstration du théorème o3. c'est-à-dire (==ï', y étant un idéal premier, évidemment du premier degré de (•(M, 0- La congruence (71) donne alors ?t = y"'.
Déterminons maintenant deux entiers positifs a et l>. Iris que mu — bl=i, el posons
r> = (fl— M)*
De SM = i;M- "h déduit
S( , _ la — M +>-M>"
et nous concluons de cette expression que ù — SU contient en facteur y1'-'"'11. Comme il en est de même de Ion te différence entre il et un de ses conjugués, le discriminant relatif de il par rapport à c(Ç) contient en facteur exactement la ( / — 1 )(/ — m + 1 )"""' puissance de l'idéal l . 11 en résulte; Q n'étant divisible que par la première puissance de il , que le discriminant relatif du corps e(M. -j par rapporl à e('Ç) est aussi divisible par la même puissance 1 lemme 23).
Le discriminant relatif du corps kummerien cl M. -'' par rapporl au corps ci 1 1 est ainsi complètement défini, el l'on peut immédiatement en déduire le discriminant du corps ciM. -!1 (théorème 3u)'.
S 07. — Le symbole
Il est nécessaire pour la suite de généraliser le symbole introduit au nara-
graphe 1 13, pour le cas où \j. est divisible par n> et pour celui où M> = I .
Soit n> un idéal premier quelconque de cl Q et y. un entier ([ne Ici m que de Cl -'). qui ne soit pas égal à la /'""'puissance d'un entier de c(Ç). Quand le discriminant relatif du corps kummerien engendré par M=vV et Ç sera divisible par M», le symbole — ! aura la valeur o.
Si, au contraire, le discriminant relatif de ce corps ci M. Q n'est ]ias divisible par iv. on peut, d'après le théorème 14S, toujours trouver dans c(Ç)un nombre x, tel que u*=x';.;., soit un entier de c(Ç) non divisible par m. Si ■>. est lui-même premier
à tp. -/ = i remplit déjà celle condition. Nous définissons alors, si «)=!=!, le symbole en question par la formule
jto) 1 10 i
Mais si 10 = 1. on peut, le discriminant relatif de ci M. '-'> devant être premier à 1 . choisir en oulre le nombre a (théorème i48), de façon que l'on ait u*=i. ninil l'. On a dès lors une congruence de la forme
,,.♦= i +àk', (!' '),
où a est un des nombres o, i. i, ... I — i. Je définis alors le symbole !— par
l'égalité
Si y. esl la / e puissance d'un nombre de c(Ç) el it> un idéal premier de c(Z). on
prendra — = i .
La valeur du symbole est ainsi fixée pour tout entier u. el tout idéal pre-
\ to ) ' ' '
mier 10 de c(Ç); elle est d'ailleurs égale à o ou à une racine l""K de l'unité.
Enfin a étant un idéal quelconque du corps ni'), si l'on a a = p<i ... w. p, q. etc.
étant des idéaux premiers de c(Ç), on définira le symbole — par l'égalité
i n \ \ p il q ) '" | to )'
a, 6 étant des idéaux quelconques de c(Ç), on a donc
/ab\ a 6 i'
§ 128. — Idéaux premiers d'un corps ki mmerien.
Soit [jl un entier de c(Ç), M =v !* un nombre en dehors de c(Q. La question de la décomposition des idéaux premiers du corps circulaire c(Ç) en idéaux premiers du corps kummerien nM. Ç) est résolue par le théorème suivant :
Théorème i'io. -- Un idéal premier quelconque p de cO est. dans le corps
kuin rien nM. Ç), suit égal à la /"'"e puissance d'un idéal premier, suit décompo-
sable en un produil de / idéaux premiers distincts, suit premier lui-même, selon
(iue =0, =1 ou = une racine F* de l'unité différente de 1.
Démonstration. — La première partie de <c théorème se rapporte aux idéaux premiers qui (li\iscnl le discriminanl relatif du corps kummerien : ils sonl donc invariants, d'après le théorème <j.'i. Ce l'ail bu le théorème i48 monlrenl donc pour ces idéaux l'exactitude du théorème.
Si p est un idéal premier qui ne divise pas le discriminanl relatif du corps c(M, '■)<
soil \>~ un entier non divisible par p, hl que le quolienl ' soil égal a la /""■' puissance d'un nombre de c(Ç). Le corps c(M. ï) est alors engendré égalemenl par M* = vV el :.
Examinons d'abord le cas de p-=|-= I.. Si alors J- -| = i, le m un lue v est, d'après
le théorème i3g, rt'siil u de /••""' puissance, mod p. Déterminons, ce qui esl toujours
possible, un entier ■/. de c(î), tel que l'on ail jj." = ■/', (mod p), et ;j* =1= -/', (mod p!). En formant alors les idéaux conjugués relatifs
nous obtenons facilement
p = sp.Ssp ... S'-^'SP.
Connue
( %». S«p ) = ( p. M* — a. CM — a) = i ,
S}> esl différenl de q>, et, par suite, les / facteurs premiers %*, S%V ... S' '$p de l'idéal p sont distincts. L'idéal premier p de c(Ç) appartient donc à la deuxième catégorie des idéaux premiers du sous-corps (théorème ç)3), il se décompose donc dans ('(M. s) en / idéaux premiers distincts. Inversement, si un idéal premier p du corps c(Ç), différent ou non de l'idéal (, se décompose en / idéaux premiers distincts <J>, S%V ... S'— '$P du corps c(M, 0, on a, p étant le nombre premier divisible par p. N(«t>)=//ct _\(p) = N(%M ... >"( S'- '%*)=:»"'. et. par suite, la norme d- p, prise dans le corps c(Ç), «(» esl aussi égale à //. L'égalité des normes N(<J>i el n(p) montre, comme au paragraphe 57. que tout entier du corps ci M- 0 esl congru,
mod »>>, à un entier du corps c(Ç); en posant en particulier M~ - ■ /. d <l>. -/ étant
dans c(Ç), on a M*' = ;•>* = ».'. mod <?>, el comme a* — a' esl un nombre de c(Ç), on
doit avoir aussi u.* = a', mod p, c'esl-à-dire que ! -i=i. La dernière partie
( P \ (P ) du théorème 1/49 est donc complètement démontrée pour le cas d'un idéal premier p =|= I .
Enfin, relativement à l'idéal premier (.si le discriminant relatif du corps c(M,Ç)
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par rapporl à c(ï) n'est pas divisible par 1, on a, pour le nombre <i' , d'après le théorème i 18, une congruence de la forme
<>■' = %' + ni1 , (!'+'),
a étant un entier rationnel. Si maintenant l'on a — !=i. c'est-à-dire si a est divisible par /. il en résulte une congruence de la forme
u* = a' + (fl'+l, (F+2),
nu a" esl encore un entier rationnel. Si a* n'est pas divisible par l, nous posons ;j.*' = a*; si, au contraire, a* esl divisible par /. nous posons
il en résulte
;j." = v.' + ï<+lv.i, (l'+2).
D'après cela, le nombre \j." vérifie toujours une congruence
où n" esl un entier rationnel non divisible par /, et, par suite, en posant
M"=vV" et •
nu a la décomposition
( loinnic
l = fi.Sfi ... S'~* fi.
Sfi est différent de fi, et. par suite, les / idéaux premiers fi. S8, ••■ S'— 'y sont distincts.
Inversement, si ! se décompose ainsi dans le corps kummerien, les normes de fi dans c(M. 0 f't de l dans c(Q sont égalés, d'après une remarque antérieure, applicable, on l'a indiqué, même au cas de p — I, et, par suite, tout entier de c(M. Ç) est congru nind y à un entier de ni'). Comme ensuite, d'après le théorème i|.'i. I ne divise certainement pas le discriminant relatif du corps c(M. K) Par rapport à c(Ç).
, , y- — M' nous pouvons, d'après le théorème il$, poser j/r^a', mod I', et — : est dune un
entier. Comme fi est un idéal premier du premier-degré dans riffi, l), nous pouvons l ruiner un entier rationnel a congru à cet en lier mod fi; a luis un a, V désignant la norme relative par rapporl à c(Q,
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c'est-à-dîre
( y. — ai, i' — •!.' = o . (!'+');
on a dune - = -j- =i, ce qui achève la démonstration du théorème i 'mi-
Le théorème i4g nous fournil un moyen simple de distinguer, dans le cas particulier des corps '''M- £) el c(Ç), les trois sortes d'idéaux premiers indiquées au théorème çi.'î pour un corps supérieur cyclique relatif de degré relatif premier.
Q. — DÉFIIUTIOK DES RÉSIDUS DE NORMES ET DES M>\ RÉSIDUS
Soit, comme au paragraphe ia5, y. un nombre de c(Ç), tel que M = V > '"' "•"'' pas dans c(Ç) el --"il 'M. 0 le corps kummerien déterminé par M el Ç; --"il N"C(A) la m. nui' relative d'un oombre A de c(M, -j par rapport à c(Ç). Soil u> un idéal premier quelconque du corps circulaire c(Ç) et v un entier quelconque de ce corps. Si alors •/ est congru mod n> à la norme relative d'.un entier de c(M, Ç) et si, en outre, on peul trouver, pour une puissance de \v aussi élevée qu'on le veut, un entier A du corps cl M- -' >■ tel que l'on ait v = Vi A I suivant cette puissance de n>. j'appellerai v /;// résidu de normes du corps kummerien mod to. Dans tout autre cas, v sera non résidu de normes du corps kummerien modt».
S i3o. — Théorème sur le nombre des résidus de normes. — Idéai v de ramification .
On a l'important théorème suivant :
Théorème i5o. — Si w est un idéal premier du corps circulaire c(ç), "<' divisant pas le discriminant relatif du corps kummerien c(M. ~)> tout entier de c(Ç) premier à w est resiilu de normes du corps kummerien mod w .
Si, au contraire, w est un idéal premier du corps circulaire c ,' . diviseur du discriminant relatif du corps kummerien ci M. ç), et qu'on désigne par e, dans le ras de l»=|=f, un exposant positif quelconque, et, '/uns le eus de w = f, un exposant quelconque >/, il v a exactement un /'""" de tous les nombres de ci u) premiers à w et incongrus modwe. qui sont résidus de normes modw,
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Démonstration. — Soit d'abord » un idéal premier de c(Ç) différent de 1 et ne
divisant pas le discriminant relatif du corps c(M- 0; il > a deux cas à distinguer, suivant que w est décomposable ou non dans ciM, Ç). Dans le premier cas. soit îtt un idéal premier facteur de » dans c(M. 0- En nous reportant à la démonstration du théorème i48, nous pouvons, sans diminuer la généralité pour cela, admettre que ;j. et par suite aussi le discriminant relatif du nombre M = V' ?■ Par rapport à c(Ç), ne sont pas divisibles par 28; il y a dès lors certainement dans ciM- î un système de / entiers A, A, vérifiant les congruences
A, + A.Ç'-'M + ■ • ■ + A^'-'Mi'-1 = i.
Or, tout entier du corps m M- Ç) esl évidemment congru inod "1B à un entier de c(Ç); en posant
A, = a,. A, = *,, ■■•- A( = ar. («).
a,, -y2, .... ï, étant entiers dans c(Ç I et
A = «,+ -^M + ■•• + a,M'-'. on en déduit
v = A. i = SA i=S'-'A, (W);
et en multipliant, on a v = NC(A), mod SB. et par suite aussi, mod ». Ceci démontre dans le cas présent la première partie du théorème pour le cas de e= i. Pour passer aux cas de e> i , supposons que l'on ait v e|= Nc(A). mod »'~, et posons alors
Nc(A)
i.) étant un entier de c(Ç) divisible par M>, niais non par »*. L'entier B = AC + /*(•>),
où /* est un entier rationnel vérifiant la congruence II" = i. mod m remplit alors la
condition v = Nc(B). mod tir. En continuant d'employer ce procédé, nous arrivons
finalement, pour toute puissance»', i entier de c(M. Z), dont la norme relative
par rapport à c(Ç) est congrue à v mod »''.
Soit, d'autre part, » indécomposable dans nM, Q: nous pouvons encore supposer
[j. non divisible par », et alors, d'après le théorème 1^9, y. n'est pas résidu de
/l,m' puissance mod n>. D'après les conséquences du théorème 109. il y a dans c(Ç)
exactement /• — résidus de /"'""'" puissances mod w premiers a »; en bs
représentant par;, pr, lesn(») — 1 nombres
fi = 1.2 ''•
sont tous incongrus, mod m . car y- n'esl pas résidu de /""" puissance, mod w , et, par suite Iniii nombre de ci : premier à ko est congru, mod M>, à l'un de ces nombres. En
posant p, = *' p,. = at|,, mod uv 7. xr étanl des nombres de c(ç), on en
déduit
et, par suite, loul entier de c(Ç) premier à tu est congru mod n> à la norme relative d'un certain nombre de c(M»Ç): on en conclut, comme dans le cas précédent, que pour tout nombre v on lier de c(Ç) premier à w, on peul trouver un entier de c(M. I) dont la norme relative soit congrue à v, mod we .
Si nous voulons maintenant démontrer la première partie du théorème [5o pour le cas de tt> = f, nous pouvons supposer y. premier à l; désignons par "/.'" la plus haute puissance de ), contenue dans y.'-' — 1, m étanl dans tous les cas > 1, et posons
;J.;-'= 1 + al'", (V" '1,
a étant un entier rationnel premier à /; a* étant alors un entier rationnel, tel que
aa" = — 1. mod /. en posant »* = ;;."-'-', on a
D'autre paît, un a les congruences suivantes, où g est un entier positif quelconque et // un entier positif quelconque premier à / :
(d -À"")' =1 + x'- (, _ X"-')'"= , +hX'
Comme le discriminant relatif du corps c(M, Ç) par rapport à c(Ç) ne peut, dan- le cas actuel, contenir le facteur (. on a nécessairement, d'après le théorème r48,
(') N. T. — En effet, d'après le théorème i48, on doit avoir
d'où
mais donc ainsi, chois
lWSI, (I1) |/"si, ((');
a'-=i + aX"\ (!'" 'i
Soit d'abord m = l. On déduit alors facilement^) des congruences (72) et (73) que pour tout entier positif ;/ on peut trouver daiis c(Ç) un entier xp vérifiant la congruence
En posant alors |y| = \/;.i.* et Q, = r-2 — . il,, esl toujours un entier de oM- Ç)
el on a
De là résulte immédiatement (2) que tout entier v de c(ï) vérifiant la congruence v = r, mod I. est résidu de normes du corps c(M< 0- m"(' ' • ()n lève facilement cille
(M N. T. — On a
Mais en multipliant a' par une série de puissances P ■""* convenables (1 — Àr+I)'«, on peut avoir
ii.*II(i— X'-)'»= i-À', d' " ')• Soit, en effet,
en multipliant membre à membre cette égalité et la congruence
(1— r+,)'y=i + . y À'". (!' ■'-) on obtient la congruence
d'où en posant x = k et y= — z, (1)
Posant alors
on aura de même
et ainsi de suite, jusqu'à avoir
Mais alors en multipliant membre à membre celle congruence et
(l — X" 7=1 + >,'", Il' '" ')
(-) N. T. — On a successivement
v == 1 — a,) — a,7.s = Ne(Q?0(i — &,'.') = Y-<i.2?')(i — a3)*' = N^QfiQ»*), (!')
en posant
Vc(C?0= 1 — a,A — a,X* + 6t>.', d3)
et ainsi ,1c Miilr.
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restriction de v= i . mod 1 . En effet, v étanl un entier quelconque premier à 1. congru mod ( à l'entier rationne] a, posons v"=:a*'v, a* étant un entier tel que aa'ssi, mod I: alors on a évidemment v*= i, mod 1. et, d'autre part, v et v sont en même temps résidus ou non résidus de normes du corps c(R/|. 0> mod t.
Soit ensuite dans la formule (7a) //<>/. et. par suite. — j = 1 ; nous pouvons
alors, g étant un entier positif quelconque, t ruiner deux entiers a et x , dec(Ç), tels <]ne l'on ait
Nous posons, conformément au théorème 1^9. l = fifi'...fi , fi. fi'. ... étanl des idéaux premiers distincts du corps ci M- £)■ Les deux nombres
. __ 1 — agM' . _ 1 — ■>■„ ,M"
il' » •).
ou Jf\* = \/ ij. si iu t des entiers, el comme l'on a \(j A,,1 = — ' • mod 1", A., csl divisible par un des idéaux premiers fadeurs de 1. fi par exemple, el contient ce facteur au premier degré et aucun des autres. Des formules 1 7/1 résulte
et iiiius pouvons alors supposer que tx +1 soit choisi dans la série des nombres z ,
"*,, , *'_'V-,- dl' ''"•'"" '1'"' ' "u ait a9— V-- mod I=- et' Par suile' A,, = A„.,.
mod 1. D'après la dernière de ces congruences. A,_, est aussi divisible par 8, mais
non par fi', fi"~"; el comme on a aussi NC(AS ,) = — À, mod f. A,, , n'est divi-
sible que par la première puissance de fi. .Nous pouvons, d'après ce qui a été
A déjà démontré, mettre le nombre fractionnaire — — sous forme d'une fraction dent
ng 1
A les deux termes seront premiers à I . En posant — ?- = Qg, mod l9 ', de façon que {}"
y * suit un entier de cl M- 0> "n :1
L ne telle formule étant possible pour tout exposant positif j/. on montre comme plus haut que tout entier premier à I est résidu de normes du corps Cl fj\- t'!-
Nous passons maintenant à la deuxième partie du théorème i5o. Soit d'abord 1» un idéal premier de c(Ç) différent de I, divisant le discriminant relatif de c(M>Q; nous avons alors, d'après le théorème i'io- u> = 2B'. où 256 est un idéal premier de ci M. £). Tout entier de ci ffi. Q doit alors être congru à un entier de c(Q, mod iG. Si alors un nombre donné v de ci £) premier à u» doit être congru à la norme relative \ A d'un entier A de ci M- 0> ''' s' ||lllls posons A = *> mod Î6, il en résulte nécessai-
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rement v = ■/.'. mod "JO. et par suite, mod w. c'est-à-dire que v est résidu de /"'""' puissance, mod w. Inversement, si un nombre v de c(Ç) est résidu de /"""'puissance. mod u>. v est aussi évidemment congru à une norme relative NC(A), mod w. Nous en concluons que les résidus de /'""" puissances, mod w. donnent aussi tous les résidus de normes, mod u> du corps ci M- 0-
Il reste enfin à traiter le cas, où n> = I et où I divise le discriminant relatif de ci M. Q. On a dans ce cas 1 = S', i» étant idéal premier dans ci M- 0. et nous pouvons vu le théorème t£8) supposer que le nombre p. vérifie, soit la congruence
{J. = l, (!•), soii l'une des suivantes
m étant égal à r, ■>, / — j (*). Nous chercherons ensuite dans ces deux cas quels
sont les nombres de c(Ç) qui sont congrus à la nonne relative d'un nombre de ci M- "'• mod I' ' ou mod l' respectivement, et nous tirerons de là facilement le nombre des résidus de normes incongrus pour n'importe quelle puissance plus élevée de I .
Dans le cas de |j. = X, mod F. M est divisible par 8, et non par fi\ et l'on a les congruences
Vi i +M) = i + ),
Ne(i + M) =i +À + /,5;,,
rçc(i + Ma) = i +''■'■
Cf),
Nc(i-rM;> =i+l' + X'Pî,
Ne(i +M'-')= i +ï'-i + l'?l-,
. p, p;_j sont des entiers de ci 'Q'.
(') X. T. — On a, en effet :
soil a = X*jj.', k première /, ■)' premier à '/. : soit ;j- premier à ). et =*', (l'"i, /«</.
Dans le premier cas, on déterminera deux entiers </, b, tels que
et on prendra
puis on déterminera y" de façon que p."'u/== i, il), et on prendra
;;. = ) u = A . (I ) . Dans le deuxième cas, on déterminera ,': de façon que fa= i, (Il d où
y:j.= i+a'Am, il"' -').
et enfin on prendra y' = (,-';')"' • "' vérifiant la congruence
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Enfin, L'on a
(76) Yd -r X'M")=t, il' ')
pour /= 1. ■>.. 3, ... : g—\, 2 /— 1. Or, loul entier A du corps ci M- t) premier
à y vérifie évidemment une congruence de la forme
A = '/ (■ -r M)"' (1 + MT! ■•■ (1 + M'-')"'-1.
,aW
(1 + X'M)*ï' (1 + X'MTï' ... (1 + >.'M''-' >"!-:, (I1 '), où a est l'un des nombres 1, 2 / — 1 et les (Z -{- 1 ) (/ — j ) exposants a,
at a,-, sont des entiers déterminés de la suite o, 1. :>. / — 1. Des con-
gruences (76) et (76) résulte
\,IA) = «'(I + À + /.*?/'< I + r- + À';/= ... I 1 + A'"' + >.'?,_, •"'-'• il' ').
L'expression du second membre représente . lorsque '( prend les valeurs
1, 2 / — 1 et at, «a ul_i séparément, toutes les valeurs o, 1, :> / — 1,
(l — i)/'-' nombres, visiblemenl incongrus mod 1' '. Alors tout nombre de c(Ç) premier à I. congru mod I' ' à la norme relative Nr(Ai d'un nombre A de ci fj\, l) est nécessairement congru mod l'"' à une expression de cette forme et inversement, on conclut de (70) que toute expression de celle forme est congrue mod l' ' à la norme relative d'un nombre de n |\/|, Q. A l'aide des congruences (73) on reconnaît que deux nombres de c('Ç) premiers à I, congrus mod f'"', sont en même temps résidus ou non résidus de normes mod 1. Le nombre des résidus de normes mod f, premiers à I et incongrus mod l' ' est donc exactement égal à (/ — 1 )/'"'. c'est-à-dire au /"'""' des nombres de c(Ç) premiers à 1 et incongrus mod l' '. et ce résultat peul s'étendre immédiatement aux puissances (''d'exposant e>/+ 1.
Pour abréger, nous ne traiterons ici que le cas le plus simple de ceux qui sont encore possibles relativement à p.; c'est celui de ;j = 1 + X, mod l~. En posant alors Q=M — 1, Q est un entier de c(M> 0 divisible par y. niais non par S2, et en remarquant que NC(Q) = A, mod 1*. on trouve, par un calcul facile i'i. 1rs
(') N. T. — Nr( 1 -)- L2') est égal à — /,[ — 1), si l'on représente par fi{x) = o l'équation, de premier coefficient égal à 1, don! les racines son! + '.)' , + (*!■!)', etc. Or, cette équation csl la translormée de l'équationy^y) = 0 par la substitution .r= + y'. On a fj^y) = (y -\- 1)' — u, et on en déduit que
/l(œ) = œI + Z9(aï) — (li—i)', d'où
S1 = Q'-1 +(SQ)'-' 4- ... + (S'-'LJ
S! = Q'-'(SQy-1 4- Q'-'iS^Lii'-' 4- ... 4- (S'-2Q)'-'(S'-'Q)'-1,
St = Q'-l(SÙ)l-i(S'Qy-i 4- ... 4- (S'-3Q)'-1(S'-2Q)'-1(S'-1Q)'-C
On a de suite -t = l. Chacun tics termes à additionner clans ïa, S3 E,_, est
divisible par 1", on peut de plus 1rs grouper en / séries, se déduisant l'une de l'autre
par les substitutions i, S. S? S'-1; en mettant .dors un terme quelconque sous
la forme M\ 'I> est un entier de ci M- 0> ''' peut, P'11' suite (démonstration du lemme 23), se mettre sous la forme d'un polynôme entier en Q et par suite aussi en M . dont les coefficients sont des entiers ou des fractions de cQ à dénominateurs toujours premiers à 1. En posanl donc 'li = F(M>. l'ensemble des / sommes peut s'écrire
X{F(M) + F«M) + - + F«MM)j.
la parenthèse est, on le voit aisément, toujours congrue à o, mod /: les nombres S , S3 S,_, sont donc tous congrus à o. mod l'. el l'on a
(-8) Ke(i+ûH)=i4/4).M=i, d').
()u obtienl enfin facilement les congruences (79) Pïe(i+VQ»)=i. (I'),
pour £ = i, ■>. / — i ; g= i, a / — i .
Maintenanl toul entier de c( M- £.) premier"a M m'' ri lie é\ idem nient une congruence de la forme
(i + XQ)"Î . i + XDy- ... n 4- Ail'-')"'-',
I, + >.'-<.>,»,-'», , +>.-i.r^-"...0 4->/-'ty-V^", (!').
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où a est un des nombres i, ■> / — i cl où les/(/— 1 1 exposants a,, a, "!'V son!
des nombres déterminés de la suite o, i. 2 / — 1. On en déduit, vu les con-
gruences (77), (78), 17;)',
tfe(A) = a'(i +>. + X*p,)°i(i + X* + X*p4)°s...(i - X'-! + À'-'?,. j"< i, (10.
Le second membre représente alors pour les l— \ valeurs 1 . a / - 1 de a el
k-s / valeurs o, 1, 2 I — 1 des exposants at, a, a, ,, (/— i)l'~' nombres, qui
sont premiers à 1 el incongrus mod V. \ l'aide de la congruence \ 1 4-X'M) = i + X', mod 1' ' et des congruences (73), nous en ci nichions que le /'" de tous les nombres premiers à tel incongrus mod 1 donne tous les résidus de normes de c(M> 0< ''' nous étendons ensuite ce résultat au cas des puissances C à exposanl e — l+\ ou >/+ 1.
On obtient le même résultai par des calculs analogues lorsque \t. esl = 1. mod I*. et le théorème i5o esl ainsi complètemenl démontré. Remarquons pour tan I que nous nous arrangerons dans ce qui suit pour n'employer ce théorème que dan- le cas |i=i — >.. mod 1'. il'ini nous avons t'ait la démonstration en détail.
Le théorème 100 conduit à une propriété nouvelle et essentielle des idéaux premiers facteurs du discriminant relatif de ci M- -'' par rapport à c(Ç). Cette propriété correspond dans une certaine mesure au théorème sur les points de ramification d'une surface de Riemann, d'après lequel une fonction algébrique a dan- le voisinage
d'un point de ramification du / ordre une représentation conforme de l'angle total
sur le /' de ce dernier. Pour celte rai-un. j'appelle les facteurs idéaux premiers u>
du discriminant relatif de ci ffl. Ç) par rapport à c(t) des idéaux de ramification pour le corps-de c(H/|, Ç); « facteur premier du discriminant relatif», u idéal invariant », c idéal de ramification » sont donc ici svnonvmes.
Le -ï mi.i 11 i; .
Le théorème iôo nous fait voir la possibilité' de répartir les nombres du corps ci '_'> incongrus mod w" (c> / dans le cas de t» = I) en /'sections, contenanl toutes le même nombre de nombres el donl l'une comprend les résidus des normes mod w>.
Pour mettre en lumière celte répartition, j'introduis un nouveau symbole '- .
faisant correspondre comme suit une racine /''""' déterminée de l'unité à deux entiers distincts v el u. de c(Ç) et à un idéal premier w quelconque de ce corps.
Soit d'abord m =|= 1 . Alors si v est divisible exactement par u»' et m. par m", on
formera le nombrex = — j- et on mettra y. sous forme d'une fraction —dont les deux
C V, UL J
termes seront premiers a H>. Le symbole — - sera alors défini par la formule
j vji ) _ ( _«_ | _ ( 9_ M _£_ j-'
On obtient immédiatement les règles simples
(v-f-.ftJ
où v, v,. v , ;j. . y.,. ;j... sont des entiers quelconques =|=o de c I Q.
Pour définir le nouveau symbole dans le cas de W = l , faisons les remarques suivantes :
Etant donné un entier w de c('l) vérifiant la congruence co=i, mod i, et si l'on
|n .se
de façon que C, C,, .... c,_, soient des entiers rationnels, ces derniers vérifient la congruence
c .+ c, + ... + C/_s= i , (mod 0-
En posant alors
toi.'-) représente un polynôme à coefficients entieis de degré / — i et l'on a
to(i)= i . (j)(Ç)== to.
Ce polynôme s'appellera le polynôme adjoint à l'entier w. Nous écrirons encore
il' Log cii/r
te = i, 2 ;-i)
expressions introduites avanlageusenient par Ruminer pour abréger certains calculs. Kuinmer ['-.]
Si le nombre m = i, mod 1. esl mis d'une façon quelconque sous la forme
w = a + at'l + ... -r ",'-''.
où a, a, a, sont des entiers rationnels.
<..le) = (i + «(a- j- ... +'/,.'•' est un polynôme de degré /, ne vérifiant pas en général l'égalité wl i | = i , mais véri-
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fiant toujours la congruence toi i)= i. mod /. el qui esl pai suite premier à / pour x= i. On a les congruences suivantes :
d° loj.r ,.;,,-'
'7'-' log «.i i e' i
/':.„.. ,1 Il),
I-OH
mod /
Leur exactitude ressorl de ce que l'on a
(.,•)= gJ(x) + -, (i + x + ... +x'-i) + 0(x)(x'— .j.
(Si)"
w(e") = ri(e") +
v'~ ', (mod /).
Dans la première égalité, O(as) désigne un certain polynôme entier en <•. el la secondée signifie que, dans les développements des deux membres de cette congruence suivant les puissances de-u, les coefficients de i. v, v" v'~l sont congrus entre eux
mod /( ' i.
v, [j. étanl doux entiers quelconques de c(Q, tels que v = t. ;;.= i, mod I. nous
i-c ■ i i » iv< v-)
définissons le symbole \—r— comme suit :
( 1 j v ' i* j — "«(•)Wj('-i)(|L)-/W(v)Z('-«)(ii)+...-it«-t)witi)(|li
(') N. T. — Soit, plus généralement, w(Ç) un entier île c(Ç) non divisible par 1, de sorte que (o(i) ne soit pas divisible par /, et soit <u"(ï) le même nombre exprimé d'une autre Façon; on aura encore
~d° log (o (e')~| _ pP log (o- .■
rd»iog<o»ty'n
efe9
pour p = 1, 2, ... , 1-
(mod /).
En effet, soit
la l'orme réduite de io(Ç) el de w°(Ç), dé sorte que l'on ait
o,(.r) = (i + x + ... + x'-')Q( jï ) + Q{x) , ,.,-|.n_ . , i - .,•+ ... +.r'-'.)Q*(aj)-|-û(a;).
i + x + ... + x'~l et ses / — 2 premières dérivées sont divisibles par / pour x = 1 là cause de la congruence 1 -f- x + ... + .r'-' = [i — .c]'— ', mod /).
t.j(e'). (o'(e''), Q(e'') sont donc congrus entre eux, mod /. ainsi que leurs / — ■> premières dérivées, et il eu esl par suite de même des dérivées logarithmiques.
Si deux nombres a(Ç), (5(Ç) seul congrus, mod /, on a évidemment aussi pour toute valeur de g
ViP
log y 1 e <!v"
pFlog!3(ey]
(mod h .
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De cette définition découlent immédiatement les règles
( y, r,. y- 1 _ \ w- ) j vj/. )
( i S_i i il i S' \— —\ — \— il i r
j v. ;;. 1 ( jj.. v / _
où v, v, . v,, ;j . Uj, pi, désignent des entiers quelconques de c(Ç) = i, mod 1 . Si /• est une racine primitive, niod /, ets = (;: Zr) la substitution correspondante du corps circulaire c(Ç), on trouve aisément la formule
Si v et <>. sont des entiers quelconques premiers à 1 du corps c(Ç), je définirai le
syjnbole par la lormule
Dans le cas où l'un des nombres v, \j. ou tous les deux sont divisibles par 1 , M>ir les remarques à la fin du paragraphe 1 33.
i3a. — Lemmes sir le symbole — -— et les kesidis de normes mod I.
Lemme 24. — 10 étant un entier de a".) congru à 1, mod I, la norme Mco) de 10 dans ci j \érilie la congruence
/"-"Co)^'-"0'0, (mod/).
[Rummer20.]
Démonstration. — Soit m(x) le polynôme adjoint à w, et soit F(x) = IIw(t +x('J— 1)),
le produit étant étendu aux valeurs gr = o, 1 / — 1. F(œ) esl un polynôme en x
à coefficients entiers et les coefficients de lous les tenues divisibles par x' sont é\i-
déminent divisibles par /'. et par suite aussi, à cause de la rationalité des coefficients. par P. En développant suivant 1rs puissances «le x, on obtient ensuite
— 1 rd log <.!.'■
log (0(1 + ./.■<; — 1 1 1
I d lOg CH.'I I
1 te |,
+&=*,l*ïipq
<;- D'-' ,_, p/;~' lQg
En posant successivement dans ce développement E= r, L'. ;2 ',''' ' el ajoutant, on obtient, \ u
l'égalité
j a; pi log (o(x)~| x'p/'log oi.n |
(logF(a!)==/|--TîL_-s— J-.+ïïL~s?-"J»..-
+ (/-0!L dœ'-' Jx=.i "' '
où œ'G représente l'ensemble des ternies du développement divisibles par./'.
En posant, en second lieu, dans le développement (85), ; = <-'' el prenant la (/ — i)i*me dérivée par rapport à v, celle-ci est égale, pour c = o, à
pi'-1 log oj( 1 + x(ev — i))~1 _ X p/ log u (./;)"] L </i«'-' J„=o — 7TL dx J, = ,
a'-1 — 2 . il— ' .. pi5 log i.i.nl
2! dx! J,r=,
pi3 log (o(j:)~1 L ~te3 _L
pi'-' log m (a;)'
H as
.r Trf log u (x)~| x* rT3 log (o (a;)-!
T^L dx J,=1_7TL ~^a? J,=
a;'"1 p/'-'logo.i.rfl
(7=ô»L <*-> _L- (mod
En comparant les formules (86) el (87), on obtient
. „, , . rd'-' log ru(i + x(e" - i)H
log F(x) = — / ^ ^ | ^ , ( niod / |,
c'est-à-dire que les coefficients de x, x~ x!~l dans le premier membre sont congrus mod F aux coefficients correspondants du second membre, et si nous passons
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aux puissances de e qous obtenons, d'abord dans le même sens, puis, vu la remarque faite au débul de cette démonstration, sans restriction, la congruence des deux polynômes à coefficients entiers
et par suite, pour x= i,
>/'-' Iogu(i + xie1' — i);
(mod F),
/M(o)=i— /./"-'((o), (mod /2), ce qui démontre le lemme a^.
Lemme •>.">. — Si les entiers v, \j, de c(u) vérifient 1rs congruences v=i, mod 1, et y, ==t t + À, iiiod 1 , el si do plus v esl congru mod l' à la norme relative d'un entier A du corps kummerien n|y|. 0 défini par |\/| = \/|j,, il existe un polynôme f(x) de degré / — i à coefficients entiers, tel que l'on a
n(/(Ç))=i, (mod F),
v=/i/i. (mod ï'). [Kummer2".]
Démonstration. — Vu la démonstration du lemme 23, tout entier A de a M- 0 peut être mis sous la forme
T + T,(M-') + -+Ti-,(M- ')'"' A — ^ •
el par suite aussi sous la forme
8 + P.M 4-.-. 4-pi_,M'~'
•', y , .... y, , ï. 6, [3, p,_t étant des en l iris de c(Q, S premier à l. Ce dernier
l'ait (•ut raine
a, a , ..., a,_j étant des entiers de c(Ç). Soient alors
a = a "', i, = (^ ot.,_, = a*_i , (mod ï;,
a*, a* étant des entiers positifs; posons
/e(a;) = a0 - '/,.'• -+- •■• 4- a?_ix'_1.
C eona, dans c(M. 0> 1=8' et M = '• mod V. il en résulte
A= ï. + •/, 4- ••• + a,_, = a" + "'; + ••• + ";-i • (mod t' I .
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Si maintenant on a. selon l'hypothèse de l'énoncé, Y A = '• ni"'! 1 • on a il«' j >1 1 1 ~v = \c(A) = " ■ ", - •■■ - a?_i=i, (mod8), el par suite (88) a + a] + ... + af_,= i, (mod /)■
Par suite, /*i Ç) est un n bre de c(Ç') congru à i . mod 1. On h. ai m- alors aisément un entier ]><>*alil /<. tel que la norme du nombrey^Ç) ./"' - • "' dans i vérifie la congruençe •(89) n(/(Ç) 1=1, (mod P),
le polynôme entier
f(x)=f(x) + lb = a + a, a; + ... + at tx
remplit alors les conditions du lemme 25. Car on a évidemment A = - ./ M 'B- B étant un entier de >i M- -''• ()" en tire facilement (comme paragraphe i3o)
(90) v = Nc(A) = Nc(/(M)). (!')•
D'autre part, à cause des congruences
al = n. a[ = at «/_, = «,_.• (mod/),
mi a identiquement en x une égalité
(9,) f(x)Mx)...ftf-tx)=f(x') + lF(x'),
où F(.e') est un polynôme en x à coefficients entiers. On en tire pour x= 1. à cause de (89), la congruençe
/(i)=/(i) + /F(i), (mod/*), e.-à-d. F(i) = o, (mod/).
En faisant ,e= |V| dans (91), on obtient
N«(/(M)) = Ai*) + «"(,*),
et, par suite, comme on a F(p.).= F(i) = o, mod l.
Nc(f(t/l))=Ai>.), (mod 10, c'est-à-dire, à cause de (90).
v =f(V.) , (mod l<) .
Ceci joint à (89) démontre complètement le lemme a5.
Lemme 26. — p et v étant deux entiers de ci Ç) tels que l'on ait v= 1, mod (, el ul=i +X,'mod V, et v étant de plus résidu de norme, mod (. du corps m M- -' défini par M = v <*> on a toujours
[kummer20.]
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Démonstration. -- La formule connue de Lagrange pour l'inversion d'une série de puissances donne immédiatement l'identité suivante :
'</'-' Fi/')'
dv'-1
dv'~
dans laquelle F(v) est une série quelconque de puissances de r. z(i') une série de puissances de v dont le tenue constanl est =|= o, et \ une variable liée à u par l'équation YiUM — e = o.
S. lient alors vf.r) et p.(x) les polynômes adjoints aux nombres v et ;j.. Comme v doit être résidu de normes, mod I, du corps ci|\/|, _'), il eviste (lemme 25) un polynùme /'i x) de degré / — i à coefficients entiers, tel que l'on ait
et/(r)>o.
Posons alors
n(/(0)=i, (mod/*)-
v=/(|*), (mo(ll'),
F(v) = logf([l.(er)), V = logy.(B").
log \}.(ev)'
(les fonctions ne seront envisagées que pour c = o. et les logarithmes seront déterminés de manière à être réels pour v = o.
Si nous remplaçons <•>. oi.ri et v dans la deuxième formule (Si)', paragraphe i3i, par /(Q, /(ce), \ respectivement, on en tire
d~i îog /(«m d\'-' Au
:/"-"(/uD +
-, i mod h .
Le lemme •!'» donne, vu (g3), la congruence
/"-"(/(L;i) = o, (mod /i.
el l'on a, par suite.
pr'F(iQ-| rrf-'iog/if'n
L d\'~< J, L dV- J
(mod /> .
D'autre part, on a, vu (g4), la congruence(')
V fi («")) = Vf (■'')+ "
v'~ ', ( mod /i .
(') N. T. — On t'obtient en partant de la deuxième formule (8i)", paragraphe i3i, en mnar- [uant que, à cause de u.= i -f- '■> (l2)> on a : ;j-( ' ) = '•
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qu'il faut entendre on ce que dans le développement par rapport aux puissances de v
1rs coefficients de i, v v'~ ' sont congrus, mod /. il.' part et d'autre, et on en
déduit !'■ développement
\ iii- i . ».
congrùence qu'il faut entendre comme exprimant la congruence des coefficients de
Considérons enfin la fonction -r y). Comme on a ;;.= i — /. mod I esl une
série de puissances di ml le terme constant est = — 1, mod /. Puis "n trouve facilement
(S(U |'=<p(t)') = I,(o) = — I, Mil..,] [),
ru ce sens que les coefficients de 1 . r v'~" sont congrus, mod /, de part et d'autre;
|iui- toujours dans le même sens
— (sici)' ' = — — . (mod/),
et enfin, toujours dans ce même sens, le développement
[-(?(«))'- = /°V) + '%-).^ + '%of^ + -
La réunion de la congruence (';)."> et des deux développements (96), (97 avec (92) donne, comme Jt0(a)= — i et que <l — g)l(g — i) '■ = ( — if, mod /. pour
>j=i. 1 / — 1. la congruence suivante :
/ •,,/"'.;*) — /,,-*'(v)'w(!*) + - — /",(v)/"-,)(X.i = o, (mod / . c'est-à-dire d'après la définition (821 du svmbole — - j roi,
ce qui démontre le lemmé 26.
$ 1 33. — Distinction des uésidi s et non résidus de nois\ie< avec le symbole — - .
Théorème idi. — v, y. étant deux entiers quelconques de c(Ç), mais (y. n'étant pas dans c(£), et m étant un idéal premier quelconque du corps circulaire <• ; . ■ ■ -1 résidu ou non résidu de normes, mod u>. du corps kummerien ci M- "-] défini par
M = \ ■) , -uivant que l'on a
'- = 1 ou = = I .
Démonstration. — Soit d'abord »=|=l et ne divisant pas le discriminant relatif
du corps ri M. £). Si p," est un entier de c(Ç), tel que — suit la /'""'" puissance d'un
i i . \ v • lJ-~ i l Vi u- ) _
nombre de e(g, un a toujours , == — - . On peut donc, vu le théorème i&8,
admettre ici que ;j. n'est pas divisible par ». Distinguons deux cas, suivant que »
est égal dans n|\/|. y à un produit de / idéaux premiers 358 2B, ou que » est
lui-même idéal premier clans c(M. -')• D'après le théorème i^o on a, dans le premier
cas — = i, dans le second — =1= i etd=o. ( » j ' » * '
Dans le premier cas déterminons un entier A de nfj\, y divisible par 308, mais
non par :ÎB° ni par aucun des idéaux 2B, Î8, ■ alors la norme relative a= NC(A)
contient » exactement au premier degré. Si alors »'' est la puissance de » contenue
dans v, x = — peut se mettre sous forme d'une fraction dont les deux termes
sonl premiers à » et sont, par suite (théorème i5o), résidus de normes du corps « M- -'»• niod ». 11 en est donc de même de v. Connue, d'après la définition du paragraphe i3i,
le théorème i5i est exact dans ce premier cas.
Dans le second cas. la norme relative d'un entier A de c(|\/|, Q est toujours divisible exactement par une puissance de » dont l'exposant est un multiple de /. Soit encore »'' la puissance de » contenue dans v ; si 6 n'est pas multiple de /, v ne peut donc être résidu de normes, mo'd » ; dans ce cas, on a d'ailleurs
Si an contraire b est un multiple de /, et que y. désigne un entier de ci y divisible
par ». non par »'. nous posons "/. = — et nous voyons que v est résidu de normes,
mtid », connue dans le premier cas; d'antre part, on a maintenant
Le théorème r5i est ainsi démontré dans ce second cas.
Supposons maintenant que le discriminant relatif du corps C| M- 0 s"il divisible par l'idéal premier »; » doit être =| - l . Supposons que v soit divisible par »'' et
■i. par »" ; alors n n'est en toul cas jamais multiple de /. Le nombre x = — j peut se mettre sous forme d'une fraction -, dont les deux termes sont premiers à ». Le
nombre ss'- ' esl un entier non divisible par w ; d'après la démonstration du théorème i5o. pour qu'un tel nombre soii résidu de normes, mod w. il faul el il surfil
tin* j 1 soit résidu do /"'"e puissance, i I w. c'est-à-dire ici, que - = i el par
suite que -— -I = i ; le théorème t5i esl encore exacl dans ce cas. i w \
Soi l enfin u> = I. Nous en \ isagerons seulement le cas où l'on a \>. = i + / . mod I (le seul dont nous aurons besoin dans la suite; 1rs autres se traiteraienl d'une manière analogue). Pour la démonstration, nous ferons encore la restricti non essentielle) v=i, mod t. Comme on a u-=i -t-X, mod V, on peut, d'après le théorème i3o. former exactement f~* résidus de normes v* du corps n M ' ■ mod I • résidus congrus à i, mod 1. et incongrus entre eux mod l'+1. D'autre part, toul résidu de normes v* de <i|\/|, '-'>. mod 1, pour lequel on a v*=i. mod I. remplil (lemme 26)
(v, u.) la condition j— jM = ' •
A cause de
/"-'(, -0B'-"j-^-,, on obtient, vu (82) :
Soit maintenant y. un entier quelconque de c(Ç) congru à it. mod I. el posons
II)
où x esl un nombre de la suite o, 1, 2, ..., / — 1 ; alors on a évidemment
au contraire, on a toujours
jq(i-f)', y.)
lorsque x est un nombre de la suite o. 1. 2 /— 1, =|=a. Si nous choisissons
ensuite un entier x' de c(Ç), encore congru à 1. mod (, mais non congru, mod I. à
aucun des / nombres x. x('i — l\ x(i — If a(i —/)'"'. les ? nombres x', x'i 1 — /),
x'i 1 — h' x'(l —/)'-' sont aussi tous incongrus entre eux. mod 1'+', el de plus
non congrus à aucun des / premiers nombres; parmi ces /derniers nombres, il 5 en a évidemment, à cause de (98), un el un seul — soit, par exemple, x'i 1 — If' - tel
qlle * — i_ÎJ_|== i. En continuant ainsi, nous voyons que le nombre des nom-
lues v incongrus, mod l'+1, congrus à i, niocl 1. et vérifiant la condition — — = i,
est précisément l'-1, et comme ce nombre coïncide ayec le nombre trouvé antérieurement pour les résidus des normes v", on voit qu'inversement tout nombre v possédant ces deux propriétés est résidu de normes du corps c(M. Ç). mod 1 .
Le théorème i5i est ainsi démontré complètement; à part que pour le cas de tt> = 1 on s'est borné aux nombres v, \>. , v = i, mod I, et [*,= r + X, mod 1". La restriction relative à v est évidemment facile à lever.
Du théorème î T> i résulte, à l'aide des premières formules (8o) et (83), la formule.
où m est un idéal premier quelconque de c('Ç) et v* un résidu de nonnes du corps ci M' 0> m°d >»•
Pour définir maintenant le symbole \—f-\ dans le cas où l'un des deux nombres
v, y. ou tous les deux sont divisibles par (, il suffit de convenir qu'on a toujours les formules
* vv • ''■ \ — \ ^Jt l S ^ ' * ^ ' —
où v est un résidu de normes quelconque du corps c\y\j., £J, mod I. On en déduit,
en particulier (1),
j i + al', '/. ) _ ( i + «À' j _
Nous pourrions uniquement baser la définition du symbole j— — j sur les formules
, y , /II»)— I I
^ ^J | _ r — — \ y,' v- / _ \ v v- ) \ v v- 1 t i j~~* ' i i S I..I il t ]'
i i + fl/,', XI i X. J + rtX'
rsl ici divisible par l1 et ;j. par ("; donc .
p= i , s== i + aX',
;,.' i-f-aX'' j X. i + al' ) ( i 1 ( i + r,/,' 1 -' j i + aX', X ) _ j t + <ù' i _ ...
où •/ est un entier de cl '.') premier à t, v un résidu de normes de c(\ ;;. . g), mod l . el v, v ', v, îles entiers quelconques de c(Ç) (voir S (66). J'ai pbùrtanl choisi pour le moment la définition (82), qui se rattache immédiatement aux développements de Kummer.
Remarquons enfin que nous avons maintenant atteint le bul fixé an début du paragraphe i3i ; si, en elt'et, we est une puissance quelconque de L'idéal premier to (avec e>/ dans le cas où vo = l), on peul évidemment diviser un système complet de nombres de c(Ç) premiers à w et incongrus, mod we, en ayant égard aux valeurs
du symbole -^-' ■ en / sections contenant tontes autant de nombres, l'une d'elles ( m \
contenant tous les résidus de normes mod \v du corps n|\/|. Ç) se trouvant dan-; le s\ stème.
CHAPITRE XXX
Existence d'une infinité d'idéaux premiers ayant des caractères de puissances donnés dans un corps kummerien.
S i34. — Valeur limite d'us produit infini.
Après avoir, au paragraphe 128, obtenu tous les idéaux premiers d'un corps kummerien, nous sommes en mesure de faire pour ce corps les mêmes recherches qu'aux paragraphes 79 et 80 pour le corps quadratique. Nous commencerons par l'importante proposition suivante :
Lemme 27. — / désignant un nombre premier impair et -/ un entier quelconque
du corps circulaire défini par Ç='e~«~, non égal à la /'"""' puissance d'un nombre de c(Ç), le produit
II II
a toujours une limite finie et différente de o pour s= 1 ; le produit TI étant étendu à
(») tous les idéaux premiers de c(Ç) el le produit II à tous les exposants m = 1 , 2, ...,
/ — 1. [Kummer'2".]
■22Ï> D. HII.BKRT.
Démonstration. — En envisageant le corps kunimerien C = c(\/a, ÇJ et désignant ici la fonctioD .j.<t du théorème 56 par 'l,{s), on a, d'après le paragraphe 27.
■•'" = !! T^Fr"
le produit étant étendu à tous les idéaux premiers ty de C et Ni^>) étant la norme de ty prise dans C. Si l'on ordonne ce produit par rapport aux idéaux premiers p du corps c(Ç), dont proviennent les idéaux premiers <J>. à chaque idéal p correspond dans le produit (théorème i4g) le terme
(i-mpi '] 1 — m pi ' t — n<p
\ y- ) suivant que l'on a - =1 ou =0, ou =fc 1 et d=o.
' V ' Ecrivons ces trois expressions sous une forme commune :
II m (pour m = 1, S, ...,'{ — 1);
' v i nous obtenons ainsi
(P) I — /i(P) <pi (m) \ * /
1 1 représentant le produit étendu à m = 1. 2, ... , I — 1 et les deux produits II s'éten-
(m) ip
dant à tous les idéaux premiers p de c(Ç). Or, chacune des expressions
Lim (s — 1) II ;, Lim (s — OCc(s)
esl finie et =|=o, comme on le voit en appliquant le théorème ô(i au corps circulaire c(Ç), puis au corps kummerien C = f(vi, '1). En multipliant par .« — 1 l'équation 1 99) el passant à la limite pour s= 1, on voit que l'expression donnée dans le lemme 27 a une limite Bnie et =|=o.
S 1 33. — Idéaux premiers de c(Ç) ayant des caractères de puissances donnés.
Théorème i5a. — Soient x, x, . / entiers quelconques du corps circulaire c .' ».
tels que le produit
tu ni "1 1
ne soil jamais la puissance /"""■ d'un nombre de c(£) lorsque ml, m, m, prennent les valeurs o, 1 / — 1 , la combinaison m =m. = ...-=m.=o exclue: soient
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de plus y , y ,... , y, des racines /""""de L'unité données arbitrairement. Il \ .1 toujours dans le corps circulaire c(Q une infinité d'idéaux premiers p, tels que l'on ail pour nu certain exposant m premier à /
Us "' i> i '*' "" US
[Kummer*0.]
Démonstration. — On a, tant que s est > 1,
/ log S -±- = S \ (i) n(i) (»i
V ]oo- _ = V j_ g
(„ b 1 — n($y w»(py (100)
f S =- S ^ LiS î L-
où S et S sont étendus respectivement à tous les idéaux et à tous les idéaux premiers
(i) tu de c(Ç). Comme l'expression S reste finie pour s= 1 (voir *> 5o), il résulte de 1 100)
que, le premier membre devenant infini pour s= 1, la somme ^ ; croit égale-
ment au delà de toute limite lorsque s tend vers 1. Ensuite, i étant un nombre entier quelconque de c(Ç), on a de même pour *> 1
log II = S — — - + S(x),
(p) \ * / ,_s (») P * «ipi
et S(a) reste ici encore finie pour s = i. Soit maintenant m un des nombres 1, 2, .... / — 1. Posons dans (101) x = x™ = x™"1 a**> . . . x™"< et multiplions encore l'égalité obtenue par le facteur Y7""r7"=--- Yr"': donnons ensuite à chacun des t exposants u,, us, .... h; les / valeurs o, 1, 2 I — 1 (à l'exclusion de la combinaison nâ = ul = ... = ut = o). En additionnant les /' — 1 égalités ainsi obtenues à (100), on obtient la relation
V+s+ s y,-"....T-"«iogn
wHP)' ' (« «<)" ° <>") t ^a"' ■•■ a'"'"'n,rr-
= s [i][a] ...[/]_L_ + s + s ïr"'-ïr'"s«).
i!2(S D. HILBERT.
où l'on a posé pour un instant
.! *,r\ -.i*«rv , z' -.f*-7"
w=' + (Tr1t!) + (T.iifi) + - + Hîl
Faisons abstraction, dans la première somme du second membre de 102. des termes en nombre limité (dont G„, désignera l'ensemble), correspondant aux facteurs idéaux premiers de xt y,. À. Le reste infini de cette somme est alors évidemment /'- . où (| parcourt seulemenl tous les idéaux premiers de c(Ç), rem-
plissant-les / conditions
(io3) , — v =Yi> ••• > ; — , = V
Ecrivons alors les égalités (102) les unes après les autres pour m = i, 2 / — 1
et ajoutons: nous obtenons
(io4)
"' log II II
«ipr
= z's + vG„, + (/-.)s+ £ y,— ....Yf'ss(«;);
v parcourt tous les idéaux premiers p de c(Ç) satisfaisant à l'un quelconque des I — 1
systèmes de conditions (io3) obtenus en faisant m = 1 . 2 / — 1 : pour y, = 1, •■•,
■/,= i, ces / — 1 systèmes so.nt identiques et les idéaux premiers correspondants doivent être pris / — 1 fois. En passant alors à la limite pour s = i, la première somme ï! du premier membre de 104 augmente indéfiniment, tandis que la deuxième somme 1 du premier membre reste finie d'après le lenmie (27). S et S(a™) restant
aussi finies, l'expression X croît donc indéfiniment lorsque s tend vers 1. et. par
suite, il y a une infinité d'idéaux r: or, ils satisfont au théorème [52.
CHAPITRE XXXI
Corps circulaires réguliers.
S l36. — DÉFINITION DES COUPS CIRCULAIRES RÉGULIERS, DES NOMBRES PREMIERS RÉGI LIERS ET DES CORPS KUMMERIENS RÉGULIERS.
Soil / premier impair, Z = e ' : le corps circulaire c(ç) et le nombre premier / seront réguliers, lorsque le nombre h des classes d'idéaux du corps c(Ç) ne sera pas divisible par /. Les chapitres suivants ne traiteront que des corps circulaires réguliers et des corps kummeriens qui en résultent, corps que j'appellerai corps kummeriens réguliers; on peut démontrer de suite pour ces derniers la proposition simple ci- après.
Théorème i 53. — Soit c(Ç) un corps circulaire régulier et C un corps kummerien déduit de c(Ç) : tout idéal j de c(Ç) qui est idéal principal de C est aussi principal dans c . .
Démonstration. — Posons j=:(A). A étant un entier de C. on a en formant la norme relative j' = ( NC(A))> c'est-à-dire qu'on a dans cil'i l'équivalence j' -»• i. D'un autre côté, on a aussi j'1 ~ i, h étant le nombre de classes de c(Ç). En déterminant deux entiers positifs a et h, tels que ni — M = i, on a donc j"'" M -"► i. c'est-à-dire que j est idéal principal dans c(Ç).
La question se pose de trouver un critérium pour reconnaître simplement si un nombre premier / est régulier. Les deux lemmes ci-après vont nous conduire à ce critérium.
S l^7- — LEMME SUR LA DIVISIBILITÉ PAU / DU PREMIER FACTEUR DU NOMBRE
DE CLASSES DE C\C
Lemme 28. — / étant premier impair, la condition nécessaire et suffisante pour que le premier facteur du nombre de classes du corps c\Ç=e ' / soil divisible par/
est que / divise le numérateur de l'un des /* = premiers nombres de Bernoulli.
[Kummer8, Rronecker5.]
■j'.'il) D. HILBERT.
Démonstration. -- On a mis, au théorème i4a. le nombre de classes h du
corps i'i.'i sous lui me d'un produit de deux facteurs; considérons l'expression donnée
-(au premier. Posons pour abrégerZ = e l~ ' ■ Supposons de plus r racine primitive
/— i ni.nl /. choisie de façon que r 2 + i ne soit divisible que par la première puissance
de /('). Soit enfin, comme aux paragraphes 10S et 109, i\ le plus petit reste positif de r' mod / et gi = -
Le premier facteur du nombre de classes A^st mis dans le théorème 1/12 sous la forme d'une fraction dont le dénominateur est (2/)'*, et dont le numérateur est
(io5) f(Z)f(T)f(Z')-f(Z1-'),
/'(.') désignant pour abréger le polynôme à coefficients entiers
./'(■'-') = r0 + i\x + rjc' + ... + r,_^'-\
En posant ensuite
9(n) = 9o + '/■•'■' + 1tx' + ••■ + '/,-. 'c'~'' • on trouve aisément
(rZ-i)f(Z) = lZ.g(Z).
et comme, \ u le choix de /*, le produil
(/•Z -i)(/-Z3-<)...(rZ'-'; -i> = (-i)~T(r-~ + 1)
est exactement divisible par la première puissance de /, il en résulte que le numé-
/— 1 râleur (io5) du premier facteur de h n'est divisible par / - = F+' que si le nombre
g(Z)g(Z3) ■■■ <nz'~"~)
est divisible par /. Maintenant y = (/, Z — /'lest un idéal premier diviseur de /dans le corps c(Z), et comme on a évidemment Z?='*. mod i», on a
g{z)g(T) ■■■ (gz'~s) = <An ••■ .'/('•'":)■ (mod s);
par suile. le premier l'acteur du nombre de classes // n'est divisible par / que si l'une
au moins des congruences
,,(,-■"-') = </„ + <|ir'-, + <7„r*,s'-" + ... + fc./'-' ,';'-" = o. (mod />.
est vérifiée. '
(') N. T. — Si l'on avait r " +1 =0, (/-), il suffirait de prendre une racine /■'=;■, (/) et=t=r,(/*).
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Snii alors / un des nombres i. a, 3. .... -. En élevanl à la puissance •'
l'identité
dans laquelle n\ — 1\ , est divisible par /. on obtient la congru'ence
r'r;'^,-;lt + 2l(rr,-rl ,)i*^, (mod P),
nu
aiCrr.-n+Orîtfsi*!-,*-!*,, (mod P):
et comme on a évidemmenl
(/•'•, - ri+1) /■?£'=; (Tvv— r1+1) /*+"<*-», (mod /S.
on en tire
2/(/v, — /-,_,, /•"-'Mi'-n = #•-'/•.-' — r; ,. (mod fi.
En ajoutant ces congruences pour i = o, i, 2 / — a, on obtient
2 llr-'-'^i/, /•■'-'-'>= rJ'ï/',-' — Sif;,, (mod /! 1 .
in
Comme d'ailleurs on a
Vr* = Ht%.l = i-' + a!' + 3-' + ... + (I — 0"'-
il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour que le nombre u<r"~'t soit divisible par / est que le nombre
nolii (r* — i)(i" + a" +...+(1— 1)")
soit divisible par /". Vu l'hvpothèse faite pour la racine primitive /■. l'expression ( 106)
11 est certainement pas divisible par /* pour t= . Pour / = 1, 2 on a
toujours, d'après la formule sommatoire de Bernoulli('), la congruence
r' 4. 2*' 4. 3» 4 ... 4. (/_ 1 )" = ("— i)'-'B,/. (mod F),
(') N. T. — Rappelons qu'on appelle nombres de Bernnulli les coefficients B, , B2 du
développement
x x xer + 1 B.àr B ./•' (— iV'-B,/-5"
er — 1 2 2 er— 1 2! 4! (an)!
Valeurs des premiers :
On appelle polynômes île Bernonlli les polynômes =PI-'") s'annulant pour a? — 0 el vérifiant
a3a D. HILBERT.
où l'>, représente le /"'m'' nombre de Bernoulli, et, par suite, la divisibilité par P de l'un au moins des nombres (10G1 pour 1 = i. s, ... revient à la divisibilité par
/ d'au moins un des numérateurs des premiers nombres de Bernoulli. Le
lemme 28 est ainsi démontré.
S i38. — Lemme sur les imtés du corps circulaire c\e > ) dans le cas 01 / \e
DIVISE LE M MEHATEl II I) AUCUN DES PREMIERS .NOMBRES DE BeRNOM.I.I.
Lemme 29. -- / étant un nombre premier impair ne divisant le numérateur
d'aucun des = /* premiers nombres de Bernoulli, on peut toujours former, au
l'équation fonctionnelle
On a (3) P,(n) = i" + 2* + 3" + ... + (n - i)p + à».
( )n démontre l'expression ci-après de ce polynôme :
On trouve en etl'et, à l'aide du développement (1), en chassant le dénominateur <" — 1, divisant par ,;■ les deux membres et égalant les coefficients de .(•-", la formule de récurrence
an)! (271D1! (an — 2)!3! i\ an — ii! (an+i
Or, on est conduit à la même formule en égalant les coefficients de .ri'-'1" dans les deux membres
de l'équation fonctionnelle (2) : ?//•'■! — 'fp(-r — ') = ■''''•
Des propriétés ci-dessus résulte l'égalité
ir1' ' n" a»
fM(„)= r"+ 2-+ ... + (n-ir+n^— + - +^>r"~'
d'où la congruence indiquée.
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moyen de produits et quotients d'unités du corps circulaire c(Z), un système de f unités £, ir vérifiant les /" congruences
le, =i + a,À*, il .
(107) sa = 1 +a3\\ (f),
où a,, «s, ...,a;. sont des entiers rationnels non divisibles par /. el "ù on a posé / = 1 — '1, ( = (X). [Kummer12.]
Démonstration. — Partons de l'unité circulaire (v. s 98)
(,o8) e=Vc-t) c-rr
où /'est une racine primitive mod /. Posons ensuite s'-1 = v el
(IO(j) - _ T|(;--s l;''-s)(^-s)...(r°-'-2-s)(/-« -— i) (>•" »-s) ... Ir'-'-M
pour i=i, 2,3 /". où S est dans l'exposant symbolique la substitution s = ('Ç ; I' >.
L'unité r,. 1 / — [)ième puissance {|un entier de c(Z), est nécessairement = i, mod i, et il en est alors de même de chacune des unités i, .
Supposons formés conformément au paragraphe i.'ii les polynômes adjoints zt(x) pour chaque unité ;, : on a pour les nombres rationnels
c'est-à-dire, pour les valeurs des / — 2 premières dérivées du logarithme de z,(er) pour v = 0, les congruences
/""(î,) = 0, (mod/),
I, J. 3, ..., SI— 1, 21 + 1 1—3,1— S
htr
JM(S|) = (_,)«+!• « , (mod/).
Pour le démontrer, observons que d'après la première formule (81)', para graphe i3i, on peut, dans le calcul des / — 2 premières dérivées
relatives au nombre y,, prendre directement, au lieu du polynôme adjoint à t,, le polynôme suivant :
mi — .'.■'' 1 (i — x~r)\!=l
Puis on a le développemenl connu
r er— i i B,.w* B, , 11, , •
log = + ^v + -J—r — -TT\v +FTll '-•■••
où B,, B,, Bs, ... sont les nombres de Bernoulli. De ce développement, résulte
(111) log f^e') = (/ — 1) log r + (r — 1 ) — '- r1
Les fonctions fl(err). fl(er'v), ... jouent le même rôle par rapport aux nombres .sï;. s\, ... que r^e') par rapport à r,. En remplaçant alors dans l'expression (109) de s,, ï), srj, S*ï| ... par r/c'), rie" 1. v;u'''r), on obtient une fonction 1t(e1'), qui peut tenir
lieu de la fonction =,(/) pour le calcul de lM{z,). I'"\;,) /"~2)û,). De (m) on
tire(»)
log È,(0 = (/— 1) JC + (- i)'(r-r"'n>'-r'i ...
... (^_,-)(^-0(r" '-r«<) ... (^-Od-^^^J
+ C/_lr'-|+(V,t'' ' + ...,
où C, <'.,_,. C, ,, désignent certaines constantes. Le produit écrit en détail dans
le coefficient de i>2/ est
,. Vd(x — 1 ) (x — r) . . . (x — r'-'n
1 L ~~^h~ ~Ai,=
et le polynôme à dériver ci-dessus est = x - — 1. modl. Le développemenl ci-dessus entraîne immédiatement les coupruences ( 1 10).
Comme par hypothèse les numérateurs des /" premiers nombres de Bernoulli B, B,. ne sont pas divisibles par /, les /' dérivées /''""(£,) pour /— 1, 2 F sont
(') N. T. — En représentant, en effet, l'exposant tle r, dans s, par f\s) = a0 + ats + ... + + r/,-_, s'*-', on a /(/•!") = o pour 11= 1, 2, ..., I — 1, t + 1, ..., /'. De sorte que, vu
la — I
log e(e") = a0 log f,(e") + a, logffc'') 4- ••• 4- a,e_i log ?,(e' '),
on a pour coefficient de c1"
c'est-à-dire 0 pour les valeurs de " de i à /', à l'exception de » = /.
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toutes i|f<>. niiiil /. d'après (no). Nous en concluons qu'aucune des unités s, ir n'est = i. motl /. En posant alors
+ «,/'•. II". '
avec des exposants t\, — e,. Iris que a, <it. soient des entiers non divisibles
par /, ces exposants e,, .... et, sont tous <[ / — i . Puis on tire des congruences (112), le développement d'une expression (1 — e")B suivant les puissances de v commençant par le terme ( — 1 fvP, les congruences suivantes pour l'unité e( :
/(,|(s,) = c, lM(°t) = o /'"' "(£,) = o, (modQ,
/"%,) = (— i)"at.et\, (mod /).
et comme at ne doit pas être divisible par /, on tire des congruences (no), \u la remarque faite plus haut, et=st, ce qui démontre le lemme 29.
§ i3g. — Critérium pour les nombres premiers réguliers.
Voici un critérium simple pour les nombres premiers réguliers /.
Théorème i54- — Pour qu'un nombre premier / soit régulier, il faut et il suffît
qu'il ne divise le numérateur d'aucun des P = premiers nombres de Bernoulli.
[Kummer8.]
Démonstration. — Le lemme 28 montre que, si /divise le numérateur d'un des /" premiers nombres de Bernoulli, / divise aussi le nombre de classes h du corps cl Ij. Dans le cas contraire, l est, toujours d'après ce lemme, premier au premier facteur du nombre de classes. Il y a donc encore seulement à démontrer que le second facteur du nombre de classes h n'est pas non plus divisible par / lorsque l'un des P premiers nombres de Bernoulli ne l'est pas.
Soit y, y,, un système de P unités réelles de ci _j. système qui existe toujours
d'après le théorème 127; nous pouvons alors poser
1 1 t3> e'- — '"M ">ii .,"'1 1
{'10' * - — Y, Yj ■■• fie •
pour / = o, 1, 2, ..., P — 1, les exposants mu, m„ mri étant des entiers rationnels et s l'unité circulaire définie formule (108). On tire de ( 1 1 3)
("4) log \s't\ = mu log |rJ + mtl log |Tl| + .. . + m,. , log |Tr|
D. IIILBKRT.
pour f = o. i. >. /* — i. log représentant la partie réelle du logarithme. D'autre
pari, les égalités l [09) définissant les unités ç( £t. entraînent un système de la
forme
zl=sn"(szyît...(s,'-u)'" ■.
\<>us en liions les égalilés (n6) h^i, = nt,\og\i{ + /is,log|se| + ... + n^log \s' ~> t\
et ensuite, à cause de i i 'i i,
log£< = Mtllog|Tt| + Mstlog|Ys| + ... + MAlog|Tl.|
où Mw, Mo/ M;V sont les combinaisons bilinéaires connues des il'~ entiers ntl,
n, , /((•.,'■ '",„. w.,0 "';•./■• Les systèmes (n3) et (iiô) en donnent encore
chacun T — i, si l'on effectue sur les unités qui y figurent les substitutions s, s'', ... , s'"-1. En prenant les logarithmes, nous passons de même aux systèmes correspondant
à (irA). (n6)et (117). .
En posant alors
loglr,l-
log[.s-;,l,
loglïrl
In- ■--;
log|*' ■:,
log |£|, log |*s| .
log M.
log Is'sl
losrLv' -'-.-, !
In- ,v
In- .s
log ;, .
log Si, ,
log s' S
log 3, .
log SI, .
log U!'*-! si
loo* - a
log Si,<
log .s-'
lojr s"
m trouve, par la règle de multiplication des déterminants.
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Le déterminanl du second membre esl un entier rationnel el il n'es! pas divisible
par /. Car, dans le cas contraire, on pourrai! trouver /' entiers \ N . non tous
divisibles par / et rendant divisibles par / toutes les sommes
(« if)
( )n i il i tiendrait alors, vu 1 1 17), une égalité de la Forme
N, logs, + N.logs, + ... +N^.log £,. = /. logEoù E serait une certaine unité positive de c(Ç). D'où
(■•il) ^£^... $ =E'-
Mais une telle égalité est impossible. Car on en tirerai! d'abord E = E'='t mod t; en considérant le polynôme adjoint Ei.n et les valeurs pour u = o des / — 2 premières dérivées de log E(e'). on déduirait de (119), en appliquant (110) les congruences
(— 0' h77TiNl = 0, (mod l).
Mais tous les nombres de Bernoulli 15, IL. doivent être premiers à /. taudis que
les nombres Nt, ... , \",. ne sont pas tous divisibles par /: il y a donc contradiction.
Ainsi le déterminant du second membre de (1 18) n'est pas divisible par /. Comme,
d autre part, les facteurs — et — sont toujours entiers et que — représente le se-
coud facteur du nombre de classes h, le second facteur du nombre de classes n'est donc pas non plus divisible par /. Le théorème i54 est ainsi complètement démontré.
En s'appuyant sur ce théorème, on voit, d'après les valeurs des 47 premiers nombres de Bernoulli, qu'en dehors de 87, 5g et 67 tous les nombres premiers inférieurs à 100 sont réguliers. Le calcul montre, d'ailleurs, que les nombres de classes /( relatifs aux corps c\e ' ) poui 1=5"], 5g et 67 ne sont divisibles que par / et non par /*. [Ruminer "■ v'.]
S i^o. — Système particulier d'unités indépendantes d'us corps circm. ure
RÉGULIER
Le paragraphe 139 nous fournil le moyen de déterminer dans un corps circulaire régulier un système d'unités qui nous sera utile dan- la --uile.
Théorème i55. — /étant un nombre premier régulier, il existe toujours dan- le
f — \ , '—3 corps circulaire c\e ' ) un système de ™ = unités indépendantes,
: vérifiant les congruences
Démonstration. — c(Ç) étant régulier, les numérateurs des /' premiers nombres de Bernoulli sont tous premiers à /, et il existe par suite (lemme 29) /* unités =J, ..., £j« vérifiant les congruences (107). Comme a, at<t sont premiers à /, nous pouvons déterminer /* entiers b{ ht tels que l'on ait
0,6^=1 a^b^^i, (mod Z).
En posant alors
les unités I,, s,« vérifient les congruences du théorème i55.
De plus, elles forment un système d'unités indépendantes, parce que les unités e, .... e,« du paragraphe i38 en forment un. Pour montrer ce dernier point, supposons au contraire qu'il existe une égalité
les exposants étant des entiers non tous nuls; on peut supposer ensuite que ces exposants ne sont pas tous divisibles par /, car. dans le cas contraire, on aurait
en
îj ... U,' =1.
Ces exposants n'étant pas tous divisibles par /. l'équation 120 serait de la même forme que (i 19) qui a été déjà reconnue impossible au paragraphe l'Ay.
*> 1 '1 1 • — Propriété caractéristique des 1 mies d'un corps circi laire régulier.
Théorème i56. - - / étant un nombre premier régulier, s'il existe dans le
corps C\e ' / une unité E congrue mod /à un en I ici rationnel, elle est nécessairement égale à la /"'""' puissance d'une unité de ce corps. [Kummer8.]
Démonstration. -- Supposons déterminé un système d'unités 7, 7, eonfor-
méfiienl an théorème i5.">; comme elles sont indépendantes, on a
(.2.) Ee = =ï'..; f,'t ,
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e, e, <■, étant des entiers rationnels non \>n\- nuls, et l'on voit de suite qu'ils peuvent aussi être supposés non tous = o, mod /(*). Uors si e était divisible par /. l'égalité 1 1 ■! 1 1 serait de la forme i 1 19), <|ui est impossible. Si. au conl raire, e n'était pas divisible par /. on aurait E ~ 1 • mod 1, et, par suite, = 1 . un ni /: prenons alors
la dérivée logarithmique des polync is adjoints des deux membres de 1 » 1 1. Comme
E* étant = 1, mod l, les nombres F(Ee) sont tous=o, mod lpoutg<il — 1, il •■ n
résulte, en prenant >/=■>., '\ 2/*, et tenant compte des valeurs des nombres
l(s)(j) /''''(£, |, et île i 1 loi. que l'un a successivement e, = 0 e,o = o, mod /.
on a donc Ee = H'- H étant une certaine unité du corps, e n'étant pas divisible par l. En déterminant alors deux nombres a et />. tels queae + bl=i, on a
e = ch"eV.
ce qui démontre le théorème i .")(>.
On esl conduit par les considérations suivantes à une démonstration toul à fail différente de ce théorème.
Si E n'était pas égale à la /•"" puissance d'une unité de c(Ç), H — - E' ne pourrait l'être non plus; car 1 — s et 1 +.< + ...+ s'~s sont deux polynômes à coefficients
entiers en S sans diviseur commun mod /. Mais si E est congn I /à un entier
rationnel, on a H= '• mod l', ce qui. vu la deuxième partie du théorème 148, exigerait que le corps kuminerien c(\/h. ï) ait le discriminant relatif 1 par rapporl à c(Q. Mais comme ce corps kummerien est abélien relatif de degré relatif / par rapport à c(Q, le théorème o't exigerait que le nombre des classes d'idéaux du corps circulaire c('l) fût divisible par /, contrairement à l'hypothèse qu'il est régulier.
§ i^a. — Nombres primaires dis coups circulaire régulier.
In entier y. du corps circulaire régulier c('l) est dit primaire : 1" s'il est semi-primaire (voir S u5) et ■>:' si le carré de son module, c'est-à-dire son produit par le
nombre imaginaire conjugué s - oc, est congru à un entier rationnel mod l~'= I. Y\\ nombre primaire est donc toujours premier à I et vérifie les congruences
a et b étant des entiers rationnels. [Ruminer '-.]
(') N. T. — Eu effet, dans le cas contraire, en extrayant la racine /""". on aurait E«' = £*Ë1e'i ... !,„''''>, et E' étant congrue, mod /, à un entier rationnel, et tes unités ia étant réelles, on aurait, la congruence devant subsister quand on change £ en Ç— ' ,
£* = !;_*, (mod /).
c'est-à-dire A' = o, (mod /), et en continuant ainsi, tant que les exposants sont tous divisibles par /, on arrive bien finalement à une égalité [121),
^4o D. HILBERT.
ïhéobème 107. — Dans un corps circulaire régulier c(ç), 6ri obtient un nombre primaire en multipliant un entier quelconque premier à I par une unité convenable.
[kummer '-.]
Démonstration. — Le nombre (3 = a.s - a est évidemment un nombre du souscorps de degré du corps c(Ç) et vérifie par suite une congruence ,6 = a, mod l\
a étant un entier rationnel non divisible par /. Soient I,. I. I, ■ les /' unités du
paragraphe i^o. Si on a, par exemple, |S = a + a/2, mod (', a, étant un entier rationnel, on déterminera un entier rationnel ut, tel que l'on ait %aut + fl, = o. mod /; alors on a nécessairement
pl^. = a, (l'i.
Si l'on a ensuite, par exemple, (Ji(!Bi = a + a,À*, mod (t"). n_, étant un entier rationnel, on déterminera un entier ut, tel que l'on ait 2«hs + a^ = o, mod /: on a dès lors
( ni arrive finalement à
pif' H"= . . . if " = <if = a , 1 mod 1'-) .
Si, d'autre part, ".' est une puissance de "_ telle que _*v. soit semi-primaire, 'i'iv. scia évidemment primaire.
Un nombre primaire réel est toujours congru, mod î=i ', à un entier rationnel. I >'après li' théorème 1 56, te m le unité primaire de cl _j est la /"""' puissance d'une unité (!<■ c(jÇ).
Voici encore un lemme sur les m un lues primaires qui sera utile dans la suite.
Lemme 3o. ' — v, ;j. étanl d 'ii\ nombres primaires n\\ corps circulaire régulier c(Z),
mi a loiiioui's — - — > = 1.
Démonstration. — Nous pouvons supposer les deux nombres v, ;;. = 1, mod 1. car autrement leurs (/ — 1 i"'1""" puissances rempliraient sûrement celle condition, et à
enlise de — -M = — — (voir $ i3.i), on pourrait les substituer à v et \j..
D'après (83), on a
et comme par hypothèse on a y., s - ;j. = i, mod l' ', el que v = i, mod I*, on tire
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immédiatement de La définition générale (82) du symbole et. par suite,
( ^jj. j I v. s~<j. 1 _
On démontre de même que
Puis de la formule (84) on tire
( 1 Si .1 J"1"
Les trois dernières égalités donnent
CHAPITRE XXXI I
Classes d'idéaux invariantes 1 ' ) et genres d'un corps kummerien régulier.
<5 1^3. — Familles d'usités d'ln coups circulaire régi lier.
Soit / un nombre premier impair régulier, et considérons dans le corps circulaire
régulier c\ç=e~J un ensemble E d'unités contenant les Fimel puissances de toutes les unités du corps et tel, de plus, que le produit et le quotient de deux unités quelconques de l'ensemble en fasse encore partie. On appellera un tel ensemble une famille d'unités du corps circulaire c('c).
Dans toute famille, on peut déterminer m unités s,, — ïm telles que toute unité de la famille est représentée une fois et une seule par l'expression
lorsqu'on donne à chacun des exposants at, ..., um, les valeurs o. 1 / — 1 et où
\ est une unité quelconque de c(Ç). J'appellerai un tel système e, s,,, base de la
famille. Il est clair qu'on ne peut avoir
(') Ou ambiges.
Q.b\% 1). HIIJBERT.
et em étanl des entiers rationnels n- >n tous <li\ isibles par l et £ une unité de c(Ç).
On voit aisément que toute autre hase de la famille E comprend le même nombre m d'unités; ce nombre m s'appellera le degré de la famille d'unités.
.Si. en particulier, une famille d'unités ne contient que les /'""'" puissances d'unités de c(Ç), elle contient le plus petit nombre possible d'unités et son degré est o. La totalité des unités de c(Ç) est aussi une famille d'unités; toute unité de c(£) est (théorème 127) le produit d'une racine /'*me de l'unité et d'une unité réelle : on conclut de là et des développements de la démonstration du théorème 1.Ï7 que les unités I,, .... si— 3 du paragraphe i/io forment avec Ç une base de cette famille d'unités, qui est
la plus étendue. Son degré est donc ; c'est évidemment la seule famille de
degré et il n'\ en a pas de degré plus élevé.
On voit facilement que les normes relatives de toutes les unités d'un corps kummerien c[y p., 'ç) déduit de r(Ç) forment une famille d'unités de c(Ç); enfin, la totalité des unités égales à des normes relatives, soit d'unités, soit de fractions du corps kummerien c[yu., Çj. forment une famille d'unités de c(Ç).
S k'i4- — Idéaux invariants ('), classes d'idévix invariantes (') ni n corps
kl MMF.Uir.N RÉGI LIER.
Suit n £) un corps circulaire régulier, ;j. un entier de c(Z). qui ne soit pas puissance /"""■ d'un nombre de ç(Ç); soit C le corjis kummerien régulier c(|y|, Ç) engendré par IVJ = v ;j. et Z. Cherchons maintenant à développer la théorie de ce corps par des méthodes correspondant à celles qu'on a employées pour le corps quadratique dans les chapitres wu et xvm.
Le groupe relatif de C par rapport à c(Ç) est formé de puissances de la substitution S = <M- ?M>; on appellera, d'après le paragraphe 07. un idéal 31 de C, idéal invariant^), quand la substitution S le laissera invariant, S3f=3t, el que, de plus. 3( ne contiendra en facteurs aucun idéal de c(Ç) différant de 1.
D'après le théorème f)3, les idéaux premiers qui divisent le discriminant relatif de (1 sont (nus invariants, et il n'\ a pas d'autres idéaux invariants. 31 étant donc un
(') L'expression de M. Hilbert est ambig. Selon une remarque de M. E. Cahen, l'origine de ce mol remonte à la traduction, par Poutet-Delisle, des Disquisitiones arithmeticae : il traduit par ambigu le mol anceps, employé par (I.imss dans sa théorie des formes quadratiques. M. Lévy, vu l'acception habituelle différente du mot ambigu, a employé le mot ambige dans ses traductions de l'ouvrage de Sommer et des trois premières parties de l'ouvrage actuel. M. de la Vallée-Poussin emploie le mot bilafêre. .le propose invariant, qui a l'avantage de rappeler la définition des classes dont il s'agit.
idéal invariant quelconque de <', nous déduisons l'acilemeni de S?(~ î( i \ < >i i- « -."h que toul idéal premier de C qui divise % doit aussi être invariant, el il en résulte que le nombre de tous les idéaux invariants ^§1 l .
& étant un idéal d'une classe K du corps de Kummer C, la classe d'idéaux déterminée par l'idéal conjugué relatif SS scia représentée par Sk. Les classes s k . S!k, .... S'- 'K s'appelleront les classes conjuguées relatives de k. F(S) étant un polynôme quelconque de degré / — i m S à coefficients a, a, al_rl en tins rai ion ne! s :
F.(S) = a + a,S+ ... +aHS'-' la classe déterminée par l'expression
k"(Sk)".iS;k)". ... (S'"1 K )"<-'.
s'appellera la puissance symbolique F(S) de la classe K et se représentera pai
fta+n, S+o>S»+...+o/_, S'-' _ K.F<S'.
Enfin, une classe d'idéaux V du corps kummerien sera dite classe ambige ou inva riante lorsqu'on aura V = S \ . c'es';-à-dire Vl— s ^= i . La /"""' puissance dune classe ambige quelconque contient toujours parmi ses idéaux des idéaux de c(Ç). Cela résulte immédiatement de ce que l'on a
kl __ ^l+S+Sî+...+S'-i
à cause de A = SA et que, d'au Ire part, la norme relative d'un idéal quelconque de C est un idéal de e(L').
§ i43. — Famille de classes da>s in corps klmmekikx régulier.
Considérons dans le corps kummerien régulier C un ensemble de classes, tel que la /""puissance de chacune d'elles contienne des idéaux de c('l) et que, de plus, il contienne toutes les classes contenant des idéaux de c(0; tel, de plus, que le produit et le quotient de deux classes de l'ensemble en fassent encore partie. J'appellerai un tel ensemble une famille de dusses du corps kummerien. Dans toute famille de classes, on peut toujours déterminer n classes K,, ..., k„, telles que toute classe de la famille est représentée une fois, et une seule, par le produit
lorsque h,, «.,, ... , «„ prennent séparément les valeurs o, t l—i, et k désignant
une quelconque des classes renfermant parmi ses idéaux des idéaux de cl u). On appellera k, k„ une base de lu famille de élusses. On montre facilement que le nombre
de classes de toute autre base de la famille est encore égal à n. Ce nombre 11 sera le degré de la famille de élusses.
a/j/j D. IIILBKRT.
Si toutes 1rs classes d'une i';\inillc contiennent des idéaux de c(Q. elle est de degré o. Une autre famille de classes est encore formée parla totalité des classer de C contenant soit des idéaux invariants de C, soit des produits de tels idéaux par des idéaux de c(Ç). Enfin, la totalité des classes invariantes du corps kummerien forme une famille.
S I 46. — Delx lemmes générai x sur les unités fondamentales relatives d'h corps cyclique relatif de degré premier impair.
Avant de poursuivre les recherches du précédent paragraphe, établissons deux lemmes se rattachant au théorème 91 du paragraphe 55.
Lemme 3i. — Soit / premier impair le degré relatif d'un corps C cyclique relatif par rapport à un sous-corps c, soit S une substitution autre que la substitution
identique du groupe relatif de C par rapport à c, et soit H, H,. , un système
d'unités fondamentales relatives du corps C par rapport à c; on a dès lors pour Ion le unité E de C une relation de la forme
H, H, ,. SH, SH, , S'-'H, S'-SH
jointes à /• unités fondamentales du corps c soûl indépendantes, et comme il y en a en tout l{r + 1) — 1, il existe pour toute unité E de C des relations de la forme
c») E,i,s,= H;;'w...H:vw[:].
nu G(S), G,(S) G)H1(S) sont des polynômes entiers en S de degré / — 2 h coefficients entiers, dont le premier n'esl pas identiquement nul. el où [t] est une unité de C telle que [=]' est dans c. Parmi les relations (123) en nombre infini, prenons-en une où G(Ç) siiil divisible par une puissance de i — Z aussi petite que possible. Admettons que ce soil précisément la relation (122); supposons, de plus, d'abord que G(Ç) s"ii au moins divisible par 1 — Z. D'après la définition des unités fondamentales, paragraphe 5."), il faul que
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soient aussi divisibles par i — 1. En élevanl (123) à la puissance symbolique
(1 — S") ( 1 — S") ... ( i — S1-') cl en posanl
G(Ç) = (i-ç)G»(ç). G, (Q =(1— og;(0
cm trouve facilement, la 1 1 4 -S + S! + •■• + S' ' 1""1" puissance symbolique de toute unité de C étant dans c :
(*»3) Ew»==Hio|m ... HI':r""|£|.
où [s] est encore une unité de c ou la racine /"""' crime unité de c.
\ cause de l'égalité ( ta3), une racine /"''""" de ce nombre [s] esl certainement un
nombre de C . cl par su i le aussi une unité de C dont la /" puissance appartient à c,
et qu'un désignera encore par [1] ; on tire alors de 1 1 23)
E80(s>=H^..rC;+1(S,[£]-
[s] étant encore une unité de C dont la /"'"" puissance esl dans c. Cette égalité esl dé la même forme que (122), sauf que G*(Ç) serait divisible par une puissance de 1 — '1 inférieure à celle qui divise G(Ç), ce qui est contradictoire à notre hypothèse sur le choix de (122). Donc G(Ç) ne peut être divisible par 1 — 'C.
En posant /=G(QG(Ç") ... G(£'-1), /est un entier rationnel non divisible par /. et il existe évidemment deux polynômes entiers H(S), M(S) à coefficients entiers, vérifiant identiquement en S l'égalité
En élevant (122) à la H(S)ième puissance symbolique on obtient la formule annoncée dans le lemme 3i.
Lemme 32. — Conservons les mêmes notations que dans le lemme 3i . prenons les normes relatives des r + 1 unités fondamentales relatives du corps relatif cyclique ( ; :
■n.= Nï(Ht) ■/,,.., = >.",< H,.,).
toute unité e de c égale à la norme relative d'une unité E de C est alors de la forme
ut ur , étant des entiers rationnels et [--] une unité de C.
Démonstration. — D'après le lemme 3i, nous avons pour E une égalité
v',li D. HILBERt.
avec les cotations de ce lemme. En prenant la norme relative par rapport à c, on
obtient (')
(ia4) er=7Ur,W„.rj^.u»[e]«.
En déterminanl ensuite deux entiers rationnels a et /*, tels que l'on ait i =aj + bl, il en élevant i ' *'i) à la puissance a, on obtient une formule conforme au lemme .'*>:>.
<; i'|-. — Les ci ^sses d'idéaux déterminées par les idéaux invariants.
Suit C = c(\/;x. '1) un corps kummerien régulier, prenons dans son groupe relatif la substitution S=(vV '. £Via)- Comme tout idéal invariant 31 de C détermine une classe invariante, vu S3ï = 3ï, nous devons d'abord, pour arriver à la connaissance des classes invariantes, étudier la famille de classes engendrée par les idéaux invariants. On a l'importante proposition :
Théorème i 38. — Soit I le nombre des idéaux premiers distincts qui divisent le discriminant relatif du corps kummerien régulier C = c(v/[*, 0 de degré relatif l; les normes relatives de toutes les unités de C forment pour c une famille d'unités de degré m: si nous considérons alors toutes les élusses contenant soit des idéaux invariants de C, soit <les produits de tels idéaux par des idéaux de c(Ç), elles forment une famille de classes de degré
Démonstration. — Supposons d'abord que le nombre ;j. ne soit pas de la forme ei', où £ et a sont une unité et un nombre de c(Ç)- Alors toute unité [i] du corps C = c(v/y.. t) dont la /"'"' puissance est dans c(ç) est nécessairement elle-même dans i _'>; déplus, H, Hi_, désigneront un système d'unités fondamentales relatives
iln corps <i par rapport à c('Ç) et
• 1, = Ne(Hj V, = V'<IW
leurs normes relatives.
\ons prenons, en premier lieu, le cas extrèn ù l'on a m = . Nous concluons du lemme 3a que les unités t,( .'„_, forment une base de la famille
(') N. T. — Si l'on a en efful
Q = <oF<s> = oa(S<o)"< ... < S' -,.,)"'—, on en déduit
*e(Q)=[Ne(w)]"[Nc(S»)]"< ...|V(S' =<„)]"'-*:= [Nc(<o)]a ". "' »= V L"
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d'unités formée des normes relatives do toutes 1rs unités de C. Considérons, d'autre
part, les / idéaux premiers invariants 8, 8, du corps C; ils déterminent l classes
invariantes, que nous désignerons par L, I,,. P ■ déterminer le degré de la
famille de classés qu'elles définissent, posons
(ia5) M = v/[x=8î. ... 8f i,
où '/, a, sont des exposants entiers et j un idéal de c(Ç). Vu l'hypothèse faite
sur ;;., l'un au uiiiius des exposants a, '/, n'esl pas divisible par /; soil. par
exemple, </,. Nous déduisons de | [25) que
esi nue classe contenant des idéaux du corps c(ç); comme L,' esl aussi une classe de
celle espèce, il en résulte que Lt esl le produit de puissances îles classes | |.
et d'une clause contenant des idéaux de c(Ç).
Démontrons maintenant que les classes L, L,_, ne peuvenl à elles seules
composer aucune classe
contenanl des idéaux de c(Ç), à moins que Ions les exposants a\ a't_ soienl divi-
sihles par /. En effet, de la relation ( ia6) on tirerait une égalité
(•'37) M'=sr-....8^r,r,
où j' serait un idéal de c('l) cl M' "" entier de C; on en concilierait alors que
E= M "~s devrait être une unité de C. appliquons à E le lemme .ii ; on a aussi
une égalité de la forme
F;-li(S)
(w8) Er=Hf,,sl... H^ e.
où / esl un entier rationnel non divisible par /. F,(S) F,_,(S) des polynômes
entiers en S à coefTicienls entiers et 3 une unité de c(Ç). Comme on a évidemment IVC(E):^ 1. on a. en prenant la norme relative des deux membres de 1 128),
y,, ru_{ devant former la base d'une famille d'unités, les entiers F,(i)
F,_4(i) doivent être tous divisibles par /, et par suite F/Ç) F,_,(Ç) par 1 — ç. En
posan I
f,(0 = (i-of;(0 F^co^Ci-QF^cp,
h = hPS)... h,.,2
E'=H' sh*.
e* étant encore une unité de c('Ç). Puis, en prenant la norme relative, on a i = =*', c'est-à-dirè que s* est une racine /''""' de l'unité, par exemple = w9. Connue M'~S~S~1on a
c'est-à-dire que l'expression M WT'H ' est un nombre de c(Ç). Comme M (vu \->.-) ne contient pas l'idéal fi; ou le contient à une puissance d'exposanl divisible par/, que M contient, au contraire, fi, à une puissance d'exposant at non divisible par /. la décomposition de ce nombre en idéaux premiers du corps c(Ç) montre d'abord <|ue y doit être divisible par /; puis elle montre, /' étant premier à /. que les exposants
u ' "/'-, devraient être tous divisibles par /, contrairement à l'hypothèse. Par
conséquent il ne peut y avoir entre les classes L, Lt_, une relation comme (126),
c'est-à-dire que les classes L( Lt_t forment, si /;i = , une base de la famille
de classes engendrée parla totalité des idéaux invariants; le degré de cette famille
esl donc t — I = /-(-/»! .
Supposons, en second lieu, m = — — . Il doit alors exister entre les unités rti,
V-i r,._ une relation de la forme v/j ■rïlJl =t\1, les exposants e, el_l n'étant
pas tous divisibles par /. i\ étanl une unité de c(ç). Si el_l, par exemple, n'est pas
divisible par /. rh iq,_, formenl une hase de la famille des normes relatives de
toutes les unités de C : cela résulte du lemme 32. Formons alors l'unité
Comme elle a pour norme relative i, il existe dans C un entier A tel que l'on ail A'^S = E (théorème 90). Déterminons — ce qui est toujours possible — un entier positif r tel que dans le produit M = A M' l'idéal fi, entre avec un exposant divisible
par /. Les autres facteurs fi, fi,_, ne pourront avoir tous dans M des exposants
divisibles par /. car autrement on aurait, d'après le théorème i53, M,== O* • O étant une unité de C cl x un entier de n Q; cl on aurail par suite O1 s = E'C' • conlrairei lient à la définition (S 55) des unités fonda mentales relatives H, H, , • puisque,
dans l'expression (129) de E- <\ , csl premier à /. Mois l'idéal invariant fi,_,. par
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exemple, entre ilans M' avec un exposant non divjsible par /. On en conclul que la classe L,_, est le produit de puissances des liasses L, !.,_., et d'une classe contenant des idéaux de c(ç).
Démontrons maintenant que les classes L, L, , ne peuvent former aucune
classe
contenant des idéaux de c(Ç), à moins que les exposants a" a" si lient tous divisibles par /.
En effet, une relation (i3o) entraînerait une égalité
(.3.) M"=<''.-.cri",
M" étant un entier de C et j" un idéal de c(Ç); alors E'= M"" de\ rail être une unité de C. En lui appliquant le lemnie 3i, on obtient une égalité
(i3a) Ev' = Hr,,sl ---Hj e,
/" étant un entier rationnel non divisible par /, les polynômes F'(S) étant à coefficients entiers et = une unité de c(Ç). Déterminons alors un exposant entier rationnel a tel que l'entier F'j_,(i) + uet_t soit divisible par /; on obtient, par rapport à c(Ç),
comme NC(E') = i,
(,33) i=i)r*,i,+"i"--vr "1_s"'
i étant encore une unité de c(Ç). Les unités rh ru_} étant une base d'une famille
d'unités, il résulte de (i33) que les exposants F,'(i) + «e,, ..., F',_3(i) + uel_a sont tous divisibles par /. c'est-à-dire que tous les nombres
F,'<0 + «c, FVjG) + «^
sont divisibles par i — t. En posant
et
H'=.Hrî',s,...Hi=12 ■
il résulte de (i3a)
E'^E" = HM-See',
où E est l'unité de C définie par (129) et ='* encore une unité de c(Ç); en prenant la
norme relative, on a i =£'"'. c'est-à-dire que s" est une racine de l'unité, égal.j par exemple à .'' . On a alors, en tenant compte des égalités :
M'^=l~'. M"-s = Ef-r, M"S=E'.
c'est-à-dire cpie l'expression entre crochets est un nombre de c('l).
En remarquant que fi/. S/_,, fi/_, fi', sont idéaux premiers dans c(Ç), ncus
voyons d'abord que g' — «r doit être divisible par /; alors, M' contenant par hypothèse l'idéal 8,_, à une puissance d'exposant non multiple de /. tandis qu'au contraire M" contient, d'après (i3i), 8,_, aune puissance d'exposant multiple de /, on Voit que u devrait aussi être divisible par /. et enfin, /' étant premier à /, que les exposants a",, ..., a" t_, devraient être tous divisibles par /, contrairement à l'hypothèse faite à leur sujet. Ainsi il est démontré qu'une relation (i3o) ne peut exister
entre les L, L, , c'est-à-dire que ces classes forment dans le cas de m =
une base de la famille de classes engendrée par tous les idéaux invariants; son degré est donc / — 2, conformément à la formule du théorème i38.
Supposons, en troisième lieu, m = . Alors il existe entre les unités ni t.,
non seulement une relation de la forme *# ... 7, JJ =7)'i t| étant une unité de c\ Ç) et l'un au moins des exposants, par exemple ct_t n'étant pas divisible par /; mais il y
en a encore une de la forme -<■,','•. ..y, - =ri", r, étant encore une unité de c(Ç) et
l'un des exposants e/, par exemple e',_3 n'étant pas divisible par /. Formons les unités
La norme relative de E cl E' étant égale à 1. on peut (théorème 90) poseï E = A'~S et E' = AM_S. A pt A' étant des entiers de C. Si l'on détermine alors, comme dans le cas précédent, un entier positif;-, tel que |\fl' = AMr contienne fi, à une puissance d'exposant multiple de /. l'un au moins des facteurs fi, fi,_, entre dans |\f|'
à une puissance d'exposant non multiple de /, soit par exemple fi,_,. Déterminons alors deux entiers positifs r' et r" tels que M = A M M' contienne les deux facteurs fi, et fi,_, à des puissances d'exposants multiples de /. Alors les facteurs V, fi,_, ne peuvent tous avoir dans ce nom lue jy|" des exposants divisibles par /.
Car autrement on pourrait poser, d'après le théorème i53. M" = 0Y. ©'étant une unité de C et a.' un entier de c(Ç). En considérant alors les égalités M' " = -' '• A'~S=E. A""S=E' on Minait.
0'1-S_- E'Er'Ç-(r^+r")i
d'où on déduirait, à cause de ( l34),
<•';— :l-HÉV|_ 3 r'ei—i
(■35) 0'i-» = Hf«+rt'..'.HiJ TH,J~t-
£ étant une unité de c(L'); mais cette relation est incompatible axer la définition des unités fondamentales relatives (S 55); car chacun des nombres e, .,, e',_, étant pre-
mier à /, les exposants de H;-,. H,_, dans (i35) ne sont certainement pas tous deux
divisibles par/. Si donc, par exemple. 8,_, figure dans M* avec un exposant non divisible par /, on en conclut que la classe L,_, est un produit de puissances des
classes L, L,_3 et d'une classe c m tenant des idéaux de c(Ç).
/ — 3 Les mêmes considérations que dans le cas de m = montrent encore, dans le
cas actuel de m = - . que les classes d'idéaux L,, ..., L(_, ne peuvent former
aucune classe
contenant des idéaux de c('l), si les exposants «'" sont des entiers rationnels non tous
divisibles par /. L, L,_3 formentdonc une base delà famille déclasses c posée
de tous les idéaux invariants: son degré est par suite t — 3, ce qui est conforme au théorème i58.
En continuant par le même procédé, on arrive à démontrer complètement le théorème i58.
Nous avions exclu le cas où le corps kummerien C serait défini pat un nombre \fl, ï étant une unité de c(t); il nous reste donc à traiter ce cas à part.
Le discriminant relatif du corps C = c({/;, z) ne peut alors, d'après le théorème i48, contenir d'autre facteur premier que 1. On a dans C la décomposition t = g'et S est le seul idéal premier invariant de C. Soient encore y„, .... -.-,,_,,
les normes relatives des unités fondamentales relatives .H, H,_,- Comme
le degré d'une famille d'unités de c(t) est toujours <— — . on a certainement une
relation de la forme
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où e( <',_,, r,_ , sont des entiers rationnels non tous divisibles par / et vj une
unité de ci L'). En posant
(<3-) h = h,' ...hU (y/I) j v1-
kii a MC(H)= i, et par suite (théorème 90) H =:A,_S- A étant un entier de C; on peut alors poser(') A = fi"), j étant un idéal de c(Ç). L*exposant a n'est pas divisible par /. car autrement, comme fi' = 1 = 1 — Z, cm aurait, vu le théorème i53, A = (■)*• O étant une unité de C, et x un nombre de c(Ç); mais on aurait alors H = 0'~s- et par suite, à cause de (137), une contradiction avec la définition des unités fondamentales relatives (S 55). De l'égalité A~fi"). nous tirons j' -^ 1 : donc j -»- 1, fi" ■» 1, et comme n est premier à /. fi . -»- 1, c'est-à-dire que le seul idéal invariant du cas actuel est un idéal principal. Le degré de la famille de classes de tous les idéaux invariants csl par suite égal à o dans le cas actuel.
Supposons maintenant que parmi les exposants ei et_lt e, -, par exemple,
soit premier à / et démontrons qu'il ne peut exister aucune relation
''1-3 e'i+t (i38) -if'.---nj s 2 =t,".
où e[ e'i-3.< e\ , soient des entiers rationnels non tous divisibles par / et -r' une
unité de c(t). En effet, on en déduirait que
'•'/-:i _ e'eH
H'=Hf'... hj {</l) '■<;-<
est une unité de norme relative ('gale à 1. Posons, d'après le théorème 90, H' = A'I-S. A' étant un entier de C, et déterminons un exposant entier positif r tel que fi ait dans AA' un exposant divisible par /. On peut alors, vu le théorème 1 53, poser A'Ar = 0'a', O' étant une unité de C et x' un entier de c(Q; alors on a ©M-s = H'H'. c'est-à-dire que l'unité
h;v '-•... nu 2 »,J (vA) 2 ^'-'r
serait la (1 — S)'''""' puissance symbolique d'une unité de C, ce qui esl incompatible avec la définition des unités fondamentales relatives. Une relation telle que (i38) est
donc impossible; vu (1 36), et comme <\ , est première /. *;, ''!;-,• = forment
donc une base de la famille d'unités formée des normes relatives de Imites les unités
(1) N. T. — Parce que fi esl le seul idéal invariant de *'■.
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de G. Le degré de cette famille esl donc et, par suite, toute unité de c .'> esl la
norme relative d'une unité de C. On a donc
et le théorème i58 esl encore établi dans ce cas.
S I '|S- — LA TOT M I I l' DES CLASSES d' IDÉAUX INVARIANTES.
Le théorème i38 a mis en lumière une relation remarquable qui existe entre la famille déclasses formée de tous les idéaux invariants et la famille d'unités formée parles nonnes relatives de toutes les unités de C. Il \ .1 une relation aussi importante entre la famille de classes formée de toutes les classes invariantes el une certaine famille d'unités de c(Ç).
Théorème [5g. — Soit t le nombre des idéaux premiers qui divisent le discriminant relatif du corps kummerien régulier Ç de degré relatif l; toutes les unités de c\ Q égales
à lu norme relative soit 'l'une unité de C . soit d'une fraction de C . forment une famille
d'unités : si n esl son degré, lu famille de élusses formée de toutes les élusses invariantes
esl de degré I 4- n .
Démonstration. — Donnons à m le même sens que dans le théorème 1 58. Si, en premier lieu, n — m, la famille d'unités en question coïncide avec celle du théorème [58, c'est-à-dire qu'une unité de c(Ç) égale à la norme relative d'une fraction de C est en même temps toujours égale à la norme relative d'une unité de C. Démontrons alors que, dans ce cas, la famille de classes des idéaux invariants est la famille de toutes les classes invariantes. En effet. A étant une classe invariante de C et 21 un idéal de A, nous pouvons poser 2l'-s = <i. a êtanl un certain nombre entier ou fractionnaire de C. et la. norme relative N, a) est alors évidemment égale à une unité j de c(Ç). Comme ensuite, dans le cas actuel, n = m, on peul aussi trouver dans C une unité H telle que \i|-|> = ï, on a Ne(a_'H) = i. et par suite 1 théorème 90) a-'H = b1~s ou ab'-s=H. & étant un nombre convenable de C. V cause de a = 2C \ on a i3(&V_s = H. c'est-à-dire que 2fb estle produit d'un idéal invariant et d'un idéal de c(Ç), et par suite on obtient la classe A en multipliant une classe contenant un idéal invariant par une classe contenant des idéaux de c(Ç). ÏS'otre assertion est donc justifiée et le degré de la famille de classes formée de toutes les
classes invariantes est alors (vu le théorème 1 58) égal a t 4- m , ce qui esl
conforme au théorème i5q, si n = m.
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Soit, en second lieu, n=m + i ; il existe alors dans c(Ç) uue unité j. qui n'est pas égale à la norme relative d'une unité de C, mais est la norme relative d'une fraction a île C, et toute autre unité 3 de même nature sera égale à j' = j"ï;, a étant un exposant entier et y] la nonne relative d'une unité de C. Posons
^>, %V étant des idéaux premiers distincts de C, dont aucun n'est conjugué
relatif d'un autre et où G,(S), .... GP(S) sont des polynômes à coefficients entiers de degré / — 1 en S. Comme >,(a) = .3r, on a
d'où l'on déduit aisément que tous les polynômes G sont divisibles par 1 — S. Posons
el
#ïls,...^(S,= tï«,
21 étant un idéal de C et a un entier ou une fraction de c(Ç) : on a, dès lors, a = 2l'_s. Il en résulte d'abord que 21 détermine une classe invariante. Cette classe invariante A ne contient pas d'idéal égal au produit d'un idéal invariant par un idéal de c(Ç); en effet, on pourrait dans ce cas poser 'ît = c tî j , c étant un entier ou une traction de C, if un idéal invariant de C et j un idéal de c(Ç); on aurait alors 2l'~s = c'^'\ 1 isl-à-dirc a = Hcl->. H étant une unité de C. Il en résulterait Nc(a) = Nc(H)j= 5i contrairement à l'hypothèse sur ?.
Nous allons montrer maintenant que, dans le cas actuel n = m + 1, toute classe invariante donnée V est de la forme A' = A"L/i, où A" est une puissance de la classe A. qui vient d'être déterminée, l, une classe avec un idéal invariant et k une classe contenant des idéaux de c(Ç). Pour cela, prenons dans A' un idéal quelconque 2ï'; nous pouvons poser ensuite 21' s = a', a' étant un nombre convenable de C. Vlors \,(a')=j' est une unité de c(Ç); posons, conformément à notre hypothèse, \(a'i = j'y, , j, rt, y] ayant le sens de tout à l'heure. Soit a le nombre déjà considéré pour lequel j = Nc(a); soit, de plus, r, = Nt(H). H étant une unité de C. On tire de celle équation Via' 'a"H)=i. et alors (théorème 90) a' 'a"H = c'~s. c étant un nombre convenable de C, on en tire (tr--1îCc~,)1-s= 1. Cette égalité montre que 21' '2l'c~' devient, après multiplication par un entier convenable de c(Ç), le produil d'un idéal invariant y par un idéal j de ctç); on a donc 21' — 21" V j. Par conséquent, à cause de n = m + t. le degré de la famille de toutes les classes invariantes esl
t -\- ni -\- 1 , valeur conforme au théorème i5a.
Suit. i7* troisième liea, n — m + 2; il existe alors dans c(£), outre .. encore une unité s' égale à la norme relative d'une fraction a' de C, el cependant elle ne peul se mettre sons la forme 5' = 3-"yj, y, étant La norme relative d'une unité de C. Posons
GV(S|
(les %*' et- les G' satisfaisant aux mêmes conditions que les %* H les c plus haut) Comme Nr(a') = ,3r', on a
(0-f«(S,...-«p';:'",s,),+s+-+sM=5',
les G' doivent alors être divisibles par [ — S. Posons
et
?(' étant un idéal de C et -/ un nombre de c(Ç), on a a' = 3l'1_s. L'idéal 2t' défini! donc une classe invariante A'. Cette classe ne peut se représenter par V— A"L/.\ A" étant une puissance de la classe A, L une classe à idéal invariant et /.• une classe contenant des idéaux de c(Ç). En effet, il en résulterait, pour 31', s3l' = cît" l.j . c étant un nombre de C. L un idéal invariant el j un idéal de c('ç); mais alors on aurait Sl'|-s = c1^s2l",'->l = c1-sa", c'est-à-dire a' = Hc'-sa", H étant une unité de C. En prenant la norme relative, on aurait i\*(.(a')==.5-'== j'TvfH). ce qui est impossible.
Dans le cas actuel n = m + 2, toute unité S" de c(Ç) égale à la norme relative d'un nombre de C est de la forme j" = j'"' j"rj , a', «étant des exposants entiers et y, la norme relative d'une unité de C. Alors, par les mêmes considérations que plus liant, on montre que toute classe invariante A" peut se représenter par A'"'A"L/«\ A', A étant les classes précédemment définies, L une classe à idéal invariant, k une classe contenant des idéaux de c(Ç). Le degré de la famille de classes formée de toutes les classes
invariantes est alors l + m + 2 , ce qui est la formule du théorème 1 ■">() pour
En continuant ainsi, on démontre complètement le théorème 159.
S i4o- — Caractères d'i n xomure et d'un idéal dans us corps m \i\ieiuf.\ régi lier.
Il s'agit maintenant d'étudier la répartition des classes d'idéaux d'un corps kummerien régulier C = c{\/\>., 'l). au même point de vue que la répartition en genres des classes d'un corps quadratique. Nous désignons par l1 1, les I idéaux pre-;
miers distincts de c(Ç) qui divisent le discriminant relatif deC. A tout nombre entier
v(=|=o) de c(ç) répondent des valeurs déterminées des < symboles :
(v. ix| > v. y /
ces symboles représentent (§ i3i) des racines l'tn"s de l'unité. Ces / racines de l'unité (i3g) s'appellent les caractères du nombre v dans le corps kummerien C. Pour un idéal 3 du corps kummerien, prenons la norme relative Nc(3) = j. Suit /; le nombre de classes de c('Ç) et h* un entier positif, tel que l'on ait hh" = i, mod I ■ Alors j*''"' est un idéal principal de c('l). Soit j',','I = (v), v étant un entier de c(Ç). Soit encore ç, une unité de c(Ç). Alors si pour toute unité ;, les / symboles
ont la valeur i, nous poserons r = f et nous appellerons les r racines de l'unité
les caractères de l'idéal 3; ils sont parfaitement définis par cet idéal.
S'il existe, d'autre part, une unité ;, dans n'.'i, telle que l'un au moins des / symboles
soil différent de i, nous pouvons, sans diminuer la généralité, supposer que, par \t±\ — r
exemple,
Considérons alors toutes les unités ;„ de c(£) pour lesquelles <-^ — | = I- Soit, parmi elles, s, une unité pour laquelle l'un au moins des symboles
IvH
suit différent de t : nous pouvons admettre que, par exemple, -j — - = 1. Considérons toutes les unités :3 pour lesquelles les deux derniers caractères relatifs à lt et 1, , sont égaux à i, et voyons si elles en comprennent une e3, pour laquelle l'un au moins des / — •< symboles
soit =|=i. En continuant ainsi, nous obtenons finalement un certain nombre r*
d'unités : . ;, 1, de c(ç), telles que l'on a, en rangeant convenablement les
idéaux, f . ... \t,
(£,,. ;j./_i je,..,l*j_ ; * ;, ■ 7- /
et que de plus, pour toute unité ; qui vérifie les r" conditipns,
les ;•=/ — r* caractères
sont aussi tous égaux à 1.
Multiplions alors le nombre v de c(Ç) déduit plus haut de l'idéal 3 par des puissances des unités s , ..., îr , de façon que le produit obtenu v vérifie les conditions
j'appelle alors les /• = / — /■* unités :
les caractères de l'idéal 3. Dans le paragraphe iôr, nous verrons que l'on a toujours ;•*</ et, par suite, r^-i.
S iôo. ■ — Caractères d'usé classe et notion de genre.
Le théorème 1 5 1 et les remarques additionnelles, paragraphe i33, conduisent à la proposition :
Théorème i(5o. — Les idéaux d'une seule et même classe d'un corps kummerien régulier ont tous les mêmes caractères
Il est ainsi possible de faire correspondre à toute classe d idéaux un système déterminé de caractères. Nous rangerons, comme au paragraphe lili pour le corps quadratique, toutes les classes ayant les mêmes- caractères, dans un genre, et nous
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appellerons en particulier genre principal celui dont tous les caractères sont égaux à i. Comme c''esl le ras de la classe principale, celle-ci appartient donc toujours au genre principal. Les premières formules 180) et (83) conduisent facilement aux propositions suivantes : G et G' étant deux genres quelconques, si l'on multiplie chaque classe de G par chaque classe de ('•'. les produits forment encore un genre : on L'appellera le produit des genres G et G'. Les caractères en seront les produits des caractères correspondants de G et G'.
De la définition résulte que les classes conjuguées relatives SK. S'~'K d'une
classe k font partie du même genre que K, et. par suite, la ( 1 — S)'""1' puissance symbolique d'une classe K quelconque appartient au genre principal. Enfin, il est évident que tous les genres d'un corps kuimnerien contiennent le même nombre de classes.
S i5r. — Limites supériei res di degré de la famille issue de toutes
LES CLASSES INVARIANTES
Comme pour le corps quadratique, se pose la question importante de savoir si un système arbitraire de r racines /"'"" de l'unité peut former les caractères d'un genre du corps kummerien. Cette question ne sera complètement éclaircie qu'au chapitre xxxiv. Dans ce paragraphe et le suivant nous placerons seulement quelques lemmes nécessaires pour la suite.
Lemme 33. — / et n ayant le même sens qu'au théorème i~>i| el r étant le nombre des caractères distinctifs du genre d'une classe, on a toujours
Démonstration. — Soient it sr«, les r" unités particulières de c(Q introduites
paragraphe iio- Mors on a r = l — 7-*. Soient j( r„ une base de la famille
d'unités de ci'), normes relatives de nombres de C. Supposons qu'il existe entre les /•* + /; unités et, ..., tr- , "r, 5„ une relation
les exposants a nr., Iit b étant des entiers rationnels non tous divisibles
par / el = étant une unité convenable de c(Ç); on devrait alors toujours avoir pour » = 1 , a t
el Ni l'on remarque que les unités 3 son! nonnes relatives de nombres dé C el que.
par suite, un a toujours -^ — • ! = i pour u= i, ■>, I et v= i, a n, on aurai I
Ceci n'est possible, vu 1rs formules (i4o) pour les unités .-, :, ,. que si les
exposants '/ <«,,: sont divisibles par /, el la relation (i4') prendrait alors la
forme
z' étant encore une unité de c(Ç). Mais comme 1rs 5 formenl une base d'une famille d'unités de c(ç), une telle relation n'est possible que si tous les l> sont divisibles par /. Il résulte de là que la relation supposée (i-'|i) ne peu! exister, c'est-à-dire qui' les unités ï , ..., £,.,, j, j„ forment une base de famille d'unités; le degré de cette
famille est r -f n, et comme le degré d'une famille d'unités est au plus - — . on a
r" + n <C , ce qu'il fallait démontrer. Comme on a t + n— 0, il en
résulte qu'on a toujours /• <^l, donc r^\.
S iÔ2. — Complexes d'un corps kummerien-régi lier.
Soit /; le nombre des classes d'idéaux du corps circulaire régulier c(Ç); il existe alors dans le corps kummerien C = c(vV> t) exactement h classes d'idéaux distinctes, contenant des idéaux de c(£). En effet, toute classe de c(Ç) donne évidemment une classe de R de cette espèce, et si deux classes distinctes kt . A\, de ci Ç) contenaienl
des idéaux équivalents dans C, un idéal j de c(Ç) dans la classe j1 devrait toujours
devenir principal dans C. Mais alors, d'après le théorème [53, j serait aussi principal dans c[t), contrairement à l'hypothèse l,\ -\~ kt.
K étant alors une classe quelconque de C et /<■,, — /.„ les h classes de C contenanl des idéaux de cÇÇ), j'appellerai l'ensemble des h classes kJL, .... kltK un complexe. Le complexe kt, .... k„ sera le complexe principal et se représentera par 1. Les h classes d'un complexe quelconque P font évidemment partie du même genre; ce genre s'appellera le genre du complexe P.
Si une classe d'un complexe P est invariante, il en est de même des autres; le complexe sera dit invariant.
P et P' étant deux complexes quelconques, les produits d'une classe quelconque de l'un par une classe quelconque de l'autre forment encore un complexe : ce sera le produit PP' des complexes P et P'.
K étant une classe du complexe l\ le complexe auquel appartient SR sera SI'; j'appellerai le complexe Q, donl le produit par SP donne le complexe I', /</ 1 1 — Si"""' puissance symbolique <lu complexe P, Q = P'-s.
Si P'^N=i (complexe principal), P est un complexe invariant. En cITet, K étant une classe de P. P'_s=i entraîne évidemment K.1-s=/,\ k étant une des classes
k le.. En prenant la norme relative, on obtient i = fc'. et comme d'ailleurs
/,•''— i, il en résulte k== i. c'est-à-dire k'~s= i : Kest une classe invariante et P un complexe invariant .
» [53. — Limites sipérieures ni nombre nr.s genres d'un corps kummerien régulier.
Lemme .'i'|. — / et n ayant le sens du théorème i5(|, g étant le nombre des genres du corps kummerien régulier C, on a toujours
Démonstration. — '/ étant le nombre des genres du corps kummerien. les complexes se répartissent aussi en fj genres. Si l'on désigne par/ le nombre des complexes du genre principal, on a donc pour le nombre total M des complexes, M = /''/.
Cherchons maintenant le nombre a des complexes invariants. Pour cela, observons que. d'après le théorème [5c), le degré de la famille issue de toutes les classes
invariantes est égal à I + n . Soit A, A, n_i±i une base de cette famille:
l'expression
représente alors, lorsque les exposants prennent séparément toutes les valeurs o.
i /— i, des classes toutes invariantes, taisant partie de complexes distincts, et
par suite ces classes forment /'+"~"t- complexes. Toute classe invariante A est de la forme
tti+n
le. a étanl des entiers rationnels et k une classe de c(Ç). En nous rappelant abus que les /'••'"•- puissances des classes invariantes V, A,f„_Lil sont des classes contenant des idéaux de c(Ç)> il en résulte que \ appartient nécessairement à l'un des / ' t" complexes précédemment déterminés; le nombre cherche a = l'+1 * ■
Les définitions des paragraphes lâoet i5à montrent de suite que la i i — S )"'""' puis sauce symbolique d'un complexe quelconque est un complexe du genre principal.
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Envisageons les complexes du genre principal qui sonl des (1 Si1 puissances
symboliques de complexes; soit /' leur i ibre el soient P, ■<;', s P/, = G/~
ces complexes. P étant alors un complexe quelconque, I" 5 esl nécessairemenl l'un
des /' complexes P( I',.; snii Pl> = Pi. Alors on a P1 G| . c'est-à-dire
(PG,. ) = i , el par snile |M;,. esl un complexe invarianl \ : on a P= \ ( r, . el par suite l'expression \(l; embrasse i < n i -- le> complexes, si l'on prend pour \ imis les
complexes invarianl s et pour Gt, les/' complexes (1, (!,-. Il esl aussi évidenl que
celle représentai ii m esl unique; le nombre de l"iis les complexes esl donc M =af. On a donc af = gf, et comme on a /" -J. /', il en résulte g -^ a , c'est-à-dire
ce qui démontre le lemme .'i
Lemme 35. — Les lemmes 33 el .">'i conduisent île suite au suivant; r étanl le nombre des caractères distinclifs du genre d'une classe, le nombre des genres g esl
COMPLÉMENTAIRES
Les théories développées jusqu'ici nous permettent de démontrer certaines luis fondamentales sur les résidus de puissances /";'"fi dans un corps circulaire régulier; elles correspondent aux lois de réciprocité des resles quadratiques dans li domaine
des nombres rationnels, et la loi de réciprocité d'Eisenstein (théorème i'io, S n5) entre un nombre quelconque de c(Ç) el un nombre rationnel en esl un cas particulier. Pour donner à ces lois leur expression la plus simple, généralisons le symbole j— défini aux paragraphes i [3 el 127.
Soit li le nombre des classes d'idéaux de c(l): déterminons un entier positif h' tel que l'on ait hh*= 1. mod /. y désignant alors un idéal premier quelconque de c(Ç), différent de (, y'1'' esl toujours un idéal principal de c(ï); pus,, us pà/i 1{-K - étant un entier de c(Ç), el supposons, ce qui esl possible d'après le théorème 1.17. que r. soit primaire. Un tel nombre - s'appellera un nombre primaire </<■ y. Toute unité
primaire de c(Ç) étant la /""'" puissance d'une unité de c'(ç) (remarque du $ i .'»:<>, - possède vis-à.-vis de tout idéal premier autre que p un caractère de puissance complètement déterminé; q étant alors un idéal premier quelconque de c(Ç) antre que 1
I p / et v- "u définira Le symbole - parla formule
\_P_/ = jç_]
Ce symbole est donc une racine /"""déterminée de l'unité, définie par les deux idéaux premiers p et q. En utilisant ce symbole, nous énoncerons le théorème
Théorème i6r. — pc/q étantdeux idéaux premiers distincts, autres que l . du corps circulaire régulier c(ç), on a
relation appelée loi de réciprocité des restes de /'"'"e" puissances. De plus, si '- est une unité quelconque de c(Ç) et s <f« nombre primaire de p . o/i '/
/pi I 1 )"' / p \ il)'
relations appelées lois complémentaires de la loi de réciprocité. [Kummer '"■ '-'• lv "> -''■ ". ] Nous d3montrerons progressivement ce théorème' fondamental dans les paragraphes suivants (SS i55-i6i), en appliquant à des corps kuinmeriens réguliers particuliers les théorèmes et lenimes du précédent chapitre.
S [55. — [DÉ Al X PREMIERS DE PREMIÈRE ET DE SECONDE ESPÈCE DANS IX COUPS
CIRCULAIRE RÉGULIER
11 est nécessaire de distinguer: pour la suite deux espèces d'idéaux premiers clans < ' - 1 : un idéal premier p autre que I de ci ç) sera de première espèce lorsque toute
unité de c(Q ne sera pas reste de /'""' puissance mod p: dans le cas contraire, il sera de seconde espèce. [Kummer"'.!
Le m me 'M\. — \ et : étant des unités quelconques du corps circulaire c(JQ, X = i — T,
I = (5 . i. on a les égalités
ri j [il
Démonstration. — Si ; est la / " puissance d'une unité de c(ç), les formules ci-dessus sont évidentes. Dans le cas contrai re,\ = définit un corps kummerien <•((/ :' »),
el lo considérations du paragraphe \'\- s'appliquent à ce corps. Toutes les
unités de c(Ç) et, de plus, le nombre >. sont alors normes relatives de i bres
dec(v=. t), d'où, vu le théorème i5i, les égalitésà démontrer.
Si l'on veut n'appliquer ici le théorème i ."> i pour m = I que dans le ca* imité en détail paragraphes t33, où >j.= i+)>, mod 1". on achèvera en prenant d'abord,
pour s. Ç,_l ; ensuite on aura ^- = i, -^-j = i(l). On déterminera ensuite, dans
le cas de e .uni té quelconque de c(Ç), une racine /'""e de l'unité I*. telle que l'on ail Ç*»'-i= i 4-Àj mini 1\ En prenant alors dans la démonstration précédente Vi' '. au lieu de :, on a, vu la deuxième formule (83), paragraphe i3i,
Fr1=< - |VI-
Levime 3-. — v étanl un idéal premier de première espèce el - un nombre primaire de p. il existe dans c(Ç) au moins une unité =, pour laquelle on a
Si, au contraire, q esl un idéal premier de seconde espèce et /. un nombre primaire de q , mi a pour toute unité ; de c(Ç)
Démonstration. — Pour démontrer la première partie, supposons qu'on ait, au contraire, pour toute unité ; de c(Ç),
Posons T. = a-\-bV, mod V '. a et /* étant des entiers rationnels el e le plus
grand exposant -^ / — i, pour lequel une telle relation est possible; - étanl un
nombre primaire, on doit avoir nécessairement e> i et -.s 2 t. doit être congru
mod / à un entier rationnel (.s- - représente la substitution (Ç ; Ç ') du corps circu-
laire c(Ç)). Gomme on a s~*~'k= — À. mod V, on a
r..J^r.~(a + ble)(a + b(-\)*), (V ') , el il en résulte que, dans le cas de e</ — i. e doit être nécessairement impair.
(') N. T. — \'oir la fin du S r3i, et remarquer que V~: = ( ' — X)'— ' = i — (/— i)X= i + X, (mod f).
/ — 3 Nous avons trouvé, en démontrant le leinine 29, que les f = imites î,
du corps c(ç) vérifiaient les conditions
Si l'on porte, dans l'égalité J-^| = i, successivement les unités 1 st à la
place de ;, on déduit de la définition (82) du symbole -^— j et de son extension (S i3i) les congruences
l1'-» (-'-') = o, lu-'] (-'-*) = o, l"-e)(~'-l) = o, .... /|3!|-'-') = o. (111.nl /1 :
elles mollirent que clans la congruence iz = a + b\e, mod V '. e ne peut prendre
aucune des valeurs / — 2, / — l\, l — (i 3. Ceci joint aux conditions déjà trouvées
pour e montre que e = l — r. Comme d'ailleurs à'- *= — /. mod I , onaî: = « — M, mod l'. et, par suite, la norme de - vérifie la congruence
n(-) = (a- bl)1-1 = -'-', (i1).
D'autre part, on tire de la définition du symbole ($ i3i ) et du leimne n'j\ (§ i3a)
et comme le symbole du premier membre doit être égal à 1. il en résulte n(z)= 1, mod /\ c'est-à-dire -'~' = i, mod l'. ou z = -', mod l'. D'après le théorème 1 A8. le corps kuiunierien déterminé par y r. possède, vu la dernière congruence, un discriminant relatif premier à I, et, par suite, p est le seul idéal premier figurant dans le discriminant relatif de i\y-. l).
Posons p = çp'; %s est le seul idéal invariant de ce corps. De y/~ = V** = Vp ' résulte que s1> est équivalenl à un idéal de c(Ç). La famille de tous les idéaux invariants est donc de degré o pour le corps kummerien <'[y-, ?). Comme le nombre /
îles idéaux invariants de ce corps est 1 . il résulte du théorème 1 58 : 1 + m = 0.
c'est à-dire m = — — . Par suite, toute unité de c(Ç) est norme relative d'une unité :>
de c(v-, £J' et on a donc toujours (tbéorème i5i) !■ : ==1, et, par conséquent
aussi, , nie - — = = -- . — = i, conl rai renient a l'hypothèse que
I idéal y est de première espèce.
Pour dé nirei la seconde partie, considérons, comme dans le lemme 36, le
corps kummerien c(\ "-. "-_). ; étant 1 unité quelconque de c(Ç), différente cepen-
THEORIE DES COUPS DE NOMBRES AI.GEBRJQl ES. 2Ô5
dant de la /" puissance d'une unité de c(Q. Comme on l'a démontré à la fin du
paragraphe 147, toute unité de c(Ç) esl aorme relative (l'une unité de c{\ ;. ') el les deux familles d'unités des théorèmes i58 el i5g ont, par suite, toutes deux le degré
Comme, de plus. t= 1, le lemme 34 donne g -^ 1. Donc .7= 1 , toutes les classes d'idéaux du corps c(v;,!) appartiennent au genre principal. *i étanl idéal premier de deuxième espèce, On a -f = i, et, d'après le théorème t4o, <| se décompose en /idéaux premiers distincts du corps ''{y: . ÇJ. Soit fit l'un d'eux. I a nombre *| =|=o) du corps c(l) a dans c(\/;. ç) le caractère unique — '— ; ce dernier esl toujours égal à 1 (lemme 36) si x esl une unité de c(Ç). Le caractère «le l'idéal premier Ci dans c(y£, l) est. par suite, -, et ce dernier doit être égal à 1 d'après la proposition antérieure. Le lemme 37 esl dune complètement démontré.
Si l'on voulait encore ne considérer le théorème 1 5 1 comme démontré dan-, le cas de M) = t que si p.= i + X, mod 1". la répartition des genres, el en particulier le lemme 34. ne seraient aussi valables (pie dans ce cas. Nous devrions alors, pour démontrer la deuxième partie du lemme 37. prendre d'abord ; = Ç'-', puis £=Ç*e'-', £ étant une unité quelconque de c(Ç) et Ç* une racine /'""" de l'unité, telle que l'on ait ç*£,_'= i + 1, mod l\
§ IÔ6. — LEMMES SI 11 LES IDÉÀl X PREMIERS DE PREMIÈRE ESPÈCE.
Lemme 38. — Soil p un idéal premier de première espère du corps circulaire régulier c(Ç) et - un nombre primaire de p . S'il existe alors dans cl -'1 une unité : telle que l'on ait
jTr|r1, lJ\ = l~^\^
on a pour toute unité ; de ci -') l'égalité
Démonstration. — Le corps kunimerien c\\J-, Z) contient, p étant un idéal premier de première espèce, deux idéaux premiers invarjants M et sl>. à savoir ceux donl les puissances /"""'* sont l et p (voir démonstration du lemme 3;i. L'idéal premier invariant >T> étant évidemment idéal principal dans c{\/-, 'l), la famille déclasses des
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idéaux invariants de ce corps est de degré o ou i. suivant que S* est ou non idéal
principal. D'après le théorème 1 58, le nombre 2 + 111 est donc égal à o ou
a 1. c est-a-dire que Ion a m = ouw = . Comme l'unité e. vu llivpo-
thèse ~V"(=I=I' n es' certainement pas (théorème r5i) norme relative d'une unité
de <"(v "• -') • on a nécessairemenf m = , et. par suite, toute unité ; dec(Ç)peut
se mettre sous la forme ; = ïBj. a étant un entier rationnel et S une unité égale à la lionne relative d'une unité de c(v -, il). Pour ce motif, on a donc (théorème i5i)
il) ' { p ) tp] '
et par switc aussi ^11—' = — ; il en résulte, d'après la deuxième formule (83), que [ l ) ( p )
I on a aussi — — ■ = — . C. q. 1. d.
Si le théorème i5i n'est admis pour tp = t que si y. = 1 + /,. inod V, on déterminera une racine l'iaie de l'unité 'Ç, telle que Z*~'~l= 1 + X, mod 1". et l'on considérera le corps c(\/'Ct:'~' , Z) au lieu de c\\Jk, LJ. Puis on appliquera le lemme 36.
Lemme 3o. — p, p* étant deux idéaux premiers de première espèce de c(Ç) et t., z" deux nombres primaires de p, p', si l'on a, pour toute unité ; de c(Ç),
lp\ II) (p*) I 1 \
on a
Démonstration. — p* étant idéal premier de première espèce, nous pouvons déterminer une unité ï de c(Ç), telle que — = 1. Considérons alors le corps kumme-
rien c{\/i-, l). Son discriminant relatif ne contenant que les deux facteurs premiers 1 et p, un nombre a(=|=o) de c(Q ne possède que les deux caractères
(a, eicl . ja. ew) (aj
Comme on a — = 1, p* est décomposable dans c(ys~> ")- so'' V l'un de ses fac-
IP ) leurs premiers dans ce corps.
Pour tonner les caractères de *}>". observons que p est un idéal premier de pre-
ière espèce; on peu! donc déterminer une unité =* de c(Ç), pour laquelh
el sT> possède le caractère unique - - - • . Nous concluons alors, du Lemme .'>■">.
(j -^ 1 pour le corps c\\/i-, l), c'est-à dire que dans ce corps toute classe d'idéaux appartient au genre principal, el le caractère ci-dessus a donc la valeur t. Or, nous
avons — = 1. c'est-à-dire, à cause du la formule i* 1 13),
ensuite ,^-^- = 1 , c'est-à-dire I P '
IP_
et enfin " = 1, ou, avec les formules (83),
Comme (lemme 36) : j— ^—[= i, et (lemme 3o) : " ' = i, la dernière formule
devient
Comme, vu notre hypothèse, on a
on tire de 044)
égalité qui, jointe au\ formules ( i4a). (i43), conduit à celle du lemme.
Si l'on veut encore n'appliquer le théorème iôi pour w = l que si y. = i +/,, mod T, on prendra dans la démonstration ci-dessus une unité -. telle que l'on ait,
outre J— ï = i, (=-)" = i +7,, mod f\ pour un exposant a premier à /. C'esl toujours
possihle si !-— f = i. Mais si — ' =1= i et que *— -|-i, cette condition peu! être vér ( p* j [ P ) ( P ]
rifiée encore si l'on prend pour $ une puissance convenable de 'Ç. Il n'y a encore
doute que si ! — =1- i et ,— — i . Dans i :e cas, renversons les rôles de p, r. et p", -*
fp*\ ( p* i
dans la démonstration : alors il ne reste plus que le cas où l'on aurait en même
temps I — >=l=i, I — (=l=i, et ^— =i. — J = i. Mais dans ce cas les deux der-
1 |p*j (p\ iv-\ i p \
nières conditions montrent sans plus l'exactitude du lemme.
Lemme 'io. — p étant un idéal premier de première espèce de c(Ç) et - un nombre primaire de p: si l'on a pour toute unité ; de c(£)
)j\=" \~t\' si, en outre, p* est un idéal premier =|= p de première espèce tel que l'on ait
Mll = l*!|=b, h'i Ici ' '
il existe toujours dans c(l) une unité £ telle (pie
-* étanl un nombre primaire de p*.
Démonstration. — Nous procédons exactement comme dans le lemme précédent et nous arrivons, en introduisant certaines unités £ et =*, aux trois formules (142),
C i A3), (i44)- Mais, vu l'hypothèse ! — ( = \ '" ' " t , ceci et ] — !==) — =|- i, ainsi que
les tu lis formules indiquées, conduisent à la démonstration du lemme 4o.
Si le théorème i5i n'est admis que dans le cas de \j. = i + /-. mod I*, il suffit de ■
déterminer î de manière à vérifier, oui re : ;== i . encore la congruence u-)"= i + /.,
!p'^ mod V, avec a premier à /. détermination toujours possible ici.
§ iô-. — Cas particulier de la loi de réciprocité pour deux idéai x premiers.
Théorème 162. — p et q étant deux idéaux premiers quelconques d'un corps circulaire régulier pour lesquels - =1, on a aussi - =1.
Démonstration. — Soient r. y. des nombres primaires de p et .■). Considérons le corps kummerien ''(v-, l) et distinguons deux cas, suivant que p est de première ou de seconde espèce.
Dans le premier cas, le discriminant relatii de <\v~. I) contient les deux idéaux
premiers I et p et il existe, d'après le lemme .17. une un lié : de cil) Ici le que — j— =1= i- I 11 idéal de <'{\/~, t) n'a, par suite, qu'un seul caractère, c'est-à-dire que /'=i et (lemme 35) </ — 1. Comme -! = i, q est décomposable dans c\\/r.. L'j; soil Q un
de ses facteurs premiers. - et 7. étant primaires, on a (lemme 3o) — - — = 1. et G
appartenant au genre principal, on a aussi - = - = 1 . C. q. f. d.
Si p esl de seconde espèce, i>u a (lemme '.'>- i pour toute unité : de c(Ç) : \~- = i . et par suite (démonstration du lemme 3-j) le discriminant relatif de c(\ -. i) ne contient que L'idéal premier p. Par suite, on a encore r= i, o= i . < — = i, donc
c\ est décbmposable dans c(\, ;'z. ç). Suit Ci un de ses facteurs premiers. Ci étant du
. . , » ;• - i . w., - i \ q , genre principal et comme un a {—7- =i, on a aussi =,- =i. !.. m. t. m.
Dans le cas où le théorème i ."> i . et par suite aussi le lemme 35, ne seraient admis pour io = 1 que dans le cas de n= i + À. mod I\ il faut ajouter ce qui suil dan- le cas où p est de première espèce.
p étant un idéal premier quelconque et - un de ses nombres primaires, on déduit
de la définition du symbole \-^- <!> i3i i et du lemme ->'4 ($ i3a) l'égalité
Or. si l'idéal premier o est tel que l'on ait — = i. déterminons une racine / de
l'unité !* (elle que l'on ait l'z'"' = ï — À. mod V. et envisageons au lieu de c{\/t., Ï)
le corps c(\A*~'-1. -)• Nous employons alors la méthode indiquée plus haut. Comme
on a
et qu'on a, comme plus haut, 1-^— =i; que d'autre part, vu(i 45), j— t-1 = ,- =i>
il en résulte ' " " " — =i, et nous en tirons " — ' = i. c'est-à-dire , -\ = i.
Suit, d'autre part, — =!= ï : p élant de première espèce, il existe sûrement une
unité £ telle que — ( =1= '• Vît de plus (lemme 37) une unité e, telle que j— ; — =|=i.
' * I p \ ' (Il
On peut, de plus, choisir ces unités = 1 + X.mod.F. Nousen déduisons l'existence-d'une
unité s, pour laquelle — H=i et s^—^'-,-i. et telle que '.= = 1 -)-X, mod V En ( p ) { l )
effet, si ces conditions ne sont remplies ni par s, ni par s., on a simultanément
. et alors î = (= s ) - serait une unité vérifiant ces conditions.
Déterminons alors une puissance v, = t" de 1 telle que l'on ait — = 1. Si l'on avait
t— ='= 1. à serait sûrement premier à /et on aurait -1— — =|= 1. I p\ ' I '
De plus, •/. étant primaire, il esl \i-ible qu'une certaine puissance de r,x d'expo-
saut premier à / est congrue à i + À . niod I*. De ( i^ô) et du lemme 36 résulte encore ' =|= i. Le corps kummerien ((y/v,-/. , ç) ne possède donc qu'un genre. Comme
-f = i, p est décomposabïe dans ce corps; ty étant un de ses facteurs premiers, ' P ( son caractère est égal au symbole
i «" I loi' Ç étant une racine /""'e de l'unité telle que l'on ait , "' '••[= '• Vu la dernière
égalité et comme on a ^— - =i, il en résulte j* ' — ' ' = i, et. à cause de
— — ! }=|=i, ' est aussi =|= i, c'est-à-dire, vu (i45)> ,-- =1= ' : on a dune L" =|= i. ( 1 ) ( l ) ( (\ i
Mais comme L'un des caractères de l'idéal premier s}> doit être égal à î. il résulte de .-' = i nécessairement — = i, contrairemenl à ce qui précède.
>; [58. — Existence d'idéaux premiers ai xiliaihes pour lesquels la loi de réciprocité se vérifie.
Lemme !\i. — p étant un idéal premier quelconque du corps circulaire régulier c(Z), il existe toujours dans c(Ç) un idéal premier r vérifiant les conditions
jiU, ii.î — iJLl-u,
| tj"1 • \t) I p j ' '
Démomtratï&ïi. — Soit h le nombre de classes de c(Ç) et. comme aux paragraphes i V) et [54, //* un entier positif tel que l'on ait hh" = i. niod /. Soit p le nombre premier divisible par p et s=p**° un nombre primaire de p: soient, de plus, p', p". ... les idéaux premiers distincts conjugués de pdans c(Ç)et -' = p'1'1' . -" = ?"'''' . etc., Les conjugués de - dans c(Q : ils sont primaires pour p'. p" On a ensuite
p=pp'p"... . Comme, de plus. — — j — doit être une unité de c(ç) el quecesl un
nombre primaire, il résulte du théorème [56 (voir aussi § i '( ^ i que ce quotient représente la /""'" puissance d'une unité z de c(0 :
appliquons alors Le théorème i52, en prenant
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'i a'étant pas la /"'""' puissance d'une unité de c(t) et -. -', -". ... étanl des puissances d'idéaux premiers donl les exposants sont premiers à /, les conditions du lhé<>rème 1 5a sont remplies, et il existe par suite dans c(V) un idéal premier r el un certain exposant m premier à / tel que l'on ail
it m
t " * ' Iti ' ' /r »
c'est-à-dire
où C'est une racine /'""e de l'unité autre que 1.
. ip**"] \r'n"" 1 (--'-"...) De (i46), on tire , = , = , = ;c, el par su île on a aussi, \u
le théorème lio, — — = t". 0 étant un nombre primaire de r. Comme maintenant, (p**«j " '
vu ( r .v>i et le théorème 1G2. on doit avoir \±-, = 1, j-jj = i, ... et que
nous obtenons
jîH|!=ç'- Cq-fd-
Lemme 42. — p étant un idéal premier quelconque du corps circulaire régulier
c(l) et - un de ses nombres primaires, ; étant une unité quelconque de ci -> non égale toutefois à la /'"'"' puissance d'une unité de c(Ç), il existe toujours dans c(l) un idéal premier r vérifiant les conditions
\îll- iJLj = iJL| + ! il S ' 1 x \ \p \ l
Démonstration. — Soient -. 7:', -". ... les mêmes nombres que dans la démonstration précédente; prenons pour le théorème 132
Y, = '• Ti=Ç> Y3='- 7. = '• Y,= I
les nombres a,, % , ... vérifiant encore les conditions du théorème i5a. I ne démonstration semblable à la précédente conduit à un idéal premier r remplissanl les conditions de l'énoncé.
S i5g. — Démonstration de la première loi complémentaire.
Pour démontrer la première loi complémentaire clans le cas d'un idéal premier p de première espèce, appliquons le lemme 4i : on peut déterminer un idéal premier r Ici que l'on ait
et que, par suite, il soit de la première espèce. D'après (i45), on a pour l'idéal r l'i'iralité
c étanl un nombre primaire de r. Comme on a , — =1= i, on a pour toute autre unité r i x \
; de c(Ç) (lemme 38)
et par conséquent les conditions du lemme 4o sont remplies par les idéaux r et p. D'après ce lemme, il existe donc dans c(Ç) une unité s telle que l'on ait
- étant un nombre primaire de p. Par suite, on a (lemme 38) pour toute autre unité
r de cl - ) l'égalité — = ^— , ce qui démontre la première loi complémentaire de
la loi de réciprocité si p est de première espèce.
Suit maintenant q idéal premier de deuxième espèce de r(Ç). Alors on a. pour toute
unité S de c(£), — = i, et y. étant un nombre primaire de q. on a toujours aussi ( 0 )
i lemme Bn \ * —^-2 = i . On a donc encore la première loi complémentaire
M Mi'
S l60. — DÉMOKSTRATIQ3 DE LA LOI DE RÉCIPROCITÉ ENTRE DEl X IDÉAt X PREMIERS
QUELCONQUES
La première loi complémentaire axant été démontrée, on en conclut, avec le leinnie ,'h|. I.i loi de i éci ] h i » i t ('■ pour deux idéaux premiers quelconques de première espèce.
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Soient, en second li<,u, p un idéal premier de deuxième espèce, -ri /.des i
I' UN
lues primaires de p et q. Dans le cas où L'on a - = i, il résulte du théorème 162
- ' = i, et par suite l'exactitude de la loi de réciprocité pour v et q. Supposons maintenant ,— — — (=1= i • P étant de première espèce, il existe une unité : telle que — = i ,
(p\ (p) IP)
el on peut de plus toujours supposer qu'une certaine puissance de s-/., d'exposanl
premier à /, est = i + X, mod !" (cela ressort d'une considération à la Gn t\<- la démonstration du lemme 39). Considérons le corps kummerien c(\Ax, -')• D'après le théorème i/j8, le discriminant relatif de ce corps par rapport à c(Ç) contient les deux facteurs premiers 1 cl q ; q étant de deuxième espèce, on a, \u les lemmes 36 el .'Î7. pour loute unité : de c(Ç)
et, d'après cela, le nonihre des caractères distinctifs du genre d'un idéal de c{\ ex, '.') est égal à a. D'après le lemme 35 le nombre des genres de ce corps esl donc g ^.l. Déterminons alors, d'après le lemme la, un idéal premier c de c(Ç) tel que l'on ail
i r j 'US ( r r1" '
A cause de la première égalité, r esl, encore décomposable dans c[\/ £•/.. ÇJ. Soit -3t un de ses facteurs premiers dans ce corps et p un de ses nombres primaires. L'idéal *X a dès lors dans c.(y/ex, ÇJ les deux caractères
Comme le second caractère est =|= 1, les idéaux "Jî. 9t\ ... . 9i' délcrminenl des genres tous différents, et il n'y en a pas d'autres, vu la limite supérieure trouvée pour <j. En appliquant la première loi complémentaire (S iôg), on obtient
\ ?J_ s* / j t 1 jp, si ( _£j ( J_ j |_L| = ii_MAl = ^! = i ( X i \ q j j 1 )( q) ( r j ( q i (r ) j r j \x\
C'est-à-dire que le produit des deux caractères (1^7) est égal à 1. Comme toul idéal de c\\/f/., Zj appartient à l'un des / genres, il en résulte que tout idéal île c{\' iv.. l)
a deux caractères de produit égal à 1. A cause de j — (= '. V Psl encore décomposable dans c(\/v/., l) ; soit <|> un de ses facteurs premiers dans ce corps: les deux caractères de cet idéal sont les symboles
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et on on conclut, d'après la première Loi complémentaire,
\-~ ï'-i \p_) = \^ji \9_\__\j_l [1:1 -
j i j \ q ] ( I j j q ) ' *> » ' q » ou
ce qui démontre la loi de réciprocité pour les idéaux p et q.
Soient, en troisième lieu, q et q* deux idéaux premiers de deuxième espèce, •/., •/.* des nombres primaires de q, q*. Considérons le corps kummerien cyy-/.-/.". "S). Les nombres /. e| y.* sont, on l'a vu dans la démonstration du lemme 3-, congrus mod V à des /•'""'" puissances de nombres de c(Ç); il en est donc de même de y.-/.*, et par suite, d'après le théorème i/lS. le discriminant relatif du corps c{\/v.y'. ':) n'est pas divisible par t. Ce discriminant relatif ne contient, par suite, que les deux facteurs premiers q el q'. Or, on a pour toute unité ; de c(ç)
et par suite le nombre des caractères distinctifs des genres de c{\/y.y.'. L'j est r=2. D'après le lemme 35, on a alors g-^.1- Ensuite, d'après le théorème iâa. on peut toujours déterminer un idéal premier r de c('l) tel que l'on ait
\?£) __ , ('i_)_i_ , IjLl i_,
( r i — ' j-tS+ ' (rT1' '
r est encore décomposable dans n Ç). Suit $ï un de ses facteurs premiers, p un de ses nombres primaires. Les caractères de l'idéal 9Ï dans le corps kummerien sont les deux s\ mbi îles
Comme le premier caractère est. d'après le théorème i(W, nécessairement =|=i,
puisque — 1=1= r, les idéaux SJt, 9ï': 9t' déterminent /genres distincts et il n'y
en a pasd'autres. Comme on a — =|=i, r est un idéal de première espèce: par
suite, d'après ce qui précède, la loi de réciprocité s'applique d'une pari à r. q; d'autre part à r. q'. et le produit des deux oaractères 1 1 i8) est donc
i i ',,,, it| > r ; __ \ q / \ q ' / __ \ •/.-/.' i _
Comme tout idéal de r(v'/.-/.*, g appartient à un des / genres, il résulte de 1 l'iu) ([ne tout idéal a deux caractères don) le produil esl égal à i. Or, l'idéal »i esl égal à la /"""• puissance d'un idéal premier G de r{\ ■/./', t). Les deux caractères (je G dans
ce corps sont alors
( q \~~( c\ \ (qj Uî ' | o* * !«•) («T
et leur produit devant être égal à 1, on obtient
V|_ii.j
US Ut
La loi de réciprocité est ainsi démontrée pour deux idéaux premiers quelconques.
§ l6l. — DÉMONSTRATION DE LA DEUXIÈME LOI COMPLÉMENTAIRE.
Soit d'abord p un idéal premier de première espèce et - un aombre primaire
de p. Déterminons une unité î de c(Ç), telle que l'on ait -| = i. et considérons le
corps kummerien cfvsX, '.'). Comme — {= i, p est encore décomposable dans ce
corps; soit <J> un de ses facteurs premiers. .Nous voyons que l'idéal %* a un seul
caractère, "' "A ; et comme il n'y a aussi qu'un genre (lemme 35), le genre prin-
I s I (t, ej cipal, ce caractère doit être égal à 1 . Par suite, comme (S iôq) . — = — j- . on a de
suite l'égalité
( X'|_ ("' Xj / p * ( I )'
Soit, en second lieu, q un idéal premier de seconde espèce, et ■/. un nombre primaire de a; il v a deux cas à distinguer, suivant nue l'on a , — , = 1 ou != 1. Dans
le premier cas. la considération du corps kummerien c{\/\, ^J montre que l'on a aussi — — =1. Dans le second cas, on déterminera, d'après le théorème [5a, un
idéal premier », pour lequel on ait ! — } = — f=|=i. Alors p est nécessairement de
( P * ( P * première espèce, et il résulte du théorème 162, - étant un nombre primaire
de », — =|=i: on lient donc déterminer un entier rationnel « de façon que — , = '• v [ q \ l l { q )
En considérant le corps efvy W. l)< comme on a ]'' '" = — -|= 1, un idéal n'a
encore dans ce corps qu'un seul caractère, toujours égal à 1. Appliquant ceci à un
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facteur premier G de q dans ce corps, cm a - — - — = i— , — r- , = i. et en 1 [\)[p)(\)
,,,.-,■.. * p / » <\ i \'A i v- ri
tenant compte de 1 eyalite — =; — .on a., — = — - — .
i q \ /pi i (f \ [ I )
C'est Ruminer qui a démontré le premier la loi de réciprocité des résidus de puissances pimes. Notre démonstration nouvelle diffère de celle de Kummer, surtout en ce que kummer obtient d'abord la première loi complémentaire, au moyen de calculs considérables, par une généralisation très babile des formules de la division du cercle, et que c'est seulement alors en s'appuvant sur ces calculs, qu'il en déduit la loi de réciprocité entre deux idéaux premiers; au contraire, dans les développements qui précèdent, les démonstrations de la loi de réciprocité et des deux lois complémentaires découlent d'une source commune.
Parmi les luis de réciprocité particulière que l'on traite à l'aide des formules de la division du cercle, citons la loi de réciprocité des résidus biquadraliques [Gauss . I jm snstein8 ']. celle des résidus cubiques [Eisenstein '■ :, Jacobi1], puis les recherches de (iineiner '• -• 3 pour les résidus bicubiques et celles de Jacobi ' pour les restes de puissances 5', 8' et 12'.
Mentionnons aussi que Eisenstein a donné sans démonstration une loi de réciprocité pour le- restes de /''""" puissances el a même envisagé le cas où le nombre des classés du corps circulaire des racines /'"'" de l'unité est divisible par /. [Eisenstein '• '-.]
CHAPITRE XXXIV
Nombre des genres d'un corps kumraerien régulier.
S 162. — Théorème sur le symbole
Théorème i63. — v et p. étant deux entiers quelconques =|=o d'un corps circulaire régulier ci l'i. on a toujours
le produit étant étendu à tous les idéaux premiers u> de c(Ç).
Démonstration. — Soit /* le nombre des classes d'idéaux de c(Ç) el h* un entier positif tel que hh'=\. mod /. Posons v = Vplpt... et [y. = ï*<j1qs..., <i el 6 étant des exposants entiers el p , p., <i , et.,. ••• des idéaux premiers déterminés de
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c(Z). r. , -„. .... y. , y. étant des nombres primaires des idéaux premiers v,.
v cr , q , ... et tels que l'on ail
mi a. en posant X = i — L',
(i."iO) v*" = £ À""" r, -2 . . . . ;,.*" = y, ),"** y,/.;...,
e et t) riant des unités de c(ç). m> étanl un idéal premier quelconque, on a toujours
'"uT* ~ / ïv '
Soient alors v. q deux idéaux premiers distincts autres que 1 de c(Ç) et -. /. deux nombres primaires correspondants; soient, de plus, ?. y, tics unités quelconques de c(Z). t'n tire facilement du lemme 36 et du théorème » < > i les formules
|U!!_, Sflil — , I I ï~ ' / 1 i (i5a)
e, ? s. rc/_ t~-*/ *"•*/
iv étant un idéal premier autre que 1, non diviseur de ;;., le discriminant relatif du corps kummerien c(\/;j., Çj est (théorème i48) premier à tv; si tv est aussi premier à v. v est résidu de normes du corps kummerien çvyfjt,, Z) (théorème i5o) et on a,
par suite (théorème 1 5 1 ). !-^-!-(= t. Par suite (vu 1 5a ) le théorème est vrai si l'un
1 / iv *
des deux nombres v. \j. est soit une unité, soit une puissance quelconque de À. soit un nombre primaire d'un idéal premier =|=I; à cause de (i5o) et (i5i) et des règles (So) et (83), le théorème i63 est donc général.
S 1 63. — Théorème fondamental sur les genres d'un coups m mmerien régulier.
Théorème i64- — Soit r le nombre '/es- caractères distinctifs d'un genre du corps kummerien régulier C = c(\/[j., Z); pour qu'un système donné de r racines /""" de l'unité caractérise un genre de C, il faut et il suffit que le produit de ces- r caractères soit égal à i . Le nombre des genres de C est par suite lr~*.
Démonstration. — Soit h le nombre de classes du corps circulaire régulier c(Ç),
h" un entier positif, tel que l'on ait hh" = i. mod /: soient I, fp les /' facteurs
premiers du discriminant relatif de C choisis conformément au paragraphe i/jo. Soit A une classe d'idéaux quelconque de C, 3 un de ses idéaux premier à f = | i — Z)
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<'l au discriminant relatif de C; soit v = (-Nc [3])**" l'entier de c(Ç), formé selon le paragraphe i Vj et pourvu d'un certain fadeur unité de telle sorte que
*»Ht1 «^H'tI'
soienl les r caractères distinctifs du genre de 3. Suit p un idéal de c(Z). dans le cas <iù il en existe un. figurant dans v avec un exposant dhisible par /; p est alors sûrement différent de 1 et premier au discriminant relatif de C. Nc(3) étant la norme relative d'un idéal, p doit être décomposable dans C. On a donc (théorème 149) pour
un tel idéal p : ! — ( = i, et par suite aussi \-^4-i=^i. \u le théorèms i(r3. il en résulte
(i53) II
le produit étant étendu à tous les facteurs idéaux premiers n> distincts de ( du discriminant relatif de C et, en outre, à l'idéal premier 1. Ensuite on a. lr , (, étant
les autres facteurs premiers du discriminant relatif, vu le paragraphe i ig :
Si alors le discriminant relatif du corps C contient l'idéal premier 1, 1 153) montre déjà que le produit des /• caractères est égal à i. Dans le cas contraire, le nombre v est (théorème nio) résidu de normes du corps C, mod 1. et par suite (théorème i5i)
-y^- = i ; on \iiil encore dans ce cas, d'après (i53) et (i54), l'exactitude de l'une
des parties du théorème 164.
Pour abréger, nous ne démontrerons la seconde partie que dans le cas où le discriminant relatif de G ne contient pas f. Soient alors encore l, lt ses facteurs
premiers dans c(Ç) et /, À, des nombres primaires correspondants; soit ct l'exposant de 1, dans ;j. et e* un entier tel que e,c,*= r. mod /. Enfin, soient y, y,.>
y racines /""(le l'unité quelconques donl le produit y, ■■■.y,.= i; d'après le théorème i5a, il existe alors toujours dans c(£) un idéal premier p non diviseur de [j. et remplissant les conditions
pour un exposant m de la série 1 , 2, .... / — 1 . - étant un m un lue primaire de p, on a. vu (i55), d'après le théorème 161,
;h i m _ ma ", met
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On oblicnl de même, \ u | i56 1,
Comme y, y, ... yP = i, on a, mi i iô-i el i i">s
le produit étant étendu à i"ii^ les idéaux premiers (, !,. Si alors to est un idéal
premier de cÇl) autre que p, 1, t,. le nombre tz (théorème i5o)est reste de normes
du corps kummerien, nu ni uv el par suite i théi irème i 5 i i on a touji mrs ' " ' ' ' ' = i .
On tire de là et de (i5q) et du théorème [63 que l'on a aussi " = i, c'est-à-dire
— ==i. D'après cette dernière égalité, p se décompose dans C en / idéaux premiers
(théorème iVi'. «T> étant l'un d'eux, l'idéal vV" a évidemment, vu i i r> — . el i i58), pour caractères distinctifs les racines /'""■- de l'unité données y y , el le théorème i<i'i esl ainsi complètement démontré dans le cas considéré. Si t figure dans le discriminant relatif du corps C, il faut apporter à la démonstration une modification
facile à déduire par analogie de ce cpii a été dit dans le cas du corps quadratique (Miir S Si).
kumnier a basé ses recherches sur un certain anneau de nombres du corps C = c[y ;a. çj et non sur la totalité des entiers de ce corps. La notion du genre subit alors un changement. Ruminer a eu le grand mérite de découvrir et de démontrer pour cet anneau le théorème qui répond au théorème i64- [Kummer20.] En dehors de l'anneau étudié par Kummer, il y en a encore dans C une infinité dont la théorie pourrait -r développer avec autant de succès.
!» ili'i. — Les classes du genre principal dans l> corps ki mmeiuex régulier.
Nous plaçons dans ce paragraphe et le suivant quelques conséquences importantes du théorème fondamental 1 64 analogues aux théorèmes développés pour le corps quadratique dans les paragraphes 71, 72 et 8a.
Théorème i 63. — Le nombre des genres g d'un corps kummerien régulier est égal au nombre de ses complexes invariants.
Démonstration. — / el 11 axant le même sens qu'au théorème 1.J9. si l'on considère
... I ' - 1 que g=l ' (théorème r64), il résulte du lemme 3!\ ■. r — î-^l/ — « — • . cl
comme, d'après le lemme 33, on doit avoir I + n <C r — 1 , il en résulte
Le nombre a des complexes invariants (déterminé dans la démonstration du lemme '■'<] 1 est, par suite. ï~' ; on a donc a = g.
Théorème 166. - - Tout complexe du genre principal dons un corps kummerien régulier est la 11 — S)'éme puissance symbolique d'un complexe de C, c'est-à-dire <jiie /mile classe du genre principal est le produit de la (1 — S)""" puissance symbolique dune classe et d'une classe contenant des idéaux de c(Ç).
Démonstration. — On a obtenu, dans la démonstration du lemme 34, l'égalité "/' = ///': a est le nombre des complexes invariants,/' celui des complexes égaux à îles (1 — S)'""ts puissances symboliques de complexes, g est le nombre des genres, /'celui des complexes du genre principal. Connue, diaprés le théorème i65, a = g, on a /'=/, ce cpii démontre que tout complexe du genre principal est la ( 1 — syéme puissance symbolique d'un complexe.
§ 1 65. — Sun LES NOMMES RELATIVES DES NOMBRES 1)1 \ CORPS KUMMERIEN RÉGILIEB.
Théorème 167. — v, ;j. étant deux entiers du corps circulaire régulier c(Ç), \>. non
égal à la I"' puissance d'un nombre de c(Z). cl vérifiant, pour tout idéal premier u>
de c(Ç), /'/ condition
/<• nombre -1 esl toujours égal à lu nonne relative d'un entier ou d'une fraction \ 1I11 corps kummerien C = c(vi*, Z).
Démonstration. — Démontrons d'abord ce théorème dans le cas où v est une unité de c(Ç). Donnons encore à l el à n le même sens qu'au théorème 1Ô9 ; dans la démonstration du théorème i(i">. on a montré nue r — 1 =/ + n — — , c'est à-dire que
t + r. Considérons, d'autre part, les ;•* = / — r unités s,, .... tr définies
au paragraphe i'io. \u les égalités (i4o), un produil de puissances de ces r' unités ne peul être la /"' puissance d'une unité de c(Ç) que si tous les exposants sunl divisibles par /. On peut donc, la totalité des unités de c(Ç) formant une famille de
degré .déterminer r* autres unités : a ,. i e,_, de c(Q, telles
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que toute unité ; de r(Ç) puisse se représenter par
x, xl_t étant des exposants entiers rationnels et = une unité appropriée de i -
En posant alors
les r* égalités
(a = i. J, ...,-;-; > = 1. i, .... re|
(,6o) m=I- ict (^
donnent les /•* congruences linéaires en art, a-, r,_,
(161) (mo,l /,.
/ elr as + e,,..», + ... + <?,_, x = o . \
A cause de (îAo). nous avons
tfs, = i , tj. = o, . . . , er*, = o ,
e,.= i, ..., epC. =o, }(mod /),
et par suite les r* congruences linéaires (161) sont indépendantes: il en résulte que toutes les unités r remplissant les conditions (160) forment une famille d'unités de
l — i / — i degré r = t +.r.
Nous avons établi, au début de cette démonstration, que le degré n de la famille de toutes les unités de c(Ç), normes relatives d'unités ou de fraction-, de C, a la même valeur. Comme, de plus, toute unité de c(Ç), norme relative d'une unité ou d'une fraction de C, est évidemment résidu de normes de C, mod 1 et doit par suite (théorème 1 5 1 ) vérifier aussi les égalités (i.6o), toute unité de la première famille appartient aussi à la seconde; ces deux familles ayant même degré sont donc identiques. Or, l'unité donnée v satisfait par hypothèse aux conditions | 160) et appartient, par suite, à la seconde famille; v est donc aussi contenue dans la première, c'est-à-dire que v est norme relative d'une unité ou d'une fraction de C.
Soit maintenant-/ un entier quelconque de c(Ç), vérifiant les conditions du théorème 167 ; considérons les facteurs idéaux premiers de v dans ci _' Posons ) = 1 — Ç
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et ( = (\). Si l'idéal premier 1 entre dans v, mais avec un exposant b non divisible par /. et qu'il n'entre pas dans le discriminant relatif du corps C, on a. d'après la lin du paragraphe 1 33,
j VJJ. / _ j 'AjL )_(_!*_') ~* I I,J il.) |ï j '
et, vu L'egalite qu'on en tire, - =1, test (théorème 1^9) decomposable dans C
en / facteurs premiers. Si S est l'un d'eux, on a : Ï=NC(£).
Soit ensuite p un idéal premier de c(Ç) autre que t. et entrant dans v avec un exposant h non divisible par /; au contraire, supposons son exposant a dans \i. divisible par /: on a alors par définition
et il en résulte, vu l'hypothèse du théorème 167, = 1 : donc (théorème 149) p est
aussi dans C le produit de / idéaux premiers. %* étant l'un d'eux, on a p = M,.fl,i.
Enfin, les idéaux premiers de c(Ç) facteurs du discriminant relatif de C sont toujours des puissances /'""-* d'idéaux premiers de C. et sont par suite aussi normes relatives d'idéaux de C. De-tout cela résulte que v doit être norme relative d'un idéaj JpdeC : v = Ne($).
De plus, vu l'hypothèse du théorème 1C17. »Vj appartient au genre principal de C et Huns pouvons par suite poser, d'après le théorème 1 60,
j étant un idéal de c(Q el 5 un idéal de C. Si h est le nombre des classes d'idéaux
de c(Ç), on a j -»- 1, et par suite A= ( — rzr- doit être un nombre entier ou fraction-
naire de C; sa nonne relative N< (A) est évidemment égale à vi". 1 étant une unité de c{'l). De la dernière égalité résulte, d'après le théorème i5i. que l'on a, pour tout
idéal premier i» de ci L'). , — ! = 1, et par suite aussi , — = 1 . Or, on a mon lie.
dans la première partie de la démonstration, que dans ces conditions ; doit être norme relative d'un nombre de C: posons £=NC(H). H étant un nombre de C. h et e étant alors des entiers rationnels tels que l'on ait l>h 4- el= 1, on a
v = Y<A'rr'V).
et la démonstration du théorème 167 est ainsi complète.
Dans cette démonstration nous pouvons, dans les deux cas. restreindre l'application du théorème i5i au cas de i»=|-ï, car d'après le théorème i63 les conclusions subsistent . même p0UTtV = I.
On esi iiiii^i parvenu ;'i étendre aux corps km 11 me rie n ■< réguliers I un tes les propriétés déjà établies et démontrées par (iniiss pour les corps quadratiques.
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CHAPITRE XXXV
Nouvelle méthode pour la théorie d un corps kummerien régulier.
S 166. — Prophiétés ESSENTIELLES DES i NITÉS d'| n corps circi laire régi lier.
Nous avons vu quel rôle imporlanl joue le sj mbole — — dans la théorie des corps
kummeriens. Pour la défihltion de ce symbole (paragraphe i3i) el la recherche de ses propriétés, du paragraphe 1 3 1 au paragraphe i33 nous avons, comme K.ummer, introduit les dérivées de logarithmes des polynômes œ(a;), adjoints à un nombre
u = i, mod 1. Les calculs des paragraphes [3i bis à i33 pour le sj mbole dans
les corps kummeriens correspondent d'ailleurs aux considérations du paragraphe <i'i
pour le symbole ( -■ — ) du corps quadratique. Quoique nous soyons déjà parvenus
à réduire à de moiiMres proportions les calculs employés par Kummer, il me parait cependant nécessaire, surtout en vuedu développement futur de la théorie, de chercher s'il n'est pas possible d'édifier la théorie des corps kummeriens sans ers calculs. J'indique brièvement dans ce chapitre la marche à suivre.
D'abord on peut établir aisément sans calcul et sans les nombres de Bernoulli les propriétés essentielles ci-après des unités du corps circulaire régulier ci Q. Rappelons-nous, pour le théorème i56, la dernière démonstration indiquée au paragraphe 1 4 1 -
Nous pouvons alors déduire, du théorème iô6, le théorème [55 de la manière
suivante. Nous entendons par s, ï;« un système quelconque de l* unités réelles
de cÇÇ) ; nous déterminons alors des exposants positifs et c,.. et des entiers
rationnels a, , .... «r . bt I>r. vérifiant les congruenecs
l = at + btX% (t'.-").
Et, = a,. + b^\ {V>*+<).
Nous supposons que e, ait la valeur mini ma parmi les exposants e. Nous pouvons alors, on le voit aisément, multiplier les f — i unités =2, .... s! par des puissances des,, telles que ces /* — i produits s^, .... s'ia vérifient les congruences
e'. = «.s/« = a'. + V.X-.; (rn.
V& = a;, + 6;er«, (fv")
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les a' et les 6' étant des entiers rationnels premiers à /, et les exposants e'„, ..., ejq étant tous plus grands que e1. Les unités e, , e!,, e£ eje forment encore un système d'unités fondamentales dans c('Ç). Soit e'„ le moindre des e' ; il est encore possible de multiplier les unités e3, ..., &'* par des puissances de s!,, de manière que les T — 2 produits obtenus s!,', ..., e" vériflent les congruences
= a"ie + b"iar"", (V"> 'i.
les a" cl //' premiers à / et les e" tous plus grands que e'2.
Les unités e, , e1. s" . î". • ■•, e" forment encore un système d'unités fondamentales de c(Q. En poursuivant ainsi, nous arrivons à un système d'unités fondamentales de c(Ç), s, . ;!. e" ' ~" vérifiant les congruences
< = < + &;vs (r'"+i).
les a et les I, étant premiers à / et les exposants e, ej'c*_,) vérifiant les inégalités
Comme les unités considérées sont toutes réelles, tous les exposants e, , e!,, ...sont pairs. Or, si on avait
e" "-" serait, d'après le théorème i56. la /il"'" puissance d'une unité y, de c(Z). En exprimant alors y, au moyen des unités Z, e,, z, ëj"~ ' sous la forme
h i -, -2 • • • ' -,. ; les « étant des exposants entiers rationnels, et en élevant celte égalité à la /"'"e puissance, nous obtenons une relation entre les /* unités e,, e!, s1/;"11 avec des exposants Don tous nuls; ceci est contraire au fait que e, . z'„ e1/-" forment un système d'unités fondamentales de c(Q. Par suite, on a
Il en résulte, vu les inégalités (162), que l'on a nécessairement ,, = 2, e; = 4, < = 6, ..., ^-" = /-3,
et on en conclut immédiatement l'existence d'unités s, e,< ayant les propriétés
indiquées au théi irème 1 55.
Le théorème 157 résulte, comme au paragraphe \'\>. du théorème i55.
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S 1(17. — DÉMONSTRATION D'UNE PROPRIÉTÉ DES NOMBRES PRIMAIRES D'IDEAUX PREMIERS DE SECONDE ESPÈCE.
Nous nous basons sur la définition du symbole , : donnée paragraphe i3i,
/ lo »
. (v, lll • ■■•
niais nous nous passons provi soi rendent du symbole .— -~ : nous n utilisons par
suite les théorèmes if>o. i">i que pourn>=|=t. Les théorèmes i58e1 1 5g s'établissenl alors immédiatement comme on la montré, si l'on l'ait L'hypothèse restrictive que Le discriminant relatif de c{\/\>. , Z) par rapport à c(Ç) est premier à 1. Avec celte res
triction, nous arrivons, sans employer le symbole < — — — > , a la notion de caractère
d'un idéal de c{\J \i , ç), à la division des classes d'idéaux d'un corps kummerien en
genres, ainsi qu'aux lemmes 33, 34, 35, et nous démontrons ensuite Le len
suivant :
Lemme 43. — Tout nombre primaire y. d'un idéal premier <\ de seconde espèce est congru mod l' à la /"'■"" puissance d'un entier de cQ.
Démonstration. -- Soient s, s,e, les /* = unités fondamentales du
corps c(Ç) définies au paragraphe 166 et désignées alors par s, =(',""; soienl
ensuite », »,, .... », des idéaux premiers de c(£) autres que 1, tels que l'on ait
( » S M ' US ! v )
(i63) (If», S (V, * '**' (».* '' "" ÏP<
Ç*, £ Çj« étant des racines /"'"""de l'unité quelconque autres que 1. L'existence
de tels idéaux résulte du théorème iSa; en nous reportant à la démonstration de ce théorème, nous voyons que non seulement le nombre, mais encore la somme des inverses des normes de tous les idéaux premiers r y étaient infinies, et ceci nous permet, comme le montrent les considérations faites en démontrant le théorème 83.
de supposer du premier degré -dans le cas actuel tous les idéaux premiers p, », », •
Nous pouvons aussi supposer tous différents les nombres premiers rationnels divi-
sibles par », », », . Soient -, -, -,-- des nombres primaires de ces idéaux.
Occupons-nous maintenant dû cas où il existerait /* + 1 exposants entiers
u. u u. . non tous divisibles par /. tels que l'expression * = -"-'[< ... ::".' soit
congrue mod 1' à la /'" puissance d*un entier de c(Ç). D'après le théorème 1^8, le
discriminant relatif du corps kummerien c(\/x, Z) renferme alors comme facteurs
un certain nombre t des idéaux premiers p p, . niais non l'idéal 1. D'autre part,
il résulte de (i63) et du théorème 1 5 1 que le degré m de la famille des unités de i-(l),
normes relatives d'unités de c(\/a, 'l) . est au plus = I ; on aurait alors pour le
corps kummerien c\\/j.. ".)
ce qui est impossible d'après le théorème i58. Le cas envisagé est donc impossible.
Soil y, un nombre primaire de l'idéal premier q. Nous déduisons de la démons-
(/-ii/'"3 , . .
tration du théorème 107 qu il existe exactement — , nombres primaires
de c(£) incongrus, mod l'_1. et, par suite, (/ — i)V ""' incongrus, mod 4': d'autre part, la /'""" puissance de tout entier de a'I) premier à 1 est congrue mod l' à l'un
des / — r nombres i, a / — i. De ce qui précède résulte alors qu'il est toujours
possible de déterminer les exposants u . u, «,» de manière à ce que l'expression
;j. = t." -"•... r."':! •/. soit congrue, mod l', à la /"""' puissance d'un entier de c(Ç);
u. ut a, étant ainsi déterminés, posons y. — y." ... •/."', de sorte que ;i=r/., et
occUpons-nous maintenant du cas où un certain nombre positif a des explosants u,
u ut sont premiers à /, les a autres étant divisibles par /. On aurait
alors, vu (i63), pour le corps kummerien <'(,\/;j.. Zj, avec les notations du paragraphe i4o, l = u+ i, r* = a, i=l — r*=i, et, par suite, d'après le lemme 35, toutes les classes d'idéaux de ce corps sont du genre principal. D'où le résultat sui-
\anl : r étant un idéal premier quelconque de c(Ç), tel que l'on ait — == i, et p désignant un nombre primaire de r, le nombre ;p aura, avec un choix convenable de l'unité ;. tous ses caractères égaux à i dans le corps c(v;j., '1) ; on a donc en particulier
. ( ï ) el comme o est idéal de deuxième espèce, on a aussi — =i-
Désignons maintenanl les idéaux premiers conjugués de q el autres que q par q', q", ..., et les substitutions du groupe de c(Ç) changeant q en q', q", ... par s', s", ... : h el //' ayant alors la signification du paragraphe i^o el q étant le nombre premier divisible par q, on a, vu la remarque à la fin du théorème 107.
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s étant une unité de c(Ç). Vu notre hypothèse sur 1rs exposants ». ", ", . les
idéaux p pr étant du premier degré et les nombres premiers qu'ils contiennent
étant distincts, nous pouvons conclure du théorème i5a qu'il existe dans c(Ç) un idéal premier r tel que l'on ait
Ç* étant une racine /"""' de l'unité an lie que i . Ces égalités i iti'i i donnent de suite fr65) i-^r-i i-^-Ui i-^-i=i
La première égalité ( i65) donne, d'après ce i|iii précède — [= i. et les suivantes
donnent de même \— ;l = i, ,—r, = i, ... ; d'où, en faisant le produit, I— =i, ce
U'J (<ti ' '/ S
qui est incompatible avec (166), vu le théorème i4o.
Nulle point (le départ est donc faux et tons les exposants u, ut u, doivent
être divisibles par /: 2 est donc la /"'""' puissance d'un nombre de c(Ç); on en déduit
que ■/, est congru à la /'"""' puissance d'un entier de c(Ç), niod V, ce qui démontre le
lemme 43.
S l68. — DÉMONSTRATION DE LA LOI DE RÉCIPROCITÉ POUR LES CAS OU L'UN DES DEI S IDÉAUX PREMIERS EST DE SECONDE ESPÈCE.
Lemme 44- — Soit q un idéal premier de seconde espèce cl r un idéal premier de
première ou de seconde espèce de c(l) ; alors si - ! = i, on a aussi , — \ = i .
Démonstration. — Soient •/., p des nombres primaires de q, r. D'après le lemme 43, le discriminant relatif du corps c(\/v., ';) ne possède (théorème i48) qu'un seul facteur premier q et tous les idéaux de ce corps (lemme 35) appartiennent alors au
genre principal. Comme on a • — ' = i . r est dans le corps <*(y , L'j le produit de
/ idéaux premiers; nous avons pour le caractère d'un de ces / idéaux premiers la valeur
SPi^l-iJLj — ,
ce qui démontre le lemme.
I.emme 43. — q, q étant deux idéaux premiers quelconques de seconde espèce de
^ / \ Â / e . ). on a toujours - = - .
Démonstration. - ■ est =1= i (le cas contraire venant d'être démontré). Soient
x, -7 des nombres primaires de q, q : q', q", ... les idéaux premiers conjugués île q et distincts de ce dernier; •/.', y.". ... les nombres primaires correspondants conjugués de •/.. Mêmes notations avec - pour q et v.. Soit enfin q le nombre premier divisible par q : on a alors ■/.■/.'■/." ... = l'q1""1, s étant une unité de c(Ç). D'après le théorème i5a, il existe un idéal 1 pour lequel on a
( I (ici i ; = I , ( > I , 'i ) I . • • • » i i I>
l* étant une racine /""'" de l'unité autre que i de c('Q et où ;,, ..., i,< désignent les /• unités désignées par e,, ss, ... , é^"i] au paragraphe 166. De (167) on tire
JXXV...) \±)y
cl par suite aussi, : étanl un nombre primaire de r (voir théorème i4o),
ilj — S-L l-L -P US MMU'I
D'autre part, on a, vu ( 167) et le lemme l\l\,
(pi ( r / .
et pai suite on tire de (170) : , — ,: -, — , — w [ q j / q >
On a donc
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• Mi tire de même de i 168) la relation
Déterminons niaintonnnl la puissance p1, de ; de façon que l'on ail -, = 1. el
considérons le corps kummerien c(y v.p'\ .'-'). Commeq par hypothèse el r à cause de (169) sont idéaux de seconde espèce, il résulte du lemme i3 que le discriminanl relatif de ce corps ne contient que les deux idéaux premiers q el r. Le corps < \\' /.;', L'j contient alors au plus /genres (lemme 35). L'idéal premier t esl la /"""' puissance d'un idéal premier 9Î de c\\/yLpe, Z). Les deux caractères de s5f dans ce corps sonl
\p. ■/.-/) \v 1 \?. v.?ei ^ \ -/. r' = \* r'
I « I loi' I t j ( t S (ri
et on en déduit les caractères de 9t\ 91 \ ... , 9t .
Les /idéaux 91, 9ts 91' déterminent, vu (171), /genres différents et le produit
des deux caractères de chacun d'eux esl égal à 1 d'après la même formule. Ce dernier
résultat est par suite vrai pour tout idéal de c(\/v.pe. u. Comme on a \-±- : = i, q est décomposable dans c(y//.p1', ç); les caractères d'un facteur premier de q sonl :
y., xp' _ /■ \ y- '/-fi /_r/-/
i q < i\a i* (ri
el par suite on, a
la si « r
Comme on doit avoir, d'autre part,
on en déduit, d'après 172,
Lemme 46. — Soit p un idéal premier de première espèce et q un idéal premier de
seconde espèce de c(Z); si 1 on a ,- ■ = 1, on a aussi — =1.
Démonstration. — Soient -, Z des nombres primaires de p, q. Supposons que l'on ait - =h 1. Il existe (théorème rôa) un idéal premier r, différent de p et de q. pour
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lequel on a
n-s. i-U-. iJLUb,
('/-.) jr] I, Jt J-I, .... Ir l_I,
e,, •••, s, étant les unités g,, £..'. ... du paragraphe 166.
V cause de (174). £ est idéal premier de seconde espèce; p étant un nombre pri-
maire de r, on a , — -|=i, car un déduirait de .— >=-r, à cause du lemme 44.
|| = i. contrairement à (178). Nous pouvons alors déterminer une puissance pe de p
telle que l'on ait ,— == 1. r, q étant idéaux premiers de seconde espèce, il résulte du lemme 43 et du théorème i48 que le discriminant relatif du corps c(\/%p', Çj ne contient que les deux idéaux premiers q. r. Or, on a d'après (ij3) ■- rl= i, et d'après le lemme 45
ol il en résulte, comme dans la démonstration du lemme 45? que le produit des deux
/Cl
caractères de tout idéal de c( y •/. f , Çj est égal à i . \ u - = i , p est décomposable
dans c(vxpe, Çj; tout facteur premier de p a les deux caractères
î q S US' I r ) ( r )'
Le premier étant par hypothèse égal à i, il faudrait que — fût égal à 1, con-
( r \ Irai renient à ( 173).
ta) Notre hypothèse - =|= 1 est donc fausse.
Lemme k~- — C| étant un idéal premier de deuxième espèce et p un idéal premier de première espèce, on a toujours
_ \P_} IV
Démonstration. — Nous procédons, comme dans la démonstration du lemme 45> en introduisant p au lieu de q et utilisant, dans le cours de la démonstration, le lemme f»6 au lieu de 44 pour établir la relation correspond apte à (172).
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Lemme ^8. — v, ;j. étant deux entiers de ci : i premiers à I . ;;. étant de plus congru, mod 1', à la /'■""' puissance d'un entier de c(Ç), on a toujours
ir
ID
le produit étant étendu à tous les idéaux premiers w de e(Ç)=|=I.
Démonstration. — Vu les hypothèses, \>. peut être mis smis la forme d'un produit de nombres primaires d'idéaux premiers di\isé parla / "'""' puissance d'un nombre de cQ). Si v est en particulier égal à un nombre primaire y. d'un idéal premier q de
deuxième espèce, le lemme résulte immédiatement des le ss i.6 el '17. c'est-à-dire
qu'on a, avec L'hypothèse faite sur \>.,
ÏI'M
mu
Considérons maintenant le corps kummerien c(v;j., I). r étant le aombre des caractères distinctifs d'un genre de ce corps, il existe, d'après le lemme 35, au j > 1 1 1 — lr~' genres dans ce corps, y,, •■•■ yr étant alors r racines /"""'sde l'unité dont le produit soit égal à 1, nous pouvons démontrer, exactement comme dans la démonstration du théorème 1O4, qu'il existe toujours dans c(\/y., Z) des idéaux dont 1rs caractères sont y,, ••■> Yr- Il n'y a qu'à ajouter aux conditions (i55), (i56), auxquelles doit satisfaire l'idéal désigné par p, les conditions supplémentaires
(Jl — , [3.1 - {'îl
s,, .... :, désignant les unités s, s\° du paragraphe f66\ De cette façon, on
trouve de même que p doit être un idéal de deuxième espèce et nous avons alors le droit, d'après les lemmes i~> et '17, d'appliquer la loi de réciprocité de la même manière qu'on l'a fait dans la démonstration du théorème iti'i. Au lieu du théorème iii.'i qu'on y a employé, nous utilisons ici la formule 1 1 — ."S 1 . Il en résulte ru même temps qu'il y a effectivement t~ ' genres dans c{\ 1. Ç-j et, par suite, que le produil des /• caractères doit être égal à 1 pour chacun d'eux. Appliquons maintenant ces résultats à la démonstration du lemme 48 dans le cas où v est unité, puis dans celui où v est nombre primaire d'un idéal premier de première espère.
Soienl encore tt, ..., 3, les unités dont il vient d'être question; 1,. ..., 1, les / idéaux premiers distincts qui entrent dans le discriminant relatif de c(y ['■■ - '■.. ■'• ' '
2()2 D. HJLBERT.
choisissons, comme au paragraphe i4a, I, , I,_, I,. ,: soient >.,, .... Xr+1 des
nombres primaires correspondants et ; une unité quelconque de c(Q. D'après le théorème i5a, il existe un idéal premier q el un exposant m premier à /, tels que l'on ait
Soil y. un nombre primaire de q. Vu l'égalité 1 -| = i, q se décompose dans
cWu., u, et, d'après les autres conditions (176), C| est idéal premier de deuxième espèce. Les r caractères d'un facteur premier de q ont, comme on voit d'après (177) et les lemmes 45 et h~ que l'on a :
) — m \ 1 * — lit »
1rs valeurs suivantes :
Or, d'après ce qui précède, leur produit doit être égal à 1 ; ceci, joint à (178) et à la dernière égalité (176), donne
lu \
le produit s'étendanl à tous les idéaux premiers w différents de f : on en tire, grâce
(.179) n'|i-^l = i, c'est-à-dire n'S^j==i;
le lemme 48 est donc démontré quand v est une unité quelconque de c(Ç).
Suit ensuite v un idéal premier de première espèce, vérifiant la condition - = 1
et, par suite, décomposable dans c\\f\>., -')• Les r caractères d'un facteur premier quelconque de p sont :
- désignant un nombre primaire de v el z unfe unité convenable de cl Q.
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Leur produit devant être égal à i, il en résulte encore
Il |i^j = i,
IU
et on en tire. \u i i 7g 1,
ir,:
Enfin, si p est un entier premier de première espèce premier à ;/. tel <|in- l'on
;iit — -i-=i. nn déterminera un idéal premier q de seconde espèce tel que l'on ail
'— (=|_ 1. Alors, d'après le lemme 44, on aura aussi - =|= 1. /.désignant un 1 ibre
(4) primaire de
qui précède.
primaire de q et •/.'' une puissance de ■/. telle que l'on ait - =1. "ii a, d'après ce
et comme on a aussi, d'après le lemme '17.
' m » ' p > (qi
on a encore
I in
(un
le lemme 48 est donc aussi démontré lorsque v est un nombre primaire d'un idéal de première espèce. Des égalités 1 1 7 ."» . . 1 179), 1 180) résulte sa complète généralité.
S 170. — Le symbole v, \> [ et la loi de réciprocité entre dei x im':u x premiers
QIELCONQLES.
Nous arrivons maintenant d'une manière très simple à la nouvelle base de la théorie des corps kummeriens réguliers annoncée au début de ce chapitre. Posons,
v et >j. étant deux entiers de ci £),
le produit 11 étant encore étendu à tous 1rs idéaux premiers de ci 1) différents de 1 :
le symbole {v, \j.\ représente ainsi une racine /'"""' de l'unité complètement déterminée par les nombres v, \i., et on tire de (80) les formules
(■8a) jv, |*,h} = {v, [*,] Jv, |A,j,
( iv. v\ !,. v| = , .
v, v , v , \j.. ;/,, (A, étant des entiers quelconques de c(Ç). r désignant ensuite une racine primitive mod / et «• = (£: f) la substitution correspondante du groupe de cl Q, "ii a (i83) j*v, s\k) = jv, i*jr.
On a ensuite la proposition
Lemme 49. — Si v, ij. sont deux nombres primaires de c(Ç), le symbole jv, [/.] a toujours la valeur 1 .
Démonstration. — On a d'abord, a étant un entier rationnel quelconque premier à 1 et à v (théorème i4o), l'égalité
(184) jv, a* =
[j. devant être primaire, \x.s • p: est congru mod 1' ' à un entier rationnel. On peut, par suite, déterminer un entier rationnel a tel que l'on ait la congruence
que de plus a soit premier à v. On obtient alors, en appliquant le lemme 48,
JV-, "! JV. [tj JV, «2"[l,}=ijv, '/.JJ...V - [*} = I,
I par Miite aussi, vu (184).
On démontre de même
jv, S - \j.\\s - v, a- - ;j.j = l'uis on tire de 1 183)
Les trois dernières égalités réunies donnent
[v,|aJ*=i, c'est-à-dire jv,(ji| = i. C.(|.f. d.
Si l'on choisit, en particulier pour v, ;jl, des nombres primaires de deux idéaux
premiers quelconques p, q de c(ç), l'énoncé du lei ig est équivalent à la loi
générale de réciprocité i(ii pour ces idéaux premiers.
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i 171. — Coïncidence des sïmboles v, y.; et — — .
Nous déduisons du théorème i5i, don! le cas u.z I esl seul utilisé, que [v, y.| a toujours la valeur 1 si v esl norme iolati\ e d'un entier du mips r{\/<j., l); et D0U9 arrivons enfin maintenant à montrer que a, p.j a aussi la valeur 1 si 7. csl reste de normes du corps c[\/[i.. '!)■ En effet, supposons pour abréger que les deux nombres a, y. soient premiers à 1 et posons v. = \.(A). niod l'. A étant un entier de c\\ y. Çj, le nombre a.(Nc(A)' ' est évidemment congru à la l'"'" puissance d'un entier mod l ; par suite on a, en utilisant les formules (182), les remarques faites ,1 le lemme Vs-
;, ,\, iAm'-'. ;,; = ;.. ;J.i!\i al -a'" = \*.?\ = i,
comme nous l'avions annoncé. Si l'un des nombres 7.. y ou tous les deux --mil divisibles par t, la démonstration se fait aussi sans difficulté au moyen des mêmes
procédés.
Si y. esl un entier de c(Ç) premier à I, on tire aisément de (181)
le*!
1— «do
le svni-
par suite, l'expression jv, p.j remplit toutes les conditions que remplit jjole J-^-Ë (fin du s 1 33 1 ; on a donc, en prenant la définition du symbole .-redonnée paragraphe 1 33,
on retrouve dans cette égalité le théorème 1 63.
Si les deux nombres v, y. sont premiers à I et que v, y désignent des entiers de c('Ç) vérifiant les congruences
v = v, ij. = ii, (mod l'),
on obtient facilement, à l'aide du lemme 48.
y. V- ) __ \ ïjjl )
De là et de la considération des formules (182) nous tirons le résultat suivant : Si les deux nombres v, y. sont premiers à f et si l'on pose
v = a'(i +X)".(i + X*)"*...(i +X'-')"'-'. (mod V), .;.= //( , + })»',,, 4. >.»)-, . . . (1 + X'-)'"'-'. (mod ['),
</, '/ et les exposants n et m étant des entiers rationnels, on a une égalité de la forme
I. étant ici une fonction bilinéaire homogène des deux séries de variables nt, ...,
n , m, mi-,< et ^s coefficients de L sont des entiers rationnels ne dépendant
que du nombre premier /et faciles à calculer pour une valeur donnée de /en prenant des valeurs particulières pour v et \j..
\|iirs avoii délini le symbole j-^-j et établi ses propriétés les plus importantes,
nous pouvons laisser de côté la restriction maintenue jusqu'à présent dans ce chapitre pour les corps kummeriens d'avoir leur discriminant relatif premier à I: c'est ce qu'on parvient à démontrer, comme 'plus haut, en s'appuyant sur les théorèmes 164, 1 65, i6G et surtout sur le théorème fondamental 1(17. Ce dernier et le théorème c5a permettent de montrer ensuite que v. y. étant deux entiers quelconques
de c(Ç), tels que l'on ait — p-j = 1, et que y. ne soit pas égal à la /'' puissance d'un
nombre de c(L'), le nombre v est toujours résidu de normes, mod i, du corps kumnierien c(y f/., '1). Par suite le théorème 1 5 1 est vérifié par surcroît pour W = l, ainsi par conséquent que le théorème lôo pour w = l . Avec cette nouvelle manière d'édi- (ier La théorie des corps kummeriens réguliers, ces théorèmes i5o et i5i pour n> = t paraissent les clés de voûte de toute la construction, contrairement à la première méthode.
RÉGULIERS
Fermai a émis l'assertion que l'équation
,/" + bm + c"' = 0
est impossible en nombres entiers a, l>. c différents de o pour tout exposant entier /)i>i. Bien que déjà avant Kummer on ait obtenu des résultats isolés remarquables sur celle équation de Fermât [Ab'el1, Cauchy1-2, Dii ichlel lj:'. Lamé1-2'3, Lebesque1,2'3], c'esl pourtant Kummer qui est parvenu le premier, en s'appuyant sur la théorie des idéaux des corps circulaires réguliers, à démontrer le théorème de Fermât pour des élusses liés étendues d'e\pos,uils m . Le plus important des résultats de kummer est le suivant : "
Théorème i 68. — / étanl un nombre premier régulier el x, 8, ■• des entiers quelconques du corps circulaire il<- racines P" sde l'unité, donl aucun n'esl nul, on n'a
jamais l'égalité
[ Kummer '•'■'• '. |
Démonstration. — Soit Ç = e~, \ = i — Z, l = ().). Supposons que l'équation | i85 i ail une solution -n nombres entiers •/. 8, 7 du corps ci ".■> el distinguons les deux cas où aucun des trois entiers x, 6, y n'esl divisible par l et celui où l'un au moins des trois est divisible par I .
Dans le premier cas, mi doil en tout cas exclure les valeurs 3 e! ."1 pour l'exposant /. En effet, pour Z=3 chacun des trois nombres x, S, y sérail fc 1, mod 1, el par suite chacune des trois puissances tx3, V, y*==-t- 1. mod [*; la somme «' - y • ■■' serait donc congrue à + 1 ou à ±3, mod I3. ce qui esl incompatible avec l'équation (i85). On arrive à une contradiction semblable avec /=.">. si l'on considère que dans ce cas chacun des trois nombres x. 3, y est congru, mod l, à -+- 1 ou + ■>.. el par suite chacune des trois puissances x5, 8", y3 devrait être congrue à -+- 1. +32, mod V{}).
Soit donc l^> 7. Si l'équation (180) est vérifiée par les trois nombres •/. 6, 7, on a évidemment aussi x*' + S"' + y*' = o, en désignant par x*, 8*, y* les produits de x, 8, y par des racines l'éme* quelconques de l'unité. Cela étant, nous pouvons dorénavant admettre que les trois nombres a, S, y vérifiant l'équation (i85) sont semi-primaires. Mettons alors l'équation (i85) sous la forme
Si deux facteurs du premier membre, par exemple x + 'l"ri et x -+- ç" 'p, avaient
un l'acteur commun, celui-ci devrait aussi diviser (V7 — i)x et (1 — :" i'J>. el comme
est une unité et que 1 ne divise pas y, ce facteur commun devrait nécessaire-
(') N. T. — Pour l=-j, la contradiction relevée dans le premier cas pour / = ?>, / = 5 n'existe pas. En prenant, en effet,
a = — 1 . 8 = — 2 , y = + 3 , mod I ,
on a
x7= — 1, 8'=— 128, y7=-r-2iS7, mod (f= 7. 11. et
o se x7 + b' 4- y7 = 2o58 ou 7 x 294 = 7 X 7 X 4a . mod 7 . 1, ou
7 x 42 = o, mod I, congruence qui est vérifiée.
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ment appartenir aux nombres ?. et p. Tout facteur premier ne figurant que clans un seul des / fadeurs du premier membre de (186) doit évidemment, d'après cette équation même, avoir un exposant multiple de /; les / facteurs du premier membre de i i86) se décomposent donc comme suit :
a + ÇP = \\ a.
a désignanl le plus grand commun diviseur idéal des nombres % et p, el j. j,
j, des idéaux de c('Ç). Comme a + l'~'ti, en particulier, est premier à 1, on peut
déterminer une racine /''""' de l'unité £*, telle que £*(a 4- 'Ç'~'p) soit semi-primaire.
l'usons
( >n obtient alors
c'est-à-dire que l'on a
vw
Vi,_,v
et un a di1 plus
(188) ix-+Ç'-,p = Ç*-'.
// désignanl le nombre des classes d'idéaux de e(Ç), on a, d'autre part,
■-)(_,/ Xjj_,/ \J/-i
el, comme h est premier à I . on en déduit
i;-, "" "II
l'ar conséquent, on peut (voir théorème [37, S 98) mettre les relations (187) si ni> la 1 u'ine
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les eu désignant des exposants entiers rationnels, les ; des unités réelles du corps circula in? ci ' i et les 7. des nombres de ci Q entiers ou fractionnaires .1 numérateurs el dénominateurs premiers à (. La /""'" puissance du nombre x„ étanl toujours congrue ;'i un certain entier rationnel mu, mod t' ('), on tire des égalités 189) les con-
gruences
(190) ^ + ç''?sr";<ï|,, ii'i.
Effectuons dans ces congruenecs la >ulisti tution (Ç ; Ç-') cl désignons par ■/. el : les transformés de p, el ; par cette substitution; il vient
De (190) et (191 ) résulte
(192) u + :"? = ?*">' + :""~"p', ll'.i. l« = o, i.-î *— ai.
En posant u = m, p = r. mod 1*, m et r étant des entiers rationnels . il résulte
(') N. T. — La puissance l''-"K de tout nombre * de c(Ç) est congrue tnod I' à un certain enliei
rationnel a .
En effet, s peut être mis sous la forme
A euliei - patio
a0 et é0 étant premiers à /; on a donc :
&0a = a0, (mod 1).
On peut toujours déterminer un entier b tel que l'on ait
bb0= i, (mod /),
alors on a
c'est-à-dire
et par suite
a étant entier rationnel.
(;) N. T. — -En effet,
660a = a06-, (mod ( - .
œ = a06, 1 mod 1).
a' = «, (mod I'),
H' *. + "V** + ••• + V,xi_s
car a est le quotient de deux nombres semi-primaires.
a = m , (mod V) , revient donc à
lijn = a0, (mod l2);
or b0 et o0 étant premiers à /, la congruence
bam==aa, (mod/),
a toujours une solution m =[= o, et par suite l'on a aussi
''„»' = «„■ (mod li.
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de i 192 1
et. à cause de la relation générale L" = 1 — g\, mod l\ (ig3) donne la congruence
■ica(in + r) = 2 ru, (mod /).
D'autre part, il résulte de l'égalité (188) : />!+/•= t. mod /, et par suite nous axons
c„ = ru , ( mod /) , (» = h. 1, 1 ;-'.).
Prenons alors, en tenant compte de cette relation, les congruences (192) pour u = o, i. 2. 3: on en tire, en éliminant ;;.. p. ;;.'. p'.
cet, crr. cr-'r
c'est-à-dire
(i94) (1 - 0(1 - no - no: - d« -
= 0, (modt'),
usr— i\ .- >/î
\urun des facteurs du premier membre n'est égal à o, car autrement on aurait soil /• = o, soit r=i. soit '" = j, mod l- Si l'on avait r = o, mod /. il en résulterail fi = o, mod I; si l'on avait r=i, mod /, il en résullerait p=i, mod I, c'est-àdire j3 = a-|- (j ou a = o, mod I. Dans les deux cas c'est impossible, vu notre hypothèse sur les nombres oc, p, y. Si l'on avait /• = ;. mod (. on aurait p = j. mod 1. c'est-à-dire 2 p = a + f3 ou oc=j3, mod 1. Mais comme a, fi, y entrent symétriquement dans l'équation ( 1 85), on aurait aussi a = p = y, mod l, et par suite
c'est-à-dire y = o, mod 1, contrairement encore à l'hypothèse. Chaque facteur du premier membre de la congruence ( ig4) est par suite divisible par 1 . mais non par 1*; cette congruence est donc impossible, puisqu'on a /^-7-
Supposons maintenant, en secênd lien, que dans l'équation (i85) l'un de-, trois nombres y. S, --. par exemple •;. soil divisible par I et contienne ce facteur à la m"""' puissance. Si l'on remplace alors -■ par '/'"l, S étant un entier de c(l) premier à 1. l'équation ( i8r>) prend la forme
(i95) a.' + fs' = £V"S!,
s étant ici égal à — i . On va montrer qu'une équation de cette forme (_iq5) es I même
impossible, y . fi, B étant îles eut iris quelc [ues de c(ï) premiers à l et ; une unité
quelconque du corps circulaire ç(Ç). Pour cela, supposons encore les nombres ■/. fi
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semi-primaires el observons d'abord que ■/'. p sonl congrus à des entiers rationnels, mod 1 '. ol que, vu (ig5), z'i'"'V doil aussi être congru à un entier rationnel, i m k1 i ' ; m doil donc être > i. On trouve ensuite, par des considérations analogues h celles du cas précédenl el en tenant compte de ce que m +■ B esl semi-primaire, les égalités
nù j. f, ii—,- a s"nt ('es idéaux premiers à t de c(Ç). Si / = 3, le nombre de
élusses h du corps c(Ç) esl égal à i el. par suite, tout idéal de c(ç) esl un idéal principal. En ]n isant dans ce cas a = (y.). /. étant un entier de cl '^ i, et ensuite
les égalités (196) deviennent
-,Mm— i)_i.;
('97) { :J- + L'r = '-iî-
Dans le cas de />3, formons les nombres
on peut aussi les mettre sous forme de fractions dont le numérateur el le dénominateur soient premiers à 1. Les trois premières et la dernière des égalités 1 196) nous donnent
I vt *\
Nous en concluons encore
»^fc- I ,
il pai suite àous pouvons mettre les égalités i 198) sous la forme
_•• Itiit— 1) -1 ^ »/
ly- + ? = — — - — — .
v. a*. V. ••" étanl des entier-- de c(Ç) premiers à I et : et e* des unités de ce corps. V cause de ( 1-97), on a également, si 1 = 5, un système comme (199). En éliminant \r. et p, on obtient, aussi bien pour 1=5 que pour />3, une équation de la forme
(200) a + 7)fl = t, /. y •
où té et y,* ( égales à ^s et à — -r-i* ) sont des unités de cl Q. x*'~, y étanl
congrus mod 1' à des entiers rationnels et m étant > 1, comme on l'a démontré, il résulte de cette équation 1200) que r, aussi doit être congru à un entier rationnel
mod 1', et par suite 1 théorème i56, § i4i) ï) est la I' puissance d'une unité de g(Ç).
En mettant alors fi*i\~l à la place de V dans (200) cette équation prend la forme de (193), sauf que l'exposant m a diminué d'une unité. En continuant ce procédé, <>u finirait par arriver à une équation de la forme (iu5) avec m=i, et par suite par arrivera une contradiction. Le théorème 168 esl dune complètement démontré.
§ iy3. — Autres recherches sur l'impossibilité he a'" + 8'" + y'" = 0. Kunimer a encore donné la démonstration de l'impossibilité de l'équation
en nombres entiers x, fi, y du corps circulaire des racines 1"°"- de l'unité, dans le cas où l est un nombre premier divisant le nombre de classes h du corps circulaire c\e~), h n'étant d'ailleurs pas divisible par P-('). [Ruminer "'.] D'après la remarque paragraphe i3g, le théorème de Fermât est donc reconnu exact pour tous les exposants m -^ 100. La démonstration de la proposition de Fermât dans toute sa généralité esl encore à trouver.
Il reste encore à traiter le cas où l'exposant m e>t une puissance de 2. L'équation a' + b*=c' a, comme on sait, une infinité de solutions en nombres entiers rationnels </, 6, c. Cependant, on a ensuite le
(') N. T. — Voir, pour celte démonstration, la note VI.
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Théorème 169. — -/ . ($, y riant des entiers =|=o du corps quadratique déterminé par ( = v — '■ "" n'a jamais l'équation
(201) -,.' + fi' = .,\
Démonstration. — admettons qu'il existe, au contraire, trois entiers ». B, y vérifiant cette équation. Posons / = i 4- / el l = (>,). Nous voyons d'abord facilemenl que l'un des deux nombres 1, 8 doit être divisible par >.. En effet, admettons que x el 8 soient premiers à À el observons qu'un entier de ei i) premier à À e>i toujonfe = 1 ou i, mod T; son carré est par suite =-+- 1, mod I', el sa quatrième puissance esl = 1 mod (''. Il en résulte x* + b'=2. mod l' . Par suite, y devrail être divisible par 1 el non par 1". Mais si nous posons en conséquence •; : = À - XV, y étant encore un entier de c(i). nous trouvons y5=2i, mod 1'. et par suite toujours y*E|=a' + 6*, mod 1'. contrairement à l'hypothèse. Le cas où les deux nombres v. el 3 seraienl divisibles par { peut évidemment être exclu de suite, car alors y serait divisible par 1" et on pourrait supprimer la puissance V dans les deux membres de l'équation (aot).
Il ne reste donc que le cas où un des nombres a. 6, par exemple 1, esl divisible par .1 . S et y étant au contraire premiers à (. Nous posons a = "/.'" y*, où -,." est un nombre premier à X, et nous considérons l'équation plus générale
i désignant une unité de ai). Nous déduisons de cette équation (202), en changeant au besoin y en — y, deux équations de la forme
lf--1 = ÏA- S",
où y,, j sont des unités de c(Ç), x et 6' des entiers de c(i) premiers à I. En additionnant les deux équations (2o3) et divisant le résultat par 5a', on obtient une équation
(204) s'4 — 5'&* = yx
où 5'. y/ sont des imités de c(i). Si m était égal à 1, cette équation serait sûremenl impossible, car S'. &', 8, y,'. %' sont tous = i mod t. Donc on a m> 1. Mais alors on déduit de cette équation (204) la congruence j'= 1 mod T; par suite, mi a V = ±l- En posant S = y'ou B = iy, suivant que j=+ 1 ou — 1. l'équation (204) prend la forme (302). à part que m a diminué de 1. En continuant ainsi, on arrive à une contradiction.
On déduit immédiatement du théorème de Fermai pour /=3 qu'il n'existe au
3oZi
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cune équation du troisième degré à coefficients rationnels et de discriminant i en dehors des deux suivantes :
el de celles qui s'en déduisent par la substitution x=:x' + a (<i étant rationnel). [ Kronecker8.]
On peut, comme Hurwitz, exprimer le théorème de Fermât en disant que l'expression yi — x'" représente toujours un nombre incommensurable pour m entier >» 2 et x fractionnaire positif.
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NOTE I (annexe au I 5), Pak G. HUMBERTO).
Démonstration du lemme 2. (Théorème d'Hurwitz.
F =>,,,■"' + Vr'- + ... + -,„,.
G= fv" + ?,./.'"-' + ... + p„, deux polynômes en x, h coefficients entiers algébriques quelconques ; soil
je dis que si un même entier algébrique u <li\isr tous les -,, (c'est-à-dire si les •-, : a>, qui sont algébriques, sont aussi entiers), w divise tous les produits *,%,■
En effet, fixons i et k ; on a, en désignant par xh les racines de F = o. par yft celles de G = o,
±-^.|* = (S.a:1x1...xl)(Syiy....yJ
(J) Cette Note et les suivantes n'ont rien de personnel; elles ont été rédigées, après lecture des Ouvrages ou Mémoires classiques, à l'occasion d'un coins professé au Collège de France en 1 910-191 1 .
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Or. considérons l'équation FG = o; soient ;,, ~t, ... ses racines, qui sont les xh et les y.;, partageons les ; en deux groupes de toutes les manières possibles, l'un dr m racines, l'autre de n; soient th et rlh les racines de deux groupes d'un même système. La fonction H = (ÏJ1Ç2 ... QCSïjjY;, ... rlh) est une fonction rationnelle non symétrique des racines ; ; en prenant tous les groupements possibles des m -\- n racines ; en deux groupes de m et n respectivement, on obtient un certain nombre
de fonctions a; dont l'une est + — L. — . D'ailleurs, toute fonction symétrique des u
l'est des r ; donc, les u sont racines d'une équation algébrique dont les coefficients sont rationnels par rapport aux coefficients y de FG = o. D'une manière plus précise, les coefficients en question sont des polynômes en y, ; y0 à coefficients entiers ordinaires : cela résulte de la proposition suivante facile à démontrer :
Suil une équation algébrique x" + "1.'.'"~1 + ... + a„ = o; considérons la fonction symétrique des racines x{ : Ecc"1^2 ... x^" , les a, entiers ordinaires non négatifs : elle s'exprime par un polynôme en at, at. ... , '/„. dont le degré est te plus grand des a, et dont les coefficients sont entiers ordinaires.
Suit donc
BM + </,«*-' + ... +.dM = o
l'équation en u\ on a
-d,= £B = z[(sçtç,...-g(ï7llv-i.)]-
Le second membre est une fonction symétrique des £t, où les Ç4 figurent tous au premier degré chacun; donc, d'après la proposition qui vient d'être énoncée, dt est un polynôme d'ordre un par rapport à l'ensemble des yt ; y0. De même dt est d'ordre deux. (/, <sl d'ordre trois, etc.
On peut donc écrire l'équation en u :
u" + ^i^1-1 + -1W~2 + ...'+ ^ = o, Yo Yo Yo
l\ élanl un polynôme entier à coefficients entiers ordinaires d'ordre i par rapport
à y, y , y el homogène, puisque </, élail un polynôme d'ordre i en y,'.y0,
y., : y , etc. D'ailleurs, ».,CJA. ; a0p0 est l'un des u; donc, en posant 3,^ = 1' et observant que y.x p0==Y0, on a pouri' l'équation
P / i>\»-< PM
Yo v Yu ' Yo
c'est-à-dire
uM + Py-' + Psuv-2 + ... + PM = o.
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Supposons maintenant que les •-, sqient tous divisibles par 10; je dis que v l'esl
aussi, ou que — est un entier algébrique. On écrit « ■ n effet
Or, d'après l'hypothèse — -, — \, ... sont des entiers algébriques, car I' étant
homogène, à coefficients entiers ordinaires, d'ordre i par rapport aux ■; et ceux-ci
di\ isibles par w , —est un polynôme entier a coefficients entiers ordinain - par rap-
port aux entiers algébriques — ; donc entier algébrique aussi, par un théorème
connu. Donc, également d'après un théorème connu, — . racine d'uni' équation de
premier coefficient i et à coefficients entiers algébriques, est entier algébrique; ou encnie i 3 est divisible par u>, c'est-à-dire que le quotient x^ ; <•> est entier algébrique. C. q. f. d
NOTE II (ANNEXE AI
l'ui (i. HUMBERT.
Démonstration du théorème fondamental 8 par la méthode de Hurwitz mentionnée au paragraphe 6.
Lemme i. — Soit a un nombre fractionnaire du corps de base (<.>, <o„,i :
ot = m,(i), + ... + '»,„'•>„, •
les mi entiers ou fractionnaires ordinaires. Prenons successivement pour ;j. le- quantités
k entier ordinaire positif plus grand que i ; considérons les quantités ;;.?. et en particulier les parties entières cl fractionnaires des y'»,, c'est-à-dire écrivons •j.mi = Ei + ;,, E, entier positif, nul ou négatif et o<p,<0- On appellera K, la partie entière, çt la partie fractionnaire de y.mt.
Si on divise l'intervalle o — i en K parties égales, d'amplitude — {avec la convenir
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limi que o appartient au premier intervalle partiel, — au second, et ainsi de suite),
chacune des m parties fractionnaires tombe dans Tune de ces R parties égales; or. on peut répartir a priori m quantités dont l'ordre est donné, dans K intervalles, de k'" manières différentes (évident en passant de m à m + i). D'autre part, en taisant
varier a. i;j. = o. i K'"), on a K'" + i systèmes de m parties fractionnaires à
répartir successivement dans les K intervalles. Comme K™ 4- i est plus grand que K'". les K'" + i répartitions ne seront pas toutes distinctes, c'est-à-dire que deux ou moins d'entre elles seront identiques.
Soienl •>' et \>" les valeurs correspondantes de u i ■>" >> y.') ; les parties fractionnaires de ■yin , :j."m tombent dans un même intervalle de — ; de même celles de
■/m,, \>."iu,. etc. "n a ainsi
|/m. = e" + p,", \i.'mi = et' + p/, u = i, *, .. »»;
?" et Fi 'ï^"° et compris dans le même intervalle de — ; |p4" — p/| est donc sûrement
Si donc on pose ;;.= ;/ — </ (;j. est positif et non nul, puisque ;j." > •/), on aura
V-m, = et" — e; + Pl" — p
c'est-à-dire
E( entier positif, nul ou négatif et p, positif, nul ou négatif, mais inférieur à — en
valeur absolue.
Par suite, étant données m quantités m,, m, /n,„, on peut trouver dans la
série i. 2 K'" un entier y. (non nul) tel que, pour/=i, a m . on ait
|;.m, =Ëi + pj; E, entier et |p;| <t^-
Lemme 2. — L'entier jj. étant ainsi déterminé, on a
= (E1 + p,)o)l+.(E5 + Pl)<o, + ...
E; entier ordinaire, p, fractionnaire, | p,| <C -rr- , ou
1 1 résulte de là que
||xa - E,.», - E,W, -...]< |?,!,. |«,| + |f.| • Kl + ... ;
donc, si Q est le maximum du module des en (c'est-à-dire le plus grand des |w,|),
on a
mû
|ucc — A|<T,
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\ étant nu entier du corps &>. Passant aux conjugués, on a de même, pour le même ■> :
ls**'-A'|<:
On ii le même \>. parce que ce p. ne dépend que de mt, mt mm, qui restent les
mêmes quand on passe de v. à ses conjugués x', ■/.". etc.; de même V est Le conjugué de \ . parce que les K, ne dépendent que des mt. Ma in Ici m ni observons que si p est un nombre d'un corps w, sa norme est fi fi'fi" . . . : si l'équation en u a des racines imaginaires, elles sont, deux à deux imaginaires conjuguées et il en est de même pour les p correspondants, de sorte qu'on a dans tous les cas
[Norme p\ = |fi| . |fi'| ....
Donc, en multipliant membre à membre les inégalités ci-dessus, on a
, fli"QÛ'... <7" |Norme (<j.% — A)| < — <-^r-
('. étant un entier fixe qui ne dépend que du corps et non du nombre a. Prenons k = C; il en résulte le lemnie suivant :
Etant donné dans un corps d'ordre m un nombre entier ou fractionnaire / . on peut trouver un entier ordinaire \j. positif, au plus égal à C". (C étant un entier positif ne dépendant que du corps) et un entier A du corps tels que
| Norme (y.a. — A)| <f i •
Corollaire. — Soit I un idéal quelconque, a un de ses entiers autre que o et de norme minimum en valeur absolue (autre que o nécessairement, car la norme étant a-/' ... ne peut être nulle qui si un des a, donc évidemment tous, sont nuls). Soit »(
un autre entier de I; appliquons le lemme 2 au nombre du corps — . On aura, pour H entier ordinaire positif et <<C C",
|N(|4JlL_p)|<I>
fi entier du corps, d'où
|N((jia( — fia)|< |Nx|.
Mais |Na| étant en valeur absolue la norme minimum autre que o dans l'idéal cl u-y, — fia étant un entier de l'idéal, puisque a, et a en sont et que \>. et fi sont entiers du corps, on a nécessairement
N(;j.a, — pa) = O, d'où
!J.ïl = fi ï t
par une remarque qu'on vient de faire.
G. HUMBERT. NOTE II
Donc \i.-j.t est divisible par x; a fortiori, puisque y est un des entiers i, 2 (','".
il en sera de même de C" '. y.t .
Posant Cm! = M. on voit que, a, étant un entier quelconque d'un idéal I, M-/, est divisible par j., ou encore que tous les entiers de l'idéal MI sont divisibles par a. ce qui entraîne
(M)I = U)J, J étant un idéal.
Je dis que J contient M. En effet. (M)I = (a)J montre que le produit d'un nombre de I par M. ilhisé ensuite par a, est un nombre de J; or, a étant de 1, l'entier
— = MestdeJ.
Si donc nu dit que deux idéaux I et J sont équivalents lorsqu'il existe deux entiers du corps h et fj. tels que (A) I = (;;.) J, on peut dite que
Tout idéal équivaut à un idéal qui contient un nombre fixe M dépendant seulement ilu corps.
Remarque. — Deux idéaux équivalents à un troisième le sont entre eux. r.ar si
(*,)I, = (P,)K, on en conclu!
(p)(P,)K = (ap,jt=(«1|»)I,-
Théorème. — Si mi range dans une même élusse les idéaux équivalents, le nombre des classes d'idéaux est fini.
Car tout idéal équivaut à un idéal contenant M, donc contenant (M). Or, un idéal donné, ici (M), n'est contenu que dans un nombre limité d'idéaux (lemme 1 du paragraphe \ \ : il nue le nombre des classes d'idéaux est fini.
Théorème." — Une puissance convenable d'un idéal quelconque I est un idéal principal.
Formons, en effet, I, V, Y, ... en nombre illimité; il faut, par le théorème préeé (lent, que deux de ces idéaux soient équivalents, c'est-à-dire
On n'a pas le droit de diviser pur I'. parce qu'on ne suppose pas établi le tkéorème fondamental qu'an peut /murer, pour tout idéal I . un autre idéal J tel que l.l soit principal. Mais on sait que si un idéal quelconque J = KL, tout nombre de .1 appartient à K. car si p^ ;,. ... suiit les nombres de K el at, -,, ... ceux de L, ceux de KL sont E/.pjGj, el ce siiut évidemmenl des nombres de K; ainsi tout nombre de KI, = J esl de K .
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Soient -/, atm et p, pm des bases de lr et I'-. il résulte de la relation précédente que ïi; c-t divisible par p et que le quotient est un nombre de I'. V. donc de I
c'est-à-dire — a.a.( = Xpil ■+- j*lat + .v, les Xf, y.,, etc., entiers ordinaires. On a ainsi,
|Miiir;=i, 2, .... m, m relations linéaires et homogènes entre les >.,. Eliminant ces quantités, on a
équation à coefficients entiers ordinaires en — . d'ordre m. de premier coefficient -+- i,
Donc — est un entier idu corps), soil 7. et l'on peut écrire
Les nombres xp., * p, otmP, sont des nombres de IT (car les /, sonl une base
de lr. les p de V): donc, divisés par --. ce sont des nombres de V, c'est-à-dire que
Il = I. :
d'où on conclut encore que —, et de même — -, sont entiers i\\\ corps.
Donc r=(v)J, J étant un nouvel idéal, et (V)r = ri" donne (v)Ir = (y)I' -I. c'est-
à-dire évidemment
r= rj
(car ici on peut manifestement diviser par l'idéal principal (-•) I.
Si ;,. S,, etc., est une base de J. la relation Ir=IrJ montre que x, est un nombre de IrJ; or, un nombre de V étant x,at + xp%+ ... , un de J étant y ,8, 4-y,8, + ■■■• "» nombre de TJ est manifestement du type S0/A.x;îA., les <-); A étant entiers du corps.
On a ainsi :
x = X X/ S- 4- X — *J B — I— . . . — f- or Xc 8 ,
x — X v/ ,;: 4- X -■) '5 -I- .. . + 1 Ss'8 ,
1rs Xj, ;j., "/.',, ;j.',. etc.. étant entiers du corps. Eliminant les x, entre ces m relations linéaires et liomoeènes. il vient
- . -r-2ft'8„....
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d'où Hz i = polynôme entier par rapport aux o1 à coefficients entiers du corps, sans terme indépendant. Or, les î, étant des entiers de J, il en est de même de tout polynôme en 3, à coefficients entiers quelconques du corps et sans terme indépendant. d'après la définition même d'un idéal; donc + i est de J, c'est-à-dire i est de J et ,I=i. L'égalité I* = (y)J donne donc
Théorème. — Cela s'écrit I.I*-1 = (y), c'est-à-dire que tout idéal multiplié par un mitre idéal convenable donne un idéal principal.
C'esl le théorème fondamental d'où se déduit la décomposition unique en idéaux premiers, comme on l'a vu au paragraphe 5.
NOTE 111 (ANNEXE AU § i;),
Par G. HUMBERT.
Démonstration des inégalités fondamentales de Minkowski pour n formes linéaires à n variables.
Il existe trois démonstrations différentes du théorème de Minkowski, énoncé dans le paragraphe 17 sous les deux formes équivalentes des lemmès 6 et 7 : la première, celle de Minkowski, se trouve dans la Géométrie derZahlen; une autre, de M. Hilbert, a été reprise par Minkowski dans ses Diophantische Approximationen; on la trouvera aussi dans les Vorlesungen uber Zahlentheorie, de M. Sommer, traduction française de M. A. Lévy; une troisième a été donnée par M. Hurwitz dans les GOtlinger Vachrichlèn, Math.-phys. kl. 1897 : c'est celle qui va être exposée.
Les raisonnements restant les mêmes quel que soit le nombre des variables, on le supposera, pour fixer les idées, égal à trois.
Soient les trois formes linéaires
/, = atx + bty + c,;
de déterminant A. En divisant les at, bt, ci par y|A|. on ramène le délerminanl a -h- 1 : si c'est — 1 , on changera les signes de a(, b-, c, , el on aura, dans tous les cas.
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trois formes /,' de déterminant + i . Dire qu'on peut » 1 < • 1 1 1 1 < ■ i ;» ./-, y, ; des valeurs entières non toutes nulles, i « • 1 1 « •>- que I on ait
revient donc à dire que, pour ces valeurs, on a
/.Kv/Â
(y A dans le cas de n formes à n variablesji
C'est sous cette dernière forme que M. Hurwitz établit la proposition. Sa démonstration se divise en quatre parties.
Première partie. — On supposera d'abord les coefficients des/, entiers.
Réduction ila système des ft. — On opérera sur x , y, z une suite de substitutions à coefficients entiers de déterminant ± i. de manière à si ni] il i lier les/ .
Soit fi = al x + bty + ctz: si ct est le plus petit (non nul) en valeur absolue des coefficients nt. 6,, c,, on peu! faire en sorte que le coefficient de x soit, en- valeur
absolue, inférieur ou au plus égal à |c,| : il suffit d'opérer la substitution (z; ; — ).x). X entier; le coefficient de. /-devient dt + / c, et peut, dès lors, par choix de A, être>o et <C |cj ; ceux de y et de - n'ont pas varié. Si |a,| est <; \ht\ et |c,|, < • r ■ changera, s'il y a lien, as en — x. On peut donc supposer lf <•, lefficienl de ./■ positif et in m nul. inférieur en valeur absolue à ceux de y et : .
Faisons maintenant la substitution (x, x + \y) : nous pouvons rendre le coeffi; cient de y positif ou nul et < ", ; puis, par (y, y + Xas), diminuer de nouveau celui de x en le laissant toujours positif et non nul: puis, par (x, a; + 7, y), diminuer i\e nouveau celui de y en le laissant positif ou nul, etc. On arrive ainsi à annuler le coefficient de y et de même celui de r .
/, se réduit ainsi à A x, A entier et positif Opérant de même sur/', el y . <>n peut, par des substitutions opérées successivement sur y et r, faire disparaître le terme en r. en sorte que/, = //.c 4- Bv, B>o. Faisant (y, y — \x), on a
/j=6a5 + Bv, avec o</j<B, B>o.
Ft alors f3 = c'x + c"y + C;. où C est = = o. à cause du déterminant qui esl resté le même et est ABC. Par (z, c + '/..ci et (z, z+ f.y), on peut faire en sorte que l'on ait o<c'<|C|, o<c"<|C|.
Finalement, le système est
./; = /-.f+liy, B>o, o<6<B.
/, = c,x + c,y + Cz, o < (c, . cj < |C| .
Et les substitutions opérées étant de déterminant -+- 1. les anciennes variables smit entières en même temps que les nouvelles et réciproquement.
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Pour établir le théorème de Minkowski dans le cas où les f{ ont leurs coefficients entiers, il suffira donc de l'établir pour le système réduit. On peut le faire directement, mais c'est compliqué à cause des cas et sous-cas à distinguer. Mieux vaut raisonner autrement.
Deuxième partie. — Disons que deux formes linéaires et homogènes en x, y. : à coefficients entiers sont équivalentes ou congrues (modd /,) si leur différence est du '.M11' \ft +'^2/, + À3/3, les / entiers.
Si s est une telle forme, les a 4- />,/, 4 ÀJ, 4-',/, , sont donc congrues à <s (modd/i).
Soit 'j =3 +- "/ :J\ 4 \f, + ' ,./',. 9 étant donnée; on peut choisir les ), de manière que, dans 1 (on dira que •!/ est réduite) :
r Le coefficient de - (qui est celui de z dans a, augmenté de C/3). suit compris entre o inclus et |C| exclus;
a" / étanl ainsi déterminé, on peul choisir "/ ,, de manière que le coefficient de y suit en lie ii inclus et B exclus ;
3" Choisir )., . de manière que le coefficient de x soit entre o inclus et A exclus.
Alors les formes \ réduites sont nu nombre de |C|BA distinctes. |C[BA est A . déterminant des/j, et. d'après le calcul précédent, toute forme équivaut lïnodd /',) à une el uni' seulr réduite. Donc il y a |A| Jormes ri ]A| seulement non congrues deux à deux, uuiilil J\: parmi elles, celle dont les trois coefficients sont nuls.
(le résultat obtenu par la réduction des f{ est évidemment vrai pour des ft non réduites, puisque deux formes congrues (modd/J le restent si on opère sur les ./•. y. z une substitution de déterminant ± i.
Reprenons alors les J] initiales. Le théorème du nombre des classes de formes linéaires modd/, s'applique dès lors aux formes de déterminant A :
F, = atx + asy + a3z, F, = 6,03 + bty 4 /',- , F3 = ctx + c2v 4- c3z.
Soient /•' et (r+ i)3 les euhes positifs d'entiers consécutifs qui comprennent |A|, de sorte qur r1 ^ \1\ <('' + i)'; considérons les formes i = ltx + /„y 4 l3: . où l'on a o -Cil,. /., . I,)<^r. Files sont (r 4- i>'- y compris la forme nulle. Comme (r -f i i1 ;> j.1 1. deux des •; sont congrues entre elles modd F, , leur différence esl donc '-, !', + '..F, + /,!',, les ), n'étant pas nuls à la fois, car les deux et sonl distinctes. On a dune pour des valeurs des /, entières m m nulles à la fois, — car les deux i sonl distincles, — et comprises entre — r et 4- r inclus ;
K(a,x 4 a,y 4 "4' + \{btx 4 ...) + \{ctx + ...) = ltx 4 ity - I.:.
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d'où
/c-.s- |/,| étant <J>, c'est-à-dire -^ |A|a e< tes À, /c/i nuls à la /ois. Le théorème de Minkowski est donc démontré pour des/ à coefficients entiers.
Troisième partie. — [1 esl vrai pour des / à coefficients fractionnaires, car si Scsi
F lé dénominateur commun des coefficients, posons fi = -g-, œ détermmanl des 1;
est S'A. Le théorème étanl vrai pour les F, (dont les coefficients sont entiers), on peut
trouver x, y, z entiers de telle sorte que |F([^S|A|S; donc, pour ces valeurs de
X,y,z, on a |/t|<|A|s. C. q. f. d.
Quatrième partie. — Soient les/, à coefficients quelconques et de déterminant + i . Nous allons obtenir la démonstration en suivant maintenant un procédé d'Hilbert, qui consiste à comparer les formes/ à des formes cpf à coefficients rationnels, suffisamment voisins des premiers. [Voir, par exemple, Sommer.] Soient
/ = atx + bj + c, :. u = < »)
Je dis qu'étant donné un nombre positif o aussi petit que l'on voudra, il esl possible de trouver un nombre e positif et inférieur;! o, tel que, en faisant varier tous les coefficients, sauf un, de quantités inférieures ou égales à s. en valeur absolue, on n'aura à faire varier le dernier en valeur absolue que de moins de l pour que ledéterminant des formes reste égal à -f- i.
En effet, ce déterminant n'étant pas nul, l'un au moins de ses mineurs d'ordre deux n'est pas nul, soit, par exemple, atbt — a%bt-\=o. Soient y.È. [i,. •;, les quantités dont nous faisons varier nt , l>l , c, . En écrivant que le déterminant reste égal à i. on a
le second membre contenant toutes les variations ?.,, p4, •-, . s;ul1 V. rl 1,v V- '*, > C, dépendant des «, , //,, c, et de leurs variations (sauf toujours y3). Il est clair qu'en prenant pour la plus grande valeur absolue de ces variations (sauf y,) un nombre £ suffisamment petit, on aura |y3| <sK, K étant un nombre positif ne dépendant que
des «,. 6j, c, . Ecrivant ek < ;, c'est-à-dire i<i— , on voit que les variations (sauf?.,)
restant inférieures à e. |y,| restera inférieur à 3, et on peut supposer s<3, parce que
si — ">£, on ne prendra que les valeurs de i inférieures à S, lesquelles conviennent
a fortiori.
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Faisons de plus les modifications de manière à rendre rationnels tous les coefficients, sauf c3, et modifions c3 de manière que le déterminant reste -f- i : c, deviendra rationnel parle l'ail même que les autres coefficients le sont, ainsi que le déterminant. On aura alors trois formes tp,, cp„. ib3, dont les coefficients diffèrent de moins de 8 de ceux des /, . /', , /,, et telles, d'après la troisième partie, que pour des valeurs des ./■. v. z, non nulles à la fois, on ait |s,| -^ i, (/= i, 2, 3).
Observons maintenant que les systèmes de valeurs entières des x, y. :. qui peuvent rendre les |/,|-^i, sont en nombre limité. Car si l'on pose /, = u>, , (<=i. 2, 3). les u\ étant compris entre — 1 et + 1. et si on résout ce système en x, y, r. on trouve des fonctions linéaires et homogènes des w{ dont les coefficients dépendent des ait bt, Cr Donc, les \n\\ étant -^ 1. les ./•. y. z sont en valeur absolue inférieurs ou égaux à une limite linie G : les systèmes des x. y. z entiers sont donc en nombre limité.
De même si les cp, se déduisent des/, par des variations des coefficients inférieures à 5 (le déterminant étant 4- r, comme celui des/(i. on trouve que Les systèmes des x, y. z entiers, rendant les |«,|'^ 1. sont tels que les x, y. z soient en valeur absolue inférieurs ou égaux à une limite G' voisine de G.
Considérons les ,/" et tous les systèmes de trois formes de déterminant •+- ' qui s'en déduisent par des variations des coefficients inférieures en valeur absolue à S, et soit G0 un nombre tel que les x, y, r. qui peuvent rendre un quelconque de ces systèmes <^ 1 en valeur absolue, soient inférieurs à G0 en valeur absolue.
Je dis que parmi les systèmes des x, y. z entiers, tels que (x, y, c)-^G0, il en est pour lesquels les |/j| sont <%Ci-
Supposons qu'il n'y en ait aucun, c'est-à-dire que pour chaque système considéré il y ait au moins une /'K telle que |/K| = 1 +"'-■ (X>o),.K pouvant varier (K= 1, 2, 3) d'un système à l'autre. Soit X0 le plus petit des ) .
La différence entre Jt et sj pour un même système de valeurs des variables considérée-, (c'est-à-dire inférieures ou égales à (I en valeur absolue) est inférieure en valeur absolue à 38G0; si donc on choisit 8 de telle sorte que 3'cG0<^0. la valeur de cpK différera de celle de /'h de moins de '/„. et comme |/K[ = 1 + 1^. 1 +\, |<pK| sera > 1.
Donc si. pour chacun des systèmes xt considérés, un au moins des \J\\ est > 1 . on pourra choisir l de manière que l'un des |-;J soit également > 1 : c'est en contradiction avec ce qui précède, car on a vu qu'on pouvait faire varier les coefficients des 7] de moins (le l de telle façon que, pour un système de x, y. z au moins, les . soient 1. Donc, il tant conclure que. pour un système xt, au moins les trois,/] sont s< 1. G. q. 1. d.
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NOTE IV (ANNEXE AU § 59), Par G. III MBERT.
Questions diverses concernant les bases des idéaux d'un corps quadratique.
En raison des fréquentes applications des corps quadratiques, il ne paraîtra pas i h utile de rappeler ici les principaux résultats classiques relatifs aux hases îles idéaux de ces corps. G'ésl d'ailleurs une occasion de montrer, dans un cas particulier, la .façon d'utiliser les principes généraux du paragraphe y.
Théorème. — Un idéal quelconque du corps k[\/m) est un module de ce corps, déduit de deux nombres fondamentaux, c'est-à-dire que l'on peu l trouver deux entiers
du corps e, il e ,. leN que tout nombre de l'idéal soit du type /,<■, + I .''..- ', et /. étanl (1rs entiers ordinaires et réciproquement.
En eilet , soient n -f /*<,>. at + blui deux entiers de l'idéal I ('): l'entier x(a + 6(o) + y('/, + /',(•'), où .'■ et y sont entiers ordinaires, appartient à I. < >u peul déterminer x et y de manière que bx + bfy soit le plus grand commun diviseur de li el bt , soit //'.
Si a + b (o est un autre nombre de I, il v a de même dans I un nombre où le coefficient de w est le plus grand dix iseur de b' el de 6s, et ainsi de suite.
On arrive ainsi à un nombre A + hu, où h est le plus grand commun diviseur (positif si l'on veut, car — V — /ho appartient aussi à I, comme produit d'un nombre de I par — i i de Ions les nombres b, /*, , /*,
Maintenant —, — étant entiers, les nombres tels que '/ + In.) — — i \ • hu>),
c'est-à-dire a A, qui sont entiers ordinaires (puisque -j- 1 est), appartiennent à I.
1 renferme donc les entiers ordinaires en nombre infini : a — -\: a rA; ... .
(One I renferme un nombre infini d'entiers ordinaires, c'est évident, car si v est de I ,
son conjugué a! appartenant au corps, le produit x'a, qui est entier ordinaire, est de 1. 1
Soit (/ le plus grand commun diviseur positif des nombres entiers ordinaires
ci-dessus : a A. etc., de I : il est clair que ij appartient à 1.
I1) On désigne paro>, selon la notation du paragraphe 59, un nombre qui forme avec 1 une
base du corps k\\ m) ■
.'il 8 G. HUMBERT. NOTE IV.
Alors un nombre quelconque a + 6w de I s'écrit :
a + b ta = - (A + h in) H . q .
= x (A + few) +- y . q , x et y étant des entiers ordinaires, puisque h est le plus grand commun diviseur des //
et q celui des a — —A.
Réciproquement, tout nombre x(A + hw) + y.q, où x. y sont entiers ordinaires, appartient à 1 ; car q et A 4- feu lui appartiennent.
Donc. I est le module de base A + /uo et g .
On peut simplifier en prenant pour base q et A 4- hu> + ()q (h étant un entier ordinaire quelconque), et choisissant 0 de manière que l'on ait
On a ainsi la base q et g + /*<», où q et /; sont positifs (non nuls, comme plus grands communs diviseurs d'entiers ordinaires) et où l'on a
Récipboqi'e. — Le module de base q et g + In» est-il un idéal? Pour cela, il faut et il suffit que
q(x + yoj) + (g + hw)(: + iw),
où x, y. z, t sont entiers ordinaires quelconques, appartienne au module. Comme la somme de deux nombres du module lui appartient aussi, il faut et il suffit que q, <!<•>. g + Iim, oji;/ -f- ht>)') appartiennent au module; '/ et g + hu lui appartiennent. Pour que </(,) lui appartienne aussi, il faut
q co = xq + y i g + h <o) ; d'où
q = yh , o = xq + yg .
Donc : i // divise q ; q = hqt et, par suite, y = gt; et xq= — yg donne alors xhql = — qtg ou xh = — g ; d'où, a" /; divise g: g = hgt. Enfin, pour que o)(g + feu) appartienne au module, il faut
il) i g 4- htù) — xq 4- y (g + // 1>> i .
ce qui, en distinguant m =\l i et m= i, mod 1 , donne
d'où
</ = //y. A/;» = .<•</ + yg ■
'" 9, li div isanl c/. y est un entier gt; ensuite nm = xkqi.+ 9tn Qtre que - — doil
(Mie entier.
>g + h [ 10 H — ) = xq + y (9 + h t.- 1 ,
el •
g + /, = h y , c'est-à-dire, puisque g = kgi :
- — = xq + y a .
ni — i 9, + i = y. h ■ — - — = xhq, + hg^g, -f i),
et dune
doil être entier.
Iti.nr. pour que le module de base q, g -+- ftw, soit un idéal, il faul el il ~ullii que (/ = lu^ : g = hgt et que
si m e|= i . (iikkI 4), g\ — m soit multiple de </,.
si m = t , (mod 'i i . g] + g,
soit multiple de qt
Dans Ions les cas, m est résidu quadratique de q (et même de V/,. si '" est = i, mod 'i ).
L'idéal (q, g + fus) ou (q{h, gji + ht») a tous ses nombres divisibles par h ; il s'écril i'\ idemment
(q, g + ht») = (A) (g,, g, + w),
c'est-à-dire est le produit de l'idéal principal (h) par l'idéal m/,. ;/, {■ ta), donl les nombres ne sont plus divisibles évidemment par un même entier ordinaire. Ce dernier idéal sera dit idéal normal.
Hase canonique. — Une base de l'idéal I : q, g + hw où q el g sont divisibles par //. où q, h sont>o el où g est >o et <'/. est dite base canonique de cel idéal.
// n'y a qu'une base canonique.
Car si q', g' + h'u> en est une autre on a d'abord h' — h. car. d'après ce qui précède, h est le plus grand diviseur commun entier ordinaire de tous les nombres de l'idéal, et de même h' ■
Ensuite, tous les entiers ordinaires de I sont q et les multiples entiers ordinaires
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de q (par qx + (g + Iim)y\ de même ce sont (/'et ses multiples; donc '/ = '/. puisque q el 7' sont positifs. Enfin, g' + ftio étant de I, on a : gr' + fi<a = qx + y\g + ht»), d'où y = i , c'est-à-dire g' = qx + g, et comme on a
o < g' < q et o < g < g,
il faut sc = 0 et g' = g. Ç. q. f. d.
Mais il y a une infinité de èrwt's non canoniques, c'est-à-dire de couples a + p<o, a' + p'u. tels que tout entier de I soit x(a + pto) + y(a' + p'a>) avec .<•. y, entiers ordinaires.
Il suffit en effet de prendre
oc + pu = x, q + Y, (^ + /! eu) ,
a' 4- p'u = ,r2 7 + y, (g + h<ù), ■'',' )',• xt' ^ï entiers ordinaires tels que l'on ait
Uors, 7 et 3 + /ho sont de la forme
n(-j. + pu) + //(>' + p'u),
« et «' entiers ordinaires, et tout entier de I étant q\ + (g + /noir,, "z et i\ entiers ordinaires, la proposition est établie. La réciproque est évidente, toute hase s'obtient ainsi.
Problème. — Le module de base a + Ht», a.' + p'u est-il un idéal?
Il faut chercher dans ce module une base canonique et voir si elle satisfait aux relations voulues pour être base d'idéal. On va prouver qu'un module a une hase canonique el une seule.
D'abord ap' — Sa' ne peut être nul. Car soit 2 le plus grand commun diviseur des entiers ordinaires a et p, S' celui de a' et p', on a
a + (3(û = S (a + h m), %' + Jb'co = £'(«' + b'ia) ,
et on a
ab' — ha' = 0, si xfs' — S-/ = o.
( Mi en conclut, a et h étanl premiers entre eux ainsi que a' et //' :
a' = za, h' = ib, s = ±i.
Alors on peut écrire
x + pu = c (a + 6 (o ) . a' + p'u = S, (a + 6 u) .
On peut supposer 8 et 8, premiers entre eux, en faisant au besoin rentrei leur plus grand commun diviseur dans a + lu». Alors a + I>m esl un nombre du module, qui ne comprend dès lors que le> multiples entiers ordinaires de u + lm. In tel module ne peut être un idéal, car celui-ci. comprenant a + 6u. comprendrait aussi t»(a + I>m 1. et o) n'esl pas entier ordinaire.
Cela posé, on aura une base canonique par
x(x + fJu) + y (y.' + Ji'w) = quantité réelle positive q,
a;'(a + fit.)) + y'(a' -+- p'o>) = ,7 + /( w , avec h ^> o ,
° < .'/ < 7 • as/ — yjs' = ± i .
Cela donne px + p'y = o, d'où .'• et y, puisqu'ils sont premiers entre eux ; quant au
signe, il est déterminé par la condition %x + a'v>o. Ensuite, xy' — y.t' = + i donne
as' == s(œ0' + 0 x) , y' = e(v/ + 6y) , e = ± i ,
8 entier ordinaire quelconque, as0', y0' solution particulière. Uors, px' f Vv'>o donne, puisque Sx + 6'y = o,
d'où le signe de e. Et enfin
o < e[«(se,' 4- 8«) + a'(y/ + 6 y)] < 7
ou
o<e(M + 8ç)<çi ir-.n-xx + y.'y — (j)
donne 9 sans ambiguïté.
On trouve ainsi une et une seule base canonique pour le module considéré.
NOTE V (ANNEXE AU § Il8),
Par Th. GOT.
Détail de la démonstration de la seconde expression du nombre de classes d'idéaux du corps circulaire des racines iièmes de l'unité, 1 étant premier.
On part de la première expression, transformée à l'aide de l'identité d'Euler :
y.A = IILim II 1
On a, pour n non divisible par / :
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v désignant l'indice de n par rapport au module / et à une racine primitive r(r = n, uiod I) ; et, pour n divisible par /, on pose :
îa-
Si n' = n, (/), on a v' = v, ( /— i); donc
Ki-ra-
el l'un a, par suite,
*='-< rA-n* /ii i \
= '.=i LU W + (^H7 + (A- + a// + ' ' ' J '
Mais
- = — / e-"'r-'ii(
n r(s)Jo - + + ...=■=!- f^f-dUe-" + e~(k *' + ...) = -!- r € *' „ i—d/ .
y.A=:IIlim f° ^L. ^- S e_"'e '"
Donc, comme r(i) = r , Posons
y./i = IIlim /
F (e~ ') = o pour / = o, car ^ e'— ' =o. Donc, ¥u(e~') est divisible par
F le"') i — e~' , connue i — e ", et la fraction — - — — , reste finie pour t = o; on a donc :
F„u'-' i/*-(//_ /"» Fv(e-')dt
/•»F„ic-'ir-'(// /""F
s=i ./o i — t Jn i
Posons e ' = x, e '/Il = — dx. L'intégrale devient
' FJx)dx
En décomposant en fractions simples, "il a :
y." — e i -</•-• fc=i_i
A-=l Si*
en posant 0 = el— '.
.S'o(7 « impair. — On a :
D'ailleurs.
jf-As--(-ÇK
L désignant la partie réelle du logarithme.
Pour deux valeurs </. q' complémentaires à /. le L a même valeur, et
indq'=mdq + -^^, e"",,,d«' = — e~"" ''.
car u est impair.
Les termes logarithmiques se détruisent donc dans la somme.
Puis - S8_uind* = o, car u==o, {I — 1 > .
Reste _^v7f,-»in'";
et par suite le produit relatif aux valeurs impaires de u se réduit à
7] J IIF.(e ' ) nSç8»tad«.
(On a changé H en 0~' dans le second produit, ce qui est permis, les valeurs de u étant deux à deux complémentaires à / — 1.)
îi-
Quant au premier produit II„F„(<? ' ), on remarque que, d'après des formules de la division du cercle ,
■li- 2i-
F„{e-T)xFl_i_,Xe~T)=±l, suivant que u est pair ou impair, et que
I-Vi(e
Donc "~n"*F.(«~) = ±Hi".
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Soit u pair. — Les termes non logarithmiques se détruisent. En posant
LA,= LV (i — e~i~) (i — e ~) = La sin^,
le produit étendu aux , valeurs paires de u, s écrit
_!_][ Vj-Kind, L A ,
à P près (q ne prenant plus dans la somme que les valeurs inférieures à — ). Donc, puisque
est ici
W \\Jd\
six n~
iz£ v' / » = i. ï ; — 2 » = «, 4 ; - s
II, II, (a/) * R en désignant par II, et II,. pour abréger les deux produits du second membre.
Enfin, pour obtenir la forme plus simple du théorème i/ia :
EL A
(a/,) * remarquons qu'en changeant un peu les notations et posant
Àf=V(i-c*)'C' -:-r').
on a e = — — , et. par suite. log=B= LA5— LAff_,, et l'on trouve alors
ae-«» lab(i — e'-")=iog -, + e'iogs, + •... + o~" îog :/_i .
( iomme
ll(i-e-") = .
et que
LIS8"log8^,= la formule esl démontrée.
IllO'-lug :„.,=— A.
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NOTE VI (ANNEXE AU § 172), Par Th. GOT.
Recherches sur le théorème de Fermât, faites par Kummer et divers auteurs, postérieurement à la démonstration de l'impossibilité en nombres entiers de l'équation
(■) xl + y' + z'=.o,
donnée par Kummer pour les exposants 1 premiers réguliers.
La fondation récente du prix Wblfskehl a donné un renouveau d'actualité à la question du théorème de fermai el a suscité un grand rj bre de travaux s') rapportant. 11 nous a paru intéressant d'indiquer l'état de la question à la lin de igi 1. Mais pour comprendre la portée des travaux: actuels cl même les méthodes qui ont inspiré certains d'entre eux, il est indispensable de se reporter aux résultats obtenus déjà par Kummer il y a cinquante ou soixante ans : il a d'abord démontré l'impossibilité de l'équation de Fermai pour les exposants / premiers réguliers (c'est-à-dire ne
di\ isanl le numérateur d'aucun des premiers nombres de Berni mlli) . c'est < o
théorème que le dernier chapitre du Rapport de M. Ililbert est consacré; Kummer a ensuite, dans un Mémoire de i.N.V 1 Ibhandlungen der Kônigl. Akad. der Wissenschaften :u Berlin), étendu la démonstration à la classe particulière suivante d'exposants / premiers non régulier^ :
1° / divise un seul, B,, des premiers nombres de Bernoulli el une seule fi lis :
2° il existe un module pour lequel une certaine unité E, n'esl pas resté de /■'""■ puissance;
3" B»; n'est pas divisible par l' .
C'est à l'exposé de ce résultat que la plus grande partie de la présente note est consacrée : tout en suivant la marche de Kummer, j'ai apporté à ses démonstrations les changements nécessaires pour les l'aire cadrer avec la conception actuelle des idéaux (d'après la définition de Dedekind) et a\ec les procédés et les n<>lali..u- du Rapport de M. Hilbert. A part deux exceptions relatives à des questions très simples, pour lesquelles je renvoie le lecteur aux Mémoires de Kummer, je me suis
d'ailleurs astreint à réunir clans ma Note, lorsqu'elles ne se trouvaient pas déjà clans le Rapport, les démonstrations de toutes les piopositions utilisées : on n'aura pas ainsi à les chercher dans plusieurs longs Mémoires de kummer oc'i elles sont disséminées; j'ai, du reste, pu, sur quelques points, abréger notablement les calculs, soil en traitant d'une manière unique les cas des idéaux premiers du premier degré et de ceux de degré quelconque, soit en utilisant les résultats du Rapport. Exception faite des deux exceptions mentionnées, la lecture de notre Note n'exige donc, en dehors de l'étude de ce Rapport, aucune étude supplémentaire. J'ai conservé, pour les renvois aux théorèmes ou paragraphes, et pour les références bibliographiques, les abréviations de cet Ouvrage, et j'ai distingué par des chiffres romains les divisions cl les théorèmes de la Note.
Parmi les travaux récents , nous nous contenterons — renvoyant pour les démonstrations aux Mémoires originaux - d'indiquer les plus importants des résultats obtenus, soit en partant de ceux de Kummer [Mirimanoff, Wieferich, Frobenius], soit dans un autre ordre d'idées, voisin de celui de Legendre [Dickson. Hurwitz],
L'étude de l'équation (i) est entièrement différente suivant que l'un des nombres x, y, : est ou n'est pas divisible par /; nous examinerons donc les deux cas successivement.
I. — Étude dl cas ou xyz n'est pas divisible par
S I. — Étude i/'un produit particulier d'idéaux conjugués.
Théorème 1. — Soit r une racine primitive, module /, et désignons par /•„ le plus petit reste positif de ;•", module /, et par s la substitution (Ç, "J ). j désignant un
idéal quelconque, le produit I I .s'j est toujours un idéal principal, lorsqu'on l'étend
soit aux valeurs de k vérifiant l'inégalité
(3) r_/, + »"— /,+iud? <C /,
soil aux valeurs de k vérifiant l'inégalité inverse. 7 désigne un entier quel-
conque non divisible par /; l'indice est relatif à la racine primitive r. module /. [Kummer6].
Démonstration. — Nous allons démontrer d'abord (lemme I) que le théorème est \iai pour tout idéal premier du premier degré. iVous établirons ensuite (lemme lli que tout idéal premier de degré quelconque est équivalent à un produit d'idéaux premiers du premier degré, ce qui achèvera la démonstration.
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Lemme I. — p ri, -ml un idéal premier du premier degré, le produit I \skp, étendu
aux mêmes valeurs de I: que <i-<lc~Mi>. est un idéal principal | ' i.
Suit, en effet, p le nombre premier rationnel divisible parf»; il est de la forme
ml+ 1, puisque p est du premier degré, et il se déc pose en /— i facteurs
<•onjugu.es :
D'autre part, on a la formule suivante, de la division du cercle :
dans laquelle ^(Ç) désigne la somme
il-n(Ç) == V Çind'+jiodfV+l),
où les indices sont pris par rapporta une racine primitive g, module/». (Voir, par exemple, Weber, Algèbre supérieure, i Soit, d'autre part,
( \ oir note du § o,3.)
Cherchons à quelle condition l'idéal
«■si un diviseur de <]>.(&)■ Il faut et il suffît pour cela que la division de ■} (Ç) par C — g'" donne un reste divisible parp. Pour avoir ce reste R. (mod p), 1 s remplaçons 'Ç' par g'", c'est-à-dire '1 par 3""' , et nous avons
1=/'— 2 t=ji—2 l=p—\
R = V g|mr-*(ind(î+(?iDd<+!)^ V i»ir-fy+ i)?m>-*= V |«i/ + I H«"', llii"il/H, '=1 r=l fc=i
<m encore, en remplaçant mr~' et mqr~k par /;rr_t et /n r_k+ini q , ce qui ne modifie pas les exposants pour le module ml = p — 1 :
R = V /»"-A(/+ l)'"r-A-+ind».
l'i Ce lemme est identique au théorème 1 36, si l'on prend q = r — 1: en raison de son importance, nous en donnons une autre démonstration, d'après les procédés de Kummer,
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En développant parla formule du binôme, nous aurons ... • e=p— i
expression dans laquelle les au sont des coefficients binômiaux, dont aucun n'est divisible parp, puisque l'on a
mr—k+inà q <CP — 1 •
Les sommes V t" sont divisibles par p, sauf si t" est congru à i, module p,
c'est-à-dire, — u étant compris entre zéro et 2p — 2, — si m est égal à p — 1 . La condition nécessaire et suffisante pour que R soit divisible par p, et que, par suite, sAp divise '}(?). est donc que la plus grande valeur de u soit inférieure à p — 1 :
mr—k + mr—k+màq < p — 1 , ou. en divisant par m :■
>'— A + ''— A-+inrl<?< I ■
Or, de deux nombres /r et a + Al1), l'un vérifie l'inégalité ci-dessus et l'autre l'inégalité inverse (car r.++k = l — ''—a); par suite, la moitié des / — 1 idéaux premiers de p divisent 'f.(ï) et l'autre moitié <l (Ç_l), — comme onde voit d'ailleurs a priori en changeant £ en Ç-1 ; — et comme •l('Ç)^Q('Ç~'), qui est égal à p , ne contien l que / — 1 facteurs idéaux, on a nécessairement (2)
et
jj«i-*i» = ±r*-K(r).
/t prenant, dans ces deux produits, les valeurs vérifiant l'inégalité (3) ou l'inégalité équivalente :
( 'l I /V-A- + Tji— fc+ind; > /•
Ces produits "sont dune des idéaux principaux. C. q. f. d.
(-) E(Ç), unité à introduire dans le produit, est nécessairement de la forme + "". car
ty:).Ki:r>= 1. (Théorème 48.)
Lemme II. — Tout idéal premier p de degré quelconque / est équivalent à un produit d'idéaux premiers du pn mier degré.
II suffit évfdemmenl de démontrer que tout idéal premier de degré supérieur à i est équivalent à un produit d'idéaux premiers de degré inférieur. Nous allons poui cria déterminer un nombre F(ï). divisible par p une fois et une seule, et dont tous les autres facteurs idéaux premiers <\ soientde degré Inférieur. <in aura donc
I- . -»!Iq
et comme la norme de 1 1 o < ■ > I un entier N,
\ =; riq .si In .sTlq s'-'Uq,
on aura ainsi montré l'équivalence de p au produit sITq.sTlq, ...s' ' 1 1 q . dont tous les idéaux sont de degré moindre.
Pour le nombre l-'i'i. il suffit de prendre V(Z)-i-/>. en désignanl par P(x) le facteur correspondant à p clans l'équation fondamentale décomposée, i Iule /<. en
ses e = facteurs irréductibles :
x'-l+x'-+... + i=P(x .P,(x)...PM(x), I p .
de sorte que l'on a
P={p, P - (voir théorème 119).
Pour démontrer que F(Ç) remplit bien les condition-, indiquées, remarquons que le premier coefficient de P peut 'tre pris égal à 1 et démontrons que le dernier est alors égal, module p. à ( — 1)^. Considérons pour cela l'équation
•l>k(x) = x< + kfajaf- + ... + \f(ra) = o
dont les racines sont les racines de l'unité formant la période t\k(rlk — £r* -f lrt + ... ■+■ v ")■ Le produit de ces racines de l'unité étant égal à r, on .1
Le produit I I 'J\(x) est un polynôme à coefficients entiers, — cai ces coefficients
sont tles fonctions symétriques des périodes, — et il est identique au premier membre de l'équation fondamentale, — car il a même degré, mêmes racines et même premier coefficient. Soit, d'autre part.
l'équation de degré e, à coefficient- entiers, dont les racines sont les e périodes à /
termes : cette équation, considérée 1 une congruence, module p. a e racines u, .
[Kummer3.] Faisons correspondre, d'une façon quelconque, ces dernières aux périodes
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ri substituons clans les 'J>, les uk aux rn. Puisque les fonctions symétriques élémentaires des uk seuil congrues, pour le module p, aux mêmes fonctions des périodes, on a la congruence
.•:'-' + .r'~- + ... + 1 = ] [ <\\(.r. uk), (mod p). /,=o
Connue le polynôme x'~' + ,r'-2 + ... + 1 ne peut être décomposé de deux manières différentes en facteurs irréductibles, module/), les Pj(x) ne sont autres, à l'ordre près, que les <I>A(.r, uk), ce qui démontre notre assertion sur la valeur du dernier coefficient de P(x).
Dès lors, P(Ç) +/>est :
t" Divisible par p :
2° Non divisible par p\ car tout nombre divisible par p2 doit, après division par P(Ç), donner un reste divisible par/)*, et ici le reste est/);
3° Non divisible par un autre facteur p, de p. égal à (/> . Pt(Ç))> car le poly- DÔme l'i.ei n'est pas divisible par Pt(.r), mod p:
li" Non divisible par un idéal premier de degré supérieur à /, car P(Ç) est de degré /'el le premier coefficient est 1 ;
5° Non divisible par un idéal premier de degré/ autre que p, car, soit q , égal à (7. Q(0), un tel idéal: le reste de la division de P(x) +.p par Q(x) est P(x) — Q(x)+p, el il n'est pas divisible par </, puisque les derniers termes de P et Q étant égaux (à ( — 1 )r\ le dernier terme du reste est p.
Le nombre F(ï) = PÇÇ) + p remplit donc les conditions que nous avons utilisées et le leinnie II se trouve ainsi démontré, ce qui achève la démonstration du théorème I (').
S II. — Le critérium de Kummer.
Théorème II. — Si trois entiers rationnels x, y. :, premiers entre eux et à /, vérifient l'équation
chaque couple de deux quelconques d'entre eux, x. y. vérifie le système des / — 3
u. — 1 congruences suivantes (z) ;
</,--" log (x + e"y) . . .
(:> B„— — - = o, (mod/).
du1--"
11) Le Icmme II est vrai pour un corps de Galois quelconque (théorème 89), il nous a paru utile d'en reproduire la démonstration particulière au corps circulaire.
,/! -m [-) ,"-— désigne la valeur de la dérivée (/ — -211)" pour 11 = o.
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En effet, l'équation peul s'éci ire
Les facteurs du premier membre soni premiers entre eux deux à deux, puisque x el y si m t premiers eu Ire eux el que : esl premier à I (voir S 17 ■ : donc, leur proiluil étant une puissance I "" . chacun d'eux est, à un l'acteur uuilé près, la puissance
i * d'un idéal. On a donc
'' - Cy= :)'• et, par suite,
fi désignant toujours La substitution (Ç, £*")).
Donnons à fe les valeurs vérifiant l'inégalité 1
'V-A 4" 'V— A+ind? > /.
el formons le produit des x — Çr*y étendu à ces valeurs de k . on sait tbéorème I 1
que le produit 1 T s*i correspondant est un idéal principal (a). Quanl au produit
T **£, il se réduit, au signe près, à une racine /""" de l'unité 1 théi irème J8 , cai son
a module est égal à -+- 1 , puisque l'on a pour la norme :
n(e)=JI«*«- JI^+frs = ± 1
et que T T et 1 qui se déduisent l'un de l'autre par le changement de 1 en Z '
A n+ft
sont imaginaires conjugués. On a donc
On en déduit (voirS i3i, note), les congruences
,~ vWfr^" log (x + e'"-\v ,
(6) V- 2_i_ ^ = 0, (mod /i.
pour /1 = 1, 2. ..., y. — i, c'cst-à-di re encore
^l0gf/-f"vlV, *SOl (mod/)-
du'-*" —
Transformons * . de manière à étendre la sommation à toutes les valeurs de A-
a=/-i de r à / — i, en multipliant chaque terme de ^ p*i*-»»i par [a fraction
Kf.—lt + 'V— A+in.l? — 'V— fr+ind((/+l) _
égale à i lorsque la valeur de k est à conserver, égale à o dans le cas contraire.
( )n aura
y rW_2,0 _ V 'V-a- + 'V-A+in.iy — /y-/,-+ind(?+i) r,f(/_,2llK
ou, en multipliant par /et remplaçant rk,l~~") par rkt*l~""' qui lut est congru, mod /. / V rw-t*) = V [,v_& + /V_.,,+|,„ly _ r„_/c+i„d(?+i)]rW-2«) , (mod F).
il suffit d'évaluer la seconde somme
les deux autres s'en déduiront en effet par le changement de q en t et en 7+1. Posons dans cette somme
ly. — A+indt/ ',
1 prendra toutes les valeurs : t. 2, .... / — 1, comme k; on a d'ailleurs
/y-A+ind, = (', (mod /),
d'où mi tire
/■* = — 4, (mod /).
et par suite
' = — ■/(«_.»] - (mod / ) ,
ou encore
rw;-.»)__^(t-.»)j!(.»-.)? (mod/»),
car /"'l| esi congru à 1 pour le même module.
< tu a dès lors
/ V ,■"' »> = — [1 + q'1'-"* - (7 + O'"-""] 2 '""""". (mod F).
Mais on a, d'après la formule sommatolre de Ben lli (voir La noie du S i ."■» — j
d'où en divisant par /. revenant au module /. el tenanl compte de ce que l'on i
= n 4- (an — r )
2 Va
el que l'on a(')
Jb±2- =(_,)*.?!, (mod/).
la congruence
( )r. '/ peul ii m jours rire choisi de manière à ce que le crochel ne soit pas ili\ i > i 1 >1< ■ par/: on a donc bien,- en portant L'expression de * ;•' ' ' "' dans les congruenccs (85
les conditions
B..-= ^ 'Ji = o, (mod/),
qu'il s'agissait de démontrer.
S III. — Impossibilité de {équation I i l en nombres entiers r. y. ; premiers à I. quand I ne divise qu'un des premiers nombres de Bernoulli.
Théorème III. — Si le nombre premier / ne divise que l'un des premiers
nombres de Bernoulli et qu'une seule l'ois, l'équation 1 1) est impossible en nombres entiers ./-, y, z premiers à /. [Kummer16.]
Soit v le rang du nombre de Bernoulli B. qui est divisible par /.
/ — 3 Si v n est pas , on doit avoir, d après le théorème II. la congruence
< log {x + e"y) du'
c'est-à-dire
xy(x — y)
= o . (mod / 1 .
(x - vi'
= o. (mod /),
l ' l Kummer, / 'eber rin? allgemeine Eigenschaft der rationalem Enlwicklungs-coêfjicienten einer bestimmlen Gattung analylischen Functionen. (S. de d'elle. I. XLI.) — On pourra se contenter de voir P. Bachmans : Niedere Zahlenlheorie. Zwèiler J'eil. Erstes Kapitel.
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ainsi que les congruences analogues, relatives aux autres combinaisons de x, y, :. On doit donc avoir a ' = y et, par suite, x = y = z; mais comme on doit avoir, d'après le théorème de Fermât.
x + y -f z = o, (mod l) ,
il en résulterait 3x = o, ce qui est impossible, / n'étant pas égal à 3.
v ne pourrait donc être égal qu'à ; mais alors ou aurait, d'après le critérium,
d) log (se + e"y)
c'est-à-dire
du'
xy ( x — y ) (acs — toxy + y
= o, (mod /) ,
= o, (mod /).
el par suite aussi
(x — y) (a;s — loxy + y*) = o, (mod /), (x — z) (x2 — io,r; + ;8) = o , (mod /).
( tu ne peut avoir x = y, car alors on aurait ; = — 2X et la deuxième congruence dev i end rail
x3 = o , (mod
< 1 1 1 i est impossible, / n'étant ni 3 ni 5. Enfin, on ne peut avoir non plus
x° — io;cy + ys = x' — ioxz + z* = o, (mod /),
car. avec x + y + z = o, on en déduirait
1 1 x(x + 2y) = o, (mod /) ,
ce qui est impossible, car on ne peut avoir x = — iy. I n'étant ni 3 ni ."), et d'autre part / n'est pas non plus égal à n, qui est régulier comme 3 et 5. (',. q. f. d.
S IV . — Recherches récentes sur l'équation i i ) dans le as où xyz n'est pas divisible pur I.
Les recherches récentes relatives à l'équation ( i ). dans le cas où xyz n'-esl pas divisible par /. ont presque toutes leur origine suit dans les travaux de Ruminer, soil d;ms ceux, plus anciens, de Sophie Germain cl de Legendre.
Miiimanofi' s'est placé au premier poinl de vue dans son Mémoire : L'équation indéterminée x' + y' +- zl=o el le critérium de Kummer. (.1. f. d. r. u. a. Mathematik, tome (A\\ III ). En discutant les congruences (5) il a établi le théorème suivanl :
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Théorème IV. — L'équation (i) esl impossible en nombres entiers premiers à /. si les nombres de Bemoulli B/-s, B/— ., 15/-:, B/— g ne sonl pas tous divisibles par l.
D'autre part, il montre qu'on peul éliminer de la façon suivante les nombres de
Bemoulli des congruences de Ruminer : en désignant par a,(t), pour i= a, 3 /— i,
]r polynôme
ç,it) = t — a-'/' + S'-/3— ... + (— n'N/- d'-'/'-
ol par zt(t) le quotienl
/ représentant l'un quelconque des rapports des trois nombres x, y. :. ces congruences équivalent au système
Oj<p,_j = O, (i=!,3, . (— i),
VVieferich (Za/n letzten Fermatschen Theorem. J. f. d. Matbematik, tome CXXXVI) a déduit des congruences de Mirimanoff le critérium suivant :
Théorème V. — Pour que l'équation i i puisse avoir une solution, x, y. : étant premiers à /. il faut que le quotient de Fermât
suit divisible par /.
De nouvelles démonstrations, plus simples, de ce critérium ont été données par Frobenius (Sitzungsberichte Sir lu Ak. d. Wiss. zu Berlin. ■> décembre 1009, et ././'. </. Maihematik, tome CXXXV1I), et par Mirimanoff (Sur le dernier théorème <le Fermât. J. f. d. Mathematik, tome CXXXIX).
Mirimanoff a montré en outre que :
Théorème VI. — Pour que l'équation 1 1) puisse avoir une solution, x, y, : étant premiers à /. il faut que le quotient de Fermât
soit divisible par /. (fi. /?.. 24 janvier 1910.)
Dans l'ordre d'idées de Legendre, Dickson part du théorème de gophie Germain que nous reproduis' ms :
Théorème VU.-- S'il existe un nombre premier impair p tel que la congruence .•■" _ v" — :" = o. 1 mod p), soit impossible en 11 bres entiers premiers à p et tel de plus que n ne -"il pas
résidu de puissance n"""\ module y*, l'équation x" + y" + :"=o n'a pas de solution en nombres entiers x, y, z premiers à n.
Il en déduit par des méthodes nouvelles l'impossibilité de l'équation (1) avec .ry: ='=(>. mod. /. pour tout nombre premier / inférieur à 6867. (Dickson, On the last theorem of Fermât, février 1908. Messenger of Mathematics, tome XXXVIII, et deuxième note, mai 1908. Quarterly Journal of. P. a A. Mathematics , tome XL.)
En de m cas où .vy: est divisible par
Nous allons, avec Kummer, examiner le cas particulier où / remplit les trois conditions suivantes :
1 / divise un seul B, des / — 3 premiers nombres de Bernoulli et une seule fois;
2" il existe un module pour lequel l'unité
E » = ïOc)''^-' . . . (>-' s)r-^-l> .
où i désigne l'unité circulaire définie au paragraphe i38 :
(i-çr)(i-Cr)
n'est pas résidu de /"'""' puissance;
.1 I!,; n'est pas divisible par F.
Dans ces conditions, l'équation (1) est impossible, même avec l'un des nombres .'•. y. 2 divisible par /. [kummer16.]
Pour arriver à la démonstration, un certain nombre de théorèmes préliminaires sonl nécessaires : ils feront l'objet des paragraphes VI. VII. VIII, l\ el X. Auparavant, démontrons d'abord le
Théorème VIII. — Les deux premières hypothèses faites entraînenl que le second facteur du nombre des classes n'est pas divisible par /.
Pour cela, nous allons montrer que, dans la première hypothèse, ce second
facteur — ne peut être divisible i><ir I que sFl'unité E, est la I'""' puissance d'une unité.
Reprenons en effel les notations du paragraphe i3g : si — esl divisible par/, le déterminanl du système 1117):
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l'est aussi ; d'où l'existence de \i. — i nombres \,. aon tous divisibles par /. el tels que toutes les sommes V \, M„ le soienl : l'unité ]Tï,N esl donc la /"' puissance
d'une unité E el on en dé luit, comme au paragraphe i3q :
I!, N4 = o, ( mod l), u i • • ii
Or, les li, sont tous =|=o, (mod l), excepté I!,; il l'a ni donc que h m s 1rs X soienl =o, excepté Y. On a, par suite, K' désignant une unité :
Exprimons ev avec les unités circulaires selon la formule 1 109) Ev = el«-DK(.) — e»„(s ç)«, . . . (.r---i)" -S ,
, 1 — s*ou l'exposant symbolique Fin) est é^al à , de sorte qu'on a les con-
gruences
n, = ; — , (mod/), (i=n.i n--)
Posant alors
Nv = — mr2v(i — /•-"), (mod /) .
on aura pour l'exposant de s'e dans E' :
N»n, == /nr2v(r-2i'+')* — 1), (mod/), u=o,i, .n— *i
On introduit aisément l'unité si1- 's en tenant comptede ce que la norme esl 1, et on arrive à la formule
e"='eT,
E" désignant une unité et E» étant e(si)r~î"... (si'-,s)r-ï(|,-,)\
Enfin, m n'étant pas divisible par /. on peut déterminer deux entiers a et 6, tels que am= 1 + bl, de sorte qu'en élevant E"' — E™ à la puissance aiia" el remplaçant «m par 1 + 6/, on a
E'" désignant une unité.
Dans ce cas, l'unité E, est donc résidu de l,ém° puissance pour tous les modules.
Si donc nous supposons qu'il existe un module pour lequel l'unité E, n'est pas résidu de /"""puissance, le second facteur du nombre de classes n'est pas divisible par /. C. q. f. d.
III. (iOT
NOTE VI
§ VI. — Définition et propriétés ili-s logarithmes pour le module I" ' .
Soil/iLj un nombre non divisible par (, c'est-à-dire tel que/(i) ne soit pas divisible par /. l'osons, pour abréger,
et considérons le développement purement formel
« , i » (— iT" ,
qui serait égal à log (i — x), si l'on avait \x\ < i .
Nous allons montrer que le nombre des termes de ce développement non divisibles par /" "' est limité, et nous conviendrons de dire que cet ensemble de termes
est congru pour le module /" ' au logarithme de '- — — ; nous écrirons
te{j$]=*-\*+i'*-- ■■■ (mod/"')'
en employant le même signe log que pour les logarithmes népériens, mais uniquenirul comme notation abrégée. [Ruminer17].
x est divisible par i — Ç, c'est-à-dire par l'idéal 1, et / est égal à I'-'; un ternie quelconque du développement est divisible par une puissance de I, — par !"', si le rang m de ce terme n'est pas divisible par /, et, si ce rang est ml", m n'étant pas
V"1" divisible par /, par ()l)„ , où l'exposant du numérateur est toujours supérieur à celui
du dénominateur; l'exposant de cette puissance de 1 augmente indéfiniment dans les deux cas avec m . il Unira donc par être supérieur à \n + i)(/ — i), ce qui montre qu'à partir d'un certain rang Ions les termes sont dix i si blés par /" '.
Théorème l\. — On a, au sens qui vient d'être défini, la congruence
./ou ° L/(. )'-*_! + ^ </«'■"' '■ '
(lllod /" "),
N/'.') désignant la norme, l'indice o indicjuanl que l'on fail « = o dans les dérivées kl"' "'"'- de log /'(<•"). et \( '.') désignant le polyn? •
où /• esl une racine primitive pour le module /. [Kummer ".]
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Ordonnons, en efl'et. la différence /( i | —f(Ç) suivant les puissances de i — 1. de sorte que l'on ait
/(0-/(Q = A,(i-0+ Vm - :r + ... + A, ,(' -■"'•
les \, étant «les entiers rationnels, l >n en déduit
Remplaçons .' successivement par tous ses conjugués .' . - |iuis ajoutons toutes ces égalités multipliées respectivement par r— **'"; on a
" v V-» log I "££T| Jv; v <v— "<,-:^ — • L/(i)J - — '</<>"
On a. en développant | i — y'1)' et sommant d'abord par rapport à h .
En désignant alors par P, la somme
et en partageant la somme » en /sommes partielles, correspondant respectivement
à *' = o, s= i, ..., s = / — i, (mod /), on obtient
Pour transformer cette égalité en congruence relative au module /" ', démontn >ns d'abord que P, contient toujours autant de facteurs / que i. Si t n'est pas nul, chaque terme de P( contient /autant de fois que i : c'est ce qu'il est aisé de voir, à l'aide du théorème suivant, facile à démontrer :
« Si p est un nombre premier et que le nombre A soit représenté dans le système de numération de base p par
\ = u + aj> + ... +am_lP"-.
l'exposant de la plus haute puissance de p qui divise A! est
P — > [Kummer '-.]
Quant à I',,. il contient de même autant de facteurs / que t, car la somme P0 + P, + ... + P;_, étant la somme des coefficients binômiaux alternativement
changés de signe est égale à (i — i)' = o.
1> Les -- peuvent donc être considérés comme des entiers pour le module TJ|, et
l'on a, pour toute valeur de i, en tenant compte des congruences XA(C) = sh'l"\k(l) et XA(i) = o, (mod f.î') :
V : — = -. [l*7" P, + 2W"PS + ...+(/ — I )*'" P. 1 X..( X) , (mod M-
Si l'on développe, d'autre part, (i — e")' par la formule du binôme et que l'on prenne la /,-/""'l"e dérivée pour u = o, on a
df(y-e»)
do*'" — ' ( a- ! (7 — s) ! '
d'où, en décomposant cette somme comme plus haut et tenant compte de la congruence
(s + mQM" = **<", (mod /""'),
un déduit la congrucnce
^_L__ =[l«-pt + a«»Pi+...+(/_l)«.pt_t]i (mod/"').
( )n a, par suite,
— t ~ i do*'" ' *
(ï), (mod /" 'i.
et
-/an
"-^ //(i)' '' do*'" ' aU
), (mod /" ').
„ r, ( i — ?" i' Or, daprès'OoV la somme » — '- n'est autre chose que le dexelupi
, c est-a-dire d
lemellt,
irdonné suivant 1rs puissances de i — e", de lu - log/(i)(').
e log ,/'w" )
(') lu;; désigne ici le logarithme ii<-[>t;ricn , car <•" étant égal à i pour a = o, le développement ir la série de Mac Laurin est convergent dans le voisinasse de 11 = 0.
On a donc
(n) V r-hkf log
yc:'-*r _/(o_
Xt(Ç), (mod I" ').
Donnant alors à A- les valeurs i. 2 /— -, . faisant la somme, et mettant à part la
valeur h=o, on obtient, en remarquant que /•-'''" + r -/>l" 4- ... 4. j — ('— 2)4/" es| congru à — 1 pour le module /"'',
1 r/rai , rx /V:i I dl"logf(e»)
c'est-à-dire la formule (8) qu'il s'agissait de démontrer.
Cas particulier. — Dans le cas particulier de n = o, on a simplement, comme \/u> esl congru à 1, ainsi que/| 1 |,-\ pour le module / :
car on a 1<
<'-*log/(e")v
du1'
X,_s(0, (mod/),
rp-J-°'
(mod /). vu le théorème \ qui va être démontré.
Application. — Comme application, nous calculerons le logarithme, pour le module /, de l'unité fréquemment employée
e.(o = £(?) . k?y-tn . =(Or_4" ... c(:-,-')>--^-"",
expression où s(Ç) désigne l'unité circulaire (§S 98 et i38)
On a
lOÊ
^2-*i2^ES
! mod h:
la congruence des deux derniers membres résulte des relations
rA+li = _rA_ et ,._2(/, + ^)n = ,.-2An> (mod /1,
et de ce que e(î;''"+*) = s(Ç-''*)z= E (:/■'' 1.
On a donc d'après la formule (9), où l'on prend n = o et /(*) = s(*), la con-
eruence
l0& Lë^ôJ = 7 — rf^~ - x-"(ç,>' (mod/)'
Pour calculer la dérivée qui figure clans le second membre, partons du développement connu
i i i B.u B.u' B.ir
fi!
qui donne, si l'on change u en r\i et qu'on retranche le développement ci-dessus du nouveau multiplié par r :
r i i (r — i)B,« (r'— i)Bu3
il en intégrant :
log
— (r— i)u = logr (r— i)n +
la constante d'intégration étant égale à log /'. comme on le voit en faisant <<=o: on ; par suite.
logs(e") = log -3 . — — = logr H -J v — - + ....
< >n a. dès lors.
nu in
et enfin (i4)
'"H îiTr!]SEI~ir'(,'î"~,1^x",-:)' (moc1°-
Remarque. -- L'utilité des logarithmes pour le module l"~' tient, d'une part, à ce que, évidemment, ces développements ont la propriété fondamentale qui correspond à celle des logarithmes eux-mêmes : le logarithme d'un produit est congru à la somme des logarithmes des facteurs; — et, d'autre part, au théorème suivant :
Théorème X. — Deux nombres congrus pour le module /""', ainsi que les entiers qu'on en déduit parla substitution de i à t, ont aussi leurs logarithmes congrus pour le même module. Ruminer'-.]
Démonstration. — Si. en efIet,/(Ç) et »(Ç) sont ces deux nombres et qu'on pose
logl = 03 X+-X — ....
■ (urodr1).
On a, > u lès h\ pothèses,
./■ = y, (mod /" ').
d'où é> idemmenl
-fc = P o "" ')•
.in i ni lins si /,- n'est pas divisible par /. Mais cette congruence esl \ raie même si k esl
un multiple de /. soil cl", /' étanl la plus haute puissance de / qui entre dans /,• : car
en posant
la formule du binôme donne
yff = ,,-/" + cin+a+\xct«-lz (mod / *),
et, par suite,
vcl" ,.W"
- =— . (m0df-).
Les deux développements iog 1-—- et lo« -*— -
L/(OJ L?C)
etanl congrus tenue à terme.
le théorème esl démontré.
% VII. — Expression de l'indice de l'unité l\0
Étant donné un idéal premier quelconque p, de degré/, il esl possible de déterminer une racine primitive p(>) de cet idéal, telle que l'on ail
l> désignant le nombre premier divisible par p. Cette racine étant ainsi déterminée, l'indice d'un nombre quelconque * du corps c(Q est le même, soil qu'on le prenne par rapport à la racine p. soit qu'on le définisse comme au paragraphe n3. En
d'autres termes, si l'on pose
p/-i a = p', (pi. =Ç>' = a ' , (p).
on a toujours
Pour déterminer l'indice de l'unité E„(ç). nous allons d'abord établir les propriétés fondamentales du nombre
q- (£\ __ v»— (?+i)A + Ind|f''+l|
('l Voir Hilberl, paragraphe 9.
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où l'indice a la signification qu'on vient de rappeler et où la sommation s'étend à imites les valeurs
à l'exception de
h = -(pT-i).
valeur pour laquelle p* + i serait congru à zéro, et pour laquelle l'indice n'aurait pas de sens. [Ruminer12.]
Première propriété fondamentale : V ne dépend que des périodes à f termes. En efTet, on a
(p* + if = ?*p + i , (mod p) et par suite (mod pi:
donc, on a
1]f /J-J>\ __ v^_|î+l)/!/)-f/,Indi;.'<-li — - v ^— (v+li/iyi + lndi }''-!- Il'' _ v ■-— {q+ l)Ap+lDd(f*P+l l — 1J" ( j,
car les hp reproduisent les /; à l'ordre près, (mod p' — i). Comme/) est congru à r", (mod /). r étant une racine primitive (mod /), puisqu'il appartient à l'exposant /, W admet la substitution (Ç, (**) et ses puissances, et ne dépend, par suite, que des péril nies à / termes i ').
Deuxième propriété fondamentale. On a
W,(Q »r,(r') = /. (? =N o et =|= - i . mod /). En effet ,
V I L') '1' (Ç_')=:22 Xr~ <?+!)(*— *)+Ind(f*+l)— Ind(f*+1 — n' 2 + 22 !I— (?+')(*— /.-i-t-Iu.l ■;''- 1 1— In.!.;1 - I)
le dernier membre étant obtenu en prenant d'abord h = k, ce qui donne p' — 2 ternies égaux à 1, et la somme double s'étendant ensuite à toutes les valeurs inégales de h et k.
Posons
il \ ient
ou enci >re
M'/ri'l^ir'i = // — a — 2Ç«* + vv';n-'i*'-»',
ft'el li' pou va ni alors être égaux dans la somme double. En sommant par rapport à li' .
mu trouve S^ *' = — i, donc
et, par suite, si <j est =e o et e|= — i (mod h, on a
Si (/ = o ou = — i, mod /. La relation il le *F_(Ç) V ,(Ç_I) = + '• comme cela
résulte de W0 = M',_, =— i, et de VgH , = Tg .
Troisième propriété fondamentale. Si/est pair, on a
si/ es/ impair, on n
vq(Q = ±Pm°(spT* ...-(s'-^r. i,
expression où les exposants m, ont les valeurs suivantes^) :
/?!, = S|i_; -+- S.i—i + indï — S|x— i+ind(î+l))
S,, désignant la somme
La première partie de l'énoncé résulte immédiatement de ce que l'on a /; - = — i .
(mod /), et, par suite, ^(Ç-4) = ^(ÇT) = V/ï), et de la relation «r/j'l^r^/)'.
En vertu de cette même relation, il est clair aussi, pour/ impair, que H'(/ ne peut contenir que l'idéal premier p et ses conjugués, et il ne reste qu'à déterminer leurs exposants et l'unité dont le produit est affecté.
Tour cela, nous allons substituer a Z une puissance de p qui lui soit congrue (mod p"). Posons pour abréger
on a successivement
y =ç>ïP, 0*),
(') Ind désigne L'indice p;ir rapport au module V et à la racine primitive : . ind l'indice par
rapport au module / et h la racine primitive r.
Evaluons maintenant 1M?'"'); en posant q+ i = r», (mod F), prenant 1 iid i ;''/'"' - i i au lieu de Ind (pA + i). on a
'1' (lV~ *1 = v"— '"•<-, + '•— jlnd(p'l + l) q\-. J — 1 >
d'où la congruence
ii^(r'-') = sp-w,-* (pV" + ,)/>»'<•_,, <y" ■),
// prenant cette fois dans la somme toutes les valeurs o. i q' — i, la valeur
cvclue précédemment /( = -(// — i i donnant ici un terme =o.
Si l'on développe par la formule du binôme, et qu'on effectue la sommation par rapport à // . il ne reste que les termes où l'exposant de p est un multiple de p — i = W; soient sll' ces exposants, on a
( /';•,_, + sll' , ! ( /'//"/•_, — /'/■„_, — sll') ! ' V ' '
nu, en posant
•l remplaçant "J ' par Ç :
'' ' ' ° S (Z'p"V,_i - - //'j ) ! [i /•_, — r,-,)/'/?"' + lïz] !
pour le module (s'y)"' ' ' .
La somme doit être étendue à toutes les valeurs de z qui ne rendent négatifs aucun des deux fadeurs du dénominateur. Comme c'est un entier rationnel, tout revient, pour trouver l'exposant de s'p dans T i L't, à trouver quelle est la plus haute puissance de p qui divise la somme ^.
En s'appuyant sur le théorème relatif aux factorielles énoncé dans le paragraphe \ , on trouve aisément, en supposant /'_; — /\_,->o. que c'est le terme où :: = o qui contient p avec le plus petit exposant, et nous avons à calculer le nombre de facteurs // contenus dans
(l'pnrr_t)]
(l'p"ri\-i)l[(r_— twOVj1!'
Pour cela, cherchons d'une manière générale le nombre de facteurs p contenus
dans l /'//"'/'„ i! Soit
l'rh = a + a,p+ ... +«,_,//"',
les ,i étant inférieurs à // el non négatifs : le nombre des facteurs // de la factorielle sera, d'après le Lhéorème rappelé ct-dessus :
/'//";■„ — (a + 0,-1-... +ar_,)
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Multiplions /'/',, par / et remplaçons If parp — i, nous avons
/''''/, = '\ + l" + la',P + ••• + 'rV-.',f_'d'où, le second membre devant être divisible parp :
y. + lu , = y,p,
les ï étant positifs et inférieurs à /; et comme on ap = r'"*, (mod I), nj premier à /. puisque p appartient à l'exposant,/', <m a 1rs continences
/•" = xrm". a =s -j./"1', ..., *f_ = *,_,/•"", (mod />.
d'où
x = r , a, = r , . . . , ïv_, = r , i inoa /);
el comme tous les a sont restes positifs, mod /, on a
a =z rh—me> *i == 'n—ime °V— i — ' ir
Puis, en ajoutant membre à membre les égalités r,( + /<; = «p, etc., on a :
l(a + «, + ...+ ar_J = (p - i)('V„„ + /•,_„„„ + ••• + '•„)•
D'ailleurs, le dernier facteur du second membre est égal, à l'ordre des termes près, à
parce que m est premier à/. Désignons par /S,, cette somme, qui est en effet divisible par /(!); on aura pour le nombre de facteurs p de la factorielle :
l'osant pour abréger /•_,• — /■,,_1- = s, entier positif et inférieur à /, on aura pour le nombre de facteurs p de N, c'est-à-dire pour l'exposant mi :
ml = S_+.S,-.S_t.
Et pour obtenir l'expression de l'énoncé, il suffit de remarquer que l'on à
S/i-|-n=/ — S/, et que de l'expression de S résulte la congruence
,.-< _ ,-*-, = g = ,--' _ (Ç + ,),--' = _ qr-' = i*r-'i '*.-
d'où l'on déduit § = rVL—i+iBdq.
(') Excepté pour _/"= ij cas déjà lr;iité paragraphe i.
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I! reste, [mur achever la démonstration, à lever la restriction relative au signe de r_t — rx_l . Or. de r +l, = I — rh on déduit
de sorte que si i ne vérifie pas la condition r_, — r«_ i>o, ;j. — / la vérifie. D'autre part, si l'on fait le produit V^Ç)^ Ç-1 '• qui est égal à pr, il en résulte mi -f m,+li=f. On a donc /«, =/ — >»,+il, et comme on a aussi SA =/ — SA+|l, on retombe sur la même expression de mt que dans la première hypothèse.
Enfin l'unité E(Ç), qui affecte le produit des idéaux premiers, est égale à + 1 . car, d'une part, elle ne doit dépendre que des périodes hf termes (/>i). et, d'autre pari, on doit avoir E(Ç)E(Ç_1) = 1 à cause de l'égalité T^Q'I'^ :~')=//; ceci exige E(Ç)=±Ç/fc. et l> doit être nul d'après la première condition.
Remarqi e. — La démonstration précédente s'applique encore aux idéaux du premier degré. Si l'on fait, en effet. /= 1,
/S„ se réduit à rh, et mi à - (/-,_, 4- JV-.+ind, — /v_,+ll(1„+l|).
expression prenant la valeur 1 ou la valeur o, suivant que s'p figure dans W (Ç) avec
l'exposant 1 ou l'exposant o; — c'est le résultai du théorème I.
Cri le remarque permet de donner une expression unique pour f-(Ç). que /soit
égal ou supérieur à 1 ; on a
fc=(— 2
Vxposanl ///, égal à o ou 1 étant donné par la formule
'"/, = ~. ('V— k + r^—lt+inàq — 'V— A'+ind(?+l).
La formule s'applique aussi pour/pair; elle esl donc général
Indice de E„Q. — L'identité des propriétés de T (*)(M. quel que soit l'exposanl auquel appartient le nombre p correspondant, va nous permettre de trouver, par un calcul unique, s'appliquanl à tmis les cas. une expression de l'indice de E„(Q à l'aide de ce nombre.
Cette expression est la suivante :
[Ruminer '-. ]
(') ?. dus avons utilise dans le paragraphe 1 et le paragraphe actuel deux formes différentes
de T,,!''). nuis un passe aisément de l'une à l'autre. (Voir Weber, A///. su/>.)
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Pour la il :montrer, calculons d'abord la dérivée) en partant du développement
T e") = Se" 1+1 '• - '"■' ?*+'
On a. en posant pourabrégei
>Fp(e")
d'--" log ">'")_ V t/u
du'-"' (/«"'
don. par la formule de Leihnitz :
d'--"i..giX' = 'r ■■!'„ _m «rv, du
//h"3" du'"- ■ i ' du"1 ' du
( lomme
*-,(Ow,(r,)=/.
on a
>i ;,■" >>rr/ <>-")=,/ + Y w.
où W désigne un polynôme en <•" à coefficients entiers et où
(parce que la di Ile ronce W (a;)W (a:-1) — Wg| L'iT,/ '!"' I, admettant la racine !. admet
toutes les racines de i + x -\- ... + x'~').
< >n a donc
Tt(0 = U(p' + VW),
(f-V,(0 d'U / , ,_,„ I (/'-U rfVW du r/« ( du du
Pour « = 0, V et ses / — 2 premières dérivées s'annulent, mod /. et comme od a pr= 1. pour ce même module, on déduit du développement précédent
«WO.rf.^ (mod/,.
du' d«
pour /' = 0, 1, 2 / — 2.
On peut encore écrire
Donc, on a
""y ' - D. , D. - ^ D. D, + Si=^> . D„_, D, - 0.
Mais
D1 = L[— (7+ i)A + Ind(p* 4- 1)]'
( h = 11, I. . , pf—2, excepte — - — \ .
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Désignons le crochet par C4, nous aurons
'du'
l°ll«ri ^ = SS (CT'CÎ - — ■ crCÎ + ••• )• (mod /,
les valeurs h = -{pr — i), k = -(pf — i) étant exclues de la sommation, c'est-à-dii 2 2
d=^ch(ch-ckr
= SS[— (9 + i)/* + Ind(f"+ i)][— ((/+ ,,(/,_A-) + Ind(p',+ i) — Ind (p* +
Comme tous les termes sont congrus à zéro pour h = k , employons la transformation
déjà utilisée
tf* 4- i p*-* = p*', ^ = p/,r, (mod p i ;
F + ' nous avons
11[— (q + i)Ind (p*'— i) + Ind (f — i) + '/ Ind (p*' — p»')] [(q+i)k' — h']m,(jnod /..
(ft'. v = i, ï pf— i. »'=|=*').
Évaluons séparément les trois sommes correspondant aux termes du premier crochet, en sommant d'ahord par rapport à k' ': pour plus de facilité, on ajoute dans la somme double les termes où h' = k', en les retranchant d'autre part. La première
'somme, comme p' — i est =o, (mod /), que S/c" est =o pour t=i, i / — 2,
et que l'on a
de\ ient
(q+i)(i +q!--"-l)ïh"-!"-'lnd(?>-,-i).
1 )n trouve de même pour la seconde :
- W~"'"~' + (q + 0'-"-'] ^h"-"-"" Ind (?"'- 1).
Pour évaluer la troisième, ajoutons et retranchons les termes relatifs à h' = 0 et à k' = O :
-q[i + (q + i)'-2"-'] SA"-"- ln.l (p»'-i); le reste de la somme
7^[i.Ki(p''_I, + A-'], r//-*'/-*''- (;:::,;;:;;.'.%)
est congru à zéro.
On a donc en réunissant les trois sommes
,fa'L',!'" =[<+?*-" -(? + 0'-"'] 2 A"-""-' Ind (?»'-!), Çmodl).
Dans la somme, tous les termes pour lesquels -A' est = o. mod /, disparaissent,
el si l'on pose h' = i + lie U=^,'ï" '"*_,). on a
Z=-ZZi'-*-"-' ind(p"*'— i i.
Mais on a évidemment toujours la congruence
et, par suite.
S lnd(p'+*' — i) = Ind(i — p':')=lnd(i — £'), (mod /).
Donc, on a
E = S i'-*"-' Ind ( i — l') , (mod /) .
En remplaçant i par ir, ce qui ne change pas yj, multipliant par r*" el retranchanl l'égalité primitive de la nouvelle, on obtient
(r*"— i)S = 2i'-*"-'Ind
Si l'on change enfin i en r1' , on a
(;•"-.) S = S;--"* Ind (' ^7) = a lnd I-:,,:.. puisque
el que l'on a
Par conséquent, on a pour expression de l'indice de E„(Ç); (mod p)
lndE„(£) = - -, r^ — .^ , , ., r '. (mo«l/). C.q.f.d.
21+ (/'-" — [<[+ i)'-" du1-'1
Remarque. — L'indice est =o pour toute unité E„, telle que / — an ne soit pas divisible par/.
En effet, d'après la première propriété fondamentale de V , on a
T,(Ç).=;Tt(p-),
et, par suite,
et
rf0'-"logW,(0 _ <_" log ^(e""') _ ,(_8B)e (/„'-"' log WQ(e")
du'-'" du'-" du'-'"
Si donc l'on n'a pas
r('-«»)«_I=0> (mod/),
il '-*" log W Je") .
c'est-a-dire si / — in n'est pas divisible par /, il faut que /'-.„ — - s°l1 — °>
c'ëst-à-dire que Ind En(Ç) = o.
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S \ III. — Étude des idéaux dont la liime puissance est un idéal principal.
Le résultai final de cette étude est le
Théorème XI. — Moyennant les hypothèses du paragraphe V, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un idéal t. dont la /''""' puissance est idéal principal, soit lui-même principal, est que l'on ait
d'-* log i'(e")
m in — — = o, (mod / .
du'—2'
[Ruminer '".]
La démonstration nécessite quelques développements, qui font l'objet des deux lemmes suivants :
Lemme III. — Si le nombre de classes h est divisible une seule fois par / et qu'un idéal i appartienne à l'exposant /, c'est-à-dire si i' est la première puissance de i qui
soit un idéal principal, les idéaux i. i, r t'~' représentent toutes les classes
d'idéaux appartenant à l'exposant /.
Ces /classes sont évidemment distinctes, puisque i appartient à l'exposant /; s'il existait un autre idéal i' appartenant à l'exposant / et non équivalent à l'un djs précédents, les produits ("'{""' représenteraient pour m et m' égaux à o, i. 2 / — 1.
/= classes d'idéaux non équivalentes; ensuite 1" désignant un idéal non équivalent à l'un des idéaux représentés par ï"ï'"\ .les idéaux ï"i""'i'""" seraient tous non équivalents pour m et m' égaux à o. 1 / — 1, et m" égal à o, 1 h" — 1. en désignant par i'"'" la première puissance de i" qui soit équivalente à imi""'. fjn continuant
ainsi mi arrive à épuiser le nombre h de toutes les classes, et l'on aurait h = r~fi"h'"
ce qui est impossible si // n'est divisible par / qu'une fois.
Lemme IV. — Si les deux premières hypothèses du paragraphe V sont vérifiées, l'indice de l'unité E„, par rapport à un module premier p, est
(-lY+,(r°--i)]W-u. ^r?-logp'-u-i
(17) Ind L. = . — , unod /).
2 h du!—-*
[ Kummer '\ ]
lui effet, on a démontré la formule générale | iâ)
, ... '■"' - ' ' d „'-'" log V (g»)
lllll L = . ; ; r— ■ . — , ., ' , (llllll .
a 1 +u'-'" — ((j + if-"' du'-'"
OÙ l'on a
les exposants mt étant donnés parla formule
tnk "t('V— * "+" 'V— A + iml? — '.' >• ■ iii.I(y + 1)).
En élevant à la puissance /(,/= /*. de manière à n'avoir que des idéaux principaux, a
On en déduit
//„"-""' log »F, (g") "^ >/."-"' log/pN,-") ...
</u' — ' ' du1
car si deux nombres a et p sont égaux, ou même simplement congrus, mod /' ', on a pour toute valeur de / non divisible par / — i
il "'-j li'") il'1' lie" \ ' , ;= ' * ■ (mod/-).
On a donc, vu l'expression donnée plus haut de Ind EM,
,.n^~-. — ,>:-■ t"rar'"''-'s '-'■-- -
a[, +9i— _(g+ j)'-»] duT"
on remarquant que ,«*p*(e") = p''( <'"''*), et qu'on peut remplacer la dérivée (/ — ■un""" par la (/ — 2n)l'*me qui lui est congrue, mod /.
Désignant pour abréger par k la somme -t et remplaçant nit par sa valeur, on a
/K = V r('"2""*[;v-A- + r>_A-+indï — /V-A+ind(V+i)] . (mod /i .
fc=0
Remplaçons maintenant /•<'--«)«■ par ,•{!— in)i'k qUj iuj est congru pour le module f , nous aurons
/K= J rr*HH-H,t+ V ,v_,+,nd ?r('— "■ f* - J /v-*+i»d(î+i,/-"-J"''-'A. (mod f)-
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Il siiffil d'évaluer la seconde somme, dont les deux autres se déduisent par le changement de <j en i ou en 7+1. l'osons
l'j.— k+Mq = / :
i prendra toutes les valeurs 1, a / — 1 quand k prendra les valeurs o, 1 , .... / — 2 ;
puis de
rn_A+ind« = it ou ,./.- == — H_t (mod /),
<>ii lire
,/" -în)l"
r{l-in)l'k = _
-. , (mod /'),
!ii — in)/'
ou encore
,.(/_W/. = _ ,^-ln.l' jl, -],/- (ni0£l p).
parce que l'on a i'C— i)/* = 1, (mod f). La seconde somme est donc congrue à
it L'on a
/K = — [1 + f/"-2">/J — (g + i)"-5">'a] V ii*i -))?+«, (mod /').
( )r. un a
V j(Sn-l)F+i ==(_ ,)a+1 H„„_,w,r| . /, (mod t) .
1=1 En posant, po'ur abréger,
et revenant au module /\ en divisant par /. on a donc, pour {'expression de l'indice :
ir" — 1 |Q' rf"~*"" log »V)
En utilisant la congruence
-^=(— i)«c 2L_^, imod/i.
'" //( + St[J.
(démontrée dans le Mémoire de Ruminer, cité en noie au S Mi. mi a, si l'on \ fait in— t)/+ 1 ,
/» = = = /(/ — '; et A' = 2/! — 1 :
Diin— i|;=+i == ; — . 1 un ut / I.
Si l'on l'ail enfin n = v, B,/__;i est <li\ i si hic par /, car B, l'est: on peul alors divise]
par / les deux membres de la ci mgruence qui donne l'indice, el c me on a Q'=Q,
( mod /). et aussi
d(J-W log p*(e«) d'-** log p*(c")
>n a finalement
(- ,)«+,(rs,_,)B d.--a, iog „/,„.„,
lndEv(0= . , , , , -. (mod/).
Définition. — La forhiule précédente s'applique encore dans le cas d'un module composé, moyennant une généralisation de la notion d'indice, analogue à celle que
(«1 .laeobi a donnée du symbole de Leeeudre. D'après la définition du svmbole ,
(voir § 1 1 3), on a
pï
On définira le symbole , — . dans le cas d'un idéal i composa, par la relation
( i S \p)l* il t r""
p, q, r, etc., étant les idéaux premiers distincts ou non dont le produit est égal à i : l'indice par rapport à i est la somme des indices pour p. q, r. etc. Le logarithme d'un produit de facteurs étant égal à la somme des logarithmes des facteurs, et l'indice ayant la même propriété, on voit que l'on a encore dans le cas d'un module i composé :
(—i )"+;'(/'-' — i)B,/-., '/.'r2' log iA(e") . .
fndE,(0 = i —r-, -.- r^—, ■ (mod/).
■>JiJ <lu'—'
Remarque I. — Il résulte de là que si l'idéal i est principal ou s'il appartient h un exposant non divisible par /, l'indice de EV(Ç), par rapport à ce module, est divisible par /. c'est-à-dire que
car l'exposant «, auquel appartient i", étant un diviseur de h = hll, cl n'étant pas divisible par /, doit diviser ht; soit h1 = ak1, on aura t* = (i°vV, et, par suite,
\ogï\e") = hJlogï'(e"), d'où
d'-*" log »*(*") t |,uiE|!:) = 0, (mod /i.
du'-*
Remarque II. — Il résulte de là que E»(Ç) a même indice par rapport à deux idéaux équivalents a et b.
Cardans ce cas il existe un idéal c. tel que ac et bc soient tous deux principaux. et alors
j ac \ j fcc J '
ou en supprimant le facteur commun — :
la) | i )'
Passons maintenant à la démonstration du théorème XI.
Par hypothèse, il existe un module a pour lequel EV(Ç) n'est pas reste de /'•'""' puissance et, par conséquent, t = Ind E»(Ç) est =J=-c% mod /. ou encore
Il résulte alors de la remarque I précédente que a appartient à un exposant divisible par /, suit al, et a n'est pas divisible par /. car autrement le nombre des classes serait divisible par/2. Ensuite b = a" appartient à l'exposant /, et l'on a
Si maintenant i est un idéal dont la I'""" puissance est idéal principal, il est (d'après le lemme IV) équivalent à l'un b'" des idéaux
( >n a donc
iEv(Ç)') (E,(0J
Ind E»(Ç) = aim, (mod /),
l'indice se rapportant au module i. Comme ai n'est pas divisible par /, l'indice est ou n'est pas divisible par /. en même temps que /// . c'est-à-dire à cause de l'équivalence
suivant que i est ou n'est pas principal.
Mais puisqu'on suppose que i' est principal, l'expression de l'indice de E»(ç) devienl après suppression du tac leur ht dans les deux termes de la fraction)
(— i r-;M /•-■•— i )\\.,-.L d'-*logi'(e»)
lnd h,(l) = : -.— — , ( d /i.
■il (/(('---
cl si L'on observe que le premier facteur du second membre est indépendanl de i el qu'il n'esl certainemenl pas divisible par/, car autremenl E,(Ç) sérail reste de puissance /"'"" pour le dule i, contraire ni à L'hypothèse, on voil que l'indice de
!•:, esl eu n'est pas divisible par Z, en même temps que — — r-7^ . cequi achève
la démonstration du théorèmi
du1 '-•'
Corollaire. — Dans le cas d'un idéal i du corps c(Ç t - '.' '),ona i'i ".) = i'i ,' '"' i. et, par suite, toutes les dérivées d'ordre impair du logarithme sonl congrues à zéro pour ii = o, en particulier la (/ — ■>. > 1"""' .
Dune, tout idéal du corps c(Ç | : '), dont la /""'" puissance est un idéal principal, est lui-même idéal principal .
S l\. — Condition moyennant laquelle un nombre du corps ci ; : ' i. multiplié par une unité convenable, esl congru, mod I . à un entier rationnel.
Théorème \ll. — Si / ne divise qu'un seul H, des premiers nombres de
Bernoulli el qu'une seule fois, l < >i 1 1 nombre F(Q du corps <•('_' \- .' 'i, qui vérifie la
congruence
il II'-'
o. (niod /) .
peut, après multiplication par une unité convenable, devenir congru, mod /. à un entier rationnel. [Kummer10.]
On a, en effet, dans ce ras, en appliquant la formule (ta) :
DLF(i)J du* iU, + ■•■ + du1-'
les dérivées d'ordres impairs disparaissant, à cause de F(e") = F(« " i.
Employons maintenant les unités E„(Ç), pour lesquelles on a, d'après la fq mule (i4) :
ii ig —
i(-i)""C'2"-i)^X2„(«. (mod l).
Déterminons les entiers N„ pour n = i. a, .... \i. — i. à l'exception de n = v par les congruences
nous aurons
N..io,r wwXs„(Ç), 0>
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et, pour n = v, mi a, quel que soit X., puisque B, est supposé divisible par /
Nv log pTn ~°' tmocl tK
Par suite, si l'on suppose
df log F(e"
tf«-v
;o, (mod /),
c'est-à-dire en posant
^LfôtetôJ"0' (""k,/)-
F(Ç)E(ç) = 'F(i)E(i), (mod/). C. q. I. d.
5 X. — Propriété des unités congrues, mod F, à un entier rationnel.. Théorème Mil. — Si / satisfait aux trois conditions suivantes :
i il divise un seul B, des premiers nombres de Bernnulli .
■>: il ne divise pas le second facteur du nombre de classes. 3° B,/ n'est pas divisible par F ,
toute unité du corps ne1 ) congrue, mod l~, à un entier rationnel, est la [""'" sance d'une unité du corps. [Ruminer"1.] (Théorème correspondant au Ihéorèi pour les corps réguliers.)
puisiii' i56
Démonstration. — Soit
l'expression d'une unité quelconque Ë(Ç) à l'aide d'un système de \j, — i unités fondamentales y, ';■/—,• et soit
= V» ! Il
(ft = 0. I. '-. ■ , l«-2]
crllc dr> unilés circulaires.
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< »n en déduit pour El Q, en éliminant les •-, — ce qui esl aisé en prenant les logarithmes, — l'expression
m0 in t Blji— 1
E(p=±pS(o"rt(r)r...e(r J^-
où nous supposons que / représente le plus petit dénominateur commun des Fractions en exposant. Ce dénominateur / n'est pas divisible par/, car c'est un diviseur du
déterminant des //t, , . et ce dernier est égal au quotient — des déterminants des sj s-
tèmes de logarithmes des unités circulaires et des unités fondamentales, c'est-à-dire (théorème i4a)au second l'acteur du nombre de classes, facteur non divisible par /, d'après l'hypothèse.
Supposons E(Ç) congrue, mod F, à un entier rationnel a. Il en résulte d'abord ,« = o, car de E(Ç) = a, mod P, résulte E(Ç~') = E(!j). mod /". ce qui exige comme les unités circulaires sont réelles, £' = Ç~*, mod l'~, et, par suite, s = o.
Ensuite, comme E(i) est congru à a, et, par suite, à E(Ç), i I /'. on a, en prenant les logarithmes, mod l~ (voir 5 YI) :
rE(0"i
Lê(T)J = 0-
(mod /J),
ce qui donne, en développant d'après la seconde expression de E(Ç) et supprimant le diviseur /, non divisible par / :
'•'-[^l-.'-[f]— "-ra-
I lllixl /*).
Appliquons à £(C1) la formule (Si, paragraphe VI, en remarquant que toutes les dérivées d'ordre impair sont nulles pour h=o, parce que ces unités sont réelles, et tenant compte de ce que la norme est égale à un ; nous avons
t îiitxl F).
Multiplions par /»A et faisons la somme pour /c = o, i, a \j. — a, en posant
pour abréger
fr=H-S
M.. = V mS'*',
nous aurons
du
M0log et .)'"'+ V m/""" y'.Xjriso, (modf).
TH. GOT
NOTE VI
On trouve aisément e{ i) = r, et si l'on suppose, ce qui est possible, r choisi de manière que rl~ ' soit congru à i. mot! P, on aura logî(iV_' = o, (mod /*). \ln exprimant ensuite que les coefficients de ç, ç'', etc.. sont tous divisibles par I'. on a un système de / — i congruences linéaires et homogènes indépendantes par rapport aux / — 3 . .. ,. i""loge(c")
produits M,,
du""
ce qui entraîne, pour n= i.
,C""log--(e') M,,-2 — j-isi = °> (mod f*)-
Mais on a, d'après la formule (i3).
Btt 2/U
D'ailleurs, on a toujours
d0*'log$(e")_d0*log$(e")
(mod /),
comme un le voit en comparant les développements de lo
cr
, mod T, et
mod / (les Xt(?) étant congrus dans les deux développements, d'après le théorème de
il2"' log = (f")
Fermât). Donc — ~i ne peut être divisible par / que si Bn l'est; dans le cas
actuel, c'est seulement pour n = v. On a, par suite, MB-=o, (mod /"), sauf pour
n = v; si on suppose — r =eo, (mod r), c est-a-dire B»j =eo. (mod f ). on aura néces-
sairement M, = o, (mod /). Posons alors M, = ;j./>/, M0 = ;jlc, (mod /J), nous aurons. en multipliant Mn par r-*"*! et ajoutant pour n=o, 1 y, — 1 :
[j.mK = ;j.c + ;j.6// — "-■''', (mod P). hk = c + /W;— î-u + sj*.
Kn portant ces valeurs dans l'expression de EÇ1), tenant compte de ce que la norme de e(Ç) est 1 et que. / étant premier à /. on peut déterminer deux entiers d et e tels que td= 1 + le, on trouve aisément
expression où E, est une autre unité, ce qui démontre le théorème.
S XI. — Théorème sur l'impossibilité de l'équation 1 1 1, dans le cas de .<■. y ou : divisible pur I, lorsque I vérifie les trois conditions du paragraphe V.
Théorème XIV. — Si / satisfait aux trois conditions suivantes
i° il divise un seul B, des premiers nombres de Bernoulli. el une seule
fois,
2° il existe un module pour lequel E, n'est pas reste de I'6"" puissance,
3° B,/ n'est pas divisible par F,
l'équation (i) est impossible en nombres entiers x, y. : premiers entre eux deux à deux, l'un d'entre eux étant divisible par une puissance quelconque de /. [Kummer".] Soit r celui des trois nombres qui est dix isible par /. et suit lk la plus haute puissance de / qu'il contient, de sorte que z=l"zt. Considérons, au lieu de L'équation (i), l'équation plus générale
U, V, W désignant des entiers premiers à / du corps c{Z + Ç_1), E une unité quelconque du corps; 2 — Ç — Ç-', c'est-à-dire (i — Ç)(i — Ç-'), est l'un des facteurs
égaux réels de / dans le corps c(Ç + Ç~l); enfin m est supposé [ilus grand (pie un. L'équation (i) n'en est qu'un cas particulier, correspondant à
(a — Ç — Ç-«)KV)' Nous allons déduire de l'équation (i)' une série d'équations de même forme :
dans laquelle YV, contiendra moins de facteurs idéaux premiers que W,_t. Ceci conduit à une contradiction qui entraine l'impossibilité de l'équation ( i )'; car W ne contenant qu'un nombre limité de facteurs premiers, on sera forcément arrêté dans la série des transformations précédentes. Ecrivons l'équation (i)'
Le plus grand commun diviseur des facteurs du premier membre est i — Ç, et ce facteur i — 'Ç ne petit diviser plusieurs fois que le seul facteur U + V, car si l* + ;T était divisible par (i — Ç)1, il en serait de même, comme on le voit en changeant
Ç en £-', de U + Ç~'V, et, par suite, de (Çr — ^')V, ce qui est impossible, si r n'est pas nul, V étant premier à l. On a donc, le nombre total des facteurs 1 — £ étant sm/.
(A) U + ÇrV = er(i — OI,'. "'=''2- •'-"■
les zr et e étant des unités(1), les Ir des idéaux du corps c(Ç) et J un idéal du corps c(Ç + Ç~ *), car il ne change pas par la substitution (Ç, !T_I), vu l'équation (B).
Ces idéaux \r et J sont des idéaux principaux.
Car on a, en éliminant U :
V et s Ir' sont donc congrus mod /. et il en est alors de même de leurs dérivées logarithmiques (voir S 1 3 1 , note)
d[r*- log Vi e") _ d\-9- log i,.(e") d'~* log Ir(e")' du'-* ~ dul~* du1-* '
mais comme V(e") = V(e~") et que l — av est impair, on a
rf£-MogV(e»)
dul~*
■o, (mod /),
et de même, parce que l'on a ep(Ç) = Ç'ï,.(Ç '), d'après une propriété générale des unités (théorème 48) :
d'~* log sr(e«)
du*-*
par conséquent on a aussi
d'~* log !,(«»)'
= o, (mod /);
= o, (mod /),
du1-*
et il en résulte (théorème XI) que Ir est un idéal principal.
D'ailleurs. J est aussi principal d'après le corollaire du même théorème.
Le produit de lr(QlJ£~~') Par ane URdé convenable est congru, mod I, à un entier rationnel.
En effet, en observant que V, £ et J ne changent pas par la substitution (Z, '.''), on a
ef({)i,(;)'-Mr)if(n'= * * -r (, + -)J,
(') I >.i ms ce paragraphe, e désigne une unité quelconque el non l'unité circulaire.
d'où, comme lriÇi'esl congru, mod /. à an entier rationnel, et par suite à [p({ ')',
la congruence
er(0 = £r(r'). (mod/).
ce qui exige, vu la propriété générale des unités fs(Ç)= £'sl '- ' i) .
En divisanl alors par sp(ç) et remplaçant 2 — ç — ç-' par — l~'(i — Ç)*, on a
(c) rr(ç)'-ir(ry=ê'(i-o,ïm-i,,j',
où e' désigne une unité.
Ir ne figure clans toutes nos équations qu'à la puissance l[ime; on peut donc le supposer semi-primaire, c'est-à-dire congru, mod (1 — 'If, à un entier rationnel, en le multipliant au besoin par une puissance convenable de Ç (S n5). En décomposant alors le premier membre de (C) en ses / facteurs linéaires de la forme IP(Ç) — S'Ir(Ç-,)> on voit, comme plus haut, qu'ils ont pour plus grand commun diviseur 1 — "., et que le seul facteur Ip(Ç) — I,.(Ç_,J est divisible plusieurs fois par 1 — ". (un facteur Ir(Q — Ç'I/Ç5"') ne peut l'être si / n'est pas nul, puisque Ip(Q congru, mod 1 1 — L'r, à une entier rationnel, est congru à Ir(Ç-1))- On a donc, les 1/ et J' étant des idéaux :
iplç) — c,ir(r,) = e,'Q.(i — ï')-V(î)'. «=,-!< ■'-"•
iP(0-ir(ri) = e"(O(i-o"m~,,'+'-i'(Ç)'-
En résolvant par rapport à Ir(£) et. lr('Ç~'), on en tire les congruenccs
d'où, comme m est > 1,
ir(0ir(r)=e/(ç).e/(r)-[V(0-V(r)]'» (modo,
l,'(Ç). I/(Ç-'), idéal du corps c(" + Z~'). dont la ?''"le puissance est un idéal principal, est lui-même principal (corollaire du théorème XI); de sorte, qu'en tenant compte de la congruence ci-dessus, on a
d* log [!,(«•). !,(«—)]_«/* log [s," (e'<). £>"")]
(mod(.-C)1-'"-").
du2» </«2
c'est-à-dire, vu la propriété générale des unités, d* log [!,.(<•"). !„«>-")]
(mod /),
= 0, (mod /),
ce qui prouve, vu le théorème XII, qu'en multipliant \r(Z) . Ip(£-') par une unité convenable Ap(Ç), on rend ce produit congru, mod /, à un entier rationnel. On démontrerait de plus, comme pour ep, que Ar est une unité du corps c(Z + l-'). On déduit de (1)' une équation de même forme.
.'J>f>4 TH. GOT. NOTE VI.
Multiplions l'équation (A) par celle qu'on obtient par la substitution (Ç, Ç-'), on a
u' + <;r + rr)uv + v*=er(o.£r(r')-(3 - r-rr)-[ir(0-ur')]';
de même,
u' + (?« + rouv + v= s,(;). s,(r*). (a - r-o-P.! -:» • i.(r*)]'.
et en élevant (B) au carré, on a
u' + 2uv + v"=e(o*.(a-ç-r,)!mM+,.J(ç)*'-
Si on élimine U' + V* et U Y entre ces trois équations, on a
^(0.e,(r*).[ir(0-i,(r*)]'- 6.(0 ^(r1). [i.(0. i.GT)]'
_ 6(;)' . (a - ; - r')* ■ (r + rr - v - rViW (a— -r-nca— r-r1)
En posant, pour abréger,
A,.(0-ir(0-i.(r') = u'(:). - A,Q.i,(r).is(r') = v'(o.
on a
c,.:..i-(0,-e.(0-V'(;),= 6U)-'3 ' 1 J ±p..+ g „ - » MU)
et en observant que £r + £-1' — £* — £_s est divisible une fois par a — £ — Ç_1 , et de même 2 — ^r — £~r et 2 — £* — 'Ç~\ on a, en remplaçant k par sa valeur 2ml — / + 1 , et désignant par E, une unité :
u" - Il v"= e, .(2 - : - ç-*)(I,B_,,iJ",
ce qui donne la congruence
U"=Ilv", (mod/*).
Mais U' et V étant congrus, mod /, à des entiers rationnels, U'' et V' sont congrus,
mod l\ à des entiers rationnels; donc, l'unité — £ est congrue, mod F, à un entier
rationnel, et elle est, d'après le théorème (XIII), la /'éme puissance d'une unité C?i Q. En posant alors
u' = ut, — ev = v(, j" = w~,
on a l'équation
U/.+ Vt'=E,(a-Ç-r,)<1'B",1'W1',
de même forme que celle dont on est parti et qui doit encore être vérifiée par des entiers U, , V|t W, du corps c(Ç + ï-') premiers entre eux et à /. Par le même pro-
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cédé on en déduirait une troisième et ainsi de suite indéfiniment ; mais c'est impossible, car le nombre des facteurs idéaux des W va en diminuant. En effet, on a d'abord :
Comme tous les facteurs du second membre sont premiers entre eux deux à deux, W,. qui est égal a J*, ne pourrait donc contenir tous les facteurs idéaux de W que si
tous les I étaient des unités, c'est-à-dire, d'après (A), que si — r était, pour
toute valeur de r, une unité; en changeant alors Ç en : ' ou devrait avoir (propriété générale des unités) :
u + rv tu + rrv
c'est-à-dire
Mais comme, d'après (B), on a
U + V = o, (mod /).
il en résulterait
c'est-à-dire
■ -f ;■"* — ;r— r = o, (mod /),
(i — 0(i — Ç*) = o, (mod/).
ce qui est impossible en debors de / égal à 3, cas exclu, ou de k égal à o, ce qui ne peut avoir lieu, car alors on aurait U + V = o, W'=o.
Le théorème est ainsi complètement démontré.
D'après l'expression du premier facteur du nombre de classes pour les nombres premiers inférieurs à 100, expression donnée par Kummer (Journal de Liouville, tome XVI), 37, 5g et 67 sont les seuls nombres premiers non réguliers inférieurs à 100. Ils entrent une fois et une seule dans ce premier facteur. Relativement aux deux autres conditions, on a v37=i6, vM = 22, vi7 = 2g, et Kummer a trouvé Ind Elt=24, mod 37, pour le facteur idéal de i4g correspondant à Ç — 17, Ind EM = 5o, mod 5g, pour l'idéal de 709 correspondant à £ — 385, Ind E„ = 4, mod 67, pour l'idéal de 26g correspondant à Ç — l\~ (2 étant choisi dans les trois cas pour la racine primitive, mod /, qui figure dans E,). Enfin, les nombres B,; sont congrus respectivement à 35 x 37', mod 37', 4i X 5g', mod 5g1, et 49 X 67', mod. 67*. Les trois conditions requises pour la démonstration sont donc remplies, de sorte que l'impossibilité de l'équation (1) est établie pour tous les exposants premiers / inférieurs à 100.
En dehors du résultat de Ruminer, il a été obtenu peu de résultats nouveaux, dans le cas où x yz est = o , (mod l).
Signalons seulement un résultat négatif, qui conduit à abandonner une méthode qui paraissait s'appliquer ajussi bien aux deux cas de ocyz=o ou =|eo, (mod /).
Il paraissait naturel de chercher si la congruence x" + y" + z" = o, mod p, ne serait pas impossible en nombres entiers premiers à p, pourvu seulement qu'on prit le module/) suffisamment grand : car, dans le cas de l'affirmative, l'impossibilité de l'équation (i) se trouverait complètement démontrée. Mais Dickson a montré que cette méthode devait être abandonnée, car :
Théorème XV. — La congruence x" + y" + y" = o, mod p, a toujours des solutions x, y, z, premières à p, dès que p dépasse une certaine limite. (Dickson, On the congruence x" + y" -f- ;" = o, mod p; et Lower limit for the number of sets of solutions o/x' + y' + j'so, mod/). J. f. d. Mathematik, Band i35.)
Hurwitz a donné de cette proposition une démonstration plus élémentaire tout en la généralisant. (L'eber die Congruen: axe + bye + cze = o, mod p. J. f. d. Mathematik, Band i36.)
Page 9, lig-ne 12. .4;; lieu de au domaine, lire : ou domaine. 10, i3. Ah lieu de xm, lire : ».'".
» io. Dans l'énoncé du théorème 2, l'expression fonction entière est
synonyme de polynôme entier (et non de série entière); il en est de même dans tout l'ouvrage.
» 10 et 21. Après coefficients entiers, ajouter : rationnels.
Remplacer la ligne 18 par
|l,a,...,», ...,a'"-| |i, a,...,,,, a'"-'|x|i,a, ....a*-, ...,xm~'\ A
|I,a, ...,a ',..., x '| |l,a, ...,o*-, ...,a?-|' tf(«
Page 12. Dans lavant-dernière ligne, remplacer Of, ..., 0[i] par : 0(2", .... <>'".
i3, ligne 5. Après nombre, ajouter : entier.
i4- Intervertir la ligne 19 <=/ /a ligne de points suivante.
i5. ligne 1. Ajouter à la fin : ou module a.
» 3. ^4 (/ lieu de d'après, lire : suivant.
» 10. Après coefficients, ajouter : entiers.
» 22. Après restes, ajouter : positifs.
». Dans l'antépénultième ligne, après premiers, ajouter : entre eux.
16, ligne i5. ,4« lieu de entier <o , lire : entier algébrique w. » 25. Au lieu de puissance, lire : forme.
» 28. Remplacer le point-virgule après n par une virgule.
17, 3. Après (oc), ajouter un point-virgule.
» a3. Ajouter un point-virgule avant : par hypothèse.
19, 1. Au lieu de claire, lire : clair.
» i4- -4« lieu de puissances de a, lire : puissances de u.
» 17. -4m lieu de b, lire : G .
» 29. Au lieu de égal, lire : équivalent.
» 3i. Après première, ajouter : P.
Page 20. Dans l'énoncé du théorème 17, après nombre, ajouter : premier.
21, ligne 22. Au lieu de incongrus à, lire : incongrus suivant.
» Dans l'antépénultième ligne, remplacer les formes par : des formes.
22, ligne 2. Au lieu de exciterait, lire : existerait.
23, 17. .4m lieu de premier, lire: premiers.
24, 8. Au lieu de d'après, lire : suivant.
» 11. Remplacer les coefficients a, a,, etc., par : a, a , etc.
» il\. Au lieu de F je, lire : F(x).
25, 8 et 9. Au lieu de d'après, lire : suivant.
» 12. Mettre des virgules après alors, et après suivant p.
» i3. Au lieu de (p), lire (p*) .
» 14. Au lieu de a,, lire : x, .
» iG. Au lieu de ae, lire : a,.
» Dans l'antépénultième ligne, mettre une virgule entre p et P(p).
26, ligne 0. Mettre : d = , devant le carré du déterminant.
27, Dans la dernière ligne, après et, ajouter : est.
28, Ajouter à la fin :
« Toutefois, si (//) n'est divisible que par p et non par p", ces coefficients peuvent être tous divisibles par p". S'il en est ainsi, il suffit, pour obtenir une fonction II( satisfaisant aux conditions de l'énoncé, de prendre II,= II(.r; «,, •••, um) + kp, k étant un entier quelconque premier à/5 ». (G. H. et T. G.)
29, ligne G. Au lieu de suites, lire : seules. » 12. A a lieu de p", lire : p''.
» i3. Au lieu de où e'<C, e et F, lire : où l'on a e'<C e et où F est.
» Dans l'antépénultième ligne, remplacer nombre par : membre.
30, ligne 16. Au lien de précédentes, lire : précédents.
3 1 , 1. Au lieu de des Ulk , lire : les Ui4 .
32, i5. Supprimer les points après : n'"'.
» 6, à partir du bas. An lieu de nombre, lire : membre.
34, 7- Au lieu de choisis, lire : choisi.
36, 1. Au lieu de de, lire : le.
37, 7, à partir du bas. Apres degré, ajouter : r. » 4i ** partir du bas. >D/ lieu de M , lire : m .
38, 7. Remplacer le troisième terme écrit par : (Ei ■) » i5. Remplacer Q.^ par : Q\.
» 22. Au lieu de déterminantes, lire : déterminants.
» Dans la dernière ligne, au lieu de déterminant, lire : discriminant.
4o, ligne 5. Après et, ajouter : dé. 4i, 4- Au lieu de conjuguées, lire : conjugués.
Page 4*i ligne 19. Remplacer f,i par : f,\
» 20. Rectifier la seconde égalité (8) de lafaçon suivante :
43, 0, à partir du lias. Après formons, ajouter : au moyen de ces nom-
bres.
46, 6. Remplacer A par : A, = e- ' .
47, 7. Dans le dernier crochet, remplacer lt\ y.) par : lr(%).
4g, 1 et 2. Remplacer deux quelconques de ces puissances par : il y
aura deux de ces puissances qui.
« 6. Supprimer : chaque fois.
» 7. Au lieu de H1, lire : Hr.
» 8. Au lieu de Mp, lire: II"1.
» g. .1// lieu de composants, lire : exposants de.
n Dans l'avant-demière ligne, an lieu de pH, lire : pM.
52, ligne 10, à partir du lias. .1// lieu de (j), lire : n(i).
53, 5, à partir du bas. An lien de déterminantes, lire : déterminants.
54, 4- -"1" Heu de déterminants, lire : déterminant.
55, 8. Mettre une virgule a/très et, et remplacer le point- virgule
après = o par une virgule.
» 10. Au lieu de \"zu\;\), lire: |;"'(V)|.
57, 6. Remplacer /^(tj) par : /^(vj).
» 8. Remplacer ^.(r,) = /,„, ( ;) par : /,. . ,(71) = l_ A ; ' .
58, 17. Après norme, ajouter : n .
60, 8. Après nombres premiers, ajouter : p. » g. Supprimer : du corps.
» 17. ,1m lieu de hq_t, lire : hq — 1, et au lieu de Aj». lire : A* .
» g, à partir du bas. Au lieu de puissance de H5, lire : puissance de H .
61. Dernière ligne, remplacer la dernière égalité par : y ( A 1 = e ''g .
62, ligne 4i à partir du bas. Après entiers, ajouter : des coefficients.
63. Au bas de la page, supprimer les accents des a dans la première ligne
du déterminant.
L'anneau est ce que Dedekind a appelé ordre
» ligne 5, à partir du bas. Après discriminant, supprimer : de. 66, 3. Au lieu de c = fû, lire : c = fï>.
» 2, à partir du bas. Au lieu de déterminant, lire : discriminant.-
71. Dans la formule au bas de la page, faire passer u<T\r au dénominateur,
et u\l\ au numérateur.
73. Au lieu de corps des nombres de Galois. lire : corps de nombres de Galois.
Page 92, ligne 3. An lieu de engendrent des classes, lire : engendrent les classes. 108, i3. Après est congru, ajouter : mod w.
» i4- Au Heu de dans k\\/ m) un nombre entier, lire : un nombre
entier dans k\\J m) .
1 38, 17. Au lien de Si le corps K, lire : Le corps K qui.
i4G, 1 et 4- Au lieu de différent, lire : différant.
160, i5, à partir du bas. .4;/ lieu de mod (j), lire : mod j.
161, 2. Au lieu de (Zl — 1 )", lire : (;/. — 1)".
180, 4> à partir du bas. Au lieu de 0( 1 — e), lire : II (1 — s' '1 .
iei (ei
i85. A la dernière ligue, au lien de note I. lire : note V.
199, ligne 2, k partir du bas. Lire à la fin : ^M . ""• Heu de : M •
ao3, 16 et 18. Au lieu de S"\ lire : S'-1.
>> 25. An lieu de différent, lire : différant.
208, 19. à partir du bas. .1;; lieu de p.u(i — 1*~' )' = 1 — /"', lire :
iA.-/.' ■*)'*= i-X'.
222, 1 1 , à partir du haut et ligne 2 à partir du bas. Au lieu de j-, lire : y..
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