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AVANT-PROPOS
Ce volume contient le développement d’une note sommaire sur la Théorie de l'action euclidienne que M. Arrezz a bien voulu introduire dans la 2° édition de son Traité de mécanique rationnelle. Il est la reproduction d’un appendice à l'édition française du Traité de physique de M. Cnwozsox, ce qui explique quelques particularités de rédaction et les renvois que nous faisons à un travail antérieur sur la dynamique du point et du corps invariable, ajouté également à l'ouvrage du savant russe. Nous avons profité de cette nouvelle impression pour corriger quelques fautes dans notre texte.
Nous ne cherchons pas à déduire actuellement toutes les conséquences des résultats généraux auxquels nous sommes parvenus; nous nous attachons surtout à retrouver et à éclaircir les doctrines classiques. Pour que cette sorte de vérification de la Théorie de l’action euclidienne apparaisse plus complète, nous aurions dû, dans chacune des parties de notre exposition, établir la forme que prennent les équations des corps déformables, quand on se borne à considérer des états infiniment voisins; mais c’est un point dont nous nous sommes déjà occupés, avec tous les détails nécessaires, dans le Premier mémoire sur la Théorie de l’élasticité que nous avons écrit en 1896 (Annales de la Facullé des Sciences de Toulouse, tome X). Nous supposons d’ailleurs que les Leçons magistrales de M. G. Dansoux sur la Théorie générale des surfaces sont tout à fait familières au lecteur.
Nos recherches ne pourront prendre tout leur sens que lorsque nous aurons montré comment, dans la voie que nous parcourons, on. peut envisager les théories de la chaleur et de l'électricité. Nous consacrerons à ce sujet deux notes dans les tomes III et TV du traité de M. Cawouson,
VI AVANT—PROPOS
Le morcelage, pour employer la langue du pragmatisme, paraît une nécessité scientifique; pourtant, on ne doit pas perdre de vue qu'il soulève des questions graves. Nous avons essayé de donner une idée de ces difficultés dans une note sur la Théorie des corps minces, publiée en 1908 dans les Comptes Rendus de l’Académie des Sciences et dont Île Traité de M. ArrezL indique aussi la substance.
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THÉORIE
I. — CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES
1. Développement de l’idée de milieu continu. — La notion de corps déformable a joué, au siècle dernier, un rôle important dans le développement de la Physique théorique, et FresneL (*) doit être regardé, à légal de Navrer, de Poisson et de Caucay (*), comme l’un des précurseurs de la théorie actuelle de l’élasticité. Sous l'influence des idées newtoniennes, on ne considérait encore au temps de ces savants que des systèmes discrets de points. Avec les mémorables recherches de G. Grgen (*), ont apparu les systèmes ponctuels continus. On a essayé depuis d'élargir la conception de GREEN, qui est insuffisante pour donner à la doctrine des ondes lumineuses toute sa portée. Lorp Kevin (*), en particulier, s'est attaché à définir des milieux continus en chaque point desquels peut s'exercer un moment. La même tendance s’accuse chez Heczmmozrz (5), dont la controverse avec J. Berrranp (t), à l'égard de la théorie du magnétisme, est très caractéris-
(1) Freswez. — OEuvres complètes, Paris, 1866 ; voir l'introduction de É. Verper.
(?) Voir Isaac Tonaunrer et Karc Pearson. — À History of the Theory of Elasticity and of the Strength of Materials, from Gauuei to the present time, Vol. I, Gazier to Samnr-Venanr, 1886 ; Vol. II, Part I et II, Sarnr-Venanr to Lorp Kevin, 1893. Cet ouvrage remarquable contient une analyse très complète et très précise des travaux des fondateurs de la théorie de l’élasticité. j;
(3) G. Green. — Math. Papers, édited by N. M. Fenners, fac-similé reprint, Paris, A. Hermann, 1908.
(4) Lorp Kezvis. — Math. and phys. Papers, volume TJ, 1882 ; vol. II, 1884 ; vol. I, 1890 ; Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism, 2° éd. 1884 ; Baltimore Lectures on Molecular Dynamics and the Wave Theory of Light, 1904; W. Taomson et P. G. Tarr, Treatise on Natural Philosophy, 1° éd. Oxford 1867 ; 2° éd. Cambridge 1879-1883. ,
(5) Hezmnozrz. — Vôrles. über die Dynamik diskreter Massenpunkte, Berlin 1897 ; Vorles. über die elektromagnetische Theorie des Lichtes, Leipzig 1897; Wiss. Abhandl. 3 vol. Leipzig, 1892-1895. : :
(6) J. Berrram. — C. R. "73, p. 965; 76, p. 860; 77, p. 1049; voir aussi H. Porncaré, Electricité et Optique, IN, Les théories de Helmholtz et les expériences de. Hertz, Paris, 1891, p. 51; 2° éd. 1901, p. 275.
tique. On peut faire remonter l'origine de cette évolution, d’une part aux conceptions introduites dans la Résistance des matériaux par Bennour et Ever (!), d'autre part à la théorie des couples de Pornsor (?). On se trouve ainsi naturellement conduit à réunir, sous une même définition géométrique, les divers concepts de corps déformables que l’on rencontre aujourd’hui dans la Philosophie naturelle. Une ligne déformable est un ensemble continu à un paramètre de trièdres, une surface déformable un ensemble à deux paramètres, un milieu déformable un ensemble à trois paramétres p;; quand il y a mouvement, dl faut ajouter le temps 1 à ces paramètres géométriques p;. La continuité mathématique que l'on suppose dans une telle définition laisse, comme on voit, subsister en chaque point la trace d’un solide invariable ; on peut par suite prévoir qu'au point de vue mécanique apparaîtront les moments bien connus que l’on étudie, depuis Eucer et Bernouzu, dans la ligne et dans la surface élastiques, et que Lorp KeLvin et Hezumourtz ont cherché à retrouver dans les milieux à trois dimensions.
2. Difficultés que présente l'application de la méthode inductive dans la Mécanique. — La forme première de la Mécanique est inductive ; c’est ce qu’on aperçoit nettement dans la théorie des corps déformables. Cette théorie a d’abord emprunté à la mécanique des corps invariables les propositions relatives à la notion de force statique, que l'on a appliquées par le principe de solidification ; puis la relation entre l’effort et la déformation a été établie hypothétiquement (loi de Hooke généralisée), et l’on a cherché a posteriori sous quelles conditions l’énergie était conservée (Green). Carnor (*) signalait déjà, il y a un siècle, le défaut de cette méthode, où l’on fait constamment appel à des notions a priori et où la voie suivie n’est pas toujours très sûre. La force statique n’a pas en effet de définition constructive, dans notre forme classique de la Mécanique, et la portée de la réforme que Reecu (+)
(1) Voir Topuunrer et PrAnsoN. — Ouvrage cité.
(?) Aueusrs Courte. — Cours de Philosophie positive, 5° éd. Paris, 1907, Tome I, page 338 : « Quelles que soient, en réalité, les qualités fondamentales de la conception de M. Possor, par rapport à la statique, on doit néanmoins reconnaître, ce me semble, que c'est surtout au perfectionnement de la dynamique’ qu’elle se trouve par sa nature, essentiellement destinée ; et je crois pouvoir assurer, à cet égard, que cette conception n’a point encore exercé jusqu'ici son influence la plus capitale. »
(5) Carnor, dans son Essai de 1783 sur les machines en général, qui devint en 1803, les Principes fondamentaux de l'équilibre et du mouvement, a cherché à ramener la mécanique à des principes et des définitions précises entièrement dépouillées de tout caractère métaphysique et de tous les termes vagues sur lesquels les philosophes disputent sans s'entendre. Cette réaction entraîna Carnor un peu trop loin, car il alla jusqu’à contester la légitimité de l'expression de force, notion obscure suivant lui, et à laquelle il voulut substituer exclusivement l’idée du mouvement. Par la même raison, il ne pouvait admettre comme rigoureuse aucune des démonstrations connues de la règle du parallélogramme des forces, « la seule existence du mot force, dans l'énoncé de la proposition, rendant cette démonstration impossible par la nature même des choses, » (Cu. Couses, En. Pmiues et En. Cozriexox, Exposé de la situation de la mécanique appliquée, Paris 1867).
(*) F. Rercu. — Cours de Mécanique, d’après la nature généralement flexible et élastique des corps, Paris 1852. Cet ouvrage a été écrit par l’illustre ingénieur de la Ma-
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a proposée à cet égard en 1852 est restée presque méconnue jusqu’à notre temps. Peut-être cela est-il dù à la longue incertitude dans laquelle sont restés les élasticiens sur le fondement rationnel que l’on peut donner à la loi de Hooke. Des hésitations analogues se sont d’ailleurs manifestées, presque sous la même forme, dans tous les autres domaines de la Physique (!). Pour échapper à ces difficultés, Hezunozrz a essayé de construire ce qu’on appelle l'énergétique, qui repose sur le principe de moindre action et sur l’idée mème d'énergie, la force, quelle que soit sa nature, devenant alors une notion secondaire et d'origine déductive. Mais le principe d’un minimum dans les phénomènes naturels (?), le concept d'énergie (*) lui-même nous replacent devant les défauts de la méthode inductive. Pourquoi un minimum et quelle définition donner de l'énergie pour ne pas avoir simplement une théorie physique, mais une théorie vraiment mécanique ? Hecwmorrz ne paraît pas avoir laissé de réponse à ces questions. Il a contribué pourtant à établir plus complètement qu’on ne l'avait fait avant Lui la distinction entre - deux notions, qui sont en apparence confondues dans la dynamique classique, l'énergie et l’action. C'est de cette dernière qu'il faut partir, croyonsnous, pour rendre tout à fait précises les vues d'Hecuuocrz et pour donner à la Mécanique, ou plus généralement à la Physique théorique, une forme parfaitement déductive.
3. Théorie de l’action euclidienne. — Quand il s’agit du mouvement d’un point, l'élément essentiel qui entre dans la définition de l'action est la distance euclidienne entre deux positions infiniment voisines du point mobile. Nous avons montré précédemment (*) que l’on déduit de cette seule notion
rine pour la réforme de l’enseignement de la Mécanique à l'Ecole Polytechnique. Ses idées ont été exposées depuis par J. Anprane, Leçons de mécanique physique, Paris 1898, et par Marsre, ingénieur en chef de la Marine, dans son enseignement élémentaire de la Mécanique à l'Ecole de Maistrance de Toulon (1906). Voir aussi J. Perrix, Traité de Chimie physique, les Priñéîipes, Paris, 1908.
(") La remarque de Lorn Kezviw, dans ses’ Baltimore Lectures P- 131, sur Îles travaux de Brancuer, est particulièrement intéressante à cet égard ; il signale que Poissox, Cortouis et Srunm (C. R. 7, p. 1143), ainsi que Caucuy, Liouvrere et Dunauer (1841) ont laissé passer sans objection les 36 coefficients que Braxcuer avait admis dans la loi généralisée de Hooker. Lorp Kezvix a aussi combattu au même point de vue la loi de force à distance de Weser, dans la 1° édition de la Natural Philosophy. Plus récemment, l'application de la loi adiabatique statique à l'étude des ondes d'amplitude finie a été critiquée pour les mêmes raisons par Loro Rayzereu, et on sait qu'Hucomor
une loi adiabatique dynamique.
L LEA R avait UE il le danger du principe qu’il a introduit dans la Mécanique, lorsqu'il écrivait en 1744 : « Nous ne connaissons pas assez quel est le but de la nature, et nous pouvons nous méprendre sur la quantité que nous Hevons RE der comme sa dépense, dans la production de ses effets. » LAGRANGE eut d abord l intention de faire du principe de moindre action la base de sa Mécanique analytique, mais plus tard il reconnut la supériorité de la méthode qui consiste à considérer les travaux virtuels. ; A ge ;
() Herrz, Die Prinzipien der Mechanik, etc., 1 894; voir en partiéulier l’introduction.
(*) Note sur la dynamique du point et du corps invariable, Tome I, page 236.
toutes les définitions fondamentales de la dynamique classique, celles de quantité de mouvement, de force et d'énergie.
Nous nous proposons actuellement d’établir que l’on peut suivre une voie identique, dans l'étude de la déformation statique ou dynamique des systèmes discrets de points et des corps continus, et qu’on arrive ainsi à construire une théorie générale de l’action sur l'étendue et le mouvement, qui embrasse tout ce qui, dans la Physique théorique, est directement assujetti aux lois de la Mécanique.
L'action sera également ici l'intégrale d’une fonction de deux éléments infiniment voisins dans le temps et dans l’espace du milieu considéré. En introduisant la condition d’invariance dans le groupe des déplacements euclidiens et en définissant le milieu comme nous l’avons indiqué au $ 4, la densilé de l'action en un point aura la même forme remarquable que celle que nous avons déjà rencontrée dans la dynamique du point et du corps invariable. Soient, avec les notations des Leçons de M. Darsoux, (Ë;, ni, Gi), (pi, qi. ri) les vitesses géométriques de translation et de rotation du trièdre élémentaire, et (t, n, C), (p, q, r) les vitesses analogues relatives au mouvement de ce trièdre ; l’action sera l'intégrale
d Je f- es (pi L; Ë;, is &, Pis Qi Ti; és 1; (4 P> VE r) do,, …. doi, cree dt. ti
Il suffira de considérer la variation de cette action, pour être conduit à la définition de la quantité de mouvement, à celles de l’effort et du moment de déformation, de la force et du moment extérieurs, enfin à celle de l'énergie de déformation et de mouvement, par l'intermédiaire de la notion de travail.
Dans cette théorie, la Statique pourra devenir entièrement autonome, conformément aux vues de Carnor et de Reecn ; on n’aura qu’à prendre pour cela une densité d'action W indépendante des vitesses (£, n, &), (p; q, r), c'està-dire à considérer un corps sans inertie, ou encore un corps doué d'inertie à condition de regarder la déformation comme une transformation réversible au sens de M. Dunes. D'autre part, en faisant appel à la notion des arguments cachés, on retrouvera tous les concepts d’origine mécanique qui sont employés dans la Physique, par exemple ceux de ligne flexible et inextensible, de surface flexible et inextensible, de corps invariable, ainsi que les définitions moins parliculières qui ont été proposées pour la ligne déformable depuis D. Bernouzri et Eucer jusqu’à Tnomsox et Tair, pour la surface déformable depuis Soprig Germain et LAGRANGE jusqu’à Lonp Rayzeiex, pour le milieu déformable depuis Navier et Greex jusqu’à Lorp Kezvix et W. Voicr.
En envisageant à la fois la déformation et le mouvement, on arrivera d’une manière purement déductive à l'idée que contient le principe de d’Alembert, qui se rapporte seulement au cas où l'action de déformation se sépare complètement de l'action cinétique. Enfin, si l’on suppose que le corps déformable n’est soumis à aucune action du monde extérieur et si l’on introduit par suite la notion
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES
fondamentale de système isolé, dont M. Dunem (*), et ensuite M. Le Ror (?) ont fait voir la nécessité pour la construction rationnelle de la Physique io rique, on sera amené naturellement à l’idée de minimum qu'Hezumozrz avait prise pour point de départ, en même temps qu'apparaîtra le principe de la conservation de l'énergie, qui est à la base de notre système scientifique actuel.
On évitera donc finalement, semble-t-il, toutes les difficultés et les tâtonnements de la recherche inductive, dont nous avons parlé précédemment.
4. La critique des principes de la Mécanique. — Telle que nous venons de l'esquisser, la théorie de l’action euclidienne apporte une première contribution à la critique des principes de la Mécanique.
Sa généralité permet de prévoir qu'il y a des phénomènes singuliers aussi bien dans l’action sur le mouvement que dans la déformation de l'étendue, par exemple l'allure des solides dans l’état plastique ou voisin de la rupture, et celle des fluides sous de grands efforts (*). Dans les circonstances ordinaires, cette généralité peut-être réduite par la considération de l’état infiniment voisin de l’état naturel ; c’est un point dont nous avons déjà parlé dans notre note précédente.
Mais on peut encore supposer qu’une ou plusieurs dimensions du corps déformable deviennent infiniment petites et envisager ce qu’on appelle un corps mince (*). Cette notion a été développée en 1828 par Poisson et aussi, peu après, par Caucay ; leur but, comme celui de tous les élasticiens qui se sont occupés plus tard de cette question ardue, a été d'établir un passage entre les théories distinctes des corps à une, deux, trois dimensions. On sait qu’une part très importante de l’œuvre de Barré DE SanT-VEnanr et de Kmmcanorr se rattache à la discussion des recherches de Poisson et de Caucury. Cependant ces savants, et depuis leurs disciples, n’ont pas dégagé la véritable difficulté de la question ; cette difficulté consiste en ce que, généralement, la valeur zéro du paramètre qui s’introduit n’esl pas un point ordinaire, comme l'ont admis Poisson et Caucuy, ni même un pôle, mais un point singulier essentiel. Ce fait impoñtant justifie les études séparées de la ligne, de la surface et du milieu que l’on trouvera dans le présent travail (°).
Nous ferons remarquer, en terminant ces observations préliminaires, que
(*) P. Dunem. — Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 1892; la Théorie physique, son objet et sa structure, 1906.
(2) E. Le Rox. — La Science positive et les philosophies de la liberté, Congrès int. de Philosophie, T. I, 1900.
(3) E. et F. CosseraT. — Sur la mécanique générale, C. R. 445, p. 1139, 1907.
(‘) E. et F. Cosserar. — Sur la théorie des corps minces, C. R. 146, p. 169, 1908.
(5) Il faut que l'intérêt et l'importance des théories de la ligne et de la surface déformables soient aujourd’hui mal appréciés, pour que l'Encyclopédie des Sciences mathématiques pures et appliquées, qui se publie actuellement en Allemagne, ne leur ait pas fait une place. W. Tuowson et Tair se sont gardés, dans leur Natural Philosophy, de les omettre ainsi, et ils les ont présentées avant celle des corps élastiques à trois dimensions ; de même, P. Dunem, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, Paris,
la théorie de l’action euclidienne repose sur la notion d'invariant différentiel, prise sous sa forme la plus simple. Si l'on élargit cette notion de manière à y comprendre l’idée de paramètre différentiel, la Physique théorique moderne apparaît comme un prolongement immédiat, au point de vue eulérien, de la Mécanique proprement dite, et l’on se trouve naturellement conduit aux principes de la théorie de la chaleur et aux doctrines électriques actuelles. Ce nouveau champ de recherches, dans lequel nous commencerons à entrer ici en déduisant de la considération des corps déformables l’idée de radiation de l'énergie, sera exploré plus complètement dans un travail ultérieur. Nous pourrons ainsi introduire une précision nouvelle dans les vues de H. Lorexrz ({) et de H. Poincaré (?) sur ce qu’on appelle, dans la Mécanique, le principe de réaclion.
I. — STATIQUE DE LA LIGNE DÉFORMABLE
5. Ligne déformable. Etat naturel et état déformé. — Considérons une courbe (M,) décrite par un point M,, dont les coordonnées x,, y, zo, par rapport à trois axes rectangulaires fixes Ox. Oy, Oz, sont des fonctions d’un mème paramètre, que nous supposerons dans ce qui suit égal à j'arc s, de la courbe, compté à partir d'une origine déterminée dans un sens déterminé. Adjoignons à chaque point M, de la courbe (M) un trièdre trirectangle dont lesaxes Mix, Myi, M2 ont, par rapport aux axes Ox, Oy, Oz, des cosinus directeurs qui sont respectivement a,, 26, a5; Bo, 86, Bo 5 Yo Yo Yo et qui sont des fonctions du même paramètre s,.
L'ensemble continu à une dimension de tels trièdres Msxyoz, sera ce que nous appellerons une ligne déformable.
Donnons au point M, un déplacement M,M ; soient x, y, z les coordonnées du point M par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz. Imprimons en outre au trièdre M,x, 7,2, une rotation, qui amènera finalement ses axes à être ceux d'un trièdre Mx'y'z que nous adjoindrons au point M ; nous définirons cette rotation, en nous donnant les cosinus directeurs a, +’, &”; 8, 8, 8”; y, y’, y” des axes Mx’, My M7 par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz.
L'ensemble continu à une dimension des trièdres Mx/y2’ sera ce que nous appellerons l'état déformé de la ligne déformable considérée qui, dans son état primitif, sera dite à l'état naturel.
6. Eléments cinématiques relatifs aux états de la ligne déforjmable. — Supposons que s, varie et que, pour un instant, nous lui fassions ouer le rôle du temps ; en employant les notations de M. DarBoux (#), nous désignerons alors par &,, n,, &, les projections de la vitesse de l’origine M, des axes Mix, Moyo, M2, sur ces axes, et par p,, qe, r, les projections sur les mêmes axes de la vitesse de la rotation instantanée du trièdre M,x/y,7,. Nous
(1) H. Lorentz. — Versuch einer Theorie der elcctrischen und optischen Erscheinungen in bewegten Kôrpern, Leiden 1895; réimprimé à Leipzig en 1906. Abhandl. über theorelische Physik, 1907; Encyklop. der Math. Wissenschaften, V:, Elektronen theorie,
(2) H. Porxcaré. — Electricité et Optique, 2° éd., 1901, p. 448.
(3) G. Darsoux. — Leçons sur la théorie générale des surfaces. T. I, Paris, 1887.
désignerons par &, n, & et par p, q, r les quantités analogues pour le trièdre Mxy 7, lorsqu'on le rapporte, comme le trièdre M,x/y4z,, au trièdre fixe Oxyz.
Les éléments que nous venons d'introduire se calculent de la façon habituelle ; en particulier, on a :
NS d ds d nn r AY n az, M Ÿ ur lt PHARE + DE RE Te a dx dy dz dy da (1) A — du, LP bi (2) q — Mi Di.
22 dx 1 dy ”r AZ da . df nr A Te Em dr
Avec ces quantités, l'élément linéaire ds de la courbe décrite par le point M est défini par la formule :
(3) ds? — (E? + n° + &?) ds?.
Désignons par x’, y, z' les projections du segment OM sur les axes Mz’, My, M7’, en sorte que les coordonnées, par rapport à ces axes, du point fixe O seront — x’, — y’, — z'. Nous aurons les formules connues:
dx! { l (4) Eee TO) n— ra + pl, nn
qui donnent de nouvelles expressions de &, n, &.
7. Expressions des variations des vitesses de translation et de rotation du trièdre relatif à l’état déformé. — Supposons qu'on imprime à chacun des trièdres de l’état déformé un déplacement infiniment petit pouvant varier d’une façon continue avec ces trièdres. Désignons par ôx, ôy, 8z ; 0x! ,5y!, dz/ ; dx, da’, . Ôy les variations respectives de x, y, z; x, y',2!;
la)
a, a, .… y". Les variations ôu, ôa’, .. Ôy" s'expriment par des formules telles que la suivante :
(5) Sa — Fr — 03",
au moyen des trois auxiliaires àr’, ôs', dx’, qui sont les composantes suivant Mz', My’, Mz de la rotation instantanée bien connue attachée au déplacement infiniment petit considéré. Les variations Ôx, ôy, ôz sont les projections sur Ox, Oy, Oz du déplacement infiniment petit éprouvé par le point M ; les projections Ô'x, y, d'z de ce déplacement sur Mz’, My’, Mz' s'en déduisent immédiatement et ont pour valeurs :
(6) 3'x—ÿx/+ 703 —y'ôx!, d'y—5y +x'èr —7ùr, D'z— 02 +y'd1—x'ds. Proposons-nous, de déterminer les variations dë, Ôn, dt, ôp, 8q, ôr éprouvées respectivement par £, n, &, p, q, r. D'après les formules (2), nous avons :
p= > (+) dy , Fe) $g.= > (5 8e + po
=D (Em+8T)
Remplaçons Sa par sa valeur Bôr’ — yôs', et da’, … y" par leurs valeurs analogues ; il vient
! IE à Le) 4 re (7) Bp— Te + ox —rè, gg +rè—pèx ag +pèi—qr.
Les formules (4) nous donnent de même trois formules dont la première est :
DE — CEE + qôz — rôy + 20q — y'ôr ;
So remplaçons ôp, ôq, ôr par leurs valeurs données par les formules (7) ; il vient : a GE — nôr — ds! + . + qù'x — rè'y, x : dÿ' (8) On — Cor — Edr' + da + roy — poz,
De Es — nôv + PE + pd — qù'e,
en introduisant, pour abréger l'écriture, les trois symboles dx, 5'y, 3'z définis par les formules (6).
8. Action euclidienne de déformation sur une ligne déformable. — Considérons une fonction W de deux positions infiniment voisines du trièdre Mzx'y'7, c’est-à-dire une fonction de s,, de æ, y, z, «, ax’, ..…., y” et de leurs dérivées premières par rapport à s,. Proposons-nous de déterminer quelle doit être la forme de W pour que l'intégrale
1 Wds,, :
étendue à une portion quelconque de la ligne (M,), ait une variation nulle, quand on soumet l’ensemble de tous les trièdres de la ligne déformable, prise dans son état déformé, à une même transformation infinitésimale quelconque du groupe des déplacements euclidiens.
Il s’agit, en définitive, de délerminer W de façon que l’on ait :
ÔW — 0,
lorsque, d'une part, l’origine M des trièdres Mx'y’z' subit un déplacement infiniment petit, dont les projections ëx, Ôy, êz sur les axes Ox, Oy, Oz sont :
dt — (a, + w,z — w,y) Ôë, (9) dy = (a, + w,r — wz) , Ôz — (a, + w,y — w,t) Gt,
OÙ ds y, ds, W4, W, W, Sont six constantes arbitraires et Ô{ une quantité infiniment petite indépendante de s,, et lorsque, d'autre part, ce trièdre Mx'y2! subit une rotation infiniment petite, dont les composantes suivant les axes Ox, Oy, Oz sont :
wiôl, wôl, wÔl.
Observons que, dans le cas présent, les variations ôt, ôn, à£, ôp, Ôq, Ôr des six expressions &, n, &, p, q, r sont nulles, comme cela résulte de la théorie bien connue du trièdre mobile, et comme nous pouvons d’ailleurs le vérifier immédiatement au moyen des formules (7) et (8), en y remplaçant àx, à par leurs valeurs actuelles :
(y) ae + W,2—w,y) 0 + 5 (a+ wt— 0,7) 0 + a"(a, + w,y — w,æ)5 l'— (aw, + ao, + a'w,) Ô4,
et S'y, 3'z, ds, dx’ par leurs valeurs actuelles analogues. Il en résulte que nous
obtenons une solution de la question, en prenant pour W une fonction arbi-
traire de s, et des six expressions Ë, n, &, P; q,»r ; nous allons maintenant
montrer que nous obtenons ainsi la solution générale (') du problème que
nous nous sommes posé.
.Observons à cet effet que les relations (2) permettent, au moyen de formules bien connues, d’exprimer les dérivées premières des neuf cosinus x, «* … y" par rapport à s,, au moyen de ces cosinus et de p, q, r. Remarquons d’autre part que les formules (1) permettent de concevoir qu'on exprime les neuf cosinus a, a’, .… y" au moyen de Ë, n, & et des dérivées premières de x, y, z par rapport à s,. Nous pouvons donc finalement exprimer la fonction W que nous cherchons en fonction de s,, de x, y, z et de leurs dérivées premières, et enfin de Ë, n, &, p, q, r, ce que nous indiquerons en écrivant :
MM". (se LE Yes de de Le ë, n.&, pq à Les variations ÔE, 8, ôt, Ôp, dq, dr étant nulles dans le cas présent, ainsi qu'on l’a remarqué il y a un instant, nous avons finalement à écrire, pour la nouvelle forme de W, que l’on a, en vertu des formules (9), et quels que
soient a,, @, dy, W4, W,, W, :
aW. 2W 2W oW , dx oW , dy aW = dz W Se or Len duo dr die des Un 7e Ph red ds, ds, ds, dr à dy nd
Remplaçons ôx, 8y, ôz par leurs valeurs (9) et à de hs de par les va-
leurs qu’on en déduit en différentiant ; égalons à zéro les coelficients de a,, a, dy, w,, w,, &, ; il nous vient les six conditions suivantes :
oW oW oW — = ©, — = O0, — — O0; dx dy dz 2W dz oW dy __ 2W dx _oW dr _, oW dy _oW az _ dyds, | dz dir dz ds, dr ds, dx ds, dy ds, r) Rp re) à d Ts ns] d s, S, : s s So
(:) Nous supposons, dans ce qui va suivre, que la ligne déformable est susceptible de toutes les déformations possibles, que, par suite, l'état déformé peut étre pris absolument arbitraire ; c’est ce que l’on peut exprimer en disant que la ligne déformable est libre.
Les trois premières nous montrent, ce que l'on pouvait prévoir facilement, que W est indépendant de x, y, z; les trois dernières expriment que W ne
d ” se 64 dépend de Te , de , Le que par l'intermédiaire de la quantité :
dx \? dy \? ( dz k (a) + Ga) + Qu et comme cette dernière, d’après la formule (3), est égale à E + n + E, nous voyons finalement que la fonction W cherchée a la forme remarquable :
W (805 & %s Go Ps QT).
Si nous multiplions W par ds,, le produit Wds, obtenu est, dans le groupe des déplacements euclidiens, un invariant analogue à celui qui, sous le nom "élément linéaire, provient de la considération de la distance de deux points infiniment voisins de la courbe (M) décrite par le point M. De même que la valeur commune des intégrales
B9 ds B =—— ds,, ds, J. dsy © J
prises respectivement entre deux points A, et B, de la courbe (M,) et entre leurs points correspondants À et B de la courbe (M), détermine la longueur de l’arc AB de cette courbe (M), de même, en associant dans l'esprit la notion d'action au passage de l’état naturel (M,) à l’état déformé (M), nous adjoindrons la fonction W aux éléments de définition de la ligne déformable et nous
dirons que l'intégrale :
a, Wdss A0
est l’action de déformation sur la ligne déformée entre les points A et B, qui correspondent aux points À, et B, de (M,). Nous supposerons, dans cette définition et dans ce qui suit, que les arcs s, et s sont comptés dans le sens de À, vers B, et dans celui de A vers B, ou inversement que les notations A, B,, À, B, pour désigner les extrémités de la ligne dans l’état naturel et dans l’état déformé, correspondent à cette convention.
Nous dirons aussi que W est la densité de l’action de déformation er un
point de la ligne déformée, rapportée à l’unité de longueur de la ligne non
déformée ; W Fe sera cette densité d'action en un point, rapportée à l’unité
de longueur de la ligne déformée.
9. La force et le moment extérieurs; l'effort et le moment de déformation extérieurs ; l'effort et le moment de déformation, en un point d'une ligne déformée. — Considérons une variation quel-
conque de l’action de déformation entre deux points A et B de la ligne (M), savoir :
ne *0/2W. oW WoW w We Wd == (ALI re AUS CAL 2Ws le) le] .
ef. É je CSS np 6 gt or dr Jd.
Nous pouvons l'écrire, en vertu des formules (7) et (8) du $ 7,
s s12aWwW dô'x 8 [| wa [2 ECS + Te +18)
+ an (Er Ex + TE + a— po) oW /.. dÿ!z | He 2 (e arr = + pd y— aa) oW /d oW /dôs Sr Me) (Ben
aW /dè ar ne +pôr —qùr lé.
intégrons par parties les six termes qui renferment explicitement une dérivée par rapport à s, ; il vient :
; For oW, 2W, W,. W,,1" à [” Wds,— QUEr it a ALES PRE LL ap dv + ar er |
da “E (à 2W., ao ÿ doW 2W. pr [CE No mon ) “4 Rae Pt “ ; 2W 2W 2 Jer+( doW 2W 2W 2W ce)
Porn To Béop Tor og
d oW oW oW aW oW\,., EE qe ES mL d >oW doW 2oW oW oW\,, ne la Posons :
LD YA REC NN L RE LL 7 E ES" "-5n sn 90" op 2q o1 , d oW 2W , 2W, 20 15 JE | Fe on ; d >W aW 2W dar ds, on en tot d oW oW oW (ro) lier: Paso ASE / d oW WoW oW t 2W ne ds, op or 2q a an , … d aW oW 2W rw 2W M — ds, 2q put RPG dE at
Nous aurons :
20 "n LS ryù B sf. Was, = [F'è'x + G'y + H'0z + V'èr + J'èr + K'ôx"l A0 Po s s s — [ (Ke + V5 y + Zdz + Lidr + Miôs + Niôr') dso. A0
. . , = En ayant d’abord égard à l'intégrale qui figure dans l'expression de B0 , . .
ô sk Wds,, nous appellerons force extérieure et moment extérieur au point M, A9
rapportés à l'unilé de longueur de la ligne non déformée, les segments issus de M,
dont les projections sur Les axes Mx’, My’, Mz'sont respectivement X;, Y;,Z; et B,
L',M!,N/.En ayant ensuite égard à la partie tout intégrée de 5 J Wds,, nous
appellerons effort extérieur et moment de déformation extérieur au point B, les segments issus de B et dont les projections sur les axes Mr’, My’, Mz' sont respectivement les valeurs — FES 2 Le — H,, et — Lo — Se — LA que prennent au point B, les expressions — F’, — G’, — H', et — 1’, — J', — K'. Nous appellerons effort extérieur et moment de déformation extérieur au point À, les segments analogues formés avec les valeurs F,,, G, , H,, et I, , J,,, K,, que prennent au point A, les expressions F', G’, H' et L', J’, K'.
Les points A et B ne se présentent pas ici de la même façon, conformément à la convention qui les distingue et qui a été faite sur le sens dans lequel on compte l'arc 5,.
Supposons que l’on coupe la ligne déformée AB au point M et que l’on sépare, par la pensée, les deux parties AM et MB ; on pourra regarder les deux segments (— EF’, — G', — H') et (— l’, — J', — K') déterminés pour le point M, comme l’effort et le moment de déformation extérieurs de la partie AM au point M, et les deux segments (F’, G’, H') et (l’, J', K') déterminés pour le même point M, comme l’effort et le moment extérieurs de la partie MB au point M. Il en sera de même si, au lieu de considérer AM et MB, on envisage deux portions de la ligne déformable appartenant respectivement à AM et à MB et ayant une extrémité en M. En raison de ces remarques, nous dirons que — F’, — G', — H' et — I’, — J, — K' sont les composantes sur les axes Mx’, My’, Mz', de l'effort et du moment de déformalion au point M, exercés sur AM et sur toute portion de AM aboutissant en M, et que F’, G’, H' et [’, J', K’ sont les composantes sur les axes Mx’, My’, Mz de l'effort et du moment de déformation au point M, exercés sur MB et sur toute portion de MB aboutissant en M.
Observons que, si l'on remplace le trièdre Mx'y/z/ par un trièdre qui lui est invariablement lié, on est conduit à des conclusions identiques à celles que nous avons indiquées précédemment (4).
(*) Note sur la dynamique du point et du corps invariable, Tome I, pages 260 et 260.
Un)
10. Relations entre les éléments définis au $ précédent: transformations diverses de ces relations. — Les différents éléments intro-
duits dans le $ précédent sont liés par les relations suivantes, qui résultent immédiatement de la comparaison des formules qui leur servent de défini-
tion :
! { LL + qH'— rG — X, — 0, _ + qK'—rJ'+ nH'— €G — L, —0o 0 :
ds, ! 1 ( (11) de ET RUE cs de rl —pK' + — EN M —0 ai Rome an NT [ARE DE Era nt \ das, ds,
On peut se proposer de transformer les relations que nous venons d'écrire, indépendamment des valeurs calculées au moyen de W, des quantités qui y figurent. Ces relätions ont lieu, en effet, entre des segments attachés au point M et auxquels nous avons attribué des noms; au lieu de définir ces segments par leurs projections sur Mz’, My, M2’, nous pouvons tout aussi bien les définir par leurs projections sur d’autres axes; ces dernières projections seront liées par des relations, transformées des précédentes.
Les relations transformées s’obtiendront d’ailleurs immédiatement, si l’on remarque que les formules primitives ont une interprétation simple et immédiate par l’adjonction aux axes mobiles des axes qui leur sont menés parallèlement par le point O.
1. Considérons d’abord les axes fixes Ox, Oy, Oz. Désignons par X,. Y,,Z,, et par L,, Mo, N, les projections sur ces axes de la force et du moment extérieurs en un point quelconque M de la ligne déformée, par F, G, H et par I, J, K les projections de l'effort et du moment de déformation dont les projections sur les axes Mr’, My’, Mz' étaient F', G',H', et l', J’, K’. Les transformées des
relations précédentes sont évidemment :
He al dy RE HAS D nd die dG > dJ dz dx
Lau ds, RL ed Ie dH dK dx - dy DORE CE de le de d NES
Nous pouvons regarder la force X4, Y4, ZQ et le moment L,, M}, Né: ou si l'on veut la force X,, Yo Zo et le moment L;, M,, N,, comme distribués d’une manière continue le long de la ligne, et cette force et ce moment seront ici rapportés à l’unité de longueur de la ligne non déformée; pour avoir la force et le moment rapportés à l'unité de longueur de la ligne déformée, il
ds suffit de multiplier X4, Y!, Z6. Li, Mi, Né ou X5, Yo, Zos Los Mo No par FA
ds étant l'élément linéaire de la ligne déformée qui correspond à l'élément linéaire ds, de la ligne non déformée. Introduisons les projections X, Y, Z L, M, N sur les axes fixes Ox, Oy, Oz de la force et du moment extérieurs
ainsi rapportés à l’unité de longueur de la ligne déformée:; il viendra les relations :
dF di dy dz réel oi e babe FH HER 2 TP UE dG dJ dz dx
(12) Free th De PL a pe ar dH dK dr dy RL NE SR
qui sont identiques à celles considérées par plusieurs auteurs et en particulier par Lorp KeLvin et Tair (‘); mais ces derniers les obtiennent, en appliquant ce qu’on appelle, dans la Mécanique classique, le principe de solidification, et en partant de la notion a priori des forces et des couples, lesquels sont exprimés ensuite a posteriori et en vertu d’hypothèses en fonction des déformations; dans ces hypothèses, on n’a envisagé d’ailleurs jusqu'ici que des déformations infiniment petites, tandis qu’actuellement nous nous plaçons dans le cas le plus général.
2. On peut donner aux équations relatives aux axes fixes Ox, Oy, Oz une nouvelle forme. Nous pouvons exprimer les neuf cosinus «, a, .…. y’ au moyen de trois auxiliaires ; soient },, À, À, trois telles auxiliaires. Posons :
Dydg = — ddr — D, + wide + md, D'ady = — Ÿ'yde = JAdh + ysdhs + xidhs, Dde = — Dadf — dd\, + 510, + id,
Les fonctions &;, x;, s; de À,, À,, À, ainsi définies satisfont aux relations :
d/! dy! n .
M + duo (j=1, 2,8) d5!, d0! 1," SR RP EE ne et l’on a :
dÀ dÀ d) ml > :
PACS RS Or .e dE q ds, + LA du
dd À =D Us + of ee
Désignons par &;, y;, 0; les projections, sur les axes fixes Ox, Oy, Oz, du
(4) Loro Kecvin Et Tir. — Natural Philosophy, Part. II, $ 644.
segment dont les projections sur les axes Mx’, My’, Mz', sont w;, y!, s!; nous aurons :
ada + PR" + y'dy" = — (ada + PAR + var) = J'ad, a'da + Bd + v'dy — — (adx + dB” + ydy) — Du, ada! + Bdÿ" + ydy — — (a'dx + B'd8 + dy) — Dadh,
en vertu desquelles (!), les nouvelles fonctions w;, y;, s; de À,, À, À satisfont aux relations :
2 ; dS; a% - A He
DS me Ce Dm Ci
dY ; di SL
LT EE — 5%, — 0,0; LT 0), NV TT GJ 2, 8) 29; d9:;
+ — 2° = OY, — Dj/;;
, DANS TO MN TTRR TE nous ferons encore la remarque, qui nous servira plus loin, que si l'on dé- . "n . . e esigne par 9,, À, ÔX, les variations de À,, À,, À, qui correspondent aux varia- . a S
tions Ôx, a, … Ôy” de a, a’, .… y”, on aura :
Su!
à — m0, + wi), + ms,
or AL + 4h02 + 70h.
Ôk — oh, + o0À, + a 0,
Ô1 — adr + B53' Lu YÔr! = m0, = w,9X, = mods. Sy — a'Ôr! + 8/03! + +'9r! — 49 + Xa0à; + Y303 Ôr — a"Ôr + Bd + Or! — s À, + 692 + 63Às
où àr, Ôr, Èx sont les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mx’, My’ MZ sont ôr’, ôr', r'.
Posons maintenant
J= ol + 449" + OK = 0 + 4,3 +o,K
q= el + x) + ok = ol + x) + 5,K
Ro) + 43) + d,K' = 0] + 43 + 6,K L, = SL, + x4M + SN = mL, + M + ci Ji, = mL6 + 226 + Ne = mL, + xaMo + No Vo — D4L!, + y$M, + oiN, = lo + y3Mo + oNs,
(“) Ces formules peuvent servir de définition directe aux fonctions wi, Yi, si et être substituées à
wi = om + Byxi + voi, u=dm+Buit+ys, (= 1,32,35), gi = ao + Fu + Y'oi.
et nous aurons l'équation ;
d ! d ! J ! dx ! CR Een C4 ds, HN. 1 Eee ) a — }| (ae + q51 oo pe + ro — pri) K Ce + pi — JS + FE — cn) + G'(SE— mit) + H'(œin — XE) — Lo — 0,
avec deux équations analogues. Si l'on remarque que les fonctions &, n, &, p.
A, D, dh
q, r de À,, À,, ds de de, donnent lieu aux formules :
à à dw! 4 in Li — sn —0, + — a no | om 2
D How 0, SL = JE + roi — pot
Ebony HT +pi— que à; a; ds
qui résultent des relations de définition des fonctions w!, y}, s; et des neuf
identités qu’elles vérifient, on peut donner à l’équation précédente cette nouvelle forme :
dj 1 dË dn RU UE LU ME HR > del a, a oÀ, I À, J a), K À, Er
avec deux équations analogues.
En posant
A — wi Œ __ y’ PRE zG) = Va (3: = z'E" — z'H)+ 5, (K' HE x'G'— y'F), Lo = 0, (Lo +726 —2Y5) + (M + ZX — 226) + 01 (N6 + x Y, —Y'X), avec des formules analogues pour Ÿ, #', Ab, 5, on trouve de même la forme d'équation
ds 1 LT 101 2P ' Want rx) 24 à EL + Y'H FE —(J + 7F Mt
or :
SE RL
avec deux équations analogues.
Nous appliquerons bientôt les transformations que nous venons d'indiquer ; pour le moment, nous nous bornerons à faire remarquer que les expressions à, ds”, dk’ et dr, Ôs, Ôr ne sont pas des différentielles exactes.
3. Au lieu de rapporter aux axes fixes Oxyz les éléments relatifs au point M, envisageons, pour définir ces éléments, un trièdre trirectangle Mx! y! z! mobile avec M et dont l'axe Mx! est assujetti à être dirigé suivant la tangente à la courbe (M) menée dans le sens des arcs croissants. Pour définir ce trièdre Mxy12,, rapportons-le au trièdre Mx'y'7 et soient, par rapport aux axes de ce dernier, l, l', l’ les cosinus directeurs de Mx!, m, m', m" ceux de My! et n, n', n” ceux de Mz. Les cosinus !, l', l” seront définis par les formules :
c'est-à-dire par les suivantes :
en posant em VE +mn+e.
nous admettrons que le trièdre Mx/ y,z, a même disposition que les autres. Nous ne ferons pas d'hypothèse particulière sur les autres cosinus ; ils seront simplement assujettis à vérifier, d’après leur définition, les relations :
ME + mn + m'E— 0, + nn + né —o.
Supposons que s, varie et que, pour un instant, on lui fasse jouer le rôle du temps; rapportons de plus le trièdre Mx! y! z! au trièdre fixe Oxyz et désignons alors par pi, q,, r, les projections respectives de la rotation instantanée du trièdre Mzx! yz, sur les axes Mx,, My', M:!, en sorte que l'on aura trois formules telles que la suivante :
! [4 dm n=bp+lg+lr+ nr
en admettant la même disposition pour les trièdres.
Désignons enfin respectivement par X', Y!, Zi et par L'. M°, N! les projections sur Mz', My’, Mz! de la force et du moment extérieurs en un point quelconque M de la ligne déformée, rapportés à l’unité de longueur de la ligne non déformée, par F,, G', Hi et par I}, J', K; les projections de l'effort et du moment de déformation. Les transformées des équations du $ précédent sont évidemment :
D qi in Ge 0, get Qi rl bou — 0,
CDD + Ft — pal — Yo GE + rl — pK — el — M 0
dK! ; 1 ’ Re+ P,G, — qi — Z, =0, de + pali er qi Gr eG; — N; — 0,
Dans la Résistance des matériaux, on appelle F,' effort de tension ; les composantes G,', H,' sont des efforts tranchants dans le plan normal à la ligne déformée. De même la composante I, du moment de déformation est un moment de lorsion ; les composantes J,', K,' s'appellent moments de flexion.
Si, dans la quatrième équation (13), on a Li —o et q, — 0, il vient :
Je ds, d’où résulte cette proposition, établie par Porsson (*) pour le cas où LD), M! — 0, N/— 0, qi — 0, que si J, — 0, on a Î, — const.
Porssox. — Sur les lignes élastiques à double courbure, Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, T. ILE, n° 3, p. 355-360, janvier 1816. La proposition de Porssox est
11. Travail virtuel extérieur. Théorème de Varignon. Remarques sur les auxiliaires introduites dans le $ précédent. — Nous donnerons le nom de travail extérieur sur la ligne déformée AB, dans une déformation virtuelle quelconque, à l'expression :
G, = [F'èx de G'ô'y Le H'5z dre I'ôr' Es J'ô5! LE K'ôx'}, Bo 2e if (Ko dx + Yo y + Ze 02 + Loôr + M3 + Ny/ôr') dso.
D’après le $ précédent, on peut, en posant £ — # a. LL “ .….
donner à cette expression les formes suivantes : 36, — — [Fèr + Gèy + Hèz + Ii + Dès + Kôr]° + fa + Vôy + Z5z + Lôr + Môs + Nôk) ds, 0, = — [Fôx + Gôy + Hôz + J, + PA, + Rk;]” + [las + Yôy + Zôz + LOX, + DNOX, + M9À,) ds, ere Pêe + G'èy + H'è7 + SEX, + FE, + K'O,]”
B e À (X'Bx + V'ôy + Z'èr + LEX, HR, + MX) ds.
Nous appliquerons plus loin les deux dernières. Des deux premières, nous allons déduire ici une proposition fondamentale de la Statique, dont l'idée, sinon la forme actuelle, est due à Variexon, et que nous avons déjà rencontrée dans l'interprétation donnée par Saintr-GuiLuem aux relations qui lient, dans la dynamique, les forces extérieures et les quantités de mouvement. Assimilons l'effort et le moment de déformation, en un point M de la ligne M, à la résultante et au moment résultant d'un système de vecteurs relativement au point M ; soient Pv, Ps la résultante générale et-le moment résultant relatifs à un point P de l’espace. Assimilons de même la force et le moment extérieurs en un point M, rapportés à l’unité de longueur de {M), à la résultante et au moment résultant d'un système de vecteurs relativement au point M; soient PN et PS la résultante et le moment résultant relatifs à un point P de l’espace ; on a cette proposition :
L'arc s élant assimilé au temps, les vitesses des points géométriques v et « sont respeclivcment égales et parallèles aux segments PN et PS.
indépendante des formules qui définissent l'effort et le moment de déformation au moyen de W; Poisson l'établissait en écrivant, par le principe de solidification, des équations d'équilibre d'une portion de la ligne ; BerrranD en a donné une démonstra-
ee dans une Note de la Mécanique analytique de Laëraxce, sur laquelle nous revienrons. |
Cette proposition est évidemment la traduction des équations (12) que l’on peut écrire :
Re d Bu YŸ=0 EI + F2 — He) — (M+ Xz:— Zr)— 0,
RE ‘d ds 20 TK + Gx— Fy) — (N + Yz — Xy)— 0.
dF x d | (ä— on Ti +Hy— Gr) —(L+Zr—Y)—0, (0
Nous pouvons encore y arriver de la manière suivante. Partons de
sl Was, — — 56, A
CG, étant pris entre À et M. Comme SW doit être identiquement nul, en vertu de l'invariance de W dans le groupe des déplacements euclidiens, quand les expressions dx, …, dr, … sont données par les formules (9'), ou, ce qui revient au même, quand Ôx, êy, ôz sont donnés par les formules (9) et quand 1 — wôt, ds — w,ôt, dx — wôt, et cela quelles que soient les valeurs des censtantes a, &, &;, w,, w,, w,, nous en concluons que l'on a :
eu fx, (Gr — [va 0, mi — [za — 0,
D+yn—cn— f (L + yZ — 2Y) ds — 0, A
et deux formules analogues ; dans ces relations, on peul concevoir M comme variable, et elles sont aussi équivalentes aux équations (12"). On remarquera que ces formules se déduisent facilement de celles que l’on écrit d’ordinaire au moyen du principe de solidification ; nous reviendrons plus loin sur ce point, à propos du raisonnement fait par Poisson et repris par Berrrann, à l'égard de la ligne déformable considérée par Biner.
A côté des expressions F’, G’, H/, I’, J’, K’ d’abord introduites, nous avons envisagé d’autres expressions que l'on peut se proposer de calculer. D'autre part, dans ce calcul, on peut faire apparaître explicitement les fonctions que l'on veut mettre en évidence suivant la nature du problème, qui seront par exemple, x, y, z ou x’, y', z'ettrois paramètres À,, À, À; au moyen desquels on exprime «, «, .… Y’(1).
Si l’on introduit x, y, z et A1, À À3, On aura :
oW 2W 0 oW RE) MCE Enep > ds, ds, ds,
2W oW ee oW D de on ds, ds, dSo
(*) Comme telles auxiliaires À,, À», À$ on peut prendre, par exemple, les composantes de la rotation qui amène les axes fixes Or, Oy, Oz à être parallèles respective-
ment à Mz', My, M:.
Si l’on introduit x’, y!, z' et trois paramètres À,, À,, À,, on aura :
' aW oW Lo.
= 75 PRE CR H' — az” ar: FA dss ds, oW Ro RON PS TN ES ds, dSo ds, 12. Notion de l'énergie de déformation. — Envisageons les deux
états (M,) ou A,B, et (M) ou AB de la ligne déformable, et considérons une suite quelconque d'états partant de (M,), pour aboutir à (M); il suffit, à cet effet, de considérer des fonctions x, y, z; a, a’, … y" de s, ct d’une variable hk qui, pour la valeur zéro de h, se réduisent respectivement à %,, Yo 203 % af, … y, et, pour la valeur À de h, se réduisent respectivement aux valeurs x, 7,24, a, … y" relatives à (M).
En faisant varier le paramètre À de o à k d’une façon continue, nous obtenons une déformation continue permettant de passer de l’état AB, à l'état AB. Envisageons, dans cette déformation continue, le travail total effectué par les forces et les moments extérieurs appliqués aux différents éléments de la ligne et par les efforts et les moments de déformation appliqués aux extrémités de la ligne. Il suffit, pour obtenir ce travail total, d'intégrer de o à h la différentielle obtenue, en partant de l’une des expressions de èG, du $ précédent, et en y substituant aux variations de æ, y, z; a, a’, .… y’ les différentielles particlles qui correspondent à l'accroissement dh de h ; la formule
G.—=— | ‘SWas,
A0 donnant, pour la valeur actuelle de èG,, l'expression — ne soMl — dhds,, nous
obtenons, pour le travail total :
__ -f(Trus
Fa k CW (Sos Es 5 Er Pr 9 Fr) — W (So Eos Nos Los Po dos ro)] dss. Le travail considéré est indépendant des états intermédiaires et ne dépend que des états extrêmes (M) et (M).
Ceci conduit à introduire la notion d’é énergie de déformation, qui doit être distinguée de celle de l’action envisagée précédemment ; nous dirons que
+ W. est la densité de l’'6 énergie de déformation, rapportée à l’unité de longueur de la ligne non déformée.
43. Etat naturel de la ligne déformable. Indications générales sur les problèmes auxquels conduit la considération de cette
ligne. — Dans ce qui précède, nous sommes partis d’un état dit naturel de
la ligne déformable, et nous nous sommes donnés un état dit déformé ; nous avons indiqué des formules permettant de calculer la force extérieure et les éléments analogues dès que, à la ligne déformable, est adjointe la fonction W représentant l’action de déformation en un point.
Arrètons-nous un instant sur la notion d’éfat naturel. Ce dernier est, dans ce qui précède, un état qui n’a subi aucune déformation. Concevons que les fonctions x, y,z, .… qui déterminent l’état déformé, dépendent d’un paramètre, et que, pour une valeur particulière de ce paramètre, on retrouve l'état naturel; ce dernier nous apparaît alors comme un cas particulier de l'état déformé, et nous sommes amenés à essayer de lui appliquer les notions relatives à ce dernier.
On peut, sans changer les valeurs des éléments définis par les formules (10), remplacer la fonction W par cette fonction augmentée d’une fonction déterminée quelconque de s,, et si l'on se laisse inspirer par l’idée d'action, que nous associons au passage de l’état naturel (M,) à l’état déformé (M), on pourra, si l'on veut, supposer que la fonction de s, définie par l'expression
k W (85 Ë6s Nos Los Po Los lo)
est identiquement nulle ; mais les valeurs obtenues, à l’égard de l’état naturel, pour la force extérieure et pour les éléments analogues, ne seront pas nécessairement nulles ; nous dirons qu’elles définissent la force extérieure et . les éléments analogues relatifs à l’état naturel (1).
L'état naturel se présente, dans ce que nous venons de dire, comme l’état initial d’une suite d'états déformés, comme un état à partir duquel nous étudions la déformation ; on est, par suite, conduit à se demander s’il n’est pas possible de faire jouer à un des états déformés, le rôle que nous avons fait jouer à l’état naturel, et cela de façon que les éléments définis au $ 9 (force extérieure, effort extérieur, ..….), calculés pour les autres états déformés, aient la même valeur, si on rapporte les premiers de ces éléments à l'unité de longucur de la ligne déformée. Cette question ne peut recevoir une réponse que si l’on introduit et si l’on précise la notion d'action correspondant au passage d'un état délormé à un autre état déformé.
L'hypothèse la plus simple consiste à admettre que cette dernière action s'obtient en retranchant l'action, correspondant au passage de l’état naturel (M,) au premier état déformé (M,,), de l’action, correspondant au passage de l’état naturel (M,) au second état déformé (M). Si nous désignons par s(
l'arc de (M{ÿ) et par E(g)> fo)» Slo)s Pto)r Jo)s rw les quantités analogues à &,
(4) Nous pouvons parler alors de force et de moment extérieurs, d'effort et . moment de déformation, parce que nous regardons l’état naturel comme la limite “i suile d'états, pour lesquels nous savons ce que c’est que la force et le MATOS x rieurs, l'effort et le moment de déformation ; la force et le moment extérieurs, l'effor etle moment de déformation n'étant définis par nous, jusqu'ici, que lorsqu'il y a
déformation capable de les manifester et de les mesurer.
n, & P; q, r, On est alors conduit à adopter comme action de déformation, relative au passage de l’état (M,,)) à l’état (M), l'expression
(14) 1 CW (Sos Er 5 &s Ps Qo 7) — W (601 Éto)s Pte)> Lto)r Pois Tto)s r'(o)) ] ds. A0
Introduisons sy comme variable, au lieu de s,, et désignons par E(°), r(°), ç(9, p), g(0), rl9) ce que deviennent Ë, n, &, p, q, r, quand on fait jouer à s4,)
le rôle que l'on faisait jouer à s, ; on aura des relations telles que la suivante :
ds ë — 800 ee
et, en désignant par A), B4) les points de (M4) qui correspondent aux points À,, B, de (M,), l'expression (14) devient :
B(0) (15) + W) (so) 0), (0), (0), plo), q(e), rt0)) dsys), A
en désignant par W(9 {s4, El), n00), £(0), p9), 0), r(°)\ l'expression
ds ds ds ds W CU el À DENT) Best c) RRNPRE "À Enecl () À TERRES + E AE EL. (ss FRONT FD di W (Go Hop io + Ft) ds(o)
dans laquelle s,, Fe : Lo sont remplacés en fonction de s(,). 0 0 :
On pourra d’ailleurs, si l’on veut, d’après la remarque faite au début de ce $, substituer à l'expression (15) la suivante :
B(0) à (157) W (0) (S(0) E(0), n{), gt), p®, q(, rO))ds(o
où la fonction WU (s4), EU), n(9, &(0), pt), :q(0), r(0)) est l'expression
ds ds W {o) “(0) .. pr(0) (0) (So ë ds, sr ds,
dans laquelle s,, So, “eo sont remplacés en fonction de s4- 0 0
On constate immédiatement que l'application des formules du 8 9 à l'expression (15) ou à l'expression (15) donne, en partant de (M,,,) comme état naturel, les mêmes valeurs de la force et du moment extérieurs relatifs à
l’état (M), rapportés à l’unité de longueur de (M), ainsi que les mêmes valeurs de l’effort et du moment de déformation.
Ainsi, nous pourrons considérer (M) comme un état déformé dont (M,,)
serait l'état naturel, pourvu que la fonction W associée à l’état (M) soit actuellement (1) Why et W(0).
(*) Ceci nous permet, comme nous l'avons dit au début de ce $, de généraliser la notion d'état naturel que nous avions d’abord introduite. Au lieu de faire correspondre
simplement à ce mot l’idée d’un état particulier, nous pouvons, d’une façon plus géné-
rale, lui faire correspondre l’idée d’un état quelconque à partir duquel nous étudions la déformation,
Donnons maintenant quelques indications générales sur les problèmes auxquels peut conduire la considération de la ligne déformable.
Nous avons donné, dans ce qui précède, ainsi que nous l'avons déjà rappelé, les formules qui déterminent la force extérieure et les éléments analogues, lorsqu'on suppose connues les fonctions x, y, z, … des,, qui définissent l’état déformé. :
Nous pouvons maintenant concevoir que l’on cherche à définir, soit en totalité, soit en partie, les fonctions x, Y»2Z,,.. Connaïssant un certain nombre des éléments tels que la force et le moment extérieurs et certaines données accessoires relatives aux inconnues.
Remarquons immédiatement que si l’on part de la donnée de x, y, z, … et si l’on calcule, pour fixer les idées, X!, Y!, Z!, on obtiendra, tous calculs faits, des fonctions déterminées de s,; mais, en vertu des formules qui définissent x, y, z, .. en fonction de s,, on peut évidemment exprimer Xe, Yi, Z;, au moyen des,, de x, y, z, .…, et de leurs dérivées jusqu’à tel ordre que l’on voudra. En envisageant un problème, dans lequel X , Y,, Z:, par exemple, figurent parmi les données, nous pouvons donc concevoir que ces expressions soient données en fonction de s,, mais nous pouvons aussi bien supposer qu'elles renferment x, y, z, ... et des dérivées de ces dernières par rapport à 5.
Considérons un problème, dans lequel figurent, parmi les données, les projections de la force et du moment extérieurs, soit sur les axes fixes Ox, Oy, Oz, soit sur les axes Mx’, My’, Mz’, et supposons, pour fixer les idées, que ces projections soient des fonctions données de s,, de x, y, z, a, a!, .… y" et de leurs dérivées du premier et du second ordres. Supposons, en outre, que la force et le moment extérieurs soient rapportés à l'unité de longueur de (M,) et que z,, Y5, Z soient des fonctions données de s,. Il est clair que, dans ces conditions, les formules du $ 9, qui servent de définition à X;, Y:, Z:, L:,
t; N, deviennent six équations différentielles entre les inconnues x, y, z, À, À9s As, Ces trois dernières étant trois auxiliaires, au moyen desquelles on a exprimé les neuf cosinus &, a, .. y”; ces équations différentielles, avec les hypothèses que l’on vient de faire sur la force et le moment extérieurs, ne renferment pas de dérivées d'ordre supérieur à deux.
Pour achever la recherche des inconnues, si le problème posé est déterminé, ou du moins s’il ne comporte pas une indétermination aussi grande que celle qui résulte des seules équations différentielles dont on vient de parler, on aura à tenir compte de données complémentaires; ces dernières pourront être des conditions aux limites, c’est-à-dire des conditions vérifiées aux extrémités A, et B, par les inconnues : on pourra se donner, par exemple, en À, et en B,, les valeurs d’un certain nombre des expressions x, y, z, À,, À,, À, et des expressions telles que F,, G;, H,, 14, J6, Ki, relatives à l’effort et au moment de déformation, ou même des fonctions, le plus souvent linéaires, de x, y, 2, À, À3 À et de F5, G’, H,, 6 Jo K5-
Nous venons de montrer, par des exemples particuliers, avec des hypothèses particulières, comment, à des problèmes divers, pourront correspondre des
équations différentielles et des conditions complémentaires; mais on peut varier les questions.
Si l'arc s figure explicitement dans les données, on considérera s comme une variable supplémentaire et on adjoindra la relation
do) dy\? dz\?
Ge) + (a) +(h="
Il arrive souvent que l’on porte surtout l'attention sur la ligne déformée (M), la ligne (Mi) restant, en quelque sorte, au second plan ; si nous supposons que l'expression de W en fonction de s,, £, n, £, p, q, r est donnée et ne nécessite pas, pour sa détermination explicite, la donnée de (M,), la fonction W sera finalement une fonction de s,, des dérivées premières de x, y, =, de À, M, d.4 et des dérivées premières de },, À,, }, ; si la force et le moment extérieurs sont donnés aussi explicitement au moyen de s,, de æ, y, z, 14, À,, ds et de leurs dérivées, il est clair que le problème peut être considéré comme comprenant d’une part la détermination de l’état (M), au moyen d'une variable relative à cet état, s par exemple ou l’une des lettres x, y, z, et d'autre part la détermination de la relation qui lie s, et s. Avec les hypothèses que nous venons de faire, s, pourra figurer explicitement et figurera en outre (1)
ds,
par sa différentielle ds,, ou, si l'on veut, par l'expression ds > Ou par l’expres-
sion inverse . Remarquons que la notion du quotient = , qui donne la
dérivée de s par rapport à s,, correspond à la dilatation linéaire éprouvée par l'élément de ligne ds, issu du point M, de (M,)et qui est devenu l'élément ds issu du point M de (M) correspondant au point M,. Nous reviendrons sur cette dilatation que LauÉ a particulièrement envisagée dans la ligne déformable particulière qu’il a étudiée (?).
Un autre type de problèmes sera développé plus loin, lorsqu'on cherchera à rattacher à la ligne déformable définie jusqu'ici, c’est-à-dire à la ligne libre (°), susceptible de toutes les déformations possibles, les lignes très spéciales considérées par les géomètres qui se sont occupés autrefois du sujet actuel, en envisageant l'étude de ces dernières comme l'étude de déformations particulières de la ligne libre.
14. Forme normale des équations de la ligne déformable, lorsque la force et le moment extérieurs sont donnés comme de simples fonctions de s, et des éléments qui fixent la position du trièdre Mry7. Principe du travail minimum de Castigliano. — Supposons
(1) Si l’on donne la force et le moment extérieurs rapportés à l’unité de longueur de (M), et, plus généralement, si l’on donne ces éléments en fonction de SD; 8, ©, et des dérivées premières par rapport à l’une de ces lettres.
() LaAMÉ. — Leçons sur la théorie mathématique de l’élasticilé des corps solides, 2° édition, p. 98-99 (8° leçon, $ 41, intitulé Dilatation du fil).
(©) L'expression libre signifie ici que la théorie est faite en partant d’une fonction W portant sur des éléments qui résultent de la considération de cette seule ligne, et qui sont susceptibles de toutes les variations possibles.
que, conformément aux indications du 8 précédent, la force et le moment extérieurs soient donnés au moyen de simples fonctions de s, et des éléments qui fixent la position du trièdre Mzx'y'7. Supposons aussi que l'état naturel soit donné. Nous pouvons considérer les équations du $ 9, comme des équations différentielles relatives soit aux inconnues x, y, z et à trois paramètres À, À, À4 au moyen desquels on exprime a, a!, … y”, soit encore, ce qui .correspond à un changement de variables, relatives aux inconnues +’, y!, z! et aux trois paramètres À,, À,, À,. Ces deux points de vue sont ceux qui se présentent le plus naturellement. Dans le premier cas, les expressions Ë, r, &, P; q, r sont des fonctions de D a, de SES SE ra me que l'on calculera au moyen des formules (1) et (2). Dans le second cas, ce seront !
des fonctions de x’, y’, 2’, D DTA rs me .…, que l'on calculera au moyen des formules (2) et (4).
Le premier cas est le plus intéressant, en raison de l’analogie qui existe entre la question actuelle et la dynamique du point, du trièdre et du corps invariable. Examinons-le d’abord.
1. Admettons que X;, Y?, Z, Li, M;, N5, ou, ce qui revient au même, Xos Vos Ze» Los Mos No Soient des fonctions données de 5,4, æ, y, z, À Àss À3- L'expression W est, après substitution des valeurs de ë, n, &, p,q,r, tirées des
: ; .. de dy d formules (1) et (2) une fonction déterminée de s,, Ts SL L: Ad le se
a LUE À de , que nous continuerons à désigner par W, et les équations du de "tds, oroblème peuvent s'écrire :
d oW 2W
LCL PRE 2e 2 — 0, ds, . dx X ee ds , du a, :
24s, ds, d 2W ve dos MoN, ju ess e “: — Y,— 0, 4%, £ dh, 0% , , ds, ds d. 2W " (ONE S OMS io se DD ARE TETE EE ds, ds,
Los by, Te étant les fonctions de s, zx, y, 2, À, À, À qui résultent des
fonctions du $ 40. Sd de
Ceci résulte immédiatement, soit des formules des $$ précédents, soit d’une façon plus immédiate de ce que les formules de définition de X,, Yo, Zos %os Ms TV, F, G, H, 9, ÿ, À peuvent se résumer dans la relation :
BQ sf Wds, + ?G, — 0, A0
26 THÉORIE DES CORPS DÉFORMABLES c’est-à-dire dans :
B, [ "was, — [Fôx + Gôy + H à + 90, + sON + RAS], A0
B ss 1h Oz + Von + Libre E Dole M), + TO ds- A0 Nous pouvons remplacer le système précédent, par un système d’équations du premier ordre, en introduisant six inconnues auxiliaires, pour lesquelles, au lieu des dérivées du premier ordre de x, y, z, À,, À;, À, nous choisirons les six expressions considérées précédemment :
F — oW TON SONT ; à? LS: de ? ds, ds, ds,
aW ro …. … Cow DA NES SUR ds, ds, ds,
De ces six relations, nous pouvons tirer, en supposant que le hessien de W par rapport à Ce at Ce ds,” ds,” ds,’ ds,’ ds,’ ds
poser que le hessien de la fonction W, dont on est parti, par rapport àt,n, 6,
à a PR nt de dx P, q, r, n'est pas nul), des valeurs pour ces six dernières dérivées LS" Tn 0 0
3 n’est pas nul (ce qui revient à sup-
en fonction de F, G, H, 3, 3; À. Transportons ces valeurs dans l'expression ;
__dæ 2W dy 2oW dz.oW dÀ; oW =, de Hide dit M, ET 2 Re ds, ds, ds ? ds, qui n’est autre que l'expression de :
2W 2W 2W oW oW oW 8 ones sort verte dons EME dx dy dz d,
en fonction de s,, 7, Y 7 Le à tue De dde de AE 0 Nous obtenons, après substitu
tion, une fonction de s,, Ares Res , Ge He 3 3 À, que nous continuerons de désigner par la lettre &. Or la différentielle totale de cette dernière fonction est évidemment :
dx , oW d\, , oW W TE NES OO 22% 2W ds : dx + + ds, d * dx, … 25, d. 0 =D Fe d}; ds, ds, ou M eue AH td ds, ds, ds, ds, ds, J
dÀs 2W 2W SE d df GS dso > où, dh;,
So 25,
et l’on a, par suite, comme forme du système définissant x, y, :, STE F, G, H, 5, 7, & :
de 06 dy _28 d__26 d,_ 28 d\, __o8 dx, __ 28 ds) dF’ ds, 2G’ ds, 0H ds, où dsy — 54° ds, — a COR QUE UC dH dJ 28 ee an 0 og ot ee dore 0:
d 28 +. dR, d% A RE LT GR 0
Nous avons supposé que, en vertu des formules qui définissent x, y, z, À,, 3, À en fonction de s,, on exprime X,, Yo, Ze, Los Ab, %, en fonction de 54, æ, ÿ, 2, Àj, As À; ceci est possible d’une infinité de manières, et on peut toujours choisir les nouvelles formes de X,, Y,, Z,, £,, db, 1%, de façon qu'elles soient respectivement les dérivées partielles cu HE Let , dx ” dy” 27 "2h, /dho' dhs changées de signe d’une même fonction 4, indépendante ou non de s,. Supposons qu'il en est ainsi et désignons par ® la fonction de x, y, z, À,, À,, À, (et peut-être de so) définie par la formule :
T—E8+U; le système précédent prend la forme :
dre t, dy 20, di 00, 200 dis 52 01dhs 2 20 Da Tadr DoG de: ol sde, N où ds. 27’ di, où
HS NT 00 dd OUR mo U dd) AN AO dort de, Morse de: de loto dés pions tie Un DU de à Vo) ade, uns o),
Nous avons ici des équations qui se présentent sous la forme des équations d’Hamizrox relatives à la dynamique. Si nous supposons, en particulier, les nouvelles formes de X,, Y,, Zo, Lo, As, 1%, choisies, comme cela est toujours possible, de façon que s, n’y figure pas et qu'elles soient les dérivées partielles d'une fonction — À de x, y, z, À, À,, À, et si en outre nous supposons que W (50, &, 5, € p, q, r) ne dépend pas (‘) de s,, nous avons plus particulièrement un système d'équations canoniques.
2. Mettons maintenant en évidence les fonctions x’, y’, z'et supposons encore les fonctions a, a .. y’ exprimées au moyen de trois auxiliaires À,, X,, À. Admettons que X!, Y!, Z;, L!. M;, Ni soient des fonctions données des,, x’, Y'; 2, 4, do, se L'expression W est, après substitution des valeurs de Ë, n, {, p, q, r tirées des formules (2) et (4), une fonction déterminée de s,, x’, y', 2’,
A de, D LATE D Te D que nous continuerons à désigner
(1) On pourra, pour exprimer cette hypothèse, dire que, dans ce cas, et par définition, la ligne est homogène,
par W, et les équations du problème peuvent s'écrire :
So ds, d WW ADS d'ou oWes =:
ddr Roy ee ds, 3 dk de ci
So ds
4 T LA Lee ue "édit Let im ORRN
ds, à dy à
L, Ab, %, étant les fonctions de s,, x’, y’, z', À, 3. À qui résultent du $ 40.
Nous pouvons remplacer le système précédent par un système d'équations du premier ordre, en introduisant six inconnues auxiliaires, pour lesquelles, au lieu des dérivées du premier ordre de x’, y’, z', À,, À4, À, nous choisirons les six expressions envisagées déjà précédemment :
ro Ra À RE) 1 ds, ds, ds,
; aW ; oW 7 oW DRE RON PR Reel d -— à -? d -
ds, dSo ds,
De ces six relations, nous pouvons tirer, en supposant que le hessien de W dx’ dy dz! dÀ, dà, d arrapportà ——, #—, ——, 1, _?, Sn
par rapp “HRPR FO CTADCER Te n'est pas nul, des valeurs pour ces six dernières dérivées en fonction de F’, G', H', #, ÿ, %'; transportons ces valeurs dans l'expression :
dx! oW dy' oW dz! >oW d\; oW nue Gi don er tn
ds, ds, ds, dso
nous obtenons, après substitution, une fonction de s,, x’, y’, 2’, AA des F’, G', H, 7, Ÿ, X/, que nous continuerons de désigner par la lettre 8'. Or,
la différentielle totale de cette dernière fonction est évidemment :
dx! dy! dz! dA dÀ dÂ w TT dF"' ee 4 Es ! ne | ! ES SN | e1 ne) dSo se ds, dG FU ds, dH a ds, dJ ar ds, bas df — A ds oW ,, oW oW 2W Co er ya re
et l’on a, par suite, comme forme du système définissant x, y, z!, À,, À,, À F,G,H, 3, Ÿ, dE dx! __28' dy 28! di og d\, _a8' d\, _oë&! dà, 28!
dB 0 di o0 D, Hd di, dpt de, — sf
dF' 286! À dG' 26 dK' ;
de Tan RES tin VO Er A0,
dJ 8 df … dx! a8!
RL . NE À 26 af ds, a, NE ds, ne 2), JA, — 0, ds STE À, — — O;
Nous avons supposé que, en vertu des formules qui définissent x’, y', z!, À, À: À en fonction de s,, on exprime X', Y!, Z!, 4, Av, %,, en fonction de s,, x’, y, 2', 4, À, À33 ceci est possible d’une infinité de manières et on peut toujours choisir les nouvelles formes de X, Y,, Z,, £,, Ab, 1%, de façon qu'elles soient respectivement les dérivées partielles ou AL he pus
dx) 9ÿ 27 : dà,
ou’ ao’ : : . ET.
SMES A changées de signe d’une même fonction U' indépendante ou non 2 ès
de s,. Supposons qu'il en est ainsi et désignons par Ÿ la fonction de +’, y’, z À,, À, À (et peut-être de s,) définie par la formule :
Ÿ! — 8! — qu” le système précédent prend la forme :
D D 000 Ne OUEN TA 00 MORT Re 06 de OH DA 0Ji de 0): 15, ON
DR 0 0 au, 40 1 à dia Rat de US de on More Hi AO JO Mo Ur NP ST RME NES “52
L'équation :
ë J esp
dans le cas où les forces ct moments extérieurs sont nuls, correspond au principe du travail minimum de Casricurano (‘), déjà considéré par VÈxe, CournoT, MENABREA, et d’autres encore.
Considérons les équations sous la forme normale :
En intégrant de A, à B,, il vient :
“028 ve LEA =f. 5 dre ll, 41) Xe
Si on suppose, par exemple, X,, Yo, Z, nuls, on a F — const. — FE, =, G — const., H — const. ; dans les trois formules telles que :
(:) Casrierrano. — Théorie de l'équilibre des systèmes élastiques el ses applications, Turin, 1879. Voir aussi Mücren-BresLau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre,
3e éd., Leipzig, 1904.
F, G, Il sont indépendants de s,, et on peut écrire :
D cie &ds ei GS A9
Si €, Ab,, 1%, sont nuls et si Se LE a = o rèmes analogues relatifs à À,, A2, À. On est ainsi conduit d'une manière très directe et très naturelle à ce qu’on appelle les théorèmes de Casriezraxo dans la Résistance des matériaux. On envisage alors généralement le cas simple de la déformation infiniment petite; W est une forme quadratique, et il en est
de même de 8 qui se déduit de W comme forme adjointe.
— o, on obtient des théo-
15. Notions du trièdre caché et du W caché. -— Dans l'étude de la ligne déformable, il est naturel de porter l'attention d’une façon particulière sur la courbe dessinée par cette ligne ; ceci revient à envisager à part x, y, z et à considérer x, &', .… y" comme de simples auxiliaires ; c'est ce que nous pouvons également exprimer en concevant que l’on ignore l'existence des trièdres qui déterminent la ligne déformable et que l’on ne connaisse que les sommets de ces trièdres. En nous plaçant à ce point de vue, pour envisager les équations différentielles auxquelles on peut être conduit suivant les cas, nous pouvons introduire la notion du trièdre caché, et nous sommes conduits à une classification résultant des diverses circonstances qui peuvent se présenter dans l'élimination de a, «, … y".
Une première étude Li se présente est donc Ale des réductions qui peuvent se produire dans l'élimination de &, a, . y’; dans les cas particuliers correspondants, où l'attention est portée d’une manière presque exclusive sur la courbe dessinée par la ligne déformée (M), on pourra même parfois faire abstraction de (M), et, par suite, de la déformation permettant de passer de (M) à (M); c'est à ce dernier point de vue que nous pourrons retrouver la ligne dite flexible et inextensible de la Mécanique rationnelle.
Le trièdre peut être considéré d'une autre façon ; nous pouvons faire sur lui des hypothèses particulières, et de même sur la courbe (M), ce qui revient à envisager des déformées particulières de la ligne déformable libre. Si les relations que nous imposons sont de simples relations entre E, n, 5, p,q,r comme ce sera le cas dans les applications que nous aurons à étudier, nous pourrons tenir compte de ces relations dans le calcul de W et déduire de W des fonctions plus particulières ; la question intéressante qui se posera sera d'introduire simplement ces formes particulières, et de considérer, en quelque sorte, comme cachée, la fonction W générale qui aura servi de point de départ. Nous aurons ainsi une théorie qui sera ee aux déformées particulières mises en évidence par les relations données entre ?, GP Dr.
Nous verrons que l’on peut ainsi, au moyen de 5 théorie de la ligne déformable libre, rassembler à titre de cas particuliers et comme provenant d’une même origine, les équations qui sont le résultat des problèmes spéciaux que
l'on rencontre dans l'exposition habituelle de la Mécanique rationnelle et dans la théorie classique de l’élasticité.
LA LIGNE DÉFORMABLE 3x
Dans ces dernières, on se place souvent dans des circonstances propres à éviter la considération des déformations ; en réalité, elles ont besoin d'être complétées ; c'est ce que l’on peut faire, dans les applications pratiques, en envisageant la déformation infiniment petite.
Prenons le cas où la force et le moment extérieurs ne renferment tout au plus que les dérivées premières des inconnues x, y, z et À,, À,, À, ; les dérivées secondes de ces inconnues ne seront introduites dans les équations différentielles que par W ; or les dérivées de x, y, z ne figurent que dans £, n, ?, et celles de X,, À,, À, ne se présentent que dans p, 4, r. On voit donc que si W ne dépend que de Ë, n, &, ou ne dépend que de p, q, r, il y aura réduction dans les ordres des dérivées entrant dans le système d’équations différentielles ct par suite aussi réduction dans le système obtenu par l'élimination de p, q, r. Nous commencerons par examiner ces deux premiers cas.
46. Cas ou W ne dépend que de s,, £, r, . Comment on retrouve les équations de la théorie de la ligne flexible et extensible de Lagrange. — Supposons que W ne dépende que de 5,, &, n, &; alors les équations du $ 44, qui se réduisent aux suivantes :
d oW aW RES ALL F Re do, d 2W oW #e de LA toit pe So d oW oW +.
A 2 on MES Ô p— ds,
dyaude dans lesquelles W ne dépend que de s,, _ se 1 À, À gs nous 0 0
montrent que, si nous prenons le cas simple où X, Vs, Zo, %, As, Vo) sont des fonctions données (!) de s,, x, y, z, D D Je À, Ag À, les trois équations de droite peuvent être résolues par rapport à À,, À,, À, et on obtient finalement trois équations différentielles ne renfermant que s,, x, y, z et leurs dérivées premières et secondes.
Envisageons d’abord le cas particulier où les fonctions données £,, Abo, To sont nulles ; il en sera de même pour les valeurs correspondantes des fonctions de l’un quelconque des systèmes (L', M, N°), (L,, M;, N,), (L, M, N). Il en
résulte que les équations :
SN Dune gro be Me 2 EN FATLEL SAN |
(t) Nous supposons que X5, Yo, Zo, Lo Jby> Yo ne renferment pas de dérivées de M, À2, Às, pour simplifier l'exposition et pour indiquer pluë commodément ce à quoi nous voulons faire allusion.
reviennent alors à
Fos: Gall dx — dy d ds ds ds
et, en désignant par — T la valeur commune de ces rapports, les équations, dans lesquelles il faut porter À,, À,, À,, s’écrivent :
db le dif CNRS LE (T4) Hé AU ei mc A On 1
ou, si l’on veut,
f (r%) RAS: Sur æ) co! &(T$) 0:
L'effort se réduit actuellement à un effort de tension T.
Ceci posé, observons que si l’on part de deux positions (M,) et (M) supposées données, et que l’on en déduise, comme aux $8$ 9 et 40, les fonctions €,, «tb, 4, il peut arriver, dans le cas où ces trois fonctions sont nulles, que ce résultat se présente accidentellement, c’est-à-dire pour un certain ensemble de déformées particulières ; mais il peut arriver aussi qu’il se présente quelle que soit la déformée (M), que ce soit une conséquence de la nature de (M), c’està-dire de la forme de W.
Envisageons ce dernier cas, qui est particulièrement intéressant ; W est 8 » q P alors une simple fonction de s, et de E? + n? + &?, ou, ce qui revient au
ds ë : oW Ù def e même (1), de s, et de ds: Les équations ee (= 1, 2, 3) se réduisent à des identités (?) et il reste simplement les équations
d d dy : dz
où l’on a ;
si l'on suppose que W est exprimé au moyen de s, et de p — —1(u représentant la dilatation linéaire au point M). Supposons que la fonction W étant connue, on nous donne X, Y, Z ou X
Y;* Zo en fonction des,, s, x, y, z et des dérivées de quatre de ces dernières @) par rapport à l’une d'elles ; les équations précédentes, jointes à
CAL ECS D MAV 0 DRE %) = “ () On peut aussi dire que W est fonction de s, et de la dilatation linéaire
s : nr : :
= 7 — 1 au point M, considérée par LauÉ dans ses Leçons sur la théorie mathéma-
tique de l’élasticité des corps solides, p. 98, 99 de la 2° édition.
(?) Le trièdre est complètement caché : nous pouvons aussi concevoir que nous ayons une ligne ponctuelle, d
(°) On peut supposer introduites des dérivées d’ordre supérieur au premier.
fournissent quatre équations différentielles définissant quatre des variables s,, $, %, ÿ, z au moyen de la cinquième.
Si s ne figure pas explicitement, on pourra éliminer ds, au moyen de la relation que l'on vient d'écrire, et il restera trois équations différentielles définissant, en fonction de s,, les trois inconnues x, y, z.
Si nous envisageons le cas particulier, dans lequel W ne dépend que de x et où s, ne figure pas explicitement, nous nous trouvons en présence des équations proposées par Lacrance (‘), pour l'étude de la ligne qu'il qualifie de « fil flexible et en même temps extensible et contractible » ; nous devons faire remarquer que les explications données par Lacrance, dans le second des numéros qu'il consacre à la question (n° 43), doivent être remaniées de la façon suivante : si nous regardons W comme une fonction donnée de p, il en est alors de même de T (ce qui correspond à l’assertion de Lacraxcr, qui exprime, ds ds)
nous pouvons substituer l’inconnue T, puisque la connaissance de l’une en fonction de s entraîne celle de l’autre, et finalement, on est amené à la recherche des quatre fonctions T, x, y, z de s au moyen des quatre équations précédentes (et de conditions supplémentaires, si le problème est déterminé). On observera en outre que si, comme semble le supposer Lagrange, les expressions données de X, Ÿ, Z ne renferment pas explicitement s, on pourra : se borner à la considérations des trcis premières équations et des trois variables x, y,z, la différentielle de s étant éliminée au moyen dela quatrième équation. Dans le premier des numéros que nous venons de citer (n° 43), Lacrance remarque qu'il est conduit aux mêmes équations que pour le fil qu'il avait considéré auparavant, dans son exposition, sous le nom de fil flexible et inextensible, et il revient dans le n° 44 sur la tension. Il nous semble qu'il ÿ a, dans l'exposition de Lacrancr, une certaine confusion au sujet de la notion de force (confusion qui, déjà au point de vue de la seule dynamique, est signalée explicitement par J. Benrrano, dans la note qu'il a adjointe au n° 44). Il est clair, en effet, que le point de vue auquel se place Lacrancr est celui de la dynamique, et que, dans son exposition, le mot équilibre équivaut au mot repos. En introduisant au début du n° 44 « la force F avec laquelle chaque élément ds de la courbe du fil tend à se contracter », LaGRancE introduit une notion de la force qui n’est plus conforme à la définition posée au début de son ouvrage (page 1), et qui est, non une force cinétique, mais une force que nous pouvons qualifier de force statique, mesurée au moyen des déformations.
avec ses notations, que F est une fonction donnée de ; à l’inconnue p,
47. Le fil flexible et inextensible. — Comment, en restant dans le
(*) Lacraxce. — Mécanique analylique, 1° Partie, Section V, $ 11, n° 42-43, 4° édition, p. 156-158. La même question a été reprise par Laué, dans ses Leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides, 2° édition, 8° Leçon, puis par M. Duuex, dans le Tome II, de son ouvrage, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, p- r et suiv. L'exposition de Lamé, ainsi que le remarquent Tornuxrer et Pearson, à la page 235 du Tome I de leur History etc., est la reproduction de celle donnée par Porssox, aux pages 422 et suiv. de son Mémoire sur le mouvement des corps élastiques, paru en 1829 dans le Tome VIII des Mémoires de l'Institut de France.
domaine de la partie de la Statique où l’on mesure les forces au moyen des déformations, pouvons-nous concevoir et introduire la notion de fil flexible et inextensibte ? Pour donner la définition du fil flexible et inextensible, il nous suffit de suivre, mais en sens inverse, la marche adoptée habituellement, c'està-dire de nous inspirer de ce que l’on appelle souvent le principe de solidificalion (1).
Envisageons d'une façon générale la ligne déformable du 8 5, son état naturel (M,) et son état déformé (M) ; supposons que nous imposions aux déformations de cette ligne, définies comme on l’a fait au $ 5, c'est-à-dire par une correspondance entre les points de (M,) et ceux d’une déformée (M), la condition (?) qu’une portion quelconque de (M) ait même longueur que la portion correspondante, ce qui revient à dire que l'on assujettit æ, y, z à la condition
Usa,
en supposant ds et ds, de même signe, comme on l’a fait antérieurement. Admettons que l’on veuille définir, pour une telle ligne, les éléments : force extérieure, .… . Nous envisagerons une ligne déformable de l'espèce considérée jusqu'ici, et, au lieu de considérer une déformée (M) quelconque de l’état naturel (M,), nous porterons notre attention sur les déformées (M), pour lesquelles on a ds — ds,. Ces déformées coïncident, quant à la position des points et des trièdres associés, avec les déformées de la ligne inextensible donnée. Nous poserons, comme définition des forces extérieures, .. agissant sur cette dernière, les formules adoptées précédemment à l'égard d’une certaine ligne déformable, et que l’on appliquera pour les positions de cette ligne, qui coïncident avec celles de la ligne inextensible donnée.
Si nous envisageons, en particulier, la ligne flexible et inextensible, nous déduirons la définition des forces extérieures, relatives à cette ligne de celles de la ligne considérée antérieurement et pour laquelle W est une simple fonction de s et de pr, en considérant les déformations de cette dernière pour lesquélles la fonction p se réduit à zéro. Conservant les seules lettres s, X, Y, Z {puisque S—S9 À — X,, Y — Y,, Z — Z,), on est conduit au système
Mot Nr de d (ré Le GE (TE) + X= 0. RTE) +Y—0. R (TE) +2=e,
dans lequel (&) + (2) + ( a) = 1, et où T représente la fonction de s
définie par la formule T — — 7) :
dH /& —=0o Pour obtenir un problème déterminé, il ne sera pas nécessaire de supposer que la fonction T est connue ; il suffira d’adjoindre des conditions aux limites convenables.
(*) Arrec. — 1°° édition, T. I, n° 132 p. 165 ; dans la 2° édition, T. I, n° 120, p. 161, l'expression principe de solidification est omise ; il en est de même dans Tnomson et Taïr, Treatise on Natural Philosophy, vol. I, Part. II, $ 564, p. rro.
(?) Ce que nous allons dire pourra se répéter dans les différentes circonstances analogues, où l’on sera conduit à adjoindre ce que nous appellerons plus loin des liaisons intérieures au système que l’on a préalablement étudié.
48. Cas où W ne dépend que de Sor Es 1, € et où Lo by T, ne sont
pas nuls. — Envisageons maintenant le cas général où %, Ab,, %, ne sont pas tous trois nuls. Les équations oW aW oW A + —=0, NRA ae HAT reviennent, en introduisant les auxiliaires F, G, H, aux relations dy d= LE Pr un pri dz = dx 5: # ; At MR Me à
de sorte que, dans le cas actuel, la composante de l'effort tangente à la ligne, que l’on peut appeler l’effort de tension, la composante de l’effort normale à la ligne, que l’on peut appeler l'effort tranchant, comme il est d'usage dans la résistance des matériaux, et enfin le vecteur (L, M, N) déterminent ur trièdre
trirectangle.
Introduisons encore, comme auxiliaire, l'effort de tension dx dy d:
T=— (ré +6 +) nous obtenons de dy dz ai Di ue dy dz \ PAIE ne L ds No L ps dx de SL it dæ dy dz D Ne
Par suite, si X, Y, Z, L, M, N sont donnés en fonction de s, de x, y, z et de leurs dérivées premières, on tombe sur trois équations telles que la sui-
vante : d dx d dy 7 2e de (Tr) FE, ( D ce LE auxquelles il faut adjoindre :
dx\? dz dx dy dz (Se) + (8 + + (5) =. LE+MS+NS= 0,
de sorte que, pour le dernier problème posé, nous avons cinq équations diflérentielles renfermant quatre inconnues, savoir x, y, z et l'inconnue auxiliaire T.
49. Cas où W ne dépend que de 5, p, 9, r: — Supposons que W ne
dépende que de s,, p, q, r ; alors les équations du $ 44, qui se réduisent aux suivantes :
| — PE ee Pr VS M RE (fe AO, ds, 5 di, À, Lo — 0, ds, re d 2aW oW Yi 0, ds, dù ù, — Ab, = 0, ds, HN EN Z = 9; ds, D Les v CL — Vo — O, ds,
dx, dh,, ds ds, VS Mas, montrent que, si nous prenons le cas simple où X,, Y,, Z, ne renferment pas de dérivées de x, y, z, on pourra tirer x, y, z des équations de gauche et porter leurs valeurs dans les équations de droite, c’est-à-dire dans £,, Ab,, 0, ; si ces trois dernières ne renferment pas de dérivées de x, y, z d'ordre supérieur au premier, on tombera, quand X,, Ÿ,, Z, ne renferment que dé dy “dr dk d\; ds, ds, ds,'‘"ds, dsè sur trois équations du second ordre pour déterminer À,, À,, Às.
Le cas particulier, dans lequel les fonctions données X,, Y,, Z, sont identiquement nulles est particulièrement intéressant ; on a simplement les trois équations de droite qui, si £,, Ab,, %, ne dépendent que de À,, À,, À, et de leurs dérivées, constituent trois équations différentielles déterminant À,, X,, À,.
dans lesquelles W ne dépend que de 54, À,, À,,
So» æ, d'° Z x, a et Los Ab,, RLA que So» ZT, 3 Z,
20. Cas où W est une fonction de s,, ë, n, €, p, q, r, dépendant de t, r, ( seulement par l'intermédiaire de £? + n° + &?, ou, ce qui
: À , ue ds 16 revient au même, par l'intermédiaire de p = —1. — Considé-
rons l'effort en un point de la ligne déformée et supposons que, pour toutes les déformées, il se réduise à un effort de tension ; ceci revient à dire que la fonction W de s,, Ë, n,t, p, q, r vérifie les identités :
oW aW oW
RENE
Ë n (4 c'est-à-dire qu'elle ne dépend de #, n, & que par l'intermédiaire de la quantité Ë + n° + L?, ou ce qui revient au même, de — _ — I.
Nous aurons encore actuellement LE Et dx dy dz
et, en introduisant la valeur commune — T de DE ces rapports, défini formule : pports, définie par la
d dx\ d oW
LT ve LAS oW
TERRE ES ds
d dy d oW W
S(T&)+Y=o + gr — 0 = 0 5 2 2 ds,
d dz d oW W
7 (r Z) + Z = 0, ( + p) RE 1 . My 0, A 3 ds,
dæ\? dy\? dz\?
par laquelle sont définis x, y, z, À,, À,, À,, et s, (uw désignant _. — 1) en sit | ds
fonction de s.
Si nous envisageons le cas dans lequel X, Y, Z sont des fonctions données des seules lettres s, x, y, z, pour fixer les idées, on voit que l’on pourra déter-
miner séparément x, y, z et l’auxiliaire T, au moyen du système d'équations différentielles
d'{rdz AR d {r dy dz RTE) +X O, RTE) +Y=0 STE) +2=0.
Nous retrouvons de nouveau le système qui s’est présenté à propos du fil flexible et extensible de Lacrancr et à propos du fil flexible inextensible.
21. La ligne déformable obtenue en supposant que Mz est la tangente en M à (M). — Nous pouvons répéter à l’égard du cas général et de déformées particulières quelconques, ce que nous avons dit pour passer du fil flexible extensible de Lacrance au fil flexible inextensible de la mécanique rationnelle. Nous allons considérer le cas suivant, qui est important dans la Résistance des matériaux, et qui nous conduira plus loin à la ligne déformable étudiée particulièrement par Lorr Kecvin et Tair, mais seulement, comme nous l’avons déjà observé, au point de vue de la déformation infiniment
petite ().
(1) W. Towson et Tarr. — Treatise on Natural Philosophy, vol. 1, Part. If, Edition 1883, $ 588 et suiv., p. 130 et suiv.
Reportons-nous à la ligne déformable du $5, et supposons que nous ayons défini la force extérieure, etc., comme au $ 9. Concevons maintenant que nous portions uniquement notre attention sur les déformées (M) de (M,), pour lesquelles l’axe Mx' est tangent à la courbe(M) en chaque point, et supposons aussi, de façon que ces déformées puissent former des suites continues à partir de (M,), que cette dernière est telle que M,x;' est la tangente en M,. En choisissant convenablement les sens dans lesquels on compte s, et s, ceci revient à supposer que l’on a :
14 fo DUT dont di
(14) 7 de nd, d her
ou que
Ô = 9 —= 0 E— (0) PRES me
(15) Free 0: — 0 — 0; VE use
L'application des définitions nous donnera, pour la force extérieure, etc., des expressions déterminées ; nous pourrons dire que l'étude de ces expressions et des problèmes auxquels elles peuvent conduire, par la répétition de tout ce qui a été dit, constitue l'objet de l'étude de la ligne assujettie aux conditions définies par les formules (14) et (15).
Le fait de limiter des déformées de (M,) à celle des déformées (M), qui vérifient les conditions (14) ou (15), ou le fait d'admettre la conception nouvelle d’une ligne qui n’est susceptible que des déformations vérifiant les conditions précédentes, sont regardés ici comme identiques, au point de vue des calculs qui peuvent définir les éléments tels que la force extérieure, etc. Cette manière de voir est absolument conforme au principe dit de solidification, qui est introduit par les auteurs dans l'ordre inverse, en quelque sorte, de celui que nous suivons.
Avant de considérer la forme que prennent ici les formules du $ 9, établissons quelques formules relatives au trièdre Mx’y'7, dans les conditions particulières ou il se présente actuellement. Supposons que nous menions la normale principale Mn et la binormale Mb de la courbe (M) en M ; si elles forment avec Mzx’ un trièdre Mzx'nb de même disposition que le trièdre Mx'y/z', nous pouvons désigner les cosinus directeurs de Mn et de Mb, par rapport aux axes Mz', My’, M2’, respectivement par o, cos w, sin w et par 0, — sin w, cos w, ce qui revient encore à dire que nous avons :
B — $, cos w — +, sin w, Y = $, sin w + y, cos w, (16) B' — ${ cos w ÿ4 Sin w, 7! = ${ sin w + y! cos w,
8" — $4 cos w — y} sin w, y! = fi sin w + Y{ cos w,
en désignant par f,, 84, 84, les cosinus directeurs de Mn, par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz, et par Y,, Y!, v{ ceux de Mb, par rapport aux mêmes axes,
et en introduisant ainsi une auxiliaire w, qui est l’angle, compté dans un sens convenable, de My’ avec Mn.
Nous pouvons d’ailleurs déterminer w, au moyen des expressions déjà introduites ; la normale principale étant la tangente à l’indicatrice de P. SERRET consnérons, par rapport au trièdre, dont le sommet O est fixe et dont les axes sont parallèles à ceux de Mz'y'7, le point dont les coordonnées sont 1, 0, 0 ;
les projections du déplacement de ce point, sur les axes du trièdre mobile ou sur ceux de Mz'y'z/, sont :
0, rds,, — qds,, eton a:
On peut obtenir des formules plus complètes, en remplaçant, dans les formules (2) du 8 6, les cosinus B, f/, … y" par leurs expressions (16) ; il vient :
DD
Ra: d: ;
ga = ÿat— cos w Sa + sin 0 Va, ds, dx d :
RD cos Jar —sine Ji:
c'est-à-dire
ds, 1 du ds ee Cds ds si (17) PS MES ds, __ cos w AS To en posant I da Le dÿ, a ne
dj, : lu et en se rappelant que > dépens 0: Les expressions 4 et - sont égales, en
valeur absolue, à la courbure et à la torsion (cambrure de Barré DE Saixr- Vexawr, tortuosity de Taousox et Tarr) de la courbe (M) en M ; les deux dernières formules (17) correspondent aux remarques faites par Tomson ct Tair (1).
Arrivons aux formules du 8 9. Désignons, pour un instant, par W, ce que devient W, lorsqu'on tient compte des conditions (15), c'est-à-dire posons
W, — [W CNAPANUT ONCE Fe Lo — W (50, 6, 0,0,p,q;,r),
(:) Taomsox et Tair. — Trealise on Natural Philosophy, Vol. I, Part. II, $ 590, p- 131.
ho THÉORIE DES CORPS DÉFORMABLES
ou encore, en remarquant que, d'après les formules (14),
ë —= & —= I + , ds, F posons :
Nous avons nn ca | 2 n=0, (—=0 2 2H 9 on r=0,(=0 fo ex _2W,, wi 14 n=—0; (—0 ; ap —0, (—0 ap v=[T QUE K= [2% Re 27 }n—0, t—0 2q ? do or
Si donc nous ne voulons introduire que la fonction W,, c’est-à-dire la
valeur que prend W pour n — & — 0, et si nous supposons que l'on ne nous er. ON
donne pas les valeurs que prennent les dérivées a pour n = (= 0, nous nous trouvons en présence de six expressions, dont quatre seulement F’, l’, J', K’ peuvent être considérées comme données, et dont deux G', H' seront à déterminer (1). En d’autres termes, la connaissance de W, entraine uniquement celle de l'effort de tension F' et celle du moment de déformation (F, 3).
Si nous introduisons les expressions F, G, H, 1, J, K, nous pouvons dire.
que les trois premières sont trois auxiliaires à l'égard desquelles on sait simplement que l’on a (?\:
dx dy dz _oW (18) > Is Fu ds = Bu ,
et les trois dernières se calculeront au moyen de l’un des systèmes :
PRE PET du fs PV Peer en
à ap 2q dr
’ r oW ; oW oW , oW
(19) Rae done À (9 Re W oW oW oW
I J 44 AUS — @ - " À 'E 2r LÉ pe er ir
a, a, 2. y" étant définis par les formules (14) et (16).
(*) En admettant que nous connaissions seulement la fonction W,, nous pouvons supposer que nous ignorons l'existence de la fonction W, qui nous avait servi de point de départ, que cette fonction est en quelque sorte cachée, en même temps que les positions du trièdre Mx'y'z', pour lesquelles Mz' n’est pas tangent à la courbe (M).
(?) Nous désignons à partir de maintenant par W la fonction Wi de So» Hr Pr le
La force et le moment extérieurs en résulteront, dans la mesure où ils peuvent être déterminés lorsque W, seul est donné, par les formules des & 9 et 40. |
Supposons actuellement que l'on donne la force et le moment extérieurs ; les équations :
dF à dl dy dz Flo ee D de ie =, dG dJ dz dx
(20) TS —YŸ=0, dr, AE SM =, dH dK dx dy Ts —Z—=0, Ta mir eo)
jointes aux équations (18) et (19) et à la relation :
en CRETE
fourniront, lorsque X, Y, Z, L, M, N ou X,, Y,, Z,, L,, M,, N, seront des fonctions données de 54, s, æ, y, z, w et des dérivées de ces lettres par rapport à l'une d’elles, un système de huit équations différentielles relatives à cinq de ces lettres ( en fonction de la sixième) et à F, G, H. |
Si s ne figure pas explicitement dans les fonctions données, on pourra se servir de (21) pour éliminer ds et, en prenant s,, par exemple, comme variable indépendante, on aura un système de sept équations différentielles définissant les sept inconnues x, y, z, w et F, G, H.
Dans le cas où nous nous plaçons, où la fonction W du point de départ est cachée, les expressions F, G, H, sont de simples auxiliaires définies par les équations diflérentielles dont nous venons de parler ; nous potxons nous proposer de les éliminer ; or cette élimination est facile, puisqu'elles figurent linéairement et à l'exclusion de leurs dérivées dans la relation (18) et dans les trois relations (20) de droite ; ces quatre relations donnent :
dx dK dy ag de, GE AC EE CS
ds dy {dl de dk )% T9 +(T —L1)$ Free (22) AU es if dx {dl dy nt + (TM —L)
di dx dJ dy (S es ) dz _ .
G—1)e+ (RM) & + ds N ds en posant, pour abréger l'écriture,
oW (23) À AE
d’où par élimination de F, G, H, le système des quatre équations :
- dy Ljdl de # HS mn) (ME ]-x=0
d (F dz dK dx 72e (24) sl D LÉ NE —Y—0, d dz dJ dx di dy .n de Er NT (r S L) AREC {dl de dJ dy dK un CORRE à L) d +(T FRE N) +
dans lesquelles on à à remplacer I, J, K, T par leurs valeurs (19) et (23), et qui, avec (21), forment un système de cinq équations différentielles reliant cinq des lettres s,,s, x, y, z, w à l’une d'elles. Si s ne figure pas explicitement dans les données, on pourra se servir de (21), pour éliminer ds, et les relations (24) et (25) fourniront quatre équations différentielles définissant x, y, z, w en fonction de 5.
22. Réduction du système du $ précédent à une forme que l’on peut déduire du calcul des variations. — Nous avons trouvé finalement dans le $ précédent une fonction W qui, par l'intermédiaire de u,p,q,r,
du. dx d°x ‘ds, ds dà
Observons que l'équation (25) s tt en mettant en évidence ces derniers
arguments : :
el G- + (LR + Me + No) = 0:
dépend en outre de s,, de w
ds, dw ow ° ds ds,
Examinons si, en combinant successivement chacune des équations (24) avec l'équation (25), on peut obtenir trois équations susceptibles d’être déduites directement du calcul des variations, c’est-à-dire telles que la suivante :
d& oW d’ oW d oW x = dsÿ 4 dx ds, d'avads 4 © re dsÿ ? ds ÿ ds,
les termes non écrits ne dépendant que des moments extérieurs.
Si nous remarquons que les équations considérées renferment des dérivées qui sont au plus du cinquième ordre, on voit que l’on doit chercher à introduire les dérivées troisièmes de l'équation (25), laquelle peut s’écrire :
d /èW oW 2W y dz\ a Cp) +0 re (LT +M, DNS) — “
ou
avec la notation du $ 9.
Considérons la première équation (24) : elle s'écrit :
HR AY | al dir: À (RE — —N) « nt À: (E L: M) «| — X, = 0, c’est-à-dire :
UT [-Te+ d'oW B d'oW y, dsoW 2W | 2)
d de de Hd on pdiop log Per — Fe (a, — 2) | — X— 0.
En formant le premier membre Ja <e + .…, on constate facilement, ? ds
par un calcul dont nous ne pouvons donner ici les détails, que la combinaison :
ds d \%P ds
SG ET ( ds reproduit les différents termes de l'expression à mettre en évidence, en dehors
des éléments qui s’annulent avec les forces extérieures. Si donc nous posons :
L : MR ip thes d Lis Fi ds, mL TE HET a Le pi T ds, ù Fe Ernie do FAN
et si nous désignons par U,, &, les expressions analogues obtenues en remplaçant X,, y, respectivement par Y,, yi, puis par Z,, y;, et en faisant les permutations sur le dernier terme, nous obtenons la forme suivante du système :
d' oW d 2W d oW
di de di de td, de no dsè dsÿ ds, ee,
S gt ds} Rene db ; Er rome Ds 0 à - dy 9 ds dsè ds,
que l'on peut résumer dans la formule :
S , a GW + Lèr + Yy + ZoÈz — L,'Üw) ds, — 0 so
où l'on n’a égard qu'aux termes qui finalement se présentent sous le signe d’intégrale simple (1).
Cette forme résumée, à laquelle on vient de parvenir et qui doit être traitée suivant les règles du calcul des variations, est particulièrement commode pour effectuer les changements de variables.
En supposant les expressions %,, U,, 2, L,' de forme particulière, on aura les équations des extrémales d’un problème du calcul des variations.
Considérons le cas, dans lequel U désignant une fonction de x, y, z,
Ci re Li nee TER Ed ei de he nhesol ob zspÙ | ar HET Ca L dz dy\ __oU 1 foU a/oU dx oU dy , oU dz (MN )=s EE UE + tee) | ds, EN D AR ET ee ÈS DUREE E ° d Hs dy, & Lox E Vox ds, ox ds, 2%) :
ds, 1 dy __ay de\ __ OU _r [oU _a"/oU dx | oU dy , oÙ dz ë (L ds MR)= TE de ÈS +R + ae) | ds, dx dy Fe D Se 0 ou, ce qui revient au même :
— oÙ re Ll — oU d'ours HO 'Aioz es our 2) (Mi oU oU aU f (- 7") L M = 2% ox N=— AE Ve On a alors :
dx ds, à 4? Mr" ds, YA SEE 07 ds, d° FA CR ds,
ct les équations des extrémales relatives à l'intégrale : il (W + U) dss.
{ (1) On a une forme analogue à celle fs k (ÔT + U') dt — o que donne Tisserann,
pour le principe d’Hawirox, p. 4 du Tome I de son Traité de Mécanique céleste.
Un autre cas particulier, que l’on peut combiner avec le précédent, est celui dans lequel W est de la forme Bp + ®(q® + r°,t), où B est une constante; W peut alors s’écrire :
Bp + (Sos E, P).
Si l’on suppose en outre L,' — o, les quatre équations se réduisent à trois, la quatrième se réduisant à une identité.
Le cas que nous venons de signaler comprend, en particulier, celui où W est de la forme
À et G étant des constantes, lequel nous ramène à celui considéré par D. Berxouzui, et à sa suite par EuLer ; c’est ce cas qui a inspiré Sopmie Ger- MAIN et Poisson, dans leurs recherches sur les surfaces élastiques.
23. La ligne déformable inextensible où Mx’ est la tangente en M à (M). — Au lieu de supposer simplement, comme dans le cas précédent, que l’on introduise les conditions (14) et (15), nous poûvons supposer en outre que la ligne est inextensible, ce qui revient à adjoindre, en vertu des
EN
Si nous admettons que l’on connaisse seulement la valeur de la fonction W (so, &s 6 Ps 4; r) pour E—1,n —0,&— 0, ou encore que, partant de la ligne du $ précédent, à laquelle nous adjoignons la condition p = 0, nous connaissions simplement la valeur de la fonction W; pour p — 0, nous voyons que F, G, H deviennent tous trois des indéterminées, et nous avons actuellement, soit les équations (20), où I, J, K sont à remplacer par les valeurs (19/), dans lesquelles W désigne W(s,, 1, 0, 0, p, q, r)ou (Wi), et qui forment avec la relation (21) un système de sept équations différentielles définissant en fonction de s — s, les inconnues x, y, z, w, F, G, H, soit encore les équations (24) et (25), où I, J, K sont à remplacer par les mêmes valeurs (19/) et qui forment avec la relation (21) un système de cinq équations différentielles définissant en fonction de s — 5, les inconnues x, y, 26, 1:
Or le système obtenu coïncide avec celui introduit par Tæomson et Tarr (), en supposant que W(s,, 1, 0, 0, p, q, r) s'obtient, par la substitution des valeurs de p,, 4, r, en fonction de s,, dans une forme quadratique (à coefficients constants) par rapport aux expressions p — Po; 4 — os T — los c'est ce qui arrivera, par exemple, si on suppose que l’expression W; du début du $ précédent s'obtient en substituant à p,, q, r, leurs valeurs en fonction de s, dans une forme quadratique par rapport à p(1 + 4) — Pos Q(1 + B) — os r(t+ u) — ro.
(t) Tuowsox et Tarr. — Treatise on Natural Philosophy, Vol, I, Part. II, $ 644, p. 152-155,
Observons en outre que, dans les applications faites par Taowsox et Tarr des considérations de leur $ 614, savoir, par exemple, l'application faite dans le $ 616, ils se placent dans le cas d’une déformation infiniment petite ; nous retrouverons donc tout naturellement les dites applications en partant de la fonction W générale et en considérant la déformation infiniment petite.
Nous pouvons développer ici des considérations analogues à celles relatives à la ligne précédente ; la seule différence est que l’on adjoint
CORTE On parvient actuellement à la formule Ê ew + Boèx + Vèy + Eôz — L,/dw)ds, — 0, qui doit avoir lieu en vertu de (+ (2 + (4 m0
et où %,, U), &, ont la signification qüe l'on va indiquer. Le système des équations d'équilibre est en effèt équivalent au suivant :
d oW 2? oW d I oW dx RE ar af | nee
Vds dd _æ di oW d oW d | oW d SFR 7 CT PAC lo 0) Mr dis ds & oW d oW d | dW Tr _g A Me dE | EE LR + dsi ‘ds ‘as d oW oW dx dy dz
de tu nd 2e M NES ds où l’on doit poser
d? d Bo — X, + de(s PL") + JE — M),
sp d Vo —= Y, + di 10L,)+ HG — M),
d d æ, — Z —+- a (N'aPL)+ de e— «'M,).
24. Cas où lés forces et les moments extérieurs sont nuls ; forme particulière de W conduisant aux équations traitées par Binet et Wantzel. — Au lieu d'employer les équations (24) et (25), il peut être plus
commode de revenir aux équations de départ ; il peut être utile aussi de recourir à l'interprétation géométrique.
Supposons, par exemple, que X,, Y,, Z, soient nuls; on en conclut que F, G, H sont des constantes égales aux valeurs F,, G,. H, à l’une des extrémités À,, et l’on a les trois équations : bésiqne : ©
di dy dz
ds, + Hide, — etre — L, = O, dJ dz dx tm Po dK dæ dy
25, 7 Ghodss — Faods, — No = 9
qui sont les équations primitives et qui résultent actuellement de l’élimination de T entre (24) et (25).
Si l’on a en outre L,, M,, N, nuls, c'est-à-dire si la déformée (M) est soumise uniquement à des forces appliquées aux deux extrémités, il vient : I + H,,y — G,,z — consl., J + F7 — H,,x — consl., K + G,Z —— Far — const.,
relations que l'on obtient aussi par l'interprétation géométrique des équations, ou, ce qui revient au même, par les formules telles que (!)
M0 Pan LE gs 24 — Giro —_ he + LE — G za — f (Yoz — Zoy — L;)dso.
Ces remarques faites, considérons le cas où la fonction W de s,, p, q, rest de la forme (?) :
SA + r?) + Bp + C
où À, B, C sont des constantes. On aura :
=, J— Ag, K-= Ar;
(1) On observera que le raisonnement de Berrraxp (Sur l'équilibre d’une ligne élastique, Note IH de la Mécanique analytique de Lacrawee, p. 460-461 du Tome XI des Œuvres de Lacnaser) revient à l'emploi de ces formules, ou plus exactement de leurs équivalentes telles que :
Lu, — L,, — Giotu — HE, y — Giga LU A
M) M0 Mo _— —Zy—1)ds + Ya [7 Zadso— se Yid [:
bé (Yoz 0Y v) dy + Yu À ie So — 2 } gr So
il suffit de se reporter au $ 9, où l’on æ dié que l'effort et le moment de déformetion en Agsont(F', ; Gp H,, ; Ti Ji K’,,) c’est-à-dire les valeurs de (F", G', H”), (1, J, K’) en À,.
(?) Si W s’obtient en remplaçant pw %o ro Par leurs valeurs dans une fonction de P — Po 9 — Go — Fos NOUS SUPPOSONS QUE Py — Go —= y = ©, en sorle que (do)? + (ro)? = 0 et que la courbe (M) est une ligne droite.
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le vecteur (L', J', K') ou (I, J, K) est la résultante d’un vecteur constant égal à B, dirigé suivant la tangente Mx', et d’un vecteur, dirigé suivant la binor-
male, ayant même valeur absolue que à Les trois équations I+H, ,y—G, ,z=consl., J+F,, 2H, ,;x—const., K+G,x—F, y=—=consl., sont, aux notations près, identiques aux équations
ee — dzd’y A gdr
ds ST AE ë ee 2 tie ded’z _ a + az — cx + bi, PEU UÉE LU + be ay + cr
considérées par Biner (!), Wanrzez (?), Hermrre (°), et où p, 6, a, b, c, a, b,, c, sont des constantes.
Dans la note déjà citée, qu'il a placée à la suite de la Mécanique analytique de Lacrance et où il dit avoir imité une méthode exposée par Poisson dans
l’article mentionné au $ 40 et rappelé au $ suivant, J. Berrranp a traité, d’après WanrzeL, le cas où les trois équations
cy —bz+a —0, az — cx + bi = 0, bx — ay + —=0, représentent une droite; cette droite étant définie par
Hi —7,)—GG— 72) =1, Fi(G—z)—H(—z)=1, CRE) ESS l'hypothèse précédente revient à FI, + GJ, + HXK, — 0,
et cela se ramène à supposer que le couple (1,, J,, K,) et la force(F,, G,, H,) se réduisent à une force unique.
D'après la relation (2) de la page 463 de Lacraxes, cette droite, dont il vient d'être question, ne doit pas rencontrer la courbe (M); cette remarque a été faite, dans le cas où il se place, par J. BerrranD ; ce qui peut paraître étrange, c'est que, en haut de la page 462, est conservée précisément une hypothèse qui, d’après la note de la page 463, entraîne la relation 8 — o.
(1) J. Brxer. —— Mémoire sur l'intégration des équations de la courbe élastique à double courbure (Extrait), C. R., 48, p. 1115-1119, 17 Juin 1844. Réflexions sur l’intégraras formules de la tige élastique à double courbure, C. R., 49, p. 1-3, 1°* juillet
(2) Wawrzez. — Note sur l'intégration des équations de la courbe élastique à double courbure, C. R., 48, p. 1197-1201, 24 juin 1844.
(?) Ch. HermiTe. — Sur quelques applications des fonctions elliptiques, C. R., 90, P. 478, 8 mars 1880 ; aussi dans l'ouvrage de même titre paru en 1885 (voir $ 35).
En supposant que la constante 8 de Biner est nulle, c’est-à-dire, avec nos notations, en faisant B — o, on a la courbe particulière considérée par LAGRANGE.
Observons que, dans le cas actuel, l’inconnue que nous avons désignée par w n'apparait pas dans les équations ; mais les trois équations :
5 Bus ei SES et ‘dJ dz dx
MENT KL de _pY — 0,
d dd (ÉD CE CA et ajoutant, on trouve zéro, eu égard à la forme particulière de I, J, K considérée en dernier lieu.
Nous retrouverons la ligne précédente dans le $ suivant ; ceci nous amène à remarquer que l’on peut présenter ce qui précède comme il suit.
Cherchons dans quel cas l'effort de déformation de la ligne du S précédent est perpendiculaire à la normale principale.
Nous avons la condition
se réduisent à deux, car en les multipliant respectivement par
LEE FA m0.
dq dr Si nous supposons que cette condition résulte de la nature de la ligne, c'est-à-dire de la forme de son W, cette condition est une équation aux dérivées partielles vérifiée par W, d'après laquelle W ne doit dépendre de q et de r que par l'intermédiaire de q* + r?. Si cette condition est vérifiée, les équations du problème entrainent, d’après la remarque de Poisson rappelée
au $ 40, que J = const.
Si nous supposons que cette conclusion résulte de la nature de la ligne, c’est-à-dire de la forme de son W, elle revient à la condition
B étant une constante, et nous trouvons
W — Bp +9,
: I ; £ étant une fonction de q? + r° — nL en supposant + du premier degré par
rapport à q? + r°, nous retrouvons le W, qui nous a servi de point de départ dans ce paragraphe.
25. La ligne déformable où le plan Mr est le plan osculateur de (M) en M; cas où la ligne est en outre inextensible ; la ligne considérée par Lagrange et sa généralisation due à Binet et étudiée
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par Poisson. — Nous pouvons aller encore plus loin dans les hypothèses sur les déformées d’une ligne déformable ; au lieu d'admettre simplement que Mx'est tangent à la courbe (M), nous pouvons supposer que le plan Mx'y°est le plan osculateur de la courbe (M).
1. Laissons d’abord de côté l'hypothèse de l’inextensibilité ; admettons que l'on ait encore les relations (14) ou (15) et qu'en outre
JT:
Si nous désignons, pour un instant, par W, la fonction obtenue en faisant n—={—q—0, dans W, ou q —0 dans W,, nous aurons
pe dW, Ro oW
hFore ARBRE dr ?
quant à G', H', J', ils ne peuvent être calculés si W, est seul donné, et devront être considérés comme trois auxiliaires, qui seront à définir par les équations.
Dans le cas actuel, les équations (20) jointes aux relations (18), (21) et aux suivantes :
>W ,.. 2W = 1 + BJ LE Sr , 2W 2W (26) J == p + g'J" Dr © T à
en désignant par W l'expression W,, fourniront, lorsque X, Y, Z, L, M, N ou X,, Y,, Z,, L,, M,, N, seront des fonctions données de s,, s,x, y, zet des dérivées de ces lettres par rapport à l’une d'elles, un système de huit équations différentielles relatives à quatre de ces lettres (en fonction de la cinquième) et à F, G, H, J’.
Nous pouvons, comme précédemment, éliminer F, G, H et il reste les quatre équations (24) et (25), dans lesquelles on a à remplacer I, J, K,T par leurs valeurs (26) et (23), et qui, avec (21), forment un système de cinq équations différentielles reliant cinq des lettres s, s,, x, y, z, J' à l’une d'elles.
Introduisons en outre l’inextensibilité par les relations
ni sil.
Continuons de désigner par W la fonction W(s,, 1, 0, 0, p, 0, r), et supposons que seule cette fonction soit connue. Nous avons simplement les relations
dW K'— oW dr ‘
Par suite, si X, Y,Z, L, M, N ou X,, Y,, Z,, L,. M,, N, sont des fonctions données de 54, s, x, y, z et des dérivées de ces lettres par rapport à l’une
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d'elles, nous avons les sept équations (20) et (21), où I, J, K sont à remplacer par leurs valeurs (26) et qui déterminent, en fonction de s, par exemple, les sept inconnues x, y, z, F, G, H, J'. En éliminant F, G, H, nous avons les quatre équations (24) et (25), qui définissent en fonction de s, les quatre inconnues +, y, z, J'.
Il est facile de déduire, du cas que nous venons de considérer, ceux envisagés par Lacrance, Biner et Poisson. | Supposons que les fonctions données L, M, N soient nulles : les trois équations (20) de droite forment un système équivalent au suivant : !
. — rJ! — O, !
_ +1l — pK —H'— 0,
D pr Go.
auquel se réduit celui du $ 40 : une ou deux de ces trois équations peuvent même, en général, remplacer une ou deux des équations de droite de (20). En perticuker, la relation d}
2 — rJ'— 0,
(27) ds, obtenue en ajoutant les trois équations (20) de droite, après les avoir multipliées par « — Ë, a =®, d — pe pourra en général être substituée à
l’une quelconque des dites équations (20) de droite.
Ceci remarqué, supposons en premier lieu que la fonction W des,, p,r, qui figure actuellement dans les relations (26), ne dépende pas de p; nous aurons À — 0, et la relatron (27) donnera J' — 0 en supposant r >< o; donc, dans le cas actuel, le moment de déformation est dirigé suivant la binormale de la courbe (M). On a à remplacer, dans les équations (10), I, 3, K, par les valeurs :
doW oW ES UE TE
1dW K = Ÿ F3 «
Les trois équations de droite (20) se réduisent à deux.
Nous obtenons ainsi le cas envisagé par LaGRANGE dans les n°° 46 et suivants du $ III, chapitre ur, première partie, section V de la Mécanique analytique (p. 162 et suiv. du T. I de la dernière édition).
Il n’est peut être pas inutile de montrer l'identité avec l'exposition de
Lacrance. Nous pouvons poser
1 — J, (dyd?z — d:d°y), J — J, (dzdx — drd?z), K = J, (dxd?y — dyd?x),
puisque le vecteur I, J, K est perpendiculaire au plan osculateur de (M).
Les équations (20) de droite, qui actuellement (L — M — N — o) s’écrivent :
dyd(J,d?z) — did(J,dy) = — Hdy + Gd, dzd (J,d?x) — dxd(J,d?z) = — Fdz + Hdx, ded(J,d?y) — dyd(J,dx) = — Gdx + Fdy,
ou
dx [y
permettent de poser
d(Dida)+F_ d(Jidy)+G_ d(Jidz)+H ire RO ei
d FAT — d(Jiax),
G—AŸ — d(Hidy),
H=XE — d(Ld,
en fhntroduisant une auxiliaire À.
Si nous transportons ces valeurs dans les trois équations (20) de gauche, nous retrouvons les équations données par Laërance, au début de son n° 48 : Àdx
Xds — dE + d'(Ndx) = 0,
Vds — d'U + d' (dy) = 0, Le — dE + A (id) = 0.
Dans la théorie précédente exposée par LacRancr, le moment de déformation est normal au plan osculateur ; Biner (‘) a proposé de considérer le cas où ce moment de déformation est simplement perpendiculaire à la normale principale; Bixer suppose d'autre part les éléments de la ligne soumis à des forces extérieures, de sorte que nous sommes encore dans le cas où L=M=N = 0; l'hypothèse J' — o faite par Biner entraîne, d’après (27),
Ï' — const.
Ce résultat, que nous avons déjà signalé au $ 40, sous la forme générale indépendante de W, et qui est dû à Porsson (?), peut avoir lieu, soit par le
fait de la particularisation des forces, soit par le fait de la particularisation du W.
(1) J. Bixer. — Mémoire sur l'expression analytique de l'élasticilé et de la raideur des courbes à double courbure (Bull. de la Soc. philomatique, 1814, P. 159-160 ; Journ, de l'Ec. Polyt., 17° Cahier, T. X, p. 418-456, 1815).
(?) Poisson. — Sur les lignes élastiques à double courbure, Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, T. III, n° 3, p. 355-360, janvier 1816. Ce travail peut être considéré comme destiné à compléter le précédent dù à Brxer.
LA LIGNE DÉFORMABLE 53 Si nous nous plaçons dans ce dernier cas, nous avons W = 9(s,, r) + mp, m étant une constante ; par suite l=m, K'—®.
Avec cette hypothèse, on voit que si r 2 o, la condition (27) revient à dire que l’inconnue J' est égale à zéro, et, par suite, on a à remplacer, dans les équations (20), I, J, K par les valeurs
d I=am+ y,
Er 10?
J=em+ vs
et les trois équations (20) de droite se réduisent encore à deux. En particud® dr tant, et si on remplace r, en fonction de s,, on a l’hypothèse faite explicitement par Biver et Poisson. En supposant en outre que la courbe (M,) est une ligne droite et que les forces extérieures sont nulles, en sorte que le changement de (M,) en (M) vient uniquement des forces et des moments appliqués aux extrémités, on retrouve le problème traité par Biner et Wanrzez, sur lequel nous nous sommes déjà arrêtés précédemment.
En supposant m — o, dans tout ce que nous venons de dire, nous retombons sur le cas de LAGRANGE.
lier, si — se déduit d’une expression de la forme n(r — r,), où nest cons-
26. Les déformées rectilignes d’une ligne déformable. — Supposons que (M,) étant une ligne droite, on porte l'attention sur les déformées (M) qui sont également des lignes droites, qu’en outre l’axe Mz' soit dirigé suivant la droite (M) et M,x’ suivant la droite (M).
Si on suppose d’abord la ligne extensible, nous avons
9 —= 19 — 0; C == 69 == 0, 4 —= Qo — 0, r= Tr, —= 0.
En continuant de désigner par W la fonction W(s,, 1 + p, 0, 0, p, 0, 0), nous aurons
in re ES U'
Quant à G/, H', J', K', ils ne peuvent être calculés au moyen de la seule connaissance de la fonction W(s,, 1 + 1, 0, 0, p, 0, 0); si donc cette fonction est seule donnée, on devra considérer G', H, J', K’ comme quatre auxi-
liaires, qui seront à définir par les équations.
b4 THÉORIE DES CORPS DÉFORMABLES
Dans le cas actuel, les équations (20) jointes aux relations (18}, (21) et aux suivantes :
a ++ ik" (28) JT + PI + KA ES rW A 0 SIK!
fourniront, lorsque X, Y,Z, L, M,N ou X,, Yo, Z, Lo, Ms NQ seront des fonctions données de s,, s, x, y, z et des dérivées de ces lettres par rapport à l’une d'elles, un système de huit équations différentielles relatives à quatre de ces lettres (en fonction de la cinquième) et à w, F, G, H, J’, K’:onaen outre deux équations du premier degré (dont les coefficients sont à déterminer) entre x, y, z.
Comme précédemment, on pourra éliminer F, G, H.
Un cas particulier est celui où (M) coïncide avec (M,), au point de vue ponctuel (coïncidence des sommets des trièdres).
2. Si on introduit en outre l’inextensibilité par les relations :
et si l’on continue de désigner par W la fonction W(s,, 1, 0, 0, p, 0, o), on
aura, en supposant connue cette seule dernière fonction, simplement la relation
SiX, Y,Z, L, M, N ou X,, Y,, Z,, Los Mo, No sont des fonctions données de s,, s, x, y, z et des dérivées de ces lettres par rapport à l’une d'elles, nous avons les sept équations (20) et (21), où I, J, K sont à remplacer par leurs valeurs (28) et qui, adjointes à deux relations du premier degré entre æ. y, z (avec des coefficients à déterminer par des conditions accessoires) déterminent en fonction de s, les neuf inconnues x, y, z, w, F, G, H, J', K!.
Comme précédemment, on peut éliminer F, G, H.
27. La ligne déformable obtenue par l’adjonction des conditions P—= Po 4 — Go r —r,;, et en particulier p — p, — 0, 4 — I — 0, r = Tr, — 0. — Cette ligne déformable peut s'étudier de différentes façons, soit en considérant les déformées (M) de la ligne déformable générale qui vérifient les conditions indiquées, soit en partant du W général et en définissant une nouvelle ligne par la considération des dites conditions, soit en par-
tant d'un W fonction de s,, £, 7, & et en définissant la ligne conformément à ces conditions.
Envisageons le premier point de vue. Désignons, pour un instant, par W, ce que devient W, lorsqu'on tient compte des conditions
P — Po: {4 — 4o Try
LA LIGNE DÉFORMABLE 55 c'est-à-dire posons :
W, LS [W (ss. &, Lo &, P: > r)h = PI = Ir =" = W (So ë, n; (@ Po> Lo» ro). Nous avons : ”
ToW dW, pus dW
ee =, 1-9] PER PONENV ET œ tP P— Por 1—= 0 7%
G — | 2 =[#] on P=P69—= M0 = T9 ni (4 P=P0r 1—= do — "9
réel emdieet
Le PP TEEN
Si donc nous ne voulons introduire que la fonction W, de s,, &, n, &, c'est-à-dire
la valeur que prend W pour p = po, 4 = qw r — ro; et si nous supposons ue l’on ne nous donne pas les valeurs que prennent les dérivées oW , oW q P que P dp
q | oW . ‘ :
Sr POUr P = Po 4 = ns Try nous nous trouvons en présence de six expressions, dont trois seulement F', G', H' peuvent être considérées comme données, et dont trois [', J’, K’ seront à déterminer.
Les équations de la question sont alors :
d Qi oW, doW, AL
ds, =) %o ch ro mn MERE
d />W oW oW, NEA
4 0 DU ae DCE
d /oW oW oW
ds, En Po oi T7 ra — y —=0, dl oW oW ds + DK — rod" + PL” OR RAT dJ' oW oW , Raul — PK + RS D dK' » W oW NN Jen Paie QE ace re gt Deer 4e
auxquelles il faut adjoindre p = p,, 4 = Go Fr = lo et qui nous donnent en tout neuf équations relatives aux neuf inconnues æ, y, z, A4, À l', 3”, K°. Les trois dernières formules sont à rapprocher de celles relatives à ce que Maxweuz a appelé l'induction magnétique à l’intérieur d’un aimant. Dans le cas particulier p = p, — 0, 4 —=4q—=0r—="—0, les formules précédentes prennent une forme très simple.
28. Ligne. déformable soumise à des liaisons. Equations canoniques. — Nous avons considéré, dans tout ce qui précède, une ligne FURE mable que nous avons qualifiée de libre, c’est-à-dire dont la théorie se développe sans faire intervenir d'éléments extérieurs, et au moyen d’une fonction W
constituée avec les éléments de la ligne dans son état naturel et dans l'état déformé.
En portant notre attention sur certaines déformées, nous avons pu, en adjoignant la notion d'un W caché, retrouver les équations proposées pour diverses lignes par les auteurs.
Nous pouvons, à côté de cette exposition, en placer une autre, dans laquelle, au lieu de considérer la ligne déformable des $$ 5 à 9, pour les déformations vérifiant certaines conditions déterminées, nous envisagerons une ligne déformable sui generis, dont la définition tient déjà compte des conditions déterminées vérifiées par les déformations particulières de la ligne précédente.
Pour définir la nouvelle ligne, en restant dans le même ordre d'idées que précédemment, voici comment nous procéderons.
Observons d’abord que les conditions imposées aux fonctions x,y,2,@,4/,..." peuvent être de deux sortes : 1. conditions entre ces fonctions et leurs dérivées (1), quel que soit s, ; 2. conditions vérifiées pour certaines valeurs de s,.
Bornons-nous aux conditions de la première espèce.
Soit, pour fixer les idées,
= 0» fa —=0,
deux conditions ou équalions de liaison. Au lieu de constituer en fonction des, les expressions précédemment définies au moyen de l'identité :
BQ f SWds, = [Fx + G'ôy + H'8z + L'Er + J'ès + KT, «/ A9 Bo — f (X'Iæe + Y'8y + Z'd'z + L'ôr + M'ô5 + N'ôr')ds,, .
où nous introduisons F', G', H', l’, J’, K' ; X’, Y’, Z’, L', M’, N' pour fixer
les idées, nous dirons que, par définition, l'identité précédente doit avoir lieu en vertu de
ou encore que, par définition, nous envisageons une ligne déformable dont la théorie résulte de la considération d’une fonction W(s,, &, ñ, &, p, q, r) et de deux fonctions auxiliaires À,, À, de s,, au moyen de l'identité :
B9 ; di WA + hf) ds= [Fe + GS y + H'8/ y + l'èn + J'8s + K'dx/]i0 Do — sf (Xe + Y'Ey + Z'0z + L'O + M'ô1 + N'ôx')ds,, A0
où cette fois toutes les variations sont arbitraires ; on doit d'ailleurs adjoindre a posteriori
Ji =; fs = 0.
(*) Notre exposition ne comporte pas la distinction des liaisons holonomes et des liaisons non holonomes,
Observons encore que, dans le cas où certains des premiers membres Jiafarees des équations de liaison ne renferment que les arguments qui figurent dans W, on pourra concevoir, soit que l’on procède comme nous venons de le dire, soit que, par un changement des auxiliaires, l’on introduise a priori dans W la donnée de ces équations de liaison particulières ; ceci nous ramène de nouveau à la notion du W caché: nous nous arrêterons sur ce point, dans les crea cas particuliers qui suivent et auxquels s'applique la remarque actuelle.
1. LiGNE FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE. — Partons d'une fonction W de
- .ds Fu ve = — 1 et de s,, et adjoignons la condition p — 0. Nous définissons les
fonctions F’, G', H', X', Y’, Z' en partant de Je (ÔW + \u)ds — [F'8x + G'8y + H5z],° A9 3
BQ ] _- d (Xi dx + V8 y + Z,Dz)ds,.
Ceci revient à remplacer, dans ce qui précède, W par W, — W + Àu, et il vient les formules :
Fr VW: He Lit A de ds, ds, ds,
dans lesquelles on doit tenir compte de x — o et qui déterminent alors PF, CH XX, 120:
Nous retombons, on le voit, sur la théorie de la ligne flexible et extensible généralisant celle de LacraxGr, qui correspond à la fonction W, des, et de ur, et dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent à 1 — o. Si nous nous plaçons dans le cas du W, caché, nous supposons alors que l’on connaît simplement la valeur W, (s,) que prennent simultanément W et W;. pour — 0, et nous avons alors le système classique de la Mécanique.
Observons que si, pour constituer la ligne flexible et inextensible, nous tenons, par un changement des auxiliaires, compte a priori dans W de la condition p — 0, nous sommes ramenés à remplacer, dans les calculs relatifs à la ligne déformable générale, W par Àu, et nous arrivons à des formules qui conduisent encore à l’étude d’un fil flexible extensible, dont on sc borne à considérer les déformations qui correspondent à H — 0; ces formules, en supposant À non connu, nous ramènent de nouveau au système classique de la Mécanique.
Terminons par la remarque suivante. Supposons que, en vertu des formules qui définissent la déformation, on ait exprimé X,, Y5, Zo en fonction de s,, æ, y, z, de sorte que X,dx + Y,dy + Z,dz soit la différentielle totale d’une fonction de s,, x, y, z, par rapport à x, y, z. Supposons en outre que nous soyons dans le cas du W, caché, ou dans le cas envisagé en dernier lieu,
en sorte que nous sommes ramenés au cas de la Mécanique. D'après ce qui précède, on retrouve cette remarque, qui a servi de point de départ à CLesscu (1), que les équations de la question dans lesquelles figurent X,, Ys> Zo ne sont autres que les équations des extrémales du problème du calcul des variations, consistant à déterminer un extremum de l'intégrale
+ eds, dæ\? dy \? (7 1 hs (a) () + Qu) = nina Viral dy \? ( dz je a | tes [() + ee (a) =:
et appliquant les considérations développées par M. Jonpan (*), nous pouvons
ramener le système à la forme canonique ; le système exprime, en mettant À, à la place de T, que l’on annule la variation première de l'intégrale
sous la condition (?)
Posant :
en posant :
Les équations
: : dx dy dz , ps nest RES IR ee #2 permettent d'exprimer les variables à — A nn ide de À, en fonc tion des variables æ, y, z, p, PA p,, par les formules : A=Vh+n+p, v=i =, 2=$ Portant ces valeurs dans Pat +p:y +par —F, nous obtenons la fonction Be — (60 2 y, 2) + Vpi + pi+ pi,
(*) A. Crerscu. — Ueber die Gleichgewichtsfigur eines biegsamen Fadens, Journ. für die reine und angewandte Math., T. LVII, p. 93-116 [1859], 1860.
(2) I faut distinguer entre la question actuelle et celle traitée par M. Arreiz, Traité de Mécanique rationnelle, T. I, 1°° édition, $ 458, p. 205 et suiv. ; 2° édition, $ 446, p. 201 et suiv.
(°) Jorpax. — Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, T. III, 2° édition, n° 375, p. 5or, 502.
et nous avons, pour déterminer les variables x, y, z, p,, pa, ps, les équations (canoniques si s, ne figure pas dans &) :
dq, _d#
EU: eds en désignant, avec M. Appec (!\, par q,, q,, q, les coordonnées x, y, z.
Nous retrouvons, on le voit, les résultats obtenus par M. Arrez (2), sous la forme simple qui leur a été donnée d’abord par M. Lecoux (*), puis par M. Marcocoxco (*), et d’où l’on peut déduire le passage à la méthode de Jacosr et les résultats donnés en premier lieu par CLerscu, dans le mémoire déjà cité (5).
On peut aussi présenter l'exposition précédente, comme nous l’avons fait pour la dynamique du point dans notre première Note et pour la ligne déformable générale.
Partons des équations
END 2 dy à. d ds, (r &)+X=0. BE (TE)+Y=0, Æ (Ta)+A=0
ou plutôt du système qui leur a donné naissance
qui peut être considéré comme définissant les six inconnues x, y, z, F, G, H. Supposons que X,, Y,, Z, soient des fonctions données de sç, x, y, z.
Si nous ajoutons les trois équations de la première ligne, après les avoir élevées au carré, nous voyons que T est défini en fonction de F, G, H par la
relation T2 — F2 + G? + H?,
d’où résultent
(t) ArrecL.— Traité de Mécanique rationnelle, 1°° éd., T. II, Exercice 14, p. 48-49; 2° éd., T. I, Exercice 14, p. 583-584.
(*) Areezc. — Rédaction à la forme canonique des équations d'un fil flexible et inextensible, C. R., 96, p. 688-691, 12 mars 1883 ; Traité de Mécanique rationnelle, citation du renvoi précédent.
3) A. Lecoux. — Equations canoniques, application à la recherche de l'équilibre des fils flexibles et des courbes brachistochrones, Mém. de l’Acad. des Sciences, inscriptions el belles lettres de Toulouse, 8° Série, T. VI, 2° semestre, p. 159-184, 1885.
(4) R. Mancozonco. — Sull equilibrio di un filo flessibile ed inestensibile, Rend. dell’ Accad. delle scienze fisiche e matematiche (Sezione della Socielà reale di Napoli), Série 2*, vol. II, p. 363-368, 1888. :
(5) Consulter également Arerecr, Sur léquilibre d’un fil flexible et inextensible, Ann.
de la Fac. des Sc. de Toulouse, (1), 4, p. B1-Bs, 1887.
La forme normale du système considéré est par suile :
Dome eee nr de Lo ds, — oG” de), anotl dF dG dH
cs ds, — M 0e
où T désigne une tonction de F,G, H définie par la formule T?— F?+G2+H:. oU
Si nous supposons que X5, Yo, Zo sont les dérivées partielles _ y
oU ; : : : :
7; changées de signe d'une fonction U de s,, x, y, z, et si nous posons
86 = — T + U, le système précédent prend la forme ER EN ON LES PRICE UE NE LES de = Voie © LD di 70H DÉC ER Re ds tem ds TD dy dso dz 2. Licné écasrique De Lorn Kecvin Er Tatr. — Nous pouvons répéter
pour cette ligne ce que nous venons de faire pour la ligne flexible inextensible. Partons d’une fonction W de s,, &, n, €, p, q, r et adjoignons les conditions :
EE — 1, A = T9 = © = Ko = 0.
Nous définissons les fonctions F', G', H/, L', J’, K'; X;, Y;, Z, L', M, N°, au moyen de l'identité
B) ii GW + put + pôn + p3tlds, —[F'd'x + G'y + … + K'èx]”
A 0 Po Bo : 1 x + YO0 y +... + Nièk') ds, ; AG
ceci revient à remplacer, dans ce qui précède, W par Wi + pu (E— 1) + pn + 43 & et à adjoindre aux formules les conditions indiquées £ — £, — 1, 1—=%0—=0,6—=K, = 0.
Nous retombons, on le voit, sur la théorie de la ligne déformable correspon dant à la Jonction W; des,,E,n, &, P, q, r et dont on se borne à éludier les déformalions qui correspondent à E —E — 1, n — MCE =—=0. Sunoës nous plaçons dans le cas du W, caché, nous supposons alors que l'on connaît simplement la fonction W (S5s 1, 0, 0, p, q, r) à laquelle se réduisent simultanément W et W, pourt—#,—1,n — n9 = 0, {— {y — 0, et nous retrouvons la théorie développée par Lorb Kezvin Er Tair.
-Observons que si, pour constituer la ligne précédente, nous tenons, par un changement des auxiliaires, compte a priori dans W des trois conditions E—f=1,n— = 09 4 — 4, —0, nous sommes conduits à remplacer, dans les calculs relatifs à la ligne déformable générale W par W(so, 1,0,0,p.q,r) Ha — 1) + porn + pt, el nous obtenons des formules qui ramènent encore à l'étude d’une ligne déformable, dont on se borne à envisager les
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déformations qui correspondent aux trois conditions É—+t,—1,n— no =—0; & —= {o — 0. Ces formules, en supposant que 11, mo, u,, ne sont pas connus, nous conduisent de nouveau à la théorie de Lorp Kezvin Er Tatr.
Supposons que, en vertu des formules qui déterminent la déformation, on ait exprimé X,, Y,, Z,, L, M,, N,, en fonction de s,, x, y, z, 14, À, À, de sorte que -
X,dx + Yody + Z,dz —+ Lodh: + Ab,dh: —+ bd3;
soit la différentielle totale d’une fonction U de s,, x, y, z, A1, À», Ag COnsidérée simplement par rapport à x, y,z, À;, À, À. Supposons en outre que nous soyons dans le cas du W caché, ou dans le cas envisagé en dernier lieu. D'après ce qui précède, les équations de la question, dans lesquelles figurent X5» Yos Zos Los Abo, ,, ne sont autres que les équations des extrémales du problème du calcul des variations consistant à déterminer un extremun de l'intégrale
1l (W + U) ds, où W est une fonction donnée de s,, p, q, r, en supposant que les six fonctions inconnues x, y, z, À4, À», À,, vérifient les trois équations diflérentielles :
Posant &, —E — 1,ÿ, —n, ÿ, — t, et appliquant les considérations développées par M. Jorpax, nous pouvons ramener le système à la forme canonique ; le système exprime, en mettant F’, G’, H' à la place deslettres À, À, À
BQ de M. Jonpan, que l’on annule la variation première de l'intégrale 4 Fds;, A0 en posant
GW + U + F4, + G'n + HT.
Les équations
dF dF d 7 A SPP Ue E er de Po dy = Pre A DUT LT ME PE a, = Pés k ds, À ds, ÿ ds, ds, ds, ds, ÿs —= 0, Ya — 0, Ya = 0; ‘ d d dz permettent d'exprimer les neuf variables x — re Y—= Fe pe — Fi À== . PR qe = ge , F', G’, W', en fonction des douze variables
æ, Y, 25 May À gr Rs Pis Par + P&s AU moyen des formules
! pteupeéf D OV = 0, ra,
F'—op+op+ops, Gp +8 +Pps H'=Ypi+YP: +YPas
et par la résolution des équations :
oWV oW. oW
PRE portage Er
DNA ON D ON (29) Ps Sp 3 À 5g l2 CN s NV, D OoWR EMIW, CRE fps? op or
en conservant, pour un instant, les notations du $ 40. Portant ces valeurs dans
pat + PJ + PaË + ph + pi + Pihs — nous obtenons la fonction 36 de s,, æ&, y, 2, X4s Das Àge Pis re. Ps, Qui se déduit de
oWV oW dW + RRLS 0
— W—U + op + op, + ap, RAT : dq dr
par la substitution à p, q, r des valeurs en fonction de 54, A4, À,, A5, Ps Ps Ps que l’on déduit des équations (29).
Nous avons, pour déterminer les douze variables x, y, z, A4, À,, À,, pis P4 les équations (canoniques, si s, ne figure pas explicitement) :
de _ué, dy _ V6, de _W6, du 06, d,_06, d, VE, ds, pr des pds Ep ONde NDE dE Eopir ds etre ù
dpi too dpt 6 5 dp, 5 Le <UCE dpt de dit 2 2 ma dial conne on LE ME eo dps __ d8 dp, _ ds 0 À Ds
dont on pourra conclure l'application de la méthode de Jacosr à la ligne étudiée.
On peut aussi présenter l'exposition précédente, comme nous l'avons fait pour la ligne déformable générale et ainsi que pour la dynamique du point dans notre première note.
3. Licxe DéronuaBce où Mx’ Esr TanGENT EN M à (M). Partons toujours d'une fonction W des,, Ë,n, &, p,q, r et adjoignons les conditionsn —+, — 0, 6 — 5, — 0. Nous définissons les fonctions F', G', H', l', J' K', X’,, Y’,,2',, L',, M';, N', au moyen de l'identité
L7)] c 1 GW + pôn + pèt)ds = [F'dx + Go y + … + K'èx'}" AO 0 Bo — f (XVe + Yo 5y + … + N'èr')ds, A0 Ceci revient à remplacer, dans ce qui précède, W par W, = W-+pn
+ p,% ct à adjoindre aux formules les conditions indiquées n — nn, — 0, =, = 0.
Nous retrouvons, on le voit, la théorie de la ligne déformable correspordant à la fonction W, de 5, &, , €, p, q, r et dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent à n — 1, — 0, & = &, — 0, Si nows nous plaçons dans le cas du W, caché, nous supposons alors que l'on connaît simplement la fonction W (5, &, 0, 0, p, q, r) à laquelle se réduisent simultanément W et W;, pourn—n —0,t—=t, —0o.
Si, pour constituer la ligne précédente, nous tenons, par un changement des auxiliaires, compte a priori dans W des deux conditions n — , — 0, 6 = to — 0, nous sommes conduits à remplacer dans les calcals relatifs à la ligne déformable générale, W par W(s,, &, 0, 0, p, q, ry + mn + put et nous tombons sur des formules qui ramènent encore à l'étude d'une ligne déformable, dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent aux deux conditions n — n,, 6 —K&,.
Supposons qu’en vertu des formules qui déterminent la déformation, on ait exprimé X,, Y,, Z,, L,, M,, N,, en fonction de s,, æ, y, z, 4, À3, Àw de sorte que
Xdz + Y,dy + Zidz + LodX, + dl, + 96dÀ,
soit la différentielle totale d’une fonction U de s,, æ, y, z, A4, Àoy À3y COnsidérée simplement par rapport à x, y, z, À,, À,, À,. Supposons en outre que nous soyons dans le cas du W caché ou dans le cas envisagé en dernier lieu. D'après ce qui précède, les équations de la question, dans lesquelles figurent X5, Vos Zos Lo JU 9T0, ne sont autres que les équations des 'extrémales du problème du calcul des variations consistant à déterminer un extremum de
l'intégrale B IROAUTS
où W est une fonction donnée de 5,, E, n, &, p, q, r, en supposant que les six fonctions inconnues x, y, z, À,, À, À, vérifent les deux équations différentielles n — 0, & — o. Les considérations antérieures se répètent donc, et il en serait de même pour toutes les autres lignes particulières que nous avons
envisagées.
29. État infiniment voisin de l'état naturel. Modules de déformation de Hooke. Valeurs critiques des modules généraux. Rapprochement avec la dynamique du trièdre. — Revenons à Ja ligne déformable générale. Supposons que, dans l’état naturek, l’action soit nulle, ainsi que l'effort et le moment de déformation et de mème que la force et le moment extérieurs. Dans ce cas, non seulement la fonction W doit s’annuier identiquement, mais aussi les six dérivées partielles de W par rapport à &,n, 6, p, 9, r, pour les valeurs &o, no, Co» Por dos l'o de CES lettres. Admettons de plus que W soit développable, dans le voisinage de = Eos 1 = 1» Er P = Po 4 = os r — ro, suivant les puissances entières positives de £ — E,, D — Npy «. '—7,; dans ces conditions, on aura
NN EN
en représentant par W,, W,, … des polynômes homogènes de degrés 2, 3, des différences £ ——E,, n — np, .., r — ro.
Les coordonnées d’un point M, de la ligne (M,) à l’état normal et Les trois paramètres au moyen desquels on exprime les cosinus directeurs des axes du trièdre adjoint à ce point étant respectivement x, Yo» 29 Mo; M0» h30+ SUPPOsons que les coordonnées x, y, z du point correspondant M dans l’état déformé (M) et les paramètres À,, À,, À,, relatifs aux axes du trièdre adjoint soient des fonctions de s et de hk, développables suivant les puissances de À par les formules :
CD SENS FAN GO 00 om AT OU À, = Y=Yo Fi He Hi +... À —= do Z= TD + a+ Hz +... À3 = hop + Àgs + + hi +,
dans lesquelles x;, yi, z:, ii, Aa, ui, désignent les termes qui renferment hi en facteur. Nous introduisons ces développements en série, pour abréger l'exposition, et nous admettrons qu’ils se prêtent aux procédés ordinaires de calcul. Les formules du $ 44 nous permettent de calculer les développements de F, G, H, 3, 7, À; Xe Yo, Zo Los 25, W, suivant les puissances de À; les termes indépendants de À sont nuls et les termes, F,, G,, H;, J,, 1, X:; Xous Vos» Zois Lois Aou Von, sont donnés par les formules
oW dW, 2W, oW NT d W Sr 2 2 mr LE mr ds “ds Pre. ù FER ds) D 9 kim Wa y ds p = We Fed del” MTS ds ray D FT AU de À Fa ù Dre qu L We We pd We _0Wa qu d We 0Wa dé ARE RG ds NY ds, AY dSo dSo è ds
où l’on pose
a = 20 + 24, YU = yo + y,, 20 = 75 + 2, À = 0 + À, AD = og + Anis AU = 39 + Agse |
Si nous considérons, sous le nom d'état de déformation infiniment voisin de l'élat naturel, l'état (M) où le point M a pour coordonnées xl), y(), zlt}, et où les paramètres relatifs au trièdre adjoint ont pour valeurs À(!), À), AU), si d'autre part nous appelons effort et moment de déformation, force et moment extérieurs, relativement À cet état, les vecteurs (EG, H,) (0: Jus Ju), Cois Vois Zi) (Lois Moss Noi)s Où Lys Moss Nos 5e calculent au moyen de Âos 20» sos Sois Jbor, To, de la même façon que L,, M,, No, au moyen de Rs Xe Ag Los Aby, Yo, nous parvenons aux hypothèses généralement faites par les auteurs classiques, et où les deux premiers vecteurs sont des fonctions linéaires des éléments qui caractérisent l’état déformé considéré ; nous retrouvons, par conséquent, ce qu’on nomme la loi de Hooke généralisée, mais en la limitant, comme il convient, par la condition de respecter le prin-
cipe de la conservation de l'énergie. Pour satisfaire à cette condition, dans la méthode classique, il faut refaire en sens inverse le chemin que nous venons de suivre dans notre exposition.
Les coefficients, dans les fonctions linéaires qui expriment la loi de Hooke, sont les modules de déformation de la ligne déformable, dans son état infiniment voisin de l’état naturel; ils sont invariables en un point donné de la ligne. Cette notion de module peut être généralisée, en envisageant les dérivées premières et secondes de la fonction W ; à côté du cas où les modules généraux sont définis et continus, on peut considérer celui où ils auraient des valeurs critiques.
Les considérations précédentes se répètent facilement pour les différentes lignes déformables particulières ; elles doivent être rapprochées de celles que nous avons développées dans notre première note. La dynamique du trièdre se rattache en effet à ce qui précède d’une manière tout à fait directe. Il suffit
| de regarder l’arc s, comme le temps t, et la ligne déformable comme une tra- Jecloire ; cette simple constatation explique immédiatement les analogies qui ont été reconnues depuis longtemps entre la dynamique classique du point et du corps invariable et la statique de la ligne déformable.
Observons que, à la proposition obtenue précédemment (!), dans le cas du corps invariable, à l’égard de l'énergie cinétique, correspond, pour la ligne déformable, une proposition d’après laquelle, lorsque W ne dépend pas explicitement de s,, les formules (10) entraînent que l'expression :
ŒEXo + nYo + EZo + pLo + gMo + rNo)ds, qui peut être mise sous la forme
X,dx + Y,dy + Zidz Lodh + Nbodh: + Midhs, at égale à la différentielle de la quantité :
oW oW oW oW oW oW NE) ous PU PART D et qui s’est déjà présentée au $ 14.
Observons d’autre part que l’on peut adjoindre aux développements donnés dans notre première Note, à l'égard du corps invariable, des considérations analogues à celles qui ont été développées dans le travail actuel, en ce qui concerne les liaisons, pour la ligne déformable.
III. — STATIQUE DE LA SURFACE DÉFORMABLE ET DYNAMIQUE DE LA LIGNE DÉFORMABLE
30. Surface déformable. Etat naturel et état déformé. — Les développements, dans lesquels nous sommes entrés à l'égard de la ligne déformable, vont se reproduire, comme nous allons le voir, presque sans chan-
(:\ Note sur la dynamique du point et da corps invariable, Tome I, p. 261.
gement, dans les théories de la surface déformable et du milieu déformable à trois dimensions. Cette répétition met en évidence la fécondité du concept d'action euclidienne ; elle suggère de nombreux rapprochements et ouvre un vaste champ d’étude, que les premiers chercheurs n’ont pu commencer à explorer qu'avec beaucoup de difficulté, mais qu'il est possible aujourd’hui d’aborder avec succès, dans l'état actuel de la théorie générale des surfaces géométriques et des coordonnées curvilignes, tel que M. Darsoux l’a présenté dans ses grands ouvrages (!).
Considérons une surface (M,) décrite par un point M, dont les coordonnées Los Yo 0, par rapport à trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, sont des fonctions de deux paramètres, que nous supposons choisis d’une manière quelconque et que nous désignerons par p, etp:. Adjoïignons à chaque point M, de la surface (M,) un trièdre trirectangle dont les axes Mix’, Moyo', M2 ont, par rapport aux axes Ox, Oy, Oz, des cosinus directeurs qui sont respectivement aps 90» Vo” 3 Pos Bo Po: Yos Yo» ve, et qui sont des fonctions des mèmes paramètres 0, et p. L'ensemble continu à deux dimensions de tels trièdres Moro yo 20" sera ce que nous appellerons une surface déformable.
Donnons au point M, un déplacement MM et soient x, y, z, les coordonnées du point M par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz. Imprimons en outre au trièdre Miro yo 2 une rotation qui amènera finalement ses axes à être ceux d'un trièdre Mx/y'7 que nous adjoindrons au point M; nous définirons cette rotation en nous donnant, par rapport aux axes fixes Or, Oy, Oz, les cosinus directeurs «, 2’, a”; 8, 8, 8"; y, y’, x” des axes Mx, My’, Mz'. L'ensemble continu à deux dimensions des trièdres Mx'y’z’ sera ce que nous appellerons
"état déformé de la surface déformable considérée qui, dans son état primitif, sera dite à l’état nalurel.
84. Eléments cinématiques relatifs aux états de la surface déformable. — Désignons par £;(°), n,0), €;(0) les composantes de la vitesse de l’origine M, des axes Moto Moÿo', Mozo' suivant ces axes, quand f; varie seul et joue le rôle du temps ; soient également p;(), q:(°}, r;(°) les quantités qui définissent les projections sur ces axes de la rotation instantanée du trièdre M,x,/y52,! relative au paramètre p;. Nous désignerons par &;, n;, Ë; et par Ps Qi, ri, les quantités analogues pour le trièdre Mz'y/z, lorsqu'on le rapporte, comme le trièdre Miro Yo 20 au trièdre fixe Oxyz.
Les éléments que nous venons d'introduire se calculent à la façon habituelle ; on a :
NE Bo "22 mio De dY otre di HE À dPi
dT Ù ùz d: dx
30 nn; —= 8 — 1Y RE 3 — Se OS SR M me de ele € Le = GOUT CR dx dy dz da 28
(STE ae QUE — MES ——— Le,
à ET : dYi if Pi : Po di
(:) Gaston Darsoux. — Leçons sur la théorie générale des surfaces, ! vol., Paris,
1887-1896 ; Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, Tome I Paris, 1898. N
Les éléments linéaires ds, et ds de la surface, dans l’état naturel et dans l'état déformé seront définis par les formules :
dsÿ — B5dP? + 2Fodoidp, + Gide, ds? — 6dp? + 2Fdaido, + Gdp2.
où &, #, G se calculeront par les doubles formules suivantes :
Aro) dy \? dz \? :
s—() +R) + (= 8 etat
(82) ge ,yy, va
; 5 LÉRDE PS TEE y, d0, d29 d£ 272 22 d99 SF s Eife x ire + C172
LAS dy \? ùz \?
= | — en ss 12 2 3 SG + (+) =
et où 85, F5, G se calculeront par des formules analogues.
Désignons par x, y’, z', les projections du segment OM sur les axes 1x’, My’, Mz’, en sorte que les coordonnées par rapport à ces axes du point fixe O seront — x; — y', — 2’. Nous aurons les formules connues :
dx" 1 ÿ dy!
RENE See == PO AE 2 CL IE 4 (RER | Ë; a g'+ry =0, “i a —l&# + pr —0,
qui donnent de nouvelles expressions de £;, m;, ti.
32. Expressions des variations des vitesses de translation et de
rotation du trièdre relatif à l’état déformé. — Supposons qu'on imprime à chacun des trièdres de l’état déformé un déplacement infiniment petit pouvant varier d’une façon continue avec ces trièdres. Désignons par ôx, y, 2z; Ôx', Ôy', 07! ; da, Ga, .…, y" les variations respectives de x, y,z; x’, y',2'; a, x, .… ”. Les variations 52, Ôz', .. Ôy’ s'expriment par des formules telles que la suivante :
(34) 02 — or! — Ci, au moyen des trois auxiliaires dr’, 03, èr’, qui sont les composantes suivant Mz’, My’, Mz de la rotation instantanée bien connue attachée au déplacement infiniment petit considéré. Les variations ôx, ôy, ôz sont les projections sur Ox, Oy, Oz, du déplacement infiniment petit éprouvé par le point M ; les projections ÿx, y, à'z de ce déplacement sur Mz', My’, Mz' s’en déduisent immédiatement et ont pour valeurs :
S'y — dx + 20) — yon, dy y + x'ôr — 787,
0 . 0 S LS » n La à Proposons-nous de déterminer les variations dt, Ori, QEis OPis 2is ri Cprou-
vées respectivement par ;, ri, &, pi, qi, ri. D’après les formules (31), nous avVONS :
a # LE € S.," è Remplaçons 5x par sa valeur fôr 83", et ôa’, .… dy” par leurs valeurs
analogues ; il vient :
Ô1/ ee, d0J Loi = BA em OR 0 OT ue (36) ) . d3k/ FAT ï \ t dP; Pi qi sé
Les formules (33) nous donnent de même trois formules dont la première est :
d0T dÿ;
21 Sy! — 2/0q: — y'èr. :
nn Le lee LCA Bon Cd mm 00
remplaçons êp;, Ôqi, dr, par leurs valeurs données par les formules (36) ; il vient :
de, = nr — t5s +? loto NN (37) LS — Er + UT + d'y — pô,
en introduisant, pour abréger l'écriture, les trois symboles dx, d'y, dz définis par les formules (35).
33. Action euclidienne de déformation sur une surface déformable. — Considérons une fonction W de deux positions infiniment voisines du trièdre Mx'y'z’, c’est-à-dire une fonction de ps, p, de DV 2e OS et de leurs dérivées premières par rapport à p, et >. Conservant les notations du $ 31 et posant :
A, — V8G — Fe,
proposons-nous de déterminer quelle doit être la forme de W pour que l'in-
tégrale «1 WAsdp10ps,
étendue à une portion quelconque de la surface (M,) ait une variation nulle, quand on soumet l’ensemble de tous les trièdres de la surface déformable, prise dans son état déformé à une méme transformation infinitésimale quelconque du groupe des déplacements euclidiens.
Il s’agit, en définitive, de déterminer W de façon que l'on ait
ÔW — 0;
lorsque, d'une part, l’origine M du trièdre Mx'y’Z subit un déplacement infiniment petit, dont les projections èx, ôy, èz sur les axes Ox, Oy, Oz sont
x — (ai + w37 — w3y) Ôl (38) dy — (as + wyx — wiz) dt — (a, + 37 — w,x) df,
OÙ Gi, QG, Ags V4, W2, w4 sont six constantes arbitraires et ô{ une quantité infiniment petite indépendante de p;, F. ct lorsque, d'autre part, ce trièdre Mz'y'z subit une rotation infiniment petite, dont les composantes suivant les axes Ox, Oy, Oz sont
w198, wôl, w394.
Observons que, dans le cas présent, les variations Ô€,, 5n,, 8€, Sp,, 8q,, dr, : Ô%2 Ôno, OU, Ôpr, 0g», dr: des douze expressions &,, n3, Gi, Pis Qus l'as Ex as & P2 4» ra sont nulles, comme cela résulte de la théorie bien connue du trièdre mobile, et comme nous pouvons d’ailleurs le vérifier immédiatement au moyen des formules (36) et (37), en y remplaçant 'x, dy, Ô'z; dr', 5y', Èx’, par leurs valeurs actuelles. Il en résulte que nous obtenons une solution de la question, en prenant pour W une fonction arbitraire de p,, p2 et des douze expressions £,, nis Lis Pis Qu av 3 Bov Nov Les Pas Q2s l'2 3 NOUS allons maintenant montrer que nous obtenons ainsi la solution générale (!) du problème que nous nous sommes posés.
Observons à cet effet que les relations (31) permettent, au moyen de formules bien connues, d'exprimer les dérivées premières des neuf cosinus &, a. y! par rapport à p, et à P2, au moyen de ces cosinus et de p,, qi; l';; Pas Q2s 2. Remarquons d'autre part que les formules (30) permettent de concevoir qu'on exprime les neuf cosinus +, a’, … y’ au moyen de &,, n,, ,, et des dérivées premières de +, y, z par rapport à P,, ou au moyen de &s, %, &: et des dérivées premières de x, y, z par rapport à p> Il est d’ailleurs inutile, dans ce dernier cas, que nous fassions une hypothèse sur le mode de résolution, car il est clair que nous n’obtenons pas une forme plus générale quecelle dont noussommes partis, en supposant finalement la fonction W que nous cherchons une fonction quelconque de p,,P: de x, y,z et de leurs dérivées premières par
(:) Nous supposons, dans ce qui va suivre, que la surface déformable est susceptible de toutes les déformations possibles, que, par suite, l’élat déformé peut étre pris absolument arbitraire ; c'est ce que nous exprimons en disant que la surface esl libre.
rapport à p,, P., et enfin de &,, n,, Li, Pis is l'as 3 Eas Mas Var Par sr l'as CE que nous indiquerons en écrivant :
Eu 107. NZ EUR .
— ARRETE AE r W=—= W (es DL Y ar Fo A 4 207"? Sur ar Gr Saese Par Qu TaPa
Les variations ô£,, .… ôr,, à,, … èr, étant nulles, dans le cas actuel, ainsi qu’on l’a remarqué il y a un instant, nous avons finalement à écrire, pour la nouvelle forme de W, que l’on a, en vertu des formules (38), et quels que soient 4, @, G3, W4, 635 W3 :
2oW dW doW 3 = / 2W oW ,dy CALME A TE + A De > HS Car Com —,0} 5 dpi di dpi Remplaçons x, ôy, 8z par leurs valeurs (38) et 5 . 7, RS rs les
dpi valeurs qu’on en déduit en différentiant; égalons à zéro de AT de
&, @, G3, ©), W,, 3; il nous vient les six conditions suivantes :
W _ SW SW à SC TE > FAT , Dr dr PNR D RAP LAN PE E RCE ALES E dzZ dP; D 22 Pi e
dP: dPi ; d;
qui sont des identités, si nous admettons que les expressions qui figurent dans W ont été réduites au nombre moindre.
Les trois premières nous montrent alors, ce que l’on pouvait prévoir facilement, que W est indépendant de x, y, z; les trois dernières expriment que W ne dépend des dérivées premières de x, y, z que par l'intermédiaire des quantités 8, #, G définies par les formules (32); nous voyons donc finalement que la fonction W cherchée a la forme remarquable :
W (P:, Pas #7 LITE SE: ês Na» Ca > Pur us l'a 5 Pas 2 re),
analogue à celle rencontrée précédemment pour la ligne déformable. Désignons par A la quantité analogue à A,, définie par la formale :
A = VEG —
Si nous multiplions W par l'élément d’aire de, — A,dp,dp, de la surface (M,) le produit WA,de,dp, obtenu est, dans le groupe des déplacements euclidiens,
un invariant analogue à l'élément d’aire de la surface (M). De méme que la valeur de l’ MERE :
A “É À Ado,dp; = fl Adp,dp,, & © Co
prise à l’intérieur d’un contour C, de la surface (M,), ou du contour corres-
pondant C de la surface (M), destine l'aire du domaine délimité sur (M} par C, de même, en associant dans l'esprit la notion d'action au passage de l'état naturel (M,) à l’état déformé (M), nous adjoindrons la fonction W aux éléments de définition de la surface déformable, et nous dirons que l’inté-
grale :
jf il WaA,did?, Co
est l’action de déformation, à l'intérieur du contour C, sur la surface déformée.
Nous dirons d'autre part que W est la densité de l’action de déformation en un point de la surface déformée, rapportée à l’unité d’aire de la surface non déformée ; W 2 sera cette densité en un point, rapportée à l’unité d’aire de la surface déformée.
34. La force et le moment extérieurs; l'effort et le moment de déformation extérieurs; l'effort et le moment de déformation en. un point d’une surface déformée. — Considérons une variation quelconque de l’action de déformation à l'intérieur d’un contour C de la surface-
(M), savoir :
PLU oW dW à [wa ad [TX 2x Æ % on ca Qi A Tr 54: Ôq:
2W dira Fe A,do,de;.
Nous pouvons l'écrire, en vertu des formules (36) et (37) du $ 32 :
d0'æ 5 JL WA,dpde, = ne D | ès — tèr + PE ET 2) Co i t d9
eu me (sat — EôK! Se a = re ra — po) .
+ *æ (8 OI! — mûr + sr re qi'x z)
Ô dW ee + qe! — . + ; d« + rot — pr «'}
Appliquons la formule de Green aux termes qui renferment explicitement une dérivée par rapport à p, ou par rapport à p,; il vient :
oW +T dW. Ws, LW; QU ox!) N \ — ô'x Re” 2 a Ô'z Da 0 GP e A do, à [fi wa ado if [CE RU RS dr UE
oW,, 2W oW F oW W 2W ) | — (Se + dr + 0 p, ëq dr, ae
doW dW |.,
peu) ee ie >W oW >W on Pi D. —) so 7 ls À, a ( A0 &) Pin LE
170 dW dW dW oW AA 7 han DE di
dqi ; dn; ur oW >W ol.
He 7) 1. PAR NE Re ÔJ oW oW oW oW|., x 2 |x à, 29; 2. (a 0 ie 09: Hé du Cher x ÿk farine
L'intégrale curviligne, qui figure dans la formule précédente, doit être précisée en indiquant quel est son sens de parcours; ce sens se définit, comme l'on sait, au moyen de la rotation qui amène la partie positive de la courbe (9,), c'est-à-dire la partie qui correspond au sens dans lequel la coordonnée », qui varie sur cette courbe augmente, du côté de la partie positive de la courbe (9,). On peut encore préciser cette intégrale curviligne, à
l'exemple de Becrrami, en la mettant sous la forme qui provient de l'application des formules :
je ap, I RC + Foie) À die
JE = d>, do, = f (s. EE Go) sv ds, C) 092 no AR
où + désigne une fonction de p,, p,, où ds, est la valeur absolue de l'élément linéaire de la courbe (C:) et où indique la direction de la normale au contour (C4), tracée dans le plan tangent de la surface (M;) et dirigée vers l'extérieur de la région limilée par ce contour. Pour obtenir la nouvelle forme de l'intégrale curviligne, il suffira de remplacer sous le signe d'intégration,
dans la première forme obtenue, dp, et do, respectivement par les valeurs suivantes :
do, dp,\ ds ù paren)s (nes)
Si nous désignons par },', a,', w’ les cosinus directeurs, par rapport au trièdre Mix yo Z0, de la normale extérieure au contour C, qui vient d’être considérée, on peut donner aux deux expressions précédentes, qui doivent être substituées à dp, et d>,, les formes respectives suivantes ES
(GB9) — (029 + ponQ + vr' T2) dso
De, QE + porn + nt) de -en vertu des formules : :
A : d9 dP ) ù x! — E(0) Ti (0) Ta — 04 p OR dp d = Et a + EC mr = n(® use n(® oi. = to) He + çoQ re qui déterminent À;/, bo', vo.
Posons, en désignant par ds, la valeur absolue de l'élément d’arc du contour C, tracé sur la surface (M) :
oW dep, dW dp oW d doW d F=A (ST ), Go a, (ON Ses Wu), : °\o, ds, dr dso/? Re ee ds, da ds pen) NULS qe):
Es e- ds, dt: ds,/’ oW dp oW do oW d oW d PURES MINE EMEA AE :), es É LP CLARA dat 0 A ( “+ o — À 5g, ds, — 0qs do PT T0 22 __dW dp, Ko — Au É ds, dr, a) les signes de ds, et do, étant précisés par le sens de parcours indiqué plus haut de l'intégrale curviligne, ou encore les valeurs de d», et d>, étant celles que l’on vient d'indiquer et où figure la normale extérieure au contour C, située dans le plan tangent de (M). Posons en outre :
L=0 oW oW oW ; DA EAOR EEE mit 1 mn t
2 Lg (ae) ne nd 264
2 (T)+na =
2 [are (a) + En pe + LE ra
(:) On a naturellement des formules analogues en introduisant les cosinus directeurs x, pu, v, par rapport au trièdre Mx'y7, de la normale extérieure au contour C qui correspond à C,.
nous aurons :
ô jh il W Aodpidp> — 1 (Fed + Goo y + Ho èz + 19/81! + dus! + Ko/8k')d0
Go 0 — ff (Ko/èx D. Yo y “e Ze d'z + L,'à a Mdr + No/ôr/) Aodo id. Co En ayant d’abord égard à l'intégrale double qui figure dans l'expression
de à FL WAdpidp2, nous appellerons force extérieure et moment extérieur au Co
point M, rapportés à l’unilé d'aire de la surface non déformée, les segments ayant leur origine en M et dont les projections sur les axes Mx’, My’, M7 sont respectivement Xs/, Yo, Zo et Li’, Ms, No. En ayant ensuite égard à l'intégrale
curviligne qui figure dans à * ff WA,doidp», nous appellerons effort extérieur Co
et moment de déformation extérieur au point M du contour C de la surface déformée, rapportés à l'unité de longueur du contour GC. les segments issus de ce point M et dont les projections sur les axes Mx’, My", M2’ sont respectivement — FF, — Go, — Hi, et — 1, — J;, — Ki.
Ces six dernières quantités, en un point déterminé M de C, ne dépendent comme on l’a vu, que de la direction de la normale extérieure à la courbe C, menée au point M, dans le plan tangent de (M;) : elles restent invariables, si, la région considérée de (M5) variant, cette direction de la normale extérieure ne change pas, et elles changent de signe si cette direction est remplacée par la direction opposée.
Supposons que, à l’intérieur de la surface déformée limitée par le contour C, on trace une ligne Z circonscrivant, soit seule, soit avec une portion du contour C, une partie (A) de la surface, et désignons par (B) ce qui reste de la surface en dehors de la partie (A). Soit 3, la courbe de (M;) qui correspond à la courbe = de (M), et soient (A;) et (B) les régions de (Mi) qui correspondent aux régions (A) et (B) de (M). Séparons par la pensée les deux parties (A) et (B) ; on pourra regarder les deux segments (— F4, — Gy/, — H/) et (— Lo, — J;', — K,/), déterminés pour le point M et pour la direction de la normale menée à 2, dans le plan tangent de (M;) et à l’extérieur de (Ai), comme l'effort et le moment de déformation extérieurs au point M du contour Z de la région (A); on pourra regarder de même les deux segments (Fo'; Go’, Ho!) et (L/, Jo’, K;') comme l'effort et le moment de déformation extérieurs au point M du contour > de la région (B). En raison de cette remarque, nous dirons que — Fo, — Go, — Hy/ et — Li, — J,', — K;/ sont les composantes suivant les axes Mx’, My’, Mz' de l'effort et du moment de déformation exercés en M sur la portion (A) de la surface (M), et que F4, G;', Hs’, L', J', Ko sont les composantes suivant les axes Mx’, My’, Mz' de l'effort el du moment de déformation exercés en M sur la portion (B) de la surface (M).
L'observation présentée à la fin du 8 9, au sujet du remplacement du
trièdre Mz'y/2' par un trièdre qui lui est invariablement lié, se répète ici sans modification.
35. Spécifications diverses de l'effort et du moment de déformation. — Posons :
EL
De re et TUE Va Ve UV Ge
pectivement les projections sur Me M y’, Mz' de l'effort et du moment de déformation, qui s'exercent au point M sur une courbe qui admet même tangente que p1 — const. ; cet effort et ce moment de déformation sont rapportés à
a lunité de longueur du contour non déformé. A l'égard de p>— const., At et le
Des Q;’, Vas R;' représentent res- Go
moment de déformation ont respectivement pour projections
os » = B;’ , VS C3 et —— = cit ’ VE Tee FR 60 Les nouveaux ae : les nouveaux moments de déformation que nous
venons de définir sont liés aux éléments introduits dans le $ précédent par les relations suivantes :
2 ( + qGi — rB!) — AX;!, F/—=A, de _ AR.
> (È + — pO) = AY" GB; 8, de,
DE + pB! — qi) = AZ, H, =, % cd
De + qiRi — rQ; + n:C/ — «Bi ) A L' Pi dm P, de,
D (+ riP; — piR} + GA! — EC !) —AM;, J/— QŸ QE,
d D er + pQ; — qiPi + 6B; — r;A; )= ANo' K,' =R Re
où, si l’on veut, do, et do, sont à remplacer, dans les équations de droite, par les valeurs (39).
On peut se proposer de transformer les relations que nous venons d'écrire, indépendamment des valeurs, calculées au moyen de W, des quantités qui y figurent. Ces relations ont lieu en effet entre des segments attachés au point M et auxquels nous avons attribué des noms ; au lieu de définir ces segments par leurs projections sur Mx’, My’, Mz', nous pouvons tout aussi bien les définir par leurs projections sur d’autres axes : ces dernières projections seront liées par des relations, transformées des précédentes.
Les relations transformées s’obtiendront d’ailleurs immédiatement, si l'on
remarque que les formules primitives ont des interprétations simples et immédiates (!), {par l’adjonction aux axes mobiles des axes qui leur sontmenés parallèlement par le point O.
1. Considérons d’abord les axes fixes Ox, Oy, Oz; désignons respectivement par X,, Y,, Z, et par L,, M,, N, les projections sur ces axes de la force extérieure et du moment extérieur en un point quelconque M du milieu déformé; par F,, G,, H, et par I,, J,, K, les projections de l'effort et du moment de déformation qui sont relatifs à la direction (do,, do,) de la tangente d’une courbe C, qui sont rapportés à l’unité de longueur de la courbe non déformée C,, et qui ont été définis précédemment ; par A;, B;, G; et par P;, Q;, R:; les projections de l'effort (A;, B;, C;) et du moment de déformation (P;', Q;, R;). Les transformées des relations précédentes sont évidemment :
DA A, de, de de dBée ct Ra dB, dB, 7 | dP; do, DA = A6) = DS A 2G, , dC, dp dp ne i2 , nor A,2,, H=GT7— Cp Pa th, 10 dy dy ùz dz d? d Er er esnoe es Ps Dar ri UE ne 130, Ba. — ob, PE. DES dQ, àQ, dz dz dx dx do de ee CEE == Ü2 LÉ dPy dP #5 13, 299 Fr Ga — AM, Jo mr Em dR, oR, dx dx à d be DITES Ne CRUE T0 r __n db; dei.
à, do, 190, de A, A re a AN; Ky— pet dé di eg La doi ds, et de doivent être remplacés respectivement par I ( dT, do dz I dx d ù — HA, bp, 0 + ), x ENT Yo "Ze A, \”° 5 Ho ®, Vo P, À, À 5, RO TE Ve PJ’ d do, sed Par De
I ( da dy dz PACE d d Det ANR ONE A to" D se) à ( dpi en dp "+ à, /” a désignant par },, Bo» Yo les cosinus directeurs, par rapport aux axes fixes, . . la normale extérieure à Css et par À, a, y ceux de la normale extérieure à Ces équations donnent, en particulier, les équations relatives à la déforma- Se nue petite d'une surface plane dont se sont servis Lonp KeLvin et AIT (?).
2. On peut donner aux équations relatives aux axes fixes Ox, Oy, Oz une
(?) Une interprétation intéressante à noter est l’analo : gue de celle donnée par VariGnoN à PIÈEe de la statique et par P. Sanr-Guiruex à propos de la anne (2) Treatise on Natural Philosophy, vol. I, Part. II, $ 644, P. 186-188.
LA SURFACE DÉFORMABLE gr
nouvelle forme. Nous pouvons exprimer les neuf cosinus a, «’,.… y’ au moyen de trois auxiliaires ; soient À,, À,, à, trois telles auxiliaires. Posons :
d'ra8 = —Ÿ par = 0, d\, + w,'d), + w;d),, Det = —D'yde = y d + pd + xd, Dsda = — Va — 0,4), + o/d\3 + ojdhs.
Les fonctions 5;/, x, s/ de À,, X,, À, ainsi définies satisfont aux relations :
= DV LV du x _ x + ofm/— sjm!—0o, (i j— 1, 2, 3), ES etl'ona:
= + à s' ut, = Di <& + 2
Désignons par w;, x;, s; les projections, sur les axes fixes Ox, Oy, Oz, du segment dont les projections sur les axes Mz', My’, Mz' sont w;, 4;, 0; nous
aurons :
Dada — — V'oda — di, + 5,0, + dk,
Dada = — ads = ad, + dl, + xd, d'adr! — —Ÿ dx = s,dÀ, LE sdÀ) + odks.
en vertu desquelles (:) les nouvelles fonctions w;, 4;, s; de À, À,, À, satisfont
aux relations :
EN à Os; ©:
dj à? HR dY; d s — E — CD; — CjOis (sy) — 1, 3, 3), d0; do:
dk dk ° 34
(2) Ces formules peuvent servir de définition directe aux fonctions wi, 4i, siet être
substituées à ; ; wi = ami + Byi + yoi
x=ami +R$y'+yoi (ir, 2,3) si=ami + P'yi +yoi.
Nous ferons encore la remarque, qui nous servira plus loin, que si l'on désigne par 3À,, 3À,, dx, les variations de À,, À,, À,, qui correspondent aux variations 0x, da... dy’ de a, a’... y”, on aura :
à = m0 + m3 0: + w3 0) y, 05 — 41 014 + x2/ 9e + YX3'0s OK — 04 dÀy + 07 0e + G3 0Àgs dr — aùr + Por + yôr — mi0À, + w0À + mb, 03 — «dr + B'ès + Y'Ôr — yaôli + Y0do + Y30Às dr — cd + Ps + Y'ôr — oÔA + où, + oy0Xs, où &1, 3, ôx sont les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mz’, My’, Mz' sont Ôr', Ô3, dx’. Posons maintenant = + 40 + Ko = mil + Y1do + Ko, Vo = lo + X2do + 59K9 = lo + Xedo + 52Ko, Ro = S3l + Xido + 03 Ko = Slo + Xslo + ko, :
L = Le + XMo + No = mio + X1Mo + ciNo, Nb = SL + X2Mo + SN) —= wo + X2Mo + No, Vo = D Lo + X3Mo + No = SiLo + XMo + o3No,
Introduisons en outre les notations suivantes :
IT = oP; + Ka Qi + SR; = w,P; + y1Q, + 51R,;, X;— 0/P; + X/ Qi + SR! = mp; + yQ; + oh, 2 = PP} + 43 Qi + SR! — mp; + YQ: + SR;
nous avons, à la place du dernier système où figurent soit P;, Q;', R;. soit P;, Q;, R;, le suivant :
dI; 1 ! !
L DE — Al (ini — 21 6) — Bi (oi — fé) — Ci (ar — mini) t — P; (ee Dre FCI iY à 1) Lys Q; es + roi! — Pisi à / d6,” | —R, (E + pi! — qi |
avec deux équations analogues. Si l’on remarque que les fonctions £;, n;, &;,
Pi Qu ri de À4, Xe, À ea ; us, : donnent lieu aux formules ; “ + KG — sn de, JE — L + qe) —rx;, dÀ; .
x + oh —m/h—0o, “ —_— % + roi — pis}, S +Sj— jh 0, EC = + pili — qui
qui résultent des relations de définition des fonctions 5}, x, si et des neuf identités qu'elles vérifient, on peut donner au système précédent la nouvelle forme :
dU; dE; dn; dE; dD: À ; dl AUS RO US CNDIPE Oro pr M “ 2 dP; À: ds B, d G dk4 Pi ds Fo R “|
avec deux équations analogues.
3. Au lieu de rapporter aux axes fixes Ox, Oy, Oz les éléments relatifs au point M, envisageons, pour définir ces éléments, un trièdre trirectangle Mz;'y:'z" mobile avec M et dont l’axe Mz;', est normal à la surface (M) en M. Pour définir ce trièdre Mx;'y1/z', rapportons-le au trièdre Mx/y/z', et soient, par rapport aux axes de ce dernier, l, l', l’ les cosinus directeurs de Mx;', m, m', m’ ceux de My;’, et n, n', n° ceux de Mz,'.
Nous définirons d’une façon précise les cosinus n, n’, n” par les formules :
1 I RE A (anate — ik, = Â (és — GE), n= A (ira — Es)
Nous admettrons que le trièdre Mx{y{z{ a même disposition que les autres, et nous ne ferons pas pour le moment d’hypothèse particulière sur les autres cosinus.
Désignons alors par El!), n(1), x(1) les composantes de la vitesse de l’origine M des axes Mr!, My{, Mz; suivant ces axes, quand p; varie seul et joue le rôle du temps: soient également pl), ql?}, rl) les projections sur ces mêmes axes de la rotation instantanée du trièdre Mx;y'z{ relative au paramètre p; ; dans ces dernières définitions, le trièdre Mx/y/z{ est naturellement rapporté au
trièdre fixe Oxyz. Nous aurons :
En) = li + ln; +0, nt) = mi; + nn + mé, gt) =n;+ nr; + nf —=o, et trois formules telles que la suivante :
po = lp: + lqi+ l'r: +Ÿ nr us
les trièdres considérés ayant même disposition.
Désignons respectivement par X,”, Y,”, Z,’et par L,”, M’, N;'les projections sur Mx,', My,', Mz,', de la force extérieure et du moment extérieur en un point quelconque M de la surface déformée, rapportés à l’unité de surface de la surface non déformée, par F,”, G;”, H,/ et par 1”, J;", K,” les projections sur les mêmes axes de l'effort (F,, G,, H,) et du moment (L,, J,. K,), par A;, B;, C/' et par P/, Q;’, R" les projections de l'effort (A/, B;, C;')et du moment (P;, Qi, R/) précédemment définis.
Les transformées des relations précédentes (ou des relations primitives) sont évidemment (!) :
dA;" " = 7 »d?; 1do 2 !—rB;) = Axe, FA, ! ds, à RSA ” 423 42, DE + rWA/ — poG:)= AY; Gb, FF — B, Pre " l # de, re + pUB} — qAr) = AZ"; H'= CR — C, Fr (DR? — (1Q "+ nC!\— AL," I," —P, nds P, r ds + q'i l'ENA UE DL ]—= Ab; 45 re _ se r(WP, " — PUR; Cas EC = ssl EU AA 0: ee QE ; dR? Det " 1 " 1 " d, " d 9; SM pngpnrrasnne pa) ane Ken nd Nan
Au lieu de remplacer, dans les équations de droite, dp4, ds, par les valeurs (39), ou par les analogues relatives à (M), nous pouvons, en désignant par (4”, k”, 0) les cosinus directeurs, par rapport au trièdre Mx;'y,'2;', de la normale extérieure au contour C, prendre les valeurs suivantes :
= QA'EU) — pr, 0) “e (71) + A) = :
nous obtenons ainsi :
| F," D = U ECDA;" + EUWA," + pi n(DA4 + TYA2, S A A (41) ride nr EDP," + EGP," NU SU + -n6 IP; GO Me EP E n — 9 ér Fine A Us Lo
et deux systèmes de deux formules analogues.
Ces formules conduisent à substituer aux douze auxiliaires A/, B;",C;", P;, Q;". R;", douze nouvelles auxiliaires qui seront les coefficients de À” et 4”, dans les expressions précédentes des efforts et moments rapportés à l’unité de longueur de C, ou qui seront liés à ces coefficients d’une façon simple. Nous poserons :
BA st AS" 0x AA + OA" _ TS HR A Ter nait clique dr dE ER
A > A an EG" + EDG _ ç 1 DC" + DC PU oc Lame set
(!) Il suffit de remplacer E;, … A, … par Eilt), ... A, ..… et de tenir compte des hypothèses &(1) — o ; pour un trièdre quelconque de sommet M, on aurait les mêmes calculs.
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en introduisant six premières auxiliaires N,, N:, T, S1, 9x S3, et de même
G)Pp 7 (1 # :
Rte = Tu, PEER EU, ENQ:" + EQ;" 11)0Q," (ex ns —=6+% ie je free To», EUR," + EUR?" — Ÿ, AOR + OURS
À 2) AS 1 mit
en introduisant six autres auxiliaires bi, VTbz, ©, Va, Vos La Les douze équations que nous venons d'écrire peuvent être résolues immédiatement par rapport aux auxiliaires primitives A/, B;, C/, P;, Q;, R’. Observons que, en vertu de l'hypothèse faite sur la disposition commune de tous les trièdres, on a :
LEPE
mm! m'
ni *
nn nr les formules qui définissent (1), n(1) donnent, en conséquence,
En — Er — À, IL vient par suite AM Nan —(T— S)EY, AN (T — S,)E0 — North, B'=(T+S)nD — NEW, Bj— NE — (T + S,) nf, Ci = Sy — SEE, Ci = SE — Sin,
et six formules analogues pour P;, Q;, R;’, avec des lettres en italique dans les seconds membres. En portant ces valeurs dans les relations (40) et (41), on aura les équations relatives aux efforts et moments de déformation et aux forces et moments extérieurs, sous la forme qu'elles prennent avec les nouvelles auxiliaires ({).
On peut évidemment donner aux composantes de l'effort et du moment de déformation des désignations analogues à celles qui sont en usage pour la ligne déformable. Ainsi, on peut appeler les composantes N;, N, de l’effort des efforts de tension ; les composantes T — S;, T + S; sont des efforts tranchants dans le plan tangent à la surface déformée ; les composantes S;, S; sont des efforis tranchants normaux à la surface déformée. De même les composantes %,, Y, du moment de déformation peuvent être regardées comme des moments de torsion ; les composantes © — %,3, © + 4; ont le caractère de moments de flexion; les composantes %,, S, pourraient s'appeler moments de flexion géodésique.
36. Remarques relatives aux composantes S, S, S, et %, 2, S. — À l'égard des expressions S4, S>, Ss, et des analogues 1, %, 3, faisons explicitement la remarque suivante, que l'on a utilisée plus haut pour écrire les équations transformées.
(1) On remarquera que le coefficient de S3 dans la troisième de ces équations est nul.
Soit, d’une façon générale, un segment dont les projections sur Ox, Oy,
z sont
4 ùz L'ÉTAT LA RSR CUT d: UT ds Bi d?; Ai dP; Ci dPi B d?; Ai;
en envisageant ce segment comme le moment d’un vecteur (A;, B;, C:;) appli-
Mn AE dZ f = e ses projections sur Mzx’, My', Mz qué au point (ee , 5, ep on voit qu pro] 2
seront riCi Sr tB;, GA} — EC/, EB; — mA, et sur Mx;’, My’, Ma, nDCr, — &UC;, EUB; — nOAÎ.
Il résulte de là, que le segment dont les projections sur Ox, Oy, Oz sont
% ç — À TS RES) 2 Fe Sir dP: B), 2 u 2 dPi G}s > dPi “. dP: Sk u 4 i aura pour projections sur Mz', My’, M:’,
D GC! —Æ GB;), DC = &C/), d'EB! En riAi), i | i i )
et sur Mecs, My’, Mz;' :
Drocr=as, — Vino as, YGB — PA) = 248.
i i i Une proposition identique a naturellement lieu pour les lettres en italique. On en déduit que les conditions :
Sy —= 0, S> = 0, S3 = 0
reviennent aux suivantes :
Dec —EB) 0, JA — EG) —0, YEB' — mA’) —,
et que les conditions :
SE 0; 4; = 0, $ —\o
se ramènent à
2 AE 26 Pi — &R;) — 0, D EC — Pi) = 0:
On arrive, dans les deux cas, à un système de deux conditions qui ne dépend pas du choix du trièdre Mx,'y12,'.
Si les conditions S, — 0, S, — o, S; — o sont des conditions qui résultent de la forme de W, alors W vérifie les trois équations aux dérivées partielles :
ZE PEU —0, Zi TE ru , )=e, X(: ni) —=0,
ce qui entraîne que W ne dépend de !;, r;, &; que par l'intermédiaire des expressions
6 — (4 rit, F = Eit2 + mine + ÉiGas = 2 + nè + Li.
Si les conditions %; — 0, 4, — 0, Y; — o sont des conditions qui résultent de la forme de W, alors W vérifie les trois équations aux dérivées partielles :
Zn — ui) = c AE op he = 9, Er no) 0,
ce qui entraîne que W ne dépend de p;, qi, r; que par l'intermédiaire des trois expressions :
Pabs + Qi + rire PaËa + Gina + l'aGa + Pabs + Qanis + latus Palo + aa + labos
expressions qui, lorsque &, — &, — o, se réduisent aux coefficients de do?, d:,do, et de do? dans l'équation des lignes de courbure de (M). | Observons encore que si l'on pose simplement les conditions
cela revient à dire que le segment, dont les projections sur Mx’, My’, Mz'ont les valeurs indiquées à la page précédente, est parallèle à Mz,', ou qu'il est perpendiculaire à la fois aux deux vecteurs (£,, n,, &,) et (£,, n,, %,), ce qui donne les conditions :
E (iaCs — KB) + n3 (GaÂe — EC) + 6 (62B2 — M9À 3°) — 0, EC — LB) + nm (GA — 6,07) + QG (KB; — n,À;) = 0, qui s’écrivent :
(nita — Gino) As + (Gba — Ets) Ba + (Gina — 3%) G' = 0, (nas — Gina) A4! + (Gibs — Eto) Bi! + (Gina — 1h) Gi = 0, et, sous cette forme, expriment queles vecteurs (A,, B;' , C')et (A, B,',C:’ } sont perpendiculaires à la normale Mz;,'; on trouve ainsi deux condilions qui sont indépendantes du choix du trièdre Me, Y:'4/, et que l'on vérifie immédiatement a posteriori, en se rapportant à la signification des eflorts tranchants
S,, S,. Si les conditions S, — 0, S, — o sont des conditions qui résultent de L forme de W, alors W EE les es spa aux dérivées Le
(ata — ti) © T + (its — AA ie (Es — nds Fe ==0,
JW (n1Qa FE Gina) _n + (Rita — EE) + (Eine — m6) de (6),
ce qui entraîne que W est une fonction qui ne dépend de £;, r:, &; que par l'intermédiaire des trois expressions 8, #, G. Le même raisonnement prouve que les conditions :
ie Os Ps = 0
reviennent à deux conditions indépendantes du choix du trièdre Mx,'y,'z, que l’on peut écrire finalement
(nes =— K,n)P, d En (Ce E, — — ft) Q,' Ci (Em x To) Ra —= 0, (rite — Giro) Po! + (be — Bite) Qo + (ns — Tibs) Re = 0.
Si les conditions #, — 0, $, — o sont des conditions qui résultent de la forme de W, alors W vérifie les deux aux dérivées partielles :
doW
(n1$e — en) + (Qiêe — Et dE + (Gina — 182) dr, — O, W GE Gr Es + (GE —E AE Hi (Eins nt) = 5 =:
ce qui entraine que W est une fonction Es ne dépend de p;, qi, ri; que par l'intermédiaire des quatre expressions :
PaËs + Qui + lib Piba + aa + labas Pal + Gant + l'abus Paka + Gina + rabae Envisageons de même la condition S; —0;
elle exprime que le segment, dont les projections sur Mz’, My’, M2’ ont les valeurs indiquées à la page 1034, est perpendiculaire sur Mz,', ce qui donne la condition :
(nat = Cine) > GriCi! es tiB;') ce (KE A) » (GA a EC;) é <= (Eine = nb) ee (£B/ = mA) —= O,
qui ne dépend pas du choix du trièdre Mx;'y1'z;', et qui conduit à une équation aux dérivées partielles vérifiée par W, lorsque la condition S, — o résulte de la forme de W ; cette équation est :
(E8 er M D + (128 ee 9 TON D + (G8 Cr 9 RTE + (6:27 — HG) 2 ee + (NF — r1G) ? _ + (67 — t1G) 2 us = 0 qui s'intègre facilement, car elle admet les intégrales particulières formées
respectivement par 6, #, G.
Le même raisonnement s ‘applique à la condition
qui correspond encore à une condition indépendante du choix du trièdre Ms y:'z, et qui conduit, lorsqu'elle résulte de la forme de W, à l'équation aux dérivées partielles
dW dW rm dW (E6 a (26)) DA + (08 — 119) dqi + (6 — UF) Ex
oW dW dW + (6:93 — 6,6) ms + (n2F — 116) 5 + (GF — 66) ec dont l'intégration est immédiate.
87. Equations obtenues en introduisant, à l'exemple de Poisson, les coordonnées x, y comme variables indépendantes à la place de p1, p2e — Proposons-nous, en poursuivant une certaine analogie avec ce que nous ferons pour le milieu déformable à trois dimensions, de former des équations analogues à celles du $ 35, mais dans lesquelles les variables indépendantes seront x, y.
Pour abréger l'écriture, désignons pour un instant par %,/, Uo'; Zo'° Lo’ Ab’, Ty les premiers membres des relations à transformer, c’est-à-dire posons :
= MAX VB Ye gi = Re — Ab et ES AT
Nous pouvons résumer les douze relations du $ 35, dans lesquelles on a rapporté les éléments aux axes fixes, dans la suivante :
Rz ff es dir, Vo’ 2 + Dos + Lots + Mo 2 + Votes) doidoz CRAN M GI EPR ge + BA DE) 2
dso d dP2 ge) + (marc) + (Pit PE) #
d : dez qe) + (5 — Q, da + Q: Fa Hi (Ko — R ds: be ds Fe \
où À, À, Àgs Us le, ps sont des fonctions arbitraires et où les intégrales , , , , , ; SRE sont relatives à la courbe C, de la surface (M) et au domaine limité par
elle.
Apliquant la formule de Gneen, la relation que nous venons d’écrire devient la suivante :
ST 15E (Xo }1 + Yohe + Zos + Loi + Mon + Nous) À dei do; SE fe + Goes + Hohs + Lois + Joue + Kous) dso dk da le C “ea d — ff (a? Fes + DE en B;- Des + BE CE A D Go a ET Pad pa SRE:
d9 dpe
+ JFG +
dz dz dT dt ne [f ER e Hi — 5 Cp des dos
EB+ EE — DA seb ait (a AUS ENT — LA) des de: — 0
Cherchons la transformée de cette dernière relation, lorsqu'on prend pour nouvelles variables les fonctions x, y de p4, P2. Si l’on désigne par o une
fonction quelconque de p1, p2, qui devient une fonction de x, y, les formules élémentaires du changement de variables sont :
db
d De ce Hs
PT
è — — B; — E Be as d?4 de
Se #07, dP, dpi ÙY dpi RNA d92 OZ Pa dY da
Appliquons ces formules aux fonctions A1, +, À3, pus Mo us3 C indiquant toujours la courbe de (M) qui correspond à la courbe (C,) de (M), désignons de plus par X, Y, Z, L, M, N les projections sur Ox, Oy, Oz de la force et . du moment extérieurs appliqués au point M et rapportés à l'unité d'aire de - la surface déformée (M), et par F, G, H, I, J, K les projections sur Ox, Oy,
Oz de l'effort et du moment de déformation qui s’exercent au point M sur C, rapportés à l'unité de longueur de C. Introduisons enfin douze nouvelles auxilaires AG), BU), CU) ; : AG), BG), CG) ; PE), Qu, R() st QG. R°), par les
formules
à AU = A ÎE + A, LPH=P EE pt 1 2
À d2: 23e ; de" SAS AN +A, À ee PER ä; de Pr À, ‘à * 2
et par les analogues obtenues en remplaçant
As, A2, AUD, AU), Pi, P2, PQ), PG)
respectivement par B;, B;, BU), BG), Q:, Q:, Q, Q(),
puis par Cis Co, CU), CU), Rs, R, RO, RU).
Nous appelons A, l'analogue de À ; nous posons donc :
Nous obtenons la relation transformée
— (fans etu + Ne, A1 dx dy + fau +e+m+iu sus Kus) ds “ CREME NP ET Enr ed 1 0x ? dy dx * dy L'on 2 y) dt du. Le dH\ - | — ff (vs He +QUE 24 QU) nue + RÉ FR UE Jar dy - ffcy-Erv- spy} er de q ( Ne À dy
où les intégrales sont relatives à la courbe C de la surface (M) et au domaine limité par elle, ds désignant l'élément d’arc de C.
Appliquons de nouveau la formule de GREEN aux termes qui renferment les dérivées de A1, À+, À3, His Ho, Us, par rapport à æ, y, ; il vient, puisque À, À, À Ps Ba, Hs, sont arbitraires,
UML ES amd awE, Re us DU EAN (1) B(1) d d _. + — A, Ÿ, GB — BUT dCU) oC) d dx + = 2, n= cp Ÿ— cu,
dy dx
dP() 2P(4) dz dZ p{(1) — ui) ns Re y —- = À, L, 1= Py —? à Ge?
2Q() Fo Se AU + ZAU—-CH=AM, J— Qw? — QO 7 ds (4
dt dy = ) R() d EE . + BH — AW—AN, K—ROT y TROT.
Ces formules peuvent se déduire a posteriori de celles données précédem-
ment ; prenons, par exemple, celles de droite ; on a vu {8 35, 1) que F, G, H peuvent s’obtenir en remplaçant dans
do do;
d AP—-AT, Be
ds
doi
hi
do; dos :
les expressions De ne respectivement par
Lee LME en ee a el a | NAT UTE dP4
en désignant par À, mu, v les cosinus directeurs de la normale extérieure à C,
ce qui donne d
et de même
ce qui revient à dire que l’on a :
dz dz RU Re ES do tdi dt CAT Or ces dernières relations résultent de ce que les formules dx dy dz dz 22 AT HER +R ® pl be entraînent de dy d Re A 1 Æ | Dauue Ge RU CD RER CES
le signe du dernier rapport correspondant au sens de parcours de C, qui beue dans l’emploi de la formule de Ge.
88. Introduction de nouvelles auxiliaires fournies par la considération des trièdres non trirectangles formés de Mz,' et des tangentes aux courbes (f1) et (p2). - Dans le $ 35, 3, nous avons envisagé un trièdre trirectangle Mx;'y;z;', dont l’axe Mz;’ est normal à (M). Les formules donnant F,”, G;', H;', I}, J;', Ky', nous ont conduits à introduire de nouvelles auxiliaires ; mais nous pouvons aussi considérer les équations indéfinies et les rapporter au trièdre, qui n'est plus généralement trirectangle, formé par l’axe Mz,', et par les tangentes aux courbes (,) et (6). Ceci se fait aisément en utilisant les calculs déjà effectués par l'intermédiaire de Mz/y;'z. Il nous suffit de partir des équations obtenues à l'égard de ce dernier et de mettre en évidence les combinaisons
Ko + Yon, XD + Yo TE, LED Mon), Lo’ + Monty, Posons Ji" — El) As + 10) Bi, A," = EU) A," + nl B, Bi" ur EU) AE es PU br B" ee EU) À," ne 7) be
et quatre formules analogues pour £;”, 9,”, £;", 2"; nous en déduisons :
NV DE EE md RS EE HR mL 1
pr EDR" —Ep mt po ED JW — EN B LÉ A , 2 — x
et des formules analogues pour P;", Q;", P;”, Q.". Les équations s'écrivent :
ah. oh .
ie 2 SN Es" — 8,8," —6,8,/ — AD C;"—AD'C.'—A, (El) Xo + lo),
dP1
dP2
BB pp 5" 0,8 — 0,8" AD; — AC, —A CEUX SET UY
di 1 2 1901 2902 LE 2 A4 A0 +), Ci" 20" 892, ,, GD—D 4, ED TD à GD—ID Do À y D os LA ETS DM ile AE VE ie AE 2", per se" 68,9/_0,9 AYR;-APR,—AC'—A(EUL + UM,"
D Ro ir 1 2 1 =A(EGL "+ ru oh 29," 22 L®," “ 1_8,9,"—8.,9,/ZADR.'—ADR 1 AC, —A (ŒUWL 1 ErCOM 1) D do tt ee 1 2 2 —Aÿ(SL, + ), 2R," 0R" 60 —9D,, GD—FDn ED — FD Don GDF à
“5h æ, he À CA SEE VR } DIFATSS D a me À 9,
= À No,
de ET si. 51 fr B:") — GR"
Dans ces formules, on désigne par Z,, 2, 23, 8,, 8, @3, les six symboles
de CHRISTOFFEL :
26 0 26 26 26 +2 29 CET dot TT api PO E Z1 —= 24? , 1e 2? , 2G g 26 26 __L2G dpi 292 Ÿ 3 dP4 Sa — Ë PTE ‘ 2 — 21?
26 2G g CT 26 __ 2 : dp2 see dp1 ' d 92 #47 $ dP2 ÿ 251 d2 23 — 24? È LVerR 24? è
et par A°®, 429, A? les trois déterminants définis par l'identité (!) :
DÉIOT OE 2 d°?x
dpr pa op F1 + pipe
2°? 2° A° (Ode? + aDdpide, + Das) —| 2 © DH dot +272 deudes + dei
: dre desde + > x dei
DP1 Po PS d92
2 DZ d?z D Tres 0% EL — do? + 2 dodo: 2 — di dP1 DP4 dPf dP1dP2 dp3
Pour les calculs précédents, nous avons utilisé les relations : pt) — END — 199, qu = D — 199, pU END END, qÜ = 09 — 1%,
dE: O,E, -H LE d$2 To dé: nar2 = O1 + DE D Na = Dhs TT 252 de on 2 2 252»
dP1 ee ‘à ATP: dp2 Ê
+ — nor = 03% + Esbo,
dr1 dTo dT1 “ a + Era —= Oins + Lire, dr + br and Eure —= Opra + Zoe, l & © dT2 > S. + 22 — O5 + Zsro.
39. Travail virtuel extérieur; théorème analogue à ceux de Varignon et de Saint-Guilhem. Remarques sur les auxiliaires introduites dans les $S$ précédents. — Nous donnerons le nom de travail virtuel extérieur sur la surface déformée (M), dans une déformation virtuelle quelconque, à l’expression :
°C. —_— — [. (Fs'ôx + Go Ô'y —+ H,'9z Ce ro L,'or —+ dé'or + K;/ôr') do So
LE il J (Ko dx + y + Z/8z + Li + M,/ôs No'ëk!) Ao des do. Co L
On peut donner à cette formule d’autres formes, en introduisant d’autres éléments ; supposons, par exemple, que l’on introduise les expressions X5, Yo, Zo, Lo, Mo, No: Fos Go, Ho, Los Jos Ko- À cet effet, désignons par Ôr, às, èk les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mx’, My', Mz' sont àr, ôs’, èk’, en sorte que l’on a, par exemple,
— Sr — x"Da/ + 6'og" 28 ydy ss 2 (a/a” Le g'ag" Les +37),
en supposant toujours les axes que l’on considère de même disposition. Il vient alors :
8e — — [ (Foôxz + Goèy + Hoôz + Lôr + Joôs + Koÿk) dso
Co + \l J oz + Yèy + Zoëz + Loôr + Moès + Noôx) AodPid. Co
(1) Comme nous le répéterons plus loin, nous désignons ici par A°®, A°4), 1°qy, les quantités que M. Darsorx désigne par D, D', D”.
. La force (X$', Yé, Zo') où (Xo, Yo, Z+), le moment (Lo', Mo, No’) ou (L;, M;, No) sont rapportés à l’unité d’aire de la surface non déformée ; l'effort (Fo', Go’, Ho') ou (F5, Go Ho) et le moment de déformation (L', Jo’, Ko) ou (Lo, Jo, Ko) sont rapportés à l’unité de longueur du contour C, non déformé. Partons de la formule :
Jf ô (WA) didpz — — 00,, Co
appliquée à une portion quelconque de la surface déformable limitée par un contour C.
Comme 5 (WA) doit être identiquement nul, en vertu de l’invariance de LA W et de À, dans le groupe des déplacements euclidiens, quand les variations x, dy, dz sont données par les formules (9), page 960, savoir : 5e — (ai + w27 — w3y) di, Ô = (a + WT — wyz) ÔÉ,
5 ôz =— (as + O1Y rs WT) ôt,
et quand êr, ès, èk sont donnés par
" a S n GT — OI, CIO) 0 Le OR — 52,
et cela quelles que soient les valeurs des constantes a;, &, &3, wi, w2, w, nous en concluons, d’après l'expression précédente de &®,, que l’on a :
1 Fodso — ff XoA0d21d22 — O, 1 Gods, — ff YoAod1dp2 10; Co Co Co Co ï H,ds, — ff ZoAod21d52 — 0, CA CS
il (L + YH = 2Go) dso — ff (L —+ 72 — A0) Aode:dp2 = O, Co Go
et deux formules analogues.
Ces six formules se déduisent facilement de celles que l’on écrit d'ordinaire au moyen du principe de solidification (*). On peut concevoir, dans ces formules, que le contour C, est variable.
Les auxiliaires introduites dans les $$ précédents ne sont pas les seules que l’on pourrait envisager : en nous bornant à leur considération, nous ajouterons simplement quelques remarques faciles.
Nous avons, en définitive, introduit deux systèmes d'efforts et de moments de déformation relatifs à un point M de la surface déformée ; les premiers sont ceux qui s’exercent sur les courbes (?,) et (p2) ; les autres. sont ceux qui
(1) Le passage des éléments rapportés aux unités d’aire de (M5) et de longueur de C, aux éléments rapportés aux unités d’aire de (M) et de longueur de C est tellement immédiat qu’il suffit de se borner, comme nous le faisons, aux premiers, par exemple.
s’exercent sur des courbes orthogonales de définition arbitraire et à préciser, et dont les tangentes Mx,', My;', ont des directions arbitraires rectangulaires et à préciser, dans le plan tangent en M à (M). ;
Les formules que nous avons indiquées donnent les derniers éléments au moyen des premiers et inversement les premiers éléments au moyen des seconds. |
Supposons maintenant que l’on introduise la fonction W ; les premiers efforts et moments de déformation ont des expressions déjà indiquées et on en déduit immédiatement les expressions relatives aux seconds. Mais, dans ces calculs, on peut rendre explicites les fonctions que l’on veut mettre en évidence suivant la nature du problème, et qui seront, par exemple, x, y, z et trois paramètres (?) 14, À, À; au moyen desquels on exprime 2, me tee
Si l'on introduit x, y, z, M, À, 3 et si l’on continue de désigner par W la fonction portant sur p;, P», sur les dérivées premières de x, y, z par rapport à Ps Pa, Sur À, À, À et sur leurs dérivées premières par rapport à Ps, Par . obtenue en remplaçant dans la fonction W(2:, E, mi, Li, pi, qi, ri) les différentes quantités E;, n:, G, pi, qi, ri par leurs valeurs données au moyen des formules (30) et (31), on aura :
oW oW We Les ON eo mure Ai Ado, de Gr Me I; — À, ; dk? PA DA Z;— À Û où F di à dx . di dP: dP; dP;
40. Notion de l'énergie de déformation. Etat naturel de la surface déformable. — Envisageons les deux états (M) et (M) de la surface déformable limités par les contours C, et C, et considérons une suite quelconque d'états partant de (M,) pour aboutir à (M); il suffit à cet effet de considérer des fonctions x, y, z, a, «,... y" de 2,, ?, et d’une variable qui, pour la valeur o de la variable k, se réduisent respectivement à x,, y,, zo, %, se. Vo» et, pour la valeur h de h, se réduisent respectivement aux valeurs x, Y, 2, a, d,... y’ relatives à (M).
En faisant varier le paramètre À de o à À d’une façon continue, nous obte nons une déformation continue permettant de passer de l’état (M,) à Pétat (M). Envisageons, dans cette déformation continue le travail total effectué par les forces et les moments extérieurs appliqués aux différents éléments superficiels de la surface et par les efforts et moments de déformation appliqués aux différents éléments du contour; il suffit, pour obtenir ce travail total, d'intégrer de o à k la différentielle obtenue, en partant de l’une des expressions de 56, du $ précédent, et en y substituant aux variations de DV, 2% æ,.. y" les différentielles partielles qui correspondent à l’accroissement dh de
h; la formule ôG. = — ff S(WA) deidps Co
(*) Comme telles auxiliaires 4, À+, Às, on peut prendre, par exemple, les compo-
santes de la rotation qui amène les axes Ox, Oy, Oz à être parallèles respectivement à Mz', My’, Mz.
donnant, pour la valeur actuelle de ô&,, l'expression — J ik 2 AD hderdes,
nous obtenons, pour le travail total,
=f (JL Tadaud) dh = _ ffio. — (Wao)uy ] deidoz-
Le travail considéré est indépendant des états intermédiaires et ne dépend que des états extrêmes considérés (M,) et (M).
Ceci conduit à introduire la notion d'énergie de déformation, qui doit être distinguée de celle de l’action envisagée précédemment; nous dirons que — W. est la densité de l'énergie de déformalion, rapportée à l’unité d’aire de la surface non déformée. à
Ces considérations ne sont que la répétition de celles que nous avons présentées dans le $ 42 ; de même les observations relatives à l’état naturel de la ligne déformable, qui font l’objet du $ 43, peuvent être reproduites à l'égard de la surface déformable.
41. Notion du trièdre caché et du W caché. — Dans l'étude de la surface déformable, il est naturel, comme dans celle de la ligne déformable, de porter l’attention d’une façon particulière sur la surface géométrique dessinée par la surface déformable ; ceci revient à envisager à part x, y, z et à considérer a, a/,.….. y" comme de simples auxiliaires ; c’est ce que nous pouvons également exprimer en concevant que l’on ignore l'existence des trièdres qui déterminent la surface déformable et que l'on ne connaisse que les sommets de ces trièdres. En nous plaçant à ce point de vue, pour envisager les équations aux dérivées partielles auxquelles on peut être conduit suivant les cas, nous pouvons introduire la notion du trièdre caché, et nous sommes conduits à une classification résultant des diverses circonstances qui peuvent se présenter dans l'élimination de «, «/,... y’.
Une première étude qui se présente est donc celle des réductions qui peuvent se produire dans l'élimination de 4, «',... y"; dans les cas particuliers correspondants, où l'attention est portée d’une manière presque exclusive sur la surface ponctuelle dessinée par la surface déformée (M), on pourra même parfois faire abstraction de (M), et, par suite, de la déformation permettant de passer de (M,) à (M); c'est à ce dernier point de vue que nous pourrons retrouver la surface dite flexible et inextensible des géomètres.
Le trièdre peut être employé d’une autre façon ; nous faire sur lui des hypothèses particulières, et de même sur la ne M ); tout ceci revient à envisager des déformées particulières de la surface PERS libre. Si les relations que nous imposons sont de simples relations entre En: QG, Po 5 ri, comme ce sera le cas dans les applications que nous aurons à étudier, nous pourrons tenir compte de ces relations dans le calcul de W et déduire de W des fonctions plus particulières ; la question intéressante qui se posera sera d'introduire simplement ces formes particulières, et de considérer, en quelque sorte, comme cachée, la fonction W générale qui aura servi de point
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de départ. Nous aurons ainsi une théorie qui sera spéciale aux déformées particuhières mises en évidence par les relations données entre E;, n;, G, pi, qi r
Nous verrons que l'on peut ainsi, au moyen de la théorie de la surface déformable libre, rassembler à titre de cas particuliers et comme provenant d’une même origine les équations qui sont le résultat des problèmes spéciaux que l’on a seulement abordés jusqu'ici. Dans ces derniers, on se place quel quefois dans des circonstances propres à éviter la considération des déformations ; en réalité, ils ont besoin d'être complétés ; c'est ce que l’on peut faire, dans les applications pratiques, en envisageant la déformation infiniment petite.
Prenons le cas où la force et le moment extérieurs ne renferment tout au plus que les dérivées premières des inconnues x, y, z et 4, À, À, ; les dérivées secondes de ces inconnues ne seront introduites dans les équations aux dérivées partielles que par W ; or les dérivées de x, y, z ne figurent que dans£;, r;, *:. et celles de À4, À, À; ne se présentent que dans p;, qi, ri. On voit donc que si W ne dépend que de #;, ;, &, ou ne dépend que de p;, q;, ri, il y aura réduction dans les ordres des dérivées entrant dans le système d'équations aux
dérivées partielles. Nous commencerons par examiner le premier de ces deux cas.
42. Cas où W ne dépend que de p1, 22, 1, m1, Qi, », n2, &. La surîace qui, dans le cas de la déformation infiniment petite, conduit à la - membrane étudiée par Poisson et Lamé. La surface fluide reniermant comme cas particulier la surface envisagée par Lagrange, Poisson et M. Duhem. — Supposons que W ne dépende que des quantités Pis Es ni G et non des p;, qi, ri; les équations se réduisent aux suivantes :
DAS UE ie 20e dr LT RE pre dpi dp2 ùo d(WA;) ùo o(WAo) oW 30, 2 à —+-- 5 PET === AY, —+ Abo — O, d21 d22 os (WA) —+- nu > (WA) == AZ, dW —- A5 —_— O, dy ns Os ns 0 UE dpi 22
dans lesquelles W ne dépend que de 4, fs, Sp À, À, À; elles nous
+ montrent que, si nous prenons le cas simple où X,, Y,, Zo, Los Abo, 1% sont ss La LT dz des fonctions données (1) de p1, p+, x, y, z, et , A4» Ào, da, les trois 51 2
équations de droite peuvent êlre résolues par rapport à À, À,, À:, et on obtient finalement trois équations aux dérivées partielles ne renfermant, avec nos hypothèses, que p4, ps, x, y, z et leurs dérivées premières et secondes.
(*) Nous supposons que X,, Y,, Z,, €, Abo, Yo ne renferment pas de dérivées de
À4, 2, Às pour simplifier l'exposition, et pour indiquer plus facilement ce à quoi nous voulons faire allusion.
Bornons-nous au cas particulier, dans lequel les fonctions données Lo Ab, Te, sont nulles; il en sera de même pour les valeurs correspondantes des fonctions de l’un quelconque des systèmes (L,, M,, N,), (L,', M,, N,'), (L;", M;”", N;'). Il en résulte que les équations
2W : 2oW oW reviennent soit à
d dZ d dZ
CB CG, Bo,
doi dpi dP9 dP2
dZz dx dz dx
À, — C, A CG
d94 dP1 d92 dP2
èæ dy dx d
De. 30, ete DE) don O,
soit à :
Si = 0, Sn —0, S$— 0; en sorte que l'effort en un point d’une courbe quelconque est dans le plan tangent à la surface déformée et que les efforts tranchants s’exerçant sur deux directions rectangulaires sont égaux.
Ceci posé, observons que si l’on part de deux positions (M) et (M) supposées données et que l’on en déduise, comme aux 88 34 et 35, les fonctions 4, Abo, Mo, il peut arriver, dans le cas où ces trois fonctions sont nulles, que ce résultat se présente accidentellement, c’est-à-dire pour un certain ensemble de déformées particulières; mais il peut arriver que ce résultat se présente quelle que soit la déformée (M), que ce soit une conséquence de la nature des (M), c’est-à-dire de la forme de W.
Envisageons ce dernier cas, qui est particulièrement intéressant; W est alors une simple fonction (!) de p1, pe, 8, #, G, ces trois dernières quantités étant définies par les formules (32) du $ 34. Les équations déduites des $$ 34 et 35 se réduisent soit à :
dÀ;' # :
SEM +ac-rm)=an. pau d !
ù (È + rAi — pi) = A, Ÿ,, G:' = BB; de A B,' de : i G : —<— oC/ : _ n:
> ee +pB/— Ai) — 4,20", = CP — Ci te t où l’on a :
= ul WoW Aa (a+ bg) Bi A (ang + re 5)
oW oW Mg FT 2)"
(') Le trièdre est complètement caché ; nous pouvons aussi concevoir que nous ayons une surface simplement ponctuelle,
soit encore à ; dA, dAe
ALES ps — AoXe F; = À: 4 — À; ge EE = AY Ge = Bi GE — B où l'on a :
AGEN +ES), ACER
Len oz OW oz oW C = A, (2 A NA re U h
ox oW x dW dy oW dY dW
Ma (Em) Ba (T 2e) dz dW dz 0W
Dao de)
soit encore à :
dA,;" 1 " " LA 2
DCE +avor—rpB)= ax, = Ad ad, : 0
> Œ + riDAS — PC) = AY G = Br ge prier,
EC rm) man mari ot So 0
ds ds où l’on a :
F2 2) 2W oW : oW W As = À (at 5 + 4) %) Be 0 (antp ES + 14) 3) Gr = à, (ax 2 + tt au” : 2W 2W W A = À CE Le + 264) — FA 1): B;> — Ao (a oi. + 27,0) al Gr a, (28 2x9 2) à soit enfin aux équations :
à [NE TRES EG N, GT LT a "0 [nn | + 5% or = sun, |= ax, à |[T &® ) N, EH) EU T Et N 2: N si | Ste r{ Fe 7% | 32» er N: | + rt) nt T | =— AY N, EU) OT (1) (1) 1 ë EU N " ji x + Si} | T n( | FPE [5 n, | so n | ni d F'R=VN UT, GR ENT + UN, Ho,
où l’on a :
A oW to W N=2% ESA ENCORE ‘
— À 2W 2W 2W T — + 28 (Dr) de (Ent) +. Er) + Jon PHAPTE) Fa È
N=—2 2e (n®} + nn) 2 + (n(9) us 4 Ainsi que nous l'avons dit, l'effort est dans le plan tangent à la surface déformée; N, et N, sont des efforts normaux, c’est-à-dire des efforts de tension ou de compression ; T est un effort tangent à l’élément linéaire sur lequel il s'exerce, c’est-à-dire un effort tranchant.
La considération de la déformation infiniment petite, appliquée à la surface précédente, permet de retrouver la surface ou membrane étudiée par Poisson et Lamé (!).
Observons que nous avons, en outre de la formule déjà utilisée qui donne A, les suivantés :
BE — (EU) + (RO), GS EDED + nDnD, GC EDR + (HU),
en vertu desquelles N;, T, N; peuvent être considérés comme des fonctions terminées de p1, p2 et de Elf), EU), 4), n(1).
Un cas particulier intéressant, que nous appellerons le cas de la surface fluide, s'obtient en supposant, à l'égard des trois fonctions ainsi définies, que l’on a :
Si nous observons que l’on a les identités (?) : GUY G — 2 EE + EU) 6 — 4°,
EDn(DG — (ADN + En) F + EUr 6 = 0, (nD}2 G — ann F + (ND) 8 — 4°,
qui résultent des valeurs :
8 — (ED)? + (ND), F—EUUED + ntnD, G = GO HG
des expressions 8, 7, G définies par les formules (32), on voit que les deux conditions que nous venons de poser reviennent aux suivantes :
2aW oW oW 6 dF Der oG ; a mt | Pa (1) Porsson. — Mémoire sur le mouvement des corps élastiques, p. 488 et suiv., Mém.
de PInst., T. VIN, 1829 ; G. Lam, Leçons sur la thévrie mathématique de l’élasticité des corps solides, 2° édition, 1866, g° et 10° Leçons.
(?) En vertu de la seconde de ces identités, si T mL on est amené aux conditions qui suivent, et par suite N1 de poser T = o.
quel que soit l'élément linéaire, — N;; on peut se contenter
qui entraînent que W ne dépend de 8, #, G que par l'intermédiaire de la
quantité A — V/8c _g, et est par suite une fonction de p:, p» et de
u = — 1. En continuant de désigner par W l'expression de W au moyen de P4, Pas 4, On aura : h.
NN er" CT
IL est facile d'obtenir la forme particulière que prennent les différents systèmes d'équations examinés, qui ne sont d’ailleurs que des combinaisons ou conséquences simples de l’un d’eux; en particulier le système de la page 1048 prend, en vertu des équations vérifiées par les E(), … rl), et en désignant
: W à par N l'expression . , la forme suivante :
, 2N oN rG 2 . ar x 32 = AoX" oN à HEULEE s- + ES = A,Y,", tira). Ao gr R' 1 A, A en utilisant la formule :
I I ph — pHED + ae qi) — que, CR KA re ent) == Ent)
dans laquelle figurent les rayons de courbures principaux @, et R, de la surface déformée (M).
Si nous envisageons le cas Er dans lequel W ne dépend que de p, et dans lequel (M) ne figure pas explicitement, nous nous trouvons en présence de la surface considérée par Lagrance (‘), dont l'étude a été reprise par M. Duuex (?) ; nous avons à faire ici des observations absolument analogues à celles que nous avons présentées à propos du fil flexible et extensible de Laëraner. Si, comme le supposent Lacrance et M. Dune, la surface (M,) ne figure pas explicitement, cette surface (M,) ne figure que par la quantité p ; son existence n’est plus révélée que par cette quantité ; si l’on suppose que la fonction W est donnée, à la quantité y, que nous pouvons introduire comme inconnue auxiliaire dans les problèmes habituels, nous pouvons substituer l'inconnue N; si la fonction W est cachée, N devient encore une inconnue auxiliaire, mais dont la connaissance ne donnera plus rien à l'égard de (M,).
Dans le cas où la surface (M,) ne figure que par la quantité u, on peut prendre, au lieu de p,, pe, deux autres variables quelconques, ‘x, y, par exemple, et si W est donnée, on a deux inconnues et trois équations ; si W étant cachée, p ne figure que dans W, on est dans le même cas ; dans le pre-
(1) LAGRANGE. — Mécanique analytique, 1°° Partie, Section V, Chap. IN, $ IE, a°s 44-45, p. 158-162 de la 4° édition. |
(2) P. Dunem. — Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, T. II, p. 58 et suiv.
mier cas, la remarque faite par Poisson est rappelée par M. Duuex (t). Développons explicitement cette remarque, en mettant les équations sous la forme donnée par Laërance et plus explicitement par Porssox et M. Dunen (©).
Résolvons les équati écé 2N TAF quations précédentes par rapport à > et par rapport à 30
nous obtenons :
doN
aN oN A, dp4
A ; M sn "h):
mais, en introduisant, pour un instant, les cosinus directeurs L, l', l" de Mx,', ! V4 m, m, m' de My,', n, n', n' de Mz,' par rapport aux axes fixes, on a :
dx d = 0ÿ2 A y et 1 OŸ mr ES ++
d2; dx ù oz em 0 TE À nee . A4 m D + m ee + m Si j dæ ù èz D —n 19 ne (4 n 5; + n ds + n dx et OUT TRE TNT ES di 7. ùz, 0 0 + Yo'nl dent de fo Le système précédent s'écrit :
oN A, dx dy dz nd 0 72 | oN NN dx ù oz Pet On la IE pérya 2 a), De A | D 02, 05 I À N(g-+ = Xn + Y,n + Zn); a+ ag) = 2 Gen + Yon + Zn)
c'est celui que l'on trouve, aux notations près, à la page 86 du Tome II du livre déjà cité de M. Duuex (le sens de la normale à (M) est seul changé).
Introduisons les variables x, y, au lieu de p;,, p: ; observons à cet effet que les deux relations, qui renferment les dérivées de N, peuvent se résumer dans la suivante :
aN = Ÿ° (Xude + Yody + Zud),
ce qui correspond, dans le cas particulier où y figure seul, à la remarque faite par M. Duxew en haut de la page 90 du Tome II de son ouvrage.
(1) P. Dursu. — Même ouvrage, T. IL, p. 92, en haut de la page. (2) P. Dumeu. — Même ouvrage, T. II, p. 86 et 9r.
Si æ, y sont pris pour variables, nous avons le système
qui n’est autre, aux notations près et avec une convention convenable sur le
sens de la normale, que celui des équations (31) et (32) de M. Duxew. A
Si nous considérons, avec Porsson et M. Dumeu, le cas où Fs F À à PA
. Z, sont des fonctions données de x, y, z (nous pourrions même supposer
aussi des dérivées de z), nous avons trois équations renfermant deux inconnues N, z.
Dans le cas particulier où les fonctions données de x, y, z, dont il vient
d’être question, sont telles que à (X,dz + Yody + Z,az) est la différentielle
totale d’une fonction V, le système de trois équations, qui s'écrit, comme nous l'avons dit,
aN — Po (Xude + Yody + Zde), NÉ NT (+) = Go + où + Zn”),
revient au suivant :
N — V — const. — C,
I r\ida iv AA ren N(g+g)=nt+n Ro D!
N se calcule par la formule N—=V+cC,
et la surface (M) vérifie l’équation (:) :
14 ; V+O(r+g)=" HN — + nn —
43. La suriace flexible et inextensible des géomètres. La surface fluide incompressible. La surface de M. Daniele. — Nous ayons
(1) Comparer Dumex, Elasticité, etc., T. Il, p. 92, qui s'est inspiré des pages 179 181 de Porscox, Mémoire sur les surfaces élastiques, lu le 1°° août 1814, publié par extrait dans le n° de mai 1815 du Tome III de la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, p. 154-159, puis dans les Mémoires de l'Institut de France, année 1812, seconde Partie, qui ont paru en 1816.
considéré le cas particulier où W ne dépend pas de p;, qi, r; et différentes particularisations de ce cas ; nous allons montrer comment, par l'étude de déformations particulières, on peut parvenir à diverses surfaces déjà considérées, au moins en partie, par les auteurs.
Partons d’abord du cas simple dans lequel le trièdre est caché, c’est-à-dire en définitive d’une surface simplement ponctuelle et supposons que ce soit d’abord le cas général dans lequel W est une fonction quelconque de p,, b;, 6, #, G. ;
1. Nous pouvons concevoir que l’on porte l’attention uniquement sur les déformations de la surface pour lesquelles on a :
6 — 6,, F—=S%,, G—= Go.
Il suffit, dans les définitions des forces, etc., d'introduire ces hypothèses, et si les forces, etc., sont données, d'introduire ces trois conditions ; dans ce dernier cas, les problèmes habituels, correspondant à la donnée de la fonction W et au cas général où 8 — 8,, F — %,,G — G, ne sont pas nuls, ne peuvent se poser qué si les données sont particulières.
Si nous supposons que seule la fonction W,, obtenue en faisant 8 — 8,, F— 5%, G — G, dans Wi(o,, P,, 8, F, G), est donnée, que l’on ne connaisse pas les valeurs des dérivées de W par rapport à 8,9, G, pour 8—68,,7—9%,, G = G qu’ainsi W soit cachée, nous voyons que N,, T, N, deviennent trois auxiliaires que l'on doit adjoindre à x, y, z, de sorte que, dans le cas où les forces agissant sur les éléments de surface sont données, nous avons six équations aux dérivées partielles à six inconnues ; on n’a alors un problème déterminé que si l’on adjoint des conditions accessoires. Si la figure déformée est assignée a priori, on a trois équations entre les fonctions inconnues N,, T, N..
Les équations, auxquelles nous parvenons, sont celles qui définissent la surface flexible et inextensible des géomètres.
2. Nous pouvons concevoir que l’on cherche à définir une surface déformable sui generis, dont la définition tient déjà compte des conditions
86, =, G = Go-
Pour définir la nouvelle surface, en restant dans le même ordre d'idées que précédemment, nous définirons encore F,', G;', … N,' par l'identité
J fl S(WA,)do de, — 1 (F dx + Go y +. + K'èr')ds, co Co
— ff (X 8e + Y,/0y + … + Nj'ôx") Ajdo,dp, :
Go
mais cette identité ne doit plus avoir lieu qu'en vertu de B—6,, F=9,, G—= Go:
en d’autres termes, nous envisageons une surface dont la théorie va résulter de l’adjonction a posteriori des conditions 8 = 8,, — %, G — Gÿ à la con-
naissance d'une fonction W(e,, P,, &, #, G) et de trois fonctions auxiliaires Lis Mas Lo de P,, P,, au moyen de l'identité :
f[ [ÈW + 0 (8 — 85) + pô (F — F) + m5(G — Go)l Adp,d?,
È = re Eyeka ds ff (Ko a+ Y, 0 y +... +N/ôr") Acde1do. Co Co
Ceci revient à remplacer, dans la théorie générale qui précède, W par W=W+p(E—8,)+u(F— 9%) + (6 — Go), puis à faire 8 —6,, F — F,, G = Go
Nous revenons, on le voit, à la théorie de la surface flexible correspondant à la fonction W, de p,, gs, 8, F, G, dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent à 8 — 8,, 4 — %, G — Go.
Si nous nous plaçons dans le cas du W, caché, en supposant que l’on connaît simplement la valeur W,(o,. 2,), que prennent simultanément W et W, pour 8 — 8,,# — 3%, G — Gy nous retrouvons la théorie classique de la surface flexible et inextensible.
Observons que si, pour constituer la surface flexible et inextensible, nous tenons, par un changement des auxiliaires, compte a priori dans W des conditions 8 — &,, 3 — %,,G — Go, nous sommes conduits à remplacer, dans les calculs relatifs à la surface déformable générale, W paru, (8—8,)+u(3—%) + H3(G — G), et nous tombons sur des formules qui ramènent encore à l'étude d’une surface flexible, dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent à 8 — &,, F — %,, G — G, ; ces formules, en supposant u,, Has (3 RON connus, nous ramènent encore à la surface flexible et inextensible des géomètres. À ce dernier point de vue, nous retombons identiquement, sur l'exposition donnée par Becrraur, dans le $ 2 de son Mémoire bien connu. Nous pouvons observer que, dans le cas où X,, Y,, Z,, exprimés au moyen des équations, sont les dérivées partielles par rapport à x, y, z d’une fonction © de »,, p,, æ, y, z, les équations, dans lesquelles figurent X,, Y,, Z,, ne sont autres que les équations des extrémales du problème du calcul des variations, consistant à déterminer un extremum de l'intégrale
Ji Acdp,do,,
ÉEE;, F—=Y,, G = Go-
sous les conditions
Plaçons-nous dans le cas où la surface (M;) disparaît des données et ne se présente pas dans la question ; les variables p,, p, apparaissent comme un système de coordonnées auquel est rapportée la surface ; si ces variables ne figurent pas dans les données, on peut alors introduire à volonté deux autres variables à leur place. En se mettant à ce point de vue, qui est celui généralement adopté, les équations précédemment établies donnent, à titre de cas particuliers, les diverses équations connues étudiées par les auteurs, pour les-
quelles nous nous bornerons à donner quelques indications bibliographiques dans le $ suivant.
Supposons que nous partions de la surface formée au moyen d'une fonction W de p,, p,, À, ou, si l'on veut, de Pi, petden— à — 1. Concevons
que l’on porte uniquement l'attention (!) sur les déformations de la surface, pour lesquelles on a :
on se trouvera alors dans le cas de la surface fluide incompressible. T\suffit, dans les définitions des forces, etc., d’introduire cette hypothèse, et, si les forces sont données, de poser cette condition ; dans ce dernier cas, les problèmes habiluels, correspondant à la donnée de la fonction W et au cas général où n'est pas nul, exigent que les données soient particulières.
Si nous supposons que seule la fonction W,, obtenue en faisant y — 0 dans
W(P,, P2 &), est donnée, et que l’on ne connaisse pas la valeur de 7 pour
u = 0, qu’ainsi W soit cachée, nous voyons que l'expression N devient une auxiliaire que l'on doit adjoindre à x, y, z, de sorte que, dans le cas des forces données, nous avons quatre équations à quatre inconnues.
On peut encore partir d’une fonction W, qui peut renfermer les E;, ri, €; aussi bien que les p;, q;, ri, et chercher la forme qu’elle doit avoir pour que l'effort s’exerçant sur un élément linéaire quelconque lui soit normal et de plus soit dans le plan tangent de (M). Il faut et il suffit que W ne dépende des £;, ns G que par l'intermédiaire de l'expression À — V EG — F2.
Nous mentionnerons aussi la surface qui se déduit d’une fonction WP: Pa 8, #, G) par l’adjonction des conditions 8— 8,, G—G, ; dans le cas où W ne dépend pas de #, on arrive à une surface dont l'étude a été commencée par Dance (?). Le cas où W dépend de % peut être rapproché d’une manière intéressante de celui de la surface flexible et inextensible ; il paraît correspondre mieux que ce dernier à ce qu’on peut appeler les surfaces armées, ou aux enveloppes, telles que celles des aérostats, formées d’une substance élastique, dans laquelle se trouve noyé un tissu à fils inextensibles.
4%. Quelques indications bibliographiques relatives à la surface flexible et inextensible des géomètres. — La surface flexible et inextensible des géomètres a déjà donné lieu, au point de vue mécanique, à un grand nombre de travaux. Il nous a paru utile de rassembler ici les indications bibliographiques suivantes, qui se rattachent à cette surface.
LaGrance. — Mécanique analytique. 3° édition, 1"° Partie, Section V, Chap. III, $ 2, p. 138-143; Note de J. BErTraxD, p. 140; 4e édition, Tome XI des Œuvres de
(*) Ce point de vue parait être celui auquel s’est placé M. Duew, dans son ouvrage : Hydrodynamique, etc. ; voir p. 91 du Tome II, les quatre dernières lignes, et p. 92 la fin du $ 6. | a +=
(2) E. Dameze. — Sull’ equilibrio delle reti, Rend. del Circolo matematico di Palermo,
Lacrancz, 1° Partie, Section V, Chap. III, $ 2, p. 156-162; Note de M. Darsoux. “p- 160.
Poisson. — Mémoire sur les surfaces élastiques ; lu le 1°* août 1814; inséré dans les Mémoires de la classe des sciences mathématiques et physiques de l’Institut de France, année 1812, 2° Partie, p. 167-225.
Cisa DE Gnésy. — Considérations sur Péquilibre des surfaces flexibles et inextensibles (Memorie della R. Accademia delle scienze di Torino, vol. XXIII, Parte I, p. 259-294, 1818).
Borpon. — Sull’ equilibrio astratto delle volte (Memorie di Matématica e di Fisica della Società Italiana delle Scienze, residente in Modena, 19, p. 155-186, 1821); Memorie dell’ I. R. Istituto Lombardo di Scienze, Lettere ed Arti, 9, p. 126-142, 1863 ; Sulla stabilità e l’equilibrio di un terrapieno (Memorie di Matematica et di Fisica della Società Italiana delle Scienze, residente in Modena, 24, p. 55-112, 1850); Considerazioni sulle svolte delle strade (Memorie dell’ I. R. Istituto Lombardo di Scienze. Lettere ed Arti, 9, p. 143-154, 1863).
Mossorri. — Leziôni di Meccanica razionale, Firenze, 1857.
Brioscai. — Inlorno ad alcuni punti della teorica delle superficie (Annali di Tortolini, 3, p. 293-321, 1852).
Jeccerr. — On the properties of inextensible surfaces (Transactions of the Royal Irish Academy, 22, p. 343-378, 1853).
Mainarni. — Note che risquardano alcuni argomenti della Meccanica razionale ed applicata (Giornale dell I. R. Istituto Lombardo di Scicnze, Lettere ed Arti, 8, p. 304- 308, 1856).
Lecornu. — Sur l'équilibre des surfaces flexibles et inextensibles (C. R., 914, p. 809- 812, 1880 ; Journal de l'Ecole Polytechnique, 48° cahier, p. 1-109, 1880).
BELrraMI. — Sull’ equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili (Memorie della Academia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, Série 4, S, p. 217-265, 1882).
Kôrrer. — Ueber das Gleichgewicht biegsamer unausdehnbarer Flächen, Inaugural Dissertation, Halle, 6 février 1883 ; Andwendung der Abelschen Functionen auf ein Problem der Statik biegsamer unausdehnbarer Flächen (Journal für die reine und angewandte Mathematik, 403, p. 44-74, 1888).
Morera. — Sull equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili (Atti della Reale Accademia dei Lincei, Transunti, Série 3, 7, p. 268-270, 1883).
VozrErra. — Sul! equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili. Nota I et Nota II (Atti della R. Acc. dei Lincei. Transunti, Série 3, 8, p. 214-217, 244-246, 1884); Sulla deformazione delle superficie flessibili ed inestendibili (Atti della R. Accad. dei Lincei, Rendiconti, Série 4, 4, p. 274-278, 1885).
Maccr. — Sull” equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili (Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Sciense ed Lettere, Série 2, 17, p. 683-694, 1884).
Parova. — Ricerche sull equilibrio delle superficie flessibili e inestendibili, Nota I et Nota II (Atti della R. Acc. dei Lincei, Rendiconti, Série 4, 4, p. 269-274, 306-309, 1885).
Pexxaccmierrr. — Sull equilibrio delle superficie flessibili e inestendibili (Palermo Rend., 9, p. 87-95, 1895). Sulle equazioni di equilibrio delle superficie flessibili e inestendibili (Atti Acc. Gioenia (4), 8, 1895), Sulla integrazione dell’ equazioni di equilibrio delle superficie flessibili e inestendibili (Atti Acc. Gioenia, (4), 8, 1895).
RaxHMAMNOV. — Equilibre d’une surface flexible inextensible (en russe). (Recueil de la Soc, math. de Moscou, 49, p. 110-181, 1895).
Leconxu. — Sur l'équilibre d’une enveloppe ellipsoïdale (Comptes rendus, 422, p. 218- 220, 1896 ; Annales de l'Ecole normale supérieure (3), 47, P- 501-539, 1900.
De Francesco, — Sul moto di un filo et sull’ equilibrio di una superficie flessibile ed inestendibile, Napoli Rend., (3), 9, p. 227, 1903 ; Napoli Atli (2), 42, 1905.
45. La surface déformable obtenue en supposant que M: est normal à la surface (M). — Nous nous proposons d'introduire la condition que Mz' est normal à la surface (M) ; nous pouvons concevoir cette introduction, soit en partant de la surface déformable précédemment définie, et en étudiant les seules déformations de cette surface qui vérifient les conditions
soit en définissant une nouvelle surface déformable, dont on développera la théorie, par analogie avec celle de la première, mais en ayant égard aux conditions (42).
Plaçons-nous au premier point de vue et étudions les déformations de (M) qui vérifient les conditions (42) ; supposons en outre (!), en vue de l'étude de la déformation infiniment petite et afin de pouvoir former une suite continue de surfaces à partir de (M), que l’on a &(9) — &(9) — o.
Il suffit d'introduire les hypothèses (42) dans les formules des $$S 34 et suivants, pour obtenir les expressions des différents éléments qui figurent dans la théorie. Inversement, si on nous donne, pour fixer les idées, les forces et moments extérieurs, on devra adjoindre aux six équations qui résultent de cette donnée, les deux équations (42), ce qui montre que si la fonction W, qui sert de point de départ, est donnée, on ne pourra pas se donner arbitrairement les forces et moments extérieurs.
Mais observons qu’en limitant l'étude des déformations à celles qui vérifient les (42), nous avons surtout en vue de constituer une surface particulière ; nous sommes donc amenés, en suivant cette idée, à distinguer trois cas : r. la fonction W est cachée, et nous ne connaissons que la fonction W, relative aux déformations particulières mises en évidence et constituée avec les éléments essentiels de ces déformations ; 2. la fonction W étant encore cachée, (c’est-à-dire non donnée), nous connaissons des relations (différentielles, par exemple), qui relient W, et les traces (ici trois fonctions) de la fonction W ; 3. la fonction W étant toujours cachée, nous connaissons, partiellement ou totalement, les fonctions qui nous rappellent l'existence de W.
Développons cette indication, en entrant dans le détail des calculs. Par le fait des conditions (42), le trièdre, au lieu de dépendre des six paramètres æ, Y, Z 15 Ro, Às, ne dépend plus que de quatre paramètres, par exemple x, y, z, m, en désignant par m l'angle défini par la formule :
n1 HUE
qui représente un des angles faits par l'axe Mx’ avec la courbe (p.) de (M). Désignons par A2, A, A9) les déterminants définis par l'identité que nous avons écrite au $ 38, page 1042, qui ne dépendent que des dérivées de x,
(‘) Les conditions &(9) = &(9) — o peuvent être omises dans notre exposition actuelle et ne figureront en somme que dans l’étude de la déformation infiniment petite.
y, zet sont indépendants de m et de ses dérivées ; rappelons en outre les formules du même paragraphe (symboles de CHRISTOFFEL\ :
ê d FE dS4 dP1 nd 2 A? ; nn Lu DS dpa tes, 2 2 A?
et, d’après les conventions faites,
—= Eine + anse
On a, pour déterminer les rotations Ps, Qi l'a» Par Qas Far les formules suivantes (*) :
pi = 42 — 69, qi = m2 — 9,
P2= t19" A ED, Q2 — 112" Cr n29), ne om , ZA,
He Se Fo — &
Les translations se calculent au préalable par le système :
F — tg m, f° + n? = 6, AS + me = #, + ri — G- Les translations, on le voit, s'expriment au moyen de m et des dérivées premières de æ, y, z ; les rotations Pi, q1, Pa, g» s'expriment au moyen de m et des dérivées premières et secondes de x, y, z; enfin les rotations ri, r2 s'expriment au moyen des dérivées de m et des dérivées premières et secondes de x, y, z.
Si l’on porte ces valeurs, dans la fonction obtenue en faisant & — & — 0 dans W, fonction que nous allons désigner, pour éviter toute confusion. par W°, nous obtenons la fonction W, de P;, P2, m, _ a de x, y, z et de
LD Ï ù
leurs dérivées premières et secondes, qui dépend par suite des expressions m, om ve ss ° :
“—, .… par l'intermédiaire des neuf expressions indépendantes :
dpP1 m, 6. F, G; Ti T2 ?, D 2.
ou ce qui revient au même, des neuf expressions indépendantes Ë,, n,, Ë», +, Fred, DEP.
Désignons par W\,' la fonction de ces neuf dernières quantités qui, après substitution de leurs valeurs, donne W, ; W,' résulte de W° par la substitution de p1, Qi Pas Q2
Nous avons une fonction W;' qui, en dehors de p;, p> renferme les neuf arguments qui viennent d’être énumérés, alors que W, en dehors de p4, p2, &1, Ÿ», renfermait les dix arguments &,, n1, Ex, no, Pa, Qu» l'a, Pa, Qas ra.
() M. Darsoux, Leçons, T. IL, p. 363, p. 378-379, n°° 495 et 503 donne des formules identiques ou équivalentes ; nous représentons par A°®, A2), A2q) les quantités que M. Dansoux désigne par D, D’, D”,
LA SURFACE DÉFORMABLE 107 Nous devons nous arrêter sur ce point important qui, en définitive, résulte de la considération de l’une des équations auxquelles M. Darporx donne le nom d'équations de Copazzi, savoir Pate — Qi2 — pans + 2 — 0, et étudier les équations de la statique de la surface déformable, dans le cas où nous nous plaçons. 1 La fonction W,' se déduisant de W® par la substitution des valeurs de. Pi. is P2, 2 Pa = t1D' — 9, di = ND — 129, Pr: = 4129" — ED, = nŸ — n39, il en résulte que l’on a :
We Le y We We 3We_oWe We dË1 251 dPi dpP>2 £ 252 252 2P1 dP2 AN ON row: ao 2W;' ___oW° on? dus oVV° q CR ST be er on an où ER 2W,' _oW° 2W,;' _2W° OP me orpe dr2 dr> 2Ws'u. <oW° aW° 2W,! oW° aW° SDÉTLES “op £2 2qi N2» 39" $1 2p n1 32 2W,!__, aW° aW° NP ON ESA = fi pr + ap; soi A Na 0
en continuant de désigner par W° le résultat de la substitution de p:, p:, q1, a.
Supposons qu'on introduise, dans ces formules, les expressions des lettres
au moyen de m, F … et que l’on tienne compte des (42). Observons que les formules oW cent C': — À, ->ne permettront pas de calculer C;/, C>' si W est caché, car il faut tenir compte des (42); mais les autres formules donneront les autres expressions 1’, .…, au moyen des valeurs des dérivées de W°: on a, en effet, par exemple : k sai ‘aW __oW?° Ft Les neuf formules que nous venons d'écrire donnent donc actuellement :
W ’ À, —=A/+®P;/+2P;, A, ER — A; — DP,;' — DP:, W 1 A, QuF = B;' Ste D'Q;' LE D'Q}, À, . TT. B; — DQ;' DE DQ:', QUE 2 2oW oW, LR.
0 Lu a, Lo, à aW !
A 2 = — EP — QU, A ne = EP + iQ B ae = Pi + mQ: — Ps — n2Q7,
où nous mettons W, au lieu de W,' pour indiquer que l’on doit remplacer les arguments £;, ..... D" par leurs valeurs en fonction de m, D Re
Nous n’avons plus, pour calculer les dix auxiliaires A;', …, autres que CG; C:', que neuf équations, lorsque la fonction W, est seule connue ; il restera donc, en définitive, lorsque W, sera seul connu, trois arbitraires.
Pour étudier le système des équations de la statique de la surface déformable, appliquons au trièdre Mr’y'z' les formules relatives autrièdre Mx'"y,'2;",
dans lesquelles figurent les auxiliaires définies par les formules :
J:’ = A + AoB1'; D,’ = EA,/ SF 5.B;!,
R,' —= 61 A1 ae n1B:', Be! = A," ce mB;', et par les quatre analogues pour £;, 9,', &,', 9,': les neuf formules précédentes s’écrivent :
a (ere +n ne J=m+92 +98, À per Eros Te ) = 9%, —92), aie INCALE + ne )=8. /+99,/+99,, ae 1. Dr) 1_99, —99,, oW al ; À ar, AE Ao ds R;’, W, F M ; ne dore, as
Considérons les six équations d'équilibre données au 8 38 ; les deux premières du second groupe donnent AC,' et AC:! :
AC,'— ee +585) 0,9, 09) APR, —ATR, AL) + mM,') —AC, = er a CA —5,®,—0,9, 18,9, — — ADR; ADR, — A, (EL, +n,M,)
Porto ces valeurs dans les trois équations du premier groupe ; écrivons la troisième équation du second groupe, et il nous reste le système :
Den Cu + DR DR) + PAU, — 9e.) + D — 97 —+- ? si +9 (2 —L3)—2(%, +92,/+92) —2(M)—D2,—92)
—e,(B" +992, NT ete )+2(229 595,92) — (8,D — 2 8,9 + 8,9") (9,' — E>)— A(DD' — D?')R,' —A, (EX + reYo!) + AoŸ (&Lo’ + n2M,') — AD (iLs' + n,M;') — 0,
= 0) , M ne) re) U on = PQ, + D 9.) + a: (B' — 2? —— d9,') +9 re (2,' se 8)
n A y / Hg Elo Ro —E (UHR +D'E) EDR DE) —0,(8,/+09,+90/)—6,(8/ —D9;—29;)+a(—18,9 +8, 9'-+6,9)9, (25,9 — 2,9" —2,9)(9,/— 0) + ADD — DR) — A (EX Y,/) + 409 (Lo + 72M)— AD (EL, + n,M) — 0,
Y=! (Qi) 08; _@i+222®) Eof) 52 api 21 02 dp A ppt a & à
SE . 2 (Rs! + DE + DE) + ST e on (B1! + DD + #9) rie Fe (ou = 98, — ve, + 9 IT (a; — 20, — 997)
Los 2 2 .
CEA (PR + DPR;) + 3 (PR; + DR) — 3 [4 (Lo + M | —- £ on E LEZ M, !
3% a Elo + 0) | — AoZ0 —= 0, — 2R;' oR> & !
Honor re a (Jos! + DEL, + DE) z / !
+ KL -02 9 8 —(81 +001 + 90,)- 4 (B/—D2/—-D 2) AN —0, en remarquant, pour la formation des trois premières équations, que les équations de Copazz sont, avec nos notations actuelles (!),
dD do
— — — D — 2 5,9) — Ée v + 2D — 229 + 2,9 — 0, 2 oŸ ; ;
LS
en désignant par % l'expression formée uniquement au moyen de 6, #, G et de leurs dérivées premières et secondes, qui représente la courbure totale de la surface, et en remarquant aussi que
à log À à log A ——. — 8 Z ——2— — 8; D 2P 1 + 2 3P2 2 + 239 ; À 2° log À et que, par suite, en égalant les deux valeurs de D— , dP10P2 6 _ 01 __ 22 25 dP1 dP2 dP2 dP1 ou 2 2 do Z ( o 6: e) &) I (ee 28: ) — EE — = —— = — —< — — — 0,7, 8,2 dps À op1 À 20 À 2P1 À A\dpy 22 LA Si | 1/02 oz: ) | Jetbs, +0, ).
A dP4 UE
(t) Ces équations se déduisent immédiatement de celles données T. III, p. 246, 248, des Leçons de M. Dansoux, en effectuant le changement de notations et en observant que
olA 6, +15, CEA 6, +5.
dP1 dP2
4€. Réduction du système du $ précédent à une forme analogue à celle qui se présente dans le calcul des variations. — Il résulte du calcul précédent, ce qui est aussi une conséquence a priori des considérations habituelles au calcul des variations, lorsque les expressions des forces et des moments extérieurs ont des formes données particulières, que les auxiliaires A:',..., ou, ce qui revient au même, les auxiliaires %;',..., s'éliminent toutes quoique leur nombre soit supérieur d’une unité à celui des équations.
Nous allons mettre les équations, résultant de cette élimination, sous la forme que l’on pourrait déduire du calcul des variations, dans le cas où les expressions des forces et moments extérieurs sont données sous une forme particulière.
Commencons par remplacer dans W, les arguments E,, n,, £:, n2en fonction des arguments m, 8, 3, G, par leurs expressions déduites des formules :
E =tem, E + n°? — 8, EiËa + nine = F, EE +n — 6) auxquelles nous adjoignons la formule déjà utilisée : EaTo — Es = À,
qui ne fait que préciser le signe de E:, 12.
Nous déduisons de là :
= g À & = VE cos m 9 = —— COS M — —— sin M 1 ’ Ë ve VE ’ n1 = VE sin m, nos m + 2e m,
en désignant par V& une détermination du radical. En désignant, pour un instant, par [W,] la fonction de p,, ç2 et de m, 8 F, G ra re, D, D, D ainsi obtenue, nous avons les relations :
AW,]_7 (2 W,,. oW, 2) 1/,.0Ws, WW, G [;oW oW 6 —2@\t: NA T4 dm: a 22 Fe on )a(e = L, ).
W,]_1 ( 2W, ,;2oW,
” # dË2 12 d2 }
26 —2A dÉs /?
ol W oW oW oW oW pi o] + ns + — ns — 0 om CU ab: or, 2$2
Posons, pour abréger l’écriture, = di + DE, + pe, aÿ — Jos — DE; — DE, b' — 8; + #9, + po,, b! = B — D9,' — 99,';
nous avons les relations :
: 2Wodd) |, (Wal) _ (WA) >(WA) PAR Lo van am à D 5 een
à (WA) o(W;4) va o(W,A o(W,A) BD ds pe 200) 4 9, 2e) Lo,
d'où nous déduisons les expressions suivantes des dérivées de (Woo) :
2(Wo4o) __ mb — ma 2(Wos) _ mobi — aa A
2(WoAo) __ Ei@i! — Exbs 2(Wodo) : ta! — Eb, 9% À é CA Pari A .
qui nous permettront de calculer, au moyen de a;’, b,', a;/, b;!, les différentes combinaisons formées avec les dérivées de (WoAs). Nous obtenons ainsi :
A 2EWo]l__ G ÿ 8 g2 JC.
A et — gui + Ea(— u+qa)=z RU HER — 5 EAs02 [W g En a[ W DR ae — En, o[W 6 ,; 4 ; RNCS + Ya! —b)—$07,
d’où l’on déduit :
A 'TW As F a! — # à, St + 99A, À Vo] + GA LM b' — 264 sW + À, a ; a; — AA, % “aa 4. et :
D SAX, 8° Na ah Le ï de sorte que, si nous désignons par W, la fonction [W,}, les dix auxiliaires autres que C;’, C;/ sont définies par les neuf formules suivantes :
à 2(Wo) | ,g 2(WoB9) + ç 204), om à:
Ji’ + p'æ,' —+ DE! = g
Bi + DO, + DO) — 28 nt 20%, a) Ô
2 (Woo)
, W,A M — 98! — 92 Ag Aer 2 (WoAo) dG
B; — DO, — DO) — A 6 Ne) re oW, À oW,
GY== 2 —= 5 ET» 9 or,
Cj— A
Définissons les cosinus directeurs y, y’, y” de la normale M7 à (M) par les formules :
1 d(y,2) tres 1 2(2,x) ot)
A à (04, Pa)” mr (ps P2)” 7 A D(P1, Po)
Nous avons d’abord l'identité suivante, dans laquelle nous introduisons, au lieu des dérivées de W,, les notations que nous venons d'indiquer à l'instant,
2°? d (Wo Bo) | 2? 2(WoAo) | d? (Woo) Lu d(WsA5) La 2(WoAo) 0)
221? ox TEE CRE F3 d?x d2:; 2x - 229 dx n) 1 3— FIRE NS 2 dP10P2 2? d?1 22 mé ee HET »#(ïe,) »[t 2, —2,)| » (12 + 2Wode) _ (42: AE Pa) 2° 2x 2p? DP10P2 2p?
CHA GT dx LT d 40 d?9 21: 2 d?2 d1n1 +— C — ee C d?1/ 231 8 ; dP2 £6A /
AU À. b;' Fa; FG 2 ( Fax 4) dT CT me EE
q Ù U — << te —L3)+ on ni +)
ee 2x dx 2? A? ? Jap dP1 CO à94 £a Gb,'\ ox 29 +3 (Xe Te je HE Me 0 arte
d— nc
RE = Le (Qi — 22) + —— TX dP2 d
Pour obtenir cette identité, sous la forme que nous venons d'écrire, nous avons utilisé les relations{!) ;
26 26 3: = 9 (88; + FS;), EFA = 2(68: —+ FE), REX. OU dF 26 TT a MNT TPE li ent eil : dG 5 = 2(90; + GS), Lè — 2 (F8; + GE),
qui, résolues, donnent les valeurs des symboles de CuriSTOrrEL Xi, Xo, 23, 81, @, 63, ou inversement les valeurs des six dérivées de 8, #, G, et permet-
1 : ; LR log À L (‘) Nous avons aussi continué à utiliser à 5 = 6, + 2, : Fe Fe = 8: + 53.
tent d'éliminer ces dérivées de 8, 3, G; nous avons aussi utilisé les relations (!) :
0) — ZE, — L) np ie Ge ART d?x dx à = 0, — SANS } Av 9271999 ? 29, + 23 + T'Ay, d?x ox dx j ba 0 2 FX
qui permettent d'éliminer les dérivées secondes de x, y, z et qui donnent lieu à deux séries de formules analogues obtenues en remplaçant x, Y par y, y etz, Y’, les cosinus directeurs y!, y” étant définis par des formules qui se déduisent par permutation circulaire de celle relative à y.
Considérons les différentes expressions qui se sont présentées dans le calcul précédent.
Soit d’abord ZA ere 26 8 dF = g 28 or, " CE à 292 CERN 291 dx dx dT 2A6 dpi Pi di RC RE ie 2AZ;ox Z:
25e 5 ( dt a PART DPAdPi 2OPodPI OP 7 63 2p1 A6\7on ‘ox AË
CHA LE GSN— dr 2 PLUG) ps ES E TE
7 6? op AB\S2n 22% A8 d on a d'autre part gg do Ç de or Gr Ç0e_ que D OP OP DPidPr prop POP | Of Da ea 8(0, +s)+ ] AE ÂE AE? m4 (68, + FE &(e 7 22 + gay) — 2 (70,+G+68+95) 705 oo e DRE RE dpi . BE
A6 reg 0e
d’où résulte :
5,A CPE
& rater A dy LISTE
(:) Dansocx. — Leçons, T. IL, n° 702, p. 251.
On a de même
Le Ë e 2G ‘G 28 sde 2 A Su AU n de tor 2x 2A6 20! è21 CERN : dx dG 1 ox 8 _g d?x ___ 2Z2Aeèr =, ( 2 Lot 201 21 2 dpi 00 2P,092 x à 6? à A8 ÿ 291 +) AË h 2150 _ © (88,+F5,)-Fre (Ç 2) ETAIENT Fe (64 op ET 0: rer AE mais d'autre part 27 __Lox|E 26 2x DT dF 0x DT "02 dx e E——5 ——— ——$%$ TE D D 292 dpi prop ‘207 pros DPAdPo _ dps pi | 8(82+ Es) + 22 Aë pr A6 ce A6? ; , d?x 2 ROLE Ce +35 =. +9'A de (88:+F53+F0:+G2)—F AT + A8 CE 292 di gg À (6 (0: + 23) + 2(88, + F2)], d’où résulte Z2A dt dx 8 Di one :
NS, a CEA d22 A6 Y dP1 On a encore :
AZ; 28 a NS :
= eee DR eut ë U d92 221 291 dE Cas Co 26 002 d22 222 d?x 1 ox 26 D Ne ie RL CL JL _25f 2 ps > A6 | on dpi : 8(e, A 7. PAT) (E@:+5:) — — 1 (e CE = Te Su LR "5 —Ÿ Fa LE 299 221 AG ati d Aë;, £ 2G 26 des : 8 _9 d?1 d£2 3 2x dT 2A8 092 d92 d92 g dr __1 ox 26 Ex ( 52) J _DPidp2 2 Dps 269 FRA dP2 2: A6 dx dx rA 27 .
Tes 2e —T(88,+35, Dies: mor are Ÿ) a ORES Dre 7 A6\ 5% ‘ap A8 rare.
Modifions l'identité que nous avons obtenue et qui nous en donnera deux analogues en remplaçant x, ÿ par y, Y, puis par z, y”.
Nous allons développer les parenthèses de façon à mettre en évidence les premiers membres des équations de la statique de;la surface déformable, abstraction faite des forces ; nous utiliserons à cet effet les relations (1) :
dy __ FD —GDox FD — ED dx
3P1 2p1 A op oY __FD'—GD'ox FD — D dx Po À TT d21 À d92
qui donnent lieu à deux systèmes analogues obtenus en remplaçant x, y par y, x puis par z, y”, et qui entraînent :
À JD —GDor D—E6D or +.
SPA LE te A? 397 À (ge
_JD—GD ox ID—EV ox + Es SN D IUT eo Al
Fr. œ _ Ge æ _ je Fa EN dy nn É dP1 221 dP2 _ O1 + 2 de 1? À? A?
Sir œ _ Ge x _Ç% pe OP go dat res
Nous arrivons ainsi à constater que, si l’on désigne par U:, U,, V, W les premiers membres des équations de la statique de la surface déformable, l'expression que nous venons de considérer reproduit tous les termes indépendants des forces et moments extérieurs, qui figurent dans :
Le changement de x, y, en y, y’, puis en z, y” donne deux résultats analogues. D'autre part, l'équation W— o s'écrit :
d04 227 dP2 à om op: dp2
2 (WA) h. 9 2(Wo4o) 2 (Woo) + AN; = 0.
om
\1) Darsoux. — Leçons, T. III, n° 698, p. 244-245.
On voit donc que si l'on pose :
RE = o A dx dy CR Ra: 291 À Bot AoX + À | r 99 (1,2 + ME + N, 5) 5 Mk
l À, LE en æ)].
mr" [: À (Le op, Map, Nez,
et deux formules analogues obtenues en remplaçant %,, X,, x, y respective-
; ox ment par %,, Y,, y, Y, puis par 5, Zo, 2, Ÿ’ (en dehors de L, NE. et
de L, e + …), les équations de la statique de la surface déformable peuvent
se résumer dans la relation suivante ({) :
[frovearde + [faste + YÈy + F0: — Nj'Èm)dpidoe = 0,
où l’on n’a égard qu'aux termes qui, finalement, se présentent sous le signe d’intégrale double.
Le résultat précédent peut se généraliser ; supposons qu’on exprime &, M1 &, n2 en fonction de m, 8, #, G par les formules :
> & — V8 cos (m + u), Een nn ne onto) VE VE : F . A nm=Vésin(m+u), n,—= <= sin (m + u) + — cos (m + u), Ve "Ve où u désigne une fonction quelconque des seules lettres 8, #, G ; l'équation A — o peut encore s’écrire :
2 2(Wo4o) | 2 2(WoAo) _ 2(WoAo) | AN, — 0 op om 2} OM om dPi dP2 En formant la combinaison MR Mu ENS 0e à 32 à 5 EN = ( x 2U, Pa x3 Pa U, | RCE NE | No. 292 dP, _ ou 2 ou en) A6 x : +) se dP1 dPa
| (*) Cette relation est analogue à la formule de !(ÔT + U'jdt = o que Tisseram donne p. 4 du T. I de son Traité de Mécanique céleste, pour le principe d’Haizron
et les deux analogues obtenues en remplaçant x, ÿ par y, y’, puis par z, Y’, on trouve trois équations dont la première est :
à Woo) 2? (WA), 2° a(W,A,) à a(W,As) à (WA)
Di 0m | prop DR of of om a op 2e ‘00
3 312: 3 ° 2er Lo
en posant :
dx g dx | A ox à 2z ou 0 Do AB —A,X, + > æ( 2x ay _ _ou ___ 2P2s 7 op A 0%0— À Cd YA ne ue. ae 2e RE AN dP4 __2è{(.,4 dX ay dY 2z au ; mr (re +M + N À) — 5œ AoNo :
dP2
es quatre équations peuvent se résumer dans
JT. {5(W;A) + Ao( x + Yôy + Eoôz — N,'ôm) È doide; — 0, So
où l’on n’a égard qu'aux termes qui, finalement, se présentent sous le signe d’intégrale double.
La forme résumée à laquelle on vient de parvenir, et qui doit être traitée suivant les règles du calcul des variations, est particulièrement commode pour effectuer les changements de variables.
En supposant les expressions %,, 4,, 3,, N,' de forme particulière, on aura les équations des extrémales d’un problème du calcul des variations.
Plaçons-nous dans le cas particulier (*) où W,A, ne dépend pas de r;, r; et ne dépend de &,, &, n1, n2 que par l'intermédiaire de 8, #, G ; ceci revient à dire que l'expression finale de W,A, ne dépend pas de m, EE _. est une fonction de p;, p2 et des six fonctions
des dérivées premières et secondes de x, y, z.
Supposons en outre que N,' = o; si %, Yo &, ne dépendent pas de m, nous avons finalement trois équations relatives seulement à x, y, z, qui peuvent se résumer dans la formule :
1h di S(Wo4o) dPidpe + JE A (Bd + Voèy + F08:)dPidps — 0. Co Co
(1) Ce qui va suivre peut s'appliquer aussi au cas où W,A, est quelconque ; l’hypothèse essentielle est celle faite sur L,, M,, N,; on pourra aussi envisager le cas où W,A, est du premier degré par rapport à ri, r», les coefficients de ces derniers étant constants ou plus généralement indépendants respectivement de p2 et de p1.
Dans le cas particulier où, U désignant une fonction de p,, p: et de x, y,7, Y e FAIRE y", on a en outre :
7 As 2(Ps, a) oU oU oU A Tate 0. dy 02 oU A oU oA oU 34 D: ABC VE DE EE | dÿ2 dP9 d?2
y m2 fe A oU o4 oÙ oA Lo + Mo + No FRE o7 y NES , dP1 dP4 dP:
Liy + Moy! + Noy” = 0, on a alors :
AR __ a(UA;) à a(UA;) 2 Ua) Et dt oTAERon 2 | 3 , 3&-? d?1 dP2
et deux formules analogues, et on obtient les trois équations des extrémales
relatives à l'intégrale Je AWo + Ujdpide: ;
les formules précédentes reviennent à poser :
y oU _ ro L=7Y ET 57!
oU oU M, — Y dy son ay , aU aU No = + 2Y —Ÿ ER " 2Y tout ceci résulte de ce que y, y’, y’ vérifient les systèmes suivants définissant une fonction F de 22, 2} AU __ dP1 dP1 292 oF aF aF 2F aF aF 3 dy dZz 3 2 ay 2z D 2 Mme dt D LE An met | Y F4 v ere \" ’ Y — y — y °
Un cas particulier intéressant du précédent est celui dans lequel l'expression AW : | à *, lorsqu'on prend x et y comme variables, ne dépend, en outre de x, y,
que des dérivées de z par rapport à x, y; il est facile de trouver la forme de W:.
Observons que les deux expressions
dx? + dy? + de?, — (dydx + dy'dy + dy"d)
peuvent s’écrire Edp? + 2Fdpidps + Gdoi, A(Ddp? + 2Ddpidps + D'de?),
d'où résulte que, en vertu des formules :
de = : dpi + g. Pas
dy = PE go. dPs + 2 7 dPas on a les identités
6def + 2Fdpidps + Gdpè = (1 + p’)de? + apqdxdy + (1 + q°)dy?
A(Dd?? + 29 doidp: + D'dp?) — Heure (rdx? + 2sdxdy + idy?). I + p° +
D'après la théorie des invariants des formes quadratiques, on a :
gr (+r + [en ,
d(P1, p2) ga — pr "ts [e(zy) A (DD æ?) TROT + D? Cm q° É AE
2r + (1 + pt — 2pqs [ a(x, y) |?
A0) D SD 270) ur EMpitEe spqs Ra(s, y) (ED + 279) vi + p? + q? Éceal
et par suite, en passant aux invariants absolus,
DD — PP
GD + 8D — 2FD (1 + gr — apgs + (1 + p'} à == $ Ê À (GES Ps à LS Nous retrouvons les deux expressions bien connues de la courbure totale et
de la courbure moyenne. Le cas que nous avions en vue est donc celui dans
lequel De est une fonction + de p1, p et des deux expressions :
LAN 1 1 GD + 69 — 23 D en Cat a À ,
où R4 et Ra désignent les rayons de courbure principaux. La formule, qui résume les équations de la statique de la surface déformable, s'écrit, en prenant x, y comme variables :
à [f+ Vi +p?+q? dxdy + ff (M Èz+UYIy +Zoôz) Vi+p?+ 09° dxdy—0. La fonction sous le signe j ile dans la seconde intégrale est :
Dia Sp EU 2} Pa +36 Fe. Ye D ee + Be LI + +4,
et par conséquent les équations du problème seront, puisque + ne renferme pas les dérivées de p;, Ps,
ee Vitp+g), __ ooevi+p+g), ox? or ay 2q
BRUIT FT 0, CAN Parme meme | 2x AE RP AE + p +9) + (as, © a CT a Vi +P arr , doit Ca 2 DC CRETE RE MIRE +95 + (s60 2€ +0 av P 1
Supposons, en particulier, que e ne dépende pas de p,, p2 et dépende uni-
| 0 PPhenr £
quement de Re et de A : il vient les équations : A UETET) al ee agir af Éyx Me ET Het a VIi+p +9 B—=0,
%L == O, Vo = ©.
On peut écrire :
- re O A 2 À a(x,y) , A — & XVI HP +, [+ F4 (Ls+-Nop)| ne [ + (Mo+-Ng) |
x 2(P1:P2) A 2f ,A o [A 3(cY),
Aio= fx Yo mn ECC EE RENUEA TITI SS À af ,A o F ,À Len) .
A0 = Fan 20 | 2} [r FX (Lo+-Np)] ss 2x [r A (Moon) | 2(P1,P2)
Nous pouvons combiner les deux équations %, — 0, Ÿ — 0, avec celle qui . les précèdent ; par exemple, nous pouvons nous arranger de façon à introduire la combinaison Y%, + Y"Uo + Yo, en prenant :
EST) OR à VI PE 9 2 (160 1 Yo+Y'T) =.
Si les données sont convenables, dans l’équation que nous venons d'écrire ou dans telle autre combinaison, p;, p pourront ne plus apparaître, et on
aura ainsi, par l'équation précédente, une équation relative à la surface, les équations
%o = 0, Vo — 0 servant à définir p;, p, en fonction de x, y (ou inversement) et pouvant être laissées de côté, si on fait abstraction de l’état naturel. Considérons le cas particulier, dans lequel la fonction + est une fonction
linéaire à coefficients constants par rapport à ( + x) et à z a , C'est-àdire une fonction de la forme
L 1 \? 1 A(a +2) +8 +0 où À, B, C sont des constantes. La constante B disparaît de la question, d'après une remarque faite d'abord par Poisson, dans son mémoire sur les
surfaces élastiques (!), puis reprise et généralisée par Ocnpe Ropriques (2), et, dans le cas où toutes les forces extérieures sont nulles, nous résumons l’équation de la question dans
1 D? —— ——— de LR St [+ vi FPE dep + @ [| V1 + p? + q° dxdy — 0,
ce qui est alors la conclusion à laquelle Poisson est arrivé dans ses recherches.
Observons, en terminant, que les développements généraux de ce paragraphe conduisent facilement, par la considération de la déformation infiniment petite, aux théories de Taomson et Tair (*) et de Lorn Rayzereu (*); nous laissons au lecteur le soin de faire ce rapprochement et d'étudier en détail le cas (*) où ils se sont placés.
47. Dynamique de la ligne déformable. — La dynamique de la ligne déformable se rattache à l’exposition précédente, où il suffit de regarder l’un des paramètres, p, par exemple, comme le temps {; on a alors une action simultanée de déformation et de mouvement. Sous l’influence du trièdre, la vitesse d'un point de la ligne déformable entre dans W par les trois arguments &,, 7, +, et l’on se trouve en présence de la notion d’anisotropie cinétique déjà envisagée par Rankie, et qui s’est introduite depuis dans plusieurs théories de la Physique, dans la théorie de la double réfraction et dans celle de la polarisation rotatoire, par exemple.
Même si W est indépendant des rotations et conduit à des moments extérieurs nuls, l'argument de pure déformation £? + n? + ©? et l'argument
?2+ n? + C?sont généralement accompagnés de l'argument E,ë, + nina + Gibar un tel genre d’argument n'est pas non plus nouveau dans la Mécanique et apparaît notamment, comme nous le montrerons plus loin, dans la théorie des forces à distance.
Quand W ne contient pas l'argument mixte &,£, + ni%3 + Cia, il faut, en général, considérer l’état de déformation et de mouvement infiniment voisin de l’état naturel, pour se trouver dans le cas de la Mécanique classique, où l'action de déformation se sépare complètement de l'action cinétique. On obtient alors le principe de »’Azemserr en supposant la force extérieure et le moment extérieur nuls, c’est-à-dire en exprimant que la ligne déformable n’est soumise à
(1) Poisson. — Mémoire sur les surfaces élastiques, lu le 1°* août 1814 (Mémoires de la Classe des Sciences mathématiques et physiques de l’Institut de France, année 1812, seconde Partie, p. 167-225); un extrait de ce mémoire a d’abord paru dans le Bulletin de la Société Philomatique, puis dans la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, T. II, p. 154-159, 1815.
(2) Ronmieuss. — Recherches sur la théorie analytique des lignes et des rayons de courbure des surfaces et sur la transformation d’une classe d’intégrales doubles, qui ont un rapport direct avec les formules de cette théorie. Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, T. IL, p. 162-182, 1815 ; voir en particulier p. 173 et suiv..
(3) Taowson Er Tair. — Treatise, Part. II, n° 644.
(4) Loro Rayzriem. — Theory of Sound, vol, I, 2° édit., 1894, p. 852.
(5) Il s’agit de la déformation infiniment petite d’une surface primitivement plane.
aucune action du monde extérieur, et en introduisant, par suite, la notion fondamentale de système isolé, dont nous avons parlé au début de cette note.
La dynamique de la surface déformable pourra s'établir de la même manière, au moyen de la théorie du milieu déformable à trois dimensions, que nous allons maintenant exposer.
IV.— STATIQUE ET DYNAMIQUE DU MILIEU DÉFORMABLE
48. Milieu déformable. Etat naturel et état déformé. — Les théories de la ligne déformable et de la surface déformable que nous venons de faire connaître conduisent d’une manière très naturelle à envisager un milieu déformable plus général que celui considéré habituellement dans la théorie de l’élasticité, qui nous paraît atteindre le but qu'ont poursuivi Lorp KeLviN et Hecuuorrz dans les théories de la lumière et du magnétisme.
Considérons un espace (M) décrit par un point M,, dont les coordonnées sont To, Yo par rapport à trois axes rectangulaires fixes Ox, Oy, Oz : nous pourrions regarder ces coordonnées comme des fonctions de trois paramètres Pi» Par PA Choisis d’une manière quelconque ; mais, pour simplifier, nous supposerons que ces coordonnées sont prises pour variables indépendantes. Adjoïgnons à chaque point M, de l’espace (M) un trièdre trirectangle dont les axes Mr, Miys, Moziont, par rapport aux axes Ox, Oy, Oz des cosinus directeurs qui sont respectivement 4ç, «4, «5 ; Bo, 86, Bo ; Yo, Yo Yo, et qui sont des fonctions des variables indépendantes x, Yo, 20-
L'ensemble continu à-trois dimensions de tels trièdres M,x,/yo'z," sera ce que nous appellerons un milieu déformable.
Donnons au point M, un déplacement M,M ; soient x, y, z les coordonnées du point M par rapport au trièdre fixe Oxyz. Imprimons en outre au trièdre M,xo Yo 20 Une rotation, qui amènera finalement ses axes à être ceux d'un trièdre Mx'y'z! que nous adjoindrons au point M ; nous définirons cette rotation eni nousj donnant, par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz, les cosinus directeurs &, a’, «"; B, B', 8’; y, y', y’ des axes Mx’, My’, Mz_.
L'ensemble continu à trois dimensions des trièdres Mx'y/z/ sera ce que nous appellerons l’état déformé du milieu déformable considéré qui, dans son état primitif, sera dit'à l’état naturel.
49. Eléments cinématiques relatifs aux états du milieu déformable. — Pourjila commodité de l'écriture et des notations, nous introduirons parfois dans ce qui va suivre, au lieu de x, Yo, Zo, les lettres p,, p;, Pas
ce qui ne constituera qu’un changement commode de notations, exprimé par * les formules
Lo — Pis Yo — Par Zo — Ps
qu'il suffira d’avoir présentes à l'esprit.
Désignons par #(9), n(°), &t®) les composantes de la vitesse de l’origine M, des axes Mix, Moys', Moto’ suivant ces axes, quand p; varie seul et joue le rôle du temps ; soient également p®, q@, r() les projections sur ces mêmes
axes de la rotation instantanée du trièdre M,r,/y,'2, relative au paramètre p.. Nous désignerons par Ë;, r;, &; et par Ps, qi, r; les quantités analogues pour le trièdre Mx'y'7’, lorsqu’on le rapporte, comme le trièdre M,x,'y,/2,' au trièdre fixe Oxyz.
Les éléments que nous venons d'introduire se calculent à la façon habituelle ; en particulier, on a :
re Ê .
7 où + «a Sun 3’ DEN 35,57 Die Ra pe SAT NT:
(4 a Per B 22 Se 32’ (44) Le 5:00 Y dPi 2x dy 2z 22 2$
t = ! ( Pos . — — — — =.
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L'élément linéaire du milieu déformé (M), rapporté aux variables indépendantes 4, Yo, Z est défini par la formule :
- ds? — (x + 22,)dr? + (x + 22,)dyà + (x —+ 2e,) dz? + 2yidyodzo + 2Yad20dt0 + 2Ysdr0dyo,
OÙ Ej, Ep Egy Ya» Ya Ya Se calculeront par les doubles formules suivantes : _ le, A] (#) — Ptit Aa [ (2) a (Z si EVA “lo CRUE 1 F/ox\? (æ) Ex | 1 ; ; D M (NA Late —:1), LE és 2Yo 270 sa
(45) qe fa js Ai sa (E) + | = (B+ni+t—n,
OT De nr SR RTE nent ie 2Yo 220 2Yo 22 2Yo 22% ns 2 RES à èz à A É2 MRT LOC O PA En at SIRET A RETIRE EURE AR
dX dx dy dy RCOEN TN t Ra ue ELA — no + Cia CET 3% dÿo 27, do 192 112 172
Désignons par x, y’, z les projections du segment OM sur les axes Mz', My’, M7, en sorte que les coordonnées, par rapport à ces axes, du point fixe O seront — x', — y, — z'. Nous aurons les formules connues :
ox’ 2y' des ENS PAM (46) Al ee, —rx'+pz—0, ft; . py +42 —=0 qui donnent de nouvelles expressions de Ë;, ns Gi.
50. Expressions des variations des vitesses de translation et de
rotation du trièdre relatif à l’état déformé. — Supposons qu'on imprime à chacun des trièdres de l’état déformé un déplacement infiniment petit pou-
vant varier d’une façon continue avec ces trièdres. Désignons par Ôx, Ôy, ôz : ôx', dy', 07 ; da, dx, .…, dy" les variations respectives de x, y, z; x’, y’, 2’; a, a, .…, y”. Les variations Ôx, da, .…., dy" s'expriment par des formules telles que la suivante :
(47) dx — Bôk' — vos’,
au moyen des trois auxiliaires ür', J', dx’, qui sont les composantes suivant Mz', My’, Mz' de la rotation instantanée bien connue attachée au déplacement infiniment petit considéré. Les variations dx, ôy, ôz sont les projections sur Ox, 0y, Oz du déplacement infiniment petit éprouvé par le point M ; les projections Ô/x, d'y, d'z de ce déplacement sur Mzx', My’, Mz' s’en déduisent immédiatement et ont pour valeurs :
(48) d'x—dx/ +705 —Vôr, 0'y—dy +x'ôn 201, 'z—07 + y 01x07.
Proposons-nous de déterminer les variations d6;, ôn;, 06;, ôp;, Ôq:, dr; éprouvées respectivement par 6, n;, G, pi, qi, ri. D'après les formules (44), nous
avons :
= > (À À + y 2, èqi =D (3 0x + a 2) = (8 +822)
Remplaçons ô« par sa valeur 5x — yôs', et a’, …, à” par leurs valeurs analogues ; il vient ;
s __ dr s 293! 1. __ or’ N (49) pe ES +qôr' ris, ôq— 22 +rièr —piôx", ère ps —q\.
Les formules (46) nous donnent de même trois formules dont la première est :
+ 02 — rôy! + 20; — y'Ôdr;;
remplaçons ôp;, ôgi, èr; par leurs valeurs données par les formules (49); il vient :
DE — nr — V5 + En + qù'x — r;5y, (50) Be Gr — tôt + T4 rdy — pie, e Ôt; == Es! —— roL! + FE + pid/z — qi x Fr
en introduisant, pour abréger l'écriture, les trois symboles Ô'x, Ô’ y, d'z définis par les formules (48).
Action euclidiennne de déformation sur un milieu défor
mable. — Conservons les notations du $ 49, et introduisons la quantité connue A définie par la formule : $ É LE Lo Yo 970 es Dé) | roy Moy ay D(t, Yo» 20) dTy Yo 2 |
oz Z ÔZ
dTo dYo 020
et dont le carré, formé par la règle de multiplication des déterminants, s'exprime, en fonction de €,, £,, €, Y, Y+r Ya, par la formule :
nd Y2 = | 1 2% Vi Y2 Yi LT 26;
Considérons une fonction W de deux positions infiniment voisines du trièdre Mz'y'7', c'est-à-dire une fonction de x, yo, z, de æ, y, z, a, f, Y, «', B', y', a”, B”, y’ et de leurs dérivées premières par rapport à æ,, yo, 2. Proposonsnous de déterminer quelle doit être la forme de W pour que l'intégrale
‘1 1 ‘E Wdz,dy5dzo,
étendue à une portion quelconque de l'espace (M,) ait une variation nulle, quand on soumet l’ensemble de tous les trièdres du milieu déformable, pris dans son état déformé, à une méme transformation infinilésimale quelconque du groupe des déplacements euclidiens.
Il s’agit en définitive, de déterminer W de façon que l’on ait :
ëW — 0,
lorsque, d’une part, l’origine M du trièdre Mx'y'z' subit un déplacement infiniment petit, dont les projections ôx, ôy, ôz sur les axes Ox, Oy, Oz sont
dx — (a, + w,: — w,y)il, (51) èy = (a, + 3e — w47)94, à: — (a; + w,y — w,t)ôl,
où 4), dy, dy y, Wa, w, Sont six constantes arbitraires et ô{ une quantité infiniment petite, indépendante de x,, 5, Z et lorsque, d'autre part, ce trièdre Mx'y’z' subit une rotation infiniment petite, dont les composantes suivant les axes Or, Oy, Oz sont
w Ôl, w2ôl, w,5l.
? a. a a Observons que, dans le cas présent, les variations dE, On, dE; Op, Vis Ôri des dix-huit expressions !;, m;, &3; pi, qi, ri sont nulles, comme cela résulte de la théorie bien connue du trièdre mobile, et comme nous pouvons d’ailleurs
le vérifier immédiatement au moyen des formules (49) et (50), en y remplaçant Or, dy, dz; àr, 5, dr’ par leurs valeurs actuelles. Il en résulte que nous obtenons une solution de la question, en prenant pour W une fonction arbitraire de x,, ys, z, et des dix-huit expressions £;, r;, 3: Pis, qi ri3 nous allons maintenant montrer que nous obtenons ainsi la solution générale (!) du problème que nous nous sommes posé.
Remarquons à cet effet que les relations (44) permettent, au moyen de formules bien connues, d’exprimer les dérivées premières des neuf cosinus a, a/, ..…, ÿ" par rapport à æ5, Yo, 2, au moyen de ces cosinus et de Pa Qùw ri D'autre part, les formules (43) permettent de concevoir qu'on exprime les neuf cosinus a, +, …, y’ au moyen de &,, n,, &, et des dérivées premières de æ, y, z par rapport à x,, ou au moyen de £,, n,, &, et des dérivées premières de x, y, z par rapport à y,, ou enfin au moyen de #3, n3, & et des dérivées premières de x, y, z par rapport à z,. Il est d’ailleurs inutile, dans ce dernier cas, que nous fassions une hypothèse sur le mode de résolution ; car il est clair que nous n’obtenons pas une forme plus générale que celle dont nous sommes partis, en supposant finalement la fonction W que nous cherchons, une fonction quelconque de x,, y, z,; de æ, y, z et de leurs dérivées premières par rapport à 2, Yo, Z et enfin de &;, ri, Gi, Ps, qi, ri, ce que nous'‘indiquerons, au moyen des notations p, — ty, P, — Yo, Pa — 29 en écrivant :
ù z W = W (25 T, Y> Z; . = £,, Tiis LP Pi Qi ri).
Les variations 5£;, Ôr;, t;, Ôp;, èq;, dr; étant nulles, dans le cas actuel, ainsi qu'on l’a remarqué il ÿ a un instant, nous avons finalement à écrire, pour la nouvelle forme de W, que l’on a, en vertu des formules (51), et quels que soient 4, &;, @gs W,, W,, Wy,
2W..., Was. oWe Ÿ oW ox aW ay oW , oz ne TU AT Se TN) et di d — > à — dP; dPi di
ae s Remplaçons x, ôy, dz par leurs valeurs (51) et à -—, 5 —, 29 dpi Pi leurs qu’on en déduit en différentiant ; égalons à zéro les coefficients de di, A3, 3 W4, &,, © ; il nous vient les six conditions suivantes :
Y oW 37 2W »y is D oW ox 2W oz
dm | oz oi y 29;
(:) Nous supposons, dans ce qui va suivre, que le milieu est susceptible de toutes les déformations possibles, que, par suite, l’état déformé peut être pris absolument arbitraire.
qui sont des identités, si nous admettons que les expressions qui figurent dans W ont été réduites au nombre moindre,
Les trois premières nous montrent, ce que l’on pouvait prévoir facilement, que W est indépendant de x, y. z; les trois dernières expriment que W ne dépend des dérivées phières de x, y, z, par rapport à æ, Yo, %o, que par l'intermédiaire des quantités e,, «,, &s, ,, Y2, Y: définies par les formules (45); nous voyons donc finalement que la fonction W cherchée a la forme remarquable :
W(xo Yo Zo» ë;, Vis Ci Pi Qi, r;),
analogue à celle rencontrée déjà pour la ligne déformable et pour la surface déformable.
Si nous multiplions W par l’élément de volume dx,dy,dz, de l’espace (M), le produit Wdx,dy,dz, obtenu est, dans le groupe des déplacements euclidiens, un invariant analogue à l’élément de volume du milieu (M).
De même que la valeur commune des intégrales :
4 if ÿ | A | dx,dyodzs, f il dxdydz,
prises respectivement à l’intérieur d’une surface S, du milieu (M) et à l’inté-
rieur de la surface correspondante S du milieu (M), détermine le volume du :
domaine limité par la surface S, de même, en associant dans l'esprit la notion d'action au passage de l’état naturel (M,) à l’état déformé (M), nous adjoindrons la fonction W aux éléments de définition du milieu déformable, et nous
dirons que l'intégrale J 4 if Wdx,dy,dz, So
est l’action de déformation, à l’intérieur de la surfaceS, sur le milieu déformé.
Nous dirons d'autre part que W est la densité de l’action de déformation en un point du milieu déformé, rapportée à l’unité de volume du milieu non déformé, et que ra est la densité de cette action en un point, rapportée à l’unité de volume du milieu déformé.
52. La force et le moment extérieurs ; l’effort et le moment de déformation extérieurs; l'effort et le moment de déformation en
un point du milieu déformé. — Considérons une variation quelconque de l’action de déformation à l’intérieur d’une surface S du milieu (M), savoir :
ô 11 ie Î. Wdzx,dy5dzs
4e oW,. oW WA 0 WE M SW au 1 W, 3 = [TL EC D tp Pt ag 0 Dr dd
Nous pouvons l'écrire, en vertu des formules (49) et (50) du $ 50 :
W a? + a > [TS Wdæodyod hs Dre Es (rèr" Es t:93 + si eq 2z — 1; y) oW + —
(Er — Er + 2 Y + rÔoœ — pd: :) Ti 29 vé re à tr = us — Tv + = + pÊ'y — qox) At Pi dP; dqi D?
oW /oûr , O3! — QÙI dx,dy,dz (ee 199 VE )f 04) 047 0-
Appliquons la formule de GR&EN aux termes qui renferment explicitement une dérivée par rapport à une des variables p,, p,, P,; il vient, en désignant par L, mo, nr les cosinus directeurs, par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz,
de la normale extérieure à la surface S,, qui limite le milieu avant déformation, et par do, l'élément d’aire de cette surface :
> ff 1 Wdxod) od29 — AC Re 5 _ La QUE do 2 33.
oW oW oW\. oW W AA + (LE + m2 no =) 29 + “de de megane 27 )0e oW oW aW\., oW oW oW\., FA (te Pine eoRs Vo Up, jo +. (e FARMMOETE TO ) di
o oW oW oW Ÿ
ii | EC. a en on) | 8 do oW oW oW\l!., F [Z pe En 2) | :
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o oW oW 2W ER +r |
di dË; o oW oW oW oW oW Sr 2e [EEE + qi ne. Ti ETA Gate 2, 4 2] M n 2W oW oW oW oW\l:
+ ue .— = D; — [4 i !
b> 2; Pi di ‘ api ‘or; * ot; dt; )| “
o0W, 2W_ oW .,2W_ oW\1] | | + or; Dr, Pi no) | K { drodyodo.
Posons :
RE ne no.
M = Le DE + mo D + me KL, en me D + 2, =D a 0] da =D + nl
nm +].
EN) RAPPEL EEE) ETS
dP; dQ; dPi P or; Ad:
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nous aurons :
s [FT Ward [ [ (F0 x + Go 0 y +8 24101 + J 3 +Ko'èr')do, 0 S Eee Jiie (X,/ 9x —+ Y,' dy a AE as L,/àr M," + N,'ôK!) dx dyod2.
En ayant d’abord égard à l'intégrale triple, qui figure dans l'expression de
ô JL Wdzx,dyodz,, nous appellerons force extérieure et moment extérieur au s
point M, rapportés à l'unité de volume du milieu non déformé, les segments ayant leur origine en M et dont les projections sur les axes Mz’, My’, MZ’ sont respectivement X,/, Y,/, Zo', et Li’, M;', N;'-
En ayant ensuite égard à l'intégrale de surface qui figure dans
na ô J di 4 War, dyod2o, So
nous appellerons effort extérieur el moment de déformation extérieur au point M de la surface S, qui limite le milieu déformé, rapportés à l'unité d'aire de la surface S,, les segments issus de ce point M et dont les projections sur les axes Mx’, My’, M:' sont respectivement — F;', — Gÿ', — H,'et — TE
— J,', —K;'. Ces six dernières quantités, en un point déterminé M de(S), ne dépendent que de la direction de la normale extérieure à la surface (S) : elles restent invariables, si la région considérée de (M,) variant. cette direction de la normale extérieure ne change pas, et elles changent de signe si cette direction est remplacée par la direction opposée. Supposons qu’à l'intérieur du milieu déformé limité par la surface (S), on trace une surface (£), circonscrivant, soit seule, soit avec une portion de la surface (S), une partie (A) du milieu et désignons par (B) ce qui reste du milieu en dehors de la partie (A). Soit (2,) la surface de (M,) qui correspond à la surface (£) de (M) et soient (A5) et (Bo) les régions de (M,) qui correspondent aux régions (A) et (B) de (M). Séparons par la pensée les deux parties (A) et (B) ; on pourra regarder les deux segments (— F,/, — G;',— H;')et(—1,;', — J,', — K;,') déterminés pour le point A et pour la direction de la normale menée à (£;) vers l'extérieur de (A,) comme l'effort et le moment de déformation extérieurs au point M de la frontière (2) de la région (A) ; on pourra regarder de même les deux segments (F,', G'. H,') et (F;', J;', Ko) comme l'effort et le moment de déformation extérieurs au point M de la (route (£) dela région (B). En raison de cette remarque, nous dirons que — F,', — G;/, — H,' et — 1; — J;', — K,' sont les composantes suivant les axes Mx’, My", M’. de l'effort et du moment de déformation exercés en M sur la portion (A) du milieu (M), et que F,', G,/, H,', et I,'.J;', K,' sont les composantes suivant les axes Mz’, My’, Mz' de l'effort et du moment de déformation exercés en M sur la portion (B) du milieu (M).
L'observation faite à la fin des S$S 9 et 34 au sujet du remplacement du trièdre Mx'y'z' par un trièdre qui lui est invariablement lié se répète ici sans note
53. Spécifications diverses de l'effort et du moment se déiormation. — Posons :
QUE dÙ:
pie pen Lt Pi e dqi ? 1 Fier:
A’, B;, Ci et P;, Q;, R; représentent respectivement les projections sur Mz’, My', M7 de l'effort et du moment de déformation qui s’exercent au point Msur une surface qui, avant déformation, avait pour normale intérieure au point M, la parallèle à celui des axes coordonnés Ox, Oy, Oz qui correspond à l'indice i ; il suffit, en effet, de se rappeler qu’on a déjà convenu de remplacer par p,, Ps, P, les lettres x,, y,, 5 qui correspondent respectivement, d’après cette convention, aux indices 1, 2, 3. Cet effort et ce moment de déformation sont, rappelons-le, rapportés à l’unité d’aire de la surface non déformée.
Les nouveaux efforts et les nouveaux moments de déformation que nous
venons de définir sont liés aux éléments introduits dans le $ précédent par les relations suivantes :
Fo = LAs + mA + nd, LP) + mp! +nP,, Go =RB+mB+nB, J'—4Q+mQ+nQ,, He = QC + m0) + m0, Ko = LR! + mR) + nR.
CE < qiCi == rB:) — X,' == 0,
oB/ 2 FA = rÀ;! — pGi) — Yo — O,
dP}; re + qi — rQ + nC! — 259) — L;'— 0, 2Q;
dPi
oR;' c ! ! ! \ DAS + PQ; == qiP: —+ &B; — ri ) — N;' =,
+ rP;/ — ph} + rA;/ — ëci) — M; — 0,
On peut se proposer de transformer les relations que nous venons d'écrire, indépendamment des valeurs, calculées au moyen de W, des quantités qui y figurent. Ces relations ont lieu, en effet, entre des segments attachés au point M et auxquels nous avons attribué des noms; au lieu de définir ces segments par leurs projections sur Mx', My', Mz', nous pouvons tout aussi bien les définir par leurs projections sur d’autres axes ; ces dernières projections seront liées par des relations, transformées des précédentes.
Les relations transformées s’obtiendront d’ailleurs immédiatement si l’on remarque que les formules primitives ont des interprétations simples et immédiates (‘) par l’adjonction aux axes mobiles des axes qui leur sont menés parrallèlement par le point ©.
1. Bornons-nous à la considération des axes fixes Ox, Oy, Oz; désignons respectivement par X,, Ye, Z et par L,, M,, N, les projections sur ces axes de la force extérieure et du moment extérieur en un point quelconque M du milieu déformé, par F,, G,, H, et par I,, J,, K, les projections de l'effort et du moment de déformation sur une surface dont, avant déformation, la normale intérieure a des cosinus directeurs L,, m,, n, ; par A;, B;, C;et par P;, Q,, R;les projections de l'effort (A;, B/, C;') et du moment de déforma-
(*) Une interprétation intéressante à noter est l’analogue de celle donnée par P, Sanr-Guicmex à propos de la dynamique du trièdre.
tion (P;, Q;, R;). Les transformées des relations précédentes sont évidemment :
F, = Lo en MoÂ>2 —+ noÂ3, I, = LP, —+ moP> Ge noP:,
Go = LB: + moB2 + n0B3, J = Qi + mQ2 + 00,
H, = LC: —+ moC> —+ nos, K — LR: + mMmoR2 + noRs,
oA, dA» dÂ; x PES 2 er TS == O, 27 F5 2Yo FE EEA .
ob, ROLLER ==0, Lo dYo d= 0Gr OC 0G SR En nt Et ee 17 ven je dm L 2ÿo Re cs oP, oP, oP dy c,Y CLR TR TER L AE = 2 -. Es 2 mms D —— RE — 0; QE VASE dZo LA US 3ÿ ne Épes Zo 13% *2ÿo EE L ou _2Q2 _ A AA CE GE 2 M =° —— — ——C,—— CC, ——0C,-—-—M,—=o
de, 7 de. os Les ETAT 33 12 pe 332 : H oR 2R; . dx D dy
DS BE BE + CA D — A 7 — A TN, — 0, 2% are d20 OL dYo dZ9 dLo E A dZ0
relations qui sont des généralisations pour trois dimensions, des équations de Loxp Kezvix et Tair pour une et deux dimensions.
2. Observons maintenant que nous pouvons exprimer les neuf cosinus x, x’, y’ au moyen de trois auxiliaires ; soient À,, À, À, trois telles auxi-
liaires. Posons :
Drds = — Ÿpdy = wdh + md + wydh, D'ady — — DXTE = Ya di + y2dh + 3 dd, DE = — DXTE = CAIN —+- 2 dho + sde
Les fonctions 5}, y, s/ de À4, À, À3 ainsi définies satisfont aux relations :
Cor dow 1 oh; HAN D us dY;/ oi DE A + dmf — sjui = 0, (j) = 1, 2,38.
dc 5;!
DE Nr Rte et l’on a oÀ de À à —= rer HPEA d9: dPi di oÀ oÀ où Nr het ! 2 Sul 3 U —— = — Hu, +2 a A 3? (où &5 — Pas Yo —P» 20 — 3) ok dk 2À r, — 0j + où! + go) NP RS
Désignons w;, /;, s; les projections, sur les axes fixes Ox, Oy, Oz, du
segment dont les projections sur les axes Mx’, My, Mz' sont 5}, 4j, 9; ; nous aurons :
De a —— Y'a da = wdh + md; + w,d)3, da'ds = — d'a = yadhs + pad + y3dh3, Dada! = — d'a da = sud, —+- S2dho + o3d};,
en vertu desquelles (!), les nouvelles fonctions &;, y, s; de À4, À, À; satisfont aux relations :
DURS) nn
27 j OYS ee :
ol UP Le er 0; 9;
= op — Sy.
dk à); d
Nous ferons encore la remarque, qui nous servira plus loin, que si l’on désigne par ÔÀ,, 8A+, 0), les variations de À, À, À3 qui correspondent aux variations 2, 0%, .… 0" de x, x!, ..… Ÿ’, on aura :
La 01 —= wi 011 + m0 + wy 0), 0 = y1 A4 + 2 02 + Ya das dk" — 040 + 07 ÔÀ2 + 03/03 81 — aùr + Bôs + Jr — m0), + wÔÀ + w30À3, 83 — 0/01 + B'ôs + y'Ôr! — Yaôk + Y29h9 + ak, or = ad + P'ôy + JO — Ôy + or + AS
où àr, 5, àx sont les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mz’, My’, MZ sont ôr, ôy, dr’, Posons maintenant D = Si l + 4439 + Ko — Gil + Yido + 51Ko o—= © l) + xd) + Ko = + ko + Ko, Ro = 03) + 43 Jo + 3 Ko = wo + X3lo + c3Ko, L = SL + x Mo + S'No — GiLo + xiMo + so, Mb, = w> Lo + xMo + No — ml, + x2M + oo, Vo = 83 Lo + x M,! + 03 No — SLo + XiMo + 53No.
Introduisons en outre les notations suivantes :
0; = w/P} + x1'Qf + R;/ = mp; + y1Q; + iR;, X; = 0 P}/ + y Qi + Y'R; — DP; + 4Q: + oh; = 0$P/ + 43 Qi + SR; = SP; + 4aQ: + oh,
(1) Ces formules peuvent servir de définition directe aux fonctions wi, Li, 5: el élre
substituées à ’ = ami + Pi + Yoi, Xi = au + 8'x; + voi, (i = 1,92, 3) = am + P'xi + Yo.
nous avons, à la place du dernier système, où figurent soit P}, Q;, R', soit P;, Q;, R;, le suivant :
a D [8 (PR gr) 0H (0 pro) (rt)
HA; (Gua't —_ si") + B; [CAF — oj't;) + C/ (CAC = 2] :
avec deux équations analogues. Si l’on remarque que les fonctions ë;, n:, 6
d11 dÀ
oÀ :
, —?, — donnent lieu aux formules :
Pi Qi ri de À, Ào, À 3 dP,” 22° op
2; dp; dv) :
ML me TD eu J 3 rt
co) 24; dx;
PRE le Ne LU
ab; or; CLÉ
Se +o/m— y;h =0, VE — de + Pi — io; J
qui résultent des relations de définition des fonctions ©}, y; s/ et des neuf .
identités qu’elles vérifient, on peut donner au système précédent la nouvelle forme :
re CE LEL ou M V5 ri PAC 1 ri 1 Ti % =}, [2 D dl ie .. hi oh ‘os hi 2 |
avec deux équations analogues.
3. Les équations que nous avons introduites précédemment constituent aussi la généralisation de celles que nous avons développées dans un travail . antérieur (1) ; nous pouvons les transformer de façon à obtenir la généralisation des équations bien connues de la théorie de l’élasticité qui sont relatives à l'effort ; il nous suffira, à cet effet, de reprendre la méthode déjà employée dans le travail que nous venons de rappeler.
Pour abréger l'écriture, désignons, pour un instant, par #5, Y'o, &'o, Los Ab'5, W’, les premiers membres des relations à transformer, qui renferment respectivement X,, Y,, Z,, L,, M,, N, et observons qu'on peut résumer les douze relations que nous avons établies dans la suivante :
Î J (%o M4 + Vo hs + Dos + Lol + Abo + To U3)drody5d20
— ff LUS — Ai — moÂo — ns) + (Go — LB: — moB2 — n9Bs)la + (H, — LC — m9Cz2 — no Cs)À3 + (L, — LP: — moP — noP3) bi zx (To — Qi — mo Q2— 1003) + (Ko — Ra — MR —noRs)ls Ÿ de, 10;
où À, À, À3 His Bas ds, sont des fonctions arbitraires et où les intégrales sont relatives à la surface S, du milieu (M) et au domaine limité par elle. Appli-
(1) E. et F. CosseraT. — Premier mémoire sur la théorie de l’élasticité; Annales de la Faculté des sciences de Toulouse (1), 40, p. I, — L,,5, 1896.
quant la formule de Green, la relation que nous venons d'écrire devient la suivante :
JL (Koh + Yoda + Zohs + Lots + Mot + Nots)dtodysdzo
m5 ffœx + Gode + His + Lt + Ju + K,t:)ds,
À dÀ oÀ 2À À À ee (a D AI À 2 DB Rio 2 pen Jf L 2To ” 2Ÿo LAN 27 PA 2To di 2Yo nb 2Z5
2H: 2H ob CIS Ces 2H + (P see LES 26 + O, 243 He JinE Dar. M y | TA + Q& UN dH3 23 23 +R +R DE RE Jrad
— fff(c HO + Bi DE + Br + Bs dE) mdridyodro 0 14 0 0 2Z9
a MANN C0 CE C [If (ai 27, = À2 TA + À; >, = C: 27, = C: A + G D Jeedeodyodes
_ is Ê A hs, 27 a jy IC 32, + B; 2ÿs + B; 32 + A, 3%, —+ À: A + A2) tsdxody,dz5—0.
Cherchons la transformée de cette dernière relation, lorsqu'on prend pour nouvelles variables les fonctions x, y, z de x, Yo, 2. Si l’on désigne par » une fonction quelconque de x,, ÿo, z qui devient une fonction de x, y, z, les formules élémentaires du changement de variables sont :
d9 __ d? dT 29 dy 29 27 dTo DL dLXy dY dTCo dZ dX, DA OT AT 7 ae PT, 2Yo 2T Yo 2Y2Yo 27 do RTS SERA ADS LS
07 OT 02 dY dZ9 22 do
Appliquons ces formules aux fonctions A4, A2, À3, H1, Ur, Us3 S indiquant toujours la surface du milieu (M) qui correspond à la surface S, de (M), désignons de plus par X, Y, Z, L, M, N les projections sur Ox, Oy, Oz de la force extérieure et du moment extérieur appliqués au point M et rapportés à l’unité de volume du milieu déformé (M), et par F, G, H, I, J, K les projections sur Ox, Oy, Oz de l’effort et du moment de déformation, qui s'exercent au point M sur S, rapportés à l’unité d'aire de S. Introduisons enfin dix-huit
nouvelles auxiliaires Pzes Pyxs Pzxzs Prys Pyys Psy Przs Pyss Ps Azxs Qurs Tzxr rys Quur Azur Ass Aus Az: par les formules :
ox x dx 2x 2x 2x LE —— RE À — À; dus —+ 5 es = —— —- —— Apr à 279 * 2Ÿo À 22)? qe = P: dTo 2? 3y Pa Se dy 2y Y 2y 2y 24 Apy: = Ài = + À + À, =. PE ENT NE LR ECS Pa ox à it Ad le 2To 2 Ps 220 z ez 2 27 27 z AP:: = A — + A, -— + A; —, Ag, —P, — — + P, — Le 0} "27" Æ "To * ao ü CE
et par les analogues obtenues en remplaçant :
A A2 À35 Pons Pyer Per Pis Pas Pas Ques Quer User respectivement par :
B:, B, B3, Dry Pyys Pays Qus Qos Qse Ary Qu zur puis par :
Ci, Co Co, Pass Pysr Pszs Ris Ras Ras Qrss Qui Qzse
Nous obtenons la relation transformée :
JE (Xi + Yh + 21 + Lu + Mu + Nu) drdydz
—— [fe + Gh + Hi + lu, + Jus + Kus)do
ak oh al Te sa + [TF te co ay Ps De Pa a ay + P:y 2z
ax a} aÀ —+ Pzs Se cu Py= 7 = P>=: +) dxdydz
QU 2H 2H: dH2 dH2 dH2 + [ff (a OR Ge one or ln,
Lo 6 + 0 2 drdyde + Qz: ox y + 92: VE )dedyde
— [fur nr (pe — Pzz) He Ste (Pzy E— Pyx) ts } dxdyd: = O,
où les intégrales sont relatives à la surface S du milieu (M) et au domaine limité par elle, ds désignant l'élément d’aire de S.
Appliquons de nouveau la formule de GR£Ex aux termes qui renferment les dérivées de À, À, Àgy His Vas Hs par rapport à æ, y, zet désignons par l, m, n les cosinus directeurs, par rapport aux axes fixes, de la normale exté-
LE MILIEU DÉFORMABLE 137 L] rieure à la surface S ; il vient, puisque À;, À2, À pi, bo, H3 sont arbitraires :
= lp>z + MPyr + NPzz L= lQzz + My + N:rs G= lpey + Mpy + Rey J— lu + My + NQzy 5 = Ipz: + My: + NP: K — (gs: + My: + N::, Paz + dPye + OP
dx dy 2 Pay + Pay Yo dT dy (74 :
Ps: | OPys | OP: Æ er dy oz Go
+ Pys — Psy — L = 0,
dx dy oz Vry _, Vyy à dy ss ox | y WF: Pere =;
Oz | dus | ds 2 ‘ y èz
+ Pey — Pys — N= 0.
La signification des dix-huit nouvelles auxiliaires p,., .…., Qzsr +. résulte immédiatement des relations que nous venons de trouver. Il est clair, en effet, que les coefficients p.,, Psy, Pr: de | dans les expressions de F, G, H représentent les projections sur Ox, Oy, Oz de l’effort qui s'exerce au point M sur une surface dont la normale intérieure est parallèle à Ox, et que les coefficients q,, Qryr 4: de l dans les expressions de I, J, K sont les projections sur Ox, Oy, Oz du moment de déformation en M relatif à la même surface. Les coefficients de m et de nr donnent lieu à une interprétation analogue à l'égard de surfaces dont les normales intérieures sont parallèles à Oy et à Oz.
Les auxiliaires que nous venons d'introduire et les équations qui les lient ne paraissent pas avoir été jusqu'ici envisagées sous une forme aussi générale ; à notre connaissance, elles n’ont été considérées que dans le cas particulier où les neuf quantités q., ..…, q.. sont nulles, et le premier travail qui traite alors de la question semble être celui de M. Voicr (!).
(:) Warnemar Voicr. — Theoretische Sludien über die Elasticitätsverhälinisse der Krystalle, 1, II, Abhandlungen der kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaflen zu Güllingen, Bd. 34, 1887. Le premier paragraphe intitulé : Ableilung der Grundgleichungen aus der Annahme mit Polarität begabter Moleküle, a 49 pages (3-52) ; le deuxième intitulé : Untersuchung des elastischen Verhaltens eines Cylinders aus krystallinischer Substanz, auf dessen Mantelfläche keine Kräfle wirken, wenn in seinem Innern wirkenden Spannungen längs der Cylinderaxe constant sind, a 48 pages (53-100). On pourra également consulter le travail de M. Voicr : L'état actuel de nos connaissances sur l'élasticilé des cristaux (Rapports présentés au Congrès international de Physique réuni à Paris en 1900, T. 1, p. 277-347), où il est fait allusion à Porsson, Mém. de l'Acad., T. XVDI, P- 3, 1842 (voir p. 289). Consulter aussi Larwor, On the propagation of a disturbance in a gyrostatically loaded medium (Proc. Lond. Math. Soc., nov. 1891) ; Love, Treatise on the mathematical theory of Elasticity (Camb. University Press, 1° éd., 1892, 2° éd. 1906) ; Cowsesrac, Sur les équations générales de l'élasticité, Bull. de la Soc. Math. de France,
T. XXX, p. 108-110 et p. 242-247, 1902.
Nous pouvons observer en terminant que si, dans les six équations qui renferment À, Y, Z, F, G, H, on effectue un changement de variables de façon à introduire les variables primitives y, Yo, 20, On trouve immédiatement des équations dont les trois premières constituent la généralisation d'équations établies par M. Boussinese.
54. Travail virtuel extérieur ; théorème analogue à ceux de Varignon et de Saint-Guilhem. Remarques sur les auxiliaires introduites dans les $$ précédents. — Nous donnerons le nom de travail virluel extérieur sur le milieu déformé (M), dans une déformation virtuelle quelconque, à l'expression
86, — — ff (F,dx + G/0'y + H,0'z + L'or + J''ès + K,'ô'")do, + [ff (Xe + Vo dy + Lo /8z + L'or -+ M,'ôr + N''èk')drdy,dz.
Reportons-nous aux notations du $ 50, et désignons de plus par 1, Ô5, Ôk les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mz’, M)", Mz' sont r’, Ô3', ôr’, en sorte que l’on a, par exemple :
— à aa! + BB + YO — — (a'da" + BOB + 07),
en supposant toujours les axes que l’on considère de même disposition. Gela étant, supposons au $ 53 que l'on attribue aux arbitraires À,, À, L, Lis Be, B3 la signification définie par les formales :
Li = ôr, à — ôy, À3 — ùz, Hi Ô, Bi ôs, Hs — ôK. Nous voyons alors que les relations obtenues précédemment entre les nouvelles auxiliaires introduites ne font qu’exprimer la condition suivante :
Quels que soient les déplacements virtuels du $ 50 imprimés au milieu
déformé, le travail virtuel extérieur ÔG, est donné, soit par la relation :
d9x à où ÔBe =— ff. _— + P Pr = FH Pa = Par ae + Pa DT
se Pes 2 + Pi us P:z >) dædydz
a où oÔ1 E D05 Pit Se + Le y AR LEFTE PE 1e — = du
= me viv8 ES + ss =) dxdydz
ce f ff + CPys — Pa) + (Pie — Pay) 05 + (Pry — Pys)ÔR Ÿ drdydz,
où les intégrales sont étendues au milieu déformé, soit par la relation :
Sp [ ( dôæ dx | à ox ooy dy p, où e [If in 2 pe Re De ne
d0z dôz d0z = C — C A st GC | dxdy5d2o oût o01 dÔI d03 d0 A) == PAR D D — Ce Her Se JP or, * 20 er 2Z9 + @& 2To + @ 2Yo ME 2Z9
ëx
ds az dx dx ox \,
+ [ff (A2 +A> CA ne —C; SAP T0 2) ès dx dyodz, Los Le dX _} 2ÿ _n 2Y _à 2Y\x
+ {ff (8, dTo Bay, ET pi To 0 Age jxdadyleo
où'les intégrales sont étendues au milieu non déformé, car la formule
3G,—— [ ils (Fo de + Go y + Hd y + LL + Jr + K,'ôk')do, s0
+ fÎT. (Xo 8x + V0 y + 2/02 + L,/èr + M,/65 + N'èr') dr dyodz,
donnée plus haut, pour servir de définition au travail virtuel extérieur, peut aussi s’écrire :
00, — — ff (ère + Gôy + Hz + Lèr + 3 ès + Kôk)do, so + [ff (X dr + Yèy + Zoôz + Lo + Môs + Nôx)drodyçdz, So en vertu de la signification de X,, Y,, … N4, Fo, Go, … K,, et également
00, — — ff (Fôx + Gôèy + Hôz + Iôr + Jô5 + Kôk)dos s
+ ff. x + Yèy + Zôz + Lü + Môs + Nôk)drdydz,
en vertu de la signification de X, Y, .… N, F, G, .. K. Partons de la formule :
ÿ If Ff SWdrçdyodz, + 90e = 0, so
appliquée à une portion quelconque ‘du milieu limitée par une surface $,.
Comme SW doit être identiquement nul, en vertu de l’invariance de W dans le groupe des déplacements euclidiens, quand les variations ôx, ôy, ôz sont données par les formules (51), savoir :
x — (ai + w27 — wyy)Ôl, dy —= (az + WT — w1z)Ôl, Ôz — (az -+ w,y — w2T) 0f,
et Ôr, Ôs, Ôr par Ô1 — w{Ôl, 85 — w,0t, ÔK — wô,
et cela, quelles que soient les valeurs des constantes &;, a, 43, wi, 2, 3, nous en concluons, d’après les expressions de 0G,, sur lesquelles (‘) nous venons d’insister, que l'on a :
ii Fdey — fl if X,dr,dydzy — 0,
s0 So
ff (Lo + Hoy — Goz)des — [ff (Lo + Zoy — Yo7)drody5dz — 0, so So :
et quatre équations analogues. Ces six formules se déduisent facilement de celles que l’on écrit d'ordinaire au moyen du principe de solidification.
On peut concevoir, dans ces formules, que la frontière S, est variable.
Les auxiliaires introduites dans les paragraphes précédents ne sont pas les seules que l’on pourrait envisager ; en nous bornant à leur considération, nous ajouterons simplement quelques remarques faciles.
Nous avons en définitive introduit deux systèmes d'efforts et de moments de déformation relatifs à un point M du milieu déformé ; les premiers sont ceux qui s’exercent sur des surfaces qui, avant déforraation, ont leur normale parallèle à l’un des axes fixes Ox, Oy, Oz; les seconds sont ceux qui s’exercent sur des surfaces qui ont leur normale parallèle à l’un des mêmes axes fixes Oz, OY> 07:
Les formules que nous avons indiquées donnent les derniers éléments au moyen des premiers ; mais, par une résolution immédiate, sur laquelle nous ne nous arrêterons pas, on obtient inversement les premiers éléments au moyen des seconds.
Supposons maintenant que l’on introduise la fonction W ; les premiers efforts et moments de déformation ont des expressions déjà données, et on en déduit immédiatement les expressions relatives aux seconds. Mais, dans ces calculs, on peut expliciter les fonctions que l'on veut mettre en évidence,
(?) Le passage des éléments rapportés aux unités de volume du milieu non déformé et d’aire de la frontière S,, aux éléments rapportés aux unités de volume du milieu déformé et d’aire de la frontière S est tellement immédiat, qu'il suffit de se borner, comme nous le faisons, aux premiers, par exemple.
suivant la nature du problème, et qui seront, par exemple, «, y, z ou x’, y',2' et trois paramètres (1) 14, À, À;, au moyen desquels on exprime «, æ .… y”.
Si l'on introduit æ, y, z, A, à, À, et si l'on continue de désigner par W la fonction portant sur æ5, yo, 2, sur les dérivées premières de x, y, z par rapport à Toy Jos Zo Sur À, À, À et sur leurs dérivées premières par rapport à Zos Yo, Z, Obtenue en remplaçant, dans la fonction Wx,, Yo, 20 ti, ist, Pa di, ri), les différentes quantités £;, n,, G, p;, qi, ri par leurs valeurs données par les formules (43) et (44), on aura :
EE ALLUME AE AM AU Dire ee ie Rs
2To 2} WTA
W 1 k B; — © , B— 2, me 2 — 2 s 2
dTo 2Yo dZ
2 Vi au 2W PO ea ee Fgnae ui Ps L EG 2Yo 22
FREE aW ao _2aW 4 a F à DV ? : DU <
— d — 2 dPi d?i dPi
55. Notion de l'énergie de déformation. Théorème qui conduit, comme cas particulier, à celui de Clapeyron. — Envisageons les deux états (M) et (M) du milieu déformable limités par les surfaces (S,) et (S), et considérons une suite quelconque d'états partant de (M,) pour aboutir à (M): il suffit à cet effet de considérer des fonctions x, y,z, «, a’, .… y” de x,, Yo, 2 et d’une variable À qui, pour la valeur zéro de la variable h, se réduisent respectivement à To, Yor Ze» Co» C0» +++» Yo” et pour la valeur h de h, se réduisent respectivement aux valeurs x, y, z, a, a, .… y’ relatives à (M).
En faisant varier le paramètre h de o à À d’une façon continue, nous obtenons une déformation continue, permettant de passer de l’état (M,) à l'état (M). Considérons, dans cette déformation continue, Le travail total effectué par les forces et les moments extérieurs appliqués aux différents éléments de volume du milieu et par les efforts et moments de déformation appliqués aux différents éiéments superficiels de la frontière ; il suffit, pour obtenir ce travail total, d'intégrer de o à h la différentielle obtenue, en partant de l’une des expressions de èG, du paragraphe précédent, et en y substituant aux variations de x, y, z, a, a’, …, y" les différentielles partielles qui correspondent à l'accroissement dh de h ; la formule
5G, — — [ ik \ 0Wdzxodyodz, So
(:) Comme telles auxiliaires À4, À,, Às, on peut prendre, par exemple, les composantes de la rotation, qui amène les axes Ox, Oy, Oz à être parallèles respectivement à
Mx', My, M7.
donnant pour la valeur actuelle de ô©, l’expression — ff ‘ 2 dhdxdyod2o,
nous obtenons pour le travail total
é oW fe - L ( ff f . dites) dh = — f[ qe — W) dr,dyod20- S So
Le travail considéré est indépendant des états intermédiaires et ne dépend que des états extrêmes considérés (M,) et (M).
Ceci conduit à introduire la notion d'énergie de déformation, qui doit être distinguée de celle de l’action envisagée précédemment ; nous dirons que — VW est la densité de l’énergie de déformation, rapportée à l’unité de volume du milieu non déformé,
La proposition que nous venons de rencontrer, qui détermine le {ravail tolal, effectué par les forces et les moments extérieurs, ainsi que par les efforts et les moments de déformation appliqués à la frontière, donne, par la considération de la déformation infiniment petite et par la particularisation du milieu, le théorème de CLapeyron (‘). En effet, introduisons d’abord simplement l'hypothèse, sur laquelle nous reviendrons au $ 58 sous forme plus générale, savoir que W est une simple fonction de £,, €, £3, Yi, Ya Ys ; nous pouvons alors envisager les formules :
Lei oW aW _2W
Q = — = — a — = — 1 EPA , Q; 25 ) 3 253 , 1 dY4 ?
54 oW Dod(a2 0Y3
> comme définissant un changement de variables remplaçant les lettres &;, €», es, Yu Ye Vs par les lettres Q;, Q:, Q, Æ,, =;, Z3. En vertu de ce changement de variables, W devient une fonction W''de Q;, Q:, Q, ui, Æo, 3.
Ceci posé, passons à la déformation infiniment petite, et plaçons-nous dans le cas envisagé au $ 34, p. 74-76 de notre Premier Mémoire sur la théorie de l'élasticité ; W et W' deviennent des formes quadratiques W, de e, ex, es 91, 92 gs et Wa de Vi, Vo, Voz, Oir Os Os, cette dernière étant au facteur
. près ce qu'on appelle la forme adjointe de W, ; nous obtenons, pour le tra-
vail total dont il a été question, et dans le cas de la déformation infiniment
petite, l’expression .. 1 ch W:dzodyodzo,
Particularisons encore et supposons que l’on ait (?) : ; À , We: gi) ——(: 4) (+ er+ es) — E(g? + q32+ 93 — leses — heze; —hese),
(1) C’est Lamé qui semble s’être chargé, dans sa Note des Comptes rendus, T. XXXV, p. 459-464, 1852, puis dans ses Leçons sur la théorie mathématique de l’élasticilé des corps solides (1r° éd., 1852, 2° éd., 1866), de faire connaître le théorème de CLapEyrox ; ce n’est que le 1°* février 1858, en effet, qu’a paru la note suivante : CLapeyrox, Mémoire sur le travail des forces élastiques, dans un corps solide déformé par l'action de Jorces extérieures, Comptes rendus, T. XLVI, p. 208, 1858. Consulter aussi TopHuNTER et Prarsox, À History of the Theory of Elasticity, etc., &S 4041 et 4067-1070.
(?) E. et F. Cosserar. — Premier mémoire sur la théorie de l’élasticité, p. 77.
nOUS aurons (RE) EI ET ART), Gi À tes 2H 24 31 + au mn
! Le Wa (Te, G)=—; (Moi +-Toa-+- Vos) — 2 Ts + Th — co|
2 ee On voit que l’on retrouve exactement le résultat de Lamé, si l'on remarque que, dans le cas de la déformation infiniment petite, le travail total des forces extérieures et des efforts à la frontière se réduit évidemment à l'expression
qu'il indique.
56, Etat naturel du milieu déformable. — Dans ce qui précède, nous sommes partis d’un état dit naturel du milieu déformable, et nous nous sommes donnés un état dit déformé ; nous avons indiqué des formules permettant de calculer la force EE létiouse et les éléments analogues dès que, au milieu déformable, est adjointe la fonction W représentant l’action de déformation en un point.
Arrêtons-nous un instant, comme précédemment, sur cette notion d'état naturel.
Ce dernier est jusqu'ici un état qui n’a subi aucune déformation. Concevons que les fonctions x, y, z, «, x, … y”, qui déterminent l’état déformé, dépendent d’un paramètre, et que, pour une valeur particulière de ce paramètre, on retrouve l’état naturel ; ce dernier nous apparaît alors comme un cas particulier de l’état déformé, et nous sommes amenés à essayer de lui appliquer les notions relatives à ce dernier.
On peut, sans changer les valeurs des éléments définis par les formules du $ 52, remplacer la fonction W par cette fonction augmentée d’une fonction déterminée quelconque +de x, Yo, Z et, si on se laisse inspirer par l'idée d’action que nous associons au passage de l’état naturel (M,) à l’état déformé (M), on pourra, si l’on veut, supposer que la fonction de xç, 5,
définie par l'expression :
War Jar Zen EP, nt, 40, pl, gl, rt)
est identiquement nulle ; mais les valeurs obtenues, à l'égard de l'état naturel, pour la force extérieure et pour les éléments analogues, ne seront pas nécessairement nulles; nous dirons qu'elles définissent la force extérieure et les éléments analogues relatifs à l'état naturel (*).
L'état naturel se présente, dans ce que nous venons de dire, comme l’état initial d’une suite d'états déformés, comme un état à partir duquel nous étu-
{*) Nous pouvons parler alors de force, d'effort, etc., parce que nous regardons l’état naturel comme la limite d’une suite d’états pour lesquels nous savons ce que © ’est que la force, l'effort, etc., la force, l'effort, etc. n'étant définis pour nous jusqu’ ici que lorsqu ïl ya déformation capable de les manifester et de les mesurer.
dions la déformation ; on est par suite conduit à se demander s’il n’est pas possible de faire jouer à l’un des états déformés le rôle que nous avons fait jouer à l’état naturel, et cela de façon que les éléments définis au $ 52 (force et moment extérieurs, effort et moment de déformation extérieurs), calculés pour les autres états déformés, aient la même valeur, si on rapporte les premiers de ces éléments à l'unité de volume du milieu déformé. et les seconds à l'unité d’aire d’une surface déformée. Cette question ne peut recevoir une réponse que si l’on introduit et si l’on précise la notion d'action correspondant au passage de l’état déformé à un autre état déformé.
L'hypothèse la plus simple consiste à admettre que cette dernière action s'obtient en retranchant l’action correspondant au passage de l’état naturel (M) au premier état déformé (M) de l’action correspondant au passage de l’état naturel (M;) au second état déformé (M). Si nous désignons, à l'égard de (M'), par Ë, ni. C, pi, qi, ri les quantités analogues (1) à E;, r;, &;, pi, qu ri relatives à (M), on est alors conduit à adopter, comme action de déformation relative au passage de l’état (M’) à l'état (M), l'expression
(52) [f I WtoP2torstopaqur)—WN(toTotott sn t{opé sql} dxodyod20 0 So
que l’on peut écrire, si A’ est la valeur de A pour (M) :
(53) jh Wo'(&os Yo Zo» E;, Vis Ci, Pi is ri) | A' | dx,dy5d2,, So
en désignant par S’ la surface de (M’) qui correspond à S, de (Mi), et par Wo (Los Yos Zor Eir Di Vs Pi Qu ri) l'expression
: I AUCT Vos Zos Bis Mis Ge Pas Qu) — WiSos For Zos Es né pi, ls ri) [AT
On pourra d’ailleurs, si l’on veut, d'après la remarque faite au début de ce paragraphe, substituer à l'expression (53) la suivante :
(53) { il 'f Wie 2 en GT) Ad dn so
où W'(to, Yo, 2e Bi ni, Gi Pi qu ri) désigne l'expression W (tos Jos os Es Ni Gi Pi Q ri) A $ Si l’on remarque que l'on a, par exemple,
[A'| 2W'(ts, Yo Zo° TRES ri) ge DW(to, Yo Zos Eir see 13)
il est clair que l'application des formules analogues à celles du 8 52 à l’expression (53) ou à l'expression (53'), en partant de (M’) comme état naturel, mais
(1) On doit remarquer que ?/, r#, ti, p/, q{, ri ne sont pas les analogues de. EU, 50), C@, p@), q@), rU), car ils ne sont pas formés au moyen des coordonnées æ', y, z' de (M') de la même façon que EU), (9), CO, p@), g(@), r(9) le sont au moyen de %,, Yos Zo-
en supposant (M) rapporté au système de coordonnées x,, y, 2, et en admetlant qüe les formules du $ 52 sont modifiées en conséquence, donne les mêmes valeurs de la force et du moment extérieurs relatifs à l’élat (M), rapportés à l'unité de volume de (M), ainsi que les mêmes valeurs de l'effort et du moment de déformation rapportés à l'unité d’aire de (S).
Ainsi, nous pouvons considérer (M) comme un état déformé dont (M') serait l'état naturel, pourvu que la fonction W associée à l’état (M) soit actuellement (*) W;/ ou W'.
Supposons que, conformément à ces indications, la force et le moment extérieurs soient, pour fixer les idées, donnés au moyen de simples fonctions de ty, Yo Z et des éléments qui fixent la position du trièdre Mx/y'z'. Supposons aussi que l'état naturel soit donné. Nous pouvons considérer les équations du $ 52 relatives à la force et au moment extérieurs comme des équations aux dérivées partielles relatives aux inconnues x, y, z et à trois paramètres À4, À, À, au moyen desquels on exprime «, a’, .… y"; les expres-
sions Ë;, M5 G, Pi Qi r: sont alors des fonctions de os Rs 7 À, da, À 21, 2h où nie, . _ _ (en posant toujours p; — To, Pa — Yo, ps = 29), que l’on calculera au moyen des formules (43) et (44).
Supposons que X,', Y,’, Z,', L;', M,;', N,', ou ce qui revient au même X 4 Yos Zo> Lo: Mo, Nos Soient des fonctions données de x,, Y5, 20%, 2, 13 ha, Xge L'expression W est, après substitution des valeurs de &;, ;, ti, Pi qi ra tirées des formules (43) et (44), une fonction déterminée de x, Yo, Zo ea ACER ER À» 2; Às 2h FO 2h que nous continuerons à désigner par W, dT 2Z dTo DA et les équations du problème peuvent s’écrire :
D 'ARUEE ES à EVER oW
= X, DEL OT UD Cor 00e 2To 2Yo 2Zo à 2oW à oW DAT " DE DT UN DT) OT 2e 07e. 0Ÿ Li CEA 2Ÿo 220 à oW a oW à doW 7 : — 2,
a 2 —— = Ÿ,, To 2, Yo, d11 079,2 Oh $ dTo 2Ÿ CA do oW do oW > oW oW - OC, 2%o , À, 9, 243 O9, dy Oh dTo 2Yo 2Zo à oW a oW à oW oW œ té Ée — %,
(4) Ceci nous permet, comme nous l'avons dit au début de ce paragraphe, de généraliser la notion d’état naturel que nous avons d'abord introduite. Au lieu de faire cor-
Los Mo Yo étant les fonctions de x, Yoy 70 Ts Yr 25 À is hp À3 QUI résultent des définitions du $ 53. vs
Ceci résulte directement des formules des paragraphes précédents, soit d’une façon plus immédiate de ce que les formules de définition de X4, Yo, 20; Los I, To peuvent se résumer dans la relation
Ô L il Wadx,dy,dz, + 06, — 0,
ô f if Wdzxidy,dz = 4j sf (Fe -+ Go8y + H5z+ 8, + Poôka + Roôs)de
— [fes + Yo 97 + 2,82 + D 0, + II o0)3 + ad) ;) dr odyod29-
c'est-à-dire dans
57. Notions du trièdre caché et du W caché.— Dans l'étude du milieu déformable, il est naturel, comme dans celles de la ligne et de la surface déformables, de porter l'attention d’une façon particulière sur le milieu ponctuel dessiné par le milieu déformable ; ceci revient à envisager à part x, y, z et à considérer «, a', …, ÿ comme de simples auxiliaires ; c’est ce que nous pouvons également exprimer en concevant que l’on ignore l'existence des trièdres, qui déterminent le milieu déformable, et que l'on ne connaisse que les sommets de ces trièdres. En nous plaçant à ce point de vue, pour envisager les équations aux dérivées partielles auxquelles on peut être conduit suivant les cas, nous pouvons introduire la notion du trièdre caché, et nous sommes conduits à unc classification résultant des diverses circonstances qui peuvent se produire dans l'élimination de a, «/, ..., Ÿ".
Une première étude qui se présente est donc celle des réductions qui peuvent avoir lieu dans l'élimination de a, &, …, +"; dans les cas particuliers correspondants, où l'attention est portée d’une manière presque exclusive sur le milieu ponctuel dessiné par le milieu déformé (M), on pourra même parfois faire abstraction de (M), et, par suite, de la déformation permettant de passer de (M,) à (M).
Le trièdre peut être employé d’une autre façon, comme nous l’avons déjà dit pour la ligne et la surface déformables ; nous pouvons faire sur lui des hypothèses particulières, ‘et de mème sur le milieu (M); tout ceci revient à envisager des déformés particuliers du milieu déformable libre. Si les relations que nous imposons sont de simples relations entre £;, m;, t,, Pi Qi ri Comme
respondre simplement à ce mot l'idée d’un état particulier nous pouvons, d’une façon plus générale, lui faire correspondre l’idée d’un état quelconque à partir duquel nous étudions la déformation. Le fait d’avoir introduit x,, Yo> Zo au début de la théorie semble faire jouer à (M,) un rèle particulier ; mais on ne doit pas considérer Ty» Jo <o Autrement que comme des coordonnées servant à définir les différents milieux et non pas seulement (M,) ; on a choisi ces coordonnées d’une façon particulière, et en liaison avec un milieu particulier (M,), afin qu’on puisse ensuite porter l’attention sur (M5), à propos de la déformation infiniment petite,
ce sera le cas dans les applications que nous aurons à étudier, nous pourrons tenir compte de ces relations dans le calcul de W et déduire de W des fonctions plus particulières : la question intéressante qui se posera sera d’introduire simplement ces formes particulières, et de considérer, en quelque sorte, comme cachée, la fonction W générale qui aura servi de point de départ. Nous aurons aimsi une {héorie qui sera spéciale aux déformés particuliers mis en évidence par les relations données entre E;, mi, &;, pa Qu ri.
Nous verrons que l’on peut ainsi, au moyen de la théorie du milieu déformable libre, rassembler à titre de cas particuliers, et comme provenant d'une même origine, les équations qui sont le résultat des théories spéciales que l’on rencontre dans la Physique (‘).
Dans ces dernières, on se place quelquefois dans des circonstances propres à éviter la considération des déformations : en réalité, elles ont besoin d’être complétées ; c’est ce que l’on peut faire, dans les applications pratiques, en envisageant la déformation infiniment petite.
Prenons le cas où la force et le moment extérieurs ne renferment tout au plus que les dérivées premières des inconnues x, y, z et À,, X,, À, ; les dérivées secondes de ces inconnues ne seront introduites dans les équations aux dérivées partielles que par W ; or les dérivées de x, y, z ne figurent que dans E, ri, &, et celles de À, À,, À, ne se présentent que dans p;, qi, r;. On voit donc que si W ne dépend que de &;, r;, &;, ou.ne dépend que de p;, q;, ri, il y aura réduction dans les ordres des dérivées entrant dans le système d’équations aux dérivées partielles. Nous examinerons ici le premier de ces deux cas, qui correspond à la théorie ordinaire de l’élasticité des milieux matériels et à la théorie des différents milieux éthérés envisagés dans la doctrine des ondes lumineuses.
58. Cas où W ne dépend que de x, Jy 2m ëÿ ù & et est indépendant de p;, gi, r. Comment on retrouve les équations relatives au corps déformable de la théorie classique et au milieu de l'Hydrostatique.— Supposons que W ne dépende que des quantités x, Von Zo bi is Ge et non des p;, qi, ri ; les équations du $ 56, qui se réduisent aux suivantes :
à doW à oW > oW To 2W E = X,,
… We W W à sé 2W o 2W 22 or —_ ha À, + Âb, == O, dt, ON 0)e TE es 7 à 2Lo Cu dZo à 2oW omaoWatris LoN. Z,, ps +, —0, d%o … 27 dYo. 07 229, 7 dÀ4 dTo 2Yo 0%0
(1) Toutes nos considérations s'appliquent jusqu'ici aussi bien aux milieux matériels qu'aux différents milieux éthérés : nous n'avons prononcé nulle part le mot nr et ce que nous exposons est, comme nous l’avons dit au début, une théorie de | action sur l'étendue et le mouvement ; pour avoir une idée plus complète de la notion de matière, nous aurons à expliquer plus tard comment on doit rapprocher cette dernière du concept
d’entropie, suivant la vue profonde que Lrppmanx a introduite en Electricité.
dx 2z
6 9 ee 2
dans lesquelles W ne dépend que de x, Yo, Zo Nez montrent que, si nous prenons le cas simple où X4, Yo, Zo or bo, TQ sont
: j ax des fonctions données ({) de x4, Yo» Zor ©; Yr 2: HU
» Àj» Àps Àgr NOUS
dZ s :
Se À; À9) À les trois +0
équations de droite peuvent être résolues par rapport à },, À, À,, eton obtient finalement trois équations aux dérivées partielles ne renfermant, avec nos hypothèses, que zy, Yo, 2, et que x, y, z et leurs dérivées premières et secondes.
Envisageons d'abord le cas particulier dans lequel les fonctions données Lo Ab, Vo sont nulles ; il en sera de même pour les valeurs correspondantes des fonctions de l’un quelconque des systèmes (L,', M,', N;'), (Ls, Ms, Ni), (L, M, N). Il en résulte que les équations :
2W ass ! 2W _ Phone Libre De on nc ap
reviennent à
CU a CASE CD D BE de,
13e, 2Yo 337 Ty ? 3ÿo Sr A 2 dZ 2z dx dx dx A —+A,—+A, ——C — = Es va A AS 2% RS OZ AE ë dx dx 2x 2 2 2 Be ch 2 ss A, A — 7 — 3 L —0, 2T 2Ÿo oz 2To dy 22
c’est-à-dire à Pys —= Pzys Pzz — Pr: Pzry —= Pyzs
dont l'interprétation est immédiate.
Ceci posé, observons que si l’on part de deux positions (M,) et (M) supposées données et que l'on en déduise, comme au 8 53, les fonctions £,, Ab,, %,, il peut arriver, dans le cas où ces trois fonctions sont nulles, que ce résultat se présente accidentellement, c’est-à-dire pour un certain ensemble de déformés particuliers ; mais il peut arriver que ce résultat se présente quel que soit le déformé (M), que ce soit une conséquence de la nature des milieux (M), c’est-à-dire de la forme de W.
Envisageons ce dernier cas, qui est particulièrement intéressant ; W est
alors une simple fonction (?) dep, p2, ps et des six expressions &;, €2, Es, 1, Y> 3 définies par les formules (45).
(*) Nous supposons qne X;,, Yo: Zo, Lo Abo T9 ne renferment pas de dérivées de À, À, Às, pour simplifier l’exposition et pour indiquer plus facilement ce à quoi nous voulons faire allusion.
(?) Le trièdre est complètement caché ; nous pouvons aussi concevoir que nous ayons un milieu simplement ponctuel,
Les équations déduites des 8$ 52 et 53 se réduisent soit à
oA/ ji D ( EUR qGi — nB:) = X; F = lAs' + mAï + n,A;/, > Be, LA, = Y;, ' à SR Le = À, Go = DB: + mB; + nB;, t
2C; ! / pa (E an es qAt) = 2; H, = QC + MG + nG,
d€ dY 2Y oW oW Wal +.
B} —""; 5e Tu, RER GJ, k=— 1, 2,8),
soit encore à ({) :
doÂ dA: dÂÀ + SA + Fe ———— À, F, — LA —+ moÂ2 —+ NoÂ3 2B: + 2B; + 2B; = de G, —= 1,B: + moB2 D Dei noBs,
Dr Ye 0 Ze
CON dC: 2C: 2 ss 2%, + A + 22 = 2%, H, =—— LC: —+ moC; — LA CPR
où l’on a 22 = + a — —— De %) 35° A Q, 2T, re 8 2Ÿo 2 oz Pr OR IN LENS A, — 9 To —+ 2 2Yo 1 2Zo dx dx dX dt A — E, — EL, — +0, =:
Às 33%, LE nr 2Yo Vo, dY = 2Y = or , Bi Op ess RENE ro). Je 2 = EE, —— — +, =?
B, 3 2%, on me 2 2Ÿo 1 2Zo dy — 04 B,—=#, — E, = + Q — >?
3 23, ie 2Ÿo 52 Z oz C, — Q 02 E, 22 + Œe —) : A dYo 229 me Ts dZ Q à és, = Led , CG, =E, es + Q, ay + E, 3% C,—#% oe = _ 22, Se 1 3Ÿo 2 A
(1) Comparer E. et F. CosseraT. — Premier Mémoire s
ur la théorie de l’élasticité,
2W =, soit encore à (!) :
en posant, pour abréger l'écriture, Q; — —-,
OPre 2e dPys ane Li LEE x: F — lp: + MPye + Mr
dx 2y oz
Pa 2e sr A a = = Y, G — P:y + Mpyy + Mzys dPrz dPys da — > _ Re + EE, Ho pes + Mrs + Mes
où l’on a :
I dx 2 ox \? dT DT — dr dt 0 0 =; ; el EE — Ho — — +ons—— |, à AETÉ = + ) +a(5) Vi 37,220 YA TA ae> |
et des formules analogues pour p,,, .…, À ayant la signification que nous avons donnée au $ 54 et que nous allons rappeler dans un instant.
Nous retrouvons, on le voit, le milieu continu déformable, dont il est question dans la théorie ordinaire de l’élasticité.
Un cas particulier intéressant s'obtient en cherchant pour quelle forme de W on a les identités :
‘ Pyz =— O, Pyz 10; Pzy == O,
quels que soient _ ,. .… On trouve que W doit être une simple fonction de
Los Yor & et de l’expression A définie par les formules (2) :
| T +2 3 2 A = EN RP 1+2 V1 le) (To, Yo» 20) Y2 1 I —+ 2 E3
ce que l’on peut voir, par exemple, en remarquant que si l'on se reporte aux formules données précédemment (*), qui fournissent p,, Py; P:r,.. en
fonction de À,, ..…., on a :
2W oW oW SD V0 32 dLo __ Yo __ d% oÂ oA oA NEC RE 3% Yo 2% (*) Comparer E. et F. Cosserat. — Premier Mémoire sur la théorie de l’élasticité, p. 4o, 44, 65.
(?) Comparer E. et F. Cosserar. — Premier mémoire sur la théorie de l'élasticité, p. 23, 24.
(5) Ces formules sont actuellement celles de la page 47 de notre Premier mémoire sur la théorie de l’élasticité.
et deux systèmes analogues ; W étant supposé une simple fonction de x,, , et de À, on a ensuite :
Si nous considérons le cas particulier dans lequel W ne dépend que de A, et si nous admettons que l’on nous donne X, Y, Z exprimés en fonction de æ, y, z. les équations de la question, qui sont :
à + = YŸ, = 2,F— ip, G = mp, H — np,
dW : ; en posant p — À? deviennent celles qui servent de base à l'hydrostatique (:) ; le milieu initial (M,) n’apparait que par A, et on peut remplacer linconnue A par l’inconnue p qui lui est liée par la relation p — ue Si la fonction W
n'est pas donnée, est cachée, on a les équations précédentes, où p est une auxiliaire dont la signification est bien connue.
Il nous suffira d'indiquer que le cas où les fonctions £, Abs, A ne sont pas nulles comprend la théorie de tous les milieux éthérés que depuis Mac- Cuzracu jusqu’à Lorp KeLvin on a considérés pour l’étude des ondes lumineuses, mais ici la théorie de ces milieux est complètement mécanique. Nous mentionnerons également que le cas plus général, où il reste, dans les expressions du moment extérieur, la trace des dérivées de l’action W par rapport aux rotations p;, qi, ri conduit de la manière la plus naturelle à la notion d'induction magnétique introduite par MaxweLL.
59. Le corps invariable. — Nous avons considéré le cas particulier où W ne dépend pas de p;, q;, ri et différentes particularisations de ce cas ; on peut, soit par l’étude de déformations particulières, soit par l’étude de nouveaux milieux définis par une théorie des liaisons qui profite des résultats déjà acquis parvenir à d’autres milieux considérés au moins en partie par les auteurs.
Partons, par exemple, du cas simple dans lequel le trièdre est caché, c'està-dire en définitive d’un milieu ponctuel dans lequel W est une fonction de Los Vor Zor Et» E2r Er Yis V2 Ve
1. Nous pouvons concevoir que l’on porte l’attention uniquement sur les déformations du milieu pour lesquelles on a :
a =D = EE —= Yi —= ŸY2 — Ys — 0:
Il suffit, dans les définitions des forces, etc., d'introduire ces hypothèses, et, si les forces sont données, d'introduire ces six conditions ; dans ce dernier cas, les problèmes habituels correspondant à la donnée de la fonction W et au cas général où les £;, y; ne sont pas nuls, ne peuvent se poser que si les données sont particulières.
(1) Comparer Dunem. — Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique,
Si nous supposons que seule, la fonction W, obtenue en faisant 2 — € — €3 = Yi = y = 3 — 0 dans W(o1, Ps, € .…) est donnée, que l'on ne connaisse pas les valeurs des dérivées de W par rapport à #4, #2, ... Y3, POUT 4 — € = — Y; — 0, qu’ainsi W soit cachée, nous voyons que p:., ... p., par exemple, deviennent six auxiliaires que l’on doit adjoindre à x, y, z; de sorte que, dans le cas où les forces agissant sur les éléments de volume sont données, nous avons neuf équations aux dérivées partielles à neuf inconnues, auxquelles on doit adjoindre des conditions accessoires.
Remarquons maintenant que l’on sait intégrer le système :
E = 2 = Eg = Yy —= V2 — Y3 — 0;
la déformation étant supposée continue, l'intégrale correspond à un déplacement d'ensemble du milieu ; il reste donc à déterminer les six constantes d'intégration et les auxiliaires p,.,
Si les forces et les efforts qui agissent sur le milieu sont donnés, en supposant connus X . en fonction de x, y, z, les six équations du $ 54, avec les simplifications apportées par la forme du W, appliquées au corps entier, détermineront les six constantes d'intégration ; il ne restera donc, pour compléter, qu’à déterminer ultérieurement p,, … On voit qu’en laissant de côté cette détermination ultérieure, nous retrouvons les problèmes habituels de la Mécanique des corps invariables, Mécanique dans laquelle on suppose peutêtre plus ordinairement que la fonction W cachée ne dépend que de A.
2. Nous pouvons concevoir que l’on cherche à définir un milieu sut generis dont la définition tient déjà compte des conditions :
E —= E9 = € = Ÿ, —= Ye —= Y3 —= ©.
Pour définir le nouveau milieu, en restant dans le même ordre d'idées que précédemment, nous définirons encore Fy', … N5' par l'identité :
JT£. SWdzx,dyodz, — 4 ES 0x + … + Kodk') do 80 So — [ff (Ko dx + … + ALTS) drodyodz, ; So
mais cette identité ne doit plus avoir lieu qu’en vertu dec, — .. — Ÿ — 0: en d’autres termes, nous envisageons un milieu dont la théorie va résulter de l’adjonction a posteriori des conditions &, — … — y, — o à la connais-
; à : } ‘ sance d’une fonction W (xs, Yo, Zor €» €, - Y3) et de six fonctions auxiliaires u,, ... pu, de to, Yo, &, au moyen de l'identité :
JS GW pt + added [| (Fo 9 x+...)do 0 80 — [ff (X0' 8x + …) drodydzo
ceci revient à faire €, — … — y; — o, dans la théorie générale qui précède, où l’on a commencé à remplacer W par W,=W +, +... + pys.
Nous retombons, on le voit, sur la théorie du milieu élastique correspondant à la fonction W, de x, yo, 2, 4, .… Ya, dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent à &, — .., —Y; — o. Si donc nous nous plaçons dans le cas du W, caché, si nous supposons que l’on connaît simplement la valeur Wi(Zos Yo 2) que prennent simultanément W et W, pour é,— .… — 3 — 0, nous retrouvons la théorie qui comprend celle habituelle du corps invariable.
Observons que si, pour constituer le corps invariable, nous tenons, par un changement des auxiliaires, compte a priori, dans W, des conditions &, — … — Y3 — 0, nous sommes conduits à remplacer, dans les calculs relatifs au milieu général, W par pe, + ... + u,ys, et nous trouvons également des formules qui ramènent aussi à l'étude d'un milieu élastique, dont on se borne à étudier les déformations qui correspondent à :, — .. — y, — 0; ces formules, en supposant p,, ..., pu, non connus, nous ramènent de nouveau à la théorie qui comprend celle habituelle du corps invariable. À ce dernier point de vue, neus revenons à l'exposition que l’on peut faire d’après les idées de Lacraxce. Nous pouvons observer, en particulier, que dansle cas où X,, Y,,Z, sont données comme les dérivées partielles par rapport à x, y, z, d’une fonction + de &,, Yo, Ze &, Y, Z, les équations dans lesquelles figurent X,, Y,, 2, ne sont autres que les équations auxquelles on est conduit en cherchant à déterminer un extremum de l’intégrale
Î d NE çdædyodzs,
E = E9 = Eg = Ya = Yo —= Ÿ3 — 0,
sous les conditions
3. Exposons un troisième procédé (‘), pour constituer un milieu dont la théorie conduit toujours aux mêmes équations et qui sera un cas limite du milieu primitif, Ce procédé est à rapprocher du premier, et s'applique aussi aux différents cas de ligne et de surface déformables.
Concevons que le W qui sert de définition au milieu primitif soit variable, et, pour fixer les idées, supposons-le, pour les valeurs £,, .… Y, voisines de zéro, développable en série de Macraurin par la formule :
NN IN PME LEP
où W,; représente l’ensemble des termes du i* degré. Admettons que les coefficients de W, (qui peuvent dépendre de x,, Yo, &), dans leur variation, augmentent indéfiniment ; sinous voulons que W conserve une valeur finie, nous devons supposer QUE €, ...s Ya tendent vers zéro ; autrement dit, nous ne pouvons alors considérer que les déformations qui satisfont à €, — ... —Y,; —0;en
(1) Comparer Tnowsox et Tarr, — Treatise, vol. I, Part. I,p. 271, à partir de la 11° ligne comptée du bas.
d’autres termes, le corps auquel nous parvenons à la limite ne peut prendre que des déplacements d’ensemble. Nous pouvons supposer que les dérivées 2W ET dire, on fait varier également en conséquence une déformation étudiée de ce milieu.
Pour expliquer d’une façon plus précise ce qui précède, concevons que les coefficients de W,, W,, … dépendent d’un paramètre h, de sorte que lorsque h tend vers zéro, ceux de W, augmentent indéfiniment; pour fixer les idées,
, …… tendent vers des limites lorsque W, variant comme on vient de le
£ À EE MES supposons ces derniers coefficients linéaires par rapport à k concevons égale-
ment que x, y, z, qui définissent une déformation étudiée, varient avec h et de sorte que €,, .… tendent vers zéro ; nous supposerons en outre que e,, .… sont infiniment petits du premier ordre par rapport à k, par exemple que €, … se développent suivant les puissances de h, les premiers termes du développe ment étant ceux en À. Dans ces conditions, W tendant vers zéro, _ Eos. ee
EE 3 tendent vers certaines limites (qui pourront être des fonctions de x,, ÿs, 29) ; si donc, nous considérons les équations du $ 52, qui servent de définition à la force et au moment extérieurs, elles nous conduisent finalement à des formules permettant de les définir, et qui ne sont autres que les équations du point de départ, dans lesquelles la notion de la fonction W a disparu, et dans lesquelles figurent six auxiliaires F,/, G,/, H,', L;', J,', K;'-
60. Milieu déformable en mouvement. — La théorie du mouvement de la ligne déformable et celle du mouvèment de la surface déformable se sont présentées très naturellement comme des particularisations de la théorie de la surface déformable et de celle du milieu déformable ; il a suffi pour cela de donner à l’un des paramètres p; de la surface ou du milieu la signification du temps. Comme nous n'envisageons pas ici la statique d’un milieu à plus de trois dimensions, nous devrons, dans ce qui suit, exposer directement la théorie du mouvement d'un milieu déformable; mais nous lui donnerons néanmoins une forme entièrement analogue à celle que nous avons indiquée pour la dynamique de la ligne déformable et de la surface déformable.
Considérons encore un espace (M,) décrit par un point M,. dont les coordonnées sont &,, Yo 2, par rapport à trois axes rectangulaires fixes (x, Oy, Oz, et adjoïgnons à chaque point M, de l’espace (M,) un trièdre trirectangle dont les axes M,x,, Miy's, M,'z, ont, par rapport aux axes Ox, Oy, Oz des cosinus directeurs qui sont respectivement a,, &/', &" ; Bo; Bo's Bn° 3 Yo» Yo Yo» et Qui sont des fonctions des variables indépendantes x,, y, 2o-
L'ensemble continu à trois dimensions de tels trièdresM,x,/y,'z,' peut être considéré comme la position à un instant déterminé {, d’un milieu défor mable défini de la façon suivante.
Donnons au point M, un déplacement M,M fonction du temps {, de la position du point M, et s’annulant pour {—1, ; soient x, y, z les coordonnées du point M, que nous considérerons comme des fonctions de x,,ÿ9, Zs t. Impri-
mons en outre au trièdre M,r,'y,'7, une rotation qui amènera finalement ses axes à être ceux d’un trièdre Mz'y7 que nous adjoindrons au point M; nous définirons cette rotation en nous donnant, lpar rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz les cosinus directeurs a, a!, a"; 6, 8, 6; y, y! x" des axes Mz', My, M7; tous ces cosinus seront, comme x, y, z, des fonctions de Tor Jo» Ze» t-
L'ensemble continu à trois dimensions des trièdres Mx’y’z’, pour une valeur donnée du temps {, sera ce que nous appellerons l’état déformé du milieu déformable considéré à cet instant t ; l'ensemble continu à quatre dimensions des trièdres Mx'y’7 obtenu en faisant varier { sera la trajectoire de l'état déformé du milieu déformable.
Pour la commodité de l'écriture et des notations, nous introduirons parfois dans ce qui va suivre, comme nous l’avons déjà fait, au lieu de x,, y,, zo, les lettres p,, p,. P,. Nous continuerons de désigner par £;(%, r(0), £;(0) les composantes de la vitesse de l’origine M, des axes Mx,', My, M2 suivant ces axes, quand p; varie seul et par p;{°), q:°), r;(9) les projections sur ces mêmes axes de la rotation instantanée du trièdre M,x,'y,/z,' relative au paramètre p.. Nous désignerons par &;, ñ;, &; et par p;, qi ri les quantités analogues pour le trièdre Mx/y2’, lorsqu'on le rapporte, comme le trièdre M,x,'y,/z,', au trièdre fixe Oxyz.
Quand le temps t varie, et que le mouvement du trièdre Mx/y'z' est rapporté au trièdre fixe Oxyz, l’origine M a une vitesse dont les composantes suivant les axes Mx’, My, M7, seront désignées par €, n, &, et la rotation instantanée du trièdre Mx'y/z' sera définie par les composantes p, q, r.
Les éléments que nous venons d'introduire se calculent comme au $ 49 ; on a d’abord les formules :
Ls € r dY r.,04. : — CPR CAS
CHA à C4 = Lu PER 28;
(54) D 2 Lx (55) a=Dsri— Die dx 2v az VENFAOTENER 28.
RP EE ner De
auxquelles s'ajoutent les suivantes :
nd Nr dy,
ee +a + PF gl QT Bd
r d n dz 1 Em ASE da,
(54) = PR +8 D +8 m E9)3=2" x Date df
d d MN PEN, de;
er +T + == ex
en introduisant dès maintenant la distinction des notations pour les fes 1 r par rapport au temps suivant que l'on prend y, Yo 20 ? OÙ #, Y, 7, ! POU
variables indépendantes. NA. # Supposons qu’on imprime à chacun des trièdres de la trajectoire de l’état
déformé un déplacement infiniment petit pouvant varier d'une façon continue avec ces trièdres. Avec les mêmes notations qu’au $ 50, nous aurons :
(56) dx — Bôrk' — yô!, (57) Sa da! + 2/05! — y'dr!, dy — dy + g'ôn— 701, d'z— 07 + y — x'ds,
: o' À 4 aoû à.
dE —rÔr — 03 + ES + quiz —rd'y, | ôp;—— + qe —rôs, : d9; d9; DU n LU 0! s « où! s (58) = Lo! _—_. Edr SJ ue r 0x — pô'z, (59) } Ôq: 3 ue rx —poK', ni Pi 5! 2 d0r ; DE —E05 — n;Ô1 + ee +p3'y —q'æx, | dry — + ps —q1, dP: d9i = dè'x à _ k dôr! k “ DE — nôr — Ly' DIE EE qg9'z— roy, Op Ar + Br — rèr,
di
(58') { Ôn— Eô1/ — Ed” — + rdx — pdz, (59')4 àq — + rot — pôr', | SG — Ed5! — nôr ne + p5y —qi'x, Ôr — re qùr'.
61. Action euclidienne de déformation et de mouvement sur un milieu déformable en mouvement. — Considérons une fonction W de deux positions infiniment voisines du trièdre Mx'y/7 , c’est-à-dire une fonction de Los Yor Zor t de &, y, 2, a, a’, .…, y” etde leurs dérivées premières par rapport à Los Yo» Zo L. Proposons-nous de déterminer quelle doit être la forme de W pour que l'intégrale quadruple :
J de ï, Waxzdyodzdt,
étendue à une portion quelconque de l’espace (M,) et à l'intervalle de temps compris entre les instants {, et £,, ait une variation nulle, quand on soumet l’ensemble de tous les trièdres de ce que nous avons appelé la trajectoire du milieu déformable, pris dans son état déformé, à une même transformation infinitésimale quelconque du groupe des déplacements euclidiens.
Il s’agit, en définitive, de déterminer W-de façon que l'on ait : 2W — 0,
lorsque, d’une part, l'origine M du trièdre Mx/y’z' subit un déplacement infiniment petit, dont les projections ôx, êy, Ôz sur les axes Ox, Oy, Oz sont
{ 0x — (a, + w,7 — w,y)}ôt, (6o) Sy — (as + w,x — w,z)Ùl, 7 — (a, + w,y — w,r)dt, OÙ 4, 3, y, Wy, W, W, sont six constantes arbitraires et à une quantité infiniment petite indépendante de x,, Yo, Z» t, et lorsque, d’autre part, ce
trièdre Mx'y’z' subit une rotation infiniment petite, dont les composantes suivant les axes Ox, Oy, Oz sont :
WÔ, &Ùt, wôt.
Il nous suffit de répéter le raisonnement que nous avons fait déjà à plusieurs reprises, pour voir que la fonction W cherchée a la forme remarquable : Wx,, Yo Zo» t, ë, Qis Lis Pis Yo Ti (4 > & P; 4 k), analogue à celle rencontrée pour la ligne, la surface et le milieu déformables en repos. Nous dirons que l'intégrale
|: : l il Waxidyodzdt ti 80
est l’action de déformation et de mouvement, à l’intérieur de la surface S, sur le milieu déformé en mouvement et dans l'intervalle de temps compris entre les instants £, et t,. Nous dirons d’autre part que W est la densité de l’action de déformation et de mouvement, en un point du milieu déformé pris à un instant donné, rapportée à l’unité de volume du milieu non déformé et à l’unité
de temps ; en donnant à À la même signification qu’au $ 54, N est la den-
sité de cette action en un point et à un instant donnés, rapportée à l'unité de volume du milieu déformé et à l’unité de temps.
62. La force et le moment extérieurs ; l'effort et le moment de déformation extérieurs; l'effort, le moment de déformation, la quantité de mouvement et le moment de quantité de mouvement du milieu déformé en mouvement, en un point et à un instant donnés. — Considérons une variation quelconque de l’action de déformation et de mouvement à l’intérieur d’une surface (S) du milieu (M) et dans l’intervalle de temps compris entre les instants {, et {,, savoir :
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Nous pouvons l'écrire, en vertu des formules (58), (58'), (59), (59°),
:[° JE état [ s fl ‘| E Ed (nr — 65 HP +qÿ'zr y)
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Appliquons la formule de GREEN aux termes qui renferment explicitementune dérivée par rapport à une des variables p,, p,, p4 et effectuons une intégration par parties sur les termes qui renferment explicitement une dérivée par rapport au temps {; il vient, en désignant par L,, m,, n, les cosinus directeurs, par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz, de la normale extérieure à la surface Sy, qui limite le milieu avant déformation à l'instant {, et par ds, l’élément d’aire de cette surface :
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et en outre
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posons d'autre part :
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En ayant d’abord égard à l'intégrale quadruple, qui figure dans l'expression
t de Ô di 2 vi fe War, dyodzodt, nous appellerons force extérieure et moment h 59
extérieur au point M et à l'instant t, rapportés à l’unité de volume de la position du milieu à l'instant t,, les segments ayant leur origine en M et dont les projections sur les axes Mr’, My’, M7 sont respectivement X;/, VZoetL MN
En ayant ensuite égard à l'intégrale triple prise par rapport au temps et étendue à la surface S,, nous appellerons effort extérieur el moment de déformation extérieur au point M de la surface S, qui limile le milieu déformé à l'instant t, rapportés à l’anité d'aire de la surface S,, les segments issus de ce point
M et dont les projections sur les axes Mx’, My, Mz' sont respectivement —F,,—G;,',—H,'et—1I,',—J,;,—K;,'. Ces six dernières quantités, en un point déterminé M de (S), ne dépendent que de la direction de la normale extérieure à la surface S ; elles restent invariables, si la région considérée de (M,) variant, cette direction de la normale ne change pas, et elles changent de signe si cette direction est remplacée par la direction opposée.
Supposons qu'à l'intérieur du milieu déformé limité par la surface S, on trace une surface ©, circonscrivant, soit seule, soit avec une portion de la surface S, une partie (A) du milieu, et désignons par (B) ce qui reste du milieu en dehors de la partie (A). Soit 3, la surface de (M,) qui correspond à la surface © de (M) et soient (A,) et (B,) les régions de (M,) qui correspondent aux régions (A) et (B) de (M). Séparons par la pensée les deux parties (A) et (B): on pourra regarder les deux segments (— F,/, — G;', —H,') et (— 1, —J;!,—K;'), déterminés par le point M et pour la direction de la normale menée à 3, vers l'extérieur de (A,), corame l'effort et le moment de déformation extérieurs au point M de la frontière Z de la région (A); on pourra regarder de même les deux segments (F,/, G,/, H,') et (1;', J;', K;') comme l'effort et le moment de déformation extérieurs au point M de la frontière © de Ja région (B). En raison de cette remarque, nous dirons que —F;/,—G;/,—H;/et— 1, —J,, —K,' sont les composantes suivant les axes Mx’, My’, Mz de l'effort et du moment de déformation exercés en M sur la portion (A) du mulieu (M), et que F,/, G,', H,'etI,/, J,', K,/ sont les composantes suivant les axes Mx’, My’, M2 de l'effort et du moment de déformation exercés en M sur la portion (B) du milieu (M).
Enfin, en ayant égard à l'intégrale triple étendue au volume de (M) à l'instant {, dont les valeurs sont prises aux instants extrêmes {, et £,, nous appellerons quantilé de mouvement et moment de quantité de mouvement au point M du milieu déformé (M) à l'instant t, les segments ayant leur origine en M et dont les projections sur les axes Mx’, My’, Mz’ sont respectivement A', B’, C’
et P', Q/R.
63. Spécifications diverses de l'effort et du moment de déformation, de la quantité de mouvement et du moment de quantité de mouvement — Posons, comme au $ 53,
PE nl 0
dË, ? LR one FES AU 01% Ro tre + dpi ? l'a dqi” An 2e) or; ?
A, B;/, CG et P;, Q;, R} représentent respectivement les projections sur Mz', My', Mz' de l'effort et du moment de déformation qui s’exercent au point M sur une surface qui, avant déformation, avait pour normale au point M, la parallèle à celui des axes coordonnés Ox, Oy, Oz qui correspond à l'indice i ; il suffit, en effet, de se rappeler qu’on a déjà convenu de remplacer par p;, Per Pas les lettres x, y,, Z, qui correspondent respectivement, d’après cette convention, aux indices 1, 2, 3. Cet eflort et ce moment de déformation sont,
rappelons-le, rapportés à l’unité d'aire de la surface non déformée à l’instant !.
Les nouveaux efforts et les nouveaux moments de déformation que nous venons de définir sont liés aux éléments introduits dans le & précédent par les relations suivantes :
de = LA;' + mA! + LUN: VAR LD EPr + mP;' + LE G = LB, an mB2' Due noBs/, J,' = AO Eu mQ:' ce nQ;' HO On Can Ce ER AR EnRe
dA; ! dA' ! / !
2 (+ + 0 —n8/) + D + ac — rB — X, =—— 10
EE + ra EF ON TE (RE ONE En 2P; ill Pibi AT TA — pu — }, —0o Y 2C; !
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apr ‘ ! ! ! 12 !
pe ee = qiR4 Es rQ,; Se Ci —t;B; } + +38 —1Q'+1nC'— ÿB'—L,—o,
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On peut se proposer de transformer les relations que nous venons d'écrire, indépendamment des valeurs calculées au moyen de W, des quantités qui y figurent. Ces relations ont lieu, en effet, entre des segments attachés au point M et auxquels nous avons attribué des noms; au lieu de définir ces segments par leurs projections sur Mzx’, My', M2’, nous pouvons tout aussi bien les définir par leurs projections sur d’autres axes ; ces dernières projections seront liées par des relations, transformées des précédentes, Les relations transformées s’obtiendront d’ailleurs immédiatement, si l’on remarque que les formules primitives ont des interprétations simples (!) par l’adjonction aux axes mobiles des axes qui leur sont menés parallèlement par le point O.
1. Bornons-nous, comme pour la statique, à la considération des axes fixes Ox, Oy, Oz ; désignons respectivement par X,, Y,, Z,etpar L,, M,, N, les projections sur ces axes dela force extérieure et du moment extérieur en un point quelconque M du milieu déformé à l'instant, par F,,G,, H, et par L,, J,, K, les projections de l’effort et du moment de déformation sur une surface dont, avant déformation et à l'instant {, la normale extérieure a des'cosinus directeurs !,, mor Po, par Ai, B:, C;, et par P;, Q,, R; les projections de l'effort (A}, B';, C;) et du moment de déformation (P;, Q;, R/), par A, B, C, et par P, Q, R les projections de la quantité de mouvement (A, B, C) et du moment de quantité
(:) Une interprétation intéressante à noter est l’analogue de celle donnée par P. Sanwr-Guicuem à propos de la dynamique du trièdre.
de mouvement (P, Q, R). Les transformées des relations précédentes sont évidemment :
F, = Ai + M3 + Pos b — Pi + MP + n0P3
Go = LB, + MB; + nBs J, = 4Q, + mQ + nQs
H,= LC, + mC; + n0Cs K, = GR + mR + nm Rs
A D den ee ee D + D = 0:
= Le + + GR + G + GE + CY D SRE A NT Te — 0 0 À — CT Mo + ++ R+BË +R +R —A D DA APN — 0.
2. Observons maintenant que nous pouvons exprimer les neuf cosinus &, «', .,. y’ au moyen de trois auxiliaires À,, À,, À. Posons :
Eyd$ — — Ed} — w,'dà, + vd), + s,/d),, Sad} = — Eyda = dl, + xd, + xs ds, Efda — — Sad$ — 6, dh, + 0,'dh + 0,'dà,.
Les fonctions w;, y;, 5; de À,, À,, À,, ainsi définies satisfont aux relations, que nous avons déjà écrites plusieurs fois,
o5/ __ow; / PR an SE dues n) dy: He a "T ai + sw; — sjmi —0, (7 — 1, 2, 3), oc 25;! !
se À; + Di}; — BjXi — 0, et l’on a :
= 1 dy r dh9 , oh dÀ d dA Passons Lio sat ane HIDE + 2h, rs dd a dÀ dA at men qu Q + x Du De 2À aÀ à di d Re Ce r Ag rs 243 pr dA : aps CELL Fac LEE Si hante dcr
OÙ To —= Pys Yo = Par 2 — P4. Désignons par w;, L;, 0; les projections, sur les axes fixes Ox, Oy, Oz, du segment dont les projections sur les axes Mz, My’, M2’ sont 5, X/, 5/, nous aurons :
Ex'da” = — Lada — w,d), + w,dÀ, + wodÀs,
Eéda = — Sade — 4h + X,dh, + Xdà,,
Eadx — — Zu'da — 5,dÀ, + 5,dà, + s,dh,,
en vertu desquelles (*) les nouvelles fonctions ;, %;, c;, de À,, À,, À,, satisfont aux relations :
sg) = 2 RP VUE aÀ; aÀ S dY; DE 2 + C3 RE er On End (LJ — 1, 2, 3).
27; 27 = GS — Dix CLÉ a);
nous ferons encore la remarque, qui nous servira plus loin, que si l’on désigne par ÔÀ,, ÔX,, x, les variations de À,, À,, À, qui correspondent aux variations da, dœ/, ... y” de a, «’, .… ÿ”, on aura :
à — m0, + w,'0À, + w', ÔÀ,
Ô3 — YX4 0À, + X3 0 + X3/0dg
di — adr + BDs + yôr — wi, + md), + md,
05 — ddr + Pos + Ve — OX, + XX + Hô ds,
Ôr — "dr + R'ôr" + Yon — À + SX, + 0, où Ôr, 5, x sont les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mz’, My’, Mz', sont Gr, ds', Ôk'. Posons maintenant
I = 81 + XI +R = +2 + ok, To = 1 + X9 + Ko = Gil, + X2do + SaKo Ro= 0/9, + 430 + SK, =, +XS, + 5K,, L=8L) +UM + SN = 0L, + XM + aN,, M = DL + XM'o + SN = SL + XaMo + SaNos Vo = SL, + X3 Mo + SN = Lo + X3Mo + ss:
Introduisons en outre les notations suivantes :
'— w,'P; D XQr + SR; — GP: + y1Q: + SR; X= 0, P} + 43 Qi + SR = 0,P; + x + SR, 2 == 0, P; + xs Qi + SR = SP: + xQi + SR; Do? + X3'Q' + SR = 0,P + 4,Q + os, R, 0, + Xe Q + SR = 0 + 0 + s,R, = mp +4Q + SR = 0? + 4Q + AR,
(t) Ces formules peuvent servir de définition directe aux fonctions wi, #;, oi et être substituées à mi es + By + vs, x = da! + By + y, (GT 12,3).
= oo! + BL + Y'si!.
= 4 u ! ! D/ nous avons, à la place du dernier système où figurent soit P/HO0 RP
Q', R', soit P;, Q;, R;, P, Q, R, le suivant :
d2i dPi
—L, + DE { (eu +5 ri, (22 +rat-pes/) RE +41!) + A (yG — on) + B' (0 — 5,6) +CG'(o,'n: — 1%) | D —P(ŸE +qs—rut)-Q(2 +ra pat) -R (SE +pul—qui') + A! CE — 59) + B'('E — ù, 5) + C' (mn — 8) — 0, avec deux équations analogues. Si l’on remarque que les fonctions &;, x, &,
21, oÀ, où, d, dx, di Pete ete ep De RC Se
donnent
lieu aux formules :
me + Lit — 5j Oo, à. = a. + gsÿ — rue = + 0j/6 — wjki — 0, Se = Je + nm; — psj, +ojn— jh = 0, 7 se Ve 07 Fr À + 4j — ojn —0, : ee — . US TH
+ 0j — mé —0, se = Se. + rm; — po;,
ob OS ds;
“> Eu wir EE X'E — O, Ve it + px = q5;',
qui résultent des relations de définition des fonctions &;', x; , s;' et des neuf identités qu'elles vérifient, on peut donner au système précédent la nouvelle
forme :
all; r dsi _# di 1 dSi ! dPi : Me r Qi AD 2 | — + +) i a, B; a), C:; 3 P; 31 Q; aÀ R; aX, dn » dË ons rot , 2pP 1 2 or Un AS do a CS
avec deux équations analogues.
3. Nous allons enfin faire subir aux équations que nous avons introduites
précédemment une transformation analogue à celle qui nous a conduit au 8 53 à la généralisation des équations de la théorie de l’élasticité qui sont relatives à l'effort.
Pour abréger l'écriture, désignons pour un instantpar%,' Vo 29 Lo » bo, 105!
les premiers membres des relations à transformer, qui renferment respec-
tivement X,, Y,, Z,. L,, M,, N,, et observons qu’on peut résumer les douze relations que nous avons établies dans la suivante :
és “ Î [ de Ro + Yoda + Bo 3 + Los + Abo'Ha + Vos) drodyod:çdt t So
be + f sr 1 — LA mA, —nA3)h + (Gi — 18, —m0B; — roBs)h 1 ME)
+ (5 — QG, — m3 — 2603) À3 + (lo — UP4 —mMmoPr —noPs)# + (TS —LQ,—mQ,—nQ.)u+(K—LR,—mR,—nR;) PA doydt=0,
où À4, Àg Àgs Mir Ms LA Sont des fonctions arbitraires et où les intégrales sont étendues d'une part à l'intervalle de temps compris entre les instants t, et 4, et sont relatives d’autre part à la surface S, du milieu (M,) et au domaine limité par elle. Appliquant la formule de Green et le procédé d'intégration par parties, la relation que nous venons d'écrire devient la suivante :
L Hu Koh + Yade + Zohs + Lots + Mot + Nots) drodyodzodt LA dit Eh + Go + Hs + Lots + Joux + Kous) doodt
b “ î ï FL (A, + B2, + OX, + Pu, + Qu: + Ru) desde, À /4
b dh4 dh4 dÀ, d\ d\ de e a =} DAC TO és 4 a en Un CSP
du du dpi, pdt 9 dp 0, nd -f JE Ps C4 HR Os 0e HoQsr
d d d sr = +R, > R. “ +R %) deydyodzodt
à d LEg-asereet
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d 1 HER À, 27 A; = À A bsdæodyodzçdt — 0.
Cherchons la transformée de cette dernière relation, lorsqu'on prend, en conservant {, pour autres nouvelles variables, les fonctions x, y, z. Appliquons les formules élémentaires du changement de variables rappelées au $ 53 aux fonctions À4, À, 3 Hs M Us; S indiquant toujours la surface du milieu (M) à l'instant t, qui correspond à la surface S, de (M;), désignons de plus par X, Y,Z, L, M, N les projections sur Ox, Oy, Oz de la force extérieure et du moment extérieur appliqués au point M- à l'instant { et rapportés à l'unité de volume du milieu déformé (M), et par F, G, H, I, J, K les projections sur Ox, Oy, Oz de l'effort et du moment de déformation, qui s'exercent au point M sur $, rapportés à l'unité d’aire de S. Introduisons enfin, comme au $ 53, dix-huit nouvelles auxiliaires p,,, ..., q ..., par les formules :
dx
dx Apas = À à FM SA AE Age Pain + Pen 2.
d d d APy: = À: Lens 5 +A; a Bu = Pa + Pa + Psp Ab — At ra k M pr èz dz P: ie Sc TA - A a Age —P; rar ban
et par les Cs obtenues en remplaçant :
A4, Ao, As, Przr Pyxs Pzxv Ps, Pr, Ps, Izxs ur zx respectivement par B:, B2, Ba, Pays Puy Pays Qu Qù Qs zu» Quyr Asus Gi, Co, Css Pass Pysr Pzzr Ris Ro, Rs Qrss Quss Qzs
la quantité À ayant même expression qu’au $ 53. Nous obtenons la relation transformée : |
b — [ be (XA + Yl + Zh3 + Lu se My re Nu) drdydzdt lb +, Je + Gk + HX + In + Jus + Kys) dodt C P £ ie nu A+ Am+xm+ . he ne d/ e À, SN a ne a Pus à =D “vi + Psy — _ te. dÀ3
A Fe B dx C dÀ Adi APE a) et
— ei db dp4 D , ’ JT (qe dx + ur dy + se à = y 2 de See icte Be
puis par
P du, Q du R d s NP Dune der à “) dxdydzdt " [LYC Cdy_Bd Adz Cdx F 1e Parade à a Jet (pepe a)
20h ve JE di dy Te (Pa Pur + EX a AE A à) 3 Véréydedr = —= 0,
où les intégrales sont relatives d’une part à l'intervalle de temps entre les instants /, et 4, et d’autre part à la surface S du milieu (M) à l’instant tet au domaine limité par elle, do désignant l'élément d’aire de S. Appliquons de nouveau la formule de GREEN aux termes qui renferment * les dérivées de À, Às, À3, Hi bo, be par rapport à x, y, z, et une intégration par parties aux termes qui renferment les dérivées de À, À, Às, Hi, Ua Us par rapport (*) à £, et désignons par !, m, n les cosinus directeurs, par rapport aux axes fixes, de la normale extérieure à la surface S à l’instant {; il vient, puisque À4, À, À3, Eu, me, 3 sont arbitraires : F— pr + MPyz + Mis L= lu + Myz + Nes G = Pry + Mpyy + NPay J— Q:y + My + ny H—= Ps + MPyz + NP: Le lQzz + My: + NQ:z;, DD AO 0p, Sp, TA = — = —+ +
dX dy dz Dry à Puy à Psy | 1 dB y D on de cdd ae
dPrs dPys | OPsz | 1 dC
dre + dur + ds de. non na Baden pre à or AR UUPE CUr A ARR Ads De À m9 du _ Vsy , 2 1 dQ A dr _Cdz nie A PCR OA del qi a dre | Vus + Vs Te AMAR Age NX — Dem ion der PA I A TA dun 0:
La signification des dix-huit nouvelles auxiliaires p,,, ..., Q:, .. résulte immédiatement des relations que nous venons de trouver. Il est clair, en effet, que les coefficients p,, Pzy, P.: de | dans les expressions de F, G, H représentent les projections sur Ox, Oy, Oz de l'effort qui s'exerce au point M sur une surface dont la normale intérieure est parallèle à Ox, et que les coefficients Qu» Qrys Gzz de À dans les expressions de I, J, K sont les projections sur Ox, Oy, Oz du moment de déformation en M relatif à la même surface.
64. Travail virtuel extérieur; théorème analogue à ceux de Varignon et de Saint-Guilhem. Remarques sur les auxiliaires introduites dans les paragraphes précédents. — Nous donnerons le nom de travail virtuel extérieur sur le milieu déformé (M) entre les instants £, et £,, dans une déformation virtuelle quelconque, à l'expression :
b dO, —= — ET (A x + B'ô'y + C'àz + P'ô1 + Q'55 + R'ôk')de,dy,dz, EN n a JT (F x SE G,T'y Cie H,/o’z a ni L;'ür' + Jos + K,'ôr')dosdt on So
+ [© I. Ko d'e+Y dy +2,/02+ L,/81 + Mr + N,'èr')drodysdzodt. li 80
(*) Comme le champ d'intégration varie actuellement avec f, nous effectuons cette intégration par parties en passant par l'intermédiaire des variables x4, Yo» Z0; nous supposons que À est positif et égal à [A[.
Reportons-nous aux notations du $ 60, et désignons de plus par êr, üs, ôx les projections sur les axes fixes du segment dont les projections sur Mz', My’, Mz' sont Ôr', dj, àr', en sorte que l’on a, par exemple : On — PLU se prog se y! ss (a/œ" ss B'àg" are 37"), en supposant toujours les axes que l’on considère de même disposition. Cela étant, supposons au $ 63, 3 que l'on attribue aux arbitraires À,, },, À,, Bi La, 3 la signification définie par les formules :
= Ôæ, À — Ôy, À — Ôz, PR êt, Ho 03, M — ÔK.
Nous voyons alors que les relations obtenues précédemment entre les nou-
velles auxiliaires introduites ne font qu'exprimer la condition suivante : Quels que soient les déplacements virtuels du $ 60 imprimés à la trajectoire du
milieu re le travail virtuel extérieur 8G, esl donné, soit par la relalion :
at dx d9y o0z — 00, — (pe EE + Pie De 2y PHP + Pr ++ ps
LA CE à B de C dôz Fad ta dt Ad ) HUE
b 2e +f ” es © AT = Re Ce 3 TE 2x 1. MES LE
P dù Q dis +. À dèr
Cdy Bdz Adz Cdx -f° FIX \(py— Part À gr ja )à + (pe TRE Adi a)
B dx A dy\, mir Fe Pie A DE A ëx À dxdydzdt,
où les intégrales sont étendues à l'intervalle de temps compris entre les instants t, elt, el au mulieu déformé, soit par la relation :
b S a _ * © ee se ne 29 d0z — 06, — A + À PA CA tel d0Z !! LL ‘2% * 2Yo ° à Lorx FAÈT CEA
dix di dèz +ATE+BS + C, ) dæ,dydzodi
lb Li ns LS SS LU : dÔI aoû dût dôs o0K + [ ff. (P x P AE P Re EVA 148 R g de "èTo °2Yo ° 2% @ CE ae. 2Zo
À . + P a+ + Q a+ Rae Jérdy dtt — [ DAC 12œ, FOR HG +CE —B ER, X —p, D : ) rdrodydrudt ENTER C0, e —C, . : = —C de) dsdc dy,dzçdt
b s — RUE 2æ A née J, JL re DER AURS
SA UE AT ay dy\s À, 2, À; ARS | AQU A e Jéxde dy desdt
où les intégrales sont étendues à l'intervalle de lemps entre les instants t, el 1, et au milieu non déformé à l'instant t, car la formule :
ÔG, — =} [ff (A SX + B'5y + C'ôz — P'àr + Q'/ LE, R'ôr')dx,dy,dz, 2 S [A
lb — f ff. (PF 0x + G'èy + H,/5z + [,'àr + Jos" + K,/dk’)do,dt li So.
k — à Îf (f. (Ko 8'a+Y 842,824 L 'ô1+ M, 83+ No'ôx')dx dydzodi, th 50
donnée plus haut, pour servir de définition au travail virtuel extérieur, peut aussi s’écrire :
t 8G, — =} [ff (AËx + Bôy + Côz + Pôr + QÙs + Rôx) dr,dy,dz, S9 t
— f nur (F0z + Gôy + Hz + Li + J,ô5 + K,ôr)do,dt li )
fu j il jt (be V dy 252 Loi + MB Nobx)dr dy desdt, li 50
en vertu de la signification de X,, Y,, Z,, L,, M4, Ne, Fos Go Hos Lo» Jo Ko À, B, C, P, Q, R, et également
R t 26, —} [ff (Re + Ray + Due Rae Sri À êx Vdadyd
— [ff (Fôx + Gôy + Hôz + Tor + Jôs + Kôx)dodi hu s
+ [© ff (Xôe + Yôy + Z5z + Lôr + Môs + Nôr)drdydzdt, in s
en vertu de la signification de X, Y, .., N, F, G, .., K. Partons de la formule
fl | nf in (f' SWadz dydzdi + 56, — 0, n 80
appliquée à une portion quelconque du milieu limitée par une surface S, et à l'intervalle de temps compris entre les instants {, et {,. Comme W doit être identiquement nul, en vertu de l'invariance de W dans le groupe des déplacements euclidiens, quand es variations ôx, êy, ôz sont données par les formules (60) du 8 61, savoir :
Ôx — (a, + we — w,y)ôl, Sy = (ay + w3x — w,z)ôl, dz — (a, + w,y — w,x)d!, À
et 51, 5, èx par
s LU = F— 0, 0 — W,01, ik —= Wôl,
et cela, quelles que soient les valeurs des constantes a,, a, 4, w,, w,,w,, nous en concluons, d'après les expressions de 56,, sur lesquelles (!) nous venons d’insister, que l'on a:
dE k, b } (ff. Adrdy del + [© ff. F,ds,d! — f JT X,dx,dy,dzçdt = 0, \ 80 un t 50 li © So SE Dh fé à (FL. (P + Cy — Bdeudyude + [ HR (TL, + Hy — Goz'ds,dl 80 ‘h t 5 e 4 ; dr 1° di (L, + 29 — YDdmddrodt= 0, n s9
et quatre équations analogues. On peul concevoir, dans ces formules, que la frontière S, est variable.
Les auxiliaires introduites dans les paragraphes précédents ne sont pas les seules que l’on pourrait envisager ; en nous bornant à leur considération, nous ajouterons les mêmes remarques simples qu’au $ 54.
Nous avons en définitive introduit deux systèmes d’efforts et de moments de déformation relatifs à un point M du milieu déformé à l'instant t; les premiers sont ceux qui s’exercent sur des surfaces qui, avant déformation, ont leur normale parallèle à l'un des axes fixes Ox, Oy, Oz; les seconds sont ceux qui s’exercent sur des surfaces qui ont leur normale parallèle à l’un des mêmes axes fixes Ox, Oy, Oz. Les formules que nous avons indiquées donnent les derniers éléments au moyen des premiers ; mais, par une résolution immédiate sur laquelle nous ne nous arrêterons pas, on obtient inverse-
. ment les premiers éléments au moyen des seconds.
Supposons maintenant que l’on introduise la fonction W ; les premiers efforts et moments de déformation ont des expressions déjà indiquées, et on en déduit immédiatement les expressions relatives aux seconds. Mais, dans ces calculs, on peut expliciter les fonctions que l’on veut mettre en évidence suivant la nature du problème, et qui seront, par exemple, x, y, z et trois paramètres (?) À,, X,, À,, au moyen desquels on exprime x, x, .. y".
Si l'on introduit x, y, z, À,, À, À, et si l'on continue de désigner par W la fonction portant sur 2,, y,, z,, sur les dérivées premières de x, y, z par rapport à æo, Jos 2. !, sur À4, À,, À, et sur leurs dérivées premières par rapport à Tor Yo» Zor !, obtenue en remplaçant dans {a fonction W Core 0
(!) Le passage des éléments, rapportés aux unités de volume du milieu non déformé et d’aire de la frontière S,, aux mêmes éléments rapportés aux unités de volume du milieu déformé et d’aire de la frontière S à l'instant t, est tellement immédiat qu'il suffit de se borner, comme nous le faisons, aux premiers, par exemple.
(2) Gomme telles auxiliaires À,, },, À3, on peut prendre, par exemple, les compo-
santes de la rotation, qui amène les axes Ox, Oy, Oz à être parallèles r iv 2 espect à Mo, My, Me "ie P pectivement
Es Né Go Pis Qi ro En, &, D, q, r) les différentes quantités &, n;, &, ps qi ra &n, 6 p, q, r par leurs valeurs données par les formules (54), (55) et (54), (55’), on aura :
At at — 2W __oW _oW D ur Êe do CA Or:
B = dW 5 2W B == doW Dow 6 se L TES, : A 1 set > To dŸo d di dW EC, — —, Ce C'EEnOR D'EnoNe ses es on ,& dLo do de d dW dW dW Il ——— —_ a * 2h" ds? ; d, dfs dPi dPi 20W 2W 2W = ——, X = ——, ES — sh > 2 dt di dt
656. Notion de l'énergie de déformation et de mouvement. — Nous ferons remarquer que l'exposition actuelle contient comme cas particulier la statique des corps déformables : il suffit, en effet, de considérer une modification virtuelle réversible dé l’action, au sens de M. Duxeu, au lieu d’envisager, comme nous venons de le faire, une modification virtuelle réalisable.
Cette observations va nous conduire à la notion d'énergie de déformation et de mouvement. Proposons-nous de déterminer, pour une modification réelle, le travail des forces et moments extérieurs et des efforts et moments de déformation extérieurs pendant un intervalle de temps quelconque ; il nous suffit pour cela de calculer le travail élémentaire relatif au temps dt. Ce dernier est
Jill (EX, + nŸ, + …) drdyodz — [f GE, + 1G,/ + ….) æ| dl ; 30 so
si l’on y remplace X,/, Y,/, .…., F,', G', .… par leurs expressions en fonction de l’action, et si l’on effectue un calcul inverse de celui qui a conduit à leur définition, on obtient immédiatement, en vertu des équations de Copazzi:
JS. (a és 7) drodyido di,
<n posant oW oW dW dW dW oW Ets nee sg rene W'.
Si l'on considère en particulier le cas dans lequel W ne contient pas { expli-
EU scédente devient la différencitement, en sorte que —- est nul, la valeur précédente devient la
tielle par rapport au temps de l'expression
1e LF J Edx,dyodzs,
qui peut être appelée l'énergie de déformation et de mouvement à l'instant t.
Au point où nous venons d'arriver, nous pouvons faire quelques remarques générales importantes. qui trouveront de nouveau leur application dans la suite de la théorie de l’action euclidienne. ;
La seule notion d’action euclidienne de déformation et de mouvement suffit pournousfournir, dansun cas trèsétendu, une définition constructive de la quantité de mouvement et du moment de quantité de mouvement, de l'effort et du moment de déformation, de la force et du moment extérieurs. On peut distinguer une partie dynamique et une partie statique dans la force et le moment extérieurs, en groupant d’une part les termes qui seuls contiennent l’accélération dynamique, et d'autre part les termes qui seuls contiennent ce qu’on pourrait appeler l'accélération cinématique ; cette distinction exprime évidemment une extension du principe de d'AremsenT. De même, supposons le travail extérieur nul, l'énergie de déformation et de mouvement reste invariable dans le temps ; nous obtenons donc la notion de conservation de l’énergie, qui traduit simplement l'hypothèse que le milieu est isolé du monde extérieur. Nous retrouvons par suite toutes les idées fondamentales de la Mécanique classique, et il est manifeste que la forme particulière qu’elles prennent dans cette dernière vient de ce qu’on envisage seulement l’état de mouvement et de déformation infiniment voisin de l'état naturel, où l'on suppose que W et ses dérivées sont nulles.
66. Etat initial et états naturels. Indications générales sur les problèmes auxquels conduit la ccnsidération du milieu déformable. — Dans ce qui précède, nous avons considéré la trajectoire de l’état déformé, et, après avoir mis en évidence la position initiale (M,) à un instant déterminé {, de cet état déformé, nous lui avons rapporté la position (M) à un instant quelconque { ; des considérations analogues à celles développées au $ 56, et dans lesquelles le paramètre, qui a été alors introduit, est actuelle ment remplacé par le temps t, peuvent être reprises ici en vue de faire jouerà l’un des états déformés le rôle que l’on a attribué à l’état initial (M,).
Mais on peut aussi concevoir que les fonctions x, y, z, .…., qui déterminent la trajectoire de l’état déformé, dépendent d’un paramètre et que l’on distingue une valeur particulière de ce paramètre ; on définira ainsi une suite d'états que l’on pourra qualifier d'états naturels, et leur trajectoire qui pourræ être appelée la trajectoire des élats naturels ; on pourra utiliser le nouveau paramètre comme nous l'avons fait dans notre Note sur la dynamique du point et du corps invariable et étudier en particulier la trajectoire des états déformés infiniment voisine de la trajectoire des états naturels.
Supposons que, conformément aux indications précédentes, la force et le moment extérieurs soient, pour fixer les idées, donnés au moyen de simples fonctions de xs, Yo» 20, t et des éléments qui fixent la position du trièdre Mx'y'z. Nous pouvons considérer les équations du $ 62 relatives à la force et au moment extérieurs comme des équations aux dérivées partielles relatives à æ, y, z et à trois paramètres À,, À,, À, au moyen desquels on exprime «, a’, .. y’. Ce point de vue est un de ceux qui se présentent le plus naturellement. Les expresde dy dz
sions E;, ni, Ci Pis Qis lis Es Ds G Ps Q, r, seront des fonctions de dpi doi dp;
= , + À er —. Ce .…, (en posant toujours p, — x, Ps — Yo, Ps — Z) que l'on calculera au moyen des formules (54), (55) et (54'), (55'). Supposons que X,/, Y,/, Z,;, L,', M,', N,', ou ce qui revient au même Xe, Vos Zos Los Ms No soient des fonctions données de x,, yo, Zo, l, &, y, 2, À,, À, À,- L'expression W est, après substitution des valeurs de t;, .…., rs, &, .…,r tirées des formules (54), (55) et (54/), (55'), une fonction déterminée de
dx oz dx dy dz DA, Xe A AA, à, Los os Zo» TA LOF) 52 dt’ AT dt? À,, À2s À3s 220 ? ..., 0” de die Pre que nous continuerons de désigner par W, et les équations du problème peuvent s'écrire :
» 5W DaW | o2W | doW dXo , ÙT Ye | A, ACER 4
d doW o oW do oW doW ep mm, Me ME dE dT) dŸo DA di
do doW do doW à dW d oW___oW 7 nn one Dal eu dl, ui AU = 4
dx, do 02, dt ùd doW à doW à doW d dW oW A + HE Hi di, ù, = Je CAN To, Th dt ,dh dd ©
do 03 dYop0hs dÀ, FAR dÀg dTy dYo 229 l
Los bo» T6, étant des fonctions de y, Yo» Zo» l» Ts Y3 2; À, Àgy Àgs Qui résultent des définitions du 8 63. Ceci ressort directement des formules des paragraphes précédents, soit d’une façon plus immédiate de ce que les for-
mules de définition de X,, Yi, Zo, Lo Jibo, Te, peuvent se résumer dans la
relation É oi é J jf; Wadzydydrdt + 86, — 0, ti #0 b ù Î; f f Wdzx,dy,dzçdt mn e/80
= ai À h (Az + Bôy + Ciz + P3A, + QGA, + Rd
c’est-à-dire dans
ti b2 + [ ff. (Fôx + Goy + Hoôz + JA, + AL + AÈÀ, )do dt th 80
— 1 . n Ff (Xe + Y dy + 2,02 + LOÔX, + M, 02, + ,02,) dr dy,dzdt. bu S0
67. Notions du trièdre caché et du W caché. Cas où W ne dépend que de x, Jos Zo t, Ei, ni, Gi, E, n, & et est indépendant de p;, qi, ri,p,gq,r. Extension de la dynamique du corps déformable classique. Le milieu gyrostatique et l’anisotropie cinétique. — Les considérations que nous avons exposées précédemment à l’égard du trièdre caché et du W caché sont toutes encore applicables au milieu déformable en mouvement. Il suffit seulement d’ajouter que le W caché pourra correspondre à un mouvement caché, ‘
Nous allons examiner particulièrement le cas où W ne dépend que des. quantités æ5, Yo, Zos ls bis Ni, Lis E, n, & et non des p;, Qi li Ps sr; les équations du $ 66 se réduisent alors aux suivantes :
De ONE RON PE MEN 2
do LE Yo 2 | did de ee À, ds PE dTo do dZ, dt
DONS AN d'oW _; oW More
de, |, D Yo RDC dy ee dy 2 à OR To dYo A dt
do oW do doW do 0W. d dW dW
Ho leu Mars De NU Gt dE TON do dYo do di
; dx dz dx dy dz dans lesquelles W ne dépend que de x,, y,, 0, t, a Hire d? di’ À, Ay À, et elles nous montrent que, si nous prenons le cas simple où + X5, Yo, Zos Los Abo; T6, sont des fonctions données (1) de x,, ÿ,, 20, , æ, ÿ,2,
1) Nous supposons que X5, Yo, Zos Lo, Abo, Vo ne renferment pas de dérivées de- À1, Ào, Às, pour simplifier l'exposition et pour indiquer plus facilement ce à quoi nous voulons faire allusion.
D RE UNE de dT, oz, dt di’ di?
être résolues par rapport à À,, À,, À, ; on obtient donc finalement trois équations aux dérivées partielles ne renfermant, avec nos hypothèses, que Los Yo» Zor t'et que 2, y. z et leurs dérivées premières et secondes.
Envisageons le cas particulier dans lequel les fonctions données £,, Ab, sont nulles ; il en sera de même pour les valeurs correspondantes des fonctions de l’un quelconque des systèmes (L,', M,/, N/}, (Los Mo, No), (L, M, N). Il en résulte que les équations
dW oW oW
A4 À A3» les trois équations de droite peuvent
CR PRET ee UN EL reviennent à d ù ù d d CRC LLC 7 D de A. Pas Y 1 dx 25 À de, Be 37, SR UE èz » oz dz dx d ù dx d A LA, SpA s — Ê Do, 30 ut A 207 Se ALP Cz À dx dx dx è ù d d dx Be ru SR NOT AR es AUS , lis, Br, Pts ‘ox 26 Are Bag
ce qu’on peut interpréter en disant que le mouvement, dans le corps déformable considéré, qui comprend comme cas particulier celui de la théorie classique de l’élasticité, fait naître un moment dont les trois composantes sont
I dz dy ln dr dz 1er dy dx A RU NE mr. 1(AŸ—8%)
qui a pour effet de détruire les égalités :
Pyz = P:ys Pzz — Ps Pzy — Pyz-
Ceci posé, observons que si l'on part d'une trajectoires supposée donnée et que l’on en déduise, comme au $ 63, les fonctions £,, b,, Ts, il peut arriver, dans le cas où ces trois fonctions sont nulles, que ce résultat se présente accidentellement, c’est-à-dire pour un certain ensemble de trajectoires particulières ; mais il peut arriver qu'il se produise quelle que soit la trajectoire (M), que ce soit une conséquence de la nature des milieux (M) et de leurs mouve-
ments, c’est-à-dire de la forme de W.
Envisageons ce dernier cas, qui est particulièrement intéressant ; W est
I (È EE, — — — 2 2 dŸo I ( Es —= 7 a 2 2)
alors une simple fonction (1) de x,, ys, Nas Vas Ÿss Par Par Le» V0? définies par les formules suivantes :
I Ce U—==)|— 2{t\cæ,
+ É ee J+(
LA
Zo, t, et des dix expressions £,, £,, €,,
J+(R)-1}- 3 G+ni+t— 1) J'+ (E)—11- D (+ ni +0 — 1),
dz \?
jetée ui = (+ni+u—i),
= . . _ _ me — Es + Dons + Gb Le = La Re “e = Et, + man, + Gt, Apr TE PCR RS ne PT + Tue + nn CE Css Re PÉOME E En
Les équations déduites des 8$ 62 et 63 se réduisent soit à
dA ;! 1 dA' 1 £ ! ! fl ! !
2 RE +aCi nb; )+ D +00 BE, FAN + mA + AS,
SE + pO) + D ra PONS. GB -+mBi ns,
DE +pBi—qAi)+ Pt pq, UC / + m0 +0
où l'on a:
D nm, (& J, k= 1, 2, 8), _ SE os à We RD.
LÉ EDDTE
(") Le trièdre est complètement caché :
ayons un milieu simplement ponctuel.
; nous pouvons aussi concevoir que nous
soit encore à dA dA dA dA = C7 at Xe Fo LA + moAs + mA,
dLo dYo Le 22 re re Yos Go = Bi + mb + noBs,
dC dC dC dC es + Le a = di Lo, H, = LC + moC: + noC,
où l’on a :
A=QS HE + En + 1 B=0 + +nl+e Go tete +
Avec des expressions analogues pour A, B:, C>, As, B:, G, et
dx dx dx 1 0W dx —= D, — Po — Ps — ER és À lt 220 22 0% v à di’ dy dy dy , 10W dy — — ee — = ee ——— fs B 15% re dYo ta d29 © v dv di CAL dz dz 10W dz EU A ICE en posant Les oW = 0 doW CR VU) te dYi , 20; :
soit encore à
e = À, = Pr + MPye À Nix dB
A VPzy ess dPyy É dP:y Fa ï Z
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avec des expressions analogues pour p., Pyys Psy Pzzs Puss Pa NOUS obtenons ainsi les équations les plus générales du mouvement du corps déformable classique.
Pour que l'effort satisfasse aux relations
Pyz —= Pzys Pzz = Pzs Pay — Pyz il suffit que l’on ait P, — 0, a — 0; Ps = 0"
c’est-à-dire que W soit indépendant des arguments +,, ?,, ÿs. Si, d'une manière plus particulière, on doit avoir
Pys —= Pzy —= 0; Pzz — Pr: — 0; Prey = Pyz = Or W devient une simple fonction de A et de v, et l’on trouve que
aW. Pa Pas Pa;
on se trouve alors dans le cas du mouvement d’un fluide parfait.
Lorsque les fonctions ,, Ab,, %, ne sont pas nulles, W contient comme arguments les douze translalions E;, mn, &, &, n, € ; d’une part le milieu peutêtre regardé comme gyroslatique, en donnant à ce mot créé par Lorp KELviN une extension justifiée, et d'autre part le milieu est doué d’anisotropie cinétique au sens envisagé par Rankine et depuis par Lonp RayzeiGm. Onfait ainsi reposer par exemple la théorie de la double réfraction de la lumière, telle qu’elle à été exposée par Lorp Kezvix et GLazeBrook, sur une base purement mécanique.
V.— L'ACTION EUCLIDIENNE A DISTANCE L'ACTION DE CONTRAINTE ET L'ACTION DISSIPATIVE
68. — Action euclidienne de déformation et de mouvement sur un milieu non continu. — Considérons un système discret de nr trièdres, dans lequel chaque trièdre sera distingué par un indice i, qui prendra par conséquent les valeurs 1,2,..., n. Soit M; x; y; z;' le trièdre d’indice i, dont le sommet M; aura pour coordonnées x;, y;, z; et les axes Mr, M;yi, M2, pour cosinus directeurs o;, &/, a"; B;, 8/, 8"; 4: vi, vi, par rapport à trois axes rectangülaires fixes Ox, Oy, Oz. Nous supposerons que les quantités x;, Yi Zi Go &, +, Yi sont des fonctions du temps {, et nous introduirons les six arguments &;, ni, Li, pi, qi, ri définis par les formules (54') et (55') du $ 60 avec l'indice 1. ;
Envisageons une fonction W de deux positions infiniment voisines du système de trièdres Mix/y;7;', c'est-à-dire une fonction de t, de x, y, z, 2 a, …, Yi, et de leurs dérivées premières par rapport à £ (i prenant les valeurs 1,2,..., n). Proposons-nous de déterminer quelle doit être la forme de W pour que cette fonction reste invariante dans toute transformation infinitésimale du groupe des déplacements euclidiens telle que (60). Observons que les relations (54") et (55') du $ 60 avec l'indice à permettent, au moyen de formules bien connues, d'exprimer les dérivées premières des neuf cosinus, &;, &/,..., y;
per rapport à {, au moyen de ces cosinus et de Pi, qi, ri et d'autre part d'exprimer les neuf cosinus a;, &', …., y/ au moyen de Ë;, n;, &; et des dérivées premières de x;, y;, z; par rapport à {. Nous pouvons donc finalement exprimer la fonction W que nous cherchons en fonction de t, de Li, Yi, z et de leurs dérivées premières, et enfin de ?;, n;, &, pr, Gi ri Ce que nous indiquerons en écrivant
W=W C Dis Vis Zi . ds, _ Es Mn Gi: Pis dis rs).
Les variations dE, Ôn:, Ôt;, Ôp;, Ôqs, dr; étant nulles dans le cas présent, comme cela résulte de la théorie bien connue du trièdre mobile, nous avons à écrire, pour la nouvelle forme de W, qu’on a, en vertu des formules (60) prises avec l'indice i, et quels que soient a,, a,, a, Ur Wy, 3,
oW oW oW oW dx: oW dy; oW dz; 7e
D pen SPC E M ER SE “an dd #)- de ; er r di At Ce;
Rem * ons êr;, dyi, èz;, par leurs valeurs (60) et à EP a, 5 ar les es ONCE DOUNIA E
valeurs qu'on en déduit en différentiant ; égalons à zéro les coefficients de ds ds A3 4, ©, &3; il nous vient les six conditions suivantes :
oW oW oW = — — O0 — —
(63) & Fee moin AN SEEN u l u et oW 2W dy; 2W dz oW \ (64) D LE ain tbe CT EN QT a i dt dt ;
avec des relations analogues.
Si nous supposons que les points (x;, y;, z;) peuvent décrire touies les trajectoires possibles, nous parvenons ainsi à des identités vérifiées par la fonction W des Cn arguments x;, Yi, Zi, du, et des arguments antérieurs £;, ni Lo Pa Qu ri, que nous pouvons laisser de côté pour un instant. Cherchons à mettre en évidence la forme qui en résulte pour W.
Commençons par traiter le cas du système des trois équations
ip
e» PA ES
DE
qui déterminent une fonction W des 3n arguments x;, y; z. Nous avons déjà rencontré ce système à propos de la statique de la ligne, de la surface et du milieu continu à 3 dimensions, dans les cas p — 1, p — 2, p — 3. Laissons de côté le cas p — 1, où les trois équations se réduisent à deux. Pour p — 2 et p — 3, nous avons trois équations qui forment un système complet. Pour p = 2, nous avons trois équations, six variables et trois solutions indépendantes
a +y + (1,2), LT, + YiYa + 2205
pour p = 3, nous avons trois équations, neuf variables et six solutions indépendantes
mo +yétz (ir), Ge; + Yi; + At; (== 52,9)
Pour p > 8, le système esi encore complet ; pour le prouver, il suffit de montrer qu'il admet 3 p — 3 solutions indépendantes, le nombre des équations étant 3 et le nombre des variables 3p; or nous avons effectivement d’abord les p solutions
2 + y} + 78 (== 4,3;....p) puis la solution Lila + YiŸa + Zi29
enfin les 2 (p — 2) solutions Dis + YiYi + Zi Lali + YoYi + Zoti Œ=—%4,9...,0p)
qui sont toutes indépendantes ; W est donc une fonction des 3 (p — 1} arguments indépendants que nous venons d’énumérer.
Revenons maintenant au système proposé formé des conditions (63) et (64). Les conditions (63) prouvent que W ne dépend de æ,,...æn, Yi... Yns Zis..2n Que par l'intermédiaire des expressions
7e Xo = 2) — 2, X3 = T3 — Li, ; Xn = Ln — Lis Yo = Ya — Yi, Ya = ÿ3 = ÿ13 …. Mn y Z3 = Z2 — Zi: L — 7 —"%%, EAN Zn — Zn — Zi.
Posons d’autre part,
dx;
pe d dz; ‘dt = X,45
CAR CET Ti = Zn+s
et écrivons que les équations (64) sont vérifiées par la fonction W des arguments X2, X3, ..…., Xon; Vo, Ya, ..., Yon: Z2, Zs, ..., Zn. Considérons, par exemple, la première des équations (64) ; il vient
7 doW ..oW doW WoW oW £ (, Hit ti) +4 (Gr: NÉE +.)
dW dW nat A7 né Va Q
Y1 et z, disparaissent, et il reste la première des équations
in
» 0W oW DIRE ny )=0.
i=2 in w |
ss d d > (z > eIsno 7) dé 1=2 i—2n w n d oW RASE
Nous tombons donc sur le système (65) où x;, y;, z; sont remplacés par
Xi, Yi4s, Zi+, etp par 2n — 1.
Si nous supposons d'abord nr — 2, nous voyons que W est, abstraction
faite des arguments £;, n;, Gi, p;, qi, r:, une fonction des expressions indépendantes :
X+ Vi + Zi (cs — 2) + Gi — 73) + (2 — 2},
X+ V4 2 () à A Gi. (R}= 8 + n? + bi,
gen (f (4e (Mau e
d ï dzi AXES ce VaVa ce Zoom (a — 01) + a — 1) D (a — 4)
dz
Ù dx, dy.
XX, + Y,Y, + Z,Z, — (x; — x;) Te + (Ya) re (z — 4) STE
z dx, dx, dy: dy: du da, PU A Re Ut di
Donc, finalement, W est une fonction de t, Ë;, mi, Si, Ps qi, ri et des quatre arguments (ts — &) + (Ys — Ya) + (2 — 4);
d dz (cs — x) 2 + (Y: — Yi) “ + (2 — 2) Re d (ts — %) Te Cuit/ mu r) © h + (23 — 2) dt?
dx, dx dy, dy di, du, D OM PTUNOMU TL
Si nous supposons n >> 2, nous voyons que W est, abstraction faitc des
182 THÉORIE DES COMPS DÉFORMABLES arguments &;, ri, Lis Pi, Qu ri une fonction des 6 (n — 1) expressions mdépendantes : |
soit (x; —2, + (y —7,) + (2 — 2)? É=1a;n),
tons GE en #0 () + (9e) TE (&) = b + + WG,
XX Vote, —2,)(rs — 2) + (2 — Y1)(Ys —};) + (2 — Z)(25— 21); soit (ea—2, ir) + (ra) i) + Gi —2)(4— 4) d
soit (x, — x) = + (Ya — M) “7e + (2 — 4) >
soit (x Da ) (tie) +(Ys— —} )i-7,) +2 Xi 23) ; — DL Zk
soit (x; — ti) 7 E + (ys — r) + (3 — 2) d Remarquons que l’on a
(ri—x;)(ri — 2x) + yi—y;)(yi— yx) + (zi— 2j) — %)= : (ra? + ra — ruÿ)s
où r est la distance de deux points du système. Par raison de symétrie, on
peut avoir à faire figurer dans W des arguments non indépendants, et alors on peut prendre, indépendamment de E;, n:, G, pi, qi, ri, les arguments suivants : nf = Gi — 2) + Qi y) + (a — 25), dx; dz; dr dy; dz; di; W= AR à * re dt T di di’
k d dzy la Ge r) Te UE ET Je) “ + (ti — 2;) di;
les derniers comprennent des arguments à deux indices );;; et des arguments à trois indices À;4; ceux-ci figurent seulement quand il y a plus de deux points, et l’on voit que dans ce cas l’action sur deux points est influencée par tous les autres points. Il est facile d'établir les relations de forme assez complexe qui existent entre ces arguments non'indépendants ; elles sont analogues aux relations connues entre les distances r;;, lorsque le nombre des points est z 5.
Connaissant l'expression de l’action euclidienne W sur le système de trièdres considéré, nous pouvons facilement, par un calcul qui répète ceux que nous avons faits antérieurement, trouver l’expression de la force et du moment extérieurs sur un trièdre quelconque. L'action W étant une fonction de
Lis Vis Zi Li “is _ par l'intermédiaire des ri, Vi;, À;;, il est commode de
regarder d’abord W comme une fonction de x;, Yi, z;, “ Le . et de
Ëi, Mis Go Pis Qi, lis NOUS aurons
ta ù Wdt
Ban
£ | Sass, + By: + C;5z:; + Pôt; + Qiôs; + ax) | 2 i ta
U — [ : De + Yôy: + Z;ôz; ie L;ôt; + Mids; —+ Nôk;)dl,
en posant dW oW oW oW dW oW A; = a; dE, + B; on i ' P; dt; ES FA Yi s dW 0W dW oW oW doW Bi — 0; dE; + Bi oi fe ea QG ts LE n 0W n 0W 1 0W mu nr 0W dW G—= «; dE; + B; on; y 4? R;— à; p: + $; qi ne
où (A;, B;, Cj) et (P;, Q:, R:;) sont respectivement la quantité de mouvement et le moment de quantité de mouvement du trièdre d'indice i, et
__dA, d /wW 0W dP, cdy nd
Leg Pl dm) sm Mat BR
_dB, d /oW oW m0, de, dr,
PE di et) om nue G:
dt
Cd oW __dR, dx; dy
= T7 + 3%: =) er i— 4 B; n Ai di
où (X;, Y;, Z) et (L;, M;, N;) sont respectivement la force extérieure et le moment extérieur sur le trièdre d’indice 1; il reste, dans ce calcul, ce qui est facile, à mettre en évidence les arguments r;;, Ÿi;, Yijx.
Remarquons que l'expression de la force extérieure se trouve décomposée en deux parties ; la première, qui dépend des segments (A;, B;, C:), (P;, Q;, R;) et de leurs dérivées, est la partie proprement dynamique ; la seconde, qui résulte de la présence des arguments r;j, Vs Ain dans W, correspond à la force que le trièdre d'indice i subit de la part de tous les autres trièdres du système. Considérons l'expression
de; | y, À: dz; DIET m. Yi + + Zi cn + Laipi + Pi + vi)
+ M; (api Le 8q: + yir i) + N; (api 2e 8qi + ver Jar,
qui représente la somme des travaux élémentaires des forces appliquées aux différentstrièdres. Si nous la calculons en remplaçant X;, Y;, Z;, L;, M;, N; par les valeurs précédentes, nous trouvons, pour le travail élémentaire relatif à la partie dynamique de la force extérieure et du moment extérieur, l'expression suivante :
dW oW oW oW oW ETC (GT +mi Fu DRE. rue tie)
DW dès | oW dm |, oW de Ja.
(ER n+ dE 0 ordi
et pour le travail élémentaire relatif aux forces qui s’exercent entre les trièdres du système > d {dr oW dy; oW dzdW dif dt de Ÿ di dy Ÿ A oz à di dt
oW d'a, oW dy, Wa dWdr 0Wdy , Wdu\ |, ds, dé + dydt + ds de Ton dt + op: dt Ÿ 4 di : de > a
Si nous ajoutons ces deux expressions, et si nous posons
oW oW oW oW oW oW E=ÿ Ce on REA pire t dx; oW dy oW.. dioWos. w di dx; di dy, © dt da
PU DT dt nous voyons que la somme des travaux élémentaires est doW dE + + di;
en supposant W indépendant de {, et en donnant à E le nom d'énergie de mouvement el de position du système considéré de trièdres, nous obtenons une proposition entièrement analogue à celle du $ 65.
11 est facile de déduire de ce qui précède une dynamique des systèmes établie sur le même plan que la théorie classique, sans se borner, comme dans cette dernière, à envisager des forces centrales. L'exposition actuelle présente, d’ailleurs, cet avantage de rattacher à leur véritable origine les diverses lois de force à distance étudiées par Gauss, Riemanx, Weser et CLauwsius (1), qui introduisent toutes uniquement les arguments r;, Ÿi;, Yixx-
69. L'action euclidienne de contrainte et l’action euclidienne dissipative. — Les considérations que nous venons de développer à l'égard de l’action euclidienne à distance conduisent de la manière la plus naturelle à la notion de contrainte, qui est due à Gauss et que Herrz a appliquée, comme on sait, à l’étude des fondements de la mécanique, en suivant une voie déjà parcourue par Bezrrami, R. Lirscurrz et M. G. Dansoux (2).
QAR R. Rexrr et A. Sommerreun, Encyklopädie der Math. Wissenschaften, 52, p- 3-62.
(?) Becrramr, Sulla teoria generale dei parametri differenziali, Mem. della R. Accad. di Bologna, 25 fev., 1869.
R. Lwscmirz, Untersuchungen eines Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der Mechanik enthalten ist, Journ. für die reine und angewaudte Mathematik, 74, p. 116-149, 1872 ; Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges, ibid., 82, PP. 311-342, 1877.
G. Dansoux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, 2° Partie, Livre V, Chap. VI, VII, VIII, Paris, 1889.
Soit, pour simplifier, un point qui, lorsque son mouvement est libre, décrit une trajectoire définie par les trois fonctions x,, y,, z, du temps t ; désignons, d'autre part, par x, y, z les fonctions du temps { qui définissent sa trajectoire, lorsqu'il est assujetti à des liaisons. Nous pouvons envisager les deux points
(X, Y, 2), (X,, Ys, Z,), dont les coordonnées s’obtiennent, par exemple, par les formules
dx 1 dx dx 1 dx ne M nn tn Gin Lits dy 1 dy ct dy 1 dy te TUE V=h+ gg d+; Re d, dz 1 d?z dz 1 d?z do dar CP LU L=n+ ga +; e dé,
qui proviennent du développement de TayLon limité aux trois premiers termes. En admettant que les liaisons sont sans frottement, on peut écrire qu’à l'instant t considéré on a D EN EEE EN, dt sd edl pe dti'atrdtiiudht Cela posé, l'introduction de la notion de contrainte due à Gauss revient, après avoir considéré, pour les deux points (X, Y, Z) et (X,, Y,, Z,), dont nous désignons la distance par r, l’action euclidienne à distance U, (r), à rem-
placer r par sa valeur, de sorte qu’on est amené à la fonction U de l'argument y défini par la formule
(Tr De) (% ee) (FE ) PEN Ti dE AR Sd OEUR ES dù ).
Si nous appliquons alors la méthode de l’action variable, nous aurons
2 2 2 2 2 ue (s tee) +4 (50 — 00%) + 5 (59e — 0 0),
get CON ln À oi eee 4 À
de di de de en posant _ 1 dU/dx_dx\ y — (ad) z (ae) D rad ANS, did dr}: : 4 \de— de
si avec Gauss, on nomme contrainte l'argument Y, la force %#, 4, Z peut être appelée la force de contrainte appliquée au point (x, y, z) et être regardée comme ayant pour effet d'empêcher le point de prendre son mouvement libre; la force — %, — 4, — Z appliquée au point (x,, Yo» Ze) a, au contraire, pour effet de changer le mouvement libre dans le mouvement contraint.
La différence essentielle entre la conception actuelle de la force et celle qui résulte des lois du mouvement de Newron est la suivante : dans cette dernière, on considère l’action relative à deux positions infiniment voisines, l’une actuelle, l'autre future, sur une même trajecloire ; dans la conception de Gauss et de Herrz, l’action se rapporte à deux positions futures, l’une sur la trajectoire dite libre, l'autre sur la trajectoire dite contrainte ; dans les deux cas, on
a évidemment une théorie qui permet de prédire le mouvement futur, ce qui est le but de la dynamique du point; mais en outre, et c'est le point que nous voulions mettre particulièrement en évidence, l’action est euclidienne.
Il est intéressant de remarquer à ce sujet que Gauss a établi explicitement un rapprochement entre l’action de contrainte et la loi des erreurs, qui ont en effet même forme. On voit ainsi que le caractère fondamental de la loi des erreurs est l’invariance euclidienne de cette loi, et que la nouvelle branche de la Mécanique, qui a été créée par MaxweLz, Bozrzmann et W. GisBs sous le nom de Mécanique statistique, peut recevoir également la forme déductive que nous essayons de donner ici à la Mécanique ordinaire. "
Nous ferons encore observer que les forces de liaison traduisent, aussi bien dans la Mécanique qu’on peut faire dériver des idées de Newron que dans celle qui peut se déduire de la notion de contrainte de Gauss, une indélerminaïon qui se produit dans la définition de la force et qui conduit à introduire les multiplicateurs de LAGRANGE.
L'idée de Gauss peut s’appliquer aussi au frottement, en envisageant une action euclidienne sur les deux points
ral r RC
di dt d Y — y+® de Y= » + 7 à,
Z2=:+ Ya 2, — 2, + À dt,
le point x, Yo, 2, se rapportant à une trajectoire libre et le point x, y, z à une trajectoire parcourue avec frottement: Comme il s’agit ici d’un frotte-
ment de glissement, on doit faire x—x,, ÿy— y, 2 — 2, es dr
; à di dt.
D = p 99 É =) jL EE on est amené pour l’action à une fonction de la
vitesse v, — 5) Fe (Se) + (&) affectée du facteur 1 — pu, ce
qui répond précisément à la notion de dissipation de l'action libre sur le point Los Yo» Zo-
Les arguments r;;, 4; À, Que nous avons considérés au $ 68, traduisent en définitive une idée analogue à l'égard d’un trièdre pris isolément dans le système de nr trièdres envisagé; on peut, si l'on veut, distinguer entre ces arguments, et dire que ri; est un argument polentiel et 4;;, À;;, des arguments dissipatifs ; l'hypothèse des forces centrales revient ainsi à ne considérer dans la Mécanique que la dynamique des systèmes sans frottement à distance. Des arguments r;;, W;;, x, on peut, d'autre part, dériver l'argument particulier de Weger LA
ij . “Je . Je .
der etsi du milieu non continu on passe au milieu continu, dont
la conception repose sur la considération du ds? de l’espace, on se trouve
amené à introduire dans l’action W les arguments de viscosité - , La, œe ;
a ; de, ne À côté de tels arguments, qui ont été envisagés pour la première fois par Navier et Poisson, on doit évidemment placer aussi des arguments tels que l'argument EE, + r,r, + tt, dont il aété question au $ 47, et tels que les arguments w,, w,, e, du 8 67. Nous nous bornerons à ces indications sommaires sur la viscosité, qui n'a pas encore été étudiée jusqu'ici d’une manière suffisamment systématique.
70. Les variables indépendantes de Lagrange et d'Euler. Les auxiliaires considérées suivant le point de vue de l'hyärodynamique. - Dans la statique et dans la dynamique du milieu déformable, nous avons pris comme variables indépendantes respectivement To» Vos Zo Et Los Yos Zor t; dans le premier cas (statique), on désigne par Los Yo Zo les coordonnées du point M, de l’état naturel (M,), en concevant que cet état naturel se déforme d’une façon infiniment lente, sans que ses points acquièrent de vitesse, et passe d’une façon continue (‘) de la position (M) à la position (M); dans le second cas (dynamique), on désigne par Tor Yos Zo les coordonnées de la position M, à un instant déterminé {, du point qui, à l'instant t, est en M ; la position (M,) du milieu joue un rôle particulier.
Le milieu déformable (M) a été considéré comme engendré par un trièdre Mz'y'7, dont le sommet M a pour coordonnées x, y. z et dont les arêtes ont pour cosinus directeurs a, a’, «; fi, $’, 8"; y, y’, y” par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Oz. Dans le cas de la statique, x, y, z, «, «/, ..., y” étaient considérés comme fonctions des 3 variables indépendantes x,, y,, Z+ et, dans le cas de la dynamique, comme fonctions des 4 variables indépendantes Zo, Yo» Zo» . Dans un cas comme dans l’autre, nous dirons que les variables indépendantes envisagées sont les variables de Lacrance, et nous écrirons, si nous voulons spécifier cette conception :
(66) æ— 2x (to, Yor 0h Y—=Y Go Yo 2%) 22 (0 Yo 2), ou
(66) x — x (ré, Jos Zor !) Y = Y (os Yos 20 D: ) 0) et de même, sott
(67) a—=2a (Go Yo» Z), = (Sos Yos 20) = a" (y Yos Zo)s
(*) Dans cette conception de la déformation infiniment lente d’un milieu, snalogue à la transformation réversible de la Thermodynamique, nous avons défini la lorce etle moment extérieurs, l'effort et le moment de déformation que lon peut quelifier de statiques, puis le travail pour passer de (M;) à (M), et comme Lg in obtenu la notion d'énergie de déformation, qui s’est placée à côté de celle d'action don
on était parti.
soit (67) a — à (to Yo 20 D, = a (os Yos Zo d, 2 = d(Tor Yos Zor t);
avec des formules analogues pour 8, ', 8”, y, y’, y”: Mais nous pouvons maintenant concevoir qu’on effectue un changement de
variables sur les variables indépendantes. En particulier, par analogie avec ce que l'on fait en Hydrodynamique, nous pouvons concevoir qu'on prenne æ, y, zou æ, y, z, comme variables indépendantes ; nous dirons alors que nous envisageons les variables d'Eurer.
Comment se présente au premier abord la question ? Dans la théorie développée précédemment, soit qu’on la considère comme définissant les éléments force, etc., soit qu’inversement on cherche à déterminer la position (M), nous avons en évidence les fonctions x, y, z, «, a’, ..., y" de x,, y,, z, ou de Lo Yo Zo t définies par (66), (67) ou par (66’), (67'). Concevons qu'on résolve les équations (66) ou (66’) par rapport à x,, Yo, 5 On a:
(68) x —æ (22) Joe Y 2) 2% (27,2) ou
(68cm) Or = TE D), =7 (27,270); et, en portant dans (67) ou (67'),
(69) lx—=sa(z, 7,2), CN a ER ADS CEA oi Ce NÉS à
ou
(69) a—a(x, 7,2, tt), x —ae(x,y,zt), —a" (x,7y, 2, t\.
Nous avons actuellement en évidence les fonctions x,, y4, z0, &, «, .…., y” de æ, y, z ou de x, y, z, {, et inversement, par la résolution de (68), (69) ou de (68), (69’), on repassera à (66), (67) ou à (66/), (67).
Mais on doit compléter ce qui vient d’être dit, en observant que, dans un cas ou dans l’autre, il peut être commode d'introduire des auxiliaires.
Si nous envisageons le cas des variables de LaGRANGr, il peut arriver que les fonctions x, y, z ne figurent pas explicitement dans la question G;il pourra être convenable d'introduire alors comme auxiliaires (?) les dérivées premières de x, y, z par rapport à æ, Yo. Z OU par rapport à Lo Yo. Zor LION pourra aussi dans ce cas, en envisageant x, y, z, a, «, …, Ÿ’, introduire
(*) C’est ce qui arrivera normalement, si on part des résultats tels que les donne notre exposition et si on ne modifie pas les expressions de la force, etc., en vertu des formules (66), (67) ou (66'), (67°) ; les lettres x, y, z ne figurent pas en effet explicitement dans W.
(?) Ces auxiliaires seront actuellement liées par des relations faciles à former ; la même remarque s’appliquera en général ; elle ne s’introduit pas en Hydrodynamique, où les auxiliaires sont les dérivées par rapport à la seule variable £ (et où l'emploi de ces auxiliaires est souvent limité au cas de l’introduction des variables d’Euzer).
comme auxiliaires les translations et rotations E;, …., ri, E, …, r, si, dans les données, ne figurent, par exemple, que +, Yo, Zÿ OU QUE To, Yo» os t+
Si nous envisageons le cas des variables d'Eucen, on peut indiquer des circonstances analogues où l'emploi d’auxiliaires pourra offrir des avantages. Supposons d’abord que, avec les variables de LaGranGr, l'hypothèse que nous yenons de considérer soit réalisée; nous pourrons conserver les auxiliaires indiquées ; la seule différence essentielle avec le cas précédent résidera dans la détermination ultérieure, si on l’effectue, des formules (66), (67) ou des analogues. Supposons encore que «,, ÿ,, z, ne figurent pas dans la question, on pourra alors introduire, comme auxiliaires, les dérivées de æo, Yos Zo Par rapport à +, y, z ou par rapport à x, y, z, {.
Suivant ces indications, on voit qu’il peut y avoir utilité à ce que les équations qui servent de point de départ se présentent sous une forme commode au point de vue de l'introduction d’auxiliaires ; on observera que ce but est déjà atteint par les équations obtenues précédemment, dans lesquelles figurent déjà les auxiliaires &;, ..…., ri, E, ...,r.
71. Expressions de Ei, …, r; (ou de #i, …, ri, t, …,r) au moyen des fonctions z,, yo, Zo % à, …, y” de x, y, z (ou de 7, y, 7, t) et de leurs dérivées ; introduction des arguments eulériens. — Des explications qui viennent d’être données résulte qu'il pourra être utile d’avoir les expres-
- sions de &;, …, r; ou de E;, …, ri, E, …, r évaluées non plus conformément aux formules (66), (67) ou (66’), (67'), qui supposent +,, Yo, Zo OÙ Tor or Zo L variables indépendantes, mais conformément aux formules (68), (69) ou (68/), (69/), qui introduisent les fonctions æ4, Yo Zor & %y +. Ÿ de æ,Y, 7 ou de x, y, z, t.
Raisonnons d’une façon générale sur le cas où t figure ; les formules obtenues donneront, en particulier, le cas où x, y, 2, #, x, .…, y! sont indépendants de {. Les quantités t;, … sont calculées, en vertu de (66’) (67), par les
formules (0
Re Pa ui de ee Mer ©
D cdi Li ar CT des La
Y_ jox dY dz re dr dy | gr dz
(70) 1 — Rae ee Ve Hd dx y mn dZ dx , dy 1 dz
SR ARE NES UidE ar:
d3 dy
(71) di ad re. q= De DT,
{où p, = Lys Pa = Yo Ps — z), et cela au moyen de Tor Yos Zo Ls Lo +. Ÿ
(:) Nous emploierons pour les dérivées par rapport à t les notations habituelles. (Voir par ex. Arpeis, Traité de Mécanique, T. LI, 1°° éd., p. 277).
190 THÉORIE DES CORPS DÉFORMABLES et de leurs dérivées par rapport à x, y, z, calculées en vertu des formules (68'), (69')-
Nous allons à cet effet montrer que les quantités E;, .…., ri, &, ...,r, qui
seront appelées désormais arguments lagrangiens, s'expriment simplement au moyen des auxiliaires suivantes que nous dénommerons arguments eulériens :
Go) = af] + en] + 21, EE, (72) (n)= BE] + Fin] + PT (=,
@) = 16 + vin + Or
D = ep] + eg) + th P=DrE=- Si G3) SG) =8Pl+ 8lal+ Br, (= Sal = Dre,
! " ù d c)= tp] ++ vi = DRE = où nous posons :
d i d0 d0; ES Je &, Ki= #,
fe Dn Se ae Se SE tie Dr Den
avec des formules analogues pour (Pl, [q:} la] et pour {p,], [q,].[r,]obtenues en changeant d’abord y, 6 en 4, y, puis en 8, «, et où nous employons les notadx 0 dy CROATIE Différentions les relations (68') successivement par rapport aux variables de Lacrance ; il vient quatre systèmes de trois équations que l’on peut écrire, en vertu des notations (70) et (72),
tions connues ({) —
(75) E(&) + nn) + (CD) 5: E;(Ex) + nj{nx) + E(Gx) —= O, Es k),
(76) (n) + É(E,) + nn) + &(&) = 0,
(C) + Es) + nns) + (6) = 0,
ces trois dernières relations (76) pouvant s'écrire, en vertu des précédentes (75) (et ainsi que cela résultera des formules (78) données plus loin) :
} + &(6) + bn) + B(0) = 0,
(76) n + mu Ë) + nn) + m0) — 0,
6 + G(E) + Gin) + &(f) = 0.
Avant de résoudre les équations (75) et (76), observons qu’on peut rem-
(1) Voir Arret, Traité de Mécanique, T. IL, 1° éd., p. 277.
placer ces systèmes par des systèmes équivalents, qui s'obliennent en différentiant les relations (66') successivement par rapport aux variables d'EuLer æ, y, Z, t, et qui, en vertu des notations (72), peuvent s’écrire (en multipliant par a, «', x’ et ajoutant, etc).
DO FE =), 2 D
A dE) _ g" — D we Vi Ÿ G) ee
auxquelles s'ajoute (76’). Le système (75”) peut d’ailleurs s'écrire, en multipliant par «, a’, a” et ajoutant, etc.,
DEAD D) 0 AMD EE) — 0, (75) 7 A Sit)=o, Drdn)=r, nt) —0, HE) — O, d'En) 0); x AE
Observons encore la forme suivante, qui entraîne (75), est intermédiaire
entre (75") et (75), enfin résulte des formules (70) combinées avec (75) et des formules (74) :
a DE, pra, y = Det, (75") nt d'Erd, 8! — D'rifni)s 4 = d'El,
= De, FD, v= DE
On voit que les arguments lagrangiens sont fonctions des seuls arguments eulériens et inversement (déjà au moins en ce qui concerne les translations).
Déterminons d’abord les arguments lagrangiens au moyen des arguments eulériens ; désignons par À le déterminant
ë 1 Gi (x ) staar
A = |5fin2 6 qui est LATANS Pl : si | 8 8’ 8" ur: (Los Yo» 20) SRE Es T3 G V7
soient E,", ns’, dl, Es, Mo, Las Es!, 75° ts! les coefficients des éléments du déterminant À c’est-à-dire les mineurs affectés du signe convenable, ce qui revient
ainsi à poser :
En = ns — is, = Labs — Es, = Eng — Esnios +.
On obtient, en résolvant les équations (35) par rapport à (4), (mi), (&), (£), (n), (6), puis en portant dans (76),
>» 4 474 CUT M Er” () =: (E) Gap NU RE ri 2) + nn2 + CC!
(37) (ni) = A (x) = — | y el y + ans + EC | &) EL. sd (£) — 3 3 À RE ï
Inversement, déterminons Ë;, r;, &, E, n, € en fonction de (E;), (r:), (&), (£), (mn), (€) : nous observons que le déterminant, dont les éléments sont A(E), A(n:), A(G), est le déterminant adjoint (*) de A, de sorte que nous devons
désigner par 3 le déterminant
(&1) (ni) (Gi) = | (&) (ne) (@) (Es) (na) (63) Résolvons les formules (55) et (76) par rapport à £;, r;, G, 5, n, C: il vient (?), en désignant par (£;), (x), (&;') les cocfficients des éléments du déterminant (78),
Ale
BE —A(E), E —— A $()(E") + (1) + (OX) À, (59) Jnm—A(rx), = — A f(E)(ns) + (nn) + On) À, GA), = —A {GG + ME) + EG) À.
Proposons-nous maintenant de déterminer les rotations. Différentions les relations (67) successivement par rapport à x, y, z,{; nous aurons, en employant toujours la notation connue pour les dérivées par rapport au temps (?) :
d2 dX dT, 0% dy, da dZ de de Topo to w RS Dane OZ es UE dY _ dt, dy dY dY d£ dY ?
d% dx DT, d4 dy, da 0Z, D A à d4 ODA dE DA Yo , DA D da
ox, à y ù où où * di’
(1) Ce déterminant adjoint est le carré de À.
(?) Les neuf premières formules de (39) ti = r, 2, 3) sont si l’on veut des conséquences connues de la théorie des déterminants adjoints ; il est clair que tous les calculs actuels pourraient être ratlachés à la théorie des formes et à celle des substitutions linéaires.
: ee da dx : . e
(3) Nous distinguons + et NS suivant la notation employée par M. Arreiz, Traité de Mécanique, T. II, p. 277. Pour x, Yo, zo, nous n’avons pas eu à introduire dro dyo dz : :
a 5 T ; a qui sont nuls. On observera que les xo, Yo, zo actuels sont des fonctions de x, y, z,t qui, égalées aux anciens x, Yo; Zo, définissent les fonctions x, y, z, lesquelles sont ainsi des fonctions implicites ; nous reviendrons plus loin sur ce point.
avec des formules analogues pour les cosinus CAL ARTS en Les formules (74) donnent alors
ml= ZE, Pl=Ÿat = Jr, al= Don lel= ant l= Sri, [mn] = DK, [r. = d'aled, [r | — Dr [Gi ;
et les formules (73) donnent, eu égard aux formules (72),
= DE), PTE), = JG
G@)= Din), (= Dal, = réa,
(Bo) Je DE, (= Say (r) = Sr, P) = Pi) + pain) + Pas) + p,
(9) = qu) + quin) + que) + q, (r)= ni) + ru) + rl) +r,
qui nous donnent les derniers arguments eulériens (p;), (qi), (ri), (p), (q), (r)
au moyen des arguments lagrangiens (il suffit d'y remplacer (£;), … valeurs).
Pour obtenir inversement les derniers arguments lagrangiens p,, …
par leurs
, nous
pourrions résoudre le système (80), mais on peut aussi directement différentier les relations (69/) successivement par rapport à æ,, y,, z, {; nous avons :
DR RES DO D ne,
27, ÔTO%) do 07 0%
d4 __ DA 20 | d2 2Y 2 à,
Jo Yo 28
RE EL A
DZ) OX dZ dY 27 22 279 AN os TRE D 0y 08 ipr ox dt ox ot dy ol oz ol
Les relations (71) nous donnent alors, en tenant compte de (70) :
Pa = (Pi) + (q} + (ils (81) Qu = (Pa + (ga) + (rat rs = (Ps) + (qui + (ra)bis
que l’on peut écrire sous la forme intermédiaire
SE = pla a [gi] 2 T ai [r Aie Î =(P] +. + [gs] 7 Ut ver
= (Pia + (a) 2 + lil > .
avec des formules analogues pour ps. q:, ra3 Par Qw ra que l’on obtient en changeant Ë,, n,, €, en E,, n,, &,, puis en &,, n,, 6, ou en changeant x, en y,, puis en z, ; on a de plus
P = (P.}X + (qin + (rX + (p), (81') q = (Pa} + (qi) + (r,X + (gh r = (pi + (quan + GX + (r).
72. Equations de la statique du milieu déformable relatives aux variables d’Euler et déduites d'abord des équations obtenues avec les variables de Lagrange. — Nous avons déjà, à propos de la statique du milieu déformable, effectué le passage des variables de LAGRANGE aux variables d’Eurer. Il nous suffit d’abord de compléter les résultats obtenus ({).
Nous avons trouvé des formules telles que les suivantes au 8 53: .
= ER —2p 2% 2x AP:z or A, SA A, Se 32, 39 A: — 3%, n 3ÿs P, + 22 3” LR lan rat D APyz re A7 <F SA A, te à 1. AQy — 3m LE + TA ee + _ a 2 LE 7 2z àz az ee a Âqu == Se En où l'on a :
oW oW AN a >W 3W HE ME TM LS dr Hu Dire
Supposons que W soit exprimé au moyen des arguments (#;), (n:y, (6, (Pi), (qi), (ri), et posons W = A0.
On aura, en vertu des formules (77) du paragraphe précédent,
oW dQ 1 20
Æ = A + QË/ — A SË + Q(ë) ê oW 2Q 1. == 2Q sh
re == 3; + Qn:' = À A O(n:) e 2W 2Q NE:
mA tu = A 9 + 00 f
et par suite, À ne dépendant pas des p, qu ri,
20,400, ,20 = A Ÿ 2 ok 0 Bons dt MR QE]
PA actes 0e) Aie RENE
() Nous chercherons ensuite à obtenir directement les résultats définitits.
En différentiant les relations (75) par rapport à t;, ona 60 a 200 0) €), 100 2 +7 200 Do (2), d’où l’on déduit
Gi =)
l'e — () 5 = — (ni) (8),
puis, par les relations (80), Xp — = — (p;) (ki).
) = — (p;) Ci,
avec des formules analogues pour les dérivées par rapport à mi, &- Si l’on
pose
2Q NE I\ — Le »
GR a sn)” (Gi) 27 n _ 2Q / J\ — 2, CO = (ME)
on a ainsi
FAO] {NA (BNC EDEN IQ GBA +) (829 + (6) HE + EXP) + (CR Pl +4) )+n)(B3/)+(6)(Ca')} LE] + GP )+(n9(Q)-+GNR) Ps] Je
En vertu des formules (72), (73), (74). (75), et en désignant par TA], [BJ], [CJ: [PJ, [Q4, [R:] les composantes relativement aux axes Ox, Oy, Oz des deux vecteurs dont les GpRbsentes par rapport aux axes
Mz’, My, Mz sont respectivement (A;), (B/ ), (C£) ; (P?), (Q;'), (RŸ), on en
déduit les trois formules suivantes :
nee 161 — Ÿ (PAPA, = —Y8B]8]- À IQ 1) — Y ici ti — À IR pd.
avec des formules analogues pour B;, C; et psy, Pyyr Pays Paz» Pyss Pzz- On a
ensuite
Di
+8 } @) HS + (x) a) TE ar)
à EH se + Gas
+1{@ 5 + Gi) 5 + Ed
et il vient, en tenant compte encore de (75"), les trois formules suivantes :
2 [Pl #6 (PB vA{PE Que = % [Q,]+ B[Q,]+ Y IQ}, Ge —=@[R]+ BR] + y [Rj,
avec des formules analogues pour Q;, R; et Qu, Quy» Qzys az» Quss Qz2e
73. Equations de la dynamique du milieu déformable relatives aux variables d'Euler et déduites d’abord des équations obtenues avec les variables de Lagrange. — Nous avons aussi, à propos de la dynamique du milieu déformable, effectué le passage des variables de LaGranGE aux variables d'Euzer. Nous allons d’abord compléter les résultats
obtenus.
À: est augmenté de
NPESRECE
ER Ofi MARIE 2
ie + fe «9 di p* D .
or, d’après (76) et (80), D — — (8) (8)
4 + A Eu ia " M a sa ps +02 +0 en pp
D) = — EE
CAR dË Gt) == Gp.
avec des formules analogues, de sorte qu’en posant
= 3% PE a (C= > Pair O=y Mer
on a à ajouter à la valeur donnée pour À; dans le paragraphe précédent, res-
pectivement pour i — 1, 2, 3,
A(), An), A),
en posant :
— à = (A) 1 + (B) LE] + (C7) [3] + (P° [pal + (Q) [pl + (R) (PI.
Les expressions à ajouter aux valeurs de p,,, Psy, Pr: du paragraphe précé-
dent sont donc :
RE) 2 + (n) SE + QE
or, d’après les valeurs (76) de (£), (n), (£), on a
Ou + Or D En Det ZE
dPi
Os + a, + QE 2 Go 2 Cd — 5 2 CDS
Ge + +OË=—E D (En D (n)
c'est-à-dire, en vertu des formules (75"),
dZ dZz D (& 3%
ES + GE + QE = — (et + En + Ke),
CD D + C0) 7 + GE = — (nt + Pa à VE), 0 0 0
OR + SE + O2 = — (+ Fa + Ÿ),
de sorte que les expressions à ajouter aux p,., Psy, Pr du paragraphe précé-
dent sont :
On aura des expressions analogues pour Pys, +, Pr
.…,, par le changement
évident de À en deux expressions analogues B et C, qui s’en déduisent en
remplaçant les [ë;], [p:] par les quantités correspondantes [n;], [qil et [Gi], (rl. Nous venons d'introduire des notations À, B, C,; montrons qu'elles sont
identiques aux notations introduites dans la théorie lagrangienne :
2W oW “Pi:
DT a OL
dË
on a, en effet, = a [aan 2® +20) +. + m2]
+8[ ua 20 = | +Y [can 0) +];
or, d'après les formules (76) et (80), on a :
De), Dee, = D _p) D=-çr = (ps.
et des relations analogues par rapport à n, Ç; il vient donc, en vertu des relations (72),
— À 2 (ANT + BE] + (CNE) + PApd + (CNP) + (RAP De mème, pour les P, Q, R de la théorie lagrangienne, savoir :
aW 2W Pe oW on a, en vertu des relations (80),
P) + 8(Q) + VR
Considérons enfin la modification qu'il faut apporter aux formules du $ précédent, pour avoir les q.., ..… relatifs au cas actuel de la dynamique.
Les quantités que nous avons appelées P; sont augmentées respectivement pour i = 1, 2, à de
ae) fe 020 cg fade. 7 + mt 04.1]
dP1 af( P') À « CR Pi +(Q) {4% D .e è +R); a+... ]
a[«p)! + pp D? + 6 xD +..+ mi +] ou de
en vertu des formules (80). On voit que ces accroissements sont
PE), P(n), P():
les expressions à ajouter aux valeurs de Izrs Qry» Qz: du $ précédent sont donc
à | GO 2 + (1) 2 + ALES +0 + OU ATEN ETES
c’est-à-dire
_— + À (2 + Pn + y), — à (GE+Pn+YE), — : (ae + P'n + V6), ou enfin
rharen AREUE TES
On aura des expressions analogues pour q,, .…. ; 4, .…, par le changement de P en Q, puis en R.
74. Vèriations des arguments eulériens déduites de celles des arguments lagrangiens. — En vue de former directement les équations eulériennes relatives au milieu déformable, nous allons calculer les variations des arguments eulériens. Nous commencerons par les déduire des variations des arguments lagrangiens, afin d’avoir une vérification, puis nous les calculerons directement.
Appliquant le signe à aux équations (75), il vient trois systèmes tels que le suivant :
LOC) + md(ns) + GG) = — (Ed — (ni)ônr — (H)8tr, EÔ(E: ) + ToÙ(na) + Lo0(G1) = — (Es 03e — (rs)dne — (Ki )ÔQe, EÔ(E 1) er nsÈ(ra) LE Es0(G1) — = — (&i Jèë is (n1)È Ds (G1)Ôts,
d’où en ayant égard aux relations (77) :
—0(E)—{(4) ÉCEa 8E + (ra)Ona (Gi )ts À} (Es) F(E BE.) (Es) {CES +..) = (6) SEE + Cu) DE + Gi) DO |
ou, en remplaçant Gf;, ôn;, dt; par leurs valeurs, et en tenant compte des. relations (75') et (80), 5! ÿ’ ; 3 8(E)— = (ne — (Go — (1) [EN RE + GE +) RE + (Pa) (pa) y) à’ ÿ ÿ" y ; -)
— (GE) EE + Œ “ +8 -HP)y pr};
200 THÉORIE DES CORPS DÉFORMABLES mais on a, par exemple,
D UE ce zx PE SK) + ue æ SG) + æ DCE
a à! dx = À —— | Ge RT
dx dy dz ?
en vertu des équations (75”). Nous obtenons ainsi la relation suivante :
(ti) —(n:)0x! — (G)ô us (&) ; Ë 20 x oi 209 x 7. 29 x re (p2)S'z— (ps)à' y
dx dy 2z 5 Ni 5’ ; —{Qr) fe ST 4e te dE + (pd z—(p} 7} —(4)$« 2 He a ' — + :1)5 y — (pi) x 2};
pour avoir ô(n:), &(&;) il suffit de faire subir une permutation circulaire à {E:), (ns), (QG), de remplacer a, a’, a par 8, R', $, puis par y, v’, y’et les p par les q;, puis par les r;. On a des systèmes de formules analogues pour
Ô(E2), ê(ne), Ô(L2) ; Ô(Es), S(n3), Ô(Es).
On a ensuite, au moyen de (76) et des valeurs de Ô£, dn, dt, H(E)——{ FACE Dep E 14 )E+-(n1)ôn + (Qi } =) [DE C-Br0 E —08-+nDE(o6+pnOE +9) (g}n—(r0)8 2 fr — (ps) — (Cr) ] [Cr rar pr
ei ]
GT —(c$+ fn + D? me —(a' e+-P-r ne Te
Hp (paint) 8 y —{9— (pa) (an (ref |;
or les relations (80) donnent en vertu de (76)
X + Gin + (I = — Ê pie) + pa(n) + ps(Q) À, (2) + (qe)n + GX = — Ÿ que) + qu) + q(t) }, (Po)E + (qi}n + (re = — {nifE) + fn) + ri(0) À,
d’où finalement se dx o3æ dyoëæ dz a5x ; Han eee diihe COS (7 À FH dx où dy 25y dz a ; me LG 2 — di dy di me + (De — (pl z
dx d9z dy aŸz dr oÿz :
() dite Nid oyiidie. + (p}ÿ'y —(g)ùx f.
On aura des valeurs analogues pour B(n), ô(£), en changeant (£:), (m1), G) en (&2), (ne), (@), puis en (Es), (is), (Gs)-
Nous avons maintenant, d'après (80), Ô(p1) — (&)8ps + (E)Ôpa + (Gs)Ôps + paô(&:) + pa(Ë:) + paô(&s), c'est-à-dire, en vertu des formules (75”),
SP) = (qi)5x' — (r:1)57
or * CALE 2 me
Rs sy Eos UE = (Pr 0x se 7 :
— (p1) RE qe oh DE + (p)3'e — (po | 2) a 20 QD + +8 TE + ie — 2}
Are) g = He ea +2" = + (pi) y — (p)Ÿx :
avec des formules analogues pour 3(q:}), ô(r:), et pour ô(p2), 8(q:), (r2)3 8(ps); 83), È(r:).
Nous avons ensuite Ô(p) = 5p + (E)ôps + (n)5ps +(E)5ps + PAÎ(E) + pad) + psI(Q),
_ c'est-à-dire, en vertu des formules (75"), (76) et (80),
dd dx or dy oûr dz he
Do di her die die die
_. æ odxdz oÿxdy oÿx dz s ” ou du 0 dy _aÿydx ay dy _ oi'y dz , SUN PU MERE:
dè'z 20/z de 5'z dy d9'z dz + (p}'y— (gx
avec des formules analogues pour ô(q), ô(r).
Cherchons maintenant ce que deviennent les formules qui viennent d'être
établies, lorsqu'on introduit les auxiliaires êx, dy, ôz, 31, ès, Ôx, définies comme nous l'avons fait antérieurement. On a, par exemple,
FY u er NA :
ax a9'x d9'y 20z 22. 23 ., 2 = 2 — + = Y-— — 0x + CN E —- Ô dx dx ê dx x | ox ox T3
dy oôz et des expressions analogues pour re d'où le système
DANONE PROS TER
dx ET ô » < pe p+p É = TL + pe — (plz “ np NE à (py — (pe,
dx
et des systèmes analogues pour les dérivées par rapport à y et à z. On a des formules semblables reliant Ôr, 05’, dr’ et Ôr, ds, k. En vertu des formules
(72), et en supposant que le déterminant | 48" | — 1, on a alors: . dôx aùr n dÔT , - (82) 3) = — [6] (a +e at) + Ce R]— a Dr
— fra] (a 2 a 7 4 a 7) 2 Ce LE] — «KE, D — (en ee NE at À) + Ce Om] — «KE.
avec des formules analogues.
La valeur de Ô(£) écrite à la page 1 152 peut se mettre sous la forme :
= Ge DE LE (8e — (nd ie 7 > + (r)8x — (p}ô'z { RUE à € + (p'y — (g)ÿx {;
mais en vertu des formules (73), qui définissent (p), (q), (r), on a des formules telles que la’'suivante :
+ eye te + a de et par suite, en vertu des formules (72), | x où (83) 2) = — (LE) DE + En 7 + (I D)
formule où l’on pourra revenir aux dérivées . comme nous le ferons voir plus loin avec détail.
On a, en vertu des formules qui définissent ôx, dy, Ôz, ôr, ds. àk,
E) è K on) = a (a 2 4e 2 4 8 DE) LE Era) — Br)
1 [ oùt OÙ r ok
+ GE PR ! Es da te te 2e) + 0 — Frs nf, oùt 1 dÙI r DK ,
rfi ee D) + 1) — FO
—(p;) [«( (aSE+ HR AE) + æ
dx
dd ,d0y oz n[. ddæx ay + y, 6 mn) + (« nn)
( —(q:) «(8 Le PDT ÈE) a (8 papa) +a(s ve +...) | (
2y CO NE Ô à nt) [: (r CRE hrs) ï tr DE) er (r el
ce qui peut s’écrire, en vertu des formules (73),
8) pa (eo a D + (at Ur] — a
2ÿ z aù où ad à Het een) + api] — a pr
flo o0K air r + a (« ET + a! y + a =) + (a qi] — à [p,])èr
Ôy , roÙy on 20Y EE)
; [ oôz , oÙZz n OÙZ — [r,] (CT —+ à 2y —+ a Sr et l’on a des résultats analogues pour (4,), Observons enfin que l’on peut écrire :
Ô{p) — FL. + (g)ôk! — (r)ôs' — (pi) PRE + 8: — y] — (qi) É + (rx — LA
— () PE + 07 — qe].
ou ë(p) = a 2? + a! pe rte mL GET — (4) (p% + p D. Lg Fit) (x e + y! 7 " Es ou enfin :
(85) Gp) —=* de AL _ en . — [Pl 7 ms Et 7 ti 7 , formule où l’on pourra aussi revenir aux dérivées o On a deux formules analogues pour Ô(q), Ô(r).
Variations des arguments eulériens déterminées direc
tement. — Nous supposons qu'on fasse subir aux fonclions x, y, z de . . S DJ os e. . »
Los Yor 20 t les variations Ôx, 07, 07. Considérons les relations que l’on
obtient en différentiant les relations (68/) successivement par rapport aux variables de LAGRANGE ; nous en déduisons 2œ D sta 2 Me EE [nl 7 + KE —0; ES ô[Ei ao ap; Ô[n:] as 20 ô[&] 4 1 [é] dpi F7 58 [ni] 29: Re [Gil ap 0; mais on à dr _nroz | ray , ra, DP 2T 2 2Y 2% DZ dpi aùy _oyez : oyoy , dy 2, D OT 2j OY ds 27 Pi 207 _dôzoæ oz dy oz à,
d0; mor dP; dY Pi dZ df;
si l’on porte les valeurs de ces dérivées dans la relation précédente, on à
5 êz:
2 Safe + (69 2 + End 2 + (I À 2y o5x 4 Ôy 4 oùz
+ 2 jolie HE Pl WI SUN
22 aôx o5y dati ee + DE tea + Led DE + End DT + ET = 05
les parenthèses, dans cette dernière égalité, sont donc nulles, et l’on a :
ME] = — FI PE + End 97 + I 3e era | SEA = — À (EI VE + End 7 + EI DE De même, nous avons dz, . dx #3 di.
2) = — Te AE) — D En] — GE) — LE) DE — fn] 9 — 1e Ds
en remplaçant Ô[E,], Ô[n,], Ô[t,] par les valeurs que nous venons d'obtenir, il vient: 8e) = LE À 1e 2 + En Ù + fe] 1 Hill > Val 3% AE:
aÿx
dy {y 4 à l:] 2y
dz dx EL) 25 + ++ dèz
» 1 0 di 6] = QT
5 Ô HSE lee
avec des formules analogues pour ô(n), ô(&). Pour revenir à la formule que nous avons obtenue au $ 74, il suffit de remarquer que l’on a
dir or de Nbr dy. ob den De, He on di oyid Ü sd nt
ddy __ ay dx or dy oôy dz oùy Nino d'ioyidt. 3 dit doi dôz __ oëôz dx où dy . aoôz dz | oùz, HP SE di dev dt oc di D
mais nous n'utiliserons pas, dans la suite, la formule de la page 1 154 et ses analogues. Il convient, en effet, d'observer que, dans le cas où x, y, z, { sont les variables indépen:'antes, le champ d'intégration des intégrales par rapport à æ, y, z que nous considérerons dépendra de t, et on ne pourra pas intervertir à la façon habituelle (comme avec x4, 5 Zo, t) les intégrations par rapport à æ, y, z et par rapport à { : si l’on veut intégrer par parties par rapport à {, il faudra introduire les variables auxiliaires æ,, y,, 2, et ne faire usage que de
dérivées par rapport à de la forme ue ce qui nécessitera l'emploi de for-
mules telles que celle que nous avons écrite plus haut pour d(t).
Le calcul à faire pour obtenir G(p;), 8(q:), Sr), ê(p), (q), (r) repose actuellement, comme celui qui conduit aux expressions de Ô(£;), ô(n:), (&), Ô(E), d(n), 2(£), sur les formules que nous venons d'obtenir pour Ô[£;], ôjn;], 9[6;] ; la transformation à faire subir aux expressions ô(p), à(q), î(r) données dans
le S 74, pour n'avoir que des dérivées par rapport à { de la forme de St la même que celle que nous avons indiquée pour Ô(&), ô(n), à(ê).
76. L'action de déformation et de mouvement avec les variables d'Euler. Invariance des arguments eulériens. Application de la
méthode de l'action variable. — L'action de déformation.et de mouvement avec les variables de LAGRANGE était
d | , 11 Wdrsdyodz sul, h vus
W étant une fonction de x4, Yo Zor L3 Et Mis Bi Pi Go li5 6, 0, G pq D'après les formules (39) et a (81'), on peut dire aussi que W est une fonction de %4, Yo» Ze» {3 (8), (ri), (Gi), Go), (go), (ra 3 (6), (n), ©), (p), (9), (),
et, si l’on pose ({) :
écrire l’action précédente :
[7 ff écart:
fl s
(t) Nous supposons A positif et ainsi égal à [A].
l'intégration relative à x, y, z est étendue au milieu S, c’est-à-dire à un domaine variable avec le temps.
On peut aussi concevoir qu’on arrive à cette dernière action indépendamment de la première. En effet, les arguments lagrangiens sont, comme on l'a vu antérieurement, des invariants euclidiens ; mais, puisque les arguments eulériens sont uniquement des fonctions des arguments lagrangiens, d’après les formules (77) et (80), il en résulte qu'ils sont aussi des invariants euclidiens ; c'est ce que l’on peut d’ailleurs facilement établir d'une manière directe au moyen des formules (82), (83) et (84), (85), en y faisant
Ôx — (as + wez — w:y) di, dy —= (db; + w3x — wz) dt, Ôz — (ci, + w1y — wc) dt, 81 — wiôl, Ôr — wÔt, Ôr — w;ôl. ;
Il en résulte qu’on est ainsi conduit directement à prendre pour forme de l'action de déformation et de mouvement avec les variables d’Evzer, à l’intérieur de la surface S du milieu déformé et dans l'intervalle de temps compris entre les instants ?, et &, l’intégrale suivante :
1 aiNE Odxdydzdt, ta s
où la fonction © a la forme remarquable
Q (&, Yos Zos L (Ei), (mi), (Gi), (ps), (qi); (ra), (), (n), (©, @), (a), (r)).
Considérons une variation quelconque de l'action de déformation et de mouvement à l’intérieur d’une surface (S) du milieu (M) et dans l'intervalle
de temps compris entre les instants f, et Z, et à cet effet donnons à x, … les vartations Ôx, …
Ecrivons pour un instant l'intégrale sous la forme
b je [ff QAdxodyodzodt F tu LE So
E D J a i. (A9 + aÿA)dx;dycdzodt, ti 50 de SA 1 1 k (2 A à) drdydzdt.
mn s
sa variation est
ou
Or À — d _2(z, Y 2) à à (x, do» ) sa — (9,2) où d(y,:) ax _ o(y,2) aôx à CAE 0) ET à (20, To) dYo n] (to, Yo) EYA HORS + “ _D(v,2) 2x d(Y,2) ox | 2(y,z) ox aix à à (Yo, 20) EVA à (2, Lo) 2ÿo à à (to, Yo) 2z ) dx Fo dé ax aôy DÔz er A + dr
c’est-à-dire
et par suite la variation de l'intégrale est
b LE vor d0z x | —h SIL $e ( sy e” fs) + 50 dxdydzdt.
La variation 90 de @ est
de: 20 , D DE 5 + 0 8 (nu) + ee + 280 + ce + DD 20) où Ô(£;), à 0 …, 3(r) sont déterminés par les formules des $$74 et 75, écrites
de manière à n’y faire figurer que des dérivées par rapport à { de la forme .
Nous pouvons appliquer la formule de Green aux termes qui renferment explicitement une dérivée par rapport à une des variables x, y, z. En ce qui concerne les termes qui renferment explicitement une dérivée par rapport au temps, voici comment nous opérerons (le champ d'intégration par rapport à
æ, Y, =, variant avec le temps) ; soit
k FT dh sp il le JT dxdydzdl,
un pareil terme ; si nous passons par l'intermédiaire des variables æo, yo, 2 P ; P
b f ë ji ii ie gA À drdyideodl 1 So
ou, en intégrant par parties,
À fi LyAG] desdyodes — i si ff, f. k age) Da dentt 8 1 on So J L = [ * 1 J gd | ni 1) , 1 je (A het) dæodyodzudt [I —[ ff forcée] dep DIE LG de dydzdt, ty
il vient
en revenant (! j aux variables x, y, z.
Il vient ainsi, en désignant par !, m, n les cosinus directeurs, par rapport aux axes fixes 0 Oy, Oz, de la normale extérieure à la surface S, qui limite le milieu après déformation à l'instant {, et par de l'élément d'aire de cette surface
sf” Î “hi he odrdydedi
bp ù ee 41 J 1 Dex + MPye + NP3e)ÔT + (pay + MPyy + NPzy) Y + (lp23+MPys + Pas)07 l, CS 8
NI
+ (lq2z + Myz + 1922) à + (ay MQuy + Qu) DS + (lQzr+ Mu: + nqz:)0x h dodt
+ [ff G —Ôx+ Bay One Para Qar+ Re pd dPar + p, ré dPzr , 1 D )ée - f° [IF :C Éron “oz “Adi 14 ©
dry OPyy ?Pzy zu )è +( si dy M #1 Adi
DPes _ DPyz . Lu SL ie ay oz TA
RTE + Pr Par A) + (+ ice ee. RU + Pepe Ai RE) à gg pere A) eù l’on a posé avec les notations du 8 73, à = (A) 1] —(B)(8)—(C') [Es] —(P°) [pi] — (Q)ipe) — (Rp), = — A) ba] (B [re] — (C9) Era] — (P°) Eau] — (Q') Las) —(R) [as], D —— (AE) — (B) {E:] —(C') 16) —(P'){ni — (QD rs) — (R [ro Ale (P) +8 (Q)+ 7 (R') À (Q=# (P)+ 8 (Q)+ 7 (M).
= [RI=2"(P) + 8(Q) ++" (R), () On peut ici remplacer — } par sa valeur tirée de
ia (x) ù {dy +Èè( À di — 3x \dt ne (4) à \d}°
ACTION EUCLIDIENNE AU POINT DE VUE EULÉRIEN 209 Pe=0— DA] — SP] mia Pe = -— D (BIlE — Dour Ÿ.
Pa — D'ici - Ÿ1 Done Pn= — DA D (PJia—ÈS.
Pn=0— D Bin] À (Qia)— ad ue 216) ÉDITER
Pr DNA D Pitre-SE, Pn= — DB) DiQtr)—2®.
Pa =0— À Gi] it] — YIRQ tri — fe et en outre | qu —=aiP) APP) TI x = 4 [Qi] + BIQl + + [Qs] — D P dz
Ge = a (O1 + BR) + 18] — 2% avec des formules analogues pour q.,, Quys Q:y» Us Quss Az
77. Remarques sur les variations introduites dans les $$ précédents. Application de la méthode de l’action variable suivant la méthode habituelle du calcul des variations. — Nous avons dans le paragraphe précédent utilisé les variations calculées précédemment ; il n’est pas inutile de préciser leur signification et de les rapprocher de celles considérées par M. Jonpax (!).
Rappelons, en la complétant, l'exposition de M. Jonpan. M. Jorpax cherche la variation de
Sydxdydz,
en supposänt d'une part que x, y, z subissent des variations et d'autre part que les fonctions figurant dans + subissent aussi des variations. Par ce fait, g subit deux variations, dont les effets s'ajoutent; M. Jorpan considère successivement la variation due à la variation des fonctions figurant dans v, puis
celle due à la variation de x, y, z qu’il juxtapose à la précédente.
(4) Jorpax, Cours d'Analyse de l'Ecole polytechnique, 1°e éd. T. TI, n° 339, p. 533-535; a° éd, T. IL, n° 396, p. 528-530.
On pourrait aussi bien chercher d’abord l'effet complet provenant de la juxtaposition des deux variations sur les lettres u, ..…., u,a., .… qui figurent
dans + en appelant ôu, .,. ces variations complètes, on aurait
pour la variation complète 5 de e.
Ceci dit, on remarquera que les variations calculées précédemment sont ce que nous venons d'appeler des variations complètes et que le calcul du $ précédent est fait à ce dernier point de vue.
Si l’on veut le présenter sous une forme identique à celle de M. Jorpan, voici ce que l’on devra dire. Nous introduisons, dans ce qui va suivre, des fonctions æo. Yo, %, «, &’, .… y” de x, y, z qui figurent, su moins en partie, explicitement et par leurs dérivées. Les fonctions æ, Yo, z de x, y, z, { sont celles qu’il faut mettre dans les seconds membres de (68'), pour en tirer x, y, z en fonction de +, yo, & {- Il en résulte que, par le fait que x, y, z subissent des variations Ôx, y, êz, ces fonctions æ, Yo, 2» de æ, y, :, t subissent aussi des variations, que nous désignerons (‘) par (x), .…, telles que l'on ait les formules :
PS) Lo ni Done 0 = (0x) + ne dx . Ôy ô:, 86 PEN É %o 5 2% 5 2Yo (86) ME DO PRES ARE EURE
N dr 07 oz CO (oz) + 2 0x + 0 Sy + 0 Ge:
| (x) + ou
exprimant que les variations complètes de ces fonctions sont nulles. Les variations (ôx,), (ôyo), (èzo), qui figurent dans ces trois dernières formules, sont les variations qui figureront dans l'exposition calquée sur celle de M. Jonpax que nous allons donner. Cette remarque semble devoir être rapprochée des considérations développées par M. C. Neumann, dans ses recherches (2?) sur les équations de Maxwezc et de Henrz ; elle est conforme, d'autre part, aux règles de calcul adoptées par M. H. Poincaré, dans son mémoire sur la dynamique de l'électron (*), dont nous parlerons plus loin.
(1) Nous dénoterons d’une façon générale par (à) les variations obtenues en laissant œ, ÿ, Z fixes, afin d'éviter toute confusion.
(2) G. Neumanx, — Die elektrischen Kräfte, T. I, Leipzig, 1898 ; Über die Mazwell- Hertz’sche Theorie (Abhandl. der k. Sächs Gesells. der Wiss. zu Leipzig ; Math.-phys. Klasse, T. XXVII, n° 2 et 8, 1901-1902). F
(8) H. Pomcaré, Rend. di Palermo, Tome XXI, p. 129 et suiv. (1905), 1906. M. H. Porxcaré emploie des notations diflérentes des nôtres, en particulier en ce qui concerne les dérivé ù i +
et ‘ ivées par rapport à {, où nos signes d, à, qui sont ceux de M. APPELL (Traité de Mécanique, Tome IE, 1° éd., P. 277), se trouvent intervertis. Il distingue la
variation ordinaire (G2) d’une fonction © au sens Jonpax, qu'il désigne par Fe de, de €
sa variation 0o (que nous appelons complète) qu’il désigne par 2? Se [voir en particulier la formule (11 bis), page 140]. “
En ce qui concerne a, a, …, y, nous aurons des variations (3x), … au sens de M. Jorpan ; mais les variations introduites dans les $$ précédents et que nous continuerons de désigner par ô«, .…., seront des variations complètes, en sorte qu’on aura
Geci revient à dire qu’en introduisant les variations (ôa), .. au sens de M. Jonpan, nous introduisons en outre les auxiliaires ô1’, 63’, Ôx’, que nous PEN à définissons, au moyen de (ôa), ôx, …, par
= Dès = D (68) + jpilèe + [guy + Lrlèc, (87) = Daôy — D'a(dy) + [polèr + [qlèy + [rojèe, dx — d'pôa— D RG2) + |plôèx + {glèy + [rolèz.
La conyention fondamentale, on le voit, est celle exprimée par les relations (86). Elle se retrouvera, dans un travail ultérieur sur la théorie des températures, pour les fonctions qui figurent, par exemple, par leurs paramètres différentiels, dans le cas où il s’agit d’un milieu ponctuel, si on fait abstraction des formules où se présentent les coefficients des variations complètes de ces fonctions. é
On observera qu'actuellement le moyen le plus simple pour effectuer les calculs n’est pas de suivre l'exposition même de M. Jorpan, mais consiste à déterminer, comme nous l’avons fait antérieurement, la variation complète de la fonction sous le signe d'intégration. Il ne sera pas cependant inutile, en vue des comparaisons à effectuer lorsqu'on développera plus tard les deux points de vue que suggère la notion de température, de suivre également la voie de M. Jorpax.
Nous avons
cs à f [ff oécbaun — [| © [TEE co + Go + 2 Go +2 5 (@) ++ (0) + 6 (0) + +65 (to) "+ . (Qôx) + F (Qôy) + & (232) Jrad
où le signe (3) correspond à la variation obtenue en laissant «, y, z fixes, en sorte qu’on a d’une façon générale
= dE, dF | dÿ at (89) (87) FF RÉ En Nr dy Orne 0
Nous substituons aux variations (ôx,), … les auxiliaires Ôx, à, 8z, ôr, CHACTS définies par les formules (86), (87). Nous devons nous rappeler aussi, à l'égard de l'intégration par rapport à t que le champ d'intégration par rapport à x, y, z
varie avec t et que l’on ne peut pas intervertir l'intégration par rapport à { et le système d’intégrations par rapport à x, y, z, à la façon habituelle employée avec les variables x,, Yo» Zo:
Remplaçant (ôx,), (èyo) (Ôzo), (3(E)), … par leurs valeurs définies par (89), qui comprend (86), nous obtenons :
5 Er de da Le (90) >| JJ) eg) JE ae-5e-2
+Ÿ 27 4) + + à(r) À + % Ô(&) + … nn ô(r)
d CR < se TZ (Qèx) + Fe (Q0y) + L d (3e) [érdyrat.
Si nous avons égard à part à
on [fI-ée-v-te
: < dés + . (QGx) + e (Q$y) + > (232) Jardydeat,
età.
(92) FER 0 +.142800 ++ 20 Jabra
de même que, dans le $ précédent, nous avions eu en somme égard à part à
b = {g1") J A fe [FE (= +2 _e NE) dadydedt
et à (92), on voit que le calcul est identique à celui que nous avons fait antérieurement.
78. — Les conceptions lagrangienne et eulérienne de l’action. La méthode de l’action variable appliquée à la conception eulérienne de l’action exprimée avec les variables d'Euler.— Dans son travail sur la dynamique de l’électron, présenté dans la séance du 23 juillet 1905 du Cercle de Palerme, M. H. Poincaré paraît avoir mis en évidence, pour un champ infini, une conception de l’action autre que celle que nous avons envisagée jusqu’ ici. Si l’on précise l’idée de M. H. Porncarë en considérant un champ fini, on est conduit à distinguer les deux conceptions suivantes de l’action, l’une lagrangienne et l’autre eulérienne.
Nous pouvons soumettre la fonction générale W ou © à des intégrations par rapport aux variables indépendantes (*) x,, Yo, + Ou par rapport aux variables indépendantes (?) x, y, z, dans des champs fixes, puis intégrer par rapport à {.
(*) Dans ce cas, nous désignerons par W la fonction. (?) Dans ce cas, nous désignerons par Q la fonction.
1. Partant de l’espace (M,), concevons qu’un observateur attaché aux axes de référence porte son attention sur une portion (S,) de cet espace et sur les différentes positions qu’elle prend ultérieurement, savoir : (S) à l'instant quelconque t, (S,) et (S:) aux temps {, et 4. Nous envisageons l'intégrale
é, il | ‘fi [il odrdydedt, ti s
dans laquelle le champ d'intégration (S) par rapport à x, y, z est variable avec !, et qui, en effectuant le changement de variables défini par (66') ou par
(68') prend la forme fu c j ï Wax,dysdrodt, on 80
où W désigne l’expression obtenue en remplaçant dans LA les lettres x, y, = par leurs expressions (66) et dans laquelle le champ d'intégration (S,) par rapport à æ, Yo, Z est indépendant de t. Nous avons alors la conception lagrangienne de l'action.
2. Envisageant toujours un observateur firé aux axes de référence, concevons qu'il porte constamment son attention sur une portion délerminée el fixe de l’espace (M) : désignons par x,. yo, Z les coordonnées, qui se calculent par les formules (68"), du point M, de (M,) qui viendra, à l'instant {, au point M . de coordonnées x, y, z de (M) et soit (S,) la région décrite par M, et qui vient à l’instant { en (S) ; nous pouvons désigner par (S41), (So2) ce que devient la région (S,), variable avec {, pour les valeurs t, et L, de 1.
Q renfermant à la fois x, y, z et les fonctions exprimées par les formules
66’), nous envisageons : !
f ; [ il sÀ Odrdydzd, L ti 8
où cette fois le champ d'intégration (S) par rapport à x, y, z est indépendant de t et qui, en effectuant le changement de variables défini par (66) ou par
(68) prend la forme ju à ni fé Waridyodeudt, li s0
où le champ d'intégration (S,) par rapport à æ&,. Yo, 2, est variable avec t. Nous avons alors la conception eulérienne de l'action.
Nous avons considéré le premier cas dans les paragraphes antérieurs ; nous allons maintenant nous occuper du second. La formule (88), est alors remplacée par la suivante () :
(88) ï £ 11 il, | Sdrdydzdt) — J 4 mn ï} [2 Er) +3 Gr + (25)
+ Die (86)... ar) (3(r:))$ + (D) (80) fardar (:) En se reportant à l'exposition de M. Jorpax, on observera que la partie . (Qôx) + 5 (Qôy) + “e (Lôz) provient de ce que le champ est mobile et correspond
à la variation des lettres x, y, z en tant que variables indépendantes.
et, en vertu de (89), la formule (90) est remplacée par la suivante :
(90!) (af Î ik “ odedyddt) — _ Un J be T2 en, _# À
+ D {SE 4 + sl +T Tr RE rs dxdyd:di.
La suite des calculs ressemble à celle du $ 77; toutelois, une différence s’introduit, en ce qui concerne les dérivées par rapport au temps ; actuellement, on peut intervertir l'intégration par rapport à { et l'intégration par rapport au champ des variables x, y, z, et cette interversion étant effectuée, l'intégration par rapport au temps doit se faire en envisageant x, y, z comme des constantes ; les intégrations par parties par rapport au temps doivent se
: $ . à Te d faire en les faisant porter sur les dérivées … et non sur les dérivées qi» comme
on le faisait dans les $$ ‘76 et 77, et conformément à la remarque faite dans les $S 75 et 76.
L'intégration par parties nous donne actuellement :
GNU
b =f IE { (CP'os + p'ye tn p'e2) 32 + (lp tm play P'2y)0Y + p'es+ mp! trip! )èz 1 Ca
+ (get US PC EU Paul ant + (lg'ezt+m'q'ystn'q')ôx}do/dt |
C' P' Q R 12 So es = ie SRE CREER NE ds + x) drdydr | + [fT EE Â À À Ni
t ! Q nf f{fr (es emsnpe te ms
+ (> +Pn+%s+i +) dy
etes re
AR CE
+ (Le + Mo + Me + LE papa) ô3 é R'
où l’on a posé, avec les notations des 8$ 72 et 73,
— A) — (BTE) — (C7) TE) — (P')p,] — (Q'}pel — R'NP.},
— (nl — B'}En3] — (CE) ns] — (PMg] — (Q'Mg:) — R'Ags»
— (AI —(B) ER) — (CL) — (P')fri] — (Q fre] — (R') Cri]. | [PT = a (P7) + 8(Q) +.x CR),
te)
vi BO bBTBROBE Bb>
[QI= (27) + #(Q) + v'R).
Dix bQ DU DQ DE DE
= [R] = «"(P') + 8(Q) + Y'{R'), Pe—=— D {[A(E] + [PJ] (pd!
pr Ÿ {[B] 4] + (0 (pd } pu =— Ÿ { [CI] (EH + [RI] (pd }
avec des formules analogues pour p',, P'yys Pay 3 P'zss P'ysr P':: que l'on obtient en changeant [£;], {p:] respectivement en [n;], [qil, puis en [&;], fri], et en outre
deal.) +8 [P,] + v{P.),
J'y = (Q,l+8 (Q,1+ + [Qu Jr =2iR)+$8[R]+ 7% [Rl
avec des formules analogues pour q'2, Q'yys Q'2y 3 d'æzs My: ds que l'on obtient en changeant a, $, respectivement en «", f', y’, puis en +, f", y". Observons que a A'_d'A"_ ot À dt A
peut, en vertu de la relation
TOR ER s’écrire o A’ 1 dA' à /A'dx à /A' dy à {A' dz ADI) di (LT) 2 (4) 2 (TE):
de même CPL EE
216 THÉORIE DES CORPS DÉFORMABLES D'autre part, A’ — À, P'— P; il en résulte que l'on a :
dP'es _ OPus + OP'as 2 pee
7 dy oz CT E thide Pro tt 000 Ad et Me Mme Ms ob or D aoyea A oz LATE ETEE RS, drr dyx QE I dP ss G dy B dz a net hey ect Aide PAR LA Te die
avec des relations analogues.
La force et le moment extérieurs ont donc la même définition que dans les 8$ 62, 63; mais, ü n'en esl pas ainsi pour l'effort et le moment de déformation ; nous avons, d'après les S$ 72, 76
ner dede au (ee P zr —= Trz — Q À di’
(93) À Pur — Puy FRA a ER
| Pz P 22 = Ts — À dt?
avec des expressions analogues pour 7, Tyys T:y 3 Tzzs Tyzr Tzz Que l’on obtient par permutation circulaire de A, B, C et de x, y, z; en outre
ARR et
É Le la midi
(93’) ET ee ira _ P dz
zx Las IR A,
avec des expressions analogues pour %:,, Xyy» Yzy ? Xazs Xyzr Xz: que l’on obtient par permutation circulaire de P, Q, R et de x, y, z.
79. La méthode de l’action variable appliquée à la conception eulérienne de l'action exprimée avec les variables de Lagrange. — Nous allons encore développer la conception eulérienne de l’action avec les variables de Lacrancz. Nous partons de l’intégrale
ta [ [ il Wdx,dy,drsdt, CAT 80
où actuellement le champ d'intégration par rapport à x,, Yo À Varie avec le temps t, et correspond au champ d'intégration fixe décrit par le point (x, y, 2).
Suivant l'exposition de M. Jorpan, nous avons :
[4 3 # À [ iLs Wdrdydzdi EE rte d d +R ee TE Fr. (WG) +% Le je drodt,
où (ôxo), (yo), (8z0) sont définis par les formules (86), au moyen des auxiliaires ôx, dy, ôz.
La suite des calculs ressemble à celle que nous avons rencontrée dans la dynamique du milieu déformable ; toutefois, une différence s’introduit, en ce qui concerne les dérivées par rapport au temps; actuellement, on ne peut pas intervertir l’intégration par rapport au temps et l'intégration par rapport au champ des variables z,, y,, z,. On appliquera donc un raisonnement analogue à celui du $ 76. On n'introduira d'abord que des dérivées par rapport
au temps de la forme L en utilisant la formule
d0F _dF 2% 2% + 28 2ÿo | dF 229
D din ox, ot pol ‘sn ot.
rot
de x, y, z, t que l’on tire des formules (66’). En utilisant les notations déjà introduites, la formule n VA peut s’écrire :
(94) TOME —-OË
_ désignent les dérivées par rapport à { des fonctions &,, Yo, Z
Si l’on a un terme de la forme
[ , f ïh il 9 2 dx dyodzodt, n 80 à re ce dxdydzdt, et, en intégrant par parties,
Jx L+ épi — [42 (4) er $ ff 4 cos [3 (2)
on l’écrira
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c’est-à-dire, en revenant aux variables x,, Yo, Zo,
& b se Jonunaft [ff 2
Ceci posé, d’après les formules antérieures de la dynamique du milieu déformable et d’après (94), il vient, par des intégrations par parties,
3 J : ‘ il | W drdysdadt ta 80
=}. ff (Fo dx = Go'à'y + H,/3'z + I'd + J',03' + K'oôx') doodt t So ( |?
+) JU Are+pr + ane + par + Qu + Rx) dd | ble,
ur (X0' 9x + Yo d'y + 29/0 z + L'd1 + Mds + N,/ôk') drodyodzodt,
en posant Pt — (ED fm DE (En) nf (ED — (GE G=k LL JW—() em PORC qu HT — NET — CARRE EN, Lu oi "bn = ORPI EU EUR = NT + m M su “bn Or KE — (ND m M + QE — mr is = (Cr )+ (EE) CN oŸ — ) +Y (a sw na) ce as WW d à dCne: on = sa ae PRE CE
oW x) a/r aW oW oW SLA en) SRE SE
+2 H= a (R 0%) AE
“af Enr je EC Er) se (Ne os ce
we.
Sn a ee = (one 0) (on 0) + Fac)
+D( nr cn EN) “EM pe sur Tr 2 se (on Or) + DS 20%)
/: 20W 23W a oW 12W\ 2dW oW èW + er À AE es rtlion: ra DC aq Up, ie )+A (x mé )+p he HT ET Nous pouvons observer ee X5', par exemple, peut s'écrire, en vertu de (94), ER ET > EC Ci _ Didier 1 _ (L2420 , 20); 20).
À ot 20 2Ÿo dZo / d$
or on a
= RAC) AOEE|e
À ot dTo dYo dZ0 et par suite X;/ a la méme valeur
D do a
Pl S ( à W aW M + doW Jet èW que duns le 8 62 ; la méme remarque s'applique à Y » Lo’, Lo, Mo, N'o Mais, il n’en est pas ainsi pour l'effort et le moment de déformation ; par des transformations faciles, on retrouve encore les relations (93) et (93/) du $ 78.
80. La notion de radiation de l'énergie de déformation et de mouvement. Nous avons vu que la densité de l'énergie de déformation et de mouvement, exprimée en fonction des arguments lagrangiens et rapportée à l'espace (x,, Yo: Zo) est
L s GB Eee EP en a ro 10 Me oops We
cette même densité, rapportée à l’espace (x, y, z) et exprimée au moyen dé la fonction © des arguments eulériens (4), (ns), (&), (ps), (qi), (ri) 3 (6), (n), @),
(p), (a), (r) est (96) L = (+) 0 + (n) % +O% +0 + +(r) M
Ce résultat s'obtient soit en transformant l'expression (95) au moyen des relations que nous avons indiquées précédemment entre les arguments lagran-
giens et les arguments eulériens, soit en répétant directement le raisonnement du 8 65 sur le travail élémentaire
F | J[]. GX + nYo! + 820 + pLo' + 9Ms' + rNo')drodyodzo
— [fe + 0G + Hi! + pl; + qe + rKs')dso 80 :
des forces et moments extérieurs et des efforts et moments de déformation extérieurs, s’exerçant sur la portion (M) du milieu qu'occupe à l'instant { la portion (M) de l’état naturel. Nous retrouvons, par cette dernière voie, pour ce travail élémentaire, l'expression
a 1 qi D dre | ;
Q étant supposé indépendant de t.
Si nous observons qu'on a l'identité suivante :
id _» à) 2 (FR Œ o {E dz ls F 3x lis 1) +S Qu) employée par M. Porncaré, dans le mémoire que nous avons cité au 8 "77, et
qui s’applique à une fonction quelconque, nous arrivons, pour le travail élémentaire considéré, à la nouvelle expression suivante :
2 E dt jai à 113 dxdydz E 4) E dy G dz + JJ]. BG) +249)+249 fer | ou
97) dz Ma ff Eee TE + eee
La seconde intégrale dans (97) exprime le flux d'énergie de déformation et de mouvement à travers une surface fire S dans le corps déformé.
Considérons maintenant la conception eulérienne de l’action. Nous avons constaté, dans les SS précédents, que les valeurs des forces et moments extérieurs restent les mêmes, mais que dans les expressions des efforts Pis Pons Pres disparaissent les termes suivants :
À dæ TE : Le Fi No À dt” F5 Partie
et, dans les expressions des moments de déformation xs Erys Az: les termes suivants :
P dx
Lrz — A dt’ Q dx
Xv—— Ad?
__Rd Las — 4?
avec des expressions analogues pour les quantités x, ty, Ty: 22) Re net Lux Xuus Xuzs Xszs Xays Xz Î résulte de là qu’au travail élémentaire obtenu dans le cas précédent doit s’ajouter une nouvelle intégrale de surface, qui a pour expression
a} ff Drmb+nd) [e—: (4% Foie c%) — { p@P + 4(Q9 + rRI}] ds:
On pourrait appeler cette nouvelle intégrale le flux d'énergie rayonnante à travers la frontière S du corps déformé.
Le raisonnement fait au $ 64 et fondé sur l’invariance euclidienne de la densité d’action, ne conduit plus à l'égard des forces et des moments extérieurs, ainsi qu’à l'égard des nouveaux efforts et moments de déformation extérieurs, aux mêmes conclusions ; c’est ce qu’on peut interpréter en disant que les nouveaux efforts et moments de déformation ne satisfont plus à ce que M. Poincaré a appelé le principe de réaction. Cette dernière conclusion se retrouve également, comme on le sait, dans les théories électriques de M. Lorenrz. Mais l'existence du rayonnement que nous avons mis en évidence permet de rapprocher les efforts et moments de déformation gg yes ve) Haas Huws ++ AC Ce que Maxwecc, d’après des considérations tirées de la théorie électromagnétique de la lumière, et Banrou:, d’après la Thermodynamique, ont appelé la pression de l'énergie rayonnante, et on peut ainsi respecter de nouveau le principe de réaction.
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