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Monsieur le Comte
En m'accordant la faveur de placer votre nom illustre à la tête de cet Ouvrage, vous renouvelez en moi cette vive reconnaissance dont vos bontés m'ont toujours pénétré, et les regrets de ne pouvoir vous présenter tin hommage digne de vous. Mais qui pourrait s'en flatter? Est-il des idées en mathématiques dont la force de votre génie ne vous ait fait sonder la profondeur? Non, Monsieur, tien ne peut vous être offert que ce tribut d'admiration que tes hommes
(*) Quoique le titre de Séna.eur n'exU^ p,„s «„ Franco, j'.i cru d«To» reproduire cette dédicace telle qu'elle . étéacceptée par LaeK.„pe dans les deux ppemieres éditions de cet Ouvrage. i» c^
supérieurs commandent toujours aux siècles dont ils sont la gloire.
En agréant mes faibles essais, c'est un encouragement que vous voulez donner à tous ceux qui, comme moi, s'occupent des moyens de faciliter l'accès de la plus belle des sciences.
Heureux celui qui, parcourant ensuite une brillante carrière, éprouvera les charmes que vos sublimes conceptions répandent sur toutes les parties des mathématiques!
Mais ce qui ne peut être ressenti que des témoins de vos vertus privées, ce sont ces sentiments avec lesquels f ai l'honneur d'être,
Monsieur le Comte,
Votre très-liumble et tros-respectiieiix serviteur,
BOUCHA RL AT
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PRÉFACE
Cet ouvrage, qui sert d'introduction à vcL^s Éléments de Calcul différentiel , de Calcul intégral et de Mécanique^ nécessitait dans cette nouvelle édition, de grandes améliorations réclamées par les progrès de la science. J'ai donc eu beaucoup de lacunes à remplir, de points capitaux à éclaircir, et de méthodes à perfectionner. Voilà ce qui m'a conduit à refondre enûèremenl mon plan , en établissant une liaison intime non-seulement d'une proposition à la subséquente , mais encore entre les grandes divisions de cet ouvrage.
Cette liaison des idées , si essentielle dans toutes les productions de l'esprit, coûte moins à former en littérature qu'en mathématiques : en effet, la plus grande difficulté que présente la composition d'un ouvrage his* torique ou dramatique , d'un poëme ou même d'un roman, est de savoir tracer un plan qui jette un grand intérêt sur le sujet; mais, en mathématiques, le meilleur plan devient quelquefois impraticable , lorsque l'auteur, arrêté dans les transitions, ne peut inventer des démonstrations nécessitées par la disposition des parties de l'ouvrage et la nouveauté de son cadre.
C'est dans la recherche de ces démonstrations que tous les ressorts de l'imagination sont en jeu, et que si , avec l'esprit le plus méthodique , le jugement le plus sain et
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Je plan le plus sagement conçu , on manque d^invention , il sera impossible d'éviter les endroits obscurs qu'occasionne Tabsence des démonstrations intermédiaires.
Ces passages inintelligibles proviennent aussi de ce. qu'on n'a point su se départir de certaines idées encore ignorées du lecteur ; et , ce qui est à remarquer, c'est qu'en s'exprimant dans un langage énigmatique, comme l'auteur n'entrevoit rien qu'il ne conçoive parfaitement, il est loin de se croire manquer de clarté.
Il est cependant un genre d'ouvrages scientifiques où l'on est moins dans l'obligation de se mettre à la portée du lecteur •, je veux parler des Mémoires. C'est là que, n'écrivant que pour des savants, on doit épargner leur temps, en supprimant les détails inutiles de choses qu'ils sont censés connaître; mais il faut convenir qu'en s'affranchissant ainsi de toutes les entraves, on s'exerce bien peu dans l'art de transmettre ses pensées. On dira peut-être, qu'en compensation, l'auteur a la possibilité d'enrichir la science d'aperçus nouveaux', c'est ce qui existe, en effet, ^ dans les ouvrages de quelques hommes de génie, et le but que devraient toujours se proposer ceux qui composent des Mémoires; mais l'originalité n'est pas le partage de la multitude. Au reste , ce qu'il y a de certain , c'est que le choix de la question étant à la volonté de l'auteur, il a bien moins d'obstacles à surmonter que celui qui, traitant un sujet complexe, développe forcément les théories qui s'y rattachent, et n'est pas même exempt de faire preuve d'invention et d'étendue de vues.
L'abus dont on vient de parler, de fonder ses raisonnements sur des notions étrangères au lecteur, a son analogie en littérature lorsque, dans lui dialogue, l'au-
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teur, au lieu de s'idenlifier avec le personnage qu^il fait parler, se met à sa place, et lui prête des sentiments qui sont hors de la vérité, t'ar une semblable cause , le mathématicien , s^il m^est permis d'emprunter son langage , ne devient souvent inintelligible que parce qu'il s'exprime en fonction des connaissances étrangères au lecteur, et ne se départit point de certaines idées, pour ne voir que par les yeux d'un lecteur peu versé dans la science.
Enfin, pour achever ces rapprochements, je puis ajouter que le choix des méthodes correspond à ce qu'on appelle le goût en littérature , tact délicat des convenances, qui consiste à rejeter du beau langage une foule d'expressions qui le dépareraient. De même , en mathématiques , ce n'est qu'avec un discernement exquis qu'on évite d'employer des méthodes qui peuvent nous conduire dans des embarras scientifiques, et dont la plupart du temps les longueurs ne sont pas le^moindre inconvénient.
La vérité étant le but que le mathématicien se propose d'atteindre , il semble qu'en la recherchant on ne puisse errer comme dans une question littéraire : c'est une opinion accréditée , et qui est démentie par l'expérience, comme l'atteste la méprise de Nevvton sur les forces centrales , dans la première édition de ses Principes de Ut Philosophie naturelle, D'Alembert s'en était déjà aperçu; mais il appartenait à Lagrange de nous apprendre en quel point le géomètre anglais avait erré*
Lagrange ne montra pas moins de sagacité en fondant la théorie des solutions particulières des équations dit férentielles ; ce qui détruisit l'espèce de paradoxe qui embarrassait Clairaut.
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La controverse sur les forces vives, à une époque bien antérieure, avait aussi occasionné de grands démêlés entre les adeptes de Descartes et Leibnitz.
Le débat qui eut lieu entre Jacques et Jean Bernoulli n'eut pas moins de célébrité. Ce derniçr eut une altercation encore plus vive avec Leibnitz , sur les logarithmes négatifs et sur les imaginaires ^ cette question était si ardue, que chacun des deux adversaires appuyait ses assertions sur des raisons qui semblaient irrécusables : difficulté immense, qu'Euler seul sut aplanir. {Mémoires de V Académie de Berlin y année
Ce grand géomètre mit encore plus de résistance dans
la iutte qu'il soutint contre Daniel Bernoulli et d'Alem--
bert, sur les cordes vibrantes \ c'est au sujet de ce fameux
problème qu'Euler produisit son idée hardie et originale
des fonctions ir régulières et discontinues. En vain d'A-
lembert «'obstina-t-il à regarder ces sortes de fonctions
comme inadmissibles dans l'analyse ; Euler, défendu par
Lagrange, vit adopter son opinion par tous les savants.
{Mém^oires de V Académ, de Tuririy années 1 770-1 773.)
Ces contradictions qui se manifestent dans les mathématiques dérivent," comme le fs^it remarquer Euler, d'une idée peu exacte qui , sans qu'on s'en aperçoive , s'introduit dans une doctrine 5 d'où il tire la conséquence qu'il est extrêmement dangereux de juger des choses dont on ne peut avoir que des idées imparfaites. (Mémoires de l'Académie de Berlin, année i749')
Concluons qu'en mathématiques, comme dans tout ce qui appartient au raisonnement, il suffit qu'on se trompe. sur un point, pour que l'erreur se reflète sur toutes les parties d'une théorie.
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Il ne faut donc pas s'étonner si les caprices de la mode exercent même leur empire jusque sur les mathématiques.
C'est ainsi qu'un auteuç classique crut dégager la science de beaucoup d'entraves, en regardant comme des axiomes plusieurs propositions dont la preuve lui paraissait trop longue à établir» On se jeta ensuite dans une extrémité opposée, en renonçant à toute démonstration fondée sur la considération des infiniment petits, et l'on ne fit pas attention que ces sortes d'abré- tt viations deviennent d'une grande utilité pour mettre en équations les problèmes de la haute analyse , et ont l'avantage de peindre en quelque sorte à nos yeux les formules différentielles.
Il n'a rien moins fallu que cette direction donnée aux esprits, pour mettre en vogue les démonstrations par l'absurde , si longues , si uniformes , et qui naguère encore usurpaient tout le champ de la géométrie , nous montrant la vérité comme tombée des nues, et n'expulsant qu'en apparence l'infiniment petit, qu'on ne fait que circonscrire en évitant d'en prononcer le nom.
C'est ici que nous distinguerons deux marches à suivre dans l'étude des mathématiques : l'une consiste à prouver qu'une vérité a liçu, sans s'inquiéter pourquoi elle existe ; l'autre ne se borne pas à parvenir à la connaissance de cette vérité, mais exige encore que l'on apprenne comment elle se rattache aux connaissances acquises. Le premier de ces procédés satisfait peu l'esprit, mais est favorable à l'inventeur égoïste ,' qui , content de jouir du fruit de son travail, cache la route qui a dirigé ses pas, et par là ajoute une sorte de prestige à sa démonstration.
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Le second procédé, plus digue d'uh esprit philosophique, répand un charme indicible sur nos travaux mathématiques, élève la peniée, fortifie l'esprit et exerce continuellement l'imagination.
C'est la conclusion que l'on peut tirer des préceptes que nous prescrivent les hommes les plus versés dans la métaphysique des sciences.
Descartes {Traité de la Méthode) nous dit expressé-r ment, <( que la marche la plus naturelle de l'esprit hua )> main, est de conduire par ordre nos pensées, en » commençant par les objets les plus simples et les plus )i faciles à connaître , pour monter peu à peu , comme n par degrés , à la connaissance des plus composés » \ et il ajoute : « qu'il n'est pas de choses cachées qu'on ne D découvre. »
Locke, dans son Essai sur V Entendement humain (livre IV), adoptant la même opinion, affirme que les idées les plus générales et les plus abstraites ne sont pas celles que l'esprit reçoit les premières et avec le plus de facilité, et reconnaît que ce n'est poixit en recourant à des généralités que Newton est parvenu à démontrer tant de propositions qu'on ne saurait assez
admirer, et qui toutes étaient des vérités inconnues ^vant lui.
Wolf , qui fut en Allemagne le disciple de Descaries et de Leibnitz, ne s'y acquit une si grande réputation sous le rapport de la clarté de ses écrits, qu'en procédant de conséquences en conséquences , comme le veulent ces illustres géomètres, et en n'avançant un principe que bien affermi sur un autre.
Enfin Euler ( Mémoires de V jicadémie de Berlin , année 1749) nous fait sentir que l'examen des cas par-
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ticuliers nous ouvre rinteUigence des objets les plus compliqués.
Cette idée se rapproclie beaucoup de celle que Condillac développe dans sa Logique, lorsqu'il nous dit que si nous jetons les yeux sur une vaste campagne , rien ne nous frappe d'abord, et que ce n'est qu'après avoir examiné chaque objet en particulier^ que leur ensemble fera impression sur nous.
Il résulte de l'opinion de ces grands maîtres, que la marche la plus philosophique, celle qui satisfait le plus l'esprit dans l'étude des mathématiques, est de s'élever progressivement aux formules générales , en procédant comme si l'on inventait soi-même toute la science. L'étude stimulée par la curiosité devient alors une source de jouissances.
Ce n'est pas que je méconnaisse les avantages de ces formules o^nérales qui, consultées comme des oracles, répondent à toutes les questions, éclaircissent une théorie, y montrent même des choses que nous né soupçonnions pas ; rien n'agrandit plus l'écrit que de le diriger vers ce noble but \ mais je ne voudrais pas qu'on prit pour pointde départ ce qui doit être le prix de nos efforts. Accoutumons-nous donc à généraliser nos idées , mais non à les recevoir élaborées primitivement par des devanciers ; autrement on pourrait dire qu'ils généralisaient aussi*, ces anciens professeurs qui ; dans leur routine, calquant l'algèbre sur l'arithmétique , avaient autrefois donné lieu à ce proverbe : Cela est difficile comme de ralgèbrè.
Dans cette nouvelle édition, je me suis donc attaché à suivre l'ordre immédiat des idées, en commençant par les plus simples; c'est la raison qui m'a porté à
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faire précéder la discussion générale des courbes du second ordre par la démonstration de leurs équations dans le cas où leurs axes sont dans la position la plus symétrique à l'égard de la courbe. C'est ainsi que je parviens, par des moyens très-simples, aux équationsde Tellipse, de l'hyperbole et de la parabole. Je n'ai pas moins simplifié la théorie des tangentes^ quant à celle des diamètres conjugués , que jusqu'à présent les auteurs modernes n'ont traitée que par les formules de la transformation des coordonnées, j'ai senti que , pour la transition, il fallait trouver un cas où il y eut nécessité de passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un système de coordonnées obliques ; c'est à quoi je suis parvenu sans faire usage de la transformation des coordonnées, encore ignorée du lecteur. J'ai démontré à priori que les diamètres sont partagés en deux parties égales; ayant ensuite détermiç^ directement leurs valeurs analytiques, j'établis la relation qui les lie entre eux, et de laquelle dérive le nom de diamètres conjugués ^ et j'arrive progressivement aux formules de la transformsyLion, qui , dans leur application , nous montrent toute la fécondité de l'analyse.
J'at remplacé , par des démonstrations plus simples et non moins symétriques, celles qui sont relatives aux rectangles et aux carrés des axes comparés à ceux des diamètres.
Enfin , la théorie des cordes supplémentaires , que j'ai considérée dans leur plus grand état de généralité, complète celle des dianiètres conjugués.
Dans un système de coordonnées rectangulaires, comme dans un système de coordonnées obliques , les ordonnées sont parallèles : je donhe maintenant une
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autre disposition à ces coordonnées, en supposant qu'elles partent toutes d'un même point, ce qui nous conduit aux courbes polaires , qui ne sont qu'un cas particulier des courbes semblables, dont j'ai rectifié et éclairci la théorie.
Les trois courbes du second ordre étaient connues des anciens sous le nom de sections coniques ^ je les rattache, comme eux, à un même système, en traitant des sections du cône et du cylindre; mais j'ai remplacé par des démonstrations plus simples, celles que je donnais par la considération du plan , et qui sont rejetées dans les notes, pour ne pas intervertir l'ordre des matières.
Depuis l'invention de l'algèbre, ces*- courbes sont mieux classées en les rattachant à l'équation complète du second ordre à deux inconnues ; ce qui donne lieu à la discussion où , pour la première fois , dans les précédentes éditions, j'examinais l'influence de chaque coef- * ficient sur la nature et la position de la courbe. Je l'ai abrégée de moitié , en rejetant dans les notes 4e* i*emarques particulières qui , bien qu'intéressantes, compliquaient trop la marche. Cette. discussion est ici mieux placée \ elle complète la théorie des trois courbes , puisqu'au lieu de placer l'origine au centre , au sommet ou au foyer, comme nous l'avons fait, lorsque nous sommes parvenus directement à leurs équations, nous nous élevons à un plus haut degré de généralité , en nous laissant la faculté de placer cette origine aussi bien hors de la courbe qu'intérieurement.
Les différentes opérations que nous avons employées pour reconnaître la nature de la courbe laissent à dé-^ sirer un procédé qui , à la seule inspection de l'équation, nouait permette d'assigfier immédiatement à
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quelle courbe elle appartient : c'est de quoi nous nous occupons dans le chapitre où la division en genres s'effectue.
Après avoir traité de tout ce qui concerne les courbes du second ordre , j'examine dans quels cas leur équation ne se rapporte qu'à des lignes droites, qu'à des points 9 ou n'a aucune signification.
Je montre conmient, par leurs intersections, on obtient les racines des équations du 3® et du 4^ degré , et on résout quelques problèmes fameux de Fantiquité.
Enfin, je résous complètement celui qui a pour objet de déterminer la courbe du second ordape qui peut passer par cinq point» donnés sur un plan , ou par un moindre non^re, lorsque quelques-uns de ces points sont remplacés par certaines conditions.
Tout ce qui précède nous conduit naturellement à la discussion des équations dont je donne des exemples ] je passe ensuite à des formules générales que j'ai trouvées pour éviter cette discussion , déterminant les longueurs des axes de l'ellipse et de l'hyperbole , et celle du paramètre de la parabole , en fonction des coefficients de l'équation générale , et fixant la position de ces lignes à l'aide d'une formule qui donne leurs inclinaisons.
Enfin , pour compléter la théorie des courbes du second ordre', je m'occupe de leur quadrature , mais en avertissant le lecteur que je ne le fais que pour me conformer à l'usage, attendu que c'est un objet qui, étant du ressort du calcul différentiel, peut y être traité par des moyens plus expédîtifs.
Qu'il me soit permis de m'élever ici contre cette habitude où l'on est de surcharger les ouvrages élémentaires d'une multitude'de questions ois(îuses et isolées ,
PRÉFACE. xiij
qui ue tendent qu'à dérober un temps précieux aux étudiants, à une époque où les progrès de la science ouvrent un vaste champ à leurs travaux. Combien en est-il qui, par cette raison, ne sortent pas des éléments? tandis que les hautes mathématiques nous offrent le plus beau spectacle dont Tintelligence humaine puisse jouir !
Est-il rien , en effet , qui atteste plus la force de nos facultés intellectuelles, que les ingénieuses méthodes du calcul différentiel et du calcul intégral , instruments admirables sans lesquels nous ignorerions encore les sublimes découvertes de la mécanique rationnelle, de cette mécanique qui nous dévoile tous les ressorts de l'univers, nous transmet toutes les lois qui le régissent, tous les mystères de son organisation ?
A cette hauteur prodigieuse, que devons-nous penser de celui qui, méprisant ce qu'il ne connaît pas, ne voit dans les signes algébriques que des chiffres insignifiants ? Ne ressemble-t-il pas au sauvage qui , regardant un Européen courbé sur un livre , demanderait à quoi lui sert de contempler, durant des journées entières, ces bizarres caractères?
Pour répondre aux détracteurs de la science , il suffit de leur mettre sous les yeux les progrès de la civilisation. S'ils surpassent tout ce que pouvaient imaginer nos aïeux , on le doit principalement à l'étude des mathématiques, qui depuis un demi-siècle répand la vie dans tous les services publics , et réalise .en partie les prévisions de Condorcet, qui presque sur sa tombe rédigeait son Tableau historique des Progrès de F esprit humain,
La troisième partie de cet ouvragé est consacrée aux surfaces courbes. Comme dans ce qui précède, j'y entre
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en matière par les choses les plus simples, et je parviens directement aux équations de ces surfaces, d'après des conditions données.
Quant à la discussion de leur équation générale , j'y ^i apporté de grands changements dus aux progrès de la science : cependant je dois reconnaître que la nouvelle méthode que j'emploie n'est qu'une extension de celle que j'avais trouvée pour les courbes dans la première édition de cet ouvrage. Néanmoins, je rends justice à tout ce qu'il y a d'ingénieux dans la manière dont on simplifie l'équation générale, en disposant convenablement du plan des x^ y. Le bel usage que l'on fait des coordonnées obliques prouverait leur utilité dans l'analyse, si de plus hautes considérations de mécanique rationnelle et d'astronomie n'en réclaniaient l'emploi.
Parmi les objets les plus intéressants rèjetés dans les notes, je citerai la solution que j'ai donnée de ce problème : Connaissant le rayon d^in cercle , tromper les équations qui déterminent les côtés de ïheptagone et de Vennéagone en fonction de ce rayon y méthode qui est applicable à un polygone d'un nombre quelconque de côtés.
Un problème qui n'est pas d'une moindre importance donne lieu à la démonstration d'une construction graphique fort simple pour trouver, à moins d'un dix-millième- près, le rapport du diamètre à la circonférence.
Ces notes comprennent aussi des développements qui complètent quelques théories , et plusieurs secondes démonstrations , parmi lesquelles je dois ranger celle que j'avais trouvée dans les précédentes éditions pour éva^
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luer l'aire de la parabole , et cclL? que je donnais des sections du cône par la géométrie de l'espace. Je dois citer encore des procédés fort simples pour trouver les sinus et cosinus de la somme ou de la diflérence de deux arcs.
Cet ouvrage est précédé d'un Traité de trigonométrie , dans lequel , reprenant les choses de plus haut qu'où ne le fait ordinairement , je démontre , avec le dernier degré de rigueur, les propositions les plus élémentaires, sans toutefois laisser rien à désirer dans ce qui concerne les autres.
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CHAPITRE PREMIER
De la mestire des angles.
1. Un prwipe reconnu dans la Géométrie, est que des cordes égales soutendent des arcs égaux , autrement tous les points de la circonférence seraient à des distances différentes
da centre. Il suit de là que si Ton mène {fig> i ) des rayons OB , Fig. OC, OD aux extrémités de deux cordes égales BG , GD, les triangles BOC , GOD , ayant leurs trois côtés égaux , seront égaux j et que par conséquent les angles en O seront aussi égaux.
2. G<Hicluons de ce qui précède, que si nous inscrivons à la circonférence un polygone régulier de n côtés , comme ces côtés sont égaux , la circonférence sera partagée par ces côtés considérés comme cordes en n arcs égaux , et que ces arcs correspondront à un méipe nombre d'angles égaux ayant tous leurs sommets au centre 0.
5. Les géomètres divisent la circonférence en 36o degrés correspondant à autant d'angles égaux ; d'oii il suit que la demi-* circonférence comprend i8o degrés, et que le quart de la circonférence ou l'angle droit, en renferme 90.
4. Les savants qui ont établi le système pé trique, pour donner plus d'uniformité, aux calculs , ont adopté Téchelle dé> dmale, en divisant la circonférence en 4oo parties égales qu'ils appellent grades, ce qui comporte 100 grades pour l'angle droit. Quelques auteurs, croyant même qu'on allait entière-
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ment abandonner Pancienne division, donnent le nom de degrés aux grades ; mais , comme plusieurs ouvrages des anciens renferment d'importantes observations qu'on est obligé de consulter, et que la plupart de nos Tables , particulièrement celles d'Astronomie 9 reposent sur Tancienne division, et que d'ailleurs , 36o a plus de diviseurs que 4oo , ces raisons ont déterminé beaucoup de géomètres , et surtout les étrangers , à ne pas adopter la nouvelle division. Nous les imiterons donc, en regardant la circonférence comme composée de 36o degrés (*).
Fig.3. U. Lorsqu'un angle AÔB [fig* 2) comprend un certain nombre de degrés, c'est-à-dire d'angles d'un degré chacun , l'arc correspondant AB comprend le même nombre d'arcs d'un degré. C'est pourquoi on dit que Varc est la mesure de V angle*
Par exemple, si l'on cherche le /nombre de degrés d'ua angle AOB , et que, l'on ait les moyens de reconnaître que l'arc AB renferme 4o petits arcs d'un degré chacun , on est en droit de conclure que l'angle BOA est de 4o degrés.
Ce que nous disons des degrés s'applique aux grades.
6. La détermination des degrés d'un angle se, réduisant à celle de la mesure des degrés d'un arc , pour effectuer cette mesure lorsqu'un angle est tracé sur le papier, on se sert du raj^porteur, instrument composé d'une demi-circonférence divisée isn 180 degrés (la moitié de 36o degrés), et en plaçant
Fig.3. sur ON {fig^ 3) un des côtés de l'angle donné, la direction OM de l'autre indiquera , au point où il rencontre la circonférence graduée, le nombre de degrés que comporte cet angle (**).
Les angles ne dépendent pas de la longueur des côtés
(^) On a de même renoncé à ]a division du jour eu lo heures.
(^) La demi- circonférence du rapporteur eât également divisée en degrés, comptés en sens contraire , pour que, suivant le cas, on puisse mesurer un angle , de quelque cdté que Pouverture soit tournée.
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car pour un même angle O {fig. 4) ^^ ^^^^ AB, A'B', A"B", Fig.4. A*B*, etc. , seront tous du même nombre de degrés , attendu qiie si Tare AB est la /i'*'^ partie de la circonférence décrite avec le rayon OA, les arcs A'B', A"B", A^'B'", etc., seront chacun la /i**"** partie des circonférences décrites avec les rayons OA', OA", OA'^, etc.
8. Quoique les arcs qui mesurent les degrés aient peu d'étendue dans de petits cercles, ils peuvent en avoir beaucoup dans des cercles décrits avec de longs rayons; c'est pourquoi on a sous-divisé le degré en 60 minutes , la minute en 60 secondes , la seconde en 60 tierces; et ainsi de suite.
Les signes suivants °, ', '\ '", etc. , placés à la partie supérieure des nombres, servent à indiquer ces divisions. Par exemple , lorsqu'on parle d*un angle ou arc de quarante degrés cinquante minutes trente-trois secondes , on désigne ainsi cet arc: 40** 5o' 33".
9. La mesure des angles serait insuffisante pour nous donner connaissance de tout ce qui constitue un triangle , si nous ne pouvions parvenir à la détermination des rapports des cordes avec le rayon. Ici je ferai une remarque, importante : c^est que les cordes ne croissent pas comme les arcs. En effet , quoique les
arcs AB, BC,CD, etc. [fig* 5), par exemple, soient égaux F£g.5. entre eux et par conséquent comprennent chacun le tiers de Tare DA, les cordes AC et AD ne sont pas. Tune double et Tautre triple de la corde AB , parce qjue la corde AG est moindre que la ligne brisée ABC , et qu'il en est de même de la corde AD à l'égard de la ligne brisée AGD, plus petite que le coDiour polygonal ABGD, triple de la corde AB.
Cependant, commet pour une circonférence d'un rayon donné, une corde est nécessairement fixée de grandeur lorsqu'on assigne le nombre de degrés de l'arc correspondant , on entrevoit qu'il existe entre la corde et Tare une certaine relation qui détermine l'une de ces quantités par l'autre. Les anciens le reconnurent eux-mêmes, et sentirent qu'en circonscris
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vant un cercle à un triangle , les côtés devenant des cordes , la détermination de ces côtés était subordonnée à la liaison qui peut exister entre les angles et les cordes ; et que tout ce qui constitue un triangle consistant dans dès angles et des côtés, et ces côtés se changeant en cordes par leur inscription au cercle , toute question qui concerne un triangle dépendait des relations qui existent entre les angles et les cordes ; relations que nous ferons bientôt connaître.
Voilà ce qui suggéra à Hîpparque l'idée d'écrire les XII livres de son Traité des Cordes , qui est perdu (*).
10. Les modernes ont substitué aux cordes leurs moitiés , qui, faisant des angles. droits avec les rayons du cercle menés sur les milieux de ces cordes , sont plus commodes pour les calculs. Ces moitiés, qu'on appelle des sinus , vont faire l'objet du chapitre suivant.
CHAPITRE IL
Des lignes trigonométriques et de leurs rapports
entre elles,
l i . Un angle ou un arc étant compris entre deux rayons OA, Fiff.6. ^^ (./%"• ^)> ^^^ sinus est la perpendiculaire MP abaissée de l'extrémité M du rayon OM sur le rayon OA.
Si l'on prolonge le sinus MP jusqu'en N, le rayon OA étant perpendiculaire sur le milieu de la corde MN et passant par le milieu de l'arc MN, comme cola est démontré dans la Géomé-
(*) Ce Traité, qui devait tenir lieu de nos tables des sinus, est cité {^r Théon d** Alexandrie , dans ses Commentaires sur PAlmageste. On )il aussi , dans les Mémoires de la Société asiatique de Calcutta , que les aneiens, Brachm^esi possédaient des tables peu différeottes de celles des sinus.
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trie, l'arc MA sera égal à Tare AN , et PN équivaudra à MP ; le sinus MP d'un angle MO A ou d'un arc MA est donc la moitié de la corde d'un arc double.
12. La tangente de l'angle MOA {fi%* 7) ou de Tare MA est Fig.7. la perpendiculaire AB élevée à l'extrémité A du rayon OA , et terminée par l'autre rayon prolongé. Ce rayon prolongé OB porte le nom de sécante,
45. Le cosinus d'un angle MOA ou d'un arc MA est le sinus MQ de l'angle COM , complément de l'angle MOA , ou de l'arc CM , complément de l'arc MA. QM valant OP (*) , on peut dire que le cosinus est la distance OP du centre au pied P du sinus.
14. Le sinus verse est la distance PA de ce même pied à l'arc.
1^. La cotangente d'un angle MOA ou d'un arc MA est la tangente CD dii complément de cet angle ou de cet arc.
La cosécaute est la sécante OD du complément
17. L'angle droit ayant pour mesure le quart de la circonférence, on aura pour un arc AM représenté par a et apparte* nant à un rayon OA =r r:
cos « = sin ( ~ cire. — a) , cot a = tang (| cire. — « ) , coséc a = séc ( | cire. — a ) , sin verâe azzzr — cos a,
18. Il existe , entre les quantités que nous venons de définir,
('*) Pur hypothèse, Tare CA est égal au quart delà circonférence; donc Taille CO A est droit; ri en est de même des angles P et Q, puisque^P et MQ sont des sinos ; d'où îl résulte que les droîte6 QM et'OP sont égales comme parallèles comprises entre parallèles.
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ces i-eladoos remarquables: dans le triangle rectangle OMP t'»g. 7- [M- 7)> ^^"^ *> P^*^ ** propriété du carré de l'hypoténuse ,
MF' -h OP' = 0M%
ou sin'fl-hcos'a=:r% . . . . (i) (*)
et les triangles semblables OBA , OMP donnent
BA : OA :: mp : OP,
ou tang fl : r : : sin fl : cos a ;
d'où Ton tire
tang a sin a
r cos a
Les mêmes triangles OBA , OMP fournissent cette autre proportion :
OP:OA:: OM:OB
ou cos a\r \\r\ séc a ;
d'où l'on tire également
sec w ^^ ■ -^— , •♦••♦•••(d)
COSÛî. ^ '
Et si Ton observe que les triangles rectangles OBA, OCD, à cause des angles alternes internes D et AOD, sont aussi semblables, et que leurs côtés homologues sont opposés aux angles égaux , il sera facile d'établir cette proportion
BA : OA :: QC : CD
ou tang « : r : : r : cot a ;
(*) Le carré, le cube, la 4^ puissance, etc., de sin a, de cos a, de tang^/i, de cota, de séc a, de coséca, etc., s'^écrivent ainsi ; sin' a, cos' a, tang'd, cot'a, sin*a, cos'a, tang*a, cot'a, n^n^ a^ etc.,. pour ne pas confondre ces expressions avec le sinus, le cosinus , la tangente , etc. , de a' de a', de «*, etc. ^
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etâ Ton compare entre eux les triangles rectangles MOP , €0D , qui , à cause des mêmes angles alternes internes , sont aussi semblables , on aura
MP:OM :: oc:Od,
sin fl : r : : r : coséc a ;
on tire des proportions précédentes ces équations
cota= , (4)
tang a^ ^^[
coséc a = -; (S)
sm a
D*un autre côté 9 la propriété du carré de l'hypoténuse nous fournit ces équations
OB^ = OA» + AB% OD» = OC^ -h CDS
ou séc'«.= r* H- tang* a, coséc' a = r' 4- cot* a, (6)
19. Les équations (6) sont comprises dans les cinq autres de Part, 18;
cir on tire de Téquation (3)
séc* a = — -,
cos* a
et, en divisant par r ',
séc * a r *
remplaçant le numérateur du second membre par sa valeur tirée de Péquition (1), on a
séc' a sin ' a -t" cos ' a r* cos' a
séc ' a sin ' a
on 1 — r~ = 5 i- I;
r ■ cos * a
et à Faide de Téquation (a) élevée au carré, cette dernière devient
séc' a tang' a
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faifiant éTaaouir le dënomiBateur, on obtiest
sée' « = taag' a -+-r',
et nous reconnaissons ici la première des équations (6).
A regard de la seconde des équations (6) , Téquation ( 5 ) élevée au carré donne
cofiéc ' a = . -■■ ,
ou , en divisant par r %
coséc * a r '
r* sin* a
éliminant le numérateur du second membre à Paide de Téquation (i)
on obtient
coséc ' a sin ' a cos ' a
r*, sin* a gin' a
coséc * a cos ' « . . .
ou i — = I -+- -i-ï- » (7)
r' sm* a
'd^une autre part, Péquation (2) élevée au carré noas donne
cos* a r*
sin' a tang' a ' substituant cette valeur dans Téquation (7) , on obtient
coséc *a r '
r ' tang ' a '
chassant le dénominateur /', cette équation devient
coséc' a = r* -i — ,
tang' a
valeur qui , au moyen de Péquation (4 ) élevée au carré , se convertit en
coséc' a = r' -h cot' a,
et reproduit la seconde des équations (6).
20* On prend quelquefois le rayon pour unité , ce qui simplifie les formules; dans cette hypothèse les équations (i) et (2) deviennent
sin' a H- cos* a = i , . . '. (8)
sin « , .
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€t les équations (3), (4) et (5) se châtngent en
secarr , coia=z , cosec a = -; . (lo)
cos a tang a sin a ^ ^
Si. Il est facile de passer des 'formules où cette hypothèse a lieu , à celles où le ny<m. est déâgné par r. Pour cela il suffit de remplacer les expressions sin a, cos a, tang a, cot a, séc a, coséc fl, par celles-ci :
sîn a cos a tang a cot a séc a coséc a r r r T r r
en opérant ainsi sur les équations (8) ^ (9) et ( i o)^ on retombera sur les équations (i), (2), (3), (4) et (5).
22. Pour le démontrer, soient (y%-. 8) MA et NB des arcs a Fig.8. et fl' décrits avec les rayons OA =1 et OB = r, et MP, NQ, OP, OQ les sinus et les cosinus de ces arcs y et AK y BL leurs tangentes y nous aurons
OM : ON :: mp : nq :: op : oq :: ak : bl ,
ou I : r : : sin fl[ : sina' : : cos a : cosa' : : tanga : tang «' ;, (i 1) nous tirerons de là
sin a' cos a' tans a' , .
sina= , cos/i2=: , tangârm — ~ — ; . . (laj
substituant ces valeurs dans les équations (8) et (9) y nous aurons
sin* a'
a! cos'a' tang a' sin a' , ,.
r' r cos a ^
et comme dans ces équations il ne reste aucune trace de Tare a, nous pourrons supprimer les acceots y en convenant que a ne représentera plus Tare décrit âfet le rayon i, mais avec le wyon r; et si nous faisons évanouir le dénominateur r' de la
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première des équations (i3), nous obtiendrons
tangû sina
sm^ a -h cos* a = r% — S— = ;
r cos a
ce qui nous fait retomber sur les équations (i) et (2).
La même démonstration peut s'appliquer à toutes les autres valeurs trigonomé triques qui dans les deux cercles sont des lignes proportionnelles.
23. Nous n*avons pas besoin de faire remarquer que^ dans ces substitutions , il faut bien se garder de remplacer Funité par r; caria valeur de l'unité ne serait égale à r que dans le cas où les arcs a et a' de l'art. 22 coïncideraient. £n effet y la première des équations (12) nous donne
« sin a
I = r -, — ^, sm a
équation qui nous montre que l'unité ne peut être remplacée par r que dans le cas où a' se réduit à a, et où par conséquent Tare a' devient celui qui serait décrit avec le rayon r.
CHAPITRE III
De la correspondance des lignes trigonométriques avec les différents arcs de cercle.
Fig.9. 24. Soit ( fig, 9) une circonférence décrite avec le rayon 0B= r, en prenant O pour centre; nous avons dit, art. 11 , que le sinus d'un arc BM est la perpendiculaire MP, abaissée d'un point M sur la droite OB qui fait un angle MOB avec elfe; et que le cosinus est la partie OP du rayon OB interceptée parle sinus ; de sorte que , faisant tourner la droite OM en l'écartant de OB , si nous' faisons croître l'angle , nous aurons successivement
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sin BM = M P, ces BM = OP,
sin BM' = M' P', cos BM' = OP',
sin BM" = M"P", cos BM'' = OP",
sin BM'^ = if^F", cos BM" = OP"';
«t nous verrons que le sinus s'accroît continuellement , et que « le cosinus au contraire diminue jusqu'à ce que le rayon OM , devenant perpendiculaire à OB , prenne la position OD. Dans ce cas, il atteint son maximum d'accroissement, et, pour cette raison , porte alors le nom de sinus total ; et il est évident que le cosinus-est nul.
8S. Continuons de suivre le ravon dans son mouvement et examinons ce qui se passe lorsque l'angle BOM {fig* lo) de- Fig. lo. vient obtus. Le sinus , d'après sa définition , étant la perpen> dicnlaire abaissée de l'extrémité d'un rayon sur la direction de l'autre avec lequel il forme l'angle , deviendra MP ; d'où il suit que l'angle obtus BOM a le même sinus que l'angle MOP qui est son supplément. A l'égard du cosinus , il est eertain qu'il deviendra OP. Or, comme les lignes sont en quelque sorte la peinture des nombres , et qu'un nombre qui a décru continuellement jusqu'à devenir zéro et continue à décroître , ne peut le faire qu'en devenant négatif; é'est déjà un indice que le cosinus qui apparti^ent à un angle obtus est négatif.
Examinons la chose de plus près
Pour cela décrivons dans l'angle droit YAX {fig. 1 1) avec Fig. n. le rayon i une circonférence BME ; et du centre O de ce cercle, menons OL = a, OH = 6 perpendiculaires l'une ^ AY et l'autre à AX ; puis d'un point M pris sur un arc BM = a de plus de 90 degrés , menons les parallèles MP et MQ à OH et à OL, nous aurons évidemment 4
MP = OH -f- MI, MQ =r OL — 01, |
ou MP = g -f. sin«, MQ = a — costf, S
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et nous voyons que dans cette partie de l^arc le sinus est positif, tandis que le cosinus est négatif.
La position du point A étant' arbitraire , puisque rien n'a déterminé la distance du centre O à ce point, transportons-le de A en O*; alors les perpendiculaires OH =r 6 et OL = a disparaîtront ; mais nous nous réservons la faculté de placer ces lignes où npus voudrons, et les équations (i3) se réduiront à
MI = sin a , 01 = — cos a ;
et l'on voit que ces valeurs ne seront plus que des espèces d'abréviations, ou pour mieux dire, exprimeront des conventions sous-entendues.
Fig. la. j^7, I] résulte de ce qui précède que le sinus est nul au point B (y?^. 12) où le rayon OM est confondu avec OB ; mais qu'à mesure que OM s*écarte de OB, l'angle augmente, le sinus AtP s'accroît , le cosinus OP diminue , et restent l'un et l'autre positifs, jusqu'à ce que OM fasse avec OB un angle de 90 degrés , cas où le sinus devenu égal au rayon est parvenu à sa plus grande longueur OD, et le cosinus est nul. Passé ce terme , le sinus restant toujours positif, décroît jus^ qu'à devenir zéro au point où l'arc atteint 180 degrés, tandis que le cosinus , quand l'arc surpasse 90 degrés , prend une valeur négative qui s'accroît jusqu'à ce que cet arc soit de 180 de- • grés , cas où le cosinus devient égal à — r.
Tout ce que nous venons de dire se résume de la sorte
Pour l'arc o , sin a = o , cos « =: r.
Pour l'arc moindre que le quart de la circonférence , à mesure que cet arc s'accroît et à partir de zéro , le sinus s'accroît aussi et le cosinus diminue , restant l'un et l'autre positifs.
Pour l'arc d'un quart de la circonférence
• sin a :^ r , cos a == o.
Pour l'arc compris entre le quart et la moitié de la circonférence, à mesure que l'arc s'accroît, le sinus décroît et reste positif, tandis que le cosinus augmente et reste négatif.
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Pour l'arc qui comprend la moitié de la ciroonférence ,
sin fl = o , cos a = — r,
29. Il semblerait que Pangle devenant nul lorsquHl a atteint i8o degrés ^ on ne devrait plus admettre d'arc au delà de cette limite ; mais cette considération n'entre point dans Pesprit de l'analyse, qui, tendant-à généraliser, considère des arcs plus grands que i8o degrés. Dans ce cas, lorsque l'arc continue à croître, et tant qu'il n'a pas atteint les trois quarts de la circonférence , le sinus dont l'extrémité tombe sur ToD des points de l'arc est négatif aussi bien que le cosinus ; mais depuis les trois quarts de la circonférence jusqu'à une révolation entière du rayon , le sinus restant négatif, le cosinus redevient positif et va tODJoors en croissant, et finit par devenir égal à l'unité, et alors le sinos est nul.
50. On ne s'arrête pas là : l'are peut croîtra indéfiniment en faisant divers circuits; mais arrivé à 36o degrés, toutes les circonstances qui ontea lieu jusque-là se reproduisent, de sorte que le même sinus peut appartenir à un nombre infini d'arcs qui diftéreront entre eux d'une fois , deux fois, trois fois, etc. , la circonférence. [iVo/e première (*). ]
SI. OccupoDs-nous maintenant de la tangente. On voit d'abord qu'elle s'accroît plus rapidement que le sinus , car lorsque l'angle TOB {fig. i3) vaut la moitié d'un angle droit, Fig. i3. l'angle 0TB en est l'autre moitié ; par conséquent, le triangle devient isocèle, et l^tangente, dans ce cas , est égale au rayon. Lorsque l'angle s'ouvre davantage , la tangente s'accroît de plus en plus jusqu'à ce que l'arc atteigne 90 degrés.
D'ailleurs, puisque dans ce cas le sinus augmente et le cosinus diminue (art. 27 ) , l'équation ( 2 ) , d'où Ton tire
langa=r , nous montre que les deux termes de la frac-
cos a
tion contribuent simultanément à l'accroissement de sa valeur.
Enfin quand l'angle comprend le quart de la circonférence,
la sécante, prenant la direction de OD {fig* ï4Jj devient Fig. 14.
parallèle à la tangente , qui , par conséquent , est infini^.
{*) ycuret les Notes à la fin du volume.
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52. L*angle devient obtus {fi^. i4) lorsque l'arc surpasser go degrés. Dans ce cas la tangente BT' ne peut atteindre la direction de la sécante qu'en un point T' sur le prolongement de cette sécante; ce qui montre que la tangente est alors néga-
tive. C'est d'ailleurs ce qu'indique la formule tanga = r ,
^ * ^ cos a
dans laquelle sin a restant positif, cos a devient négatif, ce
qui est cause que tang a est une quantité négative.
Il est bon de remarquer que , dans ce cas , la tangente est égale à celle du supplément de l'angle obtus MOB ; car l'angle MOG , supplément de l'angle obtus MOB , est égal à sort opposé au sommet BOT'.
La tangente négativp diminue continuellement à mesure que l'arc s'approche de la demi-circonférence ; de sorte que quand l'arc devient égal à la demi-- circonférence, la tangente est nulle.
C'est d'ailleurs ce qui résulte de la formule (2) (art. 18) ;. car, dans ce cas , le sinus étant égal à zéro et le cosinus à -— r,. on a (Note deuxième)
tang a = =r o.
CHAPITRE IV
Détermination des principales formules ' trigonométriques.
55. Trouver le sinus et le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs.
Fi0. i5. Soient [Jig. i5) AB = « , BC = ^ deux arcs , dont BH et CI sont les siniis. Prolongeons CI jusqu'à la rencontre de la circonférence en E : le sinus CI étant perpendiculaire au rayon OB, ce rayon partagera la corde CE en deux parties égales au point I. Menons EL , IQ et CP parallèles au sinus BH et par conséquent
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perpendiculaires àOA; menons aussi IF et £D perpendiculaires à CP : ces droites étant parallèles à OA , le seront entre elles. Cela posé, les triangles rectangles GIF, lEG seront égaux; car outre les ahgles droits en F et en G , ils ont encore les angles GIF, I£G égaux comme correspondants : donc les troisièmes angles sont égaux ; et , comme les parties GI et lE de la corde G£ sont égales, nous avons dans ces triangles les côtés CI et I£ compris entre les deux angles égaux ; d'où il résulte l'égalité de ces triangles ;
donc FI = GE; (i5)
mais , les parallèles comprises entre parallèles étant égales , nous
avons
PQ = GE
Observons encore que le rayon OB , qui passe par le milieu de la corde, passe aussi par le milieu de l'arc , c'est-à-dire que
arcGB = arcBE;
mais arc GB = ^ , donc aussi arc BE = 6 , et par conséquent
arc EA = arc BA — arc BE = a — b;
et comme par construction , nous avons
arc AG = arc BA -f- arc BC = a -h ^ ;
nous voyons donc que tout se réduit à trouver les sinus et cosinus des arcs EA == a — b et AG =: a -}- b.
Or on a évidemment
sin(û-+.^>)=GP = FP-hGF=:IQ-hGF, (i6)
cos(a4-è)=OP = OQ — PQ = OQ — FI, (17)
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sin (fl — 6)=EL = IQ--IG=IQ — CF, (i8)
cos(fl — ^) = 0L=0Q4-QL=0Q-hGE = 0Q+FI.(i9)
Il ne s'agit plus que de trouver les valeurs de ces quatre lignes IQ , OQ, FI, €F-. Pour cet effet, les triangles semblables OBH , OIQ donnent les proportions :
OB: BH :: oi :iq, ob: oh :: oi :0Q,
ou risina ::cos^:IQ, r : cosa :: cosô: OQ;
, ^^ sin a cos h ^^ cosa cos b
donc IQ = , OQ ==
D'uije autre part, les triangles semblables BOH, GIF, qui ont leurs côtés perpendiculaires , donnent les proportions :
OB: BH :: ic :Fi, ob : OH :: ic : CF,
ou r : sin « : : sin ô : Fl, r \ cos a : : sin ^ : CF; donc FI = ttlÈ^, CF = "^3^^.
Mettant les valeurs de IQ , de OQ , de IF et de CF dans les équations (16), (18), (17) et (19), on en tire :
. , , , sin fl cos h -h cos a sin ^ , ,
sm \a-\-b) =z , .... (20)
. , ,^ sin a cos 6 — cosflsin^ , .
sm [a — b) = , ....(21)
/ ,, cos a cos 6 — sinasin^ , ,
cos (a -{- b) = , . . » , . (22)
, ,, cos û cos ^ -f- sin «sin ^ , ox
cos (a — b) =. (23)
54. Ces quatre équations peuvent se réduire à deux en les écrivant de cette manière :
PRINCIPALES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES
. , , ,, sinacosb±cosa9iub , ,,
sm [a±b) =z 1 y .... (24)
, , ,, cosacosbznsmasOnà , ^,
cos{a±b) = -î- ; .... (25)
mais alors les signes supérieurs doivent être lus ensemble ; il en est de même des inférieure. ( Note troisième, )
38. Ces équations se simplifient encore si Ton prend le rayon pourmiité, car alors elles deviennent
sin ( a + b) = sin a cos b ± cos a sin ^ , . . (26) cos(a dz b) = cosacosb zp sina sinb. . . (27)
Si dans les formules (20) et (22} on fait bz=a ^ on
trouvera
2sinacosa cos' a — sîn* a , «, sin 2 a = , cos 2 a = •. ; (28)
et si Von fait 6 = 20 dans ces mêmes formules (20) et (22) ^ on obtiendra
. ^ sina cos2a 4- cosasin2a
sm 5a = y
. • • • (^9) _ cosacos2a — smasm2ii '
cos 3 a =
remplaçant sin 2 a et cos 2 a par leurs valeurs tirées des équations (28), et réduisant, oh trouvera
. _ 3 sin a cos' a — sin* a
sm 3a = ; y
- cos^ <2 — 3 cos a sih'rt cos3â = : y
en faisant ensuite ^ = 3a , b = ^a ^ etc. ^ on trouverait de même les valeurs de sin* a, d© cos* «, de sin^ a, de cos'fl, etc.
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57. Résolvons maintenant la question inverse : soient BD Fig. i6. ^^jig, 16) le sinus d'un arc BA, OD son cosinus ^ et r le rayon OC. Il est évident que le sintis de Tare BG , moitié de l'arc BA, représenté par a, sera BI. Or les triangles OIA et BD A , rectangles en I et en D , sont semblables , puisqu'ils ont un angle commun en A ; et , comme les côtés homologues sont opposés aux angles égaux , on a la proportion
OA : BA :: ai : ad,
ou . /• : 2 sin Y fl : : sin I a : r — cos a ;
d'où l'on tire
(sinj ay z=: \r(r — cos a), (3a)
et en passant à la racine
sin Y « = ± \/| r(r — cosa) ;
observant que la valeur négative se rapporte au sinus de l'autre moitié de Tare, c'est-à-dire au sinus de GA, cette valeur nous devient inutile. Nous nous bornerons donc à écrire
sin^a =^jr(r — cosa) (3i)
38. Pouif trouver le cosinus de la moitié de l'angle ou de Tare a , nous remarquerons d'abord que cet arc a étant quelconque , nous pouvons le remplacer par ~ a dans la seconde des équations (28) \ et alors cette équation deviendra , après avoir fait évanouir le numérateur r,
rcosa = cos*(-5«) — sin'(|a);. . . . (3:^)
et si nous changeons également a Qn\a dans l'équation (i) [page 6 ) , nous obtiendrons
r2= cos'(ja) -h sin»(|û).
Ajoutant «ntré elles ces équations , et réduisant , il restera
r (/• -\- cos a) = 2 cos - {\a)y
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d'où nous tirerons
cos^{ja) = 7r(r -f- cosa);
et en passant à la racine ,
cos-ja = \/-5-'' (r-1- cosû). . . . (33)
Nous ne mettons pas le double signe y puisque le cosinus que nous considérons est essentiellement positif.
59. Les équations (3i) et (33) donnent les râleurs de sin | a et de cos ^ a en fonction de cos a j mais , lorsqu'on en veut faire usage, pour passer de sin a à sin {a, on est obligé de chercher préliminaircment la ▼tlear de cos a, à Taide de la formule
00s a = ^r* — sin'a,
tirée de Téquation (i) ; tandis que si les valeurs de cos ^ a et de sin 4 <> étaient données en fonction de sin a , on aurait une opération de moins à fiairo. Or il eat très'-facile d'obtenir sin^ a et cos-; a en fonction de sin a. Pour cela , si , dans la première des équations (aS) , on change de membres , et qu'on remplace a a par a , on obtiendra
asin J-a cos-l a = r sina,
et, ten changeant également a en ^ a dans Téquation (i) , on trouvera
cos*\a H- sin*^a = r'.
Lt première de ces équations étant ajoutée à la seconde , et ensuite letrtnchée de la même , nous aurons
cot*\a -+- asin|a cos^a -+- sin'|a = r* -4- rsina, . . (34)
COB*{a — ^sin^a cos-^tf -f- sin^-ja =. r* — rsina. . . (35)
Les premiers membres des équations (34) et (35) étant des carrés par» bàtBf nous pourrons les écrire de cotte manière , en passant à la racine et en mettant r en facteur commun dans le second membre :
cos I- a + sin I a = ^r(r-|- sin a), (36)
cos|a — sin^a = ^r{r — sin a) (37)
Betranchant Péquation (37) de l'équation (36), on aura
sin\a = i[^r{r -+- sin a) — ^r(r — sin a)]. . . (38)
20 T&ICONOMKT&IK.
En ajoutant ensuite la seconde à la prenaière, on trouvera
C0B{a = j-[v^r(-r ■+- Bina) -h ^r(r — 8ina)](*). . (Sg)
40. Toutes les formules que nous avons données jusqu'à présent sur les sinus et les cosinus , font dépendre ces quantités les unes des autres; aussi est-il essentiel de fixer un point de départ 9 en faisant voir comment, un rayon étant donné , on peut parvenir à déterminer le sinus d'un certain arc , dans | quelques polygones réguliers. (Note quatrième.)
{*) Remarquons que le second membre de Téquation (35) est essentiellement positif, par la raison que le rayon surpasse le sinus; et comme un carré positif provient aussi bien d^une racine positive que d^une racine négative, considérons d^abord la première hypothèse : dans ce cas le radical du second membre de Téquation (87) étant positif, il en sera de même du premier membre de cette équation ; ce qui ne peut être, à moins que cos ^ a ne surpasse sin} a. Or dans Pangle de 45 degrés (ou de 5o grades), Tangle OED (fg, 17) étant égal à Tangle O, le triangle OED est isocèle , et par conséquent les droites CD et £D sont égales; et comme les sinus, en se rapprochant du point A, diminuent de valeiu^ tandis que les cosinus s^accroissent , il est constant que pour tout arc moindre que 45 degrés, le cofiinbs surpassera le sinus ; tjiindis que , pour tout arc compris depuis 45 degrés jusqu'à 90 degrés , le sinus remportera sur le cosinus. Il suit de là que puisque nous supposons le premier membre de Téquation (37) positif, il faut néc<38sairement que Parc EA. {Jîg. 18) soit moindre que ^5 degrés *^ mais si, au lieu de Téquation ( 87) , nous eussions écrit celle-ci :
in |a — oosfa = Vr(r — sin<|)y (40)
sin
Tare serait plus grand que 45 degrés'; et, en retranchant Féquation (4o) de Téquation ( 36 ) , on aurait obtenu
cos I fl = I [ ^r(r-f-8inû) — 0(r— sin a) 3;
tandis qu'en ajoutant la même équation (40) à Péquation (36), on eût
trouvé _______
8in\a = \ [^r (r -h Bin a) -f- s/r{r — sin a) ] ;
ce qui montre que , dans les deux hifpothèses , le sinus et le cosinus changeraient réciproquement de valeurs.
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Si Dous prenons 9 par exemple, l'hexagone, et que nous abaissions une perpendiculaire OE sur son côté AB (y%. i8), Fig.iS. cette perpendiculaire, comme on le démontre dans la Géométrie , passera par le milieu de ce côté et de Ya^c qui le soutient. Or, le côté de l'hexagone étant égal au rayon , et l'arc AE à la douzième partie de la circonférence, c'est-à-dire de 3o .degrés, il en résulte que l'angle AOE aura pour sinus AD, moitié du rayon; ce que nous exprimerons par cette équation
sin 3o® = I r.
41, Considérons encore le triangle équilatéral {fig. i9};Fig«i9' si l'on abaisse une perpendiculaire OE sur le côté GB , elle divisera Tare GEB en deux parties égales ; par conséquent, l'arc CE sera la sixième partie de la circonférence , et la corde CE équivaudra au rayon r; donc le triangle COE ayant les côtés CE , CO égaux , sera isocèle ; d'où il suit que les deux triangles rectangles CDO , CDE seront égaux , et qu'on aura OD = DE , et par conséquent OD = j;r. Mettant cette valeur et celles de CD et de OC dans l'équation
CD = v/0C' — 0D% BOUS aurons
sin6o®
= \/r'-j = rf^^^r)/3.
42. Le carré nous conduit à une autre expression de sinus En effet , soit BC le côté du carré ; si l'on partage ce côté en deux parties égales par la perpendiculaire OE, l'angle BOE (,/%. 20} sera de ^5 degrés ; donc l'angle OBD , qui en est le l^ig. ïmi. complément, sera aussi de ^S degrés : d'où il suit que OD = BD , et que l'équation
OD' -h BD» = OB',
qui résulte de la propriété du carré de l'hypoténuse, de--
viendra
2BD' = r\
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et par conséquent
2r* BD =
passant à la racine ,
BD = ir\/2, ou sm4^^ •= r^^-
4S. On démontra, en Géométrie, que le côté du décagone replier est égal à la moyenne partie du rayon dirisé en moyenne et extrême raison. Cela peut encore servir à trouver le sinus en fonction du rayon : 1 ig 31. en efifet, soit x {Jig, 3i) la moyenne partie du rayon, on a
r : X :: X : r — x, par conséquent
X* -H rx = r*j
résolvant cette équation du deuxième degré en ne prenant que la partie supérieure du radical ( *) , parce que le sinus est essentiellement poeitif, nous aurons
x-h\r =n y r' -h'-j = r^j =\r^. ( Note cinquième.)
44. Déterminons maintenant la tangente de la somme ou de la différence de deux arcs. Pour cela, faisant a=zado.b dans l'équation (2) , nous trouverons
tang (azizb) sin (a ± ^)
r cos {azk: b)^
substituant dans cette équation les valeurs des deux. termes du second membre fournies par les équations (24) et (25), nous obtiendrons
tang {a± b) sin a cos b ± cos a sin ^
r cos a cos bzç:ûna sinb
Divisant tous les termes par cos a cos b , et réduisant , nous
obtiendrons
sin a . sin é
tang {a±a) cos a cos b
^— ^— M^^l »^ —Il !■ I — — ^l^i^» ^^_^ 11 , Il - - - *
r sin fl sin b '
COS a cos o
(*) Nous verrons (art. 158) ce que signifie cette valeur.
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, sin,« sin b _ . • i. r „.
remplaçant et r par leurs valeurs indiquées par re-
'^ ' cosa cos b '^ ^ r
quation (2) , nous aurons
tang a ^, tang b
tang {a± b) r r
r tang a tang b '
et, en multipliant par r^ les deux termes du second membre ,
tang (g db ^) _ r (taQg ajç, tang b) , r "~ r' q;: itang a \^r>%b '
faisant évanouir le dénominateur du premier membre, on obtiendra enfin
/ -L-I.N r'(tanga±:tangft)
^ ^ ' r' qp tanga tang b ^^ '
45. On déterminerait de même la valeur de cot (a d= 6) ; car Téquation (4) nous donnerait
cot (a ±. 6) = , _, ,. }
mettant dans cette équation la valenr de tang (a :±: b) dono/ée par Téquation (40, on aurait ,
cot (a dr 5) = -;^
(tang g =b tang ^) ' r * =f: tang a tang &
mokipliaiiit les deux termes de cette fraction par r* q: tang « taog h, pour faire évanouir le flénomÂiu^teur dM dénominateur, ^au9 ^avfVOQ^
tang a zh tang &
remplaçant tang a et tang & par leurs râleurs déterminées par Téquation (4), on aurait
-^* / _i_ L\ cot a cot 6 cot (a =h &) = — -5 -_.;
cot a cot &
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diyjsant les deux termei par r% il resterait
X / _i_ ix cot a cot b
cot (a d= 6) = ;
cota cot^j
et en raultipliaiit les deux termes dii second membre par cot a cot 6 , on
trouverait enfin
^/ _. . cotflcotfc zxz r'
cot (a do b) = _, — •
^ ' cot b ± cot a
46. On parvient encore , de la manière suivante y à des ex~ pressions trigonométriques remarquables : en changeant de place les deux membres des équations (20) et (2 1) , on trouve , en prenant la somme et ensuite la différence ,
sin a cos b = -[sin (a -h b) 4- sin (a — b)]y (42)
cos a sin ^ = -[sin {a -i- b) — ^sin (a — b)], . (43)
Opérant de même sur les équations (22) et (28 ) , ces équations donneront
f ■ cos^ cos^ = -[cos(a 4- ô) 4- cos(« — b)], (44)
sin <i sin 6 = - [cos {a — b) — cos {a 4- b) ]. (45)
Ces formules vont nous conduire à un théorème important , dont nous ferons un grand usage par la suite. Pour arriver à ce but , faisons
en ajoutant ces équations et en les retranchant ensuite l'une de l'autre , nous trouverons
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Au moyen de ces valeurs , les équations (42) et (43) deviendront
sini(a + p)cos|(a — p) = -(sina + sinp), (46)
sin|(a — p) cos |(a -f- P) = - (sin « — sin p) ; (47)
divisant l'équation (46) par Péquation (47) 9 on aura
sin Y (a 4- p) cos Y (a — p ) sin a + sin p
sin y (a — p) cos~ (a -f- p ) sin a — sin p
sinKa -l-p) cos7(a — p) sina-f-sinp •
cos| (a H- P) sin-;(a — p) sin a — sin p
I sin a -H sin S
ou tanc (a -f- 3 X t-^ = :— ^ >
^\ ^ r^' ^ tang(a — P) sina — smp
ou
tang y (a + P) sin a 4- sin p tang-j- (a — p) sin a — sin p
On tire de là cette proportion
âna + sin p : sin a — sinp : : tang|(a 4- p) : tang^ (« — ?);
ce qui nous donne ce théorème : La somme des sinus de deux arcs est à leur différence comme la tangente de la demi-somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-différence,
47. Ce théorème se démontre aussi par la Géométrie, de la manière saÎYante :
Soient (^. 2a) les arcs AM = a , AN = /3 , nous aurons donc Fig. aa.
MR = sina, NP = 8iny3î
et en prolongeant MR jusqn^à'la rencontre de la circonférence, nous
aaroDs aussi . .
LR = sin K.
Ces sinus étant perpendiculaires au diamètre BA, menons par le point N la droite MC parallèle à ce diamètre , et par conséquent perpendiculaire à NP; tirons ensuite les cordes CM, CL; et enfin, avec le rayon des tables représenté par CD, décrivons Tare EDI, et menons
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au point D une tangente DE, que nous prolongerons jus^u^en F; cette tangente sera parallèle à nos deux sinus. Fig. aa. Gela pose , les triangles CQL , CDF, formés par les parallèles ML , EFy donnent la proportion
QL : DF :: CQ : CD;
et les triangles semblables CQM , CD£ donnent
MQ : DE :: CQ : CD.
Les seconds rapports de ces proportions étant identiques , on obtient, i en égalant les premiers,
QL : DF :: MQ : DE;
et en chaogount les moyens , on a
QL : MQ :: DF : DE (48)
Examinons ce que sont les quatre termes de cette proportion ; il est d^abord évident qu'on a
QL == RL -+- QB = MR -h NP = sin ^c -h sin ^ , MQ = MR -^ QR = MK — NP = sin^c - sin ^;
et , en résumé,
QL = sin « -h sin /3, MQ = sin a — sin /3 (49)
A regard des deux derniers termes de la proportion (4B), remarquons que les angles NCL, HCN 9 ayant leurs sommets appuyés sur la circonférence AML, auront pour mesure, comme cela est démontré dans la Géométrie, la moitié des arcs NÂL , MN compris entre leurs côtés; et comme les arcs compris dans les angles NCL , KCM sont respectivement
AL-f- AN =«-t-/3 et AM — AN = a — ^,
nous aurons , pour les tangentes DF et DE ,
DF = tangH«-+-i3) et DE= tang^ (« — ^). . . . (5o)
Substituant dans la proportion (48) les valeurs de quatre termes données par les équations (49) et (So), nous obtiendrons, ooiiiiBe.dan8 Tart. 46 ,
sin a + sin € : sin a —sine :: tang4{«-h/8) : taog-;(a — /Q).
CHAPITRE V
De la construction des tables des sinus.
48. Les cordes , comme nous l'avons vu ( art. 6 ) , ne croissent pas proportionnellement aux arcs. Il en est donc de même des sinus , qui sont leurs moitiés ; mais plus l'arc est petit, moins il diffère de son sinus. C'est ce qui deviendra encore plus sensible après qu'on aura démonU*é que l'arc est plus petit que la tangente , et plus grand que le sinus. £n effet, soit AM (fig, 23) un arc dont MT est la tangente et MP Flg.a3. le sinus; si Ton prend AM' = AM, et qu'on représente par M'T la tangente de cet arc, les deux tangentes étant égales et de même inclinaison sur OT, coïncideront en T, et l'on aura
M'TrrMT et M'P = MP.
Or il est évident que la b'gne brisée MTM' surpasse l'arc MAM' qu'elle enveloppe, et que la corde MM' est moindre que l'arc MAM', qui Pentourant, n'est pas le plus court chemin pour arriver de M à M'.
Par conséquent la moitié de MTM', qui est la tangente MT, surpasse MA , moitié de l'arc MM' ; et le sinus MP, moitié de la corde MM', est moindre que MA.
Gela posé, l'équation (2) (art. IB), dans laquelle on fait r = I , nous donnant
tanga I
sin a cos a
et le cosinus (art. 24) tendant vers l'unité à mesure que l'arc diminue, on voit qu'il en sera de même de , par suite,
cos a
^c -; , et à plus forte raison , de — — , fraction dont
les termes s'approchent encore plus de l'égalité, parce que, suivant ce qu'on vient de démontrer, l'arc- surpasse le sinus.
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Et comme l'arc est nul lorsque le cosinus est i , il s^ensuit que
le rapport — — ne devient jamais égal à Tunité y mais peut "^"^ arca
s'en approcher à moins d'un dixième , d'un centième ^ d'un millième, ou de tel rang décimal qu'on voudra, ce qui suffit pour les tables , si Ton se borne à un petit nombre de décimales en les construisant*
Cette détermination nous fait sentir la nécessité d'assigner une limite à la petite erreur que l'on commet en substituant l'arc au sinus , lorsque les lignes trigonométriques ont peu d'étendue. C'est l'objet qui va nous occuper.
Pour cet effet, soit a un arc très-petit; la tangente de cet arc , comme on l'a démontré , le surpassera donc d'une très-petite quantité positive } en sorte que si nous désignons par S l'excès de tang 7 a sur 7 a , nous aurons
tangua = |fl -f- 5,
ou , en vertu de l'équation (2) ( art. 18 ) ,
cosy a
faisant évanouir le dénominateur, nous aurons
sin 1 a = -acosja + Scos^a;
multipliant les deux membres par 2 cos t a > il viendra
2sin|acos|« = acos^(|fl) -h 25cos'(yfl); . . (52)
mais si dans la première des équations (28) on fait !ia= a et r = I , on trouvera
^ sin 7 a cos 7 a = sin a.
Substituant cette valeur dans l'équation (52) , cette équation deviendra
sina = a cos^(7«) 4- 2^cos='(7a);
CONSTRUCTION DES TABLES DES SINUS
mettant dans le premier terme du second membre la valeur co&^^ay tirée de Téquation (i) , qui donne , pour le cas où Ton remplace r par l'unité ,
sin*|fl -h cos^{a = i, on obtiendra
sina = a — asin' y^ + 2^cos*(4'û); . • . (53)
mais, d'après notre lemme, ^ a surpasse sin ya; soit s la différence : nous aurons donc
|rt = sin jû -4- «;
et , en élevant au carré , nous trouverons
|a^ = sin^(7fl)H-2«sinYÛ 4- «*.
Observant que e est facteur commun des deux derniers termes du second membre de celle-ci , nous pourrons représenter ces deox derniers termes par s k , quantité essentiellement positive, puisque c et sin \a\e sont par hypothèse. L*équation précédente nous donnera
|a» = sin*(|a)-f-6A:;
on tire de cette équation
Cette valeur étant substituée dans l'équation (53) , nous trouverons
sinû = fl — |a=^-f-fle^ -I- 2^cos*(jû),
par conséquent,
a — sinfl = ^a^ — a&k — a^cos'-j «;
et, en faisant passer les deux derniers termes du second membre dans le premier,
a — sin a -f-fl«Â--f-2 ^.cos ^ | a = «J-a*.
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Si nous supprimons les deux derniers termes du premier membre , qui se composent de quantités positives , d'après ce qui précède, il restera
a — sinûK^jû^ (54)
Appliquons cette formule à l'arc de i'; pour cela remarquons que, d'après les premiers termes de la formule de Ludolphe, nous avons
diam.
Remplaçant le dénominateur du premier membre par 2 , vu que le rayon étant l'unité , le diamètre vaut 2 , nous aurons
cire. = 2 (3,i4i 592653589 793. . .) ... (55)
Or la circonférence contenant 36o degrés , et le degré 60 minutes, la circonférence est donc composée d'un nombre de minutes exprimé par 36o X 60 = 2 1 600.
Au moyen de cette va^ur, l'équation (55) nous donnera
donc
, cire. /3,i4i 502653580703. .'.\
l'ou — ^-^= 2 1 — '- — ^ p. — ^-^^ |,
et , en exécutant la division ,
^' ^'^iTig^ = ^C^'^^^*^4^444 10433 ) ;
donc
fl ou 1' = 0,000290 88820866; {^)
par conséquent , lorsqu'on aura élevé au cube le nombre décimal dépourvu des trois zéros qui le précèdent, on retranchera , suivant l'usage , à partir du dernier chiffre de la droite du cube trouvé et en allant vers la gauche , trois fois autant i de décimales qu'il y avait de chiffres dans le nombre précédé de trois zéros, y compris ces zéros; et l'on complétera, à gauche , par autant de zéros qu'il sera nécessaire , le nombre re-
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quîs de décimales. Divisant ensuite par 4 , on trouvera
-7- ou|(i')3 = 0,000000000000 i5,
nombre qui n'influe que sur la 12^ décimale; et comme, d'après l'inégalité ( 54) , la différence du sinus à l'arc est moindre
que -r = -T^ <>» pe«t regarder la différence de Parc au sinus
de i' comme nulle, quand on ne prend pas plus de ii décimales. Or, les valeurs des sinus des tables n'étant pas calculées ordinairement avec plus de décimales, on sent qu'on est en droit de regarder l'arc et le sinus comme étant égaux lorsqu'on se borne à ce nombre de décimales. {Note sixième,)
Quand on aura déterminé le sinus d'un arc de i', il sera facile d'obtenir les sinus et cosinus de l'arc de 1" ; car, en prenant le rayon pour unité , l'équation sin * a -f- cos* ^ = 1 donnera cos i' i= y i — sin' i'.
Les valeurs de sin i' et de cos 1% étant substituées dans les formules (28) , feront connaître les valeurs de sin 2! et de cos a'; et les formules (28) déterminerotit ensuite les sinus et cosinus d'un arc de 3'^
49. Ëkaminons mainteiiatit comttient on peut caletiler pins commodément les autres sinus { si dans la formule (4^) on faitr=xi , cett« formule nous donnera
sin (a H- i) = 1 sin a cos 5 — sin (a — h)^
64, 6A faisant nssi', * = i', et ensuite a = 2', 4' =r 3', etc., puis en continuant de laisser à i la valeur l'y on aura successi?cment
8in(i'-i-i') ou sintt' 3x dcos 1' sin i' — o,
«in (a' -i- i') ou sin 3' = acot i' sin 2' — sin i',
sin (3' -4- i') ou sin 4' = a cos \' sin 3' — sin 2',
sin (4' -H i') ou sin 5' = acos 1' sin 4' — sin 3', etc.;
et Ton voit qu^avec les valeurs du dernier et de l'avant-dernier sinus calc^és , on obtient la valeur du sinus désire. On déterminera de même les cosinus à Taide de la formule suivante,
32 TRIOONOMETRIK.
tirée de Téquation (44) :
cos (a -hb) = asin a cos b — cos {a — b).
C^est ainsi qu^en marchant progressivement, on pourrait construire des tables des sinus , si les séries convergentes données parle calcul différentiel ne fournissaient pas des moyens plus ezpéditifs pour y parvenir.
50. Tous ces sinus et cosinus ayant été calculés dans l'hypothèse du rayon i , on obtiendra leurs valeurs dans Thypothèse d'un rayon de lo milliards de parties, en les multipliant par 10 milliards.
CHAPITRE VI
Des logarithmes.
M . Les premiers mathématiciens qui employèrent les logarithmes ne virent, dans cette utile invention, qu'un procédé arithmétique qui convertissait la multiphcation en addition, la division en soustraction , et l'extraction des racines en division. Il appartenait à Euler de présenter cette théorie sous un plus vaste point de vue , et ce fut en réfléchissant sur les propriétés remarquables des exposants , et en complétant la théorie des quantités algébriques , qu'il s'éleva à ces hautes considérations. »
Les exposants ne furent d'abord destinés qu'à indiquer, dans les nombres entiers , combien de fois un produit renferme une quantité comme facteur. Ainsi , au lieu de aaaaa et de aaa^ etc. , on écrivit a% a^, etc. ; et par la même raison que aaaaa X aaa = «% on dut avoir a * X «^ = a*+% et en général «'"X «" = û"**". De là on établit cette règle, que pour multiplier une quantité affectée d'un exposant par la même quantité affectée d'un autre exposant , on doit donner pour exposant à cette quantité la somme de ces» exposants.
52. On observa encore que , lorsque dans une quantité exponentielle «*", la puissance m était divisible par 2, par 3,
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par 4) les racines carrées ^ cubiques, quatrième de a", étaient
représentées par a^ , par a * , par «* , etc. ; car si , par exemple, 711 = 6, il est évident que a^ = aaaaaa doit avoir aa = a^ pour racine cubique , et aaa = a ^ pour racine carrée. On reconnut ensuite que ce principe pouvait même être appliqué à des exposants qui n'auraient pas de diviseurs. En
effet, quelle est Tidée attachée à un radical , tel que ^? c'est
que, pour élever ^ à la puissance /i, il faut écrire a. Or,
quand on écrit a", la même convention existe, puisque éle-^
ver a" à la puissance n , c'est remplacer a" par a; d'où nous
conclurons que ^a et a" , étant les représentations d'une même opération sur a , doivent être traités comme des quantités égales : nous aurons donc, par exemple ,
slaz=zâ^^ ^^=za^, sf^^=ia',
iSS. D'après ce qui précède, nous ne pouvons donc d'abord établir que ce principe sur les exposants fractionnaires^ :
Pour élever une quantité affectée d'un exposant fractionnaire à une puissance égale au dénominateur de cet exposant , supprimons ce dénominateur,
iS4. Partons donc de cette seule propriété pour démontrer que
fl«X «^ = «" ^ ; pour cet effet , soit
nous tirerons de cette équation ,
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faisant ensuite a" = C , et — = D.
Si nous élevons la première de ces quantités à la puissance n , et 1^ seconde à la puissance q, nous aurons
d'où nous tirerons
^m — pn — T\q
«'^rzrC''^ ^=I>"^; (^9)
• or, en vertu de l'équation (58) et des deux qui la suivent,
C=:D; donc
ce qui montre que les premiers membres des équations (Sg) sont égaux , et qu'on a
rt»? = — ; et, en chassant le dénominateur,
OU , à cause des exposants entiers,
tirant la racine nq des deux membres, on trouve *
mq-i-pn B= a "9 ;
mettant c«tte valeur de B dans Féquation (57) , il vient
m p mq-i-pn
a^^ai = a '^ ; (60)
et si Ton fait attention que la somme de deux fractions composées de dénominateurs différents ne peut s'évaluer qu'après les avoir réduites au même dénominateur, on pourra rempla-
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cer le second mçmbre de Téquation (60) par a" ^, et cette équation deviendra '
a^^a^ z=za^^l. (*) (61)
8^. Il suit de ce qui précède , que soit que les exposants m
et n représentent des nombres entiers ou fractionnaires, on a
toujours
La théorie des logarithmes repose entièrement sur cette propriété des exposants ainsi généralisée , comme nous allons * le voir.
86. Le logarithme d'un nombre y est la puissance x à laquelle il faut élever un autre nombre a , toujours fixe, pour
qu'on ait
Le nombre dont a tient la place est ce qu'on appelle la hase du système de logarithmes. Cette base , une fois choisie , sert à calculer, dans ce système , leç logarithmes de tous les nombres.
{J7. Adoptons, par exemple, 10 pour base; l'équation (63)
{*) Pour compléter cette théorie des exposants, nous ajonteroDS que réquAtion générale «*+»» = a»» x «f* nous fait Toir qu^en divisant le («eond membre par 0" , c'est diminuer Texposant du premier membre de n anités.
D^où il suit ^ue quand m = o, c'est-à-dire quand nous afons a" = ixa", en divisant par a" le second membre, et en diminuant I^exposant du premier de n unités, nous aurons
Eofio , si dans cette dernière équation nous divisons encore les deux membres par a" , en continuant d'opérer de la même manière, nous trovrermis
flO-rt ou a—" = —
deviendra y = ^^'y
et si nous faisons successivement
nous trouverons ces valeurs correspondantes par y,
^ — io*= 10,
^=10*= IDC, j = 10^ = lOOO, ^ = 10* = lOOOO.
Ainsi le logarithme de i est o,
le logarithme de 10 est i , le logarithme de 100 est 2, le logarithme de 1000 est 3, le logarithme de loooo est 4*
T9ous n^avons donc, depuis i jusqu'à 10 mille, que cinq logarithmes ; ceux qui appartiennent aux nombres intermédiaires manquent, parce qu'ils ne peuvent être compris que dans les nombres fractionnaires.
58. Par exemple , les logarithmes des, nombres entiers com« pris entre i et 10 se trouveront entre o et i ; mais comme entre o et i on peut imaginer un nombre infini de fractions , il y aura une infinité de puissances fractionnaires qui tomberont entre o et i, et parmi lesquelles seront les logarithmes de 2, de 3 , de 4 9 d^ 5 , de 6 , de 7, de 8 et de 9 ; il en sera de même des logarithmes qui tomberont entre i et 2 , entre 2 et 3 , entre 3 et 4 9 etc.
59, On pourra donc chercher, entrejous ces logarithmes, ceux que nous représenterons par a , 6 , 7, etc. , et qui seront
tels que 10*, 10 , lo^ , approcheront des nombres 2, 3, 4, etc.,. à un millionième , à un cent-millionième , à tel autre ordre
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décimal près , etc. , suivant le degré d^approximation auquel Dous voudrons nous borner.
Pour donner une idée de la manière dont un logarithme peut être exprimé par une fraction décimale, proposonfi-nous, par exemple, de trouver le logarithme du nombre 3 : en désignant par x ce logarithme , il s'agit de satisfaire à l'équation 10' = 3. On voit d'abord qu'en faisant j? = i, l'exposant I est trop fort; car cette hypothèse amènerait lo* = 3 ;
essayons y, on a lo"*" = 3 ou lo = 3*, et en élevant les deux
nombres lo > et 3 au carré , il vient i o = g. L'exposant x = y est donc encore trop fort. Prenons un exposant moindre ,
en substituant à x la fraction y» ce qui donne lo^ =3; et, en élevant au cube on obtient 10 = 3' ou 10 = 27: cette hypothèse est encore moins favorable que l'autre ; car mamtenant c'est le second membre qui l'emporte sur le premier, ce qui annonce que nous avons choisi une fraction trop faible. II faut donc prendre une fraction comprise entre | et 7 , et l'on reconnaîtra facilement que f ( Note septième) satbfait k cette condition. L'hypothèse de x = | nous amène 10' = 3\ et par conséquent 1000= 2187 ; ce qui montre que le second membre l'emporte encore sur le premier, et que la fraction j est encore trop faible.
Sans aller plus loin , on voit qu'en diminuant ou en augmentant successivement la fraction qui est la valeur de j: , de manière que les deux membres de l'équation tendent vers régalité, on s'approchera de plus en plus du logarithme de 3. Si Ton réduit ensuite cette fraction en décimales , et qu'on néglige les chiffres décimaux qui sont au delà du septième, on trouvera, comme dans les tables ordinaires,
log3 = 0,477 Ï2i3; et l'on voit que ce logarithme n'est autre chose que l'exposant de 10 , dans cette équation app;:Qximative ,
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Il est à observer que le procédé que nous venons d'indiqfer, uniquement pour faire concevoir la nature d'un logarithme, n'est bon qu'en théorie; car si l'on voulait en faire usage , il entraînerait dans des calculs trop laborieux et presque impraticables ; tandis qu'il est des moyens beaucoup plus courts pour parvenir à ce but ( Note huitième) , surtout si l'on fait usage du calcul différentiel.
Nous avons vu (art. d5) qu'on avait , en gjpnéral
II — /jfn+n .
il en doit être de même des logarithmes , qui ne sont autre
chose que des exposants. Ainsi , lorsqu'à l'aide des tables , on
trouve
log6 = 0,778 i5i2 ,
log7 = 0,8450980; pn a donc
log(6X7) ^" log42= io"'""»''''X io«'»<'"^»"; .(64) et , d'après la règle des exposants ( art. Sô ) ,
|qO«778 15I1 V^ iq 0,845 0980 ^-. | q 0,778 ISI 2 + 0^84&0980
en substituant cette valeur dans l'équation (64), on a
et en effectuant l'addition indiquée dans le second membre ,
log42 = 1 ,6282492. ,
Ainsi, en cherchant dans la table 1,6282492 le nombre auquel appartient ce logarithme, je trouverai 4^, qui est le produit du nombre 6 par 7 .
61. On conçoit que le même procédé appliqué à de grands nombres épargne la peine d'effectuer la multiplication, et
que, par la seule addition des logarithmes, on trouve dans les tables le logarithme de leur produit. ^
La règle que nous venons d'expliquer peut s'énoncer
ainsi :
logA 4- logB = logAB (65)
Nous allons tirer de cette équation toutes les propriétés des logarithmes.
Faisons passer log A dans le second membre , on aura
logB = logAB — log A;
. „ AB mais B = — ; remplaçons B par cette valeur, nous aurons
log — = log AB — log A (66)
Concluons de là que pour diviser un nombre par un autre , on obtient le logarithme du quotient en retranchant le logarithme du diviseur de celui du dividende. Par exemple, pour diviser 12 i55 par 17, j'aurai
. logi2i55 = 4jo84755o, logi7=: 1,2304489;
la soustraction donne ce reste 2 , 854 ^^ ^ 9
qui sera le logarithme du quotient de i2i55 par 17, logarithme qu*on trouvera appartenir, dans les tables, au nombre 715, quotient cherché.
Si Ton veut avoir le logarithme d'un produit abcd, on
regardera d'abord aôcd comme composé des facteurs abc
et^, et ensuite abc comme composé des facteurs abetc^ et
enfin on décomposera le produit ab en ses facteurs aet b ^ et
l^on aura
log abcd = log abc + log d^
log abc = log ab H- log c ;
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et log ab = log a -H log b.
Remontant de valeur en valeur, on obtiendra
log abcd = log a + log b 4- log c -H log d , ,,.
Par exemple*, si l'on a
a = ig, ^ = i3, c=ii, cf=2, ou
log 19= 1,2787536, log 1 3 = 1 , 1 13 943 3 ,
log II =r I ,o4l 3927,
log 2 = o,3oio3oo,
somme.... 3,7351196,
ce logarithme, cherché ^dans les tables, répond à 5434 9 produit des nombres 19, i3, II et 2.
64. Si les facteurs a , 6, c, </, etc., sont égaux, les produits ab , abc^ abcd, etc. , se changent en «r% en a% en a% etc. , et l'on a
log a^ = log û 4- log a == 2 log a ,
log a' = logfl H- logû -H log û = 31oga,
log«* = logû -♦- logfl -h log « -h log<i = 4 log a,
etc. , etc. , etc.
En général on a
log û"* = /w log « (67)
Par exemple , pour élever 23 à la puissance 3 , on multipliera par 3 le nombre i, 36i 727 8 , qui est le logarithme de 23 , et Von trouvera 4 9 o85 1 83 4 ( ^ ) 9 qui , cherché dans les tables , correspond à 12 167, valeur du cube de 23.
(''') Les dernières décimales des tables ne sont pas toujours très* exactes , à cause des décimales dVrdres inférieurs que Ton néglige ou que Ton remplace par Tunité du dernier ordre des tables , lorsque les décimales négligées ont une valeur qui s^approche de cette unité.
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6i$. La formule (67) va nous conduire aux extractions de racines. En effet, soit proposé de trouver la racine carrée d'un nombre , en supposant m = 2 , l'équation (67 ) nous donne
logfl'=: 2loga (68)
j_ Faisons a^:=z b, et par conséquent a = b^ ; en substituant
ces valeurs dans Téquation (68) , on aura
log b =r 2log b^ ; d*où l'on tire «
log ^7 = i log ^ ;
mais b* =: ^b;
donc log V^ =7 log ^•
En général , si Ton fait a"* = by et par conséquent
a = b^, et qu'on substitue ces valeurs dans l'équation (67 ) , ,
on aura
log b ^= m log è" ; d'où l'on tire
log Ô» = — log Ô , ou log V^ï=: — log^.
Plus généralement encore , faisons s ••
ce qui donnera
prenons les logarithmes, nous aurons
log a"" = log è",
ou, conformément à l'équation (67),
m loga = 71 log by
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et par conséquent
log fl = — log b ;
remplaçant a par la valeur que donne Téquation (6g), nous obtiendrons' enfin
loe b'^ = — log A , m
ou log v^ = — log b.
Lorsque /i = i , cette formule se réduit à
logV^=:^logZ>,
et aurait pu se déduire immédiatement de l'équation (67 ).
67. Pour en donner un exemple, cherchons la racine cubique de 2 197 . Dans ce cas Ton a /w = 3 et ô = 2 197 . Le logarithme de ce nombre étant 3 , 34i 83o i , j'en prends le tiers, ce qui me donne i , 1 1 3 943 3, logarithme qui dans les tables répondant à i3 , m'annonce que 1 3 est la racine cubique de 2197.
68. Déterminons encore le nombre auquel appartient y' i o " ,
ou 10' \ Multipliant le logarithme de 10, qui est i, par la fraction -j-, cela se réduit à diviser 1 1 par 23 , ce qui me donne 0,4782608 pour le logarithme du nombre cherché.
. 69. Si Ton désigne par x le quatrième terme de la proportion
a \ b :': € \ Xy on a pour ce quatrième terme
bc
par conséquent, conformétnenl à réquation (66) ,
log X = log hc — log a , ou, comme l'indique l'équation (65) ,
log a: = log ô -f- loge — lûga;
ce qui nous apprend que, dans une règle de trois, le logarithme du quatrième terme est égal à la somme des logarithmes de deux termes du milieu , diminuée du logarithme du prétnier terme.
70. Remarquons que ceux qui ont calculé les tables n*ont eu besoin de calculer que les logarithmes des nombres premiers, c'est-à-dire des nombres qui ne peuvent se décomposer en facteurs ; car le logarithme de tout nombre qui peut se décomposer en facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs. Par exemple, les logarithmes de 2 et de 5 étant connus seulement , on aura
log 4 = ^Og 2^ = 2 log 2 ,
log lo = log 2 ~f- log 5, log 8 = log 2^ = 3 log 2,
log l6 = log 2^ = 4^^ë ^ '
log 20 = log 2' log 5 = 4^og5, log 25 = log 5' = 2 log 5.
71. L'entier qui est à la gauche d'un logarithme s'appelle la caractéristique de ce logarithme. C'est cette caractéristique qui détermine à quel ordre de numération appartient le nombre qui correspond à un logarithme. Par exemple , un nombre compris entre i et lo a o pour caractéristique; un nombre compris entre lo et loo a 2 pour caractéristique'; un nombre compris entre loo et looo a 3 pour caractéristique; un nombre compris entre looo et loooo a 4 pour caractéristique; et ainsi de suite : de sorte qu'un nombre composé de deux chiffres correspond à la caractéristique i ; qu'un nombre composé
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de trois chiffres correspond à la caractéristique 2 ; et qu'en général , un nombre contient autant de chiffres qu^il y a d'unités moins une à la caractéristique.
78. Les logarithmes des produits d'un nombre par les puissances de 10 ne diffèrent que par la caractéristique; car
log 10 a =z log 10 -h loga = I -f- loga,
log 100 a = log 100 -f- log a ==24- log a,
log 1000 a = log 1000 -I- log û H- 3 -I- log a, etc. , etc. , etc.
73. Ceci va nous conduire à trouver un quotient par approximation. Par exemple, pour déterminer à un centième près le quotient de la division
de 12582 par 935,
j'ai log 12582 = 4,0997497,
log 935 = 2,9708116,
Au lieu de chercher dans les tables ce logarithme tel quUl est, j'ajoute 3 unités à la caractéristique , et je trouve que le logarithme de 4 9 1 28 938 1 répond à 1 34 56. Or ce nombre est mille fois trop grand , parce que le jogarithme auquel il appartient a 3 unités de trop à la caractéristique ; je le réduis donc à sa juste valeur en écrivant 1 3 , 456.
74. £n général, on retranche autant de chiffres sur la droite qu'on a ajouté dHmités de trop à la caractéristique ; ce qui donne l'approximation à 7^, à -^ , à YnT P^®* > etc. , selon l'exactitude que l'on veut mettre à l'opération.
75. Pour second exemple , prenons la racine cubique de 3 à un dix-milUème près. J'ajoute 4 unités au tiers du logarithme de 3 , et j'ai 491^9^40 7, nombre qui répond dans les tables à 1 44 ^3 » retranchant donc 4 chiffres à droite , j'obtiens 1,44^2 pour racine cubique, à un dix-millième près.
76. Pour avoir le logarithme d'une fraction moindre que l'unité, on doit avoir le logarithme du numérateur moins le logarithme du dénominateur, par la même raison que le logarithme de T est log a — log b ; ce qui revient à prendre néga-
_ _ . , , dénominateur
bvement le loâ'antnme de ;
° numérateur
Par exemple , le logarithme de \ serait — log -f ; or log 3 = 0,477121 3,
log 4 = 0,6020600;
prenant la différence de ces logarithmes, et retranchant le plus faible du plus fort, en donnant le signe négatif, on a donc
logT = — 0,1249393.
Pour savoir ce que signifie cette expression ,
dénominateur
log
numérateur
qu'on trouve pour logarithme d'une fraction , il faut remar-
,. j , r • numérateur quer que si , au heu de la fraction ^^ ._^ , nous avions
numérateur
dénominateur
X 10 , le logarithme de ce nombre serait
dénominateur
I -4- log numérateur — log dénominate^r, ou plutôt I — { log dénominateur — log numérateur) ; ce qui revient à
I —log
dénominateur numérateur
d'où il suit qu'il faudrait retrancher le logarithme négatif trouvé ci-<lessus de Funité , pour avoir un nombre dix fois plus grand que celui auquel ce nombre appartient , nombre que l'on réduirait à sa juste valeur en relranchant un chiffra sur la droite.
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77. Mais si au Heu de retrancher mon logarithme négatif d'une unité, on le retranchait de phisieurâ, il faudrait (art. 73) retrancher autant de chiffres sur la droite du nombre qui correspond à un logarithme négatif. Par exemple, si l'on ignorait à quel nombre appartient le logarithme négatif — o , 124 93g 3 que nous venons de déterminer (art. 76) , retranchant ce logarithme de 2 unités , on trouverait i , 875 060 7 , logarithme qui, répondant à 75, m'annonce que la fraction cherchée est o , 76 ( *).
78. Pour trouver à quel nombre appartient un logarithme qui ne se trouve point dans les tables, par exemple, 6,824 8 1 5 o^ je cherche ce logarithme avec une caractéristique moindre de 3 unités , et je trouve dans les tables que les nombres 2112 et 2 1 1 3 répondent à ces logarithmes :
entre lesquels tombe mon logarithme ; ce qui m'annonce que ce logarithme est un peu plus grand que celui de 2t 12, sans atteindre à celui de 21 1 3. Il ne peut donc appartenir qu'à 2112^ plus une fraction z moindre que l'unité.
Pour déterminer z , je vois dans les tables que les logarithmes entre lesquels tombe mon logarithme diffèrent entre
(*) Voici de quelle manière je pense qu^on pourrait démcmtrer {>Ius rigonreusement et plus dans Pesprit de la théorie, que le logarithme d^une fraction est an nombre négatif.
Soit m le logarithme de j, on a donc
ff- = 1; on tire de là
mais — = a-f» {Note dé Tart. ^). Substituant cette ralear, on a
donc le logarithme de f est égal au logarithme de \ pris négatirement.
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euxde2o56. Retranchant ensuite le plus faible logarithme de mofi logarithme, je trouve 1211 pour différence, et j'établis cette proportion : 2o56 est à une différence d'une unité entre les nombres 21 12 et 21 13, comme 121 1 est à la différence z qni existe entre le nombre qui correspond à mon logarithme , et 112; c'est-à-dire
d'où je tire
Par conséquent, le nombre correspondant au logarithme 3, 824815 0 est 2112,589^ Rendant ce nombre dix mille fois plus grand en supprimant la virgule , je dois (art. 75) ajouter 3 unités à la caractéristique de son logarithme^ d'où je conclus que le logarithme donné 6,824 8i5o appartient au nombre 211 2589.
79. Le même procédé peut s'appliquer aux logarithmes qui , sans une caractéristique plus grande que celles des tables, ne s'y trouvent pas compris exactement. Par exemple , si l'on demandait à quel nombre correspond 8,527 o33 4 9 ce logarithme tombant entre ceux de 3365 et 3366 , j'en retrancherais celui de 3365, ce qui me donnerait une différence de 483 ; et , comme l'exige la proportion, 'divisant cette différence parcelle qui existe entre les logarithmes de 3365 et de 3366 , qui se trouve être de 1290, j'ajoute donc au nombre 3365 la fraction -5^» ou plutôt o, 3744? <i'<>ù il suit que le nombre qui 'correspond au logarithme dontié 3 , 627 o33 4 est 33 653 744»
80. Résolvons maintenant la question inverse, en cherchant quel est le logarithme d'un nombre plus grand que ceux des tables, par exemple, celui de 1 5 707 981 : je retranche sur la droite autant de chiffres qu'il est nécessaire pour que les chiffres restant sur la gauche puissent se trouver dans les tables. Ici je sépare 3 chiffres avec une vii^le, ce qui rend ce nombre mille fois plus petit. Je trouve d'abord 4 9^9$ 098 2
pour le logarithme de i5 707 ; à l'égard de la fraction décimale 0,981, je détermine le nombre auquel elle appartient par cette proportion : si une unité de différence entre les nombres 16707 et 15708 répond à une différence de 277 pour leurs logarithmes, à quel nombre répondra 0,981, c'est-àdire que je pose la proportion
d'où je tire j?= 0,981 X 277 = 271, 787 ; ces 271 unités étant réunies aux deux dernières décimales du logarithme 4, 1 95 093 2, j'aurai 7 , 1 95 1 20 3 pour le logarithme du nombre donné 16707981. J'ai ajoute 3 unités à la caractéristique, parce que ce nombre est mille fois plus grand.
81. La raison de cette règle et de la précédente est fondée sur ce que les logarithmes des nombres plus grands que 900 croissent à peu près uniformément. C'est ce que l'on voit par leur différence , qui ne varie pas beaucoup ; il suit de là que la /w'*'"* partie d'une différence d'une unité dans deux nombres^ consécutifs doit correspondre à la /w'*'^ partie de la différence qui existe entre leurs logarithmes ; autrement les différences de logarithmes marquées dans les colonnes ne se maintiendraient pas toujours à peu près les mêmes. ~
8â. Ayant le logarithme x d'un nombre x dont là base est A , proposonsHious de trouver le logarithme z du même nombre y dans le système dont la base est B , nous avons
donc B' = A* (70)
Si 1 désigne le logarithme dans le système dont la base est A , et L le logarithme dans le système dont la base est B, nous
aurons
mais \A' = x;
donc, en vertu de Téquation ( 70) ,
et par conséquent, d'après la propriété des logarithmes
(éqnat. 67, art. 64),
X = zl B; d'où je lire
IB
On tire de là cette conclusion , que lorsqu'on a le logarithme d'un nombre dans un système , il faut le diviser par le logarithme de la base du logarithme du second système, pour avoir le logarithme du même nombre dans ce second système. Par exemple, pour avoir le logarithme de 177, dans le système dont la base est 8 , je divise le logarithme 177 des tables , qui est 2 , 247 973 3 par o , goS 090 o , logarithme de 8 dans ces mêmes tables , et j'ai Vo^VsVo* P^^^ ^^ logarithme cherché.
85. Appliquons maintenant la théorie des logarithmes aux tables des sinus. Ces tables ne renferment ordinairement que les logarithmes des sinus, des cosinus, des tangentes et des cotangentes construites en supposant un rayon de dix milliards de parties , mais ne contiennent pas les valeurs de ces sinus , de ces tangentes , etc. , parce qu'on ne rencontre que rarement Poccasion de les employer, et que d'ailleurs on peut les obtenir au moyen des tables de leurs logarithmes. Examinons (Tabord comment un sinus étant donné , on peut avoir son logarithme. On sait, par exemple , que le sinus de 3o degrés est égal à la moitié du rayon (art. 40); on a donc
sin 3oo = 0,5 = -j^.
Cette valeur étant multipliée par dix milliards, donne
L^Xio,ooooooooo=io-Hlog5 — logio=ioH-log5 — i = 9-hlog5.
Or, le logarithme de 5 étant 0,698 9700, j -ai donc
log de sin 3oo = 9,6989700.
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8^. Résolvons maintenant la question inverse, et déterminons la valeur d^un sinus donné, par exemple pelle du sinus de ^n degrés, dont le logarithme dans les tables des sinus est 9,8i55io 9.
Si le rayon est Tunité, qui est un milliard de fois moindre que le rayon des tables, le sinus qui appartient au rayon i doit être aussi un milliard de fols moindre que le sinus des tables. Or le logarithme du sinus des tables étant 9,8^55109, le logarithme qui appartient au sinus demandé devra avoir 10 unités de moins à sa caractéristique. J^eu supprime 9 en réduisant mon logarithme ào ,8a5 5io 9, et je le cherche avec 3 unités à la caractéristique. Ce sera donc 4 unités de trop à la caractéristique : ce qui fait que je dois retrancher quatre chiffres au nombre 6691, auquel répond le logarithme de 3,8^5 6109^ et par conséquent réduire ce nombre à 0,6691, sinus d^un angle de 4^ degrés pour le rayon i .
Si Ton veut une approximation plus grande, il faut remarquer que o,8a55i0 9 tombant entre les logarithmes de 6691 et 6692, qui sont 3,8254910 et 3,8255559, ce n^'estpas exactement le nombre 6691 qui correspond à mon logarithme, mais 6691, plus une fraction moindre que Tunité, quHl faut déterminer à^Taide de la règle de Tart. 78 :en opérant ainsi, je trouve que cette fraction est o,3o6; de sorte qu''aii lieu du nombre 6691, j^ai 6691,306. Reculant donc, comme précédemment, la virgule de quatre rangs sur la gauche, j''ai, avec plus d^cxactitude, 0,669 i3o6 pour le ^inus de 42 degrés qui appai tient au rayon i.
CHAPITRE VIL De la résolution des triangles rectangles
8tf. Dans tout ce qui va suivre nous désignerons, suivant un usage reçu , les angles d^un triangle par les majuscules A , B , G , et les côtés opposés à ces angles par les lettres a^ b y c, Fig.24. Gela posé, un triangle rectangle BAG (y%.)24 ) étant donné, imaginons qu'on prenne le rayon DB des tables pour hypoténuse d^un triangle rectangle DBE dans lequel l'angle B soit commun ; les triangles semblables BGA , BDË donneront les proportions
fiG:GA:: db:dE; bg: ba::db:BE; ou fl : ^ :: r : sinB, « : c :: r : cosB; . (71)
DE LA RÉSOLUTION OKS TRIANGLES RECTANGLES. 5l
d*où Ton tirera
, asinB acosB
r ri
ces équatiohs lorsque r = i , se réduisent à
^ = a siu B , c z= a cos B ;
ce qui donne ces résultats remarquables.
Dans un triangle rectangle , le côté opposé à l'un des angles aigus est égal à l'hypoténuse multipliée par le sinus de cet angle, et le côté adjacent à cet angle aigu est égal à Ihy^ poténuse multipliée par son cosinus,
Les angles B et G valant ensemble un angle droit , l'un
deœs angles est complément de l'autre; de sorte iqùe nous
avons
sin B = cos Cy et sin C = cos B.
87. On peut aus» établir une proportion dans laquelle entre la tangaite des tables. Dans ce cas il ne faut pas prendre l'hypoténuse pour rayon, mais l'un des côtés de l'angle droit , par exemple BG , car alors GF sera la tangente des tables , comme on le voit fig, 24 ; et l'on aura Fig.a4.
BA : CA : : BG : GF, GA : BA : : GF : BG
ou c \ b :\ r \ tangB, ' b \ c y. r : tangC. . . (72)
Cette dernière proportion peut ee déduire de Tautre ; car, en vertu deTéquation (4) {v^g^ 7)» i' vient
substituant cette valeur dans la seconde dos proportions (7a) , on a
oot G'
oraUipliant le second rapport par cot C et divisant par r, on obtient
fe : c :: cot C : rj et en observant que la cotangente de Tangle G est la tangente de
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l'angle B , cette proportion devient
c : b :: r : tang B; ce qui nous fait retomber sur la première des proportions (7a).
88. Lorsque dans un triangle rectangle on donne deux des choses qui rentrent dans Tun de ces cas : i^ un des angles aigu^ et l'hypoténuse; 2? un des angles aigus et un côté; 3® l'hypoténuse et un côté ; 4** les deux côtés , il est facile de déterminer les trois autrçs choses. C'est ce qui va donner lieu aux problèmes suivants, qui sont de deux sortes : ceux où entre Fhypoténuse dans les données , et qui se résolvent par les sinus , et ceux où Phypoténuse n'entre pas dans les données , et qui se résolvent par les tangentes.
Fip a4 ®^' ^^' ^^^' — Connaissant (Jîg, 2^) l'hypoténuse BC dn triangle ABC et l'angle aigu B y trouver l'angle C et les côtés b et c.
Les trois angles d'un triangle valant 180 degrés, si l'on en retranche l'angle droit A , il restera 90 degrés pour la somme des angles aigus ; par conséquent , l'angle C est déterminé par
cette équation :
à l'égard des côtés , en comparant le triangle CAB au triangle semblable D£B construit avec le rayon r des tables , pris pour hypoténuse, nous avons
r : sinB :: « : ô , r : cosB :: a : c; d'où nous tirerons
sin B cos B
Opérant par logarithmes , et observant que le logarithme du rayon des tables est la caractéristique 10 ,
logft = logfl -h logsinB — 10, log c =r log a -I- logcosB -^ 10.
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90. 2* cas, — I^e côté CA = ^ et Tangle B, auquel ce côté Fig.24. est opposé, étant donnés, trouver, 1° l'angle C; 2" le côté AB = c adjacent à l'angle B ; 3** Thypoténuse BC = a.
On a déjà vu qu'on avait C = 90 — B ; à l'égard de AB = c et de Fhypoténuse CB = a , nous avons
sinB : cosB :: h : c, sinB : r\\ h \ a\ . , (73) on tire de la première proportion c = ô -, — -, équation qui,
hr
à l'aide de la formule 2 ( vase 6 ) , se réduit à =;. Par
^^ ^ " tangB
conséquent, les proportions (73) nous donnent ces équations :
br hr
tangB' sinB*
Opérant par logarithmes , on trouve logc=logt-hio — logtangB, loga = log6+io — logsinB.
91. 3* cas. — L'hypoténuse a et le côté AC = b étant donnés, trouver le côté AB = c et les deux angles B et C :
a : b :: r : sinB;
donc sinB == — .
Opérant par logarithmes ,
log sin B = log è -I- 10 — log a.
Cette équation fera connaître l'angle B, et en prenant le complément, on déterminera C, et ensuite l'on trouvera le côté e par cette proportion ,
r : sinC :: a : c; d'où l'on tirera
sinC
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£t , en opérant par logarithmes ,
log c == log rt -h log sin C — 10.
9S. 4^ cas, — * Connaissant les côtés ^ et c , trouver l'hypoténuse a et les angles : on a
c \ b :: r\ tangB; et par conséquent^
tang B = — ;
et , en opérant par logarithmes,
log tangB = log ^ -h lo — log c ; ayant ainsi déterminé l'angle B , on aura
A regard de l'hypoténuse , la proportion
sinB \ r y.b \ a
nous donne pour sa valeur
rh a :
■ sinB' et , en opérant par logarithmes,
log a = log 6 + 10 — log sin B.
95. Avant de passer à des applications y nous allons faire con* naître un instrument qui sert à mesurer les angles sur le ter- Fig. a5 lain ; c'est le graphomètre [fig* 25 ), composé d'un demi-cercle de cuivre, dont le bord, qu'on appelle limbe, est divisé en 180 degrés (*); la ligne de foi, règle fixe, répond aux de* grés o et 180 par ses extrémités, où sont placées deuxpinnules , plaques de cuivre qui, par des incisions perpendiculaires
{'^) Un vernier fait connaître les minutes.
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au limbe , laissent passer un rayon visuel. L'alidade , autre règle , est mobile autour du centre O , et se termine également par deux pinnules, à travers lesquelles passe un second rayon visuel qui , avec la ligne de foi , forme l'angle qu'on veut mesurer. L'iiistrument peut prendre toutes les positions , et Ton y adapte quelquefois une boussole et des lunettes
94. Cela posé , proposons-nous d'abord de déterminer la hauteur AB d'une tour dont le pied soit abordable ( fig. 26). Fig.26.
On placera le graphométre à une distance de la tour convenable , pour que l'angle AOC ne soit ni trop aigu ni trop obtiis, et l'on mesurera la distance borizontale OC de Pinstrument à la tour ; ou , ce qui revient au même , on déterminera , à l'aide d'une chaîne , ou d'une corde , la distance GB du pied de l'instrument à la tour, et ayant placé le graphométre dans une position verticale, ce qui se fera à l'aide d'un fil à plomb suspendu au centre O ; le diamètre fixe D£ étant dans une position horizontale , on fera mouvoir Talidade FI, jusqu'à ce qu'à travers les pinnules on aperçoive l'extrémité A de la tour : on verra alors, sur l'instrument, le nombre de degrés et de minutes que comprend l'arc DF, qui sera la mesure de l'angle opposé au sommet AOC. Alors , dans le triangle AOC , on aura ces trois choses connues , savoir : l'angle droit, l'angle AOC et le côté OC = GB. Il nous sera facile de déterminer la droite AC , à laquelle ajoutant CB , hauteur de l'instrument , on aura AB pour celle de la tour.
95. Appliquons le calcul à la solution de ce problème, et supposons qu'on ait trouvé GB de 62 mètres, et l'angle AOC de 37 degrés, nous aurons donc la proportion
r : tang 3^® : : 62°* : AC ;
et , en opérant par logarithmes,
log tang 37" -h log 62"* — 10 = log AC;
et l'on trouvera
logtang37° = 9>877 1*44 logôa"* = 1 , 792 391 7
retranchant le logarithme du rayon des tables dont la caractéristique est 10 , il restera pour logarithme de AG
ce logarithme étant cherché avec 2 unités de plus à la caractéristique, il faut retrancher deux chiffres sur la droite du nombre auquel ce logarithme correspond , et nous trouverons
Pour seconde application , résolvons ce problème
Un navire s'est approché de l'orient de 24 lieues et du nord d€^\ on demande quel chemin il a parcouru.
Il s'agit de trouver l'hypoténuse du triangle rectangle l^»g»27. ^Q {fig' 27 ), ce qu'il serait facile d'obtenir par la propriété du carré de l'hypoténuse ; mais en employant la trigonométrie ^ nous déterminerons d'abord l'angle B au moyen de la proportion
AB : AC : : r : tang B;
çt en opérant par logarithmes , nous trouverons
log r = 10 log AC ou 4og 9 = o , 954 242 5
I o , 954 24^ 5 log de AB ou de 24 = i , 38o 2112
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Cherchant ce nombre dans les tables des tangentes , j'en conclus que
tang B =: 20<» 33'.
Maintenanjt je puis déterminer le chemin parcouru 6G par la proportion
sinB : r :: AC : BC,
ou sin2o»33' : r :: 9 : BC;
opér&Dt par logarithmes , nous avons donc
logr =3 lo
logg = 0,9542425
10,9542425 log de sin 20° 33' := 9 , 545 3376
Ce dernier nombre cherché,^ avec 2 unités de plus à la caractéristique , nous donne, en retranchant 2 chiffres sur la droite,
BC
97. Quoique les opérations précédentes soient d'une grande simplicité, nous aurions pu les rendre encore plus faciles à l'aide des compléments arithmétiques. Pour concevoir sur quel principe repose ce genre de calculs, imaginons qu'on eût à ôter Me a, et qu'au lieu 4e cette soustraction on retranchât b d'un autre nombre m , le résultat de cette seconde opération serait évidemment m — b; ajoutant cette différence à Vi, nous aiurions a-^m — b, nombre qui surpasse de m celui que devrait amener la soustraction. C'est sur cette considération qu'est fondée la théorie des compléments arithmétiques.
Le complément arithmétique d'un nombre est ce qui lui loanque pour aller à la puissance de 10 immédiatement au-
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dessus ; ainsi y pour avoir le complément arithmétique de 8687, je soustrais ce nombre de lo 000; et ^ comme on le sait. Topération se réduit à retrancher la dernière décimale 7 de 10 et chacun des autres chiffres de 9, ce qui est beaucoup plus facile à exécuter qu'une soustraction ordinaire , compliquée souvent par des retenues. Si Ton avait , par exemple , à soustraire 19648 de 364 o3, ^^ prendrait le complément arithmétique de 19648 , en retranchant ce nombre de 100 000, et l'on trouverait 80 352 , qui , ajouté à 364o3 , donnerait 1 1 675 5 , nombre trop fort de 100 000, et qu'on réduirait à sa juste valeur en écrivant 16755, comme on l'eût trouvé immédiatement en retranchant 19648 de 364o3.
Dans les calculs exécutés à Taide des logarithmes , on fait un fréquent usage des compléments arithmétiques.
, 9tt. Voici , par exemple , de quelle manière on aurait pu calculer, à l'aide des compléments arithmétiques, les opérations de l'art. 96:
log 9 = 0,9542425
compl. du log de 24 = 8,6197888 log r =10,
Retranchant le premier chiffre sur la gauche à cause du complément, il reste 9,574o3i 3, comme dans l'art. 96.
De même , la seconde opération de l'art. 96 eût été convertie en celle-ci :
log 7-;, = 10,
log 9 = 0,9542425
compl. du log de sin 20® 33' =r o ,454662 4
Retranchant le premier chiffre sur la droite, il reste i ,4o8 904 9, romme dans l'art. 96.
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99. Il est à observer que si, dans une opéradou, on avait plusieurs compléments arithmétiques , il faudrait retrancher du premier chiffre sur la gauche autant d*unités qu'on aurait de compléments.
CHAPITRE VIII
De la résolution des triangles obliquangles.
iOO. Dans tout triangle les côtés sont proportionnels aux sinus des angles qui leur sont opposés.
En effet, dans Pun des triangles ABC {fig. 28 et 29) , si du Fig» ^ sommet C d'un angle nous abaissons une perpendiculaire CD ®*^9' sur le côté AB {^g- 28) ou sur le prolongement de ce côté Ifig, 29), nous aurons (art. 85), dans l'un et dans l'autre cas,
^^ b sin A ^^ a sin B CD = , CD = r ;
comparant ces valeurs , nous obtiendrons
& sin A = a sin B , ce qui nous donne la proportion
sin A ; a : : sin B : ^ (74)
Ce que nous disons des angles A et B pouvant s'appliquer au]^ angles A et C , nous aurons encore
sin A : a : : sin C, : c; (yS)
on dre de ces deux proportions
sin B : ^ : : sin C : <7. . . . , . . (76)
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tôt. Cette proposition, qui est fondamentale, se démontré plus directement de cette manière par la Géométrie : Fig. 3o. Soit un triangle ABC {fig. 3o); Payant inscrit dans un cercle, on décrira du centre O avec le rayon des tables un autre cercle ahc. Les rayons Oa, Oh , Oc de ce cercle étant entre eux dans le rapport de i à i , seront proportionnels aux rayons OA, OB, OC, qui sont dans le même rapport; ce qui établira la similitude des triangles ABC et ahc : on aura donc
BC : AC : AB :: ic r ac : ah :: \hc i { ac : \ah-^
mais \hCf \ac, \ah sont les sinus des demi-arcs hl, àh^ ak, demiarcs de même nombre de degrés que 6L , AH et AK (art. 7) ; or ces arcs BL, AH et AE. , comme moitiés des arcs BC , AC et AB , sont les mesures des angles BAC,ABC, ACB, qui ont leurs sommets appuyés sur la circonférence ; donc
BC : AC : AB :: sin A : sin B : sin C.
t02. Il est à observer que le sinus d'un angle obtus étant le même que celui de son supplément (art. 98) , il ^st nécessaire que Ton sache si l'angle opposé au côté AC est obtus ou Fig. 3i . aigu ; car, dans le premier cas , cet angle sera ABC {/îg» 3 1 ) , et dans le second , il sera AB'C. Remarquons , d'ailleurs , que les trois angles d'un triangle valant ensemble deux angles droits, le sinus appartiendra à Tangle obtus B , lorsque les angles A et G réunis vaudront moins d'un angle droit; tandis que le sinus appartiendra à Tangle aigu B' lorsque la somme des angles A et C surpassera un angle droit.
t05. Une chose peut encore nous arrêter, c'est qu'un triangle n'est pas toujours possible ; car^ quel que soit l'angle formé par deux côtés donnés , il faut que le troisième côté soit moindre que les deux autres réunis , en vertu du principe, que la ligne brisée surpasse la ligne droite.
t04. Au moyen du théorème deTart. tOO, on résoudra facilement le problème renfermé dans le cas suivant :
i^'cas, — Étant donnés le côté c d'un triangle ABC (fig- 28 et. 29) et les deux angles adjacents A et B, trouver les trois autres
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choses de ce triangle. D'abord on aura
C=: i8o — (A.H-B), et Ton déterminera ensuite a et b par les proportions
sin G sin G
sin A sin B
105. 2® cas, — Étant donnés le côté a , Fangle A qui lui est opposé et le côté h^ trouver les autres choses du triangle ; ces conditions ne suffisent pas , car le côté a pouvant avoir une de ces positions GB ou GB^ [fig* ^i)^ il faut, comme nous Fig. Si. l'avons dit ( art. t02}, que l'on sache de plus si l'angle B est obtus ou aigu ; cela est d'autant plus nécessaire , que dans ce second cas on est censé ne connaître que Tangle A , ce qui ne nous permet pas même de recourir au moyen indiqué (art. 102) pour vérifier si B est obtus ou aigu ; quand une condition ajoutée à celle du problème nous l'aura donc appris, on déterminera d'abord l'angle B par cette proportion
a : sin A : : h : sin B ;
ensuite , au moyen de A et de B , on trouvera
Cz= i8ô~(A + B) (77)
et enfin on obtiendra c par la proportion*
sin A : a \\ sin G : c,
ce qui revient à la formule
a sin G
sin A
106. Au lieu d^employer Tangle C, on peut, au moyen d^une formule usitée par les astronomes, exprimer le second membre de cette équation en fonction des angles A et B et de leurs côtés opposés.
Pour cela, Pangle C peut être obtus ou aigu; dans le premier cas, proloogeons indéfiniment le côté BC {Jig. 32) jus^u^en D, et menons la Fig.3a. parallj^le CE à BA ; nous aurons
DCA = DCE H- ACE,
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et en obseryant que les angles DCE et B sont égaux comme correupondants et que les angles ACE et A le sont comme alternes internes , en mettant B et A à la place de DCE et de ACE, nous aurons
DCA = B H- A ;
mais DCA ayant le même sinus que son supplément, il en résulte que
sin C = sin ( B + A ).
Fîg.33. ^ans î« second cas, prolongeons AB jusqu'en F (^. 33), et menons BG parallèle à CA, nous aurons
Vangle extérieur CBF = GBF -H GBC,
ou , parce que GBF est égal à A comme correspondant , et que GBC est égal à C comme alterne interne,
CBF = A -t- C.
On tire, de cette dernière équation,
C = CBF — A ; et y .en prenant les sinus ,
sinC = sin (CBF -'A); (79)
la formule (126), dans laquelle on prendra les signes inférieurs, uoas
donnera
sin (CBF — A ) = sin CBF cos A — cos CBF sin A ; . . (80)
or le sinus de CBF étant le même que celui de son supplément, nous pouvons remplacer sin CBF par sin B , et la formule (80) deviendra
sin (CBF — A) = tfln B 00» A — cos B sin A = 8in(B — A) j
substituant cette valeur dans Téquation ( 79) , et renfermant les deux cas dans un seul , nous aurons
sinC == sin(Bdb A);
mettant cette valeur dans Téquation (78), on aura
sin(B=fcA)
sin A
Fig.34. *^^- ^^ ^^' "~ Étant donnés deux côtés (fig. 34) BC = a, AC=: b et l'angle compris C, déterminer les trois autres choses du triangle.
Pour parvenir à la solution de cette question , nous allons démontrer préliminairement que lorsqu'on a la somme de deux:
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quantités et leur différence , la plus grande est égale à la demisomme plus la demi- différence de ces quantités^ et que la plus petite est égale à la demi-somme moins leur demi-différence.
En effet, soient j? et^ ces quantités inconnues dont la différence est a et la somme b , nous avons donc par la nature du
problème ^
x-hx=^9 ^—y=b; (8i)
ajoutautces équations, on trouve
ou x=|flH-|J (82)
Retranchant ensuite les équations (Si) Tune de l'autre, on
trouve
ou y=la^{b (83)
Cela posé , les côtés étant proportionnels aux sinus des angles qui leur sont opposés (art. 100) , nous aurons
a : ^ : : sin A : sin B ;
nous tirerons de cette proportion ces deux-ci :
« -+- ^ : ^ :: sin A -f- sinB : sinB, . . . . (84)
a — ^ : 6 : : sin A — sin B : sin B ; . . . . (85)
changeant les moyens de place dans les proportions (84) et (85), les seconds rapports étant les mêmes > il y aura proportion entre les premiers ; de sorte que nous aurons
fl -1- i : sin A -f- sin B : : « — b : sin A — sin B ;
changeant les moyens de place , il viendra
a -h b : a — b :: sinA-hsinB : sinA — sinB. * .(86)
Or nous avons vu (art. 46) qu'on avait
sinA-f-sinB : sinA— sinB::tang|(A-f-B) : tang^A— B);
Fig.34. substituant le second rapport au premier dans la proportion (86), nous obtiendrons
a -h b : a — b :: tangl(A-hB) : tang ^A — B). . . (87)
ce que Ton énonce ainsi : la somme des deux côtés est à leur différence, comme la demi-somme des angles opposés à ces côtés est leur demi-différence,
La demi-somme des angles A et B est connue , puisque Tangle C étant donné y on a
A-hB 1800 — C „ ,^ = = ûo« — I C.
Par conséquent ^ la proportion (87) fera connaître la demidifférence de ces angles. Représentons par m leur somme y et par n leur différence , et supposons que A surpasse B ; nous aurons, en vertu des équations (82) et (83),
au moyen de l'un de ces angles et de son côté opposé , on déterminera facilement le côté c par la proportion suivante , qu'on déduira de la proportion (76 ) ,
sin A : sin C : : a : c (88)
i08. Si dans Téquation (84) nous changeons les moyens de plabe,
nous aurons
a -{- h : sin A + sin B :: h : sin B ;
remplaçant le rapport 6 : sin B par celui-ci, c : sin C, tiré de la proportion (76), nous aurons
a -+- h : sin A + sin B :: c : sin C;
d^où nous tirerons
(a H- b) sin C
sin A -h sinB*
On peut mettre cette équation sous une autre forme. En effet si , dans la première des formules (a8) , nous faisons 2a = C, nous obtiendrons
« . ^ asin^Ccos^C , ,
sin C = ~ i— j . . (90)
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ei si dans Téquation (46) nous faisons a = A et /3=-B, elle nous donnera, en mettant le second membre à la place du premier, y
. i_ . p asini(A-hB)cos|(A~B). ^ ^
sm A -f- sin B = ^-^ ^ 1 ... (91)
introduisant dans Péquation ( 89 ) les valeurs de sin C et d^ sinÂ+sinB données par les équations (go) et (9c), nous trouverons
_ ( g -h ft) sin \ C cos \ C *" ~ sini(A-hB)co8i(A-B) ' ^^^
or sinHA-l-B) = sini(i8o — C) = sin(9o — iC) = co8; C. Au moyen de cette expression , Téquatidn (ga) détiendra
— (^-^^) sinjCcos^C '^"" cos-i(A — B)co8iC '
supprimant le facteur commun , il restera
(«-+-«) sm j C '= co.i(A-B) ' '••••(93)
c*i qui nous fournit un nouveau moyen de trouver la valeur du icôté c. La différence A — B sera donnée (art. 107) par la proportion (87), de laquelle on tire
tang.i(A-B) = ^^tangi(A-+.B)j (9V;
on peut même délivrer le second terme de cette équation de la quantité A-i- B; car Téquation
donne |C = 96 — ^ (A -h B), ^
d'oùl'ontire |(A-+-B) =90 — iCf
et en prenant les tangentes ,
tangKAH-B) = tang(9o-iC) (gS)
Or il est évident que tang (90 — i C ) n'est autre chose que la tangente du complément de Tangle^ C, c'estrà-djre est la cotangente de cet angle. Remplaçant donc tang (90 —| C) par cot ^C dans Téquation (95), nous aurons
tangi(A-+-B) = cotiC;
par conséquent, Téquation (94) deviendra
tai.g4(A-B) = î^cot.;C.
Telle est la formule la plus simple qui déterminera la valeur de hi demidifférence des angles A et B.
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109. ^cas, — Connaissant les trois côtés d'un triangle , déter- Fig. 34. miner les angles. Soient toujours [fig. 34 ) «5 ^> «^ les côtés opposés aux angles A, B, G, et supposons d'abord l'angle A aigu; si du sommet G nous abaissons la perpendiculaire GD, les triangles GBD, CAD nous donneront ces deux valeurs de CD' :
CD' = BC — BD% CD» = KO — AD
éliminant GD% il viendra
BC' — BD' =r AG' — AD% d'où nous tirerons
BC = AC -h BD'— AD'; i^mplaçant BD' par (AB — AD) ' et réduisant , on obtiendra
BC' = AC -f- AB' — 2AB X AD,
ou ' û' = ^' -f- c' — 2c X AD; (96)
et comme, en prenant le rayon pour unité, on a (art. 8ô )
AD = ACcosA ou AD = 5 cos A; (97)
en substituant cette valeur dans l'équation (96 ) , nous aurons
a* =: ^' H- c' — ihc cos A (g8)
Si l'angle A est obtus, le triangle étant alors représenté par ABC Fig,35. ^fig, 35), la perpendiculaire CD' tombe sur le prolongement AD' du côté BA, et nous avons ces deux valeurs de CD",
C'D" = BC" — BD", ÇlDf^ = AC — AD".
En les égalant entre elles , et en remplaçant BD" par sa valeur AB 4- AD', on trouve , après avoir réduit ,
BC = AC" -+- AB^ -h 2 AB X AD',
ou /i' = fc' 4- C H- 2c X AD'; (99)
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àm ce cas y au lieu 4e Téquation (97 ) , nous aurons
AD' = ^ X — cos A.
£ne(fet,lesanglesCAB, CAD' se trouvant, l'un touméàdroîte, Fîg»35. l'autre tourné à gauche p leurs cosinus sont ^(psignes contraires , par la même raison que si la droite AD est positive , la droite AB^ sera négative; ainsi nous aurons ^
AD' = -^ ^ cos A. (*)
Cette valeur étant substituée dans réquation(87), la convertit
en
à^ z= b^ -^ c^ — 2bc cos A) . . . • (100) et nous retombons dans Féquation ( 99), ce qui nous montre que cette équation convient aussi bien au cas de l'angle A ajgu que de Tangle A obtus.
ilO. Pour distinguer ces cas Tun de Tautre , on sait par la Géométrie que le premier arrive lorsque la somme des carrés des côtés qui forment Tangle surpasse le carré du troisième côté; et qu'au contraire cet angle sera obtus lorsque la somme de ces carrés sera moindre que le carré du troisième côté.
On tire de l'équation (100)
cosA= 7 (101)
lit. Cette valeur de cos A se composant de plusieurs carrés, la formule (loi) se prête peu commodément aux calculs
(*) C'est ce que Ton peut voir encore en cherchant la valeur de Tangle obtas BAC, par la formule (26) , dont ota prend le signe inférieur ; car en eoBsidérant que sin 180 étant nul , la fonnula (26) réduite à son premier terme, on a
cos BAC = cos (1800 — A) =. — I X cos A = — cos A.
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OÙ Ton emploie les logarithmes. C'est pourquoi nous allons chercher une autre formule.
Remplaçant cos Apar sa valeur tirée de l'équation 3o (art. 57), dans laquelle nous ferons r = i et a = A , nous trouverons
cos A = I — 2 sin*{. A; (^^2)
mettant la valeur de cos A donnée par Féquation (10 1), on obtiendra
I— 2 5in^iA= ^^^ (io3)
Changeant les signes et transposant l'unité dans le second membre, il viendra
2 sm * -y A = I H r ;
réduisant le second membre au même dénominateur, on trouvera
sm»iA= p^ , . . . .(io4)
et par conséquent
et , observant que la différence de deux carrés m^ — n^ est (m -{- n)(m — tî) , on aura
sin , A — ^^^ ,
tirant la racine carrée , on aura enfin
«n^ A = y^ -L^^ /. . . (io5j
Rjeprésentant le demi-périmètre du triangle par s , nous aurons
a -^ b -h c = 2JJ
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d'où DOQS tirerons
substituant ces valeurs dans Téqùation ( io5) , nous obtiendrons
siaiA = y^£HÇZÏ),.... (.06)
ce qui nous indique ce procédé pour obtenir le sinus de la moitié de l'angle A : retranchez successivement du demi-péri^ mètre chacun des côtés qui forment l'angle, et divisez le produit des deux résidus par celui des côtés adjacents à l'angle; et tirez la racine carrée du quotient.
112. Le sinus déterminé par cette équation appartient au cercle dont le rayon est l'unité ; si Ton voulait avoir le sinus du cercle décrit avec le rayon des tables , on le déterminerait par cette proportion
/{s — c)(s— b) i : r :: y ^ ^^ ^ : sinus tabulaire ;
ce qui nous donnerait > pour le sinus tabulaire,
ils. Nous pouvons aussi déterminer Tangle A par le cosinus. Pour cela , reprenons réquation (io4),et substituons-y la valeur de lin' \ A tirée de la formule (i), qui lorsque le rayon est pris pour unité, et que a est remplacé par -^ A, devient
sin* I A -H cos* f A = I, nous aurons
.-C08'iA = p^ ,
changeant les signes, et transposant Tunité dans le second membre, on
•ara ,
cos' ^ A == I H TT- >
he
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réduisant au même dénominateur, et effaçant les quantités qui se dé* truisent, il restera
COS' i A :^ TT »
donc
cos' i A = ^ 7T '
et en décomposant la différence clés carrés en deux facteurs , il viendra
co»» I A =s ^ ^ j
faisant
i ■+- c -i- a = a* , on aura
slibstitdâttt ces valeurs et rédoisant, il restera
et y en tirant ta racine carrée,
cosAA = ^' ^ ■ rr: ^) (,08)
Cette équation, comme Péqualion (106), a lieu dans Phypothèse du rayon pris pour unité ', mais si Ton voulait qud le cosinus fût celui des tables, en veHu du procédé dont nous avons fait uSige (art. tiS)) nous aurions, pour le cosinus tabulaire,
cos i A = r y-^^^—l (109)
Enfin on peut exprimer la valeur de l^ngle au moyen de la tangente \ pour cela, il suffit de diviser Téquation (106) par réquation(io6), ce qui donnera
tang i A = 1/^ — '/^ . \ V s [s — a)
114. Enfin nous trouverons (comme dans Tart. tl2), pour la tangente tabulaire,
UngiA = ryL_2i_J („o)
La formule (no), comme la formule (107), nécessite remploi de quatre logarithmes, mais lui devient préférable lorsqu^on cherche'deux angles ;
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car si, par exemple ,- le second est B , nous ayons
Or la première des formales (111)9 ot celle du n^ 107, ont deux logarithmes communs, saToir, ceux de 5 — c et de c; tandis qu^entre la formule (110) et la seconde des formules (i 11) il y en a vtrois ; ceux do s, des — b et de j — c; dans ce dernier cas, on a un logarithme de moins à chercher.
CHAPITRE IX
Application des règles prescrites dans ta résolution des triangles obUquangles à des exemples.
PROBLiliE P'.
lis. Proposons^nous d'évaluer la distance AG qui existe [fig. 36) entre le pied A d'un arbre et la porte G d'un édifice, p. 3^ Pour cela , supposons qu'ayant mesuré une base arbitraire AB et les angles A et B , on ait trouvé AB = 68", A == 46**, B == 61** ; ajoutant l'angle A à l'angle B , on trouvera que leur somme est de 107 degrés; cette somme étant retranchée de 180 degrés, on trouvera 78 degrés pour la valeur de Pangle G , et Ton établira (art. 100) la proportion suivante :
sin73« : AB :: sin46» : BG, ou sin 73° : 68"» : : sin 46* *: BG ;
donc * BG = 68 sin 46«
sin 73°
Opérant par logarithmes , on a
log G = log ^in 46" -+- log 68 — log sin 73**,
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ce qui nous conduit à cette opération :
logsin46^ = 9,856g34i
log68»= 'i,832 5o8g
pompl. du log de sin 73® = 0,0194037
Supprimant le premier chiffre à cause du complément, il reste 1,7088467, logarithme qui répond à Si"™,! 5.
Problème II.
Fig. 37r 116. Mesurer la largeur AB d'un précipice (fig. 37 ) ou d'un étang (fig. 33) y lorsqu'un opérateur qui a établi sa station en A , arrétépar des obstacles invincibles, ne peut se transporter vers^. On dirigera un rayon visuel AG vers un point G situé du côté opposé à A. Ge point étant situé hors du précipice où de l'étang, l'angle ABG sera nécessairement obtus; mais on ne pourra mesurer que Fangle A , et par des moyens trigonométriques, on parviendra à connaître les côtés AG et BG du trianglie ABG. Supposons qu'on ait trouvé
AG = 1 39™, BG = 95s A = 42%
on tombera dans le second cas de la résolution des triangles pbliquangles , ayant deux côtés et un angle adjacent à l'un d'ei|x, on déterminera donc l'angle B par la proportion
95"* : 139°* :: sin 42° : sinB;
opérant par logarithmes , on aura
log sin 4^** = 9., 8255 109
log 139°* = 2,1430148
çompl. du log de 95™ = 8,0222764
Betranchant 10 unités à la caractéristique, il restera
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cherchant ce logarithme dans les tables, on trouve qu'il répond au sinus de 78^1 5^
L'angle B étant obtus, ce sinus ne peut appartenir qu'à l'angle CBD, supplément de ABC; donc l'angle ABC, qui est égal à i8o° — 78°i5', équivaut à ioi®45'.
Ajoutant cet angle à l'angle A , on trouve
A -h ABC = 143*45' pour la somme de ces angles.
Cette somme étant retranchée de 180 degrés, il reste
36*» 1 5' pour l'angle C.
Nous pouvons donc maintenant établir la proportion suivante pour déterminer AB :
sin42** : 95"* :: sin36Sï5' : AB. Appliquant les logarithmes à cette proportion , nous avon^
loggS"* = 1,9777236
logsin36®i5' = 9,7718160
compl. du log desin42° = 0,1744891
Retranchant une dizaine de la caractéristique , à cause du complément, il reste i, 924027 7 , logarithme qui répond au nombre 83™ 96.
Problème III.
117. Trouver (fig. 39) la distance qui existe entre deux points Fig.39, inaccessibles.
Ayant pris les stations A et B desquelles on puisse voir les deux objets C et D , on mesurera la base AB , ainsi que les angles en A et en B du triangle CBA; on déterminera^, par le 1" cas de la résolution des triangles obliquangles , le rayon visuel BC; et ensuite, à l'aide du triangle ADB, dans leqi^el on connaît la base AB et les deux angles en A et en B , on
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déterminera le rayon visuel BD ; et si Ton retranche ensuite l'angle CB A de Tangle DBA, on connaîtra l'angle CBD compris entre les deux rayons visuels que Ton vient d'obtenir. Il sera donc facile de déterminer le côté GB par le 3* cas de la résolution des triangles obliquangles.
Par exemple, si l'angle CBD a été trouvé de 28 degrés , et si par le i'*" cas de l'égalité des triangles on a ainsi évalué les
rayons visuels
CB = 38"*, DB
la somme de ces rayons visuels sera de 64 mètres , et leur différence de 1 2 mètres.
Quant à la somme des angles C -et D du triangle CBD , elle se trouvera en retranchant de 180 degrés l'angle CBD , qui, d'après l'observation, a été trouvé de 28 degrés ; ce qui donnera i52 degrés pour C H- D. Donc la demi-somme de ces angles est de 36 degrés , et l'on pourra établir cette proportion en vertu de l'art. 107 :
CB4-BD : CB — BD :: tang|(D-+-C): tang|(D — C),
ou 64 : 12 :: tangue» : tang|(D— C);
opérant par logarithmes,
log de tang de 76** = 10,6032289
logdei2"* =: 1,0791812
compl. du log de 64" = 8, 193820 o
Son^me .... 19,8762301
Retranchant i o à la caractéristique , à cause du complément , il restera 9 , 876 23o 1 , logarithme qui appartient à la tan* gente de 36** 56', demi-différence des angles D et C. Par conséquent (art. 107) ,
le plus grand angle = ^ somme -h \ différ. = 1 12** 56' , le plus petit angle = \ somme — \ différ, =r 39° 4' 5
f t comme le plus grand angle est opposé au plus grand côté ,
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on a
angle CDB = 1 1 2« 56', angle BCD = Sg^ 4' ;
on pourra donc enfin (art. 89 ) déterminer CD par la proportion
sin39«4' : 26 :: sin28" : CD;
opérant par logarithmes, on aura donc
log de sin 28*» = 9 , 67 1 609 3
log de 26" = 1 ,4^4973 3
compl. du log de sin 89^,4' = 0,200 5o4 9
1 1 , 287 087 5 et Ton voit que le logarithme de 1,2870875 répond à 19°*, 368.
Problème IV.
ii8. Déterminer trigonométriquement l'angle qui existe entre les rayons visuels AB, AD (fig. 4o)» dirigés vers deux pig. /jo. objets M et N , sans recourir au graphomètre et à aucun autre . instrument propre a mesurer les angles.
Pour cela, ayant pris arbitrairement deux points C et B sur les directions AM et AN de deux rayons visuels qui partent du point de station A , on formera le triangle ABC , dont on mesurera les côtés. Supposons qu'on ait trouyé
AB = 46 décimètres y AC = 4^ décim ., BC = 28 décim . ;
si Ton représente par 2 ^ le périmètre du triangle ABC , on * ,
aura (art. fil) . '" "•
46+ 4^ H- 28 ou 1 16 déc, =:2s, et par conséquent 58 déc, = ^; donc
(«-o)/j_ é) = (58-4^) (58-42)= 12 X 16=192, • introduisant ces valeurs dans la formule (107), changeant le
radical en exposant fractionnaire et opérant par logarithmes, on
trouve
logsin|A=: 10 4-log (-^^1' ; . . . . (lia)
ou , d'après la propriété de logarithmes (art. 64),
logsin|A= lô 4-ilog-^;
ou , conformément à la règle prescrite (art. 76) pour les logarithmes des fractions ,
log sin j A = 10 — I [log 1932 — log 192] , et en effectuant les opérations,
log sin I A = 10 — o,5oi 352 9; et en faisant la soustraction indiquée ,
log sin| A = 9,498647 i;
ce logarithme appartenant au sinus de 18^22', nous avons
Si l'on voulait connaître les autres angles , cela serait facile, puisqu'il suffirait maintenant de faire usage du moyen prescrit p^r l'art. iOO , pour déterminer l'un de ces angles.
Problème V.
' ii9. Tromper la hauteur verticale d'une montagne ou d'un
clocher.
p. , Ayant choisi deux points de station A et B {fig» ^\\o\i Ton
transportera successivement le centre du graphomètre y^ont le pied est représenté par les droites Ka et Bé , on mesurera les angles CAB , CBA ; et opérant comme l'exige le premier cas des triangles obliquangles , on déterminera le' rayon visuel AG ;
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on mesurera ensuite l'angle CAD, et l'on connaîtra dans le
triangle rectaogle CAD, outre l'angle droit D, l'angle CAD et
le côté CA; par conséquent, au moyen de cette proportion
(art. 86)
r : sinA :: AC : CD,
on déterminera la distance CD du point C à la ligne horizontale AD, et Ton y ajoutera la longueur du pied de l'instrument «
' Problème VI.
l!M). Des mineurs (fig. 42) creusent une montagne, et ayant Fig. 47. travaillé dans le sens de A en D , sont arrivés aur point D; on demande à déterminer la direction que doivent prendre d^au' très mineurs qui sont derrière la montagne, pour être dans le même alignement.
Prenant un point de station C qui aperçoive le point A et la partie postérieure de la montagne, on mesurera l'angle DAC, l'angle arbitraire ACB et le côté AC ; comme dans le triangle ACB , on connaît deux angles et un côté compris , on calculera le côté CB qui déterminera le point B de l'alignement.
n ne s'agira plus que de connaître un autre point G de cet alignement. Pour cela , opérant de la même manière , on mesurera l'angle arbitraire ACG , et on calculera dans le triangle ACG le côté CG du triangle ACG , dont l'extrémité Q sera dans Talignement demandé.
Problème VII.
I2i . On peut se proposer cet autre problème qui a beaucoup d'analogie avec le précédent: Deux points AetB (fig. 4^) étant Fig. 42donnés de chaque côté d'une montagne , on demande dans quelle direction doivent être placés des mineurs; pour qu'ils se rencontrent suivant l'alignement de AB.
Pour cela, ayant pris un point de station C qui aperçoive
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les points dannéft A et B, et l'angle compris ACB, od mesu' ren les dbtaaces AC et CB aux poinu de itatioas A et B ; et alors, au moyen du 3' cas de la résolution des triangles oblîquangles, on trouvera les angles A et B , et par conséquent les directions des droites AD et GB.
I. Il pourrait arriver que d'un point C {Jîg. 43} on ne pât voir à la fois A et B. Dans ce cas on cherchera un autre point 1 qui aperçoive A et C ; et ayant mesuré l'angle ALC et les côtés AL , CL du triangle ACL , on déterminera le cdté ÂC et l'angle ACL par le 3* cas de la résolution des triangles obliquangles ; et comme le point C , par hypothèse, peut voir les points L et B, on mesurerait l'angle LCB, duquel retranchant ACL, Il resterait ACB. H ne s'agirait plus que de mesurer CB , et ayant alors un angle compris entre deux côtés , on retomberait dans le 3* cas de la résolution des triangles obliquantes.
phobumb vm.
}. 19H. D'uapoinlA (Bg. ^) , liiué air ane colllm , Jétermimr la largnr d'une rU-lèrt IntcceiiihU f u'on aperpiit dans la plaine.
Aiintprli une base AB et mMuri lei anglei A et B du triangle ABC, js ealculetai la laogneur da rayon TÏsufll ifui, partant deB, abonlil au poiDt>Cj par une mtoie opération, je troDTerai la longueur da nijoB TÎBuel BDi et, mesurant l'angle CBD, j'aurai dan* le triangle BCD an angle eu B , compris entre des cAtëa eonnus ; je pourrai doac déterminer la lalenr CD. Par des opérations lemblalileB, j'nbtieadrai iea valenra de CE et de ED. Ayant troufé ainsi les trois e«l«s da triangle ECD, le4*cai de la réaolulion des trianglea obllquanglea mefera caunattre l'angle D; et la pcrpendicnlaire CF, qui est la largeur de la rivière, aura poor >nCDcoBD(art. 78).
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THËORIE
CHAPITRE PREMIER
De l'application de l'analjrse déterminée à la solution des problèmes de Géométrie,
125. L'Algèbre étant la science des rapports qui existent entre les quantités , on sent qu'elle doit être d'un grand secours dans la résolution des problèmes de Géométrie y dont le but est toujours de découvrir certaines propriétés dont jouissent les lignes 9 les surfisices , ou les volumes. Mais il sera plus difficile de se former une idée claire des circonstances que ce nouvel usage de l'Algèbre doit faire naître. Un seul problème jettera un grand jour sur cette matière.
124. Proposons-nous de trouver la base d'un triangle d'une hauteur connue, et dont la surface soit égale à celle d'un carré donné.
Soit a: la base cherchée , h la hauteur, et c le côté donné du carré : la surface du triangle sera •;- hx-y comme elle doit égaler le carré c', on aura donc l'équation \ hx = c^.
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Cette équation résolue donne a: = — . Ce résultat indique
que X doit être une troisième proportionnelle à f ^ et à c. En effet, on voit que le quatrième terme de la proportion
^ A : c : : c : J7 , est égal à — .
Fig. 45. Si Ton prend donc deux lignes (Jig, 45 ) AD = 7 A, CD =n c , formant entre elles un angle droit ; qu'on unisse les points A et C par une droite AC , qu'au point C on élève sur AC une perpendiculaire CB, la partie DB sera la valeur de x; car la ligne DC étant une moyenne proportionnelle entre AD et DB, on aur»
AD : CD :: CD : db,
ou « \h : c :\ c \ Xy
d'où l'on tire jc = -— .
iâS. Si nous examinons la marche que nous avons suivie, nous verrons que ]a résolution de ce problème se compose de trois parties : la première consiste à mettre le problème en équation , la seconde à leVésoudre y et la troisième à déduire de la valeur de x le procédé géométrique qui doit déterminer cette inconnue ; c'est ce qu'on appelle construire la formule.
£26. Différentes propositions de géométrie peuvent servir, suivant le cas , à mettre le problème en équation. Celles du carré de l'hypoténuse et des lignes proportionnelles en sont les principales. Le dégagement de l'inconnue ne peut offrir d'autres difficultés que celles qui tiennent à l'Algèbre ; mais il^ n'en est pas de même des constructions , ainsi que nous le verrons dans la solution des problèmes suivants , qui serviront à éclaircir ce que peuvent avoir d'abstrait des idées trop générales.
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Problàhe I. '
Inscrire un carré dans un triangle,
127. La solution de ce problème se réduit à trouver sur la hauteur SG du triangle SOK [fig* 4^) ^^ point I, tel que la pa- Fig.46rallèleMN à la base, menée par ce point, soit égale à IG.
Représentons par a la base OR^ par b la hauteur SG, et par J7 et 2 les lignes inconnues IG et MN : les côtés OR et MN étant parallèles , on aura la proportion
a \ z \\ b : b ^ Xy
d'où Ton tire ab — ax z=: bz.
Si nous ne considérons que cette équation , la valeur de x est indéterminée. En effet , cette équation n'exprime que la condition du parallélisme des côtés OR et MN , et convient par conséquent à tous les rectangles inscrits dans le triangle : il *faut donc une seconde équation pour distinguer, entre ces rectangles , celui dont les côtés sont égaux : cette nouvelle équation sera z = j:.
Substituons cette valeur dans l'équation précédente :
, . ab
on obtient x =
i28. Pour construire cette valeur, on formera un angle arbitraire BAC (Jig. 47 ) > et prenant F>lî«47«
AD = ^, DB = <i = AC,
si l'on mène la parallèle DE à la ligne BC, qui joint les extrémités B et C, la partie AE sera la valeur de a?, car la propriété des lignes proportionnelle nous donne
AB : AC :: ad : ae,
ou rt -h ^ : « :: ^ : AE,
8a TSBoaix ous govbbks du stLCon» oftimcé
ab
d'où Ton tire AE = r = x.
129. On peut construire la valeur de x d'une manière plu» élégante. Pour cet effet , sur la base. OR = a de ce triangle Fig.48. [fig, 48 ) j formes un carré RT , et de Pextrémité S de la hauteur SG = ^ menez à Tangle T du carré la droite ST. Ia perpendiculaire PM ^ élevée au point où TS rencontre la l»ase y déterminera le côté du carré demandé : car les triangles semblables STU, SPG donnent la proportion SU : SG :: ST : SP, et les triangles semblables STO , SPM donnent cette autre proportion TO : PM :: ST : SP; et à cause du rapport commun ST à SP, on tire de ces deux proportions cette nouvelle
SU : SG :: TO : pm;
TO . SG ab
donc PM = ^^^ _
SU a
Problème II. ^
Fig. 49. 136. Partager une ligne AB (Jig, 49) ^/* deux parties. Belles que le rectangle qu'elles forment soit égal à un carré donné,
Nommons c le côté de ce carré , a la ligne donnée , et x Tune des parties : Fautre sera a — Xy et par conséquent
Cette équation, étant résolue , donne
j? == la -I- sIt^^ "^^^ ^* jc = |a — v'i tf^ — c*.
Ces deux valeurs sont positives, parce que )l\ a^ — c^ ne peut qu'être moindre que sTÇa^ ou que \ «*
151. Sî l'on ajoute ces valeurs de x ensemble, on verra qu'elles reproduiront a; ce. qui nous apprend qu'elles représentent chacune l'un des côtés du rectangle cherché; et, en effet, n'ayant distingué l'un de ces côtés par aucune condition 4)articulière , x conviendra indistinctement à Tun et à l'autre-
noBLims de géoh. résolus Pàm L'ANfti.Tsx DiârB&MiNéE. 83
La partie radicale devieni imagiBaîre, lorsque c surpasj|e y a; cela nous indique que le cété du carré ne doit pas excéder la moitié de la ligne donnée y pour que le problème soit possible.
152. Les valeurs de ^ se construisent de la manière suivante. Soit AB = fl {fig. 49), EB = ffl, je décr^ sur EB=|« un Fîg.49. demi-cercle EMB, et je prends une corde BM z=. c. La ligne M£ sera la valeur du radical ; car Tangle £MB étant droit , la propriété du carré de Thypoténuse donne
EB' = MB» + EM%
(Ml la»= C» 4- EM%
d»où l'on tire EM = sj ^ a' — c\
On prendra ensuite EN = EM , et mettant EN à la place du radical dans les valeurs de Xy la première deviendra
^ = I « -h EN = AE H^ EN = AN,
et la seconde se réduira à
^ = |à — EN = EB ~ EN = NB.
p&oBLiuE m.
155. Dwiserun triangle, par une parallèle à sa hase , en deux parties qui soient dans le rapport de m an,
IVommons a la base AB {fig^ 5o) de ce triangle AB.C> et h Fijy.So. hauteur CH, et représentons par G le point cherché par où doit passer la parallèle £F qui divise le triangle dai;^ J^ rap{y)rt demandé; les quantités inconnues sont QG = x^ EF :r; z»
Le parallélisme des lignes AB et EF nous donAe la proportion
AB : EF : : CH : CG
ou a : z :: ^ h : Xy
d'où Ton tire ax =: hz,
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. Il ne s'agit que de trouver une seconde équation qui expriihe la condition que la surface ABFE soit à la surface CEF dans le rapport àe m k n.
Le trapèze ABFE = ^^ (^ — *)•
ZX V
Le triangle CEE = — .
Par conséquent 9
(a -4- z) ,, , zJt
égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, et supprimant le diviseur commun 2 , on a
n [a -^ z) (h — d?) = mzx.
Mettant pour z sa valeur tirée de l'équation ax-= hz^ cette
seconde devient
max^
Multipliant par A, et supprimant a qui entre comme facteur dans chacun des membres, il viendra
n [h -h J?) [h — x) ■=: mx^y
bu n [h^ X^) = »fJ7%
d'où l'on tire x = ±:\/ — — - .
Fig. 5i. IS4. TPôur construire cette valeur, on prendra [fig* 5i) AD = m H- >? , et au point D on élèvera la perpendiculaire DC= A; et ayant tiré la droite AC, on construira en C l'angle droit ACB ; et la ligne GB, en venant rencontrer le prolongement de AD, déterminera la partie DB qui aura pour
expression — ; — .
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Cfir DB est une troisième praportionnelle aux ligues m + /t ^h...{^^X^^ <ljuas Fart. 194 un semblable cas.)
Ayant ensuite pris DE = /t, et décrit sur £B comme -diamètre le demi-cercle £MB , la ligne MD sera la valeur de x , attendu que la proportion
DB : DM:: dm :ed, ou : DM :: dm : «,
4onne , eo. égalant le produit des extrêmes à.celui des moyens,
m -\- n et tirant la racine ,
DM = dt\/I^=^.
11^ est évident que la partie positive DM doit être portée [fig. 5o) de G en G; et^ comme nous l'avons démontré dans Fig. 5o. la Trigonométrie (art. 26), la valeur négative doit l'être dans le sens contraire ; c'est ce que nous allons de nouveau > çonfirn\er par les considérations suivantes.
135. L'attribut des quantités négatives étant de sous-entendre un rapport d'opposition avec les positives , tel qu'une valeur positive so^t toujours détruite par une autre négative é^e, l0 présence d'une quantité ppsitiye devient nécessaire pour qu'on sache ce que signifie la négative.
Ainsi ayant trouvé un résultat tel que — a , pour en interpréter le sens y comparons-le à + ^ ? et ajoutons à Tune et à l'autre de ces expressions la quantité positive -f- c , plus grande que a y nous aurons les deux^quantités positive» c + a et c — a.
Si la ligne positive c + ^ représente la distance de D eu X {fig» 52), composée de DA=:c et de AX=a, la Fij.5a. ligne c — a représentera une distance moindre que nous
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devrons par conséquisnt porter dam le même sens de D en X' : or la distance XX' est égale à la différence sa des quantités 4?-ha et c — a;etside XX' = na on retranche AX = a , on venra que la ligne négative — a détermine un point %% situé à une distance de A représentée par a , mais portée en sens contraire que celui selon lequel on devrait porter la ligne positive + a : donc Fidée de la ligne négative nous rappelle celle de la positive qui lui est ^ale , et nous voyons que la négative doit être portée dans un sens opposé.
156. Il résulte de ce qui précède que puisque la valeur an radical prise avec le signe positif est représentée (fig. 5p} parla ligne GG , si Ton prend dans le sens contraire CG'= GG » on déterminera un second point G' qui satisfera au problème; en effet, puisque nous n'ayons pas exprimé analytiquement de quel côté notre triangle AGB était tourné , sa position reste indéterminée; par conséquent , en menant la parallèle £'F% le triangle E'F'G résout le problème d'une seconde manière.
P&OBIiiME lY.
£57. Sur le côté KC d'un triangle ABC, irout^run point M Fîff. 53. '^^ ^"^ ^^ parallèle MN à la base AB (fig. 53) de ce triangle soit égale à une ligne donnée m.
Soient AB = a, AC = ô, MN=iw, AM=:a?, on aura, CM = ^ — 07 ; et les triangles semblables GAB ^GMN donneront la proportion
AB : MN :: ag : gm,
ou a\ m :\ b ;. b^x\
d'où l'on tirera ab — axzémb^ ........ (ii3}
ab -^ mb et par conséquent x = -
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ety en observant que b «st facteur commua,
i58. Par l'énoncé du problème , la ligne cherchée est plus, petite que AB; cette condition est sous-entendue lorsqu'on suppose que dans Téquation (ii^)a — m est une quantité positive ; mais avec cette restriction , le problème n'embrasse pas le cas bien plus fréquent où la ligne donnée M'N^ surpasserait AB. On sent que dans cette seconde hypothèse M' N' ne peut tomber que hors du triangle ABC. C'est ce que l'Algèbre nous montre , car lorsque m surpasse a y la quantité a — m devient négativedans la formule (114)9 qui peut alors s'écrire
t59. Dans cette seconde hypothèse , x étant donc négatif^ BOUS voyons que le signe même est compris dans l'inconnue. Maintenant que nous la connaissons , désignons cette inconnue avec le signe qui lui convient, en changeant ^en — x^ dans réquatioa (i i3) j on obtiendra celle-ci
ab -h ûA* = mb f
qu , papce que a est facteurcommun , devient
a{b -\^ x) =; mb , d'où Ton tirera la proportion
tf : « :: b : b 4-a?j
de sorte que nous voyons qu'au lieu de la différence b — «, qui exprime la distance du point A au point cherché , nous devons avoir une somme a -{- m de deux lignes qu'on portera de C en M' ; ce qui confirme ce que nous avons dit, que les lignes négatives doivent être portées en sens contraire des positives.
Cet exemple nous fait sentir comment on peut être conduit à une valeur négative, lorsqu'une restriction n'a pas été exprimée par TAlgèbre ; ou , sans qu'il existe une restriction dans renoncé d'un problème;^ lorsqu'une valeur de â?, que nous supposions positive, devait être négative, ou enfin lorsque X est susceptible de deux valeurs dont la négative nous indique une seconde solution du problème , à laquelle nous ne nous attendions pas.
140. On voit encore que les valeurs nég^tiyesf déterminent des positiçns de lignes différentes de celles que nou3 supposions d'abord. Aussi ferons-nous disparaître entièrement toute tracfî de lignes négatives , si renonçant à compter les a? depuis le point A, nous les comptons depuis le point C. Car dans ce cas nommant CM, x , et établissant la proportion
AB : MN :: AC : CM
ou a \ m \\ h \ x^
à*6^ l'on tire x =: - m,
£t l'on voit que , quel que soit m , x sera toujours positif.
141. Les valeurs négatives nous avertissent donc que nous devons prendre certaines lignes dans un sens différent de celui que nous leur supposons, erreur où nous avons pu être conduits par quelque restriction dans l'énoncé du problème; tandis que les valeurs imaginaires nous indiquent toujours quelque impossibilité dans une question proposée. C'est ce que nous allons voir dans le problème suivant.
Problème V.
«. -^ 142. Une ligne AB étant donnée (fig. 54 ), trvaçer sur sa direction un point C dont la distance en A soit moyenne proportionnelle entre sa distance en B, et la ligne entière.
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Désignons par a la ligne donnée AB, et par x la distance de A an point cherché : la distance de B à ce même point sera donc a — x, et l'on aura, d*après Ténopcé du problème , la proportion a — x\x\\x\ a-^ égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , on a
cette équation, étant résolue, donne
cette valeur est positive si l'on ne considè;re que le signe supérieur du radical , parce qu*on a
145. Pour construire cette première solution, élevez à l'extrémité de BA {fig> 56) une perpendiculaire AG égale à la ^lï*^» moitié de cette ligne. Par la propriété du carré de l'hypoténuse, on aura
I II N
retranchant G£= Y a, il restera pour £B Vt a* -f- «^ — \a.
144. La seconde valeur de x, qu'on trouve en prenant le signe inférieur du radical, montre que, dans le sens opposé à A, on doit trouver sur le prolongement de cette ligne {fig. 54) ^^8- ^• un second point C qui satisfait encore au problème; ce qui ne
(*) Nous ne mettons pas ici le signe ±:, parce que lorsque nous con- Tenons tacitement de quel c6té doit se porter CB, le signe qui nous lUndique derient inutile.
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doit pas surprendre 9 parce que rien dans l'énonoé n'indique si le point oherobé doit être sur AB ou sur son prolongement.
145. On peut d'ailleurs considérer que , dans la première solution 9 X se portant de Â en G , si nous voulons regarder x comme appartenant à la seconde , où nous savons que Tinconnue représente une quantité négative, il faut changer le signe dont x est affecté; ou, si nous ne le changeons pas, il faut adopter que ce que nous regardions oomme + to dans l'équation {a — x)a •=. x^^ doit être pris ici pour — x\ ainsi a — jr, qui est une différence , devient dans cette seconde solu^ tion une somme.
Et comme dans l'expression a — x , la valeur de x doit être* ôtée de AB, si Ton prend x dans un seD& opposé, son effet sera d'augmenter AB ; cette seconde valeur de x devra donc se porter de A en C, et (a — x) sera représenté par AB -f-AC, et notre proportion deviendra
C'B: AC :: AC : ab,
et satisfera encore à l'énoncé du problème , comme on peut le vérifier.
146. Nous venons d'examiner les deux hypodièses où la distance de A au point cherché est exprimée par une ligne AC tombant sur AB, ou par une ligne AC qui en est le prolongement; examinons maintenant le cas où il faudrait traverser
Fig. 55. toute la ligne AB pour atteindre le point C {fig* 55 ) situé sur le prolongement de AB, du côté de B, c'est ce qu'on pourrait énoncer ainsi : Trouver, sur le prolongement de la droite AB=:a, un point C" tel que la distance en k soit moyenne proportionnelle entre sa distance en B et la ligne entière.
Je vais démontrer qufaucun point de cette nature ne peut satisfaire au problème. En effet , la distance de A en C serait exprimée par a-\- Xj et la proportion deviendrait
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Or, il est impossible qu'une pareille proportion pdase sid>sister, car, dans toute proportion, le produit des extrêmes devant égaler celui des moyens , comme a -{- x surpasse à la fois a et a: , le produit (a + xY des moyens remporte nécessairement sur le produit ax des extrêmes. L'Algèbre nous manifeste cette impossibilité; car si nous réduisons notre proportion
en cette équation
ax=z (a -\- 0?)% on obtiendra
«' + «4? + jc' =: o ,
équation qui , étant résolue , nous donnera
qa , en faisan^ passer a ' hors du radical ,
Cette valeur imaginaire ne redresse donc pas l'énoncé de la question , comme les valeurs négatives , mais indique une absurdité dans cet énoncé.
PEOBLiMX VI.
Faire un triangle égal en surface au triangle ARC
(fig. 45), et semblable au triangle OSR (fig. 46). ^^8- 45
et, 46.
SoiefttAB=ic, CD = a', OR = g^, SG = â , or la base du
triangie cherché , et ^ sa hauteur : par la considération de *
l'égalité des triangles , on a l'équation
par la condition de la similitude des triangles , on a la pro^ portion "
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de laquelle on tire
hx.
Substituant cette valeur de x ^^^^ l'équation précédente, oi^
obtient
hx^ . cdg z=cd^ et x^ = -^'.
S tirant la racine ,
Fig. 67. 143, Pour construire cette valeur, on élèvera en O [fig* 5^) sur la base OR du triangle une perpendiculaire OL = «^ , et par le point L on mènera la parallèle LM à OR. On coupera arlntrairement cette parallèle par une droite OM y sur la direction de
\ cette droite on prendra OM et ON dans le rapport de A à ^ , et.
on mènera par le point N une seconde parallèle NE. La ligne 0£
de vaudra—-; car les triangles semblables OLM, OEN, donneiit h
la proportion
OM:ON::OL:OE
ou h : g V. d :0E;
donc OE = -/..
Prolongeant ensuite OE d'une partie OF = c , et sur £F comme diamètre, décrivant une demi-circonférence, la partie 01, dé- > terminée par la rencontre de la circonférence avec la base OR, sera la valeur positive du radical*; car 01 étant une moyenne proportionnelle entre £0 et OF, on a ^a proportion U
£0:01 :: 01 : of,
ds
ou -^ : 01 :: 01 : c;
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«galant le produit des moyens à celui des extrêmes y
OP = L^ , et tirant la racine , 01 = ± i /-^ • n V ^
149. Nous n^avons parlé que de la valeur positive de 01 ; il est évident que la valeur négative doit être portée de Pautre G6té du point O,' sur le prolongement de 01 , et sert de base à on second triangle qui résout encore le problème (*),
{*) Pour construire les triangles sur ces deux bases , substituons la nleur x = =b OI dans Inéquation jr= — > nous trouierons
r = d: CI -;
donc X a deux valeurs de signes contraires. La distance du point O au Fig. 57 . , pFedde cette perpendiculaire a aussi deux valeurs ; car la similitude da triaogle cherché au triangle OSR donne la proportion SG:OG :: HK: la distance de O au pied de la perpendiculaire. Donc cette distance
_ OG.HK _ OG^__j_OGqj h_
OG.OI
SG h h —g - g
Comme ces deux valeurs sont égales, et de signei contraires, on obtiendra la seconde en portant la longueur OK (Jig. 58} de la première de ^^6- ^* Oen K'. Ce sera donc aux points K et R' que devront s^élever des perpendiculaires égales à r ; et comme j a deux valeurs , on élèvera les quatre perpendiculaires KH, KH', K'H, R'H', et par conséquent noQS aurons sur les deux bases 01 et OF, quatre triangles qui satisferont au problème.
On peut remarquer que ces quatre solutions données par la combinaison des signes répondent à des positions différentes des lignes, et qoe rien , dans Pénoncé du problème , ne déterminant de quel cAté les lignes doivent être portées, TAIgèbre laisse cette position indéterminée; mais , si Ton veut se borner aux valeurs positives de x et de j, en admettant toujours Phypothèse que les valeurs positives se portent de gauche à droite , le triangle OHI résoudra seul la question.
Dans cet exemple, on voit comment la condition non exprimée par TÂIgèbre, que x et f doivent n^ètre que positifs, nous permet de choisir, parmi les solutions, 'celle qui remplit seule cette conditioil.
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Pboblâme Vn.
Fig. 59. *^* D*un point O donné hors du cercle AEDB (fig. 5g), me" ner une sécante telle, que sa partie CD interceptée par le cercle soit égale à une ligne donnée.
Soient 0B= a, OA z=zh^ CD ;= c, OC = Jr; lapropriélé des sécantes exténenres sons donne cetie proportion
OB : OD :: oc: OA,
ou a \ x-\-c \l X \ b\^
égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , on a
(x -\- c) X r=z ab ^ ou jT^-h ex = abi ,.'.»,,. .(ii5)
résolvant cette équation, on obtient
X z=: ±sj^c^-^ab — \c,
Fig. 59. Pour construire la première valeur [fig, 69), je mène par le point O la tangente OE au cercle A£D ; cette tangente étant moyenne proportionnelle entre OB et OA , on aura
OB : OE :: oe : oa, ou û : OE :: oe : ô,
ce qui donne OE' = «ô. Si à l'extrémité de la ligne OE , j'élève en E la perpendiculaire EF = y ^ > P^J* ^* propriété du carré de rhypoténuse , j'aurai
OF' = EF» H*- 0E
ou OF»=rjc'H-«è;
donc OF ~ V^|c' -+- ab.
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^ OF = FK, ou OK =r s/jc^ H- ab — le,
pour la première valeur de x. Avec une ouverture de compas é^e à cette valeur, et du point O pour centre , je décrirai Tare KG qui déterminera le point G par où doit passer la sécante OG, dont la partie interceptée dans le cercle est égale àc.
tiSl. A regard de la seconde valeur de x , qui est
ou plutôt a? = — (j^jc^ -h ab H- 7 <?) ?
on voit qu'elle est entièrement négative et doit être portée dans un sens opposé à celui de OG; cela résulte de ce que rien dans la solution du problème n'a déterminé si le cercle donné était à droite ou à gâéche ; aussi , en prenant OA' = OA, le cercl^ dont le diamètre A'B' = AB appartient-il à la seconde
valeur de x qu'on portera de 0 en G', puisque la valeur absolue de cette ligne , c'est-à-dire en la considérant à part le signe , diffère de la première valeur de x de la quantité donnée c,
itf2. On conçoit bien que la seconde valeur doit se porter en sens opposé ; mais on peut demander comment cette valeur négative résout le problème. Pour répondre à cette question, il faut remarquer que l'équation {x-{-e)x=^aby qui renferme les conditions du problème, étant interprétée de la manière la plus simple, nous dit seulement que la distance de O à un point inconnu G, et qui est désignée par x , forme avec cette même distance x , augmentée de c , un rectangle égal à ab , r^résenté par le produit OB X OA. La solution du problème nous a appris qu'en portant la valeur positive de a?, de O en G, et la négative de O en G', les deux points G et G ' jouissaient de la propriété demandée.
L'idée de la circonférence AGDB n'est donc pas comprise
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dans l'équation (x'^^c)x = ab} mais les points A , C ^ D ^ B nous rappellent , par la propriété des sécantes extérieures , à la seule vue de la figure , dans quels rapports doivent être les lignes OB , OA , OC , OD , et peignent en quelque sorte , à l'aide de la Géométrie , Ténoncé du problème. La seconde solution nous apprend que si l'on fait OB' = ^ et OA' = ^ 9 on doit avoir la proportion
OC : OB' :: oa' : od'; '
^ et pour que cette proportion se peigne encore à nos yeux par une figure géométrique , on peut mener un second cercle A'D'C, qui nous la rappelle par la propriété des sécantes extérieures.
135. Ce prcblème, dans le fond , est le même que le problème second : aussi remarquons-nous que dans le cas de la valeur négative , j? et x 4- c , devenant — a* et c — x , sont représentés par les lignes OC et OD', égales aux lignes OD et OC , qui étaient les valeurs de x + c et de a: , dans le cas de la solution positive. .
Peoblèhe Vin.
Fig.6o. 1S4. ^yant décrit dans un angle droit DAh [ûg. 60) les deux arcs qui ont le même centre A, partager Vespace DLBE en deux parties égales , par un troisième arc concentrique.
Soient AL = c, AB = ^, AT = a: : on aura donc
aire DAL — aire ZAT = aire Z AT — aire EAB ;
et comme en représentant par i : tt ( Tifote neuvième) le rapport du diamètre à la circonférence , Taire du cercle qui est décrit avec un rayon rest toujours exprimée par irr' (*); les aires
(''<) Il faut remarquer que la circonférence du cercle décrit arec le rayon r, ayant 'xr pour diamètre , on déterminera cette circonférence
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DAL, ZAT, EABy qui valent le quart des cercles décrits avec des rayons a, x et by seront donc respectivement
|7ra% ^TX^ et \i:b\
Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle deviendra
et en supprimant le facteur commun ~ tt, on réduira cette
équation à «^ — x^=zx^ — b^; et tirant la valeur de a?% on aura
a^ -h b^ a» — j passant à la racine ,
I8S, Pour construire cette valeur, on joindra les points ï'^g-^* D et B par une dmte DB ; sur cette droite prise pour diamètre, on décrira une demi-circonférence DGB, et partageant cette demi-circonférence en deux parties égales, au point G, la corde DG aura pour expression
En effet, DB^ = DA'' + AB^ = a» -h ^*; d'une autre part, DB' = DG» -h BG^ = 2DG»; donc
DG' = — = ^' "^ ^' -^ . /«' + b' 2 2
et DG = 1/—
On portera donc cette valeur de A en T et de A en T', et
par la proportion
I : w :: ar : awr
en multipliant a n r par { r, on aura tt r * pour Paire du eercle décrit aTec le rayon r.
q8 théorie des courbes du secowd ordre.
Ton aura les deux solutions du problème ; cette dernière est négative , et détermine Tare T'Z^ qtii satisfoit aussi au problème, puisque rien dans Téquation n'indique de quel côté doit être
situé Tangle DAL.
Problème IX.
1S6. Partager un arc en trois parties égales. Fiff. 6 1 . Soit ADB cet arc (Tfe- 6 1 ), le problème se réduit à trouver la corde AD d'un arc qui serait le tiers de ADB. Pour cet effet , imaginons l'arc ADB partagé en tpôîs parties égales AD , DE,EB; menons les rayons CA, CD, CE, CB; soit r l'un de ces rayons, a la corde AB, et x la corde cherchée AD. A cause de l'égalité des arcs AD , EB, la droite AB est parallèle à DE; donc l'angle AFD est égal à l'angle FDE comme alterne interne , et par conséquent à Tangle ADF, puisque le rayon CD partage l'angle ADE en deux parties égales, comme d'ailleurs on peut s'en assurer en remarquant que les triangles CAD, CDE ont leurs trois côtes égaux. Le triangle ADF ayant donc ses angles en D et en F égaux à l'angle CDE, est isocèle et semblable au triangle CDE ; donc
AF = AD = x; on prouTerait de même que
GB = EB = X ; donc Afl , qui éqviraut à AF -*- Gfe -h FG, donnera lieu à l'équàttoh
a = lix -^ FG (ii6)
Pour déterminer FG, cherchons d'abord DF : les triangles semblables CDE, ADF, donnent la proportion
CD: DE :: AD: DF, xm r : JC :: Jr : DF;
jp' x' r* — x*
donc DF = — et CF = r =
Les triangles semblables CDE, CFG donnent cette seconde proportion
CD :DE:t CF :;FG,
ou r : X :: : FG= ^ — ^.
Substituant cette valeur de FG dans l'équation (ii6), nous aurons
«=•10: H j-i — X, ou a= j-^ (117)
PROBLÈMES DE GÉOM. RESOLUS PAE L^NALTSE DETERMINEE
L'ineonnae houe étant donnée par une équation du troisième degré , ooas ne donnerons pas la construetioD qui dépend d^un procédé que nous ne pourrons faire connaître que lorsque nous parlerons de la détermination des racines des équations du troisième degré par Pinterseotion ctes courber.
PROBLiME X. '
i«J7. Un angle BAR {^g. 62) étant donné, couper les lignes Fig-Gi. qui forment cet angle par une droite menée du point 0, dételle manière que cette droite intercepte dans l'angle BAR une surface triangulaire égale à un carré donné.
Quoique nous ne connaissions pas la position de cette ligne qui part du point 0, représentons-la par OR (Jig. 62), et nom- Fig.6a. mons AR, a: ; MP, /, et c le côté du carré : la surface cherchée
sera donc AMR == —, et par la condition de l'égalité des surfaces | on aura l'équation
Cette équation convient à tous les triangles qui peuvent avoilr pour^surface c % et par conséquent est indépendante de la position du point O 'y et comme de tous ces triangles le seul dont le côté opposé à Fangle A contient le point O dans sa direction , peut résoudre le problème, il faut encore exprimer cette condition : or, la position du point O est déterminée pËLr la perpendiculaire OK et par la ligne AK. Soient donc AK=aj 0K=:&; les triangles rectangles semblables RPM> RKO donnent la proportion
PR : PM :: BLR : ko,
ou X — AP : j : : j: -h a : è; (' 19)
cette proportion suppose bien que la ligne OR passe par le point O, puisque les lignes aet b, d'où dépend la position de
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ce point , y sont regardées comme connues ; mais tant qu'on ne détermine pas la valeur de AP, l'angle que BA fait avec AB. reste arbitraire; et comme cet angle est connu, nous devons avoir la faculté de déterminer convenablement AP; or, si l'on mène une parallèle OC à MA, la ligne GK sera connue, noiumons'-la d; les triangles semblables GKO, APM donnent la proportion
OK : CK :: mp : ap,
ou b : d :: y : ap;
dv donc AP = ~ ; au moyen de cette valeur, la proportion (119)
deviendra
égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , et réduisant , on a
bx — djr := xy -{- ax;
substituant dans cette équation la valeur de ^ = tirée de
l'équation (118), on aura
, , 2dc^ 2ac^
bx z=z 2c^ -\ ;
multipliant par a;, et divisant en même temps par b, il
viendra
2e/c' 2c^x Tac'
faisant passer les x dans le premier membre ,
2,c^x 2dc^ nac^
T.c'^x fc/ -H «) . •
et *' r- = 2i Z — ^ y
PROBLÈMES DE GÉOM. RESOLUS PAR L ANALYSE DETERMINEE
si Ton observe que !a ligne </ + a = C A , en nommant e cette ligne, notre équation devient
aec
et donne , en la résolvant ,
lec^
1158. Pour construire cette valeur, nous pouvons d'abord la simplifier; car — étant le quatrième terme de cette proportion
^ : c :: c : — , se déterminera comme dans l'art. 124. Nom-
mons donc V cette quatrième proportionnelle, et, la substituant à -r dans l'équation précédente , nous aurons
Décrivons ensuite , avec un rayon e , un cercle dont le diamètre Q.e soit prolongé d'une partie égale à V ; de l'extrémité de ce prolongement, menons une tangente T au cercle : cette tangente sera la valeur <le l'expression radicale ; car une tangente étant moyenne proportionnelle entre sa sécante et sa partie extérieure , âdus aurons la proportion
. vî^ 2^ : T :: T : V;
égalsnt le produit des moyens à celui des extrêmes ,
T* = V H- 2eV; €t drânt la racine,
Connaissant V.et T, il sera facile de déterminer V -f- T et V — T pourles deuxîraleurs dex. On portera V-hT de A en R {fi^* 62), Fig. 62.
et menant la droite OR, ie triangle AMR sera là première solution du problème.
Pour avoir l'autre, je remarque que la seconde valeur V — T de X est négative : car il est évident que
\M -f- ijV > \\
et , en tirant la racine , on a
VVM-2^>V,
c'est-à-dire T >► V. On prendra donc l'excès de T sur V, et on le portera de A en R', et le triangle AM'R' sera la seconde solution du problème.
159. Ce problème donne deux solutions ; car, si nous examinons les conditions que nous avons exprimées algébriquement, nous verrons qu'elles convenaient au triangle AM'R',
JCY
aussi bien qu'au triangle AMR. En effet, Téquation c^ == —
suppose seulement l'égalité d'un carré c^ à un triangle formé par deux lignes qui , se croisant au point È^ , viennent rencontrer la ligne menée du point O. Cette équation peut donc appartenir à l'un ou à l'autre des triangles AMR , AM'^R' ; adoptons la seconde hypothèse, et par con^quenti>représentonsS; par A^'> et y par M'P'; en comparant 1^ triangles rectangles semblables P'M'R', KOR', nous établirons la proportion
AR' — AP' : p'M' :: kr' : oit,
ou X :^ \ y w a^x \ h\
égalant'le pix>dyit 4es extrêmes à celui ^es moyens, et élimi-
XY
.nant y à l'aide de l'équation — se c -, et opéra%^ coinmj pré-
COirSTEUCTIOH DES QUANTITÉS RATI0NKEt4.tS. Io3
eédemment, nous trouverons
et en remplaçant a -^ d par e , on aura
ic^ nec^
cette équation ne diffère que par le signe du second ternie de réquation (120).
Mais comme , en considérant le triangle AM'R', nous avons supposé que les valeurs positives de x devaient être prises dans UD autre sens que celui dans lequel nous les comptions précédemment, et que ce sens est absolument arbitraire , nous pouvons de nouveau adopter que les x positifs se comptent de A en R, au lieu de A en B.'.
Pour cet effet, il suffit de changer dans notre équation les valeurs positives de x en négatives , et réciproquement r c'est à quoi Ton parviendra toujours en faisant a: = — x, et l'on aura Téquation
qui est absolument la même que l'équation ( 1 20] que nous avons déduite de la considération du triangle AMR ( Note dixième).
CHAPITRE IL De la construction des quantités rationnelles
160. Les problèmes que nous avons résolus font sentir la nécessité d'avoir des moyens généraux de construire les quantités que donne la solution des problèmes : nous nous occuperons d^abord de celles qui ne renferment point de radicaux, et qui sont comprises sous le nom de quantités rationnelles, et nous dirons qu'elles sont d'une, de deux ou de trois dimensions, selon qu'elles représentent des lignes, des surfaces on dq^ volume.
I04 THÉO&IE DES COURBES DU SECONb O&DRE.
Toute expression rationnelle , monôme d*une dimension , doit être cotnprise dans l'une des suivantes :
ah abc ahcd
£n efifet, il suiSt d^étre convenu de représenter les lignes par des Iet« tresy pour que la lettre a nous rappelle Pidée dMne ligne.
ah ah
161. Il en doit être de même de — ; car la proportion c : a :: & : —
nous montre que — est une quatrième proportionnelle aux lignes e y a
et 6.
162. La troisième expression -j- peut être écrite de cette manière ,
-^ X - j et si nous représentons par k la quatrième proportionnelle,
qui est la valeur de -5- (art. 161), on changera -r X - en — , qui se
construit par une quatrième proportionnelle (art. 161 ).
165. L-expression —7- se réduira de môme à une quatrième proportionnelle; car en récrivant ainsi, — X 7> ^^ supposera la ligne re-
* fs
présentée par — = P, et Ton aura -^t <I^^ ^^ construit comme dans
Part. 162. ^
m^ÊL ^ . ^ >> obc ahcd ahcde _ _
lo4. Toutes les jractions telles que -^, — j-, y, , etc^ dans leS'
quelles le nombre de lettres du numérateur surpasse de deux celui des lettres du dénominateur, peuvent se construire, en les réduisant à lajbrme ah, par le moyen des quatrièmes proportionnelles. Cn la première fraction
ahc ah „ « . oâ _
— 3-=-7Xc = Pc, en faisant -3- = ?; ad a
la seconde ,
ahcd ah cd ^^ _ . .ah _ ^ cd ^
-^=-Xy=PQ, en faisant — =P et j=Qi
la troisième,
ahcde ah cde Pcde . . . o^ n
et se rapporte à la précédente ; ainsi de suite.
CONSTRUCTION DES QUANTITIÊS RATIONNELLES. lo5
10S. Pareillement, l'expression la plus single de trois dimensions est ûbCf et peut représenter le volume d'un parallélipipède rectangle, dans lequel a, 5, c, seraient les trois arêtes contigues.
C'est à cette forme abc que Pou peut réduire, à Paide des quatrièmes
ahcd ahcde proportionnelles, toutes les fractions, telles que , — -r — , dans
lesquelles le nombre de lettres du numérateur excède de trois celui des lettres du dénominateur.
166. Lorsque le nombre de lettres du numérateur est le même que celui
des lettres du dénominateur, comme dans lesjractionsj-, --5, ces frac-
a lions sont de dimensions nulles, et représentent des nombres : car t
exprime le nombre de fois que la ligne b est contenue dans la ligne a ;
de même —3 représente le nombre de fois que la surface cd est renfermée cd
dans la surface ab.
167. Ce que nous disons des quantités rationnelles monômes s'applique aux polynômes : soit la fraction
abc -+• def -{- ^l abc ~\- def -+- f^hl ^
pq-hpr-^ps p{q-hr-^s)
je fais 7 -H r -f- j = A: , et je réduis ma fraction à
abc -^ def -i- ffhl abc def ghl ^ pk pk pk pk
et je vois qu'après avoir construit ces fractions , d'après l'art. 162 , j'aurai un assemblage de lignes dont la somme sera la valeur de ma fraction polynôme.
168. Si le dénominateur ne pouvait pas être décon^posé en«deux fac-
abc -\- def + t^l leurs , et qu'on eût ^ 2__ ^ on supposerait qn=px, rs =py,
X ei y étant de nouvelles lignes dont nous app'rendrons bientôt à
construire les valeurs; et la formule deviendrait ' *
abc-hdef-\-ehl _ abc -+- def -h gfe/ _ abc -\- def-\- ghl^ pm-^px-i-pjr "" p{m-hx -hx) ~~ pk^' '
en faisant, comme dans le cas précédent, m+x-hj'^A:. On construira cette formule par l'art. 162, dès que Ton connaîtra les valeurs dearetder.' ' ' .
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on
169. Pour les déterminer, Téquation qnz=px me donnera x= -2— , ce
qui me fait voir (art. 161) que x est une quatrième proportiounelle aux ligne* /? , 9 , n ; la yalenr de y se déterminera de môme, au moyen de Péqaatidn rs = px,
Prenons encore la fraction =^. Afin de réduire le
mnp -h qr$
dénominateur à un seul prodoit, on supposera 9r=mx; alors x se déterminera par le procédé indiqué dans Tarticle précédent , et le dénominateur se changera en mnp + mxs. Faisant ensuite xs = ny, il
deviendra
ïïnnp -h mny =z mn{^p -\-jr) =. mnq ,
en nommant^ le* facteur {p-^y), et notre fraction se trouvera réduite à
ahcd -4-"'g|^ft ahcd ef^
mnq ' mnq mnq
et sera constructible par Part. 165. *
171* On voit qu?en général, dans toute fraction polynôme, si l'excès du nombre de lettres d'un terme du numérateur sur celui des lettres d'un terme du dénominateur, est de deux lettres , cette fraction peut se réduire à la forme ab ; si cet excès est de trois lettres , la fraction peut se réduire à la forme ahc,
172. r^ous supposerons que les termes du numérateur renferment chacun le môme nombre de lettres , et qu'il en est de même à l'égard du dénominateur, parce que la question qui nous a conduits à une formule n'*a pu noutf donner un résultat composé de parties hétérogènes, comme des lignes, des surfaces et des volumes : par exemple,
. ,, . abcd-hdbe , ^ abcd dhe . . ahcd
81 Ton avait ^ , ou plutôt —^ h -^, je vois que —j. — re-
J8 J8 Je JS
présentant une surface , et -rr- une ligne ^ on ne peut avoir une quantité composée d'une surface et d'une ligne.
175. Cependant il se présente une circonstance où une fraction cfc cette espèce peut subsister : c'est lorsqu'une des lignes qui entrent dans son expression est égaie à l'unité. Représentons par n cette ligne : on pourra , au moyen des puissances d^ n introduites dans les termes du numérateur ou du dénoqiinateur, qui ne coùtiennent pas la plus haute dimansioif, rendre apparents les facteurs qui- semblent manquer à ces termes.
CONSTEUGVIOIf DES RADICAUX DU DEUXliMB DEGRE. IO7
Par exemple, 00 changerait la fracUon
abcd -+■ dbe + hl abcd-h dben + hln*
. gQ I II »
fg Jg
174. Nous ayons yu , dans la Trigonométrie (art. 20) , qu^on pretnait quelquefois le rayon pour unité , et nous avons indiqué le moyen de passer de cette hypothèse à celle où primitivement le rayon est représenté par r.Le principe de Phomogénéité peut nous conduira au môme but; car, lorsqu^on nous donne, par exemple, la formule
af-^ec^h ' ^
on sent que tous les termes du numérateur, à cause de d*, devaient être
primitivement des quatre dimensions, et ne sont devenus tels quUlssont
que par le changement de r, de r', de r* en Puni té. L^opération contraire
sera donc de remplacer a par ar •, hc par hcr ', c* par c*r ; appliquant les
mêmes considérations au dénominateur, nous rétablirons Thypothèse
primitive du rayon désigné par r, en rendant la formule (l'Ji) homogène,
et nous écrirons
ar* -{- hcr * -f- c*r ■+■ d*
ag*-i- ecr •+■ br*
CHAPITRE III
De la construction des quantités radicales du
second degré.
171$. Les propriétés du cercle nous donnent les moyens de trouver en lignes les valeurs des quantités radicales du second degré. Parmi ces propriété», considérons celle d^une perpendiculaire 4^i6B) COfig.6^, snr an d^mètre ÂB. On sait que cette perpendibulaire est moyenne proportionnelle ent^ les deux parties du diamètre qn^elle divisa, c^està-clire qu^f n faisant AD = a, DB = ^ , CD = :r, on a la proportion
d*où Ton tire
jp' == ftfc et X =t yak. *
Lors ^nc que nous aurofcis une expression radicale à construire, il llttdra Êi&re eil' sorte que ce qui est sous le radical se réduise à la forme a& ; et , pour y parvenir, on emploiera le procédé da Part. 164, ou un de ceux qu^on a donnés lorsqu^on a traité des fractions polynômes. Nous allons appliquer celte construction à quelques exemples.
Si Ton se propose de construire ^abcd ~ ^ft on fera
bc= axy ghz= afy ef= as ,
Ky jr^ Zy représentant des lignes qu^on déterminera par ces équations, comme dans Part. 169, et notre formule deviendra
^a*xd — a*x^ = ^(xJ — ys)a* = a ^xd — jrz»
Faisant ensuite
jrz = XH,
on aura a ^xd — xu = a^x{d — ii ) ,
et prenant une moyenne proportionnelle entre x et ^— u, cette moyenne proportionnelle sera la valeur du radical , art. 173 y et le produit se réduira à la forme ab.
177. Si Ton voulait construire encore y gd, on ferait — =. p,
gd=iax, et Texpression radicale se transfornb&rait en
\/<^ — ax = ^a(p — x), qui est de la.forine ^âb.
a db + c 178. Enfin si Ton se proposait de construire — comme toute
quantité qui multiplie un radical peut passer sous le signe, étant élevée au carré, on changerait Texpression précédente en
^a*b-i^a*c _\/^*^^^**^ _a/ ûÏ
yd-t- e
ac
a-he
-, ab . ac -^
faisant t— = A , et ^ = B , m
nous aurions . ^a^ -t- aB = ^a ( A -4- B) , * *
valeur qui se construirait en prenant une moyenne proportionnelle (art. 175) entre a et A + B.»
179. Les propriétés du carré de Thypoténufte nous donnent altesi des formules auxquelles on peut rapporter les quantités radicales du.sfe- Fip.64. ^°°^ degré; car (Jig. 64) on a dans le triangle rectangle BAO^ ,
BC« = AB» -t- AC»; ....;.*.... (laa)
CONSTRUCTION DES RADICAUX DU DEUXIEME DEGRE. IO
et, en faisant BC = a, AG = &, AB = c, on aura
BC» = b*-hc\ et BC = v/i*-hc«.
Donc , lorsqu'on aura réduit les quantités qui sont sons le radical , à la somme de deux carrés &' et c*, la valeur sera lliypoténuse d'un triangle rectangle , dont h et c sont les côtés.
i8D. L'équation (laa) nous donne encore
AB* = BC* - AC
ou AB* = a* — fc* ;
et en tirant la racine , AB = ^a* — b*»
Cette nouvelle formule nous apprend que , si Ton a réduit à la différence de deux carrés la quantité qui est sous le radical , ce radical doit avoir pour valeur un des côtés d'un triangle rectangle , dont l'autre côté serait h , et l'hypoténuse' a,
i8i. Pour en donner un exemple , si j'avais à construire ^p* ^ ar«, je ferais urs = or*, et x se déterminerait en prenant une moyenne proportionnelle entre ar et s^ car l'équation précédente donne la proportion
d'où l'on tire 2rs = ar * ;
snbstittiant cette valeur de arj, la quantité radicale devient
i9i\ Par conséquent , si sur AB ^=p(Jig. 63), je décris une demi*circonférence, et que je prenne AG = x, l'angle ACB sera droit, et CB sera la valeur du radical .
185. On sait qu'il existe plusieurs autres manières que celle que nous avons employée, de prendre une moyenne proportionnelle : on peut, SQWant le cas , les faire servir avec avantage dans la construction des
formules. Par exemple, si j'avais à construire ^a* -i-ab, prenant AD = a, DB = & (fg. 63) , je décrirais sur le diamètre AB = a + & une demi- Fig. 63. circonférence, et au point de jonction D élevant une perpendiculaire DC, . i& corde AG serait mon radical j car, cette corde étant moyenne proportionnelle entre AD et AB, comme la Géométrie nous l'apprend, on au-
rait la proportion
AD:AC :: AC : AB
OU
a : AC :: AC : a-4- 6;
donc
racine ,
AC« = a«-ha5,
et tirant la
AÇ =v^tf»4-flô.
184. Cette autre proposition de la Géométrie, que la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie extérieure, nous fournit aussi les moyens de construire Oette même quantité radicale : car Fig. 56. ayant décrit {Jig. 56 ) le cercle AED avec un rayon | J, on prolongera le diamètre DE , d^une partie EB = a, et du point B on mènera la tangente BA; alors, par la propriété de cette tangente, on aura la proportion
DB : AB :: AB : EB, ou a-hô : AB :: AB : aj
donc AB* = a * -4- aft, et A3 = \Ja^-\- ah ;
par conséquent , AB est la valeur du radical.
183. En général, une construction serad^autant plus élégante, qu^elle exigera moins de préparations, et qu^elle se fera par une suite d^opéra^ tiens graphiques liées les unes aux autres sur la môme figure.
CHAPITRE IV
De la construction des ^uations complètes du second degré à une inconnue.
186^ Dans ce qui précède, nous avons conatruit les formules, après avoir résolu les équations qui les donnent. .
l^opiosoihft-inous maintenant de construire les d^ux valeurs d'aune incouuue , déterminée par une équation du second degré , sans avoir besoin de résoudre cette équation.
187. Pour cet effet, rendons positif le terme en x* de cette éqUation, et faisons patser tous les autres dans le membre qui ne contient pas ee terme; quels que soient les signes qui affectent ces différents termes,
CONSTH. DBS l&QUAT. DU DEUXIÈME OBfi&i A UNE INCONNUE. III nous ne pourrons ayoir que Pane de ces quatre combinaisons :
X* = px — ^, ou jc' — ^x -+- y = o, , . . . (ia3) jr* = — |?ar — f , ou «* -H- /;x -4- ^ = G, . . . . (lt*4) jp' = — px -{- q y on jp' -+- |?x — ^ = o, - . . . (laS)
JT* = px -\- q^ ou X* — /E7X — ^ = O (ï26)
i88. Pour construire les racines de Féquation (ia3) , décriTons ( fg. 65 ) snr le diamètre AB = p une demi-circonférence ; à Pcxtrémité de ce
diamètre, élevons une perpendiculaire AL = ^^, et menons LC parallèle au diamètre AB. Il est évident que les perpendiculaires MP,M'P%
vaudront AL = ^. Or, toute perpendiculaire sur un diamètre étant moyenne proportionnelle entre les deux parties do ce diamètre qu^elle sépare , si Ton nomme AP, x ; PB sera.;' — x, et Ton aura la proportion
En résolvant Féquation (i23), on trouve
^ = îA» ± V^f?"^-
Lorsqu^on a j/'*<^, ou \p <.slq, la partie radicale de la valear de x devient imaginaire, et par conséquent il est impossible que x, <ians ce cas, ait aucune valeur réelle, ce qui est d^ailleurs évident ; car
il faudrait que la perpendiculaire ^ ou PM surpassât le rayon \ p»
190. L'équation (ii4) étant résolue, on voit que ses racines soAt négatives et égales à celles de Féquation (ia3) prises négativement;
(*) En faisant AP' = x, on trouverait P'B =.p — x\ et puisque Fordonnée P' = ^ est moyenne proportionnel le entre AP' et P'B, on aurait x : ^ :: ^ \p — X, ce qui donnerait q z=px^ x*.
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ainsi , au moyen d'un changement de signe , les racines AP et AP' de Téquation (ia3), en changeant les signes, donnent — AP et — AP' pour celles de Péquation (ia4)'
191. L'une des racines dePéquation (i35) peut se construire de la manière suivante : Décrivez avec un rayon = i /? la demi-circonférence
AMB {fg»G5i) ; menez à cette demi-circonférence une tangente MT= ^ ; nommant x la partie AT du diamètre prolongé jusqu'à la rencontre T de la tangente , la propriété de cette tangente donne la proportion
TA:TM:: TM:TB,
ou X : ^ :: ^ : x-^ p;
d'où l'on tire
X* -h pX = q, ou X* -\- pX — (f =z o.
192. Cette seule racine TA, étant connue ^ fera trouver l'autre; car, en résolvant l'équation (i25), et en nommant x' et x" les deux valeurs de or , si on les ajoute ensemble , on trouvera
et en faisant passer l'un des termes du premier membre dans le second, on conclura que Vune des racines est égale à l'autre prise en signe contraire, et diminuée de p. Donc, TA étant une racine de l'équation ( ia5), l'autre sera
- TA - fr = - (TA -4-^) = —(TA -4- AB) = - TB.
195.' Enfin, si l'on résout les équations (laS) et (ia6), on reconnaîtra, comme dans l'art. 190, que les racines de l'équation (ia5) sont les mêmes que celles de l'équation (ia6) prises avec des signes contraires , et peuvent être représentées par — TA et par -+■ TB.
(*) On sait , par la théorie des équations , que le coefficient p^ pris égativement, est égal à la somme des racines de l'équation
négativement,
x* -h px — ^ = G.
EQUATION A DEUX INDETERMINEES. itj
CHAPITRE V
De V équation à deux indéterminées, en général^ et de quelle manière elle donne naissance à une ' ligne, droite ou courbe, quon nommé le lieu de l'équation .
tft4. Lorsque, entre deux indéterminées x et y^ on n'a qu'irne seule équation , la valeur de Tune des inconnues ne peut s'obtenir qu'après en avoir assigné une arbitrairement à l'autre.
Par exemple , si Ton a l'équation
on peut la ramener à cette forme ( *)
faisant successivement
a? =r o , on trouve ^ = i ; ir = I, r = 3;
etc. etc.(**);
(*) C^est ce qu^il est facile d^obtenir en chassant le dénominateur;
car le second membre devient alors (* H- ^j' — 2 ) (4: — ^^ — 2), et se réduit à ** — (^ — 2 ), par la même raison que (a + *) (« — &) = «*— h*^ \\ ne s^agira plos que de développer le premier membre , et dVffacer les termes qui se détruisent.
(**) Ou pourrait bien donner des valeurs positives à y y pour déterminer celles de x ; mais le système de solutions serait le même : nous avons trouvé, par exemple, que x= 2 donnait j =: 5 ; en faisant arbitrairement r = 5 , on trouverait r = 2. '
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de sorte que , pour chaque solution , il y a toujours une valeur de X et une valeur de / qui doivent se correspondre.
198. Examinons comment on a pu représenter par une figure cet assemblage de solutions.
Fig.67. On a imaginé deux droites indéfinies , AX, AY {fig, 67), formant entre elles un angle arbitraire, que, pour plus de simplicité , nous supposerons droit. On a donné à AX le nom à^axe des abscisses, et à A Y le nom à' axe des ordonnées,
i 96. Lorsqu'on veut construire une solution , par exemple , celle où .r = 2 et ^ =r 5, on prend sur l'axe des abscisses ime ligne AP = 2 , et menant à son extrémité P une ligne PM = 5, parallèlement à Taxe des ordonnées , le système des lignes AP et PM donne la solution.
Soit encore pris x = AQ =:: i; d'après le tableau de Fart. 194, j vaudra 3. L'on mènera donc par le point Q une parallèle QN à Taxe des ordonnées, et AQ et QN seront la solution du cas oti x =: i et y = 3. ^
Chaque solution détermine la position d'un point dans la figure : ainsi , dans nos deux exemples , nous avons déterminé les points M et N ; le premier au moyen des lignes AP et PM , le second au moyen des lignes AQ et QN.
197. On a donné en général au système des deux lignes qui déterminent un point , le nom de coordonnées : ainsi AP et PM sont les coordonnées du point M , et AQ et QN sont les coordonnées du point N.
Mais quand les coordonnées ne sont pas dénommées ensemble, celle qui suit la direction de l'axe des abscisses prend le nom à^ abscisse, et celle qui est menée parallèlement à Taxe des ordonnées 'prend le nom d'' ordonnée : ainsi, dans nos exemples, AP et AQ sont deux abscisses, et PM et QN sont deux ordonnées.
AP" = 3, . P''M
on déterminera une suite de points R, M, M', M^, tous assujettis à une même loi, puisqu'ils n^ont pas été pris arbitrairement.
800. Ce petit nombre de solutions n'est rien en comparaison du nombre infini de solutions que donne notre équation , même en se bornant à des abscisses moindres que AP". Par exemple^ si Ton substitue successivement dans notre équation ,
les valeurs fractionnaires x •=. y , on ti^uvera j^ =r 2 ,
Ainsi, en prenant [fig, 68) les abscisses Aç := 7, on fera les ordonnées qn z=z 2y
A^' = li, 9'«' = 4.
et les points R, «, M, «', M', n". M", se rapprocheront encore davantage.
201. On pourrait aussi avoir des abscisses et des ordonnées négatives : par exenople, l'abscisse négative Ar {^g. 69) , qui correspond à l'ordonnée positive rs , détermine le point s ; de même que l'abscisse négative Ar, qui correspond à l'ordonnée négative tu , détermine le point ui
2M, Nous venons de voir que les points trouvés h l'aide des coordonnées se rapprochent d'autant plus que les abscisses
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diffèrent moins entre elles ; mais comment assigner la limite* du rapprochement de ces points? Pour lever cette difficulté , je vais démontrer que le système général de tous les points déterminés au moyen de V équation y •= 2 x-h i, en donnant succès^ siçement à x toutes les valeurs possibles, est une ligne continue. Si le système de tons ces points ne formait pas une ligne continue , cela ne pourrait arriver que de deux manières : ou il
Fig. 70. existerait des abscisses, telles que AP \fig> 70), qui seraient sans ordonnées correspondantes , ce qui ne peut être , parce que nous savons que toute valeur donnée k x en détermine une
Fîg.71. pour/; ou il arriverait [fig, 71) que deux ordonnées consécutives, telles que PM et P'M', différant d^une quantité sensible MM', il y aurait une interruption dans le cours de la courbe entre les points M et M', ce qui ne peut être encoire. En effet, d'après la nature de l'équation, toute valeur donnée à y étant admissible, une valeur au-dessus de PM, et moindre que P'M', ne pourrait se porter ailleurs qu'à Textrémité P de AP, parce que les ordonnées vont toujours en croissant dans le même sens. On déterminerait donc un point dans l'intervalle MM'; mais cela est contre cette seconde hypothèse. Il suit de ce qui précède, que le système des points déterminés par les coordonnées de l'équation j^ = 2 a: -f- i , donne naissance à une ligne continue , que nous reconnaîtrons bientôt être une ligne droite.
205. Cette démonstration peut s'appliquer à toutes les autres équations; et, lorsque la ligne n'est continue qu'entre certaines limites, il ne s'agit que de prouver seulement, comme nous le verrons (art. 2^8) lorsque n5>us parlerons des branches des courbes j la continuité des parties qui sont comprises entre ces limites.
804. La ligne que Ton vient de déterminer, art. 202 , an moyen des coordonnées , est ce que Ton appelle le lieu de l'équation, qui sera une ligneslroite ou courbe, suivant le degré de cette équation.
CHAPITRE VI
De V équation de la ligne droite,
206. L'équation du premier degré à deux inconnues , dans toute sa généralité, est Mj = No? H- P; divisant par M, elle
devient
et en faisant — = a , -- =r è, cette équation se réduit à MM
j = flj? H- Z>,
dans laquelle a el b peuvent représenter des quantités positives , négatives ou milles. Nous examinerons successivement tous ces cas. Supposons d'abord 6 = o et a positif, nous aurons réquation
qui , téduite en proportion , donne
Donc , la ligne qui est le lieu de cette équation doit avoir cette propriété , que toujours l'abscisse soit à l'ordonnée dans le rap port constant de i à «r. Pour savoir ce que signifie cette constante ât, je fais X = I , et l'équation y =: ax devient / = « ; donc la constante a est l'ordonnée qui correspond à x = i,
207. Ayant adopté le point A {Jïg. 72) poul* origine, et AX Fig.7a. pour axe, des^ abscisses, si je prends une abscisse AI égale à l'unité linéaire, et que j'élève une perpendiculaire IG sur son
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Fi g. 73. extrémité I, la ligne droite AC, qui passe par l'origine et par le point G, sera le lieu de Téquation j = at; car, de Tun des points M de cette ligne abaissant arbitrairement la perpendiculaire MP, et nommant AP, x, et FM , j, les triangles rectangles semblables APM, AIG, donneront la proportion
AI : IG :: ap : pm,
ou i \ a :: X : y;
d'où l'on tire y = ax^ équation d'une droite qui passe par l'angine,
âOS. Les géomètres disent que a est la tangente trigonométrique de l'angle MAP, que notre droite fait avec Taxe des abscisses. En effet , le rayon des tables étant pris pour unité , si l'on compare le triangle AGI à un triangle semblable construit fivec le rayon des tables, on aura la proportion
AI : IG y, rayon \ tangente des tables, ou \ \ a \\ I : tangente GAI;
donc tangente GAI = a.
209. Lorsque la ligne droite ne passe pas par l'origine , elle yig.73. doit rencontrer (Jïg. 7 3) l'axe AY ou son prolongement AY', si elle n'est pas perpendiculaire à l'axe des x. Examinons le premier cas.
Soient donc AP et PM les coordonnées x ety d*un point M pris arbitrairement sur une droite BC qui coupe l'axe des ordonnées au point B; menons, par l'origine A, la droite AD parallèle à BC ; il est évident que
PM ou / = PD -h DM (128)
La partie PD de cette équation peut être considérée comme Tordonnéc qui , dans l'équation de la ligne AD, répondrait à JF = AP.
Pour déterminer cette équation, la droite AD passant par
EQUATION DC la LIGNE DROITE. 1 I9
TorigiDe, il suffît (art. 208) d'avoir la tangente trigpnomé trique
de raiigle DAX ; or, la ligne AD étant parallèle à BG , Tangle
DAX qu'elle forme avec l'axe deé abscisses est égal à Tangle
C£X que notre droite BC forme avec le même axe. Nommons a
la tangente trigonométrique de ce dernier angle ; a sera donc
aussi la tangente trigonométrique de Tangle DAX.' D'où il suit
que la droite AD a pour équation (art. 207) jr =z ax; Tor-
doDDée jr de cette équation devenant PD, lorsqu'on prend
j =: AP, on aura donc
PD = ax.
Le parallélisme des mêmes droites BC et AD prouve encore que DM = AB. Nommons b cette partie AB de Taxe des ordonnées , interceptée par notre droite , et substituons dans Téquatidn (128) les valeurs que nous venons de trouver pour PD et pour DM ; nous aurons enfin
y z=z ax -{- by équation de la droite (fui coupe l'axe des ordonnées et /ait un angle aigu avec cet axe.
210. Mais si la droite qui coupe en B l'axe des ordonnées, au lieu de faire avec cet axe un angle aigu YBC {fig» 73), fait Fig.73. un angle obtus YBC [fig. 74), soient AP = x, PM =7, les Fig.74. coordonnées du point M de la droite BC , nous avons évidemment
jr = AB ~ BQ (129)
Les signes des termes qui entrent dans cette équation ayant été déterminés d'après l'inspection de la figure , il ne s'agira que de substituer à AB et à BQ les valeurs absolues dont ces termes tiennent la place. Or, si nous désignons par b la constante AB et par a la tangente trigonométrique de l'angle aigu , supplément de l'angle BCX que notre droite fait avec l'axe des abscisses , en comparant le triangle BMQ à celui des tables , on aura la proportion
I : « :: QM : BQ
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OU 1 : « :: jT : BQ;
4onc 3Q = €ix;
au moyen des valeurs de AB et de BQ , réquation ( 1 29) devient
y ^=. b — axy équation de la droite F»C 74- BC {fig* 74) ^«' coupe Vaxe des ordonnées et fait un angle obtus YBC avec cet axe.
fig.75. 211. Si la droite BC(y%. 76) coupe le prolongement de l'axe des ordonnées en un point B et forme un angle aigu ABC avec ce prolongement, et qu'on mène la parallèle AD à BC, on aura
PMouj = PD — DM> (i3o)
et comme dans Téquation (i3o) nous avons égard aux signes, on n^a besoin que de trouver les valeurs absolues des quantités qui entrent dans cette équation. Nommons donc b ia partie AB prolongée de Taxe des ordonnées jusqu'à la rencontre de la droite BC , les parallèles comprises entre parallèles étant égales , X)M = AB = b. D'une autre part, soit a la tangente trigonométriqué de l'angle CEX que notre droite fait avec Taxe des abscisses , Tangle DAX formé par la parallèle AD comportera la même tangente; et, parce que AD passe par Torigine, l'abscisse x = AP correspondra (art. S07) à l'ordonnée 'PD = ax. Substituant ces valeurs de PD et de DM, dans TéquaticND(i3o), on trouvera
y = ax — ^, équation de la droite qui, coupant le prolongement de l'axe des y, fait un angle aigu avec ce prolongement,
812. Enfin, si la droite BC (fig» 76), qui coupe le prolongement de Taxe des ordonnées, fait un angle obtus ABC avec ce prolongement, soient toujours AP = j?, PM = y les coordonnées d^ un point M pris sur cette droite, puisque j tombe
ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE
au-dessous de l'axe des x , et par conséquent en sens contraire de celui des ordonnées que nous sommes convenus de regarder comme positives dans l'angle YAX, on a donc
/= — PM = — (PD4-DM)=— (PD-+-AB). (i3i)
Représentons par h la valeur absolue de AB, et désignons par a la tangente trigonométrique de l'angle aigu , supplément de l'angle obtus que fait la droite B£ avec Taxe des abscisses ; nous déterminerons PD par la proportion
\ \ a \\ X : PD,
ce qui me donnera
PD = ax.
Substituant ces valeurs dans l'équation (i3i), j'aurai
ou ^ = — f^^ — ^> équation de la ligne
qui forme un angle obtus avec le prolongement de Vaxe des ordonnées et coupe ce prolongement.
£15. Dans ces diverses équations de la ligne droite, trouvées art. 210, 211 et S12, nous avons recommencé la démonstration toutes les fois que cette ligne prend une nouvelle position. Il est bien préférable de déduire d'une seule équation tous ces cas différents, en changeant convenablement les signes de l'algèbre à mesure que notre ligne varie de position.
Ainsi, lorsque la droite BG, au lieu de former un angle aigu YBC [fig- 73) avec l'axe des ordonnées, en formera un Fig.73. obtus {fig. 74) j la tangente trigonométrique a étant négative, Fig. 74. l'équation y z= ax -\- b sera, comme dans l'art. 2 10,
ÎÎ14. Si. au contraire la droite EC (^g. 73), en changeant Fig. 73. de position, rencontrait l'axe des ordonnées sur son prolongement (/?g^r 76), la constante AB représentée ^ar b deviendrait Fig. 75.
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négative, et Ton aurait, comme dans Tart. 211,
y :=:: ax — 6 ;
mais si la droite BC [fig* 76) rencontrait Taxe des y sur son
prolongement et formait un angle obtus TBG avec cet axe, les
deux termes du second membre de Téquation j = «j? -f- b
changeraient à la fois de signes et Ton aurait , comme dans
l'art. 21s,
^ =r — ax — by équation de la ligne
droite qui forme un angle obtus avec la direction de l'axe des
abscisses, et coupe son prolongement,
215. Lorsque ^r = o , réquation jr=. ox + 6 se réduit à r =:^ et ne Fig. 73. détermine plus que le point B {fig, 7$) à l^aide de la seule ordonnée AB ; mais si , au contraire, c^est a qui est nul , sans que x le soit , réquation y z=z ax-^h se réduit également à ^ = &. Dans ce cas, y conservant toujours sa valeur constante &, quelle que soit celle de jt, on voit que BC est alors parallèle à Taxe des x.
Si a est, au contraire, la tangente d^un angle droit , la cotangente de - cet angle est nulle ; d^où il résulte que CB se confond avec Tordonnée et que X n^a plus qu^une seule valeur, celle que détermine le pied de cette ordonnée , tandis que y reste quelconque.
216. Il résulte de ce qui précède que , pourvu qu*on regarde les constantes a et i^ de Téquation y =. ax'^- b comme susceptibles de pouvoir représenter des quantités positives, négatives ou nulles, les équations de toutes les lignes droites (suivant le cas) rentrent dans celle-ci, quelles que soient les positions de ces lignes; c'est pourquoi on dit que Téquation de la ligne
droite est
y =z ax -\- b (i32)
217. Lia position d'un point étant fixée, lorsqu'on connaît les valeurs a et p des coordonnées x ei y de ce point, c'està-dire lorsqu'on a les équations a: =:i a , j = p,, on a donné à ces équations le nom adéquations du point.
218. On pourrait donner plus de symétrie à Téquation de la ligne ^^Z' 77' droite de la manière suivante. Soient {Jig. 77 ] a et & les distances OA
et OB de Torigine aux points ^ et B où la droite rencontre les axes des
AP ; PM :: AO : OB
ou a — X : j^ :: a : h \
d'où Ton tire ab — bx = ny,
et par conséquent «tr -h ftx = «ft ; (*) (i33)
mais dans Tusage Péquation jr =z ax-^ b, par sa simplicité, est préférable. Au reste , on voit qu^elles rentrent Tune dans Tautre ; car on tire
deTéquation (i33)
bx Y r=zb ,
et en faisant la ligno a négative, c'est-à-dire en prenant 'a = OA' {fg. 77), ^^6' 77 * au lieu de supposer a = OA [Jîg. 79) , on trouve *'6* 79*
pour Téquation de la droite , qui , passant par le poiat B et par Teitrémité A' de Tabscisse OA', prend la position A'B {^fig. 77), et Fig.77.
l'on voit que - n'est autre chose que la tangente trigonomctrique de
Tangle formé par la droite AB avec la direction des x.
CHAPITRE VII
De Véquation de la ligne droite assujettie à passer
par des points donnés.
SI 9. Jusqu'à présent, la position de notre droite a été ûxée par les constantes a et ^. La première détermine l'angle que
{*) Il est à observer que la constante a de Péquation (i33) ne représente pas la même quantité que la constante a de Péquation (i32) j car nous savons que cette dernière est la tangente trigonométrique qui correspond au rayon i, et par conséquent doit être de dimension nulle j tandis que la constante a, dans l'équation (i33), est une ligne droite.
fait la droite avec Taxe des abscisses ; et la seconde détermine le point d'intersection de Taxe des ordonnées par cette droite , ou , ce qui revient au même , détermine le point qui a pour coordonnées o et ^. Il est bien évident que la position de cet|:e droite a dû être fixée, dès qu'on a donné un angle et un point connu par ses coordonnées.
S20. En généralisant cette idée , au lieu de donner le point sur Taxe des ordonnées , on peut le prendre en un «ndroit quelconque , et trouver l'équation de la droite qui , passant par ce point, fait avec Taxe des abscisses un angle dont la tangente trigonométrique est a .
Soient a et ^ les coordonnées de ce point : quoiqu'on ignore encore l'équation de cette droite , sa position étant fixée par ces deux conditions, et ne supposant pas que la tangente a de Fangle qu'elle fait avec l'axe des abscisses soit infinie , cas où cet angle est droit , et par conséquent où cette ligne est parallèle à l'axe des ordonnées, on conçoit que la direction de cette ligne doit rencontrer celle de l'axe désordonnées. Nommons b la distance inconnue de l'origine au point où notre droite coupe la direction de l'axe des ordonnées : cette droite aura donc pour équation (art. ^16)
jr = ax -^ b
Et puisque le point (*) a , p est sur la droite , dès qu'on donnera à X h valeur particulière a , y sera p ; par conséquent , notre équation deviendra
P = rta H- ^ ; d'où l'on tire b z=: p — aa, »
(*) Pour plus de brièveté, nous appellerons à Tavenir a, /3 le poii^t dont les coordonnées sont a et /3.
ÉQUATION DE LA DROITE PASSANT PAR DES POINTS DONNÉS. IsS
Substituant la valeur de cette constante dans inéquation y z= ax -^ 6, on a
y •=. ax — «a -i- 3.
Faisant passer ^ dans le pnemier membre , et mettant entre parenthèses ce qui est multiplié par a dans le second, on obtient
y — ^ z=. a{x — a), . . .(i34) équation de la ligne assujettie à passer par un point a , p.
221. Lorsqu'une ligne est assujettie à passer par deux points, 00 sent que sa position est fixée. Représentons toujours Téquation de cette ligne par y = ax -\- b , et cherchons à déterminer les valeurs des constantes a et ^ , au moyen des coordonnées des points connus.
Soient a, ^ les coordonnées de l'un de ces points; a', p' les coordonnées de l'autre :
Ces points étant par hypothèse sur la droite, dont l'équation est y =z ax -^ b, donneront lieu aux équations
6 = aa -4- 6, J
Retranchant la première des équations (i35) de la seconde, et tirant la valeur de a de la nouvelle équation , on trouvera
Pour avoir la valeur de &, on multipliera la première des équations (i35) par a', la seconde par a; et, retranchant l'une de l'autre , il viendra
a'p. — ap' = ba! --■ btx , u a'6— -aô'
d OÙ Ton tirera b = — -, 5-.
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Les valeurs de a et de b étant substituées dans Véquation
f =z ax -h by on obtiendra
^ = 61:il,_HÎizifÊ:. ...,.36,
a — a a — oc
pour l'équation demandée.
289. Pour parvenir à une équation beaucoup plus simple, on observera que, dans l'équation (i34) d'une ligne assujettie ài passer par un point, la constante a est arbitraire; mais lorsque la ligne doit passer par deux points, l'angle déterminé par cette constante cesse de l'être. Et, en effet, la valeur de a s'est offerte à nous en fonction des coordonnées de nos deux points , lorsque nous avons trouvé (art. 221)
3'— fi l'équation a = ^~ . Si Ton substitue donc cette valeur
dans l'équation y — p = a (x — a) , on assujettira la droite
à faire l'angle nécessaire pour qu'elle passe par le point a', p',
et l'on aura
f — P =z i-^ ^(jc — a),. . (137) équation de la
OL — a
ligne assujettie à passer par deux points.
Cette équation rentre dans l'équation ( 1 34 ), en remplaçant le coefficient àe x — a par a.
225. L'équation (137) est symétrique par rapport h l'un et à l'autre point , c'est-à-dire que les coordonnées a', p' n'y entrent pas d'une manière différente que les coordonnées a , p- En effet , si l'on retranche p' — p de chacun des membres de l'équation (137), pour que le premier se réduise à 7 — P') notre équation deviendra
ÉQUATION DE LA DROITE PASSANT PAR DES POINTS DONNI^S. I
Développant le second membre , le réduisant ensuite au même dénominateur, et supprimant les termes qui se détruisent ,
OL — a a — a a
Multipliant par — i les deux termes de la fraction ^~ — - , ce
qui revient à en changer les signes , on obtient
équation qui est la même que Téquation (137)9 dans laquelle on changerait a en a', a' en a , p en p', et p' en f. Ainsi, quelle que soit la position des points donnés y on peut prendre arbitrairement l'un de ces points pour a , P; Vautre sera nécessairement a' ^ P'.
224. Le^ équations assujetties à passer par un et par deux points peuvent aussi se déduire immédiatement des considérations géométriques , de la manière suivante :
Pour obtenir la première , soit une droite {fig, 78) CD for- Ftg.78. mant un angle DGE , avec la direction de l'axe des abscisses ^ dont la tangente est a.
lïommons a et p les coordonnées AB , BG d'un point donné C sur cette droite; et j?, / les coordonnées AP, PM d'un point quelconque M de cette droite ; en comparant le triangle rectangle CQM à celui des tables qui a l'unité pour côté homologue à CQ , nous aurons la proportion
a :: CQ : qm
ou i \ a :\ X -^ OL \ y — p;
donc y — p = a [x — a),
et l'on reconnaît ici l'équation ( 1 34) de la droite assujettie à passer par un point a, p.
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Fig. 78. îJîtt. Si Ton nommé ensuite {fig, 78) a' et p' les coordonnées AL LD, d'un autre point D, on pourra établir la proportion
I : a :: CE : de
ou I : « :: a' — a : p'— p;
fi/ g
d'où Ton tire a = ^^ ^ ;
substituant cette valeur dans Téquation précédente , on aura
cette équation rentre dans Téquation (137) de la droite assujettie à passer par deux points.
Fig. 79. 226. Si là droite CD {fig. 79), en tournant autour du point C , prenait la position CD (fig. 7^), l'angle ayant toujours son ouverture à droite, comme dans U figure 78, serait obtus et représenté par DCE ; l'angle DCE', qui en est le supplément, aurait la même tangente a, et en désignant para et 6 les coordonnées du point C, nous pourrions établir la proportion
EQUATION DS LA DROITE PASSAIT PAR DES POIIITS DONNAS
OU I : ô :: a — a' : p'— p,
ou encore ï : a : : — (a' — a) : p' — p ;
d'oùToiitire a = — ~ZlË
et, en changeant les signes des deux membres,
Substituant cette valeur dans Téquation ( 1 38) , on a
228. Cette équation étant la même que Téquation (137) (art. 292] , que nous avons trouvée » pour une droite qui fait un angle aigu avec Taxe des abscisses, on peut conclure qu'elle a lieu pour un angle aigu comme pour un angle obtus (*).
On donnera la même généralité à Péquation
en adoptant tacitement que a puisse représenter linè quantité positive dans le premier cas, et une négative dans le second.
230. Lorsque , dans cette dernière équation , on faita ±= o, P=^by elle devient jr — b =axy ou plutôt jr=zaa:-^ ft , qui est l'équation (i32) de la ligne droite.
(*) Ce qui distingue qes cas Tud de Tautre, c^est le coefficient de x~a qui est positif ou négatif ^ selon que la partie positive des différences /3' — /3 et ce' — oc remportera sur la négative ou en sera surpassée. Soient donc {Jig, 81) OP = a, PM = /â; si les coordonnées dtt point N sont a' et /3 ', on â
^'— /8 = NQ — PM , différ, potit. i a' — a = OQ — OP , âiffér, posit.i
et si les coordonnées de N' sont ol' et /3', on a , parce que OP surpasse OQ',
^'- /3 = N' Q — PM , différ. posit.; a'— a = ~ (OQ'- OP) , éUJfér. nég.
Dans cette seconde hypothèse, a' — a rendra négatif le coefficient de X— a, tandis que, dans la première, les deux termes de la fraction étant positifs , rendront le coefficient de x — oc aussi positif.
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CHAPITRE VIII
De Véquation de la perpendiculaire et de celle de la parallèle à une droite dont Véquation est donnée,
SSt. On a vu (art. SSl) que la ligne assujettie à passer par un point a^ p, pouvait passer par un second point a\ ^\ lorsqu'on disposait de a convenablement : on peut déterminer a par toute autre condition.
S5S. Proposons-nous de trouver Véquation cTune droite BC Fiff 80 (^' ^) ^^Hf^^^ à passer par un point donnéMy etperpendi^ euiaire à ta droite DG qui a pour équation
jr =z ax -{' b.
Soient a et ^ les coordonnées AH et HM du point M ^ et a' la valeur absolue de la tangente tngonométrique de Tangle GBX que cette perpendiculaire fait avec Taxe des abscisses : cet angle » dans le cas de l'équation générale que nous venons de donner^ est nécessairement obtus y parce qu'il vaut la somme des angles DGB et CDB , dont Tun DGB est supposé droit. L'équadon de la droite GB, qui passe par le point a, ^ ^ sera donc
(art. aae) ,
jr — p = — a' {x — a).
Rien ne distingue encore cette équation de celles qu'on obtient en général pour toutes les droites qui, passant par le point a, pf forment un angle obtus "avec l'axe des abscisses. Mais nous remarquerons que a' étant aussi la tangente de l'angle GBD f supplément de GBX , et GBD étant ce qui manque à l'angle GDB pour faire un angle droit , il en résulte que tan- ^nte GBD = cotangente GDB. Or, entre la tangente et la cotangente , il existe (art. 18) cette proportion :
tang : 1 :: I : cot,
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donc a : I :: I : a';
d'où l'on tire
Substituant cette valeur dans notre équation , nous aurons
r — P = — ~ (x — a), . (iSg) équation
d'une droite qui est perpendiculaire à la ligne dont Véquation
est y =: ax -Jf b^ et qui passe par un point donné d ^ p. [Note onzième,)
S53. Si , dans l'équation nous faisons .p = 6 et a = o , nous trouverons
jr— 6 = , OU X =1 \^ b.
pour l'équation de la perpendiculaire ES {fig. 82) sur la ligne ^'e-8a- DE, au point E où cette droite DE coupe Taxe AT des ordonnées.
Îfô4. Lorsqu'on mène une parallèle à la droite dont l'équation est yzizax-^by cette parallèle , formant nécessairement le même angle avec l'axe des abaisses, doit avoir pour coefficient de X dans' son équation la même tangente trigonométrique, c'est-à-dire , qu'en représentant l'équation de la parallèle par y z=a'x -\-b'y il faut que a = a\ Il n'en est pas de même des constantes b et b'-y car, si elles étaient égales, les deux lignes couperaient l'axe des abscisses au même point, et, comme a=za'y elles prendraient la même direction et se confondraient , ce que l'on ne suppose pas , puisqu'on distingue ces parallèles l'une de l'autre.
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CHAPITRE IX
De V expression de la distance de deux points^
255. Les coordonnées de deux points étant connues , nonseulement nous donnent Téquation assujettie à passer par ces deux points y mais peuvent encore servir à détermiùer la distance de ces deux points.
Fig. 83. En effet, soient (fig, 83) AH = a , HN = p les coordonnées du point N ; et si l'on appelle s et jr celles
du point M, . . . NM ou a = ^{x — a)» + (r — PY »
du point M',... NM' ou z = ^(a — a?)» -h (x — PY »
du point M'',... PÎM" on « = ^(a — x)^ -h (p — r)* ;
du point M'",.. . NM'" ou a == ^{x — a)* -H (p — r)*;
ces quatre valeurs de z seront égales, parce que
(x-a)» = (a-x)% etque (jr - p)^ = ( p-j.)«,
comme on peut s'en assurer en examinant les développements de ces produits : donc
z = sl{œ ^ a)» 4- (r-. P)'. . . (i4o) [*]
tfff l'expression générale de la distance du point a^ p au point Xy y.
CHAPITRE X
De V équation du cercle,
Fig.84. ^56. Soient (/g'. 84} a et p les coordonnées AH et HO du centre O d'un cercle , a? et j^ celles d'un point quelconque de la
I*] Neus ne mettons pas le double signe ±: devant le radical, parce que , leà deux points étant donnés de position , nous ne déterminons que la valeur absolue de la distance de ces points.
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circonférence : la propriété du cercle étant que la distance de ces deux points » dont nous venons de trouver l'expression (art. 25iS ) , soit constamment égale au rayon a , il en ré^ suite que
est l'équation la plus générale du cercle,
S57. CSette équation se simplifie, lorsque l'extrémité £ du diamètre (fig* 84) est transportée à Torigine A des coordonnées {^g* 85); car alors l'abscisse du centre a = a, et son Fie- 85. ordonnée p = o. Substituant ces valeurs dans l'équation (i40 élevée au carré , réduisant , et tirant la valeur de ^ , on obtiendra
jr* = 2àa: — ar', équation du cercle dont l'origine est à l'extrémité du diamètre.
On parvient à une équation encore plus simple, en
faisant
a = o et p = o;
alors l'origine est au centre , et l'équation générale élevée au carré devient
a^ = x^ -^ X^9 o^ jr^ ^= a^ — x% équation du cercle dont l'origine est au centre.
S39. Si l'on veut savoir comment on peut appliquer à l'équation 7*^ = 7,ax — a;% le procédé que nous avons suivi (art. 199) pour construire par points le lieu d'une équation , il faut partager a en parties égales. Par exemple, si l'on prend a . de cinq parties , on fera 2^ = 10 dans l'équation y ^=:2ax — ;r% et tirant la racine , on trouvera
ce qui montre que, pour chaque valeur de x, il y aura
deux valeurs de y qui devront se porter {^g. 85) en sens Fiç.85.
contraires.
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Faisant succes-
On trouTe ces
Valeurs
Valeurs
sirement valeurs de y :
positives:
négatives :
X = pn . . .
X = pn'
y = qn . . .
X = qn'
X = sn . .
y z=i tn . .
jr =r ttii . .
. 7 = wi'
ar = 8,
7 = «lï . .
. 7 = zn'
X z=i kn . .
X =IO
Ayant déterminé les points désignés par n et par nf^ on pourra en trouver d'autres plus rapprochés , en donnant à x des valeurs intermédiaires , comme dans l'art. 200. Enfin on prouverait, comme dans l'art. 20SI, que tous les points qui correspondent aux valeurs comprises depuis ^ = o jusqu'à X = 5f et depuis x =z S jusqu'à :r = lo , forment une ligne continue.
CHAPITRE XI
Des coordonnées des points d^ intersection des
lignes,
240. La plupart des problèmes de géométrie roulent sur les propriétés qu? résultent de l'intersection des lignes droites avec d'autres lignes droites , ou avec la ligne circulaire.
Il est donc souvent très-utile de connaulreles coordonnées du point de rencontre de deux lignes , pour pouvoir déterminer,
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à l'aide d'un autre point ou d'une seconde condition, la grandeur et la position de ces lignes.
Lorsque les équations de deux lignes soQt données , et qu'on r^rde x etjr comme représentant la même abscisse et la même ordonnée dans les deux équations , c*est admettre que a: et / sont les coordonnées du point d'intersection : par conséquent, en éliminant successivement x ety, les valeurs que Ton obtiendra seront, les coordonnées du point où les lignes peuvent se rencontrer ; valeurs qu'on ne pourrait évaluer numériquement, si les lignes ne se rencontraient jamais , comme nous le verrons dans Tarticîe suivapt.
Soient
y =1 ax -^ h l'équation de la droite BG {fig, 86), Fig,86. jr = a'a:-f- b' l'équation de la droite DE;
j'élimine x entre ces. deux équations. Pour cet effet, fe miiltiplie la première par a', et la seconde par a\ retranchant cette dernière de l'autre , et divisant par le multiplicateur de r, j'obtiens
_ H'b •- aV ^ ~ a' -a '
Substituant cette valeur dans la première équation , multipliant par a' — a pour faire évanouir le dénQininaie.ur, rédfiisant , et tirant la valeur de x , je trouve
Les valeurs — ; , — ; , sont donc les coordontces,
d'un point F de la ligne BG, puisque ce sont les valeurs particulières que peuvent prendre x et 7, dans l'équadon j^ = ax H-ô 4e 49ette divHte. (k*, œs coordonnées 4tt point F étant aussi deux valeurs particulières de x et/, dans réquationy^o^^+fe'
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delà droiteD£,lepomtF appartient donc ausfiiàla dioiteDE, d'où il suit qu*il ne peut être sur Tune et stur l'autre ligne qu'à leur point de rencontre.
24S. Les droites ne s'atteignent pas lorsqu'elles sont parallèles; mais alors elles forment des angles correspondants égaux avec Taxe des abscisses ; d'où il résulte que a = a', et que les valeurs de 47 et de/ deviennent
ce qui nous apprend que les coordonnées du point de rencontre sont alors infinies , c'est-à-dire que , quelque prolongées que soieni les lignes , jamais elles ne se. rencontreront.
CHAPITRE XII
Problèmes de géométrie résolus par V analyse indéterminée j au moyen de V équation de la ligne droUe.'^
245. Démontrer que les diagonales d*un parallélogramme se coupent en deux parties égales.
Fig.87. Prenons pour origine le point A {Jig. 87)9 et des points G et D abaissons les perpendiculaires CE , DF ; les triangles ACE, BDF, seront égaux , et l'on aura
AE = BF, CE = DF
Nommons AE, x' \ CE, y'\ AB, j/';
la tigne AD étant assujettie à passer par les points A et D, on déterminera son équation au moyen des coordonnées de ces
PAOBLÈMSS DE GEOM. EléSOLUS PAR l'aNAL. INDiTERHINEE. 187
points 9 de la manière suivante : -
Four le point A, l'abscisse. = 0, Tordonnée =0;
Pour le point D, l'absdsse = x" -f- j/, l'ordonnée =/'. Mettant ces valeurs dans l'équation
de la droite assujettie à passer par deux points (art. 222) , et considérant que les coordonnées a, ^ peuvent représenter celles du point A ou celles du point D ( art. 225 ) , je puis adopter arbitrairement l'une de ces hypothèses :
Adoptant la première , et faisant donc les substitutions qu'elle exige , la formule (142) se réduit à
Y — O = —ji^ j ix — o),
ou à X -= n ■ . X,. . , , (43), équation
de la ligne droite AD.
On trouvera de même l'équation de la ligne GB, au moyen des coordonnées des points G et B.
Pour le point G, l'abscisse = j/, l'ordonnée = r'; Pour le point B, l'abscisse = x^\ l'ordonnée = o.
Adoptant l'hypothèse où a et p représentent les coordonnées x*^ et o du point B , et où par conséquent (/ et p^ sont nécessairement celles du point G; substituant ces valeurs dans lia
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formule (142), je trouve
y = , ^ ,,{x — x''), équation de la droite GB.
844. Pour avoir les coordonnées AH et HG du point de rencontre des droites AD et CB, je regarde donc (art. 240) xely comme étant les mêmes dans leurs équations; et, égalant les valeurs de jy^ je trouve
supprimant le ficteur commun 7^
ifC 9X0 ^"^ «v
x" -^ x' ■" x' -^ *" '' faisant évanouir les dénominaleurs ^
x{a/ — x") = {x ^ x*") {x" 4- Jf');
développant y réduisant , et divisant ensuite le tout par x'\ on obtîeiit
telle sera la valeur de l'abscisse AH du point G d'intersection des deux diagonales {fig*^1 ) ; en la substituant dans l'équation (i43) de AD, nous trouverons
Or les triangles semblables ADF, AGH d'une part, et les triangles semblables BG£ , BGH de Tautre , nous donnent
AD : AG :: df : gh :: / : |/ :'- » ^ t» BC : BG :: ce : GH :: / : \y :: i : i;
donc AG = i^ AD , BG œ | BC.
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24tf. Connaissant l'équation y:=:ax -^b d'une droite CD ^ et les coordonnées aet p d'un point M [fig* 80) pris hors de Fig.80. cette droite, trouver l'expression de la longueur de la perpen-' diculaire menée du point a. ^ p sur la droite donnée.
Si l'on sayait quelles sont les coordonnées ^ et j^ du point G de rencontre, la valeur de CM serait déterminée (art. 2SIS) |>ar réquation
CM = s/(« — olY -^ (r — PY'
Or, les coordonnées du point C de rencontre se trouvent (art. 240) éh éliminant successivement a; et / entre l'équation donnée y =1 ax ^ b de la droite CD , et l'équation de la perpendiculaire CM , que nous allons chercher.
Pour cet effet , a étant la tangente trigonométrique de l'angle que CD fait avec l'axe des abscisses , il en résulte (art. 5t5I)
que ' est la tangente trigonométrique de Tangle que la perpendiculaire CM fait avec le même axe ; et comme cette per- * pendiculaire passe par le point M, dont les coordonnées a et ^ sont données, l'équalîon de la droite Gtf (fig^ 80) sera Fig.80.
On obtiendra donc l'abscisse AL du point C d'intersection des droites CD et CM , en égalant les valenrs de y tirées de leurs équations , et l'on aura
«jp -h ^ = P Ix — a).
Fraisant évanouir le dénennoateur a , et passer les x dans lé
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même membre, il viendra
(a* -H i) X =: a, — ab -i- fl^,
et par conséquent
a — ab -i- aQ X = L.
fl* -H I
Retranchant a des deux membres, réduisant ensuite le second au même dénominateur, et supprimant les termes qui se détruisent , oq trouve
â 6 — a' a — ab a (B — a a — b)
<I* -h I fl* -h I
expression qui , étant substituée dans l'équation de la perpendiculaire 9 nous fait obtenir
(ô — aa — ô)
Mettant ces valeurs de x — a et dç ^ — ^ dans Texpressionde CM , et observant, à l'égard de celle de / — p, que le signe négatif qui TafTecte deviçnt positif dans son carré , on obtient enfin -
et en observant que ( p — a a — è)* est facteur commun,
tirani la racine carrée des deux facteurs du numérateur et celle du dénominateur, on a
CM = V^^'-H^X(P-g«-^)_P-ga-^^ .
expression de la longueur de la perpendiculaire abaissée du point a, p sur la droite dont V équation est y = ax-\- b.
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PROBLiME III.
946. Déterminer l'aire d'an triangle ABC (fig> 88) au moyen Fig. 88. des coordonnées des sommets des angles de ce triangle.
Plaçons le sommet A à l'origme dont les coordonnées sont o, Oy et nommons x\y'\e& coordonnées du point B, et x^^y" les coordonnées du point G.
L'équation du côté BG, d'après la formule (187} (art. S22)
est
y -y' = -zr, — p{^ -*')>
transposant j' dans le second membre,
réduisant ce second membre au même dénominateur, et supprimant les termes qui se détruisent , il vient (*)
_^y» ^ yf yf X" --y" X'
Nous mettons l'équation du côté BG sous cette forme, pour qu'on puisse la comparer à l'équation générale y = ax -i- by qui détermine les constantes a et ^ de l'expression de la perpendiculaire (art. 24â) ; cette équation se réduit à
parce que le point a , ^ , d'où cette perpendiculaire AD est abaissée , est pris sur l'origine.
{*) On parviendrait plus promptement à ce résultat au moyen de la formule (i36) (art. 221 ), en y remplaçant a, j3 et a', js' par les coordonnées x', y y et x", jr" des points B et G.
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Faisant donc
— 6 ar'^— «
Texpression -7;=;== devient
La partie radicale qui divise , peut se mettre sous cette forme
Substituant cette valeur de la partie radicale dans l'expression de la longueur de la perpendiculaire , et supprimant le diviseur commun x^^ — x' dané les deux termes de la fraction qui la compose y on a enfin
AP = -, ^ * ^ '^ . (i44)
Et en observant que la distance des points C et B dont les coordonnées sont «", y", et x',y', est exprimée (art. 25U)
nou« pourrons donc mettre BG à la place de cette quantité radicale dans l'expression (i44) ^6 1^ perpendiculaire, qui deviendra
BC
BC Cette expression^ étant multipliée par — , donne enfin
: — = aire triangle ABC.
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Problème IV.
S47. L'équation d'une droite assujettie à passer par un point 'ilL {ûg. 89) étant donnée, trouver les coordonnées d'un Fig.89. point x^y^pris sur cette droite, en fonction de la distance MN des points a^^etx^ y
Ayant uni œs deux points par une droite, représentons par A la tangente trigonométrique qu'elle forme avjec l'axe des abscisses : cette droite, passant par le point a , p^ aura donc pour équation (art. 980)
Nommons z la distance MN des points a , p et x, y; cette distance sera donnée (art. SSIS ) par l'équation
Au moyen des équations (i 45) et (146) qui contiennent les mêmes coordonnées, on pourra donc éliminer successivement X et jr. Pour cet effet, l'équation (i45) , étant élevée au carré, donnera
(r - py = A^ {x ^ ay. ^
Substituant cette valeur dans l'équation ( 1 46 ) , cdle-ci deviendra
«» = (j? — olY h- a* (a: — a)% ou, à cause que (x — a)' est un Cacteur commun,
«» = (x — ay (i 4- A^)^
d'où l'on tire [x — a)* =
I -f- A=" €t, passant à la racine
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Cette valeur étant substituée dans l'équation (i45), nous ob-^ tenons
Vi 4- A'
Les expressions de x — a et de j — p , que nous venons de trouver, donnent évidemment :
2 \ expressions des coordonnées
^x -4- A' ' f ^'^ ^^^^ quelconque x^ jr,
\ en fonction de sa distance z à Y = Hb -. -I- A l a/ï autre point a ^ p dont les
V * "*" A' / coordonnées sont connues.
Problâme V.
248. Démontrer les propriétés des sécantes extérieures et des coYdes qui se coupent dans le cercle.
L'équation du cercle, qui a rorigine pour centre, est y^ ^ x^zzz r^ (art. 258}. Lorsque ce cercle est rencontré par une droite assujettie à passer par le point a , p, les coordonnées X et X doivent être les mêmes au point de rencontre dans les deux équations (art. 240). Or les coordonnées de cette droite, exprimées en fonction de la distance z de l'un de ses points X, y au point fixe a , p, sont (art. 247)
* . Az
V^l -f- A» Vi-KA^
Par conséquent, si Ton substitue ces valeurs dans Péquation du cercle y xex.y perdront leur nature variable pour n^appartenir qu'au point d'intersection de la droite et du cercle : d'où il suit que z n'exprimera plus que la distance du point fixe a , p au point où la droite rencontre le cercle. Effectuons cette substitution des valeurs de j: et de / dans l'équation du cercle ; '
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nous avons
2' . 2(XZ ^ , A^2^ _^ 2Apz
Ordonnant par rapport à z , et observant que les termes en z^ ont les mêmes dénominateurs, et qu'en ajoutant les numérateui;^ , et rassemblant entre deux parenthèses ce qui multiplie z % ces termes en 2 * se réduisent à
c'est-à-dire à z'; formant ensuite un seul terme de ceux qui renferment z à la première puissance , parce que ces termes ont le même dénominateur, et transposant le terme r' dans le premier membre , Téquation précédente pourra s'écrire de celte manière :
Cette équation étant du second degré , donne deux valeurs pour z ; ce qui nous apprend que la droite qui fait avec Taxe des abscisses un angle dont la tangente trigonométrique est A , et passe par un point a, p, ne peirt couper le cercle qu'en deux points, puisque z exprime la distance de a, p au point d'intersection.
L'Algèbre nous apprend que, dans une équation de degré pair dont la plus haute puissance de l'inconnue n'a de coefficient que l'unité , la partie qui ne contient pas cette inconnue est égale au produit des racines (*) : par conséquent, si
{^) On peut immédiatement reconnaître cette propriété des équations dans celle du second degré , représentée par
r*-+- par -1-7 = 0;
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nous appelons z' et z'' les distances du point a, p aux deux points d'intersection, nous aurons
249. Si, du point a , p, nous menons une autre droite faisatit un angle A' avec Taxe des abscisses, il faudra changer A en A' dans Téquation (i47)> P^ur qu'elle détermine, par les deux valeurs de z, les parties de cette nouvelle droite comprises entre le point a , p et les points où elle est coupée ^ar le cercle. Soient t' eX.t" ces parties, comme A n'entre que dans le terme affecté de z , on aura encore
En comparant la valeur de ce produit t^ t" k celui de z ' z'\ on verra qu'ils sont égaux , et Ton aura l'équation
qui , réduite en proportion , donnera
2I$0. Podr lro|iver les propriétés géométriques renfermées
dans cette proportion , il faut que le point a , p soit donné de
Fi£[.9o. position. Supposons-le d'abord hors du cercle (fig* 90); me*
nons par ce point au centre du cercle une droite MO = /; cette
droite surpassant le rayon r, on aura
car, en la résolvant, et nommant x' et x" se» deux racines, on trouve
Multipliant Punepar Pautre, et faisant les réductions nécessaires dans le second membre de la nourelle équation , on obtient
PROBLÈMES DE GEOM. RESOLUS PAR l'aNAL. INDëTERMIIVKE. l^'^
Si ^ au lieu de r'% nous mettons sa valeur tirée de l'équation
ou r''^ = a- -f- p\
la condition nécessaire pour que le point a , p soit hors du cercle , sera exprimée par
On démontrerait de même que, si ce point était dans le cercle, on devrait avoir
âi^i. Supposons don<f que le point donné soit hors du cercle -en M (fig, 90) : alors z ' et z '' sont les deux distances ME et MF Fig. 90, à la courbe, d'une droite MF qui, étant menée du point a, ^ ou M , fait avec Taxe des abscisses un angle dont la tangente tngonométrique est A; de même ^' et t'^ sont les parties MG, MH d'une autre sécante partant du point M, et formant avec l'axe des abscisses un angle dont la tangente trigonométrique est A'. Donc, en mettant ces valeurs dans la proportion {i48), on la transforme en celle-ci :
ME : MG :: mh : MF,
ce qui exprijne la propriété des sécantes extérieures.
2^2. Enfin, si le point a, p est dans le cercle, z' et z" représentent les parties d'une droite comprises entre ce point et ceux où elle rencontre la circonférence : donc, s' et z" devenant les parties d'une corde coupée au point a, p par une droite dont les distances à la circonférence sont t' et t'\ et qui pair conséquent est une autre corde, dans ce cas, la proportion (148) nous apprend que deux cordes se coupent dans le cercle en raison réciproque.
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CHAPITRE XIII
Des branches des courbes.
255. Ij'équation du premier degré étant nécessairement celle d'une ligne droite y les autres lignes auxquelles on donne le nom de eourbes, ne pourront donc être construites que par des équations des degrés supérieurs au premier (*).
Le mot de courbe est pris, par les géomètres, dans im sens encore plus étendu : ils appellent courbe le système général de tous les points déterminés successivement au moyen d'une équation (art. 200) , en donnant à l'abscisse toutes les valeurs positives depuis o jusqu^à l'infini , el toutes les valeurs négatives depuis o jusqu'à l'infini négatif.
2Ô4. Il semble d'abord qu'une courbe doive toujours s'çtendre à l'infini dans les deux sens; mais on concevra facilement que son cours sera interrompu , si l'une des coordonnées devient imaginaire.
Fig.85. Prenons pour exemple le cercle (fig, 85) dont l'origine est sur la courbe , à l'extrémité A du diamètre , et qui a pour équation (art. 258)',
y ^ = 2ax — ar % ou 7 = ± ^7.ax — jc' =r ±*V^ (2a — jc).
Si ft)n donne à x des valeurs plus grandes que aa, le facteur 2fl — X sera négatif, et rendra tel le produit x (na — x) : donc
[*) Une courbe pouvant éb tracer dès qu'ion a une équation qui exprime la relation élablic entre les coordonnées, la loi qui détermine la position des points de cette courbe est donc implicitement renfermée dans son équation. Mais on se tromperait bien, si Ton pensait quô toute courbe dont les points sont assujettis à une loi donnée, dépend dVne équation d'un deg;ré limité ; car dans le calcul diflcrentiel , on connaît un genre de courbes appelées courbes transcendantes, qui ne peuvent appartenir à aucune des équations que nous offre TAIgèbre.
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les deux valeurs de y deviennent alors imaginaires; ce qui prouve que la courbe ne s'étend pas au delà de a: = aa , dans le sens des x positifs. Si l'on fait ensuite x négatif, en mettant pour X la valeur — a:', le produit x (2^ — x) deviendra
— x' (la -h x^)y
et restera toujours négatif, parce qu'il est composé de deux facteurs de signes contraires : donc j n'aura que des valeurs imaginaires , dans le sens des x négatifs.
Il résulte de cet examen , que la courbe est comprise , dans le sens des abscisses, entre o et 2a , c'est-à-dire entre A et B.
255. Il arrive quelquefois qu'une courbe, après avoir interrompu son cours, le recommence, parce que l'une des coordonnées qui , pendant l'interruption , était devenue imaginaire , redevient réelle. Nous en avons un exemple dans la courbe (^g. 91), dont l'équation est t'îg-O».
j» = o?^ — «' ou J =r ± ^^1 _ a»j
car en donnant à x des valeurs positives plus grandes que rt, cette équation donnera toujours pour chaque abscisse deux valeurs de j, qui s'accroîtront d'autant plus qu'on s'éloignera de l'origine O. De sorte qu'on aura les deux branches de courbe BM, BM', qui s'étendront jusqu'à l'infini dans le sens des x positifs.
Mais si l'on donne à a;* des valeurs comprises dans l'iuteivalle AB , entre x :=i a et xzzz — «, le radical devenant imaginaire , la courbe suspendra son cours ; mais elle le reprendra depuis x = — /z jusqu'à l'infini négatif, car ( — j:)% c'està-dire ic% surpassera de plus en plus fl% et l'on aura une seconde portion de courbe NAN' semblable à la première. '
2S6. Lorsqu'il y a , comme dans cet exemple , une interruption dans le cours de la courbe , on pourra prouver, par la démonstration de l'art. 202, la continuité des parties de la courbe pi ur lesquelles^ les abscisses ne correspondent pas à des orr
]5o THÉOEIE DES COURBES DU SECOND ORDRE.
données imaginaires. Ainsi on démontrera facilement que les branches EM , BM' forment une ligne continue , et qu'il en est de même des branches AN, AN'.
237. Ces valeurs imaginaires des abscisses ou des ordonnées sont encore d'une grande utilité pour reconnaître le cours de certaines courbes , comme on peut le voir dans ceUe <pii a pour équation
•^ a —-t Passant à la racine , on a
faisant ;r = o , cette équation se réduit à
Fig.ga. et montre que y est nul à l'origine A {fi^. 92).
Si Ton donne ensuite à x une valeur négative — k , l'équation (149) deviendra
valeur imaginaire ; d'où il suit que la courbe ne s'éteod pas dans la partie négative de Taxe des abscisses.
Donnons à x des valeurs positives que nous supposerons d'abord plus grandes que a , et ensuite plus petites ; dans la première hypothèse , représentons par n une quantité positive, et supposons x -=: a-\- n. En substituant cette valeiïr dans l'équation (i49)> nous aurons
Cette valeur imaginaire de y nous montre que la courbe oe^
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peut s'étendre au delà de Tabscisse AB = a {fig* 92), et que Fig.92. par conséquent si nous menons par le point B une droite in> définie RS parallèle aux ordonnées , il n'existera aucune partie de la courbe dans toute la région que cette ligne intercepte à notre droite.
Si la courbe existe , cela ne peut donc être que dans la partie qui correspond à AB ; c'est ce que notre seconde hypothèse va confirmer. En effet , si nous représentons par^ — m une (juantité positive moindre que a , et que nous remplacions x par a — m dans l'équation (i49)> ï^^us trouverons
la — m / *, V
et nous voyons que y sera réel tant que m sera au-dessous de^. Lf'ordonnée ayant deux valeurs, la courbe se compose (le deux branches AC %t AD qui ne rentrent pas sur ellesmêmes , comme dans le cercle 5 car plus la valeur a — ti} de X s'accroît et s'approche de a , plus l'ordonnée y de l'équation (i5o) augnaiente.
Il est à observer que l'abscisse étant représentée par AP [fig, 92) , l'équation x=xz a — m donne
w = « — X = AB -- AP = PB;
donc m n'est autre chose que la distance du pied P de Tordooiiée PM au point B. Or, plus cette distance diminue, plus les deux termes de la fraction qui est sous le radical xle l'équation (ï5o) tendent' à augmenter la valeur de cette fraction , et par conséqueiit celle de /, qui va en croissant jusqu'à l'infini. C'est ce que montre l'équation (i5o); car aiv dernier terme .de la diminution de m , c'est-à-dire lorsque
w = o, cette équation se réduit à j=:±^i/-=:oo. On voit donc que les deux branches de la courbe, au lieu
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fig-^a. de s'arrêter en C et en D, se prolongent jusqua Tinfini, se rapprochant continuellement de la direction de la droite SR.
2^8. Il existe des courbes composées de parties dissemblables , mais qui n'en constituent pas moins une seule courbe , parce qu'elles dérivent de la même équation.
Par exemple , si Ton a l'équation
ay"^ — jp3 _^ ^^ — çj ^2 _|_ ^^jp __ o^_. ^,5,j
on trouvera, en faisant passer tous es termes, hors le premier, dans le second membre , et en observant que x est facteur commun ,
ay"^ = X {x^ -\- ex — bx — bc).
La quantité qui est entre les parenthèses revient à
(x ^ c)x — (x -\- c) b; et comme x-\- c ^st facteur commun , on peut récrire ainsi :
(x -h r) {x — b)-y d'où il résulte que l'équation (i5i)j)rendra la forme
ay^ = j: (a: -\- c)(x — ^) ; divisant par a , et tirant la racine , on obtient
En donnant à x des valeurs positives comprises entre o et by le facteur x — b sera toujours négatif; et , par conséquent, le produit de j; — b par celui des autres facteurs qui sont positifs donnera un produit négatif : donc y restera imaginaire , tant que x sera compris entre oelb; mais, au delà de x = b^ le facteur x — b devenant positif, la valeur de y sera réelle , et d'autant plus grande que x s'accroîtra 5 et comme j a deux.
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valeurs égales et de signes contraires , la courbe naîtra [fig. ojè) Fig. 93. au point B distant de l'origine A, d'une quantité AB = ^, et » prolongera , dans le sens des x positifs ^ jusqu'à l'infini ses deux branches BM, BM'.
On donnera ensuite des valeurs négatives à x^ en fmsant X =: — x', et Ton aura
=,±^îl(^L±_^
Les facteurs xetx — b deviendront — x' et — (^'4- b)\ leur produit sera donc la quantité positive or' (a:' 4- ^). Quant au facteur x' -\'C ^îX sera remplacé par c — j?', et le signe du produit
dépendra de celui de c — x'. Or, c — x' . est positif tant que x' est moindre que c, et devient négatif dès que x ' surpasse c ; dans le premier cas, la valeur de/ est réelle, et, dans le second , elle est imaginaire : donc la courbe ne se prolonge , dans le sens des x négatifs , que depuis x = o jusqu'à 30 =z — c ; et, par conséquent, si l'on représente par AD l'abscisse — c, la courbe ne s'étend pas au delà de AD dans le sens des x négatifs. Elle est aussi limitée, dans le sens des ordonnées, dans cet intervalle ADj car la fonction de x' dont se compose j, n'admettant pas pour x' des valeurs plus grandes que c, cette fonction y a des bornes dans ses différents états de grandeur : donc la partie de la courbe qui répond aux x négatifs ne pouvant s'étendre indéfiniment dans le sens, des /, doit se trouver renfermée dans un certain espace , comme on le voit {fig, gS).
âcS9. Nous ne nous étendrons pas sur les propriétés des courbes , que l'on ne peut bien connaître que dans le calcul différentiel ; les notions que nous venons de donner sur leurs branches suffisent pour la recherche qui va nous occuper.
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CHAPITRE XIV
De VelUpse.
260. Nous avons déterminé (art. 256) l'équation du cercle, qui n'est qu'un cas particulier de TelKpse dont, ^en procédant de la même manière , nous allons chercher Féquation d'après sa propriété caractéristique :
L'ellipse est une courbe i^) tcllç que la ^omme des distances de Fig.94. Y^ yY'M d'un de ses points^ à deux points fixes Y et W (^. 94) est égale à une ligne donnée na, ^
Pour trouver l'équation de. cette courbe, représentons par 2c la distance des deux points fixes F et F' (fig, 94). La ligne étant supposée courbe , tous ses points ne peuvoDt être dans une même direction ; donc elle doit avoir des points hors de celle de F F' ; et si de l'un de ces points , M, on mène les droites MF, MF', le triangle MFF' aura nécessairement lieu j ce qui exige que aa surpasse FF' : car, si Ton avait 2a = 2c î= FF', comme, par hypothèse, 2« = MF -h MF',. on conclurait que MF + MF' = FF', c'est-à-dire que la somme des deux côtés d'un triangle est égale au troisième, ce qui est inadmissible.
D'une autre part , il serait absurde de supposer 2a <^ 2r? ; car, en mettant les valeurs de 2a et de 2c , on aurait
MF H- MF' < FF
{*) Quoique le sens génëral attribué au mot courbe comprenne toutes >es lignes, même la ligne droite, uous entendons par courbe, dans cet énoncé, seulement une ligne dont tous les pointa ne soht pa's dans une même direction ; autrement la ligne droite remplirait la condition requise j car scit FF' = a a (fg. 93 ) ; pour tout point M de FF', on a
FM -h F'M = aa.
Cette propriété de Tellipse appartient à la ligne droite, parce que oette ligne peut être regardée comme la limite des ellipses.
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et il en résulterait que les droites FM et FM qui partent des extrémités F et ï*-, ne pourraient se rencontrer, puisque leur somme serait moindre que la droite FF' qui les sépare. Il résulte de ce qui précède, qu'on ne peut avoir que
, FM -h F'M > FF',
c'est-à-dire ^ 2a ^ 2c , • • • (^53)
Cela posé, partageons la distance' FF' (fig. 94) ®^ ^^"^ Fig.94parties égales au point O, où nous, placerons l'origine ; nommons a:, X les coordonnées OP, PM du' point M , et soient z, z' les distances MF et MF' de ce point M aux foyers ; par la propriété du carré de Thypolénuse, les triangles rectangles MPF', MPF, donneront, lieu aux équations
F'M' =1 F'P -î-'PM^ = (OP -f- OF')» -h PM%
et- • ' ■' z'» =.(4r-i- c)^-4- j% (i54)
FM» =;r FP» -h VM' = (OP — OF)' -f- PM%
ou (*).z^ ~ (j?; J- c)a ^ j=, (î55)
auxquelles il faut joindre cette troisième , donnée immédiatement par la condition du problème .
F'M -+- FM = 2a,
ou • z' -+- z = 2« : (i56)
(* ) Si Pordonnée était prise dans VintervaUerFF' (,/gr. 94} , ces équalions (i54) ,«( i5â), ne subiraient aucun changement : car en prenant M' '• aulieudeM, nous nurioâs trouvé, à]a'placeder^quation(i54)9 celle-ci:
. F'M''= (OF'VOF)'H- P'îvr» OQ. xj'»=:(c-i-a:)«-f-r%
et Ton voit que *(c — x)* aurait îe ibàme développement que (x — c)» , dan» Féquatioii (i55); et en prenant M", lé changement du signe de c dans Tcquation (i55), et ceHiide x dans Téquation (i55), substituerait ces équations Tune à Pautre.
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Retranchant l'équation (i55) de Féquation (ifti), et réduisant ,
on obtiendra
z'^ — z* = i^x\ ....... (iS";)
et observant qu'en général unç expression de cette forme a * — b^ résulte du produit de « -f- ^ par a — 6, on peut écrire ainsi l'équation (157) :
(z' -h z) (z' — z) = ^cx',.
Si Ton y met la valeur z'-t-z tirée de l'équation (1 56), elle devient
2a (z' — z) =r ^cx^
\ et , en divisant par 20, donne
C.T 2CX
la . «
Ajoutant à cette équadon celle que «nous avons désignée par (i56), on trouve
, ex
et , par conséquent
y» If»
Substituant le carré de cette valeur de z' dans l'équation (i54), développant et réduisant, il vient
fl' H z:^ = c^ -f- J^' -4- :r';
d'où Ton tire
Réduisant au même dénominateur le second membre , on u
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ou, t>arceque Tinégatîté i,53, page 1 55, nous a appris que a
surpassait c , >
^ __ (a^ — c») fl*— (fl» — c2)x»
âf
et , par conséquent ,
est l'équation d'une ellfpse^ mais qui n'est pas mise encore sous sa forme la plus simple. . '^
261 . Les points F et F' portent le nom de foyers; leur distance ic est ce qu'on appelle T excentricité y et FM, FlM sont les rayons vecteurs.
Nommons b l'ordonnée OD qui passe par le centre O ; il existe entre b, c e\.a une relation remarquable ; pour la trouver, remarquons qu'à caflse de OF = OF' = c , les triangles rectangles ODF, ODF' (fis* 95) sont égaux, et donnent Fig.gS. FD= F'D ; et comme , lorsque M est transporté en D , l'équation
F'M -f- FM = 2fl
devient F'D -|- FD = 2a,
si nous remplaçons F' D par FD , nous conclurons que FD = a ; par conséquent l'équation
D»= FD*— 0F
qui a lieu dans le triangle rectangle ODF, par la propriété du carré de l'hypoténuse , deviendra , en y mettant les valeurs de OF, de FD et de OD ,
262. Au moyen de cette relation , nous changerons l'équation (i58) en
/' = -; (^' — ^') • • (ï60> ^q^ation
de V ellipse rapportée au centre.
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Chassant le dénominateur 'et laissant le té^me constant daûs le second membrie , cette équation peut se mettre sous cette forme plus symétrique ,
265. Pour analyser la courbe, résolvons séparément son équation, par rapporta x et par rapporta^, ce qui nous donnera * * #
y = ±^ yja-' — X' (i64)^
Or, on voit que si l'on fait 7 = 0, dans Téquation (i63) , elle devient
o et se réduit à ■ jt = ± « ;
la première de ces valeurs, donnée par le signe supérieur, étant positive, sera comprise depuis l'origine* O jusqu'au point B , où la courbe rencontre l'axe des abscisses; et l'autre, comme négative, sera comprise dépuis l'origine jusqu'au point A , où la courbe coupe l'axe de âr ; la ligne 2a représentée par AB sera donc partagée en deux parties» égales à l'origine ; cette ligne porte le nom de grand axe de Vellipse, Si l'on fait de même j: = o dans l'équation (i64), l'ordonnée qui passe par le point où x est nul, c'est-à-dire p^ l'x»rigine, aura ces deux valeurs égales et de signes contraires, -h ^, — A. Il est évident que la première sera représentée par OD, et la seconde par OE ; la ligne DE =: 2^ sera donc aussi partagée en deux parties égales à l'origine : on a donné à cette ligne le nom àe petit axe. Si des points de l'ellipse compris depuis B jusqu'à D , on abaisse des ordonnées sur le demi-grand axe BO, on verra que la partie négative qui est sous le radical de l'équation (i64)
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diminuant successivement, la ligne représentée par le radical s^accroîtra à mesure ; d'où il suit que les ordonnées depuis B jusqu'à D vont toujours en croissant; et comme le carré x^ appartient aussi bien k ~\- x qu'à — x, on voit que les ordonnées positives situées sur la partie négative de l'axe des. . abscisses y poftées dans le quadrant DOA, passeront par les mêmes états dé grandeur que les ordonnées positives portées dans le quadrant DOB; par conséquent, l'arc DA de l'ellipso sera semblable en tout à Tare DB.
264. Nous n'avons employé jusqu'à présent que le signe supérieur du radical de l'équation (i64); mais si nous nç prenons que le signe inférieur, l'équation (ï64) déterminera pour y des valeurs égales et situées en sens contraire de celles dont nous venons de parler;.. ce qui établira au-dessus de l'axe des x une partie AlËfr absolument semblable à la partie ADB.
Enfin, si dans l'équiBition (i64) on donne à x une valeur plus grande qu&a,' en faisant j?=:a-h«, cette* équation donnera
Cette v^eur imaginaire de y prouve que la courbe ne s'étend pas au delà de l'abscisse OB ; et comme a est aussi bien le carré Hé — X que de -+■ a?, on voit qu'en donnant à — j? la valeur — (flf-^-a), on tombera sur l'équation (i65), ce qui prouve aussi que la courbe ne s'étend pas au delà du point A.
26i5. L'équation (i63) construirait la même courbe en prenant le petit axe pour celui des abscisses, et le grand axe pour celui des ordonnées. En effet, le point M {fig* 96), Fi{r g6. déterminé par les coordonné es^
OP = JT et PM = /,
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Fig. 96. le serait également, si Ton prenait ( fi^l 96 )
* OQ = ^ et QM = a;.
. On prouverait donc avec l'équation (1 63) ,par les mêmes raisonnements qui ont été ap{)liqués à l'équation (i64), que la courbe ne peut s'étendre au delà du petit axe.
266. Ce qui précède nous fournit les moyens de décrire l'ellipse par points, lorsque le grand axe et le petit axe seront donnés. Pour cet effeÇ, on commencera par déterminer les foyers en décrivant avec un rayon a parti de l'extrémité D du petit axe, deux arcs de cercle qui couperont le grand axe aux points F et F' ; ayant ensuite partagé AB en deux parties Fig.95. 'inégales (*) B/z, kn {fig. gS), on les prendra pour rayons de deux arcs de cercle que Ton décrira des fàhyers F et F' comme centres. Geftarcs, en se coupant, détermineront deux points M et M' de l'ellipse; car, d'après cette construction, la somme des rayons vecteurs FM et F'M vaudra le grand axe AB , ^un ayant de -plus ce que l'autre a de moins.
On peut aussi décrire l'ellipse par un mouvement continu; pour cela on fixera à deux points F et F' les extrémités d'un fil égal à AB, et tenant ce fil tendu avec un style que l'on fera mouvoir, on tracera l'ellipse , car on aura toujours
FM -h F'M = AB = 7.a.
267. Les foyers jouissent encore de la propriété d^étre les seuls points de la surface de Tellipse dont la distance à un point de la courbé est une fonction rationnelle de Pabscisse de ce point. Fig.on. Pour le démontrer, nommons s la distance MN d'un point N {Jig. 97) pris dans l'intérieur de l'ellipse à un point M de la courbe; a, /3 et jc,^, les coordonnées de N et de M ; la distance MN de ces points sera donnée (art. S5I$ ) par l'équation
{*) Si ces lignes étaient égales , le procédé que nous indiquons ne servirait qu'à déterminer les extrémités E et D du petit axe <]ue nous connaissons.,
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tt en dévelopfkant le» carrés , on aura
«'*^=x« — aax-h a«-hr' — 2/3r-fT^' (166)
Le point M appartenant à Pellipse, nous pouvons remplacer^ par sa valeur tîrée de Téquation (161) , et il viendra
*«=x« — aax-+-a»-f-fc*— ^x'qza^yi* — ^ar*H-^'. . (167)
Pour que cette valeur puisse être rationnelle, il faut qu^elIe soit délivrée du ^dical : i'est à quoi Ton parviendra , en remarquant que la position du pointa, /3 étant arbitraire, nous pouvons disposer des coordoilné(8 de ce jioint pour la déterminer convenablement à la question . Ainsi, en faisant ^ = o^ Téquation (167) se réduira à
«* = x» — 3aar-i-^»-+-&»-^x« (168)
Cette valeur nulle de Tordonnée fi nous montre déjà que le point N d0. être situé sur Taxe des x; a restant indéterminé, disposons-en d<^ani^ que la valeupde z soit rationnelle : c^est ce qui aura lieu si le second membre de Inéquation ( 168 ) est un carré parfait. Pour cela , réduisons les termes en x* au même dénominateur, Téquation (168} prendra cette forme :
„ z* =z -^ — i« — aax-h «*-hi* ;
remplaçons a' — &' par $a valeur c*, que donne Téquation (160) j nous aurons
«' = — x'— 2ar-ha*-+-i* (169)
Compacpns maintenant le second membre de Téquation (169) au carré
parfait A.* ^ aAB-hB', nous verrons que A sera représenté par — ,
racine du premier terme du second membre ; et , pour que cette ex-
•pression entre dans le terme aax, nous écrirons ainsi ce terme;
2— X -«, ce qui n'en cbangepas la valeur* alors - a tiendra la place a c c
de B. La condition nécessaire pour que le second membre de Téqua-
tion (169) soit un carré, sera donc qu^on ait
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équation jpar laquelle nous déterminerons ee ; nous en tirons
et comme (art. 261) ^* — c» = 5% cette équation se'réduil ^
CK^=C
et par conséquent a = rfc c » (170)
268. La première valeur de a , parc9 gu^elle est positive , indique Fig.98. ify' 9^) ^° foyer F , et la seconde étant né^tive j indique le foyer 1?(. En mettant la première de c.es-'vaJeurs dans Téquation (rog), cette équation devient
z^ = 2ca: -H c* -+■ b* ,
et, au moyen de Téquation (160}, se réduit à
z* = 5 acj: ■+■ a*.
Passant à la racine et observant que a surpasse run.et Pautre de» deux
ex
facteurs c et jt de la fonction — , on a
ex
±lz = a . . . . ., (171)
Considérons d^abord le signe supérieur : on a vu , au eoroméncementi de cet article, que c était Tabscisse du foyer F, et qu'à cette abscisse répondait le rayon vecteur g = FM : nous aurons donc pour la valeE|r de FM, '■
ex .
A l'égard de la seconde valeur — c de a que comporte l'équation (170) , en la substituant dans l'équation (169), et en désignant par «' ]f rayon vecteur qui 8''y rapporte, nous avons, pour déterminer F'M,
ex
ce qui s'accorde avec l'équation (i 58) (page 1 56) [*], et nous ^voyons
[ *] Les valeurs de «' et de z que donnent les équations (i56) et (i58), constatent bien que les distances 5 "et z d'un des foyers à un point de la courbe sont des fonctions rationnelles de l'abscisse de ce point,; mais il restait à prouver que cette propriété n'appartient qu'aux foyers.
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^U6 1a «fnûttedaft rayons vecteurs t elz' est é^ale à ^n ; condition exigée p^r réquation (i^) , ce qui montre que la courbe est une ellipse.
969. Il nous reite à examiner ce que signifie la valeur négative des de Téqui^on (171) : il est certain que cette valeur, portée en sena contraire delà positive , correspond à un point M' (Jîg. 98) de la courbe ; Pabscisse Fig. 98. de ce point n^est pins OP, mais OP', et par conséquent détermine une ^
valeur négative FM', différente de FM. Si Tanglo MFB est aigu par exemple, il n0 sera pas difficile de s^apercevoir que Tangle M'FR, qui en est le supplément, sera obtus, et que par conséquent Pordonnée M'P't, qui appartient à un plus grand arc, surpassera PordonnéeMP, ce qui nécessite qu^en Vertu des triangles semblables M'P' F, MPF , la droite MT remporte sur la droite MF.
270. Les extrémités A etB (^g, 96), où la courbe ren- Fig.96. 'contre le grand axe, sont appelées les sommets.
On peut en prendre un pour origine, A par exemple : nommant x' Tabscisse AP comptée de ce sommet, il y aura, entre cette ablscisâe et Tabscisse x comptée du centre , la relation suivante : *
OP = AP — AO
ou X 1=1 x' — a.
Cette valeur étant substituée dans l'équation
on obtiendra
>■'= "1 (^^•^' — ^'*)» • • • ('73), équation de i'elffpse ra^ortée au sommet A.
971. Quoique nous ayons été conduits à cette équation en supposant que l'abscisse x comptée du centre correspondait à un point pris sur la partie DBE de Tellipse, Téquation rue serait pas altérée si ce point était pris sur la partie DAE ; car alors l'abscisse devenant négative, au lieu de
on aurait x ■= — [x' — «);
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expression qui , étant élevée au carré , nons rangerait 4^1a va^ leur de x^ qui a servi à transformer Téquation de Pellipse rapportée au centre en celle où l'origine est au sommet. *
Fig.og. 272. Soient a et 6 les coordonnées OP et PM (Jîg. 99) 'd'un point M de Tellipse , et a', 6' les coordonnées OP' et P'M' d'un autre point M' : mettons successivement ces valeurs à la plsœe de or et de / dans Péquation (161] de l'ellipse, nons aurons
donc 6» : 6'» :: - {a' — a») : - (a' — a"); . . (174)
et supprimant le facteur commun ~ , 0L observant que
{a} — a}) = (fl H- a) [a — a) , et que le produit («* — a'*)
peut se décomposer de la même manière , Féquation précé^ dente deviendra
c'est-à-dire
vw : vw : : (oa -h op) (ob — op) : (oa -h op') (ob — op'), ou PM» : P'M'» : : AP X PB : ap' xp'b ;
par conséquent, dans l'ellipse, ie carré d'une ordonnée menée sur le grand axe est au carré d'une autre comme le produit des distances du pied de la première de ces ordonnées aux deux sommets est au produit des distances du pied de la seconde à ces mêmes sommets {*).
27S. Si Ton veut compter les abscisses sur le petit axe, Fîg.gS. soient(^g'. 96) a:' et y' les coordonnées OQ et QM d'un point M
('*') Cette propriété nous fournit le moyen de Récrire Tellipse par
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dans cette nouvelle hypothèse ; on aura [fig. g6 ) Fig. 96.
OP = QM, MP = OQ,
ou X =\y', ^ = a/.
Substituant ces valeurs dans l'équation (162) , nous trouverons
«'x'^+ b^'/^^z a^b\. . . (176) équation de l'ellipse rapportée au petit axe y V origine étant au èentre.
On voit que cette équation est de même forme que l'équation (162).
L'équation (19^)9 étant résolue^ nous donne
et nous montre que 7' a toujours des valeurs égales et de signes contraires 9 ce qui prouve que le petit axe, comme le grand , partage la courbe en deux parties égales et absolument sem* blabfès.
S74i. .Le petit axe, sans Pexcentricité , ne différerait pas du grand axe; aussi, Iprsque les points F et F' coïncident, cas où c est nul, l'équation (160) se réduit-elle à b z=: a^ et par suite, l'équation (162), en supprimant le facteur commun a*,
poiots; car lorsqu^on connatt deux coordonnées a,€, et qa^on prend arbitrairement Tabscisse a', Péquation (175) nous donne
(a-t-a) (a— a) a et € éMint donnés^* et ayant pris ex.' arbitrairement , on voit que tout
sera connu dans le second membre de cette équation : et comme
et 7 ^^-v4 4 Bont des troisièmes proportionnelles, que noua
(an- d) (a — a)
représenterons par F et par Q , bous aurons donc &* =PQ ; par conséquent^ en prenait une moyenne proportionnelle entre P et Q, nous 4>ourrons déterminer Tordonnée € ', qui appartient à Tabscisse k.
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devient
ce qui est Téquation du cercle fart. 258).
273. Si Ton décrit, sur un même diamètre 2a , un cercle ^ une ellipse, et qu'on nomme j' et y" les ordonnées de Tellip^e et du cercle, correspondantes à une même abscisse j:,'1'équa-^ lion de l'ellipse donnera, entre x et /', cette r^ation ;
y' = !i (^' - ■^')-' et celle du cercle donnera , entre x et j '', cdfe-ci :
Éliminant «' — a:' entre c€s deux équations, on trouveip
jr'^ =
et
, passant à la racine ,
d*où Ton tire la proportion
ce qui nous apprend qiie V ordonnée du cercle esî à ceUe de VeWpse dans le rapport constant du grand axe au petit axe^
On pourra donc déterminer les ordonnées de l'ellipse au moyen de celles du cercle, lorsqu'on connaîtra le rapport du grand axe au petit axe de Tellipse.
276. Si l'on considère qu'une ligne divisée par une autre exprime un rapport, et que aet b sont constants, on reconnaîtra, d'après l'équation (161) , que l'ellipse est un cercle àoçi les ordonnées sont multipliées par un rapport constant.
D'où il suit qu'un cercle incliné projeté sur 1^ plan par des perpendiculaires abaissées de chacun des. points de ce cercle suV
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(9 plan y trace une ellipse pai(pe que chacune des coordonnées d^cette. ellipse équivaut à l'ordonnée du cercle qui aboutit au même point, multipliée par le cosinus de son inclinaison (*).
4 Wt, Le paramètre est la double ordonnée HH' {fig> 96) qui Fig.96. passe pftr le foyer (**) . Pour le déterminer, on substituera donc à x^ dans Tj^quation de Tellipse , Tabscisse c du foyer; et, en nommant p l'ordonnée qui répond à cette valeur de x , l'équa-
tien r' = — (a} — x'^\ deviendra
Mettant^ à la place ée^'.-^ c% sa valeur ^' donnée par Téqua- » tion {160) , on%ura ' . *
et en multipliant chaque membre par '4 ,
Tirant la racine de chaque membre de cette équation , on obtiendra
» * ip =z i^V- ;
. *^.)P pour le démontrer, soient BC (/gf. G4) l'ordonnée/, AC^j- cell« Flg.64. de TelIit^Ve, et B Vangle dUnclinaison ; on a k • - ♦
i : cos B :; .r ' î r j donc y ^ y' cos B. • . ^ n
(^*] Les gé&mèires du siècle dernier 'désignaient par les constantes a e.\.h \è graâd axe et le petit axe ; les modernes, soit parce quMls rap* portimt plus conimanément l'origine des coordonnées au Qontre, soit pour simplifier 1«6 calculs et leur donner plue de symétrie , désignent ces axes par an et aô , et Tanalogie leur a fait appeler le paramètre ip «t Tezcentricité ac.
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ce qui nous apprend que le pa^amètte ip est une troin^èoÊ^., ^ proportionnelle au grand axe et au petit axe':
Si Ton substitue la valeur -de — dans Téquadon
a fl^ ^
de Tellipse , on trouve
y = ~ («* — or'), équati^ de V ellipse < rapportée au paramètre.
279. Déterminons maintenant Téqu^tion de la tangent^ à Tellipse. Pour cet effet, nous remarquefons quedan^une cour^ -
Fig.ioo. quelconque la corde ou sécante M'' M' {'fig^ loo) se change ea
une tangente à la courbe lorsque , Tare V^lM ,dev€;pant nul /les " points M' et M" coïncident. Exprimons cettegconditioil an^lytiquement. Soient donc j;', j\ et x'\ y" les coordonnées des points M' et M"; la sécante IVfS \fig- ioo)> qwi ^st te prolongement de la corde M' M''', n'étant lutre chose qœ la droite assujettie à passer par les points x\ ^^ et afl ^ y ^ nous déterminerons l'équation de cette droite en Substituant, dans la formule (137) ( page 126 ) , les coordonijdes j/, ^ et aé' ^ y" des points M' et M" à la place de *, p et de a', p' ; nous trouverons , pour l'équatioa de la sécanlfe M' S ,
Les points M' et M" appartenant à Tellips^, Téquafion (i6j de cette courbe rapportée au centre devra être ^tisfaite |)ar'I coordonnées x' ^y' et x" ^ y" des poin^ M'-ft M", et nous aurons ,
Q} y'-^^ ^ h-" x'^ ^ a'b\ a^y^'-hà^x'^^^^a^bK (179)* Retranchant la première de ces équations de l'autre, on'oq^ent
a^y^ — y'') -f- h'^i^'' — a7")=r o; . .. .• (180) ft par la raison qu'en général a" — b*=i (a -^ b) (a -^ b)^
réqliation (180) peuyLfle décomposer ainsi en facteurs
et donne :^r — ^ = ; — tt , •
Au moyen de cette valeur, T équation (178) de la sécçinle deviendra r .
La corde M' M'' sera J^iDgente* à la conrbelorsque.les points M' et'M" coïncideront ,et qujpn/aura par conséquent
substituant ces valeurs dans Téqu^tion (181), supprimant le diviseur commun 2, et observant que dans^pe cas Tangle S devient r^ngle MTt , ou , plus simplement, l'angle T, et que ' {'équation (181) se transforme en celle de la droite TM , oH aura
h'^ x' ♦ / — 7'= . —f [xA-x^), . . ( 1 82) , éqaation
fc » *
de la tangente au pôi/^tM ( ** ).
Laissant 'Je terme x seul' dans le preriiier membre , pour pouvoir ^mparer cette éq dation ^réquatio]ïj(i3;i) de la ligne droite (art. 2164, on voit, par ce rapprochement, que ce qui cbulliplie x — x^ dans l'iquatittn (iSa) est la tangente tri-
■ .■■ I ■ ^'t ' •' m ■■ ■ I ■ ■ ■ I ■ I II I ■ Il I !■ m
(^) Si l'on avqit substîlué immédiatement ces vallurs de x" et de y*' dans 4'équation (178), le coefficient de a: — x' se serait réduit à ~ : or il est .démontré , en Algèbre et dans mes Éléments de Calcul différentiel, liue ce cas n'arrive que par la présence d\in facteor comman , dont il faut délivrer la fraction pour (^^on en puisse connaitiPë la vraie valeur. , (-*-«) Le signe négatif affecte le second membre , parce que , d'après la ^. 99, la sécante et la tangente tombent, comme dans le cas de ^^fë^ 74 {^^- 2^0)) Aussi en écrivant de cette manière r#{uation (182},
reconnait'on' qu'elle est tout à fait de la forme de Téquation (art. 210) d'une droite qui coupe à angle obtus l'axe des y.
Ni
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F2ff. 101. gOQométrique d^ l'angle formé par la ta||genteMT {fig* loi) avec Taxe de x ; par conséquent , nous avons
tacag tri g* de l'angle T = -j (^8^)
SÔO. Exprimons cette valeur.en fonction de Tangle O que la droite OM, menée par le centre au point cle [taDfjënoe, fait avec Taxe des abscisses , les coordonnées du point M étaîit x* • ' ^' j'y nous aurons
x' : y :: 1 :.tangQ; ''
d'où nous tirerons -7 = — — ;f ;
par conséquent , l'équation (i83) deviendra . tafig trig, de V angle T = -
La valeur de tang tri g. de V angle T n'étant point affectée dû double signe , il s'ensuit qu^on ne peut mener qu'une sèulç tan- • gente à un point donné M de l'ellipse. Si c« point domïé est le'f sommet B de la courbe , comme les coordonnées a/, y' de M cfe-
viennent , dans ce cas , 3if-=. a et ^'= o , l'équation ( 1 83) donne
h^ a tang trig, de V angle T := — -* —
-i-oo
ce qui montre que la tangente en.B est paralléfe'itu petit a^e* * Fîg. foo. M^* si ^^ poîit M s'ap^oche de D {^fig, 100), j/ diminue en mène temps que x' s'accroît j ces valeurs de a:' et de ^ ' tendent . donc l'une et l'autre à diminuer la valeur absolue du second membre de ré(|uation (iBS), c'est-à-dire à diminuer l'angle MTO (Jfg. 100), ou à rendre l'angle MTX plus obtus. £a£v,. < lorsque le point M arrivera en D , la valeip* de tang tfvg, ^ de V angle T ( équat. i83) deviendra nulle , et par conséquent ^ cette tangente sei^a parallèle à l'axe des x.
Il serait fisicile de faire des observations analogues dans les autres* quadrants de l'ellipse. #
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S8I. On peut rehdive l'équatipn de la ta/^gente plus symétrique. Pour ella ,' ohàsàaat le dénominateur dusecgnd meml:ipe de Téquation* (i82)_, et faisant passer les termes en «'' «» en 7'' dans le ^ecomd a^embre , on -obtiendra
cette équation , au moyen de Féquation (162J, se réduit à
* ^ a^ry' '\- h'^xad ^ a^b^ (i85)
Telle est, sous la forme la plus simple, Téquation de la tangente sta point ,r', y^.
182. Si au point de contact on mène une perpendicu- ,laire Mp. (fig. lôi) à l»l:ânge.nte , cette perpendiculaire porte ^^- *<>*• * le nom de normale, U est facile , d'après l'art. 252 , de déduire . * réquadon de cette normale de celle de la tangente. Pour cela , il sçiffît dereiiVéhser la fraction qui multiplie x — x' dans Técpi^iDu (f 8i) 5^^et de la prendre négativement , et Ton trouvera
r -^ y.=^ jz S P^ — ^')v ' • (186), équation
de îa normale au point x\^y\ l'origine étant au centre.
Il ne faut pas confondre les équations de la tangente et de la normale avec ce uu'on appelle la tangente et la normale : \^ ligne dont on donne Téquation a une grandeur îddé&iie|, tandis que la tangent&^t la norniale sont des droites ' dqpt la Ibngileur' est déterminée. Ainsi la tangente au point M '^fiS* ï^ï) ^* la» dtoijte MT, qui s'éçpnd hors de la courbe de- Fig.xoi .pois le point de contact «jusque sur le prolongement de Taxe des X ^ et la nontaàle au même peinVest la droite MR, qui, ferpendiciflaiï^ à ^ tangente au point de contact , s'étend depuis ce poini jusqu'à la rencontre de Taxe des x dans Tintéfieur][4e Ja courbe.*
285. La partie PT [fig^ iôt)de Taxe des abscisses, comprise Fig.ioi. entre te pied P de l'ordonnée du point de contact et le point T où la tangente rencolitre Taxe des abscisses y porte le nom' de soui'tangente.
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Kig. loi. Pour la déterminer, cherchons d^âbord la Valeur OT {fig. 1 ô ij de l'abscisse où 1â tangente MX rencontre TaSe des ^7; pouc cela> il sufHra de faire / == 0 dans Téquation (186) , qui nous * donnera ■* . * '■ *
• . Maintenant , si de OT nous retranchons Tabscisse OP ^ i' du * point. M , nous aurons, pour la sous-tangente ,
.PT =r -^ — x', ^' . *
et . en réduisant au même dénominateur, ^ -%,
jons' tangente = r""-"* »-^« •, • • (ïw)
Fig.ioi. 984. La partie PR (yf^. loi) de Taxe desk^abscisses ^cinlipnse entre le piçd P. de l'oifldonnée PJJf et lé point R où 1^ normale rencontre Taxe des abscisses, porte leno^.de soUsnormale (*). Nous la déduirons facilement de Téquation de la » normale; car en faisant y"=,o dans Féquation (186), pour avoir l'abscisse x du point.où la norn^aie rencontre l'axe des x , nous obtiendrons, çn enaçaut j' des deux membres;
et par conséqi^nt
Or Tabscisse x étant celle du point R , ou ^ =: o dans Féquation de la normale., ^\J étant l'abscisse 0^ du point "M, on
(*) Par cette définition et celle dé la sous-tangente, on TOit que la sous-tangente et la sous-normale sont les projections de la tangents et de la normale sur Taxe des abscisses.
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vwqne la (Ufféreace ^ — «^ne sera" autre chose, que la sonsnornlaie RP; par conséquent nDus auront
souS'TtMnale := ~ «^Z, «' (*^)
l'origine étant au centre,
- 285. Les expressions de la sous-tangente et de la sous-nor-
male^nous^ront connaîtra facilemeqt celles de la tangente MT
{fig* liffi) etde la normale J^R*^car la tangente et la normale £|f(.roQ.
^îantwks hypotéiiuse»dés tri^gle§ rectangles PMT^RMP, on a '
e^ression deiatang, = y(sou^tâng.)^^-f-(ordôn.)*,
expression de la normé.»^=: v(^us-noriïi*)' -h (ordon.*)^ ^
et en mettan^œ valeurs indiquées, on trouve^ Verigiaei^de l'el» lipse étant au centre, * ^*
grpress. de ie^ng. de VeWpse =1/ ( -; — - — V H — ^(«*— y«),
express, de la nornii de VeWpse =.\/ -^ j:'^ ^ __ ^^i^^i^
ste. L'équation (187 ) nous fournit le moyen de mener y ne tangente à nm. point M Fellipse. En effet, si sur le demi-grand axe « l'on décrit la demi - circonférence ANB [fig- io^)„ etFig.ioa. qu'après avoir prolongé l'ordonnée PM jusqu'en N , on mène â ce point l^ayonON, on tirera de Téquation (187 ) réduite en proportion
OP : ON : : on : or, ou a/ : û : : « : OT,
ce qui donnera /conformément à la formule (187);
Par ce moyen , on aura deux points de la tangente à l'ellipse , savoir, T et le point M de contact; par conséquent, en unissant ces points par une droite MT,- on déterminera la position de la tangen\e à l'ellipse.
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On peut eacore mener une tangente i^ Tellipse par le prêché suivit:
287. Lorsque le point M est doiïné sur l'ellipse , on inènera Fig.io3. à ce point du foyfer F' {fig* io3) un^p droite F'M qu'on prolongera jusqu'en G , en faisant
Mx = MF,
et, ayant uni les points F et G par «une droite FG^^la pèf)Ppen- « dicidaire MI, abaissée du poi^^ depontact M, sera tangente ^n * M. Pour le démonlrer, on va pfttuver que toot^autre p«nt N pris sur la tangente ne peut appartenir à^a courbe : ^i effet , H suit de l'égalité l|es lignes MF, MG , ceHf 4^s trîapgleiS rectangles F.MI, HUG; d'où il iésultei^iue FI = IG, et qye les triangles FNI, ING sont aussi égaux, et qu'oQ a
m = NG.*
C^la posé , je dis que MI ne peut toucher ia.«pourbe qu'au point M ; car si un autre point , tel que N , était sur la courbe ,"
on aurait
• F'N -> NF = 2fl, ' «
ou F'N H- NG = F'G;
équation qui ne peut avoir Ueu tant qite le triangle F'NG subsista ;^.car la ligne brisée surpasse la ligne,droite.
288. Lorsque le point N est donné hors de l'ellipse, on Fig.ioS. décrira (7%. io3) du foyer F' comme centré , et avefe un rayon égal à 2â; , un arc de cercle qui coupera en G un autre arc de cercle décrit du centre N avec un rayon NF. Le point M, déterminé par la rencontre de F'G et de la courbe , sera le point de contact ; car cette construction aotks donne
NG = NF;
et par ce que F'G = 2â! , on doit avoir
MG = MF
donc NI, à cause des obliques égales, est perpendiculaire sur GF, et par conséquent est une tangente en M.
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5288* Qans Tdlipse, les droites FM, F' M, menées des foyers F et F' au point de contact , forment des angles égaux avec la tangente. En effet {^g, io$), l'égalité des triangles ^^g-^o^. BliF,^ GMI prouve celle des angles FMI, IMG; ce dernier érant égal à son opposé nu sommet FlVIN , il en résulte que BMI = ¥'MN.
in»
290. La/ncfrmale BM (Jig. loi) partage f angle FMF' énFlg.ioi. deux parties égales; car si des angle» droits KMN , RMT, on retranche Ips angles égaux F' MN, FMT, il restera F' MR = FMR.
* CHAPITRE XV. ' De V hyperbole.
291. Il ^existe une grande analogie entre l'elHpse et une' coui^'^u'on appelle hyperbole , et doftt Tée^ation ne diffère qye par ks signes ; aussi la propriété suivante de Thyperbole est-ell^.en quekrue sorte l'inverse de oQlle deVellipse ^rt. 960).
L'hyperbole est une ligne courbe dont la différence des défiances de chaque pointa à deux points fixes est toujours égale à une constante 2/1. * • ,
Pour trouver l'équation de cette courbe , représentons par 2c la dbtance des deux points fixes F et F' (fig. io4) : puisque Fig. ^©4. Li li^e est courbe, tous ses points ne peuvent être dans la même direction ; donc elle doit avoir des points hors de celle de FF'. Et si de M, l'un de ces points, on mène les droites MF, MF', le triangle MFF' aura nécessairement lieu : par conséquent, la ligne donnée na doit être telle ^que le triangle MFF' soit possible, ce qui exige que 2a soit moindre que FF' : car, si i^ Ton avait 2^ r=: 2c, comme , par hypothèse ,
^ 9M ~ Mf ' — MF,
et ■ ae = FF'-, * .
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on conclurait que
* yF — MF =r FF; d*où Ton tirerait '"•
MF' ^ FF'-h MF, ,
• • ce qui nous conduirai^ à cette absurdité-, que la somme des deux côtés d'un triangle e$t égale au troisième. % "4
D'une autre part , il serait absurde de suppbs^^ 2c <^ 2^ : car ei> mettant les valeurs? de 2ûr et de ac , on aurait
FF' < MF' — MF
ou FF' -h MF < MF';
et il en résulterait que les droites FF'" et MF, qui partent des .extrémités F' et M, H^ pourraient se rencontrer, puisque leur Somme serait moindre que la droite qui les sépare. Nous supposerons dt^nc
Cela posé , prenons le milieu O de FF' pour origine ; aBaissons du point V. une perpendiculaire MP sur la direction de FF» et nommons
OP, x; PM, r; F'M, z'; FM, z:
parla propriété du caVré de Thypoténuse, les triangles rectangles F'MP, FMP, donneront les équations
F'M» = (OP H- OF')' + PMS
H ou • z'^ =: (:r: H-.c)' -h J% (^9^)-
FM' = (OP — 0¥ Y -h PM%
ou 2:»=: (a: -_ c)' -I- ^2^ (iga)
et la condition du problème nous offrira celle-ci :
Retranchant réquation (192) de l'équation (191), et rédui-
OF. ' l'hyperbolr.
Ï77 sant , on obtiendra
et observant qu'en général une expression de la forme a^ — b^ résulte du produit de « -f- è par a — b, on pourra écrire ains^ icetle équatlo^
cl, en y mettant la valeur de z' — z donnée par Téquation (193),
on aura
*'2ff [z' -h z) == ^cx ;
et , en divisant par na ,
Ajoutant réquation (193) à celle-ci , on trouvera
. 2c.r iz' = o.a +
et, par conséquent,
<ix
z' zz= a
Substituant cette valeur de z' dans réquation (191), et réduisant , oh obtiendra
al ^ = €' -I- o:^ -h r';
d'où l'on tirera
et , réduisant au même dénominateur le second membre ,
rt' n'
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et , par conséquent ,
telle est Téquation d'une hyperbole dont 2a est le grand axe et 2 c l'excentricité. •
$, 292. Si nous observons' que dans cette équation c^ — a^
revient au produit (c -h a) (c — a) y et qu'en prenant une
moyenne proportionnelle b entre c-\-aelc — « , la proportion
C -\- a :*b :: b : C — a nous donne
ou c- — a"^ :^ b^ « . . «(igS)
Nous pourrons, en opérant comme dans l'ellipse, remplacer dans l'équation (194) ^' — ^* P^r è% et nous aurons
ce
ou , en chassant le dénominateur, changeant les signes et faisant passer les inconnues dans le premier membre ,
b'^x^ — a'^ y- = a^b',, . .. (197)^ équation de V hyperbole rapportée au centre.
293. \2i constante a qui entre dans cette équation repré- Fig io5. sente la ligne OB [fig* io5), qui répond à7 = jo; car, dans cette hypothèse , notre équation se réduit à
(*) Nous avons écrit c* — n' au lieu de a* — c', parce quVn vertu de rinégalité (190), nous a?ons prouvé que e surpassait a dans Thyperbolcj ce qui est le contraire dans Tellipse.
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vl, en divisant par b'\ devient*
x'^ = rt%
d'où l'on tire
Mais on ne peut pas dire de même que la constante b représente une ligne déterminée dans la courbe , car Thypothèse de a: = o donne
et, par conséquent, Tordonnée qui répond à x = o est imaginaire. Ainsi , le double de cette ordonnée, qui est le petit axe est aussi imaginaire.
294. Quoique, d'agrès ce qui précède, l'hyperbole n'ait point de petit axe , on est cependant convenu , par analogie avec l'ellipse, d'appeler la constante 2^ le petit axe de l'hyperbole , quoique le vrai petit axe soit
au reste, Féquation (196) prouve que depuis A jusqu'à B il n'existe aucune ordonnée. En effet, en résolvant cette équation, on trouve
j = ± - sjx^ - «^, (198)
et l'on voit qu'en donnant à j: ou à — x des valeurs moindres que a , l'ordonnée est imaginaire. Ainsi , en prenant deux abscisses OB et OA {fig. io5) égales à £ï , il n'y a point de courbe Fig.ioS. entre A et B. Ces points sont les sommets de l'hyperbole.
Si Ton donne ensuite à x des valeurs au-dessus de a , on voit que plus X croîtra , plus l'ordonnée sera grande ; et comme cette ordonnée a deux valeurs égales et de signes contraires , la courbe étendra donc jusqu'à l'infini les deux branches BG et B£.
Enfin , si l'on donne à x des valeurs négatives au-dessus
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de « , le même raisonnement prouvera que la courbe étend aussi jusqu'à l'infini les deux branches AC et AE'.
295. L'équation ( 1 96) de l'hyperbole étant donnée , il est facile de déterminer les foyers. En effet, ayant élevé par le centre 0 Fig.ioS. une perpendiculaire OD {fig* io5) égale à b (*), si, avec un rayon OF égal à l'hj'poténuse DB , on décrit du centre O des arcs de cercle qui coupent Taxe des abscisses en deux points , F et F', ces points seront les foyers ; car la propriété du carré de l'hypoténuse nous donnera
BD» = OB^ -+- 0D
ou c' ~ fl» -p b\
d'où l'on tire
€ — ± si à' -h b\
valeur qui, conformément à l'équation (igS) (art. 292), exprime la distance de l'un des foyers au centre 0 de la courbe, et, par conséquent, détermine ce foyer.
296. Ayant trouvé les foyers par l'article précédent, il est facile , comme dans l'ellipse , de décrire l'hyperbole par points :
Fig.xoG. pour cela, on décrira de l'un des foyers [fig» 106) un arc de cercle avec un rayon plus grand que F'B d'une quantité arbitraire w ; et de l'autre foyer, on décrira un autre arc avec un rayon FB 4- m. Ces arcs, dans leurs intersections , détermineront deux points de l'hyperbole ; car la différence de ces rayons qui partent des foyers est évidemment égale à
F'B — FB = 2fl.
297. On peut aussi tracer l'hyperbole par un mouvement continu , de la manière suivante :
(*) Toute la difierence que nous offrent les deux courbes à Tégard de h, cVst que h dans Pellipfte est une ordonnée, tandis que h ^ dans rhyperbole, n^est qu^une constante, au lieud-ôtrc une des coordonnées.
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Deux points F' et F étant pris pour foyers {fi g, 106), si Ton Fi^.106. fixe à Tun de ces points F' une règle mobile F' H , et à Tautre F un fil moins long que cette règle , et attaché par son autre extrémité à celle de la règle , au point H ; si Ton fait mouvoir un style qui , en se rapprochant de B , tienne le fil constamment tendu et appliqué contre MH , la partie MF de ce fil diminuera ci'autant que l'autre partie MH s^augmentera. Le style , dans ce mouvemept, décrira une portion d'hyperbole.
En effet, soit la la différence de la règle au fil : quel que soit le point M de la courbe ainsi tracée , si, de la longueur de
la règle
= F'M-f- MH, on ôte celle du fil
= FM 4-, MH,
il restera F'M — FM = ia ,
ce oui est la propriété de l'hyperbole.
298. On démontre, comme dans Tellipsc, que les foyers sont les seuls points de la surface de Phyperbole dont la dislance à un autre poîHtpris sur la courbe est exprimée en fonction rationnelle de Tabscisse de ce point.
Pour cet effet, soient a, j3 et x, ^ les coordonnées de deux points N et M (^. 107), ^ premier, pris dans Tintérieur de Thyperbole, et Flg.107. Tautre sur la courbe; leur distance z sera donnée (art. 255) par Péquation
développant les carrés du second membre , on aura
remplaçant r et^* par leurs valeurs tirées de Téquation (19G) de l'hyperbole, nous trouverons
^«=a'-2a.x-H«'-i-^x» — Z»' qi 2/3 i/— , *'— A' H- /3* ;
disposons de ^ en régalant à zéro, pour délivrer la valeur de t^ de sa partie irrationnelle, il restera
z* = x^ — iv.x -{- a.* -\ 1 t' :
mais il no suffit pas quez^ soit rationnel , il faut encore que z le soit, ('/est à quoi nous parviendrons en. disposant de Pabscissc a de manière que la valeur de 2' soit un carre parfait. Optirant donc comme nous
iSa
Ta VOUS fait pour rellipsê (art. 267, page i6i ), et réduisant les termes en x' au même dénominateur, nous trouverons
j — ** — 2ax-ha' — fc';
éliminant a' -4- i' à Paide de Téquation (195), il viendra
t\ f% <«• JW m^ ^
Remplaçant le terme aax par x — , l'équation précédente pren-
dra cette forme
c* x' 2cx aec
et Ton voit qu'elle deviendra un carré parfait si Ton a
on tire de là (c' — «') a' = i* c'.
Éliminant c* — a* k Taide de Téquation (195), supprimant ensuite le facteur commun b^y et passant à la racine , on obtient '
999. LWdonnée ^ étant nulle , le point cherché est sur l^xe des. abscisses: par conséquent , ce sont ces deux valeurs de a qui vont nous faire trouver le point cherché. Or la valeur positive c nous indique la distance du centre au foyer F, et la valeur négative — c nous indique la distance du centre au foyer F', de sorte que ce sont ces deux foyers qui résolvent le problème.
Si Ton met ensuite la valeur positive de a dans Téquation (199), nous ^trouverons
et au moyen de la relation (195J , cette équation se réduira à
— 2CX -+- a' j
passant à la racine, et observant que c et x sont plus grands que a, nous aurons aussi
ex
pour la distance du foyer F à la courbe. Mettant de mémo la seconde valeur — c de a dans réquation(i99),
et remplaçante' — 6' par a' , nous aurons , en passant à la racine,
pour la disuince du foyar F' à la courbe. Ce qui s^accorde avec les valeurs de 5 et de £' de Tart. 291.
500. Od peut rapporter la courbe à Vun des sommets A et B. Pour cet effet , nommons x^ Tabscisse du point M 'ifiS' io5) comptée du sommet, nous aurons pour le sommet A Fig.ioS.
OP = AP — AO
ou - V ■=. x' O t ' •
^ en représ^ntax^t par a/' l'abscisse comptée du sommet B ,
0P.5=BP + 0B,
ou :c r=> x" -}- a;
ces valeurs, étant mises sùccessivemenl dans Téquation (196) de rhyperbole , et en nommant y' et y" les ordonnées qui s'y rapportent , nous donnent ^
% y"" :=L — (.r'^ — 2flf:i'), (202)
équatiqn de rhyperbole rapportée ait sommet A,
et y""^ •=: — (x"'^ tH- lax")^ . . . (2o3), équation
de rhyperbole rapportée au '"Commet B.
30t. Si, dans l'équation (197) 4e l'hyperbole rapportée au centre, on fait b = a, on tombe sur Téquation y^zizx- — « ' d'une hyp^boïe à laquelle on a donné le nom d'hyperbole équllûtère, ^
' En compai^nt les équations de l'ellipse, de l'hyperbole, du cercle *et de l'hypeTbole éqnilatère , on voit que Phyperbole équilfttèrp est, pîrnti Jesiiypérboles , ce que le cercle est parmi
les^llpses. . '•
5011* SoieB^sc, §.et çl\ ? '^ les coordonnées des deux points M
.*j?t M'*|[*3?^Jj|Hg(Sf'Wby^eïbolc;, on aura, ^nlrc ces coordon-^Fijj.ioS.
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nées , les relations suivantes :
d'où Ton tirera la proportion
ou, en supprimant — dans le sefcond rapport, on aura
ou ê^ : ^'' :: (a -h «) (a — â) : {a\-ha) (a' — a), c'est-à-dire *
PM^ : P'M'^' : : (OP -f- AO) (OP ;- OB) : (0P'-+- AO) (OP'— OB), ou PM' : P'M'^ :: ap x'BF : af x bp:.
♦ Par conséquent, dans l'hyperbole comnîe dans l'ellipse, le»
carrés de deux ordonnées sorit, entre eux y comme te produit
des distances des pieds de ces ordonnées aux sommets (*) , qui y
dans Vhyperbole y sont d'un même côté de la courbe.
^ 505. Lorsque l'origine des abscisses est la' même dans l'eltipse et dans l'hyperiDole , f)our déduire de l'équation de» l'une de ces courbes celle de l'autre , il suffit de changer ô' en — b^
et ^ en è V — i ; c'est une suite de la comparaison que l'on peut établir entre les équations de ces courbes.
50^. Le paramètre ip ou la double ordonné^qui passe parr
Et -fc {•
jl M
(*) Cette propriété pourra ^ comme ii<ilfs*r^voiis m dans'la baKi» de Part. 272, nous fournir le moyen de oonslruird Thyperbbl^^ ^nts , lorsque , outre le grand axe , deux coordono^ a^ ^ «4t\ine ab«ci&Be a* seront données. • '^^O^'- .' ' ♦
J(| r^yer,, se détermîhera , en substituant «à ^et à ^' dans Fqqua- 197) de rhyperbole rapportée au centre, Tabscisse c et onnée/?du foyer, et Ton trouvera
remplaçant c* — a} par ^ (art. â92,équat, igS), et tirant la racine , cette équation Sonnera .
ou ,. en multipliant le premier terme du second membre par 1 , et le se£i»nd par *|, qui a la même valeur, on trouvera v
2û ia
donc, dans TRyperbole comme dans Tellipse, le paramètre est une troisième ^roportionpeUe au grand axe et au petit axe,
t "503. EiSfin, si l'on substitue la valeur - de — tirée*de •:» . a a^
relation (204) dans celle (196) de l'hyperbole, on trouvera
- {x"^ — «'}, équation au paramètre.
506. .L'équalion (-204) peut servir à trouver la constante h lorsque le demi-grand â^e et le foyer sbnt dpnnés ; car en ayant éteVé i|ne ordonnée en F, nous Connaîtrons « et/? dans-la pro-
^ portion- *J>.]« , ,
• jtirëç de récgiation (204 ) ; et en prenant urfe moyenne proportionnelle eoë^ a et/>,fon aura une ligne égale à b^ m^is qui
*ne déterminera aucun point de'-la courbe (art. 295).
1^ 307. .Pour trouver l'équation - de ' la tangente, cherchons
• • prélimittairement celle 4e la JsécanjteM'S [fi^. 108), formée Fig. 108.
par le prolongement de la corde M' M" ; et soient x' ^ y' et x" ^y'I
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^e$ coordohnées des points M' etM'^ Cette sécante 9'étant^ chose qû'ime droite assujettie à passer .par les points M' nous 'déterminerons son équation au moyen'de la fprmulê (i • ( .page* 1 26") , dans laquelle nous substituerons x\y^ etx V^^ aux coordonnées ex , p et a', ^', et nous aurons •
X — X^ =■ -Tf — * — 7 (x — a/),. . . (2o5), équation ' de la sécante M' S.
Les points M' et M" appartenant, par hypotJièse, à- l'Hyperbole, réquation (197) sera satisfaite par le& coordonnées de ces poiiits ; nous anron» donc
retranclufnt l'une de ces équations de l'autre , on obtiendra
équation qui revient à • ^ ^
et qui donne * * y,
x'' — y '_ b^ jjc' 4- x"") * ' ' r '
x" — or' ~ ^ jr'' -h j'* .' " . . \ •
cette vaFeur étant mise clans l'équation ^2o5), on a
, b^ix"-\-x')
r2 ^tt
.Lorsque la corde Ji' M" devient tangente à l'hyperbole, Jes ^ points M' et M'' coïncident, et par conséquent * * * ^
x' rzr x'\ • r' = r^;
tt \ ^f •' --/ •
JC " I x' ' x' * « ^ï"
et l'expression — ^^ ;-, se réduit *à -^ , en sup])rimant le fac- » » '^
teur commun 2. lians c(;^cas rcquiUÎç)n (206) de la sécante, **
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convertie en celle de la tangente au point M , oii coïncident M' etW, devient
r — r'=-- ~,-p(^---^')5- -(207), équation de la tangente en M à l'hjrperbolc,
508. L'équation d'une droite assujettie à passer par un point étant donnée par la formule ( 1 34 ) ( page i 25 ) ,
dans laquelle a représente la tangente trigonométrique de Tangle gui résulte de la rencontre de cette droite avec Taxe des X, par la comparaison de l'équation (207) à cette formule, on obtient
; = tangente tri g. de l angle T
formé par la tangente MT à V hyperbole avec V axe des abscisses.
Cette valeur n'étant point affectée du double signe, on voit que , dans l'hyperbole comme dans l'ellipse , on ne peut mener qu'une tangente au point de contact.
Aux points B et A 01^ j'=:ro, on^a, dans le premier CSA y x=za, et dans le second, x^ = — a. Ces valeurs , mises successivement dans celle de la tang trig. de l'angle T, donnent tang T = oo , ce qui montre qu'en ces points la* tangente devient perpendiculaire à l'axe des abscisses.
309. L^quation (207 ) peut se mettre , comme on l'a fait pour l'ellipse , sous une forme plus symétrique , en chassant le dénominateur a^jr' et en rassemblant les termes affectés de x et de ^, dans le premier membre ; on a alors
réduisant le second membre au moyen delà relation (197), il reste
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Fig 109. 510. Quand r = o, l'équation (208) dpnne [fig. 109) pour . Tabçcisse x du point T où la tangente à-l'hyperbolç rencontre l'axe des abscisses ».
valeur qui se détermine par le quatrième terme de cette pro-
portion •. . . . *
œ' \ a \: a \ OT. '
Patr conséquent, au moyen du demi-grand axe et de l'abscisse a/ y du point TM de tangence , il 'sera facile de mener une » tangente à ce point. » ^
On peut aussi mener une tangente à un point de l^y
perbole par un procédé graphique analogue à celui qu'on a
employé pour Tellipse.
Fîç. 1 09. En effet , lorsque le point M [fig, 1 09) est donné sur l'iiypgr-
bole, on porte la longueur de FM, le plus court des raydns vec- .
teurs, sur la direction de l'autre , de M en G ; et, ayant uni les
points G et F par une droite GF, on abaisse du point M sur cette
droite, la perpendiculaire MI qui sera tangente à l'hyperbole.
Car, soit un point N pris sur la direction de MI : après avoir
prouvé, comme dans Fellipse, que NG = NF, en se fondant
sur l'égalité des lignes GM et MF, si N était sur la courbe, on ,
devrait avoir
F^N — • NF = 2«,'
ou F'N — NG = F'G,
d'où l'on tirerait
F'N ==: NG -h F'G,
équation absurde si le triangle GNF' existe, c'est-à-dire si M diffère de N.
Lorsque le point N par lequel on veut mener une tangente
Fig- 109 ^i rhyperbole n'est pas donné sur la ^courbe ( ^g^. 109)., si
du foyer F' pris pour centre, et avec un rayon* 2âf, on décrit
DE L HYPERBOLE. I So
un arc de cercle qui coupe en G un autre arc décrit du point Fig.109. donné N" mèc NF pour rayon > lé point M déterminé par le prolongement de F'G'àwera le "point de tengence; car il serait facile de démontrer, comme dans Tart. 288, que NM est une perpendiculaire sur GF, puisqu'on a, par constrtiction , NG = NF, et car la nature de la courbe , . * ^
* MF' — MF = 2.a = OM.
Î5I2. La perpendiculaire MR au point de cont^cf (^^. 1 10} Fig no. est , comme dans Vj^Uipse , ce qu'on appelle ifne normale à l'hyperbole; Téquation de cette ligne se déduit de cefle de la • tangente en renversant la fraction qui multiplie x — x' dans' réqualion (207 ) , et en prenant cette fraction négati vendent (art. 252). On a, par ce procédéy "
Y — y' = — 'T>~Z7^^ — •^') • • • '(210), équation de la normale nu point x' y' de Vhyperhole, V origine étant au centre,
515. Pour déterminer la sous- tangente PT à l'hyperbole, nous ferons j = o dans l'équation (208), ce qui nous donnera pour la valeur OT de x
OT
la sous-tajigente PT étant égale à OP — OT {fig- iio),.Fi«.,io. comme OP n'est autre chose que l'abscisse .r' du point M , nous aurons
PT == x'
ou , en réduisant au même dénominateur,
sous-tangentc = , . . . (211), l'origine
étant au centre.
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Fig.iio. 514. A regard de la sous-normale, cette ligne {fig. iio) étant la différence RP des abscisses OR et OP, la \«Ièur de la première sera déj:erminée par Tabscisse x qui correspondra à j- = o , dans l'équation (210) de la normale ; dans cette hypothèse , cette équation se réduit à
Cl' r'
supprimant le signe négatif, effaçant le facteur commun j^', on tire de là
. -et comme x — jc' n'est autre chose que OR — OP {fig* i io),
nous avons donc
b^ *soiis -normale de Vhyperbole -=. — x' ^
olow Les expressions de la sous-tangente et de. la sousnormale nous donnent pour ct^lle de la tangpite et de la normale à Thyperbole , en opérant comme dans l'art. 28§,
j », . / fx'''^à'y b\ , 7 express, de la tang. de l nyp. =z 1/ I — L^__(^'2 — a^^^
express, de la norm . de Vhyp. = \/ — a'^ H — ^ [x''^ — a').
^. 516. Dans l'hyperbole, les lignes FM, F' M menées des
Fig 109. foyers au point de contact [fig. 109), forment des angles égaux avec la tangente. En effet , MI par construction (art. 51i ), étant perpendiculaire sur GF, les triangles rectangles GMI , FMI , qui ont des côtés égaux GM et MF, et un côté' commun, sont égaux; par conséquent l'angle FMT est / égal à l'angle F MT.
CHAPITRÉ XVI
De la parabole.
*• 5l7«»La pa!ra)i>ole est aine courhi^ dont chaque point M* jouit de cefte-propriété ,* que sa distance à uh point fiie, appelé ^e foyer y est toujouî^fr égaie à la perpeiyiiculaire MG [fig. 1 1 1) Fig. abaissée de M s|kr la droite SV, j^ii porte \^ nom de directrice.
Le foyer F et la directrice SV [fig* m) étant donnés^ Fig.i menons par le poin( F une perpendiculaire FD sur la dii^ctrice y et partageons FD en deux parties é^es au point A , ce point appartiendra à la parabole ; car on aura AF = AD. Ce point A étant pris pour origine, plaçons Taxe des abscisses sur la direction de AF, e^ imaginons que la courbe soit construite : il $uit de la définition que nous venons de donner, qu'une pWpendiculairc MG abaissée du point M sur la directrice sera égale au rayon vecteur FM , c'est-à-dire qu'on aura
, FM=:MÊt; .^ ^ (212)
désignons par x l'abscisse AP , et par k la distance AF du sommet au foyer, nous aurons aussi AD = k , puisque DF a été partagé en deux parties égales au point A. Ox MG = DP, comme parallèles comprises entre parallèles ; par'conséquent
«^ MG = AD H- AP = V-f-^;
d'un antre cqjté , le triaU^ rectangle FMP donne '
FM'=zFP -i-PM, • '
FM*=:r (iP— .AFX'4: P]silz±{x^I^y^^\
ou
Eo vertu de Féquatioii (2 12) , égâlon» cette vaieiir analytique de FM'au carré de GM, uous trouverons, en développai^.,
- 2/x 4- h^ -h j2 = k'*-^ 2 hx -}- x%
et nous ol^tiendross , en réduisant , , .
518. Ali lieu de la constante k on peut introduire ,''dani çett^ *
équation, l'ordonnée HF =/? {fis^ \^^) <}"* passe par le 'foyer; cette ordonnée, é'après la jpropriétéde'la courbe, eSt cgaîe à *HL, et par coi^éguent à DF :=5 2 ^- ll^mplaçant dqnc 2 /' par p dans l'éf uation (2 1 3} , on aura *
y"^ = '2/?x. . . , '(2 1 4) , équation' de^ la parabole.
519. Le paramètre 2/>, comme dans Tellipse et Thyperbole , étant le double de rordonnée qui passe par le foyer, si Ton remplace l^h par 2/? dîins Téquation (21 3), qui est la même que l'cquation (2i4) , on a donc
^ paramètre = 4^?
ce qui montre que le paramètre est le quadruple de la distance k du sommet au foyer.
L'équation (210) étant résolue, nous donne
^ == rt sj'ipx, f
Le double signe nous indique que j a toujours deux valeurs égales , Tune positive et l'autre négative , ce qui montre que la courbe est coupée en deux parties égales par Taxe des abscisses ; et comme , à' mesure que l'abscisse x s'accroît , l'ordonnée y s'accroît aussi , on voit que la courbe prolonge jusqu'à l' jnfini deux branche* égales AG, AC, qui vont toujours ens'écartant de l'axe desi , car x , en s'accroissaitt , fait augmenter la valeur de /. La courbe ne /s'étend pas, coqpme l'hyperbole, <lans la partie négative de Taxe dessabscisses, car en faisant x négatif, la vakur de'jr ^gvVeftt imugifiakc. "'
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521. Ce n'est pas que la parabole ne puisse être lournée dans le sens de la figure H2 ; mais alors l'abscisse AF'=: k du foyer Fig.iis. est négative , aussi bien que Fabscisse AP' = x ; par conséquent, le produit kx de ces deux quantités négatives redevient positif , etj n'est plus imaginaire. Dans ce cas, la courbe nç s^étend pas au delà du point A dans le sens des abscisses positives; car en faisant x positif, comme cette abscisse se trouve multipliée par l'abscisse — / du foyer, ^kx est une quantité négative, eX la valeur de y est imaginaire.
•522. L'équation (212) nous offre un moyen de décrire la parabole par points. Pour cet effet, on prendra [fig- 1 1 1) Fig. 1 1 1 .
AD = AF
et ayant élevé une perpendiculaire indéfinie PM {fig- 1 1 1) , on Fig. 1 1 1 . la coupera en M par un arc de cercle décrit du foyer avec un rayon FM égal à DP : alors le point d'intersection M sera sur la courbe; car, d'après cette construction , FM=: DP = GM.
525. On peut décrire aussi la parabole par un mouvement continu, de la manière suivante : un fil égal en longueur à la branche GR d'une équerre, étant fixé par l'une de ses extrémités à celle de cette branche en R , et par l'autre à un point F que l'on prend pour foyer, si la seconde branche de l'équerre glisse sur la directrice , tandis que le fil , au moyen d'un style, soit constamment tendu contre la branche RG à laquelle il est attaché, ce style décrira la parabole; car on aura toujours
GR — FMR, ou GM 4- MR 11= FM -f- MR ,
et par conséquent
GM ~ FM
524. On peut , en opérant conjme nous l'avons fait lorsque nous avons traité de l'ellipse et de Fhyperbole, démontrer qu''il n'est dans la parabole que le foyer dont la distance â,un autre point pris sur la courbe soit une fonction rationnelle de Tabscisse de ce point.
Pour cetelTet, désignons par « et /5 les coordonnres d'un point pris
sur la surface de la parabole, et par x et r celles d^un point de la courbe. La distancer de ces deux points sera exprimée (art. 253, équat. i/jo) par Téquation
et en développant , on aura
t* = x* — 2ax-ha'-t-j'' — a/3r -h/3' :
remplaçant^' par -ipx et y par db^'ipx^ celte équation deviendra
g^ =1 X* — 1 oix -\- OL* -h ipx zp^^^'À-px -h ji* = o ;
disposant de fi pour que cette valeur des' soit rationnelle, nous ferons fi = 0, et Téquation se réduira à
z' =x' — 2ax-H a* -h2;?x = o;
mais il ne suffît pas que la valeur de s' soit rationnelle, il faut encore, d'après la condition du problème, que celle de z le soit, ce qui exige qu'on ait dans le second membre de cette équation un carré parfait. C'est à quoi on parviendra en ordonnant préliminairement par rapport à x ; ce qui permettra de mettre cette équation sous la forme
et l'on voit qu'elle deviendra un carré parfait si, en disposant de« , nous faisons
développant le premier membre et réduisant, il restera
;;* — a;7a = 0; supprimant le facteur commun , on obtiendra
et comme p est la moitié du paramètre, on voit que cette valeur de a qui exprime la distance k du sommet au foyer, est égale au quart du paramètre.
525. L'équation de la parabole nous apprend encore que les carrés des ordonnées sont comme les abscisses qui répondent à ces ordonnées.
Car soient a , p et a', p' les coordonnées de deux points : on
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a donc , pour le premier, pour le second ,
donc " p' : p'- :: poL : po:',
ou, divisant les deux termes du second rapport par 2/y,
526. Déterminons maintenant Péquation ^e la tangente à la parabole. Pour cela , si dans l'équation (137) de la droite assujettie à passer par deux points (art. 222) , on remplace les coordonnées a, p et a', p' de ces points par les coordonnées x', y', x", y des points M' et M" {fig- 1 13) où la sécante ren- Fig. ii3. contre la courbe, nous aurons pour l'équation de la sécante M'S,
les points x', y' et x" y y" étant sur la parabole, on a
y"' ■= '-xpx', jr"^ = 2.px"\ retranchant la première équation de la seconde , il vient
y"^ — y'^- = ip{x" - x'), .... (2l5)
et en décomposant le premier membre de cette, équation en deux facteurs, on a
d'où Ton tire
substituant cette valeur dans l'équation (2ï4)) "<^"s trouverons
Fig.ijô. Dans le. cas où les points M' et M'^ [fig- 1 15) coïncident, Toi donnée y" se confond avec l'ordonnée x'y ^' ^^ sécante M'S se transforme en une tangente MT. Faisant donc y" =: y' dans Téquation (216) de la sécante, on a
y — y' z= —^{x — x'), . . .{2.1'])^ équation de la tangente à la parabole.
327.' Cette équation peut se mettre sous une forme plus élégante ; car, en chassant le dénominateur, on obtient
et en observant que y'^ =. ipx!^ cette équation se réduit à
y y' —p{jc -h j?').
328. £n comparant Téquation (217) à celle de la ligne droite, dans laquelle nous avons reconnu que le coefficient de X représentait la tangente trigonométrique de Tangle formé par cette droite avec Taxe des y y nous déduirons de l'équation (217),
p —7 = tang. trigon. de V angle
formé par la tang. avec Vaxe des x.
En prenant négativement la fraction renversée de Téquation (217) , on trouve (art. 252 )
y — y' :^ [x — y), ... (218), équation
de la normale à la parabole.
Si dans cette équation on fait j = o , j: représentera l'abscisse AR du point où la normale rencontre Taxe des x, et par Fig.zi4. conséquent x — xf^ c'est-à-dire AR — AP {fi g. 1 14) sera la sous-normale. Faisant donc j z=: o, dans l'équation (218), on
en tire , en réduisant ,
ou sous-normale z=z p.
PT — ^; P
remplaçant jr'^ par 2/?^', réduisant et observant que PT n'est autre chose que la sous- tangente , nous avons
sous-tangente = 2ûc\
Au moyen de ces valeurs de la sous- tangente et delà sous-normale , les triangles rectangles TMP, MPR nous donneront
^^x'^-\- y''^ z=i expression de la tangente de la parabole y \ p'^ -h y'"^ = expression de la normale de la parabole,
529. La parabole n'est autre chose que la limite de toutes les ellipses dont la distapce du foyer au sommet est la même ; en effet, de même que dans les polygones inscrits au cercle, en passant d'un polygone à un autre, on s'approche de plus en plus d'une certaine limite qui est le cercle, de même, dans toutes ces diverses ellipses , on doit tendre à s'approcher d'une limite qui, ainsi que nous allons le reconnaître, est la parabole. Pour cela, nous remarquerons préliminaireraent que si la distance du foyer au sommet A est représentée , comme dans la parabole , par k , et que cette distance soit la même pour toutes les ellipses que Ton construira en allongeant successivement a , le demi-petit axe s'accroîtra aussi. Pour le prouver, nous avons évidemment {fig^ 99) , *^* ^^'
ou
OF' = AO — AF
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si nous substituons cette valeur dans celle de ^', fournie (art. 261 ) par l'équation (i6o),
b^ = a' — c\ nous obtiendrons, en réduisant, /
b'- = 7.ak — /-;
au moyen de cette équation , si nous éliminons b- de celle de Pellipse rapportée au sommet A (art. 270) , qui est de la forme
7' — — {lax — cr'),
nous aurons
et en développant, on trouvera
équation qui , dans le cas de la limite , c'est-à-dire lorsque le grand axe devient infini , se réduit à
on reconnaît, dans cette équation , celle de la parabole.
530. La tangente trîgonométrique de la tangente au point .r',
Fig.ii4. y {fig- 1 14)> ayant pour expression (art. 328) ^, etl'ordon-
née y pouvant s'accroître depuis o jusqu'à l'infini , on sent'
que l'angle aitquel cette tangente appartient passera par tous les degrés : ainsi , en faisant j-' = o , la valeur de —^ sera,
dans cette hypothèse , - z=z oc, ce qui montre qu'au point^A
V\Z'\^\{fig' ii4) la tangente est celle d'un angle droit, et qu'à
mesure que le dénominateur y' de la fraction -^ s'accroît ^
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cette fraction diminue , ainsi que l'angle dont elle exprime la tangente; de sorte que si y' devenait infini, —. serait nul ,
et la tangente deviendrait parallèle à l'axe des abscisses. {Note douzÀème. )
CHAPITRE XVII. De l'hyperbole rapportée à ses asymptotes
551. Les tangentes de l'hyperbole nous présentent une particularité remarquable : c*est celle des asymptotes. On appelle ainsi deux lignes qui ne sont tangentes à la courbe qu'à son extrémité infinie. On est conduit aux asymptotes par les considérations suivantes :
Nous avons vu (art, 510; que la distance de centre de l'hyperbole au point où la tangente rencontre Taxe desâ?, était don-
née par Téquation (209). Or la fraction —, qui entre dans
cette équation , nous montre que plus l'abscisse x' du point de contact s'accroît, plus cette fraction, qui est la valeur de OT [fig» 1 10), diminue ; de sorte que si Pabscisse x^ devient infi- Fig.uo nie , on a
OT = ^ = o;
donc alors la rangente passe par le centre. Pour en déterminer la positioi^^ il faut encore un autre point de sa direction : or, la tangente trigonomélrique de l'angle que la tangente de l'hyperbole forme avec* l'axe des abscisses étant le coefficient de X dans l'équation de 1^ tangente au point x\ j\ nous avons (art. 507)
pour Texpression de celte tangente trigonométrique. Si l*on y met la valeur de/' tirée de l'équation de l'hyperbole rapportée au centre (art. 292) , et dans laquelle les coordonnées a? et j" se changent en x' et j' au point de tangence , cette expression devient
hx' b
a^x-^a^ ' " VA-^
et, lorsque x' = oo , se réduit a
552. Pour construire la première de ces valeurs, on élèvera ^»8-» ï5. au sommet B la perpendiculaire BC = ^ [fis- 1 15 ), et Tangle
BOC aura - pour tangente trigonométrique. En effet, le triangle COB , étant comparé à celui des tables , donne la proportion
OB :BC :: i : tàngBOC, *
ou a \ b :: \ : tang BOC;.
donc
b " tang BOC' = -.
. La seconde valeur se déterminera en élevant en B une perpendiculaire BC = ^ , et les deux lignes indéfinies OC , OC, seront les asymptotes de l'hyperbole.
555. Si Ton demandait leséquations des asymptotes, comme ce sont des droites qui , passant par le centre , font avecTaxe des abscisses des angles''dont les tangentes trigonométriques
ont pour valeurs absolues - , et qua Tune est au-dessus et
l'autre au-dessous de l'axe des ab^dsseç, il est évidente que
leurs équations sont
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554. Parmi les propriétés remarquables des asymptotes, nous allons démontrer préliminairement que pour toute parallèle EE' à CC'^ le produit des distances ME et ME' d'un Fîg. n5. point M aux asymptotes est toujours le même. En effet , l'équation de l'hyperbole étant
si nous représentons par jr' l'ordonnée EP qui appartient à , la même abscisse de la ligne x = OP, nous aurons (art. 207 ) , en vertu de Téquation de la ligne droite qui passe par l'origine O , ' et qui fait avec l'axe des abscisses un angle dont la
tangente trigonoméfrique est - » '
élevant cette équation au carré et prenant la différence des
Carrés des ordonnées j*' de la ligne droite et y de l'hyperbole ,
nous aurons À'" b' b\ ,
Le second membre de cette équation se réduit à b^; et quant au premier, en le mettant sous cette forme
nous voyons que
y^j^=ME, jr'+jr = ME'; # donc , EM X E'M = b\
c'est-à-dire que le produit des distances d'un point M aux deux asymptotes est toujours égal au carré b^ de BC.
T . 558. Ce théorème- va nous conduire à déterminer la rela- - * "^ tioB remarquable qui existe entre une partie ON de l'asymptote QC et la parallèle NM à l'autre asymptote. Pour l'obtenir, menons (y^g^. 1 16} par le jioint B une parallèle BD à l'asymp- Fig.i i&
tote OL' et la perpendiculaire, BC à OB , et par conséquent parallèle à EE' ; le triangle BDC étant semblable au triangle MNE, on a la proportion
BD X DC : MN X GM
et donne MN X GM = BD X DC ,
ou, parce que GM =r ON , comme côtés opposés d'un pa- '' . rallélogramme ,
ON X MN = BD x: DC ;
• nommons ON , j? , et MN , ^7*, nous aurons, pour tous les
points de F hyperbole , ^
xr — BD X DC ; (221 ) .
en sorte qu'en prenant successivement des abscissçs sur l'asymptote OL , les ordonnées qui seront obliques et parallèles à la seconde asymptote OL' détermineront tous les points de $. rhyperbole aussi bien que le feraient des ordonnées rectangulaires avec Tequation (197), qui est plus compliquée.
Nous pouvons simplifier encore Téquation (221), par Su
OD X BD = BD X DC
d'où nous pourrons conclure que
V OD =r DC • • • • (^22)
Or le triangle OBC étant rectangle, on peut regarder Tangle droit OBC comme appuyé sur le diamètre OC , et conclure que le point B appartient à la circonférence décrite avec le rayon DC , puisqu'en vertu de l'équation (222 ) , DC est la nioitié du diamètre OC.
Il suit de là que DB sera ^n autre rayon , et qu'on aura
BD =r DC; (223)
de sorte que l'équation (221 ) deviendra
jc'y =r DC ; (224)
désignant DC par ;a<, et supprimant les accents, qui deviennent inutiles, puisque nous n'avons point d'autres coordonnées à distinguer, cette équation deviendra
jsf = /7î% (225 ), équation
de V hyperbole rapportée aux asymptotes.
556. La propriété de ces sortes de lignes droites qui accompagnent constamment les deux branches de la courbe, est ici mise en évidence plus que dans l'équatiop ordinaire de l'hyperbole; car on tire de l'équation (225)
ce qui nous apprend que plus l'abscisse x est grande , plus j diminue; et qu'enfin ce n'est qu'en donnant une valeur infinie à X que y devient nul.
557. La valeur analytique de ce carré, qu'on appelle ordinairement \di puissance de V hyperbole , peut être exprimée en Fig.117. fonction des axes. En effet, le triangle OCB [fig. 117) nous donne
OC^ = OB^ -f- BC-,
ou * OC' =r a^ -4- b^ ;
et comme, en" vertu de Tcqûation (222) , OD étant égal à DG est la moitié de OC , on peut remplacer OC par 2 DC , et par conséquent Op^ par ^T^O-y ce qui convertit l'équation précédente en 4 DC^z=û' 4-^% divisant par 4, et la valeur de DC= introduite dans Téquation (228), la réduit à
Fig. 117. 550. Soit y [fig* 117) l'angle LOL' formé par les deux, asymptotes, si Ton multiplie l'équation précédente par sin^,
on aura
xy sm 4) = — j smy; (^^7]
représentant par ON et MN les coordonnées a: et ^ d'un point M
pris sur la courbe , le produit y sin^ = MN sin cp = OG sin y
exprimera (art. 8S) la perpendiculaire GI qui mesure la
hauteur du triangle OGI ou du parallélograonine OGMN , et
en multipliant cette hauteur par la base ON = 0:, le produit
xy sin y sera la surface de ce parallélogramme , et l'équation
précédente deviendra
surface OGMN =
sm^.
La situation du point x, y sur l'hyperbole étant arbitraire, prenons ce point au sommet B^ nous attirons donc
parallélogramme iSÏ^^^A = -. sin ç. '
Au moyen de celte valeur de — -. — sintp, J'équation (227)
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devient
xy sin«p = parallélogramme ODBH;
ce qui nous apprend que le parallélogramme formé par les coordonnées est toujours égal au parallélogramme ODBH , dont le parallélogramme AEBF est le quadruple.
559. Lorsque rhyperbole est équilatère (art. 501), la tangente
trig. de Tangle COB représentée par -, se réduisant à Tunité,
est celle de la moitié d'un angle droit; donc l'angk LCL' formé par les asymptotes est alors droit , et le parallélogramme ODBH * devient un carré.
540. L'équation (224), pouvant déterminer tous les points de la courbe en menant des parallèles à Tune des asymptotes, porte le nom adéquation de Vhyperhole rappojtée aux asymptotes; et , ce qui est très-remarquable , c'est que , hors le cas de l'hyperbole équilatère , les coordonnées x e\ j sont obliques. Voilà donc un nouveau système de coordonnées dont nous ferons bientôt usage , en parlant des diamètres.
541. L'hyperbole entre ses asymptotçs se rapportant à des coordonnées obliques, cherchons à déterminer l'équation de la ligne droite , dans la même hypothèse.
Soient donc [fig. 1 18) A-r et Aj deux axes coordonnés qui F'ff- » »Sforment entre eux un angle ykx qu'on ne suppose plus droit , et qui répond à des ordonnées parallèles à l'axe ky ; il s'agit de trouver le rapport qui existe entre l'abscisse APz^x du point M et l'ordonnée PM paYallèle à l'axe Aj. Or MP se compose de deux parties, PQ et MQ; de sorte que nous
avons
MP = MQ + P(i (228)
A l'égard de PQ , cette ligne , comme parallèle comprise entre parallèles, est égale à la constante AB , que nous désignerons par h. Il nous reste à déterminer MQ : pour cela,
dans le triangle dbliquangle MBQ, les cotés étant proportionnels aux sinus des angles qui leur sont opposés (art. 100) , nous avons la proportion
BQ : MQ :: sinM : sinMBQ;
1 ,.^ «^sinMBQ
donc MQ = BQ - v— r,- ; (220)
sinM ^ ^^
l'angle M, conlnie alterne- interne, étant égal à Tangle J^BM, nous avons
^'BM = j'BQ — MBQ = BAx — MBQ ;
désignant par u Tangle MBQ et par 6 l'angle BAx , qu'on substituera à y. BQ , l'équation (228) deviendra
sin a
r = -r—Tz -v x -+■ f?.\ . . . (23o), équation
Sm (5 — a) \ /y 1
^c la ligne droite dans un système des coordonnées obliques,
Enfin, si l'angle jXx est droit
sin (6 — a) ==: sin (90 — a) =r cos a ,
et l'équation (23o) devient
sin a ,
cos«
ou j :=! x^ tang a -4- è ;
et nous reconnaissons là l'équation ordinaire de la ligne droite.
544. L'équation (2 3o) ne diffère donc de l'équation (182) de la ligne droite (page 122) que par le coefficient de a:, qui, au lieu d'être une tangente trig. ^ exprime le rapport de
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deux sinus ; mais étant de même forme , nous la représenterons par
J z=. kx -h b (a32)
54fij, Nous allons maintenant nous servir de cette équation pour trouver l'équation de la tangente à l'hyperbole comprise entre ses asymptotes, équation beaucoup plus simple que réquation*ordinaire de la tangente à l'hyperbole.
Pour cela , regardons préliminairement l'équation { 282) comme celle d'une sécante qui coupe l'hyperbole rapportée à ses asymptotes ( y^. 1 19) aux points M' et '^^\ dont les coor- Fig. 1 19. données sont respectivement .a/, j*' et jc'\ j"\ ces coordonnées satisfaisant à l'équation (2^2), nous aurons
f =1 Kx' -^ by y = Ax" -h 6 ; . ♦. . (233)
la première de ces équations étant retwinchée de l'équation (232), nous obtiendrons
pour l'équation de la sécante assujettie à passer par le point j/, y-y et en retranchant les équations (233) l'une de l'autre , nous déterminerons la valeur de A , qui , introduite dans l'équation (234) 9 nous donnera
pour l'équation de la droite assujettie à passer par deux points, comme noas l'avons trouvée dans un système de coordonnées rectangulaires. Cela posé , les coordonnées j/, jr' devant satisfaire aussi à l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes , nous avons
retranchant la seconde de ces équations de la première, on a
\ a! y -^ ,v" y =r oj . . . ^ . . . {236^
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ajoutant à cette équation la quantité oi^ y" — ^' x'\ qui est identiquement nulle , nous convertirons l'équation ( 236 ) en celle-ci :
d'où nous tirerons
Substituant cette valeur dans Téquation (^35), nous'aVoas, pour réquation de la sécante ,
La sécante devient tangente lorsque les points x'y j' et ^", j'* coïncident; dans ce cas le coefficient de' a: — x' de Tcqua-
r' tion (237) devient ?*- ~^; par conséquent, nous avons
pour l'équation de la tangente au point .r', y' de Thyperbofe rapportée à ses asymptotes.
546. Si dans l'équation (2^7) de la tangente à Fhyperbole entre ses asymptotes, on&it j* = o, on trouvera x-=iix' \ Fig.iig. ce qui nous apprend que l'abscisse OT {fi^- 1 19) du point T, où la tangente rencontre l'asymptote OL "prise pour axe des abscisses, est double de l'abscisse OP du point de tangence; donc OP = PT, et comme l'ordonnée PM est parallèle à ia seconde asymptote OL', il en résulte que les triangles OTT% PMT sont semblables et donnent la proportion
OT : PT :: T't : mt, ou 2 : i :: f'T- mTj
par conséquent, la tangente T'T en un poijatM est partagée en deux parties égales par les asymptotes. • ^
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CHAPITRE XVIII
Des diamètres en général. ^
547. Dans Tellipse et dans l'hyperbole , on appelle diamètre toute droite qui passe par le centre, et qui, lorsque sa Taleur n*est pas imaginaire, comme celle du petit axe de l'hyperbole , se termine de part et d*autre à la courbe.
548. Le diamètre est toujours partagé en deux parties égales OL, OL' [fig. 120) par le centre. Fig.iao.
Voici comment je le démontre pour l'ellipse : ayant mené LL' par le centre, les angles LOB, AOL' sont égaux comme opposés au sommet. Soient x\ y' les coordonnées du point L9 et x'\ y" celles du point L'; la tangente trigonométrique de
l'angle LOB étant représentée par -7, et celle de l'angle AOL'
y" l'étant par-=~ , nous avons , en vertu de l'égalité de ces angles ,
et comme les points x'y y' et x'\ y" appartiennent à la courbe, nous aurons entre ces coordonnées les équations
yn ^ ^^ („, _ ^>r ), y". = ^ («' - X'"); . . . (239)
divisant la première par la seconde , nous trouverons
or 1,'équation (238) nous donnera
(*) On parviendrait aussi à cette équation par la similitudo des triangles rectangles OLP, OL'P', qui donnent x' : j' :: x" :y,
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substituant cette valeur dans l'équation (240), nous obtiendrons
chassant les dénominateurs et réduisant , il reste
ces valeurs entraînent l'égalité des deux termes de la fraction du second membre de l'équation (240), d'où il suit qu'on a encore
j — J ^ et puisque, par la propriété du carré de l'hypoténuse ,
OL» = x'^ 4- y'-" et OL'* = x"» -h j"%
et que , d'après ce qui précède , les seconds membres de ces équations sont égaux , il en résulte que
et comme nous ne considérons que les valeurs absolues de ces lignes , nous passerons de l'égalité précédente à celle-ci
OL == OL
La même démonstration étant appliquée à l'hyperbole , on reconnaîtra de même que chaque diamètre de cette courbe est partagé au centre en deux parties égales.
549. La parabole n'a point de centre; néanmoins on lui donne pour diamètre toute droite qui , passant par un point M, est parallèle à l'axe des x ; cela suit de notre définition du diamètre (art. 547 ) y car la parabole étant 'considérée comme une ellipse dont le centre est à l'infini , le diamètre mené par le point M doit être dirigé vers le centre; il faut donc qu'il soit parallèle à l'axe des x , autrement le centre ne serait plus à l'infini , car le diamètre et le'grand axe feraient entre eux un angle , et s'atteindraient nécessairement.
Fig.iai . . StfO. Si par les extrémités L et L'de l'ellipse [fig^ 1 2 1) et de Fig.122. l'hyperbole {fig. 122 \^ on mène deux tangentes , ces tangentes
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seront parallèles. En effet , puisqu'il a été prouvé (art. S48) que les abscisses OP etOP' [fig. 121) des extrémités L et L' étaient Fig.121 . égales , il en résulte que les droites OT et OT', qui dans l'ellipse (art. 286) comme dans l'hyperbole (art. 5i0) ont pour exprès -
âon -7, ne diffèrent pas entre elles, ayant la même valeur
de a/. Par conséquent, les triangles OLT, OL'T', dans lesquels les angles opposés au sommet comprennent des côtés égaux , sont égaux, ce qui entraîne l'égalité des angles OLT, OL'T', et par suite le parallélisme des tangentes LT, L'T'.
53 i. Maintenant, je vais démontrer que le diamètre coupe obliquement la tangente ; en effet, s^il lui était perpendiculaire , il se confondrait avec la normale; et par conséquent le point R {fis- 121 et 122), où la normale rencontre Taxe des Fig. 121 abscisses , coïnciderait avec le centre O de la courbe. Or, en et 122. faisant j- = o dans Féquation de la normale de l'ellipse (art. 282 ) ou de l'hyperbole (art. 312) , afin d'avoir l'abscisse du point R , on trouve :
Pour l'ellipse, x = ^ — x'^zz — j?';. . . (241)
Pour l'hyperbole, x = ~ — x^ = -^x'; , . . (242)
en réduisant les valeurs de ces abscisses à Paîde.des équations (160) et(i95), on voit que la condition nécessaire pour que le diamètre passe par le centre est que la valeur de x soit nirilc. Or, celle qui est donnée par l'équation (241) ne peut être nulle que dans deux cas : 1^ lorsque c= o et que l'excentricité se réduit à un point ; il est évident que , dans ce premier cas , l'ellipse se change en cercle ; 2® lorsque o/ == o ; et comme xf est l'abscisse du point de tangence, il faut, dans ce second cas, que la tangente se trouve à l'extrémité du petit axe , et que par conséquent le diamètre se confonde avec le petit axe.
A l'égard de l'équation (242), e^le nous apprend que
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lorsque c est nul, a^-^ b^ z=z o; d'où Ton lire ^'= — «'. Cette valeur montre Pimpossibilité du cas.
CHAPITRE XIX
Des diamètres de l'ellipse et de Vhjrperbole.
582. Si par le centre on mène un diamètre parallèle à' la tangente, ce diamètre est ce qu*on appelle un diamètre conjugué à celui qui passe par le point de tangence ; ce dernier porte le nom de diamètre transverse. Nous avons vu (art. 548) qu'ib étaient partagés l'un et l'autre en deux parties égales par la courbe. Je vais maintenant en chercher la valeur en fonction des axes.
Pour cet effet , représentons par p l'angle que le diamètre transverse fait avec l'aioe des Xy et par q l'angle que le second diamètre fait avec le même axe, l'équation de la courbe étant b^x^ ±a^x^= a^b^^ en prenant (art. 262 et 292 ) le signe supérieur pour l'ellipse et le signe inférieur pour l'hyperbole (*); elle sera satisfaite par les coordonnées. a/, jr' Fîg. lao du point L {fig* 120 et 122) , où le diamètre transverse renet iTi. rx)ntre cette courbe. On aura donc
bW±:a^y^ = a^b^; (243)
mais le triangle rectangle OLP donne
mettant dans cette équation la valeur de y^ tirée de l'équation (243), il vient
a''^x''±b^Zîl—-;
(*) Pour suivre avec plus de facilité les opérations où, contre son emploi ordinaire, le double signe ne sert qu^à distinguer Tellipse de I^hyperbole, il me parait convenable de faire deux lectures, en n^ayant égard dans Tune qu^au signe supérieur, et dans Tautre qu^au signe in* férieur.
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chassant le dénominateur, on a
a^a'^= a^a/^±a^b'-iç:b^a:'^; .... (245)
mais d^ns le triangle OLP {^g. 1 20 et 1 22) , formé par le diamètre et les coordonnées du point où il rencontre la courbe , ' nous avons (art. 8^ )
OP = OL cosLOP,
ou j:' = rt' cosp ;
substituant cette valeur dans l'équation (245) , qn obtient
a^ a'^ = a^ a"" cos'/? ± a^ h^ ZÇ, a!^ h" cos^p ;
rassemblant dans le premier membre les termes en a^ a'', et mettant a'^ en facteur commun , il vient
à^a'^[i — cos^p) = zh «*^*ip a'^ h^ cos*/?; remplaçant 1 — cos'// par sin-*/?, on obtient
a' a'^ sin^/? ± a'^ b^ cos^p = ± a» è^ ;
d'où l'on tire, en changeant les signes inférieurs,
Désignons par q l'angle formé par un second diamètre ON=r V \ tout ce que nous avons dit du diamètre a' dans son rapport avec l'angle p pourra s'appliquer au diamètre b\ considéré relativement à l'angle q ; nous n'aurons donc besoin que de changer a' en b' -etj? en q pour déduire l'équi^tion suivante de l'équation (246 ) ,
b^cos^q ± û'sin'^ * ' \ ^JJ
385. Jusqu'à présent ces deux équations conviennent à deux diamètres quelconques, et l'on ne voit encore aucune liaison entre ceux que nous désignons sous le nom de diamètres conjugues; cependant on sent que lorsqu'on a pris arbitrairement 77, le point où le diamètre OL rencontre la courbe
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•est déterminé 9 et qii^il en est de même de la tangente, qui ^ étant parallèle au second diamètre, n^^ laisse plus la position de ce dernier arbitraire ; d'où il suit que Tangle q dépend de l'angle /?. 11 existe donc une relation entre ces angles, que nous allons chercher. Nous remarquerons d'abord que puisque le diamètre transverse passe par l'origine et fait un angle y? avec l'axe des abscisses , son équation est
j= X tang/?;
et comme le point de tangence a/, y est sur ce diamètre , l'équation précédente doit être satisfaite par les coordonnées j/, y ; par conséquent l'on a
f = ^tang/?;
d'où Ton tire tang j» = p (^48)
D'un autre côté , le second diamètre passant aussi par le centre et faisant avec l'axe x le même angle que la tangente au poiht x'^ y'(2C£\., 5iSâ), ce second diamètre rencontrera l'axe desx sous
lin angle dont la tangente trigonométrique aura pour exprès*
h"^ x^ sion (art. 279 et 508) ± — -7, en prenant le signe supé-
rieur pour l'ellipse et le signe inférieur pour l'hyperbole; en
sorte qu'on aura
h^ x' tang^=qr-^.
Si Ton multiplie cette valeur par l'équation (248), on ob7 tiendra ce résultat remarquable :
tang/? tang 17 =zp~ (249)
Cette équation peut se mettre sous une autre forme
1 sin jo sin a „
car, en changeant tangp en ^ et tang a en -^ elle se
^ ^ cos/? ^ cos^
transformera en
sin /? sin «7 h"^
çosp ços fj ' (ï^'
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et en chassant les dénominateurs , on obtiendra
a^ siap sin ^ = rp b^cosp cos q (aSo)
35^. Dans le cas de Tellipse , Téquation (249) nous donnant
^^ ~~ a"" tang/?' ^^BP — Â' tang^'
montre que si Fangle dont la tangente appartient au second membre est aigu, la tangente, de l'autre angle a une valeur négative^ et par conséquent appartient à un angle obtus. Au contraire, dans l'hyperbole, la conséquence que l'on peut tirer des équations
est que les deux angles p et g doivent être aigus ensemble ou obtus ensemble.
5I$6. Cette condition nécessite que l'un des diamètres conjugués de rhyperbole ne rencontre pas la courbe; en effet, soit p le plus petit des angles /? et ^, on a
tang q > tangj9 et tang p <^ tang 9 ; . . . (aSi)
mais l'équation (249) nous donne , pour l'hyperbole,
a' tang/? ^ a^tàn^q
substituant ces valeurs dans les inégalités (a5i), il vient b^ ^ h^ ^
a} tang p ^ a} tang q
chassant les dénominateurs , et remplaçant les tangentes par les rapports du sinus au cosinus , il vient
b^cos^p > û*sin*/?, ^'cos^^ <^ a'sin* q;
d'où l'on tire
i' cos^/> — a' ûn^p positif, b^ cos^ q — a'^ûa^q négatif; , . (aSa)
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en comparant ces valeurs aux dénominateurs des équations (24^) et {247 ), on voit que , dans le cas de l'hyperbole où Ton n'a êgai'd qu'au signe inférieur, b^ cos^ ç — a* sin ^ ^ étant négatif, il en est de même de la valeur de b'^ ; d'où il suit que 6' est imaginaire et ne peut rencontrer la courbe; et pour qu'une quantité négative ne se présente pas sous une forme positive, écrivons ainsi l'équation (247) ;
±(a'sin^y±^*cos^^)
et alors dans les deux cas, ce qui est entre les parenthèses sera positif. Par conséquent , si l'on fait abstraction du signe négatif qui précède ces parenthèses , et qui , ne servant qu'à indiquer la position de la ligne, devient inutile lorsqu'on ne veut pas avoir égard à cette position ; 6'', dans l'hypothèse de rhyperbole , ne sera plus qu'une constantç positive qui aura pour valeur absolue
à^ b^ f i^^KM
fjfi — . (253)*'
a^sin^qdtb^cos^q\ ^
557. Les équations (246), (253) et (249) vont nous conduire à une relation entre les diamètres et les axes indépendante des expressions trigonométriques. Pour cela , soient , pour un poipt M (^g» 1 24 )
OP = Jc , PM = X9 ^^^ coordonnées rectangulaires; 0Q = ^', QM=/', les coordonnées obliques; \
Fig.124. nous avons [fig.m^) les relations suivantes entre ces coordonnées
OP=:OH^-QR, MP = QH-HMR,
ou OP = OQ cos/? 4- MQ cos ^, MP = OQ sin/? -h MQ sin q;
remplaçant les lignes OP, OQ , MP et QM par leurs valeurs ana-
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lytiques , nous obtiendrons
xz=i x' cosp -h y' cos y , j* = a/ sin/? -h jr' sîn ^ ;
mettant ces valeurs dans les équations (162) et (197) , que nous réunissons en une seule, de cette manière :
en adoptant le signe supérieur pour Tellipse , et le signe inférieur pour l'hyperbole, nous trouverons
b^cos^p
x'^-^nù^cospcosq ziZ2a^smpsinq
x^y -h b^ cos* q a^ sin* q
y»=fl'6';..(254)
le coefficient du terme en x'j^ étant nul', en vertu de l'équation (25o), l'équation (254)» ^près avoir divisé tous ses termes par a^b\ se réduit à
^'cos'/?±<?'sin'jo ^. («* sin^ gr ±: ^' cos q) ,j_
Par là, ayant rejeté le signe du coefficient de jr'^ hors des parenthèses , la quantité qu'elles renferment sera essentiellement positive. Éliminons-la au moyen de la valeur absolue de y^ donnée par l'équation (253), et opérons de même sur le coefficient dex'^y en recourant à l'équation (246), nous aurons
multipliant par a'' b'^, on obtient
538. Cette équation peut fournir une seconde preuve de ce que nous avons dit (art. Sl$6) , que si l'un des diamètres qui entrent dans l'équation (255 ) est réel , l'autre est imaginaire. En effet, a' étant supposé être le demi- diamètre qui rencontre la courbe, l'autre demi-diamètre ne sera autre chose que l'ordoi^^e qu'on mènera par le centre. Or, en faisant j/ = o pour avoir l'ordonnée qui passe par le centre , l'équation (265),
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en prenant le signe inférieur qui se rapporte à l'hyperbole , nous donnera cette valeur imaginaire
•mais quoique b' ne rencontre pas la courbe , et par conséquent n'exprime aucune ligne, h\ ainsi que le demi-petit axe, ne figure pas moins comme constante daris Péquation.
SÔ9. Ce n'est pas la seule analogie qui existe entre les diamètres et les axes; en effet, en résolvant l'équation (255) par rapport à y y en ne considérant d'abord que le signe supérieur, et ensuite que l'inférieur, on trouve , pour les deux courbes :
a ^ il
et l'on voit que toute ordonnée a deux valeurs égales et de signes contraires , qui tombent l'une au-dessus et l'autre audessous du diamètre. transverse; d'où il suit que le diamètre transverse coupe toutes les cordes parallèles à la tangente en deux parties égales.
360. On peut demander pourquoi on mène le diamètre conjugue parallèlement à la tangente? Je répondrai que sUl en était autrement, les cordes qui dérivent du prolongement des ordonnées ne seraient pas partagées chacune en deux parties égales. Fig 125. Pour le démontrer, soient DT (Jig, ia5 ) une tangente qui passe par Pextrémité D du demi-diamètre OD, et MN une corde quelconque, oblique par hypothèse à cette tangente; menons par les points M et N les droites MR, NS parallèles à la tangente en D, elles seront partagées chacune en deux parties égales ,(ar^. 348); et les triangles £MG, ENl étant semblables à cause des anglea opposés au sommet en £, et des angles alternes-internes £MG, ENI, on aura cette proportion :
EM : EN :: MG : NI
ou, parce que MG et NI sont les moitiés des cordes MR, SN,
EM : EN :: MR : SNj
mais , diaprés les équations de Tart. 3^9, on voit qu^en changeant les abscisses , les ordonnées changent aussi , et que par conscient les cordes MR , SN n^étant pas dans le rapport de un à un , sont inégales ; il en est donc de même des parties EM , EN traversées par le diamèlce ;
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tandis que lorsque les ojrdounéos sont parallèles à la tangente au point de contact, le diamètre coupe la courbe symétriquement ; ce qui tend à simplifier son équation , comme nous le verrons danslechap. XXYIIl. XTn seul cas semblerait faire exception à ma démonstration , c^est celui où {fg. t!26) les cordes MR etSN sont égales ; mais il faat remar- Fig.126. quer que cotte circonstance n^a lieu que quand £G = £1; d^'oii il faut conclure que le point Epst alors au centre de la courbe , et que par conséquent la corde MN est un diamètre ; ce qui s^accorde avec Fart. 548.
561. C'est la liaison qui existe entre les diamètres et leurs conjuguées, quia porté plusieurs auteurs à les définir ainsi : Un diamètre est la ligne qui passe par le milieu de toutes les cordes parallèles à la tangente menée au point où ce diamètre ren* contre la courbe,
L'équation (255), résolue par rapport à :r', donne
Pour l'ellipse , j/ = ± ^ slW^'J'
Pour l'hyperbole , .r' = ± 77 \J y^ — b'^
ce qui montre que le demi-diamètre b'^ comme le premier, est parallèle à la tangente qui lui est menée au point N {fig* 120), Fig.iaa. où il rencontre la courbe; car, par la forme des équations (256 ) , ce sont les a/ que l'on prend pour ordonnées ; la double valeur du radical indique donc que ces ordonnées sont les moitiés des cordes que partage le second diamètre 2 b' : ces ' cordes se réduisent en PT {fig* 120) à un point qui se confond avec la tangente NT qui leur est parallèle , ainsi qu'au diamètre transverse LL' = 2 a', qui devient par conséquent conjugué de l'autre.
Il suit de là que les deux diamètres sont réciproquement conjugués ; ce qui n'empêche pas aue l'un de ces diamètres ne soit imaginaire, comme nous l'avons prouvé (art. 536).
565. L'hyperbole étant rapportée à ses diamètres conjugués {fig» 128), examinons si elle a des asymptotes comme Fig. 138. lorsqu'elle était rapportée {fig^ ii5) aux axes principaux. Fig.ii5.
Pour résoudre ce problème , supposons que la courbe soit rap- Fig. 128. portée aux diamètres OD et OE {fig* 128) , et que l'on compte les a/ sur OD ; si une asymptote existe , comme ces sortes de lignes partent du centre, son équation sera dépourvue de la constante h de l'équation (282) (page 207]^ et aura la forme
jr = Aa:; ; • • • (^S?)
la valeur de la constante A nous étant inconnue, nous disposerons de cette constante pour qufe notre ligne' droite ait l'inclinaison qui la rende asymptote à la courbe. Or, si la ligne qui appartient à l'équation (257) est une asymptote , il faut qu'elle atteigne l'hyperbole à une distance infinie de l'origine O , en un point qui sera commun à la courbe. Soient donc a/^ y' les coordonnées de ce point de contact , ces coordonnées devant satisfaire à l'équation (257) dé la ligne droite et à l'équation de l'hyperbole rapportée à ses diamètres conjugués, représentée par
nous aurons à la fois
f = Ax', h'-'x'^ — a'^y 2 = a '' b'- ; ' éliminant j' entre ces équations, nous trouverons, pour a/.
Or, pour. que x' soit infini, il faut qu'on ait
A'» — A'a'^rz: o;
ce qui détermine ainsi A : .
substituant cette valeur daps l'équation (257) , nous aurons
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la première valeur de y appartiendra à l'asymptote OL {fig, 128), et la seconde à l'asymptote OL' également éloignées de la direction du diamètre OD.
564. Les asymptotes comparées aux diamètres nous conduisent encore à reconnaître cette propriété remarquable de Fhyperbole : soit SS' une sécante ; si par le milieu G de la corde MM' on mène la droite OG {fi^* 128), le diamètre, Y\z ia8. devant passer par le centre et par le milieu de toutes les cordes , sera déterminé par les deux points 0 et G ; d'où il suit que OG sera le diamètre qui a GM pour ordonnée; donc la tangente TT' au point D est parallèle à cette ordonnée. Gela posé, cette tangente étant partagée en deux parties égales par les asymptotes (art. 546), les triangles semblables ODT, OGS , justifieront cette proportion :
DT : GS :: od : OG;
les triangles semblables ODT', OGS' , formés par les mêmes parallèles, donneront aussi
MS=:M'S
36S. Deux droites OL, OL' {fig, 129) qui forment entre Fig.129 elles un angle arbitraire , étant prises pour asymptotes d'une hyperbole qui passe par un point M, si l'on veut en
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trouver d'autres, on mènera par ce point des droites rs^ r'/, r"/', etc.; et en prenant xw = Mr, s'm' = Mr% s" m*' = Mr", etc. , on déterminera les points /w, m', m'\ etc., qui pourront servir chacun à en obtenir d'autres.
Cette construction est la conséquence de la démonstration de Fart. 364.
566. Il existe deux théorèmes importants sur les diamètres conjugués de l'ellipse et de Thyperbole.
Le premier de ces théorèmes' est que, le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugues est égal au rectangle formé par le grand et le petit axe.
Pour le démontrer, prenons d'abord l'ellipse dont les carrés des demi-diamètres sont exprimés par les équations (246) et (247), prises avec le signe supérieur. Si, après avoir fait évanouir les dénominateurs , nous écrivons ainsi ces équations
a'^{b^cos'p -h ç'sin»/?) = «' è% . . . (258) b'^ {b^ cos' q •+- a"" sin^ q) =z a^b""-. , . , (259)
et que nous adoptions le signe stipérieur de l'équation ( 25o) -, signe qui appartient au cas de Tellipse , nous réduirons cette équation à celle-ci :
sin p sin q ^^
cos/? cos^ «'*'*'*
d'où nous tirerons cette valeur de ^%
COS/? COS^r
que nous introduirons dans le premier membre de l'équation (258) ; ce qui nous donnera, après avoir effacé du dénominateur cos/? détruit par u« des facteurs de cos^/?,
a'- ( — à^ sin p ^ cosp -h a' sinvl == «* b^\
\ ' COSq "^ ^J
effaçant le facteur commun a ', réduisant ensuite au même dé-
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nominateur et mettant ^ en facteur commun , il viendra
cosq
/ sin p . \ I ,
— a'^ — ^ (sing cosp — smi? cos^j = o*.
et observant que ce qui est entre les parenthèses est le développement de sin (q — /?}, il restera
— a/:^5ï^sin(y — z?) = b' (261}
COS^ \i z^/ V /
Si de l'équation (260) on tire ensuite cette valeur de <i%
,. COSZ? COS^r
a^ = — b^ -T-^ -r— ^, sin p sm q
et qu'on la substitue à a^^ dans le premier membre seulement de l'équation (259 ) , on trouvera d*abord
, „ cos q . , . .
sm/? ^
équation qui se réduit à ^
t^^^^ sïn (p—q) -a' (262)
En comparant cette équation à Téquation (261), nous rémarquerons que dans la première nous avons sin (q — /?), et dans la seconde sin(/? — q); or, si Tune de ces expressions est positive, il faut nécessairement que l'autre soit négative^ Adm^tons, par exemple, que q surpasse /?; dans ce cas, q — p étant positif, p — q sera négatif; et l'expression sin p cosq — sin y cos/?, qui est le développement de sin ( /? -^ ^) , s'écrira ainsi :
— (sin q cosp — sinp cos q ) ;
ce qui montre qu'on peut remplacer sin [p—q) par ■— sin {q—p)* Faisant donc cette substitution dans l'équation (262), elle deviendra
_^/3E£l? sin(^~/?) = a^ (263)
^ • , sm /?
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Multipliant cette équation par l'équation (261) , on obtiendra
«" b'^ sin {q —pf =r d" b\ et en passant à la racine ( Note treizième) ,
a' h' sin {q — p) = ah., (^64)
567. Si) au contraire, p surpassait q^ on remplacerait sin [q — p) par — sin [p — q) dans l'équation (261 ) qui , devenue positive, et multipliée par l'équation (262), nous amènerait ce résultat
a"'b'^ûn''{p — ç') = à'b^ et en passant à la racine., on aurait
a^ ¥ sin(/7 — q) = aby
équation qui nous dit la même chose que l'équation (264); ^r, dans l'un et dans l'autre cas, q — p et p — q représentent l'angle formé par les deux diamètres conjugués.
Supposons donc q plus grand que p ; le premier membre Fîg.iîo. àe l'équation (264) exprime la surface ODHN (^, i3o) du parallélogramme construit sur les deux demi -diamètres conjugués , car l'angle q — p que forment ces deux demi-diamètres étant représenté par NOD^ si nous abaissons la perpendiculaire DI de l'extrémité de l'un des diamètres sur la direction de l'autre, nous aurons (art. 85)
DI = OD sin DOI,
ou DI = b' sin (q — p);
multipliant la base ON = a^ par cette hauteur, on a
sur/ace DONH = ON X DI, oiî surface DONH =r a ' ^' sin (q — p) ;
et comme ab exprime évidemnjent le rectangle construit sur les deux demi-axes a et by le parallélogramme construit sur les deux demi-diamètres es^ donc égal au rectangle formé par les deux demi-axes aetb.Et^n observant que , si le parallélogramme et le rectangle ont des côtes doubles., les d^ux sur-
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faces quadrupleront en même temps, on pourra conclure la proposition que nous avons énoncée.
La démonstration serait tout à fait la même pour Thyperbole.
568. Le second théorème que nous allons démontrer sur les diamètres conjugués est que, dans V ellipse, la somme des carrés des diamètres conjugués est égale à la somme des carrés du grand et du petit axe y tandis que y dans V hyperbole , la différence des carrés des diamètres conjugués est égale à la dif^ férence des carrés des axes.
Prenons les signes supérieurs des équations (246) et (253), parce que ces signes se rapportent à l'ellipse , et divisons les deux termes ^de ces équations par cos^ai; noiis n'en change* rons pas la valeur, et nous obtiendrons, en remplaçant le rapport du sinus au cosinus par la tangente, en vertu de l'équation (9) (page 8),
a^tang'/?-h*^' a'tang^^-f-^»' • • ' ^^^^^
mais nous avons , d'après la première des équations (loj ,
= sécante y
cos
et la première des équations (6) (page 7), engrenant le rayon pour unité, nous donne immédiatement
{sécantcY = i 4- tang*; il en résulte que
= I -h tang^
cos' Au moyen de cette vafeur, les équations (265) deviennent
^..t^^^^M' + tangV) ,,,^^(^+tajig^7)
a^ tang^ p + />=' «Uane ^ a ~A- b^' ' ' ' ^'^^^
or, pour que la Taleur.de b^^ soit une fonction dep comme celle de a'% nous éliminerons tang ^ q au moyen de l'équation (249) ; d'où nous tirerons
tang'çp=:— — — -;
® ^ a^ tang^ p
substituant cette valeur dans la seconde des équations (266) , nous obtiendrons
' tang' p/ _
fl' tang * p supprimant le facteur commun b\ il restera
a* tang* p
multipliant les deux termes de la fraction par a^ tang'/?, on trouvera
fr/. ^ Çq^tang^/^H-^*).
è'^ + fl'tang*/?
en résumé , nous aurons donc
fl* tang'/? -1-6^ ' ^*-+-tf' tang'/? ^ ''
Ajoutons ces équations; on trouve, en réunissant d'abord les termes affectés de tang ' /? , et ensuite ceux qui ne renferment pas cette expression trigonom^étrique , observant en outre que le dénominateur est le méme^
^'. , p,^^'(«^+^^)tang'/?-4-(a'>H^')&'^
a^ tang ' p + b-
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expression qui se réduit à
a^ tang ^ p ' '"
et par conséquent à
fl'2 _l_ ijf2 ~ flî + è' ( JVote quatorzième). . . . (268)
A l'égard de l'hyperbole , en prenant la différence des ^'aleurs de fl'* et de b'^ données par les équations (i46) et (i53) (*), nous trouverons , en opérant de même ,
a" - é" = («^-^')(&'-^')tang'/>^
^ (b^ — a^ ) tang '^ p
expression qui se réduit également à
a" — b'"^ =: <ï^ — Ô^ {Note quinzième) ;. . . . (269)
369. En terminant la théorie des diamètres conjugués de l'ellipse et de l'hyperbole , nous allons examiner dans quel cas ces diamètres sont égaux. Pour commencer par Tellipse, l'équation {268), en faisant b' =z a\ donnera
en coupant l'ellipse avec des demi-diamètres égaux à
on déterminera la position des diamètres conjugués égaux de l'ellipse.
(*) Nous employons ici l'équation (i53) au lieu de la 147^^ parce que les propriété! géométriques que nous démontrons ne peuvent concerner Tordonnée imaginaire de Téquation (147)» mais bien la constante V dont réquation (253) donne la valeur absolue.
570. 'Pour trouver leurs directions , soient a, ^ les coordonnées du point où Tun de C€S diamètres coupe la courbe ; il y aura donc entre a et p la relation
a et ^ étant les côtés d'un triangle rectangle , dont l'hypoténuse est l'un de ces diamètres égaux , nous aurons
éliminant a' au moyen de l'équation (270) , on obtiendra
à^ '\' bi
Multipliant cette équation par ^% et retranchant le résultat de la précédente, nous trouverons, après avoir réduit,
par conséquent
Or, la tangente trigonométrique de l'angle p , formée par a
et p, étant exprimée par -, nous aurons
tang^/? = ^ =: - et tang/? = ±:-.
Ces deux valeurs de tang p appartiennent aux angles COB , Fig.i3i. C'OB [fig. i3i) formés par les diamètres conjugués égaux.
En comparant les valeurs que nous venons d'obtenir pour tang p, à celles que nous avons trouvées art. 552 , on voit que les diamètres égaux de l'ellipse se confondant avec ' les asymptotes que l'on mènerait à une hvp^rbole dans laquelle le grand axe et le petit axe seraient les mêmes que ceux de l'ellipse.
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CHAPITRE XX
Des diamètres de la parabole.
372. La défiùidon que nous avons donnée (art. 347) du diamètre nous a conduit à reconnaître (art. 349) que les diamètres de la parabole sont parallèles à l'axe des x. C'est encore ce qui résulte de cette autre définition , qu'un diamètre est la ligne qui partage toutes les ordonnées parallèles à la tangente en deux parties égales : il est d'abord évident que si le diamètre formait en A un angle SAX {fig. 182) avec l'axe des .r, laFîg.,32, partie LAS qui diffère de LAX de la partie SAH serait moindre que LAX, et par conséquent que HAX, qui équivaut à LAX; d'où résulte l'inégalité des ordonnées menées sur AS. Il en serait de même des ordonnées rectangulaires qui appartiendraient au diamètre A'X' {fig* 1 3 3) parallèle à AX, tandis Fig.i33. que nous allons voir que, comme dans l'ellipse et l'hyperbole, les ordonnées parallèles à la tangente au point A% où le diamètre coupe la courbe , sont toutes partagées en deux parties égales par ce diamètre.
Pour cela, soient(^gr. i34)APetPMlescpordonnées:cet y Fig.i34. d'un point M de la courbe , et A'Q et QM les coordonnées a/ et y' du même point rapportées a,u diamètre A' X' ; nommons de plus a et b les coordonnées AB et A'B du point fixe A' où le diamèpre rencontre la parabole, et d la tangente trigonométrique de l'angle TA'X' formé par la tangente m A' ;
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l'angle MQX' étant , par hypothèse, égal à 0, nous avons
évidemment
AP = AB 4- BE -h EP,
ou AP = AB -h A'Q -h QR; (271)
A'Q et QM sont Pabscisse et Pordonnée du point M rapporté à l'axe A'X'; et, en observant que APest l'abscisse^ qui répond à l'ordonnée PM = j*, et que les côtés du triangle rectangle MQR ont pour expressions (art. 8tf)
QR = QM cos G, MR = QM sin ô ,
l'équation (27 1) deviendra
AP ou a: = « -f- a/ -h ^ cos0;
d'une autre part , l'ordonnée MP se composant des deux parties MR et RPy dont la seconde équivaut à A'B , nous avons
MP = A'B 4- MR
ou ^ = ^ -h jr' sin ô ;
ces valeurs de x et de jr devant satisflaire à Téquation y'^zzz i}.px de la parabole , il vient
{b -f- y' sin Ô)* = 2/?a -f- "^px' -f- 2.py cos ô. . . . (272)
Pour déterminer sin ô et cos ô , on tire de la première des équations ( i o) ( page g ) , '
cos 0 = — ; ;: ;
sécante 0
mais, d'après la première des équations (6) (page 7), on a, en remplaçant r par l'unité ,
sécante'^ ô = i 4- tang^ 0.
Au moyen de ces deux équations, on obtient
cos ô ■:= . =; (27^)
V I 4- tang ^ 0
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et, d'après l'équation (9] ( page 8) , d*où l'on tire
sin 0 = tang 9 cos 0, on a , en remplaçant le cosinus par sa valeur,
sine=_^ML=. (,,4)
V/i4-tang»ô ^
Or, nous avons vu (art. 528) ( page 196) que la tangente trigonométrique dont le^ coordonnées sont j/ et y avait pour
expression -^; par conséquent pour le point A% dont les
coordonnées sont AD = a et A'D = b , cette tangente se
change en ~ ; de sorte que nous avons
tang Q = T î
mettant cette valeur de tang ô dans les équations (273) et (274)9 nous aurons
cos 0 = — . , sin ô
y aiii^ — -,
réduisant au même dénominateur, et faisant passer le diviseur b^ hors du signe radical , nous trouverons
cos B = , sin 0 = -p==r >
1 VPT? ^^^^'
ou plutôt
cos 0 = -===^ y sm 0 r= -— r--^- j
mettant ces valeurs dans l'équation (272) , nous obtiendrons en développant y
sjb'-Arp' ^'-^P\ s/b'-{-p'
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Observant qu'en vertu de l'équation y"^ = ipx de la parabole à laquelle les coordonnées a et b satisfont , on a 6^ = npa , • nous trouverons donc, après avoir réduit,
cette équation , divisée par p , nous donnera
575. Nous pouvons encore la simplifier, en mettant 7,pa à la place de 6% ce qui la convertira en *
y^ = 2(2a -f-/?)^; désignons la constante 2 a + /> par p\ il viendra enfin
équation de même forme que celle de la parabole; et en observant que 2/?' revient à 4 («H- 7/^)» c* qu'en prenant Fig.i35. [fig. i35) AD = 1/?, la distance DB = A'I, d'après la nature de la parabole , est égale à A^F, on a donc
A'F=4(aH-|/^)=2y;
d'où il suit que 2/?^ exprime la distance du foyer F au point A', tout comme lorsque pour le demi-paramètre FH on avait FH = LH. Voilà ce qui a fait donner à ip^ le nom de paramètre du, diamètre.
L'équation (275) étant résolue, nous donne
ce qui nous montre que y' a deux valeurs égales et de signes contraires, et que par conséquent toutes les ordonnées sont partagées en deux parties égales par les diamètres ; mais , comme nous l'avons vu , ces ordonnées , au lieu d'être rec-
CHAPITRE XXL Des corder supplémentaires
574. Nous avons vu, (art. 222.) que la formule générale de la droite assujettie à passer par les points a, j3 et a', )3' était
déterminons avec cette formule les équations des cordes ML, WU^Jig, i36) '^ ^S* ^^* qui expriment la distance d^un point M aux extrémités d'un diamètre LL' ; pour cela, soient x' et r' les coordonnées de Pextrémité L du diamètre, , et x^yjr" celles du point M; le diamètre LL' étant partagé en deux parties égales au centre O, nous aurons (art. .548) OL' = OL; par conséquent les triangles rectangles OLP, OL'P'^ qui ont des angles opposés . au sommet en O ,* seront égaux ; d'où il suit que les coordonnées OP' et P'L' seront égales aux coordonnées OP et PL ; et si Ton fait attention que OP' et P'L' tombent en sens opposés des positives, les coordonnées du point L' seront — x et — y. Il est facile maintenant d'obtenir les équations des cordes ML , ML', car en faisant
Pour la corde TiJL, coord. de M, x", j'"; coord. de L, x', y' \
a = X', /3 = r', «' = *", ^3' =; r% . . . la formule (^276) se change en
équation ML, y — y' ^ -jj (x — x') ; (277)
Pour la corde ML', coord. de ÎU[, x", j"; coord." de L', — x', —y'\ a=— x', /3=— y, «»' = x", ^8'=^", la formnlj^ (276)' devient * \ équation ML', y -^ f = ^' , "^ ^], (* -h x') ; (278)
et comme les coordonnées OP et PL , OP' et PL' que nous employons sont rectangulaires, on voit que le» expressions -^ -, et -jj ; sont
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les taogdotfii trigon<»nétriqaeâ des angles LOP, L'OP', que les cordes OL , OL' forment avec Taxe des x. Appelons â et 6' ces angles , nous aurons donc
^^ee=^gr^, tans S' = ^,;
multipliant ces équations par ordre , on obtiendra
yffi y'%
tang Ô tango' = ^, -75; (279)
mais les points L et M étant sur la courbe, satisfont à Téquatioii
qui appartient à Tellipse en prenant le signe supérieur, et à l^yperbole . si Ton n^a égard qu'au signe iilférieur. Nous aurons donc
prenant la différence de ces équations , on obtiendra
substituant cette valeur dans Péquation (279), on trouvera enfin
tanj^ tango' = =F ^ (aSo)
573. Cette équation, indépendante des coordonnées, appartient donc à tout diamètre^ quelque manière quUl soit placé, et a lieu également pour un axe ; car les axes ne sont , au fond , que des diamètres à coordonnées rectangulaires , et alon les cordes supplémentaires partent des extrémités de Paxe, sur lequel elles sont appuyées.
Lorsque fe = a , ce qui arrive lorsque Pelllpse se change en cercle , l'équation (280) se* réduit à
tang 6 tang B' ■=■ — i ;
ce qui remplit la condition nécessaire pour ^ue les cordes soient pecpendiculaires entre elles.
Si, au moyen de Péquation (280) , Pon élimine le second membre de Péquation (249), on trouve: *• ¥
tang p tang q — tang B tang B' y
dans le cas où tang p = tang 6 , cette équation se réduit à
tang7 = tangg' (281)
376. Ceci nous offre ce moyen facile de mener dans Pellipae un dia-
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mètre conjugué à nn diamètre donné LL'(/J^.]37).Par le point A menoDs Fiç.137., une corde AD parallèle à LL', et alors Fangle A =:?^, comme correspondant, sera égal à Tangle LOB =;» ; et la corde supplémentaire DB , déterminée de position, formera avec le grand axe AB un angle égal à 6'; par conséquent , si Ton mène une parallèle NN' à DB, les angles NOB et DBC étant égaux comme correspondants , on aura NOB = 9, et par conséquent ô' = q, en vertu de Téquation (a8i).
577. Réciproquement, quand on donne une tangente ou un diamètre conjugué , et qu'aune corde parallèle est menée à cette tangente ou à ce diamètre conjugué, la corde supplémen^ire sera parallèle au diamètre qui passera par le point de contact.
378. Les cordes supplémentaires peuvent servir encore à mener une tangente à Pellipso. Si Ton veut par exemple qo^une tangente passe par
un point donné M, on mènera {Jig. i38) par ce point et parle centre O Fig.iS^. la droite OM , on tirera du sommet A la parallèle AG à OM; cette parallèle fera , avec Taxe des abscisses, un angle A équivalent à Tangle p.
379. Si donc, par la propriété des cordes supplémentaires , Pangle A est représenté :^ar 6 , Tangle GBX le sera par d' = q, et par conséquent équivaudra à Tangle formé par la tangente avec Taxe des abscisses j
donc il ne s^agira plus que de mener par le point M une parallèle MT •
à BG.
380. La même relation tang p tang 7 == tang 6 tang 6' existera dans l'hyperbole : si Ton veut déterminer la position de la tangente au
point M {Jig. 139), on mènera par ce point de tangenceet par le centre, Fig.!39. une droite OM , et par le sommet A on tirera la [parallèle AG à OM , et tirant ensuite la droite GB, la parallèle MT k cette droite sera la tangente.
38i. Pour compléter la ti^éorie des cordes supplémentaires , nous ferons quelques observations qui, si elles ne sont pas d'une grande utilité, montreront dû moins Paccord de l'analyse avec la forme des courbes, dont nous avons parlé dans ce chapitre. Le signe négatif qui a lieu dans Téquation (280) quand e]je se rapporte à l'ellipse, nous apprend que les tangentes sont alors de signes contraires, et que par conséquent l'nn des angles est aigu et l'autre obtus j représentons ce dernier parMBX (^^.140), l'angle intérieuf MBA sera donc aigu , anssi bien Fig.140 . que l'angle A qui l'est, ep vertu de l'équation (180), parce que MBX est obtus ; il syit de là que la perpendiculaire MF tombera dans le triangle AMB; et comme l'ordonnée MP de l'ellipse est moindre que . l'ordonnée correspondante NP du cercle, il en résulte que l'angle AMB sera compris dans l'angle ANB , qui par conséquent ne pourra être qu''obtus, puisque ANB est droit, par la propriété du cercle.
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582. A regard de lliyperbole, l'équation taDg 6 tang 9' y qui s^ rapporte, prouve que les deux tangentes étant de mêmes signes, appartiennent à deux angles tous deux aigus on tous deux obtus. Dans le Ftg'i^i* premier cas, soient Â et MBX (^.141) ces angles aigas; en considérant les angles intérieurs du triangle AMB, nous avons
A H- B -i- IVj[ == !i angles droits f d'où nous tirons
M = ^angles droits — (A -i- B):
donc M sera obtus , si la somme des angles A et B vaut moins qu^un angle droit, et sera aigu dans le cas contraire.
385. A regard du cas où les deux angles sont obtus, toute la différence qu''il y aura , c^est que les côtés AM , BM, au lieu de se rencontrer en M , se rencontreront en M'.
CHAPITRE XXII
De la transformation des coordonnées en général.
584. Nous avons -vu, en traitant des diamètres conjugués, qu'on était quelquefois dans la nécessité de rapporter la courbe à de nouvelles coordonnées , et que ces coordonnées n'étaient pas toujours rectangulaires. Nous allons maintenant examiner les diverses formules qui ont lieu lorsqu'on veut opérer ce changement. Soient donc a; et ^ les coordonnées d'un point M Fig. 142. {fig* 1 42)? déterminé par le concours des coordonnées AP etPM, relatives à des axes rectangulaires AX , AY ; la position de ce point M serait également déterminée, si , ayant pris deux nouveaux axes AX', AY', fondant avec l'axe primitif AX des angles arbitraires X'AX, Y^AX, on connaissait les coordonnées AQ = x' et QM = j* ' de ce point.
x' et jr' sont. donc dçs fonctions des angles X'AX, Y'AX, et des coordonnées x, jr'y réciproquement y x et y sont des fonctions de jc', / ' et de ces angles.
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58^. Cherchons la relation qui existe entre ces quantités. Pour cet effet , menons les parallèles QN , QL , aux axes primitifs AX , AY ; et soient l'angle X'AX = /? , et l'angle Y 'AX , ou MQN = ^ : on a évidemment
a: = AP =i= AL -f- QN,
j == PM = QL -1- MN, Fig.i4a.
et , d'après l'art. 8tf ,
f AL = ar'cos/?, QL = ^'sin/?, QN=3=jr<cos^, MN=;j'sin^.
Substituant ces valeurs , on trouve
- . ^' > «... (282), formules
X •=. x' cos p + y
7 = ar' sin/? -h y pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires Xj y a un système de coordonnées obliques a:'^ y'^ l' origine étant la
même.
586. Je dis que l'origine est la même ; car en faisant y = 0 et ^ ' = o , on trouve xel y nuls.
387. Si les nouvelles coordonnées sont aussi rectangulaires , rang* MQX * z=z q — p sera droit ; on aura donc
et, par conséquent,
sin ^ *= sin (90 4-/? ) = sin 90 cos/? + sin p cos 90 ; cos 9 = cos (90 -{-p ) = cos 90 cos/> — sin 90 sin/? ;
et comme sin 90 = i , et cos 90 = o , les vuleurs de sin q et de cos q se réduisent à
sin q = cos /? , cos ^ .= — sin p. . . . (aSSj
24o THÉORIE DES COUEBES DU SEGOUD OEOES.
Les quatre valeurs des lignes A'L, QL, QN, MNj se trouvent immédiatement par le théorème de la trigonométrie (art. iOO) qui nous agprend que les sinus des angles d'un triangle sont proportionnels aux côtés qui leur sont opposés , et en observant que Tangle QL A' a le même sinus que QLX" = r ; nous avons donc
sin A'LQ : sin A'QL::A'Q:A'L, ou sinrisin/w :: af : A'L;
^inÀ'IiQ:sinQÀ'L::A'Q:QL, ou sinr: sin/? :: x' : QL ;
an MNQ : sinQMN ::QM iQJS, ou sinr: sin n \\ / :QN ;
^ sin MNQ : sinMQN : : QM :MN, ou sin r -.[sin q : : / : MN ;
on tire de c^ proportions
A'L=y?iHi!î, QL=x«. QN=/'45^, MN=.y«.
Sin r sm r ^ sm r sm /
t" Substituant ces valeurs dans celles de «r et de ^^ nous aurons
, sinm ,sin;2
xzrza-^af -; — + r' -, »
sm r ^ sm r ,
}. . . . (287) , , sm D , sm 7 '
sin r sm r
et parce que dans le triangle A'QL la somme des angles/? et m vaut Tangle extérieur QLX" =r r, et que dans le triangle Fiç.t44. MQN [fig. 14^) on a ^ H- « = MNI = r, on pourra substituer km et à /t les valeurs r— -jolet r — • ^, et les formules précédentes deviendront
sm r sm /^ ' f
, . , sm /? , sm <7 l
sm r "^ .sm r 1
formules pour passer d'un système de coordonnées obliques à
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un autre système de coordonnées obliques , Vorigine étant dif- . férente»
SOS. Si les anciennes coordonnées étaient obliques, et qu'on voulût passer à des coordonnées rectangulaires, on regarderait les axes A'X', A' Y' des j/ et des y {fig» i44) Fip i'4 comme les axes des anciennes coordonnées. Alors les axes AX et AY seraient ceux des nouvelles , et il ne s'agirait que de déterminer, au moyen des équations (aSS), les valeurs de xf et de y' en fonction de a? et de ^. Pour cet effet, on éliminerait y' entre ces équations , en multipliant la première par sin q et la seconde par cos q ; retranchant le second résultat du pre-. mier et divisant par le multiplicateur de x\ on obtiendrait la valeur de cette variable ; multipliant ensuite la seconde des équations (aSS) par cos /?, et la première par sin p ; et retranchant le second résultat du premier, on obtiendrait de même la valeur àey.
Voici ces deux valeurs :
^ _ (x — g) sin q^{y^b) cosq
sin(^— /?)
(^-^)eos;.^(a;^.)sin^. ...(.89) sm (q — p) y JJ
formules pour passer d*un système de coordonnées obliques x^y jr'y à un système de coordonnées rectangulaires x, j-, Vorigine étant différente.
Enfin, si Ton voulait que Torigine fut la même, on ferait dans ces formules a = o et ^ = o, et l'on aurait
, X sin q — y cos q
xf =1 T-^ ^-T-^>
sm ( y — p)
> , , . h.qo), formules , y cos/? — X sinp ' v ./ /
"~ sin (y—/?)
pour passer d'un système de coordonnées obliques à un système
de coordonnées rectangulaires x, y, Vorigine étant la même.
CHAPITRE XXIII
De la transformation des coordonnées des courbes
du second ordre.
395. Dans le chapitre relatif aux diamètres, nous avons eu pour but d'employer des procédés directs , pour nous éclairer sur la nature de ces sortes de lignes. Le présent chapitre doit être moins considéré comme un second moyen de parvenir aux mêmes résultats > que comme une application utile des formules de transformation. Cette application, rendue plus facile par la théorie que nous avons établie sur les diamètres , fera connaître toute la fécondité de Uanalyse , qui , en disposant de certaines quantités indéterminées , ne laisse échapper aucun des cas qui se rattachent à une question.
L'équation de l'ellipse que nous avons obtenue en supposant les coordonnées rectangulaires, peut, au moyen d^s formules (282), se transformer en une autre, dont les coordonnées forment entre elles un angle arbitraire. Pour cet effet , nous substituerons dans l'équation
de l'ellipse rapportée au centre (art. 262) , les valeurs de x et de jr données par les formules (281) , et nous trouverons
b^ cos^p a^sin'^p
x^^-\-2b^cospcosq 2a^sinpsinq
a^ sin' q
Nous considérerons l'angle/? comme arbitraire pour que le diamètre puisse être mené dans tous les sens ; mais dès que ce diamètre aura été placé, Tangle q sera nécessairement déterminé, puisqu'il est le même que celui qui est formé par la tangente PI j en L (^g'. 121). Cependant, pour un moment, n'adoptons aucune hypothèse sur les angles petq pour nous donner la
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faculté de choisir celle qui dous conviendra le mieux. Dans ce cas, il nous sera permis de déterminer q par une condition. Si l'on .dispose donc de cette condition en faisant évanouir Tun des trois termes qui composent le premier membre de l'équation (292) , j'observe d'abord qu'on ne peut déterminer q en égalant à zéro le coefficient de/'% car on aurait alors
b^ cos* q -h a^ sin^ q z=: o; (^-Q^)
« en mettant dans cette équation pour cos* q sa valeur i — sin' q, on trouverait
et comme a^ est plus grand que b^, cette valeur de sin^ q se trouverait nécessairement négative ; donc celle de sin q serait imaginaire. D'où il suit qu'il est impossible de déterminer q en égalant les coefficients de j'* à zéro.
Le coefficienf de j:" égalé à zéro ne pourrait déterminer q qu'il ne renferme pas», ^ni même /?, parce que l'équation qui résulterait de cette dernière hypothèse , étant de même forme que l'équation (293) , nous conduirait encore à une valeur imaginaire.
594. Il ne nous reste donc plus que la faculté de faire évanouir le terme en df'/' : en égalant à zéro le coefficient de ce terme, nous aurons
b^ cosp cosq 4- a^ sinp sinq z= o.
Cette équation , divisée par cosp ces q^ nous conduit à
b' tang;? tang^r = — ^, (294)
et l'on y reconnaît celle qui , désignée par le n° 249 , appar> tient à l'ellipse quand on prend le signe supérieur. L'cqua-
tion (292) devient, dans cette même hypothèse,
{b^ cos^p + a*sin»/>) x'^-^{b* cos'^-f-û* sin'^) x'^==a* b^. (agS)
Divisant tous les termes' par a* 6% on obtient
ft*cos*i> + a'sin' z? ,. ^'cos'^ 4- fl'sin^o .
et, sans rien changer à la valeur des fr<ictions du premier membre, on peut écrire ainsi cette équation :
\ b ' cos */) + a' sin ' /? / \b^ cos^ q -^a^ûn^q /
Le second membre étant de dimension nulle, il faut qu'il en soit de même du premier; ce qui ne peut être , à moins que les quantités
A*cos*j3-ha'sin*/)' A^cos'y + û'sin' y' '"^ ^^
qui sont positives comme composées de carrés , ne soient de deux dimensions^ nous pouvons donc représenter la première des expressions (296) par a'* et la seconde par b^* : l'équation (295 ) revient à celle-ci : *
a'^ "^ b'2 — '> et en chassant les dénominateurs, on tombe sur cette équation
qui est précisément l'équation (254 ) 9 qui , prise avec le signe supérieur, existe entre les diamètres conjugués de Tellipse.
598. Si dans l'équation de l'hyperbole b^x^ — a- y- = a^b\ on substitue de même les valeurs de j? et de ^ donujées par les formules (282) {page 287), en prenant le signe iniérieur,
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on trouvera
— a^sin?p\ — na'^sinpsinq — a^sin'^q
y'-=za-b\ (297)
Avant d'établir aucune hypothèse entre les angles p et q, nous pouvons regarder ces angles comme arbitraires et chercher à en disposer pour faire évanouir deux des termes de Péquation (297) ; dans ce cas , le choix de ces termes ne présente que ces deux combinaisons :
I". Le terme en x'y' et l'un des termes en ^'* et en ^'^j 2**. Les deux termes en x'* et en j^'^
596. Égalant à zéro le coefficient du terme affecté de x^y\ il est £aicile de s'apercevoir qu'on ne peut rendre nul l'un des autres coefficients sans réduire l'équation (297) à l'une de ces formes Ao?'* = a^b^ ou Br'* = 0^^% équations qui ne pourraient plus servir à construire la courbe , puisque ces équations ne donneraient chacune que deux valeurs pour l'inconnue.
597. Nous bornant donc à égaler le coefficient de a/ j' à zéro , nous aurons l'équation de condition
b^ cùsp cos q — a^ sin/? sin ^ = o ,
qui étant divisée par cosp cos qy nous conduira à celle-ci :
b^ — a^ tang p tang ^ = o.
Cette équation déterminera toujours l'un des angles p et q^ lorsqu'on aura attribué une valeur arbitraire à l'autre. Par conséquent, en disposant dep^ on pourra donner (^g. 128) Fig.iaS. à Taxe OX' l'inclinaison nécessaire pour qu'il rencontre la courbe; mais alors > ainsi qu'on l'a vu (art. 558)^ le second axe ne pourra l'atteindre; or, si l'oa supposait q moindre que p ou même égal à p, comme le second diamètre passerait alors par un des points de l'arc BL {Jtg. 12 3), il Fig.ia3.
atteindrait la courbe; d'où il suit que pour que OL n'atteigne pas la courbe y il faut que q soit plus grand que p. Cette hypothèse nécessite que, d'après ce qui a été démontré art. 386, b^cos^p surpasse a^sin^p; et que, au contraire, a^ sin' q surpasse b^ cos^ ^, et'qu^on ait ainsi:
b"^ cos ' /? — n' sin ' jo, positif; a} un* q — b^ cos ' q positif.
Maintenant , si nous écrivons ainsi Féquation ( 297 ) , délivrée du terme en a?' y' :
{i*cos*p— fl'sin*jo)j?'»--(fl'sin*y — ft'cos^y) j^'*=fl»ô% (298)
on voit, d'après ce qui précède, que les expressions renfermées entre parenthèses seront des quantités positives.
598. Cette équation étant divisée par a} b\ devient {b^ cos*/? — a» sin'/?) a;'' {a^ sin* ^ -— ^* cos^q) y'"" __
ou
Vb^ V='' (^99^
b^ cos'/; — a^ svû}p) \a} sm}q — b^ cos'qr^
le second membre étant de dimension nulle, il faut qu'il en soit de même du premier; donc leà quantités positives
et
b^ cos^p — «* sin'^p a^ sîn' q — b^ cos^q seront chacune de deux dimensio^^. Supposant donc
b^ cos'/? — «' sin^p
a^b^ a} sin' q — 6' cos' q
l'équation (299) deviendra
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OU, en chassant les dénominateurs y
Tirant la valeur de j^'% on peut écrire de la sorte cette équation
Cest ainsi que, sans recourir aux équations (246) et (253), dont nous avons donné à priori la valeur, la transformation des coordonnées nous Conduit, moins directemejit , il est vrai , aux équations entre les diamètres conjugués de l'ellipse et de l'hyperbole . /
Enfin , la démonstration de Fart. 272 pouvant s'appliquer ^ aux diamètres conjugués de l'hyperbole, nous conclurons que les carrés 'des ordonnées menées à Vun des diamètres conjugués parallèlement à Vautre sont entre eux comme les pro* duits des distances du pied de chaque ordonnée aux points où le diamètre rencontre la courbe»
599. Si dans l'équation de la parabole x ^ = 4^*^^ (^^* ^^^) » on substituait les valeurs de x et de y y tirées des formules (282), nous obtiendrions
8in*;ix'*-h 2 sin;? sin qx'jr'-k- sin * q y" — 4 * cos/ix' — 4 * ^^^ qj' = o. (3oo)
Il ne serait possible de faire évanouir des termes dans cette 'équation , qu'en supposant l'un des angles/? et q nul ou droit , parce qu'alors le sinus ou le cosinus devenant zéro , fait .évanouir le terme où il entre.
/? et ^ ne peuvent être supposés nuls en même temps; car, dans cette hypothèse , l'ordonnée ne ferait plus d'angle avec Taxe des abscisses , et ne déterminerait des points que dans une même direction , ce qui empêcherait de pouvoir construire la courbe; ainsi on ne peut disposer des angles/? et q qu'en supposant l'un de ces angles nid ou droit : par exemple, en faisapt
p-=:Oy on trouve
sin'^j'' — ^kx^ — 4^* cos^^' = o,
,^ 4 ^ cos g , l^hj/ .__
sin' ç sin'^
Cette équation du second degré étant résolue j donne deux valeurs inégales pour y 'y et montre que, dans cette hypothèse^ Taxe des abscisses n'est pas un diamètre.
Si l'on fait ensuite p-=.un angle droit , on trouve
x'^ -4- 'lûuqx'x' -f- sin^^^'^ — 4^ cos^y = o,
équation rd*où Ton tire la même conclusion, puisque résolue par rapport k y\ elle donne également deux valeurs inégales pour l'ordonnée y'.
On peut d'ailleurs remarquer que ces équations sont plus compliquées que Péquation y^ z=z ^kx,
400. Examinons si , en changeant la place de Porigine j nou% ne parviendrions pas à une équation plus simple entre les coordonnées obliques. Pour cet efTet , supposons que l'origine Â . Fig i44- iJ^S' '44)> ^ laquelle on rapporte l'abscisse x = AP et l'ordonnée y = PM , soit transportée en un point A' d'où l'on doive compter les nouvelles coordonnées j/= A'Q , et j'= QM, nous avons f dans ce cas y les formules suivantes y de l'art. 589 (*) :
^= û-4-J?'cos/?-f-/'cos^, y=zb-{'x' sivLp-^y'sixïqy..,. (3oi)
pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un système de coordonnées obliques , l'origine éta^t différente. Si l'on substitue donc dans l'équation y^ :=z ^kx \es valeurs de X etàe y données par ces formules , nous trouverons
sin *;>ar'^H-a 9În;i sîn ^ I x'^-'-i- sin * ^" -4- a 6 sin^
ltAî=--^^^
( * ) Ces formules sont générales ; car si la nouyellc origine était placée d^ane manière différente à Pégard do point A, Tune des conslantes <? et h ou toutes tes deux se détermineraient négativement.
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n se présente ici deux coefficients, susceptibles d'admettre pour/7 et pour q d'autres valeurs que l'angle droit ou que zéro ; ce sont ceux de a: ' et de j ', au premier degré.
Nous égalerons donc à zéro un seul de ces coefficients , celui de y' par exemple, en écrivant l'équation de condition
ibmiq — 4^cos<7 = o; {3o3)
l'angle/? restant arbitraire, nous l'égalerons à zéro; dans cette hypothèse, qiii donne ûrxp = o etcos^ = i , tous les termes qui renferment sin p et sia^ p s'évanouissent , et l'équation (3o2 ) se réduit à
Et comme les constantes a et ^ qui déterminent la place de l'origine sont arbitraires, nous pourrons supposer que l'origine A' soit sur un point (fig, i45) de la parabole. Les coordonnées Fiff.i4S. a =: AB etb=z A'B de l'origine devront donc satisfaire à l'équation f^=z^Ax; par conséquent il y aura entre elles la relation b^ — ^ak = o , et l'équation (3o2 ) se réduira alors à
sin '7/'* — 4^'^' = o,
Ak
et donnera r'* = . , a:', (3o4)»
sin^ q
équation qui est de la forme du celle de la parabole,
401. Si l'on eût égalé à zéro le coefficient de o:', et opéré d'une manière analogue à la précédente , on aurait trouvé une équation de même forme, dans laquelle x' serait l'ordonnée et j' l'abscisse.
40S. Déterminons maintenant la valeur de la constante
-$■ — : réquatfon (3o3) , ou plutôt b sin q = 2A cos q , étant sm'y V
2So THÉORIE DES GOCABES DU SECOVD OBD&Z.
élevée au carré , donne
mettant à la place de cos' g sa valeur i — sin' ^ , on a
d où 1 on tire sin^g = -— — >-r- ;
et parce que b^ = ^ak^
sin'a = y-—^ — 7—.
£t, en divisant les deux termes de la fraction par 4^*9
(Substituant cette valeur dans l'équation (3o4) f on trouve
ou plutôt ^-'2 ::3: 4(a 4_ /■) j?'.
403. L'angle p étant nul par notre détermination, le nouvel axe des >r est parallèle à l'ancien ; et , comme, en vertu de la relation b^ = ^ah^ l'origine est sur la courbe, cela montre que le nouvel axe n'est autre chose qu'un diamètre de la parabole (art. S49 ).
Le point où le diamètre rencontre la courbe est ce qu'on appelle le sommet du diamètre,
Fig.145. 404. La distance AF {fis» '45) ^^ sommet au foyer étant h , et équivalant à AD , qui est celle du sommet à la directrice , comme l'abscisse du point B est représentée par a ^ il en
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résulte que DB = a + A '^ mais , par la propriété de la parabole, cette distance du point B à la directrice est égale au rayon vecteur FA' ; l'expression 4 (a -h A-) revient donc à 4 FA', c'est-à-dire que la constante 4(^+ ^) y qui sert de coefficient à x dans l'équation au diamètre, vaut quatre fois le rayon vecteur qui passe par le sommet du diamètre. Cette constante,, comme on l'a vu art. 405, porte le nom de paramètre du diamètre,
40Ô. Il est évident que ^(a-i- A) se réduit à ^k lorsque a = o y cVst'à-dire lorsque le diamètre est Taxe principal de la parabole , ce qui est conforme à ce que nous avons dit en parlant de cet axe. ^
L'équation sin '^ = f—^-j\ donne sin
pour la valeur du sinus de l'angle que forment les aouvelles oi^ données sur le diamètre. Ces ordonnées seront obliques , puisqu'il faudrait que a fut nul pour que la valeur de sin q se réduisît à l'unité; dans ce cas , le diamètre A'X' se confondra avec l'axe AX.
On prouvera également par l'équation précédente, que plus a augmente , plus l'angle q diminue.
La valeur de y' étant déterminée par celle de a/ y au
moyen de l'équation ^'^ = 4 f^^'^ d'où l'on tire y'=z ± sj^kx'y il en résulte que, pour toute abscisse x' l'ordonnée y' a deux valeurs égales et de signes contraires , qui s'évanouissent en même temps lorsque a:' = o , ce qui prouve que l'ordonnée est une parallèle menée à la tangente qui passe par le sommet du paramètre.
Enfin , l'équation au paramètre prouve que les carrés des ordonnées sont comme les abscisses de ces ordonnées.
ly
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CHAPITRE XXIV
Des équations polaires.
408. Jusqu'à présent nous avons déterminé la position de chaque point d'une courbe au moyen de deux coordonnées variables X et j y et d'un angle constant qu'elles forment.
Supposons maintenant que l'une de ces coordonnées soit constante et que l'angle varie, nous aurons un nouveau procédé pour construire la courbe. En effet , si l'abscisse est constante et que nous la prenions égale à la distance du sommet au foyer. Fi (j. 146. lorsque nous ferons varier (fig. 146) l'angle y = FMB, l'ordonnée FM deviendra successivement FM', FM", FM''', etc., et déterminera les points* M', M'', M"', etc., delà courbe. On ' a donné à cette ordonnée variable le nom de rayon vecteur.
Si une équation établit une relation entre le rayon vecteur etf , et qu'on fasse varier successivement cet angle ^, on pourra déterminer les valeurs correspondantes du rayon vecteur.
409. Pour trouver cette équation lorsque la courbe est une ellipse , cherchons d'abord la relation qui existe entre le rayon
Fig. 147. vecteur FM [fig. i47)> ®' ^^s coordonnées 0P = aret PM =^. Soient FM=« et OF = c, on a évidemment
FM' = PM» -f- (OP 4- 0F)%
ou ^»=:j2 4-(x4-c)^
Mettant dans cette équation la valeur de y^ tirée de l'équation de l'ellipse rapportée au centre , on a
«' = ^ («*—*') -4- (x -f-c)n ou en développant
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et ordonnant par rapport à jr,
ou
J?^ H- 23iCX + C' -f- ^^
Éliminant b^ au moyen de l'équation (i6o) c^=fl' — i» (art. 261), on trouve
ncx
et par conséquent
Or, par hypothèse, la ligne FM qui représente z est supposée être positive. Donc nous ne prendrons que le signe supérieur, et nous aurons seulement
ex
z=ia-h—' {**)
(^) Si Ton Tdnt savoir ce qae signifie la valeur de s prise avec le signe inférieur, elle indique quHl faudrait porter la seconde valeur de 9 dans le sons contraire , c'^est-à-dire do F en M'.
ex Car la seconde valeur de s étant ^ = — a , on voit que quel
que soit le signe de x, le rayon vecteur z doit être négatif, parce que a*
ex surpassant ex, il &ut que — soit moindre que a ; or, Tabscisse du
point M' est d'un signe contraire à celui qu'elle avait pour le point M : il faut donc changer le signe de x dans cette seconde valeur, et Ton aura
ex FM' = _ a -+- — .
(«*) Cette valeur de z est la même que nous avons trouvée pour s', tquation (i58 ) ( page i56) ; aussi peut-on éviter les calculs de Tart. 400, en se fondant sur Péquation démontrée art; SOO.
410. Il est facile maintenant d'exprimer la valeur de z en Fig.i47 fonction de Tangle y = MFP {fig» i47)-
Pour cet effet, soit x' Pabscisse FF comptée du foyer, on a , d'après l'inspection de la figure, x = x' — c. Substituant , il vient
x' — c a^ — c^ ex'
Faisant x' =1 z cosip, l'équation précédente devient
a^ — c^ cz cosç
az — cz cos f = a' — c^ ,
et enfin
a — c cos f '
ou plutôt (art. 261), équation 160,
a — c cosç'
équation polaire de V ellipse rapportée au foyer F, V angle «j> = MFB étant supposé aigu»
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Si Tangle 7 devenait obtus , il faudrait changer le signe du terme e cos 7.
412. Pour trouver l'équation polaire de l'hyperbole, en nommant toujours z le rayon vecteur FM {fig> i48)> nous Fig. 148. avons
Substituons dans cette équation la valeur de y tirée de l'équation de l'hyperbole rapportée au centre, nous aurons
z^ = -j (4:* — à") -H (c + xf
= 1 I -\ 1 j;' + 2CX — 6' + C-.
Éliminant b^ au moyen de l'équation c' = a^-f- 6^ (art. 292) , nous trouverons
Z^ = i- 2CJP
d'où nous tirerons
a'=(^-. + ay.
z zzz — X -\: a, a
415. Quoique cette équation se présente sous la même forme que celle que nous avons trouvée pour l'ellipse , elle en diffère par les valeurs qu'on donne à c dans ces deux équations.
Nommons^' l'abscisse FP comptée du foyer, nous aurons
âaJ — — %JL ' " *"■' C •
Substituant cette valeur, nous obtiendrons
ex' (c^ — a^)
et faisant x' inz cos 7 , il viendra
cz cos © c"^ — à^ a a ^
d'où il sera facile de tirer
OU plutôt (art. i92),
c cos ç — a^
t cos ff — « '
équation polaire de V hyperbole rapportée au foyer F, l'angle f = MFB' étant supposé aigu,
414. Comme on Fa fait pour Tellipse , si l'on divise les deux
termes du second membre de cette équation par a et qu'on
remplace -— par/? et - par e^ on obtiendra
e cosç — ^ I ^ '
équation dans laquelle/? sera le demi-paramètre qui est une troisième proportionnelle aux demi-axes a et by et dont le coefficient e exprimera le rapport de l'excentricité au demi-grand axe.
4iS. Enfin , si l'on ùomme z le rayon vecteur FM de la pa- Fig.i49* rabole {fig. i49)> ^^ observant que la distance du foyer F au sommet A est le quart du paratnètre 2/7 , on a AF = |^. Cela posé, le triangle rectangle FMP nous donne
FM» = FP» 4- MPS
ou FM» = ( AP — AF)» 4- MF j . . . (307)
et comme nous venons de voir qu^on avait
AF = 1/?, et que nous avons en outre
FM = z, AP = a:, PM» =;= 7» i= 2/7JC, en substituant ces valeurs dans l'équation (307), on trouvera
z^ = x^ -^ px -{^
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OU f parce que le second membre es( un carré parfait ,
d'où Ton tirera
Nommons j:' 1* abscisse FP cornptée du foyer, 6n dura
et la valeur de z deviendra
et mettant z ces g) à la place de x% et tirant la valeur de or, on obtiendra
^ ~ 1 — cos?' • • • • (^^^)» ^q^^^oH
polaire de la parabole rapportée aufoyerYy l*an^le o =: MFX étant supposé aigu.
416. En comparant entre elles les équations (3o5), (3o6) et(3o8), observons que l'angle ^ étant supposé aigu dans le sens des x et des y positifs, z doit être positif, ce qui exige que e soit moindre que l'unité daiis Inéquation ( 3o5) et surpasse l'unité dans l'équation (3o6) (*); et si, de plus, on remarque qu^ e est remplacé par l'unité dans l'équation (3o8 ) ^ on en conclura que l'équation polaire appartiendra à l'ellipse ^ à la parabole ou à l'hyperbole , selon que l'on aura
e <^i^ e'"^ i et p = i.
(*) On peut d^nillcurs remarquer que dans la fraction-, qui eël \à
valeur de e, le npmérateivt' c est moindre qoe a dans Tellipsc, et surpasse a dans Thyperbole; d'où il suit que, dans le premier cas, e est moindre que Tunité, et IVmpôrte sur Tunité dans le second.
CHAPITRE XXV
Des courbes semblables,
417. Deux courbes sont semblables lorsqu'elles peuvent être placées riine sur l'autre, de manière à avoir le même axe des abscisses; et que deux rayons partis du même point sont coupés proportionnellement par Tune de ces courbes.
Dans les courbes du second ordre à centre, le demi-grand axe et le demi-petit axe pouvant être considérés comme des rayons menés du centre à la courbç , nous pouvons dire encore que ^eux courbes du second ordre à centre sont semblables lorsque les demi-axes sont coupés proportionnellement par Tune de ces courbes, et que Ton a, par conséquent,
a : b II a^ l b^ {3og)
Ces définitions sont des propositions qu'il nous reste à démontrer, en admettant que la proportion (3og) se vérifie pour deux courbes.
Fip.iSo, ^^^' Considérons d'abord l'ellipse, et soient (fig^ i5o) 0D= dy OD'=r/' des rayons homologues de deux ellipses, jc y j- les coordonnées du point D, et.r', r' les coordonnées du point D' ; ces points appartenant aux courbes, on aura, « ^ d'après la propriété de l'ellipse , ,,
d'où Ton tire
. rig.i5o, t^îvisant ces équations Tune par l'autre, 9n obtient [Jig, iSo)
SEMBLABLES
mais
la
proportion (Sog) nous
donne
subsdtuapt cette valeur dans le second membre de Téqua-» tion (3 10) 9 et supprimant le facteur commun, il reste
Considérons ensuite les triangles ODP , OD'P', qui sont semblables, à cause de Tangle commun O et des angles droits en P et en P' ; ces triangles nous donnent les proportions
y : y' :: jo : x% jb-- : x-' :: d : d' ;
d*o{' nous tirons
X X x^ d fi %\
An moyen de la première de ces équations , on peut changea l'éqaation ( 3 1 2) en celle-ci :
multipliant les deux membres par le pi^ôduit des dénomind-^ tears et réduisant, on obtient
d'où nous tirerons
a'x'^ = fl'^x»,
mettant dans cette équation la valeur de -^donnée paf la so^ conde des équations ( 3 1 3) , on obtient
!^.6o THÉOEIE DES GOUEBES DU SECOND ORDILE.
donc a : a' :: d : d'\
ce qui prouve que les demi-diamètres sont entre eux comme les demi-grands axes.
Potir deux autres demi-diamètres OÉ = <? , OE' = e' Fig.iSo. [fig' ï5o), on prouvera de même qu'on a
419. Les deux premiers termes étant les mêmes dans ces proportions , il s'ensuit qu'on a
d'où il faut conclure que deux demi- diamètres de la plus grande courbe sont coupés proportionnellement par la plus petite.
4i0. Il est facHe maintenant de démontrer que dans des ellipses semblables ^ les contours sont comme les axes.
Fîg.iSi. En effet, les triangles ODE, OD'E'(/g'. i5t), d'après la démonstration précédente, ayant leurs côtés proportionnels, sont semblables ; donc Î)E et D' E' sont dans le rapport des axes ; il en est de même de tous les triangles OEF, OE'F', OFG, OF^G', etc. \ par conséquent
DE : D'E' :: EF : e'F' i: FG f F'G^;
et puisque dans une suite de l'apports égaux la somme des antécédents est à la somme des conséquents comme un antécédent est à son conséquent , on aura
DE + EF-hFG H- etc. : D'E'-f- E'F'+F'G'-4- etc. : : DE : D'E',
ou parce que k rapport des demi-axes peut être substitué à celui de DE à DE', on pourra écrire
DE + EF + FG + etc. : D'E' + E' F'-h F'G' + etc. :: « :«';
d'où il suit que les contours des polygones inscrits à deux
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e11i^>ses semblables sont comme les demi-axes, ou pour mieux dire comme les axes.
421. Si Ton passe aux limites, on pourra substituer les ellipses aux polygones qui leur sont inscrits , et conclure que les contours des ellipses sont entre eux comme les axes.
Les triangles semblables ODE, OD'E'; OEF, OE'F'; OFG, OF'G' ; etc. , étant entre eux comme les carrés de leurs côtés homologues , il s'ensuit que les polygones qui résultent de la somme de ces triangles sont ds^ns le même rapport ,. et qu'on a
pofygoneiyEFQy etc. : pofygone T>' E' F'Q^ :: OD» : OD'^;
les ellipses étant les limites des polygones que nous venons de considérer, concluons que deux ellipses semblables sont entre elles comme les carrés de leurs demi-diamètres homologues ou comme les carrés de leurs deqoi-axes, ou^en quadruplant le dernier rapport, sont entre elles comme les carrés de leurs axes.
422. Toute la théorie que nous avoiii énoncée sur les ellipses semblables peut s'appliquer à Thyperbole.
Mais ce qui est particulier à cette dernière courbe , c'est ^ue si deux hyperboles ont le même centre et le même axe des abscisses , elles auront les mêmes asymptotes. En effet , soient a , b et a\ b' les demi-axes de ces courbes, on aura , d'après leur similitude,
-=:-yj. ...,..,., . 3i4 a a
or, - et — représentant les tangentes tngonometnques des angles que les asymptotes font avec Taxe des x , ces angles seront égaux , et les asymptotes des deux courbes se confondront.
425. Les équations de nos deux tiyperljroles sepiblable^ rapportées à leurs asymptotes étalât (
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divisons le sçcond membre de la première par a % et multiplions en dehors par la même quantité ; opérant de même pour la seconde équation, nous trouverons
divisons ces équations Tune par Tautre , nous trouverons
Or, en vertu 4e Téquation (3x4)9 cette dernière se réduit à
xy a^
mais si Ton prend la même abscisse pour les deux courbes , en faisant jç=:x'y cette équation nous donnera
d'où il suit que les ordonnées à une même abscisse seront entre elles comme les carrés 4es demi-grands axes ; ce qui nous fournira un moyen commode de tracer Tune de ces hyperboles lorsque l'autre sera donnée.
424. Enfin 9 lorsque 6 = a et que h^ z=.a\ ce qui a lieu dans le cas de l'hyperbole équilatère , on a
l'égalité des seconds membres de ces équations entraînant celle 4çs premiers 9 on a nécessairement
ce qui montre que la condition de similitude est remplie pour toutes les hyperboles équilatères, et prouve que ces sortes d'hyperboles sont toujours semblables.
42$. Jusqu'à présent nous avons fait partir les rayons vecteurs du centre commun de deux courbes placées l'une sur l'autre, et dont Taxe des abscisses a la même direction, et nous avons démontré ( art. 419 ) que pour que ces courbes fussent semblables , il suffisait que deux rayons vecteurs quelconques de la plus grande fussent coupés proportionnellement par la plus petite. Nous allons maintenant prouver que, pour tout autre centre C pris au Hasard dans l'intérieur de la surface commune de ces courbes , les deux rayons CM , C'N {fiS' ^Sa) seront coupés proportionnellement par le contour Fîjî**^ de la plus petite courbe.
Pour cet effet, nous unirons les centres G et C par une droite CC, et du point Q! nous mènerons les deux rayons vecteurs CM , C'N. Cela posé, les rayons vecteurs CM, CN, qui partent du centre C, étant partagés proportionnellement par le contour de la petite ellipse, nous avons par hypothèse (art. 419),
CM : C/71 :: cn : C/ï - . (3i5)
Il s'agit de propver qu'il en est de même de CM et de Q!^ , qui partent de C\ Pour cela , du point /7i menons /itr parallèle à MC, les triangles CA»r, CMC donnent
CM : C/w :: ce : Cr;
on tire de cette proportion et de la précédente (3 1 5) ,
CN : C/i :: CC : Cr (3i6)
Celte proportion prouve que la droite nr est parallèle à NC, et montre que CN et CC sont coupés proportionnellement. Nous aurons donc encore , en vertu des triangles semblables Crtr, CNC,
CN \ m :: CN : C/j; (3i7)
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et les triapgles semblables Onr, CIVIG ' nous donneront celle-ci :
CM : 7771 :: CM : Om.
Si dans cette dernière proportion nous remplaçons le rapport de CM à Çni par celui de CN à C« , tiré de la proportii)n (3i5), nous obtiendrons
CM : rm :: CN : C/i. . . , . , . (3i8)
Les seconds rapports des proportions (3i7)et(3i8) étant les mêmes 9 nous aurons
CN : m :: CM : w/. ..... . (319)
Or, si nous observons que les angles nrm , NCM, formés par des côtés parallèles , sont égaux, nous pourrons, en menant ces côtés parallèlement à eux-mêmes, faire glisser le secteur de la petite courbe sur CC^, de manière à amener Tangle r sur Pan-' gle C^ Dans ce cas , rm tombera de C^ en m\ et m prendra la position Ç!n*', Les points ut et n ainsi transportés en m' et en n\ appartiendront donc encore à la petite courbe ; et , au lieu de la proportion (3ig), nous aurons celle-ci :
CN : çv :: cm : Cm';
ce qui prouve que les rayons vecteurs CN, CM, partis du centra C, comme ceux dont C est le centre , sont coupés proportionnellement par I9. petite courbe* C esit ce qu'on appdie un centrc^de similitude.
426. Cette démonstration s'appliquant aussi bien à Thyperbole qu'à l'ellipse , il en résulte que , lors(ju'on a deux ellipses ou deux hyperboles semblables , et qu'elles ont le même axe des abscisses , les rayons vecteurs, partis d'un même foyer jouissent, comme le centre, de la propriété d'être coupés proportionnellement par celle de ces courbes dont les branches se rapprochent le plus de Taxe des abscisses. ^
1117 • Démontrons maintenant que les parabole^ spQt toutes
des courbes semblables. Pour cela, soit {fig, i53)0 le som> Fig.i53. met commun de deux paraboles y placées de manière qu'elles aient le même axe des abscisses; menons par le point O la droite OM qui les rencontre en M et en N, ces points, étant sur les courbes, satisferont à leurs équations; de sorte que si nous représentons par x et y et par x' et y' les coordonnées OP, PM et OQ , QN de ces points , et par 2/0 et 2/?' les ])aramètres des deux paraboles , nous aurons
y^ =z 2px et x^ = 2p x' ;
mais les triangles rectangles OMP, ONQ qui ont Tangle commun O, étant semblables, i^ous donnent , entre ce$ coordonnées,
NQ:OQ::PM:OP,
ou y' : x' :: jr : x'y
donc - = ^/ (32o)
428. Maintenant, soit F le foyer de la ps^rabole QM [fis* *53) ; menons le rayon vecteur FM, et par le point N Fig.i53. tirons la parallèle NL à ce rayon vecteur; les triangles semblables LNQ, FMP donneront la proportion
LQ:QN ::FP:PM, ou x' — OL : j' :: X— OF: 7 (821)
Mais le paramètre 2/7 de la courbe OM étant égal à quatre fois la distance du sommet au foyer, nous avons
PF = ^A
Au moyen de cette valeur, la proportion (32 1) devient
^' — OL : j'::a? — j/> : y^
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d'où nous tirerons
x'-OL^-^' (a; --!/.), T
et par conséquent
Mettant dans le second membre de cette équation la valeur de - fournie par Téquation (820), nous réduirons cette valeur de OLà
multipliant par x les deux termes du second membre, il vient
yx
ou OL = 7 2 »a^ ^^ ;
xy
mettant 7*^ à la place de npx^ cette équation se réduit à
remplaçant — par sa valeur donnée par Téquation (32o), et
mettant ensuite 2/?V à la place de ^'^ il reste
donc le point L est le foyer de la seconde parabole.
4â9. Si nous comparons entre elles les valeurs de OF et de OL , données par les équations (322) et (323) , nous en déduirons
o?:OL ::/?:/ (324)
Nous allons voir que xetx' sont dans le iiïénie rapport : en*
effet, les triangles semblables OPM, OQN donnent Fig.ioS.
op:oq::pm:qn,
ou X \ x' y, y \ y'\
les carrés étant encore en proportion , on a
remplaçant j' et y*"^ par leurs valeurs ipx et 2/?'a:, supprimant le facteur comniun 2 et changeant les moyens, nous obtiendrons
x" \px\\ a:'» :/?'«';
divisant le premier rapport par x et le second par x\ cette proportion déviendra
X \ p \\ x' \p'\ en changeant de nouveau les moyens, on aura
Mais les triangles OMF, ONL étant semblables parce que !NL est parallèle à MF, nous donnent
OM : ON :: OF: OL
et comme le rapport de OF à OL , d'après la proportion (324) , est égal à celui de p k p'y nous avons enfin «
OM : ON :: p :/?'.
On démontre de même (fig. i54) qu'en menant par le point 0 Fic-iS}. une autre corde OM' qui rencontre en N' la seconde courbe , on a encore
OM' : ON' :: p \p\
donc OM : ON : : OM' : ON';
ce qui prouve que OM et OM' étant coupés proportion-
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nellement par la seconde courbe Om , deux paraboles quelconques sont des courbes semblables. £t si Ton considère que la similitude des triangles OMM', ONN' établit que les cordes MM'j NN' sont dans le rapport de p k p'y il sera facile de prouver que les polygones inscrits aux deux courbes sont dans ce rapport , et quMl en est de même des arcs de paraboles , limite des côtés de ces triangles.
Puisque dans les deux paraboles superposées nous avons trouvé un centre d'où partent des rayons qui les coupent proportionnellement, concluons de Tart. 485 que les rayons vecteurs, partis d'un même foyer, jouissent de la même propriété.
450. Cherchons maintenapt Téquation des courbes semblables. Pour cela, soit/n le rapport des rayons homologues OM
fig. i55. etON {fig. i55); nous aurons ^ =/w. Mais les coordonnées des deux courbes étant aussi dans le même rapport, si x çt y désignent les coordonnées du point M, et ;t?' et j^' celles 4u point N , nous avons
OM : ON :: op ; OQ :: pm : qn,
oii OM : ON :: x \ x* W y \ x'i
et par conséquent ,
mi
tire de
ces é(|uations
: mx\
= 'ny',
et en substituant ces valeurs dans l'équation en x et en ^ que jious représenterons par F(^,j^)=:o, on aura Téquation
¥(mx\my')=z'o, (325)
DES COURBFS SEMBLABLES. 9.6c)
dans laquelle faisant varier l'indéterminée m y on obtiendra toutes les équations des courbes semblables à celles dont Véquation est ¥ {x^ y) =zj[>.
43t. Prenons par exemple l'ellipse dont Péquation est
En remplaçant xet y par mx' et par my'y nous aurons
m" à" j" + m^ b^ x'» = a^ b' ; divisant par m% cette équation deviendra
et peut être écrite ainsi
2 />3 ^1 Ixl
et Ton voit qu'elle représente une ellipse dans laquelle les axes
seraient — et ~ • m 77?
L'équation (326) étant comparée à une autre représentée par
on voit qu'ayant disposé de la quantité arbitraire m en posant
^ '=r — , nous n'aurons pas une seconde condition pour que
le demi-petit axe b' appartienne à la courbe semblable. Cette similitude n'existera que dans le cas particulier où l'on aura
b' = — , Il suit de là que les ellipses ne sont pas toutes des m
courbes semblables. Ce que nous disons de l'ellipse peut s'appliquer à l'hyperbole ; mais il n'en est pas de même de la parabole, comme nous l'avons vu. C'est ce dont nous pouvons encore nous assurer de la manière suivante :
432. Ayant substitué dans l'équation y"^ = ipx de la parabole les valeurs^ x = mx' et y = my\ nous obtiendropsVette équation
d'où nous tirerons
Or, une parabole quelconque dont l'équation est
sera toujours comprise dans l'équation générale (327) , ^n.dîs^ posant de m par cette condition ,
ce qui nous donne lieu de reconnaître de nouveau que toutes les paraboles sont des courbes semblables.
455. Supposons que les deux courbes n'aient pas la môme origine, mais que leurs axes soient parallèles; si Ton nomme OC, a et CD, h Fig. i50. {fig. i56) les coordonnées de Forigine de la seconde courbe , bien en» tendu que a et & seront positifs ou négatifs , selon le cas ; on pourra remplacer a:' par x — a, et ^' par y — b dans réV[uation (SaS) des courbes semblables , qui deviendra
et appartiendra à toutes les courbes semblables et semblablement situées, comme on le voit^. i56.
Enfin, on peut donner plus de généralité à Téquation des. courbes semblables, si dans Téquation F (mx, my)=iOy nous remplaçons xeXjr par les valeurs de ces coordonnées tirées des équations (a88) , et alors la courbe intérieure pourra avoir une position quelconque à Tégard de la première.
CHAPITRE XXVI
Des problèmes de la duplication du cube^ de la trisection de V angle ^ etc. , et de la détermination des racines des équations par Vintersection des courbes.
454. Lorsqu'un problème dépend de deux équations «^ deux inconnues, on peut considérer ces équations comme celles de deux courbes qui ont les mêmes coordonnées aux points où elles se rencontrent: par conséquent, si Ton élimine y y la valeur de x sera Tabscisse du point de rencontre. Prenons pour exemple ce problème , qui est fameux chez les anciens (*) :
Trouver un cube double d'un autre
Représentons par k le côté d'un cube donné , et par x celui du cube que Ton cherche , nous aurons Véquation
supposons x^ = 7.px. (329)
Nous voyons qu'il sera facile d'éliminer x du premier membre de réquation (828), car Téquation (829) nous donnera j?* = 4 P^y^ 5 ^^ mettant cette valeur de x* dans l'équation (828), multipliée par Xy nous trouverons 4/? ' r ^ = 2 /t^x, et en divisant par 4/>' et réduisant , on aura
(*) On sait que lorsque Platon parcourait la Carie, il rencontra des habitants de Délos qui lui pr^oposèrent ce problème, alarmés des prodictions des devins qui les menaçaient d^cpouvantables malheurs, s'^jls oe doublaient pas Tautel d^ApoIIan, dont la forme était cubique. ( Voyez mes Yics des plus grands hommes de Vantiijuitè.)
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et réqu^tion ( 32.8) seca remplacée par le système des deux équations (Sag) et (33o), qui, par Télimination de /, reproduiront la proposée.
t ig 1 57. Ayant donc tracé ( fig\ 1 57) les axes rectangulaires AX , AY, le point A sera le sommet de deux paraboles, dont Tune aura AY pour axe des abscisses et 2/7 pour paramètre, et dont
Tautre aura AX pour axe des abscisses, et — pour paramètre.
L'abscisse AP du point où ces paraboles se rencontreront sera le côté du cube demandé.
436. Nousavonsici deux paraboles à construire; mais Topération eût été plus facile si , au lieu de Tune de ces courbes , nous eussions eu un cercle. Pour parvenir à ce but, nous observerons d'abord que les valeurs de x et de j subsistant simultanément au point de rencontre dans les équations ( 329) et ( 33o) , il en sera de même si nous ajoutons ensemble ces équations ; dans be cas nous aurons
FI \^ ^ ^^^ facile de reconnaître ici [fig- i58) l'équation d'un cercle dont l'origine des coordonnées est à l'extrémité A de la corde AB parallèle à OD : en effet , soient x^X. y les coordonnées AP et PM d'un point M de la circonférence, A£=:ay E0= h celles du centre, et r le rayon OM j le triangle rectangle OMQ nous donne
ou [pc — af -h (r — l)f = r^; ^
développant et transposant les constantes, on obtient
a?' 4- 7* — 7,ax -^ihy-znr^ — à^ — è* ;
le second membre se réduisant à zéro en vertu du triangle rectangle AEO , il reste
^1 y. j"^ -ziz lax -{- 7,hr\
DUPLICATION DU CUBE, ETC. Q.'jS
cette équation nous montre que Téquation (33 1 ) appartient à un cerôle qui à pour coordonnées du ceiiU*e la moitié de — ^ et p.
Le point d'intersection de ce cercle avec Tune de nos paraboles^ par exemple avec celle qui est le lieu de l'équation (329) , nous donnera une seconde solution du problème.
Après avoir construit, à l'aide de l'équation ( S^g), une pambole sur Taxe AY ifig* i58), on déterminera le centre 0 du Fip \58-
cercle en prenant AE =^ i I — ; ) , et en élevant à l'extrémité
de A£ la perpendiculaire EO =± /? ; on décrira alors avec le rayon OA un cercle qui ôoupera la parabole au point M, dont l'abscisse AP sera le côté du cube cherché.
457. On pourrait aussi résoudre le même problème par l'intersection de la parabole et de l'hyperbole ; en effet , soit une parabole qui ait pour équation
x"" ^=. ay\ (332)
si l'on introduit cette valeur de x^ dans l'équation (328) , on
trouvera , axy = 2A-% (333)
et l'on voit que les courbes qui appartiennent aux équations (332) et (333) par leur intersection, résoudront le problème ; mais que la construction de Thyperbole sera plus difficile à' exécuter que celle du cercle.
Observons que l'équation ( 328) n'ayant qu'une racine réelle (*), il en résulte qu'il n'y a qu'un point d'intersection entre les courbes.
458. Le problème de trouver deux moyennes proportionnelles entre deux nombres, non moins célèbre dans l'antiquité ,
( * ) Pour le démontrer, remplaçons ok* par n'A' dans Téquation (3a8), et faisons passer le second membre dans le premier, nous avons l'équation '
à laquelle on satisfait en faisant x = nArj donc Péquation (334) ^^^ <livi-
se résout de la même manière. En effet , scnent aeib ces deux nombres ; si nous représentons par x et par jr deux moyennes proportionnelles y nous aurons , par la nature de la question ,
ce qui nous fournit les équations
x^ z=: ay-y jr^ =z bxy (335)
et nous voyons qu'on déterminera x par Tabscisse du point d'intersection des deUx paraboles. Tirant la valeur de x de là seconde des équations (335), et la substituant dans la première, on obtiendra j ^ =r ai % équation dé même forme que l'équation (328), à laquelle donne lieu le problème de la duplication du cube y a^^ étant une constante aussi bien que 2^^.
459. Le problème de la trisection de l'angle , que nous avons résolu (art. 156 ) , nous conduit à une équation du troisième degré , dont la racine réelle se détermine de la même manière.
En effet, si nous faisons évanouir le diviseur r* de l'équation (117) ( page g8 ) , nous aurons
x^ — 3r'a7 -I- ar^ .= o;
multipliant cette équation par x , elle devient
jc* — 3r*x^-4- ar^x = o, (336)
et Ton voit qu'en faisant
^' = ny,: (337)
sible exactement par x — nk^ effectuant cette division, nous' pouvons remplacer a:*— ii»A:' = o par (x — n*) (x'-MiAar-|-n'A') = o.
Pour décomposer en facteurs x" -f- nkx -mi* *• = o , nous résoudrons cette équation du second degré, et nous trouverons
j:t= — InJtdbV/— |n*A*; par conséquent, Fcquation (334) revient à
(x ~ nA: ) (x -h i nA: - sj- \ n^k^ ) (x -f- i nA -f- sj- | n«A») = o; donc il n'y a qu'un des trois facteurs de l'équation (334) qui soit réel.
DUPLICATION DU GUBS, ETC. 5l'j5
réquation (336) deviendra
/22j2 — 3r^n^ -^ ar^x =: o, et donnera
3^^ ar^x
ajoutant cette équation à Téquation (337), ^n obtiendra
équation du cercle qui, avec Téquation (337), résoudra le problème en faisant couper la parabole qui appartient à 1 equation (337) > P^"^ ^^ cercle qu'on déterminera , comme dans rart.456.
440. En général , une équation à une seule inconnue x étant donnée, on pourra la considérer comme le résultat de l'élimination de y ^n^re les équajdons de deux courbes qui ont X ex. y pour coordonnées. Lorsque ces courbes sont du second ordre , la proposée ne pourra surpasser le quatrième degré; et entre les équations du second degré qui par l'élimination peuvent donner la proposée , les plus simples seront préférables : on se conduira pour leur choix, comme dans l'exemple suivant.
441. Soit l'équation x^ — px'^ — qx — r=o i je prends arbitrairement l'équation
qui est celle d'une parabole; la valeur de a:* qu'elle me donne étant mise dans la proposée , j'obtiens
^2^2 — pajr -7 ^^ — r = o , .... (340) ou plutôt
^._^_if_!L = o (340
Cette équation est encore celle d'une parabole. L'équation (339) n'offre aucune difficulté dans sa construc-
tien ; car elle est celle d'une parabole M'AM'', qui ayant son Fig.159. sommet àTorigine A [fig* iSg), a pour axe des abscisses AY, pour axe des ordonnées AX , et dont le paramètre est a.
44Î. La construction de la courbe donnée par l'équation (340) s'exécutera lorsqu'on aura fait dépendre cette courbe d'une équation plus simple , ce qui demande quelques préparations : pour cet effet , soit en général l'équation
Ajr»»-!- Br~> -{- C/'«-2 -f- . . . -f- Rj + S =r 0. . .(342)
.L'Algèbre nous apprend (*) que si dans cette équation on substitue
on obtiendra une autre équation en 7' du même degré , mais qui sera délîvi*ée du tertne affecté de la puissance m — i de l'inconnue. D'après cette remarque, on pourra donc faire évanouie le second terme de l'équation ( 34o) , en supposant , d'après la comparaison des équations (34o) et (342) ,
(*) Pour le démontrer, ayant divisé par A cette équation, Cuisons
elle devient
>'*" -f- ma
etc.
etc.
etc.
On peut déterminer la quantité arbitraire a en égalant 3 zéro le coefficient der'"*"'» ce qui donnera
mA
'mettant cette valeur dans l'équation y =.y* + a , on obtient
B mA
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et réquadoQ (34 1 ) se réduira à
OU plutôt k
ou à .y"= î-a/, (344)
en faisant x + - — . ^ = x' ;
et réquation ( 344 ) construira la ntéme courbe que Téqua-* tion (34i)> mais avec une origine différente. Pour former cette courbe y l'équation (343) nous donnant
on voit {^g- iSq) que toute ordonnée PM construite avec l'équation (341) diffère de — de l'ordonnée QM déterminée par
l'équation (344) ' ^^ ^^^ correspond à la même abscisse AP. Or, l'axe AX étant relatif à l'équation (341)9 si à une distance
AA' = — de cet axe , on mène une parallèle A'X', toutes, les
ordonnées construites d'après Féquation (34 () se trouveront
raccourcies (*) de ~ ; on voit de même que , puisque
•la le nouvel axe tomberait au-dessous de AX/
{*) Elles seraient allongées de ~, si cette quantité était négative, et
chaque abscisse x' doit différer de x d'une quantité
Le point A" sera donc l'origine des x' , Ayant construit la parabole sur Taxe A'' X' au moyen de l'équation (343), cette courbe 9 considérée relativement à l'origine A, aurait été donnée par réquation (340 (*)•
Donc^ si l'on élimine y entre les équations (339) fet (34i) , les abscisses AP', AP'% AP'", AP'^ seront les valeurs de x communes aux deux équations (339) et (34i )> et par conséquent seront les racines de l'équation
x^ — px'^ — qx — r=:o.
445. Si les courbes ne se rencontraient pas en quatre points, l'équation proposée aurait des racines imaginaires.
444. L'intersection de la ligne droite et du cercle nous a servi (chapitre IV) pour construire les équations du second degré; les intersections des courbes du second ordre suffiront pour construire les équations du troisième et du quatrième
degré.
Ainsi , pour construire ^ , je supposerai j: = y/« , donc x^ z=.a. Cette équation étant de la même forme que celle que le problème de la duplication du cube nous a donnée (art. 453), se. résoudra de la même manière , en prenant pour la seule racine réelle de x l'abscisse du point d'intersection de deux paraboles.
('*' ) On Yoit que la construction de la courbe sur Taxe AX, au moyen de réquation (34i ) > se réduit à changer d^axe pour construire la courbe avec une équation plus simple, et ensuite à reprendre Taxe AXet Pé -> quation qui s^y rapporte.
DES SECTIOHS CONIQUES ET €YLINDE1QU£S. 2']Q
CHAPITRE XXVII
Des sections coniques et cj'lindriques,
445. Les quatre courbes dont nous avons fait connaître les propriétés , le cercle, Tellipse , l'hyperbole et la parabole , sont celles que les anciens ont comprises sous le nom de sections coniques , parce qu'oa les obtient suivant la manière dont on coupe le cône par un plan.
Prenons un cône droit , et supposons qu'il soit coupé par un plan qui passe par son axe , on sait, d'après la génération même du cône, que la section sera un triangle SAB (y^*. i6o). Me- Fig.iGo. nous un plan CDMM' perpendiculaire à ce triangle ; suivant la direction que prendra la commune section CD du plan sécant avec le plan de ce triangle SAB , on déterminera la nature de la courbe formée par la section de la surface du cône.
Ainsi , comme nous allons le démontrer, on aura i'ellipse si cette commune section , partant d'un point C du côté AS , rencontre l'autre côté SB en un point D ; tandis que si la commune section (fig. i6i) est dirigée suivant CD', de manière qu'elle Fig.i6i, ne puisse atteindre le côté SB du triangle que sur le prolongement SD' de ce côté, la droite CD' n'atteindra jamais SB, quelle que soit la grandeur du cône ; dans ce cas , la section de la surface donnée sera une hyperbole.
Enfin l'intersection commune CD" peut se trouver parallèle au côté SB du cône, et alors SB et CD" ne s'atteindront jamais , et la section sera celle d'une parabole; mais , si le point de rencontre est à l'extrémité D'" de la parallèle CD'" à la base AB du triangle ABC , la section sera un cercle.
446. Démontrons maintenant que, dans le cas où la droite CD rencontre les deux côtés AS , BS du cône {fig. 160) , la courbe Fig.j6o. que le plan coupant détermine sur la surface convexe de ce
cçne est une ellipse. Pour cela , soit (fig, 160) un cône droit ; Fig.i6o.
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ii^ig. 160. faisons passer par Taxe de ce cône le plan SAB ; ce plan y parce qu'il renferme cet axe, sera perpendiculaire à la base du cône , et par conséquent aux sections circulaires EMF, GM'H parallèles à cette base. Par les deux points C et D des côtés SA, Sfi , du triangle SAB > menons ensuite un plan GMD perpendiculaire à celui du triangle SAB , les plans GMD , EMF étant perpendiculaires au plan SAB, leur commune section PM (d'après un théorème de Géométrie^ sera aussi 'perpendiculaire au plan SAB. Il en sera de même de la commune section P'M' fournie par la rencontre des plans GM'D et GM'H. Or, il est évident que les extrémités P et P' de ces communes sections tomberont sur GD, puisque cette droite renferme tous les pieds des perpendiculaires situées dans le plan sécant. On voit en outre que les commune^ sections MP9 M' P' sont à la fois des ordonnées des cercles EMF, GM'H, et àe la courbe GMD. Gela posé, les triangles GEP, GGP', à cause des parallèles EF , GH , sont semblables et donnent
EP : GP' :: Gp • CP'.
Les mêmes parallèles établissent cette autre proportion entre les triangles DPF et DP ' H , dont elles prouvent la similitude :
PF : P'H :: pd : p'D;
multipliant ces proportions par ordre , nous avons
EP X PFj GP'X P'H :: GP X PD : GP' X P'D.
Dans le cercle , les carrés des ordonnées étapt égaux aux produits des abscisses correspondantes , on peut remplacer les deux premiers termes de cette proportion par le rapport de MP»àMP'% etl'ona
MP^ : M'P'» :: gpxpd : gp' x p'D;
on tire de là
MP^ = M'P'»X
GP'XP'D *
or , si le second cercle a été mené de manière que Je pied P'
de la perpendiculaire M'P tombe sur le milieu de CD, nous aurons CP' =i P'D , et l'équation précédente deviendra
MP'=^(CPXPD); (345)
maisGP^ et M'P' sont les demi-axes â et ^ de l'ellipse, et si nous nommons CP, j:, PD aura pour expression na — x, et nous pourrons remplacer le produit CP X PD par (aa — x)x; au moyen de ces valeurs, on pourra convertir Téquation (345) en
X^ z=z — (2ax — x""),
qui est la mélne que celle de l'art. 270.
^447. Dans le cas où la droite CD (fig, i6o) devient parai- fig.iCo. lèle à AB , et où par conséquent les côtés SC et SD sont égaux , il est évident que la section est un cercle.
448. Considérons maintenant le cas où la ligne CD ( fig. 162) p|g ^^^ n'atteint le côté SB que sur son prolongement.
Si de deux points M et M' on abaisse également des perpendiculaires MP et M ' P ' sur le plan du triangle ASB , et que par ces points on fasse passer des cercles parallèles à la base, ces perpendiculaires MP et M' P' se confondront avec les ordonnées des cercles aux points M et M', et les triangles semblables CEP, CGP' donneront
EP : GP' :: cp : CP'-,
d'un autre côté, la similitude des triangles RPF, RP'H donnera
PF : p^u :: rp : rp'.
Multipliant ces proportions par ordre , on obtient
EPXPF : GP'XP'H :: CPXRP : CP'X RP';
les deux premiers termes dé cette proportion , n'étant autre chose que les produits des abscisses des cercles EMF , GM ' H aux points P et P ', peuvent être remplacés par les carrés des
ordonnées correspondantes à ces points : on a donc
PM^ : v'W :: cp X PR : cp' X RP' ,
ou PlVPlP'M'* ::CPX(CR + CP) :CP'X (CR-hCP');
or, si nous observons que CR est une quantité constante que nous pouvons représenter par 2a , et que CP et CP,' sont deux abscisses de la courbe que nous pouvons désigner par a: et ^ ', correspondantes aux ordonnées PM =r et P'M' = j ', cette dernière proportion devient , en y substituant ces valeurs ,
ce qui prouve que les carrés des ordonnées sont comme les produits des distances des pieds de ces perpendiculaires aux deux sommets de la courbe situés à un même côté y propriété de l'hyperbole.
On tire de la proportion précédente
"•'— "^ — (2flX4-^'),. . • . (346)
et si l'on prend pour x ' et pour y ' l«s coordonnées du centre O , milieu du grand axe 2 « , la valeur de ^' étant négative , Fig.148. puisque nous comptons les abscisses du sommet B (fig, i^S) , on fera a: ' = — a; à F égard de j', cpmme cette ordonnée quia son pied au point O n'atteint pas la courbe, elle est îmaj^naire; et, en effet, Téquation (346) nous donne
et, en remplaçant jî' par — a, ce qui est entre les parenthèses se réduit à — a % et l'équation (347) devient
or Tabscisse x étant par hypothèse positive ( * ) , la valeur de y '* se réduit à une quantité négative de deux dimensions , . que nous représenterons par r—h'^\ ce qui donnera
et l'on trouvera
r'= — r-T A^ax -\- x'^)\
— a{ia — ay
réduisant, on obtient
équation dans laquelle on reconnaît celle.de Thyperbole rapportée au sommet (art. 500).
Dans le cas où la commune section du plan sécant
avec le plan SAB [fi^^ i63), auquel il est perpendiculaire, 1^»S-^^
est parallèle à Tun des côtés , il est facile de démontrer que la
section de la surface du cône est une parabole. En effet, si
par les points M et M ' nous menons les perpendiculaires MP ,
M ' P ' sur le plan SAB qui passe par Taxe , ces perpendi-
<rulaires, d'après ce qui précède, se confondront avec les
ordonnées des cercles EMF, GM'H abaissées des points M
et M' sur la commune section; par la propriété du cercle,,
nous aurons
PM»=EPXPF,
P'M'» = GP'XP'H; donc PM^ : P'M'» :: EPXPF : GP'XP'H. Mais , à cause des parallèles , on a
PF=rP'H.
(*) Dans la partie négative de Taxe des jr, ^ax et x^ restent positifs, parce qu^ils sont le produit de deux quantités négatives. (**) Nous avons vu (art. 505) que Téquation dePellipsc devient celle
de rhyperbole en changeant * en fc v/— i, parde que le petit axe de Phyperbole est imaginaire.
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Cette valeur réduit la proportion précédente à
PM^ : FM^ :: EP X PF : GP' X pf.
Supprimant le facteur commun , il reste ^
PM^ : p'M'2 :: ep : gp';
mais les triangles semblables CEP , GGP^ nous donnent
EP : GP' :: CP : CP
Remplaçant le rapport de EP à GP' par celui de CP à CP ' dans la proportion précédente , nous la convertirons en
PM^ : p'M'^ :: cp : CP';
d'où nous tirerons
PM' = î^CP (348)
Or , si nous regardons CP' comme une constante (* ), P'M' en
sera une autre , et nous verrons que ^ est une troisième
proportionnelle qui représente un^ ligne /w ; et CP et PM étant deux coordonnées que nous pouvons appeler ;î: et ^ , Téqua- 0on (348) deviendra
équation dans laquelle on reconnaît celle de la parabole ; car la constante m n'est autre chose que celle qui est désignée par
2/? (art. 518).
430. Passons maintenant aux sections cylindriques. D'après la génération du cylindre à base circulaire, il n'est pas besoin de démontrer que toute section faite par un plan parallèle à la base est un cercle ; et il est de même évident que si l'on fait passer un plan par l'axe du cylindre , les sections AG , BH , seront des droites parallèles à l'axe.
(*) Tous les carrés des ordonnées ont aYec leurs abscisses le même rapport ; d^ailleurs la distance arbitraire CD' peut devenir celle du sommet au foyer^ qui est constante.
Soit maintenant un plan GABH [fi^^ i64) dans lequel Taxe Fig.164. est renfermé; coupons-le par un plan qui lui soit incliné, et dont CD représente Fintersection ; partageons cette ligne en deux parties égales au point O , et faisons
Cela posé , les triangles PEC , PDF sont semblables , à cause des angles opposés au sommet en P , et des angles alternesinternes PCE, PDF, et nous aurons la proportion
CP : DP :: EP : PF
d^où nous tirerons
CP 4- DP : DP :: ep -h pf : pF; ou CD : DP :: ef : pf,
et, en changeant les moyens,
CD : EF :: dp : pp, {35o)
l'ordonnée PM deviendra égale au rayon du cylindre , lorsque son pied I^ coïncidera avec le milieu 0 de CD. Dans ce cas, au lieu du cercle EMF, nous aurons un cercle È'M'F' parallèle à Tartre et plus rapproché de la basé AB. Or, Tintersection commune M'O sera , comme appartenant à ^ellipse , le demi-petit axe , et, comme appartenant au cercle, devra être un rayon , puisque les sections parallèles à la base sont des cercles égaux. Appelons h Tun de ces rayons, et a la moitié CO de CD 5 nous aurons donc
E'F' on EF = 26, et CD ou 2C0 = 2«;
et en prenant O pour origine , on a
'pp = a — ^, CP = aH-ar. (35i)
lia proportion (35o) , comparée à la proportion (349) » ^*"* laquelle on changera les moyens , tious donne
CD : EF :: CP : ep (352)
Remplaçons les trois premiers termes des proportions f35o)
et (352) par leurs valeurs analytiques, équations (35 1), on trouvera
2a : ^b :: il —■ X : pf, 2a : 2b :: â-\- x :EP;
supprimant le facteur commun 2 , et multipliant ces proportions par ordre, il viendra
a^ : b' :: {a — ^) (a -I- x) : pf x ep,
ou a^ : b^ :: (a^ — x^) : PF X EP; (353)
or, PF et EP étant les abscisses correspondantes à J'ordonnée PM du cercle de la section , leur produit pourra être remplacé par j*% et par conséquent la. proportion (353) peut se changer en celle-ci :
d'où nous tirerons
Nous reconnaissons là Téquation de l'ellipse; ce qui nous apprend que la section du cylindre par un plan incliné à sa base est une ellipse.
451. Cette propriété du cylindre est bien moins remarquable que celles du cône dans lequel les anciens avaient aperçu les premiers le cercle , l'ellipse , l'hyperbole et la parabole ; c'est pour cette raison qu'ils appelaient les courbes du second ordre, sections coniques. Mais l'avantage qu'offre le cône de les rassembler, ainsi que la ligne droi|e, a bien perdu de son prix, depuis que la géométrie de Descartes a changé la face de la science , et qu'on a pu rattacher ces fameuses courbes à un système général. Nous verrons , en effet, que l'Algèbre les classe mieux , çt qu'elles sont toutes comprises dans l'équation complète du second ordre à deux inconnues, qui nous fournit même la preuve qu'il n'en peut exister d'autre dans cet ordre. C'est le sujet intéressant que nous allons traiter dans le chapitre suivant. ( Note seizième, )
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CHAPITRE XXVIII
De Vwftuence des constantes y de V équation générale des courbes du second ordre sur la nature et la position de la courbe.
432. Les trois courbes que nous avons analysées sont comprises dans réquation générale
y,'^ =fmx -{- nx'^y (354)
qui nous donne Tellipse lorsque, dans le second membre, m seul est positif, car l'équation (173) de cette courbe rapportée au sommet (art. 270) , écrite fiinsi , en supprimant les accents,
est de même forme que l'équation
y 2 = mx — nx"^,
La formule générale donne l'hyperbole lorsque m seul est , dans le second membre , négatif, car l'équation (202) de l'hyperbole rapportée au sommet (art. 500), écrite ainsi, en supprimant les accents,
est comprise, dans l'équation
^ 2 = — mx -h /IJ?^.
Enfin l'équation (354) représente évidemment une parabolcf lorsque n=z Oy car elle se réduit à
j'=: mx^ .
qui est composée comme celle de la parabole (art. 517).
Mais il s'en faut de beaucoup que l'équation (354) ^^ toute la généralité possible; aussi n'avons-nous considéré l'ellipse, l'hyperbole et la parabole que dans des cas particuliers. Par exemple > nous avons toujours supposé que les deux premières de ces courbes avaient pour axe >des x une ligne qui , passant par le centre , partageait toutes les ordonnées en deux parties égales; nous n^avons pas considéré le cas oii cet axe ne passerait point par le centre , et même serait hors de la courbe : sous ces différents points de vue , les équations de ces courbes se compliquent , et nous allons prouver que l'équation générale du second degré à deux inconnues, dans ses modifications, renferme tous ces cas.
4i)5. Cette équation , dans son acception la plus étendue , peut être représentée par
Ar^-hB^74-0^-l-Dr-f-E^ + F = o. . . (355) En la résolvant par rapport à j, on trouve
± — v'(B»-'4AC)«'H-2(BD— 2AE)a:-t-D'— 4AF'
et^ en la résolvant par rapport à j'y on trouve
±:^\/(B^— 4AC)4-2(BE— 2CD)j-hE»— 4CFi
Simplifions-la d'abord en représentant la partie radicale par \/X, l'équation (356) deviendra
Faisant un instant abstraction de la partie radicale , nous n'au-
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rons plus que
^=-ïÂ"-jÂ (359)
4M. Il est facile de reconnaître (art. 212), dans cette équation, celle d'une ligne droite BC {fi^» i65) qui coupe les deux Fig.i65. axes sur leur prolongement, de telle manière que lorsqu'on
fait x=:OP {fis* i65), y ou plutôt -rx -, devient PC;
mais on voit aussi que les constantes A , B et D étant susceptibles d'être positives ou négatives, la position de RS peut avoir une de celles que nous avons examinées art. 209, 210^ 211 et 212 , c'est-à-dire être située d'une manière quelconque. Pour fixer les idées , laissons la droite RS comme elle est représentée dans la fig, i65 , et examinons 'ce qui arrive lorsqu'on a égard au radical , ainsi que l'exige l'équation (358) : cette équation nous montre quej^ aura deux valeurs différentes, qui correspondront à la même abscisse.
Pour déterminer Tune, il faudra ajouter à PC, qui représente la partie rationne]le, une longueur CM= v'X; alors PM vaudra
_ ÇJ _ 4 _ ^.
Pour obtenir l'autre valeur de j, qui ne diffère de celle qu'on vient de déterminer que par le radical qui est d'un signe contraire, il faudra donc porter CM dans un sen^ opposé, c'est-à-dire de C en M'.
455. Ce que nous disons des points M et M' donnés par une même solution , devant s'appliquer à tous les points déterminés deux à deux pour chaque valeur de a: , on conçoit que la droite indéfinie KS doit paitager toutes les cordes parallèles à l'axe des ordonnées en deux parties absolument égales.
456. On peut remarquer que l'axe OY des ordonnées est oblique à la droite RS , et que , pour qu'il la coupât à angle droit, il faudrait que BC fût parallèle à OX ; ce qui exigerait
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que réquation (SSg) de la ligne BG se réduisît à
condition remplie, lorsque — = o, et, par conséquent,
lorsque le coefficient B du produit xy est nul. Cette hypothèse exigerait donc que Téquation (355) ne contînt point de terme en xy ; ce que nous ne supposons pas , puisque nous prenons cette équation dans toute sa généralité. Enfin si B et D étaient nuls , réquation (SSg) du diamètre BC se réduirait à j = o : donc le diamètre RS se confondrait avec Taxe des abscisses.
457. D'après ce qui précède, la droite RS coupant obliquement toutes les cordes parallèles à OY en deux parties égales, il suit de là que cette droite est un diamètre.
En considérant la partie rationnelle de l'équation
on peut remarquer que si dans l'équation particulière qu'elle représente, B et D ont des signes différents de celui qui af-
fpcte A, les coefficients — -- a: et deviennent positifs.
Dans ce cas Téquation (36o) prend la forme
^ = |*-H-5=tV^, (36.)
la première des valeurs de y étant entièrement positive déter-
Fig. 166. ^^^ 9 *^ moyen de l'ordonnée PM {J!g. 166) (* ) , un point M
situé dans l'angle YOX ; quant à la seconde valeur de j, elle
{*) Pour ne point multiplier inutilement les figures, on a tracé seulement Tellipse; mais notre analyse s''applique également aux antres courbes du second ordre.
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déterminera un autre point N également situé dans le même
angle, pourvu que la partie négative — ^X ne l'emporte
pas sur - j? -4- —, en sorte que ces deux points M et N A A
appartiendront à une corde ^MN placée au-dessus de Taxe des X {*) j et l'on conçoit que s*il en est de même de tous les autres points de la courbe, elle peut être entièrement située audessus de l'axe des a: ; mais , en prenant le signe inférieur du
radical, lorsque — ^X surpasse t ^ H- t-» l'é<I"^tion ( 36i)
indique un point N' qui se trouvera au-dessous de Taxe des Xj comme on le voit dans la^^. 167 ; et alors les points déterminés par Féquation ( 36o) , dans cette seconde hypothèse, se trouvant l'un au-dessus de Taxe des x, et l'autre au-dessous, la corde MN' coupera cet axe.
4â9, Enfin si , au contraire , B et A , D et A conservent les mêmes signes , les termes de Féquation (36o) ne seront pas altérés, et il se pourra que la courbe soit entièrement située au-dessous de Taxe des a: et même la coupe.
460. Au reste , on peut reconnaître immédiatement quand cette rencontre a lieu ; car il est facile de s'apercevoir qu'elle ne peut être qu'au point où y est nul. Faisons donc j' = o dans l'équation (355) ; elle se réduit à
Gr^ + Ea: -h F = o , (362)
et , en divisant par C , à
(**) Il est possible qu'il n'y ait qu'un des coefficients qui change de signe. Dans ce câs ; les mêmes raisonnements que nous venons d'em« ployer, nous conduisent à des conclusions pareilles.
et donne y par sa résolution ,
Lorsque F et C sont de signes différents , la valeur de x devenant
est toujours possible {Note dix-septième) ; mais elle devient imaginaire lorsque , dans l'équation (364), ^ et C étant de mêmes
signes , y— est moindre que p; , ou est égal à zéro.
Lorsque F = o, l'équation (362) devient
O^ 4- Ex = o, et, décomposée en facteurs, peut se mettre sous cette forme
Pour savoir ce que signifie la première valeur, il faut se rappeler que, pour parvenir à l'équation (362), nous avons supposé ^ = o ; cette hypothèse subsistant toujours , la coïncidence des équations j = o , j? = o , montre que l'origine est sur la courbe . Le second facteur de Féquation (365)
nous donne x = — ~ ; ce qui nous annonce qu'à la distance
— - de l'origine , la courbe est rencontrée par l'axe des
abscisses. Cette distance — - se réduit à zéro lorsque E est
aussi nul , et l'on voit que , dans ce cas , l'axe des abscisses devient une tangente à la courbe.
462. Mais lorsque le seul coefficient E de l'équation (062) est nul , et que F et C sont de différents signes , l'équa-
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don (363 ) se réduit à
et donne
Ces deux valeurs égales et de signes contraires de x montrent que l'origine est au milieu de la partie de Taxe des abscisses interceptée par la courbe.
463. Lorsque r équation (355) ne remplit pas la condition nécessaire pour que la courbe rencontre Taxe AB des abscisses (^g^.i68), cette courbe ne peut donc tomber qu'au-dessus ou Fig.igg. au-dessous de cet axe; par conséquent, en prenant une droite A'B' ou A''B'' qui coupe la courbe, et soit parallèle à AB y toutes les ordonnées construites sur AB différeront des ordonnées construites sur A'B' ou A''B", d'une quantité constante p, qui, suivant le cas, pourra être positive ou négative; de sorte qu'en faisant
p exprimera la différence PP' des ordonnées jr = PM et ^' = P'M, ou la différence PP" des ordonnées PMetf'M. Substituant donc j^' -I- p dans l'équation (355) , on aura
-^ D I H-Bp
Ap»
Dp F
et représentant par y le dernier terme, par e et par d les coefficients de j ' et de or , cette équation deviendra
Ay^ + B^ j' -{-Cjc^^dy -h ejc -h f=o (367)
La condition nécessaire pour que la courbe rencontre l'axe ,
^ f étant (d'après l'équation 364 > ^^^' ^^) ^^^ T7r^ — ^ ^^^ "°^
quantité positive, on pourra toujours disposer convenable-
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ment de p, qui entre dans e et dans/, pour que jj;-^ *— p^
soit une quantité positive. Alors la valeur de x^ qui correspond à j = G, aura (art. 460) ses deux racines réelles re* Fig.169. présentées {fig, 169) par les abscisses A'R, A'R'; et la courbe coupera le nouvel axe en deux points.
464. On peut maintenant ne plus considérer que le nouvel axe. Abandonnant Taxe primitif et Téquation (355) qui s'y rapporte y il nous sera permis de supprimer les accents , que nous n'avons donnés à y y dans l'équation (867), que pour distinguer ses ordonnées de celles qui étaient comptées sur Taxe primitif AX, dont il ne sera plus question, et Téquation (367) deviendra , en rétablissant les majuscules dans les trois der^ niers termes,
Aj'-f-Ba?^4-Gr'-hD7-|-Ea:H-F = Os... (368)
et pourra être regardée comme celle qui se rapporte (^^. 169) à Taxe A'X'« ( Note dix-huitième, )
465. Substituons dans l'équation (368) les yaleurs/'4- p =jr el x' -h a = or , nous trouverons
Ajr"H-B^r'-H
2Ap P
r'-hBp -|-2Ca
j/H-Ap»
-f-Bap -f-Ca-
-f-Dp
+ Ea H-F
Déterminant a et p par la condition que les coefficients de ar' et de y^ soient^uls, nous aurons entre a et p les équations
BàH- 2Ap-f- D= o,
Bp H- 2 Ca H- E = o ;
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on tirera de ces équations
B»-4AC' P=B»-4AC
L'hypothèse de B' — 4 ^^ = o, qui rend ces valeurs infinies , rentre dans un cas que nous examinerons bientôt. Pour le moment , nous supposerons que B^ — 4 -^^ °^ ^^^ P^ ^"^*
Cela admis, si dans le dernier terme de l'équation (369) délivrée des termes nuls dont nous avons disposé y nous subsli-' tuons les valeurs de a et de ^y et que nous représentions ce dernier terme par y, l'équation deviendra
Aj'» -+- BxV-f-Gr'^+/= o, (371)
et l'origine se transportera en un point O (>%. 169), qui sera p^gig^ tel, qu'en faisant j' = o , dans Téquatîon (37 1), on trouvera pour l'abscisse x'y comptée de ce point , les deux valeurs égales 01 y 01% et de signes contraires,
et qu'en faisant j:' = o , on trouvera pour l'ordonnée r' les deux valeurs égales CL , OL', et de signes contraires,
ce point O, dont nous ferons connaître les propriétés, unique dans la courbe, porte le nom de centre. Les expressions (372) et (373)
seront réelles ou imaginaires , selon que les deux termes de la fraction seront de différents signes ou de mêmes signes (*). ( Note dix-neuQième, )
( * ) Quand A et C sontde différents signes, l'un des axea est réel etPauire imaginaire: par exemple, si/ et C sont négatifs, la valeur y — ^ du
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Si Ton ne veut plus considérer que les nouveaux axes II ', Fig.169. LL' [fig. 169) et l'équation qui s'y rapporte, on pourra supprimer les accents , et l'on aura
Ajr'-h Rrr+ C^* -h/=o, . . (374), équation générale des courbes à centre,
466. Examinons maintenant quelle est l'influence du coefficient B sur la courbe.
Nous avons vu que la partie rationnelle de la valeur de y donnait lieu à l'équation de la droite
_ Bj: D
qui fait avec l'axe des x un angle dont la tangente trigono-
métrique est -y tangente qui appartient à un angle obtus
si B et A sont de mêmes signes , et à un angle aigu s'ils sont de signes différents. Cette droite coupera l'axe des ordonnées ou son prolongement à unç distance exprimée par
—, selon que cette expression sera positive ou négative ;
ce qui exige que D et A soient de signes différents dans le premier cas , ou de mêmes signes dans le second. Le diamètre devient parallèle à l'axe des x quand la tangente trigonomé-
trique devient nulle, et enfin, se confond avec l'axe
2 xX
des X , quand on a à la fois
demi-axe des x' est imaginaire; mais G étant négatif, il. faut que. A soit positif, puisque, par hypothèse , A et C sont de différents signes. On prouverait de même que si A et C sont de mêmes signes , les deux axes sont réels ; et ,J comme ce qui distingue Tellipse de Thyperbole est que Tellipse a ses deux axes réels , tandis que Phyperbole n^en a qu^un ; il suit de là que la courbe appartient à Tellipse quand A et C sont de mêmes signes, et à Thyperbole quand ces signes sont différents.
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467 . On peut ajouter que , lorsque B n'est pas nul et que — -
est positif, l'angle qui fait le diamètre avec la direction de l'axe des abscisses est d'autant plus grand que B augmente ; car la
tangente trigonométrique de cet angle étant —, celte expression s'accroît en ménie temps que son numérateur.
468. Le terme hxf subsistant dans l'équation (355) , il en résulte (art. 488) que les cordes que nous portons parallèlement à l'axe des ordonnées (^g» 170) étant partagées en deux parties égales par le diamètre , ne peuvent l'être par l'axe des abscisses incliné à cet axe , comme nous l'avons vu (art. 486). Pour qu'elles fussent rectangulaires, il faudrait, d'après ce qui précède , que le terme en xf disparût , ce qui exigerait que l'axe des x changeât de direction ; car alors il pourrait faire un angle droit avec les ordonnées relatives à cet axe. Soient donc OX' (^g* 170) le nouvel axe des abscisses ,^ l'angle inconnu X'OX qu'il forme avec OX , et a?', j ' les coordonnées rectangulaires OQ et QM d'un point M de la courbe rapporté au nouvel axe OX' des abscisses; et, à l'aide de la transformation des coordonnées , voyons si , en passant de l'équation (374) à celle qui se rapporterait à l'axe OX', nous ne pourrons pas disposer de l'angle arbitraire /?, pour faire évanouir le terme en xy de la nouvelle équation.
Pour cela, comme il est question de passer d'un système de coordonnées rectangulaires {^g. 170) ^ = OP et j = PM, Fig. 170. à un autre système de coordonnées rectangulaires j?' = OQ et jr ' = MQ , nous mettrons dans l'équation (374) les valeurs de j? et de jr fournies par les formules (284), page 238 , et nous obtiendrons cette transformée :
Asin'/?
Bsin/7C0S/?
C cos '/>
o/'-t- 2 A sin^ cos/?
— B sin ^ jD -f-Bcos^/?
— 2 C sin/? cos/?
a^y+Acos*/?
— B sin/? cos/?
-f-Csin'/?
Divisant par co$'/>, réduisant, remplaçant — ^par tangp, et
cosp
observant que le dernier ternie devient —^ — = (i -f- tang*o)^
parce que le rayon étant une moyenne proportionnelle entre
le cosinus et la sécante , on a (art. 568) — ^ sécante, et
cos
par conséquent ::::7;= sécante 'y ou = i -H tang'/'»
cos-
B — sCtang
Btang/»
Ctang*/>
/^-f.{ I +tang«/?)/=o. . (376)
Telle est Téquation qui existe entre les nouvelles coordonnées 4? ' et ^ ' comptées sur un axe OX ', qui fait un angle/? avec la direction de l'axe primitif OX des abscisses.
469. Cet angle p étant arbitraire , déterminons-le par la coDjdition que le coefficient de x'x ' ^^^ ^^ \ l'angle/? sera donc donné par Véquation de condition
2Atang/7 — Btang'pH-B — 2Ctang/? = o, ... (377)
et l'équation (S76) se réduira à
Atang^/7 B tang/?
fi
— Btang/?
H-Ctang^/?
r "-!-( I -f-tang V )/=o. . (378)
L'équation (877) servira à déterminer /? de la manière suivante :
Ordonnant par rapport à /? , et changeant les signes , il viendra
B tang*/? 4- 2C tang/? — 2 A tang/? — B = o ;
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divisaiSit par B , et faisant un seul coefHcient des termes affectés de la première puissance de tang/» , on aura
(A— C) tang */? — 2 ^ — " tang/7 — i = o j
résolyant cette équation du second degré , on obtiendra
valeur qui n'est jamais imaginaire , parce que l'expression qui est sous le radical , se composant de l'unité et d'un carré , est essentiellement positive : donc il est toujours possible de déterminer Pangle p,
Substituant la valeur de tang p dans l'équation
on obtiendra une nouvelle équation que nous représenterons
par
P^'-f-Qr''-l-R = o, (38o)
et qui se rapportera à l'un des axes OB et OD (^g, 1 70) , formant avec l'axe OX des angles dont les tangentes seront telles, que l'ordonnée rectangulaire positive sera toujours de même longueur que l'ordonnée négative qui en est le prolongement.
471. Laissons seul dans le second membre le terme constant R de l'équation (38o), après l'avoir rendu positif s'il ne l'était pas , en changeant tous les signes de l'équation. Ce second membre étant par h3rpothèse positif, le premier devra l'être aussi , et par conséquent ne pourra renfermer qu'une somme de quantités positives , ou qu'une différence : dans le
premier cas , l'équation (38o) prendra la forme de
P.r'2 4- qy^ =z R; dans le second , l'équation ( 38o) ne nous offrira que ces deux
combinaisons :
Vx'' --- Qy = R,
Divisant ces trois équations par R , nous aurons
les coefficients tjr et :^ étant des quantités essentiellement
positives, parce que P , Q et R le sont , dans notre hypothèse,, où nous avons examiné tous les cas. Représentons ces fractions renversées par a'^ et par ^'% nos trois équations deviendront
chassant les dénominateurs , nous obtiendrons
Nous reconnaissons dans la première l'équation de l'ellipse , et dans les deux autres , celles de l'hyperbole rapportée au grand et au petit axe. Il n'est pas besoin d'avertir que , dans ces derniers cas, il n'y a qu'un axe de réel.
Nous avons vu (art. 468) que l'hypothèse où Tex
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pression B^ — 4^^ ^'^^^ P^^ nulle nous conduisait à Téquation des courbes à centre
il nous reste à examiner le cas où B^ — 4 ^C = o. Cette équation nous donne
B = 2v/aC;
substituant cette valeur dans Téquation générale (367), que nous reproduisons ici en supprimant les accents,
Aj-^-hBxy-hCx^'-h dy -+-e,v-h/=Oy . . (38i) elle deviendra
Ar^ + 2a:/ \/Â£-hCx'-\-dx-hex-^/z= o, .. (382)
ou plutôt, parce que les trois premiers termes forment un carré parfait ,
( j /i -h a: S/C)' -hdf-hex -h/=: o.
Substituant ici ces valeurs données par les équations (284)
( page 238),
X z=. x' cos p — y' sin p ,
y = x' %\VLp -h y' COS p y on aura
[(sin/? ^Â + cos/? s/c) x' -i- (cos/? s/Â. — sin/? y/c) j '] '
d sin/?
e cos/?
x' 'h d cos/?
— e sia p
En développant la partie radicale , on trouve pour le carré qui est dans l'équation (383)
(sin/? v'Â + cos/? s/c)^x'^ 2(sin/? v^Â-f- cos/? v/c) {cosp^Â — sin/?y^) x'^' + (cos/?v/Â— sin/?v/c)»j'»; .... (384)
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résultat qui nous montre que le terme en d?'jr ' devient nul , lorsqu'on dispose de la quantité arbitraire/?, en faisant
(sin p \lk-\- cosp sjc) [cosp v/Â — sinp \/c) = o.
Cette équation peut être satisfaite de deux manières , en égalant l'un ou l'autre de ses facteurs à zéro.
Si c'est le premier, le coefficient de x'^ de l'équation (384) devient nul ; si c'est le second , le coefficient de y '* devient nul : donc le terme en x' jr' ne peut s'évanouir sans faire évanouir en même temps l'un des termes en x'* ou en^'*.
475. Pour conserver, comme dans les autres courbes, le terme en 7'% nous ferons évanouir le terme en x'% et alors
l'équation sin p \/a + cos /? y^ = o , jointe à celle-ci , sin*/? -\- cos^ p = I, déterminera les valeurs de sinp et de cosp , qu'on mettra dans l'équation ( 383) ; et , supprimant les accents, qui ne servent qu'à distinguer la nouvelle équation de la précédente, et deviennent inutiles lorsqu'on ne veut plus considérer que cette dernière, nous réduirons l'équation ( 383) à la forme v
Ar^ -I- B/ + O + D = o (385)
474. Nous ne pouvons maintenant être indécis sur le choix de celui des deux termes By et Cx que nous ferons disparaître ; car, la valeur de x -{- a mise à la place de x, n'introduisant pas l'indéterminée a dans son coefficient , il devient impossible de pouvoir égaler ce coefficient à zéro. On sent d'ailleurs que , le^terme enx^ manquant , si le terme en x pouvait s'évanouir, l'équation (385) , réduite à la forme A/^-h Bj H- D = o, ne déterminerait que deux valeurs pour y, et par conséquent ne pourrait plus servir à construire une courbe.
Ce sera donc le terme affecté de la première puissance de y que nous ferons évanouir : substituant, dans l'équation (385 ) , 7' + p à la place de 7, égalant à zéro le coefficient de j- '
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de la transformée et supprimant les accents, nous la réduirons à la forme
Pjr^-h Qo: + R = o,
ou
à Vy^ -f-Q(*-f-~)==o,etpar conséquent à Pj^ * + Qj: =o ,
en égalant Fabscisse x + pr à une autre abscisse x (*), Enfin , si Ton divise par P les deux termes de Téquation
P/' 4- Qa? = o,
et qu'on fasse
l'équation précédente deviendra
y^ -\- px = o.
Il est facile de reconnaître, dans cette équation, le caractère de la parabole; car cette équation donne
y=±S/--pâ:y
et montre que p et x doivent être de signes contraires , pour que la valeur de y soit réelle : par conséquent, les deux branches infinies de la courbe , données par la double valeur de y, ne peuvent s'étendre que dans un sens, qui sera celui des abscisses négatives, si p est positif, ou celui des . abscisses positives , si /» est négatif. Gomme c'est ordinairement dans ce
("*) On aurait pu faire évanouir à la fois les termes ^et D, au moyen des valeurs ^ + /3 et x + «e mises à la place de x et dey ; mais on serait parvenu au môme résultat. En effet, que Ton substitue à la fois ces valeurs de x et de r, ou qu^on substitue celle dey pour détermineras avant de substituer la valeur de x + a, le nouveau terme en^ est le même dans les deux cas, ainsi qu'on peut le vérifier.
3o4 THÉORIE DES COURBES DU SECOND ORDRE.
dernier sens que Ton considère la parabole , nous aurons donc
y"^ — /?a; = O , ou y^z=i px y équation de la parabole,
475. Si A ou C était nul dans l'équation (355) , la courbe appartiendrait à l'hyperbole. Par exemple , si Ton avait G = o , en résolvant l'équation (355 ) par rapport à j-, on tomberait sur l'équation (356), qui se réduirait à
(Bjp -h D) . s/b^o:»-!- 2(BD— 2 AE)a:^ D*-~4 AF .
et, en observant qu'un carré x^ surpasse d'autant plus sa racine x , que Ton prend pour x des nombres plus élevés , on conçoit qu'il peut exister une valeur numérique de x , telle que le premier terme B^.r* soit plus grand que la somme des deux autres, que nous représenterons par Q j?-f- R. Alors le signe du résultat de tous les termes qui sont sous le radical , dépendra de celui du premier Wx'^.
Or B*a?', composé du produit de deux carrés, étant essentiellement positif , il en résulte que ce qui est sous le radical devient une quantité d'autant plus grande que x s'accroît , et que par conséquent la courbe se partage en quatre branches qui s'étendent jusqu'à l'infini; savoir, deux dans le sens des x positifs et deux autres dans le sens des x négatifs.
476. Si c'est, au contraire, A qui est nul, la valeur donnée par réquation précédente ayant 2 A pour dénominateur, est infinie. Dans ce cas on a recours, pour analyser la courbe, à l'équation (357), *I"^ devient
( Bj -*- E) ' v^BV'-+-2(BE — 2CD)^+E^— 4»CF
et qui, par les mêmes raisonnements, nous conduit à reconnaître que la courbe est une hyperbole.
477. Lorsque A et G manquent à la fois, l'équation générale se réduit à
Borj 4- Dr -h Eor + F = o ,
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et donne
_— Er — F
et y en effectuant la division ,
ED — F
ED — F
ou y -I- E = =r- •
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes, en faisant j4-E=/, x-+-D = x'; notre équation devient alors
ED — F
ou 3iff = ED — F,
et, en représentant ED — F par m ,
on a x^ y' = m,
et Ton reconnaît ici l'équation de l'hyperbole entre ses asymptotes. ( Note vingtième, )
CHAPITRE XXIX
De la division des courbes du second ordre en
genres.
478. On a vu, dans le chapitre précédent, que l'équation générale des courbes du second ordre peut appartenir au cercle , à l'ellipse , à l'hyperbole ou à la parabole , suivant les valeurs qu'on donne aux constantes de cette équation ou aux signes qui les affectent. Mais, sans recourir aux transformations dont nous avons fait usage , ne pourrait-on pas trouver un moyen
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de déterminer immédiatement , par une équation de condition , i\ quelle sorte de courbe du second ordre appartient une équation de ce genre qui nous est donnée? G*est ce qui va faire la matière de ce chapitre. Dans ce but , en résolvant l'équation
Ar^' -h Rrj H- Cx» + Dr 4- Ej? -h F = o, . . (386) par rapport à ^, on trouve
__ (Bx-j-D) . V^(B^— 4 AC) x^+ a (BD — 2 AE)x -h D»-~ 4ÂF.
et y en la résolvant par rapport à x, on trouve
Pou r simplifier, représentons le polynôme
(B» — 4 AC) jr» 4- 2(BD — 2 AE) :f-|- D' — 4 AF,
qui est sous le radical de la valeur de ^, par
Pa:' -hQjc + R.
479. Nous avons fait entrevoir (art. 473) qu'en augmentant convenablement la valeur de a: , le premier terme de ce polynôme pouvait devenir supérieur à la somme des autres. Cette proposition étant fondamentale , on a cherché à la démontrer d'une manière rigoureuse , et Ton a trouvé que le plus grand
des quotients p et -, que nous représenterons par S, étant
ajouté à l'unité, forme un nombre qui, mis à la place de or, rend Px' plus grand que Qa?-}-R; et que la même propriété appartient à tout nombre (*) plus grand que S -4- i.
{*) Voici de quelle manière je le démontre : je mets le polynôme Vx* -f- Qar -t- R sous la forme
et je Tois que pour obtenir une valeur de x qui^ fasse devenir Px' supc-
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Représentons par V ce nombre S+ i qui, mis à la place deXf rend le ]yren}îer terme (B' — 4"^^) ^^ P^^^ grand que la somme des autres : le coefficient B' — 4^^ ' ^^^ ^^^^ avons représenté par P, pouvant être négatif ou positif , nous allons d'abord examiner ces deu^ hypothèses.
480. Supposons, en premier lieu, que B^ — 4-^^ ^^î^ u° nombre négatif: en faisant a; = V, le premier terme
rienr à Qx + R, il suffit d'en déterminer une qui rende x* pins grand que ^ar -H =j; car si x* surpasse ¥x-4- p, en multipliant par P, on aura
P** > Qar -h R.
O R Cela posé , il est certain que si les termes -p ^ > n sont de mêmes signes, et que x* surpasse leur somme, à plus forte raison x* surpassera la différence de ces termes : ainsi nous ne considérerons que le cas où ,
^ X et -^ sont de mêmes signes. Soit S le plus grand des coefficients
OR OR
^ et p, la fonction Sx-t- S étant plus grande que p a? -i- p, si x* surpasse cette première fonction , il surpassera encore plus la seconde : ainsi tout se réduit à trouver une valeur de x qui rende x' supérieur à Sx+ S. Supposons que S + n soit cette valeur j en la substituant dans les expressions x' et S x -i- S , nous aurons
(S -f- n)» > S* -f-Sn -h S, ou , en développant le carré et réduisant ,
aSrt H- n* > Sn -h S; •
et par conséquent
Sn -t- n* > S ou (S -t- ii)n > S.
« Or, il est évident que pour toute valeur entière de n depuis Tunité
jusqu^à Vinûni , on satisfait à cette inégalité : donc si Ton substitue à x l'une des expressions -V = S -H i, V = S-f-2, V=Sh-3, etc., x* deviendra supérieur à Sx + S , et par conséquent à
îl en est de même si les coefficients sont égaux.
H It «
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^B' — 4^^) ^^ surpassera la somme de tous les autres ; et, puisque notre li3rpothèse le rend négatif, la partie r^di^le de l'équation (387) deviendra imaginaire. lien sera de même, si ron*substitue à X la valeur — V, parce que le carré de — V, qui entre dans le premier terme , est encore positif; ce qui fait que le facteur B^ — 4 AG détermine le signe. Ainsi Ton peut être assuré que les abscisses comprises depuis V jusqu'à l'infini, et depuis — V jusqu'à rinfîni négatif, correspondent toujours à des ordonnées imaginaires , et qu'en prenant , de chaque côté de l'origine , Fig. 17 1 . deux lignes 01 et 01' {fig* 171) égales à V, la courbe considérée dans le sens des abscisses ne s^étendra pas bors de l'intervalle n'.
#81. Regardant ensuite x comme l'ordonnée et y comme 'l'abscisse, et portant l'abscisse jr sur l'axe des y y et l'ordonnée parallèlement à celui des .r, on verra {fig- 171) que tout point M de la courbe est aussi bien déterminé par les coordonnées OP = a: et PM =zy que par les coordonnées OP' = y etP'M = J?.
482. Voici donc une seconde manière de construire la même courbe , k l'aide de Téquation ( 388) , qui , dans le premier terme de la fonction de/ renfermée sous le radical , a encore pour coefficient B' — 4AC.
Et comme (art. 480) nous avons établi l'hypothèse que B' — 4AC était négatif, en appliquant ici les raisonnements que nous avons faits dans cet article , on pourra donc prouver qu'il existe, sur la direction de l'axe OY, deux limites L et L' an delà desquelles les/ correspondront toujours à des x imaginaires : donc la courbe ne pourra s'étendre , dans le sens des/, hors de LL', et sera entièrement comprise dans le rectangle RR'S'S. Telles sont les courbes du second ordre du premier genre, dans lesquelles on reconnaît l'ellipse ("^j.
(«) Dans Pellipse nous comprenons le cercle , qui n^est qu^un cas particulier de cette courbe.
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483. Supposons maintenant B' — 4^^ positif, et désignons toujours par Y le nombre qui ^ étant substitué à ^, a la propriété de rendre le premier terme (B' — 4 ^^ ) -^^ ^'^ radical de l'équation (387) plus grand que la somme de tous les autres. En substituant à â? le nombre Y ou le nombre — Y, on obtiendra pour x^ le même nombre positif Y ^ : donc le produit de Y' par B* — 4AC sera du même signe que cette quantité B* — 4^^^' qui f dans notre hypothèse , est positive ; et comme le premier terme (B^--* 4 ^^ ) ^ ^ ^^^^ surpasser la somme des autres termes, qui sont sous le radical, on obtiendra un résultat positif; par conséquent la valeur dey sera réelle , et tout nombre au-dessus de V, pris positivement ou négativement , aura la même propriété de rendre réelle l'expression radicale : donc, en prenant {ftgi 172) une abscisse 01 = Y, on sera certain que toute ab- Fig.172, sdsseplus grande correspondra à une ordonnée réelle, et <^u'en prenant une abscisse 0F= — Y, toute abscisse négative plus grande correspondra aussi à une ordonnée réelle ; de sorte que , menant par les points I et V deux parallèles indéfinies RR', SS^, qui coupent Taxe des abscisses à angles droits , en pourra affirmer que tout point de l'axe des abscisses qui. n'est pas situé dans l'intervalle II' peut toujours être le pied d'une ordonnée de la courbe, et que par conséquent la caurbe se prolonge in* définiment hors de l'espace compris entre ces parallèles (*).
Et comme, pour chaque valeur de or, l'équation de la courbe détermine toujours deux valeurs pour l'ordonnée , on peut
(*) Comme il ne nous a pas été nécessaire, dans la démonstration de la note de Part. -479, d^examiner si quelques-uns des nombres inférieurs à Y ne pouvaient pas aussi rendre le terme Px' plus grand que la somme des autres termes , on sent quUl est possible qu^il existe dans Pinterralle II' des abscisses, tellea que Or, pour lesquelles les ordonnées correspondantes seraient encore réélis j mais nous ne considérons pas encore ces points : il nous suffit de pouvoir affirmer que hors des limites 01 et 01', les abscisses correspondent toujours à des ordonnées réelles.
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conclure que les valeurs positives de x donneront naissance aux deux branches KM , K'M',^ qui s'étendront jusqu'à Finfini , en ^'éloignant de l'origine;
Et que les valeurs négatives de x donneront naissance à deux branches LN, L'N', qui s'étendront jusqu'à l'infini n.é^ gatif, en s'éloignant de Torigine.
Enfin les ordonnées ne pourront être imaginaires que dans l'intervalle compris entre les parallèles indéfinies RR'^ SS^ où les ordonnées correspondent à des abscisses positives ou n^atives moindres que V.
Cette propriété qu'offre la courbe de se prolonger indéfiniment dans deux sens opposés , en se partageant en deux branchies dans chacun de ces sens, suffit pour caractériser ce second genre de courbes , que l'on comprend sous le nom àH hyperboles.
Si Ton voulait compter les abscisses sur l'ax^ AY, comme nous l'avons fait (art. 489), on reconnaîtrait de même, a» moyen de l'équation (SSS), que , de chaque côté de Taxe AY, il existe deux des quatre branches IM , l' M', et LN et L' N' qui s'étendent jusqu'à l'infini.
484. Lorsque le coefficient B* — ^kC est nul, l'équa.tion (887) se réduit à
_ (Bx-f-D) v^2(BD — 2AE)x-hD^ — 4AF
Soit V la valeur de x qui a la propriété de rendre 1« terme 2(BD^2AE)x plus grand que D^ — ^kF i si 2 (BD — 2AE) est positif, V, ou toute valeur au-dessus, rendra positive l'expression qui est sous le radical ; par con- Fig.£73. séquent, si l'on prend pour abscisse OI = V (^^. 173), il sera prouvé que depuis O jusqu'à l'infini, en allant à la droite, tout point pris sur Taxe' des abscisses devra toujours correspondre à deux ordonnées réelles déterminées par la double valeur de j^. La courbe se partagera donc en deux branches, KM , K'M',,
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qui se prolongeront chacune jusqu'à l'infini , dans le sens des abscisses positives.
Si Ton prend ensuite sur le prolongement de Vaxe des abscisses la partie 01' = — V, toutes les abscisses comprises depuis or, en allant à gauche , jusqu'à Pinfini négatif, rendant négative l'expression qui est sous le radical , correspondront à des ordonnées imaginaires : donc, en menant par le point V la droite indéfinie SS', qui coupe à angle droit le prolongement de l'axe des abscisses , la courbe devra être entièrement comprise d'un côté de cette droite.
Si 2(BD — a AE) est négatif, et qu'on donne à^ des valeurs négatives comprises (y%. 1 74) depuis 01' = — V jusqu'à l'infini Fig. 174. négatif, en allant à gauche, les valeurs de y seront réelles, parce que, dans ce cas, le premier terme 2(BD — 2AE)^, composé de deux facteurs négatifs , deviendra positif, et rendra tel le résultat des termes qui sont sous le radical ; mais , en donnant à x des valeurs positives comprises depuis 01 jusqu'à l'infini , en allant à droite , la partie radicale deviendra imaginaire : il est donc démontré que la courbe ne peut avoir des abscisses positives plus grandes que 01 ; par conséquent , si au point I on mène , perpendiculairement à l'axe des abscisses, une droite indéfinie SS', la courbe sera entièrement comprise d'un côté de cette droite.
Toute la différence qui existe donc entre l'hypothèse de 2 ( BD — 2 AE ) positif et de 2 ( BD — 2 AE ) négatif, est que la.. courbe se trouve située à droite ou à gauche de l'origine, sur l'axe des abscisses ou sur son prolongement.
Ainsi, lorsque le coefficient B^ — 4-^^=^> la courbe, qui étend ses deux branches jusqu'à l'infini, peut être entièrement comprise d'un même côté d'une droite indéfinie.
La courbe du second ordre, qui appartient à ce troisième genre , est donc la parabole , puisque c'est la seule des trois courbes du second ordre qui s'étend à l'infini dans un seul sens.
485. Enfin, si le coefficient de x du radical est aussi nul ,
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réqiiation (887 ), se réduisant à
(Rr-hD) . VD^»— 4AF
ne renferme x ^l y qu'au premier degré , et appartient à 1» ligne droite , comme nous allons le voir d'une manière plus spéciale dans le chapitre suivant.
486. Il résulte de cette analyse, que Ton peut diviser les courbes du second ordre en trois genres, que Von reconnaîtra
aux caractères suivants :
Premier g'tf/ïr^ (ellipse). . . . B^ — 4-^^ • • ^^S^^ff Deuxième g^e/ï Aie (hyperbole).. B*— 4^^ • * positif ^ Troisième gr^/^re (parabole), . B' — 4^^ • • ^"^*
CHAPITRE XXX
Des cas particuliers où V équation générale des courbes du second ordre ne peut construire Vune des trois courbes.
487. Lorsque Téquation générale du second ordre ne se rapporte pas à Tune des trois courbes que nous avons examinées , elle ne construit que des lignes d'un degré inférieur au second, ou des points, eu n'a aucune signification. £xamî-r nous d'abord le premier cas.
Lorsque B^ — 4^0 = o et que BD — 2 AE = o, noua venons de voir (art. 48ô) que l'équation (887) (art. 488) se réduisait à
Pour une valeur a de x , ^ a deux valeurs , que je représenterai par p et par 6 ; pour une autre valeur a ' de j? , Féqua-
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tion donnera encore deux valeurs p' et 6' de l'ordonnée correspondante à a' ; ainsi de suite.
Les ordonnées p^ p\ p^\ etc. , construiront la ligne droite ; donc l'équation est
de même les ordonnées 6 , 6', €'% etc. ^ construiront une autre ligne qui sera le lieu de Téquation
(Bx+D) _ v^3^ _ ;
Comme le coefficient de x, dans ces deux équations est le même, les deux droites formeront des angles égaux avec Taxe des abscisses , et par conséquent seront parallèles.
488. Si D' — 4 -^ ^^ aussi nul , l'équation (SSg) se réduit à
l_ Bx p
et le système des deux parallèles données par les équations (38^)
et (391) se réduit à une seule droite.
489. Enfin , y D^^ — 4 ^ P^^t ^^^ imaginaire ; alors les valeurs de y données par les équations (390) et (391) regtent imaginaires dans tous les cas, et il n'est plus possible que Héquation puisse construire un système de points.
490. £x)rsque B^ — 4AG n'est pas nul, l'équation g^érale peut aussi se rapporter à des lignes droites ; pour le déihon^r, mettons Téquation (387) (art. 487) , sous la forme
•^- ir^ 2 A V ^ B»-4AC ^'^B'-4AC
Si la partie qui est sous le radical est un carré , on a
/BD — aAE Y __ D' — 4AF \B^ — 4AC/ "~ B' — 4AC'
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d'où l'on ûre
^ (BD — 2AEy = (B» — 4AC) (D^ — 4AF);. . (892)
lorsque cette équation est satisfaite , la valeur de y se réduit à e6, en ordonnant par rapport ka^ k
491 . Lorsque l'équation (3g2) est satisfaite, et que B^ — 4 -^^ est positif, le radical est réel ; alors il est facile de prouver, comme dans l'art. 487 , que l'équation (394) appartient au système de deux droites qui ne sont pas parallèles , puisque la valeur du coefficient de x donnée , en prenant le signe supérieur du radical, est différente de celle qu'on obtient en prenant le signe inférieur.
492. Lorsque B' — 4-^^ ^^ négatif, cas où la courbe est «une ellipse (art. 486), et que l'équation (892) est satisfaite,
l'équation (894) contenant un terme imaginaire ne peut donner une valeur réelle pour*/ que lorsqu'on fait
L B'-4AC °J
Ces deux valeurs de ^r et de /, étant constantes, montrent que l'ellipse se réduit alors à un point (art. 217).
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495. L'équation (SgS) n'a aucune signification lorsque y reste imaginaire \ quelle que soit la valeur que Ton donne à x. Examinons les conditions de ce cas, et représentons par Pjt' -h Qj? -I- R le polynôme qui est sous le radical de l'équation (387) (p. 3o6) ; cette équation étant mise sous la forme
il est certain que si pour toute valeur de x l'expression
est positive , et qu'en même temps P soit négatif, le polynôme Px' + Q<a? + R étant alors le produit de deux facteurs de différents signes , sera négatif et donnera pour y une valeur imaginaire. Examinons donc dans quel cas le polynôme
Ox R
peut être toujours positif quel que soit x : pour cet eff€t , ajoutons à ce polynôme la quantité
nous aurons alors
Or un carré étant toujours positif, le second membre de cette
équation restera toujours positif si — — ^^^ donne un résultat positif. Cette condition sera remplie lorsque R et P étant de mêmes signes , on aura
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OU y en multipliant par 4P%
PR > Q
Les deux conditions de P négatif et de P. et R de mêmes oignes reviennent à celle de P et R négatifs ; donc la condition nécessaire pour que jr soit toujours imaginaire est qu'on ait à la fois P et R négatifs et 4RP > Q^
R O' 494. Dans le cas où l'on aurait — — -r^^ négatif, il est bien
facile de voir que y pourrait avoir des valeurs réelles; car représentons cette quantité négative par — a' ; si Ton multiplie l'équation ( 897 } par P y on voit que le polynôme Pa: -h Qj? -4- R se réduit, dans ce cas, à
Si P est positif, cette expression sera positive quand jc deviendra assez grand pour que ( -^ + -^ ) surpasse a% et si P est
négatif ,* en donnant à a: une valeur très-rapprochée de -y
on rendra le second facteur .
Qx»
négatif comme le premier ; dans ce cas, le polynôme sera donc encore positif.
49i5. Si, en comparant les radicaux des équations (387) et (896), on met à la place de P et de Q leurs valeurs, les trois conditions? et R négatifs, 4PR^Q% nécessaires pour que x soit toujours imaginaire, deviennent
B' — ^AC =: nombre négatif,
D^ — 4^^ ^= nombre négatif,
V^(B^ — 4AC) (D»— 4AF)>BD— 2AE
Lorsque ces trois conditions sont remplies y l'équation de la courbe n'a aucune signification. {Note vingt et unième, )
496. Nous devrions terminer ici l'examen des cas où l'équa- , tion générale ne se rapporte pas à Tune des trois courbes, puisque le cercle dont il nous reste à parler est une ellipse dans laquelle le grand et le petit axe sont égaux; mais à cause de son importance , nous assignerons le caractère auquel on peut le reconnaître.
En développant l'équation du cercle (art. 236), dans laquelle on remplace a par r, on trouve
X^ -\-x^ -^ i(ix — i^y -h a' -i- P' — r* = o.
En comparant cette équation à Féquation (386) (p. 3o6), divisée par le coefficient de jr% on voit que l'équation générale se réduira à la forme de celle du cercle , si Ton ar
B = o et -r = I , ou plutôt C = A. A
La condition de B = o fait voir que le diamètre parallèle à Taxe des abscisses aura la propriété de partager toutes les cordes qui lui seront menées perpendiculairement en deux parties égales, ce qui est la propriété commune à tous les diamètres du cercle. La condition €= A montre qu'après avoir fait évanouir les' termes affectés des premières puissances de â; et de j, l'équation réduite à la forme Aj^ ' H- Gr 'H- E = o donnera la même expression pour le grand et pour le petit axe.
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CHAPITRE XXXI
Des points donnés sur un plan par lesquels on peut faire passer une courbe du second ordre.
497. Proposons-nous de faire passer une courbe du second ordre par des points donnés sur un plan. Pour cela, remarquons d'abord que Féquation générale de cette courbe étant de cette forme
ay^ -t- bxy -^ ex -\- dx + ex -\-f=z o ,
contient six coefficients; on peut la réduire à cinq en divisant toiis les termes par Tun de ces coefficients; admettons, par exemple, que ce soit par le dernier, nous pourrons i6uppo$er
-_A, ^=B, j=C, j^Ji, ^=E,
et notre équation prendra la forme
A/^ 4- ^xy 4- Gr* + Dr + Eo: -h I = o. . . (SgS)
Cela posé, puisque, par hypothèse, les points donnés doivent être situés sur la courbe, si ces points sont au nombre de cinq, on sent que leurs coordonnées, mises successivement à la place de 07 et de ^ dans réquation(398) , suffiront pour éliminer les coefficients A, B, C, D, £, de sorte qu'il ne restera dans Téquation de la courbe qu'une fonction de ces coordonnées, c'est-à-dire qu'une fonction de quantités connues.
49d. Soient maintenant //i , ;? , /?, ^, r les points donnés ; unissons quatre de ces points deux à deux , par des droites MN , PQ, qui seront des cordes; puisque, par hypothèse , les points sont sur la courbe , il pourra arriver deux cas où ces droites Fig. 175. seront parallèles, comme dans IsL^g. 175; ou elles ne le seront pas : dans ce second cas , en les prolongeant , s'il le faut , elles se rencontreront en un point S ( ^g. 176, 177 et 178).
POINTS DOimÉS FAB LESQUELS LA COUEBK PEUT PASSEE. Sig
Prenons S pour ori^ne et dirigeons les axes des coordonnées soivantles droites SP, SM(^g, 176, 177 et 178); les ordonnées étant parallèles à SM , seront obliques dans les ^g, 1 76 et 177, et rectangulaires dans la^g'. 178, et si nous désignons par p' et p'^ les o];doQnées des points M et N , comme ces points , par hypothèse, étant pris sur la couiiie , sont situés sur l'axe même des ordonnées , ils auront SM et SN pour ordonnées , et leurs abscisses seront^ nulles , ces abscis^s étant mesurées par la distance des pieds des ordonnées SM, SN am point S ; d'où il suit que nous aurons , «
Pour les coordonnées du point M , P% o;
on trouvera de même qu'on a, * •
Pour les coordonnées de N , P"> o: *
D'une autre part ,
pour le point P, Tord, étant nulle, on a, coord .'de P, a', o ; pour le point Q, Tord, étant nulle, on a, coord. de Q, a", o .
Quant aux coordonnées SG et GR du point R, nommonsles %c et ^ , et substituons-les dans l'équation (898),* ainsi que celles des autres points qu'on vient de déterminer ; nous trouverons
Ap'» 4- Dp' -H 1 = o, (399)
Ap"' -+- Dp" + i' = o, (4oo)
Ca'^ -1- Ea' -h I ru o, (4oi)
Ca"' -+- Ea" -H I = O, (4o2)
AP' H- Bap 4- Ca» -H Dp -h Ea 4- I = o. ... (4o3)
499. Pour éliminer D entre les deux équations (Sgg) et (4oo), nous multiplierons la première par p", et la seconde par p'; et retranchant les résultats l'un de l'autre , nous obtiendrons
OU , à cause que p' ^" est facteur commun du preniier membre, BOUS trouverons
d'oà nous tirerons
Cette valeur de A étant mise dans le premier terme de Téquation (399) , nous aurons
^4.Dp'+i = o;
en^di visant par p', on obtiendra
et, en réduisant au même dénominateur,
En opérant de même sûr les équations (4oi) jet (402), on trouvera
^ — ^7^7' ** — ZTZir' ; . . . . (40^)
substituant dans Féquation (4o3) les valeurs A, de D, de C et de £, données par les équations (404)9 (4oS) et (4o6}, nous trouverons
I jP[p-(r+r)] , ara-(a'+«")] , )
^-~^ j ff' ^ V7' "^'J-
Introduisant les valeurs de A , de B , de C , de D et de £ dans réquation (SgS), on trouvera celle de la courbe cherchée, que
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nous pourrons représenter par
SQO. Si les coordonnées de Téquation ( 407 ) sont obliques , comme cela doit arriver le plus souvent , et par conséquent se rapportent aux courbes construites sur les axes SN, SQ {J^§' 176 et 177) , on passera d'un système oblique d'axes à p. j„g im système d'axes rectangulaires, au moyen des formules (289), et 177. et l'on reconnaîtra facilement la nature de la courbe,, en examinant si les coefficients des termes en x% en y^et en xy satisfont aux conditions prescrites art. 486.
SOI. Examinons maintenant le cas où les deux droites MN , PQ seraient parallèles (fig* 1 75) ; plaçons l'origine et l'axe des p. ^^5 abscisses sur la direction de PQ, l'équation de la droite MN étant X = constante , si nous représentons cette constante par ô , et les abscisses des points M et N par a' et a",
les coordonnées du point M seront x •=. ol' et y •=: h\ celles du point N seront x = a" et y =r ff.
Substituant successivement ces coordonnées dans l'équation (398) , nous aurons . ,
Pour le point M , Aè2+ B^a '-h Ca '*+ D^ H- Ea '4- 1 = o ; Pour le point N, A^^4- Bèa''-|- Ca^^-hD^ 4- Ea"+i= o.
Ces équations du second degré étant composées de la même / manière, Tune en a' et l'autre en a", donneront des valeurs identiques de a' et de a", de sorte que les points a' et a" exprimant la même condition , les données du problème seront réduites à quatre.
ôOÔ. Quelquefois, au lieu d'assujettir la courbe du second ordre à passer par cinq points, on peut diminuer le nombre de ces points en l'assujettissant à remplir quelque condition. Par exemple , lorsqu'on veut que la courbe soit à centre , cette
condition en remplace deux des cinq qui sont données. En effet, en prenant le centre pour origine, l'équation de la courbe , dans ce cas , se réduit à
Aj^ -hBxf •+• Gr'-4- i =o,
et ne renfermant que trois coefficients, peut être satisfaite lorsqu'au lieu de cinq points on en donne seulement trois.
i(05. flnfin , si la courbe doit être une parabole , la condition B' — 4^^ = ^ fournissant une équation , il n'en faut plus que quatre pour déterminer les coefficients deTéquation (SgS) ; d'où il suit que quatre points suffisent pour déterminer la parabole.
SO^ . Si , outre le centre , on donne l'angle des diamètres , on pourra faire passer une ellipse par deux points donnés par leurs cooordonnées ; car soient a', p' et a", p" ces coordonnées; en les substituant dans l'équation fl)^'*-4- fty^ = «"ft'* de l'ellipse rapportée à ses diamètres (art. 3567) (page 217), on aura
équations qui feront connaître les valeurs des demi-<iiamètres a\ b^ 'y demi-diamètres qui deviendront le demi-grand axe et le demi-petit axe , lorsque l'angle donné sera droit. Ce que nous disons de Tellipse peut s'appliquer à l'hyperbole.
DISCUSSION DES ÉQUATIONS
IS06. Dans le cas où B^ — 4 ^^ ^^ négatif , si les expressions B»— 4 AC , BD — 2 AE , D» — 4 AF satisfont à T équation (Sga), elle se réduit au point isolé (art. 492). Si les conditions de l'art. 49S sont remplies, Téquation n'a aucune signification; enfin si l'équation B^ — 4 AC = nombre négatif est seulement remplie , la courbe est une ellipse ; cette ellipse se réduit au cercle , si l'on a A = C et B = o (art. 496).
607. Dans le cas où B' — 4 AC est positif, si les expressions B'— 4AC, BD — . 2AE, D* — 4AF satisfont à l'équation (392] , la courbe se réduit au système de deux lignes droites qui ne sont pas parallèles (art. 492) ; si toujours dans l'hypothèse de B* — 4 AC positif, Téquation (392) n'est pas satisfaite, la courbe est une hyperbole.
808. Dans le cas oùB* — 4AC = o,siBD — 2AE n'çstpas nul , la courbe est une parabole. Mais si l'on a B* — 4 AC = 0, BD — 2 AE = o , il faut examiner ce que devient D* — 4 AF> car ces deux expressions étant nulles, si D* — ^AF = nombre positif, la courbe se réduit au système de deux droites parallèles (art. 491); et si, outre les conditions de l'art. 487, D' — 4 AF = o, elle se rapporte à la ligne droite (art. 488). Enfin §i les conditions de l'art. 495 sont remplies, l'équadon (398) n'a aucune signification.
«S09. Pour premier exemple, proposons-nous de discuter l'équation
la condition B^ — 4^0 = o étant remplie , je regarde (art. S08) quelle est la valeur de BD — 2 AE , et comme cette expression n'est pas nulle , je conclus que la courbe est une parabole.
Je mets l'équation proposée (voyez l'art. 472) sous oette forme : ,
substituant les valeurs de x et de y , donriées par les formules
Prenons encore pour exemple l'équation
SjT" -h 5xf — 2JS^ -4-^ = 0.
La relation B^ — 4-^^ = nombre positif étant satisfaite, je n'ai besoin (art, 307) que d'examiner si l'équation (892) a lieu, et comme cette équation ne peut être satisfaite, Téquatiori est celle d'une hyperbole que je rapporterai à ses axes principaux par les procédés indiqués dans l'exemple précédent.
Si dans l'équation
Aj-' -f- Rr/ -f Gr^ + Dr-HE^H- F=ro. . . (4o8>
on substitue j/-f-a àa?etj'-4-pà/, pour la rapporter au centre, on trouvera
Ba I>
Bap
j'-f-Bp 2Ca
Sa F
En disposant de ce et de p , pour que les termes en a/ et en y' disparaissent, on aura
2Ap 4- Ba -I- D = p, Bp -H 2Ca -H E = o ;... (4io)
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d OÙ l'on tirera
2AE—- DB - aCD—EB ., .
Telles seront les ordonnées du centre.
Multipliant la seconde des équations (4io) par a, la première par py et les ajoutant , on a
2Ap» ■+■ 2Bap -4- aCa» -4- Ea -f- Dp = o ;
d'où Ton tire
Ap' -h Bap -h Ca-^ =: — . i. Dp — |Ea.
Substituant cette valeur dans le dernier terme de Inéquation (409) 9 on le réduit à
i.(D^ + Ea)+F.
Mettant dans ce dernier terme les valeurs de a et de p , et réduisant , il devient
CD^ — EBD -h AE^
B' — 4AC
et supprimant les accents , nous aurons
Ajr^-4-Barx + Gr'-hL = o (4i3)
Les valeurs de a et de p devenant infinies lorsque B'-4AC=o, cette transformation n'est possible que dans le cas des courbes
à centre. Rapportons la courbe à ses axes principaux, au moyen des formules (284 ) 9 nous trouverons
-h Bsin/?cos/?
-h Ccos^/?
j/'-|-2 A sin/7 cosp ^ — B sin^ p -4- B cos' p — 2Gsin/7cos/7
a/y -h A cos^p^ ~^iXT^r"-HL=o....(4.4)
Le coefficient de a:'jr^ égalé à zéro , donne l'équation de condition
2Asin/7cos/' — Bsin*/>-hBcos'/i — 2Csin/?cos/? = a, ou 2 sinp cosp (A — C) + B (cos* p — sin^p) = o. . . {^iS)
Or, d'après les équations (28) (page 17), on a
2 sinjo cosp = sin 2/? , cos ^ /? — sin ^ /? = cos 2// ; mettant ces valeurs dans l'équation (4i5) , on obtiendra
sin 2/7 (A — G ) -t- B cos 2/? = o ;
d'où l'on tirera
sin 2/7 B
y au tang 2/? = —
cos 2/?
Or, d'après la première des équations (6) , les équations (3) , et la combinaison des équations (2) et (3), la trigonométrie nous donne
/ ; I tang
sec = yi-}- tang% cos=:-r-, sin = — r^.
sec
ad/
Par la substitution de la valeur de tang 2 p dans ces formules , on trouvera facilement ,
sec 2/7
cos 2^ = _ ■ _ , Sin 2 />:
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' D'une autre part, la formule (3i) (page i8), élevée au carré 9 et dans laquelle on fera a = 2/7 et r = i^ nous donne
sin^/? = | — ~cos2/? (*), .(4ï7)
et si dans cette équation nous mettons la valeur de cos 2p tirée de la première des équations (4i6) , nous obtiendrons
sin^p=\^\ ^ ^"^ .... (4i8)
£n éliminant sin^p entre cette équation et Téquation (i)
(art. 18) , qui, en changeant aen\p et en remplaçant r par
Tunité, nous donne
cos'/? =r I — sin*/?, on trouvera
cos ^ /?=== I -f- I-— ======= (419)
Si, dans le coefficient de a/^ de Féquation (4 14)9 ^^ substitua la valeur de sin/? cos/? =:Ysin2/7, tirée delà première des équations (^iS)f et ensuite celles de sin^p et de cos-/?, données par les équations (4i8) > (4^9)9 ^^ coefficient se réduit à
ou à |(A-hC) — iV{A — C)»+B^ •
Par le même procédé on réduira le coefficient dey^ à
»14. Enfin, si dans l'équation (4i4)j dont le terme en a/ y / a été réduit à zéro, on remplace les coefficients de a/' et de ;r"
(*) 11 suffit de substituer dans réquation cos 2a = cos' « — sin -a la valeur de cos' a = 1— sin' a pour obtenir sin' n = { — ^ cos 2 a.
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par les valeurs que nous venons de leur trouver, on aura
[l(A 4- C) - 1 v^(A-C)^-|-B^] a/^ + [|(AM-C)-*-|v^(A — C)»H-B^]/^ + L=o.
Telle sera Téquation de la courbe rapportée aux axes principaux.
515. Pour avoir les longueurs de ces axes, nous ferons successivement 'j' =: o, a/ = o, et appelant a' et h' ce que deviennent ad et y' dans cette circonstance , nous aurons
A + C4-\/(A— C')-hB'
Ces expressions sont celles des carrés des demi-axés principaux.
Si Ton divise Tune par l'autre , on obtiendra
«'^ A-hCH-\/(A — C)'-hB^ ^" A + C-.>/(A-.C)^-*-B»
Ce rapport devient égal à l'unité lorsque la partie radicale est nulle 9 c'est-à-dire lorsque
Or, la somme des deux carrés ne peut être nulle , à moins que chacun de ces carrés ne le soit séparément ; donc , dans le cas où le radical s'évanouit , il faut qu'on ait
Ces équations nécessitent celles-ci ,
FORMULES POUR CONSTRUIRE L^ELLIPSE ET L^HYPËRBQLIS
qui expriment les conditions pour que
— = I ou que a = b'.
L'ellipse se réduit alors au cercle ; résultat conforme à celui que nous avons présenté (art. 496) pour ce cas.
Si B seul était nul, la valeur de sin^/? donnée par Téquation (4i8) se réduirait à zéro; donc Taxe ^des abscisses serait celui des ordonnées rectangulaires. C'est encore une vérité que nous avons reconnue d'une autre manière (art. 4H6). .
Lorsque B n'est pas nul, l'expression
qui entre dans les équations (4i8) et (419) est moindre que l'unité; par conséquent, dans le cas où A — G est positif, ces équations donnent
sin^/? < I, cosV > I, d'où Ton déduit
sin/7 < —, co%p >-7=.
Si dans un cercle SMB [fig* 179)? décrit avec le rayon pig. i^g. des tables , on prend l'arc MB"= \ circonférence, l'angle MOB sera la moitié d'un angle droit ; donc l'angle M vaudra l'autre moitié, et l'on aura
aOP^ ou aPM' = OM^ = i, d'où l'on tirera OP ou PM = -p.
Gela posé, la valeur absolue de sin/? devant être moindre que
--p. , et celle du cosinus devant surpasser -r= , il faut que
SI 9. si 2,
l'angle p soit moindre que l'angle MOB , qui a pour mesure
j circonférence, ou surpasse l'angle SOB , qui a pour supplément l'angle SOQ=:MOB.
On trouverait de même que dans le cas où A — C est négatif^
on a sinp > -7= et cosp < -p , et que par conséquent Fan-
gle p doit être plus grand que MOB = \ circonférence, sans cependant surpasser* SOB , qui a pour supplément SOQ = 7 «>conférence.
1518. Donnons une application de ce qui précède, enconstruisant la courbe qui a pour équation
2x^ — ^xy •+• 5x^ — 3a? = o.
Je vois d'abord que B' — 4-^^ ®s' ^°® quantité négative, et que BD — 2 AE est une quantité positive ; donc (art. ISOB) l'équation n'est pas absurde, et ne se réduit ni à celle du point, ni à celle du cercle, puistpie la condition
. (BD — 2 AE) = (B^ — 4 AC) (D^ — 4AF ) (art. 490) ,
et celles de l'art. 493 ne sont pasNremplies.
Ainsi la condition B' — 4^^ = nombre négatif, qui est satisfaite , m'annonce que la courbe est une ellipse. Cette ellipse n'est pas rapportée à l'un de ses axes principaux , puisque le terme en xy existe (art. 468).
Le terme — 3x m'indique (art. 462 ) que l'origine des coordonnées n'est pas au centre de la courbe.
Il est facile de reconnaître que l'origine est siur la courbe même; car si l'on fait a: = o , on trouve y z=o.
Pour déterminer les coordonnées du centre, nous comparerons les coefficients de l'équation proposée à ceux de l'équation générale des courbes du second ordre (4^8) (page 326), et nous verrons que
Substituant ces valeurs dans les équations (4")j nous trou-
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vcrons
et
Une semblable substitution étant faite dans Téquation (41^)9 BOUS donnera
Au moyen de cette valeur de L , et de celles des coefficients A , Gy B, mises dans les équations (420) et (4^1), on trouvera
Réduisant ces valeurs de a'^ et de ^'^ à un dénominateur commun qui soit un carré , on aura
Donc «' = ^, =fV^, *' = T'
De même l'équation (4i8) se réduit à
Pour déterminer la valeur de cet angle /?, au moyen des tables des logarithmes , on a
logsin^rrr J (log8 — log io)=r|(o,9o3 090 — 1)= — 0,048455.
Ce logarithme est négatif, parce que le rayon est supposé égal à l'tmité; mais si Ton prend le rayon des tables, qui est 10 milliards de fois plus grand-, il faudra ajouter la caractéristique 10 à ce logarithme , et Ton aura 9,95 1 545. Ce nombre
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répond ^ dans les tables des sinus , à
&Z^ 2.& division sexagésimale, on à ']o°/\.S^ diçision décimale.
Ayant donc pris pour abscisse une droite a = -J- , et pour ordonnée une droite P = y, je déterminerai le centre par lequel je mènerai une droite qui , avec Taxe des abscisses , fasse un angle de 63® 26', division sexagésimale, et prenant de chaque côté de cette droite y à compter du centre y une longueur de "i- V 3 , je tracerai le grand axe , sur lequel je placerai
le petit axe 2 ^' = y v^2.
Au moyen de ces axes la courbe sera déterminée et placée convenablement.
^19. Observons que pour construire la courbe , il suffît de prendre des lignes qui soient entre elles dans le rapport des précédentes ; ainsi , pour éviter les fractions , je multiplierai les valeurs de a et de p , de a' et de ^' par 100 , et j'aurai
Prenant ces parties sur une échelle , il sera facile de déterminer la position des axes par rapport à celui des x.
Lorsque dans Téquation (4i
A j' 4- Bxy -+• O^ H- L = o , ;
on fait y =z o , on trouve
Cette valeur de x est imaginaire lorsque L et C sont de mêmes signes. On conçoit bien comment une valeur imaginaire de y dans l'hyperbole peut correspondre à a? = o; mais quand l'équation se rapporte à l'ellipse que signifie *cette valeur imaginaire que prend l'ordonnée au centre delà courbe?
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Poiir le savoir, il faut remarquer que dans ce cas B* — 4-^^ étant une quantité négative , A et G doivent être de mêmes signes; et comme, dans Thypothèse actuelle, L est du signe de G, il en résulte que A, G etL sont de mêmes signes; or, dans ce cas , l'équation proposée est absurde : en effet , les trois conditions qui doivent être remplies (art. 49'S ) par l'équation (356) (page 288)^ pour que cette équation soit absurde, se trouvent ici satisfaites; car, en comparant l'équation (355J à l'équation
A^'-I-B^jr -HGa:^-f-L:=o, ona D = o, F=:L.
Donc D'— 4AF, qui se réduit à — - 4AL, et B^ — 4AC sont des nombres négatifs, puisque 4 et L sont de mêmes signes ; d'une autre part , BD — 2 AE se réduit à zéro.
D'après- ces valeurs de B' — 4-^^» ^^ ^^ — 4^^ ^^ ^^ BD — 2 AE , il sera facile de reconnaître que les conditions prescrites dans l'art. 49S , pour que l'équation proposée se trouve absurde , sont remplies.
£i2l. Toutes les courbes du second ordre à centre, qui ne diffèrent que par le dernier terme, sont semblables.
Pour le démontrer, il suffit de remarquer que le rapport qui existe entre les carrés des deux demi-axes principaux, donné précédemment (art. 516) , est indépendant de L.
CHAPITRE XXXIV
Formules pour construire la parabole au moyen de
son équation.
5SM. L*équation de condition de^la parabole B'= 4 AGaous donne B = rt 2 y/AC. Le signe qui conviendra sera celui
que B aura dans la proposée y c^est pourquoi nous allons considérer successivement les cas de B positif et de B négatif. Représentons en général la proposée par
A/* H- Barj -h O^ -h Dj + E^ H- F = o.
Si nous remplaçons B par la valeur 2 \/ÂG, qui convient au premier cas y nous aurons, •♦ -
(y \/Â-f-x>/c)*4-Dr + Ea:-4-F==o.
Les valeurs
xzzzx' cosp — y sinpy y =zx' siap -4- y' cos p
(art. 284) étant substituées dans cette équation, nous trouverons , en opérant comme dans l'art. 472 ,
(sin /? y/A H- cosp ^Cf x" 2 (sin ps/A-h cosp ^C) (cosp sfÂ — sin/? \/C) od y'
+ (cos /> \/a — s\\xp v^C)* y^4- D cosp
— Esin/7
j^'-f-Dsinj»
Ecos
Si Ton Tait sin p \/a + cosp y^ = o , les termes en a/* et en x'y' s'évanouissent, et l'on tire de cette équation
sin p
ou tang/»
cos p
A et C étant de mêmes signes en vertu de l'équation B^=: 4 AC ;
le second membre de l'équation (423) sera réel et négatif; donc sin/? et cosp auront des signes contraires , ce qui nécessite l'un de ces deux cas :
Premier cas. Le sinus positif et le cosinus négatif ;
Second cas. Le sinus négatif et le cosinus positif.
Dans le premier /;as , la Trigonométrie nous apprend que Tangle doit être obtus , et que dans le second , l'angle p doit
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surpasser trois angles droits; ne voulant pas considérer des angles plus grands que deux droits, ^attendu qu'un angle qui n'excède pas deux angles droits peut aussi bien déterminer la direction du nouvel axe qu'un angle au-dessus y nous adopterons donc le premier cas.
Et comme la sécante d'un angle qui appartient à un angle obtus est négative ^ nous aurons
séc/> = — V^H-tangV=-- V '"^Â""" V"
cos p = —, =
I si'k
séc/7 \/a + C
Je
et sm/> = tang/> x cos » = , ^ .
Substituant ces valeurs de sin p et de cos p dans Téqualion( 4^2), qui a perdu les termes en a?" et en x'^', cette équation deviendra
[--(A+C)T D^-EyÂ^_(D,^V^)
|_ vÂ+c J n/a+c v'A-hC
ou parce <lue le coefiGcient de y'^ étant élevé au carré, donne
on aura
VTTc
(d\/X-hev/c) , -, \/a + c
Représentons cette équation par
M/' + Na: + P_x + F = o.
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et , pour diminuer le nombre de ses termes y supposous^ substituant ces valeurs , nous obtiendrons
Na
pp ' --W^^'
Faisant 2Mp-+-P = o et Mp'-f-Na-f.P6 4-F=r o, on tire de ces équations
et Véquation (4^^) se réduit à
Mj'» + No/ = o.
Substituant dans ces trois formules les valeurs de ]V3 , de N et de P, qui sont les coefficients de j'% de x' et de y de l'équation (424) 9 on trouve
°'~4(A-f-C)v^Â^(Dv/C— Ev^Â) Dv/C— Ev^'" ^
Dv/Â + Ev^ „ ,
ou plutôt
Di/C— Ei^ , „ «,
^/2 ^ > — > x' =zo . . . (428)
(A -h C) v/A H- C Il faut joindre à ces formules Téquation (4^3).
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325. Si 9 dans l'équation proposée, B était négatif, ces formules ne conviendraient pas ; mais en faisant les calculs précédents, dans l'hypothèse de B* négatif, on trouverait
(d v/Â — E v^)' ' F v/aTc
4(A+C) VA-hC(DV^-4-Ev^A) D \/C-hE v/a'" *
(AH-Ov/ÂT^G ' - ^^ ^
=vA^
tang/? = \/^... (432)
^ M4. Prenons pour exemple l'équation
y^ — 2 or/ -t- j:* — 3^ = o ,
qui satisfait à la condition B^ =-4^G9 sans que BD — 2AE soit nul , et par conséquent est celle d'une parabole. J'examine d'abord le signe du terme en xy^ et comme il est négatif, cette parabole se construira pfti^ les formules (429) , (43o), (43 1), (432).
Ayant donc tracé les axes rectangulaires AX et AY(j%. 180), Fiç. 180. et pris le point A pour origine , je mènerai le nouvel axe AX' en lui faisant former avec Taxe AX un angle ^, dont la tangente sera exprimée par la formule ( 432) , qui se réduira ,
dans notre cas, à \/i = i, et par conséquent sera celle de la moitié l'un angle droit : je calculerai ensuite , au moyen des formules (4^9), (43o), (43i), les coordonnées a et p du sommet et l'équation de la courbe rapportée à son axe principial , et je trouverai ^
.-' ^ fi- 3
et jr'a _- x' = O.
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Le coefficient de x' me donnera - — p pour la valeur du
paramètre; donc,
a : p : paramètre II \ : { l ^ y. 1:2:4.
L'abscisse négative a étant représentée par i , je prendrai Fig. 180. (^Jig, 180) AB d'une partie , et la perpendiculaire BD de deux ; alors D sera la nouvelle origine, et déterminera le sommet de la^ courbe. Menant donc parle point D une parallèle DGà Taxe AX ', cette droite DG* sera le nouvel axe sur lequel je porterai , de D en F, une partie égale au quart du paramètre représenté par 4» Ayant ainsi déterminé le foyer F et le sommet D, il sera facile de construire la courbe.
Si le paramètre eût été négatif, j'aurais porté le quart du coefficient de x\ de D en F', et la courbe aurait tourné son ouverture dans un sens opposé.
IS25. Dans l'hypothèse dé B positif, le signe de la tangente donnée par Téquation (4^3) étant contraire à celui de B , et la même chose ayant lieu dans Fhypothèse de B négatif, ainsi qu'on peut s'en assurer en Considérant le signe de Téqua-' tion (43i2}, il suit de là que, lorsque B est positif, la tangente de Yam^lep est négative, que la direction du nouvel axe forme un angle obtus ( * ) avec l'axe primitif, et que cet angle devient aigu lorsque B est négatif.
CHAPITRE XXXV- De la quadrature des courbes du second ardre
IS26. La quadrature des courbes a longtemps exercé la sagacité d^ anciens ; les modernes, sur les p^s'de Descartes, ont
(^ ) On doit se rappeler que nous Rommes convenus de placer Porigine de Tangle à droite.
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traité cette question avec de grands avantages sur eux ; mais il n'appartenait qu*à la géométrie de Newton et de Leibnitz de surmonter les difficultés inhérentes à ce sujet, ou du moins de réduire à des approximations tout ce que la nature des choses rend inaccessible aux efforts de Fesprit humain. Il me paraîtrait donc convenable, autant pour se mettre en rapport avec les progrès de la science , que pour épargner un temps précieux à l'étude, qu'on ne s'occupât des problèmes de ce genre que lorsqu'on serait en état de les traiter par l'analyse infinitésimale , qui en donne la solution par des pror cédés si simples et si généraux; néanmoins, pour obéir à l'usage, je, consacrerai ce chapitre à la quadrature des courbes du second ordre , en commençant par l'ellipse^ qui renferme lé cercle comme cas particulier.
527. On a vu (art. 275 ) que si le grand axe de cette courbe est pris pour diamètre d'un cercle , et qu'pi^^nomme ^ et y" deux ordonnées appartenant à la même abscisse, l'une dan$
l'ellipse et l'autre dans le cercle, on a
Cette relation entre les coordonnées des deux courbes peut servir à faire trouver la surface de l'ellipse ; pour cet effet , partageons l'axe des abscisses en parties égales AP, PF, P'P", etc. , et nommons /2 l'une de ces parties {fig^ i8i) ; par les points de Fig.i8i. division P, F, P", etc., élevons des perpendiculaires , et par les points où ces perpendiculaires rencontrent les deux courbes ^ menons des lignes droites qui formeront deux polygones inscrits, l'un à l'ellipse et l'autre au cercle.
Soient PM = y, P'M' = /', P'M'' = y\ etc., nous aurons, d'après l'article cité,
NP = - r, N'P' = - r', N"P"= - y% etc. a a a
Et comme, par hypothèse, AP = PP' r= P'P" etc. =«, on trouvera facilement que le trapèze PP'NN' a pour expression
^^(PN-h P'N') PP' = 1 (^ j + ^y\n=z\~{jr-h /')«;
et comme , d'une autre part, le trapèze PP'MM' a pour expression
i- (PM -+- FMO PP' = iix + rO '^^
le rapport des deux surfaces sera donc exprimé par - .
On prouverait de même que tout autre trapèze inscrit dans Tellipse est à son trapèze correspondant inscrit dans le cercle , dans le même rapport , qui sera aussi celui des triangles APN et APM {*).
Donc , puisque dans une suite de rapports égaux la somme des antécédents est à oelle des conséquents comme un antécédent est à son conséquent , on aura ; la somme des trapèzes inscrits dans Tellipse, et des triangles APN et BP^'N^, est à celle des trapèzes inscrits dans le cercle , et des triaiigles APM et BP^'M'", dans^le rapport de ^ à a : cette propriété, étant indépendante d,u nombre des côtés de ces polygones , appartiendra aussi à l'ellipse et au cercle qui sont les limites des surfaces de ces polygones ; donc
aire de l'ellipse = - aire du cercle, . . . (433)
( * ) Nous avons , en effet,
aire du triangle AMP =; ^ ly ,
aire du triangle ÀNP = ^ « - J' J
donc , en supprinaant le facteur commun \n , on trouve
aire du triangle ANP h
aire du triangle AMP a
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«$1K8. 1 : 7r é^nt le rapport du diamètre à la circonféreiu^e , l'aire du cercle qui a a pour rayon a pour expression tt a* -, substituant cette valeur dans l'équation (602) et réduisant, on aura
aire de V ellipse = irah (4^4)
Si l'on demande l'aire d'une ellipse AA' BB' (y%. 182) , dont
les demi-idiamètres conjugués A'O , B'O sont donnés , ainsi que
l'angle A'OB' = <p, formé par ces demi^-diamètres, conunç on
a (art. 566)
ab = a'h' sin«p,
substituant cette valeur dans l'équation (4^4) > on trouvera
aire de V ellipse z=z ita^h^ sin ^,
âSl9 . On peut se proposer aussi de trouver Taire d'oii segment elliptique ANP ou PNN'P' {fig, 181). Si noiis considérons ces Fig.181. segments comme composés d'une somme de trapèzes qui sont tous dans le rapport de ^ k a^ on prouverait , comme on l'a fait pour l'ellipse , qu'en passant à la limite , on a *
aire ANP = - (^aire du segment de cercle AMP) ,,
aire PNN^' rr - (aire du segment de cercle PMM'P' ).
850. Le même procédé que l'on a employé pour trouver l'aire de l'ellipse étant appliqué à l'hyperbole, si l'on représente par A l'aire de l'hyperbole équilatère, dont l'équation
(art. 501) est
jr^ = x^ — fl%
il sera facile de prouver, comme dans l'art. I5SI7 , que chaque trapèze de l'hyperbole sera à chaque trapèze correspondant de l'hyperbole équilatère, dans le rapport de ^ à â;, et de conclure, comme dans cet article, que le segment d'hyperbole a pour surface l'aire du segment correspondant de l'hyperbole
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équilatére multipliée par le rapport - ; de sorte que si l'on désigne par A et par B les aires de ces sejgments dans Thyperbole et dans l'hyperbole équilatére , on doit avoir
A = -'. B sm o.
ëSl. La question de la quadrature de Thyperbole étant ainsi
ramenée à celle de l'hyperbole équilatére y occupons-nous de la
quadrature de cette courbe; et comme elle s'étend à l'infini ,
cherchons à déterminer la portion d'hyperbole équilatére com -
Fig.i83. prise entre les coordonnées PM et RS (y%. i83}.
La question se réduit à trouver l'espace asymptotique MPSR ; car, si on le connaissait , il suffirait de le retrancher du rectangle PMLR = PR X PM pour avoir la portion d'hyperbole équilatére demandée.
Gela posé) l'équation de l'hyperbole rapportée aux asymptotes rectangulaires étant xyr=m^y équat. (225)(p. 2o3), supposons d'abord iti^ = i, et l'équation de notre hyperbole sera
xjr = i. , , \ (435)
Prenons également l'abscisse AP pour unité ; l'équation (4^5), en y faisant j?= i, nous -donnera 7' = i* Considérons ensuite une abscisse quelconque que nous représenterons par AR y et sur la partie PR de cette abscisse , qui sert de base à l'espace asymptotique que nous voulons mesurer, construisons dans la longueur de PR les rectangles
PMNP^ P'M'N'P', ^''WWV'% F"M'"N'"P'% etc.; si nous nommons « , a', a" y a'", etc. ,
les abscisses AP, AP', AP", AP'% etc. ;
et by b'y b"y b"'y CtC. ,
les ordonnées PM, P'M', P''M'', VW\ etc.,
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et puisque ÂP = i, en faisant x == i l'équation (435) nous
donnera
6 = 1, les rectangles
PMNP', P'M'N'P'^ P"M"N"P'% P"'M'"N'"P»% etc. auront respectivement pour bases ^ ^
AP' — AP, AP' — AP', AF' — AP
ou a' — I , a" — a\ a!" — a'\ etc. ,
et pour hauteurs i , h\ h'\ etc. ;
de sorte que nous aurons
rect. P M N P' = (a' — i ) (*), rect. P' M' N' P'' = {a" — a') b\ recf. P'" M'' N'' F" = (a'' — a") b'', ainsi de suite.
Or^ I, a' y o!\ a"'^ etc., étant les abscisses des points M, M',
M'^, Wj etc., de la courbe , dont les ordonnées sont i, b'^
b"y b^j ces coordonnées satisferont à l'équation xy=zi, d'où
Ton tire
cette équation nous donnera donc
i^*) ObsenroDS que la hantour da rectangle FMNP'est Tunité, parce que la valeur «=1 de l'abscisse AP, étant mise dans l'équation (4^5), nous donne ^ = i; ce qui est cause que le rectangle est désigné seulement par a'—- 1 . Il suit encore de la valeur r == i? que le rectangle APMQ est un carré.
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substituant ces valeurs dans les équations (436) , ces équations deviendront
rect. P M N P' = (û' — i),
rect. F M' N' P"= (a" —«')-,»
rect. F'M'^r'P*— («'"—a") —5
ainsi de suite ; et en effectuant les divisions par a' y a\ a!" ^ etc., on aura
rect. P M N P' = €i' — I
rect. P'M'N'P^rr ^— I,
rect. P''M''N''P«'= ^— ij
ainsi de suite.
Les abscisses , à l'exception de la première , n'ayant été déterminées par aucune condition , sont arbitraires. Par conséquent on peut prendre a , a', a" ^ a"* y ^tc. , en progression géométrique ; et comme le premier terme a est Funité , la raison sera égale au second terme, et tous les autres deviendront- les puissances successives de ce second terme a' (*) , c'est-à-dire qu*on aura
remplaçant ces valeurs dans la suite d'abscisses
a, a' y a" y a"' y a^% . . . , (fl')".
(^) Four s^cn convaincre, soit une suite de termes a, by Cy d, etc. , •en progression géométrique, et r la raison. Par la nature de ces sortes de progressions , on a b=.ar,c = &/-, d=z br, etc. ; donc puisque, dans nôtre hypothèse, le premier terme est i, la première de ces équations se réduit à & =:r : au moyen de cette valeur, et par des substitutions successives, on obtient c = /•', rf = r ', etc.
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et en observaiU t[iie a = i , cette série se change en 1, «', (a')% («7. {a' y,..., ia%
et les équations (437) deviendront
rect. P M N F = a' — i = a' — i,
rect. P' M' N' P'' = i— ^ i == a' -- i,
rect. P'^M'^N'^P^nr (fQl — , = a' — , ,
etc., etc.
On voit donc que tous les rectangles compris dans l'étendue de PR deviennent égaux.
Ajoutons maintenant au premier rectangle le second , et ensuite le troisième , le quatrième , etc. , nous aurons successivement des sommes croissantes de rectangles égaux qui , y compris le premier, correspondront aux abscisses
AP', AP", AP", . . . , AR ou AP«.
A regard de AP, comme les rectangles ne commencent qu'en P% cette abscisse AP , qui est égale à l'unité, ne correspond à aucun rectangle , c'est-à-dire qu'on peut admettre que x =zi correspond à l'aire zéro. D'une autre part, on verra qu'aux abscisses suivantes
AP', AP', AP'% AP'% . ., AR, ou a', ' a", a'\ a^\ . . . , AR ,
i*épondent les aires
«' — I, 2(fl'— i), 3{fl' — i), 4(^' — 0>--->''('^ — 0^
d'où Ton peut conclure que les abscisses
étant en progression géométrique , leurs aires correspondantes indiquées par
o {a! — i)j 2(a' — 1), Zip! — i), . .., n{a! — i),
soutien progression arithmétique ; d*où il suit que les airessont les logarithmes des abscisses correspondantes.
Maintenant il est évident que plus il y aura de rectangles dans rétendue de P'R, et plus les ordonnées PM, P'M', P''M", etc. se rapprocheront , et moins Fespace qu'elles comprennent sera grand, et plus la somme des rectangles compris depuis P jusqu'à R se rapprochera de Taire asymptetique ; de telle sorte que Fespace PP' diminuant continuellement , P'se confondra avec P dans le cas de la limite ^où le nombre n de rectangles est infini; alors la somme totale des rectangles ne différera plus de l'espace asymptotique PMSR, qui sera le logarithme de l'abscisse AR.
IS5d. U s'agit maintenant de savoir quelle sera la base de ce système de logarithmes.
Pouscela, remontons au terme général n(a^ — i), que nous avons vu être le logarithme de l'abscisse AR représentée par {a! )*; et en désignant cette abscisse par a, nous aurons donc
et par conséquent , a' = \/a (439)
D'un autre côté, puisque n (a! — 1) est le logarithme de a, si nous appelons B la base du système , nous aurons
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substituant la valeur de a! tirée de l'équation (439) j on aura
Si nous voulons que la base B, qui est arbitraire tant qu'on n'a pas adopté un système de logarithmes , soit égale à a , il faudra qu'on ait a = B ; et Téquation (44 ï) se convertira en
et en prenant les logarithmes , on obtiendra
log» = loga'»^'*"*)^
et , d'après la propriété des logarithmes , cette équation peut prendre cette forme
loga = «(v^ — ijloga; supprimant le facteur commun, il restera
«Vs/a — ij = i;
on tire de là
et en élevant à puissance n ,
développant le second membre par la formule de binôme, il
et en repféfljnitant par N le troisième terme , par N' le qua-
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trième, etc. , cette suite deviendra
/ï=3,2-4-N-4-Ni — 5 — i-4-N'i — y — ^-, etc.; . on ^ n
restituant les valeurs de N , N', K\ etc. , et exécutant les opérations indiquées , on obtiendra
£n vertu de notre hypothèse y faisant n^zz co, les termes divisés par n seront tous nuls , et l'équation précédente se réduira à
II III
a = 2 -^ h--r-h --^y-f-etc.
Bornons-nous à prendre les douze premiers termes de cette suite, nous trouverons
a = 2,7182818, etc.
Nous reconnaissons dans cette valeur celle de la base e du système népérien , qu'on est convenu de désigner par e.
I$55. La quadrature de Thyperbole équilatère dout'l'eqitaition est ' * •
xjr t= I
nous conduit à celle de Vhyperbole équilatère plus général^ qui appartient à l'équation /
xjr =z m
car, en construisant ces deux hyperboles, on voit même abscisse nous.avons les ordonnées
PN=:- et PM=:— ,
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et que par conséquent chaque ordonnée de la seconde hyper- 'bole est égale à Fordonnée de la première mukipliée par la même quantité constante m^. Ainsi , par la même démonstration que nous avons employée (art. 327) , nous conclurons que le segment hyperbolique , qui appartient à Téquation xy = m% est égal au segment hyperbolique qui appartient à l'équation xj- = i multiplié par la constante /w*.
ISS4. Déterminons maintenant la quadrature d'une portion de parabole , courbe qui , s'étendant à l'infini comme rh3rperbole, ne peut être entièrement carrable : pour cela, des points m, wi', iw", m'" [fig> i84) pris sur la courbe, abaissons Fig.184. les perpendiculaires /w/?, m'p\ m"p'\ nfp"\ etc., sur l'axe rectangulaire des X , et les perpendiculaires mq , m!q' , m"q" , m'^q"'y etc., sur Taxe rectangulaire des/; nommant
A/?, A/?', A/?", kp'\ etc.; ar, x', ar", x'" -^ et Aç, A.q', k.q% k.q*"^ etc.; y, y', y\ y"\ etc.,
les angles droits jo'/w'/z, q'm' r^ qui sont opposés au sommet en iw', formeront le rectangle intérieur m'p et le rectangle extérieur m'q ; représentant le premier par D et le second par £, ces rectangles auront pour expressions
D = y?/2 X JD/f , E = mn X q'Tn\ ou, en mettant les valeurs analytiques de ces lignes, «r
D=(^-y)/,* E = (j~/)^, et par conséquent on trouvera pour leur rapport • •
l'équation, de la parabole étant y"^ = ipx^ on on tire •
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substituant ces valeurs de x et de â/ dans l'équation (444)> ^^ obtient
supprimant les facteurs communs, cette équation se réduit à
ou plutôt à
On prouverait de la même manière qu^en désignant par D' et par E' les rectangles m"/?' et /n"^', l'Un intérieur à la para- ' bole et l'autre extérieur, on a encore
ly r'
et qu'en désignant de même par D" et par E" les rectangles m'^p^' et m"^q'\ on a également
v-^ = ^ -^ TT,y (44?)
ainsi de suite.
* - Or les ordonnées Xy y\ y" ^ /'% qui sont représentées sur la
figure par A^',' A^', A^'", Ay'", etc., étant arbitraires, puisque les points m , m', m" sont placés jusqu^à présent au hasard sur fa courlfe', nous pouvons prendre Aç, kq'j k.q'\ etc., en progression géométrique, mais de telle manière cependant que A^, ' • quoique différant peu de A.q\ soit plus grand que kq'j de même que kq'y peu'différent de kq'\ le surpasse, etc. ; ce qui exige que la raison de cette progression excède l'unité. • ^ Ainsi, en désignant par m une quantité très-petite, nous
pouvons ^représenter par i + /n la raison de cette progression
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géométrique
w r\ y' \ y" : y'\ etc. ; Fig.184
et comme, eu divisant un antécédent par son conséquent, on a
^, = H-/w, ^ = i-hm, :^= 1 -+-/W, etc.,
substituant ces valeurs dans les équations (445)> (446)>
(447) > etc., nous aurons
IW,
etc.;
et comme dans une suite de rapports égaux la somme des antécédents est à la somme des conséquents, comme un antécédent est à son conséquent , il s'ensuit qu'on a ^
Or plus m sera petit, moins deux ordonnées consécutives différeront Tune de Tautre, et par conséquent plus elles seront rapprochées; de sorte que si Ton passe à la limite en faisant /w = o , la somme des rectangles intérieurs D _|_ D'_|_ D"+ D'"-+- . . . , se réduit à Taire parabolique AiwP, et la somme des rectangles extérieurs devient l'espace kqmm'm"K\ et, en représentant par S et par S' ces deux
surfaces, on a
d'où Ton tire S = 28';
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et comme Ton a S -f- S' = A/? X pni ,
ou ' S -h S' = xy^
S en remplaçant S' par sa valeur - , on obtient
ou
et
xy.
Ce qui nous apprend que Faire du segment parabolique kmp est les deux tiers du rectangle construit sur les coordonnées
X et ^('*). [Note vingt-deuxième»)
{*) Il est à observer que quand le nombre n de rectangles est infini, ces rectangles deviennent chacun infiniment petits, de sorte que Tune de ces choses détruit TefTet de Taiitre, etqu^une quantité qui se réduit à une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont zéro, peut exprimer une quantité finie, par la raison que zéro peut-être considéré comme un facteur commun. Au reste , il est démontré , avec la plus grande évidence, dans mes Éléments de Calcul différentiel, que
toute expression qui se présente sous la forme - peut renfermer une
quantité finie.
CHAPITRE PREMIER
De la manière dont on peut déterminer la position
d'une droite dans Vespace.
535. Lorsque les lignes ne sont pas assujetties à être dans un même plan , on ne peut déterminer leurs points successifs que par des procédés plus généraux que ceux que nous avons employés.
Pour cet effet , concevons trois axes AX , AY, AZ (fig- 1 85 ), pj„ jg5 formant entre eux des angles arbitraires, que pour plus de simplicité nous supposons droits ; si l'on prend sur Taxe AX une droite AP = a?, et qu'on mène par le point P une parallèle PQ = 7 à Taxe AY, et parle point Q une parallèle QM=« à Taxe AZ , la position du point M sera déterminée lorsqu'on aura assigné des valeurs connues k x, à jr etkz. Ces lignes , Xy fy z sont les coordonnées du point M.
Si Ton donne à j?, à ^ et à z les valeurs particulières « , b,c, les équations du point dans Tespace seront
x = a , jr z=z b y z = c,
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S56. L'ordre dans lequel on prend ces coordonnées est arbitraire : par exemple , en menant toujours ces coordonnées Fig. 186 parallèlement aux axes, on pourrait faire {fig^ 186 et 187 )
et 187.
AP' = z, P'Q' = j, Q'M = or, ou
AP' z= j, P'Q' z= z, Q'M = X,
et Ton déterminerait également le point M. G^est une suite de ce que les parallèles comprises entre des parallèles, sont égales.
CHAPITRE IL Des plans coordonnés
i>57. Faisons passer trois plans, le premier par les axes des X et des y^ le second par les axes des x et des z, le troisième par les axes des y et des z ; ces plans seront les plans coordonnés. Pour les distinguer entre eux , on nomme le premier le plan des x, y, le second le plan des ^, z, et le troisième le plan des j, z,
558. Ces plans divisent l'espace en huit parties, dont quatre sont situées au-dessus du plan des x, y, et quatre audessous.
Un poiiit sera situé au-dessus ou au-dessous du plan des Xy y, selon que la coordonnée z sera positive ou négative ; les signes de x et de j^ détermineroht ensuite quelle est celle des • quatre régions supérieures ou inférieures à laquelle le point appartient.
Fig.188. Soient pris , par exemple (^g, 188) , quatre points M, M', M ", M"', situés chacun dans l'une des quatre régions supérieures , et ayant les mêmes valeurs absolues des coordon-
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nées o? y XjZ; nous aurons
pour le point M, AP=r-f-.r, PQ =-{-/, Q M ~-hz;
pour le point M', AP'= — x, P'Q'=:H-r, Q'M'=-f-z;
pour le point M", AP ::=-!-*', P'Q"= — j, Q" M" = -h- z ;
pour le point M"', AP'—— x, P'Q"'=— r, Q'^M^^r + z.
CHAPITRE III
Des projections d'une droite située dans l'espace^
et de ses plans projetants,
559. Si de tous les points d'une droite MM"' {fig, i89)Fig.i89. située dans Tespace, on abaisse des perpendiculaires MQ, M'Q', M"Q", W(^y etc. , sur l'un des plans coordonnés que nous supposerons être le plan desjr, j, toutes ces perpendiculaires seront dans un même plan. La chose est évidente si Ton ne considère que deux de ces perpendiculaires ; mais s*il y en a trois, MQ,"M'Q', M"Q'', il faut prouver que le plan des droites MQ, M'Q' est le même que celui des droites M'Q', M"Q" ; c'est ce qui est facile, car la droite M' M", qui est le prolongement de MM', est à la fois dans le plan MQ' et dans le plan M' Q" ; la perpendiculaire M'Q' est aussi dans ces deux plans, parce que cette droite en est la commune section. Or, deux plans qui ont deux droites communes doivent se confondre. On prouverait de même que toutes les autres perpendiculaires sont dans le même plan.
340. Le plan MQ'" qui contient toutes ces perpendiculaires porte le nom de plan projetant, et sa commune section Q(^" avec le plan des Xy y est la projection de la droite sur ce plan.
Cette projection QQ"' peut être considérée encore comme la
droite qui serait formée par les pieds des perpendiculaires abaissées de tous les points de la droite MM^'' sur' le plan des
Mt . Ce que nous disons du plan des Xy y pouvant s'appliquer aux plans des y^z et des ^, z , on pourra déterminer le» projections de la droite MM^ sur ces plans , en abaissant des perpendiculaires de tous les points de cette droite sur chacun des plans des j, z et des x , z.
Mfi. Les perpendiculaires MQ, M'Q', M"Q", etc. , étant terminées à leurs extrémités par la droite MM''' et par . sa projection QQ*', il suit de là que ces droites MM'" et QQ'" sont situées dans le plan QM"', qui (art. 559 ) est commun à toutes ces perpendiculaires.
Le plan projetant a donc la propriété de contenir la droite donnée dans l'espace et sa projection. Cette projection pouvant être sur Pun quelconque des plans coordonnés , il y aura donc trois plans projetants , respectivement perpendiculaires à chacun des plans coordonnés.
IS43. Puisque la droite donnée doit se trouver dans un quelconque des plans projetants , il est évident qu'elle sera la commune section des trois plans projetants. Or, cette com-* mune section étant également déterminée par la rencontre de deux des plans projetants , il en résulte que, pour fixer la po- Pigigo sition de la droite KL [fig. 190) dans l'espace, il Suffit de donner deux de& trois plans projetants.
CHAPITRE IV
Des équations d'une droite située dans Vespctce.
fig.190. U44. Prenons arbitrairement (^^. 190) sur une droite KL située dans l'espace , un point M dont nous représenterons les
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coordonnées par or, j, z ; abaissons de ce point M une perpendiculaire MQ sur le plan des z^ x ^\e pied Q de cette perpendiculaire sera un point de la projection de la droite KL sur le plan des x, z. Or, le point Q est déterminé sut le plan des z , x par les coordonnées AP et PQ, qui sont précisément les coordonnées z et 0? du point M ; donc ces coordonnées z et a; du point M ont la propriété d*appartenir aussi au point Q de la projection de la droite KL sur le plan des z, x. Ce que nous disons du point M pouvant s'appliquer à tout autre point de la droite KL , il suit de là que les coordonnées z et a; sont liées entre elles par l'équation de la projection de la droite KL sur le plan des z, x. Cette projection étant une ligne droite située dans le plan des z, Xy si nous représentons son équation par z t= ax -{- oLy les coordonnées z et a; d'un point quelconque de la ligne droite satisferont donc toujours à cette équation , ou , ce qui est la même chose , l'une des coordonnées étant donnée y cette équation déterminera la valeur de Pautre.
On prouverait de même, en abaissant une perpendiculaire MQ' sur le plan des z, /, que les coordonnées AP =:z , P(y = / d'un point M de la droite KL sont liées entre elles par Féqualion z= by -\- p, qui est celle de la projection de la droite KL sur le plan des z, jr.
Enfin, en abaissant du point M une perpendiculaire MQ" sur le plan des z, y, i\ serait facile de s'assurer, par le même procédé , que les coordonnées x et jr d*un point quelconque de la droite KL sont liées entre elles par l'équation de la projection de cette droite sur le plan des Xy y.
IS45. Deux de ces trois équations suffisent pour déterminer la troisième. En effet, les coordonnées^, y y z appartenant à un même point de la droite KL , si Ton élimine z entre les équations z = fl.r -H a , z = ^/ -♦- p, on trouvera
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Cette équation , qui est du premier degré , exprime la relation qui existe entre les coordonnées a; et y^ et par conséquent doit être celle de la projection de la droite sur le plandes ^, /(*).
I$46. Il résulte de ce qui précède , que lorsqu'on donne deux des équations des projections, la position de la droite
( ^ ) Si Ton en avait encore quelque doute, représentons par j" = Ax + B Téquation de la projection sur le plan des o:^ r ; il est facile de prouver que cette équation est identique avec Téquation
a a — fl
Pour le prouver, soient x'yjr\ «', etaj^j^f", «", les coordonnées de deux points de la ligne droite; ces coordonnées devant satisfaire à la fois à ces deux équations , nous avons
On tire, par TéUmination dey et dey,
Retranchant les équations (4^8) Tune de Pautre , on a
^A-|Y(x'-x")=so.
Les coordonnées x' et x" étant par hypothèse inégales, cette équation ne peut être satisfaite que lorsque le premier facteur est égal à zéro , ce qui donne
Cette valeup réduit l'une des équations (448) à
d'où l'on tire 'R = fLZj!.
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doit être fixée dans l'espace. En effet , si sur les plans coordonnés qui renferment ces projections , on mène deux plans perpendiculaires, ces plans seront les plans projetants. Or, nous avons vu (art. 845) que par leur intersection ils déterminent la position de la droite dans l'espace.
Les équations des projections d^une droite dans l'espace sont appelées ses équations.
CHAPITRE V
Solution de dwers problèmes relatifs à la ligne
droite dans V espace.
PaOBLiME P^.
S47. Une droite ayant pour équations
X ^= az ^ a, jr =z bz -^ p ^
trouver les coordonnées du point où elle rencontre l'un des plans coordonnés.
Si ce plan est celui des x, jr> on fera zrzr o, et l'on obtiendra x=a^ j'=zp pour les coordonnées de ce point.
Ce même procédé s'appliquerait aux autres plans ; mais on doit observer qu'il faut alors avoir l'équation de la troisième projection. Pour l'obtenir on éliminera z entre les équations données de la droite, et l'on trouvera
Si l'on fait donc j = o , les deux équations qui contiennent cette variable donneront
_ p _ ap
pour les coordonnées du point où le plan des z , jc est percé par la droite. Enfin , en faisant xzrzo^ on trouvera de même
pour les coordonnées du point où la droite perce le plan des z, /.
PaOBLiHE II.
548. Trouver les équations d'une ligne assujettie à passer par un point.
Soient x', j', z' les coordonnées de ce point. Les équations de la droite donnée étant
ar =: HZ -h a, (449)
puisque les coordonnées x' ^f ^ z' satisfont à ces équations, ovt aura
x' = flz' -4- a ....... . (45 1 )
Mettant dans l'équation (449^ ^^ valeur de a tirée de Féquation (45 1), et dans réquation (45o) la valeur de p tirée de l'équation (4^2) , ce qui revient à éliminer a et p entre ces équations , on obtiendra
Problème III.
i549. Trouver les équations de la droite assujettie à passer par deux points.
Soient x', j', z' et x'\y\ z" les coordonnées de ces points ; assujettissant la droite à passer par le point x', y', z', on trouvera les équations (453) ; ces équations devant être satis-
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Eûtes par les coordonnées x" ^ y" y z!'y en mettant ces coordonnées à la place de or, de / et de z, ces équations (453) de* viendront
d'où Ton tirera
Substituant ces valeurs dans les équations (4^3)9 on aura, pour les équaticms de la ligne assujettie à passer par deux points,
■Lj^^z-z'), jr-y=Ç-^(z-zf). . . (454)
Problème IV.
iSW. Trouver la condition nécessaire pour que deux droites données dans l'espace se rencontrent,
Soient les équations de ces droites
j: = az-4-a, jr =z b z -^ p ^ ... (455) X = a'z -h oi!y r = b'z -f- p'. . . . (456)
Les coordonnées doivent être les mêmes au point de rencontre. Éliminant donc les trois variables x , /, z entre ces quatre équations, on trouvera d'abord, en retranchant les équations (456) des équations (455) ,
[a — a')z -{- et — a' = o, .... (457) {h — b')z -h p — p' = o; . . . . (458)
et en éliminant z entre les équations ( 457 ) et (458 ) , on obtiendra
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Telle est la condition nécesssùre pour que ces droites se rencontrent.
6Si. Si Ton substitue la valeur de z donnée par Téquation ( 457) dans la première des équations (455), et la valeur de z donnée par l'équation (458) dans la seconde des équations (455) , on déterminera les coordonnées j: et j* du point d'intersection.
Si l'on y joint Te^pression de z donnée par l'équation (45^) , les coordonnées du point d'intersection seront
lot- — a) fl a' — a'a
y - b ^^' - ^) + 6 - tl^nU
^ - * T^rp ^ P - b - b'-'
a — fl'
SiJ2. Lorsque a^=za et que b = b-, ces valeurs deviennent infinies.
Par ci^séquent, les droites se rencontrant à une distance infinie sont parallèles. Ainsi , pour que deux droites dont les équations peuvent , en général , être représentées par les équations (455) et (456) soient parallèles^ les conditions de ce parallélisme sont « = a', b =z b'.
Problème V.
i$85. Par an point donné x' ^ y\ 2', mener une parallèle h la droite , qui a pour équations x == a'z -f- a , jr^=.b'z-^^.
Cette droite étant assujettie à passer par le point x, /', z\ a des équations de cette forme (art. 348) :
Pour exprimer la condition du parallélisme , nous ferons
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(art. ^52)
et nous trouverons , pour les équations de cette droite,
Problème VI.
5Ô4. Trouver la distance de deux points dont les coordonnées s^ont x', j', a' et x\y'\ z" .
Soient M et M' ces points (^g*. 191) , Fig.191.
APr=a;'', PQ=r", QM=2'S AP'=:ar', P'Q'=r'> Q'M'==:z',
leurs coordonnées.
Ayant tiré les droites QQ', MM^ si du point M le moins élevé au-dessus du plan des x , j on mène une perpendiculaire MJN sur l'ordonnée M'Q', le triangle MNM' rectangle en N donnera
MM'' = M'N' -h MN%
ou MM'=» = (z' — z )» + QQ'^ •
Le triangle QLQ' rectangle en L donne
QQ'^ = QL' -h Q'L% ou QQ'* = (a/ - x" y H- [y' - y" )^
Substituant ,
MM'==r(z'-~2")2-h(^— x")'H-(/ — y)^; . . . (46o) et par conséquent,
MM' = \i\x' — x" y H- {y' — /' y -h («'"^ z' )% expression de la distance de deux points M , M'.
S5S. Si le point M' coïncide avec A [fig, 192), MM' de- Fig.iga. vient AM , et les coordonnées du point A étant nulles , on a
AM' ^ x" -f- y"^ 4- z'\ \ (46i)
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Théorkmb.
886. Démontrer que la somme des carres des cosinus des angles a, p, 7, qu'une droite /ait avec les axes cooordon^ nées^ est égale à i* unité.
Soient toujours x\ y'y z! et x", y'\ z", les coordonnées des ï'ig.ig»' points M' et M par lesquels passe une droite MM' [fig, 191) ; l'angle que cette droite fait avec Taxe des z étant 7, et M'Q' étant une parallèle à cet axe, Tangle M' =7; et comme l'angle N est droit , on a M'N = MM' cos M', ou z' — z"= MM' COS7. Par la même raison, en projetant deux coordonnées a/ et j?" sur le plan des\y, z , et deux autres y' et y" sur le plan des X, z, on prouverait que /' — ^"= MM' cos 6, et que x' — x"-=z MM.^ cos a.
Substituant ces valeurs dans Féquation (46o ) , on obtient
MM'' = MM'^ cos » 7 H- MM" cos' 6 -h MM" cos ' a ;
et en divisant par MM'%
cos ' 7 -f- cos ' 6 -H cos * a = I .
Problème VII.
857. Troui^er le cosinus de l'angle formé par deux droites qui se rencontrent dans l'espace.
Soient
X •=. az -^ OLy y 1= bz -^ ^ ^
X = a'z^ a', y ■=: b'z-Jf p'
Fi0.i92. les équadons de ces droites. Menons par Torigine {Jig. 192) deux droites parallèles AL, AJL' à ces* droites; les équations de AL et de AL' seront
X = flZ , y :=: bz y
X = fl'z, y = b'z.
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Les droites AL et AL' formant entre elles le même angle que les droites données , la question se réduit à trouver le cosinus de l'angle LAL'.
Pour cet efTet , prenons des parties AM y AM' égales à l'unité , et menons MM', nous aurons dans le triangle AMM' cette relation
MM'* = AM» -h AM'« — 2 AM . AM' cos MAM' ( * ) , qui donne
^"^^^^ ~ TMl^' (*^")
En représentant toujours par a/ y y\ z! les coordonnées du point M', et par x"y y\ z" celles du point M , nous aurons (art. IMS4).
MM'»= {xf-^x"y -h (/—/')' -+- (z' — z" Y = jr'>4-/»H-«'»--h Jc'''-f-/'»--h3'''---2(x'jr''H-y/'H-2V') ;
et j en observant que AM' exprime la distance du point x'^ y y z' au point A, dont les trois coordonnées sont nulles, l'équation (46 1) nous donne
AM'» = x'» -4- /* -4- z'% de même AM» = x"^ -+- /' » -i- z"\
( * ) Pour démontrer cette proposition , de Pnoe des extrémités de MM' {fig. igS), abaissons la perpendiculaire MN sur le côté opposé, nous Flg.193. avons
MN = AM sin A, AN = AM cos A.
Substituant ces valeurs dans Féquation
MM'» = MN' -h (AM' — AN)> ; faisant sin' A + cos' A=i, et réduisant, on obtient la valeur de MM'*.
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En substituant ces valeurs de MBf , de AM'^ et de AM^ dans Téquation (462) , on réduira cette équation à
cos MAM' = 2^ ,•;; X ->
aAM.AM' «t à cause que AM = AM' = i , cette équation deviendra
cos MAM' = 3(fx" -h //' + 2V'.
Cela posé, le .point x^^y", z" étant pris sur la droite AL qui a pour équations a? = az , y =l bzy on aura
x'' = az'\ y" = bz".
De même , Je point a/, y^ z' étant sur la ligne AL', les coordonnées ar', y, z' satisflgront à ses équations, et Ton aura
Substituant ces quatre valeurs de a/, de y' ^ de x" et de ^", on trouvera
cos MAM' = («fl'-H bb' -^ i)zV'. . . . (463)
Cherchons maintenant les valeurs de zf et de z!^ en fonction des constantes aet b.
On a entre les coordonnées du point M' les trois équations
a/ = az', y = bz', o/^ -h y'^ + z'^ = i .
Mettant dans la troisième équation les valeurs de x' et de y tirées dés deux premières , il vient
z'*(fl»4- è'-f- ») = t;
d'où z
Par un même procédé on trouvera
y/fl'2 -h è" -h I
PROBLEMES SUR LÀ LIGNE DROITE DANS l' ESPACE. 869
Substituant ces valeurs de z' et de z' dans l'équation (463), on obtient enfin
ros]VfAM^=- — ' . . (4"4)j exprès-
^/o72 û?« cosinus de l'angle formé par les droites qui ont pour
équations x=az-^ay jr=bz-\-Py et x= a'z+a', jr= b'z-\-^', ^ •
Si i^angle MAM' est droit , cos M AM' z= o -, donc alors
aa' -f- ôô' -f- I =;: o.
Pro'blème VIII.
588. Trouver les cosinus des angles qu'une droite qui passe par l* origine fait apec les trois axes rectangulaires.
Ce problème est un cas particulier du précédent ; c'est celui où une des droites AL, AL' {^g- 192) coïncide avec Fun des Fip.iq^ trois axes. Supposons donc que la droite AL', par exemple , se confonde avec l'axe des z ; cet axe , qui est l'intersection commune des plans des x^ z et des z, j, est lui-même sa projection sur l'un de ces plans : or, dans les équations x = a'z et y = b'z de la droite AL', a' et b' sont les tangentes trigoriométriques'des angles que les projections de la droite sur les plans des Xy zet des z,/ forment avec Taxe des z; et comme nous venons de voir que les projections et la ligne projetée AL' se confondent avec Taxe des z, il en résulte que ces tangentes sont nulles ; cette hypothèse réduit l'équation (464) ^
cos MAZ =r , . . . (465), expres-
sion du cosinus de l'angle que fait avec l'axe des z la droite qui a pour équations x = flz, y = ^z.
Si la droite AM' se confond avec l'axe des x , elle se trouve dans la commune section des plans des x, z et des x , /, et par conséquent se confond avec ses projections sur ces plans;
alors l'équation x ■= a!z mise sous cette forme « = — x , don-
nant-7 pour la tangente trigonométrique de l'angle que la projection de la droite AM^sur le plan des^, z forme avec Taxe
des Xy il résulte de ce qui précède que — = o ; de même Té-
quation delà projection sur le plan des x^y étant (*) ^ = — jr,
on conclut par le même raisonnement que Ton a -7 = o. Cela
posé 9 divisons l'équation (4^4) P^^ ^'^ nous trouverons
fl-+- 6 -7 H
effisLçant les termes qui sont nuls, cette équation deviendra
cosMAX = =, . . (466), exprès-
sion du cosinus de i'angle que fait avec l'axe desx une droite qui a pour équations x =z az , y -znhz.
Enfin on trouvera , par le même procédé ,
cosMAT = , ^ , --. . . (467), exprès-
sion du cosinus de l'angle que fait avec Vaxe des j- une droite qui a pour équations x =i 09^ y =: hz. {Note vingt-troisième.)
(*) Cette équation se tire des équations «•= a'5, r = *'«, en éliminant 1;.
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Problème IX.
H&Q, Connaissant les cosinus des angles que forment deux droites avec les axes coordonnés, trouver V expression du ixfsiniis de l'angle qui est compris entre ces droites.
Soient a, p, 7 les angles que la première droite forme avec les axes des x , des y et des z ; a', p', 7' les angles que la seconde droite forme avec les axes des x, des y et des z; et (f Tangle que ces droites forment entre elles.
Les équation^ de ces droites étant représentées par
X = az-\- atj x=z a'z -H a', yz=bz-hp, ^ = è'z-hp', on aura (art. ISKS)
<rosa = * 4 ==., cos p = . - ;=., C0S7 = ■ , =• >
\/n-«*-i-ft* Vi-f-«2-f-^' yi-f-fl'-l-ft*
eosa= — y conp'zzz — j cos 7=
/T^VM^ y/^TfVM^ Vn-«''+^"
en multipliant par ordre les termes correspondants de ces deux lignes ) on trouvera
ad^ = cos a CO6 a' \/i -♦- a* 4- b^ ^i -f- /?"-!- ô'%
' J)b' = cos p cos p' ^i-f- ii'4- ^ ^n-a'2-f.^'» ,
I =cos7 cos 7' v^i -h «'-h ^' ^i-i'a^^-\-b'K
Substitiumt ces valeurs dans l'expression (464) du cosinus de faillie formé par deux droites (art. ^37), elle deviendra
COS <p = cos «* cos«' -I» C05 p cos p' -f- cos 7 cos 7',
expression du cosinus de V angle formé par deux droites y dgnnée en fonction des cosinus des angle» que ces droites font avec les trois axes coordonnés,
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CHAPITRE VI
De V équation du plan,
560. On appelle traces les intersections d'un plan , ou d'une surface , avec les plans coordonnés.
IS6i . Considérons d'abord un plan qui passe par Torigine ; il Fir.ioi. est certain que si Ton donne (fig- 194) les traces AG, AR d'un plan avec les plans coordonnes ZAX , ZAT, ou , ce qui est la même chose, si Ton donne leurs équations, la position de ce plan sera fixée. Par conséquent , lorsqu'on aura assigné des valeurs arbitraires à j? et à /, celle de z en résultera , car elle sera dé- « terminée par l'intersection du plan avec cette coordonnée s.
Il existe donc une relation nécessaire entre jc, y et z; cette relation est ce qu'on appelle V équation du plan, * •
Problème P"".
Trouver V équation du plan
Fig.195. * Soient AB, AC [fig- 196) les traces du plan donné sur les plans XAZ, YAZ. Si par le point M situé sur le plan, on tire dans ce plan une parallèle MD à la trace AB , cette parallèle ^ rencontrera l'autre trace AG au point D. Menons par ce point D une parallèle D£ à Taxe des x ; les angles MDË , B AX , formés par des côtés parallèles , prouvent le parallélisme des plans MDË, BAX. Or ce dernier plan est le^ même i]ue le plan ZAX, qui est perpendiculaire aux deux autres ]^ans coordonnés, XAY et YAZ. Le plan MDË sera donc aussi perpendiculaire aux plans XAY et YitZ. * ♦
Il suit de là que si , du point M on abaisse une perpendiculaire MQ sur le p)^n XAY, cette perpendiculaire sera àfio% le plan MDË; par conséquent, les droites DE et MQ, qui sont
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parallèles aux axes des x et des z , se couperont à angle droit , dans le plan MDE, en un point G.
Gela posé, il est visible que MQ == QG 4- MG.
Or, toutes les perpendiculaires abaissées sur le plan XAY des points de la parallèle DE, étant égales et. ayant la même ordonnée /, il en résulte que
GQ .= DH = AH tang DAH = x tang DAH.
On a, d'autre part,
MG = DGtangMDE;
et parce que les angles MDE , BAX sont égaux , et que la parallèle DG à Taxe des x, étant comprise entre le plan ZAY ^ l'ordonnée MQ , est égale à Tabscisse AP , on pourra , au lieu de tang MDE et de DG , substituer tangente BAX et la valeur x de AP dans l'expression de MG, et Ton aura
MG = x tang BAX.
Si Ton met dans l'équation
MQ = QG -f- MG, •
les valeurs que nous venons de trouver pour QG et pour MG , on obtiendra
MQ ou . . a = / tang DAH -4- x tang BAX.
Nommons b et a ces tangentes des angles DAH , BAX formés par les traces avec les axes des r et des x , nous aurons
z '= ax -h by'y équation du plan qui passe par V origine.
565. Si le plan ne passe pas par Forigine, il rencontrera l'axe de§ z ou son prolongenient. Supposons donc que le plan C B' [fig- 196 ) intercepte l'axe des z en A', et soient x , „. r^ y^ z les. coordonnées d'un point M' de ce plan. Si, parl'ori-
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gine A, l'on mène un plan GB parallèle au plan G'B% et qu'on nomme a' Fordonnée QM de ce second plan ^ QM,et QM' différeront de MM'=:AA'=:c; on aura donc z = «'-+-c. L'ordonnée z' appartenant au plan CB , qui passe par. Forigine ^ on aura (art. 462) z'=:aa; + ^j; par conséquent l'équation précédente deviendra z = ax -{^ by -^ c. Si le plan coupe l'axe des z sur son prolongement, c changera de signe.
^64. Pour donner plus de symétrie à l'équation précédente ,, on la multipliera par la quantité arbitraire G ; faisant ensuiti^ passer tous les termes dans le premier membre , on aura
Cz — Cax — Cby — Gc = o, et faisant
— G« =r A, — G^ = B, — Gc = D,
cette équation deviendra
Ax -H B/ -H Gz -H D = o, équation générale du plan*
Problème II.
tS6^. Trouver l'équation d'un plan perpendiculaire à l'un des axes coordonnés.
Si ce plan , par exemple , est perpendiculaire à l'axe des z , tous les z seront égaux ; on aura donc pour l'équation de ce plan
z z= constante.
Par la même raison , si ce plan est perpendiculaire à l'axe des j, son équation sera
y = constante.
Enfin , si ce plan est perpendiculaire à l'axe des x , son équation sera
X = constante.
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Pour Tune de ces équations, les deux variables qu'elle ue renferme pas sont arbitraires; par exemple, si l'on avait z = a, et qu'on prît au hasard x = m^ j = « , les trois coçrdcAinées m^ n et a suffiraient pour déterminer un point du plan.
Problème III.
S66. Trouver la distance de rorigine, au point où le plan rencontre l'un des axes.
Considérons le point où le plan proposé coupe Taxe des z.
Ce point jouira de ta propriété de tous ceux qui sont sur cet
axe : or, pour tous les points de cel axe, x = o et / == o.
Substituant donc ces valeurs dans l'équation du plan , on la
réduira à
Cz -h D = o; d*où l'on lirera
pour l'ordonnée du point d'intersection, c'est-à-dire pour la distance de l'origine au point où le plan proposé coupe l'axe des z. Ce que nous dftons de cet axe peut s'appliquer aux
autres.
Problème IV.
♦ 1567. Trouver les équations de la trace d*un plan sur l'un des plans coordonnes.
Prenons d'abord le plan des a:, / pour ce plan coordonné , la trace étant formée par les points du plan proposé qui se trouvent sur le plan des j?, ^; en faisant z = o dans l'équation du plan représenté par Aa; -f- B j -h Cz H- D = o, on la rffluira ^ celle de la trace , et l'on aura par conséquent **
ko: -h Bj -h D .= o , équation de la trace sur le plan des x^ y.
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£n faisant successivement j: r= o et / = o , on aura de même
B^ -h Ca -f- D = G , équation de la trace sur le plan des y y z ; AjX 4- Cz -f- D = o , équation de la trace sur le plan des x^^
P&OBLÀME V.
i568. Trouver l'équation d'un plan perpendiculaire à l'un des plans coordonnés.
Supposons que ce plan coordonné soit le plan des Xy y^ F ig.ig^. l'équation de la trace BC ( ^. 197) sur le plan des Xyy pourra donc être représentée par y=z ax -{- b. Si Ton prend sur le plan des x, y un point Q , et que ses coordonnées j/, y satisfassent à cette équation, ce point sera sur la trace; élevons en ce point une ordonnée QM = z , cette ordonnée se confondra avec le plan , et par conséquent , quelque valeur qu'on lui donne , elle déterminera toujours un point qui appartiendra au plan : on voit donc que, dans ce cas, x eX.y . sont liés entre eux par Téquation de la trace du plan BD , et que z est arbitraire.
Cette démonstration pouvant s'appliquer aux plans des y.^ z et des «^, a:, on est en droit de condhire que \ équation d'un plan perpendiculaire à l'un des pla^ coordonnés se réduit à celle de sa trace sur ce plan.
3G9., Enfin , si l'on se proposait de trouver Péquation d'un plan perpendiculaire au plan des-r, y, et passant -par l'origine, la constante b serait nulle, et l'équation se réduirait ky= ax.
Ceci s'applique encore aux autres plans coordonnés.
Théorème.
S70. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, la projecUon de cette droite sur l'un des plans coordonnés est perpendiculaire à la trace du plan sur le plan coordonné,
Fig. 198. Pour le démontrer, soient (^^. 198) MN le plan coo?:-
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donné , BG le plan proposé , £D la perpendiculaire à ce plan , CD la projection de EP sur MN. Le plan projetant EDC, est perpendiculaire à MN; et, puisqu'il renferme ED, il est aussi perpendiculaire au plan BG. Donc le plan CDE est à la fois perpendiculaire aux plans MN et BG. Donc il Test à leur commune section AB, qui est la trace du plan donné sur le plan MN. U suit de là que la trace AB est aussi perpendiculaire sur CDE y et doit l'être à toute droite menée dans le plan CDE. Par conséquent elle le sera à la droite CD , qui est la projection de la, droite ED.
Problème VI.
Faire passer un plan par trois points donnés
Soient j/, ^', «' ; x"^ y\ z" ; x"\ y"\ 2!" tes coordonnées de ces points ; on a , pour déterminer les constantes A , B , Cy p, les équations
A^ -f- B/ -f Cs' + D = o , Ar''+ Br"-h Ca" -^ D = o, j^^ Sy-f- C3"'-f- D = o,
desquelles, en éliminant successivement deux des indéterminées A , S , C , on tirera ces résultats de même forme :
A = A'D, B = B'D, C = CD
et l'éc^uation du plan deviendra
Mx H- B'j -f- C'is -h I = o.
En effet , en divisant ces équations par D , et faisant — = A',
~ = B', -r = C, on aura trois équations pour déterminer les.
inconnues A', B', C ; on pourra donc , en éliminant deux de
ces inconnues, obtenir A'= f {xf^y^ z' ; sel' ^y'\ z" ; x"', /" , ^)y
c'est-àfdire -- = y (4/, etc. ) , et faisant f [x\ etc. ) = A', on
obtiendra A = A'D. On déterminera de même lès valeurs- de B
et de C.
Problème VII.
2S7S. Trouver la coadition nécessaire pour qu'une droite soit perpendiculaire à un plan»
Soient x = az -\- a^ . , . (468) |
) les équations de la droite.
Ax H-B^-|-CzH-P=:o l'équation du plan.
En faisant j-= o, on aura (art. 867), pour l'équation de la trace sur le plan des x^ z,
A . r- . r^ Ar B Ar-hCz-hD=o, ou z = ■-...
Cl Vi
Cette équation (art. 870 ) doit être celle d'une perpendiculaire à la projection sur le plan des x, z. L'équation (468) , qui est celle de cette projection , donne
Or, pour qu'elle soit celle d'une perpendiculaire à la droite
dont l'équation est
Aa? D
il faut (art. 259 ) que le coefficient de x de* Tune soit égal à.
' l'unité divisée par le coefficient de x de l'autre, pris avec un
A signe contraire , c'est-à-dire que — - = ûi , et qu'on ait par con-
séquent A = ^G.
On trouverait de même, en comparant l'équation (469) à l'équation de la trace sur le plan des /, s , qu'on doit avoir pour la seconde condition B = ^ G.
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Problème VIII.
I575". Un point 4?', ^, z' étant donné sur un plan , twouver lacondition nécessaire pour qu'une droite soit perpendiculaire en cepoifità ce plan.
Soient toujours a? = «« -h a ,
\ les équations de la drhite y
jrz=az-^P^
et Aj: H-By-f-C5H-D=i:o celle du plan ;
le point a/, jr', z' étant sur le plan, on aura
Ax' H- B/ -4- Cz' -4- D = o ; ^ (470)
éliminant D entre ces équations, on^ obtiendra
et comme on a démontré (art. ^72) qu'on avait
A = ûC, B = èC,
en substituant ces valeurs dans Téquation (47 1 ) > cette équation deviendra
«(x — x')C-h^(7— j-')C4-C(z~z')=:a; et en supprimant le facteur commun , il restera
a(^~-j/)H-^(jr — y)-+-(2 — z') = o. ..(472)
Problème IX.
iJ74. Trouver la condition nécessaire pour qu'une droite soit parallèle à un plan.
Soient a? = aa + a, \
\ les équations de la droite,
y=,bz-hp, ) et Ao; -h bJ^ -h Cz 4- D celle du plan.
Si par Torigine on fait passer une droite et un plan parallèles respectivement à la droite et au plan donnés , les équations de cette droite menée par Torigine seront représentées par
X •= az^ y :=^ bz y ^t celle du plan par
,:>.', Ax "î- Bx + Cz = o.
Cette droite et le plan ayant un point commun qui est l'origine, doivent coïncider à cause de la condition du parallélisme.
Les coordonnées x et / de la droite devront donc , dans tous les cas, satisfaire à l'équation du plan. £n les substituant dans cette équsttion , il viendra
* kaz -h Bôz -i- Cz := o ;
et en divisant par z, on aura pour la condition, demandée
Aa^+ Bft H- .C =r* o.
Problème X.
157 S. Trouver les conditions nécessaires pour que deux plans soient parallèles.
Soient A^ -h Bj H- Cs -t- D = o , \ les équations de k'x-^ B'/'-h C'z-h D' = o, y ces plans.
Les traces des deux plans sur l'un quelconque des plans coordonnés seront parallèles, autrement les plans proposés s'atteindraient. Les équations de ces traces sur le plan des Xy z se déduisent de celles des pl^ns (art. 367), et sont
La condition pour que ces traces soient parallèles sera donc
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Ed considérant les deux autres plans coordonnés , on trouve-* rait de même ces autres conditions':
Problème XI.
876. JÇar un point donné oc' ^ y', z\ ayant mené une perpen^ diculairc à un plan , trouver la portion de cette perpendiculaire, qui est comprise entre le point a/ y y\ z', et le plan.
Soient (art. 548 et 564 )
, ,, ,\ /f A i les équations de la droite.
Kx H- Bjr -h C2 -I- J) == o , . (475) l'équation du plan.
Si nous regardons les coordonnées x^ y^z comme les mêmes dans ces équations , ce sera admettre que ces coordonnées appartiennent au point d'intersection.
Cela posé, les équations (473) et (474) nous donnent
Multipliant la première de ces équations par A, et l'autre parB, nous aurons les valeurs des termes Ax et By de l'équation (47 5), que nous substituerons dans cette équation , et nous obtiendrons
(Aûr-f-B^)(z~-z')H-C5;-f-A^^-B/-hD:r=o; ou (Aa-f-B^-+-C)(«— z')-h'A:c'-f-B/-f-Ga'-f-D=o;
d'où nous tirerons
(Ax'-f-B/-f-C/-l-D)
Aa^~Bb-^C
Substituant dans celte expression les valeurs de a et de 6 données parles équations Jfr:= aC , B=^C, qui ont lieu (art. 572), parce que la droite est perpendiculaire au plan, n6us ob-
tiendrons
(AAr^-4>Brf-hCg^-f-D)
1 hC
ce
Cette valeur et «elles de a et de 6 étant mises dans les équations (4 7 ^ ) et (47 4 ) 9 iious aurons
Au moyen de ces valeurs , l'expression de la distance de deux points (art. 5^4 )
deviendra
{kx' -h B/ + Çg^ -H D)' _ Ax'-^Bf H- Çg' •+• D
A»-4-B'-+-C» ~ v^Â\Tb»TC*
et exprimera la distance du point d*intersection au point j/,
PROBLÂMC XU.
i577 . Trouver l ^ angle formé par deux plans .
On sait que si d'un point quelconque, pris hors de ces plans, on leur mène deux perpendiculaires, l'angle de ces perpendiculaires sera le même que celui des plans (*)>
, (*) Pour le démontrer, soient les plans aBet CD(^. 199) sur lesquels dh abaisse d^un peint M les deux perpeadiculftiref MP, MQ. Si
ik
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Cela posé, soient
X zrz az -^ ay x = a'z -4- a',
les équations de deux droites. Pour que la première soit per-* pendiculaire au plan qui a pour équation
Ax H» Bj H- Ca + D = o,
il faut (art. 572) qu'on ait
A = aC, B = ^C.
Pour que la seconde soit perpendiculaire au plan qui a pour
équation
A'ar 4- B'y 4- C'z = D' = o ,
il faut qu'on ait
A' = fl'C, B' = b'C,
Si, au moyen de ces équations on élimine a^ a*, b et 6^, dans Pexpression (464 ) du cosinus de l'angle formé par ces droites (art. K^T ) , que nous appellerons 7, on treavera
AA' 4- BB' -f- ce
cos 9 = ■ ' , ■ ■ j expression
^A} -H B^ 4- C» VA" 4- B'» 4- Cf^ du cosinus de l'angle formé par deux plans qui ont pour
par ces perpendiculaires on mène un flan MPOQ , ce plan sera donc perpendiculaire à chacun des plans AB , CD ; par conséquent , la commune section AD de ces plans sera perpendiculaire au plan MPOQ. Réciproquement leâ traces QO, OP seront perpendiculaires à Ob, et Pangle QOP mesurera rinclinaison des plaj^s : or 1^ angles LMP et POQ sont égaux , car la somme des quatre angles du quadrilatère T^|ant quatre angles droits, comme les angles en P et en Q sont droits , en Tes retranchant de celte somme, il restera
POQ V PMQ = a angl^'Ofoits.
Donc POQ = LMP; c'est-à-dire queJ'^glc qui «mesure l'inclinaison des plans est égal à celui qui est formé par les perpendiculaires.
équations *
A:c-hBrH-C3;4-D=o, AV-f-B'jr -h C'a H- D' = o.
1578. Si les plans sont perpendiculaires , l'angle (p devenant droit', le cosinus 9 s'évanouit, et Ton a
AA' + BB' -h ce = 0.
Enfin , si le plan dont l'équation est
représente le plan des Xy j, cette équation, se réduit à z := o ; car réquation d'un plan perpendiculaire à l'axe des z éfsuit z = constante , devient z = o , lorsque lé plan coïncide avec le plan des x^y. En comparant l'équation 3=0 avec l'équation
k'x V B> -h C'z -h D' = o , on voit que
A'=0, B'==0, C'=I, D'rrrO.
Substituant ces trois pi*emières valeurs dans l'expression de cos f , et appelant 7 ce que devient ^ dans cette nouvelle hypothèse, on trouve
" COS 7 = , , expression du cosinus
de l 'angle que le plan, dont l'équation est Ax -|- Bj+ Cz H- D , forme avec Je plan des x ^y,
Si'l'on appelle 6 et a les angles que le plan forme avec les plans des a: , z et d,es / , 5 , on trouverait de même
COS 6 = * , cos a =
V^A* + B* -f- C^ Va' -h B^ -f- C^
579. Soient a', p', 7' les angles qu'un second plan forme avec les plans cocîrdonn^sf Si dans . l'expression de cos ^ de
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l'art. 077 , on fait la même transformatioii qu6 dans Tait, tttf 9 , on trouyera
CCS f == CCS à ces a' -f- côs p ces ^' + CCS ^ ces 7', expression du cosinus de l'angle de deux plans en fonction des cosinus deces plans avec les plans coordonnés.
PRëBLÈMB XIII:
580. Trouver l'angle /orme par une droite et un plan* Soient j: = as + a ,
Ax -f- B^ H- Ci H- D == o , fe* équations de lu droite et celle du plan.
Représentons cette droite par PQ [Jlg, 7.60) \ sa projection Fig.aoo. sur le plan MN sera PR, et Fangle QPR mesurera l'inclinaison de la droite sur le plan ; et puisque QR est perpendiculaire sur le plan MN, cette droite QR sera inclinée sur celui des x^ y^ ei aura des équations de même forme que celles dePQ, mais qui en différeront par les constantes 9 que nous ^centuerons pour les distinguer des autres, de sorte que nous aurons
. ^ û/ I » équations de la droite QR.
Cette droite étant perfyendiculaire au plan , on aura (art. tf7S)
Arrru'C, B = ^'C.
Mettant les valeurs de a' et de 6' données par ces équations dans ^expression (464) du cosinus de Taùgle PQR, que ces droites forment entre elles (art. ^Éi) , on trouvera
Aa -h B^ H- C
Vi 4- «»-h^' v^A'-+-B'-î-C'
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pour Texpression du cosinus de Tan^ PQR ou du sinus de Tangle QPR formé par la droite avec le plan.
Si la droite PQ devient parallèle au plan , le sinus de j'angle QPR est nul , et l'expression précédente se réduit a A^ï-hBè-HC = o.
, Problème XIV.
Trouver Véquation de l'intersection de deux plant
Soient
Ax-HB/-hCz4-D = o, A'x -4- B^ 4- C'a + D' = o tes
équations de ces plans.
Les coordonnées seront les mêmes pour tous les points de la commune section ; on peut donc éliminer successivement l'une des variables, par exemple y y et ensuite x^ et Ton aura des équations que nous pourrons représenter par
Ces équations appartiendront à une ligne droite qui sera la commune section des plans.
Problème XV.
588. Trouiftr la plus courte distance de deUx droites situées dans Tenace,
Prenons Tune do ces droites pour Taxe des 5; par un point M de cet Fig. 301.' axe AZ (Jig, aoi) , menons la droi^ arbitraire MN sur Fautre droite BC. Si MN ne coupait pas BC à angle droit, on pourrait abaisser du point M une perpendiculaire MF qui serait toujours plus courte que MN, ce qui est contre Thypothèse. La ligne la plus courte doit donc être perpendiculaire à BC ; on prouTerait de Aièkne qu'elle doit être perpendiculaire à AZ.
Fig.202. ^^'^ posé, soit MN (fg, aoa) cette plus courte distance; et au paint N , menons une parallèle NN' à AZ ; MN étant , par hypothèse, perpendiculaire aux droites CB et AZ, doit Tètre aussi à la paraHôle NN' à cette dernière, ainsi qu'eau plan CNN' formé par les droites CB,NN'. Ce plan CNN', qui contient une parallèle à AZ, estper-
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pendiculaire au plan des x^jr^ et sa trace est la projection de la droite GB, puisque cette trace est le lien de toutes les perpendiculaires abaissées des diiTérents points de GB. Or, si Ton mène par Porigine A une perpendiculaire AG à la trace DE, cette droite A6, qui se trouve dans le plan des r,^, sera donc aussi perpendiculaire au plan D£BG; ainsi nous ayons deux peipendiculaires AG, MN qui sont abaissées sur le plan DEBG de deux différents points d*ane parallèle AM à ce plan ; donc 068 perpendiculaires sont égales.
Soit r = Ax-f-fi Féquation de la projection DE» Pangle AFH est celui dont la tangente est A; or, dans les triangles rectangles HAG, HAF, on voit que Fangle AHG est complément de F et de HAG j donc AHG = F; par conséquent AG = AHcosHAG; on aura donc AG= AH bos F. Pour déterminer cos F, nous avons
tangF=A; donc séc F = v^i-+-A' et cosF =-===.•
An moyen de cette dernière valeur, Texpression de AG deviendra
CHAPITRE VII
De la sphère.
nos. Soient a , b y c les coordonnées da centre O de la sphère ( Jîg. 2o3 ) , et a? , j, z celles d'un point M de 1^ F»0- 2o3. surface , la distance OM sera déterminée (art. W4 ) par l'équation (46o)
^x -.ay-i^ix — hy -h («•—<)' = OM»;
et comme , d*après la nature de la sphère , la distance OM est constante , si nous désignons cette distance par r, nous aurons donc f pour Féquation de la sphère ,
(x — «)^-h{r — ^)'4-(z— c)»=r». . .,(476) 584. Si l'origine des coordonnées est au centre de la sphère ^
on aura
et l'équation (476) se réduira à
Après avoir chmsi Tun des plans coordonnés pour celui des x,x, si Ton prend la variable z égale à une constante c , la sphère sera coupée par un plan parallèle à celui des a: , y. Cette équation deviendra
X* 4- JT^ -f- v'^ = r^'y
mise sous cette forme
elle exprimera celle d'une courbe tracée sur le plaii sécant; et Ton voit que cette courbe sera un cercle dont le rayon r' aura
pour expression sjr'^ — c^. Ce rayon sera toujours moindre que r, puisque son carré r'^ est exprimé par r* — c% et Ton voit que ce rayon ne pourra surpasser r; car, dans cette hypothèse v/r' — c^ deviendrait une quantité imaginaire.
K85. Si nous prenons le centre de la sphère pour origine des coordonnées , et que nous menions un rayon au point j/, x'y z'y comme ce rayon passe aussi par le centre , dont les
coordonnées sont nulles , en faisant x" = o , j^" =± o, «"■=: o dans les formules (4M)> ^^ trouvera , pour les* équations du rayon de la sphère dont le centre est à l'origine des coordonnées ,
nous avons vu que les équations d'une droite dans l'espace sont 9 en général,
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mais, dans le cas présent, cette droite n'étant autre chose qu'un rayon qui passe par le centre, ses équations se réduisent à
et, comparées aux équations (47 8) » nows donnent
et comme cette droite assujettie à passer par un point ^', ^', z' est perpendiculaire à un plan , on a la relation (art. ^75 )
ii(jr — x') H-^(7-— j') + a--3' = o. . . (48o)
Les valeurs de a et de ^ données par l'équation (479) ' ^^"^ mises dans l'équation (48o) , on obtient
^ (jr -^ x') 4- -^ ( r — y ) + z — z'= o ; z z
chassant le dénominateur, il reste
développant et remplaçant la somme des carrés des variables par /-*, on trouve
£x -h y' X -^ z'zz= r"^.
D'une autre part , (j'après la nature de la sphère , nous avons entre les mêmes coordonnées cette équation
d'où il suit que, pour déterminer les trois cx)ordonnées j/,^,»' du point de contact , nous n*avons que deux équations ; par conséquent , le problème de déterminer ce point de^ntact restant indéterminé , on peut faire passer une infinité dé plana par ce point.
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CHAPITRE VIII
De VelUpsoïde.
886. La sphère n*est qu'un cas particulier d'une autrç surface connue sous le nom d'ellipsoïde, et dont la solution du problème suivant va nous faire obtenir l'équation : Étant FiQ.^o^. iionnés trois axes rectangulaires AX, AY, AZ (fig» 2o4)» déterminer la surface, courbe qui étant rapportée à ces axes donne, pour les sections faites par les plans coordonnés, des sections elliptiques dont les axes principaux soient les axes^. coordonnés, et qui donne, pour toutes les sections perpendiculaires à l'un de ces axes coordonnés, des sections elliptiques dont les axes principaux soient parallèles aux deux autres axes coordonnés.
Pour obtenir la solution de ce problème , menons par uii point M de la surface courbe une perpendiculaire MP sur le plan des x, /, et PI parallèle à Taxe AX; les coordonnées da point M seront
AI = jr, IP = ^, 'PM = ^.
Gela posé , menons par le point M un plan GMK parallèle au plan des â;, j*. Ce point M sera sur la courbe GMK , qui par hypothèse est une ellipse, et tous les points de cette ellipse auront pour ordonnée , dans le sens de Vsûl^Az , une ordonaéç 1 constante z == AO.
Les équations des sections DGO, DRO appartenant, par h jpothèsç y à des ellipses , la première subsistera entre x e^z, et la seconde entre ^ et s, et en les représentsmt de la sorte
fl[»Z»
srr
av.
elles donneront
;r»=r-(c' -?'}.. r-jA'^-^')-
DE L*ELLI»8mDB. 3qi
Ces yaleurs de x" et de jr^ deviennent {fig. 204) OG* et OK» Fi(r,2o4. lorsque nous prenons s == MP ou OA. Nous aurons donc , dans cette hypothèse de z ,
OG» = ^;{pi~z'), 0K~~(.^-;,'). . . (48,)
Hais la courbe RMG, qui résulte de la section faite au point M par un plan parallèle à celui des x , j-, est , par hypothèse , une ellipse qui a OG et OK pour denû-axes. Par conséquent on fiura, d'après la nature de Fellipse (art. S68) ,
OK^a:« -I- OQ\y^ = OG» X OK»;
et , en divisant par OG» X OK», il restera
OG» OR
Substituant les valeurs de OG» et de OK» fournies par les équations ( 48 1 ) , on obtiendra
multipliant les deux'termes du premier nwmbre par c», on aura
et , en multipliant ensuite tons les termes de Péquation par a»6»,
on trouvera
faisant évanouir le dénominateur, on obtiendra
b^c^x" H- «»c'^^= ab^c^ — a^b^z" ; et, en faisant passer le terme en 2» dans le premier membre, il
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restera
Telle sera l'éqiiation de là surface courbe appelée ellipsoïde.
S87. Si pour simplifier nous remplaçons les produits constants par les lettres L , M , N , P, Téquation de rellipsoïde prendra cette forme y
U:' -4- Mjr» + Nz' = P. . , . . . , (483)
et renfermera les mêmes propriétés que réqqafion (4S2), pourvu qu*on regarde L , M, N et P comme des quantités essentiellement positives ; condition qui résulte de la nature des coefficients de x*y de jr' et dp z% qui sont des carrés. Faisons donc abstraction de Téquation (482) , et , analysant Fellipsoïde diaprés l'équation (483), c]iercboi^ d'abord les traces de Fellipsoïde sur chacun des plans coordonnés. Pour cela , il suffit d^ faire ^ccessivement, daqs i*-équatio^ (483) ,
Z = 0, ^';=:0, x = o, ce qui donne
I*r' 4- M^* == P. . . (484)» équat. de la trace sur le plan des ^r, j . Mj^+ Nz' = P... (485), équat. de la trace sur le plan des y^ z, Lj:* h- Nz' = p.. . (466)9 équat. de la trace sur le plan des x, z,
^88. On appellfi ces traces les sections principales de la surface,
589. I%s équations (484)» (485) et (486) montrent que ce$ traces sont des ellipses.
Coupons ensuite la surface par un plan parallèle au plan des j:, /, l'équation de ce plan, eiî désignant par 7 ime constante , sera (art. 365 )
^i etitrç cette éqviation et celle de la surface on élimine z , on
AE L'EtUPSOJtPB. 3g3
auTa , pour Téquation de Fintersecnon de& deux surfaces ,
ou plutôt Ljr^ -h Mj-' = P — N7' ', , (I87)
On voit que cette équation sera celle d'une ellipse tant qu'on donnera à 7 une valeur assez petite pour que P — N7' reste positif.
590. On peut même déterminer les axes de cette ellipse formée par la section d'un plan parallèle à celui des .r , j ; car, en divisant les deux termes de Téqu^^tiop (487) par P — ]N7% on \a^ mettra 9011s. ççtte formée
et y en observant que L , M , N et P sont des quantités essentiellement positives, et que les dénominateurs du premier membre doivent être de deux dimensions, on aura, pour déterminer les demi-axes représentés par a et par b ,
P— N7.» ,, P — Ny*- L ' M ,
et l'on voit qu'à mesure qu'on écartera le plan sécant de celui des Xy y^ les parties négatives des valeurs de à^ et de b"^ s'accroissant, les demi-axes a el b diminuent Jusqu'à ce que ^7^ atteigne P, cas où l'ellipse étant réduite à un point , le plan sécant devient un plan tangent ; mais si le plan sécant continue à s'écarter de celui des x , j^, il n'y a plus d'intersection, puisqc^ç l'équation (487) se réduit à
Lj?' + My* =: quantité négative ;
équation absurde , parce que (art. «*>87 ) , L et M sont essen-^ tiellement positifs.
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IS9I. En faisant ensuite successivement. « =: a , ^ =r 6 dans Véquation (483)9 on trouvera de même les équations des inter^tionspar des plans parallèles au plan des j*» z et des Xj z ; et 1 on* prouvera 9 comme dans Tarticle précédent, que ce$ sections sont des ellipses.
^2. Pour déterminer les axes principaux de l'ellipse, qui est la trace dç rellipsoîde sur le plan x^y, on fera successivement ^ = o et x := o 9 dans l'équation
qui, ainsi qu'on l'a vu art. 1(87, est celle de la trace sur le plan des Xy y\ et, en représentant par AB et par AG Fig.204. (A^* 204 ) ce que deviennent dans ces hypothèses x et j*, on trouvera
^=vl' ^^=\/|-
Au moyen de ces valeurs des demi-^axes principaux , il sera facUe de décrire l'ellipse qui est la trace de la surface sur le plan des x ^ y.
On construira de même les ellipses qui sont les traces de la surface sur les plans des or, 2; et des 7, z ; puisque les équations (485) et (486) donnent
AB=y/?, AD=y/|, et ag=y/s' ^=V^'
pour les demi'Qxes principaux de ces ellipses.
Si Ton ne considère que la portion de la surface comprise dans l'angle solide où les coordonnées sont positives, les traces sur les plans des x , y^ des ^ , « , des y^ z seront repré- Fi{;.ao5. sentées [fig. 2o5) par les arcs elliptiques BEC, BFD , CGD.
Toutes les sections de la surface par les plans paraUèles aux plans coordonnés peuvent maintenant se déterminer fecilement.
DE l'ellipsojîde. 3çfi
Par exemple , si l'on donne l'abscisse AP, et qu^on demande la section faite par un plan parallèle au plan des ^, z, et qui coupe l'axe des j? en P , on mènera par le point P des parallèles PC et PD' aux axes AY et AZ, et alors PC et PD' seront les demi-axes de Fellipse qui forme cette section : le quart de cette ellipse est représenté par CG'D'.
Les traces de l'ellipsoïde sur l'un des plans coordonnés^ contenant tous les points de la surface qui sont dans ce plan , il en résulte que si l'un des deux axes situés dans ce plan doit rencontrer la surface, cette rencontre aura lieu aux points qui sont communs à la trace et à Taxe. Les droites 2AB, 2 AC, 2 AD sont donc les parties des axes principaux, interceptées par la surface : c'est pourquoi on les appelle les axes principaux de Vettipsoïde.
^95. Pour remonter aux valeurs des axes principaux de Tel • lipsoïde au moyen de l'équation (433) , il suffit de faire successivement deux des coor^pnnées nulles dans cette équation, et en nommant a^by cce que deviennent dans ces hypothèses x , jTyZy on trouvera
en élevant ces équations au carré , elles donnent
(**) Obserrons que ces équations résultent immédiatement de Thypo- Ihèse de Fart. 587, par laquelle Téquation (483) remplace l'équation (483) ; car nous avons alors
et , en divisant successivement la dernière équation par les autres , nous, obtenons
L' M' "^ JN
équations qui sont les mêmes que les équations (^98).
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Substituant ces valeur» dans Téquation (483) de TellipsoîcU: , réduisant au mémo dénomihateur et supprimant le factear commun P, on retombera sur
b^c^x' -h «V^» -+• fl'^'z* = a'b^ç\ .... (489) équation de Veltipsoïde rapportée à ses axes principaux,
^94. Pour avoir la section de l'équation d'un plan qui passe par Taxe des z, ce plan étant perpendiculaire au plan des x^jr^ son équation se réduit (art. IS68 ) à celle de sa trace AC F!g.2o6. ifig' 206) sur le plan des i?^ j. Si Ton nomme donc 7 l'angle XAG, l'équation de cette trace sera (art. 907 et 208)
y := X tang ^ ;
en éliminant y entre cette équation et Péquation (4^2) ^^ Tellipsoîde, on aura pour celle de la section
^Vx' -:|- flV tang*ç.;r' H- a^bH^ = a^b^c^»)
Fiff. 307, On voit {fig. 207 ) que chaque point M de la section est déterminé au moyen des coordonnées AP = or et QM =; z ; mais comme en employant ce système de coordonnées on a le désavantage de n'avpir pas l'abscisse x dans le plan de la section, nous changerons l'axe AX en un autre axe AG, en prenant une nouvelle abscisse AQ =: r, et nous aurons entre ces coordonnées la relation
AP = AQ cos ep , ou X = r cos ç ;
et, observant que tang (p cos (p = sin (p , il viendra
(^V cos » (p 4- ûV sin ' ^ ) r' -H «'^ V = a^b^cK
696, Si a = b^ cette équation se réduit à
Cette équation étant indépendante de l'angle f , on doit
DE l'ellipsoïde. 3^*]
CbUcluVe que lorsque a = b^ la section est toujours la même ,
et que , par conséquent, la surface peut s'engendrer en faîsalat
tourner autour de Taxe des z une ellipse qui aurait pour
équation
c*r» + fl'2« = flV (491)
596. En général, toute surface courbe engendrée par la révolnlion d'un arc de courbe autour d'un axe fixe, est ce qu'on appelle une surface de révolution.
En faisant donc a^= h dans Féquation (489)9 on aura pour réquation de rellipsoïde de révolution
c'(a:' -+- ^'=^)-Hfl'z-=3^r* (49^)
597. Un des caractères des surfaces de révolution est qu'on obtient des cercles pour toutes les sections faites par des plans perpendiculaires à l'axe z de révolution ; ainsi , dans le cas présent, si Ton éliminez entre l'équation (49^) 6t l'équation z = ^, qui est celle d'un plan parallèle au plan des x, ^, on trouve effectivement que la section parallèle au plan des x , y est un cercle qui a pour équation
^___fi'{c'--y')
598. L'ellipsoïde porte le nom ^ellipsoïde allongé^ loi^sque la révolution se fait autour du grand axe, et à^ ellipsoïde aplati, lorsque la révolution se fait autour du petit axe.,
599. Enfin , si les trois axes sont égatix , l'équation (489) de l'ellipsoïde se réduit à
Il est facile de reconnaître , dans cette équation , celle de la sphère (art. 584). Dans ce cas les demi-a\^ a , b ^ c étant égaux , l'équation (490) de la section qui passe par l'axe des z (art. 595 ) devient <
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et cQmhue elle est celle d'an cercle dont le r^yon est a , il en résulte qne la surface peut être décrite par une demi-circonférence qui tournerait autour de son diamètre ; ce qui montre y d'une seconde manière , que la surface est une sphère.
600. On peut trouver à priori la surface de rellipsoîde de révolution autour de Tun des axes de la manière suivante : tig.ao3. Soient i, j*, z (Jig. 208) les coordonnées AP, PQ, QM d'un point M pris arbitrairement sur Tellipsoîde de révolution.
Par ce point M et par l'axe des z, qu'on suppose être l'axe de révolution , menons un plan qui coupera Tellipsoîde suivant DME. La courbe DME , située dans le plan sécant y étant rapportée aux axes 2 A£ , 2 AD, si nous représentons les coordonnées AQ et QM par r et par z, comme cette courbe DME est une ellipse, il y aura (art. 86^) entre les 'coordonnées r et z la relation suivante :
AD^^^-hAE^z'=r AD^AE';
et , en mettant pour r^ sa valeur j:'-H ^% donnée par la propriété du triangle rectangle APQ situé dans le plan des x, j, on aura
AD»(^^- j') + AE^s' = AD'.AE^:
or, l'ellipsoïde étant de révolution , on a
AE = ABi
Substituant cette valeur datis l'équation précédente , et nommant'AB, a y AD , Cy nous aurons pour l'équation de l'elljpsoïde de révolution
601; Lorsque l'un des coefficients L, M, N de l'équation (483) est nul , et qu'on a , par exemple , N = o , cette équation se réduit à celle d'une ellipse représentée par
La-' + Mj» = P. ........ (493)
DE L*ÈLiipsoÏDE. Sggf
Tout point de la^ surface sera éone assujetti à avoir son or-^ donnée s sur Tun des points d^une ellipse située sur le plan desxy jTj etdont^zret jr seront les coordonnées. Pourvu que cette condition soit remplie, z sera arbitraire ; par conséquent , en élevant de tous les points de cette ellipse des ordonnées z y qui passeront par tous les degrés de grandeurs, ces ordonnées appartiendront toujours à la surface ; cette surface sera donc un cylindre.
60tt. S L = M , la base de ce cylindre est un cercle, puis* qu'alors l'équation (49^) devient
Enfin , si Ton a
L = o et N = o , Féquation (493) se réduit à Mjr^ = P , et donne'
Or, nous avons vu (art. 15615 ) que l'équatien jr = const. est celle d'un plan perpendiculaire à Taxe des ^, qui, par conséquent , est parallèle au plan des j-, z; donc l'équation
appartient à deux plans perpendiiculaires à l'axe des jr, dont Tun couperait cet axe , et l'autre son prolongement à de»
distances de l'origine représentées
ées par ^ |.
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CHAPITRE IX
De Vhypefboloïde à une iiappe.
604. Étant donnés, comibe dans l'ellipsoïde , trois axes rectangulaires AX , AY, AZ , Thyperboloïde à une nappe est ube courbe qui jouit des propriétés suivantes :
i** Un seul des trois axes coordonnés ne rencontfe pas la' surface; tP toutes les sectionss perpendiculaires à cet axe sont des ellipses ; 3^ ces ellipses ont leurs centres situés sur cet axe, et leurs axes principaux parallèles aux deux autres axet coordonnés ; 4** les deux sections principales menées par l'axe qui ne rencontre pas la surface y sont des hyperboles dont l'axe principal imaginaire est celui qui leur est commun y et dont le centre est à l^origine.
tig.209. ' Prenons (J!g, 209) Taxe des « pour celui qui ne rencontre pas la surface ; on voit , d'après la quatrième condition , que les hyperboles EB^% DCD\ données par les sections des plans des :r , z et des f^z^ ont deft équations des formes suivantes
c^x' — lï'x^ = a^c\ c»7= — b^z' = b'c\ . . . (494)
Fig.ao^. £a considérant lih point M de ^ surface (J^g* 209), dont la coordonnée z soit représentée par QM?^ AO, et en menant par le point 0 un plan parallèle au plan des x, j, l'intersection de la surface , par ce plan sera Peilipse MENF ; les carrés des demiaxes principaux de cette ellipse seront (comme dans l'art. ^BC) lès valeurs que prendront x^ et x^ ^^^^^ les^ équations (494) pour une mémo ordonnée AO ^^z; on aura donc
ÔG^ = ~ (c' + z') , OE» = -^ {c' H- z*) .
Les ordonnées a: et / devant appartenir à une ellipse qui aurait OG et OE pour ses demi-diamètres (art. 1S86 ) ^ il existera
DE L^HTPERBOLOIDE A ONE NAPPE
(art. 262) entre ces quantités la relation et y en divisant par le second metnbre ,
mettant dans cette équation les valeurs de 0£' et de 0G% et chassant les dénominateurs , on trouvera
ÔV -f- a^c^jr^ — a^ôV = a^b^c^y équation de Vhyperboloïde à une nappe, •
•Reproduisant ici 4a remarquq^de Tarticle 387, par laquelle il est constaté que les constantes qui entrent dans cette équation étant des produits des carres sont nécessairement positives y nous devons i:egarder comme telles les quantités L , M , N, Py qui les remplaceront, dans cette éauation plus simple,
,. *" La?^-4-M^»-r-N2'=P. . /. . . . (495)
Surcoupant cette surface par les plans parallèles aux trois plans coordonnés, et en nommant a , 6, 7 les valeurs des variables x, y^Zy lorsqu'elles deviennent constantes, on aura
M/' — Nz* = P — La'... (496)? ^^^'» porallèle a^plan Ses / , z , La?* — N^* = P — M6 ^ . . (497)5 ^^^^- parallèle au plan des-x^ z , JjX^ -4- M/'rr P -h N7'. . . (498), sect, parallèle auptttn des x , y.
Les équations (496) et ($97) appartiennent à des hyperboles qui, lorsqu^on fait , dans la première , a = o , et ensuite 6 = 0, dans 4a seconde, deviennent les sections principales formées par les plans des /, z et des jr , z.
6(MS. Les équatioQS de ces sections sont dpnc
Mr*~Nz' = P, -(499)
Lj7' -— Nz' =r P ; (5oo)
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l'équî^tion (5oo) noiii donne .
lorsqu'on y fait j: = o, on troure » imaginaire ; mais lorsqu'on y fait z :at o , on trouve
/p X = iV/ 7 pour V abscisse de la plus
petite abscisse.
Toute valeur d^x plus grande, prise positivemétit ou négativement, correspondra k une ordonnée réelfe; donc la section faite par le plan des j% z a la forndë qtie nous lui dop- Fig.aog. nons [fig. 209).
On trouverait de même que dans la section faite par le plan des y^Zy l'axe des z ne rencontre pa» la courbe.
606. L'équation (498) de la section parallèle au plan des x,/ est celle d'un» ellipse dont les detni-a^es principaux se t»ou« vent , en faisant successivement x=io et y ^=^0 dans cette équation, et Ton obtient
P -f- N7* P + Ny»
La pl6s petke valefir qu'on puisse donner à ces demi-axes est lorsqu'on fait 7^=0; dans ce cas, le plan sécant se confond avec le plan des x^y\ mais en reculant le plan parallèlement à lui-même , soit au-des3vs , soit au-de^ous du plan des x , /, h valeur de 7 '^augmentera continuellement ; par conséquent l'ellipse q«i forme la section sera d'autant pkis grande que le plan sécaut s'écartera davantage du plan des x^y,
607. Pour avoir les points où les axes coordonné» peuvent être coupés par la courbe, on fera successivement, dans l'équation (495),
z=o et jr=T)5 5 = 0 et x=:o; x=.o et y = o\
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et Ton troftvep^ *
Taxe des Zy à cause de la racihe imaginaire, qiit entre dans cette dernière équation , est donc le seul qui ne aoit pas coupé par la courbe, ce qui s'accorde av^ ce que nous avons dit (art. 602). Si l'on fait ' *
v/|='" v^=*' Vl-^' .' ■
et qu'au moyen de ces ex|)ressions on élimim^ L ,' M / ?î de l'équation (495) de la surface, en opérant oooime dans IVt. K95 , on retombera sur Téquation
ô'cV -h aV j* -— ii^è*3' = a'6 V. . . (5oi), équation de l'kfperbokMe i une nappe. •
60B. Cour obtenir la sedtion' de cette surface par un pl^n qui passe par l'axé des z^ Têquation de ce plan étant ji=-x tangf , il faudra éliminer y entre- cette équation et la précédente , et Fou obtiendra
(^V ^ ti^c^ tan^' ç)ar' — «^^V = à'h'c*^
mettatit pour x la valeur rcos^ (art. IS94)^ cette équation deviendra
( * V cos * 7 -+- flV sin ' î>) /•• — à^hH^ = d^h^c^j
équation d*nne hyperbole qui, lOrsquot a=^hy se réduit \
<îV' — âl»a' r= «V *(502)
Dans ce cas, toutes les sections qui passent par l'axe , étant indépendantes de l'angle (j>, sont égales, et l'hyperboloïde est alors une surface de révolution.
4o4 THEO&IE B^ Sn&FACES DU SECOND ORDRE.
60Ô . L'hyjferbole, dont une partie est représentéépar MÂMf Fig.aio. i^g' 210 ) , étant le lieu de Féquatîon cV* — a^z^^z a^c% a son axe des z dkigé suivant GZ. Si I'ob fait tourn^ MAM' autour de cet axe , la courbe MAM' décrira un hyperboloïde de révolution ; tout^ les droites , telj^s que mn j /w'/z', ml'n" ^ etc. , dêcnrbnt des cercles qui seront autant de sections de la sur- Tacfe de révolution.
D*après ce qui précède ^ si l'on fait az=zb dans l'équation (5oi), on trouvera , pour celle de l'hyperboloïde de révolution à une nappe*,
610. Cette équation peut encore se trouver, à priori, ^ o'pérant comme dans l'art. 600. • • ♦ *^
En général , toute surface de révolution ;5'ob tiendra par |e inême^procédé ; car, dans ces sortes de surfaces, si Ton nomme r Fig.ao7. ^' ^ ^^ coordonnées AQ et QM {Jig» 207 ]^de«la génératrice, en résolvant l'équation de cette génératrice DG , on* pourra obtenir pour z une certaine fonctioil de r, que nousreprésen • terons par/r, de' sorte» que nous aurons
z =fr.
Substituani, dans cette équation la valeur sjx^ -f- j*' de r, on
aura
, « = ^ (a:' -h j'). . . (5o3), pour Véqtuition
générale des surfaces de réi*olutlon,
.Ge qui précède nous indique que , lorsque l'équation de la génératrice est donnée, il faut changer r^ fen x^-\- ^^ pour obtenir l'équation de fa surface *^ par exemple , dans le cas de l'hyperboloïde de révolution S une nappe, la génératrice étant une hyperbole dans laquelle Taxe z de révolution ne rencontre pas la courbe, on aura, pour l'équation de cette génératrice ,
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oupliUôf z =^±-\/r^T- «'; * t.
on mettra, à la place de r% la valeur x^ -h jkS et Ton ob- ^ . tiendra l'équation de Thyperboloïdelide révolution à une ' *
nappe. * * • • ♦ .
611. Lorsque Fcui des coef%ients qyi affectent las variables se' tTQuve nul «dans ^'équation (4^)y et* gu^opT a , par exemple, N = o, cette équation se réduit à ••«.»**
Il est facile de prouver, comme dans l'art. 601, que la surface devient alors celle d'un cyîinlïre (*) qui aurait pour base *" l'ellipse dont réqusftion est
La» -i-^iy = P,
*Si, ai^^;ontraire^ c'eil L ou lit qui est nul dans Féquatioif (495), cette surfiicC'Cyiindriqije a pour base une hyperbole.
612. Quand le goefficîent iûllr«est P, l'équation (^qS) se réduit à' • • *
• iM' + Ux' — Nz^ ~ o. . . -., . , '. (5o4)
Je vais démontrer que la surface qui est donn^ par cette équation jouit de cette propriété,* que toute droite, menée par l'di'igine à l'un Ûe ses points, se confond daiîs toute son étendue avec cette surface qui , par conséquent , est du genre des surfaces coiyques (**). •
Pour cet effet , les équations d'une droite qui passe par l'o-r rigine étant xr:^ az, yzzz bz, supposons que l'inclinaison de
(*) Une surface cyKodrique est une surface courbe engendrée par le mouvement d^une droite qui raste constamment parallèle à une droite donnée.
(**) Une surface conique est une surface engendrée par le mouvement d^upe àroite qui passe toujours par un même point.
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cette dr«9ite''soit déterminée ps^x la coq^fion qu'elle akun point > a/ y x^y ^'f cofomuji avec % surftce, ces coordonnées tatisfef ront donc à la fois à T^écliiatioii dé la ligne droite et à celle de
la surface.^ de sorte q^on aura
^ §= a»'f x' = *2j', I>'» -h M r'^-r Nz'^ == o.
Snb^flioqs, dan» la troisi^ft^e ëiIua|ion, les valeqprs de or'' et de* jr' ^^^wées ^r tes premières^, A^ës avoir divisé par z'*^ on t^ti€B<lra •
i^-hMb' ^^ =5), . d'oA Ton tirera
ÉÉ
mettant cette valeur'de^i^ daas Tune des équ^om de la droite^* on aura, pour les équations de c^tte droite ,
Ces valeurs ïex et de,^ appâyrteriài^jL un pofnt q^elcobque de la 4^îte, si oa,l^sçl)stîtue dans l'équation (5o4) et qu'elles y satisfassent, on pottrrasafftrmer que tout points, J'y z, de cette droite , ^t situé sur la ^urfadè dont (5o4) est l'équatioif : ojr c'ost ce qui a lieu ; car en faisaut la substitution indiquée, on tombé surun^ équation identique.
615. Si Ton coupe c^te surface conîquç par ui^ plan parailèleau plan des^, j, Téquation de ^ plan parallèle étant 2=7, il faudra éliminer z entre cette équation et celle de la surface conique, pour obtenir l'équation de 1% section 'qui sera, par conséquent,
I*r» + Mj-^ =5 N7 '.
On peut reconnaître, dans Cette équation , celle d'une ellipse qui est indépêmdante du signe de 7 ; par conséquent , les section»
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faites à des distances égales au-dessus et au-dessous du plan de^XjjTy sont des ellipses équivalentes , et comme ces ellipses vont toujé>urs en croissant depuit zéro jusqu'à l'infini , à mesure qu'on écarte le plan sécant du plan des ^ , 7, on voit qj^e cette ' sur%ce conique se compose de éeux cônes elliptiques opposés par le sommet.
6i4. Cette sw£iQ^ conique est asymptotique à la surface csurbe, c'est-à-dire ne pourrait l'atteindre qu'en supposs^t 7 infini.
Pour démontrer cette propriété ^ faisons 2 = 7 dans les équations (49^) ^^ (^^4)' ^^^^ aurons, pour les équations des sections elliptique» faites par le même plan»
Ljf» "h My = P -h Ny % haf-h Mj' = N7'. . , . (5o6)
Or, si. un point était commun à ces deux ellipses {*)y il faudrait que les coordonnées j? et j^ de ce point satisfissent à ces d'eux équations^ et que, dans ce cas, leurs premiers membres -fussent égaux , ce qui nécessiterait Tégalité des seconds , d'où l'on tirerait l'équation
., P-l-N7^ = 1*7% "ou ^ + 1=1, ••
équation qui jiê cesse d'être absurde que lorsque 7 est infini. •
011$. Enfin, si dans l'équation (5b4) on avait M = 1^, la surface jcoQique asymptotique serait un double cône à base circulaire. , *
(*) Si en égalant succe^sivemfinto: et j' à zéro, on détermine les axea pr iacipRuz <ie ces «llip^es, et ensuite leurs surfaces au moyen de la formule ^nah (art. $88) , on trouvera que la dilTércnce de ces surfaces e«t égale à
et que par conséquent elle est indépendante de y : or, les surfaces de. ces ellipses s''augmentant à mesure (^e le plan sécant sVloigne du plan des;r, y, pour que Texeès de la plus grande sur la plus petite reste le même , il faut que la courbe intérieure s^approche de Tautre.
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CHAPITRE X
De rhyperholoïde à deux nappes.
616. Ayant établi, comme ci-dessus , tr^s axes rectasgu laires AX, AY, AZ, Téquation de Thyperbyloïdie à deux n^pes
se détermine en satisfaisant aux conditions suivantes : ^ •
1° Un seul des trois axes coordonnés rencontre la sur/ace ^ • 2** toutes les sections perpendicnlaires à cet hxe sont des c/lipses; 3** ces ellipses ànt leurs centres .situés sur\cef axe y et leurs axes ptincipaitx parallèles aux deujp^autrcs axes' coor^ donnés; 4** les sections faites par les deux autres plans coordonnés, et qui , par leur intersection, forment l'axe qui rencontre seul la surface, sont des hyperboles^ont VaXe principal réel est celui qjui lei0 est commun, et dont le centre est à L'ori^ gine{*y .
Fig. 21 1 . Ayant pris [fig* 211) Taxe des z pour celui qui rencontre la surface^ les hyperboles FBE , GBH données par les sections des plans des z, x et des z,/, auront, d'après la quatrième condition, des. équations des formes suivantes •
car VsLif^ des 2 étant, par hypothèse , celui qui rencontra la surface, il faut qu'en faisant x = o et j = o dans les equatibns (507), on trouve des valeurs réelles pour z. Fiij.Qi I . Cela posé , soit un point M de la surface courbe (fg^ 2 1 1) qui ait pour coordonnées AP = ^, PQ=r j, MQ;=z; l'intersection de cette surface par un plan parallèle à celui des x, y sera
( ^ ) On voit que réquation de Phypcrboloïde à deux nappas s''obtient en modifiant ainsi Ténoncé de Tert. 604 : Vaxe qui ne rencontre pas la surface dans l'hrperboloïde à\une nappe est précisément le- seul qui 'la rencontre dans Vhyperholoïde à deux nappes. ,
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l'ellipse FME qui aura pour carrés 4^ sestiemi-axes les valeurs que prendront x^ éi y^ dantf les ^uations (Soj) pour une même ordonnée z\ ces équations^ donneront donc •
OlE' = ^(«'-Ji), 0G' = ^(«'-^.. .. (5o8)
Mais ces coordonnées m e\, ^ appartenant aussi à une ellip^ dont les demi-axes sgjaîent OE et OG, cette ellipse aura pour équation
, et, e» divisant par OG'XOEV % "* . .
OE» OG
Substituant dans cette équation les valeurs de OE'et det)G» tirées des équations (5o8) , on trouvera *
^(^^-^') ît^'-^^)
ou
faisant évanouir le facteur z^ — c% il restera
6» fl»
Multipliant pkr /i»i»% et transposant, on trouvera enfin
a^b^z^ — a^c^x^ — b^c^y^ =; a^b^c*. . . (Sog), équation de Vhyperholoïde a deux nappes.
Remarquant^ comme dans les art. 587 et 605 , que les termes constants étant essentiellement positifs , cette équation , écrite
ainsi.
N2» — Mj» — La:'=r P, (5io)
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n*gclmettra que des quantités positives pour les coefficients N , M,-L, P.
En Tai^nt successivement :p = a , j == 6 , 3 =:± 7, on trouve , pour les écpiatioas des tectjpns parallèles aux plans coordonnés,
M« * — Mr*=P -f- La* . . . (5î I ), J«»£» pmrallèle au filait desy^ «> Nz * — Laf»=P -4-1^6* ... (5 1 2), ^ect. parBU^le mu plan des x, z, Mx'-f-I*r*i=:N7' — P. . .(5i3), saei.parailêteaûpfùndesxyjr.
Lçs équations (5 II) et (5^) appartiennent ^ des hyperboles ; l'éqyation (5i3) est c^Ie d'une ellipse qui cesse d'exister lorsque W7' — P est une quantité négative. Dgns ce ^ cas,
on a
N7^<P oit 7'<j^V
et par contéqiient * . ' '
Mais f dès qu'on prend 7 plus grand que w -, le second terme
de Féquation (5 1 3) «'accroissant, fera aussi augmenter les axes de cette ellipse ; et commç 7 n',entre qu'au carré dans l'équation (Si3)jren faisant 7 négatif, oa trouvera du côté des z négati& une seconde surface absolument semblable à la première. Il résulte de ce qui précède, qu'en m^napt à la distance
- ^ soit au-<l€9sus, soit au«dessous duf)lan des x,f, deux plans
parallèles, la surface ne sera point comprise entre ces plans; maif qu'en menant des plana parallél^ très- rapprochés, à mesure queTons^écarteradu plan des .r,/ dans Te scn$ des z positifs ou dans celui des z négatifs, on aura uiie suite de courbes elliptiques pacrallèles au plan des ^, /, qui croîtront par degrés insensibles depuis zéro jusqu'à l'infini. , .
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617. puisque la ^ui'fipuîe o^t pas rencmitrée par le plan des Xy j'X*)i elle ne pourra donc Tétre paç les axes des x et des y -qui sont rei|fermé$ danf ee plan ; mais il n'en s^a pas de même à regard de Taxe des z* , - •
En efte^ si Ton égalf' successivement à céro d6ux des variables^^ l'équation (5io)» en faisant
• z=zOy ^ = o, of trouvera ""a? = ± i / - \/ — i ,
cett»*4ecnîèi^ expression est effectivement î» seule qui soit
féelle. En faisant don« %/ ^ = t? ^<^ sera îe seul àxe réel de
la sturface; mais, par analogie, nous «imposerons i /- == a,
- = ^, ce qui d'Ailleurs est j^ssible, puisque ces exprès-
sions'sgnt des constantes d^^l'éiquâtion de là surface , que nous
refiâplaçots^ar d'autres constantes. En substituant , dans Té-
quatidn'(5io^, les valeurs d^L, de M et deN, tirées de ces
équâtiofas , on retoltibe sur Téquation (Sog)
flî^V — Of^c'f^ -^ b^c^x* = a^b^c^. . . . (5i4)> équation de
VhYperboloïde à deux nappes»
{^) Cela devient encooe manifeste en considérant Téquation
]VIy>H-Lar»=:—P, ^ *
qui e4t celle de la sectioi» de la surface par le plan des t^ y^ donne des valeurs imaginaire» par les demi-axes principaux.
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618. On démontrerait, comme 4ans Tar^. 594, qaç la seclion de la surface, par un plail qui passe par Taxe des s, est une hyperbole, «t, au moyen de Féqmatiom de cettç section^ on trouverait, comme ^^ns l'art. ë96, que la condition nécessaire pour, que 1^ surface «oit de révolution esf Fegalité des coefficients a et b. • 1
§19. Au reste, on peut trouver immédiatement cell?toiKli-<t tion d'après ce que nous avons dit (aili IS96) que, daAs ce eSs ,^ 3 devait être une fonction de ^* -h j% ce qui ne peut avoir » lieu que lorsque leg coefficients de js^ et de jr^ deviennent égaux : dans ce cas, l'équation (5i4) se réduit à
«Y — *^'(^* ■+" y*) == ^'^*> équation de Vhy^ perboloïde de réi^olution à deux nappes.
620. Cette équation pourrait *encore se trouver ,* comme dansTart. ÇIO, en^mettant j::' -i- x^ à la place de,r% dans l'éj quadon de la section qui passe par ('axe des 2, qui est de la forme «V — c V = aV. •
62 K Lorsque dansVéquation (5io) on a * •
M = o * ou L = o,
l'équation de la Surface se réduit a celle d'une surface cylindrique dont la base est une h^iperbole, comme on peut s'en convaincre par les mêmes raisonnements que nous avçns employés (art. 601).
Quand lé seul coefficient N de l'équation (5lo) est nul, la surface cesse d'exister, puisque son équation est alors absurde.
CHAPITRE -XI
Des paraboloïdes . .
6S5. Déteiminons maintenant les^ surfaces courbes qui jouissent de ces propriétés : • '
' I**. Deux des plans coordonnés donnent pour sections des paraboles qui ont pour axes la commune section de ces plans,
2®. Toutes les sections perpendiculaires à CfSt axe sont des ellipses ou aes hyperboles.
Les seèdons faites par deiix plans coordonnés ne pouvant se rencontrer que suivant une droite qui est Tun des axes coor donnés , cet axe y que nous prendrons pour celui des z, sera Taxe principal des deux paraboles dont, par conséquent, nous représenterons les équations par
x^=:pZy jr^ = nz.
Si Ton prend AO = z {^g, 212), la première de ces équa- pj^ jj,^.
tions nous donnera
OD»=/?z, . . . . ' (5i5)
et y en vertu de )a seconde y nous aurons
OG'=i nz .\ . . . (5i6)
Les coordonnées x et /^devant satisfaire, dans la pVeraière hypothèse y à une ellipse ^ont lés demi-axes sont OD et OG, on aura (art. 262)
OG' Xx"^-^ OD^ X r ' = OD» X 0G% ou
pzx'-^' nzy'^ = pnz^y (5i7)
et, dans la seconde hypothèse, ces coordonnées satisfaisant
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à rhyi^ibole (292) , étant liées par réquatioa , on aura
OG» X ar» — OD» X V' ^pG' X 0D%
ou pzx* — nzf^=pnz' (5 18)
61114. CD' et OG* étant des carrés , ft>nt essentiellement positifs ; les équations (ai 5) etj[2i6J montrent qu^il en sent de même depz eide nz^ ainsi que de leur produit /»ff^^
Divisons les équations (5i7) et (5 18) par la qilantîté positive pnz^f nous obtiendrons
-x^-\ — y* =1 Zy — j?* r^ =^ z^
multiplions tous les termes de ces équations par une qnandté arbitraire positive N, nous aurons
-x^-\- - r» = Nz, - x^ = Nz:
et, en faisant
nous trouverons enfin
685. La première de ces équations est celle du parajboloide elliptique y et la seconde appartient au paraholoïde hyperbolique.
Occupons-nous d*abord du paraboloïde elliptique , et démontrons que son équation satisfait aux conditions du problème. Pour cet effet ^soient a 9 ^ , 7 les valeurs que prennent les varidales x^y^ z lorsqu'à dos distances a, ^^ 7 on fait passer des plans parallèles à ceux des j', z , des x^ z et des x^jr;
si entre l'équation
L^>H-Mr'=:N« (520)
du paraboloïde elliptique et les équations
DES PARABOLOtqiES.' 4^^
on éliimne successivement x^ j-,^, on tiroiivera .
My^= N« — Ldt^^ seeti<m parallèle au plan desy-j z, Lj:' =: Nz *— Mê% section Jfaratlèle au plan desx, 2, Ihf ' -4- M/*= N7, section paraflèle a^plan des Xy y.
Où voit donc que les «sections faites par des plaiis'parallèles aux plans des z, y et des Zy x sont de» paraboles, et que lïTiiéc^ tî^n £adte par ]^ plan parallèle au ^n des Xy y est une ellipse.
Le plan des*^, / ne rencontreras la surface ^ car lorsque 3 = 0, réquation (620) se réduit à
La?' -h M/^ ?= o^
équatidn absurde , puisque L et H étant essentiellement positifs (art. 624 ) , la dflStructigfi des teilnes du premier membre ne peut s'opéfer. " ♦ , '
L'équ^ion de la section parallèle au plan des x^ y étant mise sou^ cette forme
en multipliant tous les tefmes piur W produit des-dénoiiiiaateurs , nous donne
et Pon reconnaît, dans cette équation, çellç d^une ellipse dojît les carrés- de^ denri-axes sont
car il est visible que ces expressions s'accroissent aycc y ; d*où il suit que ces ellfpse3 vont toujours en «'agrandissant à mesure que le plan sécant s'écarte du plan des x^y.
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Enfin , si le plan sécant qui passe au-dessous de celui des ^ y J'y z devie^jt oégatif , ii ^dopne lieu à ^une surface courbe située* au-dessDUs d# ge-plaQ et > absolument semblable à celle qui esC au-dessus. ^
tu
626. Les ellipses «formeef par les sections parallèles au plan des ^9 / §uroiit leurs centres %ur .l'axe des z; car l'équation
qui lés renferme toutes, est 'rapportée àiune origine qui est le centre de la tourbe; et confine cette origine eu le point où x et j^ sont nuls , elle sera donc sur Ta^e des z. .
627. Toutes les sections «|m passent.par l'axe des z sont des paraboles; car si Ton élimipe y entre ll^uation (5ig) de la surftu» 4 « . «
« Fi0ad6. ®* Tégtiation- jr = tàng <p . x"\fi^, 206) , qui est celle* du plan
m^né par l'axe des z , é^atiou qui se rédi^t à celle de sa trace , nous trouverons ^
jjj =:tang»(pM (522)
Fig.ao6. ^t (îomme, en 'désiijnant AC p&r r (^^. 200), les variables x • et ç dépendent l'une de l'autre, étant liées entre elles par l'équation
# = rcosf, •
si nous remplaçons x par cette valeur dans Téquation (52g} , nous trouverons ' . .
Nz — Lr'cos'ç =^ M tang*|p r' cos» y, • ».
et , en observant que lang ç cos ap, d'après l'équation (2) , équivaut à sin q^ nous aurons ^ , ^ * - .
Nz = r ^ sin* cp H- rr r' cos''o, ^ . M ^
DES PARABOLOÎDSS. ^t^
OU plutôt, Na=:r' ( sin' «p -h — cos' ç j ; .... (SaS)
d^où nous conclurons que l'équation de la section qui passe par l'axe des z est celle d'une parabole.
65i8. Lorsque M = L , la quantité qui est entre parenthèses dans cette équation se réduisant à sin' ^ + cos'^, dont la valeur est l'unité , l'équation (SaS) devient
Nz = r\
et se trouvant indépendante de l'angle tf, il en i;ésulte que , dans ce cas, toutes les sections menées par l'axe des z sont égales et que la surface peut être obtenue de suite en faisant tourner l'arc de la parabole DC (Jig. 204 ) autour de l'axe des «,
Le paraboloïde elliptique devient alors une surface de révo> lution, et l'équation de la section parallèle au plan des x, Xy
se réduisante
se changera en celle du cercle.
On voit d'ailleurs que la condition exigée (art. 69S et ^96} pour que la surface soit alers une surface de révolution est remplie, puisque l'hypothèse de L = M rend z unijonction de x*-|- j*.
Si dans l'équation
on tait r x^ = 20,
on aura
x^'^y'^-rziT.pz, équation du paraboloïde elliptique de résolution.
Occupons-nous maintenant de l'équation
Lx' — Mr'=Nî, _(5a4)
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qui est la seconde des équations (519)9 qu'on désigne (art. SSiS ) sous le nom àe paraboloïde hyperbolique.
Si l'on coupe cette surface par des plans parallèles aux plans coordonnés y en égalant successivement chaque variable à une constante , on trouve pour les sections faites par ces plans
\jX^ = ' Ns -+- Mp. . . (525), sece, parall. au plan des x, «;. M>'* = — Nz -f- La*. , . (SaSj, sect, parall. au plan des ^, » ^ Lx' — M/*= N7.. . . (527), sect. paralL au plan des x y y.
Les équations (525) et (526) appartiennent à des paraboles, et réquation (527) est celle d'une hypeibok.
650. Si dans les équations (525) et (526) on fait ^ = o dan» Fune, et ensuite a =0 dans l'autre, on trouve que les traces sur les pisms des x, z et des y^ z ont pour équations
Lx* = N«. . . (528)9 section faite par le plan des x, «; M/' = — N«. . . (Sicg), section faite par le plan des y , z,
La première de ces équations est celle d'une parabole qui a ses abscisses sur l'axe des z, et la seconde est celle d^une parabole qui a pour axe des abscisses le prolongemei^ de l'axe des z. Ces paraboles sont situées dans les plans des x, z et des yj z , qui sont perpendiculaires entre eux.
Fig. ai3. 631. Soit OA {fig. 21 3) une valeur de z , dans la parabole,, qui appartient à l'équation (528)9 on obtiendra
X ou OE = ±y£-AO.
Si 9 dans l'hyperbole de l'équation (527), on fait 7 =:= o , la section parallèle au plan des x^y aura pour équation
lir» — Mj* = N.AO.
Le d^mi-axe réel de cette hyperbole sera la valeur «k x qui
DBS PARABOLOlDBS. ^IQ
««^ond à / ^ G (*), et l'on a OE et OE' pour ces valeurs de x
:ar=:±: y/?.ÂO^ ...... . (63o).
OE'et OE' étant \m mêmes dans les deux courbes, concluons que les points £ ef E' leur sont communs, et qu'en reçiAai^t. le plan sécant dans la surface, la partie des2 pQsitifs se compo^^ d'une suite d'hyperboles qui sont parall^es au plan des x^ y, et qui ont leurs sommets sur deux des points delà parabole £AE\
652. A mesure que le plan sécant s'approehe du plan des je, y en lui restant parallèle ^^ l'axe réel EE' de'TKypêrbole RSR'S' diminue jusqu'à ce q^e le plan sécant se confonde avec le plan des x,j; dans cec$iy l'éqiiiation deia st^rface devient
€t donnant ^ = ± ar i / — ?
la section se réduit au système de deux lignes droites.
655. Si le plan sécant passe au-dessous du plan des ^ ^ ^> le signe de 7 change , et l'équation de la section parallèle au plan des Xy jr devient
ou plutôt Mj' — 1>» = N7 (53i)
654, En comparant cette dernière équation à l'équartion (527), on voit que l'aXe réel EE' de l'hyperbole RSR'S', située au-dessus du plan Aeêx^ y^ est parallèle à l'axe des jr, tandis
(*) En effet, on tire de Téquation (53o)
N.AO , N.AO ,_ N.AO N.AO
équation qui, étant de la forme de Téquation (193) , nous conduit à l>é* quation (53o}. 1
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que Taxe réel de Khyperbole VTV'T'( figi 2 1 3), situé aÂ^dessoii6 * dupiàn des or, /, est parallèle à l'axe des y ; par conséquent, si les ^lans sécants sont n^nés à égalée distances^u plan des x , y^ l'un au-dessus et Tautre au-^ifessous de ce plaq, les équations (527) et (53 1) ne différeront que par le signe A<ê'^ ; et le^ hyperboles RSR'S', VTV'T' jouiront de cette propriété, que le demi- 4xe réel de Vui^é sera égal à la con^nte qui multiplie ^ — i \ dans l'expression du,/!enii<-axe imaginaire de l'autre.
655. On peut di^montrer, comme dans l'art. 6SI^ que toutes » les hyperboles situées au-dessous du plan des x^ y paiallèle-
ment à ce plan,, ont leurs sommets sur la parabole donnée par l'équation (529) . . »fr .
Si Ton fait passer un?*p]àa par l'axe des z, Féquation
de ce plan sera ^ *
j=artangç;
éliminant y entre cette équation et celle (524) de la surface, on aura, pour l'équation de la section f^te par ce plan ,
(L — M tang' «p) j?» = Nz ;
et, en faisant x =z r cosep, elle deviendra
(Lcos^ç — Msin*<p}/* = N^ (532)
Fiç.214. çquation d'une parabole MAM' [Jig» 2i4) qui*a son sommet à l'origine A où r est nuL Cette parabole, se prolongeant à l'infini , doit nécessairement rencontrer le plan qu'on mènerait par le point O parallèlement au plan des Xj y : or, tout point de cette parabole appartenant à la surface, et Thyperbole RSR'S' contenant tous les points de cette surface qui sont renfermés dans le plan parallèle au plan des x , y y mené par le point O , il suit de là que la parabole doit passer par ^vcl points de l'hyperbole RSR'S'.
Pour déterminer ces points, faisons a^=AO dans Téquation ^532), nous trouverons
AC
Lcos'y — Msin^ç
□Bt FARAnai.OÏDF.i, .
s'ç — Msin-ip
De l'égalité de ces valeurs de AC et de AC, concluons que l« points M et M' ie la parabole MAH' sont sitnés symétriquement sur l'hyperbole, c'est-à-dire que l'arc EM == E'M'.
On peut donc concevoir le paraboloide hyperbolique comme formée par une Aifinité de paraboles qui ont leurs sommets en K et qui coupent symétriquemmt les branches des hyperboles " RSR'S', VTVT'. !" >
G57. Nous avons vu (art. 5S1 et3S2)que les asymptotes de rhyperboleforment,avecl'axe(éfl,^anglesdontlestangentes ' trigonoihé triques , de signes contraires , sont égales au rapport du petit axe au grand axe de f'I^perbole. L'équadon (53i)do l'hyperbole RSR'S' [_fig.zi5) donne, pour ces tangentes tri- ViQ.-uS. gonométriques , . , - •
Ces expressions étant indépendantes de f, Jes asymptotes A'L', A'ir (/g-. 2i5 de la s angle que L4H. Donc les plai les asymptotes des sections.
Les surfaces du second ord bole, ne se bornent pas au pi lolde hyperbolique; aussi ail f^isprises dans l'équation
• Ai'-hBy + Kx = o; laissant Az' positif dans le second membre, on obtient r — H/ — 1Lr=.Aj'.
Quoique les deux termes dti premier soient afTectés du signe négatif, Os deviennent positifs si les deux facteurs qui les composent se trouvent Ae âgnes contraires : ainsi , en ne pré-
jugeant rien sur la na;;ure de ces ternies, nous nous contenterons de remarquer que les deux termes du premier membre ne peuvent être à la fois négatifs; car le second membre étadt, par hypothèse, positif, l'équation serait absurde. Les deux premiers : termes ne peuvent dtmc expi^mer qu'une dif-
> férence ou qu'une sAmme de quantités positives ; par conséquent , nous n'aurons à. discuter que ces deux équations
M^ — H* = Aa', . . .• . . . . (533)
" 638. Occupons-noijlïde lapremltte; pour cet effet, si, dans a ^533). cKi fait »^ o. l'éanalion de la section sur le
. . . .-. .-. (535) roiteAL {^g-2i6)t,
un plan parallèle au lie cette section AX' 1 même tangente trîes les sections telles es à celui des x , y, ndréepar ûSfVroite , et par conséqÎMnl
'(/ë'-2i7)paral^fc |uir équation
l'équatioD d» celle secttoiidevieiKlra
• |« sommet de U parah^ «era donc au point où y = o. Dans - ^ CM, l'équadon (536) se réduit à
Cette valeur 4k(r ^t précisément celle qu'on t/buverâit en
^limigant DQ , on troave
4^4 VBKOBIE T
64S. EnËn,il est facile de recoDÎi^tre quel 'cqAatk» (534^ appartient à une surface de la même nature que cg4» que nous vendus d'analyser ; car en faisant x = — «*! c'est-à-dtre ni prenant l'axe des 3^ sur le proloDgemént 4e ceM AeSx, on • aura une équation de même forme que la précédente. , ^
^' CÏUPITRE XII.
"" ' ' -ansjôrmation des coordothées dans l'espace.
points d'um
iX ,'AT, AJ
troist autres 1
sur la cou I
anciennes ci I
AP' = afS '
rapportées s
Q', M-, des plans parall^fts au planltfes x,y, la
; sera coupée en trois parîfcs comprises entre ces
évident que la première partie est ^S à la nrojection de nf sur l'axe des a , et que la sedoade est ^ale^à ut projection de j' sur l'axe des z , et la; troisième àla'^ôje^h' tion de s' sur l'axe des 2. Si nous nommons donc Z , 2',-Z"^ " angles' que les nouvelles coordonnées' x', y, z'- foi°ment avec l'axe des z, nous aurons "
; == jt'cosZ -H^r'cosZ' 4- a'cosZ". '?'
C'çst, en général, que nous écrivons ces ternies avec lesfene positif, car il est évident qu'ils pouri^ient être négatifs siles ' cosinus appartenaient à des angles qui oiigeassent des ' cfiangements de signes. »
Si nous appelons X , X', X" les angles que les nouvelles
TRANSFORMATION DBS COORDONNEES DANS L^ESPAd^.- 4^
coordonnées font avec Taxe AX, et Y, Y', Y'^ \ts angles qu'elles font avec Taxe AY^ nous démwitrerions de la même manière/ les deux premières des trois équations suivantes , que nous joignons à celle que nous venons'de trouver :
X •=. X* cos X -f- ^' cos X' Th s' cos X" , ]
y z=z af cos'Y -+- y' cos Y' -+- z' cos Y", L . . (537)
* = j/ cosZ -h y cosZ' -f- z' cosZ". J
644. Si rorjgine n'était pas^la même , en appelant a , h^ c , les ooordoopées de Ja nouvelle origine , on aurait évidemment
X = jp' cos X -1- y' cos X' + z' cos X" -4- a^ y =: x' cosY -h y' cos Y' H- «' cos Y" H- ^, z == or' cos Z -+- ^' C06Z' -h z' cosZ'' -^ c. "•'
Les îbciekis axes AX , AY, AZ étant rectangulaires et formant avec la nouvelle coordonnée x* des angles X , Y, Z , avec la nouvelle coordonnée y' des angles X', Y', Z', et ^vec la nouvelle coordonnée z' des angles X'', Y", Z" ; on aura , d'après l'art. 366 ,
cos* X -^ cos' Y -h cos* Z = I , )
cos' X'. -h cos' Y' -+- cos* Z' =: I , \. . . (538)
cos'Xi'.-h cos'Y"-f- cos»Z"= I. )
6415. Il nous reste encore à considérer les angles que les
nouvelles coordonnées forment entre elles : pour cet effet y
soient
V l'angle des x^ et des y',
" tr F«ngle des y' et des z',
W l'angle des z' et des x\
Puisque les nouveaux axes Aj/ et Ay^ sont deux droites qui forment respectivement des angles X , Y, Z et X', Y', Z' avec les anciens axes , et que l'angle de ces droites est représente par V, on aura , d'après Fart. 689, l'équation suivante :
cos V = eos X cos X^ 4- cos Y cos Y' -f- cos Z cos Z'.
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Le Dofivei axe kz' faisant avec les amcieBs des angle» X^^ Y'^9 Z"j ncms pourrons déteriBiner de même les ailles Uet W que cette coordonnée tf fait avec les coordonnées j/ et y\ en fonction des angles 'formés par ces droites ai^ec ks anciens axes» en sorte qoe bous aurons ces trois équations pour déter* miner V, U et W : *
cosV = cosX cosX' -hcosY cos Y' -f- cosZ cosZ% ^
cosU =accosX cQsX"-hcosY cosY'^-hcosZ cosZ'', >... (SSg)
cosW=cosX'casX"-h cosY'cosY"-h cosZ'coiZ". )
Mé. Si les nouveaux axes Ax% A.y\ éV sdât aussi rectangulaires y les angles Y, U et W seront droits; on ai^ donc
,• co8V=o, eosUcrO, cosW = o;
ce qui réduira les équations précédentes à *'
cosX cosX' -h cos Y çps Y'-4- cos Z cosZ' == o ,
cos X co^X^^h cos Y cos Y"-f- cos Z cos Z'' = o , } . . . (54©)
cosX'oosX"-|-cosY'cosY''-+-cosZ'cosZ" = o.
Ainsi, en supposant que les nouvelles coordonnées jiartent de la même origine, aou» aurons les neuf équations *X^37}, (538), (540), pour passer'.d'un système"* dé coordonnées rectangulaires dans Tespace , à un autre sy^me de q|Mlonnées rectangulaires. - ••.• ^
JPig.aiS. 647. Si deux des nouveaux axes , AX' et KY'{Jtg. 218) par exemple, restent dans le plan des anciens axes AX, AY, et que AZ' se confonde avec AZ , Fangle Z'^ de ces a^s Al%et AZ' sera nul , et les angles X'' et Y" de Paxe AZ' av^ les axes AX et AY seront droits. On aiii^a donc cosZ" =1,* cos X'' = o , cos Y"= o. Les nouveaux axes AX', AY', n'étant assujfH^^s qu a être dans le plan àe^x^y, formeront un*4ingle arbitrai|«^mais Vaxe AZ', qui coïncide avec AZ , fera des angles droits a^m; AX'
pt AY' : on aura donc encore Y , . ^
cos U =: o , COS W ■= .p } .
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par ce» valeurs, «t Tcgalité à zéro de cos X'' 'et de cos Y', les deux dâmièhes des éqtiations (SSg) ^eviendroiit
cos Z =r G , cos II = o ;
ce qui réduira les équations (538) à
cos»X4- cos'Y=r I, cos»X'-f-cos*Y'=: i; par conséquent on aura
cos Y = sin X , cos Y' = cosX',
et les équations (537 ) deviendront
X = or' cos X -H r' cos X', ^ = a/ sin X -h ^' sîn X',
mêmes formules que les équations (282) que l'cm a trouvées (art. 585).
648. On doit à Euler d'autres formules de transformation pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un système d'autres coordonnées rectangulaires formant entre elles un plan incliné à Tun des plans primitifs coordçonés; 90US allons démontrer ces formules en prenant une même origiiii||ks coordonnées.
Pouv eedk^ffety soient {fi^* 219)0:, j, z trois coordonnées Fig.^ 19* rectangulaires; lorsqu^on veut passer de ces coordonnées à uii; noifvea^ système de coordpnnées rectangulaires jt', y'^ z* rapportées à 1^ mèjoie origine, et qu'on se propose de chercher les^ conditions nécessaires pour déterminer la position des nou* ji^ux axes Aa/, Aj', kz* à l'égard des anciens k.x ^ A/, As *
\:^^.^i9), il est certain que si les axes A j/ et ky' étaient donnés déposition , le nouvel axe kz* serait déterminé par la conditio]Ç|/étre perpendiculaire aux deux autres : ainsi, tou^ se réduit à trouver la position des axes kx\ ky'.
Le plan des x', j', formé par les axes Ax', A j/, sera déterminé de position si l'on donne Pangle ^ que la trace de. ce plan. forme avec celui des iT, y^ et l'angle 6 q^n mesure
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rilDclinaisQn deà plans des x,^ et des j/, y. Les coordonnées a/y y' devant se trouver à angle droit dans le plan des x'^ j'y il suffira I pour déterminer leur position , de , donner seulement Tangle que le nouvel axe Ao/ fait avec la trace.
La position des nouvelles coordonnées ne dépend donc que de ces trois choses : . |
1°. L'angle (p que la trace du plan des j/^, y' sur celui des Xy y fait avec Taxe des x\ »
2**. L'angle 0 que le plan des Xy y fait avec le plan des jf y^ ; 3**. L'angle ^ que le nouvel axe Aj/ fait avec la trace.
649. Pour déterminer les nouvelles coordonnées'a:'-, y\ z' en fonction des anciennes Xy yy 2, recourons auxiliairemeat Fig.aao. (^g^. 220) à un nouveau système d'axes rectangulaires, en prenant 'la trace AE pour le nouvel axe Aar,des abscisses; et cherchons quelles seront , dans cô système , les positions des deux autres axes Aj,, Az,, L'axe Ax,, comme commune section, sera dans le pl^n des Xy y-y Taxe ky, y sera aussi, parce qu'S est perpendiculaire à l'axe A^, ; et puisque nous connaissons l'angle (j> que la trace AB ou plutôt que l'axe Ar, forme avec* l'axe Ax , nous aurons , par la fornsAile ^^4 ) de l'art. 587 ( page 238) ,
X z=. x^ cos (j) — y^ sin y , j = X, sin <p -H y, cos©;
et comme le plan des or, , y' est le même que le-.plan des x^^ qui renferme les axes Ax, , ky, , on aura encore '^.r'-
6ttO, L'axe ky, étant donc perpendiculaire à la'tiirce AE , si , Fig.iai. à cette même trace, on mène au point A [fig» 221), dans le plan AX' des j/, y* y une seconde perpendiculaire A j„ , l'angle y^ ky^f des plans AX , AX', mesuré par ces perpendiculaires, sera l'angle que nous avons nomme 9. Or, Ar/et kz ou
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plutôt AZf étant perpendiculaires à AE, sont dans le plan^^ Aj '; nous allons prouver qu'il en est de même des axes Ay^^ et Az ^ : le premier jr est compris par construction; à l'égard de A«„ , remarquons que A£ étani perpendiculaire aux droites Ax, et Aj„ qui se croisent à son pied , doit Tétre au plan y, Ay,^ qu'elles forment^* on aura donc
Or, Az,, étant perpendiculaire à Aj„ et à A^^, comme axes coordonnées, réciproquement Aj:„ ou Ax, le sera à Az,,.et à Aj,, , et par conséquent au plan z„ A/,,. Ce plan se confond donj avec le plan y, Ajr,,, qui contient toutes les perpendiculaires à Ax, ; d'où il résulte que Az,, et A/,, sont dans le plan y^ Aj,, ; et dès que l'on conniût l'angle 0 que les axes Ay, et A/ y ont entre eux, on aura (art. 587 )
y,= y,^cos9 -z.sinô,) ^ z, = j-,, sm G 4- 3„ cos 0 ; ) ^ ^^^
63t. Nous venons de voir que la droite Ay,^ était dans le plan des x', jr', et comme , d'après l'équation (543), la trace AE qui appartient au même plan, est dirigée suivant le second axe AXf,y les coordonnées y^^ et jr,, seront donc situées dans le plan des x% y'.
On passera facilement de ces coordonnées x,, , y^^ aux coordonnées a/, y' y car nous connaissons Fangle •h que le nouvel axe Ax' fait avec Taxe Aar„ ou AE ; et nous aurons (art. 587)
'.„ = .' cos|-r;sin^,j
y^, =r x' sm ip H- ^' cos >['. ) v t /
Le troisième axe Az' devant être perpendiculaire au plan des deux autres Aj/, Aj^, comme l'axe Az^, jouit de cette propriété, puisqu'il est perpendiculaire au plan des coordonnées j:„, j,,, qui est le même que le plan des j/, y\ on aura encore
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6^â. Si dans les formules (54 >) ^t (542) on met les valeurs de or,, de y^ et de Zj données par tes équations (543) et (544)> ^ qu'ensuite on substituedans œs résultats les valeurs de jt,^, de x,,^ de a,;, données par ïes équations (545) et (546), et qu'on réunisse les termes multipliés par^acune des variables x'y y\ t^, on trouvera
X = a:' (cos i|^ cos y — sin i|^ cos Ô sin tp) — j' (cos -^ cos 0 sin ç H- sin ^ cos <p) 4- s' sin Ô sin ç,
y == j?/ (cos iji sin ep -H sin t]/ cos Ô cos <p) -4- j'' (cos -i^ cos 8 cos y — sin 4* sin tf) — a' sinO cos f,
2 =r j/ sin! >|/ sin 0 + y cos 4' sin 6 -f- «' cos 0. *
K* Les signes de ces formules peuvent varier selon les incli-
naisons que Ton donnera aux angles f , ô et^'*
6I$5. Par exemple , si les axes kx^ et Ay^^ tombaient, comme Fig.323. dans la fig. 222 , derrière les axes Ax et A/^,, il Êtudrait changer les signes, de sin 9 et de sin ^ dans les formules précédentes ; et Ton obtiendrait de cette manière
x-z^xl (cos 4» cos f -4* sin 4^ cos ô sin ^) ^ y (cos'tl» cos ô sin^ — sin^' oo9f ) + 2' sîn 9 sin f^
y z=zx' (sin i|^ cos 0 cos «p -^ cos ip sin <p) V . (54?)
-h y (cos-»!* cos ô cosç -h sin 4* an ^) H- *' sin ô cos ^,
z = — «' sin ip sin d — y cos 4» sin ft H- «' cos 0.
Qn peut simplifier ces formules en supposant 4> = o » c'està-dire en prenant pour nouvel axe des x' la trace Â£ dn plan des x^f y' sur le plan des Xy y\ ety dans cette hypothèse, on aura sin 4^ = 0, et par conséquent cqsj){L=i« Ces formules réduiront les équations (547 ) ^
x = x' cos f -f- j' cosô sin f -h a' sin 9 sin y, y = — x' sin ç -+- y cos 9 cos y -h 2' sin 9 cos y, z == — y sin 9 4- z' cos 9.
ÉQUATION GiNÉaALE DBS SUKrACXS DU SSCÔND ORDRB. 4^^ ^
CHAPITRE XllI
Discussion de Véquation générale des surfaces du
second ordre.
6tf4. De même qae toutes les couii)es du second ordre sont renfermées dans Féquation générale du second degré à deux variables j de même l'algèbre nous montre que toutes les surfaces du second ordre sont comprises dans Féquation générale du second degré à trois variables #
Cette équation générale est de la forme
-+- F/a 4- Gor -H Elr 4- I« -h K ) ^'*** ^ ^ ^
dans laquelle les axes des or, desj^ et des 9 sont supposés rectangulaires. Pour faciliter les élévations au carré dont nous aurons bientôt besoin , remplaçons les constantes par d'autres constantes, en supposant
D = 2D', E=2E', F=aF', G=raG', H = 2fl', Irézl', et réquation (548) deviendra
Ax»-+- Bj* H- C«*-f- aD'jrj -h aE'xz H- 2F>
-f- aG'jr 4- 2H'7-+- 21'» •+■ K
6tR$. Faisons une observation qui tendra à nous délivrer de cette multitude de lettres employées dans cette équation , c'est que les variables y sont distribuées en trois classes , savoir :
I®. Les Crois termes de carrés des coordonnées; 2^. Les trois termes de rectangles ; 3^. Les trois termes de variaUes élevées seulement à la première puissance.
\ 4^^ TSÉOKl^ DES SUftFACES DU SECOND ORDRE.
Représentons les coefficients des termes carrés par L^ M, N; Les coefficients des termes de rectangles par L', M', N';
Les coefficients dè^ premières puissances des variables^, par
et l'équation (549) Pourra être mise sous cette forme
Cette équation , ordonnée par rapport à ;s et divisée par le coefficient N de z*, devient
' Lj:' 4- %•'+ 2 ( L'-=cr + L''»^ + M^» -f- K ^ ~ ^'
et, en représentant* par Y la foQction de ^^ dey et de K qui vient après les termes en z' et «en z , il reste
et', en résolvant cette équation , nous aurons
. = ^j ±\/^ jj J -\.
Si Ton met à part le radical , on voit que l'équation
est celle d'un plan sur lequel les ordonnées z sont située^; mais si Ton a égard au radical , z a toujours deux valeurs égales,
/M'a:-|-NV-4-N'''\ Tune représentée par — I — — \ -^ le raéUcaly
et l'autre par — - ( :^ — ■ — y— le radical;
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ce qui montre que toutes les cordes parallèles à Taxe des z sont partagées eu deux parties égales par le plan dont Téquation est
Ce plan y qui passe par le milieu de toutes les cordes parailèles à l'axe des z , est ce qu'on appelle le plan diamétral.
Ce plan est oblique à celui des x, y, puisque, s'il lui était parallèle, au lieu de Téquadon (55 1) on aurait
. z = constante \
mais les ordonnées z, étant perpendiculaires au plan des x^ y, doivent nécessairement couper obliquement le plan auquel se rapporte l'équation (55 1) , parce qu'il est incliné au plan des x^ y,
6S6. Ce plan, qui coupe (art. 688) toutes les cordes paraU lèles à l'axe des z en deux parties égales , coupe de même la corde dont l'axe des z est la moitié. Cette corde , que le centre coupe en deux parties égales, est donc un diamètre,
687. La position du plan des x, y étant arbitraire, supposons que ce plan ait été mené parallèlement au plan diamétral que nous venons d'établir ; les cordes comprises entre les deux plaûâ ne cesseront pas d'être obliques, puisqu'elles n'ont pas changé à l'égard du plan diamétral auquel on vient de démontrer qu'elles étaient obliques, et qui a toujours gardé la même position à l'égard de la surface. Dans ce cas l'équation du plan diamétral , au lieu d'être
se réduira à
z = constante y
d'où il suit qu'on devra avoir M' = o, N' = o ; et l'équa^tion (55o) de la surface , perdant les deux termes 2M^xz et 2N'/2, deviendra
L4:'+M/'+Nz'4-2L'j:jr-j-iLV-h2M'>^-2N''z-f-K=o.. . (55^)
61(8. £n cette nouvelle position du plan des x^ y, et sans déranger Torigine » changeons dans ce plan la direction des axes des X et des ^ à Taîde de la transformation ordinaire des coordonnées duchap. XII. Nous pourrons faire évanouir le terme en xj, et alors , faisant passer dans le second membre la nouvelle constante que cette transformation amènera ^ et en la désignant par P, réquation (552) prendra cette forme (*)
La:^-f-Mr'-hNz'-f-2L"a?4-2M'>-f-2N"z = P. . . (553)
6tf0. Jusqu'à présent l'axe des % et l'origine, pris au hasard primitivement, n'ont pas changé de place; dérangeons maintenant cette origine en faisant
Cette substitution dans l'équation (553), en supprimant les accents des variables devenus inutiles , parce que nous ne considérerons plus les anciennes coordonnées , nous amènera le résultat
Lx>-MM[r'-f-N4'-j-2 (L'*— La)x-4-2 (M"— M6)j-f-2(N"— N7) z\ ,
— La»— M6»-. Nv^-h 2L"a -f. iWt -|- 2N"7 J — P. • • (554)
Égalant à zéro les termes qui dans Téquation (554) contiennent dî , ^, « au premier degré , on obtiendra ces équations de condition
L' — La=:o, M" — MS=o, N" — «7 = 0, et l'on déterminera ainsi a , 6 et 7,
^=î7' ^=m"* "^"sr^* • • " ^^^^^
réquation (554), ^"^ vertu des équations de condition (555),
(*) Observons que les constantes L", M", N", P n'auront plus les mêmes Talears qu^elles ont dans Péquation (55a).
( **) On aurait pu également supposer x = x'-»-a, j^=:j''-<-6, » = «' 4- y, puisque « , 6 , y sont des valeurs générales qu'on détermine ensuite; mais nous leur donnons le signe négatif pour que ces valeurs soient positives dans les équations (555), que nous allons obtenir.
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ayant perdu ses termes affectés des premières puissances des variables j représentons par R les termes eonstanl;s , elle se réduit à
Lf' H~ M/' -h Nii» = R (556)
660. Si, dans Tune des équations (555), un dénominateur est nul , la valeur du premier membre devient infinie ; par
exemple , si Tî = o , on a
7 = — =Qo; o
mais alors la troisième des équations (555) ne peut avoir lieu ; car Tî , étant nul , ferait disparaître le terme Nz' de Téquation (553) ; et comme , d'un autre côté , la troisième des équations (555) n'exprime plus une valeur finie , le terme qui contient z au premier degré ne peut s'évanouii'.
661. Dans ce. cas, au lieu d'éliminer à la fois les termes affectés des premières puissances des variables , ce qui devient impossible, on peut, dans l'équation qui, par hypothèse , a perdu son terme en Nz*, faire disparaître encore trois termes de cette équation , en égalant à zéro les termes en or et en / et la somme des termes constants de l'équation (554). ^^ opérant ainsi , nous aurons ces trois équations de condition
L" — La=:o, M" — M6 = o,
p 4. La^ -H M6' — 2L' a — 2M"e — 2N' 7 = o ; d'où nous tirerons
662. Les équations (557) faisant disparaître (*) ^^ l'équation (554) ^^ termes en x et en j au premier degré et le terme constant , cette équation prend la forme
Ma7^ -h 1N>'' =r 2Q3; (558)
(*) Ne perdons pas de vue que le terme en z* n'existe pas , attendu que son coefiicient est nul da^is Thypothèse da Tart. 660.
mais il peut arriver que la valeur de 7, déterminée par ia dernière des équations (557) ' ^^ ^'^^ dépend la disparition du terme constant de Téquatîon (554) ' ^^ é|;alement infinie ; c'est ce qui a lieu lorsque N^'^o, Dans ce cas, l'hypothèse N7 = o, qui entraîne la disparition du terme en s, jointe à Thjrpothèse de N''= o , nécessitera aussi l'évanouissement du coefficient 2 (N" — N7 ) de i au premier degré de l'équation (554), quel que soit z ; et comme les valeurs de L, de M, de L" et de M", qui entrent dans les seconds termes des premières des équations (557), ne sont pi nulles ni infinies , les valeurs de a et de 6 s6nt possibles , et par conséquent Jfbnt évanouir les termes qui contiennent or et ^ au premier degré dans l'équation (554 ) > qui , dans sa réduction , prend la forme
I^» -4- Mj» = R.
Nous reconnaîtrons bientôt que , dans ce cas , la surface est cylindrique. A l'égard des hypothèses où deux et même trois des coefficients des carrés des variables seraient nuls, nous verrons qu'elles nous ^conduiraient également à des surfaces cylindriques ou planes.
665. Il suit de ce qui précède que, hors les cas exceptionnels et celui des surfaces coniques , dont nous nous occuperons aussi , toutes les surfaces du second ordre se rattachent à ces deux équations
L.r» -f- M/» -f- Nz^ = P
Lx^ -h îftr'' =; 2Q2. . . ' (56o)
La première est celle des surfaces à centre , et la seconde est celle des surfaces privées de centre, ainsi qu'on va le démontrer. Par centre , nous entendons un point situé dans la surface , de telle manière que si un rayon vecteur part du centre, il s'en trouve un autre sur son prolongement qui, ayant la même longueur, va rencontrer la surface à son extrémité opposée.
Prenons ce centre pour origine , et admettons que les coor-
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données u; = flr, y =: b, z=z c soient celles d*un point de la surface; il faut donc que les coordoniàées j?:;= — *«, jr= — b, z =: — c soient celles du point opposé ; or, si dans l'équation (559) on introduit les valeurs^? =/^ X^=b^Z7=zcy cette équati^ y ne contenant que les carrés, donnera pour x^ y et s des valeurs égales et de signes contraires.; d'où il suit que a^ b, c étant les coordonnées d'un point de la surface, — <i, — 6, — c seront celles du point directement opposé et également distant du centre. Ces droites qui passent par le centre sont des diamètres.
Par un point M quelconque de la surface menons un rayon vecteur, c'est-à-<lire une droite qui passe par le centre , et supposons que cette droite soit primitivement prise pour axe des z; ce rayon, prolongé d'une partie égale à. sa longueur, rencontrera la surface et constituera un diamètre.
Voilà donc une propriété bien remarquable des surfaces à centre qui est l'analogue de celle que nou«. avons remarquée dans les courbes à cen|;re du second ordre.
664. Il est facile dç prouver qu'au contraire, la surface qui est comprise dans l'équation (56o)«i'^ pas de centre; car, si l'on donne aux co0r<lonnées les valeurs positives -f- ^ , -+- j, z, on trouvera
••• - \ liandis que, si aux coordonnées on donoe le» valeurs négatives
on trouvera
et, quoique ces deux valeurs de z soient égales et de signes contraires, il n'en est pas de même de celles de :i7 et de j ; car, en mettant dans l'équation ( 56o) les deux valeurs de z
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que nous venons de trouver, on a
Lx' -+- Mr^ = 2Q3 , Lx' 4- My' = — 2Q3 ;
et Ton voit que ces hypothèses de z et de — z n'amènent pas des valeurs égales pour jt' ; ce qui serait nécessaire po*t quear eût deux valeurs égales et de signes contraires : il en est de même de jr .
668. Les surfaces à centre comprennent plusieurs genres;, pour le démonu^er, laissons le terme constant dans le membre où il est positif, et supposons que ee membre soit le second : les termes compris dans le premier ne pourront donner qu'une somme ou qu'une différence ; car, comme nous en avons déjà fait la remarque , Téquation serait absurde si l'on égalait à une quantité essentiellement positive une somme de quantités né- •gatf^es. Nous n'aurons donc que ces trois combinaisons (*),
Lj:» 4-' M/=» -4- Nz» = P, {56r)
Ljc' -h my — Nz^ = p, (562)
Nz' — Lx^ — Mjr^=P (563)
En comparant la première de ces équations à celle que nous avons trouvée (art. 887), on voit que la surfece qu'elle représente n'est autre chose que celle de l'ellipsoïde.
Pour mettre l'équation de cette courbe sous une forme
(*) Nous ne parlons pas des cas où Ton aurait
Lx* -4- N2» — Mj'» = P, M>»-i- J^z* — Lx« = P,
Lor» — Nij* — Mj^* = P,
parce qu'ild rentrent dans ceux des équations (56i), (562), (563),' ce que nous disons de l'une des variables pouvant s'^appliquer aux autres.
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plus symétrique , divisons-la par P, nous aurons
Lar' Mr' Nz'
et en (^visant les deux termes de chacune de ces fractions par son numérateur, nous n'en changerons point la valeur, ce qui nous donnera
le second membre étant de dimeiision nulte , il en doit être dé même du premier, ce qui exige que les expressions renfer- . mées entre les parenthèses soient chacune de deux dimensions; et comme, diaprés le classement que nous avons fait (art. 66^), L, M, N, P sont essentiellement positifs, les
fractions f ' t7» ^^ étant des quantités positives de deux dimen-
sions, nous pouvons les représenter par a% 6% c% et l'équation (563) deviendra
et, en chassant les dénominateurs, nous donnera
hH^x^->ra^c'y^ -\'à'h'z^z=ia^b'c' (565)'
Cette équation , qui est la même que celle de Tart. ^86 , comprise sous le n® (43^)9 ^ ^^ \yi&xi plus grand degré de généralité, car celle du n°(482) n'appartenait qu'aux axes, tandis que celle-ci a lieu entre trois diamètres qui , en se réunissant au centre , forment entre eux des angles quelconques dont les axes ne sont qu'un cas particulier, celui où les angles dont nous venons de parler sont droits. Ces diamètres portent le nom de" diamètres conjugués, par la liaison qu'ils ont entre eux et de laquelle il résulte que chacun des plans coordonnés partage la
coordonnée parallèle à Taxe qu'il ne renferme pas en deux parties égales ; car en faisant
c = o et a =o, \ c =;;o et «=0, \ V fl = o et ^=ro, J
x=r rca.
équation (565) nous donne ^ j^ =3 ± è,
667. La deuxième et la troisième variété des courbes à centre sont comprises dans les équatioi^s (562) et (563), dans lesquelles on reconnaît cellétde l'hyperbololde à une nappe et de rhyperbolpïde à deux îÀappes.
668. Les courbes , qui n'ont pas de centre et auxqueHes se rapporte l'équation (660), • •
* Lx^ -4- M/* = 2Q3, (566)
ne renferment que deux divisions, savoir, cdk où, ayant place 2Qz dans le membre où ce terme est positif^' l'autre menjsre exprime une somme, ou une différence , ce qui .éfaMit' pour ces deux classes de surfaces les équatifW
Ii«:^4^'Mj»= 2Qs,
équations qui sont celles du paraboloide «lliptique et du paraboloïde hyperbolique, dont nous avons traité au c|\ap. XI.
669. Lorsque l'équation générale (55o)[art. 6M] est dépourvue des termes qui renferment les rectangles des coordon-: nées, elle se réduit à la forme
Li' -f- Mj' + Nz' H- Vx -+. MV 4- IV'z^H- K z= o. . (567)
Si dans cette équation on substitue les valeurs
l'origine changera de place, et, en représentant la somme algébrique des termes constants transportés dans le seconc)
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noembre par P , on aura
Lj/' -h My -+- Nz'' -H 2 La
faisant évanouir les trois termes affectés des premières puissances des variables , en égalant leurs coefficients à zéro , on: obtient
Ces varcurs sont toujours possibles lorsque les termes L, M, N ne sont pas nuls ; par conséquent , Téquation générale peut se .
réduire à
Lx' -MVÏ7» 4- Nz' = P, (569)
ce qul^estla forme des courbes à centre.
6Ï0»« Mais lorsque le coefficient de l'un des termes affectés des carrée des variables est nul , on ne peut faire évanouir le terme qui contient cette même variable à la première puissance : par exemple, si, dans l'équation (568) , le«coefficient N de 2'' est nul 9 le coefficient de z* ne peut s'évanouir, parce qtfe la valeur 2N7 4- N" de ce coefficient, se réduisant à N", ne peut être égalée à zéro pour déterminer 7 qui est la coordouiée de la nouvelle origine dans le sens des z ; dans ce cas-là nous ne pourrons donc égaler à zéro que les termes en x^ et y\ ce qui jféduira Téquation (568) à la forme
*^ ^ Mj' -h Lx^ -H- N2 = P ; (570)
el.eci^QEmie nous n'avons disposé que de deux des quantités arbitKâî«e^ a, ^, 7, en égalant à zéro les coefficients de af et de y' ^ nous pourrons déterminer 7 en égalant aussi à zéro la somme des termes constants représentée par P dans l'équation (568). Ce terme P ne renfermant 7 qu'au premier degré, parce que . N = o, il sera toujours possible de déterminer 7 convenablement pour que P s'évanouisse ; alors notre équation deviendra
f^ Mj' -j- L^' + Nz = o. . ■ (571)
Si au lieu de N = o on avait M = 0 ou L = o, nous parviendrions à une équation de même forme que la précédente , mais dans laquelle les diamètres conjugués seraient mutuellement changés; et comme la situation respective de ces diamètres nous est indifférente , nous ne considérons que l'équation (569).
671. L'équation (667) comprenant les équations (569) et (57 1), auxquelles Téquation générale se réduit, a donc toute la généralité de cette équation générale.
CHAPITRE XIV
Des cas particuliers de V équation gén^mm clés surfaces du second ordre j où Von ne p&m construire une des cinq surfaces dont il est question dans le chapitre précédent.
6711. Nous avons vu (art. 66â) que, lorsque le coefficient d*ùne variable et celui de son carré manquent dans l'équation (552L cela nous conduisait à celle-ci :
Ljc^-^- M/' = R ;
on tomberait sur un même résultat si, dans Téquation (553)^^
on avait ♦
car elle se réduirait à \ %'às^
Pour savoir ce que signifie cette équation jjSSIfelions (art. 589 ) à l'équation (487) de l'ellipsoïde qui a pour' trace de la section faite par un plan parallèle à celui des o* ^ /, à une distance 7 • comptée sur l'axe oblique des z , : „ ^Hf
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Cette équation, en opérant comme dans Tart. i590 , nous donnera pour axes des x et des y de Teilipse tracée par la section,
et Ton voit que , dans le cas où N = o, on a .. ^
valeurs qui sont les mêmes que celles que nous donnerait l'équation de la trace sur le plan des j?, j, tirée de Téqua-'^ tion (564) ; djpù il suit que toutes les ellipses des sections seront les mêmes que celles de la base; et comme Taxe est oblique et passe car tous les centres , la surface sera donc celle d'un cylindre à base elliptique et à arêtes obliques, tel qu'on le voit {fig, 123), ou d'un cylindre hyperbolique si la base, au Fig.iaS. lieu d'être une ellipse , est une hyperbole.
675. Si les diamètres conjugués forment entre eux des angles droits , ils se changeront en axes , et le cylindre sera droit.
Au reste, on voit que, quand le terme N manque, l'équation de l'ellipsoïde, dans un système d'axes rectangulaires, fiX3 -
réduit à ' t
L^2 _|1 Mj^ = P ' . . . (572)
Il est à remarquer que , quoique z n'enUe piis'idviis cette équation , cette coordonnée ne subsiste p^s moins , (^r la condition N = o ne dit pas que z soit buI. Tout point de la surface est toujours déterminé par les trois coordonnées x^y^z. Cette dernière seulement n'est assujettie qu'à rester parallèle à l'axe des z , et à être comprise entre deux points , l'un sur Tintersection de la surface par le plan , et l'autre sur la trace ; à part ' cela , z est arbitraire.
Faisons donc 2=0 pour avoir la trace sur le plan des x^y^ et l'équation (572) nous montre que cette trace est une ei%>se; mais quand z ne sera pas nul , 3a longueur parallèlçà l'axe des z
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ne sera autre chose que Tarête d'un cylindre oblique à base Fi0.ia3* elliplique. Ce cylindre est représenté pai* la^T^. i23.
Il suit de ce qui précède que si, par tous les points de
l'ellipse tracée sur le plan des x^ y^ on mène des ordonnées
obliques parallèles à l'axe des z et de même grandeur, ces
ordonnées appartiendront toutes à la surface; cette surface sera
'•,d'6nc un cylindre.
Si L = M , la base de ce cylindre est un cercle , puisqu'alors l'équation (572} devient
Enfin, si dans l'équatiOn (56g), on a
L =r o et N = o, ^ cette équation se réduit à M/'= P et donne
,Qr, nous avons vu (art. Cfî7) que l'équation y = constante est celle d'un plan paMllèle au plsq;^ d#;r, z ; donc l'équation
appartient à deux plans parallèles à celui des o:, z , dont l'un couperait Taxe des r , et l'autre son prolongement , à dc^ dis-
/p tances de l'origine représentées par 1/ «•
Ce que nous disons de l'ellipsoïde dans un système de coordonnées obliques s'appliquera l'hyperboloïde dans un système de coordonnées obliques.
Supposons maintenant que deux des coefficients des
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termes carrés manquent dans Téquation (553) (*) , et que ce soit par exemple celui de z qui i«ste y Téquation se réduira, dans ce
cas à
Nz'-h2L"^4-2]\r/4-2N"z=.P (573)
Si l'on fait z = o, on aura , pour Téquation de la trace sur le
plan des x, j,
et l'on voit que cette trace est une ligne droite.
Si Ton fait ensuite 2 = 7 dans l'équation (573), on aura, pour l'équation de la section faite par un plan parallèle à celui des X, j, et coupant Taxe oblique des z à une distancé
égale à 7,
V'x + M"/ = i ( P — N7' — 2N'V) , ou plutôt
Le second membre de cette équation se compose de deux parlies, l'une multipliée par x , et l'autre , fonction de 7 ; cette secondeexprime la distance de l'origine au point où la droite qui appartient à l'équation (5^5) coupe l'axe des 7 , et varie avec 7 . Quant à la première partie , comme la fraction constante qui multiplié X représente la tangente trigonométrique de l'angle formé par la droite avec l'axe des .r, cet angle est donc constant. Il suit de là que la surface , étant engendrée par une ligne droite qui se meut constamment parallèlement à elle-même , doit être rangée parmi les surfaces cylindriques.
676. Enfin la surface est un cylindre lorsque L est nul dans l'équation (566), qui , lorsque M et Q sont de mêmes signes , se réduit à
M/' = 2 Qz«
(*) Ce que nous disons sur ces termes earrés s^applique à tous.
Il serait facile de démontrer que la base de ce cylindre est sur le plan des z, y^ si nous ne jugions pas à propos de changer la position de cette base, que nous avons précédemment supposée reposer sur le plan des jt, y. Pour cela , comme le choix des coordonnées est arbitraire , nous pouvons changer xenz et 3 en ;r , et remplacer l'équation (566)
par celle-ci
en supposant toujours que L ^t nul, on tirera de cette équation celle-ci
qui est celle d'une parabole; et en y appliquant tout ce que • nous avons dit (art. 675) au sujet de l'équation (572), on reconnaîtra que, dans ce cas , la surface est un cylindre oblique à base parabolique et reposant sur le plan des ^, /•
677. €onsidérofiS le cas où. tous les termes seraient nuls , hors ceux qui renferment les cai^rés, et où , par conséquent , l'équation (667 ) se réduirait à
des V^ois équations (56i), (562) et (563), il n'y aurait que les deux dernières qui pourraient déterminer un système de points, car la première ne renfermant que de$ carrés et des coefficients qui, par hypothèse, sont positifs, cette équation ne pourrait être satisfaite que par les valeurs
qui ne détermineraient qu'un poini à l'origine. Quant aux deux autres , dans notre hypothèse de P nul , elles rentrent l'une dans l'autre en changeant les signes de la troisième ; alors il ne s'agit
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plus que d'examiner quelle espèce de surface donne Téquatiofi
Lx' 4- Mj* — Nz' = o. ^
Coupons la surface par un plan parallèle à celui des x, /, en faisant z =r 7 ; Téquation de la trace sur ce plan sera donc
et nous reconnaissons là celle de Tellipse; écartant davantage le plan sécant de celui des or, j, il est facile de démontrer que cette ellipse s'accroîtra ; car, en opérant comme dans l'art. 666, sî l'on désigne par n et 6 les demi-diamètres de cette ellipse , nous aurons
et nous voyons que plus les deux plaQS s'écarteront l'up de l'autre, en agrandissant successivement 7, plus ces axes s'accroîtront ; de sorte que si, au contraire, on approche le plan sécant de celui des x, jr» l'ellipse de la section diminuera jusqu'à ce qu'elle se réduise à un point lorsque les deux plans coïncideront. Or, l'axe des z, qui est oblique , passant par les centres de ces ellipses, on voit que leur ensemble constitue un cône oblique dont le sommet est sur le plan des x, ^, et dont la base, qui s'accroît suecessivement, est une ellipse; ce cône est représenté par ABC (^g. 124)- Fig.ia4.
678. £nfin, lorsque les coefficients des carrés des variables et ceux de leurs rectangles sont nuls, l'équation (553) se réduit à
et devient celle d'un plan situé d'une manière quelconque, suivant les valeurs qu'on donne aux constantes L", M", N'' et P. Lorsque P est également nul , il ne reste plus que
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Si Vcfù. fait z =^ 7, et que par rextrémité de cette ordonnée oblique on mène un plan parallèle à celui des x, y^ on ob> ^' tiendra
•^ ~ "^ îr "^ "" Ir '
et Ton voit que là section faite sur un plan jparallèle à celui des j , x^ sera une ligne droite à angle oblique qui, si L" et M" ne changent pas de signes, formera un angle obtus avec Vaxe des X et coupera le prolongement de celui des y à une distance
--|7- de l origine : plus le plan sécant se rapprochera de celui
des x^ y y plus cette distance , à cause de 7 qui entre dans Son expression, diminuera; de sorte que, quand 7 sera nul, l'équation, réduite à
sera celle d*ukie droite passant par l'origine. Il suit de là que l'équation (576) donnera naissance à une suite de parallèles à l'axe des ^, qui constitueront un plan passant par l'origine et coupant l'axe des x suivant une droite dont l'équation existera entre des coordonnées obliques , à moins que les diamètres conjugués ne se changent en axes rectangulaires, cas oùTéquatiôti deviendra celle de la ligne droite ordinaire.
670. Les surfaces cylindriques et coniques appartiennent à une classe de surfaces comprises sous la dénomination de iurfacei développables , parce que ce sont des surfaces qui peuvent être étendues sur un plan sans duplicatures , c'est-Vdire sans que certaines parties ne se replient sur le développement de la surface, et sans déchirures*
Un cylindre, abstraction faite de deux bases ^ étant regardé comme un prisme d'un nombre infini de faces , si l'on considère deux de ces faces unies par une arête , et que l'une reposant sur un plan , l'autre tourne autour de cette arête , comme
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autour d*une charnière, celle-ci , finira dans son mouvement, par se coucher à la suite de Tautre, et en devenir ainsi la continuation. Ce que nous disons de ces deux plans s^àpplique à un troisième, à un quatrième, etc. , qui, en se développant successivement , formeront une surface couchée sur le plan.
U en est de même du cône , considéré comme la limite des pyramides.
CHAPITRE XVI
Des plans tangents aux surfaces courbes du second
ordre.
680. Nous avons vu (art. 671) que l'équation générale des courbes du second ordre est toujours susceptible id'étre dépourvue des termes qui contiennent le rectangle des coordonnées, sans que cette équation perde sa généralité; nous poiHrrons donc la mettre sous la forme
Az" -f- Bj* -I- Ca:' -h Dz -H Ejr -H Fx 4- G = o. . (577)
Par un point O, pris sur la surface {fig, 225), faisons passer Fîg.aaS. le plan 01, dont Téquation est, en général,
Ljc H-M j' 4- Nz -f- P = o (578)
Il s'agit de déterminer les coefficients de cette équation par les conditions nécessaires pour que le plan devienne tangent à la surface courbe, au point O {fig^ 2^5). A cet effet, menons par le pointO deux plans OQX', OQY' parallèles, l'un au plan des a:, z, et l'autre au plan des 7, z ; ces plans couperont la surface suivant les arcs ORX', OSY', et le plan OHIK suivant les droites OH et OK : or, il est évident que si le plan est tangent à la surface, les droites OH, OK devront être des tangentes aux arcs ORX',
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i'* OST'j car si cela n'était pas, le plan OHIK couperait la surface courbe.
Cela posé, les coordonnées du point O étant représentées par a, ^,7, elles satisferont à la fois à l'équation (577) de la
surface et à Téquation (578) du plan ; on aura donc
^{^-«) + ^ix-P) + {^-y) = o.. . (58o) Les plans OQT' et OQX' ayant respectivement pour équations
les sections OSY^ et ORX' s'obtiendront en substituant successivement ces valeurs de j? et de j dans l'équation (579), et Ton aura
i)e même, en substituant successivement a: = a et x = p dans l'équation (58o) du plan OHIK, on obtiendra, pour les équations des droites OK et OH,
Déterminons maintenant les coefficients —9 ^ par les condî-
tions que les droite^ OK , OH soient des tangentes aux dourbes
ORX', osr.
Pour cet effet , l'équation (583) étant celle d'une droite OK
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qui pâme par un point a, ^, 7 de la courhe OSY% a^ujettis$on$ cette droite à passer par un second point de cette courbe , alors elle deviendra une sécante; si nous supposons ensuite que les deux points coïncident, cette sécante se changera en tangente. En désignant par a 4- «'> P 4- P', 7 4-7' les coordonnées d*un point commun à la eourbe OSY' et à la droite OK, ces coordonnées satisferont donc à leurs équations (583) et (58 1 ), et Ton aura
A (277' 4- 7'») -f- B(2pp' -h P'*) + D7' 4- E p' = o.
Éliminant 7' entre ces équations , ordonnant ei^^suite par rapport à p\ et supprimant le facteur coAmun , on trouvera
_ + BJp'-~2A7^H-iBp-D^-f-E=o,..(585)
P' étant la différence des coordonnées des points de contact , dans le -sens des f ; cette différence devient nulle lorsque ces points se réunissent et que la droite devient tangente : on a donc 9 dans ce cas, ^' = o , et l'équatien (585) nous donne
M^aSp 4- E ^ N ^ 2A 7 4- D
En traitant de la même manière les équations (582) et (584)) on trouvera, pour la valeur du second coef&cient ,
L 2Ca 4- F
N 2A7 4-D Si Von substitue dans Téquadon (58o) les valeurs que nous
venons de déterminer pour - et pour — , nous trouverons ,
pour l'équation du plan tangent au point a, p, 7,
(2Ca4-F), , 2Bp4-E, ^, , ,
OU , en faisant évanouir les dénominateurs ,
{2Ca+F)(a:— a)-|-(2;Bp-i-EXr— 6)+(2A7+D)(z— 7)=:o.(586)
681. Les équations de la normale au point (x., p, 7 de la surface peuvent se déduire facOement de celle du plan tangent : en effet, les équations d'uiie droite étant
pour qu'elle soit perpendiculaire au plan de Téquâdon (586) , qu'on peut mettre sous cette ferme
(aCa -hF)a: -h (2BP -f- E)^ H- (2A7 4-D)z+ K =r o;
il faut qu'enti*e les coefficients des variables , il y ait (art. 575) les relations
2Ca-f-ï'=fl(2A7 + D), 2Bp4-E=:6(2A7-f-D). .. (588)
^a normale étant assujettie à^ passer par le point a, p, 7, les équations (587) deviennent, dans ce cas,
X — OÈ = fl (z —7), j — p = ^ (z — 7) ;
substituant dans ces équations les valeurs de €x et de ^, tirées des équations (588), on obtient
^ 2BS-f-E, ,
telles sont les équations d'une normale au point « , . § , 7 .. donné sur la surface courbe du second ordre.
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NOTE PREMIÈRE. (Page i3.)
Des arcs plus grands que la circonférence , et des arcs
négatifs.
Dans le cas des sinus positifs, un sinus donné n'appartient qu'à deux arcs ( fig. 226), savoir, AM et AM' ; car, en menant Pig.226. la parallèle MM' h AB , les deux valeurs MP et M' P' sont égales; et , en appelant tt la demi-circonférence dont le rayon ' est l'unité (*), ces valeurs peuvent être représentées par sin a et par sin (tt — a); et, en général , si nous ajoutons un certain nombre de fois la circonférence , nous verrons que le même sinus appartient aux arcs suivants :
«, 27r-f-fl, 4^^"^> ÔTT-j-^f, etc. ...(«)
Tc — a, Stt — Oj Stt — a, ^TT — a y etc. . . . {b)
Déterminons maintejiant les arcs positifs qui correspondent aux sinus négatifs. Nous avons vu (art. 29 ) que ces sinus to^mbaient au-dessous du diamètre AB {fig. 226 ) ; par conséquent, lorsque Tare ne dépasse pas la circonférence entière, un sinus donné ne peut* avoir que deux valeurs, P'N' et PN. Cherchons donc à quel arc chacune de ces valeurs appartient. Pour cet effet, le premier de ces sinus ayant son sopamet
( * ) Le rapport du diamètre à la circonférence , comme o'^est une dhosc convenue parmi les géomètres, étant représenté par 1 : ?r, la circonférence devient 27r lorsque le rayon est pris pour unité. Nous sommes <Ionc fondé à désigner par tt la demi-circonférence.
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en N', représentons {)ar a Tare ADBN', en posant Téquation
ADBN' = fl; {c)
nous allons chercher quel sera, dans cette hypothèse, Parc ABDI9 ; or, il est évident que l'on a
arc ADCN = cire. — arc AN , ou , parce qu'arc AN équivaut à arc BN',
arc ADCN = cirç. — arc BN', ou arcADCN = 27r — arcBN' (rf)
Mettant a — tt à la place de arc BN% l'équation {d ) devient
arc ADBGN = tt — a {e)
Si nous passons maintenant à l'hypothèse où l'arc croît indéfiniment, il faudra ajouter la circonférence entière aux arcs exprimés par les équations {c) et {e) , et en y comprenant ces a,rcs , nous formerons ces deux formules , qui appartiendront à un sinus négatif,
a, 27r-|-û, 4^"+"^> ÔTT-l-a,.... (/")
TT — a, Stt — a y Stt — a, 7» — a, {g)
etc. , etc. , etc.
liCs séries [a) et [f) sont comprises dans l'expreision générale
2« ir -h- a , et les séries {b) et [g) sont comprises dans celle-ci
(in -^ 1)1: — a.
On considère aussi des arcs négatifs. Ainsi, en allant à rebours, si nous voulons, par exemple, déterminer [fig. 226) les sinus MP et M'P',
MF appartiendra à l'arc ANBM,
M'P' appartiendra à l'arc ANCBM';
ARCS PLUS GRANDS QUE LA GIRCONF. ET ARCS NEGATIFS. 4^S
et en désignant par a Tare positif AM^ le premier de ces arcs sera représenté par — 2 tt -f- a , et ""le second le sera par
— TT — a\ et si nous ajoutons successivement à ces arcs une fois, deux fois, trois fois , etc., la circonférence négative — 27r , nous aurons ceftdeux séries d'arcs négatifs :
— 27r-f-û, — 4^ + ^> — 67r-+-«5 etc.,
— TT — a, — Stt — «, — Stt — rt, etc.
A regard des arcs négatifs des sinus P' N' et PN , puisque Tare positif ADBN', qui détermine le point N', est ii, Tare négatif ^N^, qui déterminera le même point , sera
ANN'=— aTT + a.
Quant au point N , l'arc positif qui le détermine étant représenté par' A6N , l'arc négatif sera la distance au point A prise en sens inverse, c'est-à-dire sera — AN ou — « , et alors on aura les deux séries suivantes, en ajoutant successivement
— 27r aux expressions — 27r-h« et — «, qui les commenceront : ^
— 27r-f-a, — 4^ + ^> — 67r-f-«, etc., . — fl, — 27r — a y — 4^ — ^> — .6^ — ^> etc.;
et l'on voit qu'elles peuvent se déduire des termes généraux
— 2/l7r-f-/ï, ' — 2/l7r — fl, etc.
NOTE DEUXIÈME. (Page 14.)
Des tangentes d'arcs plus grands que la demi-circonférence.
Lorsque Tare dépassé la demi-circonférence sans avoir atteint les I de cette circonférence, la tangente redevient positive , puisque le rayon OM qui se termine à l'extrémité M de l'arc ne peut que rencontrer la tangente sur son prolongement ; ce qui montre que la sécante OT {fig, 227) redevient positive. Fig.227
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D'ailleurs, la formul^ (2) ( page 6) , dans laquelle le rayon r
est pris pour unité , nous donne,
— sinâf tang^ = , quantité positive
Enfin , lorsque le rayon a parcouru les trois quarts de la circonférence, la sécante prenant là direction OC est parallèle à la tangente AT', qui devient l'infini négatif, puisque toutes les valeurs de la tangente qui ont liçu au dernier quadrans sont négatives; mais, lorsque l'extrémité de Tare tombe entre les points G et A , la tangente AT' et la sécante OT' deviennent négatives et vont en décroissant. ^*
La formule tang a = ^ peut nous conduire a la même
^ cosa
conclusion ; car, pour Parc-f- 2 7r, le sinus et le cosinus étant res-
pectivement — i et o , on a , dans notre hypothèse de « =|7r ,
sin a = «in | tt = i , cos -l tt = o ;
substituant ces valeurs dans celle de tang a , nous trouverons
tang|7r = — |=—co-
Si dans les formules (3) , (4) et (5) (pages 6 et 7) , on donne au 3inus, aju cosinus et à la tangente les signes qui leur conviennent , suivant les arcs de cercle auxquels ils appartiennent , on pourra reconnaître facilement les signes qui doivent affecter la sécante , la cotangente et la cosécante qui répondent à ces différents arcs.
NOTE TROISIÈI^E. ( Page 17.)
Seconde solution du problème de tmui^r le sinus et le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs.
Fig.228. Soit CD {fig. 228) le rayon des tables que nous prendrons
pour unité ,
AD = tang a , DB = tang 6,
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nous aurons nécessairement
AC = séc a , BC = séc b^ AB = tang a + tang b.
Outre ces lignes , nous avons encore CD, qui a pour expression AG cos a (art. 55 ), ou plutôt séc a cos a^ en mettant la valeur de AC. Cela posé, nous avons
aire du triangle ABC = | AB X CD = | (tangii + tang é) X CD ;
et , en lAettant la valeur de CD , »
aire du triangle ABC = \ (tang a -f- tang ^) X i ;
d'une autre part, abaissant la perpendiculaire A£ sur le côtéCB, cette perpendiculaire aura pour expres^on
ACsinC;
et , en remplaçant AC par séc a et angle C par angle (a -f- b) , la perpendiculaire AE deviendra
séc a sin {a -\-b)j
et nous aurons cette autre expression de Faire du triangle ABC:
aire du triangle ABC = |CB X AE i= y séc ^ X séc a sin [a-^-b) .
Égalant ces deux valeurs entre elles et 'supprimant le facteur commun y, il restera
séc b séc a sin (a -+- A) = (tang^i -h tang b)\
d'où l'on tirera
. , ,. tang a tango , .
sm(a-H^) = ^T— 1 -h -7-r^7 — [à]
^ ^ sec a sec 6 sec b sec a ^ '
Or, en vertu des équations (2) et (3) ( page 6 )y dans lesquelles * /•=: I , on obtiendra
tang a . I ,.
— r-^^— = sm « , -: — = cos a \p)
sec a sec a
Au moyen de ces valeurs , l'équation (a) devient
sin (a -4- è)= sin a cos b -+- sin b cos a (c)
. On trouverait avec la même facilité le sinus de la di^érence de
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Fig. 229. deux arcs ; «ar (y?^. 229), représentant coujoigrs le rayoa par la droite CD /et supposant
angle BGD === a, angle AGD = b, nous avons
aire du triangle ABC = (DE — DA) X t^D, ou
aire du triangle ABC = (tang n — tang ^) X 7 ,
et , en abaissant la perpendiculaire A£ sur le côté CB du même triangle ABC, on a cette autre expression île la surface
aire du triangle ABC = f BC X AE; (rf)
or *
BC = séc fl, AE =: GA sin {a —'6) = séc ^ sin (a — 6).
Mettant ces valeurs d&ns Téquation (</ ) , on a
aire du triangle ABC = -5- séc « séc è sin (a — b).
Égalant entre elles ces deux surfaces et supprimant le facteur commun 7, on obtient
séc a séc 6 sin (a — b) == tang a — tang b ;
d'où Ton tire
tang a tangÂ
sec a sec o secaseco
Réduisant cette équation au moyen des formules {b), nous obtiendrons
sin (a — 6) = sin a cos b — sin ^ cos a (c)
Quant aux valeurs de cos {a -h b) et de cos (a — ^) , on les déduit facilement de celles de sin {a H- b) et de sin (a — ô) ; Fig.a3o. pour cet effet , soit AM (fig, 280) Tare a, menons par le centre 0 les perpendiculaires NO sur OM et CO sur OA , les angles NOC et MOA seront égaux , ^ comme ayant le même
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complément COM; régaWté de "ces angles suffit pour prouver celle des triangles rectangles NQO, MOÇ , dont les hypoténuses sont égales , comme rayons ; donc
QO = OE, NQ = ME,
ou , à cause des parallèles égales
or, le sinus d'un angle obtus étant le même que celui de son supplément., (m y|iâti[ue NP et OP sont les sinus et cosinus de TâTiigle obtus NO A , et que ce dernier, tombant sur le prolongement de OA , doit être négatif. Les équations (/) nous donnent donc
sîn NOA = cos^ , cos NOA =r ^ — sin « ; . ... (g)
et, en observât que l'arc TVA , qui est la mesure de l'angle NOA, équivaut à 90® -f- a , les éouations {/) reviennent à
sin (90® 4- «) =£ cos a , cos go® -h « = — sin «. . (h)
Faisons <z= a+ 6 , çt substituons cette valeur dans la première formule des équations (h) , nous obtiendrons
sin(go*>-|-a-l-^) = cos(«-f- ^); (i)
changeons ensuite a en 90** + a dans la formule (c) démontrée plus haut , on, trouvera 4
sin(90<*-+-a-f-è) = sin(go<»-h«)cosô-|-sinAcos(90°-f-«);... (y)
remplaçons les quantités renfermées entre les parenthèses par leurs valeurs tirées des équations (z) et (A), on tombera sur la formule connue
cos (a -h b) = cos a cos b — sin a sin b.
A l'égard du cosinus de la différence , pour le trouver appelons a l'arc MC {fig. aSo), nous aurons
arc CA — arc CM =: arc MA ;
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et, par conséquent ,
sin(90*' — û) = coso, cos(90® — a) = — sina; . (^j
nous disons précéder le sinus du signe négatif, parce que ce sinus, représenté par MQ ou plutôt par OP, tombe sur le prolongement de OA.
Changeant a en a — b dans les équations (/r) , nous aurons
sin(90<'— «-h^) = cos(fl— 6), cos(90»— a+ ^) = sin («-^); . . . (/)
remplaçant ensuite a par 90° -h a dans la formule (e), cette formule deviendra
sin(go° — a-^b) = sin(go" — a)cosb — cos^o" — âsin^);
éliminant les quantités comprises entre les parenthèses , au moyen de la première des équations (/) et des équations (A-), nous obtiendrons
cos (a — b)z= cos a cos è + sin cr sin b.
NOTE QUATRIÈME. (Page 20.)
Fig.23i. Le rayon d'un cercle étant donné ( fig. 23 1), trouver le côté d*un polygone régulier inscrit à ce cercle d'un nçmbre quelconque de côtés.
Nous commencerons par Theptagone , parce que l'équatioii est plus simple.
La solution de ce problème dépend de celle-ci : Un triangle scalène étant inscrit dans un cercle , déterminer le rayon de ce cercle en fonction des trois côtés du triangle.
Pour cet effet, menons par le sommet de l'angle B {Jig. 23 1) la perpendiculaire BD sur le côté opposé à cet angle , et par le centre O la parallèle FE à BD; cette parallèle étant une per-
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pendiculaire abaissée du centre sur la corde AC , passera par le milieu £ de cette corde ; enfin , si du centre on abaisse également la perpendiculaire OG sur le côté AB , elle rencontrera également ce côté à son milieu G. Gela posé , soient
CB = 2âf, AC = 2^, AB = 2c, ADz=x, DB=j.
Les triangles rectangles CBD , ADB nous donneront
X : ac :: ef : af, fia: :: ef : b
égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , on a
j.AF=:2c.EF, bx = xy<EF; (c)
éliminant EF entre ces équations , on obtient
AF = —-,.. .> (d)
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et la seconde des équations {c) nous donne
Ces valeurs de AF et de £F, qui sont ainsi déterminées en fonctions de quantités dont nous.avons Içs valeurs, vont nous servir à nous faire connaîtra GF. £b effet , les triangles IFA , GOF rectangles en £ et en G, ayant l'angle commun F, sont semblables , et donnent la pi^oportion
GF : GO :: ef : ae;
mais à cause de la similitude des triangles AEF, ADB, le rapport de EF à AE est le même que celui de DB à AD.
Substituant ce dernier rapport dans notre proportion , nous aurons '
GF : GO :: DB: ad, ou AF — AG : GO :: j : 0?;
mettant pour AF la valeur déterminée .paf l'équation (^), et observant que AG = c , parce que, la perpendicnlaii^ OG abaissée du centre partage la corxle AB en deux parties égales,' notre dernière proportion deviendra
c : GO :: / : jc,
ou ' :GO::r:a?:
égalant le produit des extrêmes à cekii des moyens, on trouvera
y .GO = Iteb — ex,'
et mettant a en facteur commun, et divisant par ^, on obtiendra
GO
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remplaçant y par sa valeur^ donnée par l'éqnaticm (6), on aura
maintenant il est facile de voir que si nous désignons par r le rayon du cercle , on pourra obtenir la valeur de ce rayon en fonction de x au moyen de cette équation
AO^ = AG^ -h G0%
ou r» = c'+ ^.^ Z.
réduisant le second membre au même dénominateur , supprimant les termes qui se détruisent, et mettant ensuite ^c^ en facleur commun , on trouve
mais réquation.(a)'.noi]^ donne
substituant cette valeur dans inéquation (/), cette équation devient
A regard du dénominateur qui contient encore a: y si Ton y met la valeur de cette inconnue tirée de Téquation (a) , le second membre de Féiiuation (g) deviendra
4c** — jp' = 4^ — Ti -^ ' • • ' {")
ou , en réduisant au même dénominateur,
, Ac^ b^ -* (e^ -+- ^>^ — à^y 4c'~^'=ï i-^ 1',
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élevant au carré la quantité qui est entre les parenthèses , et réduisant, il restera
substituant cette valeur dans Féquation (g) , on obtiendra
Les lettres a, 6, c qui entrent dans cette formule n'indiquent que les moitiés des cotés du triangle. Si nous voulons avoir les côtés entiers , en désignant ces côtés par les lettres a', b'^ </, nous aurons
substituant ces valeurs dans l'équation (/), et supprimant le diviseur commun 4 , il restera
^ "" 2ci'» V + 2âf'» c'2 + ^h'^ d-" — a!' — b"^ — c" '
ou, en supprimant les accents, dès que nous adoptons a^by c pour les côtés du triangle et non pour leurs moitiés ,
Si deux côtés du triangle sont égaux, par exemple b et c , en faisant è = c, Téquation (j) se réduit à
Si les trois côtés sont égaux, la même équation nous donne
ctj^K d'un polyo. bégul. exprimé ex fonct. du rayon. 4^5
Les équatioils (/) et (/) peuvent nous fournir les moyens
de trouver facilement les équations des polygones réguliers
inscrits de sept et de neuf côtés. En effet, soit {fig^ 282) un pj„ ^^^
heptagone régulier inscrit dans un cercle. Ayant mené par les
points A, B, C les trois cordes AB, CE, CA, les cordes AG et CBj
soutenant deux arcs égaux, sont égales: représentons-les par d
et c", et nommons d" la coi*de AB qui soutend un arc triple ; si
nous pouvons déterminer c'= c" et c'" en fonction de la corde c
iet du rayon r, il ne s'agira plus, pour avoir Téquation du po- ^
lygone de sept côtés, que d'exprimer d etc"' en fonction de t
et de r, et d'en substituer la valeur dans l'équation \k).
Pour avoir d =: d' en fonction de c et de r, le triangle rectangle ADE nous donne
AE» = AD' — DE^ [m)
.T. AC d
or AE = — = - ;
et la corde étant moyenne proportionnelle entre le diamètre 2 r
et le segment DE , nous avons
DE = — , ir
. substituant ces valeurs dans l'équation (m), nous obtiendrons
et en réduisant au même dénominateur,
,: ou c"' = il--.-^(*) {,,)
A regard de la corde AB qui soutend un arc triple [fi§. 233)^ Fig.a33.
^us avons
BH^ = LB' + LH
. / (*) Observons que Péquation (A), déduite de réquation (générale (;), rentre dans Fcquation (w) trouvée directement, où Pon changerait & en c • et q- eu c*.
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retranchant la seconde équation de la première, il reste
AH' — BH^ = AL' — BL% ou AH» — BH^ = (AL -H BL) X (AL — BL).
Mettant les valeurs de ces lignes, et observant que AL-f-BL:=AB,
on trouvera
AH' — BH' =r AB ( AL — BL) ,
ou r'''^ c' = c'"{ AL — BL) (o)
Or AL=:AK-hKL, et BL =r AK;
donc AL — BL =r KL = c.
Cette valeur réduit Téquation (o) à
d'où l'on tire
C '- C^ Z=Z C Cy
et, en divisant chaque terme par r,
ip)
Cette équation nous fournira le moyen de passer de la sou- ^j^*. tendante c'' à une soutendante c"\ qui contient une corde c ' ^ de plus. Ainsi , en mettant la valeur de r"% donnée par Féquation (/?), nous trouverons
c rr c.
réduisant au même dénominateur, et supprimant le faifteur commun c , on obtiendra ,
^^wa^iqtf-
(*) On pourrait déiluirc cette équation de Téquation (117) (pige ^f^^
en changeant a en c et x en c. .
. càTÉp'uir POLIfd. ÀÉGUL. EXPRIME EN FONGT. DU RAYON. ^Gl
Poiir déterminer l'équation de Theptagone , menons dans «e polygone [jSg. ifta) les cordes égales AC , BC qui souten- Fiç. a3a. dent chacun deux côtés de Theptagone , et unééorde AB qui ^. sout^iick^ trois côtés ^ nous aurons
jpâir conséquent y tes équations [n) et (^) nous donneront
cV — c* ^ Sfr^ — - c^ •
Valeurs ^qu'il faut substituer danè là fd^nmle {k) , écrite ainsi \
Pour cet effet, la première des équations (/•), élevée au carrée devient .
d'ipe -autre part^ npus diroas f^our le i^' terme compris entre les parenthèses de Téquation (^),, ;
et bi seconde '^es équations (r) nous donne
sec
• introduisit ces valeurs dans la formule (5} , effaiçanl le diviseur r% et supprimant ensuite le facteur commun c% nous obtiendrons -- . - ■*
Châsàant le dénominateur; *rpduîsant et ordonnant par rap-
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port à Cy on trouvei^a , pour réquation de rheptagosfe ^*
c^ — ^cV-f. i4r'r* — 5/* = p.
L'équation de Feniiéagone s'obtiendra encore plus ;ai^éniNUit;' ^
car si Ton mène, dans ce polygone, trois cordes q^(liÇfèâ|Q[|<«*'^
nent chacun trois x;ôlés , et qu'on représente Tune de c^ cd^des
égales par a , il faudra supposer *.••*. • -
dans la formule (//, et rdn trouvera r*^-', ';. \*
Si , dans les équations de rheptagon^et de Tenn^M^* 110U9 • prenons le raty on pour unilé , elles deviendront •^.f.V'.,
c«.— . 7c^ 4- lie' — 7 q? o , c« — ^ 6c* -h Qt* *^*3 xxt» j
et si'4'on fait c^ = d, nous les convertirons en ^jeiîfe^&i 5»; '^r*
Ces équations du B^^^degré , étant- fésolues à la manière ordinaire , détermin^eYoï^t- k vitieur cte </. A Tégard d« ceHfde c ^ le double signe qui Taffecte indique que le c6téf'^|[>eut f9Bb.er V 'à droite ou à gauche ; lors donc que te'éHoix sera fait**, c\i§iura plus qu'une valeur en tf. * • ' .' -' '<« ^ %9
Le même procédé qui nops a conduit à l'équatioii {f)cf(fk^ servir à trouver les soutendantes df quatre , de cfllq côtés ,d|te, ; car, 69 continuant de désigner par les accents de cjè nombre de cordes égales soutenues , et en opérant commePflops Tavoni fait pour la soutendante de trçts côtés,' b'est-à-dine en retranchant Tune de ces équations de l'autre , et en décomposant le second membre en deu^ facteurs à l^aide dHla for.mule
A'-B'=:(4-|.B)(À-if (t)
Ain» y pour obtenir la valeur T!e la sfmtendante de quatre
1^ *)iCÔTE^*UK pbLYG. RiCUL. EXP^KK KN FOlfCT. DU RAYON. 4^9
. côtés égaux, nous aurons {^g. 234), Fig.234.
AH»~HB»==(AL4-BL)(AL — BL
qb^èrvOQS qua AL -h BL n'est autre chose que la ligne AB ( J^. 234 ) , et que AL -^ BL équivaut à KL , et par conséquent à OH.
• L'équation précédente devient donc
7 AH' — flBi.= AB X GH ,
ou, en mettant les valeurs de ces lignes,^
* "^ d'où noQs déduirons
• À régasd de la soutendante de cinq côtés, nous la déteriiqiffieron» an moyen 4^ ^^fiS' 233, en remplaçant AB par
r,* DE, HSl et HL par GM et HN, et AG et BH par DAG et EBH ;
;' èo^péraplt comme ci-dessus , nous trouverons
« r'" ff^-^ ' ■ .
IL
et aij&i de suite pour les soutendantes d'un plus grand nombre de côtés .^En résimic , nous avons pour celles
de 2 cordes, c '- rs-î — * ; de 3 cordes, c'" =r :
de 4 cordes f c^^ -=1 ^ — ^ — ; de 5 cordes, r^
* e iC • ,
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de sorte que lorsqu'on aura une soutendanted*iQ^ nombre /z: de cordes égales, on trouvera immédiatement la scu^tendantë' d'un nombre /z + 1 , et Ton introduira dans ces soutendantes les valeurs de c\ de c^, de c»*', etc. , en fonction de c, diaprés ]es formules précédentes.
Mkintenant, pour av^ir l'équation d'ua'polygone d^un nombre n de côtésy je partage ce nombre h en trois parties m, /?, q ^ et y daiis l'équation ' (y), je substitue aux côtés a, b^ c trc^/, cordes. Tune soutendant un nombre m àe côtés , Tautrç ui^ .' nombre /?, et la troisième un nombre g.
L'équation (Â) peut nous faire parvenu encore plus prompt tement au même résultat, en partageant le nombre n en trois parties, dont les deux premières soient égales entre elles.
Quant au cas de l'équation (/), il n'arrive que*lersque le nombre n est divisible par 3. f
Nous terminerons cette note en démontrant que le dénemi-'^ Dateur de Téquation (yj peut se décomposer ^n facteurs sim- . 1 pies du premier degré. Pour cet effet, changeons mom&jfif^ément les signes de ce dénominateur, et in^ttons na^ dh/^çur commun , nous aurons • * " '
a* -+- b' -h'c" — 2«^ (b^ -4- c*.) ^ iib'c\ 5- .. . ■ ': ^k^ *•
Observant que a* -rr- 2a^ {b^ -hc-) sont les deux. ^ prennes termes d'un carré qui a pour expression *.
a* — 2flf^ (6' 4- ç2) -^ (i» ^ ç3y^ . .^
ou , $n développant , ^ . ' ?"' '*^
Si Ton compare ce carré à l'expression (2^) ^ à laqu^Ue'oii joillr dra a^'c'y- 2Ô«r% nous pourrons Ja mettre sous^aette forme
{a' -— 2a' b' — 2rt»c' -f- ^* -t- 2^»V 4I c*) — 4^V ; et, en indiquant seulement le carré , elle deviendra
COTÉ D UN POLYG. EÉGUL. EXPUIMË EN FONCT. DU RAYON, ^n l
quantité qui , étant la différence de deux carrés , pourra se décomposer ainsi :
écrivons le premier facteur de la sorte :
flJ — (^2 _^ 2^^ ^_ ^2j.
ou, parce que ce qui est entre les parenthèses est un carré
parfait ,
a^^{b-\-cy;
cette différence des deux carrés peut donc se décomposer ainsi :
A regard du second facteur de Texpression (v) , écrivons-le de
cette manière :
a' -^ {b' -^ 2bc -h C )
ce qui revient à
a^-^(b — cy ;
et , comme nous avons eacore là une différence de carrés , nous décomposerons ainsi ce second facteur
remplaçons les deux facteurs de l'expression (y) par les valeurs que nous venons de trouver, cette expression deviendra
{a-^-b '•\-c){a — ^ — c) (flr -+- ^ — c) (« + c — b).
En changeant les signes de l'un des facteurs (ceux du second
par exemple), le produit deviendra d*un signe contraire; par conséquent, nous rétablirons les signes que nous avons changés dans le dénominateur du second membre de l'expression (y), et nous aurons , pour ce dénominateur,
(rt 4- ^ -h r) (// + r — /?) (/7 4- r — b) [a -^ b — c);
47^' WOTE CINQUIÈME.
nous voyons que la partie négative du second , du troisième et du quatrième de ces quatre facteurs est successivement a ,
NOTE CINQUIÈME. (Page 22.) Déterminer le sinus et l'arc de 3 degrés.
Il existe deux sinus de petits arcs faciles à déterminer : ce sont ceux de 1 8 degrés et de 1 5 degrés. Lorsqu'on les a obtenus, ainsi que leurs cosinus, les formules (24 ) et (25 ), prises avec le signe inférieur, nous feront trouver le sinus et le cosinus de lejnr différence , c'est-à-dire ceux qui appartiennent à un arc de 3 degrés. Pour parvenir au premier de ces sinus, remarquons que la moitié du côté du décagone régulier étant le sinus de la vingtième partie de la circonférence, comme ce sinus est de 18 degrés, nous obtiendrons, d'après l'art. 143,
sini8o = |(~|r-^lr>/5)(*),
ou sin 18*» = { /-(— I -h V^) {a)
Le cosinus d'un angle étant donné par la formule (i) (page 6), nous déduirons de cette formule
com8"= v/f*^ — si^^i8° • {b)
Nous ne prenons le raiiical qu'avec le signe positif, parce que nous supposons que le cosinus tombe à droite; et comme nous devons remplacer le second terme du radical de l'équation [h) par le carré du sinus de l'équation {a), nous trouverons
8in^i8"==:^-r^(6— 2v/5),
ou sin^i8" =,--->- ; \ . [e)
(*) On a vu«(àrt. M4) ce que signifie la seconde valeur du radical.
iittrod^sant cçtte vulear sous le radig^t de réquâtion ^h) , on a
mettant r^ en dehors du signe, un obtient
cos iS*» = I r Vio -h 5 \/5. '
A regard du sinn^ H& i5 degrés, noos avons vu (art. 40) que le 9iau^ de '3o degrés était égal à la raoitié du rayon ; on a donc ■ , .
„ sin3o° c^'î/-^; .
substituant cette valeur dans la formule (i) (page 6), et réduisant, nous trouverons
cos So*» y ^;^-Jir%
ou cos 3o« =3 r VTpn ^ - V3 ;
mettant oette valeur de co^ âo degrés à la place de cos a dans l'équation ( 3o} '( page 1 8) , c'est-à-dire dans celle-ci ,
^* * (sin I «)* = -^ /- (r — cos ^) ,
nous aurons
ou sinM5** = |r*(2 — s/^)., . (d)
et en extrayant la racine carrée,-
sin i5" = -5'/' V2-^ \/3.
D'un autre côté, si la valeur du carré du sinus "de i5 degrés est substituée dans la formule
cos a = \^r'^ — sin- a ,
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tirée de .réquati^n ( i ) ( page 6 ) ^ on traayera
M - m^mn'^ C *
. - co$ iS*' =r V ^ T V S^
■m jT ' ' " ' '»
OU C09 i5f = - V 2 -V s/3 ' .
substituant cet ^atre valeurs des sinus et Qdsimis de i8 et de i5 degrés dans la fonnule (24) , prise av^fc^le signe inféiieur, nous obtiendrons • * *
sin3"=:^-rj(— i + V^5.)v/a+V^— T'- ^2— v/3\/io-t-2 v^5.
On pourrait axissi determinar l^rc ou r^gl««4e 3 degrés ; car le coté de Thexagone conrespoiidant à un angle de 60 degrés, et celui ^du déea^ne à «n angle 'de 3$ d^rés, si Ton retranche Tim de ces angles de Faulr^, on auraTangle, et par consé<]bei^ l'arc 9e 24 > et en divisant cet arc de moitié en tnoitié/ on parviendra ,|)aT.le mo3f!eii de ta simple géométrie, c'est-à-dire sans em^byer autre chos< que la règle et le compas , à Tare de 3 d^^s. *
NOTE SIXIÈME. (Page 3i.f '
Démontrer que la différence du sinus à l'arc est moindre que le
cube de' cet afc.
En prenant une limite moindre que celle que nous avons donnée (art. 48 \ et nous .bornant seulement à démgntrer que la différence du sinus à Tarcî^t moindre que le cube de Tare-, oft parviendrait encore à un^ approximation très-grande de Li valeur du sîniil. En effet , dès qu'il est prouvé (art. 48) que , Tare est moindre que la tangente , nous aurons donc
a <^ tang a ;
et en représentant par le nombre positif 0 la différence, on peut
I.1MITË DE LA DIFFÉRENCE EBTTRE l,E SINUS ET t'^EC. ^'jS
établir cette équation :
-n -^ i ^ tang a ,
ou . a -i- ^ 3t= -; ,
,**»'. . cos ^ ^ *•
en chassant le dénominateur,
a cos « H- S cos a ±= ùna] et, en nfihi(ilhi]i,kfi|jr,^ifi^,
' a cos'flr -f- 0 c^s^a ri ^/3? cos/r.
*Maiai cosa étant moindre que le rayon que nous prenonys pour unit^^ aiia iiurp«ss^ra'sin a cosa ; nous re^rderons donc eos a^ PQ^oân^nle fraction qui tend à «diminuer la valeiir d^ sin a ; par conséquent , ea remplafiint le second membre <^e cette ^ équation par sin a , il faudra, ^our maintenir l'égalité , âugmenter la^premier membre d'u^e certaine quantité positive s , fet ooip aurons l ^ -• •
^ ■ .«' a cos-rt H- ê cos 'a -f- « raftsinfl?;
^^t en reibplâçai^t cps V par i — sin^ri , nous aurons , n (i — -sin-'* a) -f- ^ cos'rz ^ ^ = sin^ ;
on tiré de Ki , en efEq^tuant la nî^lipl^tion indiquée par a SnX en transportant sin a 'dans le premier membre , et a sin^ a
ida^s le second : . "•'
rt — sin« -h- ^ oos-« H- e = « sin*«;
siyyprimant la partie ^^cos^^rfi-f- e,. qi<i est essentiellement positive, il restera -* . * .. '*
et comme «^est plus grand que a sin'« , parcç que l'arc surpasse le sinus, on aura , à plus forte raison ,
a — sin « <;^ «^
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Si, gdur opéi^r sur moins de décimales » la valeur de jrt^ exprimée par reqaation (56) , est réduite à . «
nous trou^a^ons
«'ou^'^ ==3' o,'oooooooooo246iîi ; ^'.^ Ir .
et Toir voit -qtt'on peut^eganler la différence du Anos à Vipt conune liullei, si Ton ne (>rend pas plus de 10 décifK9J6i|. ^*
NOTE SEPTIÈME. (Page 37.) * ; ' *
Mojen d'exprimer* en petits pambres une fraction jfinfhse ^ t 'entré âttw attiris* • ' w
La nanière ordinaire de trouver une fraction comprise entre • I et I, en lÀ réduisent d'abord au raéme àénoniinateuf,*con- 4uisant à 4e& fractions exprimées en chiffre^ trop f<Jnsi .je «ne suis %i^i«de^«e moyen très^sifiaple ponr ne paa. tomber da&s cet inconvémeo*. ; -♦ " , * '
* . A.yant adopté un nombre qui s*écatie peu des d^^ominiiteurs a et 3 ;• le nombre 7 par exemple , je représente par x leijfumé-' rateur qui auinit 7 pour dénominateur, e» j*é<Jris ainsi ilies l^j^is '^ fractions : ' . ■ •*
opérant comme si je voulaisies réduire au même déndt{iriateur , j'obtiens pour les numérateurs . *
et je vote qu'i^u'y a pour x-que la valent 3 qui rende 6jc plus graad que 14 et moindre que 2 1 , d'oîi je conclus que la fraction
cherchée est |.
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•.^: * INOtE HUITIÈME. ( Page 38. }
'^ Ptfipcnirà la série convergente qui donuf h logarithme dea^-^i
se
•p^-e€i -procédé jpour rendre logarithmique une forniule qui i '-"^ ^:pfésente sous lit forme d'une somme ou d'une différence,
■^Pour trouver le logarithme tie \'*-\-'x^ on cherchera d'abora
' ^fe développement de log (i -Jr j^ en'égalant ce logarithme à une
^^uite de termes ^ordonftés suivant Ws puissances ascendantes
de«*, et r<m au^a •' •
log (r 4- j;) r= a -f- ^x 4-.7^^ -^^x^ -f- i:c* -h etc.
^if aifent :r = ^, celle équation nous donnera
%V * a =;: log I.
Maïs le logarithine de i étant o , on voit qu*îl n'y a poihf de terme constant dans le développement, de log ( i -H ^) ; il est • m^dôncde la forme , *^ . *
' ' ^•^ log«(i -hx) =^af.-h Bx^ -\- Cx"^ -+- kc.r,; . . . (a) • *# * ■ ■*
* changeant a: en s, on aura pareillement ^
M>^^ 4- *) = A2 -f Bz^ -4- Cz^ -i-^z^ ^etc. ;.. ., {ij\ ii étant arbitraire , nous pourrons supposer qu'il y a entre j:
;t z la relation
;A.. . . . .'■' [i-hx-y- l-h,z;
V fôwy en développant,
d'où l'on tire
i -+- 2^'-ih x^ =z i -^ z; ^
Substituant cette valeur dans l'équation (b), nous trouverons
log {i-^x) — A(2X-{-x'^)4'B{'?.:r-^x'Y-hCl%v-+-x''Y-^e[c^ ■
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ceux qui dérivent de l'équation
■■' \of-{i^x) = .i!—- + j~j^^etc {g)
Ces logariAihies porÉ^ aussi le nom de Néper^ leur inventeur, ou oelui d'Hyperboliques^ ^)ar «ne raison que nous avons expliquée en parlant de Thyperbole; ' . " \ Si , à Taicle de l'éqliation f^) ,.noyj» éliminoni^a quantité <|5i ..'est entre les parenfliùses daim l'équation (/), ijous trouyerptris
'log tabulaire <fe (or + 1 ) .= A X ÎCÇ nêpéri^ de ( jr.*4- iV*. » (/s)
-Ûccupoq^-npusioaintenantda logaridimenépérien repl^K^^ par Féqii^ion (g^. Les termes du'second miMfbre de cette é^^ition étant alternativemeal positifs et négatifs y nous vpyan$-.que la valeur de log (\r h- i) n'est pas aussi convergente que si'.lses terme^conservaieiif le même signe. Cherchons donc ^'Ù^l^ fsn sorte que tous ces termes soient positifs. Pojor parverajâ^e but, j; étant quelconque, remplaçons sa valeupf)fr ~.r, Té - . quation (/[f) deviendra . , ' ' '\t
et, en retranchant cette ét|uatioi:i de Téq. (g^, nouj^afiSendrons
ÎOg (X-^X) — k)g(l— J7) = 2(^^--hg. ^^■'««C- ) >..t (i)
et ocmme, par la nature des logarithmes ^t. 69)^
log (i 4- ^) — log (l — :p^ =;=:. log ^i^^/ ^\^
MI
^èoonfl
on aura, parce quowjr^t tacteur communlqu^eooiin membre
deréquation (i), ^fl^ * J^ «
Nous pouvtfns dispo^ex de la varlab]^ x^ pgr une condition : la
* . - In
DÉTERMINATION d'uN LOGARITHME PAR LES SKRÏES. 4^ I
plus simple est celle-ci
d'où nous tirerons
34- I En substituant ces valeurs dans l'écfuation (y), nous aurons
i<»g^=-(l-TT) r('+5-iT7)'-^('+^
et l^on voit que le logarithme de z dépend ici de celui de deux nombres , Tun immédiatement au-dessous et Tautre immédiatement au-dessus du nombre proposé z; mais il serait plus avantageux qu'il ne dépendît que de z — i , parce que le logarithme d'un nombre z — i étant trouvé , en augmentant successivement ce nombre d'une unité , on aurait tous les logarithmes au-dessus. On parviendra à ce but en supposant dans l'équation (y )
On tire de celle-ci , en réduisant ,
substituant ces valeurs dans Téquation (y), on trouverait
*^^'rirr-.23— .l| '"^3(23 — l)''^5(2Z — l)*
OU, d'après la propriété des logarithmes (art. 62), équa-
NOTE HUITIEME
tion (66),
logz-log(z-,)=^[i + 3^J_^^, + g^y,+ etc.],
et enfin
Pour déterminer le logarithme népérien ou hyperbolique
de 2 à Taide de cette formule , on supposera z == 2 , et alors on
aura
log(a — i) = log 1 = 0, et 2z — 1= 3;
par conséquent, l'équation (/) deyiendra
et Ton trouvera
log 2=0,69314718; \ (m)
doublant ce logarithme , on aura celui de 4 9 ^^> ^^ faisant z = 5, et, par conséquent , z — 1=45 la formule (/) donnera pour le logarithme népérien de 5 ,
log 5 = 2 log 2 ^- - ( i-h ^^ + ^-^ -+- — ^ + etc. ) y
et le résultat du calcul sera
log 5= 1,60943791.
Ajoutant le logarithme népérien de 2 à celui de 10, oaaura
log népérien de 10 = 2, 3o2 585 09.
Mettant cette valeur dans l'équation (A), et celle du logarithme tabulaire de 10 qui est Tunité , on a donc
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2 , 3o2585o9 et par conséquent
Tel est le nombre (Ju'on appelle le modale ^ et par lequel il faut multiplier un logarithme pris dans lé système népérien si l'on veut passeï* à un logarithme tabulaire.
Pour donner une application de la transformation d*un logaritbme népérien en logarithme tabulaire , nous avons trouvé [équation (/ti)], que le logarithme népérien de 2 était o y 698 1 47 1 8 . Si l'on multiplie ce logarithme par le module 0,434^94499 on trouvera 0,80102999 pour le logarithme tabulaire du nombre 2 , logarithme dans lequel , en se bornant à 7 décimales, on a supprimé la dernière et remplacé 2999 par 3ooo.
Réciproquement , pour passer d'un logarithme tabulaire au logarithme népérien du même nombre , il faut diviser le premier par 0,43429449» ou, ce qui est la même chose, il faut le multiplier par 2,3o2 585o9. Ce nombre 0,434^9449 ^^ le logarithme tabulaire du nombre 2,718281 8 qu'on a coutume de représenter par la lettre e.
En effet , si <? est la base ^u système népérien , et qu'on représente par L un logarithme pris danS" ce système , nous aurons donc pour un nombre a
on tire de là, en désignant par / le logarithme dans le système
tabulaire ,
la = le^^ in)
et par la nature des logarithmes,
la ■=. Lfl le \
d'où Ton tire
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Mais, en faisant x -\~ i =: a dans l'équation (/t), on, tire de
cette équation
/a = ALa ,
et par conséquent
— lîi La
Ce rapport des deux logarithmes étant substitué dans Péquation (o) y on obtient
Il est à observer que, lorsqu'au lieu de prendre les logaritlimes dans les tables, on les prend dans le système népérien, Téquation [n) devient
Lu = L^^'%
et par conséquent donne
L« ='Lal^;
d'où l'on tire ,
ha Le = — :
La'
ce qui montre que ie logarithme népérien du nombre e est l'unité.
Ceci sert quelquefois, daiis la haute analyse, à déterminer une formule de logarithmes ; en effet, si Ton avait, par exemple, cette équation , dans laquelle le logarithme appartient au système népérien ,
oti l'écrirait ainsi
log— ^— =/7fl
log — r = ria log e,
ce qui n'en changerait pas la valeur, puisque , dans le système népérien , le logarithme du nombre e est l'unité , et l'on aurait.
FORBIULES LOGARITHMIQUES. 4^^
d*après la propriété des logarithmes (art. 64) ,
log — ^— - = log 6-"- ; passant au nombre , il resterait
Nous terminerons cette matière en donnant les moyens die rendre logarithmique une expression qui ne se présente pas sous la forme d'un produit; par exemple, si Ton se proposait de
trouver le logarithme de 9 -h v/3 , on sait qu'il faudrait préliminairement chercher en décimales la racine de 3 et y ajouter la valeur de 9 avant de trouver le logarithme cherché ; tandis
que, si nous eussions eu à trouver 9^3 , nous n'aurions point eu d'extraction de racine à chercher, et qu'en opérant par les tables , il eût suffi de prendre le tiers du logarithme de 3 ,
et de l'ajouter à celui de 9 pour avoir le logarithme de 9 y^ . Qu'il soit question , par exemple , de rendre logarithmique la formule a-^b. Pour cet effet , prenant le rayon pour unité , nous emploierons l'angle auxiliaire (p, qu'on apprendra bientôt à déterminer; supposant
b = a tang>, ■ - -• - (p)
on aura
a -{- b = a -h fi tang' «j» =r /? (i -{- tang- cp) ,.
et puisque (ait. 8) la première des équations (6) me montre
que I 4- tang^y équivaut au carré de la sécante , la valeur de
/7 -4- ^ deviendra
^ 4- ^ = « séc-<j) (7)
Pour déterminer «p, F^cquation (p) nous donnera
tang' 9 r- -, a
/^86 ?îOTE HUITIÈME.
OU
(tang(p)^=:- (r)
La tangente qui entre dans cette formule appartenant au rayon i , pour passer à celle des tables dont nous représenterons le rayon parR, nous aurons
I : tang (p : : R : tang des tables^ i : sec y : : R : séc des tables;
donc
tans des tables , séc des tables tang <f = — ^-g , sec ç = ^
Substituant cette valeur dans les équations (p) et (q) , en supposant maintenant que ^ désigne la tangente des tables , on a
/tangy\'_/> /sécyV^ a -^ b \T)-a' [-K-}-"^^ W
appliquant les logarithmes à la première des équations (s) et observant que le logarithme de R est la caractéristique lo , nous obtiendrons
tang (f b
ou log tang y = 7 (log ^ — log a) -h lo.
Le logarithme de tang cp étant déterminé par cette équation y on le cherchera dans les tables et l'on trouvera vis-à-vis celui de la sécante. La seconde des équations [s) nous conduirait au même résultat, mais exigerait de plus l'opération préliminaire de réunir ahb avant de prendre le logarithme àca-^-b Partant de cette seconde des équations {s) ,
(sécante y V _ (« -f-
et passant aux logarithmes , on obtiendrait
log sécante <p = t[ \o^{a-\-b) — logfl] H- lo.
FORMULES LOGARITHMIQUES. 4^7
Pour trouver le logarithme de a — b, on supposera
acos'(p = 6; (t)
retranchant chaque membre de a , on trouvera , en mettant a en facteur commun y
a (i — cos'<j>) = a — by
ou a sm*<f rzz a — b \ [u)
et pour déterminer ep , l'équation ( t ) nous donnera
cos'cp = - (v)
Nous rendrons les équations [u) et (c^) applicables aux tables, en écrivant
,. /sin ©X' /cos ©X' b
passant aux logarithmes , nous aurons
logsin<p=7log(a — 6) + io, logcos(p = Y(logô — logû)-|-io.
Nous déterminerons l'angle ^ par la seconde de ces équations, et la première fera connaître le logarithme de a — b.
Si A et B sont des lignes trigonométriques , le même procédé peut servir. Cherche- t-on , par exemple , le logarithme de
sin A — cotB, on supposera
cot B = sin A sin'^p, et l'on aura
sin A — cot B = sin A (i — sin'^) ,
ou sin A — cot B = sin A cos'<y.
Ayant déterminé Tangle auxiliaire <j) par l'équation
cotB sm-© = -, — -, sm A
on opérera comme ci-dessus.
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Enfin , si Ton a une somme de lignes trigonométriques , comme par exemple
sin A H- séc B — tangC, etc., [w)
on supposera
séc B = sin A tang'y ,
et Ton aura d^abord
sin A -H sec B = sin A (i -h tang-^), ou
sin A -h séc B =r sin A séc-^.
Remplaçant les trois premiers termes de l'équation («•) par ceux-ci :
sin A séc'ep — tang C ,
et recourant à un second angle auxiliaire que nous désignerons par cp', nous supposerons
tang C = sin A séc-ip sin- cp', et nous aurons
sin A -f- séc B — tang C = sin A séc- y (i — sin*©'),
ou plutôt
sin A -4- séc B — tang. C = sin A séc*«p cos'<p';
et à l'aide de nouveaux angles auxiliaires , nous continuerions d'opérer d^une manière analogue si nous avions un plus grand nombre de lignes trigonométriques.
INOÏE NEUVIÈME. (Page 96.)
Troiwery par une construction graphique, le rapport approché
du diamètre à la circonférence.
Les rapports approchés du diamètre à la circonférence ont l'inconvénient de faire trop dépendre l'opération graphique
RAPPORT APPROCHÉ DU DIAMETRE A LA CIRCOlVFrRE^ÎCF.. 4^9
du compas de proportion ou d'une échelle de parties égales; tandis qu'une construction géométnque par la règle et le compas peut s'exécuter sans instruments. Pour parvenir à une construction de ce genre , la recherche n'est pas aussi longue qu'elle le paraît d'abord , parce que les relations qui existent avec les côtés des polygones réguliers sont très-bornées. Tout se réduit à combiner des perpendiculaires et des parallèles avec ces côtés , parce que ce sont les seules lignes qui , amenant des triangles rectangles et des moyennes ou troisièmes proportionnelles, peuvent établir des rapports entre le rayon et les différentes lignes.
Prenons d'abord le rayon pour unité; il est naturel, de commencer par l'hexagone dont le côté est égal à cette unité , et , d'après notre observation précédente , d'abaisser la perpendiculaire OD {fi^. 235} sur le côté CB de cet hexagone; Fig.aJS. alors toutes les lignes calculables sont OD, AD et AB. Le triangle rectangle ODB , dans lequel DB est la moitié du rayon , nous donne
OD^rrOB' — BDS ou
et , en tirant la racine carrée , nous avons
â l'égard de AD et de AB , les triangles rectangles AOB , BOD étant semblables , parce qu'ils ont chacun un angle commun , il en résulte que les troisièmes angles OAB et OBD sont égaux. L'égalittTde ces angles prouve la similitude des triangles rectangles ADB , ODB , qui nous donnent la proportion
OD : BD :: BD : ad, od : ob :: bd : AB,
ou
iV3 : 7 : : y : AD , ^^ y^ : i : : } : AE ;
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donc
AD=-1^, AB
et , en multipliant les deux termes de ces fractions par ^ , et réunissant aux valeurs de OD , de AD celle de AB , nous obtiendrons
0D = lv^3, AB = Y» ••> AD = ^,. . .(a)
et y en extrayant la racine de 3 jusqu'à la huitième décimale , nous trouverons
Substituant cette valeur dans les équations (a) , nous aurons
OD=r 0,8660254, AB = o, 5773502, AD = o, 2886751;
en comparant ces résultats aux décimales du rapport de Ludolphe , nous voyons quela moitié de AD ou plutôt que
et que, par conséquent ,
AG = 3 rayons -h | AB = 3, i443 , ce qui donne une approximation du rapport du diamètre à la
(*) Si Ton avait aussi calculé la valeur de ÂO, on aurait d'abord trouvé
A0« = OB» -f- AB> = i-h ^ = |; et; en passant à la racine,
valeur qui ne nous aurait rien appris de plus que AB.
happort approché du diamètre a la circonférence. ^Ql
circonstance un peu moins rigoureuse que celui d*Archimède, qui revient à 3, 14285. .
Puisque AG n'a pas tout à fait la grandeur suffisante , il faut donc diminuer AB ou BG , c'est-à-dire avoir une différence au lieu d'une somme. Or, si nous prenions AB négativement , en le retranchant de trois rayons, nous trouverions
BG
et Terreur deviendrait beaucoup plus grande en sens contraire. Mais nous entrevoyons aussi que, si BG est beaucoup plus petit que la quantité cherchée, ^hypoténuse KG du triangle rectangle EBG, plus grande que le côté, pourra s'approcher davs^ntage de la vérité. Vérifions le fait : nous avons
EG.« = BG'H-BE% ou
EG'= (^3-^)^4 W
et , en développant ,
EG'=9— 2v^3-f-i-+-4;
ou EG'nr:-!^ — 2v/3; (c)
par conséquent nous aurons, pour la partie rationnelle de l'équation (6),
d'un autre côté, la partie radicale de Téquation (b), évaluée numériquement, donne
si nous retranchons ce résultat de l'équation (d), nous obtiendrons
if — 2v/3= 9,8692317 =EG\ Tirant la racine carrée , nous trouvons
3, i4i53, etc.,
NOTE NEUVIÈME
nombre qui, dans les quatre premières décimales, s'accorde avec Ludolphe , et par conséquent' est exact à un dix-millio- ' nième près.
Lorsqu'en 1827 je publiai cette démonstration dans les Mémoires de l* Académie de Mâcon, je portais, par un autre procédé, l'approximation jusqu'à 4 décimales de pins, me trouvant d'accord , dans les huit premiers chiffres décimaux , avec le rapport de Ludolphe ; mais la diHlculté et la complication de l'opération graphique me firent renoncer à un moyen qui, dans l'usage ordinaire , ne peut être préférable au calcul que lorsqu'il se recommande par la simplicité de l'opération. Depuis cette époque , on m'a fait connaître un procédé qui rentre tout à fait dans celui qui fait l'objet de cette note : il
Fig.a36. consiste {fig» 236) à prendre AG égal au triple du rayon, et à lui mener une parallèle EK égale à U tangente de 3o degrés; et alors KG équivaut, à peu de chose près, à la demi-circonférence dont le rayon est Punité. Voici comment je crois qu'on peut le prouver : remarquons préliminairement que la tangente de 3o degrés n'est autre chose que la ligne AB de la figure 235, puisque l'angle AOB a pour mesure la douzième partie de la circonférence. Cela posé , si l'on porte la valeur
Fic.:i36. de AB [ftg. 235) de Een R(y%. 236), et que l'on prenne AG égal au triple du rayon , on trouvera
KG^=IG'-+-IKS
ou KG^ =r ( AG — ER)' -h IK^ ;
et , en mettant les valeurs analytiques de ces lignes ,
on voit que l'expression est la même que celle dont nous avons fait usage [équation {b)\.
Le côté du carré peut nous conduire aussi au même résultat : Fig. '^.3;. en effet, les diagonales AD, CB [fi^, 23;) se coupent à angle droit
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au centre O, et,. en représentant le rayon par AO {/ig. 237), FigaSy. nous avons
Si nous prenons ^E = r, il viendra
EC» = AE2-i-AC%
ou EC' = r'-t-2H;
et par conséquent en passant à la racine , nous trouverons
EC = rv/3; prenant le rayon pour unité , et divisant par 3 , nous aurons
retranchant cette valeur du triple du rayon , on obtiendra une quantité qui , élevée au carré et ajoutée au carré du diamètre , qui est 4 > reproduira l'équation [b).
NOTE DIXIÈME. (Page io3.)
Démontrery par la seule considération de la propriété du carré de l'hypoténuse , qu'un triangle est toujours coupé proportionnellement par une parallèle menée à sa base.
Supposons d'abord que ce triangle soit rectangle, et que
DBE [fig' 238) le représente : par le point A , où passe la pa- FijT.238.
rallèle AF à la base , menons AC parallèle au côté DE ; et
soient
BC=a, KC=b, BA=:c,
AF = «', DF=:^', AD=c'.
La condition que les angles correspondants C et E soient
droits, donne
la condition que l'angle F soit droit , donne
fl'^ + ^/2 — r'-' {b)
NOTE DIXIÈME
Mais il ne suffit pas d'avoir exprimé par ces deux équations que les angles E et F soient droits , pour constater la similitude des triangles ABC , DAF ; car on sait , par la géométrie , qu'il faut encore avoir deux angles égaux. Et, en effet, on voit dans
Fig.239. ïa fig, 289, à laquelle peuvent se rapporter les mêmes données dont nous venons d'exprimer la relation algébriquement, que les angles DAF et ABC sont inégaux; ce qui ne serait pas si la ligne DAB était droite : il faut donc exprimer, par une troisième équation , que cette ligne DAB doit être une ligne droite.
Fig.238. Or, dans ce cas, DAB devient {fig^ 238) l'hypoténuse DB d'un triangle rectangle qui donne lieu à l'équation
BE'-4-DEV=rDB%
ou [a^a'Y-\-{h-^h'y=[c^c'y (c)
Il ne s'agira donc plus que d'éliminer a et a ' enlre les trois équations (a), [h) et(c), pour obtenir la relation qui doit exister entre les autres quantités h^ 6', c et c'. L'équation (r) étant développée, donne
Retranchant les équations (<7) et [h] de celle-ci, il reste
laa' -\^ ihb^ ^zni ce',
ou na' -h bb' = ce' ^
ou aa' ^=L ce' — bb',^ (cl)
Les équations [a) et [b) me donnent
Multipliant terme à terme , on obtient
EQUATION DE LA PEEÇENDICULAIRE. 49^
L*éc|uation {d), élevée au carré, me donne aussi
Égalant ces valeurs de à^ a'^ , développant et réduisant , on a
h'^c'''— 7.CC' bb' -{- c^b'^=io^
et , parce que le premier membre de cette équation est un carré
parfait ,
bc' — c6'=:0, OU bc'=:cb''y
d'où l'on tire la proportion
Cette démonstration ne s^applique qu^au cas où le triangle serait rectangle. Pour passer à celui où il ne le serait pas , menons la droite DG {fig, 238) , et prolongeons FA jusqu'en H; Fig.aSS. en faisant ensuite GH= dy DH=: d' :, nous démontrerions, comme précédemment, que Ton a la proportion
donc , en comparant cette proportion à la précédente , on en tire
NOTE ONZIÈME. ( Page 1 3 1 . ) Démonstration directe de Véqiiation de la perpendiculaire.
L'équation de la perpendiculaire CB n'a été trouvée qu'en se fondant sur la considération des lignes négatives. Je vais en donner une démonstration plus directe.
Soient (yf^. 240) j? et y les coordonnées AP et PM d'un Ftg.a4?* point quelconque M de la droite CB perpendiculaire à CO , et a et p les coordonnées AH et HI d'un autre point I,
4a6 NOTK ONZIÈME.
Les triangles semblables HIB , PMB donnent la proportion
PB : PM : : HB : Hi ,
du a H- HB — j: : j : : HB : p, {a)
dans laquelle il faut mettre la valeur de HB qu'on va déterminer : la tangente trigonométrique de l'angle COB étant a , si Ton mène à la droite CO la parallèle IK, l'angle IKB comporîtera la même tangente , et l'on aura la proportion
î : « : : KH : p ,
qui donne
KH
La ligne IH , étant une perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit KIB sur l'hypoténuse , est moyenne proportionnelle entre les lignes KH et HB ; par conséquent , on a la pro* portion
KH : IH :: m :HB, ou s ^ : s :: s : HB;
donc HB = «p.
Substituant cette valeur dans la proportion [a] , cette proportion devient a.-\-a^ — x \ y :: «p : P; et, en divisant par p le second rapport ,
OL -\- aQ — X : y :: a : 1,
Égalant le produit des moyens à celui des extrêmes ,
faisant passer a p dans le premier membre, et observant que a devient facteur commun des deux termes du premier membre ,
divisant par a ,
SUR LES COURBURES DE l' HYPERBOLE ET DE LA PARABOLE, /{û*^
et y à cause que on aura enfin
équation qui est la même que celle de T art. 2^2.
NOTE DOUZIÈME. (Page igg. )
Démontrer que V hyperbole s'écarte plus de l'axe des abscisses
que la parabole.
Les branches de l'hyperbole, de la parabole et la ligne droite s'étendant jusqu'à l'infini, on peut demander quelle est celle de Ces lignes qui s'écarte le plus rapidement de l'dxe des abscisses. Pour répondi'e à cette question, donnons^leur une origine commune à un même sommet , et comparons d'abord une branche de parabole à la ligne droite; supposons que y tty' soient deux ordonnées de ces lignes qui correspondent à la même abscisse, lious aurons les équations
.\ y ■=^ ax^ y'^ = npx ;
la ligne droite étant supposée inclinée, la pretnière de ces équd tions n'admet pour ja qu'une valeur finie , et la seconde nou^ donne
nous aurons donc, en remplaçant x par y^ X /^^
y' ly :: s/2p\/x : « v^x v^,
et par conséquent
y' \y :: v^ : a{x\ d'où l'on tire
^q8 - NOTE DOÛZliHE.
Or, quand x' ^^ très-grand, il en est de même de —j=r ; fl'où il
suit que , dans ce cas , y est égal au produit àe y' par une quantité fort grande, ce qui montre que l'ordonnée de la ligne droite surpasse alors de beaucoup celle de la parabole. Il ne sera pas plus difficile de démontrer que, dans la même hypothèse , l'ordonnée de l'hyperbole doit surpasser celle de la parabole^ en effet, en écrivant ainsi l'équation de l'hyperbole, considérée dans sa branche positive ,
on voit que quand x est^fort grand, la fraction — devient très-
petite, et qu'alors notre branche d'hyperbole doit se rapprocher d'une ligne droite qui aurait pour équation
ce qui prouve que l'hyperbole s'écarte plus que la parabole de l'axe des x, '
On peut d'ailleurs remarquer que , lorsque x est fort grai^ , la parabole tend à devenir parallèle à l'axe des absdsses ; car, soient x ^'^ x' <lcux ordonnées de la parabole qui correspondent aux abscisses x et a/ y peu différentes l'une de l'autre; si x et a/ sont très-grandes, il en est de même de y et /', à cause des équations
y* = 7,px et x'^ == 2/?j/.
Or on tire de ces équations
et en décomposant le premier membre en facteurs, cela se réduit à
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Or, dans Thypothèse de deux ordonnées fort grandes, placées à la distance x — xf l'une de l'autre, la fraction, à cause du dénominateur, devenant très-petite, la différence jr — f devient presque nulle, ce qui montre que la parabole tend à devenir parallèle à l'axe des x.
NOTE TREIZIÈME. (Page 224.)
Seconde démonstration de ce théorème , que, dans l'ellipse et dans rhyperbole, le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est égal au rectangle formé par le grand et le petit axe.
Pour démontrer le premier de ces théorèmes, si l'on multiplie réquation (258) ( page 222) ))ar l'équation (259) , on obtiendra
b* cos^qcos^p -h a^b^ sin^ q cos^p-\-a^b^ sin^jo cos'^ -i-a* siii'p sin^q
Ajoutant dans le dénominateur, la quantité
2«* b^ sïnp sin q cos/?cos^ {*) — 2.a^ b^ sinp sin q cosp cos q^
qui est nulle , on pourra partager ce dénominateur en deux carrés , et l'équation précédente deviendra
a''b'^z= a'b' (Ô^cos^ cosjo 4- /l'sin q sin/?)* -^(ab sin q cosp — ab sinp cos qy
(*) L^expression de ^a* b* sin p sin q toa p cob q est le double de lA racine du produit des termes extrêmes de ce dénominateur.
5oO NOTE TREIZIÈME.
Observant que b^ cos q cosp -+- a} sin ^r sin /> = o , ^n vertu de réquatîon (aSo), prise avec le signe supérieur, l'expression précédente se réduit à
[a b sin q cos^p — ab sinp cos q) ou plutôt à
[ab (sin q cosp — sinp cosq )Y '
et comme le carré d^un produit composé de deux facteurs est égal au produit des carrés de ces facteurs, cette équation pourra s'écrire de la manière suivante :
a^ b^ (sin q cosp — sin/? cos qy n'b^
(sin q cosp — smp cos qy
Le dénominateur du second membre étant le carré de la valeur donnée par la trigonométrie de sin (q — p)^ on aura enfin
sm'(5r — py et y en tirant la racine,
faisant évanouir le dénominateur, il viendra
fl^i' sin {q — p) = ab.
Le premier membre de cette équation représente la surface ^i8.i4f. du parallélogramme D'GB'G (^g. i4i)* Car soit lyH la hauteur de ce parallélogramme ; il est évident (art. 8^ ) que
D'H = D'C X sin D'CH,
ou - D'H =^' sin (ç — p).
PaOPRlETÉ DU PARALLÉLOOa. DES DIAMET. CONJ. DE L^HYP. Soi
Multipliant la base CB' par cette hauteur, on a
surface D'CB'G = CB' X D'H =z a' ^'sin(7 —p) ;
et comme ab représente évidemment le rectangle construit sur les deux demi-axes a et i^, le parallélogramme construit sur les deux demi-diamètres est donc égal au rectangle formé par les deux demi-axes a etb. Et en observant que, si le parallélogramme et le rectangle ont des côtés doubles y les deux surfaces quadrupleront en même temps , on pourra conclure la proposition que nous avons énoncée.
Pour démontrer que dans l'hyperbole , comme dans l'ellipse, le parallélogramme construit sur les diamètres conjugués est égal au rectangle formé par le gramf et le* petit I ajce, si l'on multiplie Tune par l'autre les équations (246) et (253) , prises avec le signe inférieur, on trouvera
— — -- ■ - • , -Il ■ - 1
— éf* cos'^ cos^p -i-a^b^^in^q cos-p -4- ^'^'sin'/? cos' ^— a* sin'/>sin' q
Ajoutant dans le dénominateur la quantité
2a^b^ sinp sin q cosp cos q — 2a^b^ sinp sin q cosp cos q,
on pourra partager ce dénominateur en deux carrés, et Téquation précédente deviendra
— {b^cQspcos q — «^5in/?sin(/j'-j- (ab sin 7 cosp — ab siDpcosq)
Observant que b^ cos p cos q — a^sitxpsinq = o , en vertu , de réqualion de condition (aSo ) ,- prise avec le signe inférieur qui se rapporte à l'hyperbole, la valeur de a"b'' se réduira à
.«''A'^ = Jl,^
[ab (sin q cos p — sin p cos q) ]- ' éievant les deux facteurs du dénominateur au carré, et rédni^^
5û2 NOTE TREIZIÈME.
sant, on trouvera
(sin q cosp — sinp cos qy '
le dénominateur du second membre étant le carré desio (g-^p)» on aura
$m'(q^p) et , en tirant la racine ,
sm(7— /?)'
fais2hit évanoâîr le dénominateur, il viendra
a'b^ sin (q — p}= ab • • W
Fig.24a. Si l'on prend {^g. 242) sur la direction du demi-diamètre conjugué CY' au demi-diamètre CX% une ligne CD' égale en longueur à la constante 6', et que Ton construise le parallélogramme D'CB'G, ce parallélogramme représentera le premier membre de Téquation précédente ; car, soit D'H la hauteur de ce parallélogramme » on a (art. 8d )
D'H D'C sin D'CH = D'C sin D'CB = b' sin (q—p}i donc surface D'CB'G ou CB'D'H= «'A' sin (<7— />).
Cette surface est , par conséquent , égale au produit ah , qui peut être représenté par un rectangle qui Aurait a pour base, et pour hauteur la constante b de Thyperbole ; multipliant par 4 l'équation précédente , on trouvera
2«' X 2^' sin (7 — v)^= 2« X 2^. ^
Les côtés du parallélogramme et ceux du carré devenant doubles ^ on en conclura le théorème çpoJbcMîi-dessm^.. \^
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NOTE QUATORZIÈME. (Page 227.)
Seconde manière de démontrer ce théorème , que., dans Tellipse, la somme des carrés des diamètres conjugués est égale à la somme des carrés dn grand et du petit axe.
La valeur de «^è% tirée de l'équation (264) (page 224), étant substituée successivement dans les formules (!?46)et (247) ( page 212) , prises avec le signe supérieur, nous aurons
^'cos'^-ha^sin^ç ^ ^'cos'/> -f- «'^sin'/? '
faisant disparaître les dénominateurs, et supprimant le facteur commun dans chacune de ces équations, on trouvera
a'^ sïn^ {q — p) = b^ cos' 7 -4- «'^sin^çr , b'"^ sin* {q — p) =■ b^ cos'/? -H à^ sin*/? ; ajoutant ces équations , on aura
(a'24. ^'i) sin» (<7 — />) =r û» (sin'z? -f. sin' <7) ) .* -h^2(cos'/?-4-cos»^) ) ' ' ^^^
lie second membre de cette équation peut se mettre sous la forme du premier. Pour cet effet, prenons une expression en a et en b db la forme de ce premier membre : cette expre^on {m^-\-b*) sin' [q — p) étant égalée à elle-même , eil partie développée, nous donne
rf*
{a} •+- b*) sin' (q — p) z= («^ -f- b^) (sin q cosj^ — sin/? cos q)\
ou, en achevant de développer le second membre,
(a' -h 6») sin' (y -4- = «' sin' q dbs^p — 2«' sin/? sin q côsp 00s q ri- t^ sin'/? cos' q b^ sin' q cos '/? — 2 è' sin/? sin q oosp cos q -+• b^ sin'/? cos' q .
5o4 VOTE QUATORZlàHE.
Substituant, dans les termes extrêmes de la première ligne du second membre, les valeurs de cos' p et de eos* q, et dans les termes extrêmes de la seconde ligne , les valeurs de sin' p et de sin' </, qu'on tirera des équations
I = sin'/> -H cos^p et i = sin* q -+- cos* q ,
données; par la trigonon^étrie , nous aurons
(«»+ A»)sin*(y — p) =a^ain^q — a' sin* q sin'/? — 2a^ sinp sin q cosp cos q-\-a^ sin'/> — a* s\n*p sin' q -h b^cos^p — b^cos^pcos^q — 2 ft ' sin/? sin q cosp cos q-hb^ cos* q — b * cosf* q ces'/?.
Mettant dans le terme -—2éi^ sin/? sin </ cos/? cos ^y la valeur de a% et dans le terme — afr* sin /? sin ^ cos/? cos 9, celle de ^', qu'on tirera de l'équation (aSo) ( page 2i5), prise avec le signe supérieur, qui se rapporte à Fellipse, et réduisant, on obtiendra
^ ^ ^' '^ (4- ^'cos'/?-f-^*cos'7,
ou
{a^rh ô')sin''(</ — jP) = à^(siu-p -h sia'y) H- ^' (cos' /?H- cos' 7).
Éliminant le second membre de cette équation à Taide àSféquation (a) , et divisant ensuite par sin* [q — /?), on aura
a'^-^b'^^ià'^b^', ...... .,{hj
multipliant par 4 '^ deux membres, pour passer des carrés des demî-akes et des demi-diamètres , aux carrés des axes et des diamètÇîs , cette équation deviendra
ou * {la' Y 4- {2^' Y = [7.ay -f-*(2*)' i
et comme la'yp.b'^ ia et ib sont les diamètres et les axes dç Tellipse, on voitqi^e la'somme des carrés des d^nètres est égale à la somme dçs Àrrés des axes. '
PHOPB.. DE tX DIFFEB. DES CABRÉS DES DIAM. CONJ. DE L^HYP. 5o5
NOTE QUINZIÈME. (Page 227.)
Seconde manière de démontrer que, dans l'hyperbole ,• la difTérence des carrés des diamètres conjugués oit égale à la différence des carrés du grand et du petit axe.
La valeur de «'^-, tirée de l'équation a*b' sin(<7 — p)-=iaby étant substituée successivement dans les formules (246) et (253) (pages 2i3et2i6), qui , étant prises avec le signe inférieur, se rapportent à Phyperbole, nous aurons
a '^ b"" sin^ (7 -^ p) _ a "" V sin^ (7 —/?)__ ' r^
a^ sin"^ q — b^ cos' q ^ b^ cos^p — a^ sin^p
Faisant disparaître les deux dénominateurs, et supprimant le facteur commun dans chacune de ces équations, on trouvera
«'^ sin'-(7 — p) = a^ siij' q — b^ cos^q,
b'* sin'(<7 — p)=: b'^ cos'/> — a^ sin^p ;
retranchant la seconde de ces équations de Pautre, on
aura
(flf '2 __ b'^) sin' (f/ ^p) = a' (sin' q^sin'p)) . ^
^^ --b'(cos'q-hci>s^p)y \' '
Le second membre de cette équation^eut se mettre sous la forme du, premier : pour cet effet prenons une expression e^^ a et en b de la forme de ce premier membre ; cette expression étant égalée à elft-méme, eu partie déq^loppée , nous donpe
(a^ — b^) sin' (7 — p)^= («' — ^') (sin^ cosp — sinp cosq)\
ou , en achevant de développer le second* membre ,
*(a^ ^ Ù'^ysix\^(q —p] = à? sin'<7 cos^/? — 2«* siny^ sin^ C9S/? co%q M- «-sin^// cos-// .r— b" srn^q cos*/? -f- 2^- sin/> siny cos/? cdfeiy — b" sin-/7 cos'7.
5o6 VOTE SEIZIÈME.
Substituant, dans les termes extrêmes de la première ligne du second membre , les valeurs de cos*/? et de cos'^, et dans les^termes extrêmes de la seconde ligne , les valeurs de sin^p et de sin'<7, tirées des équations
sin^p -f- cos^p = i et sin'^ -f- cos'^ = i,
« nous aurons
{a^ — b-'){s\nq—p)
=«'sin' y— fl*sin*<7 sih'p — 2a' sinp sin q cosp cos <74-«' sin^? — «^ sin*^ sin'^ — ^'cosf'/?-H^' cos^p cos*^ 4-2^' sin/? sin g cosp cosg — ^'cos'^H-^'cos* ^cos'/>.
^ Mettant dans le terme — 2a* sin/? sin g cos/? cos 9, la valeur de «% et dans le terme + 2^' sin/? sin g cos/? cos y, celle de ^', que -nous tirerons de Téquation (25o) (page 21 5), prise avec le signe inférieur, nous obtiendrons
— «' sin/? sin g -h b^ cos/? cosy = o ,
et, après avoir réduit, >
(a^ — b^) sin' {g — p) = a^ (sïn^g -f- sin*/?) = b* (cos*/? -H cos'f ).
Substituant la valeur du second membre de cette équation dans réquation (a), et supprimant le facteur commun, il viendra
• : multipliant par 4 les ^eux membres, nous aurons
pu {'2fi ' y — {'ib") = (2fl)» — (2^)^
NOTE SEIZIÈME, ('^ge 286. )
Ayant trouvé une démonstration du cône par la géométrie k trois dimensions^ je Tavais insérée danslef^itions précédentes; mais Tordre nouvâàu des matières ne m'a pas permis d'en
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faire ii^age dans le texte ; néanmoins , comme elle se rattache à l'objet qui est traité danç le chapitre XXVIÏ, et qu'elle peut servir d'exemple sur la manière d'appliquer la géométrie analytique de trois dimensions à la solutiçn d'un problème, j'ai cru devoir l'insérer dans cette note, en prévenant le lecteur de n'en prendre connaisssince qu'après que j'aurai traité de l'équation du plan.
Plaçons l'origine (Jig. ^43) au centre A de la base du cône Fîg,^. droit , dirigeons Taxe des z suivant la hauteur de ce cône , et nommons a le rayon AC de la base du cône , et ^ la hauteur AZ. Si, par un point M d'un côté ZC, on mène une parallèle MQ à l'axe AZ , cette parallèle MQ sera l'ordonnée z du point M; les deux autres coordonnées seront AP = x, PQ = j. Cela posé, le triangle AQP, qui est formé sur la base du cône entre les coordonnées x et j, étant rectangle en P, nous avons
AQ' == AP'' -f- PQ%
ou AQ^ =z x^ "{- jr^;
mais AQ = AC — QC.
Mettant donc ccfle valeur de AQ dans l'équation précédente^ on a
(AC — QC)» = :r^ -f- 7' W
Or, les triangles rectangles ZAC et MQC nous donnent
AZ: AC :: MQ : QC,
'j, h ; a :: z rQC;
az d'où l'oïi tire QC = -r •
Substituant cett^ valeur et celle de AC dans l'équation (^), oa obtient • ^
5o8 NOTE seizième/
a'' ou -7- (a — zy ^=1 x"^ + j% équation du cône
dont le centre de la base est à l'origine^ et dont la hauteur est dirigée suivant Vaxe des z.
Coupons le cône par un plan , et , pour plus de simplicité , supposons que la trace de ce plan sur celui des a; , y soit parallèle à Taxe des y ; l'équation du plan étant en général Aiîc4-Bj + C3-4-D = o, réquation de la trace sur le plan (^. X , y sera A.r -|- B/ -|- D = o ; cette trace devant être parallèle à Taxe A/, il faut que x soit constant, ce qui exige que B soit nul; par conséquent, Téquation du plan devient, dans cette hypothèse , kx -{- Cz -h D = o , équation d'un plan dont la trace est parallèle à l'axe des y .
Si entre cette équation et celle du cône on élimine z , on , trouvera " ^
équation de l'intersection du cône par le plan,
Fig.a^4. Transportons l'origine au point 0 [fig, 244) > ^^ ^^ prolongement 4c Taxe des x rencontre la trace Kl, et nommons x' Tabscisse OP ; on aura x=.x' — AO. Pour déterminer AO, je fais z=zo dans Téquation Aj:* H- Cz -h D = o du plan KL , et
je* trouve pour l'abscisse du point O, j: = — -•
La valeur absolue de AO sera donc - :-et en mettant x' — -
à la place de x , dans Téquation [h) de Tintersection du cône
par le plan , cette équation devien4rA
Or, si nous menons, par le picé Q désordonnée z = Mj une .parallèle f^N à la cooEdonnée a' = OP, noua
«» /, Aj:
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NQ = OPi le triangle rectangle MNQ donnera
MN cos MNQ = NQ = x'.
L'angle MNQ qui mesure Tinclinaison des deux plans étant constant , représentons-le «par ^ , et nommons MN, x^ nous aurons
X CÇS y rz: a' ;
et y en mettant cette valeur de x' dans Péquation [c] , nous obtiendrons
— cos<p) == (xcosç— -j -î-j' [d)
Les coordonnées du point M deviendront PQ = ON = jr, et NM = 07, et par conséquent elles seront comprises dans le plan KL.
Rassemblant entre deux parenthèses les termes multiplies ' par les mêmes puissances de j? , et représentant par M la totalité des termes constants , on obtiendra
/ «'AA , . , /D û'A\
Celte équation peut se simplifier; car, ^ représentant Tangle que le plan dont Téquation est Ax -|- Cz -I- D = o fait avec le plan des a;, 7, si dans la première formule de Tart. ^8, on fait
B = o , on trouvera
cos®= , ■• ?
sin © , /i — cos'<p A
et tangç =^ = 1/ ^ = --
^^ cos<p V cos> e
D'une autre part , en nomiïîant \[i l'angle ZVA que le côté du cône fait avec le plan des .r , /, on a
tang ZVA __ ZA __ ^ I ~" VA ~~ rt*
NOTE SEIZIÈME
Substituant ces valeurs de - et de - dans Téquation (e) , cette équation devient
y»j,(i — !?iîî?lîUîcos'> — 2(- -hûÎ5^\ j:cos<p + M,.. (/)
équation générale de l'intersection ^tuplan avec la surface du cône, "
Comparant cette équation à Téquation générale (355) (p. 288) des courbes du second ordre , on verra que le terme en xy manquant, la condition nécessaire (art. 486) pour que la courbe soit une ellipse, une* hyperbole ou une parabole , sera qu'on
ait
— S_I — 1 J cos^î), négatif, positif ou nul. tang^Sp /-
Ces conditions se réduisent à avoir, dans le premier cas,
— 2^ plus petit que Tunité ; dans le second , — ^ plus grand tang^j;'^ ^ * tang^^/ ^
que l'unité : et dans le troisième , ; égal à l'unité : Éi courbe
tangy
sera donc
une ellipse, si l'on a tang^ <^ tal)g^p on f^ <^^\ une hyperbole, si Ton a tang^ ^ tang\[i ou ^ ^ >p; une parabole, si l'op a tangtp = tangTJ/ ou ^ = ij/.
D'après ces conditions , il est facile de voir que si par un FI0.244. point du côté ZV d'un cône indéfini [fig, 244) > on mène un plan et qu'on ait cp = >(>, c'est-à-dire DOA = ZVA , ce qui est le cas de la parabole , le plan sera parallèle au côté ZV, et s'e» écartera davantage, si la condition de l'hyperbole est remplie, tandis que dans le cas de l'ellipse , ce plan sécant rencontrera le coté Zy du cône indéfini.
Si le plan KL est parallèle au plan des jt , /, on a cp = o ^
OBSERVATIONS SUR LES VARIABLES DU PREMIER DEGRÉ. 5l I
les valeurs tang y = o, cosy = i , étagt substituées dans Téqua-
• tion (/), la changent en f^-i- x^ — 2 - x -h^l ^=: o ; ce qui
nous apprend que dans ce cas la section du cône est ^n cercle.
NOTE DIX-SEPTIÈME. (Page «92.)
Examen du cas où les constantes FetCde l'équation sénérale
sont de mêmes signes.
Dans le cas où F et C sont de mêmes signes , et que la partie
négative — -de Fcquation (364) ^* moindre que 7^77, on
E peut remarquer que le radical est moindre que — , par la
raison que le carré j— de la partie rationnelle surpasse
— -.11 suit de là que, quand Ê et C sont de mêmes
signes, les deux valeurs de x sont négatives, tandis qu'elles deviennent positives lorsque £ et G sont de signes difTérents > car alors l'équation (364) devient
NOTE DIX-HUITIÈME. (Page 294.)
Diverses obserçations sur le changement de place de Vorigine, et démonstrations par l'analyse et par la géofnétricy qui tendent à prouver qu'on ne peut faire concourir que simultanément les termes qui contiennent les premières puissances des variaHes,
Nous avons vu (art. 46ft) que lorsque le coefficient E dif terme en x était nul , la valeur de x qui répond à j = o était
A j^ -j- B.r' j -^ Cj/' -h D
y-hF
-+-Ba
-+-2Ca
5ia NOTE DIX-HUITIKME,
donnée par Téquation .r = ± 1/ - , Torigine étant placée au
milieu A" [Ji^. i68) de la partie RR' interceptée par Taxe des Jt; par conséquent, lorsque E n'est pas nul, l'origirie n*est plus dans ce milieu , mais on peut Vj ramener par le procédé suivant : En désignant par x' l'abscisse comptée du milieu Al' de RR', et par d la différence x — x' des abscisses comptées de l'ancienne origine et de la nouvelle^ on substituera cette V£(leur jr = j:' -+- a dans Téquation
Ar^ -4- Bjtj -f- O* -^ Dk -f- E.r H- F = o (*),... (a)
considérée ,comme se rapportant à Taxe A'X% et Ton trouvera
La nouvelle origine n'étant pas fixée , regardons la quantité
p, qui en exprime la distance à l'ancienne, comme une quan*
tité arbitraire, dont nous disposerons convenablement pour
que le coefficient de x\ dans la nouvelle équation , soit nul , et
nous aurons celle-ci
E H-2Ca= o; d'où l'on tire
On reconnaît dans cette valeur de « la moitié de la distance de l'origine à la courbe, dont nous avons donné la valeur (art. 461); on substituera celle de a dans l'équation {a), que, pour abréger, nous représenterons par
ky- -\r B^r + Cx'^ ^dy -^ex + /= o ,. . . . [b)
dans laquelle les coordonnées x^ et y sont comptées^ d'une {,*) Cette équation est celle de la page 28S, désignée sous le n® 555.
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E autre origine^ distante de l'origine A' d'une quantité a= — — ,.
La courbe pourra donc être construite avec l'équation (c) , et sera telle que l'origine des j?' sera au milieu Â!f de la partie de l'axe des abscisses coupée par la courbe ; car^ lorsque ^ = o , l'équation (c) donne po^r j; ces deuk valeurs égales et de sigq^s contraires ;
vTr-. T\/=i-
L'équatidn [b) construira donc la même courbe que l'équation, (a) y toais en prenant une origine dif(jprente , qui sera au ' milieu de la partie interceptée RR' de l'axe des abscisses.
On auraiUpu*de même faire évanouir le terme en j, en égalant à zéro le coefficient de ce terme àe l'équation (è), ou en substituant y 'H- p. à la place de x dans l'équation (a) , et appliquant à la nouvelle équation un procédé analogue au précédent. Mais^on se tromperait bien si l'on croyait pouvoir * dMivrer l'équation (a\ des d Aix tenspies affectés des premières puissances de-^ et ^e j^, lorsqu'ap^èa. avoir 'fait évanouir le terme Ex de Uéquation (à) f on ^remplacerait y par la valeur r'^TJ- p , pour prçirer eîicore celte éc{uation du terme Dj-j car, ctette valeur devant être mise dans tous les termes où entre y, étant subsl^uée dans le terme <fia?'^, elle ferait naître les deux termes Bo/r'et B^jc', dont le second rétablirait dans la nouvelle équation la première puissance de l'abscisse ; d'où l'on doit concluf e que llévanoùissement de l'un ^es termes qui contiennent les premières puissances des variables doit ramener l'autre terme.
On peut voir, dans la^^*. 24a, la circonstance géométrique Fig.,a43, qui correspond à ce fait analytique : car, si la courbe construite d'abord avec l'équation (a) est représentée par RS R'S', et que l'origine soit en A% on transportera cette origine au milieu A'^ de RR', en substituant, dans l'équation (a) la valeur
5l4 NOVE piX-NEUVlÈME. ' . .• »
jc' 4- a; et l'équation (6), qui en résultera apFcl avoir fait évanoifir le terme en x*^ sera , d'après ce qui^i'écè^ê^ l'équation' qui construirait la même courbe , en prenant A'^ pour f origine. Si , dans l'équation (c) , l'on substitue ensuite 7"' -4- p à ^3^ et ' qu'à cau«e de l'indétermination de ^j on fasse de même éva.- . nouir le coefficient de y\ Tqrigine se trouvera transportée au milieu du nouvel axe SS'^ au ppînt A^''; mais alors I9 -partie interceptée de l^axedes abscisses /-au lie» d.'êti'e RR', devenant TT', n'esta plus partagée en. deux parties égales' au point A*', comme RÉ' Tétait en A". •-
Quoiqu'il soit impossible <le faire évanouir àr la fois les termes Ej: et D/, en substituant successiyement les valeurs x' -H a et j' -f- p, il n'en est pas de m^me si cette substitution est faite simultanément dans l'équation» (<7). ■«• ^^
En effet, Idpsqu'dn substitue d'abor4 la faletir .t'-S- a Si Iji ' place de X, et qu^on égale. à zéro le n^uve^uiicoçffiicient- de la première puissance de x , çn assujettit l'origine^ à* se trouver FijjtîelS* {^fig. 245) suVle milieu A'' de la Mgne RR'; et en substituant ensuite j-' -f-'p à j^ on ne peut disposer de l'indéterminée p , qu'en transportant l'origine sur un des points delà droite SS' : donc l'origine ne peut plus avoir ^lors ime^tuation arbitraire à l'égard de la courbe. ' ^
La situation de l'origine* serait également limitée, si l'^n çmI; «ommencé par faire évanouir le^eme qui%ontient4a première puissance de y ; mais l'origine pojirra se tran^orter en un point quelconque , si l'on substitue simultanément les valeurs x' -{- a et 7' + p, et qu'on dispose contenabti^ent des indéterminées a et p. '
NOTE DIX-NEUVIÈME. (Page agS. ) Examen d'un cas particulier des coordonnées du centre.
Les numérateurs des fractions (370) ne peuvent devenir nuls ensenlble, car a et p leTserai^nt aussi ; par conséquent,
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les deux origines se confondraient ^ et, les propriétés de la neuyelle appartenant alors à l'ancienne, on tomberait dans cette conti^dictioQ, que l'ancienne origine serait au milieu de la partie interceptée de l'axQ des abscisses par la courbe ; ce que nous avotis^démontré être impossible , lorsque l'équation •n'a^pas perdu l^e terme en x\
L'anàl/se nqus^ conduit au même résultat \ car la valeur de D tirée d\^ numérateur 2 AE' — DB = o , et mise dans l'autre * mimérateur aCD — * EÇ = o ^ donnerait •
ee^ qui ne peut être dans Igs courbes des deux premiers genres.
Mais Pun de ces nijgiiérateurs pourrait être nul, sans que l'autre lé fût. P^ar exemple : si 2AE — DB = o , la valeur-
- .de E tirée de cette é(}uatioa changerait celle de p en
JE_ (B^— 4AC) E
■"2C B' — 4AC ^ 2C* s •
Note vingtième. ( Page 3o5. ) Observations sur les courbes a centre du second ordre.
En examinant les circonstances géométriques qui correspondent à la simplification de Péquation générale des courbes du second ordre , on voit (](ue celte équation se rapporte à une
Sl6 lïOTE VI^lCTIKUE.
courbe située sur un plan d'une manière quelconque à Végsord des axes , et qu'à mesure qu'elle se simpKfi^/ ces axes chaH-' gent de position , de manière qu'une courbe que ôe$ axes ne rencontreraient pas ou qui la couperaient dans un sens quelconque, serait remplacée par d'autres axe^ qui, en dernière analyse , se confondraient avec le «grand ,et le petit aie' de la courbe ; et alors le but de la simplification serait entièrement atteint.
Cependant , pour ne rieii oiçettre ^r 4es diveis procédés * qui auraient pu conduire au même but , Voytms ce ^ui se |>asserait si, comme on Ta fait pour la parabole on commençait les transformations par éliminer le coefficient du terme en JCy y.
Les valeurs (art. 587 ) (page 238) i ,
X :=Z X COSp y SltVpf
j =: a?' sin /? + y' cosp,
étant mise$ dans l'équation (355), on obtiendrait une nouvelle équation; donc le coefficient de x'j' aurait la même valeur que si les termes Ex et D/ manguaient dans l'équation (355) ; d'où il résulte qu'en égalant ce coefficient à zéro,^ on aurait, pour déterminer tangy?, l'équation que nous avons désignée par (379) .(art. 469), et l'on conclurait , comme dans cet article, qu'il est toujours possible d'assigner une valeur de tang/> convenable pour que le terme en x^j^ s'évanouisse.
L'équation des courbes du second ordre des deux premiers genres peut donc être représentée par
L'axe AX' {fig* ,^46), auquel cette nouvelle équation se rapporte , rencontrera l'axe primitif à* l'ori^ne A , et formera avec cet axe un angle X^AX qui sera déterminé par la condition que l'équation (a) soit dépourvue du terme en xjr.
Or^ par cette condition, l'équation (a) nous donne, pour la
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valeur de j,
;y^ = — ^ ±: -î- v^— 4AGr^ — 4AEa:-|-D^ — 4AF ;
en laissant seule dans le second membre la partie radicale ,
que nous représenterons par yX, cette dernière équation deviendra
faisant
nmis aurons
r' = =tv^. . W
ik'équation [c] exprimant la relatioo^ qui existe pour une
même valeur de or, entre les oriionqées y et y' des équa-
tiojtts (b) et (</), on voit qu'en ajoutant — à^, on a. la
valeur de /'.
Si Ton suppose' donc que la courbe 'ait été construite sur l'axe AX' au moyen de Féquation {b)y la courbe aurait* pu être construite dans la hiêm'e place au moyen de Téquation. plus simple (c/) y en prenant un îixè A'X" parallèle à'AX', et.
qui en serait distant d'une quantité — représentée par , AA' ;
car deux ordonnées quelconques, telles que Ï*M etP'M', qui
correspondent aux abscisses égales APetA'P', diffèrent tou-
D jours d'une quantité PP' = ÂA' == — .
L'ordonnée j' que nous donne i'équation ( ^ ) , ayant toujours deux valeurs qui sont les mêmes au signe près , Taxe A'X'^ des abscisses partage en deux parties égales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires > et coïncide par consé-
5l8 SfOTK VIlioTliME.
quent avec Ihin des axes principaux ; donc l'évanouissement du tenue en xy^ qui fait prendre à l'axe AX la direction AX', la rend parallèle à A'X'^, et par conséquent à Pun des /ixes principaux.
On peut faire ensuite évanSir lé terme Dr^ en substituant dans réquation (a) la valeur ^' -I- P à j, et Ton obtiendra réquation
Aj''-f.Ca:»-f- 2Ap j'^Er-4- Ap' = o {e)
-f-D -hDp
Le coefficient de y\ égalé à zéro, détermine la valeur ^ dont Taxe des abscbses doit être reculé parallèlenjiAit à lui-même , pour que l'équation donne toujours deux valeurs égales pour j^; ce qui ne p^ut être que lorsque le nouvel axe se poafond avec Tnnude^ âxes-piMic^)au>& : aussi la valeur absolue de ^ se
* trouve-t-elle précisément égale à la différence — dont nous
avions vu » ci-devant , q^ie cet axe Cy X'' était /distant de OX^ £n substituant la valeur de ^ dans l'équation (<?), dont nous représenterons . le dernier ternji^ ^^^ /•> cette équation devient * «
Ay -+- O* -f- Ex-h/= o, (/)
et se rapporte à Vaxe A'X'' qui est dirigé suivant l'Un des axes principaux. •
On peut changer sur cet axe la place de l'origine, en sob* stituant à f dans l'éciuation (/ ) la valetir \r -H a,- et en déterminait a à voUnté; 'ak)rs Téquation (/* ) deviendra
A^" H-CjtV + aCa*
-hEff.
Si l'on dispose de x , en supposant aCa -f- E = o , réquation ne renfermera plus x' qu'au second degré ; et nous avons
OBSniVATIONS SUR LES GOUE|IES ▲ CENTRE. Sig
VU que, dans ce cas, l'origine étdit transportée au centre O. • Mais si c^est fé terme constant qu'on égale à zéro , l'origine sera transportée à Tufa des points où la courbe rencontre l'axe (art. 460) , efl'on aura . '
Ca'-hEa4-/= o; d'où Ton tirera i
2C V 4C' C «C aC^ ^ •'.'
valeur touJQurs possible , ainsi que celle de ^ , parce qu'elles * . ne peuvent llevenir ni égales à zéro ^ m infinies , ni imaginaires : les deux premiers cas ne peuvent arriver, car il faudrait qiie quelques-uns des cq^fiBicients^ E , G et A pussent devenir Aujs ; . or c'est ce qui est impossible. En effet , les coefficients /«t E ne peuvent être supposés nuls, dès qu'il s'agit de les fatre évanouir. A l'égard des coefficients A et G , leur existence est nécessitée par l'hypothèse que l'équation (255) se rapporte aux cotirbes des deux premiers genre§ , hypothèse qui ne pourrait subsister, si seulement l'un de ces coefficients était nul; car l'équation étant dépourvue du terme en xf^ la conditibn B * — 4-^.0 == o des courbes du troisième genre serait remplie. D'une autre part, il est impossible que a devienne imagi-
E* f ' naire, parce que (art. 460) l'expression j— — 7: est tou-
jours positive , lorsque l'axe coupe la courbe.
Nous remarquerons qu'il était indifférent ici , pour déterminer les valeurs de ot et de ^, que les substitutions des > valeurs de o: et de j fussent faites simultanément ou l'une après l'autre , mais qu'il n'en serait pas de içême si le terme en xr existait dans l'équation (a); car, en substituant d'abord à f la valeur j' -f- P , le coefficient de 7', qu'on doit égaler à zéro ' pour déterminer p , serait
' 2Ap 4-D;
NOT^ VINGT EJB UNIEME
- et , en substituant en même' temps x' -f- aàj?et^'-f- p h jr, ce Goeflficient deviendrait ' , '
aAp-f-Ba-f-D:
donc les deux opérations^ne donneraient la même valeur de p , que lorsqu'on aurait *•
B=fO. ' ,
Les valeurs de a et de ^ déterminées, pour faire évanouir
le terme afïecfé dc>la première puissance de jr et le terme
constant ^ étant substituées dans l'équation (a) , là réduisent à
la forme ' • ' ,
A j * -h Gr ' -4- Gx = o.
équation qui peut se mettre sous celle-ci :
,_ O' Gj?
et, en faisant r
les courbe» des deux premiers genres dont Porigine (art. 48Sr) est sur la courbe (art. 4Ô2) à Textrémité de -Tun des axes principaux 9 seront renfermées dans l'équation
NOTE VINGT ET UNIÈME. (Page 317.)
Des cas particuliers ou Véquation générale des courbes du second ordre n'a aucune signification.
Nous avons fait la démonstration de l'art. 495 , sans supposer qu'aucune des expressions P, Q, R ne soit nulle. Examinons ce qu'il arrive lorsqu'il en est autrement.
CAS OU L^ÉQÛAT. GÉNÉRALE EST SANS SIGNIFICATION. Sll
Supposons d'abord P = o : la partie radrcâle v^Q2>+ R de réquation (3g6) ne peut être toujours imaginaire ;*cary eu donpant une valeuf a^: du même signe que celui.de Q, et telle que le ierme de Qx surpasse l'autre, Texpression Qx 4- R sera nécessairement positive; pa» conséquent, la valeur^ie x ^e restera pas imaginaire dans tous les cas.
Si Q et P sont nuls , on tombe dans le cas des art. 487 et 489.
Si Q seul est nul , et que P et R soient négatifn-, l'expression ra-
dicale prendra cette forme y — Pj?^ ~ R , et deviendra ima-
^nafre pour toute valeur de jc. Il n'en serait pas de même si , dans ce'derpier cas, P et R étaient de signes contraires^ cai', suivant; que R serait positif ou négatif, on pourrait, en donnant une valeur convenable à x , rendre Px' assez petit ou assez grand pour que l'expression ^uî est sous le radical fût positive. *
Si R et' Q sonpt nuls et que P soit négatif, l'équation ne pourra (^onstruij^e qu'un point don^ les coordonnées seront
a? = o , j^ =: — — - ; si la partie radicale se réduit à \Qx, elle
sera réelle lorsqu'on donnera à x des valeurs du même signé que celui de Q ; enfin R peut être le seul terme nul : dans ce cas ,
en écrivant la partie radicale de cette manière , ^x ÇPx -h Q), et en 4cHinant à x une valeur de même signe que Q, le produit de Q par x sera positif; et si le produit de "Px par x est négatif, on pourra toujours prendre x assez petit pour que ce dernier produit soit au-dessous de Tautre , et qu'on obtienne une valeur réelle p«ur la partie radicale. '
On voit que ces conditions sont les mêmes qufi celles qui ont lieu .lorsque aucun des coefficients n'est supposé nul.
522 , WOTK VINGt-DEUXIKME. '
- NOTE VINGT-DEUXIÈME. (Page 3i4. )' ' * " •
Déhiànstration de la quadrature de la pà/nbolepar la géométrie
analytique* ^
Je suppose qu'on a^t circonscrït à la.paf;^ole un polygone irrégulier, mais don^ les côtés soient partagés chacun en deux , . parties égales aux points de tangeiïte; ce qu'il est toujours possible d'exécuter en opérant de ht manière suivante. * l:ie..347. Par un point T (Jïg,4t^'],) de Taxe des abscisses', on^mè^ n^ra à la courbe pne tangent^ TM'^, qu'on prolongera jusqu'en S , eh prenant M"S = TM^ ; par le point S oh mènera à la coutbe une seconde tangente SM', qu'on prolongera jusqu'en R, en prenant' M' R =r SM', et ainsi de suite.
Cela posé, formons* le rebtangle ABQP', menons epsuiteles parallèles QL , GN à l'axe des abscisses , et faisons
AP = a, Pmt=:p, Arrrra", FC^rrB',. AP"=;=a", P'R=p";,
si nous prolongeons le côté QR jusqu'en T','MT' <sera une tangente ii la courbe; et, d'après la valeur de la sous- tangente •(art. 328) (page 197), on aura AT'= AK = a; par conséquent, la tangente "MT' étant considérée comme une droitequi passe par le point M qui a pour coordonnées a , Ç , et par le point T' qui a pour coordonnées — a, o , l'équatiou de MT' sera (art. 21^2)
les points R et Q étant sur cette droite , on aura
OU MP.PP' = 2ÀP.QN, MP.PP" = 2ÀP.MK;
QUADRATUKe ifË LA PARABOLE. 5^3
ajoutant ces équations , on obtiept .
• /. INtP ( FP'-^ PP" ).r=2 24P (QN -4t MKf ) , \ • ' ou^ ' : .kP.FP"W2AP.QL'; -^
ou , ce qui revient au même , -
' ^ rtctcfngle NP". = 'irectan^les BK." («)
Or, le. côté RQ étan|.partagé en deu^ parties égàle'sau ^int]^, îes' triangles rectangles GMR, QMN sont égaux; donc, si du rectaEfgle NP'' entctranche Kpremierde ces triangles, et qu'on y ajpute l'autre , *on aura %
* . rectan^lel^"ç=:.Jrapèze'^"V'^Çl, ',.\ . . .. (ij
de même les «triangles. RMKr, QMI ^l^nt égaux, si Ton re-
tranôhe RM]^ du rectangle BK, et qu'on y ajoute QJVil, on
aura -' " * .
rectanglelS^ -=. trapèze "SiVi^Ç^^ (c)
ap moyen 4es équations {h) et (g) , Téquation [a) devient
tra'pèze P"P'RQ ^ 2 fmjyè^e^BDRQ ;
donc le côté RQ du polygone partage la figure BDRP^P'Q gi deux parties qui sont^dans le rapport de 2 à i . Cette démonstration pouvant é' applique/ à tous les côtés du polygone, il en résulte que le contour polygonal Ï'SRQ partage la surface ABPQ' dans le rpême rapport.
Cette propriété, étant indépendante du nombre de côtés du polygone , appartient aussi à la parabole , qui est la limiter du contour polygonal ; par conséquent , Tare de parabole AMZ partage le rectangle AVZP' en deux parties, qui sont entre elles dans le rapport de 2 à i ; on a donc
surface AMZP' = 2 surfaces AMZV, " ' surface A)iZV = | rectangle AV^P' ;
et , par conséquent , _ ^/
surface AM:5P' = | rectangle AVZP' = f AP' X P'Z.
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NOTE VINOT-TROISIÈME. (Pagç370.) •
Secorkle ^manière de trouver les cosinus 4es angles qu'une droite qui passe par Toriginc fait avec les trois axes . rectangulaires.
Fig .048. . Soient ^, J^, • {^g* 248) les coordonnée» AF, PQ, QM d'un point M de la droitt AM, et_ x=:azy yz=zbz les équations de cette droite. Si par le point M on mène 'en i une^roifee MP, cette droke se trouvant dans le plan MQP formé par le z et fe j^ du |)oiBt A^ sera dans .un piatti perpendiculaire à Taxe des x , dont l'ande APJI(*ser^ droit; et nommant a l'angle A^At^^ on aura par conséquent cet^ proportion « * *
AP X
cosa— -^= ■- -■ c
AM ^/^2^_ ji^ 2i
Par un même raisonnement on trouverait
COS € =r , CO^ 7
y x'^+j' -f- z^ ^x' -hy^-h z"
Mettant au lieu de x,àey et de z 4eurs valeurs tirées des équations x = az, x^=zbzy et divisant par z les deux termes de chs^ue fraction, on trouvera
COS MAX = ~ 9 cos MAY =
COS MAZ = — •
« FIN ÔES ILOTES ;
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