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DES ÉGALITÉS ET DES INÉGALITÉS
Égalités.
Définitions.
^ 1. Deux nombres algébriques sont (exauce, quand ils ont le même "^ signe et la même valeur absolue.
2. Lorsqu'on écrit qu'une expression algébrique Â est égale à une
expression algébrique B, on a une relation qui s'appelle une égalité.
Ainsi, la relation
est une égalité. A est le premier membre de cette égalité; B en est le second membre.
3. On distingue deux sortes d'égalités : les identités et les équations,
4. Une identité est une égalité qui est vraie quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui y figurent.
Exemple : L'égalité
a« - 6> = (a - b){a + b) est une identité.
Remarque. — La relation qui existe entre les données et le résultat d'une opération algébrique est une identité.
Une équation est une égalité conditionnelle
EUedoit, si cela est possible^ se transformer en une identité quand on donne certaines valeurs à des lettres particulières, qui sont ordinairement a;, j/, «,.•
Ces lettres sont dites les inconnues de Féqùation, et les valeurs qu'il
faut leur attribuer pour transformer l'équation en une identité, ou
encore pour satisfaire à l'équation, sont les racines de l'équation.
L'égaUté
dans laquelle on impose à x l'obligation de transformer l'égalité en une identité, est une équation. Le nombre a est évidemment une racine de cette équation.
Une équation qui ne renferme qu'une inconnue, est une équation à une inconnue.
Inégalités.
Définitio-iis.
6. Une quantité algébrique a est plus grande qu'une autre 6, lorsque la différence {a — h) est positive.
Conséquences :
i^ Un nombre positif est plus grand que zéro. Le nombre h- 3 est plus grand que zéro, car
h iJ
2® Zéro est plus grand qu'un nombre négatif quelconque* Zéro est plus grand que — 3 ; en effet
3^ Un nombre positif est d'autant plus grand (sens algébrique) que sa valeur absolue est plus grande (sens arithmétique). - Le nombre + 5 est plus grand que le nombre + 3, puisque .
4* Un nombre négatif est d'autant plus grand (sens algébrique) que sa valeur absolue est plus petite (sens arithmétique). Le nombre — 3 est plus grand que le nombre — 5, car
7. Lorsqu'une quantité algébrique a est plus grande qu'uQc autre 6, inversement, on dit que la quantité 6 esiplus petite qae la quantité a.
Remarque. — Dire que b est plus petit que o, c'est dire que la différence 6 — a est négative,
8. Quand on écrit qu'une expression algébrique A est, ou plus
grande, ou plus petite, qu'une expression algébrique B, on a une
relation qui s'appelle une inégalité.
Les relations
A > B et A < B
sont des inégalités. L'expression qui précède le signe > ou le signe < est le premier membre de l'inégalité. Celle qui suit le signe en est le second membre.
9. Deux inégalités sont de même sens, ou de sens contraires^ selon que les aignes d'inégalités sont les mêmes ou sont différents « Remarquons que les deux relations
A > B et B < A ont, par définition, la même signification.
10. On distingue deux sortes d'inégalités : les inidentités et les inéquations.
H. Une inidentité est une inégalité qui est vraie quelles que soient
les valeurs attribuées aux lettres qui y figurent.
L'inégalité
a* + 6» > a* — 6« est une inidentité.
Une inéqtmtion est une inégalité conditionmlle
Elle doit, si cela est possible^ se transformer en une inidenlité quand on donne certaines valeurs à des lettres particulières, qui sont 01 dinairement x, t/, . . .
Ces lettres sont dites les inconnues de l'inéquation, et les valeurs qu'il faut leur attribuer pour transformer Tinéquation en une inidentité, ou encore pour satisfaire à l'inéquation, sont les solutions de l'inéquation.
L'inégalité
dans laquelle on impose à x l'obligation de transformer l'inégalité en une inideutité, est une inéquation.
Un nombre quelconque plus grand que a est évidemment une solution de cette inéquation.
. Une inéquation qui ne renferme qu'une inconnue est une inéquation à une inconnue.
PRINCIPES RELATIFS AUX IDENTITÉS ET AUX INIDENTITÉS
Identités.
13. Principe. — Si Von ajoute une même quantité algébrique aux deux membres d'une identité, ou si l'on retranche une méms quantité algébrique des deux membres d'une identité, on a encore une identité.
Ce principe est évident.
14. Remarque. — Lorsqu'on fait passer un terme d'une identité d'un membre dans Tautre, en changeant son signe, on a une nouvelle identité ; car si T est le terme en question, l'opération revient à retrancher T des deux membres de l'identité.
15. Principe. — Si l'on multiplie ou divise par une méms quantité algébrique les deux membres d'une identité, on a encore une identitém
Ce principe est évident.
Application. — Soit l'identité évidente
On en déduit^ en divisant les deux membres par le produit
(6 — c){a — c){a — 6), l'identité
d'où
16. Remarque. — Lorsque, ôhtïs une identité, certains termes contiennent des dénominateurs, en multipliant les deux membres par une expression multiple do tous les dénominateurs, on a une nouvelle identité qui ne contient plus de dénominateurs.
Par cette opération, on dit qu'on a chassé les dénominateurs.
17. Principe. — Si l'on élève au carré les deux membres d'une identité, on obtient une nouvelle identité.
Ce principe est évident.
Inidentités.
18. Principe. — Si Von ajoute une même quantité algébrique aux deux membres d'une inidentité, ou si Von retranche une méms quantité algébrique des deux membres d*une inidentité^ on a encore une inidentùé.
Il suiSt de justifier ce priacipe quand ou ajoute une même quantité car retrancher une quantité revient à ajouter cette quantité prise en signe contraire.
10 Soit rinidentité
Par définition, nous avons
d'où, évidenmient,
(A -h C) - (B 4- C) > et (6)
^ Soit rinidentité
Par définition, nous avons
B>A, d'où, daprès ce qui précède,
B 4- C > A + C, e'est-Jt-dire
19. Remarque. — Quand on fait passer un terme d'une inidentité d'un membre dans l'autre, en changeant son signe, on retranche en réalité une même quantité des deux membres de rinidentité, on a donc encore une inidentité.
20. Principe. — Si Von multiplie ou divise par une même quantité algébrique positive les deux membres dune inidentiléy on a encore une inidentité,
il suffit de justifier ce principe quand on multiplie par une même
quantité, car diviser par m revient à multiplier par m' = — •
Soit Tuoe ou Tautre des inidentités
Nous en tirons les inidentités
A- B^O, d*où, si m est un facteur positif quelconque, les inidentités :
SI.Pqingipe. — Si Von multiplie ou divise far une même quantité NÉGATIVE {65 deux membj^es d*une inidentité et si l'on change le sens de l'inégalité, on a une nouvelle inidentité.
Comme précédemment, on peut se borner à examiner le cas de la multiplication.
Soit Tune ou l'autre des inidentités
Nous en tirons les inidentités
A - B ^ 0, d'où, si m est un facteur négatif quelconque, les inidentités :
m A — wiB ^0,
Application. — Soient les trois quantités algébriques a, 6, c, que je suppose rangées par ordre de grandeur croissante de la façon suivante :
Remarquant que les différences (a — 6), (6 — c), (a — c) sont négatives, et partant de l'inidentité
nous en déduisons, en multipliant les deux membres par le faetc^ur
positif {b — c){a — c), TiDidenlité
a(b — c){a — c) < 6(6 — c){a — c) ou
a'(6 — c) — abc ■+■ ac^ < 6*(a — c) — aôc -+- 6c* et (19)
o«(6 - c) + c>(a - 6)< 6«(a - c), puis, divisant par le facteur négatif {a — 6)(6 — c){a — c), Tinidentilô
(a - 6)(a - c) (6 - c){a - c) (6 - c)(a - 6) ou bien
+ 71 tt; r + •; rr. : > 0.
22. Remarque. — Lorsque, dans une inidentité, certains termes contiennent des dénominateurs, si l'on peut former une expression qui soit multiple de tous les dénominateurs et dont on connaisse le signe, l'un ou l'autre des deux principes (20) et (21) permettra de chasser les dénominateurs.
D'ailleurs, on pourra toujours appliquer le premier principe si Ton réduit tous les termes au même dénominateur et si Ton multiplie les deux membres par le carré du dénominateur commun, quantité nécessairement positive.
23. Principe. — Si Von élève au carré les deux membres d'une inidentitéy on peut obtenir :
1^ Une inidentité de même sens.
Exemple: 5>- 3 et 2S> 9;
2<* Une inidentité de sens contraire.
Exemple: 3 > - 8 et 9 < 25 ;
3® Une identité.
Exemple: 3 > — 3 et 9= 6,
DES ÉQUATIONS ET DES INÉQUATIOINS A DlfE iNconnuB
E4. DftnHinoH. — On appelle varit^te indépendante, toute quantité
;ébrique qui peut recevoir des valeurs arbitraires.
m. Considérons une expression a%ébrique contenant la variable
lépendante x.
La valeur de l'expression dépend de la valeur qui est donnée à x.
ur cette raison, on dit qu'elle est une fonction de x, et on la repré-
ite par l'un des symboles
F{x), f{x), <p(cc), ...
si l'on donne à a; la valeur connue a, la fonction, que je suppose présentée par F(a;), prend une valeur que l'on peut calculer, puisque utes les quantités qu'elle renferme sont alors connues. Nous représenterons celte valeur par F(a), Exemple: Si
F{ir) = x* - 2ox + 2a', i a, par déûnition,
De même,
36, Quand on écrit une équalion, on y regarde nécessairement les connues comme arbitraires. Si nous ne considérons que des équations une inconnue, x, cette inconnue est, provisoirement, une variable dépendante dont les deux membres de l'équation sont des fonctions. Ceci nous conduit à représenter symboliquement une équation à le inconnue de la façon suivante:
FM = nx).
37. D'après une définiliou précédente, pour qu'un nombre a soit
racine de cette équation, il faut et il suffit que l'égalité
F(«) = /(«) soit une identité.
28. Des considérations analogues conduisent pour les inéquations à une inconnue à la représentation symbolique
¥(x) > f{x)y ou bien F{x) < f{x).
Ajoutons que pour qu'un nombre à soit solution d'une inéquation ainsi représentée, il faut et il suffit que l'inégalité
F(a) > /"(a), ou bien F(a) < /"(a)
soit une inidentité.
29. Remarque. — Une équation peut avoir plusieurs racines. Soit Téquation
(1) CD» - 2a» = ax.
Si l'on remplace x par — a, l'équation devient l'identité
Si l'on remplace x par 2a, l'équation devient l'identité
L'équation (1) admet donc au moins les deux racines
— a et 2a.
30. Remarque. — Une inéquation peut avoir une infinité de solutions. Soit l'inéquation
On constate facilement que tous les nombres dont la valeur absolue est supérieure à celle de a transforment l'inéquation en une inidentité, c'est-à-dire satisfont à l'inéquation.
L'inéquation (1) a donc une infinité de solutions.
31. Remarque. — Nous emploierons spécialement le mot racine pour désigner un nombre qui satisfait à une équation, et le mot solution pour désigner celui qui satisfait à une inéquation.
32. Définitions. — Deux équations (ou deux inéquations) sont équivalentes lorsqu'elles admettent les mêmes racines (ou les mêmes solutions).
lésoudre une équation {ou une inéquation), c'est en chercher les ines (ou les solutions).
3. REMAHotB. — Il esl évident que, dans la résolution d'une équation d'une inéquation), on peut remplacer cette équation (ou celte ]ualton) par une autre équivalente.
ÉQUIVALENCE DES ÉQUATIONS
*. Théorème. — Si l'on ajoute une même quantité aux deux membres
le éqvaiion, ou si Ton retranche une même guanlité des deux membres
le équation, on obtient une équation e'quivaknte.
i puis ne considérer que le cas de laddilion, car retrancher une
Qtité, c'est ajouter cette quantité prise en signe contraire.
I dis que les deux équations
équivalentes.
' Soit « une racine de l'équation (i).
'égalité m=m
iJors une identité. On déduit dv là (13) l'identité
prouve que le nombre « est une racine de l'équation (2). Soit a une racine de l'équation (â).
égalité
/(«) + ^{^) = fia) + ?(a)
me identité. On en déduit (13) l'identité
/•(•) = ri'),
I nombre a. est une racine de l'équation (1).
molusion: Les équations (1) et (2), ayant les mêmes racines, sont
valentes.
': Remarque. — Nous avons supposé qu'on ajoutait une fonction ;. Le raisonnement subsiste quand on ajoute une quantité indélante do x-
se. Corollaire. — Si Von fait passer un terme d'une équation
d'un membre dans Vautre^ en changeant son signe, on obtient une
équation équivalente.
En effets ropération revient à retrancher des deux membres le
terme en question.
Exemple : Les deux équations
CD' — 2o" = axy X* — ax = 2a« sont équivalentes.
37. Corollaire. — // est toujours possible de trouver une équation
de la forme
équivalente à une é(fuation de la forme
Il suffit de faire passer tous les termes du second membre dan» le premier, en changeant les signes de chacun d'eux. La nouvelle équation est
Si Ton désigne la différence f(x) — f'{x) par F(x), elle s'écrit
Exemple : Les deux équations
05» = 2a« + ax,
X* — ax — 2a" = sont équivalentes.
38. Théorème. — Lorsqu^on multiplie ou divise les deux membi*es d'une équation par une même quantité qui ne contient pas Vinconnue et qui n'est ni nulle, ni infinie^ on a une équation équivalente.
Je puis ne considérer que le cas de la multiplication, car diviser
par une certaine quantité m, c'est multiplier par son inverse — •
Soit l'équation
(*) f{x) = rix).
Posons
¥{x) = f{x) ^ rix).
quatioD
F{x) = [uivalente (37) à l'équation (1).
lignons par M la quantité par laquelle on multiplie les deux m^n- !e l'équation (1). Après cette multiplication, on obtient l'équation
/{x). H = f{x). M it équivalente (37) & l'équation
is nous proposons de démontrer que, si la quantité M. n'est ni ni infinie, les équations (i) et (3) sont équivalentes, uffit d'établir l'équivalence des équations (2) et (4). servons que si l'on donne à x une certaine valeur, la quantité M e contient pas a: ne change pas.
Soit a une racine de l'équation (2).
galité
le identité. Comme te nombre M n'est pas inSûi et que F(a) est e produit F(a).M est lui-même nul. L'égalité
F(«). M = )nc une idenlité, et le nombre « est une racine de l'équation (4). Soit a une racine de l'équation (4).
galité
F(a).M = le identité. Comme le nombre M n'est pas nul et que le produit M l'est, il faut que F(a) soit nul, c'estr-à-dire que l'on ait l'identité
F(a) = 0, lombre a est racine de l'équation (2).
xlusion : Les équations (i) et (4) admettent les mêmes racines, sont équivalentes, ainsi que les équations (1) et (3). ICATI0N3. — Soit l'équation
ax^ -h bx + c = 0, laquelle je suppose que a soit fini et différent de zéro.
Cette équation est équivalente à
ainsi qu'à
4a*aj* + iabx 4- iac = 0.
39. Conséquence. — Lorsque certains termes d'une équation contiennent des dénominateurs et que ces dénominateurs sont numériques, c'est-à-dire ne renferment pas l'inconnue, en multipliant les deux membres de l'équation par une quantité multiple de tous les dénominateurs, m chasse les dénominateurs et on obtient une équation équivalents.
Exemple : Soit l'équation
ce — a 6__aj— 6 b a ~^ a '
En multipliant les deux membres par le produit ab, qui est multiple de tous les dénominateurs, oîi obtient l'équation équivalente
a{x -- a) — b^ = b{pc — 6),
qui n'a plus de dénominateurs.
40. Remarque. — 11 arrive souvent qu'on multiplie les deux membres d'une équation par une quantité qui contient l'inconnue et qui, par conséquent, peut devenir nulle ou infinie pour certaines valeurs de cette inconnue. Comme on ne se trouve plus dans les conditions du théorème précédent, on ne peut plus affirmer que l'on ait une équation équivalente.
Remarque. — Considérons les équations
et soit a une racine de l'équation (1).
Par hypothèse F(a) est nul. Si ^(a) n'est pas infini, le produit f (a).<p(a) est nul. a est une racine de l'équation (3).
L'équation (3) admet donc toutes les racines de l'équation (1) qui ne rendent pas 9(05) infini.
On verrait de même que cette équation admet aussi les racines de l'équation (2) qui ne rendent pas F(x) infini.
servons que lorsqu'une racine de l'une des équations (i) et (2) rend le premier membre de l'autre équation, il peut arriver que cette 3 soit une racine de l'équation (H), car le produit d'une quantité par une quantité infinie peut être nul ; mais ce produit pouvant lifférent de zéro, le contraire peut également se présenter. ;i posé, soit l'équation
Itiplions les deux membres de cette équation par tp{a!), ce qui donne lUoq
équations (4) et (S) étant respectivement équivalentes auz équa-
lesquelles on suppose
F(x) = f(x} - rw.
ivons le droit de dire, en vertu de ce qui précède : ite racine de l'équation (4) qui ne rend pas <f(œ) infini est racine luation (S). Les autres racines de l'équation (4) peuvent être pérît certaiues racines de l'équation f{x) = 0, peuvent êlre introduites e passage de l'équation (4) à l'équation (5).
Remarque. — Supposons que V{x) et if{x) soient des polynômes s en X.
sait que, pour qu'un polynôme entier en x soit infini, il faut et il ]ue a; soit infini. Donc, toute racine de l'une des équations F(a;) = 0, f{x] = 0,
nombre fini et, comme tel, ne peut rendre infini le premier )re de l'autre équation.
^ulte de là (41) que les racines des équations (1) sont des racines quation
'on remarque alors que toute racine de l'équation (2), annulant duit F{x).f(x), doit nécessairement annuler l'un des facteurs de 3duit et, par suite, être racine de l'une des équations (1), on voit :s racines des équations (1) sont les mêmes que les racines de Ltion {2^
43. Conséquence. — Quand le premier membre' d'une équation de la forme
est un polynôme entier en x, en multipliant par un polynôme (p(x), entier en x, les deux membres de cette équation ou ceux de Tune quelconque des équations équivalentes que fournit le théorème 34, on obtient une équation qui n'est pas équivalente à la première. Elle admet les racines de la première, avec celles de l'équation
• Dans les mêmes hypothèses, s'il est possible de diviser par <^{x) les deux membres de l'équation considérée, en effectuant cette division, on supprime les racines de l'éguation
Applications.
Soit Téquation
(1) x^ — 2a* = ax.
Je multiplie les deux membres par
J'obtiens après simplification la nouvelle équation
(2) 4aî* - 9a^x^ + 2a* = iax^ - a*x
qui admet pour racines (43) celles de l'équation (1) et celles de l'équation
L'opération a eu pour effet d'introduire des racines étrangères. Si l'on divisait les deux membres de l'équation (2) par 4x* — a% on enlèverait les racines de l'équation
4cc* - a» =1^ 0.
Soit l'équation
(4) F(cc = -h r +1=0.
Afin de chasser les dénominateurs, multiplions les deux membres de cette équation par
(p(aî) = (a? — a){x — 6).
Nous trouvons Féquation
(2) F(aî).(p(a;) = 3aj« - aj(a 4- ft) - aft = 0.
Remarquons que 9(0;) ne devient infini que pour a? s 00 , valeur qui «l'est pas racine de l'équation (1), puisque
F(aî) = ^ + % + 1
et que
F(ûC)=:3.
Remarquons, en outre, que 9(0?) ne s'annule que pour
X = o et .. ce = 6,
et que ces valeurs ne sont pas racines de l'équation (2). D'après cela (41), les équations (1) et (2) sont équivalentes.
Soit l'équation
Multiplions les deux membres de cette équation par
cp(aj) = (a? — a){x — 6).
Nous chassons ainsi les dénominateurs et nous trouvons l'équation
(2) F{x).cf{x) = 2a?(a 4- 6) ~ iab = 0.
(p(cc) devient infini pour x = <x> et seulement pour cette valeur ; mais ici l'équation (1) admet la racine x = 00 , Nous ne pouvons donc rien affirmer relativement à cette racine (41).
Une constatation directe montrant que l'équation (2) n'admet pas la racine x = 00 , cette racine a été perdue dans le passage de la première équation à la seconde.
Les équations (1) et (2) ùe sont donc pas équivalentes
Soit encore l'équation
Nous chassons les dénominateurs de cette équation en multipliant ses deux membres par
Nons obtenons l'équation
<f{x) devenant infini pour fc = œ et s'anoulant pour les valeurs
l'opération pourrait avoir fait perdre la racine ic = oo et avoir introduit les racines
Je constate d'abord que et — 1 n'étant pas des racines de l'équation (2), ces racines n'ont pas été introduites. Quant au nombre i, qui est une racine de l'équation (2), il peut ëlre une racine étrangère.
D'ailleurs, si je réduis les deux termes du premier membre de l'équation (1) au même dénominateur et si je simplifie le résultat, i'éci'is l'équation (t) sous la Torme
Je vois alors que cette équation n'admet ni la racine te =: oc, ni la racines = 1. Il n'y a donc pas eu perte de racines; mais il y a. eu introduction de la racine étrangère x = l.
Par conséquent, les équaLions (1) et (i) ne sont pas équivalentes.
48. Heuabqub. — Les opérations que nous avons exécutées dans les exercices où l'équation considérée renferme des dénominateurs qui contiennent l'inconnue, reviennent, en réalité, à mettre l'équation sous la forme
puis à lui substituer l'équation
PM
Cette dernièrd équation pouvant ne pas être équivalente à la proposée, un examen sera nécessaire. On y procédera comme nous l'avons fait,
49. Théorëhe. — Si l'on élève au carré Us deux membres d'une équation, on obtient une nouvelle équation qui admet les racihbs de la première, mais qui peut aussi en admettre n'Atn'BES.
Soit l'équation
— IH — ine de cette équation, l'égalitô
)a en déduit évidemment l'idenlitë
[TWl' = [/■(«)]■.
iit racine de l'équalion
y(xff = if{x)r.
e équation admet les racines de la première.
iirs en admettre d'autres, car l'élévation au cairA
de l'équation
nx) = - r{x)
ition (2), il faut aussi que cette équation admette uatiou (3).
- L'équation (2) n'admet pas d'autros racines que ; (1) et (3).
l'identité
• ïf'i'^)]' = [m - n^wi'':) -H f'ix)],
uatioQ (2) annulant le premier membre de l'idenr le second membre, et par suite l'un des facteurs Bfe ; elle doit donc être racine de l'une des équa-
- Si l'on sait résoudre l'équalion (2), en choisissant illes qui conviennent à l'équatiou (i), celle dernière jlue,
lUlVALENGE DES INÉQUATIONS
Lorsqu'on ajoute vne même quantité atus-deux taem-
n ou que l'on retranche une même quantité des deux tation, on obtient une inéquation équivalente,
de ce théorème ne diffère de celle du théorème 34 Ition ■ des mots inéquation, inidenlilé et solution,
identité et racim.
pi
53 Corollaire. — Si Ton fait passer un terme d'une inéquation d'un membre dans Tautre, en changeant son signe j on obtient une inéquation équivalente.
54. Corollaire. — Il est toujours possible de trouver une inéquation de la forme
équivalente à une inéquation de l'une des deux formes
f{x) > nx) ou f{x) < f\x).
Dans le premier cas, on a
F(x) = m - nx),
et dans le second, ¥(x) = f\x) — f{x).
55. Théorème. — Lm*squ*on multiplie ou divise les deux membres d'une inéquation par une même qmntité qui ne contient pas V inconnue et qui n'est m nulle, ni infinie, ni négative, on obtient une inéquation équivalente,
11 est inutile (38) de considérer le cas de la division . Soit Tune ou l'autre des inéquations
(1) fix) > rix)-
Multiplions par M les deux membres de cette inéquation. Nous trouvons Tune ou l'autre des inéquations
Si nous déterminons F{x) d'une façon convenable (54)., les deux inéquations considérées dans les relations (1) et (2) sont respectivement équivalentes aux inéquations
(4) F(aj).M>0.
Pour démontrer le théorème, il suffit donc d'établir 1 équivalence des inéquations (3) et (4), dans Thypothèse où le facteur M que Ion suppose ne pas contenir l'inconnue, n'est ni nul, ni infini, ni négatif.
Observons que si l'on donne à x une certaine valeur, la quantité M qui ne contient pas x, ne change pas.
1® Toute solution a de l'inéquation (3) est une solution de l'inéquation (4), car si
est une inidentité, M n'étant ni nul, ni négatif, on a Tinidentité
2" Toute solution a de l'iaéquation (4) est une solution de l'inêquan (3), car si
. une inidenlitè, M n'étant ni négatif, ni infini, on a l'inidentité
Conclusion: Les solutions étant les mêmes, les inéquations (3) et sont équivalentes.
Application. — Les inéquations
3a; > 2 et a: > ^
it6
56. Théorème. — Lorsqu'on multiplie ou divise tes deux membres ine inéquation par une mime quantité qui ne contient pas l'inconnue qui n'est ni nulle, m infinie, ni positive, après avoir cHKur.t le is de l'inéquation, on a une inéquation équivalente. Comme dans le théorème précédent, on voit facilement que si M .isfait à l'hypothèse, il suffit d'établir l'équivalence des inéquations
;2) F(ic).M<0.
l" Toute solution a de l'inéquation {!) est une solution de l'inéquan {2'), car si
une inidentité, M n'étant ni positif, ni nul, on a l'inidentité
i" Toute solution a de l'inéquation (2) est une solution de l'inéqua- Q (1), car si
une inidenlitè, M n'étant ni positif, ni infini, on a l'inidentité
Oonchision : Les solutions des deux inéquations étant les mômes, cea 3Z inéquations sont équivalentes.
Application. — Les inéquatioiis
~3x>2 et aî<— -
ôont équivalentes.
87. Remarque. — Si certains termes d'une inéquation ont des dénominateurs, et si ces dénominateurs sont numériques, c'est-à dire ne contiennent pas Finconnue, il sera possible de trouver une quantité algébilque A, multiple de tous les dénominateurs, et dont le signe sera connu. En multipliant les deux membres de l'inéquation par la quantité A, et changeant le sens de Tinéquation si A est négatif, on chassera les dénominateurs et on obtiendra une inéquation équivalente à la proposée.
Application. — 1° Les inéquations
et
2(0?- i)>3a;- 18 sont équivalentes.
2^ Les inéquations
^rw^ 2 ^
et
2(aj - 1)< - 3a; + 18
sont équivalentes.
58. Remarque. — Quand on multiplie ou divise les deux membres d'une inéquation par une môme quantité qui ne satisfait pas aux conditions imposées à M dans les deux théorèmes 55 et 56, on n obtient pas, en général, une inéquation équivalente.
Une discussion est nécessaire.
Nous allons traiter quelques questions particulières qui faciliteront cette discussion, dans les diverses appUcations qui pourront se présenter.
Soit l'inéquation
dans laquelle je suppose que les fonctions F{x) et (^{x) sont des polynômes entiers en a?.
rcmanine d'abord que si l'une de ces fonctions devient nulle, le peut être que pour une valeur linte donnée à œ. Il est donc >ssible que lo produit F{x).<f{x) se présente sous la forme indéinée x oo. Par conséquent, pour qu'un nombre a soit solution ette inéquation, il faut et il suffit que ce nombre rende de même B les deux facteurs F(x) et <p(x).
'.s solutions de l'inéquation (4) sont par Buitc les solutions cornes à
i que les solutions communes à
I. Définition. — Lorsque deux inéquations doivent être satisfaites iltanément, on dit qu'elles forment un système ^inéquations simules. Les solutions du système sont les solutions communes aux L inéquations.
PLiCATiOH. — L'inéquation
et pour solutions celles des systèmes
X-OO) ^ lx-a<(l X -i- a> il) ' { X + a
[. Cas particulier. — Supposons que ç(a:) ne puisse pas devenir
ilif.
ucun nombre ne satisfait simultanément au système
es solutions de l'inéquation
t donc cjlles du système
Si, en outre, <f(x) ne peut pas s'annuler, ou si aucune des solutions de
n'annule f(x), les inéquations (1) et (2) sont équivalentes. Mais si certaines solutions de (2) sont racines de l'équation
ces solutions ne satisfont pas à l'inéquation
et les inéquations (1 ) et (2) ue sont pas équivalentes. Exemples :
1° Les inéquations
sont équivalentes, car x* + a; + 1, qui est égal ft
n'est jamais nul et est toujours positif.
^ Les inéquations
(x - 2)(ic - 1)' > 0,
sont équivalentes. En effel, aucune des solutions de la seconde inéquation n'annule {x — 1)*.
3" Les inéquations
oe sont pas équivalentes. Le nombre 2, qiti est solution de la seconde inéquation, ne convient pas it la première, puisqu'il annule le facteur
Soit l'inéquation
(1) Sî!>„.
dans laquelle f{x) et ^(a:) sont des polynômes entiers en x.
Je remarque d'abord qu'une racine de FéquatioQ
p6ut être solution de l'inéquation (1).
Soit
{x - i)ix - 2)
Tous les nombres supérieurs à 2 rendent le numérateur posilif. Le dénominateur étant toujours positif ou nul, pour a; = 3 le premier membre de l'inéquation devient + oo; 3 est une solution. Le contraire peut également se présenter.
Soit
Tous les nombres compris entre 1 et 3 rendent le numérateur négatif. Le dénominateur étant toujours positif ou nul, pour a; = 2 le premier membre de l'inéquation est — oo; 2 n'est pas une solution.
Cette remarque faite, faisons abstraction des solutions de l'inéquation qui sont racines de Téquation
Dans cette hypothèse, l'inéquation
est équivalente à l'ensemble des deux systèmes
En effet, soit a une solution de l'inéquation (1). Par hypothèse, <p(a) n'est pas nul. F(a) ne l'est pas non plus, car alors on aurait
et a ne serait pas une solution de l'inéquation (1),
Les deux quantités F(a) et cp(a), dont le quotient est positif, sont donc de même signe, a est une solution de l'un des deux systèmes (2).
D'ailleurs, réciproquement, toute solution de l'un des systèmes (2) est évidemment une solution de l'inéquation (1). Par conséquent, l'inéquation (1) est équivalente à l'ensemble des deux systèmes (2).
Conséquence : Pour résoudre une inéquation de la forme (1), on pourra résoudre séparément les deux systèmes (2), examiner ensuite SI certaines racines de <p(aî) = sont des solutions de Tinéquation et, si le fait se présente, joindre ces solutions à celles des deux systèmes.
63. Remarque. — Rappelons -nous que, de l'étude précédente, il résulte que les deux inéquations
F{x).<f{x)>0 et ^>0
peuvent ne pas être équivalentes ,
Des relations conditionnelles.
64. Nous désignerons sous ce nom toute relation de Tune des deut^
formes
F(a?) > f{x), Fix) < f{x),
c'est-à-dire toute relation qui est, soit une inéquation, soit une équation entre les deux mêmes fonctions.
Nous appellerons solutions de la relationy l'ensemble des solutions de l'inéquation et des racines de l'équation.
Deux relations conditionnelles seront équivalentes, lorsqu'elles admettront les mômes solutions.
65. Théorème. — Lorsqu'on ajoute une même quantité aux deux membres (Tune relation conditionnelle ou qu'on retranche une même quantité des deux membres d*vne relation conditionnelle, on a une relation équivalente.
Ce théorème est une conséquence des théorèmes 34 et 52.
66 Corollaire. — Lorsqu'on fait passer un terme d'un membre dans l'autre, en changeant son signe, on a une relation équivalente.
67. Corollaire. — Une relation conditionnelle étant donnée, on peut toujours en trouver une autre équivalente de la forme
68. Théorème. — Lorsqu'on multiplie ou divise les deux membres d'une relation conditionnelle par une même quantité qui ne contient pas Vinconnue et qui n'est m nulle, ni infinie, ni négative, on obtient une relation équivalente (voir n*« 38 et 55).
rHÉonÈHE, — Lorsqu'on multiplie ou divise les deux membres 'elation conditionfielle par «ne même quantité qui ne contient pa» lue et qui n'est ni nullb, ni tkfikib, ni positive, et que l'on le sens de l'inéquation contenue dans la relation, on a une relauivalente (voir n"' 38 et 56).
ItEUAnQui;. — On pourra chasser les déaominaleurs d'une 1 conditionnelle, dans les mêmes circonstances que pour les lions.
FtsiuRanE. — F{x) et if(x) étant des polyndmes entiers en x, ^on
les mêmes solutions que l'ensemble des deux systèmes
fEUARQnE. — F(ir) et ç(a;) étant des polyndoics entiers en x, ion
on fait abstraction de celles des solutions qui sont racines de on
ivalente à l'ensemble des deux systèmes
î{a;)>Oj (<p(a:)<Û.
n considère toutes les soluiioos de l'inéquaiion (1), on consis peine qu'elles sont des solutions de l'un ou l'autre des sys-
F(a:)>Ol (F(x)<0
f{x)Xi] (?{«)< 0;
réciproque n'est pas vraie, car une racine de l'équatioii
être pas une suluUon de la relation (4).
Eaxmples :
i^ Soit la relation
^^^lil^S^>0 (voirnoeî).
3, qui est une solution des systèmes (2), n'est pas solution de la
relation (1).
20 Soit
Le premier membre est en réalité (â? — 2).
L'inéquation n'admet pas la solution ce := 1 ; c'est cependant une solution des systèmes (2).
EHIER DEGRÉ A UNE INCONNUE
11TI0N. — Lorsque la fonction V{x) est un polynftme du m' degré, on dit que l'équation
lations
F{as) > et F(a!) < degré.
2a!-3 = laii'oo du premier degié ;
2a:» - 3a: + 1 = alioD du second degré,
2a:_3<0Î iâic'-3a!+l<0
équations, les premières, du oremier degré ; les secondes, degré.
RQUE. — Lorsque nous parlerons d'une équation d'un rè, il sera toujours sous-eatendu que cette équation est
in polynôme entier en x.
)Ds la même observation relativement aux inéquations.
RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ
76. Si Ton désigne par a et 6 des quantités algébriques quelconques, et si Ton suppose a j^ (lisez : différent de zéro), tout polynôme du premier degré, entier en Xj est de la forme
ax -h b.
Il s'ensuit que toute équation du premier degré est de la forme
a et 6 sont dits les coefficients de l'équation. Je me propose de résoudre l'équation (1).
Puisqu'on a a ^ Q, en obtient une équation équivalente (38) en divisant par a les deux membres de cette équation. Ceci donne l'équation
qui est équivalente (36) à la suivante :
Or, cette dernière admet évidemment la racine unique . L'équation (!) admet donc une racine unique, donnée par la fomnile
Remarque. — Si 6 = 0, la racine est zéro.
Application. — Soit l'équation
On a
L'équation admet la racine x = — ^ ~ 5*
tKKUQDC — Soit l'équation
(pression f{x) — f'(œ) e^t un polyndme entier eaœ, du preigré, celte équation pcnt être résolue, car les équations
f{x) - rix) =
livalentes, et nous savons résoudre la seconde.
CATIOHS :
it l'équation
iquivaut à
Kl-
ition admet la racine x = — z'
•qve. — On aurait simplifié les calculs en chassant les dé:i^
rs(39).
(X - a){x -b) = {x- b){x + fc) - {x - o)(o - b).
f{a.) - f{x) = - 2ftx + 2a6 + 6» - o\
ition
- ibx + 2a6 + 6» - o» =
ralenle à la proposée.
t 0, cette équaliua est du premier degré.
Elle a une seule racioe :
L'équatioD (I), dans l'hypothèse b ^ 0, admet doDC la m unique
'78. Bekarquk. — Nous pouvons mânie résoudre toule équai de la forme
qui, sans être équivalente à une équation du premier degré, fou celte équation quand on opère comme aux a"* 43, 46 et 49.
Rappelons que, puisque l'équivaleoce peut ne pas exister, uoe cussion est nécessaire.
Applications :
1° Soit l'équation déjà examinée au n" 46 :
Chassons les déuominaleurs en multipliant les deux membres pi
Après avoir divisé par 9 les deux membres de l'équalion obten nous trouvons
x{a -+■ 6) - 2(iô = 0.
Si l'on a a -\- b jt Q, celte équation est dii premier degré. I admet la racine unique
Or, nous avons vu (46) que la multiplication par a{x) a fait pcr la racine x ^ <x> . D'ailleurs, on constate sans peine que cette opi tion n'a pas introduit de racine étrangère.
Par conséquent, l'équation (i) admet les deux racines
dans l'hypothèse a + b j± 0.
aat au carré les deux membres de cette équation, on trouve,
iimpUlication,
ant encore uoe fois au carré, il vient
G équation a une seule racine : x= S.
Heurs, on sait (49) que l'équation (2) admet toutes les racines
luation (1) ; on sait de plus qu'elle peut admettre des racines
ères,
a résulte que l'équation (1), ou bien admet la racine x =: &,
a n'a pas de racine.
ime la valeur 5, donnée à x, tiansforme l'équation (1) en
é, cuttft équation a une seule racine :
appliquant le même calcul à l'équation
v/ic- i - i/x- i = 3,
produit l'équation (S). Le nombre 3 ne satisfaisant pas à l'équa- 3), cette équation n'a pas de racine.
Remarque. — Citons entin une dernière catégorie d'équations a résolution sera désormais possible.
iposons qu'après avoir fait passer tous les termes du second )re dans le premier, on ait une équation de la forme
et <f{x) étant des polynômes entiers en x du premier degré.
is avons vu (42) que l'équation (i) admet pour racines celles
ijuations :
Or, on peut résoudre ces équations. L'équation (1) peut donc être résolue.
Application.
L'équation {x - a){x - 6) =
a pour racines celles des équations
05 — a = et « — 6 =5 0,
c'est-à-dire les nombres a et 6.
Rbmarqu£. — Revenons à l'équation générale
(1) oa? -h 6 = 0,
et supposons que, le coefBcient b restant fixe, le coefficient a soit une quaatité variable dont la valeur absolue diminue de plus en plus,
jusqu'à zéro. La valeur absolue de la racine a? = devient de plus
en plus gran'ie et croit au delà de toute limite. On dit alors que l'équation (1) a une racine infinie, pour a = 0.
81. Remarque. — S'il arrivait que, a et 6 variant simultanément. Ton eût à la fois : a = 0, 6 = 0, l'équation serait alors une identité.
Toute valeur donnée à x satisferait à l'équation, qui aurait une infiniîé de racines.
Remarque. — Pour que deux équations du premier degré
aoj -h 6 = et
aient la même racine, il faut et il suffit que
ou
c'est-à-dire que les coefficients correspondants, dans les équations, soient proportionnels.
CTION DES INÉQUATIONS DU PREUIËR DEGRÉ
inéquation du premier degré est de l'une des deux aa! + 6>0, ax+b<<i.
lents a et b sont des nombres algébriques quelconques ; suppose
entier membre de l'inéquatioa doit être un polynôme du é.
inéquation étant équivalente à la suivante :
~ (ax + b) > 0,
e forme que la première, je ne m'occuperai que de celle-ci. ésoudre une telle inéquation, nous remarquerons que
\e (S3) à la proposée, puis nous distinguerons deux cas :
a (voir 55)
X à la proposée.
ition a pour solutions tous les nombres supérieurs à ■
a i même de la première, qui, par suite, est résolue.
n (voir 56)
e à la proposée.
ation a pour solutions tous les nombres inférieurs à •
mémt- de la premièrf*. qui, par suite, est résolue.
Conclusion : L'iaéquatioa du premier degré
ao; -H 6>0 a une infinité de solutions.
Ce sont tous les nombres supérieurs à > si a est positif.
Ce sont tous les nombres inférieurs à — -f si â est négatif.
b Remarque. — La valeur remarquable est la racine del'éqnatîon
83. Remarque. — Nous pourrons, dorénavant^ résoudre toute inéquation de la forme .
m>nx),
dans laquelle
f{x)-nx)
est un polynôme du premier degré en a?, car les inéquations
sont équivalcntei.
Applications :
10 Soit
Cette inéquation équivaut à
Elle admet pour solutions tous les nombres supérieurs à ^«
2<> Soit . .
Cette iné{]uation équivaut à
Elle admet pour solutions tous les nombres inférieurs à^*
Remarque . — Soit Finéquation
dans laquelle les fonctions ¥(x) et ^{x) sont des polynômes du premier degré en a?.
Cette inéquation (voir 89) équivaut à Tensemble des deux systèmes d'inéquations simultanées :
nx)>o) ^^ (F(i)<o
Comme on peut résoudre chacune de ces inéquations, et, par suite,
chacun des systèmes, on peut résoudre l'inéquation proposée. Applications:
1« Soit l'inéquation ^ ' ■' ^' ' "■ ^
(1) (x^i)(aî-2)>0.
Le système
aj-l>0).. . . \x>i
Il a pour solutions tous les nombres supérieurs à 2, Le système : ■ . ^ -
Il a pour solutions tous les nombres inférieurs à !• Les solutions de l'inéquation (i) sont donc tous les nombres inférieurs à 1 et tous les nombres supérieurs à 2« 2® Soit l'inéquation - . - ^.
(0? - i)(aî - 2)< 0.
Je lis
. ,. -.(a!-l),(aj-2)>0^
OU
Le système
il n'a pas de solution. . .
Le système'
il a pour solutions tous les nombres compris entre 1 et 2.
Les solutions de rinéquation (1) sont donc tous tes nombres compris entre 1 et 2.
Hkharode. — Soit rinéqiiatjon
(t) eîl>„,
dans laquelle les fonctions F(œ) et ^ (x) sont des polynômes du premier degré en a;.
Abstraction faite de la racine de l'équalioD
fW = 0,
qui peut (62) être une solution de l'inéquation (1), les solutions de cette inéquatioQ août celles des deux systèmes
On peut résoudre ces systèmes et conaaitre la raciae de l'équation »(x) = 0; il est donc possible de résoudre l'inéquation (1). Applications :
l" Soit
Nous venons de voir que l'ensemble des deus systèmes
œ-l>Qi (a;-l<0
a pour solutions tous les nombres inférieurs à 1 et tous les nombres supérieurs à 2. L'inéquation admet donc déjà ces solutions. D'ailleurs, l'équation
a pour racine le nombre % et quand on fait décroître x depuis une
X — i valeur quelconque supérieure à 2 jusqu'à % la fraction ^ croit
jusqu'à + 00 . Le nombre S eat donc encore une solution de l'inéquation.
Ainsi, l'inéquation admet pour solution tous les nombres ioférieim à 1 et tous les nombres depuis i jasqai. + oo.
recédera ment, j'arrive à la conclusion suivanle: les nombres supérieurs à 1 et intérieurs à 2,
les r^atloDs conditionnelles u premier degré.
relations conclilionnelles du premier degré est
liate de la résolution de l'équation et des
degré.
l Indiquer les résultats, après avoir remarqué
équations, il suffit de considérer une relation
ax + b > Q.
lions sous tous les nombres depuis jtis-
soluiJoDS sont tous les notubres depuis — co
iditiooiielle {X - i){x - 2) > 0.
i les nombres définis par < 1' et 'â^a^^+o
is les nombres définis par
3»SoH
.Les solutions sont tous les nombres définis par
— oo<x<l et^ 2<£c<-f-oo
4* Soit
Lçs solutions sont tous les nombres définis par
Détermination du signe que prend la fonction
F(x) = ax -h b,
du premier degré en çc, quand on donne à x une valeur
quelconque depuis — oo jusqu'à + oo.
SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE
ÉOHÈME. — Les racines de réquation
(ax + b) (a'x + b') = 0,
suppose que a. et a' sont différents de zéro, sont celles des ations du premier degré
ax + b = 0, a'x+ b'= 0.
ourrions observer que ce théorème est une conséquence imméla remarque (42); mais nous préférons, à cause de son impor-
donner une démonstration indépendante.
ite racine a. de l'équation (1) est racine de l'une des équa-
car si les quantités
ax + 6 et o'a + b'
outes deux différentes de zéro, leur produit ne pourrait pas
racine de l'une quelconque des équations (2) est une racine ition ({). En effet, si a est la racine de l'équation
1 n'est pas nul, celte racine n'est pas inânie, la quantité n'est pas infinie, et le produit
(ax -+- 6) (c'a + b').
eur est nul et l'autre 6ni, est néeësBairement aol. démontré.
- Un nombre algébrique A étant dormé,si ce mmhre e déaa nombret algébriques, et seuîement deux, gui> reprodiùêetU A ; fi ce nombre est négatif, il n'en
i)re X, élfivé au carré, reproduise A, il faut et il suffit I l'équation
Squivalente
ic' - A = 0.
)ésignons par A' la valeur absolue de A.
nbre arithmétique, commensuridïle ou non, reftrè-
, élevé au carré, reproduit A'. On a donc l'identité
eut alors s'écrire
« l'équation {%) (voir 90) sont celles des deux équations
dmet donc les deus seules racines
que l'équation (1) admet les deux mêmes racines IX nombres algébriques, et seulement deux^ qui^ produisent A.
lUx nombres 86nt
+ s/k' et , -v^A'.
A < 0. Quelle que soit la valeur attribuée à x, a' est toujours
I liui et le premier membre de l'équation (1) est la somme de
nbres dont l'un est positif ou nul et dont l'autre — A est
'équation (1) n'est donc jamais satisfaite,
Qséquent, il n'existe aucun nombre algébrique qui, élevé au
one A.
)rèrae est démontré,
MARQUE. — Lorsqu'un nombre atgôbrique, élevé au carré, , un nombre algébrique donné, on dit qu'il est une racine géiyrique de ce nombre.
uARQUB. — Le théorème précédent a établi que tout nombre
a deux racines carrées algébriques. Ces deux racines ont la
leur absolue : c'est la racine carrée arithmétique de la valeur
e A. Leurs signes sont contraires.
)rème a montré, de plus, qu'un nombre négatif n'a pas de
rrée.
MABQOB. — Pour désigner une racine carrée algébrique, on e même signe que pour désigner une racine carrée arith- Ainsi, le symbole algébrique v^Â représente l'une quelconque racines carrées algébriques de A, cest-à-dire l'un des deux
xer les idées, nous supposerons, dans la suite, que le symbole e )/A désigne toujours la racine algébrique positive. IX racines carrées algébriques de A seront alors
MARQUE. — Si A devient nul, ce nombre n'a plus qu'une ne carrée, qui est zéro.
RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ
96- Si l'on désigne par a, b, c des quantités algébriques quélcon» et si l'on suppose o?iO, 6 et c pouvant être nuls, tout polym entier en x du second degré peut être représenté par
Toute équation du second degré à une inconnue est donc d
forme
(1) ax* + bx + e = 0, a^ 0.
a, 6, e sont dits les coefficients de l'équation. Je me propose de résoudre celte équation.
Multiplions ses deux membres par 4a, quantit-i différente de zéro hypothèse ; nous trouvons l'équation équivalente
ia^x^ -H iabx -+- iac = 0,
qui s?écrit encore
4a'a!' + iabx + b' — b* + iac = 0,
ou
{lax + bf - (b* ~ iac) = 0.
Cette équation équivaut à
(2) (2ax + by = 6* - 4ac.
La résolution de l'équation (1) revient donc à celle de l'éi] tion (2).
L'équation (2) signifie que le carré de la fonction lax + b doit égal à 6' — iac ; ou encore que tax + b doit être une racine ca algébrique de 6* — iac. Nous aurons donc Ips difTéreotes racincj l'équation (2) en déterminant x de telle sorte que fax + b successivement égal aux différentes racines carrées algéhi-iques
10 présentent:
élfl — 4ac D'à pas dé racine carréé-algébnqiié. Il estimpossfaire à l'équation (2). Cette équation, et par suite l'équapas de racine.
i zéro a une seule racine carrée, qui estzéro. L'équation (2), 'équation (f ), a une seule racine, donnée par
9ax+b = 0.
h* - 4ac > 0.
té 6* — 4ac a deux racines carrées algébriques, qui sont par
+ \/6* — ^ac et — \/6' ~ 4oc.
!3 de l'équation (2), et par suite celles de l'équalion (1), , bres qui satisfont séparément aux équations suivantes:
Soo: + 6 = -H ^Jb'^ — hoc ,
%ax + 6 = — i/b^ — 4oc .
ions sont du premier degré. Cliacuae d'elles admet une . L'équatioD (1) a donc deux racines et deux seuletaeatt
_ —b— \/b' — iac irésentê ordinairement par la formule unique
b ± i/b' — iac
fins. — N'ayant lait aucune hypothèse sur les coeOicienls
bfAc, les résultats que nous venons d'obleoir s'appliquent à tousl cas.
Examinons les modifications qu'ils subissent dans certains cas p; ticuliers.
i' c. = 0, bjtO.
La quantité h* ~ iae se réduit à 6* ; elle est positive. L'équation ( qui devient
ax* + bx= 0.
a donc deux racines, qui Boat
Comme nous sommes convenus de désigner par \/a la racine al{ brique posiiive du nombre A, nous devrons remplacer \/b* par + si b est positif, et par — b, si b est négatif.
Nous trouvons dans le premier cas
Eu résumé, quand c = 0, l'équation a une racine nulle etuneraci
égaleà-^.
Remarquons que nous aurious obtenu ce résultat iuimédiatemi en mettant l'équation sous la forme
x{ax + ô) = 0, et observant qu'elle a pour racines (90) celles des deux suivantes : X = 0, ax -i- b ^ 0.
Ls quantité 6' — 4oc devient — 4ac. Elle peut être positive ou négative.
latioii n'a pas de racine,
ation a deux racines, données par
ic i/— 4ac yf c
~ r TH^ 11'
I, les mêmes résultats en p^Uiol del'i^qu:)ax* -h c ^ 0.
cine, qui est nulle.
priori.
)osons que la quantité 6* — Aac, d'abord zéro, u restant fini. Dans cette hypolhèse.
on varient. La valeur absolue de leur diffé-
v/ô' — 4ac a
suit que lorsque f — iac arrive à sa Jimilc.
égales et égales à — — -
ileur est celle qui a été obtenue dans le cas
islions, l'hypotliËse
6' — 4ac =
enons de l'imaginei'. Aussi nous dirons, ce s d'inconvénient, que lorsque
égalen.
l'équation a une racine double.
équation du second degré étant donnée, si levra d'abord calculer la quantité ô' — iac.
îcra posilii^ ou nulle, l'équation aura deux
racines distinctes ou égales, donaées par la Cormule.
~b ± \/ip' — iao
ia
Lorsque cette
quanti lé sera négatiiKt 1
'équation n'aura
pas
de
Applications
!• Soit On a
L'équation a
deux racines distinctes,
, données
par
S" Soit On a
. = i^. on
L'équation a deu^t racines égales cotre elles et ^ales i 4 1
3" Soit Oa a
6= + l, c - 4ac = - 7.
L'équation n'a pas de racine.
400, Remahoue. ■~- Supposons qu'au lieu de calculer au p la valeur de 6' — iao, nous fassions immëdiatement l'applica la formule
_ — b± \/b' ~ 4ac ^- 2^
Dans ces conditions, si 6' — Aac < 0, nous écrirons radicaf un nombre îiégatif, et l'expression obtenue lia plus < On lui donne le nom d'expression imaginaire, et l'on ajoute 6' — iac<,0, l'équation ,4 deux rucine^maginaires.
I, on est uraGné à dire que lorsque l'équatioa a deax 3UX racines réelles, et on appelle qvflntilé réelle, toute que positive oa négative^, c'est-à-dire toute quantité ibre arithmétique précédé du signe + ou du signe —,
quantité ioiaginaire est unenouveHe quantité algé- .roduclion dans le calcul fournit des résultats consilous sortirions du cadre que nous nous sommes tracé. simplement faire pressentir ces résultats. Nous n'ajoute-
aux définitions précédentes et nous continuerons à ;uatibn qui a des racines imaginaires comme n'ayant
l'on a :
! réelles et distinctes, réelles et égales, imaginaires.
B. — La quantité é» — 4ac a joué jusqu'à présent nt dans la résolution de i'équalion du second degré, que s'accroître par la suite. En lui donnant un nom rendrons les explications plus claire» et les calculs lout dans les applications.
i le signe de 6» — 400, les racines de l'équation sont 1 d'autres termes, puisque la réalité des racines dépend , nous emploierons pour la désigner le mot réalisant.
B. — Soit
F{x) = ax* + bx + c second degré.
>ns réalisant de cette fonction le réalisant de l'équation
|ue le réalisant de la fonction F(x) est le nombre lu en élevant au carré le coefficient du terme du pretranchant de ce carré quatre fois le produit du coeffiu second degré par le terme indépendant de x.
F(a:) = îa!»-*()-i. : . . ; ■ -
Le réalisant est
2" Soit
: F(«) = (o - ô)*" - Saôa; - «*(a -t; 6).
Le ri^iaaat eti
.4a«6» + 4aî(a'-(.») = 4o'; 3« Soit
Le réalisant est
Si l'on regard» cette quantité comme une - fonctioQ de X, on i nouvelle fonction du second degré dont le réalisant est
103. Reharqub. — Lorsque les coefficients a et c de l'équatic second degré
sont de signes contraires, les racines sont réelle». En effet, si a et o sont de signes contrairesi on a uc < 0, — iac> 0, et évidemment
b* — iac> 0.
Applicatiom. — Soit - -
Quel que soit le signe de i, les deux quantités X et — 2* s< signes contraires. Les racines de cette équation sont donc rtella
104. Remarque. — Lorsque = 26", on peut simplifier la fo. de résolution de l'équation du second degré.
Cette formule e;t .
-iac
-ÏS'^i/M-'
-te
— ac
Remarquons que le réalisant est ici &** — oc
Application. — Soit l'équation
ax* + èx+ c—\=(}, kquetle on suppose que ù, b, c aODt donnés, (a
osoDs-noua de chercher les nombres parmi le ; la valeur de À pour que les racines de cette
ialisant étant
b'-ia(c-}.),
m les racines soient réelles, il faut et il sufTit < 6" - 4a{c - X) > 0.
'aleurs demandées sont donc les solutions de li
le
6» - ia(c -X)>0.
inuelle X est l'inconnuti.
relation :
i'écril
[ia\ + 6' - iflc >0.
> 0, elle
: équivaut (84) à
4ac - 6- ^^ ia _'
< 0, elle
équivaut (84) à
tq-uence : Lorsque a est positif, > peut reeei ique supérieure ou égale à
4a que a est négatif, À peut recevoir une valeur q
Autre fomiTi]
Remarquon l'ormule (2) conviei
Pour savoir ce q la valeur absolue d celte hypothèse da
Le radical /6* négatif. Le déucai l'autre diminue, en
L'une des racint au delà de toute lin
Eq résumé, quat a priori) ; j'aulre
Propriétés remarquables des racii équation du second degré.
Nous supposerons que les racines sont réelles et
108. THâoniHK. — Ze prodiât des racines de Féq ax' + bx + c = est égal au quotient du terme indépendant de x diviê
de X*, c'eêt-à-dire a - • En effet
, - b + V' -iac
v/6» - 4ac
_, - S - i/6' - 4<ic d'où
- ((>• - iM - f)
109. Remarqck. — Si — > 0, les deux racines, positif, sont de même signe.
Si — < 0, les deux racines, ayant un produit négf
110. Théorème. — Lasomme des racine* de l'èqua ax* ^ bx + c = est égale au quotient du coefficient de x, pris en
divisé par le coefficient de x', c'est-à-dire à •
En effet
— 6 + t/ti' — 4ac
— b — \/b* -" iac _ . -26 fi
— ss -
in. Pkoblëhe. — Trouver une équi racines soient deux nomi^es donnés a. et
11 est évident (90) que l'équation
{X - a)(x - p) qui s'écrit encore
répond à. la question.
Donc, en vertu du théorème précédeii du problème en prenant l'équation
ia;' — i(a + p)x -t et donnant successivement à \ toutes le
Détermination « a priori » du équation du seco
Soit l'équation
ax^ + bx + c
Nous supposons que les racines de ce lioctes, la question qui nous occupe n'aj cette hypotliùse.
On SiiiL que deux nombres sont de mon selon que leur produit est positif ou nég nombres sont de même signe, ils sont di s'ils sont de signes contraires, celui qui é est du signe de cette somme. Parconséq'
l'équation proposée étant égal à - et le i" Si l'on a
a les deux racines sont toutes deux du sîgn 2» Si l'on a
les deux racines sont de signes contraire
valeur absolue est du signe de — .
Applications :
1° Soit
Les deux racines sont positives.
tives.
sigoes contraires ; celle qui a la plus
signes contraires ; celle qui a la plus itive.
l'une équation du second degré.
les racines d'une équation, c'est :
>nt réelles ou imaginaires ; quand elles sont réelles.
Bmment de l'exameo :
, delà somme des racines.
■e comprendre la méthode qu'il faudra
de l'équation
r vite valeur quelconque depuis — oo
ition est
I on connaît la relation de grandeur des
33 signes des coefficients o, b, c. Ces or de X par rapport k
;ussIon n'offre aucune difficulté, leau suivant :
Lm raeinee «ont imaginaires
FORMES REMARQDABLES SOUS I.
Soit Ona
3" 6» - 4ac < 0.
— T-j — est une quantité positive. En dés racines carrées algébriques et posant
il vient
F(aî) = û(M« + N') Résumé. — Si l'on a
(>0 b'-iael=l) F(i) =
132. Remarque. — Dans le premier cas, pour les deux valeurs de x que nous av< s'annule que pour ces raleu rs. Cela devait l'équation
a deuK racines réelles. Remarquons l'idei
entre les racines de l'équation et les nombre
Dans le second cas, la fonction F(x)
unique x=x', qui est et doit être la raci
Enfin, dans le dernier cas, la fonction puisque N' estdifi'érent de zéro et que U' D'ailleurs, l'équation
FW = a SCS racines imaginaires.
Détermination du signe que ;
F(x) = oa:' -t- fer -
quand on donne à x successivemi
depuis — 00 jusqu'
13-'). Cette détermination est une conséq dente. Comme dans cette question, nous di
a{x — af){x — ic").
ées, par af la plus pelitt! des quantités x ar quelconque comprise eotre — x et af.
est. a fortiori. Le produit (aï — x')ix — x')
une valeur comprise entre a/ el x'.
est négatif. Le produit {x — x'){x — x")
iraleur quelconque comprise eutre x' et (x — «') l'est a fortiori. Le produit
e de + a quand on donne à x une valeur liné par les nombres x' et ic", du signe une valeur comprise dans cet intervalle.
;' et a; = x' la ronction F(a:) est nulle,
' - 4ac= 0.
I = fl(a; — afy.
autre valeur que a^, (x — a:')* est positif.
;' la fonction F{x) est nulle.
- 4ac < 0.
donnée à x, la parenthèse, qui est une oujours positive, de + a.
ons que pour x= ±00, F(x) est, daits
CoDstatons, en outre, qu 61 son réalisant est positif.
IS^i. Rbharqub. — Pour degré, on formera son réa trois cas précédents on se t les résultats que nous venc
Exemptes :
1" Soit
Fi
Le réalisant étant négatii soit w,
2° Soit
Le réalisant étant nul et
que soit x.
pour « = S' auqui
Fix
Le réalisant est positif. F cient de a:* étant négatif, l'inlervalle 1, 2, on a
pour toutes les valeurs de 126. Application. — Di
sont réelles et distinctes le entre elles et différentes de Le réalisant est
p = {oi»-f-
— G2 — ntité comme une fonction de a.
I second degré si l'on a
er degré si l'on avait
que A ne peut être nul (122), en considérant une fonction du second degré en 6, formant - 3c*, et constatant que ce réalisant est négatif.
p est une fonction du second degré en a. Nous ; en employant la méthode indiquée au n° 123.
t réalisant
6*c*(6 + c)' — 4ô'c*(b* — (jc+ c')
c sont différents entre eux et dilTérents de zéro. (123) est du signe du coefficient A de o'.
lous venons de dire relativement à A et à son B que A est du signe du coefQcient de son premier ûtif.
positif. Les racines de l'équation proposée sont
'uD nombre donné aux racines d'une du second degré non résolue .
P{x) = ax' + bx + c = 0,
es racines réelles et distinctes. Nous nous propoiquation, de trouver la relation de grandeur qui s et un nombre donné a.
!S racines, nous savons (123) que si a est extérieur \a.) est du signe de + o et que si a est compris 1 du signe de - a .
;ne de + o, a est extérieur aux racines ; ;ne de — a, a est compris eotrc les racines.
128. HEMARgcs. — Lorsque F(a\ supérieur aux deux racioes, ou bip-n Toumir le moyen d'établir une dislii
Je remarque que, dans le premier a étant comprise outre elles, est plus au contraire, cette demi-somme est si
Il s'ensuit que, inversement :
1" Si l'on a ~ ^^^ < a, les deux i
Remarque.— La comparaisor équation
F(x) = exige la formation de F(a).
Il est souvent nécessaire de savoir inférieur à la demi-somme des racin
Faxmple. — Soit l'équation
F{x) = -x^ + ox
quia SCS racines réelles (103).
Supposons qu'il s'agisse de comps
Nous avons
le premier nombre, 1, est compris ei et — 2, sont à l'extérieur.
^'ailleurs, la demi-scmme des rac supérieur aux deux racines et que ~
On serait arrivé aux mêmes résu supérieure 1, qui est compris entre rieur à ces racines, et que — 2 éta être inférieur.
ions auxquelles doiventsatisbilre lei B équation du second degré pour tpt itte équation se placent d'une certai ort à un nombre donné
Ces conditions résultent immédiatement des ■ nous sommes arrivés dans la question précédei
F(a;) = aa:' + &r + c = 0, (a ?
m donnée, dont je suppose les racines réelles. ur que le nombre « soit compris entre les racii e o et F{a) soient de signes contraires, c'est-àn
ir que le nombre « soit extérieur aux racines, : F(ai) soient de même signe, c'est-à-dire que 1' O.F(a) > 0.
1 veut que a soit supérieur aux racines, on de n (â) la suivante ':
:it encore
, en multipliant les deux membres par laqiian
a(2aa + 6) > 0.
1 veut que et soit intérieur aux racines, eu i :), il faudra la suivante :
a(2aï + 6) < 0.
I3i. Remarque. — Les condilionB (2) et i3), ou bien (2) et suiBsantes que dans l'hypothèse où les racines sont rérites. Si !e contraire pouvait se produire, il fiiudrait y joindre 6» - 4ac > 0.
132. Rkuauqdk. — Il est inutile d'écrire que les racines S' lorsqu'on emploie laconditioa (1), car elle entraîne la réalité ■ puisque F(a!) ne peut être du signe de — o que si les
l'équation
F{x) = sont réelles et distinctes (124).
Appucation : Étant donnée l'équation
l" Déterminer X de façon que 3 soit compris entre les racî 11 faut et il sufQt que l'on ait
a.F(a) < 0, c'estrà-dire
- F{3) < 0, ou
La question revient donc à la résolution de l'inéquation
Tous les nombres supérieurs à 6 résolvent le problème.
2" Déterminer X de façon que 3 soit supérieur aux racines
liçs racines de l'équation pouvant être imaginaires, n(
écrire tout d'abord que le réalisant doit être positif, ce q
condition
D'ailleurs, nous savons qu'il faut poser en outre
aV{i) > et a{2m + 6) > u,
c'est-à-dire
_ (À _ 6) > et _ (_ 6 + 1) > 0, et que cela suffit.
Or, la dernière de ces conditions est satisfaite d'elle-mêmi définitive, il faut et il suffit que l'on ait simultanémeuL 4). 4- 1 > et _ ^ + 6 > 0, ce qui revient i — 7 < X < fi.
Tous les K problème.
Ion des racines.
3 deux nombres comprennent entre eux une seule, on dit qu'ils séparent cette
[uatioD, c'est donc déterminer un certain chacun d'eux comprenne au plus une
n des racines de l'équation du second ■and nombre de questions, d'éviter les nécessite l'emploi des formules,
î lés nombres net p séparent w;ie racine
ix' + bx + c = 0, F{fl) soient de signes contraires.
>aire. En effet, si les nombres a et ^ :es nombres est nécessairement compris est en dehors de l'intervalle qu'elles Dmbres F(ï) et F(p) est du signe de — a i3).
contraires.
,nte. En efTet, si F(«) et F(p) sont de es nombres est du signe de — a. Les ■ distinctes (132) et l'un des nombres i racines. Comme l'autre nombre est es racines, il s'ensuit que les nombres
res a et p séparent une racine, il faut oient do signes contraires ; le théorème
136. Remarque. — Désignons par x* la plus petite des racini le plus petit des deux nombres a et p, et supposons F(a) e signes contraires.
L'un des deux nombres F(a) et F(^) est du signe de + a; l' du signe de — a. Deux cas se présentent :
1" F(a) est du signe de + a; F(p) est du- signe de — a.
F(-i- oc) étant du signe de + a (124), p et + « séparent uD' * et p séparent l'autre, et l'on a
-ix><i<x'<p<x"<+<x>.
2" F(a) est du signe de — o; F(p) est du signe de + o.
F {— oo) étant du signe de + u vt24), —■» et a séparent un a et p séparent l'autre, et l'on a
lïl. Application. — Soit l'équation
(a + 6 + c)x* — 2(ei6 + èc + ea)x + 3a6c = Oi dans laquelle on suppose que les quantités a; b, e sont dis difTérentes de zéro.
nous avons vu (126) que les racines de cette équation so et inégales. Le théorème précédent fournit du même fait un< stralion rapide.
Désignons par f[x) le premier membre de l'équation et F(o), F(6), F(e).
Nous trouvons
Les lettres a, b, c entrant de la même manière dans les a de l'équation, nous ne particulariserons pas en supposant a<b<e.
Nous voyons alors que
F(a) est du signe de ■+■ a,
Si a et c sont de même signe, puisqu'on a o< 6 < 0,
que o et c, et — 6 sont de signes contrai isuit que les racines :
signes contraires, les m ne des racines est com l'intervalle (a, c). Les inctes.
— Déterminer X de } une racine de l'êqtiatioi
que pour que les nom il suffit que F(- 1) et 3 que l'on ait
déterminer X de façon c
oblème sont tous les no]
ïlatives à la su dans le premier a
F{x) = ax' + bx + e sultats de cette t
< p. Par hypothèse, I me. Ils sont alors, ou 1
a, P(-oo)et]
+ a (124), — X et a séparent une racine; p et + i Les racines de l'équation sont réelles et l'on a, en dé para:' et x' {af < x"),
-<»<ic'<0L<p<a;'<+a S" S'ils sont du signe de + a, les nombres
- » a p +00 donnant par leur substitution des résultats de mâme pas les racines qui peuvenl être réelles ou imaginair
Lorsque les racines sont réelles, elles sont toutes < intervalles
— 00 a p +00 et, puisqu'elles comprennent entre elles leur demi-; sont dans celui de ces intervalles qui contient leur d
Application. — Soit l'équation
- a;' + da: + 2 = 0.
Donnons successivement à x les valeurs
Le premier membre de l'équation prend diffère les signes sont
Ces signes n'étant pas tous les mêmes, les racin outre, on a
- 1 < a;' < et Z < x" < Considérons particulièrement les nombres et 3 Les résultats correspondants ayant tous deux le racines sont extérieures à l'intervalle {0.3), EnlÎD, considérons les nombres — 1 et 4.
Les résultats ayant tous deux le signe de + ti dans celui des trois intervalles
qui contient leur demi-somme -. Elles sont comprî;
Reuarque. — Lorsqu'une équation du s
les coDsidératioDs précédentes fournissent une méUiode ïr les signes des racines qui, bien que peu différente de exposée plus haut (118), est cependant bonne à conn^tre.
F(-w), F{0), F(+oo).
quantités n'ont pas le même signe, les racines sont de ! de zéro; elles sont de signes contraires, quantités ont le même signe, les racines sont dans celui
eur demi-somme; elles ont toutes deux lé signe de leur
ATiOH. — Discuter les racines de réquation F(x) = (X - 1)k» - 4Xx - 2(X + ^) = 0.
3l peut recevoir une valeur quelconque depuit — o»
sant de cette équation est
»nede
ssion est une font:tion du second degré en X qui a un tif (103). Elle peut donc se mettre (121) sous la forme
it X' et X' (121), on trouve
i ) et F(+ « ) sont du signe de X — 1.
il à - 2[X - (- 2)].
signe est connu quand on connaît celui de chacun de ;'est-à-dire celui de X — et celui de X — 1.
En résumé, les signes dei quantités
F(-«>), F(0), F(+oo),
dépendent de la grandeur de X par rapport aux valeurs remarquables
qoi se rangent dans l'ordre suivant :
Ceci posé, la discussion n'ofire pas de difficulté. Elle est résumée dans le tableau suivant :
CONCLUSIONS
Les racines sont de signes contraires.
La plus grande en valeur absolue ei»t positive.
1 L'une des racines change de signe en passant par zéro.
Les racines sont positives.
Les racines sont égales et égales à 1.
Les racines sont imaginaires.
) Les racines sont égales et égales à — 4.
Les racines sont négatives.
1 L'une des racines change de signe en passant par f l'infini.
Les racipes sont de signes contraires.
La plus grande en valeur absolue est positive.
lUATIONS DU SECOND DEGRÉ
ilioD du secoiid degré est de l'une des deux forme» iir + c>0 et ax*+ bx + c<0,
le se ramène à la première quand on fait passer tous mier membre dans le second en changeant leur& qui fournit une inéquation équivalente, onc ne nous occuper que de l'inéquation
a? + iœ + c> 0, {a jt 0).
RÉSOLUTION DE L'INÉQUATION afl + bx + c>0, (a :;£ 0).
par ¥la;) ie premier membre de cette inéquation et lisant ô* — 4ac de la fonction F(a;).
saentent, selon que l'on a
6» - 4ac j =
é» - 4(ic> 0.
!1) que la fonction ¥(x) peut se mettre sous la torm»
F(«)=o(« -«■)(«-«•), t les racines réelles de l'équatioa
ic à résoudre l'inéquation
F{x) = a{x-af){x- x") > 0, :her les valeurs de x qui rendent F{a;) positive.
D'ailleurs, nous avons vu (123) que F(x) est du signe de + on donne à x une valeur extérieure à l'intervalle (af.tc'), et i fonction est du signe de — a quand on donne à x une valeur < entre x' et x'.
Par conséquent :
Si l'on a a > 0, les solutions de l'inéquation sont tous les eitérieurs à l'intervalle {a^.aT). En supposant af<x', ce s les nombres'déûnis par
-oo ^x<:af et as' < a; <-+-«>.
Si l'on a a < 0, les solutions de l'inéquation sont tous les compris entre af et x". Ce sont tous les nombres définis par
2» b*~iac = 0.
Dans ce cas (121), F{x) se met sous la Tonna F(x) = a(a: - a;')*,
af étant la racine double t- — de l'équation
FM
11 taut résoudre l'inéquation
F(x) = a{x - xy > 0.
Si l'on a a > 0, les solutions (123) sont tous les nombre:
— t» jusqu'à + 00 , excepté le nombre af.
Si l'on a a < 0, l'inéquation n'a pas de solution.
3° 6« - 4ac < 0.
Y{x) se met (121) sous la forme
f(x) = a'M' 4- N'), et l'inéquation à résoudre est
En se reportant à ce qui a été dit (123), on voit que a a > 0, les solutions de l'inéquation sont tous les nombres
— 00 jusqu'à +0C, sansexception.et que sil'oQ a a<0, l'im n'a pas de solution.
UB. — La résolution de l'inéquation du second degré lent sur la considératioa des signes du réalisajit et du
Dlution de la relation conditionnelle
ax' + bx -\- c ^ 0. {a ^ G).
lutions d'une rdalioti conditionnelle étant les solutions I et les racines de l'équation correspondantes, on a les nts :
b» — 4ac > 0.
; solutions sont les nombres définis par
- oo < a < œ' et x" ^ X ^ -t- ao.
sont les nombres déiiiiis par
i» - 4flC = 0.
s solutions de la relation sont tous les nombres depuis + 00 , sans esception.
relation a une seule solution, qui est
a; = ce'.
f ~ iac< 0.
i solutions de la relation sont tous les nombres depuis + 00.
relation n'a pas de solutioa.
ATIOHS :
iquation
est positif et les racines de l'équation
«' = — 1 et œ' = 2.
Le coefficient de œ" est posilif.
Les solulioDs sont ilétinics par
— «<a;< — 1 et 2<ir<-»-»,
Remarque. — La relation conditionnelle
•i!»-aî — 2>0
admet, en outre, les solutions — 1 et 2.
2" Soit l'inéquation
-a!» + ai + 2>0.
Le réalisant est positif et l'équation
-«• + iC + 2 = a pour racines
af = - l et «" =2,
Le coefficient de a!' est négatit. Les solutions sont définies par
Remarque. — La relation
admet, en outre, les solutions — 1 et 2.
3" Soit l'inéquation
4iF' — 4a; + 1 > 0.
Le réalisant est nul et l' équation
admet la racine double af = -•
Le coefficient de x* étant positif, tous les nombres,
sont des solutions de l'iné(|ualroa.
Remarque. — La relation
^tc» — 4* + 1 ;»
a pour solutions tous les nombres depuis — oo jusqu'à -t
[équation
— iar" + 4x — i > 0.
Qt est nul et l'équatioa
ent de ir* étant négatif, l'inéquation n'a pas de soIutitA.
— La relation
mon œ = 3 •
léquatioD
ir» - a: + I > 0.
nt est négatif. Le coefficient de x* est positif. Tous les mis — ao jusqu'à + oo sont des solutions de l'inéquation.
aéqualioo
it est négatif, ainsi que le coefdcient de œ*. L'inéquation olution.
— Les résultats ne sont pas modifiés quand on considère ^inditionnelles qui correspondent aux deux derniers cas, lalion que renferment ces relations n'a pas de racine.
léquatîon
t appliquer la méthode générale; mais si l'on remarque que
X* — a* = (x + a)(x — a), s'écrit
le ses solutions sont tous les nombres extérioursà l'intervalle
— a -ha.
, — La relation conditionnelle
jf — a* > les deux solutions — a et + a.
148. Rëhxrquk. — Si l'on a une inéqualion de la form Qx* + bx + e < Q, on lui substitue, ainsi que uou3 l'avoas dit, l'iaéquatio
— (W* — 6iB — c > 0.
Exemples: Soit rioéqualioii
Od résout
qui (voir plus baut) a pour solutions les nombres déûnis -i<x<% Soit encore l'inéquation
Elle équivaut à
- («* - o») > ou à
Les solutions sont tous les nombres compris dans Tint
Observons que la relation
a!» - a" < a, en outre, les solutions — a et + o.
Application. — Résoudre l'inéquation
(X-2)x'-2U-l>0, dans lagiKlle on suppose que > peut recevoir une val depuis — «3 jusqu'à •+■ oo .
Le réalisant du premier membre de cette inéquation
p = X* + À - 2 ou bien
p = (x-iHn-3).
Le coefficient a de ai* est a — 2.
< signes de p et de a dépeadeat dooc de la grandeur de X par rt aux valeurs remarquables
lous désignons par ir' et as" (x' <ai') les racines de l'équation
(\ - 2)a:» - âïa: - I = 0,
lOus supposons c^culées à l'aide des formules de résolution, Ddus les résultats suivants :
BÉSULTATS
L'inéqusiion à résoudre eM [X — i)[x — 3f]\x — «T > 0. Comme i— 2<0,les3oliiiion8 sont fourmes par «'< je < a:".
p ^ L'inéquatioD à résoudre esi _ 4/ai - 1)' > 0. Elle D-a pas de soIuIïod.
L'inéqodtioD i résoudre est [\ - îj(M> + H') > 0. Comme X — 2 < 0, il n'j a pas de solufioD.
^ i Elle n'a pas de solutioD.
Les résultais sont les mêmes que dans le premier inlerralle.
1 L'inéqualion à résoudre est
/ Les solutions sont tous les nombres inférieurs à — - .
Comme X — 2 > u, les solutions sont fournies par ~»<iB<a/ et «!"<«<+».
tarqw. — Quand > croît depuis + 1 jusqu'à + 2, la plus petite décroît jusqu'à — oo ; l'autre tend vers la limite — 7. On coni>
prend alors que pour a = 2, ou ail, comme solutions, tous l>?s nomi inférieurs à — t-
Si X dépasse la valeur 2, la première racine saute de — » à h et devient la plus grande. Par suite, la seconde racine devieni plus petite, et les nombres compris entre les racines lorsqu'on a X < deviennent les nombres extérieurs aui racines lorsqu'on a ?. >
Remarque. — Pour avoir les solutions de la relation cooditi nelle
(X - 2)a* - 2Xa: - 4 > 0,
il faudrait joindre aux solutions précédentes : les nombres af et si X est extérieur à l'intervalle (—2 . 1); le nombre 3> si X =enfin le nombre — 1, si X = 1.
Application. — Résoudre la reUiHon oondîtionnetle
(tt - 1)X» - 2^x - (a + 2) > U, dans laquelle a. et p peuvent recevoir des valeurs quelconques de, — 00 jusqu'à + 00 .
Nous savons (14S) qu'il nous est nécessaire de connaître le si du réalisant de la fonction de x qui compose le premier membre la relation, ainsi que celui du coefficient de ce*.
1' Le réalisant est
CeM une fonction du second degré en a.
Cette fonction a pour réalisant
,. = 9-tf.= -4(,.|)(,-2).
Lorsque p est extérieur à l'intervalle
p, est négatif. Quel que soit a, p est du signe de son premier ter c'est-à-dire positif (123).
t compris entre les nombres — s ^^ + â> ^i ^^ po-
>r a' et «' les racÎDes de l'équation
e calculées. Dans ce cas, le signe de p dépend de la
par rapport aux valeurs remarquables a.' et a'.
!iit de x' est a — 1. Son signe dépend de la grandenr
•là 1.
luvoir déterminer les signes de p et de a — 1, il est
i connaître la relation de grandeur des trois valeurs
«', et', 1,
classer ces valeurs.
it résultera de la comparaison de 1 aux racines di
y(oi) = a» H- d +■ p» - 2 = 0.
c !f(l) (voir n" 127). Nous trouvons
if, ainsi que le coefficient de a.'. Le nombre 1 est extè-
es. D'ailleurs, la demi-somme des racines est — ' -, Il
;st supérieur aux deux nombres a' et a'. Si je suppose
— Désignons par af et x' (a;' < œ") les radnca de
(a - t)x' - 2pa: - (a + 2) = 0,
t réelles et distinctes.
! se présentent :
I. p est extérieur à l'inlervaiie f — S' + û
CONCLUSIONS
Les Mlulions sont données pur a/ < a: ^ iP*.
(si3<0, x>-
(slj>«, =><-
Les soluiions sont données par
-«<.<i' et ti- <!< + ».
Oaa
ct-1
CONaUSIONS
Les solutions sonl données par i' < o; < n'.
„ ) . .nn-yeau-une_^ P ^^i^ — ^^^
Les soluiions sonl données par a;' < a; < a;'.
«-'^•^ j résoudre i- -f^ )si8-ïa:<
Les solutions sont données par
-QO<a;<x' et 3!"<3;< + a>.
OONCLnSIOMS
Les wluiions lont (burnies par a;" < œ < «■■.
p=0 rf =«".Ud'j»<iu'um solution: a! = -r^.
D n'r a pa» de solulioo.
p = «■ = ai: Il ny a qu'une solulion : <e = -;-^-
Lei BOlutions sopl toarniw par a^ < x < x".
1 sip<0, ^>-^-
( si^>0. x<~~
Les wlutioDs Mni données par
-x<*<!r' et »"<a;<+».
Lpplication. — ri'outier les valears de \ qui rendent réelles et de riquation
(a — a'i}x» + (b — b'X)x + (c — cl) = 0, en cAofssnf les dénominateurs dans Véquattoa nx* + bx + c _ , a'x*+ b'x +c' %t passer fotu fe$ fermât du
iliaant de l'équalion (]) étant
(j _ yi)» _ 4(a - a'X)(c - tf-X)
membre dans le premier.
•u biea
Ai{6'i _ 4oV) — ÎX[ W - 2{œ!' + ca')] + ft* - 4ac.
la question revient évidemment à la résolution, par rapport à X,
relalion conditionnelle
(2) 9(X) = X"(6'" - iaV) - 2X[ W - 2(£i(/ + ca')] + Ô» — 4o(î >
Deux cas se présentent, seloo que }i* — i^ii est différent d« ou égal à zéro.
La fonction <^{\) est du second degré en X.
Calculons sou réalisant R .
R = [ 6è' - -iipc' ■+- ca')l» - /6'» — 4o'o')(6» - 4acl. R peut ëlre positif, nul ou négatif.
1" Soit R > 0. L'équatioQ
•(X) = H ses racines A' et X' (X' < À') réelles, et la relation (2) s'é<»it (é'» - -toVJCX - X')(X - X') ^ 0.
Si l'on a &'* — Ja'i;' > 0, les valeurs cherchées sont donnéf
- 00 < A < >.' et X' < X < + 50 .
Si l'on a b'* -- ^'c' < 0, les valeurs cherchées sont donnée
2" Soit R = 0. L'équation
a ses racines égales, et la relation {2) s'ëcitt
(6''-4a'c'KX-i')*>0.
Si l'on a &'■ — iaV > 0, tous les nombres depuis — «o Jusqu'à satisfont à la question.
Si l'on a 6'* — 4<^c' < 0, le problème n'admetqu 'une solulioi est
3" Soit R < 0. L'équation
ç(X) = a ses racines imaginaires, et la relation (2) prend la forme (6'i_4o'c')(M*+N''}>0.
18 démontrerons plus loin que, dans nos hypothèses, 6'* — 4aV ut pas être négatiT. Cette quantité étant supposée différente de zéro,
&'» - iaV > 0,
>eut recevoir toutes les valeurs depuis — x jusqu'à +» .
relation (2) devient
- iX[bb' - 2(flc' + ca)] + 6» - 4ac > 0, fficlent de X pouvant être positif, négatif ou nul.
._2[M'-2((H/ + ca')]>0.
relation (3) équivaut à la suivante :
ô' — iac ^ 2[66' _ 2(ac' + ca')] '
désignant par X' le second membre de cette relation, les solutions bées sont données par
-2[W-2(flc' + ca')]<0.
relation (3) éqoivant à
6* — Aac _
^â[ô6'-2K + ca')]~ • valeurs cherchées sont données par
— oo < X < V.
-2[M'-2(ac' + ca')] = 0.
relation (3) devient
i» - 4ac > 0,
it indépendante de X.
is établirons tout à l'heure que, dans nos hypothèses, b* ~ iac
ut pas être négatif. La relation (3) est donc toujours satisfaite,
|ue soit X. Les solutions de la question sont tous les nombres
i — 00 jusqu'à + oo
larqw. — En développant l'pïpression R, ou trouve
R = 4[6*a'c' — bb\ac' + ca') + {flc' — ca'f ■+■ acb''].
CTest une fonction du second degré en b dont le réalisant et
b''{ac' + ca')» — 4a'c'(ac' — ca')» — iaea'dl/' ou bien
(fi*» - 4oV)(ac' - ca)».
Supposons
6'*_4aV<0, £6 qui entraîne
I^ réalisant de la fonction R n'est pas positif. CeUe fonct toujours du signe de son premier terme, à moins qu'elle ne soil Comme le coefficient du premier Wme est 4aV, quantité p' on voit que R est toujours supérieur ou égal à zéro.
Il résulte de là, ainsi que nous l'avons dît plus haut, que peut pas avoir simultanément
R<0 et 6'*-4a'c'<0.
On peut encore donner de cette propriété la démonstratu vante {*) :
Il suffit évidemment d'établir que lorsque t/* — 4aV est rôquation ç (X) = a ses racines rÉelIes.
9 (X) peut se mettre sous la forme
réelles.
Si 77 est diiîérent de chacun des nombres — et-, <f(—,\et<a{b' a' c' ^\a'/ ^V
def quantités positives. Comme 9{— oo) et <f(+ oo) sont du s:
&'■— ia'c\ c'est-à-dire négatifs, l'une des racines est compris
— 00 et la plus petite des quantités - et -; et l'autre entre la plus
de œs quantités et +00 . Les deux racines sont réelles.
(*) Cette élégante démonstration nous a été coomiuniquée par H.
reste à montrer que si ô'' - 4a'c' -
i* - 4ac > 0.
ie je tira
b*b'* = 4(ac' + co*)* 3V6» = Mac' + c(f)* - 4ac)o'tf' = (oc' — ca*)'.
que
. positif ou nul.
SYSTÈME DE DEUX INÉQUATIONS
LJ PREftUER DEGRÉ, L'AUTRE DU SECOND
nx)>0,
F(ic)>0 meiit équivalentes aux inéquations du sysque la première soit du premier degré et ré.
le sont les solutions communes aux deux
le la fonction F{x) ; désignons ce réalisant Qcient de a;* dans la fonction F(a!).
a>0, utions (144) tous les nombres depuis ~co ns du système sont celles de l'inéquation (1).
l'inéquation (2) n'a pas de solution (144). Le système n'a a solution.
Désignons par 3!* Ja racine double de l'équation
Si l'on a
l'inéquation (2) a pour solutions (144) tous les nonibres eice| Le système a pour solutions toutes les solutions de l'inéquatio à l'exception de af lorsque celte quantité figure parmi les sol de fl>.
Si l'on a
l'inéquation (2) n'ayant pas de solution, il en est de même d tème proposé.
Soient af et x" les racines de l'équation F(x) = 0, et a celle de l'équation
Nous savons (84) que les solutions de l'inéquation (1) soi bien tous les nombres supérieurs à a, ou bien tous les ne inférieurs à cette même quantité.
Nous savons aussi (144) que les solutions de l'inéquation (S les nombres extérieurs à l'intervalle (af.x"), si a est positif, nombres compris dans cet intervalle, si a est négatif.
D nous faut choisir les solutions communes.
Pour cela, nous comparerons (127) le nombre « aux racines a de l'équation
et nous rangerons ces trois quantités par ordre de grandeur santé. La question n'offrira plus de difficulté, ainsi que nous le constater en fixant les idées.
Je suppose, par exemple, que les solutions de l'inéquation (1) tous les nombres supérieurs à a et que celles de l'inéquation (2) tous les nombres compris entre af et m'.
les valeurs remarquables te', as", * sontrai^:ées de la façon suivante:
«<»'<a;", blutions du système sont tous les nombres compris entre x' et fc*. l'ona a;'<*<ic",
nt tous les nombres compris entre a. et a. fin, si l'on a
stème n'a pas de solution .
serait analogue dans les autres hypothèses.
J. Remarque. — Lorsque p = il faut comparer a et
■al, cette comparaison est facile, car x' peut être calculé
nt sans qu'il soit nécessaire d'en indiquer symbolîquei
r par un radical.
rsque p > 0, il faut comparer
a, îf', a!',
iir cette comparaison, on appliquera la méthode donné< lient (121).
Applications
Soit le système
as» + it + 1 > 0.
; solutions de l'inéquation (1) sont tous les nombres depu 'à + <3o. Celles de l'inéquation (2) sont tous les nombre [ à 1. Par conséquent, les solutions du systeme sont 1 ires supérieurs à 1.
Soit le système
a:' - ar +- 2 > 0,
léquation (1) admet pour solutions lous les nombres don
-oo<a!<i et 2<iC< + oo.
léquation (2) admet pour solutions tous les nombres suj
KK
lutions du système sont tous les nombres compris eni t tous les nombres supérieurs à 2.
i di
-lîO
■ii
ïï!.
os
il y
vt 7
Ftésolution d'une Inéquation de la lorme
¥(x).f(x)>0, quelle F{x) est une fonction du second degré et f(x) une fonction du premier degré.
lus avons vu (59) que les solutions de cette iaéquation sont res qui satisfont séparément aux fleux systèmes
A^)>Oi ifixXO.
itioD est donc ramenée à la précédente.
tHARQUK. — On peut abréger les opérations par un examen signe de la fonction
ir constaté sous quelle forme remarquable se met la fonc- Bt rangé par ordre de grandeur les racines des équations
f(x) = et F(ic) = 0,
;te dernière a ses racines réelles.
mples feront bien comprendre la méthode.
l'inéquation
(a»~3aï + 2)(aj.+ l) = 0.
ion
ir*-3ar+2 — cines 1 et 2, et la fonction
œ» -Sœ + Î us la forme
ation & résoudre est doue
Le signe de f(x) se déduisant immédiatement facteurs, les résultats sont :
,ix)
RÉSULTAI
AncuDe valeur de txi interï
Toutes les valenn de cet
HOlutions.
Aucune »aleur de cet interv
Tontes les valeurs de cet solutions.
2" Soit l'inéquation
[{2 - X)«> + âJia: H- l]{x - 1) > dans laquelle X est quelconque.
DauB un exerdce précédent (iiH, n" 3), nous avoo
et nous avons comparé le nombre 1 aux racines de ï
quand ces racines sont réellïj.
Utilisant les résultats trouvés, on obtient i
■ïv
ji.
ji.
ils
îî.
Si.
137. Reiurqub. — On peut ëvidemment relation coDditiounelle de la forme
F{x).ax)>0.
Soit la relation conditionnelle
[(2-l)x' + 2Xic+l];aqiii correspond à l'inéqualioti précédente.
On a :
BELATION A BËSOUDBE
(î-X)(«-aO(«-l)(!»-x*)>0
(8 -X)(iC -«■);»: -«')(ic-l)>0
(!-lK»- «'X"" -!)(«-«•) >0
>lutlon d'une inéquation de la forme
>Ue l'une des fonctions F(x) et f{x) est du 'Qmier degré et l'autre du second.
urrait ramener cetle question (6S)
Ua
résolution dea
et )''(«)<«
rable d'étudier directement le signe
de la foDOirai
comnw au n" lî!6.
ATION. — Soit 1'
néquation
ïs résultats obtenus au a" 166 et examinons seulement liers cas. Pour les autres cas, ce serait analogue.
Q à résoudre est
x-<i<ar.
ns sont définies par
œ'<a!<i et x"<œ<+oo,
is que 1 est une solution, car lorsqu'on arrive à la valeur eurs ioférieures, !e premier membre de l'inéquation est iquation est satisraite.
L'inéquation
l'écrit
Elle admet comme solutions tous les nombres supérie sans exception.
160. IIehabque. — De ce que le nombre 1, qui est racine de '. f¥) = obtenue eo égalant à zéro le dénominateur de la fouctioQ
Fia;)
se trouve, dans notre exemple, être une solution de l'iaéqua
nx) ' -
il ne faudrait pas en conclure que toute racine de l'équatio est une solution d'une inéquation de la forme
Soil
(S - i)x' + VX + 1 el supposons
L'inéquation est
rive à la valeur — 1, soit par des valeurs inférieures, ieurs supérieures, la fooctioD
BDt Dëgative dans le voisinage de — 1, as une solution.
juB. — Oq traiterait de la même façon une relation de la formi!
l'une des foDctions est du premier degr« et J autre du
DD SECOND DE6BÉ NON RÉSOLUES
i6â. Soient les deux équations
(1) F(iB) = Aœ' + Bœ + C = 0, (A 7i 0)
(2) f{x)=ta^ + bx + c= 0, (a ^ 0)
dODt je suppose les T(mm& réelles.
Remarquons tout d'abord que si l'une des équations, la secoud exemple, avait ses racinea égales, la valeur commune à ces ra
serait — t- et la question reviendrait à la comparaison du do — — aux racines de l'équation (1). Il suffirait alors d'appliqu
méthode exposée au n" (27.
Supposons donc les racines de chacune des équations réell distincles, et désignons celles de la première par X' et X" (X' < et celles de la seconde par x' el x" {a^ < x").
Ceci posé, considérons les deux fonctions
F{x} = Ax* + Ba; + C,
f{x) — ux' -i- bx -t- c.
Multiplions la première fonction par a, la seconde par A, et n choQs le deuxième résultat du premier; nous formons une noi fonction
a.¥(x)~\.f(x) dé&uie par l'identilé
(3) a,F(a;) - A..f{x) = a!{Ba - kb) + Ca - Ac.
La quantité Ba — A& est en général différente de zéro; m peut arriver qu'elle soit nulle.
A soient de même signe, ^ est compris eo dehors de riûtervalle (X'.X*). Comme af ei
X' < ic* < X" < a
Si F(a;') et A sont de signes cootraires, ( soient de même signe, x° est compris enti dehors de l'intervalle (X'.X"). Commea/ ei
a-* < X' < «" < X 2» Les trois quantités
ont le même signe.
Dans ce cas, x' et x' sont extjSrieurs à 1' savons (139) que X' et X" sont dans celui d
qui contient leur demi-somme — -^ ■ Comparons donc — — aux racines de 1'
faisons une nouvelle application de la métï Lorsque fi— ^J et a sont de signes .
l'intervalle du milieu, et l'on a
aï' < X' < X" < j
Lorsque fi— — j et a sont de même :
5 l'intervalle (a^.œ").
Si
comprise dans l'intervalle de gauche, et 1'
— jx est supérieur aux deux nombres x' et «*. Cette quantité est
comprise dans l'intervalle de droite, et l'on a
Reaiarque. — La comparaison de a aus racines de l'équation (2) conduit à former /"(a). Il peut arriver que l'on ait
/■(") = 0a. est alors une racine de l'équation (2).
C'est aussi une racine de l'équation (1), car pour <e = a, l'identité (4) devient
a.F(«) = 0, d'où
Quand cette particularité se présente, les secondes racines des équations s'obtiennent en retranchant te des sommes
et la comparaison est immédiate.
Supposons mainteiiant
V,a- kb = 0.
L'identité (3) devient
(S) a.Y(x) - \.f(x) ^ Ca -Ac,
Deux cas se présentent :
1° Soit Ca - Ac ?i 0.
Donnons à x, dans l'identité (S), successivement les valeurs x' et
x". Le terme fLf{x) disparait, puisque x' et x" sont les racines de l'équation (2), et l'identité (5) fournit les signes (qui sont les mêmes) des quantités
F{x'} et F(a;")
Lorsque ¥(af) et F(a!') sont du signe de — A, on a évidemment X' < a/ < a;' < X".
Lorsque F(aO «t F(a!'') soot du signe de + A, X' et X* sont celui des intervalles
qui contient leur demi-somme.
Or, la relation
Ba - Aô = revient à
b Comme — s- est compris entre x' etx , on a
Ti'ob
2» Soit Co-Ac = 0.
Des deux hypothèses
Ba - Aô = 0, Cfl - Ac = 0,
ou tire
ABC a^ b ~ c'
Les coeMcients des équations ({) et (3) sont proportionnels, équations ont les mômes racines (116).
164. Rehaaqdb. — Pour abréger, après avoir constaté que a' a'e? pas dans la fonction
nous dirons que calculer cette fonction, c'est éliminer iC* entre
relations
f{x) = Aœ» + Ua; + C, .
f{x) = ax' + bx + e.
Applications
1" Soient les deux équations
(2) /"(ic) = X' - X - 2 = 0.
inons œ* entre les relations
¥{x) = Œ* — BiT -H 4,
nt
parons^ aux racines de l'équation (9).
j étant du signe de — a, on a
[ions successivenient à x, dans l'identité (3), les valeurs ai' et af; oyons que
F{x') > et que Y{x") < 0.
'fquence : Les racines se rangent ainsi :
«' < X' < ic" < X'.
oient les deux équations
f{x) ^x* ~ Sx + i = i},
fix)^x'~'ix-3^0.
linoos œ* ; il vient
¥{x) - m - - (ar - S).
iparoos a aux racines de l'équation (2).
est du signe de a.
il extérieur à l'intervalle {af. x"). Comme il est supérieur à la
somme — - — - 1, on a
ce doDC dans rinterralle de droite.
mce : Les racines se tangent ainsi :
ic' < œ" < X' < X'.
t les deui équations
/'(«) = œ»-ir + 3 = 0.
as £C* ; il vient
a saccessivement à x, dans l'identité (3), les valeurs œ' et voyons que
F{af) < et que F(x") < 0.
positif, les racines ic' et œ* sont comprises entre X' et X'.
OUROCE. — Dans les exercices que nous venons de traiter, il 18 simpledecalculei' d'abord les racines et de les comparer ar nous avons choisi, pour qu'on puisse facilement vérifier its, des équations dont les racines ont des valeurs absolues
mlenrs absolues étaient incommensurables, la méthode que is exposée deviendrait, dans bien des cas, préférable à la cont après calcul.
is que la méthode est presque indispensable quand des coef& ins les équations, sont littéraux. On ne peut alors que reprémboliquement les racines, et si l'on voulait les comparer nt, il faudrait résoudre des inéquations contenant des radiqui oflre de très graades difficultés.
167. Application. — Comparer les raànes des de (i) F(x) = (i - l)s' - 2x - X = 0,
(2) f(x) = X» - lï - 2 = 0,
dans lesquelles X peut recevoir une valeur queleon
jusqu'à + 00,
Le réalisant de la première équation est 1«-1l + 1.
Cette fonction de \ ayant un réalisant négatif, est t de son premier terme. Elle est donc toujours positii de l'équation (1) sont réelles, quel que soit X.
Il en est de même des racines de l'équation (3 extrêmes de cette équation ont des signes contraires.
Nous n'avons donc pas à nous préoccuper de la ré
Calculs préliminaires.
t" Èliminaiion de x* entre
f(x) = X» - Xx - 2.
On a
F{x) - (i - mx) = (X + 1)(X - 2 )(œ - :
Remarquons que — r j est la valeur désignée p
rie générale.
2» Calcul de
On a
Comme la fonction du second degré en X
a un réalisant positif, si l'on désigne par V et X' (X' de l'équation
Kah)
X+ 1 <2 E correspondance des signes d'inégalitiS,
■AJ+l) < ■ que la fonction du second degré en X
»■ + » + 2 isant négatif, est toujours positive, et posons
— Ces calculs Dous moatreat qae les signes des quans avons à examiner dépendent de la grandeur de X par aleurs remarquables
is donc facilement ces signes quand nous connaîtrons odeur des valeurs précédentes, c'est-à-dire quand oous ces valeurs.
Conséquences :
!• Classement des quantités —
'{-éO
CLASSEMENT
est compris entre x' et x'.
/ Af tf'
est extérieur aux racines ay et X
est supérieur à la demi-somme
oj' < .t" < -
est extérieur aux racines af et x*.
est inférieur à la demi-somme
est compris entre x^ et a;\
a de Fix') et F(x').
leotité
e cette identité se réduit à V{af) ou à F(a:') b' ou 3!=a;''.
FHidDEUT
FK)
= it- < i-
Elle peut se mettre soua la forme
- 3(X - li)(X - lî).
On constate sans peine que les quantités Xi et Xt > luî ^d racines de l'équation
_ 3;^i + 5X - 1 = 0, sont positives. Elles sont donc supérieures à X' et à X', qui, l'avoQS vu, sont négatives.
Il s'ensuit que dans tout l'intervalle (X'.X") la fonction
- 3X' + SX - 1
est du signe de son premier terme, c'est-à-dire négative. Ainsi, dans tout cet intervalle, l'expression
KtH
est négative ; elle est du signe de — a, et l'on a
D'ailleurs, nous savons (voir les deux tableaux précédents) qu racines \' et X" sont dans celui des intervalles
qui contient leur demi-somme. On a donc pour l'intervalle réser a^ < V < X" < x".
Résolution d'un système formé de deux inéquat: simultanées du second degré.
Soient
(1) F(aî) = Aaj» + Ba; + C > 0,
(2) f(x) = ax* + bx + c> l',
les deux inéquations respectivement équivalentes aux inéquatiou système donné. 11 nous suffit de trouver les solutions commune; inéquations (1) eti2).
CoDsidéroas les iréalîsaots des deux fondions V{ee) el f{w). Trois cas se présentent :
1° L'un des réalisants est négatif.
Si le coefficient de x' dans l'inéquation correspondante est positif, les solutions de cette inéquation sont tous les nombres depuis — <» jusqu'à 4- oo , et les solutions du système sont toutes les solutions de l'autre inéquation.
Si le coefRcient de x* dans l'iDéquation correspondante est m cette inéquation n'a pas de solution. Le système n'a pas de sol
3* L'un des réalisants est nul.
Fixons les idées. Supposons que le réalisant de l'inéquati soit nul.
Si A. est positif, l'inéquation (1) a pour solution tous les no depuis — 40 jusqu'à + co , excepté le nombre X'. qui est la double de l'équation
Les solutions du système sont toutes celles de l'iDéquatio excepté X', lorsque ce nombre se trouve parmi ces solutions.
Si A est négatif, l'inéquation (1) n'ayant pas de solution, il i de même du système proposé.
3" Les deux réalisants sont positifs.
Les deux inéquations s'écrivent
\{x ~ X')(x - X") > 0, a(x - af}(x - X-) > 0.
La résolution de chacune d'elles (144) détermine des intervalle lesquels x doit être compris. Ces intervalles sont limités ( valeurs suivantes, que j'écris dans un ordre quelconque : — •0, X', X", x', x", + oc .
Classons ces valeurs par ordre de grandeur, ainsi que nous appris à k faire (162).
11 est alors facile de voir quels sont les intervalles dans l X doit se trouver pour satisfaire à la fois aux deux inéquatioi solutions du système sont les valeurs comprises dans ces intei
Exemple : Je suppose que les solutions de la première inéc soient données par
— X ^ a; < X' et X" < a: < + » , ■
et celles de la seconde par
af <x <x''.
Je suppose^ en outre, que les valeurs remarquables soient classées de la façon suivaate :
- 00 < rc' < X' < X" < a;'' < 4- 00.
Les solutions du système sont définies par
af <x<\' et \" <x< x\
169. Remarque. — La résolution d*un système formé d'une. in équation et d'une relation conditionnelle, ou bien de deux relations conditionnelles, se fera par la même méthode.
170. Application. — Soit le système des deux inéquations simultanées
(1) (X - \)x^ - !2aj - A > 0.
(2) ic* - Xa? - 2 > 0,
dans lesquelles X peut recevoir une valeur quelconque. Les fonctions qui composent ces inéquations ont été étudiées (167)4 J'utilise les résultats.
Les deux réalisants sont toujours positifs.
Lorsque X 5c 1, Tinéquation (l) s'écrit
(>, -, i)(aî - X'){x - X'') > 0.
Si A < 1, ses solutions sont données par
Si X > 1, ses solutions sont données par
-a><ic<X' et X''<a?< + oo.
Lorsque X = 1, l'inéquation (1) s'écrit
et ses solutions sont données par
L'inéquation (3) s'écrit dans tous les cas
(x - x')(x - rc") > 0.
Ses solutions sont données par
— X < oj < a?' et 05" < a; < -*- (X.
— U5 — Nous avons alors le tableau suivant, dans 1< 'o i les racines de l'équation
ij
V + 8 NI
- in -
Les solutions de (1) sont tous les nombres définis par X' < X < 1' ; celles de (2), tous les nombres extérieurs à l'intervalle
celles de (3), tous les nombres extérieurs àj'intervalle
Gomme on a (127)
les solutions du problÈme sont données par
X'<X<0 et 1<X<X'.
Remarque. — Dorénavant, nous pourrons résoudre toutes les questions du genre de la précédente, pour lesquelles on trouvera des inéquations du premier et du second degré.
Bésolution d'une Inéquation de l'une des deux formes
dans lesquelles les fonctions F{x) et f(x) sont du second degré.
173. Cette question pourrait se ramener (S9 et 62) à celle de la recherche de l'ensemble des solutions des deux systèmes
F{x)>Ol {F(x)«i
nx)>0\ IfixXO.
Meus il est préférable d'étudier dii-ectemeot le signe de la fonction qui compose le premier membre de l'inéquation donnée, après avoir mis les fonctions F{x) et f{x) sous une forme remarquable (121) et avoir classé les racines des équations
F(ic) = 0, nx) = (i,
a'il y a lieu.
Les applications suivantes suffisent à faire comprendre la méthode et à indiquer la marche à suivre dans les différents cas qui peuvent se présenter.
Pour éviter le» calculs préliminaires, je considère les inéquations dans lesquelles les fonctions F{x) et f{x) sont les fonctions étudiées au n* 167.
1® Soit rinéquation
[(X - l)a;« - 2a; - X]{x^ - Xa: -)2 > 0.
Nous avons le tableau suivant :
D Ql
te
O ta
vy
sYv
\Xx
yx + gYv
te
RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME FORMÉ D'UNE ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ ET DUNE OU PLUSIEURS INÉQUATIONS
175. Proposons-nous de trouver les nombres qui satisfont sin)uI-< tfcnément à une équation du second degré et à une ou pluaieurs: inéquations que l'on sait résoudre.
Ces nombres sont à la fois des racines de l'équation et des solutions, des inéquations. Nous les appellerons les solutions du système.
1" R peut arriver que l'équation ait ses racines imaginaires. D peut aussi se faire que le système des inéquations n'ait pas de solution. Dans ces deux cas, le système proposé n'a évidemment pas de solution.
2° Supposons que l'équation ait ses racines réelles et que le système des inéquations ait des solutions. Ces solutions sont les nombres compris dans certains intervalles que nous savons déterminer, et pour qu'une racine de l'équation soit une solution du système, il faut et ilsufSt qu'elle appartienne à l'un de ces intervalles.
R résulte de là que l'on aura les solutions du système en comparant les racines de l'équation aux valeurs limites des intervalles et conservant toute racine qui se placera dans l'un quelconque de ces. intervalles.
176. Rkharoub. — Cette méthode s'applique encore à la résolution' d'un système dans lequel des inéquations sont remplacées pair des. relations conditionnelles.
177. Rbuarqub. — Soient a et p les limites d'un certain intervalle. Si la résolulion du système des inéquations et des relations conditionnelles donne parmi les résultats
tt < a; ^ p,
■ ne peut pas être unn solution du système proposé; mais p peut l'être.
III. Soit le système
i F(a:) = - a:' - ât - 1 = 0, I X - A > 0,
dans lequel \ peut recevoir une valeur quelconque depuis qu'à -H 00 ,
Calcula préliminaires :
i* Le réalisant de l'équation est j
2<^ Les solutions de rinéquâtion sont données par
La demi-somme des racines est — 1.
Comparaison de X et de -{- 00 aux racines de Véquation,
oc
F(+oo)
RÉSULTATS DE LA COMPARAISON
Les deux racines sont dans celui des intervalles — 00 X H- 00
qui contient leur demi-somme.
X étant inférieur à — 3, est inférieur à la demisomme — 1. Les racines sont comprises entre X et -h 00 .
X =: — 3 est une racine. Puisque la demisomme est — 1, l'autre racine est supérieure à X.
X est compris entre les racines.
La plus grande des racines est comprise entre X
et -f- 00 .
X := est une racine. La demi-somme étant — 1, l'autre racine est inférieure à X,
Les deux racines sont dans celui des intervalles — 00 X +00
qui contient leur demi-somme — 1. Les deux racines sont en dehors de l'intervalle (X . -H 00 ).
Les racines sont imaginaires.
Conséquences :
Si X est inférieur à -^ 3, le système a deux solutions, qui sont les racines de l'équation.
Si X est compris entre — 3 et 0, le système a une seule solution, qui est la plus grande des racines de Téquation.
Si X est supérieur à zéro, le système n'a pas de solution.
Remarque, — Lorsque X = — 3, le système a une solution. Il n'en a pas lorsque X = 0.
Remarque. — Si l'inéquation était remplacée par la relation conditionnelle
les résultats ne seraient modifiés que dans les deux cas qui font l'objet de la remarque précédente. Le système admettrait deux solutions pour X = — 3, et une seule pour X = 0.
IV. Soit le système
^V(x) = - ic* - 2aj - X = 0, a;* - X* < 0,
dans lequel X peut recevoir une valeur quelconque depuis — oo jusqu'à + 00.
Calculs préliminaires':
1^ Le réalisant de l'équation est
2® Les solutions de la relation conditionnelle, qui s'écrit
sont tous les nombres appartenant à Tintervalle
F(it: oc) = — 00.
La demi-somme des racines de l'équation est — 1.
'omparaison de — \ et de + X aux roànes x' et x" (x' < x") de l'équation.
RÉSULTATS DE LA COMPARAISON
Les racines sont dans celni des inter- TELllea
-00 X -X +0C qui contient lenr demi-somme — 1.
Lh valeur absolue de X ëtaut anpârieure à 3, oa a
X<-1<-1, d'où
Les nombres
-OD X - X séparent les racines, et I'ob a ~oo<x'<X<w-'<-\.
Les nombres
-oc -X X (éparent les racines, et Poo a -oo<ir'<-X<a:''<i.
Les r
cioes son
t imagina
nséquences : Lorsque X reçoit une valeur intérieure ou égale à — 3, stème admet deux solutions, qui sont les racines af et x' de atioD.
rsqu'on donne à X une valeur supérieure à — 3 et inférieure ou à 1, le système n'admet plus qu'une solution, qui est te*, la grande des racines de l'équation.
On, lorsque X est supérieur à 1, le système n'a pas de solution.
V. Soit le système
ia:'-2(X-1)a;-l=.0, x + 2 > 0, dans lequel >. peut recevoir une valeur quelconque. Posons F(a:) ^ a;' - 2(X - l)a; - X,
/(x)^x'~ 2Xa; + l.
L'application de la méthode que nous avons exposé résolution du système des relations (2) et (3) et la coi racines de l'équation (1) des limites des intervalles qu< résolution.
Résolution du système 1 X' ^ six + 1 ^ 0, I s + 2 > 0.
Le premier membre f{x) de la relation (2) a pour ris
Ce réalisant peut être positif, nul ou négatif. L'équai f(x) = peut donc avoir ses radnes réelles et inégales, ou réelli enfin im^inaires.
Lorsqu'elles sont réelles, je les désigne par n et ^ (a Le premier membre de la relation (3) est une foacti degré qui s'annule pour la valeur — 2.
11 est indispensable de classer les nombres - 2. «, p.
Nous procédons comme au numéro 127.
2* La demi-somme étant X, on aura
si l'on a A< — 2,
avec correspondance des signes d'inégalité.
le classetncnt des nombres • s (S), (3).
Il v/
QX
su,
Comparaison aux racines de V équation (1) des limites
des intervalles obtenue.
Le réalisant de Téquation (1) est
C'est une fonction du second degré en X dont le réalivsant est négatif. Cette fonction est, par suite, du signe de son premier terme, c'est-à-dire positive.
L'équation (1) a donc ses racines réelles et inégales; je les représente par a?' et x' (af < x").
Le classement de
x\ x", CL, p
se fait en appliquant la méthode exposée au n*' 163. Je me borne à indiquer là suite des calculs:
1* Élimination de x*.
'F(a;) = a;« - 2(X - i)aj - X f{x) = x* - ^Ix ■+■ 1
2® Classement auxiliaire des valeurs — - — > a, j5.
De plus, on a
si l'on a
Les résultats sont:
rm
/•(±oo)
RÉSULTATS DD CLASSEMENT AUXILIAIRE
Il ■ I
Les racines de l'équation f(x) = sont imaginaires.
S^ Détermination des signes de F (d) et F{^), puis classement des valeurs
CLASSEMENT
ir' < a < aï' < 3
x'<^<rfi<:x
! -?»'<<« ft 1 <r' T*
s iX/ •*«^ «. J 1 ^«N.^ O/
Xf<7.<x"<p '- '
Il ne nous reste plus qu'à comparer — 2 aux racines x et x\
Or,
et Ton a
si
Donc:
H- oc
F(dboo)
CLASSEMENT
- 2 < aj' < a;'
Conséquence : Classement des valeurs
Le classement de — 2 avec a et p ayant été fait dans la résolution du système (2), (3), nous avons :
CLASSEMENT
'aî'<a<-2<p<aî'
aj'<a = -2<p Kx'
a:' < - 2 < aï'
aï' - - 2 < aï"
Conclusions.
CUSSEMENT DES VALEURS
SOLUTIONS
DD STSTÈME PROPOSÉ
Pas de solotioo
Z-hx>
Udo solution :
One Golullon :
S + oo
Deoi soluiioas :
Ileui solutions:
x' et »■
Deux soluliODs:
Uoo solution ;
Observations relatives au classement de cet vEtleurs remarquables,
nw. Lorsqu'une quantité X reçoit successivement toutes I depuis — 00 jusqu'à 4- oo , une fonction entière 9(ï) de ceti ne peut chaîner de signe qu'en passant par zéro. Les valet quahles (*) de X que l'on rencontre quand on examine le si| annulent donc cette fonction .
Ceci posé, supposons que les coelficients a et c de l'équat
aai' H- 6a; + c = 0,
soient des fonctions entières de X et remplaçons X, dans le r par l'une quelconque des valeurs remarquables qui correspt coefncieots a et e. L'un au moins de ces coefQcients g'annuli se réduit à d', prend une valeur positive.
Il résulte de là que dans l'hypothèse où p est une fonction degré en X qui a ses racines X' et X" réelles et distinctes, valeurs remarquables qui correspondent aux coefficients placent de la même fa^n par rapport à l' et X". Elles sont entre X' et X" lorsque le coefBcient de X' dans p est négatif. E l'extérieur de l'intervalle X', X" lorsque ce coefGcient est posit
Exemple. — Soit l'équation
(X"-3X + 2)a;' + 2{X + l)aî+2 = 0.
On a
p = (X + l)'-2(X»-3X+2) = _:^i + 8X-3 = _(X_),',(X-X') et
D'où les valeurs remarquables X', X", 1 et2. Le coefBcient de étant négatif, elles se classent ainsi :
X'<i<2<X'. ' 180. Soit l'équation
ax* + bx + c—Q dont les coefQcients sont des fonctions d'une indétenninée X.
(*) Nous avons donné ce nom aux valeurs de X qui corresp changements de signe de 7(X).
Supposons que,, dans la comparaison d'un nombre a aux racines 4e cette équation, Ton ait reconnu que, pour toutes les valeurs de X comprises entre ^i et X^, les racines de l'équation isont réelles, distinctes et non séparées par le nombre a. , ^
Pour achever la comparaison, on cherche (128) la relation de gran-^
b deur des deux nombres a et — ^ , ce qui revient à examiner le signe de
la quantité
et fournit, en général, une ou plusieurs valeurs remarquables nouvelles pobr A. :
. Soit K Tune de ces valeurs. Lorsque X passe par la valeur K, oc -i- —
change de signe et devient alors soit nul, soit infini.
h Admettons que pour X = K, ol-^— soit nul. Je dis que la valeur
remarquable K est extérieure à rintervalle X^, X,. En effet, si Ton avait
X passerait par la valeur K en variant de X| à X,. Pour une valeur de
l'intervalle \. X„ â deviendrait donc égal à — ^ et serait, par conséquent,
compris entre les racines ; ce qui est contraire à Thypothèse.
Ainsi, dans notre hypothèse, les nouvelles valeurs remarquables que donne la considération de la demi-somme, se placent en dehors de l'intervalle pour lequel cette considération est nécessaire.
Exemple. — Soit l'équation
(X-2)aî« + 2Xaj-i=0.
On constate facilement que si X est compris entre 1 et - , les racines
de l'équation sont réelles, distinctes et non séparées par le nombre 2.
La comparaison de 2 à la demi-somme dès racines — r— â> donne une
nouvelle valeur remarquable ^. Ce nombre étant extérieur à Tintervallc
1.3, la propriété qui fait l'objet dô f observation précédente est vérifiée.
1 8( . Remarque, — Il peut arriver que la valeur K soit dans l'inter-
valie X,. X„ lorsque, pour 1 = K, n+â" change de signe en passant par
rinriiii.
Exemple. — Soit l*équation
Lorsque X est compris entre — 2 et ^, les racines de cette équation sont èelles, distinctes et non séparées par le nombre 2. Si l'on compare 2 ^ la demi-somme des racines, l'une des valeurs remarquables que l'on
rencontre est 1 . Ce nombre est compris entre — 2 et ^.
182. REHARQtE. — Les circonstances qui se trouveot réunies dans ce dernier exemple se présentent très rarement. On fera donc bien de vérifier les calculs, lorsque la considératioa de la demi-somme fournira une valeur remarquable se plaçant dans l'intervalle pour lequel cette
considération est nécessaire.
Observation relative à l'emploi du produit des racines d'âne équation du second degré, dans la comparaison d'un nombre à ces racines. -
183. Supposons que Ion ait constaté qu'un nombre a est extérieur aux racines d'une équation du second degré. Nous avons vu (128) que la comparaison du nombre a à la demi-somme des racines permet toujours de reconnaître si a est supérieur ou inférieur aux deux racines.
Dans certains cas, la considération du produit P des racines conduit focilement au même résultat.
1' Soit P<0. Les deux racines sont de signes contraires.
Si a. est positif, ce nombre est plus grand que la racine négative. Donc, dans notre bypotbùse, il est supérieur aux deux racines.
Si a est négatif, ce nombre est plus petit que la racine positive. Il est donc, dans notre hypothèse, inférieur aux deux racines.
Exemple, — Soit l'équation
f{x) = 'ïx^~\x-i = Q.
Lorsque X est compris entre — 1 et -f- 1, /■(— 1) et f(+ 1) sont positifs. Les nombres — 1 et -h 1 sont extérieurs aux racines. Le produit
— Vài —
does étant négatif, les deux racines sont supérieures à — 1 et
ires à + 1,
oit P > 0.
étions que a' soit supérieur à P. La valeur absolue de l'une au
des racines est alors inférieure k celle de a.
est positif, ce nombre est supérieur à l'une des racines ; il est
lans notre hypothèse, supérieur aux deux racines.
est négatif, ce nombre est inférieur à l'une des racines. Donc,
otre hypothèse, il est inférieur aux deux racines.
nple. — Supposons qu'il s'agisse de comparer les nombres —1
aux racines de l'équation
/■(œ) = (a' + è»)x' ~ 2o(jaî + c"- 6* = 0.
id les racines sont réelles, les nombres — 1 et + 1 sont extérieurs
cines.
tons le cas où P est négatif ; car, il n'y a qu'à répéter ce qui a
dans le précédent exemple et supposons P>0, c'est-à-dire
ondition de réalité donne
c»<a» + 6»; videmment
î P est inférieur à {±1)*. Par conséquent, les racines sont comentre —1 et +i.
Tvons que si a' était inférieur â P, on pourrait affirmer que la absolue de l'une au moios des racines est supérieure à celle nais on ne pourrait rien en conclure, sans autre renseignement.
Soit l'équalion
dans laquelle les fonctions F(x) et f{x) sont des polynômes entiers en CD.
Supposons que le polynôme
soit une fonction du second degré.
Puisque l'équation (1) est équivalente (37) à l'équation
il suffira de résoudre celle-ci pour avoir les racines de la première. Exemple. — L'équation
{a -4- x){b + x){c + 35) ) ( (a? — a){x — b){x — c) -4- (a — x)(b — x){c 4- ce) ) "~ I + (.r — a)(x H- b){x -\-c),
qui s'écrit
2x« 4- 2caj* + ^abx -+- 2a6c = 2a;« — 2ax* -h 26cjc — 2abc,
équivaut à l'équation du second degré
Ses racines sont
_ — b(a — c)± \/bHa — O* — Mbc(n + c) '■" "^ 2(a + c) *
Soit l'équation
On chasse les dénominateurs de cette équation en maltipliant ses deux membres par la fonction
qui devient inlinie pour ce = 00 et qui s'annule pour les trois Valeurs o, b, c.
On obtient ainsi Téquatron
(2) (a + 6 H- c)x* — ^ab -h bc -h ca)x -4- 3abc = 0,
qui peut ne pas être équivalente à la proposée. On sait en effet (46) qu'il a pu y avoir perte de la racine a; = 00 et introduction des racines étrangères a, 6, c.
Or, l'équation (1) s'écrit
Devenant une identité pour a? = 00, elle admet la racine x= co. Cette racine a donc été perdue, car Téquation (2) ne l'admet pas.
D'ailleurs, il n'y a pas eu introduction de racines étrangères, puisqu'aucun des nombres a, 6, c ne satisfait à l'équation (2).
Il résulte de là que l'on aura les racines de l'équation (1) en résolvant l'équation (2) et joignant aux racines trouvées la racine a? = 00 .
Soit l'équation
On constate facilement qu'en chassant les dénominateurs on obtient une équation équivalentf*, qui est
(x — a)[ajc^ — b{a -h b)x — a6*] =51 0,
et qui se décompose en deux autres :
X — a = 0, ax'^ — b[a -\- b)x — ab^ = 0\
que Ton sait résoudre. ' L'équalion proposée a donc trob racines :
b{a H- 6),±:V6»(a 4- bf + 4a*6«
188^ Soit Féquation
Cette équation équivaut à
(2) ûc - 3 = v/2aî - 3.
Élevons les deux membres de réquatioii (2) au carré. Nous obtenons une équation équivalente à la suivante :
(3) ^ ce» - 8a; + 12 = 0.
• • • j> On sait (49) que toute racine de l'équation (2) et, par suite, de
l'équation (1), est racine de l'équation (3); mais la réciproque peut
ne pas être vraie. . )
On résoudra donc l'équation (1) en cherchant les racines de l'équation (3) et conservant toute racine qui satisfera à la première.
L'équation (3) admet les deux racines 2 et 6. En remplaçant, dans l'équation (1), x successivement par 2 et par 6, on constate que le premier nombre ne satisfait pas à cette équation; mais que le second convient. Par conséquent, l'équation. (1) admet la racine unique
189. Rebiarqus. — Au Heu de résoudre tout d'abord l'équation (3) et de substituer ses racines dans l'équation (1), on aurait pu procéder de la façon suivante : -
Puisque Féquation (3) est équivalente (SO) à l'ensemble des équations .
toute racine de Téquation (3) est une racine de Tune des équations (4), et, si Ton remplace dans ces équations x par Tune quelconque des racines de l'équation (3), Tune de ces équations devient une identité.
En formant le réalisant de Téquation (3), on voit que les racines de cette équation sont réelles. La substitution dont nous venons de parler donne donc à a; — 3 une valeur réelle, et le second membre de celle des équations (4) qui devient une identité, prend nécessairement une valeur réelle.
Il résulte de là que le radical ^2x — 3 est rendu réel par chacune des racines de l'équation (3).
D*ailleurs, si la racine substituée convient à la première des équations (4) , comme elle rend le second membre positif, il faut qu'elle rende a? — 3 positif; si cette racine convient à la seconde, elle rend a? — 3 négatif.
Par conséquent, pour qu'une racine de l'équation (3) satisfasse à Téquation (i), il faut et il suffit qu'elle soit une solution de l'inéquation
ce - 3 > 0,
^t Ja résolution de l'équation (1) est ramenée à celle du système
f(x) = ce» - 8aî -h 12 = 0, ce— 3>0.
Pour résoudre ce système (17S) nous formons f(3) ; nous trouvons
ce qui prouve que 3 est compris entre les racines de l'équation
fix) = 0.
La plus grande racine convient donc seule à l'inéquation, et l'équation proposée a une solution unique :
190. Remarque. — Appliquée à Téquation précédente, cette méthode a pu sembler moins avantageuse que la vérification directe employée tout d'abord ; mais lorsque l'équation a des coefficients littéraux, elle est le plus souvent préférable.
19). Soit réquatîon
(1) 05-4- y/ai^'lx — a) = Za^
dans laquelle on suppose a quelconque.
Considérons l'équation équivalente
et élevons au carré. Nous trouvons une équation qui équivaut à
(3) ûc*- 8aaj4- 10a* = 0.
L'équation (3) ayant ses racines réelles, on peut répéter le raisonnement du n® 189, et la résolution de l'équation (1) se ramène à celle du système
( f{x) = a?» - 8ax + 10a» = 0,
Or,
f{Za) et le coefficient de x^ sont de signes contraires. 3a est compris entre les racines de l'équation (3). La plus petite racine de cette équation satisfait seule au système (4).
n s'ensuit que l'équation (1) a une seule racine, qui est
si
et
a? = a(4 4- v^O), si
Remarque, — Agissons comme au n® 188, c est-à-dire essayons la vérification directe.
Les racines de l'équation (3) sont
x' = a(4 - v/6), x' = o(4 -t-v/ÏÏ).
Si l'on substitue œ'dans le premier membre de l'équation (1), on trouve
a(4 - v/6) -H v/a«(7 - Vê)-
Le radical y a«(7 — 2v/t)) étant, par définition, une quantité positive, ce radical est égal à
a \Jl - 2v/6, si a
et à
^ay/l - 2/6,
SI
Dans le premier cas, le résultat de la substitution est
Dans le second, il est
Or,
d'où
Par conséquent, si a est positif, le premier membre de Téqualion (1) devient 3a, et la racine œ' convient; si a est négatif, le premier
membre de l'équation (4) devient a (5 ^2v/6), et la racine x' ne convient pas^
La substitution de x' donnerait lieu à des calculs analogues que nous ne ferons pas; bornons-nous à constater que la précédente méthode est certainement plus avantageuse.
Soit l'équation
(1) )/\ + a.4- ajV= 2^ v/l — x + œVa
Élevons ses deux membres au carré et simplifions. Nous trouvons
d'où; après une seconde élévation au carré|
Cette équation a ses racines imaginaires. L'équation (1) ne pouvant pas admettre (49) de racines autres que celles de l'équation (â), n'a donc pas de racines réelles.
— 141 -^ 193. Soit l'équation
dans laquelle nous supposons <i -^t h.
Elevons ses deux membres au carré. Nous obtenons Téqnation
qui équivaut à
Chassons les dénominateurs de celte équation. En raisonnant comme au numéro 186, nous constatons que l*opération n'entraîne la perte d'aucune racine, ni l'introduction de racines étrangères. L'équation
(3) f{x) = 5aj« - 5(a h- b)x -♦- a« -+- 6« + 3aô = (»,
obtenue après simplification, est donc équivalente à l'équation (2), et toute racine de l'équation (1) qui est (49) une racine de l'équation (2), est encore une racine de réq(*ation (3).
Pour résoudre l'équation (1), il suflSra donc de résoudre l'équation (3) et de choisir parmi les racines celles qui satisfont à l'équation (1).
Le réalisant de l'équation (3) est *
il est positif; les racines a/ et x" de Téquation (3) sont réelles. Par suite, lorsqu'on remplacera, dans l'équation (1), x par Tune ou l'autre de ces racines, les fonctions
et —
prendront des valeurs réelles.
Cherchons quels seront les signes de ces valeurs. Pour cela, comparons a et 6 aux racines de l'équation (3).
- us —
Les racines sont (139) dans celui des iatervalle»
— 00 a b +00 ou bien
— « b a +ot>
qui contient leur demi-somme — ^ — • Ce nombre étant compris
entre a et 6, les deux racines de l'équation (3) sont comprises entre aet&.
Les fractions
prendront donc des valeurs positives quand on remplacera x soit par x', soit par x'.
Ceci posé, remarquons (49) que l'équation (3) est équivalente à l'ensemble des deux équations
Il s'ensuit que la substituUon de l'un quelconque des nombres af el a' transformera l'une de ces équations en identité et rendra la différence
positive ou négative selon que la racine substituée conviendra à la
première équation ou à la seconde.
En conséquence, pour qu'une racine de l'équation (S) satisfasse à
l'équation {!) il faut et il suffit qu'elle rende posilive la différence
précédente; en d'autres termes, qu'elle rende
y : supérieur à y >
c'est-à-dire qu'elle satisfasse à l'inéquation
puisque les quantités considérées sont positives.
Ainsi, la résolution de Téquation (i) revient à celle du système
/(a?) =: Sa?» - S(o -+- b)x + a» + 6« 4- 3a6 = 0, (3)
Résolvons.
L'inéquation (4) équivaut au^ suivantes
(a — xY ~ (x - by {x — 6)(a — 5c)
(g -■ 6)(a + 6 - ga?) (a; — 6j(a — x)
N(»us avons vu précédemment que oi et ce" sont compris entre a
et 6. Le dénominateur du premier membre de l'inéquation (S) devient
donc négatif quand on y substitue oi ou x\ D'ailleurs^ si Ton suppose
, - a^'-i-ûc' a-\-h
X < x% comme — - — — — - — , on a
d*où
Conséqv£nce : Il n'y aura jamais qu'ua des nombres x' ou x" ([ui satisfera à l'équation (1).
Ce sera x\ si a — 6 > 0,
Ce sera a?', si a — 6 < 0,
Les racines de l'équation (3) étant données par
^- iô '
lorsque a — 6 est positif, la plus petite racine est
lorsque a -< 6 est négatif, la plus grande raciue est
Par conséquent, quel que soit le signe de a — 6, Téquation (1) a une racine unique, qui est
Remarque. — Pèt la férificatioa direcle, ou arriverait naturellement
aux mêmes résultats.
ET DES. INÉQUATIONS BIGARRÉES
194. Définition. — Un polynôme F(«), entier en a? et du quatrième degré, est dit bicarré^ lorsqu'il ne contient pas de termes du premier ni du iroisième degré.
Un polynôme bicarré est donc de la forme
Le coefficient a est différent dé zéro; les autres peurent être nulà. Par analogie, F{x) étant une fonction bicarrée, Téquation
et les inéquations -
^F(aî)>0, P(aj)<0,
sont dites équation et inéquations bicarrées.
RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION BICARRÉE
19S. Soit l'équation
(1) ax^ -{-bx^-^c^iQ. .
Considérons l'équation du second degré
(2) ay^ + by + c = 0,
obtenue en remplaçant ce* par j/, et supposons o jt 0, ce qui revient à admettre que les équations (1) et (2) n'ont pas de racines nulles.
Il est évident que si uu nombre a est une racine de l'équation (1),^ son carré est une racine positive de l'équalion (2), et qu'inversement,
si p est une racine positive de Téquation (2), ses deux racines carrées algébriques sont des racines de l'équation (1). Par conséquent, on aura les racines de Téquation (1) en cherchant les racines positives de réqualion (2) et prenant leurs racines carrées algébriques.
Conséquences :
1° Si l'équation (2) a ses racines imaginaires, ou ses racines réelles, mais négatives, l'équalion (1) n'a pas de racine.
2® Si l'équation (2) a une racine positive et une racine négative, ou deux racines positives, mais égales, ce qui en réalité ne fait qu'une racine positive, l'équation (1) a deux racines, qui sont les racines carrées algébriques de cette racine positive.
3^ Enfin, si l'équation (2) a ses racines positives et inégales, Téquation (1) a quatre racines, qui sont les racines carrées algébriques de ces racines.
196. Remarque. — Dans l'hypothèse c ?£ 0, l'équation bicarrée a zéro, deux ou quatre racines.
Lorsqu'elle a des racines, ces racines sont deux à deux de même valeur absolue et de signes contraires.
197. Remarque. — Les racines de l'équation (2) étant représentées par
— 6 it \/b* - Âac
celles de l'équation (1) seront données par la formule
(3) .,= ±y/=_i£v/6>-4ao
'la dans laquelle il faut associer les signes des quatre manières possibles.
198. Remarque. — Lorsque les racines de l'équation (2) sont égales, ce qui correspond à
6* - 4ac = 0,
les quatre valeurs que fournit la formule (3) se réduisent aux deux suivantes :
— iiT ainsi que cela derait être, puisque, dans ce cas, l'équatio: que deux racines.
Pour la commodité du langage, on dit que l'équation (1) quatre racines, mais égales deux à deux.
499. Rbmarqub. — Lorsqu'une des racines ou les deux i t'équation (3) sont négatives, les expressions correspondant formule (3) sont imaginaires.
Quand les racines de l'équation (â) sont imaginaires, b: n'ait plus, en apparence du motnê, des expressions de la mêi on dit cependant encore que les quatre valeurs que donne la f( sont imaginaires.
Il résulte de là que l'équation (1), tout au moins dabs 1' c ?^ 0, a toujours quatre racines. Ces racines sont réelles □aires. Le nombre des racines imaginaires est quatre, deux
Examinons maintenant le cas où c
L'équation (1) s'écrit
oœ' + ôiT* = ou bien
'x*(ax* + 6) = 0.
En raisonnant comme nous l'avons fait au n° 90, on vt se décompose dans les deux suivantes :
JF» = 0, ax' + 6 = 0.
Ce sont deux équations du second degré. La premièi racines nulles ; la seconde a deux racines réelles ou imagii
L'équation proposée a donc encore quatre racines réeile! ginaires. Deux des racines sont égales entre elles et égaU S'il y a tme racine imaginaire, il y en a deux.
Remarquons que si 6 = 0, les quatre racines sont ég elles et égales à zéro.
201. Kbharqui. — On constate sans peine, et c'est éviden que les formules (3) conviennent encore au cas oCt c = 0.
S02. Remarqcb. — La nature des racines de l'équation i celle des racines de l'équation (2), c'est-à-dire du signe de b*
)rsque c«s dernières racîaes soot réelles, elle dépend aussi de leurs ^nes, c'est-à-^ire des signes '
203. Rehàrqdk. — Le tableau suivant résume tons les résultats.
^ I Les quatre racines sont réelles.
- > Elles sont dem a deui de même Taleor
^ [absolue el de signes contraire».
s sont imaginaires.
1 deux autres racines sont réelles, de même valeur absolue et de signes fontraires.
- < signfs
Les de ni
e valeur ubiolue e
Les quutre i^^cines sont réelles et égales deux à deux. Les valeurs absolues soDt les mêmes; les signes sont l^
Les quatre racines sont imagiDoires; mais iprésentéea sealement par deux eipresatoni différentes.
On a nécessairement & ^ 0.
Les quatre racines sont nulles
-4ac-<0 Les quatre racines sont imaginairea.
S04. Remarque. — Pour que les quatre racines de l'équation bicarrée it^iiL réelles et disiinctes, il faut et il suffit que Ton ait simultanément
encore, puisque, par hypothès,;, a est différent de zéro,
6' ~ 4ac> 0, ac> 0, — o6 > 0.
Pour qu'elles soient réelles, sans autre condition, il faut et il suffit e l'on ait
i»-4ac>0, ae>0, -ab^O.
Enfin, pour que deux des racines soient réelles et disliactes et qiiQ les deux autres soient imaginaires, i] faut et il suffit que l'on ait
a ou bien
car aUte condition entraîne la suivante :
6* — 4ac > 0.
Remarque. — L'équation bicarrée a trois réalisants
6» — 4ac, ac, — ab.
Nous les considérerons toujours dans l'ordre précédent et nous leur attribuerons les numéros (1), (2), (3).
tOQ. Applications:
1® Résoudre l'équation
-aî* + 13a;» -36 = 0.
On a
Les formules (3) donnent
d'où
/- 13 =fc v/23 =1 '
et enfin
jji = — 2, ic, = — 3, x^ = + 2, x^= -h 3.
Nous trouvons quatre racines réelles et distinctes, comme il était acile de le constater a priori (204).
2® Résoudre l'équation
On a
— ISO — le produit ae étant négatif, l'équation a deux racines réelles et inctes et deux racines imaginaires II n'y a lieu de calculer que racines réelles, qui sont fourmes par la racine positive de l'équation
llles sont
1 +l/lH
Application. — Discuter les raeinex de l'équation
%' + !'[»(> - !>) - a"] + l'[(l - b)- - a'] = 0; I b sont des nombres positifs donnés; X peut recevoir une uaXeur iconque depuis — oc jusqu'à + oo .
Calculs préliminaires.
'dteul du premier réalisant.
f, = [SX(X - 6) - o']" - 41' [(» - 6)' - o'J,
'aïeul du second réalisant.
f, = I'[X _ (6 - «)][>, - (6 + al].
'atcul du troisième réalisant.
l'est une fonction du second degré en \ dont le réalisant est positiT. 'on désigne par X' et X' (X' < X*) les racines de l'équation 9(1) ^ 2i' - 26X - ffl* = 0,
es différents calculs montrent que les signes des trois quantités ç„ pt dépendent de la grandeur de X par rapport aux valeurs larquables
— TT » b — a, b + a, i', i'.
lassons ces valeurs
— ISl —
1" On a
car, b étant positif, cette relatiou est équivalente à la suivante; — a» - 46' + iah < 0, - (0 - 2è)» ^ 0.
S* a et 6 étant positifs, on a évidemment
3" U reste à comparer à X' et i.' les trois valeurs remarquables
J'applique la méthode 1^ .
OD voit immédialemeot que
De plus, ou a
si l'oa a
avec correspondance des signes d'inégalité.
Il y a donc pour a trois valeurs remarquables i
Je laisse de côté la première, qui esl négative et que je n'ai pas considérer, piiisque a est supposé positif.
lors le table<iu saivant :
s. s.- ■« î o oi V
î ï = Is o I
sis i
5 STSi g F
Conclusions.
Nons pouvons maiatenaat répondre à la question posée, distinguerons trois cas, selon que l'on anra
Pi
CONCLUSIOMS
— oo X'
( Les quatre racioea aont réelles et p, = < deui â deui. Les valeurs absolues si ( mÉraes; les signes sont coDtraires.
Les quatre racines de l'ëquatioD sont réelles, c deui de même valeur absolue et de signes contraii
l i Deui racines sont nulles. Les — j p, = 1 autres sont réelles, de même f ( absolue el de signes contraires.
Deni racines de l'éqiwiion sont réelles, de même absolue el de signes contraires.
_ f, i Deux racines sont nulles.
Les quatre raciijea Boat imaginaire».
Remarque. — p, contient X' en facteur, p, s'annule donc pour : Or, zéro se place entre — tt et V. Par conséquent, si l'on
ans l'iDlervalle pour lequel l'équation a quatre racines ^ passe par zéro, deux des raciaes deviennent nulles.
> 6 - a, ms rintervalle pour lequel l'équation a deux racines imaginaires. Quand X passe par zéro, les deux racines iennent zéro toutes les deux, car la somme des racines n y, (œ' = y), élanl positive, c'est la plus petite des ' qui devient nulle. L'équaiion a alors deux racines racines nulles, a
=6 - fl,
onnés dans le tableau précédent ne subissent aucune rsque X passe par zéro, o = 2Ô.
qu'alors
immune à ces quantités est — 6; celle de X' est + 26; est Zb. Les résultats sonl :
I sont imagiDaires.
'< pi =: > Les qaaire racines Boni nulles.
Deux rarines Eonl réelles, de mËme valeur absolue el de signes contraires. Les deai outres racines sont imagina {l'es.
Les quatre racinea tant imaginaires.
Remarque. — Quand \ passe par zéro, les dei
qu'a l'équation lorsque X est voisin de zéro, <
deux nulles.
pi
Pi
coNausi
Lea quatre Ttclaeg lont imag
- p. = oj
Dent racines m Les deux sutrei
Deux racine
valeur absolue
Les deui au
j de l'équation et de signes coq
-ÎP. = 0|
Les deux autres
Les quatre r
ocine5 sont imagi
Remarque. — Qaaad X passe par zéro, les dcu qu'a l'équation lorsque X est Toisin de zéro, duux nulles.
Comparaison d'un nombre donné d'une équation bicarré
â08. Il n'y a lieu de traiter cette question l'équation a ses quatre racines réelles et distim elle a deux radnes réelles et distinctes et deux
aic' + 6x* + c = Tc racines réelles et distinctes.
ces racioes sont deux à deux de même valeur absolue et contraires, en désignant par ce' et jf' fa;' < x') leura solues, elles sont représentées par
i avons rangées par ordre de grandeur croissant». ■
roDs l'équation
ay* + by + c = Q,
1 remplaçant x* par y.
)othèse, cette équation a deux racines positives y' et y* et l'on a
+ œ*' = y' el + x'' = y'.
ons (127) à i/* el ^ le carré a* du nombre donqé v. a
ient h
(ï - x-)(^ + aO < 0,
; a est compris entre
— x' et + a^.
if' < «• < y',
vient, d'une part, à
(« - ir')!» + x') > 0, : part, à
a est à la fois extérieur à l'intervalle (— a?^. + x') et compris dans Tintervalle (— a'. + x"). II se place donc dans l'un des deux intervalles
(— x\ — x) et (h- x\ + x') ;
dans le premier, s'il est négatif; dans le second, s'il est positif.
Enfin, si Ton a
y" < a', ce qui revient à
a» - aî'« >
ou à
(a - X'){tt + x") > 0,
01 est extérieur à Fintervalle (—a?*. + a?'). Il est inférieur à — oT, s'il est négatif, et supérieur à -(- x\ s'il est positif.
Exemple, — Comparer le nombre — 2 aux quatre racines réélit» ^ «' et ±. al' de Téquation
F(ic) = aï* - lOaî» + 9 = 0.
On a
d'où
F(— 2) est du signé de — a. Le nombre (— 2)* est compris entre y' et y'.
Le nombre — 2 est compris entre
— a;' et — a?'.
IL L'équation
ax* + éx* + c =
a deux racines réelles et distinctes et deux racines imaginaires. Soit x' la valeur absolue des deux racines réelles. Ces racines sont
— a?' et + on'.
L'équation
ay^ H- 6y 4- c =
a 'Ses racines / et y' {y < jf) ao signes contraires, ff étant celle qui est positive, on a
Comparons a* aux nombres y' et y\ Si l'on a
*« - flî'' <
(« - a:-)(a H- ai^X (\ itre — ce' et + a:'.
(ce - a!')(cc + ir'> > 0.
; extérieur à l'intervalle {— x', + x"). Il est icrérieur négatif. Il est supérieur à + x', s'il est positif.
— Comparer le nombre — 3 aux racines de l'équation
P(x) = x* - 3x* - i = 0, les seulement sont réelles.
lu signe de + o. Le nombre (— 3)* est extérieur à i'). Comme ( — 3)' est positif et que y" est négatif, rieur à y". 3 est donc inférieur aux racines de l'équation donnée.
ÏLUTION DES INÉQUATIONS BICARRÉES
juation bicarrée est de l'une des deux formes œ* + c > et aœ* + ôic' + c < 0,
quation est de la seconde forme, si l'on fait passer lu premier membre dans le second en changeant les :nt une inéquation de la première forme qui est équi- )posée. Nous pouvons donc nous borner à la résoiu- Llion
ax* -t- bx* -i- c > Q.
a>0, tion sont tous les nombres depuis — x jusn des deux racines carrées algébriques de
) est positif;
olution.
p, = 6» — iac > 0.
') == ay' + by + c =
1/' < y") réelles et distinctes, et la fonction
i = »(!• - rt(«- - <n,
e est
\j' sont toutes deux négatives.
— y' sont alors posilirs, et, quelle que soit
s deux binâmes
«> 0, solutions tous les nombres depuis — ea jus-
o<0, K>IutIon.
/ sont de signes contraires ; -' < 0, y> 0.
Quelle que soit la valeur donnée à x, le binôme x^ — y' est toujours positif. L'inéquation proposée est équivalente à la suivante :
aix'' - y") > 0.
Désignons par x' la valeur absolue des racineB carrées algébriques
de y\ On a
t/' = + ofK
L'inéquation précédente s'écrit
ou bien
a{x ■+- x'){x — flc') > 0.
On voit alors que si l'on a
rinéquation proposée a pour solutions tous les nombres extérieurs à l'intervalle (— x' . + x'), et que si Ton a
elle a pour solutions tous les nombres compris entre — a?' et H- x\ 3» Les quantités y et y sont toutes deux positives. Désignons par x' et x" les valeurs î^bsolues des racines carrées algébriques des nombres positifs y' et /.
Nous avons
^ = -^ af^ et y' = -h a?'**
L'inéquation devient
a(aî* - x'%x^ - 0?''*) >
ou bien
a{x + x'){x H- x'){x - af){x - x') > 0.
Remarquons que les quantités
+ cc', -^< -4-œ\ -aï'
se rangent par ordre de grandeur croissante ainsi qu'il suit :
- x\ -^ flP', 4- â^, + x\
F(<£| est du Bigne de
s nombres donnés par — «'<«<+«', +aî*<a;<+Qo.
a<0, 1 nombres donnés par -a! +a^ <x<+x'.
tes des intervalles sont tes racines de l'équi
s solutions de la r^lion eonditionttelle ŒB' -*- 6x* + c> 0,
s*obtîenaeat en joigaant à celles de l'inéquation les racines de l'équation
APPLICATIONS
1® Résoudre l'inéquation
oî* — 3aî* — 4 > 0.
Le premier réalisant est positif, le second est négatif. L'équation
a?* - 3aj» - 4 =
a deux racines réelles, qui sont — 2 et -*- %.
L'inéquation proposée a pour solutions tous les nombres extérieurii à l'intervalle (- 2. + 2).
Remarque. — La relation conditionnelle
a?* - 3aî* - 4 >
a pour solutions tous les nombres définis par
— oo<aj< — 2 et -4-2<ic<+oo.
2^ Résoudre Tinéquation
X* - lOoî* -4- 9 > 0.
Les trois réalisants sont positifs.
L'équation
x^ - lOx» 4-9 =
a ses quatre racines réelles et distinctes. Elles sont
L'inéquation proposée, dans laquelle le coefiicient de x^ est positif, admet pour solutions tous les nombres définis par
~oo<aj<— 3, — i<aî<-4-d, H-3<ic<-4-oo.
Remarque. — La relation conditionnelle
X* - lOaî» H- 9 > admet pour solutions tous les nombres donnés par
— oo<a;< — 3, — l<aî< + l, -H3^a;<-4-oo»
INDICATIONS GÉNÉRALES
stm hk aÉsoLunoN d'un système de ((.osieors éqd
A PLOSIEURS INCOKNDES
312. Définitions. — On dit qne plusieurs éqiiatioDS à iiicoaiiues formeot un système d'équations simultanées li équations doiveat être satisfaites simultanément par les mém
L'ensemble des racines qui salisCoiit simultanémaDt à i d'équations, est un système de racines du système de ces é(
Trouver les différents systèmes de raeines d'un système d c'est résoudre ce système.
Deux systèmes d'équations sont équivalenla lorsqu'ils adi mêmes systèmes de racines.
Dans la résolution d'un système d'équations, on peut rei système par uu autre équivalent.
213. Rkharqi». — Les théorèmes 34 et 38, que nous ave tréa sur l'équivalence des équations à une inconnue, s' sans -aucune modification aux équatious à plusieurs incon
Nous u'eu reprendrons pas la démonstration,
214. Rkuabqub. — Quelles que soient les équations qui un système, on peut toujours remplacer ce système pa équivalent, dans lequel les équations ont toutes zéro po membre, c'est-à-dire sont de la forme
~ 166 — 1. — Si, dans un stiatènic d' ta
n« est équivalente à une équation de la form£
%=<{■!.•,...), •slème 4(]uivalent au proposé enjoignant à l'égaalion talions que l'on trouve enremplaçanl \ par f(y, z,.,,) M autres que celle qui a fourni Féquation
deux systèmes
acines da système (l). Par hypothèse, les égalités (F(., p.Y, ...)=0, ] F(., p. r, ...) = «.
dans le système (â), .x, y. j, . . . par i, p, y, . . ,; la iD de ce système se transforme en une identité, puisque
1 = ut x = j
>. Ainsi .
est identique à
talions deviennent ies égalités
ru(f.
FT/fe
Elles sonl encoro des idenlilôs, | plaçitnt, dans les idealilés
a par la quantité identique /(^, ^i Les nombres a, p, y, , . . Iransfoi
identités. Ils forment, par suite, un On démontrerait de la même faç(
système {% est un système de i
systèmes sont par conséquent équivs
Remarque. — E peut arriver qu proposé ne contiennent pas toutes système. Si ce fait se présente, cel précédent, et le théorème subsiste.
âl6. Remarque. — Soit un cerlaii Désignons par n le nombre dei équn «t supposons que l'on puisse applii
On obtient un système équivale mais, tandis que dans l'une des é figurer, dans les n — 1 autres, il n
217. — Définition. — Calcule] éliminer l'une des inconnues entre
218. Application. — Résolution c tanées renfermant p inconnues.
Nous supposerons qu'il seratoujoi entre les équations des différents sy
Plaçons-nous dans le cas génér équations du système contient les p
Eliminons une inconnue. Nous formé de n équations. L'une d'elli les p inconnues; les n — 1 suivan'
Considérons spécialemont le sy éliminons dans ce système une noi système équivalent formé de n — i
la première) renferme p — i inconnues; les n — 2 autres n'en contiennent plus que jo — 2.
On peut alors remplacer le système proposé par un système équivalent formé de n équations. La première est celle qui a été utilisée pour la première élimination; elle renferme p inconnues. La seconde est celle qui a été employée dans la seconde élimination; elle contient p — 1 inconnues. Quant aux n — 2 autres, ce sont les équations obtenues en dernier lieu; elles ne contiennent que p — 2 inconnues. Si Ton continue de la sorte, trois cas se présentent : l» n = p. Le calcul conduit à un système équivalent au proposé, composé de
une équation à n inconnues,
une n — 1
(4) { une n--2
une équation à une inconnue.
Désignons par x l'inconnue contenue dans la dernière équation.
Si cette équation n'admet pas de racines, il est impossible de satisfaire simultanément aux équations données, et le système proposé n'a pas de système de racines.
En général, la dernière équation a un certain nombre de radnes. Soit
Tune d'elles.
Remplaçons x par a dans les n — 1 premières équations du système (1). Elles deviennent :
la 1'% une équation à n — 1 inconnues, ^2^ jla 2% n-2
la (n .— 1)®, une équation à une inconnue.
Soit 1/ l'inconnue qui figure dans la dernière équation du système (2).
Si cette équation n'admet pas de racines, a ne fait pas partie d'un système de racines du système proposé, et il faut recommencer l'opération avec une autre des racines de la n« équation du système (1).
Si l'on ne trouvait jamais de radne pour la (n — 1)« équation du système (2), le système proposé n'uurait pas de système de racines.
Supposons que la (n — 1)* équation du système (2) ait des raciaes. Soit
Tune d'elles.
Remplaçons y par p dans les n ^ 2 premières équations. du sjbtème Çî) ; nous obtenons un nouveau système, qui présente les particularités du système (2).
Agissons sur ce système comme sur le système (2), et ainsi de suite.
Finalement, si nous n'avons pas été arrêté par la constatation de l'absence de racines, nous trouvons un système formé d'une «euje équation à une seule inconnue t.
Si cette équation n'a pas de racine, le système a, p, ... ne peut pas faire partie d'un système de racines du système proposé, et il faut recommencer les calculs avec les autres valeurs trouvées pour ic, y, . . •
Supposons que l'équation ait des racines, et soit
Tune d'elles.
Le système
' ic -•= a
est évidemment un système de racines du système proposé.
On aura tous les autres systèmes en considérant successivement toutes les racines des diverses équations à une inconnue que Ton rencontre dans la suite du calcul et procédant comme nous venons de le faire.
2® n < p. On peut éliminer successivement n *- 1 inconnues. La dernière équation contient encore p — n h- 1 inconnues. Si l'on donne des valeurs arbitraires à p — n de ces inconnues, on peut continuer l'application de la méthode précédente et obtenir en général un certain nombre de systèmes de racines qui correspondent aux valeurs arbitraires choisies. Avec d'autres valeurs arbitraires, on aurait en général d'autres systèmes de racines. Par conséquent, en général, le système proposé admet une infinité de systèmes de racines.
rès l'éliminattoa de p — 1 inconnues, oa a n — p + 1 e incODDue. 11 est, ea général, impossible de trouver li satisfasseDt simultanément à ces équations, proposé n'a donc pas en général de systèmes de
— Lorsque certaines équations ne condennent pas onues du système, la méthode précédente s'applique !S calculs sont plus simples.
- Nous n'avons fait aucune hypothèse sur les fonctions Iles sont quelconques.
ION. — Une équation à plusieur? inconnues
^, lorsque la fonctioa F est un polynAme entier ux lettres x, y, z,... et que le terme du plus haut >ort à ces lettres est du degré m,
'équation
'ix + 3.V J- 1 = <! degré.
œ' — 'ixy -i-y»-i-a; + y — 2 = 0, Sicy + œ - 2i( - 4 = d degré.
LTiON. — Résoudre le nysléme ( X + y ^ a, ( xy = b.
J'obtiens le système équivalent
u'une inconnue. Elle est du second degré, et son réah-
Si l'on a a- — 46 < &,
l'équalion (3) a ses raciofs imagiaaii'es, ce qui, [ dire qu'elle n'a pas de racine. Le système (1) n système de racine.
Si l'on a . a* - ib = 0,
l'équation (3) a ses racines égales. En réalité, elle
égale à -. Lorsqu'on porte celte racine dans l'équ
y = a -- a>, on trouve
Il s'ensuit que le système (t) admet un système qui est
l'équation (3) a deux radnes réelles, que je repr En les portant successivement dans l'équation
on en déduit pour y deux valeurs corresponda système (1) admet les deux systèmes de racines
Remarque. — Revenons au cas où
En éliminant x au lieu de y, nous trouvons le
t y*--ay + b = Q,
qui, étant équivalent au système (1), admet pour s les deux systèmes (4). Il résulte de là que l'équa
Si 0* — 4i < 0, le problème est impossible.
Si a* — 46 = 0, les deux nombres sont lov
Si o' — 4i > 0, les deux nombres sont les d tion
X' - oX 4- 6 = 0.
Applicatioh. — Résoudre le tystème
( X* - 3x» - yx* - 4x' - y + Sx -
Ed élitninaot «, on trouve le syslème équiva ( * = 2y - a; - 1
( «• — 3«» — ya:" - ^Œ' - y' + 6a; - Si l'on élimine y aitre les deux dernières éqi ( y = — 2a:' + ir + 2, j - a;' + 5a;' - 4 = 0, et le système proposé équivaut au suivant :
B' — SiT' + 4 = 0.
L'équation (^ ne contient qu'une inconnue, les quatre nombres
Si le système proposé admet un ou plusieurs
valeur de x dans l'un quelconque de ces système
précédents.
Donnons successivement à x les quatre valeu
!• Soit œ = - 2.
L'équation (2) devient
L'équation (1) devient
s denx équations; nous trouvons le système
1 que si, dans le système des équations (1), (2) lé ment
Par conséquent, il en est de même du système rs le système de racines
ne, on trouve le système de racines
y = -4. i=--ll.
idmet donc les quatre systèiniïs de racines
lx = \
Hisoudre le
A-yiemp
- 2zy + 2<
La dernière équation ne contient q deux raciues
Si le système proposé a des systëa dans ces systèmes ne peuvent être q Donnons kx la valeur 1. La secoude équation du système {i
Comme elle a ses racines imagina valeur 1.
Faisons alora
La seconde équation devient
(3) S - }■ = et la première
(4) a = J 4 L'équation (3) admet deux racines
- ï/5 et
Si on les porte successivement dai a = 2 - l/S et
II résulte de là que
le système
pro
qui sont
DES PROBLÈMES
lëaie, on désigne les inconnues par les
, à l'aide des signes de t'alg^bie, lea
lisfaiFe sinaullanément ces inconnues.
\s et des iniqualtona.
-mé par ces équations «t ces inéquations
me.
uations peuvent être remplacées par des
>BLËME 1
jle de base b et de hauteur b, placer un p, de manière qtte deux de ses sommets et que les deux autres sommets soient très côtés.
Soit ÂBC le triangle donné.
AB = &, CP = A
Désignons par ic et y les nomin'es qui mesurent la base DH et la hauteur DK du rectangle DHIK demandé.
Puisque le rectangle doit avoir un péri- 'on ait
(â) équivautà
dam la prtimière, OD a h- b '
i ie système (j), est équivalent au Buivant:
par les formules (3),
secondu équation n'est jamais satisfaite, ; système de racines.
se réduit à l'unique équation
nés de racines, obtenus en donnant à l'une rbitraire et calculant la valeur correspoD-
= avec A - p 9* 0, le système (1) le problème est impossible.
. dans les deux cas où nous avons trouvé icines satisfont aux inéquations
Si Ton a
ft - 6 > 0,
les racines fournies par les formules (3) ne satisferont aux inéquations
que si Ton a
c'est-à-dire
Si l'on a
les racines fournies par les formules (3) ne satisferont aux inéquations
que si Ton a
c'est-à-dire
Conséqxience : Pour que les formules (3) satisfassent aux inéquations et donnent par suite un système de solutions du problème, il faut et il suffit que p soit compris entre b et h.
Remarque. — Si p = 6, ou bien si p = A, l'une des inconnues est nulle; le rectangle se réduit à une droite, qui est la base ou la hauteur du triangle.
Le système (1) a une infinité de racines, obtenues en donnant^ dans l'équation
une valeur arbitraire à y, et calculant la valeur de x correspondante. L'inéquation y > nous oblige à ne donner à y que des valeurs positives. Comme x ^ p — y, l'inéquation x > impose en outre la condition y < p.
Conséquence : Le problème a une infinité de solutions, obtenues en donnant successivement à y toutes les valeurs comprises entre et p et calculant les valeurs de x correspondantes au moyen de
Re^narqm. — La connaissance des nombres x et y permettant la construction du rectangle, nous pouvons regarder la question comme résolue.
PROBIiÈHE II
Sur le diamètre AB = 2R d'une demi-circonférence, déterminer un oint M tel que si par ce point on élève «ne perpendiculaire MN, mitée à son intersection N avec la demi-àrconférence, on ait AM + MN = 1,
étant une longueur donnée.
Désignons par xv^iy les nombres poùtifs ou auls qui mesurent les loiig:ueurs inconnues AM et MN.
On doit avoir
D'ailleurs, le point N étant sur la demi- ^ circonférence,
WN* = AM X MB; il faut donc encore que l'on ait
Ainsi les nombres que nous avons appelés X tX, y forment «n système de racines du système d'équations
ou du système équi\-aleut
obtenu par l'élimination de y.
Lu seconde des équations (2) étant du second degré, peut avoir ses racines imaginaires. Si celte particularité se présentait, le syslàme (â) n'aurait pas de lacines et le problème serait impossible.
Si les racines de la seconde des équations (2) sont réelles, le système (S), et par suite le sysième équivalent (1), admettent deux systèmes de racines, obtenus en résolvant la seconde des équations (2) et portant successivement dans la première les racines trouvées.
Ces deux systèmes de racines ne sont pas nécessairement des systèmes de solutions du problème. L'un quelconque d'entre eux, pour
être un système de solutions du problème, doit satisfaire aux relations conditionnelles
qui résultent de la définition des nombres œ et y. Cela d'ailleurs suffit,
car Téquation
y» = aj(2R - a?),
qui est alors satisfaite et dans laquelle y* et x sont positifs ou nuls, montre que 2R — a? est positif ou nul, c'est-à-dire que
Le point M ne sort pas de la demi-circonférence; la construction est possible.
Remarquons qu'en vertu de l'équation
nous pouvons remplacer la relation
par la suivante :
En résumé, nous aurons les solutions du problème en résolvant le système
et portant les résultats dans Téquation
yz^l-x.
Résolution du système
J'applique la méthode exposée av n® 17S.
Calculs préliminaires.
l^Le réalisant de Téquation est
p = « f« + 2RZ -H RK
— iHÎ — fonction da second degré en / doal le réalisant est posiiif.
- P + 2R/ + R» = les réelles, f et l'(t < V), et l'on ft
>its que les nombres ^ et l' ayant pour produit — R', sont mtraires. f est donc négatif, et, puisque ( est positif par e biaAme i — f est positif, p est du signe de
asittf.
F(f) = 1(1 - SR).
:u signe de t— 2R.
K(±oo) = +oo.
ist positif, omme des racines x et x' {x' < x') de l'équation
2 ' >urs supérieure à zéro.
;uT9 fournissent pour 1 les veleurs remarquables
t, F„ iK.
I leurs relations de grandeur.
,11) = - ;■ j- îlll + R'.
Comme {' est la racine positive de
cp(Z) = et que
cp(2R) = R%
C est compris entre 2R et + oo . Le classement est
Conséquences :
F(±:oo)
SOLUTIONS DU SYSTÈME
Lc"'=R>/ =
Le système a une seule solution, 0/ = 0.
x' est compris entre et l, X est supérieur à /.
Le système n'a qu'une seule solution, qui est a?'.
aî'=R
Le système a deux solutions :
a? = R et a; = 2R.
Les deux racines sont dans celui des intervalles
qui contient leur demi-somme.
Or on a
d'où
Les deux racines sont comprises entre et /.
Le système a deux solutions distinctes:
X et -X •
Les racines sont imaginaires* Le système n'a pas de solution.
Conclusions.
Pour que le probtëme soît possible, il faat tienne à l'inlervalle (0 . l").
Si / est intérieur à 2R, le problème admi solutionfi :
Si / = 2R, le problème admet les deux s\ ja:=R, (» = !
Si 3R < / < r, le problème admet les deu:
y = l-œ', a ai I = r. le problèm
tiemarque.
a'admet plus qu
Ce problème est snsr^ptibl trique très simpl à l'indiquer, lais:
la justilier.
Ou élève AC p l'on prend, sur 1 AC La droite CH t férence en N. Il pendiculairti sur AB pour avoir le point M.
Si le point H est entre A et B^ c'est-à-dire si
le problème n'a qu'une solution.
Si le point B est sur la portion de droite BD, c'est-à-dire si
le problème a deux solutions,
qui se confondent quand le point
A M- M.M"B HD H arrive en D.
Le problème est impossible si le point H est au delà du point D.
PROBLÈME III
On donne une circonférence 0, de rayon R, et un point P sur cette circonférence. On trace le diamètre qui passe par le point P et on le prolonge dans les deux sens. Par un point A quelconque sur la droite que Von obtient ainsi^ on mène une perpendiculaire AN à cette droite.
On demande de déterminer sur la circonférence un point M qui soit équidistant du point P et de la droite AN.
Du point M abaissons MH perpendiculaire sur OP et menons le diamètre YOY' parallèle à MH, Désignons par OX la demi-droite qui
contient le point P, et par OX' la demi-droite opposée.
Selon les positions des points A, H et M, les longueurs OA, OH et HM sont susceptibles d'être portées dans ^ deux sens différents.
Convenons d'aSecter les nombres qui mesurent les longueurs OA et OH du signe + lorsqu'elles sont portées sur OX et du signe — lorsqu'elles sont portées sur OX'. Convenons de même d affecter le nombre qui mesure HM du signe + lorsque cette longueur est portée dans le sens OY et du signe — lorsqu'elle est portée dans le sens 0Y'«
Représentons enfia par a, a? et y les nombres algébriques qui correspondent aux diverses longueurs OA, OH et HM.
Si nous parvenons à calculer les nombres algébriques x et y, le point M sera déterminé sans ambiguïté et le problème sera résolu.
Cherchons maintenant les équations du problème.
Pour que le point M réponde à la question, il faut et il suffit :
1® Qu'il soit sur la circonférence;
20 Que les deux longueurs MP et MN soient égales.
Première condition. - Si le point M est sur la circonférence, rhypoK'nuse du triangle rectangle MOH est égale à R et les deux nombres algébriques œ et y satisfont à l'équation
aj» -♦- y* = Rî.
Inversement, si a? et y sont deux nombres positifs ou négatifs, qui satisfont à cette équation, l'hypoténuse du triangle rectangle MOH est- égale à R et le point M est sur la circonférence.
La première condition se traduit donc par
Téquation
aj« + y» = R«,
sans autre obligation pour a? et y que d'être réels.
Seconde condition. — Dans tous les cas de figure, le nombre arithmétique qui mesure MN est égal à la valeur absolue de
a — aj,
et celui qui mesure MP, à
Par conséquent, pour que la seconde condition soit satisfaite, il faut et il suffit que l 'on ait
ou encore
d: (a - ce) = y/y'' -»- (R - xY
(C et y représentant des nombres positifs ou négatifs, c'est-à-dire réels.
Résumé, — La résolution du problème est ramenée à la recherche des systèmes de racines réelles du système d'équations
(a-aî)« = t/«-H(R-a5)«
ou du système équivalent
X* - 2ac(a - R) + a« - 2R« = 0, (2)
que fournit Télimination de y.
L'équation (2) ne contient que l'inconnue x. Elle admet deux racines réelles ou imaginaires.
Si ces racines sont imaginaires, le système précédent n'a pas de système de solutions, et le problème est impossible.
Si elles sont réelles, à chacune d'elles correspondent pour y deux valeurs réelles ou imaginaires fournies par l'équation (1).
Lorsque les deux valeurs de t/> qui correspondent à une racine réelle de l'équation (2), sont réelles, à cette racine correspondent deux systèmes de solutions et, par suite, deux solutions du problème. Dans le cas contraire, la rac ine considérée ne donne pas de solution.
La condition de réalité des racines de l'équation (1) étant
R« - a:» > 0, c'est-à-dire
il résulte de là que pour qu'une racine de l'équation (2) fournisse un système de racineâ réelles, il faut et il suffit qu'elle soit réelle et non extérieure à l'intervalle
En définitive, pour ré soudre le problème nous avons à résoudre le système
et à porter chaque solution trouvée dans l'équation
y = rt /R» - X*,
afin de calculer y.
ésoîution du système (3).
;) = «»- 2a;{o - R) + o» - 2ft».
F(x) est
F(+R) n'est jamah r.égatif.
s x' et a^ (j:' < aï") de l'équatiuii
R>îl±i-
calculs donnent pour a
les valeurs
remarquables
de la façon suivante:
Résultats.
F(-hR)
F(±oo)
SOLUTIONS DU SYSTÈME
Les deux racines sont dans celui des intervalles
— 00 — R+R+oo
qui contient leur demi-somme.
a étant négatif, la demi-somme est inférieure à — R. Les deux racines sont inférieures à — R. Le système n'a pas de solution.
Le système a une solution :
La racine x^ est comprise entre — oo et — R. La racinea2',enti'e— Ket+R.
Le système a une solution, qui est
Le système a deux solutions :
Les deux racines sont dans celui des intervalles
qui contient leur demi-somme.
a étant compris entre et 2R, on a
Les deux racines sont comprises entre
-R et -hR.
Le système a deux solutions:
Le système a deux solutions égales entre elles et égales à
Les racines sont imaginaires.
Le système n'a pas de solution.
^ 190 — Remarque. — Les nombres x et x' sont donnés par
Remarque. — A chaque solution du système (3) correspondent deux valeurs de y^ de même valeur absolue et de signes contraires, c'est-à-dire deux points M symétriques par rapport au diamètre OP, ou encore deux solutions du problème.
Conclusions.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que a ne soit pas inférieur à — 3R ni supérieur à -^»
Si l'on a
le problème a deux solutions.
Si l'on a
le problème a quatre solutions.
Ëniin, si l'oa a
le prob'è ne n'a plus que deux solutions.
Les quatre solutions précédentes sont deux à deux venues se confondre.
Remarque. — Ce problème revient à la recherche des points d'intersection du cercle et de la parabole de foyer P et de directrice AN. Il est facile de vérifier géométriquement les résultats précédents.
PROBLÈME IV
Résoudre un triangle connaissant un côté a, l'angle opposé A et sor-
chant que la somme
dans laquelle h représente la hauteur relative au côté a, et h et c les deux autres côtés, est égale à un carré donné m*.
Les côtés 6 et c ne figurant dans les données que par le carré de
leur différence, nous avons le droit de
V supposer 6 > c et, par suite,
^ \^^ Ceci dit, remarquons que si l'on
\^^ réussit à déterminer les angles B et C
_:^(3 de façon à satisfaire à Ténoncé du pro-
^ blême, on connaît, dans le triangle, un
côté et les deux angles adjacents, et Ton est ramené à un problème classique qui est toujours possible et a toujours une solution.
Remarquons encore que la détermination des angles B et C résulte de celle de la différence B — C. Eu effet, B + C étant égal à w — A, si Ton connaît B — C, on en déduit facilement B et C. Ce calcul n'est pas toujours possible. Il exige d'abord
car, par hypothèse, on doit avoir
B>C, puis-
pour que la valeur de C soit positive. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, puisqu'on obtient alors deux angles B et C, positifs» inférieurs à n et teâ que Ton ait
SID A
D'autre part, en oousîdérant la surface du triangle, on &
et comme
sin'A sinB.sinC cos (B - C) + cos A il vient
_ g [cos (B — C) + eos A]
On a donc finalement l'équation
m» = . . „ . fcoB (B — G) + cos Al' + ■ . ; . - • sm* — ;r — sin'^r
4sin'A"- ^ ' ■■ sin'A 2 2
que l'on met sans difficulté sous la forme
cos'(B-C)-2(2-3cosA)cos{B — C) + (2-cosA)» ^siLi'A = 0.
Cette (équation ne contient qu'une inconnue, cos (B — C). Si l'on désigne celte inconnue par x, l'équation s'écrit
(2) a;' - 2{2 - 3 cos A) œ + (2 - cos A)» ^ sin' A = 0. "
Le cosinus de l'angle cherché B — C est une racine de l'équation (2) ; mais une racine de cette équation n'est pas nécessairement une valeur acceptable pour ce cosinus, qui doit être celui d'un angle satisfaisant aux relations (1).
Or, les relations (I) entraînent
— eus A < cos (B-C) < 1.
pLir conséquent, pour qu'on puisse prendre une racine de l'équation (1) pour valeur de cos (B — C), il faut que cette racine satisfasse aux relations
— cos A < X < 1,
et l'on est ramené à la résolution du système
f — oos A < p; < 1.
Remarquons qu'à toute solution du système (3) correspond un angle et un seul satisfaisant aux relations (1) et, par suite, uns solutioo et uae seule du problème.
Résolution du système (3).
CalcaU préliminaires.
i' Le réalisaat de l'équation est
P = (2 - 3 cos A)> - (2 - cos A)' + ^ sin» A
ou
p = 4(1 - C08 A)[m« + cos A(m» - 2o*}].
4(1 — cos A) étant positif, p est Ou signe de
dans l'iiypothèse m» — 2a' ?i 0.
2° La substitution lie — cos A donne h 2{2 - 3cos.
= 4sia.A(,-5).
f(— COS A) est du signe de
— (m" — a*), os 1 nous voyons que l'on a
car l'inéquation
~cosA<2 — 3cosA revient à
cos A < t.
3» La substitution de 1 donne
/(l) = 4 - 2 (2 - 3 cos A)+(2 - cos A)« ^sin« A
= (^ -^ ^QS ^) [fli « 4m« + (a« + 4m«) cos Al.
/(i ) est du signe de
COS A
Si Ton compare 1 à la demi-somme des racines, on voit que l'on a
si Ton a
1 ^ 2 - 3 cos A,
c'est-à-dire ^
cos A ^ - •
Remarque. — Nous trouvons ainsi pour cos A les valeurs remarquables
Classons ces valeurs.
wi* ^ 4
wi« - 2a* < . o*
si Ton a
OU
ombre cos A pris entre — narquables c
*"' ~ '^' < rt
20 On a
si Ton a
3® Enfin, on voit sans peine que Ton a toujours
Remarque, t- Le classement dépend des signes des binâmes
11 y a donc quatre tas à examiner selon que m* se trouve dans Tun ou l'autre des intervalles suivants :
Résultats du classement.
RÉSULTATS
wt* — 2a*
oc
rw» —
Conclusions relatives à la résolulion du système (3).
Désignons par x et x' {pd < a?") les racines de Téquatioa (2), lorsqu'elles sont réelles, et considéroas successivemeat chacuii des cas qui se présentent.
cos A
fl— cos A)
Adroo)
CONCLUSIONS
Une racine est comprise entre — cos A et 1.
L'autre est comprise entre 1 et -h oc.
Le système a une seule solution :
Une racine est égale à 1 . La [demi-somme des racines est (supérieure à 1, car ^ 1
cos A < ^ • o
L'autre racine est donc sapé- [l'ieure à 1,
Le système a une seule solu i tioD : 0? = 1 .
Les deux racines sont dans celui des intervalles
— 00 —cos A +1 +0C qui contient leur demi-somme.
COS A étant inférieur à -, la
demi-somme est supérieure à 1.
Les deux racines sont supérieures à 1 ; le système n'a pas de solution.
Les racines étant imaginaires, le système n\i pas de solution.
On a
ni'
cos A
p /(— cos A)
f{±co)
CONCLUSIONS
Une racine est comprise enlre — COS A et 1.
L'autre est comprise eotre 1 et
Le système a une seule solution :
Les deux racines sont égales entre elles et égales à 4.
Le système a une seule solution :
Les racines étant imaginaires, le système n'a pas de solution.
cos A
^'(— cosA)
An
/•(±oo)
CONCLUSIONS
Une racine est comprise entre — cos A et 1. L'autre est comprise entre l et -f oo.
Le système a une seule solution :
Une racine est égale à 1.
Cos A étant supérieur à -,
lia demi-somme des racines est linférieure à 1. L'autre racine /est donc inférieure à 1. Elle \est d'ailleurs supérieure à i — cos A, car il ne peut y avoir 'que zéro ou deux racines comprises entre — oo et — cos A, Le système a deux solutions :
X =1 x' et a? = 1.
Les deux racines sont dans celui des intervalles
— 00 —cos A -fl +00 qui contient leur demi-somme.
Cos A étant supéneur à -, la
demi-somme est inférieure à 1.
On sait qu'elle est toujours supérieure à — cos A. Elle se place donc dans l'intervalle du milieu.
' Le système a deux solutions :
Les deux racines son t égales entre elles.
Le système a une seule solution :
Les racines étant imaginaires, le système n'a pas desjlution.
Oa a
2 ca
et
Le dernier intervalle du cas précédent disparaît. Les autres intervalles subsistent; mais il faut remarquer que l'une des racines est toujours égale à — cos A, car /*(— cos A) = 0, Cette racine n'est pas une solution du système, puisqu'elle ne satisfait pas à Finéquation
— cos A < œ.
Comme c'est la plus petite des racines, on a les résultats suivants :
cos A
/*(— cosA)
CONCT.TTSIONS
Le système n'a pas de solution.
] Le système a une solution:
Le système a une solution : x=x''.
( Le système n'a pas de solu- < tion • d'ailleurs cjC\^ A ne reçoit
/jamais la valeur 1 .
JV
i-fi*'.
cos A
/*(— i'(»sA)
/•(±oo)
CONCLUSIONS
L'une des racines est comprise entre — oo et — COS A.
L'autre est comprise entre 1 et
Le système n'a pas de solution.
L'une des racines est comprise entre — oo et — cos A.
— { L'autre est égale à 1 .
Le système a une solution :
ic= 1.
L'une des racines est comprise entre — oo et — cos A.
L'autre est comprise entre —COS A et 1.
Le système a une solution: x=x''.
Cette hypothèse ne se présente pas.
m' = îa'.
Oui
p = 4^1 — cos A;m'
Le raisoDDement est te même que celui du cinquième cas.
cosA
/■(-cosA)
CONCLUSIONS
Le système c'a pas de solutîc
\ Le système a une soluiioo
Le système a une aolation :
7» 2a> < m' < + oc .
Voyez le cinquième cas.
cos A
/(-cosA)
CONCLUSIONS
Cette hypothèse ne se préserle pas.
Le système n'a pas de aolutic
l Le système a une solution
Le système a une solution ; X = x'.
'onclusions relatives à la résolution du problème.
ute solution du système (3) fouraissant unt; solution du problème, ne seule, les résultats précédents conduisent aux conclusioQs intes :
) problème n'est possible que si l'on a
— 1 < cos A < ;•
n'a qu'une solution, donnée par te = af. l.or8(]ne cos A est égal
. a/ = 1 , et le triangle correspondant e^^t isocèle,
e problème n'est possible que si Ton a
- 1 < cos A <
lOrsque cos A est inférieur à -? il n'a qu'une solution,
née par x = af.
orsque cosAestégal ousupérieurà j^ iladeux solutions,
mées par œ = ai' et flj = af'. Ces deux solutions se confondent ind cos A reçoit la valeur — ^1
Remarquons que isi
cos
ûî'' = 1 ;
l'un des deux triangles correspondants est isocèlc<
3*» a»<m«<-f-QO,
Le problème n*est possible que si Ton a
< cos A < 1.
Il n'a qu'une solution, donnée par x = x'\ Le triangle qui correspond à la valeur
cos A =
est isocèle.
Remarque. — Les nombres x' et x" sont
OJ" = 2 - 3 cos A - 2v/(l - cos A)[m« + cos A(m« - 2a«)],
p/' = 2 — 3 cos A 4- 2/(1 - cos A)[w« 4- cos A(m« - 2a«)].
Lorsqu'on connaîtra numériquement les données du problème, cos formules, rendues calculables par logarithmes, permettront le calcul de la (lilFéreuce B — C; d'où B et C, etc.
PROBLÈME V
On donne deux axes rectangulaires OX et OY, un point A (OA = a) êur OX et un point B (OB = b) sur OY. On trace une circonférence d" centre B qui passe par le point A. Cette circonférence coupe la droite XX' en un second point A!,
On demande de déterminer sur la circonférence un point M tel que la
somme
MA -h MA' = 2p,
p étant un nombre donné supérieur d a.
Du point M, abaissons HH perpendiculaire sur OX, et désignons
par X le nombre algébrique obtenu en affectant le nombre qui mesure OH du signe +, si le point H est sur OX, et du signe —, s'il est sur OX'. De même, désignons par y le nombre qui mesure HM affecté du signe H-, si le point M est au-dessus de OX, et du signe —, dans le cas ^ contraire. (Les nombres x oiy sont dits les coordonnées du point H.) Il est évident que la détermination du point M revient au calcul de
ses coordonnées.
On voit sans peine que pour qu'un point H appartienne à la
circonférence, il faut et il suffît que ses coordonnées satisfassent à
l'équation
aî« -h (y — 6)« = a* -h 6*
que donne la considération du triangle MBK, et qui s'écrit (1) a;* + y« - 26y - a* = 0.
D'autre part, quelle que soit la position du point M, on a
MA = v/i/' 4- (a? - a)S La condition
MA' = y/y» + (a? -h a)«.
MA + MA' = 2p
se traduit donc par réquation
et la résolution du problème revient à celle du système des équations (l)et(2). .
Faisons disparaître les radicaux de l'équation (2). Pour cela, disposons les termes convenablement et élevons saccessivement deux fois au carré. Nous trouvons l'équation
(3) (/)« — a*)x^ -+- pY - P"(P* - û*) = 0.
Cette équation est équivalente à Téquation (2). En effet, désignons par u et t; les deux radicaux de Téquation (2). L'équation (3) est équivalente à l'ensemble des équations
La dernière de ces équations n'a pas de racine, car un nombre négatif ne peut pas être égala un nombre positif. Les deux précédentes n'en ont pas non plus, parce que la différence des deux côtés MA et MA' du triangle MAA' étant inférieure au troisième côté 2a, ne peut pas être égale à 2p, qui est, par hypothèse, supérieur à 2a. Ainsi, les équations (2) et (3) sont équivalentes, et nous pouvons substituer au système (1), (2), le système (1), (3), ou encore le système équivalent
que donne l'élimination de x*.
L'équation (5) ne contient que l'inconnue y. Elle détermine cette inconnue. En portant successivement dans l'équation (4) les valeurs trouvées, on en déduit x.
On voit immédiatement que les racines de l'équation (5) sont réelles. L'équation (4) étant du second degré en x, à chacune de ces racines correspondent pour œ deux valeurs réelles ou imaginaires.
On voit, en outre, que pour que les valeurs de x qui correspondent à une valeur de y^ soient réelles^ il faut et il suffit que cette valeur de y satisfasse à la relation conditionnelle
y« - 2by - a> < 0.
Par conséquent, pour résoudre le problème, il suffira de résoudre le système
et de porter ses diverses solutions successivement dans l'équation (4).
Résolution du système (6).
Représentons par Y' et Y' (Y' < Y') les racines de
et par t/ et y' {i/ < y') celles de
Ces racines sont réelles.
La relation conditionnelle se met sous la forme
Elle admet pour solutions tous les nombres de l'intervalle (/ . y").
Les solutions du système (6) sont donc les racines de l'équation (S) qui appartiennent à cet intervalle.
Ceci nous conduit à comparer (162) les nombres
T, Y', y', jf.
Calculs préliminaires.
1* Élimination de y* entre
F(y) = aY + 26fp« - a^)y - (p* - a«)«,
Ay) = y* - 26y -a«.
On a
2® Comparaison de ^ — ^7 — à y' et y\
46« Le numérateur de ce résultat peut être rejjardé comme une fono-
tion du second degré en p». Cette fonction a ses racines réelles. Si on les désigne par p'* et p'* (p'* <p'*),
<^f, ) est du signe de (p* - p'*)(p« -p'").
De plus, on a
26 < 2 si l'on a
Remarquons que 2(a* + 6") se trouvant être la demi-somme des racines p'* et p''% se place entre ces racines.
Remarquons encore que a* est inférieur h p'*, car le résultat de la substitution de a* à p^ est positif, et évidemment on a
Classement de Y', y, y', y".
i« Soit a* < p« < p\
On a
p* ~ 2a* Par suite, - — -— — est inférieur à y' et à y". Il en résulte
et les racines Y', Y" se placent toutes deux dans Tun des intervalles
Comme y' et Y' sont négatifs et que y"^ et Y" sont positifs, le seut classement possible est celui-ci :
y <Y <X'< y\ 2» Soit
p'« < p« < p^'K On a
— 2(lH — lite,
ssement est
ite, - — esl supérieur à ^ et à y*.
'ésulte
ssement est
Ils.
ssement étant
le (6) a deux soluliun^ ;
ïsement étant
le (6) a une solution :
ssement étant
e n'a pas de solulion.
e le problème soit possible, il faut que p* ne soit pas supé-
Si p* est compris entre a* et p'", le problème a quatre solutions. Si p" est compris entre p'" et p'S il en a deux.
Remarque. — Pour terminer celte question, il faudrait examiner les hypothèses
et
calculer ensuite les valeurs remarquables p'« et p'« et donner les valeurs de Y' et Y" ainsi que celles de x correspondantes. Tout ceci n'offre aucune difficulté; nous nous en dispenserons.
Remarque. — Ce problème revient à l'intersection de la circonférence B avec Tellipse dont les foyers sont A et A' et ia longueur du grand axe 2p.
PROBLÈME VI
On donne deux droites rectangulaires X'OXet Y'OY, et deuxpoints A
et A! sur la. première droite, à
Yl
[ », égale distance dupoint 0.
Déterminer un point M du plan XOY, qui soit à une distance donnée X de la droite X'OX et tel que le produit
MA X MA' = a».
Soit OA = OA' = c.
Désignons par a? et y les coordonnées du point M (voir
le problème précédent). Nous avons les équations
y = dz A,
y/y% -f- (ûç - cY .y/j/» +{x + cf = aS qui forment un système équivalent au suivant :
La résolution du problème revient évidemment à celle de ce système. D'ailleurs, à toute racine réelle de l'équalion (2) correspondent
deux valeurs réelles de y fournies par T^quation (1) et, par suite, deux solutions du problème. Ces solutions peuvent être confondues si X = 0.
La question est donc ramenée à la recherche des racines réelles de l'équation (2).
Résolution de l'équation (2).
Cette équation est bicarrée. Calculons ses trois réalisants et cherchons leurs signes.
!• Pi = (c* - X»)« - (À> -h c«;* -h a*
Pi est du signe de
p, est du signe de
fi est du signe de
Remarque. — Ces calculs donnent pour X* les trois valeurs remarquabl s
Classons ces valeurs.
4lî> «' - <'•.
■^ 211 — car celte inégalité revient à
4c« S« On a
4c* < si i'oaa
â^Ona
si Ton a
Il résulte de là que si l'on a
a« < 2 cS
le classement est
^ -" <4?<"- Si Ton a
il est
Remarqua. X* est un nombre quelconque supérieur ou égal à zéro. Zéro est donc une nouvelle valeur remarquable de X-. On a toujours
0<^ et • 0<c«;
mais on peut avoir
Conséquence : Différents cas sont à examiner selon la grandeur de a* par rapport à
0, cS 2c\ + 00 .
Résultats. — Pour la commodité de l'exposition, remplaçons, dans l'équation (2), x* par z et désignons par a et p (a < p) les racines de L'équalion obtenue, lorsqu'elles sont réelles.
l« Soit a* = 0.
Pi = — X«. L'équation (2) a toujours ses racines imaginaires,
excepté lorsque X = 0« Dans cette hypothèse, ses quatre racines sont égales deux à deux et égales les unes à + c, les autres à — c.
2» Soit
Pi
oc
Pi
RÉSULTATS
Oa a
a>0 et p>0.
L'équation (2) a quatre racines réelles, données par
L'équalion (3) a deux racines doubles, doinées par __
Les quatre racines sont imaginaires.
8° Soit
Pi
-hoo
RÉSULTATS
L'équalion (2) a deux racines nulles et deux racines réelles, données par
On a
a > et P > 0.
L'équation (2) a quatre racines réelles, données par
L'équation (2) a deux racines doubles, données par _
X= ± \/cL.
Les quatre racines sont imagiaaires.
i^ Soit
Pi
-t-oo
RÉSULTATS
On a
a<0 et p>0.
L'équation (2) a deux racines imaginaires et deu: racines réelles, données par
L'équation (2) a deux rucines nulles et deux racines réelles, données par
On a
a>0 et f>0.
L'équation (2) a quatre racines réelles, données par
L'équation (2) a deux racines donble^, données par
Les quatre racines sont imaginaires.
S« Soit
-h OC
Pi
Ps
RÉSULTATS
On a
a<0 et (3>0 L'équation (2) a deux racines imaginaires et deux racines réel es, données par
ce = -+- \/p.
, — j a = P = 0. L'équation (2) a quatre racines nulles.
Le:
} quati
>e racines sont imaginaires.
6» Soit
2c» < a* < + oo.
pi
pi
bésultatl
Ona
«<0 et p>0.
racines réelles, donnéed par
a<0 L'équalion |2| a deni radnea imagi- ~ P = naires el deux rocines nulles.
Oaa
a<0 et. p<0.
Les quaire raciaea sont imaginairea.
Conclusions.
Toute racioe réelle de l'équation (S) rouroissant pour le problème deux solutions, distinctGR si X ;^ 0, confondues si X = 0, nous avons les résultats suivants :
Le problème n'est possible qae si X = 0, Il a deux solutions, qui sont les deux points A et A'.
Le problème n'est possible que si X < ^> Il a en général huit solutions, qui se réduisent à quatre, soil lorsque X = 0, soit lorsque / = — ■ Remarquons que si X = avec a = c, deux des quatre points trouvés se confondent avec le point ; en réalité il n'y a que trois solutions.
\a problème n'est possible que si X < — . ^"^*^^
Lorsque X < y/u* — c*, il a quatre solutions, qui se deux si X = 0.
Lorsque 1 = \/a* — C. il a six solutions. Deux de ces s doaneut deux points situés sur Y'OY.
Enûn, lorsque 1 > /o* — c% il a huit solutions, qui sent à quatre ei > = ^ •
Le problème n'est possible que si X < ^a* — C, Il a q tions, qui se réduisent à deux, soit lorsque X = 0, s X = /a' — c*. Dans cette dernière hypothèse, les deux poi sont sur Y'OY.
Remarijue. — Lorsque X t^ 0, les points qui répondent a sont symétriques deux à deux par rapport à X'OX.
Si l'on excepte les points qui se trouvent sur Y'OY, i encore que les divers points trouvés sont deux à deux ! par rapport à Y'OY,
Résolution de quelques problèmes laci donnés dans les concours.
I. Problème. — Étant donnée une demi-dreonférenœ A pose de trouver sur le diamètre AB un point P tel qu point P on élève une perpendiculaire sur le diamètre AB, q la circonférence en N, et ensuite que par le point N o parallèle à AB coupant la drcmférence en M, on ait
A* étant une quantité donnée.
(CiHipcat d'aptitude au professorat d<a Écoles non
Désignons la longueur inconni Dans l'équation
SÂS' + PM" = A'
figurent deux autres inconnue; * "" Q B je les représente par y et s.
On voit immédiatement que l'évaluation de PM nécessit d'une quatrième inconnue QM ; je l'appelle t.
L'énoncé du problème et des propriétés géométriques bien connues nous fournissent les quatre équations .
^if + ^» = A;», .
5J« = /* + (2R - txy.
t^ = x{lK - x),
dans lesquelles x, y, zeit ne peuvent recevoir que des valeur- réello& et positives. Nous devons donc joindre au système précédent les relations conditionnelles
Si Ton remarque maintenant que le calcul de y, zeit n'est pas demandé et qu'il suffit alors que ce calcul soit possible, on voit, après Télimination de y, z et t, que la question est ramenée à celle de la résolution du système
4R(2R - ic) -h x{m - x) -h (2R - 2a;)« = k\
Q<x< -2R, qui s'écrit
Y(x) = 3a;« - lORo? + ISR» - A« = 0,
Résolution du système (d).
Calculs préliminaires, 1® Le réalisant de l'équation V{x) =
go ^
F(2R) = — (A;« — 4R>), F(± oo) = + 00.
3<* Ces calculs montrent que les-signes des quantités p, F(0), F(2R) dépendent de la grandeur de k^ par rapport aux valeurs remarquables
RS 4R
[ui se rangent par ordre de grandeur croissante de la façon suivante :
Remarquons que F(± » ) est positif. Désignons par s! et a;" (a:' les racines de l'équation F(ir) = quand elles sont réelles et obse que la demi-somme de ces racines, élant -^, est comprise en et 2R.
RÉSULTATS
IIR'
iR>
PlOl
SOLDTlONSDUS-iSrÈUE(l)
Les racines de l'éqoaUon F(x) = étant naires, le système n'a pas de solution.
Le système a une solution &R
Les racines de l'équation V\x) — soni celui des intervalles
— 00 2R - + =0 qai contient leur demi- somme.
Cette demi-somme étant comprise entre le système a deui solations
{ Le système a deux solutions
Une racine de l'équation F(ic) ^ est co enti-e et 2R ; l'autre, entre 2R et + oo .
Le système a une solution 3; = ai.
\ s! :=^ Le Bystéme a une solution -j x" > 2R 3i = X- = 0.
Les deui racines de l'équation F(a;) = eitérieures * l'intervaUeO 2R.
Le système n'a pas de solution.
ff
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ï^^sï^^vï^)" V ' Conclusions.
Toute solution du système (1) étant une solution dû problème et réciproquement :
Lorsque Ton a
-^ < k^ < 4RS
le problème admet deux solutions
ce ^^ ce y Cu *]/ y
qui sont égales pour
Lorsque Ton a
le problème admet une solution
p )ur toute autre valeur de /t* le problème est impossible. Observons que
, 5R - \/3A:» - HR'^ ^, 5R + v/3A:» - liR> a; = 5 > ar' = .
II. Problème. — Chercher les valeurs de.x qui salis fcmt à V inégalité
(C:rlificat d*aptUude au profetisorat des Écoles normales^ 1887.)
En faisant passer tous les termes dans le premier membre et réduisant au môme dénominateur, on obtient l'inéquation équivalente
x^ — ax — Qa^ ^
La fonction du second degré x'^ — ax — 6a*, dont le réalisant est positif, peut se mettre sous la forme d'un produit de deux facteurs binômes du premier degré. Elle s'écrit
{x + la){x - 3a).
Quant à la fonction x^ — a*, elle est évidemment égale au produit
On a donc à résoudre Tinéquation
c'est-à-dire à trouver les valeurs de x qui rendent positive la fonction
Si nous remarquons maintenant que le signe de /"(x) dépend des signes des binômes
X + îa œ — 5a x + a x — a,
c'est-à-dire de la grandeur de x par rapport aux valeurs remarquabius
qui se rangent, par ordre de grandeur croissante, de la façon suivante
— 2a —a + a -)-3a lorsque a est positif, et en ordre inverse quand a est négatif, nous avons les résultats suivants :
x+ia
iE-t-a
x-Za
Toos les nombres de cet inter- Talle sont des solutions, à l'eiception de — âa, valeur pour laquelle /■(ar) = 0.
Aucun nombi'e compris entre
Tous les Donabrcs de cet intervalle sont des solutions. Les valeurs extrêmes convieonenl, caralo.sA^|^-F«.
Aucun nombre compris entre
Tous les nombres de cet intervalle sont des solutions, à l'exception de -t-3o, valeur pour laquelle f[x) = 0.
-la
valle sont des solutions, A l'ciception de +3a, valeur pour laquelle r(:c)^0.
Aucun nombre compris entre -H3a el-i-a n'est solution.
Tous les noinbresde cet intervalle sont des solutions. Les valcuL-s extrêmes conviennent, car alors Ak)= + '»-
Aucun nombre compris entre — a et — 2o n'est solution.
Tous les nombres de cet intervalle sont des solutions, à l'excention de —2a, valeur pour laquelle /■(a;! = 0.
Conclusion, — Les solutions de Tinéquation sont tous les nombres extérieurs à l'intervalle (—2a, +3a) et tous les nombres compris dans Tintervalle (—a, -f-a), ainsi que les deux nombres —a et -ha.
III. Problème. — m étant un nombre quelconque positif ou négatifs chercher y suivant la grandeur de m, le nombre des racines de l'équation
qui sont comprises entre — i et -h i.
(Cerlificat d'aptitude au professorat des Écoles normales, 488$,)
Calculs préliminaires. Le réalisant de Téquation est
P = ^(^n 4- ^ Vwi - 2 j ; il est du signe de
f{±i oo) est du signe de
/(— 1) est du signe de
/(+ 1) est positif.
Les valeurs remarquables de m, rangées par ordre de grandeur croissante, sont donc
Observons que la demi-somme des racines est 7^7-^ rr , que TcM? a
^^7 7:^ — 1> SI Ion a 7^0;
enfin que Ton a
3m -h 2 >> wi ^ _
rr; TT^l» SI 1 OU a T'>Q*
Comparaison de
- 1 e( + I aux l'ocines x' ei de l'équation f(x) = 0.
Une raci
On a - i <
— ; l'aulre
f prisée Une raci
Ou i
Les raci celui des i
qui conlie
La demi
est comprl Les deux v
\ ou.
Les racii
Les raci celui des ii
+ ao
U dem:
est donc su
— 22* — ns. — L'intervalle — 1, + 1 comprend une racine si l'on a
racines si l'on a
sblème. — Élanl donnée une demi-ciramfirence décHte sur diamètre, on considère une circonférence C, intérieure à la férmce donnée, tangente à cette demi-circonférence et tangente AB ; soit M le point de contact avec AB ; un demande de déterint M de telle sorte que, si l'on ajoute à la longueur AM (e : la circonférence C, on obtienne une somme égale à une lonée a; OTi désignera par R le rayon de la demi-circonférence
/Certificat d'aptUvde au professorat des ieiles Kormales, ISS9 j
Désignons AM par a; et le rayon inconnu le la circonférence C par y.
L'énoncé du probli^me donne l'équation
X + ty — a.
La relation géométrique " "■ " ÔM' = OK X OH
ïutre, queUe que soit la position du point M par rapport au 'équation
(x - Ri' ^ (R - 2y)R.
le formé par ces deux équations étant équivalent au suivant
œ» - 3Ra; + aR = 0,
is peine que la question revient à la résolution du système
F(ic) = ic' - 3Ra: + aR =
trélimmaires. 1" Le réalisant de l'équation V(x) = est
Ct-»)
F(0) = oR r(0) = a{a- 2R) ± oo) = -i- 00,
3° F(0) et F(±oo) sont toujours positifs. Les signes ( dépendent de la grandeur de a par rapport aux valeur
Observons que 2R est infôrieur h -j-. Désignons par x les racines de l'équation F{a;) = quand elles sont remarquons que la demi-somme de ces racines est -^
SOLUTIONS DU
O et + oc.
Le gyalèmi
a/ = R, x' Le système a deux a; = x' — R, a.
<\a\ contient leur demi-s a étant supérieur â
Les deux racines de \'i sont donc comprises en tème a deux solutions
p = 0. Le sjslÈn
imaginaires. Le sj
solution.
— Pour que le probl&oe sût possibl
deux solutions
x=af,
s pour a = — .
;st inférieur à 2R
il a une solution
passible, il Taut et il sulGl
v/9R*-4aR
„_3R+ v/9R' -JfflR
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