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THÉORIE
INTRODUCTION
Le premier fascicule (Chap. I à Vil) de ce Tome II de notre Théorie des fonctions algébriques de deux variables a paru au commencement de tqoo ; le second fascicule (Chapitre VIII à XI) au commencement de 1904; nous terminons aujourd'hui cette publication qu'ont retardée diverses circonstances. Ces retards m'ont permis de compléter divers points de mes recherches, en particulier la théorie des intégrales doubles de seconde espèce, intimement liée à la périodicité de ces intégrales; elle tient uae place importante dans ce Volume et se trouve, je crois, fixée maintenant dans ses parties essentielles. Sur des sujets aussi nouveaux, on ne s'étonnera pas de rencontrer de nombreuses questions qui ne sont qu'amorcées; parmi elles je signalerai, entre plusieurs autres, ce qui concerne les intégrales de différentielles totales de troisième espèce, où j'ai introduit un entier p, qui, considéré récemment par M. Severi sous un nouveau point de vue, demandera une étude plus complète.
La théorie des fonctions algébriques de deux variables, tracée aujourd'hui dans ses grandes lignes, a fait dans ces derniers temps, surtout en Italie, l'objet de recherches importantes. Le point de vue fonctionnel et le point de vue géométrique se rejoignent en plusieurs endroits de la théorie ;
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on en a des exemples dans les beaux travaux de M. Humbert, de MM. Gastelnuovo et Enriques, de M. Severi, et même dans la théorie des intégrales doubles qui paraît d'abord bien éloignée de la géométrie, où la recherche du nombre des cycles à deux dimensions m'a conduit à un invariant relatif déjà rencontré dans des études très différentes.
On trouvera à la fin de ce Volume quelques Notes où sont reproduites des recherches que je n'ai pas achevées et qui paraissent pouvoir être utilement poursuivies. Dans plusieurs Chapitres de cet Ouvrage, nous avions étudié diverses théories géométriques ayant leur origine dans les mémorables travaux de M. Nœther, qui fut là un précurseur, et de M. Zeuthen. MM. Gastelnuovo et Enriques ont bien voulu nous donner une Note extrêmement intéressante qui complète notre étude et donne sur toutes ces questions l'état actuel de la Science. Nous les en remercions vivement; leurs indications bibliographiques, jointes à celles du texte, seront en outre très utiles à ceux qui désireront s'occuper des fonctions algébriques de deux variables et des surfaces algébriques.
Emile PICARD.
Paris, le i5 janvier 1906.
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THÉORIE
THÉORÈME DE NŒTHER RELATIF AUX COURBES ET SURFACES PASSANT PAR L INTERSECTION DE DEUX AUTRES.
I. — Cas des courbes
1. Soient deux courbes cp =^ o, i = o, occupant une position arbitraire par rapport aux axes de coordonnées, el f[x^,y) un polynôme. On se propose de rechercher, diaprés la façon dont se comporte la fonction f[x^ y) dans le voisinage de tout point (a, b) commun aux deux courbes cp et ^, s'il est possible de mettre /sous la forme
(.) /=:Acp-,-Bf
A et B étant deux poljnomes.
(^) Ce Lliéorème a été donné pour la première fois par M. Nœther dans le t. VI des Math. Annalen. Depuis, l'illustre géomètre y est revenu à diverses reprises {Math. Annalen, t. XXX, XXXIV et LX). La même proposition a fait aussi l'objet des très intéressantes recherches de M. Voss {Math. Annalen, t. XXVII), de M. Stickel berger {Id., t. XXX), de M. Bertini {Ici., t. XXXIV), et de Halphen {Bulletin de la Société Math, de France, t. V).
P. Eï S., II. I
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Nous allons chercher d'abord une condition, nécessaire et suffisante, pour que /soit de la forme (i), et où ne figurera pas le comportement (^) de/ dans le voisinage des points de rencontre (a, b),
Soit <ï>(^) le résultant de o et de J
et supposons que <ï>(^) contienne (^ — a) à la puissance k. D'autre part, divisons A/ par (];, et soit n le degré de ^; on aura
où X est un polynôme en ^ et y, de degré n — i en j)/ au plus.
Si / est susceptible de se mettre sous la forme (i), on conclut immédiatement des relations (2) et (3) Pidentité
(4) X=:AcE'H-(J;(BX — A(x — v).
Le premier membre est au plus du degré n — j en j>^, le second membre est au moins du degré n. Les points d'intersection de la courbe X = o avec la droite x — a = o se trouvent aux points d'intersection de A (BX — A|x — v) =: o avec la droite ix — a) = o, et comme i^ ne contient pas (^ — a) en facteur, le nombre de ces points est au moins égal à 11, On en conclut que X, de degré Il — I au plus en j^, est divisible par ^ — a : donc aussiBA — Aui — v.
Effectuant la division, et continuant le même raisonnement de proche en proche, on arrive à la conclusion que X est divisible par (^ — cif . Donc finalement X est divisible par $.
3. Réciproquement si X est divisible par $, on pourra mettre/ sous la forme (i). En effet, soit X = P<Ï>, on aura identiquement
X/= PXcp4-d;(v-j-P[j,);
donc \ divise le produit A (v + P |J^). Or, en vertu de la relation (2), A et A ne peuvent avoir en commun que des pol)^nomes en ^ seul, ce qui est impossible puisque A n'admet pas de diviseur ne renfer-
(^) Nous demandons la permission d'introduire ce mot un peu vieilli, pour ne. pas répéter toujours « la manière dont se comporte la fonction ».
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THEOREME DE NOETIIER. 3
mant que x. Par suite, v + P[ji est divisible par A, et, en efïectiiant la division, on obtient pour/ une expression de la forme (i).
Donc la condition nécessaire et suffisante pour que f soit susceptible cVétre mis sous la forme Acp -4- B'i^ est que X soit divisible par <ï>.
4. A cette condition nous allons en substituer une autre relative au comportement de /dans le voisinage des points (a, 6) de rencontre des deux courbes cp et J;.
Supposons que le point (a, 6) soit un point multiple d'ordre /' pour A, d'ordre q pour cp, avec cj'^r^ et que la droite ^ =: a, qui coupe A en r points confondus en (a, 6), la coupe, en outre, en
n appartenant pas
n — r autres points simples c,, Co, •••? ^/ à o.
A^ et B' étant des polynômes d'abord arbitraires, effectuons la différence
/_A'cp — B'iLr:. G',
et soit Ix -\- I le degré des termes de moindre degré dans C^ supposé développé suivant les puissances croissantes de x — a et y- — b. Désignons par / le degré des termes de moindre degré dans le polvnome ). [figurant dans (2)] supposé développé suivant les mêmes puissances. Nous allons montrer que 5^' X est divisible par <ï>, on pourra, toujours trouver en chaque point (a, b) des polynômes k' et W de manière que V inégalité
soit satisfaite^ et que réciproquement, si U on peut déterminer A' et B^ pour chaque point (<f^, Z>) de maiiière que cette relation soit satisfaite, X sera divisible par <ï>.
5. La première partie de la proposition est évidente, puisque, si X est divisible par $, on peut déterminer A et B de manière à avoir identiquement
/— Acp — Bii; =. o.
La réciproque s'établit de la manière suivante : Par une série de calculs analogues à ceux faits précédemment, on arrive à une iden-
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lité de la forme
-Cl,
en posant
G=.B'X--A'jjL
Soit <î) r=i (^ — ay^^^ nous allons montrer que X est divisible par (x — ay du moment. que la relation (6) est satisfaite. Partons de l'identité
(8) X:^A'(^- ay^^'-^C^-^-Cl
dont nous supposerons les deux membres développés suivant les puissances croissantes de (x — a) et (y ■ — b). Par hypothèse, C^A commencera par des termes de degré au moins égal à r -f- k — i , donc à /'.
Les points de rencontre de la droite x=-a avec X— -o sont aux points de rencontre de cette droite avec la courbe CA H- C'\ = o. Or cette courbe possède déjà, en vertu de L'hypothèse faite, un point d'ordre au moins égal à r au point (a, b). D'autre part}\, en vertu de la relation (2), s'annule aux points Ci, Co, -.., c,i__r- Donc la courbe X =: o est coupée par la droite ^ = a en au moins fi points, et comme X est au plus du degré n — i en ^, il s'ensuit que X est divisible par œ — a. La démonstration est achevée ainsi, si /f = i .
Si A" >> ij on posera X = (^ — <^<^)X,, Xi étant encore de degré u — i au plus en jk, d'où l'on conclut c[ue GJ> + C'X contient (^x — a) en facteur; donc tous les termes homogènes du même degré en [x — a), {y — Z>), et en particulier les termes de Gd; d'ordre inférieur à l -h k^ -^ i ^ contiennent x — a en facteur. Or ^ ne contient pas (x — a) en facteur; par suite, on peut écrire
G --^- {X'~ a)Gi4-G%
C'^ étant de degré au moins égal à l -{- k' — r; en sorte que nous pouvons substituer à la relation (9), la relation
(9) (^ — a)Xi = k\x — af *'-f- (^ — a) Gi tj; -h C ^\ H- X G', d'où l'on conclut que C'^^ -4- \QJ contient (^ — ci) en facteur
(10) G"^-f-XG'=(^ — a)G;,
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et que C, commence par des termes de degré au moins égal à AM- l. Or de la relation (6) il résulte /ir^+ l^ r\ donc la droite x^=-a coupe la courbe C'^ ==:= o au point (a, b) en an moins r points confondus. Mais C, s'annule aussi aux points (a,c); en effet, de la relation <î> = Xcp -|- \k^ il résulte que si (^, Jk) se déplace sur la courbe ^{x, y) = o dans le voisinage du point (a, c), la fonction \ contiendra [x — aY en facteur, quand on aura remplacé y — c par son développement en x — a, puisque <ï> contient {x — ■ a)'^ en facteur et que C5(a, c) ^ o. Donc G'^ , qui est défini par la relation (lo), contiendra {x — a)^*^"' en facteur et s'annulera aux points (a, c); on en conclut finalement que la courbe
qui est de degré au plus égal k 71 — ^ i en y, est coupée par la droite ^ = a en n points au moins, donc que X^ est divisible par (^ — a).
La démonstration est achevée si /f = 2.
Si A* >> 2, on continuera le même mode de raisonnement, sans ([u'il y ait rien à j changer.
Ainsi, en définitive, X sera divisible par^, et par suite / sera susceptible de se mettre sous la forme Acp + B J;, si en chaque point (a, b) de rencontre des courbes cp et ^ on peut déterminer des polynômes K' etW tels que la différence f — A^cp — B^A o/donnée suivant les puissances croissantes de [x — a) et [y — b) commence par des termes d^ ordre k' -\- i satisfaisant ci V inégalité
6. Cette relation est susceptible d'une forme plus simple dans le cas où les deux courbes cp et 4> n'ont pas de tangentes communes en leurs points de rencontre, c'est-à-dire dans le cas où k = qr. Reprenons la relation
ou
en mettant en évidence les termes homogènes de même degré, dans le développement suivant les puissances croissantes de (x — a) et (y — b). Si <ï> contient (x — a)^ en facteur, le second
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membre doit commencer par nn terme en [x — ay^. Si donc / -\~ q <^k, on devra avoir
et comme cp^ et ^^ sont premiers entre eux, on aura
a étant un polynôme.
Mais on peut écrire
et alors nous avons une forme analogue pour <ï>, mais dans laquelle le degré de la augmenté d'une unité. On peut donc faire en sorte que l -^ q^k.
Dans ces conditions, si l'on peut déterminer A/ et B^ de manière que
(il) k' -^ \^r ~r- q — I
la relation (6) sera satisfaite.
7. Voici encore une remarque intéressante. La fonction y étant de la forme Acp -}-BA, désignons par a, m, n les degrés respectifs de /, cp, (L et supposons que les termes homogènes de plus haut degré, (Om et ij,i^ dans o et A, soient sans facteurs communs. Dans ce cas, on peut toujours faire en sorte que A et B soient d'ordre [j. — m et \k — 11.
Supposons, en effet, que A et B soient de degrés respectifs UL — m -f- p et p. — 11 + p et désignons par A.^_mj^n-, Bjj.._„^p l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré, on devra avoir
donc, en désignant par a un polynôme.
D'où l'on conclut en écrivant/ sous la forme
/= (A — a'];)cp-i- (B-i-acp)4^,
que les degrés des coefficients de cp et J> peuvent être diminués
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d'une unité au moins. Continuant ainsi de proche en proche, on arrive ainsi au résultat annoncé.
II. — Quelques applications
8. Une première application importante du théorème de Nœther est la suivante : (d et ii étant deux courhes qui n'ont pas de tangentes communes en leurs ^points de rencontre ^ et q et r ayant la même signification cjue précédemment^ supposons que la courbe f ait^ pour points multiples d^ ordre cj -^ r — i, chaque point de rencontre de (^ et i^\ dans ce cas on aura certainement
f ■=. Acp + Btl;.
En effet, on peut, en chaque point de rencontre, choisir A^ etB^
de manière que
y__A'cp = B'<];
commence par des termes de degré cj -\~ r — i : il suffit de prendre .V=B'=o.
9. Proposons-nous en second lieu de reconnaître si une expression de la forme
oit P désigne un polynôme^ est susceptible de se mettre sous la forme d^ un polynôme en x et y^ y étant une fonction algébrique de X définie par V écjuation
f{x, y) =o supposée de degré m.
Nous supposerons d'ailleurs que la courbe /n'a que des points doubles et est orientée arbitrairement par rapport aux axes.
Il s'agit, en d'autres termes, de savoir ûV[x^y) peut se mettre sous la forme
Supposons d'abord que la droite a.x -\- ^^y -|- y = o ne soit pas tangente à la courbe / et ne passe pas par un point double. Soit (a, b) un point commun à / et à a^r + [îj'' + y = o ; ce point est
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d'ordre 5^ = 1 pouryet d'ordre r pour la courbe (a^ H- [3j/ + y)''=^o. x\ppliquons la formule (6) du n° 5. Dans le cas actuel, on voit en formant le résultant de f et de (a^ + ^y -f- y)^ que le nombre désigné par / est au moins égal kr —~\y que k est égal à r : on en dédui t A'^ '-H ir^7\ Pour que la représentation soit possible, on devra donc pouvoir déterminer A' et B^ de manière que l'expression
P-A'/~B'(a^.-Pj-i-Y)^
dans le voisinage de tout point de rencontre (a, h) commence par un terme de degré r.
Posons, en mettant en évidence les ensembles de termes homogènes de même degré en .2^ — a ç,l y — h \
p = p, - h Pi. -i .
A :^ Aq -f- A| -r- .
Gn devra avoir les relations
Pi-
Telles seront, par conséquent, les formes de V^^ P2, • • ., Pr-i pour que la représentation soit possible.
Supposons maintenant que o.x + ^y -h y = o soit tangente à la
Fi£. I.
courbe y en un point (a, 6) et que le conlact soit simple. Bornonsnous d'ailleurs au cas où /* = i . Pour les points en dehors du point de contact, P(^,j/) doit simplement j passer.
Relativement au point de contact (a, ^) on a A" =:2, /'-— i , /r=o, donc k' -Y- I = 2. On devra pouvoir déterminer A^ et B^ de manière que l'expression
P„ A7-B'(a^-^-[ij-y)
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développée suivant les puissances de x — a^ y — b , commence par des termes du second degré. P^ est, par suite, de la forme
A'o/i + B; [a(^ - a) -4- p (jk --- h%
c'est-à-dire que la courbe P(^, y) = o doit être tangente en (a, h) 'à f{x, y) = o.
Finalement considérons le cas où la droite ax -^ py -+- y =: o passe par un point double, en supposant toujours /• == i . On a /r = 2 , / == o , r =Tz: I , d onc /f ^ -f- i =:= 2 .
Fis. 2.
Par suite
doit commencer par des termes du second degré, ce qui exige que l'on ait
donc que la courbe P(^, y) ~- o soit tangente en (a, h) à la droite.
La question précédente nous conduit à rechercher quelle
M est r expression générale des fonctions rationnelles -^ de x ety ^
restant finies toujours à distance finie, y étant une fonction
algébrique de x définie par l^ équation f{oc^y) ==0. Nous aurons
plusieurs fois à faire usage du résultat dans le cours de ce Volume.
M Remarquons tout d^abord que l'expression ^ peut se mettre sous
la forme d'une somme de termes telle que
et considérons en premier lieu le cas où la droite x = a ne correspond pas à un point de contact ou à un point double de la courbe /.
Dans ces conditions, — ^-1'-^^ devra tarder une valeur finie aux
points de rencontre à distance finie de la droite ^ = a avec la courbe/ : donc, P(^, y) devant s'annuler en ces points, on pourra
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mettre
SOUS la forme d'un polynôme; et, en continuant le
raisonnement de proche en proche, il en sera de même de - — -
Dans le cas où la droite x — a =^ o est tangente à la courbe /, au
point (a, b), il faudra encore cpie — — ^-^ reste finie au point
(a, b) et aux autres points de rencontre c de la droite et de la courbe/. Ce qui exige, en posant
que l'on ait B = o. La courbe P doit donc passer par les points c et être tangente à la droite x-=-a au point (a, b\ Les conclusions
sont encore les mêmes, et 1 expression ■ — • se réduit encore
' ^ {x — ayj-
à un polynôme.
Supposons enfin que la droite x — ■ a = o passe par un point double (<:/, b) de la courbe /. Dans ]e cas où a = i, l'expression
n'est susceptible, en général, d'aucune réduction. Soit alors a >> i, l'expression précédente devra s'annuler au point (a, 6) et aux points c. Posons
et soient
les équations des deux branches de la courbe / qui passent par le point (a, b). On aura
A -;- B [JL =1 o, A -H B p/ = o
donc A = B = o, d'où l'on conclut que la courbe P a, au point (<2, ^), un point double. P doit d'ailleurs s'annuler aux points c,
et, par suite, — ^ — ^^ sera un polynôme. En continuant de proche
V ix y^ en proche, on réduit l'expression ; '^^ — ^à une expression de la
J^ ' ^ {x — ay^ ^
lorme et ici la réduction est achevée.
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Finalement les fonctions rationnelles de x et y ^ oii x et y sont liées par V équation f{x^ y) = o, qui restent toujours finies à distance finie sont de la forme
{x — Cil) {ce — a2 ) ... ( j? — cici )
a^^ a^i, . . ., ad étant les abscisses des points doubles de Ja courbe y, et P étant un poljnome qui s'annule aux points de rencontre des droites x — a/= o avec la courbe.
III. — Définition générale des adjointes. Théorème du reste (^j.
11. Dans le cas d'une courbe n'ayant que des points multiples à tangentes distinctes, la notion à^idjointe à une courbe donnée f{x^ y) = o, est la suivante : c^est une courbe ayant au moins comme point multiple d'ordre i — i un point multiple d'ordre i de la courbe/.
12. Considérons maintenant le cas d'une courbe f ayant des singularités arbitraires^ et soit ^ = o, y =- o un point multiple d'ordre n : il s'agit de définir la façon dont se comporte une adjointe en ce point. Cette adjointe kÇx^y) jouira des propriétés suivantes :
D'abord elle doit avoir le point O comme point multiple d'ordre 71 — ^ 1 . Ensuite il faut, lorsqu'on effectuera la réduction de la singularité, que les transformées successives de l'adjointe X aient comme points multiples d'ordre r — i les points multiples d'ordre r des transformées successives de f qui correspondent au point O de cette dernière courbe.
Il nous reste à voir si, ces conditions étant satisfaites, la transformée de la courbe )^, après la résolution de toutes les singularités, se transformera en une adjointe dans le sens défini au paragraphe précédent. Nous avons donc à montrer que, dans toutes les transformations successives, les courbes transformées de À
(^) Le théorème du reste a été donné par MM. Brill et Nœtlier dans leur Mémoire fondamental [ C/eôe/' die algebraischen Functlonen und ihre Amvendung in der Géométrie {Math. Anncden, t. VII)].
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satisfont aux conditions d'une adjointe pour tous les noia^eaux points multiples introduits.
Soit, en employant des coordonnées homogènes,
^"'^ YZ ^ ZX "' XY
la transformation cpiadratique qui commence la réduction de la singularité O. La courbe /se transformera en F, la courbe \ en A, ces courbes étant définies par les équations
/i>,jK,^)-Z-F(X,Y,Z), X(:r,j,^;-Z— iA(X,Y,Z);
et si m et \x désignent les ordres respectifs de /'etX, F sera d'ordre 2 m — n et A d'ordre 2 u — /? 4- i .
Or, pour F, les points multiples introduits par la transformation sont le point X = o, Y =:ri: o d'ordre m^ le point X = o, Z = o d'ordre m — /i, le point Y = o, Z ^= o d'ordre m — n\ et pour A ces points seront respectivement d'ordre p., d'ordre \k — ■ n -\- \ ^ d'ordre p, — /z -]- 1 .
Soit d'abord p ^ m — i, alors À satisfera en ces points aux conditions d'une adjointe à F. D'ailleurs on a, entre les ordres de A et F, la même inégalité qu'entre les ordres de À et/, puisque de l'inégalité p ^ /?z — i , on déduit 2 p — n -^ i^'km — n — i . En continuant la série des transformations, on arrivera donc bien au résultat énoncé.
Dans le cas où p. <; /?2 — j , soit ^.:=^ m — i — p, on ajoutera à l'adjointe primitive une courbe arbitraire de degré p. On aura ainsi une courbe composée d'ordre m — i qui se transformera en une adjointe après les résolutions de toutes les singularités.
13. Il ne sera pas inutile, en terminant ces généralités sur les adjointes, de revenir sur la définition transcendante de ces courbes. On verra comment, par une application convenable du théorème de Nœther, on arrive, presque sans calculs, à donner aux intégrales de première espèce leur forme canonique. Nous montrerons ensuite que la définition algébrique et la définition transcendante de l^ adjointe sont équivalentes.
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Nous avons à chercher les conditions pour que l'intégrale
■ dx
reste finie pour tout point de la courbe f.
Considérons en premier lieu le cas où la courbe / n'a que des points multiples à tangentes distinctes, et soit i l'ordre de l'un de ces points.
Nous avons d'abord à exprimer que pour tout point à distance
finie, le quotient , — reste fini. Si la droite x =^ a ne passe
pas par un point multiple, nous avons vu que ce quotient doit se réduire à un polynôme.
Si la droite ^ = a passe par un point multiple (a, b) d'ordre i, alors / doit contenir [x — «)^~', en facteur, sur l'une quelconque des branches de/ passant par ce point, et l'on en conclut immédiatement que Q(^,y) doit admettre le point {a^b) au moins comme point multiple d'ordre i^ si a ^ o. Dans ces conditions, appliquant encore le théorème de Nœther, le quotient
' "^ devra se réduire à un polynôme. On passe ainsi de a à
ive à un(
X — a a — i, et, finalement, on arrive à une intégrale de la forme
OÙ Q admet alors le point (a, b) comme point multiple d'ordre / — I .
La considération des points à l'infini de / permet ensuite facilement de déterminer le degré de Q(^,Jk). Si l'on suppose, comme il est toujours licite de le faire, que les directions asymptotiques de/ sont distinctes entre elles et distinctes des axes, il suffit de faire la perspective
Aux points à Finfini de/ correspondent alors certains points à distance finie (X = o, Y r= a)^ et comme on a
/; ~ Fi
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on en déduit de suite que le degré \ de Q est, au plus, égal à 771 — 3.
Il y a Jieu de se demander maintenant si, lorsque la courbe a des points singuliers quelconques, les intégrales de première espèce sont encore de la forme
Q étant un polynôme de degré m — 3.
Effectuons la transformation déjà étudiée (a)
qui fait correspondre à la courbe y d'ordre m la courbe
de degré 2 m — /z, qui admet m — n asymptotes de la forme Z = G. Il s'agit de montrer, comme l'on s'en rend compte immédiatement, que si la courbe F a toutes ses intégrales de première espèce de la forme
Q étant un polynôme adjoint de degré 2771 — 7i — 3 au plus, il en sera de même pour la courbe/. Exprimons successivement que le polynôme Q admet le point (Y = o, Z = o) comme point multiple d'ordre 77i — 7i — i , et qu'il a comme asymptotes les tu — 7i droites (Z = G). On en conclut que ce polynôme peut se mettre sous l'une et l'autre des deux formes suivantes :
Q(Y, Z) =. cp,,_,_i ( Y, Z) -. . .-I- ^2.^-.^-3(Y, Z),
Geci posé, on trouve d'abord, en prenant Q sous sa première forme, et en tenant compte de l'équation /= o, la relation
rq{Y,Z)dz __ rQ^(.T,r) dx
j Fy '^ j JK'^^-'^-i f'y'
dans laquelle on a
^ ^ x.\ 5 / y2fn--n—3
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D'autre pai^L, en envisageant la seconde forme de Q, on trouve
O2 étant un poljnome. Le rapprochement des expressions (i) et (2) de Q montre que Q, [x^y) doit contenir j/'^^~'^~' en facteur, d'où l'on déduit le résultat annoncé : les intégrales de première espèce de/, dans le cas où les points singuliers sont quelconques,
sont de la forme
* Pfrr, y) dx
et si, comme on peut le supposer, les points à l'infini de / sont des points singuliers ordinaires, on en conclura comme précédemment que le degré de P est au plus égal à m — 3.
Il nous reste à montrer que les deux définitions algébrique et transcendante de l'adjointe sont équivalentes. La même transformation (a) va nous servir pour arriver à ce résultat. Au point de vue transcendant^ une courbe \(^x^ y) = o est une adjointe si, pour tout point singulier, l'intégrale
^\{x^ 7) dx
reste Jinie, en supposant les points singuliers à distance finie. Or on a, en tenant compte de F = o, la relation
l{x, y)dx __ A (Y, Z)dZ
Y n'étant pas nul pour les transformées du point (x ==:: o, r = o), on en conclut, en continuant de proche en proche jusqu'après résolution de toutes les singularités, que la courbe transformée finale de À jouit bien des propriétés de l'adjointe selon la définition algébrique et qu'il en est par conséquent de même de la courbe X.
14. Le théorème du reste, dû à Brill et Nœther, dont nous aurons à faire un usage fréquent dans le cours de ce Volume, est le suivant :
Soit f{x, jk) = o une courbe de degré m, cjue nous supposerons cV abord n! avoir cjue des points doubles, et soit cp une
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adj ointe cV ordre n. La courbe cp coupe en général la courbe f. en dehors des points doubles, en un certain nombre de points que nous dii^iserons en deux groupes P et Q. Cela posé^ soient à et y^ deux autres adjointes arbitraires d^ ordre n, la première passant par P, la seconde par Q; elles détacheront respectivement sur la courbe f des groupes de points Q' et P^
Fis. 3.
La proposition que nous avons en vue consiste à montrer que les points V et O' sont sur une même adjointe d^ ordre n.
Envisageons le pdljnome A^; il s'annule aux points P et Q, et a comme points doubles les points doubles de /. Appliquant alors la remarque fondamentale du n" 8, on en conclut qu'on peut écrire ce polynôme sous la forme
et l'on voit de suite que la courbe [i := o doit passer parles points doubles; c'est donc une adjointe. D'autre part, elle passe parles points P' et Q^, puisque la courbe cp n'y passe pas, et son degré est égal à n^ si, comme il arrive en général, les termes de plus haut degré dans y et C5 n'ont pas de facteurs communs : la démonstration est ainsi achevée.
Dans le cas où la courbe f a des points multiples à tangentes distinctes, la démonstration précédente s'applique de même. La courbe J;-^ a en chaque point multiple d'ordre i un point multiple d'ordre ii — 'i ■=: i -^ i — i — i .
La remarque fondamentale du n° 8 s'applique encore et l'on peut écrire la relation (i). 11 reste à voir que j3 a un point multiple d'ordre i — i. Or soit, en groupant les termes homogènes,
/•= fi -!-//+l^-.--,
cp = cp,-_i -t- ^i -}-...,
a rr: aX -h «X+l -+-•••,
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et supposons, comme il arrive en général, que // et cp/_i n'ont pas de facteurs communs : si l'on avait ij- << ^ — i et X <C i — 2, il faudrait que l'on eût
ce qui est impossible. La conclusion est la même que précédemment.
11 nous reste à considérer le cas où la courbe/ a des singularités arbitraires.
Mais nous avons montré qu'une adjointe se transforme en une adjointe après la résolution de toutes les singularités; cela suffit à faire voir que le théorème du reste subsiste dans les cas les plus généraux^ car on peut remonter du cas des singularités ordinaires aux singularités quelconques.
IV. — Cas des surfaces. Surfaces sous-adjointes. Théorème du reste.
lo. Le théorème de Nœther s'étend au cas des surfaces de la manière suivante :
Soient cf)(^, jK, -s) = o, ^{x^ y^ z) :== o^ fi^x, y^ z)-=. o trois surfaces; les axes étant supposés quelconques, il s'agit de trouver les conditions pour que le polynôme f{x^y, z) puisse se mettre sous la forme
A et B étant des polynômes entiers en x^ y., z.
Si la représentation (i) est possible, elle le sera pour le cas des courbes d'intersection des surfaces cp, A, / par un plan arbitraire.
Réciproquement, supposons que, dans un plan arbitraire ^ r= ^q, la représentation soit possible, c'est-à-dire que le polynôme f\OC^ y^z^i) soit susceptible de se mettre sous la forme
A(^, y, zo) cp(^, y, Zq) -1- B (^, 7, ^0) ^(^, y, ^0),
où A et B sont des polynômes entiers en x ely^ mais qui peuvent contenir rationnellement Zq *. on aurait donc une identité
(2) R(^o)/(^, y, -so) = M(^, j, zo)o{x, y, Zq) -4- N(a7, y, Zo)^{x, y, Zq),
où M, N, R sont maintenant entiers par rapport à z,
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Soit So = ^- ^^^^ racine de R(so) ^==- o, on aura identiquement
Or cp(^,j/, a) et A(^,y, a) n'ont pas de facteur commun, car autrement une partie de l'intersection des deux surfaces serait une courbe plane dans le plan z ^= a^ ce qui n'est pas, les axes étant arbitraires.
Il faut donc que N(^, y, a) soit de la forme
en remplaçant a par Zq -[- (^- — ^o )• Mais on a
N(x,y,Zo) = N(^, jK, a)-f-(^o— a)X(.r, jr, Sq, a), donc
Q et Q2 étant des polynômes en x^ y, Zq. Substituant dans (2), il vient
l\(zo)f(j^,y,Zo) ==cp(^, ^, ^o)P-4-(^o— a)4^(^, y,Zo)Pu
P et P^ étant des polynômes en j^^ jk, ^o- E)e là résulte que P doit être divisible par Zq — a. On peut donc supprimer ainsi successivement tous les facteurs de R(so), et l'on aura finalement
f(x, y,Zo) = cp(^, y, zo) S (il-, y, Zo) -h tj;(^, y, ^0) T(^, y, Zq),
S et T étant des polynômes en x^ y^ ^0 j ^t la démonstration est achevée (^).
Appliquant une remarque faite relative aux courbes, on voit que si, en particulier, les surfaces cp et 'i ont une courbe commune qui soit multiple d'ordre q pour o et d'ordre r pour tj;, et si les deux surfaces n'ont pas de plan tangent commun en un point arbitraire de la ligne multiple, la surface /"satisfera aux conditions voulues si cette courbe est pour elle multiple de Tordre q -\- r — i .
Nous avons défini algébriquement plus haut les courbes
(1) Dans son Mémoire déjà cité {Math. Annalen^ t. VI), M. Nœther étend aux surfaces le tliéorème relatif aux courbes, mais sa démonstration est entièrement différente de celle que nous venons de donner.
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adjointes. Pour les surfaces, il j a lieu de considérer des adjointes et des sous-adjointes (^ ).
Nous nous borneroQS pour le moment à la définition des surfaces sous- adjointes à une surface donnée y(:r, y, z) = o.
Nous dirons qu'une surface o(^*, y^ z) ^=^ o est sous-adjointe à la surface / si une section plane arbitraire de /= o a pour adjointe la section plane correspondante de la surface cp (section par le même plan). Il résulte de cette définition qu'une surface sous-adjointe passe par les lignes multiples de la surface et, en particulier, si ces lignes multiples sont telles qu'en un point arbitraire les plans tangents sont différents, une surface sous-acljointe aura une ligne multiple d'ordre p de la surface comme ligne multiple d'ordre p — i. Relativement aux points multiples isolés, les surfaces sous-adjointes ne sont soumises à aucune condition.
17. Le théorème du reste relatif aux courbes s' applique aussi aux surfaces. Soit/*(^jK, z)^=-o une surface d'ordre m, et soit o(^, jK, ^) = o une sous-adjointe d'ordre n. Supposons que cette sous-adjointe coupe la surface /, en dehors des lignes multiples, suivant deux groupes de courbes P et Q. Envisageons deux autres sous-adjointes arbitraires d'ordre /z, soient 'J; = o et -^ = o, la première passant par P et la seconde par Q : elles détacheront respectivement sur la surface / deux nouveaux groupes de courbes Q' et P^; il s'agit de montrer que les courbes P^ et Q' sont sur une même sous-adjointe d^ ordre n.
La démonstration est immédiate. Considérons les trois surfaces (iv = o, /"= o, cp = o ; un plan Cjuelconque, soit ^ = ^0, coupe ces trois surfaces suivant trois courbes, pour lesquelles on peut appliquer le théorème de Nœther^ on a alors
^{x, y, ^0) X(^, J, ^0) == a(^,7, ^o)/(^; 7, ^0) -H ^{oc,y, z^) o{x,y, Zq),
a et p étant a priori des polynômes entiers en x et y qui peuvent contenir rationnellement Zq. On montre, comme précédemment, que a et [3 sont bien des polynômes en Zq, et l'on en conclut que la surface j3(.2:, jk, 5) = o est une surface, en général d'ordre 72,
(^) Cette distinction paraît avoir été faite pour la première fois d'une manière systématique par M. Enriques.
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passant par P^ et Q^, et telle que sa section parles plans z = const. est l'adjointe de la section plane correspondante de la surface/; nous verrons plus tard que s'il en est ainsi, un plan arbitraire coupe encore la surface [3 suivant une adjointe de la section plane correspondante de/, et le théorème est démontré.
Le théorème du reste s'étend aux surfaces dites adjointes : nous le montrerons quand nous aurons défini ces surfaces.
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1. -— Série linéaire de groupes de points sur une courbe plane. Série complète. Somme de deux séries.
i. Sohf{œ^y) = o une courbe plane algébrique irréductible.
Un système linéaire de courbes de dimension r est défini par une relation de la forme
(i) Ao^o-^ hi^i-^. . .-I- hr^j-=^ o,
OÙ les Jj sont des fonctions entières de x^ y et les h des constantes arbitraires. Nous supposons que les fonctions ^ sont linéairement indépendantes relativement à y, c'est-à-dire qu'il n'existe pas entre elles de relation linéaire identique de la forme
6 étant un poljnome, et les a des constantes.
Les courbes ^ peuvent d'ailleurs passer par des points fixes de la courbe /, et l'on peut supposer que ces points sont simples.
Gela poséj l'équation (i) définit, sur la courbe /, une série linéaire de groupes de points g^^. Le nombre n des points est le degré de la série; r est sa dimension.
Le plus souvent, n désigne le nombre des points variables d'intersection. Mais on peut leur adjoindre un certain nombre de points fixes.
Dans tous les cas, on a évidemment la relation
Il est évident que par r -\-- \ points arbitraires de la courbe /",
(^) La théorie géométrique des séries linéaires de groupes de points est due à MM, Brill et Nœther {Math. Annalen, t. VII). Nous avons utilisé aussi dans notre rédaction un Mémoire de M. Segre {Annali di Matematica^ t. XXII; 1894) et un Mémoire de M. Bertini (même Volume).
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on ne peut faire passer une courbe (i), car il existerait alors entre les fonctions J> une relation identique (2).
2. Avant d'exposer les propriétés principales des séries linéaires de groupes de points, montrons qu'une série linéaire quelconque ^"J^^, définie par le système (i), peut toujours être obtenue par un système linéaire de courbes adjointes cp, à /, dUin ordre convenable ne dépendant cjue cVun groupe de poiiits de la série, assujetties, s'il est nécessaire, à passer par un certain nombre de points fixes de la courbe /.
Soit G^ un certain groupe de ^Jj, déterminé par une courbe ^^ du système (i). Par GV faisons passer une adjointe cp^, ce qui sera toujours possible, si son ordre est suffisamment élevé.
Fig. k.
Cette courbe '-t* coupera encore/', en dehors des points multiples, en un certain nombre de points, dont l'ensemble F^ forme ce qu'on appelle un résidu. Soit G un second groupe déterminé par une courbe A. Envisageons le produit
qui s'annule pour G, G^ et Y' et qui passe par suite par Tintersection de / et A^ On aura donc, en appliquant le théorème de Nœther,
(J;cp' = cpt];'-}- 6y";
d'où l'on conclut que cp est une adjointe de même ordre que o^ et qui passe par G et F^ On aura donc, sur la courbe /",
d'où
et, par suite, le système gj^^, déterminé par (i), est aussi déterminé
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par le sjslème linéaire d'adjointes
( 3 ) /lo 9o -T- Al cpi -V- . . . -+- hr^r ~ o,
dans lequel toutes les courbes o passent par ^^
3. On dit qu'une série g'^ est contenue totalement dans une autre gj^ lorsque, aj'ant le même degré /2, tout groupe G^ de la première est un groupe de la seconde.
Une série linéaire est normale ou com,plète lorsqu'elle n'est pas contenue totalement dans une série de même degré, mais de dimension sapérieure.
Lorsqu'une série n'est pas complète, on désigne sous le nom. de défaut àe cette série, la différence entre les dimensions de la série complète et de cette série.
Le théorème fondamental relatif aux séries linéaires est le suivant :
Si une série linéaire n^ est pas complète, il existe une série linéaire complète et une seule, de même degré, qui la contient totalement.
En effet, soit G un groupe d^ine série ^>)), toute série linéaire contenant totalement G est déterminée par un système linéaire d'adjointes, assujetties à couper/, en dehors des points multiples, en un certain nombre de points fixes, le résidu V considéré plus haut.
Considérons toutes les adjointes indépendantes passant par F, elles formeront un certain système linéaire de dimension r'
et de degré n. Ce système détermine une série linéaire g'^l qui contient nécessairement ^J] et toutes les séries qui ont a<^ec ^/^ un groupe commun, d'où l'on conclut immédiatement le théorème énoncé.
De ce qui précède résulte encore qu'un groupe arbitraire de n points détermine complètement une série complète, et que le système linéaire de toutes les adjointes d'un ordre donné, assujetties ou non à passer par des points fixes de la courbe /, déterminent sur cette courbe une série complète.
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La démonstration précédente nous indique en même temps le procédé qu'il faudra employer pour reconnaître si une série ^'/^' déterminée par un système linéaire donné est complète ou non. Il suffira de la comparer à la série déterminée par le système linéaire des adjointes d'un ordre convenable qui passent par le groupe résiduel T de points fixes défini pins haut.
Faisons encore la remarque cjue le système linéaire de toutes les courbes d'un ordre donné ne découpe pas nécessairement sur une courbe donnée une série complète. On s'en rend compte en considérant par exemple la série déterminée sur une courbe par toutes les droites du plan, et appliquant les considérations précédentes.
4. Si une série complète a des points fixes, la série que V on obtient en retranchant ces points fixes en partie ou en totalité est encore complète, car si cette série était contenue totalement dans une autre, en ajoutant à cette deuxième les points retranchés, on obtiendrait une série contenant totalement la série proposée.
La réciproque de cette proposition n'est pas vraie : Si, à une série complète, on ajoute des points fixes, la série nouvelle peut n^ être pas complète. Ainsi, soit une courbe d'ordre m sans singularités; toutes les adjointes d'ordre n << m — - i (qui sont des courbes arbitraires d'ordre n) déterminent une série linéaire com-
pi è te g' "^ . Si, à cette série, on ajoute m points fixes en ligne
droite, on obtiendra une série 9' ^ Q^i ne sera pas complète, puisqu'elle est évidemment comprise dans la série £»- 2 déter-
minée par toutes les adjointes d'ordre n -\- \ ^Cni,
5. Somme de deux séries complètes. — Soient deux séries complètes ^j;;, g'^^-^ que nous supposerons d'abord telles que deux groupes généraux n'ont pas de points communs (fixes, par consécjuent). Pour définir la somme de ces deux séries, on prend un groupe G„j de la première, un groupe G„., de la seconde : ces 71 ^ 4- 722 points forment un groupe G„^^„, qui individualise une série complète, gn,-^n. 4^^i ^^t appelée la somme des deux séries. Elle contient évidemment tous les groupes que l'on peut former
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en associant un groupe arbitraire de la première à un groupe arbitraire de la seconde. Nous exprimerons souvent qu'une série complète est la somme de deux autres par l'égalité symbolique
Le cas où il y a des points communs est un cas limite facile à traiter.
Soit, par exemple, à additionner (g'^i-h gn'), tous les groupes des séries ^'^^ et g^^, ayant un point commun P nécessairement fixe, il faudra, pour définir cette somme, employer des adjointes tangentes en P à y*.
Dans le même ordre d'idées, une série normale définie par le point P compté ?^ fois et par un groupe de points G, sera déterminée par des adjointes passant par G et rencontrant la courbe en r points confondus en P.
6. Série contenue partiellement dans une autre, — Soit g,^ une série linéaire, et G^ un groupe de points (5<C /^)- Ce groupe sera un groupe partiel de la série, si G^ est contenu dans un groupe G/2 de points appartenant à g^]^. Il y aura donc au moins un groupe Qfn-s appartenant à g^^^ et tel que
II pourra exister une infinité de groupes (jns • ils formeront une série linéaire résiduelle de G^ par rapport à gj). On l'obtiendra en prenant toutes les courbes du système
définissant ^^^^, qui passent par G;y. Cette série sera complète si la première est complète ; son degré sera égal à /z •— ^ et sa dimension sera r — p, en désignant par p le nombre de conditions auxquelles doit satisfaire une courbe du système (a) pour passer par les s points du groupe G^.
7. Etant données deux séries complètes g^]^ et g'][, [n' <i n)-, si le groupe général (j,i' de la deuxième est un groupe partiel de la première, on dira que la série g'^^. est contenue partiellement dans la série g^^^.
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Soit G/^' un groupe de ^j;.'; considérons la série résiduelle de G,i' par rapport à g^^. Nous allons montrer que cette série résiduelle gn-n' ("st indépendante de G/^', d est-à-dire qu^ elle est la même, quel que soit le groupe G/^' de g'^^, dont on est parti. Cette proposition est une conséquence du théorème du reste. Considérons un groupe de g^]^
formé de G/^' et d'un groupe de gn-n'-
Par G/2, faisons passer une adjointe qui coupera encore/ en un groupe résiduel r. La série g,^ sera définie par toutes les adjointes passant par F^ la série _^;;' sera définie par toutes les adjointes passant par r et par Gn^iv] la série gn-n' sera définie par toutes les adjointes passant par F et G,i'. Désignons par H/^' un autre groupe de g-^! et par G'„_^- un groupe arbitraire de gn-n'- H suffira de démontrer que les groupes F, G/',_„- et H,^' sont sur une même adjointe. Or, F, Gn^n' ^^G,i' sont sur une même adjointe; il en est de même de F, G^-n' et H^^', et de F, G^,_-„- et G,i'] donc F, G\,_,^' et H/2' sont aussi sur une même adjointe,
II. — Degré et dimension d'une série complète; séries spéciales et non spéciales.
8. Nous nous occuperons en premier lieu du degré et de la dimension des séries complètes déterminées par toutes les adjointes d'un ordre donné et qui, par ailleurs, ne sont assujetties à aucune autre condition.
Soit une courbe / d'ordre m (avec d points doubles) : nous remarquerons d'abord que la dimension du système linéaire des adjointes d'ordre v est égale ou supérieure à
suivant que les conditions auxquelles la courbe générale du système doit satisfaire pour passer par les points doubles, sont ou ne sont pas indépendantes.
Dans le cas de l'égalité, le système est dit régulier.
Relativement à la dimension 7\ de la série des groupes de
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points déterminée par le système de toutes les adjointes d'ordre v sur la courbe f^ nous distinguerons deux cas, suivant que v est plus grand ou inférieur à m.
Si V <C /^, il est évident que la dimension de la série sera égale à la dimension du système linéaire des adjointes d'ordre v; on aura donc
Si v^m, il n'en est plus ainsi, car le système des adjointes contient alors le système linéaire formé par /et toutes les courbes d'ordre v — m. Le nombre de ces courbes linéairement indépendantes doit évidemment être défalqué et l'on aura dans ce cas la relation
r > 1 —cl ^
Ces deux expressions coïncident pour v = m — i et v = 7?i — i. Mettons en évidence le nombre in — 3, et introduisons le nombre
p — _ cl.
Pour V =: m — 3 + à (a^ i), on aura la relation r^) ^p — 2-4- 7?i a ; pour y =1 m — ^3 — a (a^o), on aura la relation
10. Quant au degré n^ de la série, il est égal à mv — id. Donc, pour v =^ m ^ — ^ 3 -4- a, on a
et, par suite, ,pc
et
n^) = ip — 2 -r- 772 a,
et pour V = m — 3 — a, on a
risj ^= ip — 2 — ^ 7?ta
11. Soit maintenant une série complète quelconque ^f^. Nous savons qu'on peut la considérer comme déterminée par un système linéaire de courbes adjointes cpv passant par un groupe fixe F sur/. Soit g2, la série complète déterminée par toutes ces adjointes d'ordre v; en assujettissant celles-ci à passer par F, /?v sera évidemment diminué du nombre ). des points de F, et /\ sera diminué de ce nombre ou d'un nombre moindre, suivant que les conditions imposées par le passage des adjointes en ces \ points seront ou ne seront pas indépendantes. On aura donc les relations
n =^ iisj — X,
r -, ry ~ 1 -i~ z ( £ = o ) , et, par suite,
On en conclut encore que, pour les séries déterminées par des adjointes d'ordre supérieur à m — 3, on a
et, pour les séries déterminées par des adjointes d'ordre inférieur ou égal km — -3,
12. Parmi les séries de groupes de points, il J a lieu de distinguer celles qu'on peut obtenir au moyen d'un système d'adjointes d'ordre 7n — 3; elles portent le nom de séries spéciales; dans le cas contraire, une séine est non spéciale.
La série canonique est la série spéciale déterminée par toutes les adjointes d'ordre m — 3 (' ).
Le degré d'une série spéciale est inférieur ou égal à 2/? — 2, et une série dont le degré surpasse ip — 2 est certainement non spéciale.
Nous allons démontrer sur les séries spéciales deux théorèmes fondamentaux d'où nous déduirons ensuite quelques conséquences importantes.
(^ ^ ) Une série, qui peut être déterminée par des adjointes d'ordre /n — 3 — a inférieur à m — 3, est spéciale, puisque l'on peut adjoindre à ces adjointes une courbe fixe arbitraire d'ordre a. De sorte que les séries non spéciales sont celles qui ne peuvent être déterminées que par des adjointes d'ordre supérieur à /n — 3.
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13. Soit g^^^ une série spéciale complète, et soit P im point fixe de y n'appartenant pas à toutes les ^m-^ q^^i déterminent un groupe G/2 de la série. Le premier théorème Cjae nous avons en vue est le suivant :
La série complète somme du point P et de g^^^ est de dimension r, et non de dimension supérieure.
Pour le démontrer, menons par le point P une droite quelconque L qui coupe f en. m — i autres points a. Par P et par un groupe Qji de la série, on peut faire passer une ^m^^-^ formée d'une ^m-^ passant par Ga et de la droite L; d'ailleurs l'adjointe '^m-^ rencontrera /' en dehors de G^^ en des points [3 qui, par hypothèse, ne comprennent pas P. La série complète somme de P et de g^j^ s'obtiendra au moyen de toutes les adjointes d'ordre ni — 2 passant par les points a et [3. Or, ces adjointes d'ordre m — • 2 ayant m ■ — I points a sur L, contiendront cette droite, et il ne restera à considérer que les adjointes d'ordre m — 3 qui déterminent précisément la série ^f^ complète. La série complète somme de P et de g^j^ est donc bien de dimension r et non de dimensioa supérieure.
Symboliquement, nous pouvons donc écrire
On doit remarquer que si P appartenait aux points [â, les (Djn-2 se décomposeraient bien encore en la droite L et en les adjointes o,n__^, mais celles-ci ne seraient plus assujetties à passer par P; donc la dimension de (P + g^,^) serait supérieure à r.
14. Nous avons vu que si la série complète ^J'^ était spéciale, on avait n — r'^p — i (n^^ 11). Le second théorème fondamental sur les séries spéciales est en quelque sorte la réciproque de cette proposition. Son énoncé est le suivant :
Soit g^^jj une série quelconque [complète ou non)^ si Von a
la série est spéciale.
Il suffit évidemment de supposer que la série est complète. Soit donc g'J^^ une série complète pour laquelle n — r"^p — 1 . Suppo-
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3o CHAPITRE II.
sons que le théorème soit démontré pour les séries de groupes de moins de n points. Prenons un groupe G de g^^^^ et soit P un de ses points non commun à tous les groupes formant g\-^ ; désignons par a les autres points de G. Ces points a déterminent une série complète g^j^\ de degré n — i et de dimension r — i , et, par hypothèse, cette série sera spéciale paisque
Gela posé, si les adjointes d'ordre m — 3, passant par les points a, ne passaient pas par P, la série normale somme de P et de ^vj^l] qui est g^]^ serait de dimension r — i seulement, en vertu du premier théorème, ce qui est contraire à l'hjpothèse. Par suite, le groupe G est sur une adjointe d'ordre m — 3 et le théorème est démontré.
jo. Voici quelques conséquences importantes des théorèmes précédents :
La série canonique a la dimension p — i . — Cette dimension est tout d'abord au moins égale k p — i [n° H, inégalité (2)]. Supposons qu'elle surpasse ce nombre. Il existera alors une série spéciale ^'^20-2 (^ = ^)- ^^ ^"^^ adjoignant un point fixe, on aurait, en vertu du premier théorème, une série ^'fpl,; celle-ci serait spéciale, en vertu du second théorème, puisque l'on a
ce qui est impossible, puisque son degré est 'ip — i.
// n^y a pas d^ autre série ^2/^-2 9.^^^ ^^ série canonicj[ue. — En efTet, une telle série satisfaisant à l'inégalité
est spéciale ; elle doit donc être contenue dans la série canonique, et, par suite, coïncider avec elle, puisqu'elle est de la même dimension.
La série canonique n^a pas de points fixes. — Supposons en effet que cette série ait un point fixe A sur y. En retranchant A, on aurait une série ^'^nl;}? et, en adjoignant alors à cette dernière
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un point arbitraire P, on obtiendrait une série g2p-2 distincte de la série canonique, puisque tous ses groupes ne contiennent pas A, ce qui est impossible.
Remarquons d'ailleurs que les ^7?^_3 qi^^ii déterminent la série canonique peuvent avoir des points communs fixes en dehors de f: telles sont, par exemple, les '^^u-^ d'une courbe du sixième ordre avec huit points doubles.
Pour une série complète non spéciale^ on an— r:=p. — On a, en effet, dans ce cas (n° 11 ),
Si donc n — r était inférieur à /?, il serait égal k p — r au moins et la série serait spéciale. Comme exemple, la série non spéciale g2p-2-h7n<x déterminée par toutes les adjointes d'ordre jji — ■ 3 + a (a> i) a pour dimension r =^ p — 2 + /na.
16. Voici encore une conséquence importante relative au genre cl^une courbe algébrique irréductible. Pour une courbe ayant seulement des points multiples à tangentes distinctes d'ordre /, le genre /> a pour expression
Lorsqu'il s'agit d'une courbe ayant des singularités quelconques, son genre /> est, par définition, celui d'une courbe n'ayant que des points multiples à tangentes distinctes à laquelle elle correspond par la succession étudiée de transformations quadratiques. Mais, pour que cette définition soit acceptable, il faut être assuré que les genres p et p' de deux courbes à singularités ordinaires (pour lesquelles par suite ces nombres sont définis) sont égaux, si les courbes se correspondent point par point. Pour établir ce théorème fondamental, il suffit de considérer sur la première ^courbe une série complète non spéciale g^^^ et dont tous les points sont mobiles.
Nous prendrons n supérieur à 9p — 2 et à 2/>^— 2; à cette série correspondra sur la deuxième courbe une série g-',^, non spéciale et complète. D'où l'on conclut
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et, par suite,
Remarquons encore que, lorsque des courlDes se correspondent point par point, une série spéciale complète gj'^ se transforme en une série spéciale.
On a, en effet, sur la première coui'be,
donc aussi sur la seconde. Ainsi la série canonique se transforme en une série canonique.
III. — Théorème de Riemann-Roch (M
17. On connaît le théorème de Riemann-Roch relatif au nombre des constantes arbitraires dont dépendent les fonctions rationnelles qui ont comme pôles simples n points donnés sur une courbe algébrique.
Considéré au point de vue de l'étude des séries linéaires de groupes de points, ce théorème s'énonce de la manière suivante :
Si g^,^ est une série complète^ la dif/erence \j. == p -^ r — n, où p désigne le genre de la courbe f^ est égale au nombre des adjointes d^ ordre m — 3 linéairement indépendantes passant par un groupe de la série.
Le théorème est évident dans le cas des séries complètes non spéciales.
Envisageons donc le cas àhcne série spéciale. Cette série g^^^ est alors comprise partielJement dans la série canonique g 2^-2- ^^ existe par suite une série résiduelle g'^p-^-n ^^ S^n P^^ rapport à g2p-^^'> ^^ 1^ nombre ?'' est égal, d'après ce que nous avons vu, au nombre [x des adjointes cp„^_3 linéairement indépendantes passant par un groupe de g^^y diminué d'une unité. Soit
( ^ ) Nous étudions ici le théorème de Riemann-Roch sous sa forme géométrique, dans l'ordre d'idées de Brill et Nœther.
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Or, par un groupe G de g^^^ et par r' points arbitraires de /' (mais non par r^H- i), on peut faire passer une ^m.-.^- Appliquons successivement le théorème du n^ 13. Soient Pi, Po, • . -, Pr, les points arbitrairement choisis; la série
est complète, d'ordre 72 + i , de dimension i% et de plus elle est spéciale.
11 en est de même de la série
Finalement, on arrivera ainsi à une série g^^^j..^^ qui sera encore complète, mais ne sera plus spéciale, d'où l'on conclut l'égalité
et, en tenant compte de l'égalité précédente r' ■=z p. — i ,
n — r ^= p — [ji,
ce qu'il fallait démontrer.
On donne souvent au nombre [x le nom à' indice de spécialité de la série gj^.
18. La loi de réciprocité de Brill et Nœther se conclut immédiatement de ce qui précède. On considère deux séries
g a. g'n' {n-\-n' =ip — 'l),
résiduelles l'une de l'autre par rapport à la série canonique; des
égalités
r'=p.-i, on déduit
n -h 7^' — r = p ~i, d'où
19. Il ne sera pas Inutile de montrer comment on peut, de la forme géométrique cjue nous venons de donner au théorème de Riemann-Roch, passer à la forme analytique rappelée au début.
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Soit donc K(a^^y) la fonction rationnelle la plus générale ayant n infinis simples en des points A^, A2, .. ., A,^ de la courbe f. Nous remarquerons d'abord que cette fonction dépend linéairement de constantes arbitraires, car, en désignant par a^ , ^2, • • . , a,i les abscisses des A, le produit
{x— ai) .,. {x — an) R(^, y),
qui doit rester fini à distance finie, sera de la forme
P(.^, y) {x— bi) ... {x — ba)'
bi^ 627 • • -5 ^d étant les abscisses des points doubles, le polynôme P(^,/)/') s'annulant aux points de rencontre des droites x ^=: h avec la courbe /, et son degré étant déterminé par la condition que R reste aussi finie à l'infini : toutes ces conditions s'expriment par des relations linéaires et homogènes.
Cela posé, envisageons l'équation R(^,y) = a, où a est un paramètre variable, et où R est maintenant une fonction rationnelle déterminée devenant infinie en Aj, A2, . . ., A/^. Cette équation définit une série linéaire g]^^ dont un groupe particulier est le groupe Ai, A2, .. ., P^n qui correspond à la valeur a = 00. Si cette série n'est pas complète, elle sera contenue dans une série g]^ complète qui sera définie par un système linéaire d'adjointes
en désignant par cpo une adjointe s'annulant en A^ , A2, . . ., A/^. Par suite, la fonction rationnelle
est l'expression générale des fonctions ayant les infinis simples A^ , A2, . , ., Afi' Et c'est la fonction la plus générale jouissant de cette propriété, car, autrement, cette fonction plus générale définirait un groupe d'ordre n, contenant Aj, A2, ..., A/^ et de dimension supérieure à j\ Ce nombre r est donné par la relation
et, par suite, le nombre des constantes figurant dans l'expression
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cherchée est
C'est V expression analytique du théorème de Riemann-Roch.
IV. — Des courbes normales
20. La théorie des séries linéaires de groupes de points sur une courbe plane trouve son application dans l'étude des courbes algébriques dans un espace à un nombre quelconque de dimensions. Après avoir défini ce qu'on entend par courbe normale^ nous allons montrer, en effet, que cette notion n'est autre que celle d'une série linéaire normale ou complète,
21. Comuiençons par rappeler quelques généralités sur les espaces à n dimensions, qui se trouvent déjà développées au Chapitre IV du premier Volume de cet Ouvrage.
Nous avons vu que dans un espace à n dimensions (x^ ,^25 "")^7i)^ un espace à r dimensions était défini par n — r relations linéaires distinctes
puis généralisant la notion de perspective d'un point, nous avons montré comment, en prenant comme point de vue un espace S^, on pouvait projeter un point A sur un espace S/^_7_i, en prenant l'intersection de ce dernier avec un espace S,._^i passant par A et S^.
22. Rappelons encore que dans l'espace à n dimensions, une courbe est une multiplicité à une dimension, qu'on peut définir en disant que x^, x^^ . . ., x,i sont des fonctions algébriques d'un paramètre. Or, d'après un théorème élémentaire d'algèbre, un nombre quelconque d'irrationnelles algébriques s'exprime rationnellement à l'aide d'une seule. On en déduit que, pour une courbe, x^^ x^^ . • ., Xn peuvent être regardées comme des fonctions rationnelles de deux variables ^ et y liées entre elles par la relation algébrique f{x^ y) = o, et cela de telle manière qu'à un point arbitraire x^^ x^^ . . . , Xn de la courbe ne corresponde qu'un point {x,y).
Dans cette théorie, quand on parle d'une courbe dans un espace d'ordre n, il est entendu que cette courbe n'est pas contenue
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dans un espace linéaire d'ordre moindre, c'est-à-dire qu'il n'j a pas entre les x de relation identique de la forme
les A étant des constantes, et en vertu de larelation/ (^, jk) = o.
Enfin, le degré d'une courbe est le nombre des points de rencontre de cette courbe avec un hyperplan arbitraire.
Ces notions préliminaires conduisent de suite à quelques remarques intéressantes (^).
On voit d'abord qu'a/îe courbe cV ordre n est toujours contenue dans un espace à n dimensions ou dans un espace moindre, car si elle est dans un espace de dimension supérieure, par /2 + I points de la courbe, on pourra mener un hyperplan qui devra la contenir. On peut donc abaisser le nombre des dimensions jusqu'à n.
Une courbe d^ ordre ndans un espace à k dimensions [et non moins) correspond point par point à une courbe d^ordre n — k -\- n située dans un plan. On le voit immédiatement pour A" = 3 en faisant une perspective avec le point de vue sur la courbe. Le procédé est général : dans l'espace à k dimensions, en projetant la courbe sur un espace d'ordre k — i, on obtient une courbe d'ordre n — i, et en continuant ainsi de proche en proche, on arrive finalement à une courbe d'ordre n — ■ k -^ i sur un plan.
Une courbe d^ ordre n dans un espace d^ ordre n (^et non d^ordre moindre) est unicursale, puisqu'un hjperplan passant par n — i de ses points n'a avec elle qu'un point de rencontre.
23. Définissons maintenant ce qu'on entend par courbe normale. Une courbe algébrique dans un espace (^i , x^, • . -, Xr) d'ordre r est normale, si elle n'est pas la perspective sur cet espace d'une courbe du même degré, contenue dans un espace d'ordre supérieur (^j, ^25 • • •? -^r')? {r'>r).
Soient
(^) Les questions qui nous occupent ici trouvent leur origine dans un petit Mémoire de Glifford {On the classification of loci {Philosophical Trans., 1878)]'
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les équations de cette courbe qu'on suppose ne pas être contenue dans Lin espace à dimensions moindres, c'est-à-dire qLie Ton n'a pas entre les 4> de relations identiques telles que
les a étant des constantes. Si n désigne le degré de cette coLirbe, il résulte de ce que nous avons dit que ce degré sera déterminé par le nombre des points d'intersection de l'hyperplan
/?0 -H /ï-l ^1 -r- . . . +- hf^Xr = O
avec la courbe. Ce nombre est donc précisément égal au degré de la série linéaire de groLipes de points déteruiiinée, sur la courbe / == o, par le système linéaire
Si la courbe (G) n'est pas normale, cette série ^f^ ne sera pas complète. En effet, s'il existe une courbe de même degré n, contenue dans un espace à r^ (/''>■ r) dimensions et dont la courbe donnée soit la perspective, on peut toujours faire en sorte, par une série de transformations homographiques convenables, que la courbe (G) soit la perspective, sur l'espace ^;._|_| = o, ..., ^,.'=0, d'une courbe (G^) dans l'espace {x^^ x^^ . • ., Xr'), en prenant comme point de vue l'espace ^^ := o, ^0=0, . . . , ^;.=: o, U = 0, où U= o désigne l'équation d'un hjperplan, qu'on pourrait réduire kxr'j^\ = o, Xj^-^^ étant la variable d'homogénéité. Dans ces conditions, les équations de la courbe (G^) s'obtiendront en adjoignant aux équations (G) des relations telles que
d'où l'on conclut immédiatement qLi'on peut former sur/* une série linéaire g'][ de même degré qLie la première et la contenant totalement : la série g^j^ n'est donc pas complète.
Réciproquement, on verrait de suite, sans qu'il soit besoin d'insister, que si la série g^^^ n^est pas complète, la courbe (G) n'est pas normale.
Ainsi donc ces deux notions de courbe normale et de série normale se ramènent l'une à l'aLitre.
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24. Gomme application des considérations précédentes^ proposons-nous la question de savoir si une courbe plane f [x , y)-=.o est normale on non, c'est-à-dire si elle peut être considérée, ou non, comme la perspective d'une courbe gauche du même degré de l'espace à trois dimensions. Les équations de cette courbe gauche peuvent se mettre sous la forme
et si n est le degré de/, et par suite de (F), le système linéaire
définira sur /une série linéaire g\, La question revient donc à savoir s'il j a sur la courbe f une série linéaire de dimension 3 et de degré n. D'autre part le système précédent ([3) contient le système
formé de toutes les droites du plan, qui définit sur/une g'f^. Tout revient finalement à reconnaître si cette série est complète ou non. On appliquera, dans chaque cas, le procédé indiqué plus haut (n^ 3).
On peut faire la remarque générale que si la courbe/ a au plus n — 3 points doubles, elle est normale. En effet, par n points en ligne droite A faisons passer une adjointe d'ordre n — 2 formée de la droite A, de d droites passant par les d points doubles, et de n — ^3 — d droites arbitraires [n — ^ 3 > d). Nous avons à considérer ensuite le système linéaire de toutes les adjointes d'ordre n — 2 qui passent par le résidu F formé de tous les points où toutes ces droites, non compris la droite A, rencontrent la courbe/. Or chacune de ces droites a /i — i points communs au moins avec cette adjointe, donc elle en fait partie, et par suite, il ne reste qu'w^^ droite mobile arbitraire. On retombe sur le système considéré gf^ qui est, par suite, complet.
2o. Nous venons de donner un exemple [n — ^ 3 > <i) où la courbe est nécessairement normale. Nous allons maintenant exa-
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minei^ nn cas où la courbe n^est pas normale. C'est le cas où le
1 1 • 1 11 7 '• y {n — i){n — 3) nombre des points doubles a est supérieur a ^
Une courbe gauche, dont /est la projection, a ses équations de la forme
(r) /(-,j) = o, ,= ^ipy}
Il suffit de montrer qu'on peut disposer de u et p de manière que cette courbe soit une courbe gauche de degré n. Prenons pour t^ = G une adjointe d'ordre n — 2, et pour u une adjointe d'ordre n — i passant par les points de rencontre simples de ç et de f. Ces derniers sont en nombre 7V^ — in — ici et le nombre des arbitraires dans u est donc égal à
Si ce nombre est supérieur à deiix^ c'est-à-dire si
ci ■> — -f- 2 = 9
on pourra prendre pour u une fonction qui ne soit pas de la forme i>[Kx + By -V C), et l'on est assuré alors que la courbe (F)
est gauche : car - n'est pas un polynôme en {x, y) pour x et y
arbitraires; et il ne peut l'être non plus pour (x, y) sur/, car /est irréductible et, par suite, on ne peut avoir u = ^(A.x -h By + G) pour tous les points de /, sans que ceci ait lieu identiquement.
D'autre part, la courbe précédente est bien de degré /^, comme on le voit en la coupant par le plan c/,x -|- ^y -\~ z -^ y :=^ o : le degré est égal au nombre des points de rencontre variables des deux courbes /= o, (ccx -4- p j^ -h y ) t^ -|- ^/ == o , et comme u et ^ ont, en commun avec/, n(^n — 3 j — - 2d -t- id ^= n(n — ^3) points, le degré sera égal à n(n — ■ 2) — n{n — 3) =/2.
Gomme application, on voit qu'une cubique plane qui n'a pas de points doubles est normale; et qu'elle n'est pas normale si elle a un point double.
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V. — Série linéaire de groupes de points sur une courbe gauche. Série déterminée sur une courbe gauche par toutes les surfaces d'un ordre donné.
26. Les séries linéaires de groupes de points que nous avons envisagées jusqu'à présent sont relatives à des courbes planes. Ces notions s'étendent immédiatement au cas des courbes gauches ou, plus généralement, des courbes dans un espace à n dimensions.
Soit, par exemple, dans un espace S/^, la courbe définie par
Le système linéaire des surfaces
(1) /loFo(5?i,^2, . . .,57;z)-4-. . .-F A;,F,.(^i, X2, . . .,Xn) = O
détermine sur cette courbe une série linéaire de groupes de points à laquelle correspond, point par point, une série linéaire sur la courbe/, dans le plan (x,y).
L'étude de l'une revient àl'étude de l'autre; d'où l'on conclut, sans qu'il soit besoin d'insister, la signification qu'il faut attribuer à ces expressions de série complète^ régulière, spéciale, elc, lorsqu'il, s'agit d'une série linéaire sur une courbe gauche. Ainsi l'étude d'une série linéaire sur une courbe gauche revient à l'étude de la série correspondante sur la perspective de la courbe sur un plan arbitraire.
La dimension de la série sera égale à la dimension du système des surfaces (1), si, parmi ces surfaces, il n'en existe aucune passant par la courbe : cette condition est l'analogue de celle que nous avons exprimée, pour les courbes planes, en disant que les fonctions ^ du système linéaire de courbes étaient linéairement indépendantes, relativement à la courbe considérée/.
27. Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, au cas d'une courbe gauche dans l'espace à trois dimensions. Soit G une telle courbe de degré n et de genre/?. Nous nous proposons d'étudier la série linéaire déterminée par le système linéaire formé par V ensemble de toutes les surfaces cV ordre k. Elles déterminent
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une série de groupes g^i/^^ et la dimension /> de celte série serait connue si l'on connaissait le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré k passe par la courbe, ce nombre étant évidemment égal à ta -^- i . Nous avons déj à traité ce problème dans le premier Volume (Chap. VIII). Nous croyons devoir revenir sur ces considérations, en nous plaçant plus particulièrement au point de vue de la théorie des séries linéaires de groupes de points, ce qui nous conduira à quelques conclusions importantes (^ ).
28. Voici d'abord une définition qui nous sera utile : Nous dirons que v points sont indépendants, sur la courbe G, pa?^ rapport aux surfaces de degré /c, Sa, si l'on peut faire passer par V — I quelconques d'.entre eux une surface Sa, qui ne passe pas par le v'''""'.
Envisageons alors un groupe Çxn de n points, obtenu en coupant la courbe G par un plan arbitraire. Parmi les points de G,?, il y en aura un nombre maximum Vk^[^^^ seront indépendants par rapport à une Sa, tel par conséquent que le passage d'une Sa par va points quelconques de G^ entraîne son passage par les n — va autres, mais qu'on puisse par va — i points ou un nombre moindre faire passer une Sa ne passant pas par les autres points du groupe.
Ge nombre va est évidemment compris entre o et /2.
Si 2 k -4- I <^ ^, on aura
VA^2Â: -HT
car on peut faire passer A" plans par k groupes de deux points pris dans G,z, et qui ne passeront pas par les autres points du groupe si la courbe n'est pas plane. On aura ainsi une Sa passant par '.ik points du groupe sans passer par les autres; donc va — i^ik. Si sA- + i^/z, on aura
v^. = ji ;
cela est évident d'après ce qui précède.
Ges remarques faites, nous allons commencer par chercher
(^) La méthode que nous suivons dans cette section est empruntée à un élégant Mémoire de M. Castelnuovo, Sui multipli di una série lineare {Rend, di Palermo, t. VII ) .
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une relation entre r^ et 7^y^_i. Dans ce but, considérons la série résiduelle de G,2 par rapport à g''^^ : elle aura la dimension r/^ — ■ va, puisque le fait pour une Sk de passer par Gn vaut précisément v/f conditions. Mais la série résiduelle considérée contient évidemment la série g[j;z\)n ^^ coïncide avec elle; on aura donc
et par suite
r/,- rk-xlik-^
si
rk~rk-\^n.
si
30. Proposons-nous maintenant de trouver une valeur limite de h à partir de laquelle on soit assuré que la série g'^\ nJest pas spéciale. Nous en déduirons un résultat extrêmement intéressant relatif au maximum du genre p d\ine courbe gauche de degré n.
Considérons toutes les valeurs de k jusqu'à l'entier ^ immédiatement inférieur à — — et satisfaisant par suite aux inégalités
Ce nombre y est le nombre cherché. Nous allons montrer, en effet, que la série découpée sur C par les surfaces de degré y n'est pas spéciale. On a
Supposons que la série g'^{: soit spéciale. Projetons la courbe C sur un plan en prenant comme point de vue un point A de cette courbe. Nous aurons une courbe G d'ordre n — ^ i et sur cette courbe une série g^^^ projection de la série considérée qui devrait être spéciale. Une droite D arbitraire du plan détermine avec le point A un plan qui coupe G suivant une G^ qui a v^ points indépendants. Donc, un groupe au moins de la série g^ pourrait contenir v.^ — -i points de G pris sur la droite D sans contenir les autres points de rencontre. La chose est impossible si la série est spéciale, puisque v^^ — i est au moins égal à /2 — 3, et qu'une
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adjointe d'ordre {n — i) — 3 qui passe par n — 3 points en ligne droite doit contenir la droite. La série g'^^J: n^est donc pas spéciale.
31. Appliquons le théorème de Riemann-Roch. La série peut ne pas être complète; désignons par d-^^o son défaut. On a, puisque la série n'est pas spéciale,
D'autre part, écrivons toutes les inégalités (i) depuis la valeur ^^ = 3 jusqu'à r^ et ajoutons-les-, on trouve
donc
d'où la conclusion que nous avions en vue, puisque dy^o] un maximum du genre p d^une courbe gauche de degré n est donné par la relation
Ce remarquable résultat est dû à M. Gastelnuovo (Mémoire cité).
32. Il est intéressant de comparer ce résultat avec un théorème obtenu par Halphen. Celui-ci a établi (^ ) que le nombre maximum des points doubles apparents d'une courbe gauche de degré tz, sans points singuliers, est le plus grand entier contenu dans
— -j . Comparons ces deux résultats : soit h le nombre des
points doubles apparents de la courbe C, supposée sans points singuliers. On a alors
{n — \){n — rL) ,
donc
,. (tI — l)(7Z — 2)
^= ^ ^ - xC'^ - ^ - x)-
Si /z = a), -j- I, on a
{}) Halphen, Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques {Journ. de l'École Polytechnique, 1882).
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les résultats sont identiques.
Si /2 = aX, on a encore
et
*aa-„.(^^)'
Le théorème d'Halphen se trouve établi et est donc compris, comme cas particulier, dans le résultat obtenu par M. Gastelnuovo.
On peut remarquer que le minimum de h (ou le maximum de/)) peut être atteint. Si /z === aX, il suffît, pour le voir, de considérer une surface du second degré et une surface d'ordre X. Le nombre des points doubles apparents de la courbe d'intersection étant, dans le cas général^ donné par la formule connue
on aura, pour v = a,
Si /2 = 2^ + I, on considère une quadrique et une surface de degré \ -\- 1 passant par une droite de la quadrique. Il y a, en dehors de la droite, une courbe d'intersection de degré 2 A -f- i : appliquant alors la formule
•2( /i — K) = ( m — m'){ IL — i) ( V — i)
relative aux deux courbes d'intersection des surfaces S^j^, Sv, d'ordres m et m^ [m-^m' = [^.v), ayant respectivement h et h' points doubles apparents, on trouve, en faisant A'==o, m^=i, [ji = X + i,
La réciproque est vraie ; pour toute courbe gauche sans point double, ayant le minimum du nombre des points doubles apparents, on peut faire passer une surface du second degré (^voir Halphen, loc. cit.)^ mais la démonstration de ce beau théorème nous entraînerait trop loin de notre sujet.
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33. Revenons à la série ^J^}. . Nous avons dit que cette série pouvait ne pas être complète, ce dont on se rend très bien compte, puisque, pour déterminer si cette série est complète oa non, il faut envisager la perspective de la courbe sur un plan arbitraire et considérer la série des groupes de points projetés. Une question se pose alors : comment varient les défauts d^ de ces séries quand k augmente? Nous allons montrer que les défauts d^ vont en diminuant ou restent fixes, quand k augmente^ et quHl arrive par conséquent un certain moment à partir duquel dk reste fixe.
Nous avons vu qu'à partir de la valeur y^ de A", on est assuré que la série g'^^ n'est pas spéciale. D'ailleurs, on a
à partir de yt =: «^ 4- i . Donc, en posant
rk= kn~ p — <r4, on a la relation
kn—p — dk~ [(>^--i) n—p~— dk-i\^n, ou
dk'^.dk-i'
En désignant par iz le nombre y^(^n—~i — y) considéré plus haut, on a
Par suite, à partir dhine valeur de k assez grande^ on a rk^=. kn — p — <:/, o^<il'n: — />, d étant un nombre fixe compris entre o et iz— p,
34. On pourrait se proposer de trouver une valeur de A* à partir
de laquelle d]^ a atteint certainement son minimum d, M. Gastel-
nuovo a démontré (Mémoire cité) que cela a certainement lieu
pour
Nous ne démontrerons pas ce résultat; nous allons seulement chercher à obtenir une expression de d^ en prenant pour k un nombre supérieur ou égal à /z — 2.
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Considérons la perspective F de la courbe gauche C sur un plan, en prenant un point de vue arbitraire O. La courbe F a un certain nombre h de points doubles apparents a^b^ c^ . , . correspondant aux couples de points (a^, «2), (è^, ^2): • • • delà courbe G, puis des points multiples i, projections des points multiples I de cette courbe. Les courbes d'ordre k^n — 2 adjointes à F déterminent
une série complète g^^ non spéciale, et l'on a, par suite
Donc, les cônes d'ordre k et de sommet O passant par ces adjointes définissent sur la courbe C une série linéaire de même ordre et de même dimension. Ces cônes passent par les points (a^, ^2), ... et par les points multiples L En chaque point I ils coupent la courbe G d'une manière bien déterminée, c'est-à-dire qu'il j a sur chaque branche de la courbe gauche en L autant de points de rencontre qu'en a une adjointe au point i avec la branche correspondante de la courbe F. Considérons alors toutes les surfaces H;^ d'ordre k passant par (a^, ^2), . . . par les points I et se comportant, en ces points, de la manière bien déterminée indiquée pour les cônes de même ordre.
Ges surfaces détermineront sur G la même série linéaire ^'j.
puisque la série linéaire correspondant à S'^^ est de même ordre que pour les cônes et que la série relative aux cônes est complète. Envisageons maintenant toutes les surfaces S/^ d'ordre k mais passant seulement par les points I, et de la manière indiquée; elles détermineront sur G une série d'ordre
Nous allons montrer que cette série est complète. Il suffit d'établir que le fait, pour une surface S^, de passer par (a^,a2), (6^, 62), . . . équivaut exactement à ih conditions ou, en d'autres termes, que ces ih points sont bien indépendants relativement à une S/^. Nous avons donc à faire voir qu'une surface S/t peut passer par a^, (Z?i , Z?2), (c^ , Co), ... sans passer par 6^2. Pour cela, considérons dans le plan de F une courbe d'ordre k — i{k — i^/z — 3) passant par b, c^ ... et se comportant aux points i comme une adjointe, ce qui est toujours possible, mais ne passant pas
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par a. On aura alors un cône d'ordre k — i ne passant pas par Oa et rentrant dans les '^h~\- En lui adjoignant un plan passant par a^^ et non par a^^ on a bien une 11\ qui passe par <^i5 ip\^ ^2)7 (^'ij c^i • • • et non par ^2-
Donc, les S/^ déterminent sur G une série non spéciale complète, d'ordre ni^-\~ 2/^ et de dimension %+ ih— p,
Nous sommes maintenant en mesure de répondre à la question, que nous nous sommes proposée, d'obtenir une expression du défaut d\ nous y parviendrons en prenant pour k un nombre supérieur ou égal à A — 2.
Soit d'abord le cas le plus simple où la courbe gauche G est supposée n! avoir pas de points multiples. Dans cette hypothèse, les surfaces Yx^ sont alors les surfaces arbitraires S^ de "Uegré A". Les surfaces S^ déterminent donc sur G une série non spéciale et complète g'2 : on a
n/c= nk, r/c = nk — p
et, par suite, dans ce cas
D'où nous concluons le résultat déjà obtenu au Ghàpitre VIII du tome P'' : le nombre N^e des conditions exprimant qu'une surface d'ordre k passe par une courbe gauche d'ordre n sans points multiples est égal à
Gonsidérons maintenant le cas où la courbe G a des points multiples. Soit a le nombre des points de rencontre d'une Sa avec G confondus aux points I : si ces points sont à tangentes
distinctes, on a
[ji — H t (i — i).
Les surfaces S^ déterminent sur G une série non spéciale complète. Or on a
n'j^ = nk — 2 h — [jl.
L'ordre de cette série est donc nk — [i. et sa dimension nk — [j. — p. Désignons par va le nombre des conditions qu'il faut imposer à une S/f pour qu'elle devienne une S/^, c'est-à-dire qui expriment qu'une S^ se comporte aux points I de la manière spécifiée plus haut. La dimension r/^ de la série g'^\ déterminée sur G par toutes
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les surfaces S^ d'ordre k sera alors
rji = kn — [X • — p -\-Vk^=. kn — jd — ( [ji — v/<;).
et comme nous savons que cette série n'est pas spéciale (k^n — 2), il en résulte que son défaut dk est
dk^ fi. — vy^,
nombre positif, puisqu'on a évidemment [a^v^. Or d^ diminue ou reste constant quand A* augmente, donc v^ ne diminue jamais quand k augmente, et, à partir d'une valeur assez grande, garde une valeur constante v. A partir de cette valeur de A", on a toujours le même défaut a — v,,
Supposons que les points I soient des points doubles à tangentes distinctes j en nombre S : on aura [i,i= 2S. Or Vh représente le nombre des conditions pour qu^une surface S^ passe par les S points, en tout S conditions indépendantes, puisque k^n - 2. On a donc va= S, et par suite
Supposons finalement le cas d'une courbe avec des points triples à tangentes distinctes, qui est le plus intéressant à considérer pour la théorie des surfaces. Il appelle l'attention sur la complication du problème de la recherche du nombre v/^.
Soit I un point triple ordinaire de C. Uae surface S/j doit couper chaque branche de courbe passant par I en deux points, puisqu'une adjointe à une courbe plane en un point triple i coupe chaque branche de cette courbe en deux points confondus en i : donc, six points de rencontre. Il s'agit maintenant de savoir combien de conditions entraîne pour la surface le fait de passer en I et de couper en deux points, confondus en I, chacune des trois branches de C qui passent par I. Deux circonstances différentes sont possibles.
Si les trois tangentes à C en 1 ne sont pas dans un même plan, la surface S aura en I trois tangentes non situées dans un même plan; le point I sera un point double pour S, donc quatre conditions. D'ailleurs les points triples donnent des conditions indépendantes, comme on le voit en raisonnant sur les adjointes
planes [k~^n — 2). On a donc
d — [x — V — 2 ^, et r/. = k n — p — 2t,
/ étant le nombre des points triples.
Si les trois tangentes sont dans le même plan, la surface S, tangente en I à deux des tangentes, est tangente à la troisième; le nombre des conditions se réduit à trois, et l'on aura
d =^ \x — V = 3 /, rk =^ kn — p — 3 /f .
P. ET S., ir.
Hosted by
I, _ Systèmes linéaires de courbes irréductibles dans un plan.
1. Les systèmes linéaires de courbes que nous avons envisagés jusqu'à présent étaient définis a priori, par une relation de la forme
OÙ les ^ sont des fonctions entières de x, y^ et les h des constantes arbitraires.
Dans ce qui va suivre, nous considérerons un système linéaire comme défini par la manière dont se comportent les courbes qui Je composent en des points donnés du plan, il y a lieu de préciser cette définition.
Soit o un point du plan, considérons les courbes passant par o et telles que, leur équation étant mise sous la forme
OÙ cû/ désigne l'ensemble des termes homogènes de degré i, i! existe entre les coefficients des cp jusqu'à un certain rang A un certain nombre de relations linéaires et homogènes. Ces reJations peuvent être regardées comme définissant une certaine manière de se comporter de ces courbes en o. En particulier, on exprimera d'une telle façon que les courbes ont en o, avec une courbe déterminée passant par ce point, un certain nombre d'éléments communs, parmi lesquels en premier lieu le degré de multiplicité. Ceci posé, l'ensemble des courbes d'ordre /?, se comportant de manières données en des points donnés 0|, Oo, • . ., o/i du plan, constitue un système linéaire, soit
(i) aoQoH- aiQi-f-. . .-!- a,,Q,. =r o:
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DES SYSTÈMES LINÉAIRES DE COURBES DANS UN PLAN. 5l
et si entre les poljnomes Q, de même degré n^ n'existe pas de relation linéaire, homogène et à coefficients constants, on dira que le système est de dimension r.
Le degré D de ce système linéaire est le nombre des points d'intersection variables de deux courbes arbitraires du système.
Le système linéaire sera complet ou i ncojitp le t suivant que l'on considère l'ensemble tout entier ou une partie de l'ensemble des courbes se comportant de la manière indiquée aux points donnés o^ . , . o/i, qui sont appelés les points-bases du système.
La propriété d'un système linéaire
(S) ho'hQ-+- hi^i-h. .,-i- h,.'\'r= o,
défini par des fonctions données ^o • • • '\'r de ^ et j/ d'ordre /z, d'être complet ou incomplet, est donc toute relative. Il faut, pour que cette définition ait un sens, formuler, parmi les points communs à toutes les courbes J/, ceux que l'on considère comme pointsbases et le comportement des courbes en ces points. Suivant que l'on prend la totalité ou quelques-uns de ces points, et suivant le comportement choisi, le même système (S) pourra être complet ou incomplet. Il nous arrivera de dire que le système (1') définit un système complet : il faut entendre par là qu'on considère le système qui a comme points-bases tous les points communs aux courbes ^ avec, en ces points, le même comportement que la courbe générale du système (S). Le système complet ainsi défini a alors même genre et même degré que le système (S).
En vertu du théorème de Nother, ces conditions se réduisent toujours à exprimer qu'une courbe a, en des points donnés, une multiplicité ordinaire donnée; c'est ce que nous supposerons dans la suite.
2. Démontrons d'abord que la courbe générale d'' un système linéaire irréductible n^ a pas de points multiples mobiles. Notons dans (i) un/a/^ceaw arbitraire que nous pouvons écrire
(2) [J-0Q0-+- p-iQi = o,
où Qo, Qi sont deux polynômes irréductibles de degré n. On va montrer que les points multiples de (2) ne se déplacent pas quand
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le rapport — v^arie. Or, en un point multiple (^Xq^j^q) de (2), on a
dq„ dQ,
et, par suite, les points multiples appartienaent aux deux courbes
Si ces deux courbes n'ont pas de partie commune, la proposition
est démontrée. Supposons donc que ces deux courbes aient une
partie commune, soit F =: o, qui ne peut être ni Qq, ni Qi, car si
Qo était partie commune, il en serait de même de Q,, à moins
que tous les points de la courbe Qo ne satisfassent aux deux
1 • àQo ôQq . , 1. p.
relations -y- == o, -y- = o, ce qui n a pas lieu. Posons
en tous les points de la courbe F, on a, en vertu de (3),
dK
dx
ôy
et, par suite, sur cette courbe, la fonction R garde une valeur constante soit R = Rq- La courbe F appartient donc à
(4) Qo-KoQi-o.
D'autre part, la courbe F est une courbe dont tous les points
sont multiples, puisqu'on a sur F, R =:r R^^ — - = o, y- = o. On
en conclut que Rq est une constante telle que la courbe (4) admette au moins un facteur carré, et est, par suite, une valeur
particulière de la constante — — • Ainsi un point arbitraire d'une courbe F commun aux courbes (3), s'il en existe une, ne peut être point multiple de [i.oQo+ p-i Qi =^ o, quand — est arbitrairC; et le théorème est démontré.
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3. Soit |G/^| un système complet d'ordre n. Désignons par /o^ le nombre des conditions auxquelles doit satisfaire une courbe d'ordre n pour passer de la manière indiquée parles points-bases. La dimension de \^n\ sera donnée par la formule
— \--ka'
11 peut arriver que k,i dépende de n. Tout d'abord ce nombre ne peut pas décroître avec n, puisque parmi les courbes du système |C/2_{,|| se trouvent les courbes ]C/a| et une droite arbitraire. En second lieu le nombre k,i est évidemment au plus égal à la somme des conditions relatives à chaque point-base pris isolément. Il a donc un maximum fini, soit k. Donc à partir d\ine certaine valeur de n, on a /f/^= /f, et l'on a alors
Quand n a la valeur à partir de laquelle ki,-=^ A', le système est dit régulier ; quand le système n'est pas régulier, la différence k — k,i porte le nom de surabondance.
Indiquons un exemple où k,i variera au début avec n. On sait que toutes les courbes du troisième ordre passant par huit points ont un neuvième point commun. Si donc on prend les neuf points communs à un faisceau de courbes du troisième ordre, comme points-bases simples d'un système linéaire^ on aura, pour n = 3, 7"/^= I et /f/^ = 8, tandis que, pour n ^ 4; oi^ ^ ^0^= 9-
4. Soient |C,^| un système complet, régulier et irréductible, t: le genre de la courbe générale, D le degré du système, et r^ sa dimension : Il existe une relation importante entre D, tt et r,i. On a, en effet, en désignant par \ le degré de multiplicité d'un point-base,
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d'où l'on conclut Ja relation cherchée
5. Sur chaque courbe d'un système linéaire complet, régulier ou non, les autres courbes du système déterminent une série linéaire de groupes de points qui porte le nom de série caractéristique.
La série caractéristique est complète, que le système soit régulier ou non. En effet, l'ensemble des courbes du système forme, par rapport à l'une d'entre elles, l'ensemble des adjointes d'ordre n qui, ayant déjà par définition chaque point multiple d'ordre \ comme point d'ordre \ — i, sont, en outre, assujetties à avoir \ points d'intersection réunis en un seul en chacun de ces pointsbases. En vertu du théorème démontré précédemment (Ghap. II, n^ 4) la série linéaire ainsi déterminée est complète.
Si, en outre, le système linéaire est régulier^ la série caractéristique sera non spéciale ; car sa dimension est r^ — i et l'on a
Si le système linéaire n^ est pas régulier, la série caractéristique sera spéciale. On a, en eff'et, en désignant par S/^ la surabondance
d'oii
r,i—l = D — TT-h £/,.
Donc : La série caractéristique sera non spéciale ou spéciale suivant cjue le système linéaire de courbes sera régulier ou non (^ ).
La réciproque est évidente : Un système linéaire est régulier ou non suivant cjue la série caractéristique est non spéciale ou spéciale. En particulier le système linéaire des courbes adjointes d'ordre ^m ■ — ^3 est régulier.
(^) Pour l'étude de la série caractéristique dans l'étude des systèmes linéaires de courbes planes, voir Segre, Rendicojiti cli Palermo, 1887, et Gastel^^uovo, Mémoires de V Académie de Turin, série II, t. XLII.
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6. Le système adjoint à un système linéaire est formé par l'ensemble de toutes les adjointes d'ordre ii — 3 à une courbe arbitraire du système.
Le système adjoint détermine donc sur chaque courbe du système la série canonique g'^:^!^.
Il ne faudrait pas croire que le système adjoint à un système \dn\ soit toujours le seul système linéaire pouvant détacher sur C/z la série canonique. Voici un exemple du contraire : Considérons une cubique f^ et une quartique/r, quelconques : elles ont douze points communs A,, Ao, . . ., Aïo. Prenons ces points comme pointsbases simples d'un système de quartiques. Ces quartiques seront de la forme
(5) (a^H-Pj-HX)/3Hn/4-0,
soit un système de dimension 3. Une courbe quelconque de ce système, qu'on peut supposer être//,, est découpée par toutes les autres suivant la série caractéristique, laquelle en vertu de l'équation (5) est aussi déterminée par les droites arbitraires
et l'ensemble de ces droites forme le système canonique.
Dans ce cas, la série canonique et la série caractéristique coïncident, et le système linéaire jG,;! est coupé par lui-même suivant la série canonique.
7. Un système complet, somme de deux systèmes complets |Ci| et IC2I d'ordres respectifs m et /i, est, par définition, un système d'ordre m -\- n^ ayant comme point-base d'ordre [x + v un point base d'ordre ^ de l'un et d'ordre v de l'autre.
Désignons par Dj, D2 les degrés respectifs des deux systèmes, et soit i le nombre des points d'intersection d'une courbe Gj avec une courbe G2 : le degré D du système-somme sera évidemment
Soient, en effet
D = D1-1-D2-1- 'iL
aoQo-f- aiQi-f-. . . == o,
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les deux systèmes donnés. Le système
appartient au système-somme. Il suffît alors de compter le nombre des points d'intersection^ en dehors des points-bases, des deux
courbes
Q/Pa--=o, Qi^P/, = o.
Le genre de la courbe somme de deux autres, supposée irréductible, est donné par la formule
ainsi qu'il résulte immédiatement des trois relations
IV
8. Tout système algébrique S de courbes planes indécoinposableSy tel que, par k points arbitraires du plan^ passe une seule courbe du système, est un système linéaire. — Il existe plusieurs démonstrations de ce théorème dues à MM\ Gastelnuovo et Enriques, et à M. Humbert ; voici la démonstration de M. Humbert : Admettons que la proposition soit vraie pour k — i points, nous allons montrer qu'elle est vraie pour k points. En effet, considérons l'ensemble des courbes du système S passant par un point A; ce système est infini de l'ordre k — i et, par suite, linéaire. Soit
ce système. Envisageons alors une courbe /o(^, .x) = o de S ne passant pas par A, et soit B (^o?JKo) "n point quelconque de cette courbe. L'ensemble des courbes de S passant par B forme encore un système linéaire de dimension k — i, qui contient la courbe /o et les courbes de (a) passant par B : il appartient donc au système linéaire à k dimensions
( P) >^o/o+ Xi/i + X2/2 + . . . H- \kfk = o
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clans lequel les constantes 1 sont assujetties à la seule relation
les coordonnées ^o^ ^o du point B satisfaisant seulement à l'équation/o('^? J^'') = ^- O^ ^^^ conclut que toute courbe du système (P), quels que soient les )., appartient à S. Car, pour clés \ donnés arbitrairement, on peut choisir un point Xq j^o? tel cjue l'on ait à la fois
/o(^o,ro) = o, Xi/i(^o,ro)-h. . .-i-)^A'/A'(^o,7o) — o-
Toutes les courbes du système ([3) appartiennent donc à S et comme par k points du plan ne passe C[u'une courbe de S^ on en conclut réciproquement cpie toute courbe de S appartient à (P), c'est-à-dire que le système 2 est linéaire.
Il reste à démontrer c|ue le théorème est vrai pour /c = i . Dans ce cas, deux courbes du système ne peuvent se couper cju'en des points fixes. Soient f^ et J\ deux de ces courbes d'ordre n\ elles ont /z^ points communs, et toute courbe A du système passe par ces points. Or, on peut choisir \ de manière que la courbe
passe par un point de ^ en dehors de ces points; cette courbe aura alors 72-+ I points communs avec ^ et, par suite, coïncidera avec elle, c'est-à-dire cpi'on aura
et le théorème est démontré.
Nous étudierons bientôt pour les surfaces une proposition comprenant comme cas particulier le théorème précédent cpand k est supérieur à l'unité.
II. — Systèmes linéaires de ^qyivq zéro. Surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales.
9. Parmi les systèmes linéaires, i^ J ^ \\^\\ de mentionner ceux de genre zéro. Nous en ferons une application à la recherche des surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales.
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Soit donc an système complet de genre zéro et d'ordre n. On aura d'abord la relation
et, en désignant par r la dimension dn système et D son degré,
on a en outre
D = /z2-_sX2,
/• = D + iH-s;
la surabondance £ étant nulle si le système est régulier. On va voir de suite que s = o. En effet, dans le cas contraire, prenons D -f- £ points arbitraires du plan ; on pourra, par ces points, faire passer un faisceau de courbes du système. Le nombre des points de rencontre de deux courbes de ce faisceau sera au moins égal à l'X^ + D -]- £ ou à /z^ + £, ce qui exige que l'on ait £ = o.
10. Les transformations de Cremona dans le plan fournissent un premier exemple de systèmes linéaires de genre zéro. Ces transformations sont définies, en coordonnées homogènes, par les équations
(a) I pY = cp(^, y,z),
{ pZ = ^(x, y,z),
où p est un facteur de proportionnalité, et où/, cp, ^ désignent trois fonctions homogènes de même degré n en x^ y, z^ linéairement indépendantes. Elles sont telles qu'à un point (X, Y, Z) ne correspond qu\in point (^x^y^z) et réciproquement. Les deux faisceaux
n'auront alors qu'un point commun variable avec \ et ja, et des équations (a), on pourra déduire le système (p)
les fonctions F, $, W étant du même ordre v et sans facteur commun.
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DES SYSTÈMES LINÉAIRES DE COURBES DxVNS UN PLAN. 69
D'ailleurs, on a évidemment v = n^ puisque, aux points de rencontre de
avec la courbe
en nombre /i, correspondent les points de rencontre de
avec
AX -h BY -+- GZ == o.
De plus, dans le plan (^, jk, ^)j le réseau
est un réseau linéaire de courbes de genre zéi^o^ puisque celte courbe est évidemment unicursale.
H. Nous alloDS faire une application des résultats qui précèdent à l'étude des surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales (^). Tout d'abord, on voit aisément qu'w/?^ telle surface est unicursale et peut être représentée par des équations de la forme
^ -/i(^, P, T), y =/2(a, P, y), z =Ma, p, y), t =f,{a, ^, y).
Prenons en effet sur la surface supposée d'ordre /2, n — 3 points en ligne droite, et par cette droite faisons passer un plan quelconque. Soit X le paramètre variable dont dépend la position du plan. La courbe d'intersection de la surface et du plan est unicursale; si donc, dans ce plan, on considère un faisceau d'adjointes d'ordre n — 2 passant parles n — i points considérés, ce faisceau rencontrera en un seul point mobile la courbe d'intersection, dont les coordonnées seront par conséquent des fonctions rationnelles du paramètre variable [jl des courbes du faisceau. D'autre part, les coefficients de l'équation du faisceau contiennent rationnellement le paramètre A dont dépend la position du plan; et la conclusion est immédiate.
(^) É. Picard, Sur les surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales {Bulletin de la Société pliilomathique de Paris, 1878, et Journal de Crelle, t. 100).
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6o CHAPITRE III.
Envisageons maintenant, dans le plan (a, j3, y), le système linéaire
Ce système, par hypothèse, doit être de genre zéro.
Le système linéaire complet (S), défini par le système (S), et dans lequel ce dernier est compris, est de genre zéro et a même degré D que (S).
D'après ce que nous avons dit plus haut, le système complet (S) sera de dimension D -f- i ('), et D sera en outre, comme on le Yoit de suite, égal au degré n de Ja surface.
Prenons, dans le plan (a, [3, y), D — i points arbitraires
distincts entre eux et différents des points communs aux quatre courbes /. Si m désigne l'ordre des courbes /, nous pouvons trouver une courbe d'ordre m appartenant au système (S) et passant par ces points; cette courbe dépendra de deux paramètres et aura une équation de la forme
XU(a, p,Y)-f- îJLV(a, ,3, Y)-f-vW(a, 8, y) = o.
Ce réseau est de degré lui; il définit par suite une transformation birationnelle, soit
a = Ui(X, Y, Z), ^ == Vi(X, Y, Z), y ^ W, (X, Y, Z).
Les points fondamentaux de cette transformation, dans le plan (a, p, y), sont d'une part les points-bases du système (S) et d'autre part les D — i points fixes (a/, [B/, y/).
En effectuant cette transformation, une courbe arbitraire de (S) se transforme en une partie fixe commune à ifoa^e^ les courbes du système, que nous pouvons laisser de côté, et en une partie
(^) Dans les Mémoires cités, M. Picard admettait implicitement ce résultat^ c'est-à-dire qu'un système complet de genre zéro est régulier : la démonstration en est intuitive, comme on l'a vu au n° 9. M. Guccia a repris depuis, à un tout autre point de vue, l'étude de la réduction des systèmes linéaires de courbes dans plusieurs Mémoires des Reiidiconti di Palermo (t. I).
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variable avec les paramètres du système (S), soit
(Si) F(X,Y, Z)==o.
Quant aux courbes particulières
((t) au -{~iJ.Y -^vW ==o
qui appartiennent à (S), mais qui passent par les points (a/^ [^/^ y/), elles se transforment^ en laissant toujours de côté la partie fixe précédente, en une droite arbitiaire XX + |jlY -f- vZ = o et en D — I droites fixes distinctes correspondant aux points fondamentaux (a/, jS/, Y/). Désignant par ^(X, Y, Z) l'ensemble de ces D — i droites, la transformée de (a-) est donc
(œi) (XX -H -j-Y -f- V Z) ct(X, Y, Z) = o.
Or, les courbes (S) et (cr) ont D points de rencontre variables, auxquels correspondent évidemment, puisque la courbe générale cle (S) ne passe pas parles points (a^, [3^-, v/), les points de rencontre de la courbe F avec la droite XX + aY-j-vZ = o. D'où l'on conclut déjà que la courbe F est de degré D.
D'autre part, la courbe F est la courbe générale d'un système linéaire de genre zéro, puisque le système (S) est de genre zéro. Elle doit donc avoir un nombre de points multiples fixes équiva-
lent a ^ — -> et qui ne peuvent être que les -^^ —
points de rencontre des D — i droites distinctes (p = o.
Le point capital à élablir maintenant est que les D — i droites forinani <ï>, sauf le cas D = 4? passent par un même point O, et, par suite, que la courbe F a en O un point multiple d'ordre D-i.
Prenons en effet une des D -— i droites, soit AB, et supposons qu'il V ait sur AB un point multiple d'ordre /?, c'est-à-dire que p — i droites viennent se rencontrer en un même point G de AB. Jl reste D — p — i droites qui devront couper AB au même point, car si une des D — p — i droites en question ne coupait pas AB au même point que les autres, ce point serait un point double pour F et il y aurait sur AB un point multiple d'ordre/?, un point multiple d'ordre D — /? — i , plus un point double, soit en tout
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D + I points. 11 y a donc, dans cette hypothèse, sur AB un point G^ multiple d'ordre D — p.
Mais prenons une droite C^D parmi celles qui passent en G . Il y a sur G^D^ p — i points doubles, plus un point multiple d'ordre D — /?, donc en tout D H-/> — 2 points de rencontre avec F, et comme />^2, il faut que p :=:^ 1 pour que ce nombre ne dépasse
Fi2-. 5.
pas D. Dans ce cas, nous avons sur AB un point double G et un point G^ d'ordre D — 2. Mais alors, sur la droite GD, il y aurait D — 2 points doubles, soit 2 (D — 2) points de rencontre avec F. Ge nombre n'est inférieur à D que si D = 4? ou D = 3.
D'ailleurs, pour D = 3, il n'y a évidemment pas d'exception. Donc, sauf pour D = 4? ^es droites <ï>, en nombre D — i, concourent en un même point, et ce point est pour F un point multiple d'ordre D — i .
Revenant maintenant aux fonctions /i , /2, /s, /'/j qui définissent notre surface, elles se transforment en quatre fonctions Fj,.F2, F3, F4, telles que les quatre courbes F/=o(^ = i, 2,3,4) ont en commun un point multiple d^ordre D — i, on peut supposer que ce soit le point X == o, Y = o, et la surface est alors représentée par des équations de la forme
z??-A,(X, Y)-hZBi(X,Y),
j = A.2(X, Y)-+-ZB2(X,Y),
^=:.A3(X,Y)-hZB3(X,Y),
^=:A,(X,Y)-hZB4(X, Y),
où les A sont des fonctions homogènes d'ordre D et les B d'ordre D — I, c'est-à-dire que la surface est réglée.
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Pour D = 4, les trois droites ^ peuvent former un triangle. La surface est alors représentée par les équations
^ = Fi(X,Y,Z), ^ = F2(X,Y,Z), ^ = F3(X,Y,Z), f = F4(X,Y,Z),
Fig. 6.
OÙ les F sont des courbes du quatrième ordre avec trois points doubles A, B, G. De telles courbes sont des transformées de coniques, comme on le voit en posant
Les équations de la surface se mettent finalement sous la forme
X = Xi(X', Y', Z'), y =M^', YS Z'), z = ls(X',Y', Z'), t = X,(X', Y', Z'),
les 1 étant des coniques. C'est une surface de Steiner. En résumé :
Les seules surfaces algébriques dont toutes les seetions planes sont unicursales sont les surfaces réglées unicursales et la surface du quatrième degré de Steiner (^).
III. — Des involutions sur les courbes algébriques
12. La considération des systèmes linéaires va se présenter dans l'étude intéressante des involutions sur une courbe algébrique.
Soit, sur une courbe f{oc,y) = o, une série de groupes de n points, tels que chaque groupe soit déterminé d'une manière unique et sans exception, si l'on en donne k points. On dira que
(^) Ce théorème pourrait encore être regardé comme un cas particulier d'une proposition énoncée en i886 par Kronecker : Toute surface algébrique irréductible possédant une double infinité de sections planes réductibles est réglée ou est une surf ace de Steiner {voir pour la démonstration de ce théorème une Note de M. Castelnuovo ô.d.ws\t?> Rendiconti délia Accadeniia dei Lincei, 1894).
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ces points forment une iiwolution cV ordre n et de dimension k : \\.
D'après cette définition, les n points jouent un rôle symétrique clans la détermination du groupe, c'est-à-dire que si l'on prend /c points au hasard, ces A- points déterminent sans ambiguïté les n — k autres, ce qui exclut le cas où deux groupes de la série, ayant en commun un ou plusieurs points, en nombre inférieur à /f, auraient en conséquence d'autres points communs. Cette circonstance peut d'ailleurs se présenter pour une série de dimensions au moins égale à deux, mais alors la série est formée de groupes dont chacun est composé d'un nombre entier r >- i de groupes arbitraires d'une même inçolution, comprise dans le sens que nous lui avons donné.
Dans le premier cas, nous dirons que V involution est simple et dans le second cas c\u elle est composée.
Or, considérons une série linéaire g^^^^ simple, c'est-à-dire telle que l'obligation de contenir un point n'entraîne pas comme conséquence, pour ses groupes, l'obligation de passer par d'autres points déterminés par le premier. Cette série est évidemment une involution Y^^ simple.
La question suivante se pose alors : Puisque toute série linéaire simple est une involution, réciproquement toute involution simple est-elle une série linéaire?
Il en est bien ainsi lorsque la dimension k de l'involution est supérieure à un. Mais pour k ^:= i ^ il existe des involutions qui ne sont pas linéaires. Telles sont, par exemple, les séries découpées par les génératrices d'une surface réglée irrationnelle sur les courbes appartenant à la surface.
13. Nous nous proposons donc de montrer qu'une involution simple ij^ peut être obtenue linéairement, c'est-à-dire que ses groupes sont ceux cjue déterminent sur la courbe f des courbes formant un système linéaire, sauf peut-être pour la valeur
(^) La démonstration qui suit est due à M, liumbcrt [Sur quelques points de la théorie des courbes et des surfaces algébriques {Journal de Mattiéniatiques^ 1894)].
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SoiLG(^i,^2) ...,^/^)un groupe de l'involiilion, eisoil g(œ^j) une fonction rationnelle telle que l'intégrale
relative à la courbe /, soit de première espèce. Formons la somme
elle peut s'exprimer en fonction des coordonnées et des différentielles de k points du groupe, soient les points (x^ , j|/,), . . .,(^/f, j'/,)^ d'où l'équation
(i) S'i^i-, 70 dxy^, . .-f- g{x.,,y,i)dx,,= Al dxi^. . .+ A/^dx/,,
les A étant des fonctions rationnelles de (^i,j)^i), . . ., (xjt^y/f).
Des propriétés des intégrales de première espèce, il résulte d'abord que A^- ne dépend que de (a^i^yi), puisque l'intégrale
(S) / A,-(^i, ji. . . ., x/„ y/,) dxi
devant être de première espèce est nécessairement de la forme
OÙ les gi sont relatifs à p intégrales de première espèce linéairement indépendantes de la courbe /*, supposée de genre p^ et où les a sont a priori des. fonctions rationnelles de
Or ces fonctions ne peuvent être c[ue des constantes, puisque l'intégrale (S) doit rester finie quelles que soient ces variables.
Donc Ki est simplement fonction de (^Xi.yi). D'autre part, le second membre de (i) doit être symétrique en (^, ,/)^i), ..., (•^/.,J)7,), donc on a
A.i= X(a7i, 7i), A,^ X(^2, Js)? ..., A/,:== \{Xk, Yk).
Mais on peut définir le groupe G au moyen de
(^i,7i), .•-, (^a-i,7a:-i), (^/,+i, j^a-m); ie premier membre ne change pas, et par suite on a le système
cV équations
X(^i, ji) dxy-=^ \{x2,y^^)dx^^ = , . .= \{xn, yn) dx^.
Si \ Il est pas ideniiqueineiit niil^ ces équations, pour un groupe initial Go, déterminent x^^ ..., oOji en fonction de .Tj, et par suite, on doit avoir k = i. Le système peut ne pas être linéaire. C'est le cas exceptionnel que nous avons mentionné.
14. Supposons donc A" >- i ; les 1 sont identiquement nuls. On aura alors, pour les p intégrales de première espèce gi^ les p équations
(2) g-i(Xi, JKi) dXi-h. . .-h §-i{Xf,, yn)dXn= O (1 = 1,2, .. .,p).
Ces équations déterminent sur/* une série de groupes de points dans laquelle notre série sera évidemment comprise. Or, en vertu d'un théorème bien connu, tous les groupes de points vérifiant uniquement les relations (a) sont découpés sur^ pardes adjointes qui ne rencontrent eu outre /'qu^en des points fixes. Soit
(3) XoOo-4- >^i^i-f-. . .-i- lr^r= O
la série linéaire complète satisfaisant à ces conditions, les o étant, bien entendu, linéairement indépendants sur la courbe : on a
puisque la série des groupes en involution (I) est comprise dans la série déterminée par le système (3), et l'on aura l'involation en assujellissant les \ k r — k relations algébriques et homogènes convenables. Il faut montrer que ces relations sont linéaires^ sous la condition admise que k points arbitraires de/" détermineat un seul groupe de l'involution.
Considérons le système S formé, dans le système linéaire (3), parles courbes de ce système qui découpent sur /les groupes de l'involution (I). La courbe générale de S est d'abord indécomposable, sinon les groupes de (I) seraient formés de points jouant un rôle dissymétrique, ou bien chaque groupe de (I) se composerait de groupes d'une involution d'ordre inférieur, cas que nous avons écarté.
De plus, par k points pris au hasard sur / ne passe qu'une
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courbe du système S. Supposons en effet qu'il en passe deux. Ces deux courbes passeraient aussi par les n — k points de/ qui, avec les k points primitifs, forment un groupe de I, et comme toutes les courbes de S coupent/ aux mêmes points fixes, on pourrait, en désignant par S, = o, S2= o les équations des deux courbes, trouver une constante Q telle que S, + 082=0 passât par un nouveau point de /, ce qui nécessite que S, + 8S0 soit divisible par/. Il existerait alors une combinaison des cp divisible par/, ce qui n'a pas lieu.
Ceci posé, deux cas peuvent se présenter. Ou bien par k points quelconques du plan ne passe c^n une courbe du sj^stème S, et alors celle-ci est linéaire en vertu du théorème démontré plus haut.
Ou bien par k points quelconques du plan passe un certain nombre /^ >> i de courbes de S. Prenons k ■ — i points quelconques du plan et un point quelconque sur la courbe/. Deux hypothèses pourront encore être faites: On peut supposer que par ces points passent moins de r courbes distinctes du système ou qu'il en passe r.
Dans la première hypothèse, deux au moins des courbes passant par les k points ainsi choisis coïncident, et alors on voit que/ serait l'enveloppe des courbes du système qui passent par k — i points arbitraires du plan, ce qui revient à dire que toutes les courbes du système S touchent / en un ou plusieurs points mobiles. Or chacune de ces courbes ne coupe / qu'en n points mobiles qui constituent un groupe de l'involution, et les points d'un groupe général sont évidemment distincts deux à deux. Cette hypothèse est donc inadmissible.
Dans la deuxième hypothèse, nous distinguerons encore deux cas, suivant que par k — 2 points arbitraires du plan et par deux points de /il passe moins de r courbes ou r courbes de S. On verrait comme précédemment que le premier de ces deux cas est impossible. On ne peut donc adopter que le second. Et en continuant ainsi de proche en proche, on arriverait à la conclusion que par /f points de /passent phisieurs courbes distincles de S, ce que nous avons démontré être impossible.
Donc le système S est linéaire et le théorème est établi.
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68 CHAPITRE m.
15. Gomme exemple àHïwolutlon composée, considérons une série linéaire ^'^^ non simple, c'est-à-dire telle que tous les groupes qui ont en commun un point arbitraire A^ , ont en conséquence p — I autres points communs A2, ..., Ap. Ces p points jouent d'ailleurs un rôle symétrique, de sorte que les groupes qui passent par A25 par exemple, ont en commun A, , A3, . . ., Ap et aucun autre point : ils forment donc une involution simple 1^ de dimension lui. La série ^J^ ainsi définie est une involution composée dont chaque groupe est formé d'un nombre entier k de groupes appartenant à une involution simple li, et l'on a
n = kp, p ^ 1.
Voici quelques conséquences de celte définition : Supposons qu'une telle série g*^^ soit complète et non spéciale : on a alors
D'autre part, comme /' points arbitraires déterminent un groupe de la série, on a
par suite
Donc une série complète et non spéciale est toujours simple si n > 2/>. En particulier, les adjointes d'ordre supérieur à m — 3, m étant le degré de la courbe/, déterminent une série simple, puisque n est égal au moins à ^ip — 1 -\- m (adjointes d'ordre m — 2 ) .
Les adjointes d'ordre m — 3 peuvent donner naissance à une involulion composée.
Il faut pour cela, puisque n = ip — - 2 et /■ ^=^ p — r , que l'on
ait
2/? — 2== Ap avec
et
p ^ 2, d'où
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Par suite, si la série canonique est une involution composée, son groupe est formé d'un nombre p — i d'involutions simples \\ d'ordre deux. Considérons alors le système linéaire de toutes les adjointes d'ordre m — 3 qui passent par p — i points fixes de la courbe, elles détermineront une ^^ • ce sont des courbes hyperelliptiques, car elles peuvent évidemment être transformées point par point en courbes telles que
11 suffit pour s'en assurer de considérer le faisceau P + XQ = o des adjointes qui déterminent la g\.
Réciproquement, il est clair que les courbes hyperelliptiques y- — R(,2?) 1= o contiennent une série linéaire g\ formée par les droites x = const.
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SURFACES SOUS-ADJOINTES ET SURFACES ADJOINTES
ï. — Des systèmes linéaires de surfaces.
1. Nous avons défini, dans le Chapitre précédent, les systèmes linéaires de courbes planes par leur comportement en des points donnés du plan, les points-bases, et nous avons insisté sur la manière dont il fallait comprendre cette définition.
Les systèmes linéaires de surfaces^ d'ordre donné, sont définis par leurs comportements suivant certaines lignes-bases et en certains points-bases donnés.
Pour les lignes-bases nous supposerons que ce comportement est défini par le comportement, en un point O arbitraire de la ligne-base, de la courbe intersection de la surface par un plan arbitraire passant par le point O.
Quant "àViiL points-bases, que nous désignerons plus particulièrement sous le nom de points-bases isolés, qui sont en nombre fini, et qui peuvent être d'ailleurs soit des points extérieurs aux lignes-bases, soit des points particuliers des lignes-bases, on procédera comme pour les courbes planes. Soit O un de ces points, que nous supposerons être l'origine des coordonnées, après avoir mis les équations des surfaces passant par ces points sous la forme
o = cpi(^,j)/, z) + 92(^,7,^) -4-. . .,
où cp/ désigne l'ensemble des termes homogènes de degré «, le comportement de ces surfaces en ces points sera défini par un certain nombre de relations linéaires et homogènes entre les coefficients des cp jusqu'à un certain rang \.
2. Un système linéaire de surfaces d'ordre donné n sera coin-
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plet ou incomplet suivant que Ton considère l'ensemble tout entier ou une partie de l'ensemble des surfaces d'ordre n se comj3ortant de la manière indiquée aux points-bases donnés et le long des lignes-bases données.
3. En restant toujours dans les hypothèses bien nettement spécifiées plus haut, envisageons un système linéaire complet de surfaces d'ordre n^ soit | ^^H, défini seulement par certaines lignes-bases.
Si l'on considère l'intersection de ce système par un plan général a, on obtiendra ainsi, dans ce plan, un système linéaire de courbes d'ordre n, qui a ses points-bases aux points d'intersection du plan et des lignes-bases, et qui s'y comporte de la manière donnée. Mais ce système de courbes planes pourra être complet ou incomplet. Dans tous les cas, il est contenu dans un système complet [T^l, complètement défini par les points-bases.
4. Etant données des lignes-bases et un comportement défini dans un plan arbitraire, considérons d'une part le système linéaire \^^^\ ainsi défini, et d'antre part le système linéaire \W^\ défini par la condition cpie ses surfaces se comportent de la manière voulue, le long des lignes-bases, mais seulement dans le plan général passant par une droite donnée A. Le système \^'^\ est évidemment compris dans le système \W'^ |, s'il ne coïncide pas avec lui. Nous allons montrer c[ue ces deux systèmes coïncident.
Sur un plan général a de l'espace, les courbes découpées par I ^'^ I apparliennent à un système complet de courbes j F'^ |, et les courbes découpées par | W'^ | appartiennent à un système complet iAJJ[. Supposons que \W^\ et \<b^^\ ne coïncident pas, il faudrait que, pour un plan arbitraire a, les comportements delà section correspondante de \W^\ aux points de rencontre avec les lignesbases exigeassent moins de conditions que pour \<^'^\. Or les courbes A et r étant de même ordre /z, il faudrait que le degré (nombre des points d'intersection en dehors des points -bases) du système I AJJ I fût supérieur à celui du système \T'^\. Or ces deux systèmes ont même degré : en effet, le degré du premier système est l'ordre de la courbe d'intersection de deux surfaces <ï>, et le degré du second l'ordre de la courbe d'intersection de deux surfaces W; et
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ces deux ordres sont égaux, car ces deux courbes coupent en un même nombre de points un plan arbitraire passant par A. Les deux systèmes | <ï>^^ | et | W'^ | coïncident donc bien.
5. On conclut de la proposition précédente le moyen de construire une surface ayant le comportement voulu le long de lignes-phases données. Envisageons, dans un plan arbitraire passant par une droite fixe A, le système ] F'^ | complet de courbes d'ordre n ayant le comportement voulu aux points de rencontre du plan et des lignes-bases. Fixons une de ces courbes au moyen d'un certain nombre de points déterminés rationnellement en fonction du paramètre qui détermine Ja position du plan. Cette courbe, quand le plan tournera autour de A, engendrera une surface se comportant de la manière voulue le long des lignes-bases. Quant à l'ordre de cette surface, il pourra être supérieur à n, et sera égal à /2 -h A", si la droite est une droite multiple d'ordre k de la surface.
6. Revenons aux systèmes de courbes déterminés par V intersection cVun système linéaire de surfaces ctvec un plan. Nous allons démontrer le théorème suivant (') :
Des lignes-hases étant données avec comportement donné ^ le système linéctire des surfaces cV ordre suffisctmment élevé .^passant ct<,^ec le comportement voulu le long de ces lignes^ découpe sur un plan général un système linécdre complet et régulier de courhes.
7. Commençons par établir un lemme relatif aux systèmes linéaires de courbes planes: Soient | C'^ | et [ C'^"^ ' | deux systèmes complets et régulier s^ d'ordres /2 et n + i , ayant les mêmes points-bases et le même comportement en ces points. On forme toutes les courbes C'^"^^ composées d'une C'^+^ et d'une droite variable; nous allons montrer que le système linéaire IC""^-], de dimension minimum contenant toutes ces courhes C'^+-, est le sys-
(^) Ce théorème et la démonstration que nous en donnons sont dus à M. Castelnuovo [^Alcune proprietà fondanieiitali clei systeini lineari di curve tracciati sopra una superficie algebrica {Aiinali di Mateinatica, 1897 )1*
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tème complet cP ordre n + 2 défini par les mêmes points-hases et les mêmes comportements en ces points que les systèmes primitifs.
Désignons par p/^^ p/z+i, ?//+2 les dimensions des trois systèmes I G'M, I G'^"^^ L I G'^+- 1, et soient a ei h deux droites du plan. Les courbes de | G'^+- | qui passent par le point de rencontre de a et b forment un système de dimension O/^^o — i, qui contient, par hypothèse, les deux systèmes obtenus en réunissant d'une part les courbes de | G'^+' ] à la droite a, et d'autre part les courbes du même système | G'^"^' | à la droite b. Ges deux systèmes sont de dimension 0,^^, et ont en commun le système de dimension p,^ obtenu en réunissant les courbes de | G'^ | aux deux droites a et b. On a donc la relation
PAi+2~ i= ^?ii^l — P/^•
Or, en désignant par k le nombre maximum de conditions auxquelles doit satisfaire une courbe algébrique pour passer avec le comportement voulu aux points-bases donnés, on a, puiscjue les systèmes | G'^ | et | G'^+^ | sont réguliers et complets,
nin-^'^^ j ( ^ H- I ) ( 71 -f- 4 ) ,
donc
et par suite
72M- 7 /^ -T- 8 2pAi+i — p/z = : A",
Mais la dimension d'un système de courbes d'ordre ^z-1-2, ayant les points-bases et le comportement donnés, est au plus égal à
^ -^ — /f, donc on doit avoir
et par suite le système | G'^+^ | est complet et régulier, puisque les deux premiers le sont. Notre lemme est établi.
De ce lemme résulte évidemment que, sous les hypothèses faites, le système de dimension minimum | G'^+^' | contenant le système obtenu en formant toutes les courbes composées d'une G'^+^
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et d'une courbe d'ordre /' — i fixée arbitrairement est aussi complet.
8. Voici maintenant la démonstration du théorème fondamental énoncé au n° 6. Pour un groupe-base donné (lignes-bases et comportement), on peut clioisir l'ordre /2 du système des surfaces assez élevé pour que les systèmes complets de courbes | F'^ | relatifs à un plan sécant arbitraire soient réguliers, et qu'il en soit de même pour les systèmes | r^'*~* | déterminés par les systèmes de surfaces d/ordre Ji — i , et il en sera de même pour les systèmes d'ordre supérieur. Gela posé, partons d'une position arbitraire, mais fixe, du plan a, et fixons dans ce plan une droite arbitraire^'. Considérons le faisceau d'axe g et soit | F^^ | le système complet de courbes d'ordre n déterminé par les points-bases dans le plan a. On peut, comme nous l'avons vu, construire une surface <ï)^^+'^% ayant ladroile ^ comme ligne multiple d'ordre /f, qui se comporte de la manière voulue le long des courbes-bases données et dont l'intersection avec le plan a soit une courbe d'ordre n fixée à l'avance parmi les courbes du système | F'^ | correspondant.
Répétons la même construction en faisant varier dans le plan de départ aussi bien la droite g que la courbe F initiale. Nous obtiendrons ainsi une infinité de surfaces <ï)'-*+^^' qui appartiendront à un système linéaire complet | <ï>'^+'^ |. Toutes les surfaces de ce système se comportent de la manière voulue le long des courbesbases et découpent sur le plan a un système linéaire de courbes d'ordre n + A, comprenant toute courbe composée d'une T'^ et de la droite générale g comptée k fois .
En vertu du lemme précédent, ce système de courbes d'ordre /z -f- /{■ est complet et régulier. Donc le système complet \^'^'^^\ découpe sur le plan a un système complet de courbes. La même chose a lieu a fortiori -^our tout plan de l'espace et notre théorème est démontré.
9. Ces résultats peuvent s'étendre au cas où il y a des pointsbases isolés. On peut, en effet, en partant d'une surface ^ qui se comporte de la manière voulue le long des courbes-bases données, construire une surface particulière qui satisfasse aux conditions imposées par les points-bases, par exemple en adjoignant
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à #, pour chacun de ces points singuliers O, un cône de sommet O et d'ordre suffisamment élevé. De la sorte, en partant du système I $'^+^^ I obtenu précédemment, et faisant varier tous les éléments arbitraires, on obtient un système linéaire complet | (p'^ | de surfaces d'ordre 7?2 >> /z + /c qui découpe sur tout plan un système complet et régulier de courbes; on le voit par le même raisonnement.
10. Pour montrer l'intérêt du théorème précédent, indiquons des exemples de systèmes linéaires de surfaces qui ne découpent pas sur un plan un système complet et régulier de courbes.
Considérons toutes les surfaces du second degré passant par un groupe-base formé d'un cubic[ue gauche et d'un point A extérieur à cette cubique. Elles dépendent de deux paramètres et déterminent, sur un plan arbitraire, un système de coniques qui n'est pas le système complet des coniques passant par les trois points où la cubique rencontre le plan, car elles doivent passer par un quatrième point fixe, le point double apparent de la perspective de la cubique sur le plan, avec le point de vue A.
Soit, en second lieu, le système des quadriques passant par huit points; elles déterminent, sur un plan arbitraire, un système de coniques dépendant d'un paramètre, qui n'est, par conséquent, pas le système complet des coniques du plan.
ÏI. — Sur la dimension d'un système complet de surfaces (^).
H. Considérons un système complet de surfaces d'ordre /2, défini par des lignes-bases et des points-bases. Ce système \^'^ | détermine, sur un plan général a, un système de courbes planes ayant un comportement déterminé aux points où a rencontre les lignes-bases. Ce système peut n'être pas complet; il. est compris alors dans un système complet | T'^ j et il a un certain défaut to^^. Le système |r'^| peut ne pas être régulier : soit Sn sa surabondance. La dimension p/^ du système | F^^ | sera
pA. = ^ — ^ ^^ — I _ A- -!- Sn,
k ne ciépendant pas de n. Alors le système | <î>^^ | de surfaces dé- (^) Voir Castelnuovo {Mémoire cité d^w. n° 6).
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termine sur a un système de courbes dont la dimension est
Si l'on assujettit une surface ^'^ à passer par o,i — (0,^ + i points pris arbitrairement dans le plan a (en supposant cela possible), cette surface se décomposera en le plan a et une surface du système I ^^^~^ I défini par le même groupe-base. Si donc />^ et /'/^_, désignent les dimensions des deux systèmes \^'^\ et j<ï>/^~' |, on aura
d'où
/o\ (/2-hi)(/2-+-a) , ^ ^ . ^
Dans le cas où le système [(ï)/-*"' | n'existerait pas, on aurait alors f^n^== pn — ^/Z5 ce qui revient à poser, dans l'expression précédente, ?',i._\ = — I .
Cela posé, partons de la plus petite valeur de n pour laquelle I ^'^ I existe, et écrivons toutes les égalités (E). Quand n atteint une certaine valeur/, le système [ F^^ | devient régulier, c'est-à-dire que s,i est toujours nul. Puis n continuant à croître, il arrive une valeur /^/, à partir de laquelle on a a la fois ^ ^/^ = o, 03/^=0, d'après le tliéorème fondamental, et alors on a
On a donc les égalités
(a-hi)(a + '2)
{nll).
j(f-f-i) rt-i — /^/_2 = k -i- 5/_, — oj/_|,
(^j-_0(^^2Ji) h-
/V-i — r/_2 = k — co/_i,
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Eli ajoutant, on obtient La formule très intéressante valable pour n supérieur ou égal à l — i
(A) 7^;, ^ ^ ^ — I - kji -i- k ,
ou k' désigne une nou^^elle eons tante [positive ou négative) (jui, comme /r, ne dépend pas de n. Ces deux constantes h et k^ dépendent du groupe-base; mais, tandis que la recherche de k se ramène à un problème de Géométrie plane, la recherche de //, cpii dépend à la fois des lignes-bases et des points-bases, est beaucoup plus difficile.
Comme exemple, considérons le cas particulier où le groupebase se réduit à une courbe simple de degré <:/, de genre/?, avec / points triples. Nous avons vu que le nombre des conditions pour (pi'une surface d'ordre n suffisamment grand passe par cette courbe est égal à
nd — p — 2^ + 1; donc
■ nd -\- p -^ 'it -
etj par suite,
k = d, k' = 'it -^ p
12. Connaissant k et k\ relatifs à un groupe-base donné, la formule (A) ne donne la dimension du système des surfaces I ^'^ I que pour n suffisamment grand.
Pour 72 ^ / — I , la formule est exacte.
Pour n <^ l — j , il faut ajouter à la valeur (A) la différence
et l'on a
. wx (77 + l)C7Z-f- 2)(72 + 3) 7 // , "^ ^
(A') 7',,==:^ ^ ^r—^ . —i—kn-^k'-h 2^ w/,— 2^ su,
la première somme s'annulant à partir de n ^= l — i , et la seconde à partir de n ^=- i — i .
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îlï. — Du système linéaire des surfaces sous-^adj ointes ('^).
13. Nous avons déjà défini les surfaces sous-adjointes à une surface donnée f[x,y^ z) = o. Une surface o[x^y^ z) =^ o est sous-adjointe à f^ si une section j3lane arbitraire de / a pour adjoinle la section plane correspondante de la surface cp.
L'ensemble des surfaces sous-adjointes à / d\in ordre donné forme évidemment un système linéaire de surfaces, dont la dimension peut être supérieure ou égale à zéro.
Il existe toujours des surfaces sous-adjointes d'ordre /^^ /2 — î, n étant l'ordre de la surface /, puisque telles sont les surfaces polaires des points de l'espace par rapport à y, jointes à une surface d'ordre r — /z + i •
14. Nous reportant à ce que nous avons dit relativement aux intégrables doubles de première espèce au Chapitre Vif du premier Volume, on peut montrer que si cp est une sous-adjointe, l'intégrale double
r r o{ X, y. z) dx dz ^') Jj ^—^y
est finie à distance finie, sauf peut-être en un certain nombre limité de points singuliers de la surface. Le seul point à établir est évidemment que cette intégrale reste finie en général le long des lignes multiples. Or, sur une ligne iPxultiple, l'x d'un point est une fonction a(^z) de z liolomorphe dans le voisinage d'un valeur y, d'ailleurs arbitraire, de z. Gela posé, envisageant la sec tion plane f\x^y^ ^) = o, l'intégrale
/<^\x\ y, z^ , ;../ • ^ - dx
une
relative à cette courbe restera finie au point multiple, interse tion du plan s=s avec la ligne multiple, puiscjue o est une
(^) Dans la définition des surfaces sous-adjointes, comme dans celle des surfaces adjointes qui sera donnée dans la Section suivante, nous nous plaçons à un point de vue transcendant entièrement différent du point de vue algébrique de M. Enriques.
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adjointe. D'autre part, le quotient ^i ^^t susceptible, sur la sur-
face^ cFun certain nombre de développements suivant les puissances croissantes fractionnaires de x — a(z)^ soit
On a évidemment a >> — i, puisque l'intégrale (2) doit rester finie, et les coefficients A sont des fonctions holomorplies de z. En posant
l'intégrale (i) devient
(A t//^-H-. . .)diidz,
et, sous cette fornie^ on voit bien qu'elle reste finie autour du point w = o, s =: v.
La réciprocjue est d'ailleurs immédiate. Si l'intégrale (i) reste finie en général le long de toute ligne multiple, la fonction o définit une sous-acljointe ; il faudra, en effet^ que l'intégrale
reste finie autour des points de rencontre du plan s = 5 avec la ligne multiple, sinon le nombre a, considéré plus haut, serait <C — ï, et l'intégrale double ne serait pas finie.
lo. Nous avons défini les surfaces sous-adjointes à / par la condiîion cjue leurs sections, par des plans arbitraires généraux, soient des adjointes de la section correspondante sur /. On peut se borner, dans la définition, à considérer seulement des sections planes passant par une droite arbitraire donnée.
Soit A une droite occupant, par rapport à la surface, une position arbitraire, la coupant, par exemple, en des points distincts; on suppose qu'une surface A soit telle cjue sa section, par un plan général passant par A, soit une adjointe de la section correspondante àe f. Il faut montrer qu'un plan général de l'espace coupe ^ suivant une adjointe de la section correspondante de/.
Ce théorème est évident pour les lignes multiples ordinaires.
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8o CHAPITRE IV.
Si, par exemple, la surface a une ligne multiple d'ordre m, avec des plans tangents en général distincts, la surface ^ aura certainement cette ligne comme ligne multiple d'ordre [j. — i, puisque jes plans passant par A donnent des adjointes, c'est-à-dire des lignes avec points multiples d'ordre li — i. La surface ^ admet donc, en un point général de la ligne multiple, [j. — i plans tangents, d'où la conclusion indiquée.
La proposition est moins immédiate si les lignes multiples sont de nature quelconquco On peut faire le raisonnement de M. Enriques, qui demanderait peut-être à être un peu plus développé.
Nous avons dit qu'il existait toujours des surfaces sous-adjointe& d'ordre r^ 71 — i , soit /• = /i — ^ 3 + p > /z ^ — i . Considérons, d'une part, toutes les surfaces es sous-acijointes d'ordre /', coupant de la manière voulue un plan général de l'espace, et, d'autre part, les surfaces il coupant de la manière voulue seulement un plan général passant par la droite A. Les surfaces cp et les surfaces ^ forment deux systèmes linéaires de surfaces, et le système 'i^ contient le système es. Il faut montrer que ces deux systèmes coïncident. En effet, si l'on désigne par tï le genre d'une section plane générale de /', et, par suite, d'une section plane passant par A, une surface cp coupe, en dehors des lignes multiples, la surface y suivant une ligne y dont l'ordre est égal au nombre des points d'intersection dey avec un plan arbitraire, qu'on peut supposer passer par A; ce nombre est égal à 27: — 2-|-p/z, en vertu de l'iiypotlièse faite. 11 est le même pour la courbe y' d'intersection d'une surface i avec /. Les courbes y et y' sont donc de même ordre. Cela posé, un plan quelconque a coupant la surface y suivant une courbe K, coupera les es suivant un système linéaire de courbes adjointes à K, et les ii suivant un système linéaire qui contiendra le premier. Or, une courbe de l'un et l'autre système coupe K en stt — 2 -f- p /i points en dehors des points multiples. Ces points multiples absorbent donc le même nombre de points de rencontre avec K pour l'un et l'autre système, donc l'intersection des à par un plan arbitraire est une adjointe.
Dans Je cas où l'ordre des (d serait <^ n — i^ il suffirait d'adjoindre à cp un nombre suffisant de plans arbitraires, de manière à avoir un ordre supérieur à n — i, et de répéter le même raisonnement.
SYSTÈMES LINÉAIRES DE SURFACES, ETC. 8l
16. On peut donner, de la proposition précédente, une démonstration presque intuitive, avec les intégrales doubles.
On peut supposer que la droite A est à l'inlini dans le plan œy; le faisceau de plans est alors z = const. Soit un plan arbitraire qu'on peut prendre sous la forme x =^ Xq; l'intégrale
y, z) dx clz
reste finie en général le long des lignes multiples, puisque, par hypothèse, la courbe :f (^,7, ^) = o est une adjointe de la courbe /(^, j, ^) = o. Or, l'intégrale précédente peut s'écrire sous la
forme
' '^{^^ Y') -•) ^fy <'^'^'
ir
elle est finie, en général, pour tout point à distance finie ^ donc l'intégrale
•y^ ^ ^ {xq arbitraire)
relative k f{xQ.y^ z) ■=^ o est finie pour le voisinage du point multiple considéré de la ligne multiple, et, par suite, la courbe cp(^05 y? ^) == 0 est une adjointe de la courbe /(^o? JK? -s) =: o. Le plan x = Xq pouvant être regardé comme un plan arbitraire de l'espace, le théorème est démontré.
17. La dimension d'un 'système linéaire | ^v | de surfaces sousadjointes d'ordre v s'obtiendra en appliquant la formule (A) du n" 11. Supposons qu'il s'agisse des surfaces dont l'ordre v^ni — 3, m étant l'ordre de la surface /. Le système des courbes planes déterminé par les | ^v ! sur un plan général a peut ne pas être complet, mais il est certainement régulier^ et l'on a par suite S5/ï=: o. SoitTû le genre d'une section plane de la surface, on aura
En désignant, comme précédemment, par /^ m — 3 le nombre à
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partir duquel le système des courbes planes est complet, on a
/ - 1 r, = ^ 1 - /cv - /. + 2 '""
en convenant que le terme Sw/^ s'annule pourvu / — i, et les o>^ étant les défauts relatifs aux systèmes des adjointes planes d'ordres v+i^ v+2, ...^ l — i. Dans cette formule, //désigne une constante indépendante de v.
ÎV. — Du système linéaire des surfaces adjointes et du genre numérique.
18. Le système des surfaces sous-adjointes est un système de surfaces dont le groupe-base ne contient que des lignes. Il est défini par le comportement d\ine de ses surfaces le long des lignes multiples de la surface donnée f(a^^ y^ z) = o, de degré m, sans qu'il soit question des points multiples isolés, que peut posséder la surface, par lesquels une surface sous-adjointe arbitraire ne passera pas en général. Lors donc qu'on effectuera une transformation birationnelle, une surface sous-adjointe ne se transformera pas en une surface sous-adjointe, si, à la surface /, correspond une surface F, telle qu'à un point multiple isolé de /correspond sur F une courbe multiple d'ordre au moins égal à deux.
19. Envisageons maintenant les surfaces adjointes d^ ordre m — 4 ^^ nous avons définies au Ghap. VII du premier Volume, à propos des intégrales doubles de première espèce. Elles forment un système linéaire, désigné sous le nom de système canonique, de dimension pa- — i ,
I K I rj„iq^{x, 7, z) -^ y.oq^_{x, j, ^) H-. . .-f- %;,„qj,^{x, y, z) =. o,
dans lequel chaque surface cj d'ordre m — 4 peut servir à former une intégrale double de première espèce
r r cf{x,y,z)dx dy ^
Nous avons vu que le nombre />^-, genre géoniétriciue de la surface, était un nombre invariant (t. I, p. igS), c'est-à-dire
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qu'il est le même pour deux siuTaces qui se correspondent birationnellement, et la même démonstration (t. I, p. 207) établit V invariance du système canonique. Cette invariance est exprimée par l'identité
les Q étant les polynômes adjoints d'ordre M — l\ relatifs à Ja surface F, supposée de degré M.
Le système [R] appartient évidemment au système des sousadjointes d'ordre m — 4, mais avec des points-bases en plus. Ce système est défini par la condition que sa surface générale se comporte le long des lignes multiples de / comme une sous-adjointe, et di\xs.points multiples isolés de manière qu'en ces points l'intégrale (I) reste finie. Cette dernière condition se traduit toujours d'ailleurs par un certain nombre de relations homogènes et linéaires entre les coefficients.
Nous sommes donc bien dans les conditions où nous nous sommes placés au début de ce Chapitre, relativement au comportement d'un système de surfaces le long de lignes-bases données et en des points-bases donnés.
20. Nous avons défini les surfaces adjointes d'ordre m — 4 a'-^ moyen des intégrales doubles de première espèce. Des considérations du même genre vont nous permettre, en restant toujours au point de vue transcendant, de définir les surfaces adjointes, à une surface donnée/, d^ ordre supérieur à m — 4-
On peut d'abord, par une transformation préalable, faire en sorte que la surface /' ne présente à l'infini aucune singularité isolée, c'est-à-dire que tous les points multiples isolés soient à distance finie. Cela posé, le polynôme q[x^y.^z)., d'ordre m — 4 + ^% étant le plus général de son degré, envisageons l'intégrale double
' q {x, y, z) dx dy
Lf-
et cherchons les conditions auxquelles ce polynôme cj doit satisfaire pour que cette intégrale reste finie et déterminée pour tout
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point à distance finie. Nous arrivons d'abord à la conclusion que la surface ^(^,j/, s) = o doit se comporter le long des lignes multiples comme une sous-adjointe. Quant au comportement en un point multiple isolé O, que nous supposerons être l'origine des coordonnées, on mettra la fonction q sous la forme
où cp/ désigne l'ensemble des termes homogènes de degré i^ et effectuant alors successivement les transformations qui permettent de réduire la singularité, on arrivera nécessairement à un certain nombre de relations linéaires et homogènes entre les coefficients des cp jusqu'à un certain rang, et qui seront les mêmes, quel que soit V ordre ni — 4 + ^' de la fonction c[. INous arrivons donc à cette conclusion que les surfaces adjointes forment un système linéaire de surfaces qui se comportent le long des lignes multiples comme les surfaces sous-adjointes et qui, en outre, aux points multiples isolés, se comportent d'une manière déterminée indépendante de leur ordre. Si donc la surface f admet des adjointes d^ ordre m — 4 7 on pourra dire que les adjointes d'ordre ni — l\-\-r ont le long des lignes multiples et aux points multiples isolés le même comportement que le système canonique | K|.
Remarquons que nous ne disons rien relativement au comportement des surfaces €[ à l'infini. En exprimant que l'intégrale (I) reste finie à l'infini, on retomberait sur les adjointes d'ordre m — 4-
En particulier, si la surface f n'a d'autres singularités que des courbes multiples ordinaires d'ordre i et des points multiples isolés ordinaires de l'ordre A, les surfaces adjointes sont déterminées par la condition d'avoir ces lignes comme lignes multiples d'ordre i — i, et ces points comme points multiples d'ordre A — 2.
Le système adjoint et le système sous-adjoint peuvent coïncider. Cela a lieu, par exemple, lorsque la surfaceyne possède pas de points multiples isolés, ou lorsque ces points sont d'ordre 2. Il en est de même pour une surface / qui possède une courbe double et, sur cette courbe, un certain nombre de points multiples
isolés d'ordre A, qui soient d'ordre — pour la courbe
double, par exemple un point triple de la courbe double.
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21. Rappelons encore une remarque faite (t. I, p. 207) relative aussi bien aux sous-adjointes c|n'aux adjointes. Ces surfaces, en dehors des lignes multiples et des points isolés qu'elles doivent contenir, peuvent encore, de ce fait, passer par certains points simples ou par certaines courbes simples de la surface, du moins tant que leur degré ne dépasse pas une certaine limite. Nous en avons donné des exemples. Voici, sur le même sujet, une observation importante.
Supposons que, considérant/ et sa transformée F, il J ait sur/ un -^oiYil fondamental, c'est-à-dire un point simple de la surface qui se transforme en une courbe, courbe exceptionnelle (en général une droite) de la surface F. Soit la courbe A correspondant au point a. Nous allons démontrer que toutes les adjointes d'ordre M — 4 «^^ F passent par A. Supposons le point a à l'origine des coordonnées. Dans l'entourage de ce point, z est une fonction holomorplie de ^ et jk- A un point de la courbe A
correspond une valeur de -? et l'on aura
\ x= S(X, Y), ^^^ iy^^P(X,Y) = S(X,Y)P(X,Y),
P et S étant bolomorphes en X et Y dans le voisinage du point considéré de A, et S s'annulant pour les points de A. Partons alors de l'identité (a)
des équations ([3) on déduit
D(X, Y)" ~ \dX ^ "~ ^' dx)
et l'on en conclut que les adjointes a, Qi +...-1- ^-^^^Qp^=o passent bien par la courbe A.
22. De la définition que nous avons donnée des surfaces adjointes, on peut conclure que le théorème du reste, établi au Ghap. I dans le cas des surfaces sous-adjointes, s^ étend aux surfaces adj ointes . En effet, les surfaces adjointes étant des sousadjointes si l'on désigne par cp, (L, y trois adjointes dont la pre-
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mière passe par deux groupes de courbes P et Q, la seconde par P et Q', ]a troisième par P^ et Q, on a l'égalité
Nous pouvons d'ailleurs supposer que l'adjointe (d ne se comporte pas d'une manière spéciale aux divers points singuliers isolés, c'est-à-dire qu'elle se comporte en cliacun de ces points comme une adjointe arbitraire d'un degré suffisamment élevé. Cela posé, nous avons sur la surface^ d'après l'identité précédente,
'K^'.y^-)yS^^ y^^-) ^ ?(^. r'^)?(^r7.^)- La surface [3 r=r o, qui est nécessairement une sous-adjointe, doit être de plus une adjointe. Pour montrer qu'il en est bien ainsi, envisageons un point singulier isolé A; on sait que le voisinage de ce point sur la surface peut être représenté par un certain nombre de développements où x^ jr, z sont des fonctions holomoi'phes de deux paramètres u et {> dans le voisinage de u = o, ç = o. Prenons l'un de ces développements, et considérons l'intégrale double
" r o(x, y^ z) dx dy
If
On pcfit écrire, en appliquant un théorème classique de Weier-
strass sur la décomposition en facteurs d'une fonction de deux
variables,
dr dv __ P ( u. v) du di>
Q(?^, ç) étant un polynôme en u^ dont les coefficients sont holomorphes en (^ dans le voisinage de p» = o ; de plus, P(?/,p) et Q(z/, p) n'ont pas de facteur commun holomorphe en u et t^, s'annulant pour a = o, (^ = o. D'autre part, soit
cp(^, y, z) = ^^{u, v) :
pour que l'intégrale reste finie, il faudra que ^{u, r) contienne en facteur Q(;^, p). Avec plus de précision, si
les q étant des polynômes en u irréductibles, <ï> contiendra q^^
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^2; • • -7 ^m en facteur aux puissances respectives
Les deux fonctions
contiendront ^^, ^2, • ••? ^/?^ <^^^ moins aux puissances respectives [jii, Uo? • • •) p•7?^? et si l'on pose
on déduit de l'identité
que B(z^, v) contient q^^q^^ . . ., q^ au moins aux puissances [Ji,, |ji2, . . ., [A;;2 et, par suite, au moins aux puissances ai, 7,2, . . ., a,,^. Or l'intégrale double
jj — '~f. — "
pouvant s'écrire
J J QuT^ô '
restera alors finie pour le voisinage de A correspondant au développement considéré; il en est par suite de même des autres, et enfin nous pouvons conclure que
P(.r, r, 5) = o est une surface adjointe.
23. La dimension l!^m~!i^r d'un système linéaire de surfaces adjointes d'ordre v =: m — /\ -\- r est donnée, comme pour les sous-adjointes, parla formule
dans laquelle on a
li - ^ ..,
7z étant le genre d'une section plane de la surface, et k" une constante indépendante de v; en général, le nombre k^' est différent du
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nombre k' qui se présentait dans la formule analogue relatif aux sous-adjointes.
Appliquant la formule (E) du n"" 11, on a
d'où, en tenant compte de la valeur de A", la relation qui nous sera bientôt utile
dans laquelle o) s'annule à partir d'une valeur suffisamment grande de r.
24. Considérons en particulier le cas des surfaces adjointes d'ordre m — 4, la dimension 'Nm^/i est alors égale au genre géométrique de la surface, />o, diminué d'une unité; on a donc
(m — i)(in — i) {i7i — 3 ) , ' ,, 'V'
/i rr 7?Z — 3
Introduisons maintenant un nouveau nombre p,i, que nous appellerons le genre numérique de la surface, et qui est défini par l'égalité
on a la relation
(i[M\, Pg étant déterminé, définit /> ,2, résultat que l'on énonce de la manière suivante :
La différence entre le genre géométrique et le genre numéricjue d\ine surface f d^ ordre m est égale à la somme des défauts des systèmes de courbes découpées sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes à f d^ ordre supérieur ou égal à m — 3 ,
Pour établir V invariance du genre numéricjue pn, il suffira
donc d' établir r invariance de la somme 2u^^' C'est une ques-
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lion que nous traiterons dans un Chapitre suivant, après avoir fait l'étude des systèmes de courbes sur une surface. U égalité fondamentale
a été introduite dans la théorie des surfaces par M. Enriques (^ ).
2o. La surface est dite régulière quand on d.pg-=. p,^^ et, dans ce cas, tous les défauts co„^_3, i^m^.^-^ • • • sont nuls.
Nous allons établir, avec M. Castelnuovo (^), que si (jL)„i_3=o et (jL);^i_2= o, tous les autres co seront nuls et par suite que la surface sera régulière. Dans cette hjpotlièse, les surfaces adjointes d'ordre m — 3 et d'ordre m — 2 déterminent sur un plan des systèmes |r"^~3 I et ] r'^"^ j q^i gont complets et réguliers, cette dernière propriété appartenant, comme nous l'avons vu, à toutes les adjointes à partir de l'ordre m — 3. Faisons d'abord seulement l'hypothèse i^^m-i = o : on en conclut, en appliquant le lemme du n° 7, que le système composé d'une courbe Y^^~'^ et d'une droite variable est complet. Or, une surface adjointe <î)'^^~' coupe le plan suivant un système linéaire jouissant de la propriété précédente, puisque une ^'^^^ comprend en particulier une <ï)^^~- et un plan* donc le système | <ï)^~^ | découpe sur un plan arbitraire un système complet et régulier, et par suite
on démontrerait de même que tous les autres défauts sont nuls. Ainsi de la seule hypothèse tO;^_2= o, on conclut
Si donc on fait à la fois U hypothèse (û„i_^=: o et l^ hypothèse to«,_9 = o, on aura
et la surface sera régulière.
(^) Enriques, Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche {Mem. délia Societa italiana d. Scienze, t. X; 1896). (-) Mémoire cité au n° 6.
go CHAPITRE IV.
26. En réalité, M. Castelnuovo a établi (/oc. cit.) que la condition C0;;;_3=:o suffit pour qu'une surface soit régulière, c'està-dire que cette condition entraine a)/;i_o=:o. Nous ne démontrerons pas cette élégante proposition et nous ferons seulement, en terminant, la remarque que si to,;2_3=: o et si la section de f par un plan arbitraire est une courbe normale , la surface sera régulière.
Nous avons vu (Chap. II, n" 24) qu'une courbe plane normale est une courbe telle que la série g\^ déterminée par les droites du plan soit complète. Soit donc une telle courbe que l'on peut supposer n'avoir que des points doubles, et soit d leur nombre. Nous avons vu que la courbe n'est certainement pas normale, si l'on a la relation
Nous ne pouvons donc que faire les deux h vpo thèses
OU
jn — 3 . /?2 — 2
Supposons d'abord qu'il n'y ait pas d'adjointe d'ordre m — 4 ou qu'il n'y en ait qu'une seule, ce qui entraînera nécessairement
La dimension r^-s des adjointes d'ordre 77i — 3 est tz — i; soit 7^ la dimension de la série minimum L, somme de g^^^^ et de g2n-2-)
C'est ce qui résulte de la considération de la série minimum L, quand on Fassujettità contenir deux points fixes A. et B arbitrairement pris sur la courbe. Sa dimension est alors r — 2. D'autre part, elle doit contenir la série linéaire de groupes de points obtenue avec les adjointes d'ordre /?? — 3 passant par A et les droites passant par B, ce qui donne une série linéaire de dimension rjn_^ ; on peut avoir une seconde série en intervertissant le rôle des points
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A et B. Les deux séries ainsi trouvées n'ont d'ailleurs pas de série linéaire cotniniine, puisqu'il n^ y a pas d'adjointe d'ordre m — 4 ou qu'il n'y en a qu'une, ne dépendant pas par conséquent de paramètres arbitraires.
On a donc bien
Or
donc
Mais la dimension du système complet des adjointes d'ordre
m — 2 est -^ — — a o
supérieur à 2 7?2 • — 4^ ^t par suite
(ru — 2 ) ( /?! -I- I ) j / T\ P A ^
2 est-^ — — a ou 2J71 — 4- l-'onc r ne peut être
Le système minimum est donc le système complet. On en déduit que les surfaces adjointes d'ordre /?? — 2 coupent le plan suivant le système complet : donc co;;;_.o=:: o.
Supposons maintenant qu'il y ait des adjointes d'ordre m — 4? et en ayant toujours
la dimension de ce système d'adjointes sera
£ étant supérieur ou égal à zéro suivant que le système n'est pas régulier ou est régulier. Nous allons montrer que s == o.
La série ^'2^_2_,„ déterminée par les adjointes d'ordre m — 4 est contenue dans la série canonique g^^^l^^ : il existe par suite un système résiduel g'^[^,\ or, d'après la loi de réciprocité de Brill- Nœther, on a
OU
d'où l'on déduit, en tenant compte des valeurs de r et de t:,
9^ CHAPITRE lY. — SYSTÈMES LINÉAIRES DE SURFACES, ETC.
Si donc £ n'était pas nul, la série gl^ ne serait pas complète, puisqu'il existerait un système gm{i^'> 2), la comprenant. La conclusion est la même cjue précédemment, le système des adjointes d'ordre m — ^ 4 ^st régulier.
On peut appliquer alors le lemme fondamental en partant des adjointes d'ordre m — 4? et la démonstration est immédiate. Il faut seulement remarquer que, dans le cas de
la condition s = o nous apprend qu'il n'y a qu'une seule adjointe d'ordre m — 4? ce qui nous ramène au cas précédent.
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I. — Remarques générales concernant les systèmes linéaires de courbes sur les surfaces.
1. INous avons déjà parlé dans le premier Volume (Ch. VIll, § III) des systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface algébrique /(x, j/, ^) = o. Nous nous sommes bornés alors à quelques remarques générales importantes que nous allons rappeler succinctement.
Un système linéaire [ G | de courbes sur la surface /"se compose de l'ensemble des courbes d'intersection de la surface / avec le système linéaire des surfaces
|L| aoLo-V-aiLi-F. .. + a,/L;. =: o.
Le système |G| aura même dimension r que le système |L|, s'il n'existe aucune relation linéaire entre les L sur la surface/'.
La courbe générale d'un système linéaire peut être réductible ou irréductible. Dans le cas où elle est réductible, elle se composera en général d'une partie fixe et d'une partie variable. Cette partie variable peut, elle-même, être réductible ou non : nous avons démontré que, si elle est réductible, elle se compose nécessairement des courbes d'un faisceau. Si la courbe variable générale est irréductible, elle peut d'ailleurs se décomposer pour certaines relations entre les paramètres a.
La courbe générale d'un système peut avoir aussi des points fixes, points-bases. On peut toujours supposer que ces points sont des points simples de la surface /, en effectuant une transformation convenable. Pour la courbe générale du système, ces points peuvent être simples ou multiples.
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(JÎ CHAPITRE V.
2. Lorsqu'on parle d'un système linéaire de courbes | Gj sur la surface /on ne considère en général que V ensemble des courbes variables. Par système irréductible nous entendrons par conséquent un système dontla courbe variable générale est irréductible, sans nous occuper de la partie fixe, si elle existe. Dans certains cas il y a lieu pourtant, comme nous le verrons, de distinguer les systèmes irréductibles a^^ec ou sans partie fixe.
Rappelons encore que la courbe variable d'un système ne peut pas avoir, en dehors des points-bases, des points multiples qui n'appartiennent pas aux lignes multiples de la surface/*, et que les points variables d'intersection doivent décrire la surface tout entière. Le degré n du système est le nombre des points d'intersection variables de deux courbes générales du système : on a /• — ■ I 5/^7 et, pour r = 1 , 72 nu: o. Cette définition du degré suppose naturellement que la dimension du système est supérieure ou égale à un^ /*> i .
Le système est simple si la condition de passer par un point de la surface n'entraîne pas, comme conséquence, pour les courbes du système, l'obligation de passer par d'autres points déterminés par le premier.
3. Disons quelques mots relativement aux courbes fondamentales d'un système. Cette notion nous sera utile dans le Chapitre suivant lorsque nous aborderons l'étude des courbes adjointes à un point de vue géométrique. On entend par courbe fondamentale d'un système |C| une courbe qui n'impose qu.hine condition aux courbes de ce système qui peuvent la contenir. Une courbe C assujettie à passer par un point arbitraire d'une courbe fondamentale doit la contenir tout entière, sauf le cas où ce point serait un point fixe du système | C |. Une courbe fondamentale n'est donc pas coupée en des points variables par la courbe générale du système, et réciproquement une courbe qui n'a, avec la courbe générale d'un système |C|, aucune intersection variable ne peut être qu'une courbe fondamentale pour ce système. Le système de toutes les courbes C qui contiennent une courbe fondamentale, c'està-dire ce que l'on appelle le système résiduel de la courbe fondamentale par rapport au système |C|, est de dimension r — i, si r est la dimension de |Cj, comme il résulte de la définition
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même. Ce système résiduel aura avec la courbe fondamentale des points d'intersection variables.
On dit c[a'une courbe fondamentale est propre ou impropre suivant que le système résiduel de cette courbe par rapport à |G| a UQ genre inférieur ou égal au genre tî de la courbe générale C.
4. Rappelons encore qu'on donne le nom de courbes exceptionnelles aux courbes de la surface qui, par une transformation birationnelle, peuvent correspondre à des points simples de la surface transformée. Nous avons déjà eu occasion de considérer ces courbes dans le Chapitre précédent.
5. On peut, comme nous l'avons vu (T. 1, Ghap. VII), obtenir des transformées de la surface considérée au moyen des surfaces c[ui détermiaent le système | C |, soit dans l'espace S;^, r étant la dimension de |G |, soit dans un espace de dimensions moindres. Ge sera, par exemple, dans l'espace S; , la surface définie par
Xy — ~- y X'-i — -j ? • • • 1 T,
ou, dans l'espace S3, une surface définie par
Les sections planes, ou hyperplanes, d'une transformée ainsi obtenue correspondent aux courbes G du système |G|. Nous aurons souvent à faire usage de pareilles transformations.
Si le système |G| a des courbes fondamentales, à l'une de ces courbes correspondra, sur la surface F transformée que nous venons de définir, un point, en général multiple. Les sections hyperplanes passant par ce point correspondront au système résiduel de la courbe fondamentale par rapport à | G|. Leur genre sera donc inférieur ou égal à tï suivant que la courbe fondamentale sera propre ou impropre.
6. Parmi les systèmes linéaires que l'on peut tracer sur une surface y, il y a lieu de distinguer en particulier ceux qui, étant simples et irréductibles, ne possèdent ni points-bases, ni courbes
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fondamentales, et qui permettent de transformer la surface donnée en une surface sans singularités dans l'iivperespace, donc en une surface n'ayant que des singularités ordinaires dans l'espace à trois dimensions. La question de l'existence de pareils systèmes se rattache étroitement à celle de la réduction des singularités d'une surface algébrique (T. I, Ghap. IV), que nous avons traitée précédemment. Que l'on envisage en effet les seize fonctions
FiX,Fiy,ViZ,Pit, (.--:. 1,2, 3,4)
qui nous ont servi (T. I, p. n g) pour transformer une surface/ en une surface sans singularités dans l'espace à quinze dimensions, le système
aoPi^ -H a^Pa^ -I- . . . H-^jg P4 =0
déterminera sur la surface primitive / un système qui n'aura pas de courbes fondamentales propres, puisque si l'une de ces courbes existait elle donnerait lieu à un point multiple.
Il n'est donc pas douteux, sans entrer dans les détails d'une démonstration minutieuse, qu'on peut toujours, en prenant des surfaces L, qui déterminent un système | G | d'ordre suffisamment grand, faire en sorte que ce système soit simple, irréductible, sans point-base, sans courbes fondamentales, et qu'il permette de transformer la surface donnée en une surface sans singularités dans riiyperespace, donc en une surface n'aj^ant que des singularités ordinaires (courbe double et points triples) dans l'espace à trois dimensions. Nous donnerons à un pareil système le nom de système pur et non singulier.
7. Faisons encore quelques remarques essentielles relativement aux transformations birationnelles. Lorsqu'on effectuera sur la surface/une transformation birationnelle, le système | G | se transformera en un système |G^|; si le premier système est complet, le second le sera, et il est évident que les principaux caractères du système, à savoir sa dimension 7% son degré n, et le genre tû de la courbe générale G, supposée irréductible, seront des invariants. Une remarque pourtant est nécessaire relativement aux courbes exceptionnelles, courbes qui correspondent, sur la surface transformée/^, à des points simples de/. Si à un point-base O de |G |
correspond une courbe exceptionnelle sur f^ ^ on ne devra pas considérer cette courbe comme faisant partie de la courbe transformée G^ de C, en sorte que C^ peut être regardée comme le lieu des points correspondants aux points de G, excepté le point O. Mais si le point de j^qiii donne lieu à une courbe exceptionnelle n'est pas un point-base de |G|, il faudra considérer cette courbe exceptionnelle comme faisant partie de la courbe G^ transformée de la courbe G qui passe par ce point.
Ges définitions^ au premier abord arbitraires, sont choisies, comme nous le verrons plus tard, de façon à pouvoir conserver à certains énoncés toute leur généralité.
8. Enfin, si l'on envisage sur la surface/ deux systèmes |Ci | et I C2 |, le nombre des points d'intersection variables d'une courbe C^ et d'une courbe G2 est aussi un invariant, et la série de groupes de points déterminée par toutes les courbes de | G2 1, par exemple, sur une courbe générale G^ aura aussi ce caractère. Telle est, en particulier, la série caractéristique g^~'^ d'un système |G|, qui est découpée sur une courbe G par toutes les autres courbes du système.
9. Donnons, avant d'approfondir l'étude des systèmes linéaires, la démonstration d'un théorème que nous n'avions fait qu'énoncer (T. I, p. 198) et qui va se présenter comme la conséquence presque immédiate de la proposition relative aux involutions établie au Ghap. m, n« 13.
Il s'agit de montrer que, sur une surface cilgéhrique, un système algébrique de dimension k de courbes irréductibles qui est tel cjue par k points arbitraires ne passe cjuhine seule courbe du système, forme nécessairement un système linéaire, pourvu que k soit supérieur à un.
Soit f{oc^y.^ ^)= o l'équation de la surface S; en la coupant par un plan 5=^0? l'équation de la courbe d'intersection sera /"(^, j/, ^0)= o. Le système algébrique envisagé déterminera sur cette courbe une involution, rentrant dans la catégorie de celles que nous avons étudiées. Elle pourra donc être obtenue par une équation linéaire telle que
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clans laquelle les o peuvent a priori dépendre algébriquement de Zq. Mais alors, pour des 1 arbitraires^ en faisant varier jZo et revenant à la valeur initiale, on pourrait obtenir une autre involution, et k points arbitraires def(œ.y^ Zo)= o appartiendraient à deux groupes. Les cp, ou du moins leurs rapports, contiennent donc Sq rationnellement, et le sj^stème algébrique étudié se réduit bien à un système linéaire.
10. Le ihéorème précédent n'est pas toujours vrai pour k =r. i ^ comme le montre l'exemple des surfaces réglées sur lesquelles il existe un système algébrique de génératrices, tel que par un point quelconque de la surface ne passe qu'une courbe génératrice, et qui, en général, n'est pas linéaire.
M. Humbert a montré, comme nous l'avons dit, que le théorème subsiste pour /f == i , lorsque la surface n'a pas d'intégrale de première espèce; et, d'après M. Gastelnuovo, il subsiste pour les surfaces régulières (^^. = ^/^), mais la démonstration de ces résultats nous entraînerait trop loin.
11. Le théorème établi au n^ 9 est dû à M. Enriques; sa démonstration est d'une tout autre nature. Nous nous bornerons à la donner pour le cas de k = 2.
Soit m le nombre des points variables de rencontre de deux courbes quelconques du système. Toutes les courbes du système, passant par un point A^, passeront par m — i autres points r/eterminés A2, . . ., A.m, car les m — i autres points de rencontre de deux courbes passant par A^ , ne peuvent être mobiles, sinon plus de deux courbes du système passeraient par deux points arbitraires.
Donc à chaque point de la surface/correspond un groupe bien
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déterminé Gm de m points, et deux tels gi'oupes déterminent une courbe G du système.
Aux groupes G,n^ on peut faire correspondre uniformément une surface F, par exemple de la manière suivante : Soit
un groupe arbitraire; prenons trois polynômes quelconques
]\(x,y,z), Ri(.^,y, z), Ro(^,j, ^), et posons
X=3 R(;r,7, ^) -t-R(^i, ji,^i)+...-f- R(.^/;z-i,jr ;;?-!, ^m-i)= S{x,y,z),
Y = Ri(^,jK, ^) -+- = Sif^jjKj-s),
On fait correspondre ainsi à la surface /une surface F(X, Y, Z). A chaque point de/ correspond un point de F, et à chaque point
Fis. 8.
de F un groupe G;;^ de m points de/. Au système de courbes sur/ correspond un système de courbes sur F, et ce second système est
Fi§. 9-
déterminé d'une manière unicjue par deux points arbitraires ; le degré de ce système est égal à un. Par suite, si Ton considère sur F deux faisceaux du système pivotant autour de O et O^, il n'y aura c[u un point de rencontre : la surface F sera unicursale. Soient
iOO CHAPITRE V.
a et p les coefficients angulaires des tangentes Oï, O'T^ Les courbes du faisceau correspondent à a =: const., [3 = const., c'està-dire à deux systèmes de droites pivotant autour de ù et ù' . Toute courbe G du réseau snr F sera déterminée par une relation homographique entre a et p, et comme la droite Qù' se correspond à elle-même, cette relation sera du premier degré et non fractionnaire. La courbe G a donc pour correspondante une droite
Aa-f-Bj^-f-G=:.o, d'où; sur la surface F^ une équation de la forme
AX(X, Y,Z)-hB[jl(X, Y, Z)H-Gv(X, Y, Z) = o.
Il suffit de remplacer X, Y, Z par leurs valeurs en ^,JK, z^ et le tliéorème est démontré.
II. — Des systèmes complets
12. Ges préliminaires étant posés, nous allons, pour faire l'étude des systèmes linéaires de courbes sur une surface/, suivre la même marche que pour les séries linéaires de groupes de points sur une courbe (Gliap. II, p. 28). Soit donc un système linéaire quelconque de courbes |G| défini sur la surface f[x,y^z)^^o parle système de surfaces
(i^) aoLo+ a^Li -4- . . .H- a,.L;, — o.
Nous avons vu que le théorème du reste relatif aux courbes s'étend aux surfaces. En appliquant ce théorème, nous montrerons d'abord qu'w/i système linéaire cjuelconque |G| peut toujours être obtenu au moyen cVun système linéaire de surfaces sous-adjointes ou de surfaces adjointes cV un ordre suffisamment élevé, assujetties, s'il est nécessaire, à passer par un certain nombre d'éléments fixes (courbes ou points) delasurface.
Soit G' une certaine courbe de | G | déterminée par une surface L' de (L). Par G^ faisons passer une sous-adjointe o\ ce qui sera toujours possible en prenant son degré assez élevé; on obtient ainsi une courbe résiduelle V .
Soit maintenant L une autre surface de (L) qui détermine une
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courbe G du système : envisageons le produit
qui s'annule pour G, G^ et T'. Gette surface composée passe par l'intersection de/ et U, et l'on a donc, en appliquant le théorème du reste,
Lcp'= V(D + ô/.
D'où l'on déduit que cp est une sous-adjointe, passant par G et F, du même ordre que cp^ Par suite, on a, sur la surface S,
L,-o''=: L'cp,- (f = 0, i, . . ., r), donc
cp'(aoLo+ aiLi-H. . .+ a,.L;.) = L'(aocpo-l-. .' .-I- c(,r^r),
les surfaces o passant toutes par T', Par conséquent, l'équation (L) peut être remplacée par l'équation
(4>) do^fQ-^. . .-\- a,,(Dj,= o,
qui détermine comme la première sur S le système linéaire de courbes | G].
Les surfaces sous-adjointes cp passent par les points-bases du système jG], et elles ont, en ces points, avec la surface y des contacts c[ui dépendent du comportement des courbes du système. Si le système contient une partie fixe, elles passent par cette partie fixe.
13. Nous nous sommes servis de surfaces sous-adjointes, dans le raisonnement précédent; on peut tout aussi bien employer des surfaces adjointes, puisque le théorème du reste s'applique à ces surfaces. Il résulte d'ailleurs de l'égalité
Lcp' — L'cp — o,
C{ue si o^ est une adjointe, il en est même de cp ; on n'aurait qu'à reproduire les raisonnements faits au § 22 du Ghapitre IV.
Dans la plupart des démonstrations qui vont suivre, on pourra indifféremment employer l'un ou l'autre des deux systèmes de surfaces.
li. Une notion importante est celle de système complet.
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Soient [ Gj et [ G^[ deux systèmes, que nous supposerons d'abord irréductibles, ayant les mêmes points-bases et même comportement en ces points. Si la courbe générale G^ du second est une courbe totale du premier, et si la dimension du premier est supérieure à celle du second, ce second système | G^ | sera dit contenu totalement dans le premier. Ges deux systèmes ont évidemment même degré.
Gela posé, un système linéaire irréductible de degré n[n^o) est complet ou normal, relativement au degré, sHl n^ est pas contenu totalement clans un autre système irréductible, de même degré et à un plus grand nombre de dimensions.
15. Démontrons maintenant un théorème fondamental (' ) : Si un système linéaire irréductible n^ est pas complet, il existe un système complet et uti seul, cjui le contient totalement.
Soit G^ une courbe générale d'un système linéaire irréductible I C^|. Tout système linéaire contenant totalement CI est déterminé par des adjointes d'un certain ordre v, passant par une courbe résiduelle F, et se comportant en outre d'une manière convenable aux points-bases de | G^ |. Si donc l'on considère toutes les adjointes d'ordre v, linéairement indépendantes, ainsi spécifiées, on obtiendra un certain système linéaire | G | de dimension r^r\ défini par
dont le degré sera le degré n du système | G'|. Le système proposé I G'I est nécessairement contenu dans le système | G |, s'il ne coïncide pas avec lui, et tout système contenant totalement | G' | et par suite G^ sera aussi contenu totalement dans | G |. Le système | G| est donc le système normal ou complet cherché; il est complètement déterminé et uniciue.
Ge système complet ne dépend ni de l'ordre des adjointes cp employées, ni de la courbe G^ du système | G^ [ d'où l'on part.
Donnons quelques exemples de systèmes complets
(^) Ce théorème paraît avoir été établi pour la première fois par M. Enriques (Mémoire cité de la Société italienne des XL), mais sa démonstration est assez compliquée. L'emploi du lemme du n° 12 rend au contraire le théorème pour ainsi dire intuitif.
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Toutes les surfaces adjointes ou sous-adjointes d'un même ordre déterminent un système complet de courbes.
On obtient encore un système complet en assujettissant ces surfaces à passer par des points ou des courbes assignés à l'avance sur y avec un comporteuient donné, et en retranchant ensuite les courbes fixes des courbes du système.
Une courbe C, avec points-bases et comportements donnés, suffit pour déterminer un système complet.
Pour Je construire, on fera passer par cette courbe une adjointe <ï> d'ordre v. Soit F la courbe résiduelle. Toutes les adjointes <ï> d'ordre v passant par F et ayant aux points-bases donnés, avec la surface/*, le comportement donné, détermineront le système.
Un faisceau irréductible (/i =^ o, /' = i) est toujours normal.
Sur une surface générale d'ordre donné, les sections planes déterminent un système complet; et il en est de même sur une surface c[ui n'a pas de lignes multiples.
D'une manière plus générale, si une surface est telle cjue, sur une section plane arbitraire, les droites du plan déterminent sur la courbe une série g\^ complète, les sections planes de la surface formeront un système complet.
Considérons en effet une section plane arbitraire G. INous devons faire passer par G une adjointe. Prenons, par exemple, une adjointe d'ordre v + i formée par le plan P de G et une adjointe arbitraire d'ordre v c[ui coupe la surface / suivant une courbe F, en dehors des lignes multiples. 11 nous faut envisager toutes les adjointes d'ordre v 4- i passant par F : elles coupent toute section plane en m points variables, m étant l'ordre de /', et ces points doivent être en ligne droite, car autrement ces groupes de m points formeraient une série linéaire contenant la série g]^^ déterminée par les droites du plan, cjui alors ne serait pas complète.
De là, on conclut cpie la courbe y d'intersection des adjointes précédentes d'ordre v + i avec la surface/ est nécessairement d'ordre m et qu'elle est telle qu'un plan cfuelconque la rencontre en m points en ligne droite. La courbe y est donc plane et la proposition est démontrée.
Gomme exemple de surfaces à sections planes formant un système incomplet, citons la surface réglée du troisième ordre, laquelle admet une droite double.
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17. Soit encore, sur une surface, un système complet, simple, de dimension r et de degré /z, défini par
Nous avons vu qu'on peut faire correspondre à la surface/* dans l'espace à r dimensions une surface/^ définie par
Cette surface est d'ordre n, et elle est normale, en ce sens qu'elle ne peut être la perspective d'une surface du même ordre située dans un espace à un plus grand nombre de dimensions.
Une surface normale intéressante du quatrième degré dans l'espace à cinq dimensions est la surface de Véronèse, àé^me par les équations
Xi — ~ — j ' • ' } X'q ■ — ■ - — ,
où les L représentent six polynômes du second degré en a et p. Cette surface correspond au système linéaire de toutes les coniques du plan.
III. — De l'addition des systèmes complets
18. Définissons ce qu'on entend par système normal somme de deux systèmes donnés, en supposant toujours que ces deux systèmes soient irréductibles .
Soient deux systèmes | C^ | et IC2I irréductibles et complets définis respectivement par les deux systèmes de surfaces
aoPo +
■ «1 Pi
■piQ,
Le
système
définit un système irréductible qui contient totalement toutes les courbes composées Ci + Co, mais qui peut ne pas être complet. Envisageons alors le système complet | C | défini par une courbe
Hosted by
DES SYSTÈMES LINÉAIRES DE COURBES SUR LES SURFACES. 1 o5
C^ + C25 ayant comme points-bases les points-bases de | Ci | et de I C2I, de telle sorte qu'un poinl-base d'ordre 'k] pour | C^ | et d'ordre X2 pour | G2 1 soit de l'ordre 'k^ + 'k2 pour | G |. Ce système complet |C| est, par définition, la somme des deux systèmes donnés et on le désigne par la notation
I G| .= ! Gi+G, I.
Il est complètement déterminé par une courbe C^ et par une courbe G2 et, en plus, par les points bases des deux systèmes et le comportement spécifié en ces points.
19. On définit de même un système somme de plusieurs systèmes donnés. Soient | C^ ], | C2 1, | G3 1 trois systèmes. Leur somme sera désignée par le symbole
! G! == |Gi+G,4-G3|,
et il résulte de la définition même qu'on peut, pour la former, effectuer d'abord la somme de | Gi | et de ] G2 1 et ajouter IG3I, qu'on peut intervertir l'ordre des opérations, et remplacer un des systèmes par la somme des systèmes qui peuvent le composer.
Un système double d'un autre | G |, qu'on désigne par la notation I 2 G I est le système | G + G |.
Un système multiple d'ordre A^ de | G |, soit | kC |, est la somme de k systèmes égaux à [ G [.
20. Evaluons le degré du système | G | : ce sera celui du système (i), c'est-à-dire le nombre des points d'intersection variables de deux courbes composées telles que G^ + G2. Si /2^ et 112 sont les degrés respectifs de | Gj | et IG2I, et si i est le nombre des points variables de rencontre d'une courbe C^ et d'une courbe Go, on aura évidemment pour le degré n cherché de | G |
(a) 71 ~ ni -\- n^-{- 1 i.
21. Une autre relation importante est celle qui lie entre eux les genres des systèmes | Gi | et | G2I et du système somme | G |. On l'obtient de la manière suivante :
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Soient TTj et TTo les genres respectifs des deux sjstèmes | G^ | et I Go |, q\ le degré d'une courbe G^ et ^^ le degré d'une courbe G2 sur la surface/; soient en outre \^ et Xo les ordres respectifs d'un même point-base pour les deux sjstèmes.
Effectuons la perspective de deux courbes Gi et Go et d'une courbe G sur un plan arbitraire. On aura pour la perspective delà courbe Gi
hx étant la part provenant des points multiples situés sur les lignes multiples de la surface y, et k\ le nombre des points doubles apparents.
On aura de même pour la courbe Go
La courbe G, étant déterminée par une surface appartenant au système de surfaces adjointes dont l'une détermine la courbe composée Gi + Go; son degré sera égal k q^ -^ q^] elle aura comme points multiples provenant des lignes multiples un nombre de points équivalent à h^ -\- ho points doubles, et ceux provenant des points-bases seront d'ordre "k^ + X2 5 qaiant aux points doubles apparents, leur nombre sera égal à Ar^ + /fo + H, en désignant par H le nombre des points doubles apparents provenant des droites qui, passant par le point de vue, rencontrent à la fois Gi et Go. Par suite, on aura
(Xi-f-X2)()M-!-X2-0.
D'ailleurs, si l'on désigne par / le nombre des points mobiles de rencontre d'une Gi et d'une G2, on a évidemment
qiq^-
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Des relations précédentes, on déduit de suite
C'est la relation c[ae nous avions en vue (^),
22. Les définitions que nons avons données précédemment de système complet et de système somme, et les formules qui s'y rapportent, sont relatives à des systèmes irréductibles bien déterminés, dont la dimension, par conséquent, est au moins égale à un, sans tenir compte de la partie û^e qui se trouve appartenir alors à la courbe résiduelle que nous avons désignée par F. Il y a lieu de voir comment les définitions précédentes devront être modifiées lorscpie les systèmes envisagés ne peuvent plus être considérés comme irréductibles.
Tout d'abord, s'il s'agit des systèmes réductibles, sans partie û^e^ c'est-à-dire composés des courbes d'un faisceau, on peut; comme pour les systèmes irréductibles, définir un système complet. La notion de système complet somme de deux autres s'ensuit immédiatement, si les deux systèmes ne sont pas relatifs au même faisceau, c'est-^-dire difi'érents. Le système défini par l'équation (i) du n" 18 est alors irréductible, et il existe un système irréductible normal |Cj-hC2|, somme des systèmes donnés, et dont le degré est égal à 2 ^, i étant toujours le nombre des points de rencontre variables d'une courbe G| et d'une courbe C2. Si, au contraire, les systèmes | Ci | et | Co] sont tous les deux composés des courbes d'un même faisceau, le système (i) est réductible, et le système somme peut n'être plus irréductible.
IV. — Addition d'un système complet à une courbe fLx.Q ou à un point.
23. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'un système irréductible avec partie fixe, qu'on peut représenter par la notation
Go-f-l Cil,
(^) Cette relation est identique à celle que Ton rencontre dans la théorie des systèmes linéaires de courbes planes. Elle a été étendue aux courbes sur les surfaces par M. Enriques qui a fait usage à cet effet de considérations assez délicates sur la connexion des surfaces de Riemann; la vérification directe est immédiate, comme le montre le calcul qu'on vient de lire.
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dans laquelle Co désigne la partie fixe et | G, | l'ensemble des courbes irréductibles.
Par système complet contenant totalement le système précédent, nous entendrons le système le plus ample ayant la courbe composée Co4-Ci comme courbe totale, et comme points-bases les points-bases de | G^ |, sans rien spécifier relativement à la courbe Go- Pour construire ce système, il suffît par Go^-G^ de faire passer une adjointe ^ d'ordre v suffisamment élevé; soit F la courbe résiduelle en dehors de Go^-G^; l'ensemble des adjointes d'ordre v passant par Pet ayant, avec la surface /, aux points-bases de | G^ |, le comportement voulu, déterminera ce système d'une manière unique. On peut le représenter par | Go-h Gi |, Go étant supposé un système de dimension zéro, sans points-bases. Tl est évident que dans ce cas le degré du système complet n'est pas le même en général que celui du système proposé.
Le système |Go-i- Gi | peut d'ailleurs être réductible ou irréductible. G'est ainsi que le système de toutes les surfaces adjointes d'ordre m — 4? q^^i passent toujours par les courbes exceptionnelles de la surface/, détermine un système complet qui sera réductible si ces courbes existent.
La définition du système somme s'étend d'elle-même. | Gi | et | G2 1 étant deux systèmes quelconques réductibles 3u non, la somme |G^-f-G2| est le système complet le plus ample ayant comme points-bases les points-bases des parties variables de | G^ | et de I G2 1 avec leur comportement.
Remarquons enfin que les formules (a) et ([3), qui donnent le degré et le genre d'un système somme, dans le cas où les systèmes composants sont irréductibles, ne peuvent pas en génél^al être appliquées sans modifications.
24. Donnons encore quelques explications relativement à l'opération qui consiste à ajouter un point à un système linéaire de courbes. Gette locution est fréquemment employée dans les Mémoires de M. Enriques; toutefois, l'éminent géomètre ne nous paraît pas avoir explicitement donné la véritable origine de cette opération.
Envisageons sur la surface / un système linéaire irréductible simple et complet | G | défini par le système de surfaces aoLo + aJ^i — . . .4- a^.L;, = o,
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les surfaces L/ étant des surfaces générales du système, ce que l'on peut toujours supposer. Soit O un point simple de f qui soit un point-base d'ordre A du système | C |, et pour simplifier nous admettrons que ce point-base soit unique. Effectuons la transformation birationnelle
LiQ -1^0 LiQ
qui admettra le point O comme point fondamental. A la surface y d'ordre m va correspondre une surface f^ d'ordre n, si n est le degré du système |G|; au système |G| va correspondre le système I G'I des sections planes de/*^, qui n'aura pas de points-bases; au point O correspondra, comme on le voit facilement, une courbe unicursale 0 d'ordre \^ qui n'aura pas, en général, de points multiples. Cela posé, par une courbe C^ et par Q faisons passer une surface adjointe ^' d'ordre v', qui coupe la surface/^ suivant une courbe résiduelle F^, et envisageons le système de toutes les adjointes d'ordre v' passant par F^; elles déterminent un système complet I G'H- Q [ de courbes dont le genre t\! se détermine par la formule (j3) : si n est le genre des courbes G et G^, comme la courbe 0 est de genre zéro^ on aura
De plus, la courbe générale de ce système coupe une courbe G^ en n -\-l. points, et le sj'Stème ] G^ | est déterminé par celles des adjointes ^' qui contiennent ù.
Au système | G^-j- Q | correspond sur/* un système complet que l'on désigne par la notation symbolique
et qu'il est facile de définir. Remarquons d'abord que les courbes G sont des courbes particulières quelconques de ce système, bien qu'elles ne soient pas des courbes générales. De plus, ce système ne peut pas avoir d'autres points-bases, s'il en a, que le point O, puisque, sur/^, le système | G^H- 0 | n'a pas de points bases; sa courbe générale doit couper une courbe G en n-^\ points variables, et son genre doit être égal à tc + X — i . Gela posé, par une courbe G faisons passer une adjointe ^ d'ordre v, et soit F la
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courbe résiduelle. Le système j C -H 0 | sera défini par l'ensemJole des adjointes <ï> d'ordre v passant par T et qui se comportent au point 0 de telle sorte que la courbe générale d'intersection coupe une courbe G en n-}-^ points variables, ce qui exige que le point 0 soit pour cette courbe générale dUntersection un point multiple d^ ordre A — ■ \ et non moindre^ puisque, s'il était d'ordre X — 2, il j aurait 72 + 2X points d'intersection variables. Le genre de cette courbe est d'ailleurs bien égal à ?: -h X — i , et ce système contient les courbes C comme courbes particulières.
Il résulte de là que le système [ C + O |, sur /", est le système des courbes de môme ordre que les courbes G, et ayant comme points-bases les points-bases de | C |j mais as>ec un degré de multiplicité inférieur cVune unité. Si donc le point O est de multiplicité un pour I G |, il ne sera pas point-base pour | G -f- O |.
Revenant au système | G'-j- 0 | sur/^, on en conclut encore que ce système coupe 0 en X — 1 points au moins.
Pour évaluer le degré n^ du système | G + O |, on remarquera que le nombre total des points d'intersection de deux courbes G est égal au nombre totalàe?> points d'intersection de deux courbes I G -t- O I ; on aura donc
n -i-- A- = /i 1 -F ( X ~ i )^^ d'où
ni=z 11 — I -j- 2X.
Gette valeur est celle que l'on déduirait de la relation (a) en attribuant au point O ou à la courbe 0 un degré égal à — i.
25. De la définition précédente, on conclut celle du système qu'on représente symboliquement par
|G-hOP| (p^X).
Soit d'abord le système | G + O^ | : on formera le système j G 4- O I = G^ , et le système | G -|- O- 1 sera par définition le système I Gi H- O |. On définira de même | G -]- O^ | et ainsi de suite.
On en déduit que le système |G + Op|, sur/", est le système des courbes de même ordre que les courbes G, ayant comme pointsbases les points-bases de | G |, mais avec un degré de multiplicité é£:al hi\ — 0.
Le degré et le genre du système |G-i-OP| se déterminent de
suite. On a
jicj = n -1- 2X0 — p2, et
o(p-Hi) ' ' 'À.
Pour p = )^, ces deux formules donnent
V. — Soustraction des systèmes complets ; systèmes résiduels.
26. Nous avons défini précédemment ce cjiie l'on devait entendre par système contenu totalement dans un système donné. Nous allons définir maintenant ce que l'on entend par système contenu partiellement dans un système donné.
Soit d'abord un système | C| irréductiljle et complet défini par des adjointes <ï> qui passent par une courbe résiduelle F et ont, en outre, avec ]a surface /des comportements convenables en certains points. Une courbe C^ qui n'est pas une courbe totale de système | G |, mais par laquelle on peut faire passer au moins une surface <ï>, sera dite une courbe partielle du système; il existe alors au moins une courbe résiduelle C2 de | G | par rapport à Gi , telle que la courbe composée Go+Gj soit une courbe G; l'ensemble des courbes Go forme un système cjui est le résiduel de G^ par rapport à \G\^ ce que Ton exprime par la notation symbolique
Envisageons maintenant deux systèmes irréductibles et complets |G| et |G, I telles que la courbe générale de |G< | soit une courbe partielle de 1 G |, on dira c|ue le système | C\ \ est contenu partiellement dans |G|. Quelques explications sont nécessaires pour bien préciser cette définition. Nous avons défini ce c[ue l'on entend par système somme | G | de deux systèmes donnés | Gj | et | G2 1
I G I = ! Cl -f- C2 I et il résulte de cette définition que chacun des systèmes | G^ | et | C2
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est contenu partiellement dans | G | et que chacun d'eux est le résiduel d'une courbe arbitraire de l'autre par rapport à [ G |. Nous avons défini aussi ce que l'on devait entendre par système
|Gi = |Gj+Op|, (pSl),
O étant un point-base d'ordre X pour | Gi | : dans ce cas, bien que la courbe G^ soit une courbe totale de | G |, le système | G, | sera dit contenu partiellement dans | G |, parce que la courbe générale de I G, I n'est pas une courbe générale de | G |, et | G^ j sera dit le système résiduel de Op par rapport à | G |.
Dans le premier de ces deux cas, le système | G^ | n'a pas d'autres points-bases que ceux de |G|, et avec une multiplicité au plus égale ; dans le second, il a un point-base avec une multiplicité supérieure. D'une manière générale le système | Ci | peut avoir des points-bases qui ne soient pas bases pour | G |, ou des pointsbases communs avec multijDlicité différente, et la courbe générale de I Gj I peut être une courbe totale de |G|. De ces explications, il résulte que de l'égalité
on ne peut pas, en général, déduire
|Gi -|Gi+G,|,
mais que, réciproquement, si la seconde égalité peut être posée, on peut, comme conséquence, écrire la première, ce qui a lieu dans les deux cas spécifiés plus haut. Nous verrons tout à l'heure comment on peut modifier cette représentation symbolique de manière à comprendre tous les cas.
27. Démontrons maintenant, relativement aux systèmes linéaires irréductibles contenus partiellement dans un autre, un théorème complètement analogue au théorème démontré au Ghap. II, n° 7, relatif aux séries linéaires de groupes de points sur une courbe.
Soit un système linéaire irréductible | G | défini par
où les cp sont des adjointes d'un certain ordre passant par une courbe
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résiduelle F, et par des points-bases avec, en ces points, le comportement convenable. Soit |G, | un second système complet irréductible contenu partiellement dans | G |. Il existe, par conséquent, des surfaces du système (cp) qui passent par une courbe donnée de |C| |, soit G',, et par les points-bases de ce système avec le comportement voulu. Toutes ces surfaces déterminent un système linéaire complet | G^ |, résiduel de G', par rapport à |G|. Nous allons démontrer que ce système résiduel | G!, j est indépendant de la courbe G' de \CA choisie.
Soit I Go I le système résiduel d'une seconde courbe G'J de | G, | par rapport à | G |.
11 suffît évidemment de montrer que F, G', et une courbe G^ sont sur une même adjointe du système (cp). Or, le système |G| est déterminé par les adjointes cp passant par F et une courbe G^. Les trois groupes de courbes ci-dessous sont donc respectivement, par définition, sur une même adjointe cp,
CV
OU
et
ou
et
Ci,
ou
et
Par suite, en appliquant le théorème du reste, on en conclut que (F, G!,) et G', sont sur une même adjointe, donc que le système résiduel de G', par rapport à |G| est le même que le système résiduel de Q'[ par rapport à ] G | ; c'est ce que nous voulions établir.
En représentant par | G2 | sans accent, le système résiduel, on pourra écrire symboliquement
28. Il résulte aussi de la démonstration précédente^ qu'une courbe G^ et une courbe Go étant sur une surface adjointe | cp |^ la courbe composée Gi -{- G2 est une courbe totale de | G |, et que les points-bases pour | G | qui ne sont pas points-bases pour | G^ | sont bases pour | G2 1 avec le degré de multiplicité \oulu. La somme I G^ -r Go I différera donc du système | G |, en ce que le premier système a, en outre des points-bases du second, les points-bases de I G, I non bases pour | G |. Désignant par A ces points et par \j.
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leur degré de multiplicité, et nous reportant à ce que nous avons
dit relativement à l'addition d'un point, on voit que l'on peut
écrire
i G ! = ICiH-SA^-t-Gsl et en déduire
I 0^1 = 1G-Gi-SA!^^|.
29. Des raisonnements analogues à ceux que nous avons faits au n" 21 montrent alors sans difficulté comment les relations (a) et (p) doivent être modifiées. En désignant par /i, ^,, 722 les degrés respectifs des trois systèmes et par ti, tz^ , iz.y leurs genres, on a
( a' ) 7Z — 7iî -[- 719 -f- 2 f H- 21 [J.^ ^
( ô') TT -_. TTi + 712^ J-- 1 + S ^ ' ^^ " ' I .
30. Faisons encore une remarque dont nous aurons à faire usage dans la suite. Soit|C| un système linéaire irréductible ayant des points-bases O de multiplicité \. Nous avons vu que ce système pouvait être déterminé au moyen d'un système de surfaces adjointes ou sous-adjointes. On fait passer par une courbe G une adjointe cp d'ordre v qui détermine une courbe résiduelle F, et l'on envisage parmi toutes les adjointes d'ordre v qui passent par F celles qui se comportent en O de telle sorte que l'intersection avec la surface donnée ait en ce point un point multiple d'ordre X. Jjaissant de côté cette dernière condition, toutes les adjointes d'ordre v qui passent par F déterminent un système linéaire, soit I L I , qui, si l'ordre v est pris suffisamment élevé, est irréductible, n'a pas de points-bases, et est ce que l'on appelle an système pu7\he système | L | contient partiellement le système | G |, et l'on a
I L I :- I G ^ E 0>^ I ou
Ainsi on peut, et d'une infinité de manières, considérer un système irréductible | G| comme le système résiduel de ses pointsbases par rapport à un système pur.
Plus généralement on peut, et d'une infinité de manières, trouver un système pur | L | contenant partiellement le système [ G [ et, en désignant par I G, | le système résiduel de |G| par rapport à |L|, on
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aura
I Ll =- ! G-i-Gi-hSO>^| oa
I G| = i L — Cl— S0>^ |.
31. Terminons ce Chapitre par une observation importante. Les expressions symboliques dont nous avons fait usage et que nous emploierons encore dans la suite ne sont qii^ un moyen de simplifier le langage et de résumer par un symbole une série d'opérations faites sur des systèmes linéaires de courbes. Elles n'ont de valeur qu' autant que Von a reconnu auparavant que ces opérations ont un sens et qu'elles sont possibles. Il est donc important de ne jamais leur faire subir une modification sans se reporter aux définitions. Donnons quelques exemples :
Nous avons vu que de l'égalité
jG, | = |G|~G„ on ne peut, en général, pas conclure à l'égalité réciproque
G|- IG1H-G2I
Il faut, pour passer de la première égalité symbolique à la seconde, vérifier auparavant que les points-bases de | G | se composent des points bases de | G| | et des points-bases de | G2 | avec Je comportement convenable.
Soit encore le système défini par
I Gi I =. I G ^ 0>^ I
où O est un point base d'ordre X pour | G |. On le forme en faisant passer par une courbe G une surface adjointe d'ordre v; soit F la courbe résiduelle. Le système | G, | est défini par l'ensemble des surfaces adjointes d'ordre v, passant par F, et parles points bases de I G I avec un comportement convenable, sauf le point O. Or, il peut se faire que, de ces conditions, résulte pour ces surfaces adjointes la nécessité d'avoir le point O comme point-base, et alors le symbole précédent n'a pas de signification.
Considérons encore le cas où quatre systèmes | G^ |, 1 G2 L 1 G3 L I G4 I seraient tels que le système somme | Gi + G2 | serait équivalent au système | G3 + G4 |, en sorte que l'on peut écrire sjmboli-
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quement
I Gi-kG2 I - I G,-f- G,.
On ne peut en déduire l'égalité
! Cl — G3 1 ^ ! G4- G^ !
que si l'on sait, par ailleurs, que le système | Ci | contient partiellement I C3 |, ce qui peut ne pas avoir lieu.
Ces quelques exemples suffiront pour montrer quelles précautions il faut apporter quand on fait usage des expressions symboliques, constamment employées par M* Enriques dans son Mémoire déjà plusieurs fois cité [Introduzione alla Geoinetria sop/'a le superficie algehriche, 1896).
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DU SYSTÈME ADJOINT A UN SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ET DU GENRE NUMÉRIQUE.
I. - Du système adjoint à un système linéaire sur les surfaces de genre géométrique supérieur à zéro.
1 . Nous nous proposons dans ce Chapitre de définir ie système adjoint à un s^^stème linéaire de courbes sur une surface, et d'étudier ses propriétés. Cette opération à^adj onction '^one un rôle fondamental dans la théorie des systèmes linéaires de courbes sur une surface. Des relations qui existent entre un système et son adjoint nous déduirons, en particulier, l'invariance du genre numérique d'une surface.
2. Voici d'abord une définition générale : soit sur la surface f{x^ y, Jï) = o d'ordre m un système linéaire irréductible | C | de genre iz et de degré n ; on donne le nom de courbes sous-adjointes cU ordre n — 3 + r au système |C| aux courbes qui jouissent de la propriété de couper une courbe générale C en un groupe de points appartenant à une série g^iz-^-irni'
Cela posé, envisageons en premier lieu le cas où \q système |C| est celui des sections planes de la surface /. Le système des surfaces sous-adjointes d'ordre m — Z -\- r découpe sur cette surface un système de courbes sous-adjointes d'ordre m — 3 + 7' au système |C|, et nous démontrerons plus tard que réciproquement toute courbe sous-adjointe d'ordre m — 3 -h /' au système des sections planes appartient à ce système. Parmi ces sous-adjointes, les plus intéressantes sont celles d'ordre m — 3, et parmi ces dernières, celles qui sont découpées par les surfaces adjointes d'ordre m — 3 constituent le système adjoint proprement dit au système | C | des sections planes de /'. Ce système est évidemment
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compris dans le système sous-adjoint d'ordre m — Set peut coïncider avec lui, si les systèmes des surfaces adjointes et sousadjoiates coïncident.
3. Avant de définir le système adjoint à un système linéaire irréductible jC| quelconque sur la surface /, rappelons la définition du système canonique.
Le système canonique | K | sur une surface est déterminé par le système des surfaces canoniques, c'est-à-dire par le système des surfaces adjointes d'ordre m — ■ l\. Ce système peut être réductible : nous avons vu, en effet, qu'il contenait certainement comme partie ïxis.^ l'ensemble des courbes exceptionnelles de la surface /. Sa courbe variable pourrait être elle-même réductible et se décomposer, par suite, en un certain nombre de courbes d'un même faisceau. Ce dernier cas donne lieu à des observations intéressantes, comme nous l'avons vu au Chapitre VIII du Tome I.
4. Soit maintenant |C| un système linéaire donné sur la surface y, que nous supposerons complet, irréductible, simple^ de genre t: supérieur à zéro, et de degré n. Nous aurons plus tard quelques restrictions à faire sur ce système. Considérons le système de surfaces cjui détermine | C |, soit
les surfaces L étant des surfaces arbitraires du système, ce que l'on peut toujours supposer. Envisageons un système quelconque à trois dimensions, tel que
('->.) aoLo-f- aiLi-+- a2L2H- GCsLs = o,
et effectuons la transformation
/ON ? Li L2 L3
LiQ LiQ LiQ
A la surface /* d'ordre m va correspondre une surface f d'ordre 72. Au système (2) correspondront les sections planes de /', et au système (j) le système complet | C | contenant ces sections planes.
Sur la surface/^ le système | C^ | a un système adjoint | C^ | dé-
Hosted by
SYSTÈME ADJOINT A UN SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES. I ig
terminé par les surfaces adjointes d'ordre /z — 3. Le système |G^| correspondant sur /à | C^| est, par définition, le système adjoint au système | G |.
5. Le système adjoint, ainsi défini, dépend d'une opération effectuée sur une surface-image ; d'où une certaine indétermination apparente, et une difficulté pour établir les relations d'invariance qui existent, sur la surface/, entre un système et son adjoint. On conçoit donc Fintérêt qu'il y a à modifier cette définition de manière à ne faire dépendre le système adjoint que d^ opérations effectuées sur la surface même. On y arrive facilement dans le cas où la surface donnée/ a un genre géométrique pg différent de zéro. C'est ce que nous supposerons tout d'abord dans la suite des théorèmes que nous allons établir. Nous nous réservons de traiter ensuite le cas où le genre géométrique p^ de la surface est nul.
6. Commençons par démontrer l'importante proposition suivante : Une courbe canonicjue arbitraire Ys. sur f découpe sur la courbe générale dun système irréductible |C| un groupe de points qui, ajouté à un groupe de la série caractéristique de |C| et aux points-bases de |C|, comptés avec leur degré de multiplicité.^ constitue un groupe de la série canonique g 2^1-21 Il étant le genre d^ une courbe C.
Soit |K'| le système canonique de la surface/^, image de / effectuée au moyen de la transformation (3), et soit O un pointbase multiple d'ordre), du système |G|. A. ce point correspond sur /^, comme nous le savons, une courbe exceptionnelle ù, unicursale et de degré )^, qui est coupée en)^ points par une courbe C^ image de C. Le système |K^|, déterminé par les adjointes d'ordre n — 4 à/^, contient comme partie ^\^q les courbes 0; on peut le considérer comme la somme |S0 -j- K"| des courbes 0 et d'une partie résiduelle |K'^| qui peut avoir ou ne pas avoir de partie fixe. D'autre part, il résulte de la relation d'invariance qui existe entre les surfaces adjointes d'ordre m — -4 à /et les surfaces adjointes d'ordre /^ — 4 de la transformée /^ que le système |K| sur /correspond au système jK^^j sur /^
D'ailleurs les points de rencontre d'une K/ et d'une C sont,, dans le plan de C^ sur une adjointe d'ordre n — 4? ^t, ces points^
Hosted by
[.io CHAPITRE vr.
avec n points en ligne droite, c'est-à-dire av^ec les points de rencontre de deux C^ sont sur nne adjointe d'ordre n — 3 à G^ Ils forment, par conséquent, un groupe spécial de iiz — 2 points.
Revenant alors à la surface /, le groupe spécial que nous venons de définir correspondra aux points de rencontre de K et de G, aux points-bases comptés chacun avec leur degré de multiplicité et aux points de rencontre variables de deux courbes G, d'où la proposition énoncée.
7. Nous sommes en mesure maintenant de définir le système adjoint jG^j au système |G}, sur la surface /*, par une série d'opérations efifectuées sur cette surface même, sans recourir à une surface-image. Dans ce but remarquons que, sur la surface /^ la courbe composée CI -\~ 1L\ ou G ~\~ SQ -h K'^, déterminée par un plan et une adjointe d'ordre n — 4? est sur une adjointe d'ordre a — 3 k f ] donc la somme |G^ -f- K^| , ou la somme \G -\~^ù H- K^^| , est le système adjoint à [G^|, comme il résulte de la définition d'un système somme, et à ce système |G'^1 correspond sur y le système adjoint |G^^| à |G|. Or, pour effectuer la somme |G^-t- SQ -f- K'^|, on peut, d'après ce que nous avons dit au Ghapitre précédent (Ghap. V, n° 14), effectuer d'abord la somme |G^+SQ| et lui ajouter |K.^''|, ce qui, sur la surface /*, revient à considérer le système |G-t-SO| et à lui ajouter le système 1K|. Le premier de ces deux systèmes n'est autre que le système des courbes de même ordre que les courbes G, sur la surface /*, et ayant comme points-bases les points-bases de |G|, mais avec un degré de multiplicité inférieur d'une unité, le second système est le svslème canonique de la surface/.
Le système adjoint \Ca\ est donc la somuie de ces deux systèmes. // a nécessairement y dUiprès cette définition, comme points-bases d^ ordre \ — 1 tout point-base cC ordre \ de |G| et, en outre, les points-bases de jK] avec leur degré de multiplicité, si ce dernier système en possède. On pourra donc représenter symboliquement le système adjoint par là formule
(a) |G^| = |GH-SO-r Kl
qui résume toutes les opérations qu'il faut effectuer sur la surlace / pour l'obtenir.
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8. De celle définition des adjointes, exprimées par la relation symbolique (a), nous allons déduire une série de conséquences importantes.
En vertu du théorème de l'addition, le système |G«| étant la somme des deux systèmes |G4-S0| et |K], chacun de ces systèmes est le système résiduel de |C^/| par rapport à l'autre. Nous pouvons donc énoncer le résultat précédent de la manière suivante :
Siu' toute surface de genre géométrique différent de zéro, tout système linéaire irréductible, cjui admet un système adjoint, est contenu dans cet adjoint et, le système résiduel cV un système par rapport à son adjoint est le système canonicjue.
Ce résultat peut être exprimé par l'égalité symbolique
9. Soient |Gi| et [C^j deux systèmes irréductibles et jG| leur
somme
|G! -. :Gi-;-G2|.
En effectuant les opérations définies par l'égalité (a), on a \0a\ -|Gi-,-G2--20i-i:02-f-Ki,
0{ étant un point-base de \C\\ et Oo un point-base de [Go]. Remplaçant successivement |Gi -f- SO, H- K| et IGo -!- SO2 + K], qui sont les systèmes adjoints à |G, | et à |G:,j, par \i^\a\ et |G2a|, on en
conclut
|Ga|- iGi^.-hG.2--S02| - !G2«-i-Gi^-2 0i|,
d'où ce théorème fondamental au point de vue 011 se place M. Enriques :
>5'/ |Gi| et IG2I sont deux systèmes linéaires irréductibles de courbes sur une surface, le système [Gial adjoint au premier, additionné au second IG2I, donne un système lG^,^-h G2I cjui est contenu dans le système adjoint |G«| à |G| et en difjère seulement en ce que tout point-base d^ ordre \ pour IG2I et non pour jGi| est d^ ordre \ pour IGi^-j- G2I et d^ ordre A — i pour |Grt|.
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10. Soit encore |Gtl un système irréductible, et A un de ses points-bases d'ordre u, le système défini par
est le système des courbes du même ordre que G^ sur/", mais avec le point base A en moins. Le système adjoint à |G| différera donc du système adjoint à |Gi| en ce que le second admet le pointbase A avec un degré de multiplicité ui — i et que le premier n'admet pas ce point comme point-base; on pourra donc écrire
IC^I- |Gia-^A!^-i| et !Gi«|-|C«-AI^'-i|.
H. Les opérations précédentes sont relatives à l'addition. Supposons maintenant qu'un système ]Gi| soit contenu partiellement dans un système [G] : ce système, comme nous le savons, peut avoir des points-bases A d'ordre pi qui ne soient pas bases pour jGj. Soit IG2I le système résiduel de |G| par rapport à jGij,
IG2I-IGI-G1.
Nous avons vu que le système |G| n'est pas égal à la somme
[Gi -\- G2I en général, mais à la somme du système jG^ -t- 5 Ah| et
du système |Go],
|Gi ^ [Gi-i-SAlJ^-f- G2I ;
Soit B les points-bases de IG2I, c'est-à-dire les points-bases de |G1 qui ne sont point bases pour |G^|. On aura alors, en appliquant le théorème de l'addition,
IGJ =. KGi H- SAH-)^^ G^^f- SB| =^ |Gi«-- SAH-^ -v G^-i^ SB|,
d'où
|Gi«i- IG^-SAH'-i-G^-SBI.
Sur une inégalité fondamentale relative à un système
contenu partiellement dans un autre.
12. Le système adjoint |G«| détermine sur une coui*be générale du système [G| une série de groupes de points appartenant à la série canonique ^5^2? niais qui peut ne pas être complète. Désignons par 8 (G) son défaut qui va jouer dans la suite un rôle capital, La dimension de cette série sera alors
Tr-i-a(G),
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et c'est aussi la dimension de la série déterminée sur la courbe plane G^, image de G sur la surface-image/^ de /dont le système des sections planes correspond à |G|, par le système |G^| ou, ce qui revient au même, par les surfaces adjointes d'ordre n — 3 à cette surface /^
La dimension du système |G^| ou du système |G^^| est évidemment égale à la dimension de ce système de surfaces adjointes. Gherchons quelle est son expression en fonction de la dimension Tî — I — S (G) de la série précédente.
Il suffit de remarquer que, si l'on assujettit une surface adjointe d'ordre /i — 3 à passer par tu — •S(G) points pris arbitrairement sur la courbe plane G^ de/^, en supposant cela possible, cette surface se décomposera en le plan de G' et en une surface adjointe d'ordre n — 4 que nous supposons exister. Or, p^ étant le genre géométrique delà surface, la dimension du système canonique eslp^ — i , et l'on a, par conséquent, pour dimension du système des surfaces adjointes d'ordre n — 3, ou du système adjoint |G«| de jGj, l'expression
/?^.— l-HTT — Û(G).
13. Soient |G| et |G^| deux systèmes linéaires irréductibles sur la surface f^ et soient S(G)e^3(G^) les défauts des séries déterminées sur une courbe G et sur une courbe Gi par leurs systèmes adjoints respectifs. Si |Gi| est contenu partiellement
dans IGL on a
Get important théorème se démontre de la manière suivante : Soient IG2I le système résiduel de |Gi| par rapport à |G|, 7^2 son genre, i le nombre des points de rencontre d'une 0\ et d'une Go en dehors des points-bases. A, B et a ayant les mêmes significations qu'au n"" 11. On a
|Ga|-
li.(fj. -l)
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Remarquons tout d'abord que si l'on considère le système
IG'I ^ |G — SAH'I, dont le système adjoint \C'J^ est défini par
le défaut S(C^) correspondant au système |G^| est égal au défaut o(G) correspondant au système |C| : on le vérifie de suite. Substituant le système |G'| au système |C|, on a alors les relations
jG'l
|Gi-
ig;.!
Ida
^-G^H-SBi
tt'
TtjH-
la
dimension du
système adj
oint
\C'J. étant
Pé
tt' —
et
celle
du
système
Pff
TTl —
r — 8(Gi).
Or le système |C^^| étant la somme des deux systèmes \G\a\ et |C2-r2^B|, le système \Cia\ est le résiduel de |G^| par rapport à |Go-l-SB|, c'est-à-dire, d'après le théorème démontré (Ghap. V, n"22), le résiduel de |G'^| par rapport à une courbe arbitrairement choisie parmi celles du système IGo+SBj et, par conséquent, par rapport à une courbe G27 puisque, v désignant le degré de multiplicité des points B, le système |G2-rSB| est, par définition, le plus ample système ayant les points B comme points-bases d'ordre v — i et que, par conséquent, une courbe G2 est une courbe totale de ce système.
La dimension du système |Gi«| sera alors égale à la dimension du système |G^| diminuée du nombre des conditions qu'il faut imposer à une courbe G^ pour qu'elle contienne une courbe G2. Ge dernier nombre est égal à la dimension augmentée d'une unité de la série de groupes de points découpés sur une courbe G2 par le système |G^|. Or, une courbe C'^ coupe une courbe Gj -[- G2 en air' — 2 points en dehors des points multiples, et elle coupe une courbe G^ en 2'Ki — ■ 2 ~^~ i points, ce nombre étant égal au nombre des points d'intersection de la courbe composée Gi«-^G2 + SB
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qui définît le système |G^| et la courbe C^ ne passant pas par les points B. La série déterminée par le système |G^| sur C2 est donc de degré
2 7C' 2 — ( 2 TTi 7, -f- l) = 2 712 — 2 -h f.
C'est une série non spéciale, qui peut avoir an défaut £ et dont la dimension est, par suite,
On a donc l'égalité
/? o- -4- TTi — I — S ( G 1 ) ~ p^~^ TT — [ - - 8 ( G ) — {tz.i-~i-\- i -V- z),
d'où
et le théorème est démontré.
III. — Maximum du défaut de la série découpée sur la courbe générale d'un système par son système adjoint.
14. Envisageons sur la surface /le système irréductible |C| et ses différents multiples
|2G|, |3G], ..., !rG|
A chacun de ces systèmes, soit |/'G|, correspond un système adjoint |(rC)«| quiest défini sur la surface/ par l'égalité symbolique
|(rG)^|::.:|rG4-KH-S0|.
Mais, en vertu du théorème fondamental de M. Enriques,
puisque
|(rG)|=-|G-.(r-i)G|,
on peut, pour définir le système adjoint à |(rC)|, écrire
i(rG),i.:.;G,-^(r-i)G|.
A ce système correspond, sur la surface-image/^ dont le système des sections planes \QJ\ correspond à jGj, le système
et comme une courbe C^+ (/' — 0^^ ^^^ déterminée par une sur-
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face adjointe d'ordre n — 3 et par une surface arbitraire d'ordre r — I , on en conclut que le système tout entier est défini sur la surface f par le système des surfaces adjointes d^ordre 71 — 4 4- r.
15. Désignons par S(7'C) le défaut de la série des groupes canoniques déterminés sur la courbe générale de \rd\ par son système adjoint. Le système |rC| étant contenu partiellement dans 1(7^ 4- i)C|, on a, en vertu du théorème du n° 13,
8[r-i-i)G]^8(rG),
c'est-à-dire que le nombre positif S (7- G), s'il n'est pas nul, ne décroît pas quand r augmente. Nous nous proposons de démontrer que le défaut 8 (7^ G), lorsque r augmente, atteint un maximum, donc que, pour r suffisamment grand, on a l'égalité
8[(r-i)G]-8(rG).
Nous venons de voir que le système adjoint |(7^G)^| était défini sur la surface transformée f par le système des surfaces adjointes d'ordre 7i — /^ -^ r kf. Soit N/^_ /,_(_; la dimension de ce système de surfaces; la dimension du système |(7^G)«| sera, si 7*>>4; égale à ce nombre diminué de la dimension du système de ces surfaces qui contiennent /^ et qui sont de la forme 9/^, 9 étant un polynôme arbitraire en œ^ y^ z d'ordre r — 4- Donc, la dimension du système l(7^G)al est
D'autre part, si, usant d'un procédé bien des fois employé^ on assujettit une courbe du système adjoint à contenir tt,^ ■ — S(7"G) points d'une courbe 7^ G, elle se décomposera en cette courbe et en une courbe du système canonique, si ce système existe, ce que nous supposons. On aura donc, N/^^^ = P^ — i étant la dimension du système canonique,
^«-4-f-r— 7; ^ N/i_4 H- TU,.— 0(7' G).
Ghangeant r en 7' + i et retranchant, on a
N/i-4+r+I — "^n-k-hr = TU;.+i — TU,, -|- 0 ( /' G ) — 8 [( r -f- l ) G] H h 1
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et, en tenant compte de la relation
7^,^^_l = TC;. H- Tï -r- m — I ,
on obtient finalement Fégalité
N.-4+.-1-1 - N„-,+. - TT + m -i- a(r G) -- l\{r + i)G] -- '^^'^~^^'
Or, nous avons déjà obtenu une expression de cette différence au Chap. IV, n°23, à propos de l'évaluation de la dimension du système des surfaces adjointes. En désignant par lùa^^j^r le défaut du système des adjointes planes d'ordre n — 4 + ^ déterminé sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes d^ordre n — l\ -\- r^ nous avons trouvé la relation
AT AT r{r — 3)
En égalant cette expression à la précédente, on a finalement la relation
(A) S[(r-Hi)G]-8(rG) = co,,_4^.-i-i.
La conclusion est alors immédiate. Nous savons en effet que pour une valeur suffisamment grande de r, le défaut co s'annule; donc pour une valeur suffisamment grande de r^ on aura l'égalité
o[(r-i-i)G] — ô(rG) = o.
16. Ainsi, lorsque r augmente, le défaut S(rG) relatif au système lrG| ne diminue jamais et atteint un maximum pour une certaine valeur de r, à partir de laquelle il reste constant. Supposons que le système |C1 soit le système des sections planes de la surface / considérée. Quel que soit le système linéaire de courbes jCij que l'on envisage sur la surface, on peut toujours choisir l'entier r suffisamment grand pour que le système |G^ | soit contenu partiellement dans le système |/'G| et, par suite, tel que
l'on ait
8|Gi|^8(rG).
Mais S(/'G) garde une valeur maximum constante à partir d'une valeur de r suffisamment élevée; donc :
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Quel que soit le système |Ci| irréductible envis surf ace j\ le défaut de la série découpée sur la courbe générale de ce système par son système adjoint a une valeur maximum indépendante du système considéré.
De plus, cette valeur maximum est un invariant, car il est bien évident, par la manière même dont nous l'avons définie, qu'elle ne peut pas changer quand on passe d'une surface à une autre par une transformation birationnelle.
17. De V invariance du maximum du défaut 8(C) résulte V invariance du genre numéricjue p,i de la surface. Reportonsnous au Chap. ÏV, n^ 24 : nous avons trouvé pour le genre géométrique d'une surface d'ordre m, une expression de la forme
et, par définition, le genre numérique p,i est déterminé par l'égalité
l étant la valeur de A à partir de laquelle les oj s'annulent.
Pour montrer l'invariance de pn^ l'invariance de pg étant établie, il suffit de prouver l'invariance de la somme
h=ni — 'è
des défauts des systèmes de courbes découpées sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes à f d'ordre supérieur ou égal à m — 3. On y arrive de suite en partant de la relation (A) du n" 15,
et faisant varier r depuis la valeur zéro jusq u'à celle qui correspond à (jL)^= G. On trouve en ajoutant les relations ainsi obtenues
liz:zl-l
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S(rG) étant la valeur maximum considérée qui est invariante. La somme des défauts co est donc an invariant et il en est de même de pn ' c^est ce cjue nous voulions établir.
IV. -- Généralités sur les courbes sous-adjointes
18. Nous avons défmi, dans les pages qui précèdent, le système adjoint à un système linéaire après avoir défini d'abord les surfaces adjointes et, en particulier, les surfaces canoniques. Puis, supposant Texistence d'un système canonique sur la surface, et nous appuyant sur la propriété d^invariance de ce système qui résultait pour nous de considérations de nature transcendante, nous avons démontré le théorème fondamental de M. Enriques d'où nous avons déduit l'invariance du défaut §(G) et, par suite, l'invariance du genre numérique />/^.
Lorsque le genre géométrique est nul, si l'on veut suivre la même méthode, on peut bien encore, en se servant de la surfaceimage y^ de y, dont le système des sections planes correspond au système donné | G|, définir les courbes adjointes au moyen des surfaces adjointes d'ordre /z — 3 ^à f , Mais, revenant ensuite à la surface /", il est difficile de définir, sur cette surface même, les opérations qui permettent de construire les courbes adjointes et d'en déduire ensuite, comme nous l'avons fait, le théorème fondamental de M. Enriques.
Pour éviter cette difficulté, et aussi dans le but d'établir l'invariance du système canonique, qu'il n'admet pas comme démontrée, M. Enriques a suivi une voie tout à fait différente de celle que nous avons adoptée, dans la section précédente, pour définir les courbes adjointes. Cette méthode, purement géométrique et algébrique, qui est applicable dans tous les cas (que le genre géométrique soit ou ne soit pas nul), est basée sur l'étude préliminaire des courbes sous-adjointes. Des propriétés fondamentales de ces courbes on conclut d'abord à la définition des courbes adjointes et, contrairement à la voie que nous avons suivie, on définit ensuite les surfaces adjointes et les surfaces canoniques.
Nous allons exposer les principaux points de cette méthode, en ayant en vue surtout le cas où la surface a un genre géométrique nul. Nous montrerons ensuite que, quel que soit le procédé em- P. ET S., II. 9
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plojé, algébrique ou transcendant, on arrive à uq même système canonique et nous aurons établi ainsi un lien entre ces deux manières différentes d'aborder V étude des surfaces algébriques.
19. Une première remarque, dans cet ordre d'idées, est relative aux surfaces sous-adjointes. Nous avons vu (Ghap. IV, n°' 13 et 14) que les deux définitions, algébrique et transcendante, que l'on peut donner de ces surfaces étaient les mêmes, en ce sens qu'une surface cp qui est telle que sa section plane par un plan arbitraire est l'adjointe de la section plane correspondante de la surface donnée/ est telle aussi que l'intégrale double
jy{x,y, z)
reste finie à distance fmie, sauf en un nombre limité de points, et réciproquement.
Abordons maintenant l'étude des propriétés des courbes sousadjointes.
20. Soit toujours, sur la surface /(^, j, z) = o d'ordre m, un système linéaire irréductible | G ] de genre tt et de degré n. Nous avons défini au commencement de ce Ghapitre ce que l'on doit entendre par courbes sous-adjointes d'ordre n — 3 + /^ au système [ G |. Ge sont des courbes qui jouissent de la propriété de couper une courbe générale G en un groupe de points appartenant à une série ^27t-24-7/z- Nous les désignerons par la notation S^, et par S celles qui sont d'ordre n — ^3.
Nous bornant d'abord au cas oit le système \ G \ est celui des sections planes de la surface f^ nous avons vu que le système des surfaces sous-adjointes d'ordre m — Z-\-r découpait sur cette surface un système | S^j de courbes sous-adjointes, de même ordre, au système | G | des sections planes. Gela résulte de leur définition même. Nous allons montrer que réciproquement toute courbe qui jouit de la propriété de couper un plan arbitraire suivant un groupe de la série gon-i+rin appartient à une surface sousadj ointe d'ordre m—i-t- r, sauf le cas ou la surf ace f donnée serait réglée ou serait une surface de Steiner,
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21. Supposons d'abord r<^3. Par une droite arbitraire a qui coupe la surface en ni points en dehors de la courbe envisagée S^, faisons passer un plan a : il coupera la surface suivant une courbe plane C^ et les points d'intersection de C et de S;, qui sont ceux de S; et de a, appartiennent à une série ^'27r-2+7?z/- Ces points, dans le cas considéré r<^Z, déterminent donc, dans le plan a, une courbe adjointe Ç^m-7>j^r d'ordre m — 3 -f- r à G. Lorsque le plan a tourne autour de a, cette courbe engendre une surface sousadjointe à y, qui pourra contenir p fois la droite a, et dont l'ordre sera m — 3 -[- r + p. Il nous suffit de prouver que p est nécessairement nul.
En effet, dans le cas contraire, l'intersection de la surface sousadjointe que nous venons de construire avec la surface y, se composerait, en dehors de S^ et des courbes multiples, d'une ou de plusieurs courbes passant par les points d'intersection de/et de a, qui, par liypothèse, n'appartiennent pas à S;. Or, ces courbes ne peuvent être que planes et appartenir à des plans passant par a, sinon un plan quelconque passant par cette droite couperait la courbe S^ en un point de plus. Ces courbes planes sont, en outre, d'un ordre inférieur à /n, puisque l'intersection de la surface sousydjointe par un plan a se compose de la droite a comptée p fois et d'une courbe dont l'ordre est égal km — 3 + r<im. Il existerait donc, quelle que soit la droite a, des plans passant par cette droite et coupant la surface /' suivant une courbe réductible, propriété qui n'appartient, d'après ce que nous avons dit (p. 63), qu'aux surfaces réglées et aux surfaces de Steiner du quatrième ordre. Sauf ces cas, on a donc bien p = o et le théorème est démontré.
22. Supposons maintenant r^3. On fixera sur la droite a, r— 2 points arbitraires B^, Bo, . . - , B;._2 en dehors de y, et par r ' — 3 de ces points, soit Bo, • • . , B^_2, on fera passer r — 3 plans arbitraires po, • • •? i^r-2 ne contenant pas a. Les courbes adjointes à la section plane de C de / par un plan a passant par a, et qui contiennent les points de rencontre de S,- et de a, forment alors
un système linéaire de dimension ^ ~ ■- On fixera lune
de ces courbes en l'assujetissant à passer par les points B, à avoir au point B2 deux points confondus avec le plan [âo, etc., et au
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point B,._o, r— 2 points confondus avec le plan [3;^_o. Cette courbe ne peut d'ailleurs se décomposer en la courbe C et en une courbe d'ordre r — ^3, car il n'existe pas de courbe d'ordre r — 3 passant parles points B et ayant en ces points avec les plans 3 le contact spécifié. Donc la courbe adjointe que nous venons de définir, quand le plan a tournera autour de a, sera une surface sous-adjointe d'ordre au moins égal à 7?z — 3 4- r^ et l'on démontrera, comme précédemment, que cet ordre est précisément égal à m — 3 + r, sauf dans les cas exceptionnels que nous avons spécifiés. Le théorème est encore démontré.
23. En nous reportant à un théorème démontré au Chap. IV, n"^ 15, il résulte encore de la démonstration précédente, (i\\^ une courbe quicoupe tous les plans dhtn faisceau suivant un groupe de la série g2%~2^rm jouit de cette propriété pour un plan arbitraire et est, par suite, une courbe sous-adjointe d^ ordre m — 3 + r au système des sections planes de la surface/.
En résumé, toutes les courbes sous-adjointes S^ cVordre m — 3 ~\- r au système des sections planes \C\ de la surface f forment un système linéaire défini par le système de toutes les surfaces sous-adjointes de même dimension m — 3 -h r. Ce système est donc un système complet | S^ ].
24. Considérons maintenant^ sur la surface f^ un système linéaire arbitraire ] C |, complet, irréductible, simple, de genre tt supérieur à zéro, de degré /^, et tel, en outre, qu'il n'existe pas, sur la surface, de faisceaux de courbes ayant, avec ce système, un seul point variable d'intersection. Soit
(i) (ZoLo-l- aiLi-f-. . .-ha,.L,.= o
le système de surfaces qui détermine ] G | : on peut toujours faire en sorte que les surfaces L soient des surfaces arbitraires du système. Envisageons le système à trois dimensions
{•!) aoLo-i- aiLi-i- aaLa-^ aaLs^ o
et effectuons la transformation habituelle
1^0 Ijq J-'O
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qui transforme la surface/ en la surface/' d'ordre a dont le système complet contenant les sections planes correspond au système | C|. Le genre du système transformé sera d'ailleurs égal ài:, et, d'après les hypothèses faites, la surface/' ne sera j3as réglée.
A une sous-adjointe d'ordre n — 3 -i- r au système | G | sur / correspondra sur/' nue sons-adjointe de même ordre an système des sections planes de /', et réciproquement. Donc le système complet I S',, I de toutes les sous-adjointes d'ordre n ■ — 3 + r au système |C'| des sections planes de/' a pour correspondant sur/ un système complet | S,^ | qui contient toutes les courbes S^ sousadjointes d'ordre 72 — 3 -f- 7^ au système j G |.
L'indétermination, qui semble exister dans cette définition, par suite du choix particulier des surfaces L qui ont servi à effectuer la transformation, disparaît d'ailleurs d'elle-même, si l'on tient compte de la remarque faite au n" 23, à savoir qu'une courbe qui coupe tous les plans d'un faisceau suivant un groupe de la série ^'271-2+77? jouit de cette propriété pour un plan arbitraire. Si donc, dans la transformation [)récédente, on modifie seulement les surfaces Lo et L3, le système | S^ | ne changera pas, et comme d'ailleurs on peut toujours passer d'une surface transformée aune autre par une série de surfaces ayant deux à deux un faisceau commun, on en conclut bien cpie [^ensemble de toutes les sousadjointes d^ ordre n — 3 -h r au système \ G | sur f forme un système complet \ S,^ | qui est complètement déterminé par le système de toutes les surfaces sous-adjointes d'ordre n — 3 -f- 7* relatives à une surface d'ordre n image de la surface donnée, que l'on obtient au moyen de quatre surfaces arbitraires linéairement indépendantes du système des surfaces qui détermine le système donné j G |.
2d. Si l'on impose aux surfaces sous-adjointes des conditions supplémentaires, si par exemple on considère, au lieu des surfaces sous-adjointes, les surfaces adjointes, il est évident que l'on obtiendra d'autres systèmes complets, d'après la définition même de ces systèmes, qui seront composés uniquement de sousadjointes.
Il résulte du théorème précédent que ces systèmes seront compris partiellement dans le système complet défini au numéro pré-
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cèdent, qui est formé de toutes les sous-adjointes et que nous appellerons le système total complet des sous-adjointes d^ ordre
De là résulte encore, et ceci est important, que le système résiduel d'un système partiel de sous-adjointes par rapport au système total ne pourra se composer que de courbes n'ayant avec le système donné | G | aucune intersection variable, ou bien que le système partiel aura quelques points-bases non bases pour le système total. D'autre part, des courbes n'ayant avec le système j G I aucune intersection variable ne peuvent être que des courbes fixes fondamentales par rapporta ce système. Donc le système résiduel d\in système partiel de sous-adjointes par rapport au système total de ces sous -adjointes ne peut se composer cjue cV un ensemble de courbes fondamentales et de points fixes.
Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, ^\x^ sous-adj ointes d^ ordre n — ~ 3, que nous désignerons par S sans indice.
26. Voyons maintenant quelles relations existent entre les systèmes sous-adjoints de deux systèmes dont l'un est le résiduel d'une courbe ou d'un troisième système par rapport à l'autre.
Soit I G, I le système résiduel d'une courbe Go par rapport à un
système ] G |
I Cl 1 --:. ! G I - G2.
Si le système | S | des sous-adjointes à | G j contient la courbe C2J le système résiduel | S | — ^ G2 constitue un système de sous-adj ointes à j G [, qui pourra être partiel ou total, c'està-dire que les courbes de ce système découperont sur une courbe Gj arbitrairement choisie un groupe de la série ^'271,-2 ? '^i étant le genre de j Gj |.
Pour démontrer ce résultat, remarquons que parmi les surfacesimages/^ de / dont le système des sections planes correspond au système | G ], nous pouvons en choisir une telle que l'une de ses sections planes se décompose en deux courbes G'^ et G^ correspondant à la courbe Q^ arbitrairement choisie et à la courbe Go. Or les points multiples d'une courbe plane G' transformée d'une courbe G appartiennent aux lignes multiples de la surface f. Il en est de
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même pour la courbe G'^ -h C[,^ mais elle aura, en outre, i points doubles correspondant aux i points d'interseclion variables d'une G| et d'une G2. Le système | S | des sous-adjointes à | G | est^ par définition, déterminé sur /' par l'ensemble des surfaces sousadjointes ^' d'ordre n — 3. Soient Ui et 112 les ordres respectifs de G'^ et de G^ sur/^, en sorte que l'on a /i = /^^ -j- ^2. Gelles des surfaces ^' qui passent par G2, ce qui est possible par hypothèse, détermineront sur /^ le système |S| — ^G2. Or, chacune de ces surfaces découpe sur 1e plan de G'^ + G^, en dehors de G'^, une courbe d'ordre n — 3 — /?.2= ?ii — ^3, qui est évidemment adjointe à G'^ et coupe, par conséquent, G^^ en 27ï^— 2 points en dehors des i points d'intersection de G'^ et de G^- Or, ces points sont ceux où la courbe d'intersection S — G'^ de la surface <ï>^ envisagée et de f^ coupe la courbe G', ; donc cette courbe S — G^ (et, par suite, sur la surface y, la courbe S — G2) est une sous-adjointe à G^, ce qu'il fallait démontrer.
27. Envisageons encore le cas où un système | Gi | se déduit d'un système | G| par l'adjonction de nouveaux points-bases. Il nous suffira de supposer que l'on adjoint au système | G | un seul pointbase O d'ordre )^, en sorte que le système \ Ci | est défini par
iCil - i G-OM.
Dans cette hypothèse, les sous-adjointes ci j G ] qui ont l point O comme point-base cV ordre \ — i, si cette opération est possible, sont des sous-adjointes à | Gj |.
La démonstration est immédiate, l^es sous-adjointes S, sur y, coupent toutes les courbes G, et, par conséquent, la courbe Gi, qui est une courbe totale de j G j, en un même nombre de points. Donc les sous-adjointes S qui ont le point O comme point multiple d'ordre A — i couperont Gj , en dehors de ce point multiple et d'une partie commune à toutes les courbes G, en
'ITZ — 1 — X(X l)
points. Or, si tu, désigne le genre de G,, on a
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d'où
2 TT — 2 X ( X I ) — : 2 TTi — 2,
et, par suite, les courbes du système j S -- 0^"^ \ sont bien des sous-adjointes à |G^ |.
28. Si le système | G) j se déduit du système j G |, en imposant au point-base O de j G j, supposé de multiplicité !X, une multiplicité supérieure X-+- p, on verrait, par un raisonnement analogue au précédent, que les courbes du sj^stème | S — Op | sont sousadjointes à } G^ |.
29. En résumé, soit un système | G^ ] que l'on déduit d'un système | G|, en retranchant de ce système un système | G2 | et imposant au système résiduel des nouveaux points-bases O d'ordre X non bases pour | G |, en sorte que l'on peut écrire symboliquement
! Cl I =:. I G-G2— ,SO>m:
si I S I désigne le système total des sous-adjointes à | G j, ou un système partiel, les courbes du système
si l'opération ainsi définie est possible, forment un système complet de sous-adjointes à | Gi |, qui peut être total ou partiel. S'il est partiel, le système total | S< | sera la somme de ce système partiel et d'un groupe 9i de courbes fondamentales pour d et parmi lesquelles nous supposerons compris les points-bases appartenant au système partiel et pas au système total. Nous écrirons donc
i Si i == I S— G2— so>^"i^-0i |.
30. Les remarques précédentes se rapportent à la soustraction d'une courbe du système sous-adjoint. Envisageons maintenant l'opération de l'addition.
Soit I G] ^=:= j G^ -[- G2 I le système complet, somme des deux systèmes irréductibles | C^ [ et | G2 |. Nous savons que chacun de ces systèmes peut être considéré comme le résiduel de l'autre par rapport à | G| (Ghap. V, n° 21). On peut, en particulier, considérer le système | G^ | comme le résiduel de | G | par rapport à une
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courbe C2,
Soient | Si ] le système total des sous-adjointes à j C, ], et jS j celui des sous-adjointes à | G |, 9i un groupe de courbes fondamentales pour j G, |j on a, en vertu des remarques précédentes (n^ 29),
I Si ! - I S- G2 -1-61 1,
puisque le système j G| | n'a pas de points-bases qui n'appartiennent pas à I G ]. Ainsi le système | S, | est le résiduel du système I S -f- 6i 1 par rapport à j G2 |.
Supposons, en outre, et cela suffit pour le résultat que nous voulons mettre en évidence, que le système [ G2 ] n'ait pas de pointsbases : alors le système | S -i- Qj | sera la somme des deux systèmes |S;| et I G^KGhap. V, n-25),
! Si-f- G2 i -:H S^-Oi I,
d'où l'on conclut que si les courbes 9i fondamentales pour | Gi | ne sont pas fondamentales pour | G |, une courbe S -4- 6i coupera une courbe G en plus de au — 2 points, donc que le système ] S, + G2 ] ue sera pas formé de sous-adjointes à | G]. Ainsi, tandis que le système | S — G2 1 résiduel du système des sous-adjointes | S | de \ G I par rapport à | G2 | forme un système de sous-adjointes à I Gi |, réciproquement le système | S^ -f G2 1 somme du système des sous-adjointes à\C^\ et du système \ G2 ] ne forme pas, en général, un système de sous-adjointes à |G|. Gette remarque est capitale pour ce qui va suivre.
V. — Des courbes adjointes à un point de vue purement géométrique.
31 . Nous sommes en mesure maintenant de donner la définition du système adjoint à un système donné, telle que l'a formulée M. Enriques (^ ), sans supposer faite préalablement V étude du système canonique .
{}) Frederigo Enriques, //i^7'ocZw^i07ie alla Geometria sopra le superficie algebriche (n° 25) [MemoîHe délia Soc ietà italiajia délie S cienze (cletta dei XL), série IV, t. X.
G. Castelnuovo et F. Enriques, Sur quelques résultats récents dans la théorie des surfaces algébriques {Matheni, Annalen, t. XLVIII).
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En outre des propriétés du système sous-adjoint que nous venons d'établir, il faut admettre, comme point de départ de ces recherches, la possibilité de transformer une surface quelconque en une autre sans singularités dans l'hyperespace, c'est-à-dire en une autre n'ayant que des singularités ordinaires, courbe double et points triples, dans l'espace à trois dimensions. En nous reportant à ce que nous avons dit précédemment sur ce sujet, nous admettons donc la possibilité de définir, sur toute surface, un système pur non singulier ^ c'est-à-dire simple, irréductible, sans points-bases ni courbes fondamentales et qui permet d'effectuer la transformation précédente. 11 existe une infinité de ces systèmes; nous les désignerons par la notation | M |.
32. Gela posé, le système adjoint \M.a\ à un système |M| pur, non singulier, est, par définition, le système total des sousadjointes à ce système, et les surfaces sous-adjointes qui le déterminent sur la surface transformée (qui n'a que des singularités ordinaires) sont considérées comme des surfaces adj ointes .
Cette définition des surfaces adjointes concorde bien, dans ce cas particulier, avec celle que nous avons donnée antérieurement (Chap. IV, n'^20).
Appliquons à ces courbes adjointes | M^ | les remarques faites dans la section précédente.
Soient |Mi| et IMo] deux systèmes purs non singuliers; leur
somme
|M|= |Mi-f-M2|
sera aussi un système pur non singulier. On aura donc, d'après ce que nous avons dit (n" 30)^ entre les systèmes adjoints, qui se confondent avec les systèmes sous-adjoints, non seulement la relation
mais aussi la relation réciproque
puisque ces systèmes n'ont pas de courbes fondamentales.
Nous avons supposé que le système | M^j n'a pas de pointsbases. C'est ce qui a lieu le plus souvent, puisque le système-
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somme d'un système de sous-adjointes et de ses points-bases forme évidemment un système de sous-adjointes, et que nous avons supposé que le système |M^| était le système total des sous-adjointes. Mais, en restant dans la plus grande généralité, il se pourrait que cette opération de l'addition ne fut pas possible, et que le système |M^| eût nécessairement des points-bases. Nous devons donc supposer que les égalités symboliques précédentes sont écrites à des points-bases près.
33. Considérons maintenant un système irréductible arbitraire |G|. On peut toujours supposer que ce système est obtenu au moyen d'un système pur non singulier [M,! en retranchant de ce système un système irréductible jG'J, et imposant au système résiduel les points-bases O de |G| avec leur degré de multiplicité X, en sorte que l'on peut écrire symboliquement les deux égalités
|G| = |Mi — g; — S0>| et
|Mi| ^ !G-f-G'i^i:0>^|.
Or, nous avons vu (n^ 29) que le système défini par
!Mi«-g;-i:o>^-M
est un système complet partiel de sous-adjointes à |G|, mais qu'il n'est pas, en général, le système total si le système |G| a des courbes fondamentales.
On donne le nom de système adjoint à\Qj\ à ce système partiel. Il est donc défini symboliquement par
|Gi.|-|Mi,-g;-so>-m.
Pour que le système adjoint à |G| existe, il faut donc, d'après cette définition, que le système |Mj^| contienne partiellement |G'J.
Il faut, en outre, pour que cette définition ait un sens précis, montrer qu'elle est indépendante du système particulier |Mi | pris comme point de départ. Soit donc IMo] un second système pur non singulier, tel que l'on ait
|M2l = |G-t-G'2--S0^-i|- Formons le système-somme
M| = IM1 + M2I
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On a
et, par suite,
|Mi^-i-GH-G2-hSO>^|-|M,«-G-4-G;-H5:0>^I.
Mais, par hypothèse, le système \Mia\ contient partiellement |C, I : on peut donc, de cette relation, conclure (Chap. V,
et
|m,^-g;-so>^-i| =^|M2.,-g;^.-so>-i|.
Parla se trouve bien justifiée la définition dn système adjoint |C«| à un système |G| irréductible quelconque.
34. Nous arrivons maintenant au théorème fondamental de M. Enriques que nous avons déjà énoncé (n° 9) :
Soient |G| ] et ]G2| deux systèmes linéaires de courbes sur une surface, le système |Ci«| adjoint au premier^ additionné au second, donne un système ICi^-l-Gol qui est contenu dans le système \Qxa\ adjoint d IGj = |Gi -{- G2I et cjui en diffère seulement en ce cjue tout point-base d^ ordre Ao pour jGol et non base pour |G,| est d^ordre "ko pour \G.\a~^ G-2\ et d'ordre ko — i pour jG«|.>
Ge théorème est une conclusion immédiate des définitions précédentes. Il suffit d'effectuer les opérations de l'adjonction sur les systèmes définis par les égalités symboliques
|M, I = |GiH-G'i-!-SO}'!,
IM2I- |G2-4-G',-hS01-|, |M| = :Mi-i-M2| =- |Gh- G\-^G'2-+-S0V-^2 0^^^|.
On en conclut
|G^!- IGi^+G^+^O^I = iGa^H-Gi+SOil, ce qui est l'expression du théorème énoncé.
35. De ce théorème on conclut, comme aux n"^ 10 et 11, que si IG2I est le système résiduel d'un système |G| par rapport à un
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système \Ci\ qui j est contenu partiellement, en sorte que l'on a
iG| r= Id+G^-^SAl^';,
le système adjoint \Ga\ de |C] se déduit du système |G|«| adjoint à jCil par l'opération
A désignant les points-bases de |C,| non bases pour |G|, et B les points-bases de |C| non bases pour \C^\ et, par conséquent, bases
pour IC2I.
36. Remarquons encore que, des développements précédents, il résulte cjue dès que l'on connaît le système adjoint à un système donné, on peut, par de simples opérations d'addition et de soustraction effectuées sur la surface, en déduire le système adjoint à un système arbitrairement donné.
37. Au point où nous en sommes, il ne sera pas inutile de mettre de nouveau en évidence les différences qui existent entre les deux méthodes qui nous ont servi à définir le système adjoint.
Dans la première, nous plaçant au point de vue transcendant, nous avons commencé par définir les surfaces canoniques et les surfaces adjointes. Puis, supposant qu il existe un système canonique, c'est-à-dire que/>^^>o, et partant de la propriété d'invariance de ce système, déduite de l'étude des intégrales doubles de première espèce, nous avons défini alors le système adjoint; nous nous sommes placés dans cette première méthode à un tout autre point de vue que M. Enriques.
Dans la seconde méthode, au contraire, laissant absolument d côté le point de vue transcendant, et n'employant que des opérations purement algébriques et géométriques, nous avons d'abord, avec M. Enriques, étudié les propriétés des systèmes sous-adjoints et nous en avons conclu une définition des systèmes adjoints, sans faire j usquà présent aucune hypothèse sur U existence ou la non- existence du système canoniciue qui n'est pas encore défini, et nous sommes ainsi arrivés au théorème fondamental.
Avant d'aborder la question du genre numérique des surfaces de genre géométrique nul, il y a évidemment lieu de voir com-
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ment, ayant défini le système adjoint par ce dernier procédé, on arrive ensuite à la notion du système canonique et si ce système est le même que celui auquel nous avons donné ce nom en nous appuyant sur des considérations de nature transcendante. En d'autres termes, il s'agit de voir si les deux définitions du genre géométrique auxquelles on arrive par des procédés différents sont bien les mêmes.
Puis il nous restera encore à définir les surfaces adjointes.
38. La définition du système canoniquey au point de vue algébrique, est une conséquence du théorème fondamental. De
l'égalité
lGi«--G2+S02| = |G2«+Gi + S0i|,
on déduit en effet que si le système |Gi«| adjoint à [Ci | contient ce système, on pourra écrire
|Gi«- Gi-SOil =.|G2a-G,-S02l,
d'où la conclusion suivante, qui est la réciproque d'une proposition énoncée (n° 8) :
Si, sur une surface, un système irréductible est contenu dans son système adjoint, tout autre système irréductible est aussi contenu dans son adjoint. Chaque système sur la surface a donc, par rapport à son adjoint, un système résiduel qui, à des points-bases près, est indépendant du système choisi pour le construire.
Ce système résiduel est, par définition, le système canonique de la surface, et sa dimension augmentée d'une unité est le genre géométrique de la surface.
On a donc, pour définir ce système, 1C| étant un système arbitraire et O ses points-bases, l'égalité
iK| = !G«-G-SO|.
Considérons, en particulier, un système pur non singulier |M| qui permet d'effectuer la transformation de la surface en une surface n'ayant que des singularités ordinaires; le système canonique |K| est aussi le résiduel du système |M| par rapport à son
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adjoint IM^^I
|K| r..-\Ma-M\.
Or, par définition (n^ 32), le système adjoint à un système pnr non singulier est le système total de ses sous-adjointes. Soit n le degré du système |M[, qui est l'ordre de la surface transformée/^ Sur la surface/, le système adjoint IM^I est défini par le système des surfaces sous-adjointes d'ordre /i — 3, et par conséquent le système |K| est défini par le système des surfaces sous-adjointes d'ordre n — 4.
D'autre part, d'après ce que nous avons dit (Ghap. IV, n° 20 et n° 19 de ce Ghap.), ces surfaces sous-adjointes, puisque la surface/ n'a que des singularités ordinaires, ne sont autres que les surfaces adjointes du même ordre définies par voie transcendante. De là on conclut, sans qu'il soit besoin d'insister, que le système canonique [K| défini par voie transcendante est bien le même que le système canonique défini par voie algébrique, que les dimensions de ces deux systèmes sont aussi les mêmes, et cette seconde méthode établit comme la première l'invariance du genre géométrique p..
39. Au point de vue algébrique et géométrique où nous nous sommes placés dans cette section, il nous reste encore à définir les surfaces adjointes à une surface ayant des singularités quelconques. Lorsque la surface n'a que des singularités ordinaires les surfaces adjointes sont par définition les surfaces sous-adjointes.
Soit |G| le système des sections planes d'une surface /d'ordre m et |Ga| son svstème adjoint. Ge système est découpé sur /par un système particulier de surfaces sous-adjointes d'ordre m — 3, auxquelles on donne le nom de surfaces adjointes d'ordre m — 3 à /. Elles diffèrent des sous-adjointes par leur comportement aux points multiples isolés de/.
De cette définition on conclut à celle des surfaces adjointes d'ordre ju — 3-i-r(r^o) : ce sont les surfaces sous-adjointes de même ordre qui se comportent comme les surfaces adjointes d'ordre 772—3 le long des lignes multiples et aux points multiples isolés de /. Elles jouissent de la propriété de découper sur / le système adjoint au système \{r w- i)Gl. En effet, on a, en vertu du théorème
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fondamental,
l[(7--f-i)G],|-|G«-i-rG|;
or, une courbe C«+ rC étant déterminée par une surface adjointe d'ordre 7?z — 3 et par une surface arbitraire d'ordre r, le système tout entier sera évidemment défini par le système des surfaces adjointes d'ordre m — 3 + r. C'est le raisonnement que nous avons déjà fait (n^^ 14).
Partant de cette définition des surfaces adjointes, M. Enriques montre que les surfaces adjointes d'ordre m — 4 ne sont autre chose que les surfaces canoniques de Nœther, c'est-à-dire celles que nous avons définies tout d'abord. Les considérations qu'il emploie, dans lesquelles les courbes fondamentales jouent un rôle important, sont délicates; comme la question est pour nous évidente d'après notre première méthode, nous renvoyons pour ce point le lecteur aux mémoires originaux de l'auteur.
VI. — Du genre numérique des surfaces dont le genre géométrique est nul.
40. Revenons maintenant à la question qui nous intéresse, c'est-à-dire à la démonstration de l'invariance du genre numérique/»/^, quand le genre géométrique est nu],^„-=o. Il nous reste peu de chose à dire, du moment que la propriété du système adjoint est établie.
En désignant toujours par o(C) le défaut de la série canonique déterminée par |C«| sur la courbe générale de |G|, de sorte que la dimension de cette série est
on voit d'abord que, dans le cas où /? o= o, ce nombre est aussi la dimension de |C^/|. En effet, la dimension de \Ca\ est, comme pour le cas de /?^0>o, celle du système des surfaces adjointes d'ordre /i — 3 à la surface /^, image de /, dont le système des sections planes est l'image du système |C|. Mais, dans le cas actuel, il n'existe pas de surface adjointe d'ordre n — 3 passant par 7î — 8(C) points pris arbitrairement sur une courbe plane C^ image de G. Donc la dimension de ce système de surfaces, et par
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suite la dimension de |C^^|, est bien égale à
G)^8(GO
du moment c|ue le système] G, | est contenu partiellement dans | G [^ il se démontre sans aucun changement.
Pour démontrer ensuite que le défaut ^(rC) lorsque r augmente atteint un maximum^ il suffira de remarquer que, dans le cas où/>^.= o, il n'existe pas de courbe du système adjoint pouvant contenir iZr— S(rG) points d'une courbe rG. La dimension du système K/'G)^! est donc égale à
et l'on en déduit l'égalité
i> 7î-4+r —ç^ = Tt;. — I — Ô ( 7' L ),
puis, en passant par les mêmes intermédiaires, la relation
(A) S[(r--i)G]-8(rG) = co,,_4+r+i
et finalement
OÙ 8(rG) a sa valeur maxima invariante. Donc le genre numérique p,i a bien une valeur in^'ariante dans le cas où/)o-= o.
Faisons encore une dernière remarque. Nous n'avons établi l'identité qui doit exister entre les surfaces adjointes définies, soit par le procédé transcendant, soit par le procédé algébrique, que dans le cas où la surface n'a que des singularités ordinaires. Mais peu importe, puisque la valeur maxima de S (G) est un invariant, qui convient par conséquent à toutes les surfaces-images, et en particulier à la surface-image qui n'a que des singularités ordinaires. On trouvera donc toujours la même valeur pour p^.
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VII, — Du système bicanonique.
42. Une notion très intéressante^ et sur laquelle M. Enriques est le premier à avoir appelé l'attention, est celle du système bicanonique^ qui joue un rôle fondamental clans la théorie des surfaces rationnelles, et peut fournir, dans bien d'autres cas, de nouveaux caractères invariants de la surface, distincts des nombres /^o- et pn étudiés précédemmeat. Nous nous bornerons à donner la définition d'un pareil système et à mettre en évidence ses principales propriétés.
Soient \C\\ et IG2I deux systèmes linéaires de courbes sur une surface, et reportons-nous au théorème fondamental de M. Enriques (n° 34) C[ui est exprimé par la relation symbolique
1 G,« -f- G, -f- S O2 1 - 1 G2a M- Gi H- S Oi I d'où l'on conclut
(l) hGi,,-!-2G2+'>.S02l = |2G2«-r-'2Gi-+-2SOi|.
Si le système |G,«| adjoint à | G, | contient ce système, c'est-à-dire si la surface possède un système canonique (/>^> o), il résulte de la deuxième égalité que le système
(A) |2Gia-2Gi--2S0i| = |2G2a— 2G2— 2X02!
est le double du système canonique ; et il ne peut évidemment donner lieu à aucune considération nouvelle.
Mais supposons, au contraire, que la surface soit de genre j9^=: o, c'est-à-dire que le système \C\a\ ne contienne pas |G, |, il pourra arriver cependant, comme nous le verrons tout à l'heure par des exemples, que le système |2Giaj contienne le système |2Gi|, et qu'on puisse, par conséquent, de l'égalité (i) conclure à l'égalité (A); d'où cet énoncé :
Si une surface algébrique, le double d'un système linéaire irréductible |G], est contenue dans le double de son système adjoint \Ca\y H ^^^ sera de même pour tout autre système linéaire sur la surface, et le système résiduel de \iC\par rapport à \iGa\ (^st, à des points bases près , le même cjuel cjue soit le système | C|.
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Le système
est donc un système parfaitement déterminé. C'est à ce système que M. Enriques a donné le nom de système bicanonique. Le nombre P dés courbes bicanoniques linéairement indépendantes est évidemment un invariant et s'appelle le higenre de la surface. On pose P = o si le système [aG] n'est pas contena dans jaC^I, et P = i, si le système résiduel [aC^ — ^2C[ se compose d'une seule courbe ou si le système i^C^i coïncide avec le système 2 G.
43. Relativement à la série de groupes de points qu'une courbe bicanonique découpe sur la courbe générale d'un système irréductible, on a l'énoncé suivant :
Une courbe bicanonique arbitraire découpe sur la courbe générale d'un système irréductible |G| un groupe de points qui, ajouté à deux groupes de la série caractéristique de |G| et aux pointsbases de |G| comptés avec le double de leur degré de multiplicité, constituent un groupe de la série gV,Tr_/o ^ étant le genre d'une courbe G.
44. Proposons-nous maintenant de construire le système bicanonique sur une surface, s'il existe. Bornons-nous au cas d'une surface qui n'aurait que des singularités ordinaires, courbe double avec points triples, ou plus généralement une courbe multiple ordinaire d'ordre i^ sans points isolés, en sorte que les systèmes des surfaces adjointes et sous-adjointes coïncident. Soit |G| le système des sections planes d'une pareille surface. Gberchons quel est le système de surfaces adjointes qui déterminera le système bicanonique. Or, chaque courbe bicanonique coupe une courbe G en 4'^ — 4 — 2/z points, comme il résulte de la remarque précédente (n'^43). Ge dernier nombre peut s'écrire sous la forme
47»: — 4 — in = iT^ — 2-+-27r — 1 — iJi ~ 11Z — 1-^ n{n — 5) — i{i — i),
d'où l'on conclut que le système bicanonique est découpé par des surfaces adjointes d'ordre n — 3 -j- /z — ^^=z^ji — 8, mais non par le système total de ces surfaces. Il faut envisager seulement celles qui, le long de la ligne multiple d'ordre /, ont un comportement tel que les sections, par un plan général, de la surface
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considérée et de l'une de ces surfaces adjointes aient, aux points de rencontre avec la ligne multiple, i(^i — i) points de rencontre condensés en plus des i{i — i) points qui s'y trouvent déjà, en vertu de la définition des surfaces adjointes. C'est donc un total de ii[i — i) points, qui se réduit, pour i—z 2, à 4- Donc, dans le cas cViine surface n^ ayant cjuUine courbe double açec points triples, le système bicanonique est déterminé par celles des surfaces adjointes d^ ordre 2/2 — 8 qui admettent la courbe double comme ligne double. Le nombre de ces surfaces biadj ointes j linéairement indépendantes et ne contenant pas la surf ace f^ est égal au bigenre (').
45. Donnons quelques exemples de surfaces ayant le genre géométrique nul et un bigenre P >> o.
Considérons d'abord, avec M. EnriqueS;, une surface du sixième ordre ayant pour lignes doubles les six arêtes d'un tétraèdre, et par suite les quatre sommets comme points triples. Une telle surface a une équation de la forme
/^{oO^X^Xi^^ ^1^3^4j ^1^2^45 ^1 ^2^3) + ^i^2^3^4^2 (^Ij ^2j ^3) ^k) = ^j
OÙ /a et cc)2 sont des formes quadratiques : la première des produits ^2'^3^4j ... la seconde des variables ^, , ^2? ^3? ^4? ^^^ faces du tétraèdre ayant pour équations Xi = X2 = ^3 = ^4 = o. Cette surface n'a pas de points multiples isolés, et sa section par un plan arbitraire, même passant par un des sommets, est une courbe de genre constant égal à 4- Les surfaces adjointes à une pareille surface doivent passer simplement par les six arêtes du tétraèdre. Il n'existe pas de surface adjointe du second degré, c'est-à-dire de surface canonique, donc/?o= o.
D'autre part, le nombre des conditions pour qu'une surface de degré n contienne les six arêtes du tétraèdre est égal à 6n — 2; le
(^) L'importance du bigenre P ressortira suffisamment d'un théorème extrêmement remarquable dû à M. Castelnuovo, que nous ne pouvons malheureusement qu'énoncer ici : La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit unicursale est que l'on ait p,^= o,V = 0 (Castelnuovo, Memoria premiata dalla Società Italiana délie Scienze, 1896). Il est bien curieux que l'égalité à zéro de deux nombres invariants relatifs à la surface suffise pour qu'elle soit unicursale.
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genre numérique de la surface est donc égal à
Il existe, au contraire, une surface adjointe d'ordre 2/i — 8 = 4 passant deux fois par chaque arête du tétraèdre, c'est le système des quatre faces de ce tétraèdre, donc
46. Voici un second exemple dû à M. Castelnuovo : une surface du septième ordre ayant une droite triple, une conique double ne coupant pas la droite, et trois tacnodes dont les plans tacnodaux passent par la droite, a les caractères p^=zp,^=: o, et P= 2. De plus les courbes bicanoniques variables sont des quartiques elliptiques sur des plans passant par la droite triple.
Voyons d'abord comment on peut construire une pareille surface. Sur une surface cubique générale /3 ==: o, fixons une droite /' et une conique k n'ayant pas de points communs avec la droite. Par 7', comme on le voit facilement, passent cinq plans qui sont tangents à f^ en des points extérieurs à /'. Soient a = o, [3 = o, Y = o trois de ces plans, A, B, G leurs points de contact, et S = o un plan arbitraire passant par j\ La surface
est bien une surface du septième ordre satisfaisant à l'énoncé.
Une deuxième s'obtient en considérant une surface du quatrième ordre y^, = o, passant doublement par la conique A", touchant les plans a, p, y, en A, B, G, et à laquelle on adjoint les trois plansapY = o, soit
La surface générale du faisceau
est une surface indécomposable du septième ordre satisfaisant à l'énoncé.
Les surfaces adjointes à une pareille surface sont d'ordre o, elles doivent passer simplement par la conique A, doublement par
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la droite ?-; chacune de ces surfaces doit donc déjà se décomposer en le jDlan de la conique k et en deux plans passant par 7\ Mais la surface possédant trois tacnodes A, B, C, les surfaces adjointes doivent j^asser par ces points, c'est-à-dire que les deux plans passant par r devraient les contenir, ce qui n'a f)as lieu généralement. Donc il n'existe pas de surface du troisième ordre adjointe à F7, et l'on a par suite
Calculons p,^. Une surface du troisième degré dépend de vingt coefficients. Le nombre des conditions pour qu'une pareille surface ait comme courbe double une droite donnée est égal à 10, pour qu'elle passe par la conique k est égal à 7, et pour qu'elle passe parles points A, B, C égal à 3; soit 20 conditions simples, donc
Une surface biadjointe sera de l'ordre 6, devra passer deux fois par la conique k et par la droite r, de manière que le nombre des points de rencontre des sections planes correspondantes de cette surface et de la surface F7, condensés au point de rencontre de la droite et du plan, soit de 21(1 — i) = 12 (^' = 3) : ce qui exige que la surface biadjointe passe trois fois par la droite r et ait, en outre, en chaque point de cette droite, les mêmes trois plans tangents que la surface F7. Elle doit, en outre, toucher les plans a, [3, v aux points A, B, G.
Ces conditions exigent que la surface biadjointe se décompose en le plan de k et en une surface du cinquième ordre cp5 passant trois fois par r avec les mêmes plans tangents que F7 en chaque point de cette droite, une fois par /:, et tangente aux plans a, [3, y en A, B, C. Or un plan arbitraire passant par r touche F7 en quatre points variables avec le plan puisque la surface F7 n'a pas, comme on le voit facilement, de points quadruples sur r. Donc ce plan doit toucher aux mêmes quatre points la surface cpg qui passe trois fois par r. Cela exige que cette surface passe non seulement trois fois mais quatre fois par r, et par suite, en tenant compte des autres conditions, elle devra se décomposer en le plan de k et en quatre plans passant par r, à savoir les trois plans a, [3, y, et un quatrième plan variable qui détermine sur F7 la partie va-
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riable de la courbe bicanonique générale. On a donc bien
et la courbe bicanonique est une quartique avec deux points doubles.
47. De la notion de système bicanonique on passe naturellement, ainsi que l'a montré M. Enriques, à la notion des systèmes i fois canoniques^ et qui sont définis de la manière suivante : partant toujours de la relation fondamentale
I C-irt -f- G2 1 — ! Goa + G] I , en supposant pour plus de simplicité que les systèmes |G| | et |C2[ n'ont ]3as de points-bases, on tire
\iC.,a-i^i\ = \i(^-ia—i(^^A - |K/1, si le système |iGi^| contient le système |/Ci [, et ce système jouit de la propriété d'invariance. Il se peut que le système IG^^j ne contienne pas |G|, ni le système |2G^| le système |2G|, mais qu'on puisse déterminer l'entier i de manière que le système |?;'Ga| contienne l^'G], Le système i fois canonique ainsi défini fournira alors de nouveaux caractères invariants de la surface, en particulier le nombre P; des courbes i fois canoniques qui sont linéairement indépendantes, le genre de ces courbes, etc.
11 peut arriver que le sj^stème [K/[ n'existe pas, quel que soit i. On le vérifie de suite pour le plan, pour une surface réglée quelconque et, en général, pour toute surface contenant un système |G[ de genre tî, dont deux courbes ont plus de 2tc — 2 intersections variables.
Quelques remarques relatives aux surfaces réglées (i).
48. Nous avons laissé de côté, dans la section précédente, les surfaces réglées et plus généralement les surfaces sur lesquelles existent un système linéaire de courbes j G j et un faisceau de courbes j D |, linéaire ou non, tels que la courbe générale du premier ne soit coupée qu'en un point par la courbe générale du se-
(^) Voir à ce sujet différents passages de Vlntroduzione de M. Enriques, particulièrement les n"" 21 et 24.
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cond D, qui est alors forcément unicursale. De pareilles surfaces ont d'ailleurs évidemment pour images des surfaces réglées sur lesquelles les courbes correspondant au système | C| sont des directrices.
Nous avons déjà vu (t. I, p. 194) que pour ces surfaces, sur lesquelles il existe un faisceau de courbes unicursales/ le genre géométrique po- était nul, et nous avons trouvé, pour les surfaces réglées (t. 1, p. 240' ^^^^ valeur de /> ,2 égale à — tt, tt étant le genre d'une section plane quelconque de la surface.
Pénétrons un peu plus avant dans l'étude de ces surfaces, et demandons-nous si les différents théorèmes qui nous ont servi, dans ce Chapitre, pour établir l'invariance de /^/^ sont applicables aux surfaces réglées. En d'autres termes, l'égalité fondamentale
est-elle applicable aux surfaces réglées?
Pour l'établir nous sommes partis de ce fait, à savoir que sur une surface y de degré m, dont jC| est le système des sections planes, le système adjoint au système |(r+ i)G | était déterminé par les surfaces adjointes d'ordre m — 3 + /'(Gliap. VI, n^^ 14 et 39). Si cette propriété s'applique aux surfaces réglées, on verra facilement, sans qu'il soit besoin d'insister, comment on peut conclure à l'invariance de S(rG) et aux autres formules fondamentales qui y sont relatives.
Nous nous proposons donc de démontrer que :
Sur une surface réglée d^ ordre jn, les courbes adjointes au système \{r -^ i)C\^ |G| étant le système des sections planes, sont les intersections de cette surface y en dehors des courbes multiples , avec les surfaces adjointes d^ ordre m — 3 + r,
49. Voici d'abord un premier lemme relatif aux surfaces qui possèdent un faisceau de courbes unicursales D. Ge faisceau peut ne pas être linéaire, mais il est évident qu'on peut former avec ses courbes un faisceau linéaire de courbes dont chacune sera composée d'un certain nombre s suffisamment grand de courbes D ; soit
(i) aoMo-f-aiMi=. o,
le système de surfaces, qui détermine ce faisceau.
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Soit alors sur la surface un système linéaire irréductible | C | de courbes, dont la courbe générale coupe une courbe D en p >> i points variables, et soit
(2) aoLo+ ai Li-t- a2L2 + • . •= O5
le système de surfaces qui le détermine, et dont nous ne considérerons qu'un réseau. Au moyen des deux systèmes précédents, on peut, comme nous l'avons vu (t. I, p. 202), obtenir une image F de la surface qui soit telle que les courbes du faisceau (i) correspondent aux sections planes faites sur la surface F par un faisceau de plans passant par une droite a et que les courbes du système | C| soient représentées par les sections planes d'un réseau de plans passant jDar un point O pris en dehors de a.
La droite a pourra d'ailleurs être une droite multiple de la surface F; soit z; son degré de muhiplicité. Un plan quelconque passant par a coupera la surface suivant s courbes D, et un plan passant par O coupera une courbe D en p points, de sorte que chacune de ces courbes est, sur la surface F, d'ordre p, cl l'ordre m de la surface est par suite égal à
De plus, la surface F n'est pas réglée. Le système des courbes adjointes à | C | sera donc compris dans le système des courbes sous-adjointes déterminées par des surfaces sous-adjointes W^-s à F, lesquelles ont la droite a comme courbe multiple d'ordre i — i. Une surface Wms coupera donc un plan arbitraire passant par a suivant une courbe d'ordre m — 2 — i qui devra être adjointe à la courbe plane correspondante de Ja surface F, composée de s courbes D. Or une pareille adjointe appartient, comme nous l'avons vu, au système somme âe s — i courbes D et d'une adjointe d'ordre m — 2 — i — (s — i) p = p — 2 à la ^ième courbe D située dans le plan considéré. De plus, deux courbes D, qui n'ont aucun point variable d'intersection, ont en commun leurs points multiples, qui appartiennent aux lignes multiples de F, et dont le nombre, puisque la courbe D est unicur-
sale, est équivalent à — — points doubles.
Le nombre des points d'intersection variables d'une pareille
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adjointe avec une courbe D sera donc égal à
(''^ — 2 — OP — (P — 0(P — 2) — (5— l)p2=p — 2.
D'où l'énoncé du lemme que nous avions en vue :
Su7' une surface possédant un faisceau de courbes rationnelles D, les courbes adjointes à un système linéaire irréductible I G I dont la courbe générale est coupée en p points variables par une cowbeT>, coupent cette courbe T> en ^ — 2 points au plus.
Nous disons au plus puisque nous avons considéré le système des surfaces sous-adjointes.
50. Gomme première conséquence de ce lemme nous vojons que si 0 = i (c'est le cas des surfaces réglées), le système \ G | n"! admettra pas de courbes adj ointes . Si, en effet, le système |G| admettait un système adjoint | G« | le système | 2 G | aurait pour système adjoint | G -h C^^ |, dont la courbe générale couperait la courbe D en un point au moins, ce qui est impossible puisqu'une courbe 2 G coupe une courbe D en deux points et qu'une courbe adjointe à | 2G | ne peut couper cette courbe D qu'en p — 2=0 points au plus.
Par suite encore une surface réglée cV ordre m ne possède pas de surface adjointe d^ ordre m — 3.
51. Ge dernier résultat peut d'ailleurs se déduire immédiatement d'une remarque générale relative au nombre des points de rencontre d'une surface adjointe ^m-^+r ^ ^y ^^ ^^^^ existe, avec une génératrice de F. Un plan passant par une génératrice a coupe en outre la surface F suivant une courbe G d'ordre m — i, qui coupe la génératrice, en dehors des courbes multiples, en un seul point variable avec le plan, de sorte que le nombre des points de rencontre de la génératrice avec les courbes multiples est équivai ent km — 2 .
D'autre part, la section par ce plan d'une surface adjointe ^m-z+r est une courbe d'ordre m — 3 + r qui passe parles points multiples fixes de G sur la droite a, et s'y comporte comme cette courbe; donc elle coupe a en r — i points, et, par conséquent :
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Les surfaces ^m-.^-\-r adjointes à une surface réglée F d^ ordre ni coupent les génératrices^ en dehors des courbes multiples, en r — i points variables.
52. Ces préliminaires étant posés, nous sommes en mesure de démontrer la proposition énoncée au n° 48. Soit G^"^^ une courbe adjointe au système l(7^ + i)G|, c'est-à-dire au système découpé par les surfaces d'ordre r + i . On verrait d'abord facilement qu'elle coupe la section plane générale G en un groupe de points qui appartiennent à une adjointe plane d'ordre jn — 3 + r. Reprenons alors la proposition démontrée précédemment (n° 20 de ce Ghapitre); en vertu de laquelle toute courbe qui jouit de la propriété de couper un plan arbitraire suivant un groupe de la série g2'K~2+rm appartient à une surface sous-adjointe d'ordre m — 3 + r, sauf le cas, laissé de côté, où la surface serait réglée. En procédant de la même manière, on voit d'abord que la courbe G^^ est la section partielle de F, en dehors des courbes multiples, avec une surface adjointe ^,7z_3+r+p(p = 0)7 et qui peut contenir encore une ou plusieurs courbes planes, appartenant à des plans passant par l'axe d du faisceau de plans qui a servi à construire la surface <ï>.
Ges courbes, qui rencontrent la droite <:/aux points où elle coupe la surface F, ne peuvent être, dans le cas actuel, que des génératrices de la surface, et, dans tous les cas, ce sont des courbes qui n'ont aucune intersection variable avec le plan général du faisceau. Les points de rencontre variables de la surface ^77i_3+r+p avec une génératrice arbitraire, en nombre /^ -|- p — i (n" 51), sont donc les points de rencontre variables de cette génératrice et de la courbe G^^ . Or la courbe générale du système |(r -f- i)G | coupe une génératrice en r-j- i points, par suite, en vertu du lemme du n° 49, la courbe C^^^ ne peut couper la génératrice qu'en (r -f- i) — 2 = r — I points au plus, ce qui exige p = o, d'où le théorème énoncé (n° 48) et qui complète le théorème du n"" 20 :
Sur une surface réglée ou non d^ ordre m^ les courbes adjointes au système découpé par les surf aces d^ ordre r-{-\{r >> o) so7it les sections de cette surface, en dehors des courbes multiples, par des surfaces adjointes d^ ordre m — ?) -\- r.
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53. De ce théorème résulte, comme nous l'avons dit, que les différentes propositions que nous avons énoncées relativement à l'invariance de pn s'appliquent aux surfaces sur lesquelles existe un système linéaire de courbes dont la courbe générale n'est coupée qu'en un point par la courbe générale d'un faisceau de courbes unicursales. Nous en ferons une application au calcul du genre numérique d'une surface réglée.
Une surface réglée d'ordre ?7i a des équations qui peuvent toujours s'écrire sous la forme
X = az -f-/>,
y ^hz-Ar-q,
a, 6, p, q étant des fonctions rationnelles de a et [5, et cp(a, P) = o étant une courbe algébrique plane dont le genre ti est le genre d'une section plane de la surface.
A cette surface correspond donc birationnellement le cylindre cp(a, P) = o, ou plus généralement un cône d'ordre m, et dont la section plane est de genre tu, et dont le genre numérique p,i sera celui de la surface réglée.
Nous sommes ramenés ainsi à calculerle genre numérique/>/2 d'un cône d'ordre m avec cl droites doubles. Or une surface adjointe d'ordre [i. a le sommet comme point multiple d'ordre m — 2, soit
conditions. Elle doit contenir, en outre, chacune des cl droites
doubles, soit
<:/ [ [JL H- I — {m — 2 )]
conditions. Donc la dimension augmentée de un du système des adjointes d'ordre a est niunéricjueme nt
et par suite le genre numérique /^/^([Ji =z m — 4) Gst égal à
(m — i){jn — 2 ) ( 77? — 3 )
?n{m — i){m — 2) ^ ,_ , (ni — i){m — 1) __
résultat que nous avions obtenu par une autre voie (t. I, p. 241).
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54. Cherchons quelles sont, pour une surface réglée, les valeurs des défauts h(rC) et (o^.
De la formule
^m-k+r^i = N,;,_4+;.-i- T. -f- FIJI + 8(rG) — 8[( r M- i)G] -f- '-^SL^^iA,
on conclut, puisqu'une surface réglée n'a ni surface adjointe d'ordre 772 — 4? ni surface adjointe d'ordre m — 3 (Nm_4 = N/;^_3 = — i),
en faisant r = o,
Appliquant ensuite la relation
on trouve
ù{G) = co;;,_3r= tu;
et enfin de la relation qui se réduit ici à
on conclut et par suite
tO,n-2 ~ ^m-l =-...— O,
8(G) = S(2G)=...=- 8(rG)r=:7r.
La valeur maximum de o(rC) est donc tz, et tous les défauts co/^ sont nuls à partir de A = /?z — 2, le premier tùm-3 ayant une valeur virtuelle égale à tt.
55. Terminons par une remarque relativement au système de courbes déterminé sur une surface réglée par les surfaces adjointes d'ordre m — 2. En vertu du théorème démontré (n^ 51), ces surfaces adjointes ne peuvent couper la surface que suivant des génératrices, puisque le nombre r — i des points d'intersection variables est ici égal à zéro {r = i). D'autre part, nous venons de voir que les surfaces adjointes d'ordre m — 2 coupent un plan arbitraire suivant le système total des adjointes planes de même ordre à la section plane correspondante de la surface réglée (^772-2=0). Donc le système des surfaces adjointes d^ ordre m — 2 détermine sur cette surface un système de dimension
l58 CHAPITRE VI. — SYSTÈME ADJOINT A UN SYSTEME LINÉAIRE DE COURRES.
Tt — 1 -\- m dont chaque courbe est composée de 2tî — 2 -t- /?2 génératrices.
Les systèmes de courbes déterminés par les surfaces adjointes d'ordre m — • 1 -\- h s'obtiendront successivement en ajoutant au système précédent le système des sections planes |C|, le système I 2 C I , . . . , le système | A C | .
Nous avons dit que sur une surface réglée il n'existait pas de système adjoint au système des sections planes d'ordre m — 3, mais il est possible de construire un système de courbes sousadjointes à ces sections planes, composées chacune d'un nombre convenable de génératrices. Le point à remarquer est qu'un pareil système ne peut être obtenu comme la section totale, en dehors des courbes multiples, de Ja surface réglée par un système de surfaces adjointes.
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ï. — Première définition des intégrales de seconde espèce.
1. On sait combien, dans la théorie des fonctions algébriques, la distinction des intégrales abéliennes en tj^ois espèces joue un rôle important. Dans un grand nombre de questions, les intégrales de première et de seconde espèce sont particulièrement intéressantes à considérer. Il est naturel de chercher à faire pour les intégrales doubles attachées à une surface algébrique, c'està-dire pour les intégrales doubles
R{a^,y,z)dxdy [f{^,r, -) = o]
(où R est rationnelle en ^, y et ^), une classification plus ou moins analogue. Nous avons vu, dans le cours de cet Ouvrage, l'importance des intégrales doubles de première espèce attachées à une surface.
Nous nous proposons, dans ce chapitre, de poser les bases d'une théorie des intégrales doubles de seconde espèce dans la théorie des surfaces algébriques, et de montrer comment la notion d'intégrale de seconde espèce conduit à un nombre invariant, qui paraît distinct de ceux qui ont été considérés jusqu'ici.
Considérons ime surface algébrique
(1) E. Picard, Sur les intégrales doubles de seconde espèce {Comptes rendus, 6 décembre 1897 ^^ ^4 janvier 1898; Journal de Mathématiques, 1899; Comptes rendus, 10 octobre 1899).
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et soit une intégrale double relative à cette surface
/ / R{a;,y,z)dxdy,
R étant rationnelle en ^, j" et z. Nous allons tout d'abord définir ce que nous entendons par intégrale double de seconde espèce. Prenons sur la surface un point arbitraire A, que l'on peut toujours, par une transformation préalable, supposer à distance finie. Si le point A est un point simple, nous dirons que l'intégrale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si l'on peut trouver deux fonctions rationnelles U et V de :r, j^, ^, telles que, après avoir formé l'intégrale double
la difi'érence des intégrales (i) et (2) reste finie au voisinage de A (on considère, bien entendu, z comme fonction de ^ et jk quand on prend les dérivées partielles de U et V par rapport à x et jk)- Si le point A est un point multiple de/, on sait que l'on peut partager le voisinage de A en un certain nombre de régions, telles que chacune d'elles corresponde birationnellement à une région R située sur une surface F, et ne comprenant que des points simples de F; l'intégrale (i) présentera en A le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si ses transformées, par chacune des substitutions birationnelles à employer, présentent, en tous les points de la région correspondante R de la surface correspondante F, le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Si, en tout point A de la surface/" (à distance finie ou à l'infini), l'intégrale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, cette intégrale sera dite une intégrale double de seconde espèce, R est clair que les fonctions rationnelles U et V à employer pourront varier avec le point A.
2. R importe tout d'abord de remarquer que la forme des expressions (2) est de nature invariante relativement aux transformations birationnelles. On s'en assure de la manière suivante. Envisageons d'abord l'intégrale
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SUR LES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPECE. l6l
ou .f^^ ^ représente le déterminant lonctionnei des deux lonc-
tions P et Q de ^ ety ; si l'on remplace les variables ^ et jk par de nouvelles variables x' ety'j l'intégrale devient évidemment
et garde par suite la même forme. Or, l'intégrale (3) rentre manifestement dans le type (a), puisqu'on peut l'écrire
Ceci posé, on peut donner à (2) la forme suivante :
en faisant un changement de variables, on aura
et, d'après ce c[ue nous venons de dire, chaque terme de cette somme et, par snite, la somme se mettent sous la forme
L'intégrale (^) a donc conservé la même forme quand on a remplacé les variables x el y par les variables x' et y'; c'est l'invariance que nous voulions établir.
3. Remarquons, avant de continuer, cju'une définition analogue à celle que nous venons de donner pour les intégrales doubles de seconde espèce peut être adoptée pour les intégrales simples de seconde espèce dans la théorie des courbes algébriques. Si l'on a la courbe
les intégrales abéliennes de seconde esj)ece
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relatives à cette courbe sont telles que, pour tout point A de la courbe, on peut trouver une fonction rationnelle U(^,jk), telle que la différence
J ]X{x,y)dx—J ^dx
reste finie dans le voisinage de A.
4. On sait que, pour une courbe algébrique, il n'existe qu'un nombre limité d'intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce, c'est-à-dire qu'il existe un nombre limité d'intégrales abéliennes J de seconde espèce, dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme
(U étant rationnelle en x et y), et telles que toute autre intégrale de seconde espèce est une combinaison linéaire des intégrales J, à un terme additif près de la forme (a).
Nous devons nous demander s'il en est de même dans la théorie des surfaces algébriques. Nous allons montrer, pour répondre à cette question, qu'^Y existe un nom.hr e limité o (T intégrales J de seconde espèce, dont aucune combinaison linéaire n^ est de la forme
(P et Q étant rationnelles en x^y et ^), et telles que toute autre intégrale de seconde espèce est une combinaison linécdre des intégrales J, à un terme additif près de la forme (p). La démonstration de ce résultat sera la conséquence d'une longue suite de transformations de calculs qui vont faire l'objet des sections suivantes. Nous aurons ensuite à montrer qu'une intégrale double de seconde espèce relative à une surface / se change, quand on transforme birationnellement f en une surface F, en une intégrale de seconde espèce de la surface F. Ce fait ne résulte pas seulement du calcul du n° 2 et demandera quelques explications compi émen taires .
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II. — Remarques générales
5. Commençons par éUidier les intégrales de seconde espèce ayant la forme particulière
C r^{^^y^^')dx dy , ^, , ,
(4) / / \ ' ^ — 777-^— (y-y-o et P étant un polynôme),
en supposant que la surface de degré m
occupe une position arbitraire par rapport aux axes de coordonnées. Envisageons l'intégrale simple
rp(x,y, z)dx relative à la courbe entre x et z
OÙ y est un paramètre. On sait que, par la soustraction d'une expression de la forme
J dx \{x — ayj--^ ] '
on peut ramener l'intégrale (5) à une intégrale analogue, où a est remplacé par a — i . Toutefois les coefficients du polynôme Q(^, ^) en ^ et ^ étant des fractions rationnelles àe y^ il figurera dans la nouvelle intégrale, au dénominateur, un polynôme en y. Il importe d^examiner de quelle manière y figure dans ce dénominateur. Soient Z\ , Z2j > * . ^ z^ les m racines de l'équation
le polynôme Q(^;^) est seulement assujetti à vérifier les équations
{a — \) f^{a,'y, Zi) <^{a, Zi) -^V (^a, y, Zi) = o (i= i,i, ..., m). Il suffira de prendre pour Q(x^z) un polynôme en z de degré
m — I, et il est clair que ses coefficients contiendront, en dénominateur, le résultant des deux équations
Notre dénominateur admettra donc pour racines simples les valeurs àe y correspondant aux points de la courbe
où la tangente est parallèle à l'axe des z^ et pour racines doubles les valeurs à^ y correspondant aux points doubles de cette courbe, si la courbe n'a que des points doubles. Soit d'une manière générale A(jk) ce résultant; l'intégrale (4), par la soustraction d'une intégrale de la forme
If
, dx dy
ox
(où U est rationnelle en ^',y, z)^ se trouve ramenée à une intégrale de la forme
r r V{œ, r,z) dx dy
En continuant de la même manière, on arrivera évidemment à une intégrale de la forme
P(,r, y, z) dx dy
(^ ~ a)[ù.(y)y^~^/y P étant toujours un polynôme.
6. Puisque l'intégrale précédente est de seconde espèce, on peut, dans le voisinage d'un point arbitraire de la courbe (^)
(^) On peut supposer que cette courbe est indécomposable, car, les axes de coordonnées étant arbitrairement choisis, les plans
X = const.
coupent tous la surface suivant une seule courbe, en laissant de côté la surface de Steiner et les surfaces réglées, d'après un résultat précédemment énoncé.
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relranclier une intésrrale double de la forme
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. Les fractions rationnelles U et V sont nécessairement de la forme
^x — ay^ ' {x — a)V^ '
A et B étant encore des fractions rationnelles, mais qui ne deviennent pas infinies, et nous supposons que B ne s'annule pas identiquement sur la courbe y.
Si X est supérieur à ]x — i, A s'annule nécessairement pour X = a, et par suite on peut, de proche en proche, réduire \ à p. ■ — I. On peut d'ailleurs dans tous les cas supposer
en multipliant, s'il est nécessaire, les deux termes de U par une puissance de x — a.
Nous avons donc l'expression
à rB(x,y,z)l
Si y. est supérieur à un^ la différence
s'annulera nécessairement pour la courbe (y), c'est-à-dire que l'on aura
— (jj. — i)A(a,7, (;) + ^B(a,7,(:) = o [hycc f{a,y,Q = o]. On en conclut que l'expression (S), qui peut s'écrire
dx\_(x — a)V~^ p. — 1 4/ (^' — <^)^^''^J
_^ ^ rB(^,jK,^) _^ _i d__ B(x,y,z) ~]
ày [^ (x — a)\^ [J. ~ i dx (x ■ — • a)F'~i J
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est de même forme que (S), sauf que p. y est remplacé par [jl — i . Donc, en allant de proche en proche, on peut supposer [ji = i, et, par suite, la différence
doit s'annuler pour x = a. On en conclut que
[A(j)ja-i/^ ôy
Ç étant la fonction de y définie par /(a, y, Q == o. La fonction rationnelle B(a, jK, ^) pourra nécessairement se mettre sous ]aforme
S et U étant des polynômes, et les racines de\J(y) appartenant à A (y). Ceci posé, formons la différence
JJ {x-a){^yr~^fl J J ày {x-a)\}{y)'''' •^•
Elle sera de la forme
()^(x, y,z) dx dy
ff
Q et V étant des polynômes et les racines de W(jk) appartenant
àA(j).
m. — Première réduction, dans le cas des surfaces sans singularités.
7. Les transformations précédentes vont bientôt nous être utiles. Nous allons maintenant revenir à l'intégrale
supposée de seconde espèce, en supposant que la surface n'ait pas de singularités. Considérons d'abord le cas où le plan œ = a
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n'est pas tangent à la surface. Il va être facile dans ce cas d'effectuer une réduction en supposant a >> i . Je dis qu'on peut déterminer àe\i^ polynômes A.{x ^ y ^ z) et B(^, j, z)^ de telle sorte que l'intégrale
JJ l{oo--ay^fL dx{x-a)^-^ ^^(^_^)aj ^
soit de même forme que l'intégrale initiale, a étant remplacé par a — I . Il suffira que
passe par Ja courbe x = a, /(^, y<^ z) = o.
Prenons pour A et B des polynômes en y et Ç; l'expression
devra être divisible par /(a, JK, Q; on bien encore, y et ^ étant deux lettres indépendantes, il faut mettre le polynôme P(a, y^ Q sous la forme
P(^^,r^ 0 = ^^J'y-^V-fi-^'^f [où/ désigne /(«, 7, ^1;
7\, [JL et V étant des polynômes en y et Ç.
Or, puisque le plan x ^=. a n'est pas tangent à la surface, la courbe f[a^y^ Ç) = o n'a pas de points multiples : les trois polynômes /, fyifi ne s^annulent pas siuiultanément. De plus on peut toujours supposer que les solutions communes aux deux équations
sont des solutions simples; il suffit que l'axe des Ç ne soit pas parallèle à une tangente d'inflexion de la courbe /(a, jk, Ç) = o. Ceci posé, on peut choisir le polynôme )^(jK, Q de manière que la différence
s'annule pour les points communs à
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On aura donc
rx et V étant des polynômes en y et Ç, et de là se tirent A et B.
Nous pouvons donc conclure que, sous les hypothèses faites, l'intégrale pj^oposée se ramène à
SI
V {x^y, z) dx dy {x — a)fL
8. L'intégrale étant de seconde espèce, nous pouvons faire une réduction encore plus complète. En raisonnant comme au n° 6, on voit que l'on doit avoir
^^i^l^ = ABfa,j^,Ç) [/(«,/, 0 = 0].
La fraction rationnelle B(a, jk? Q sera nécessairement un polynôme S(j/,Q en y et Ç [la courbe/'(a, j^^ t^) = o n'ayant pas de point double]. Si Ton considère alors la différence
elle sera de la forme
r rP(x,y,z) dxdy
JJ n '
OÙ P est un polynôme. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
La surface f{x^ y ^ s) = o n'ayant pas de singularités, et le plan X ■=^ a n'étant pas tangent et la surfaee^ une intégrale de seconde espèce de la forme
r [ P(x, y, z) dx dy .^ , ,
jJ \;-ay-fL^ (P «^^" "" polynôme)
se ramène par la soustraction d'intégrales du type
/ / -1 h -— «^ dy ( U et V rationnels en ;r, y et z)
JJ \âx dy) ^ V .J )
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une intégrale de la forme
ff
V{x,y,z)dxcly
P étant toujours un polynôme.
9. Le même théorème subsiste si le plan x = a est tangent à la surface. Nous pouvons le démontrer très facilement en nous reportant au résultat du n° 6. Par la soustraction d'une intégrale de forme convenable, nous avons ramené l'intégrale
P(^, jK, z) dx dy {x-ay^JT' la forme
' <^{x , y y z) dx dy
W(7)/i chaque racine h de W(y) correspondant à un point où la courbe
a sa tangente parallèle à l'axe des z. Or, les axes occupant une position arbitraire par rapport à la surface, on peut supposer qu'aucun des plans j)^ = b n'est tangent à la surface. Nous sommes donc ramené au cas précédent (^ et y étant permutés), et nous avons le théorème énoncé à la fin du numéro précédent, même si le plan x =^ a est tangent à la surface,
10. Nous avons supposé que les axes occupent une position arbitraire par rapport à la surface; les plans considérés ^ = a coupaient alors la surface suivant une courbe irréductible. Il est facile d'examiner le cas où il en serait autrement. Supposons que le plan x ^=- a coupe la surface suivant une courbe décomposabJe en deux autres, et soit A un point commun à ces deux courbes. Reprenons l'intégrale
^V {x^y^z^ dx dy
ff-
{x-a^fL Nous pouvons d'ailleurs, comme plus haut, faire les réductions
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qui nous ramèneront à l'intégrale
*F (x, y, z)dx dy
On peut, dans le voisinage de A5 retrancher une intégrale double de la forme
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. En raisonnant comme au n" 6, on voit que cette dernière intéerrale est de la forme
ff-,
-—B(x,y,z)dx dy,
■a ôy
la fraction rationnelle XM^x^y^ z) ne devenant pas identiquement infinie sur la section plane x = a. Il n'y a dans tout ceci aucune différence avec le n^ 6, si ce n'est que dans ce numéro nous nous placions au voisinage d'un point quelconque de la section plane, tandis que nous nous plaçons ici au voisinage du point particulier A. ; d'ailleurs, la courbe désignée (/oc. cit.) par (y) est l'ensemble des deux courbes passant par le point A. On aura donc
W(j)/:(a,j/,..) ôy
pour l'une et l'autre courbe que définit l'équation /(a, jk, z) = o.
Or, on peut toujours mettre la fonction rationnelle ^{x^y^z)
sous la forme
Q(x y.z\ B(a7,j, ^) = \y ^ — - (Q étant un polynôme),
le polynôme R(^,jk) ne contenant pas [x — et) en facteur (sinon B serait infinie au moins sur une des courbes de la section x = a). Si donc de l'intégrale proposée
V{x,y, z)dx dy (^-«)W(7)/I on retranche
J J àylx-a K(a,y) J "" '
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on aura une intégrale de la forme
'(i{x,y,z)dxdy
'^(y)fz
yV (y) étant un polynôme en y. Comme le plan des zx peut être supposé avoir une direction arbitraire, on peut admettre qu'aucun
plan de la forme
ne coupe la surface suivant une courbe décomposable (en faisant abstraction de la surface de Steiner et des surfaces réglées), et finalement nous arrivons à la même conclusion qu'au numéro précédent.
Les considérations précédentes peuvent servir, d'une manière plus générale, à faire la réduction de l'intégrale de seconde espèce
F(x,y, z)dx dy {x — ay^'^ix.y)/':,'
le polynôme R(^,j/*) ne contenant pas x — a en facteur; on ramènera cette intégrale, par la soustraction d'une intégrale de la forme déjà plusieurs fois indiquée, à l'intégrale
V {x,y^ z)dx dy
yUW(^7y¥z'
11. En restant toujours dans le cas d'une surface sans singularités, nous allons considérer une intégrale arbitraire de seconde espèce. Les axes étant pris arbitrairement^, nous pouvons supposer que l'intégrale reste en général finie dans le voisinage d'un point pour lequel /^== o; de plus G étant une ligne irréductible de la surface pour les points de laquelle l'intégrale peut devenir infinie,
soit
R(^,jk) = o
la courbe irréductible qui est la projection de la ligne G sur le plan des xy. La surface cylindrique
pourra couper la surface y* suivant une autre ligne irréductible que la ligne G.
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Soit r cette seconde ligne; les courbes C et T ont au moins un point commun à distance finie que nous désignerons par A. L'intégrale double considérée peut évidemment se mettre sous ia forme d'une somme d'intégrales du type
(\ ce ^{^0'^^)dxdy
En effet, toute fraction rationnelle de a^j y, z peut s'écrire
A et B étant deux polynômes, le premier en x^ y, z^ le secoud en X et y. En regardant
comme une fraction rationnelle de x^ on la décomposera en fractions plus simples, dont les dénominateurs, en tant que polynômes en Xy soient premiers entre eux et puissances d'un polynôme en X et y; mais dans cette décomposition pourront s'introduire au dénominateur des polynômes en y^ figurés par W(j^). Considérons donc l'intégrale (s) ; dans le voisinage du point A, on doit pouvoir trouver deux fractions rationnelles S(^,y, z) etT(^,^, z) telles que la différence
reste finie dans le voisinage de A. En décomposant S et T en fractions simple de la forme
tions simples, nous avons, pour Ja somme f- -— -? des éléments
ll{x,y,z)
Wi(7)[p(^,7)]Vi
En se bornant, dans S etT, au terme renfermant nécessairement en dénominateur une puissance de R, nous avons une intégrale de
la forme
V {x, y^ z)clx dy
SI
^N{y)[i^x,y)WL
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cjai, clans le voisinage de A (ce point pouvant être exclu), ne devient pas infinie sur la courbe
c'est-à-dire sur les deux courbes C et F; il faut donc que
reste finie pour R(^, r) = o, dans le voisinage de A, et, par suite, soit un polynôme en ^, y et z (on peut applicjuer ici le ihéorème classicjue de Nœther, puisque C et F forment l'intersection complète de R = o avec la surface /).
On Yoit clone que finalement l'intégrale sera ramenée à
F ( X, r, z^dx dy
et finalement à
'Pf.r, T', z)dx dy
IP
fz
Nous avons donc la proposition fondamentale suivante : Si U équation
représente une surface sans singularités, toutes les intégrales de seconde espèce relatives à cette surface sont de la forme
U et V étant des fonctions rationnelles en x^ y et z^ et P(^, y, z) représentant un polynôme,
IV. — Même réduction pour les surfaces quelconques
12. Le théorème que nous venons d'établir est général. Une partie de la démonstration précédente subsiste entièrement; c'est celle qui est contenue dans le numéro précédent et qui s'arrête
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à la forme (yi). En permutant x et y, nous voyons donc que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent aux intégrales
P(;27,/, z)dx dy
et nous devons donc étudier les intégrales de la forme
*P(a7, j-', z)dx dy
{x-ay^f^
La surface, nous pouvons le supposer, n'a que des singularités ordinaires (une ligne double avec points triples). On peut, de plus, admettre que l'intégrale initiale ne devient pas, en général, infinie le long de la ligne double (il suffirait, s'il en était autrement, de faire une transformation birationnelle convenable); il en résulte que P s^ annule le long de la courbe double. Enfin les axes de coordonnées ont une position arbitraire par rapport à la surface.
Supposons d' abord que le plan x =^ a ne passe pas par un point-pince ou par un point triple de la courbe double. Ily a alors peu de modifications à faire à la réduction du n° 7. Reprenons les notations et les calculs de ce paragraphe ; nous devons chercher à mettre P(a, y, Ç) sous la forme
Le polynôme P(«,j/, u) s'annule d'ailleurs pour les points doubles de la courbe
Ici les trois polynômes/, f'^ f^ s'annulent simultanément, mais on peut supposer que f el f n'ont de tangente commune en aucun de leurs points de rencontre. Il s'agit alors de savoir si l'on peut déterminer un poljnome pi en y et Ç, de telle sorte que la différence
soit de la forme \f'-i~ yf. Les points communs à / =. o et /; = o
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sont de deux sortes; les uns sont des points simples de /"et n'appartiennent pas, par suite, à/jj= o. On peut choisir le polynôme [i. de telle sorte que la différence P — ]xf^ s'annule en ces points. Les autres sont points doubles de/; la différence précédente s'annule en ces points ; mais il faut de plus cpie, pour chacun de ces points,
la courbe
ait même tangente que la courbe /' = o, et il est clair que l'on peut choisir [j, de façon qu'il en soit ainsi, puisque /J.= o et fl=^ o ne sont pas tangentes en ces points.
Nous pouvons donc encore conclure que le cas de a. quelconque se ramène à a = i .
13. On ne peut pas faire la même réduction si le plan x ^= a passe par un point-pince. Pour qu'elle soit possible, c'est-à-dire pour qu'on puisse mettre P(a, y, Ç) sous a forme voulue, il faut et il suffît que la tangente à la courbe
au point-pince, soit la tangente au point de rebrousseraent dans la section plane x ■=. a ( ' ).
Or, pour l'intégrale considérée
P(^, jK, z) clx dy
la condition relative à la tangente pour la courbe P(a,y, ^) =: o n'est pas remplie en général. Nous allons montrer que l'on peut,
(^) On établit facilement, à l'aide du théorème de Nœther, que, si
/(^, J) rzr o
représente une courbe ayant des points doubles et des points de rebroiissement ordinaires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme P(a7, y) soit susceptible de se mettre sous la forme
^/+ P'/v~T~ '^/i (^j I-*-? ^ étant des polynômes),
est que la courbe P = o passe par les points doubles de /, et aussi par les points de rebroussement avec la tangente à / en ces derniers points comme tangente.
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par une soustraction convenable, être ramené à une intégrale de même forme, mais où la condition voulue sera remplie. Commençons par quelques remarques très importantes pour la suite.
J'envisage les expressions de la forme
U et V étant des polynômes en ^, y, z.
Cherchons à quelle condition cette expression est de la forme
M(^, jK, z) étant un polynôme en x, y et z. En développant l'expression ci-dessus, on a
^ dV ^ <_)V
d^ d^ dz^ _ àz;^';_ __ _U_ /p _ .. fi\_JL (f" _ f" 'tk
TT^TT /^^ ff f^K'' ^''fU /?V"^ ^''n
Il n'y aura pas de terme en -^ si U/^4- V/j est divisible par /J, c'est-à-dire si l'on a l'identité en x^ y et z,
A. et B étant deux polynômes. Nous allons voir que, dans ces conditions, l'expression proposée a la forme demandée. Il suffît de
montrer qu'il ne reste pas alors de terme en-^; or le coefficient de -777^ est égal à
En différentiant par rapport à z l'identité à laquelle satisfont U et V, on voit de suite que ce coefficient est de la forme
K et H étant des polynômes, et l'on a
dz
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Donc, V expression (a) sera de la forme ((3), si U e^ V satisfont à r identité (y) en x, y et z,
15. Revenons maintenant au n"" 13. Pour pouvoir ramener au cas de a = I , en suivant la méthode employée aux n°^ 7 et 12, il faudrait que dans l'expression
V{x, y, z) dxdy
le polynôme P(^, JK, ^), qui s'annule le long de la courbe double,
fût tel que la courbe
eût, comme tangente au point-pince, la tangente au point de rebroussement de la courbe /(a, y, ^) = o. S'il n'en est pas ainsi, nous allons montrer qu'on peut faire une première transformation réalisant cette condition. Formons la combinaison
\x-a)^~^fi
qui peut s'écrire
P ( .2^, jK, ^ ) 4- ( a — 1 ) V
(lY^-
àx\f'J
Prenons pour U un polynôme tel que la surface U = o passe par la courbe double et par la courbe simple de rencontre de/ = o et/j=o; de même, prenons pour V un polynôme satisfaisant aux mêmes conditions, en ajoutant, en plus, la condition que la surface
P(a7, JK, z) ~r- {a. — i)V = O
soit tangente au point-pince à la tangente à /(«, j-, ^) = o dans le plan ^ = a, et cette dernière condition peut évidemment être réalisée. D'autre part la surface
-"Jy-
a pour ligne double la courbe double de / et passe, comme U = o et V = o, par la ligne simple de renconti'c de /= o et//:=: o ; on
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a donc
Enfin -jj et -7, restant finies en un point arbitraire de la courbe double, l'expression
sera de la forme
M étant un poljnome s' annulant sur la courbe double. Donc, par la soustraction effectuée, l'intégrale
Pf.'T, y, z) dx dy
est remplacée par l'intégrale
'Q(.^, y, z) dx dy
SI
où a a la même valeur mais où le poljnome Q satisfait à la condition nécessaire pour notre réduction ultérieure, condition à laquelle ne satisfaisait pas P.
Nous concluons de là que, si le plan ^ = a passe par uiipoinlpiace, V intégrale
'P(^, y^ z) dx dy
jy
(x~ ay^J'L
peuty comme quand le plan ne passait pas par un point-pince ^ être ramenée au cas de a. ~~ i .
Une démonstration analogue s'applique, avec peu de modifications, au cas où le plan œ = a passe par un point triple de la courbe double, et nous pouvons, par conséquent, conclure que toutes les intégrales considérées de seconde espèce se ramènent à la forme
SI
16. Allons encore plus loin, et établissons que l'on peut faire disparaître le facteur œ — a du dénominateur. Nous partons de
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l'intégrale supposée de seconde espèce
^P(,r, y, z) dx dy
{x~ a) fi
[P(.r, j/j 5) s'annulant sur la courbe double].
Nous savons (n° 6) que, dans le voisinage d'un point de la section plane x --=. a, on obtiendra une intégrale restant finie dans le voisinage de ce point en retranchant de l'intégrale précédente une intégrale de la forme
[B(^, jK, z) étant une fonction rationnelle de x^ y et z ne devenant pas identiquement infinie pour x = a\ Il résulte de là que l'on a
Via, y.t") ^ rry i «rx-i r /•/ y^ t
yf ' - ^[B(^,r. C)J Ui^ci.y, O-o].
La courbe /( (2, y^ Q =: o ayant des points singuliers, nous ne pouvons pas conclure, comme au n" 8, que B(a, j)/, Ç) est un polynôme en y et t^, mais il résulte des théorèmes les plus simples sur les fonctions algébriques d'une variable, que l'on peut écrire
Mfr, D
M(jKj Q étant un polynôme en y et Ç qui s'annule pour les points de la courbe /(«, JK, '() = o, cjui correspondent à /^'=: o (si la courbe a un point triple, la courbe M(j/, E^) == o aura ce point comme point double). Ceci posé, nous allons chercher à former un polynôme Q(x, y^ z) tel que la surface
passe par les deux courbes de rencontre des surfaces
(dont l'une est la courbe double cpie nous appellerons F, tandis (|ue l'autre C représentera le lieu des points simples de la surface où le plan tangent est parallèle à Faxe des z)^ et que l'on ait
Q^{ct,y,z)^U{y, z)~^^{y, z)j\a,y, z).
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6(jK, z) étant un polynôme arbitraire, et où, comme nous l'avons dit, le polynôme M (y, z) s^annule aux points doubles de la
courbe
et aux points simples de cette courbe où la tangente est parallèle à O^. [Dans le cas où le plan x ^= a passerait par un point commun à G et F, la tangente à la courbe M(j)/, ^) = o en ce point serait parallèle à l'axe des z.] La question revient à trouver une surface
passant par G et F, et coupant à distance finie le plan ^ = a seulement suivant la courbe M(y, ^) + 6(jk, ^)/(a, y, ;3) = o. La possibilité de cette recherche résulte du théorème général de M. Castelnuovo sur les systèmes linéaires de surfaces établi dans un Gliapitre précédent : Un système linéaire complet de surfaces défini par des lignes-bases et par des points-bases découpe sur un plan arbitraire un système complet (^régulier) de courbes y pourvu que le degré des surfaces dépasse une certaine limite. Nous appliquerons ce théorème au système linéaire complet S des surfaces de degré \ passant simplement par G et F, et aux sections par le plan ^ r= a, Le système linéaire S découpe sur le plan ^ = a le système complet a- des courbes de ce plan passant par les points où il rencontre G et F ( si ^ = a passe par un point P commun à G et à F, les courbes du système plan ont une tangente déterminée, intersection du plan tangent à la surface en P avec le plan x r=; a), pourvu que le degré \ des surfaces soit assez grand. Parmi les courbes du système c- se trouve, si X est pris assez grand, la courbe composée formée de la courbe
et de la droite à l'infini répétée un nombre convenable de fois. Il y aura donc, d'après le théorème de M. Gastelnuovo, une surface
coupant le plan x ^^ a suivant la courbe (a) et la droite à l'infini avec un certain degré de multiplicité; le polynôme Q remplira les conditions requises.
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On voit alors que l'intégrale à soustraire peut être prise égale à
D'ailleurs, l'expression
ày V fk J sera de la forme
- — y. — (R étant un polynôme)
puiscjue le poljnome Q/^. sera nécessairement (n° 14) de la
forme
notre intégrale, par la soustraction de l'intégrale ci-dessus, est
donc ramenée à
r rV{x,y,z)dxcly ^
Nous arrivons donc finalement au théorème déjà obtenu pour les surfaces sans singularités :
Etant donnée une surface
que Von peut supposer à singularités ordinaires {une ligne double a^ec des points triples), toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à cette surface se ramènent par la soustraction d^ une intégrale de la forme
(U et V rationnelles en x^y et z) au type
r rP(x, 7, z)dx dy
JJ
V[x^yjz) étant un polynôme qui s'annule pour la courbe double.
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V. — Théorème fondamental sur le nombre limité des intégrales de seconde espèce.
17. Il s'agit maintenant de montrer que les intégrales de seconde espèce
^V (x, y, z) dx cly
se ramènent à an nombre limité d'entre elles. Nous ferons cette réduction en retranchant de l'intégrale précédente une intégrale
où U et V sont des polynômes.
Partons de l'intégrale (I), où le polynôme
est de degré/?, et désignons par Pi (^, y^ z) l'ensemble des termes homogènes et de degré /> dans P. Posons
H et R étant des polynômes de degré p en x, y et z. On peut choisir^ si p est assez grand ^ les polynômes H et K de degré p, de telle manière que V on ait V identité
Vify^yf'x=-^f'z-~^^f {^ et B étant des polynômes),
identité qui peut s'écrire
Pi (r/; - ^/i ) - H/;. -H K/i - kfi - B/.
Pour légitimer cette assertion, nous n'avons qu'à nous appuyer sur la proposition de M. Castelnaovo dont nous avons déjà fait usage (n° 16). Considérons la surface <ï> représentée par l'équation
Elle passe par les deux courbes définies par les équations
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L'une de ces courbes T est la ligne double de /; désignons l'autre par G. Les axes ayant été pris arbitrairement, on peut supposer que G et F sont des lignes simples de rencontre de f^=Oj /'.r= o. Ensuite <ï> coupe le plan de l'infini, suivant la ligne
(ï) ^=-0, Pi(7cp;.-:-^cpi) = 0,
en introduisant la quatrième coordonnée homogène t^ et en désignant par o l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré m dans f. Réciproquement, toute surface de degré p passant par les coLirbes G et F et contenant la ligne plane (v) a le premier membre de son équation de la forme
où U et V sont des polynômes de la forme (a).
D'autre part, la surface <ï> est aussi représentée par l'équation
Elle passe donc par la courbe simple D de la surface /, définie par les équations
De plus, elle passe, comme nous le savions déjà, par la ligne double, mais nous voyons maintenant que ^ est tangent à la surface
le long de la ligne double F; réciproquement, toute surface passant par D et par F, et étant tangente à /^= o le long de F, a le premier membre de son équation de la forme
Gonsidérons alors le système linéaire S des surfaces de degré m ~\~ p défini par les lignes-bases simples G, D et F, avec la condition que le long de F ces surfaces soient tangentes ày_^= o. Si p est assez grand, et par suite m +/?, ce système linéaire découpera
sur le plan de l'infini
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le système linéaire complet de courbes de degré m -]-/?, caractérisé par les points-bases simples qui sont les intersections du plan de l'infini avec les courbes G, D et F, avec la condition supplémentaire qu'aux points d'intersection du plan de l'infini avec la courbe F, la courbe soit tangente à la surface f'z=^ <>• Or la courbe (y), considérée plus haut^ définie parles équations
satisfait bien à ces diverses conditions, car la courbe
qu'elle contient partiellement, passe par les points à l'infini de C, D et F. Les points à l'infini de F satisfaisant aux équations
la courbe j/cp' 4- ^cp^.r:^ o dont l'équation peut s'écrire
— Z Cpl -}- /?! cp =0
est bien tangente à 0^=: o aux points doubles de o.
Donc, sip est assez grand, nous pourrons certainement trouver une surface du système linéaire S, donnée soit par l'équation
soit par l'équation qui lui est identique
où U et V ont la forme (a).
19. Nous allons facilement achever la démonstration. Après avoir déterminé U et V comme il vient d'être dit, formons la différence
f'z p — /?z -1- 3 L àf \ fi ! dx \ f. j
nous allons voir qu'elle est de la forme
oùÇl est seulement de degré p — 1 , tandis que P était de degré/?.
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On a l'identité en x, y, z
uy;+.vyi^A/!+B/,
A et B étant des polynômes respectivement de degré/) + i et p. D'après le calcul du n" 14, on a sur la surface /= o
c)U _^ ^ _ OA _ ^
Or, soient dans U, V, A, B les termes homogènes de plus haut degré en œ, y, z représentés respectivement par u, v^ a, b\ on aura d'abord
donc
P 1 ( yo'y H- xo'^.) = cccd'--- b(D, d'où l'on déduit
P 1 ( — 5 CD ~ -r- 7?i cp ) = aoL-h bo, on en conclut
^ _ P,j ^ _i_ Xc2 )
^ ^ (X polyn. homog. en ce, y, z de degré p -{- 1 — m).
h = 7?iPi — Xcp^ )
On aura donc, comme on le vérifie immédiatement,
du dv àa , , ox i-^ '^^
— -f- h = {p — m + 3) Pi -f- — cp.
dy dx dz ' ôz '
On pourra par suite, sur ta surface f^ écrire
dy ox az
Q(^,jK5 ^) étant un poljnome de degré /> — i au plus. Nous con cluons donc de là qu'on peut passer de l'intégrale
V {x, r, z ) dx dy
où p est un poljnome de degré /?, à une intégrale de même forme où P sera seulement de degré p -— i, pourvu que p dépasse une certaine limite.
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20. Nous pouvons enfin déduire de toutes les transformations précédentes le théorème fondamental relatif au nombre limité des intégrales distinctes de seconde espèce. Convenons de dire que des intégrales de seconde espèce sont distinctes , si aucune combinaison linéaire de ces intégrales n'est de la forme
U et V étant rationnelles qw x^ y^ z.
Le théorème fondamental sur les intégrales doubles de seconde espèce est alors le suivant :
// n'^y a pour une surface algébriciue quUin nombre limité d^ intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
Ou encore :
Il existe pour une surface algébrique un certain nombre p d^ intégrales doubles distinctes de seconde espèce
II, h^ •••, Ip,
(elles c[ue toute autre intégrale double de seconde espèce est de la forme
ai I] -f- «2 12 -
-ffi^-^fr)''^''^^
les a étant des constantes^ et U et V des fonctions rationnelles
dex,y,z,
21. La démonstration précédente s'applique à tous les cas. Pour établir que les intégrales
T {x,y^ z) dx dy
sp
se réduisent à un nombre fini d'entre elles, on pourrait se borner au cas où la surface est la plus générale de son degré.
En prenant pour/(x, jk, ^) un polynôme arbitraire de degré m, on peut trouver facilement une limite du degré p. Reprenons l'identité fondamentale
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en supposant que U et V sont de degré p -j- i . On a alors
Q étant un polynôme de degré p. Nous avons va que dans Q(^, r, 5) l'ensemble des termes homogènes de degré p sera égal à un polynôme homogène donné Pj (^, y^ z)y si l'on a
U==:7Pi-i-H )
[ (H et K polynômes de degré p ).
Formons alors l'identité
Dans H/1.+ ^/'xt ^^^ ^^ ^'^ ^ ^^"^^ ^^^ polynômes arbitraires de degré />, le nombres des arbitraires est égal à
D'autre part, pour avoir une identité de la forme (^), il faut et il suffît que la surface obtenue en égalant à zéro le premier membre de cette identité, que nous appellerons la surface <ï>, passe par la courbe gauche
Or, on sait que le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré ^ passe par une courbe gauche sans point singulier de degré d et de genre tï est égal à
si [ji est assez grand; dans le cas où la courbe est l'intersection complète de deux surfaces de degrés a et [3, on doit avoir
Dans la cjuestion actuelle
De plus, la surface <ï> a, quels que soient les arbitraires c[ui y figurent, un nombre de points communs avec la courbe (y) égal à
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ni[m — i), et qui sont les m{in — i) points à l'infini de (y); le nombre des conditions est donc à diminuer de ]n[m — ^ j). Le nombre des paramètres sera au moins égal au nombre des conditions qui expriment que la surface ^ passe par la courbe (y), si l'on a
( yo -h i ) ( /> -h '2 ) ( /3 -h 3 ) (p — m-^- i){p — m-^3)( p — jn ^ i) __ ___ -
Si po désigne le plus grand nombre entier positif pour lequel cette inégalité n^ est pas vérifiée, on pourra ramener toute inté-
^^rale
'^V (x. y,z) dx dy
à une intégrale de même forme, où le degré de P sera au plus/>o- On ne peut pas trouver pour p^ une expression simple, mais on vérifie facilement que
et l'on est par suite assuré de pouvoir réduire à 2/72 — 4 l<^ degré du polynôme qui figure au numérateur de l'intégrale double.
VI. — Recherche des conditions pour qu'une intégrale double soit de seconde espèce.
22. Nous venons de montrer que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent par une soustraction convenable à la forme
P(^, y, z) dx dy
(le polynôme P s'annulant sur la courbe double), où le degré/; du polynôme P est limité. Mais toutes les intégrales doubles de cette forme ne sont pas de seconde espèce. Il faut maintenant exprimer que cette intégrale est de seconde espèce.
Nous n'avons rien à exprimer pour ce qui regarde les points à distance finie de la surface
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Nous avons seuleaient à examiner les points à l'infini, en supposant d'ailleurs, comme il est permis, qu'avant toute réduction on ait fait une transformation homographique.
Posons
et soit alors F(X, Y, Z) = o l'équation de la surface transformée. L'intégrale prendra la forme
"""■"■'■ '<,xd^-.
H(X, Y,Z) désignant un polynôme qui s'annule pour la courbe double de F. Si p est au plus égal k m — /[, l'intégrale est de première espèce. Soit donc
Par la soustraction d'une intégrale convenabJe de la forme (n°^ 7 et 12)
d rB(X,Y,Z)"
r n â rA(x,Y,z)i _à_rB{
j J (dX ^ XP"^'»---^) J "^ 6'Y L -> on obtient une intégrale
Xp-{m-k)
\ dX clY,
I K(X, Y, Z) dX.cn
K(X, Y, Z) étant un polynôme s'annulant pour la courbe double. D'après le n"* 16, pour que cette intégrale ait sur la ligne X = o le caractère d'une intégrale de seconde espèce, il faut et il suffit que l'expression
Fi(o, Y,Z)
soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. On pourra reconnaître s'il en est effectivement ainsi, ce qui entraînera en général
conditions, en désignant par iz le genre d'une section plane quelconque de la surface et par suite de la courbe F(o,Y, Z) = o. Les
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conditions reviennent en effet à écrire que l'intégrale abélienne
rK(o,Y, Z)f/Y
Fi(o, Y,Z)
est algébrique ; les 271 périodes cycliques doivent être donc nulles, ainsi que les m résidus relatifs aux points à l'infini, qui donnent seulement m — ^1 conditions. On sait d'ailleurs que toutes ces conditions s'expriment sous forme algébrique.
23. Toutes ces conditions étant remplies, nous sommes assuré que pour les points à l'infini de la surface
qui correspondent à
X r- o, Y -- une valeur finie,
les conditions pour que l'intégrale proposée soit de seconde espèce se trouvent vérifiées. Si l'on avait posé
on aux'ait eu l'intégrale
^ l ^ 1, Zi
clX.dY, [Fi(Xi, Yi,Zo-ol.
Pour les points de la courbe Y, = o, elle devrait en général avoir le caractère d'une intégrale de seconde espèce, puisque cette courbe correspond à X== o. Donc pour tous les points à l'infini de la surface F^ qui correspondent à Y^ = o et à une valeur finie de X^ se trouvent vérifiées les conditions pour que l'intégrale soit de seconde espèce. Mais on a
donc aux points de F exclus plus haut pour lesquels
correspondent sur F^
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et par suite pour les points à l'infini de la surface /pour lesquels
X — o, Y - ce
les conditions relatives à la nature de l'intégrale double sont bien
vérifiées.
Il reste enfin à examiner les points à l'infini de la surface/ pour
lesquels
X -- une valeur finie, y -- co
comme ils correspondent nécessairement sur Fj à des points pour
lesquels
Yi = o, Xi -^ o,
la conclusion est immédiate, et les conditions voulues sont vérifiées. Ainsi donc nous savons exprimer que V intégrale double
P (.r, y^ z) clx cly
(le polynôme P s'annulant sur la courbe double) est une intégrale double de seconde espèce.
Ceci revient à exprimer qu'une certaine intégrale abéLienne est algébrique; le nombre des conditions est en général égal à
2 71 -— jn — ^ j ,
iz désignant le genre cV une section plane cjuelconciue de la surface.
VII. — Caractère invariant de l'intégrale de seconde espèce
24. JNous avons maintenant à montrer qu'une intégrale double de seconde espèce reste une intégrale de seconde espèce quand on effectue sur la surface une transformation birationnelle. Nous avons déjà \\\ (n° 2) que la forme des expressions
est invariante relativement à toute transformation birationnelle, mais cela ne suffit pas pour établir l'invariance des intégrales de seconde espèce. La difficulté provient des points fondamentaux
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que peuvent posséder les transformations birationnelles. Soit, sur la surface
un point A, que l'on peut évidemment supposer simple, qui soit un point fondamental de la transformation, c'est-à-dire qu'au point A de f correspond sur la surface transformée
une certaine ligne. Envisageons une intégrale I de seconde espèce de la surface F et reclierclions si sa transformée i relative à la surface y possède au point A le caractère d'une intégrale double de seconde espèce. L'intégrale i pourra devenir infinie le long de certaines lignes
passant par le point A; il résulte de ce que i est la transformée d'une intégrale de seconde espèce de la surface F, que l'on peut retrancher de l'intégrale i une intégrale double de la forme
ih = .,.,...,k) ff('-RlL^'l±\d.cly j (U/- et V. ration-
telle que la différence de ces deux intégrales reste finie dans le voisinage de A sur la courbe F^ (en dehors de A). Nous allons voir que cela suffit pour affirmer que l'intégrale i présente en A le caractère d'une intégrale de seconde espèce.
Les axes des coordonnées étant supposés arbitrairement situés par rapport à la surface, nous écrirons i sous ia forme
les polynômes R de x ei y étant irréductibles et premiers entre eux, et s'annulant en A, tandis que A(^,jk, ^) est une fraction rationnelle de ^,y, z qui reste finie en ce point. On peut, par hypothèse, retrancher de i une intégrale
telle que la différence des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A sur la ligne ^^ (en dehors de A ) ; nous supposons que
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pour r^ on ait B.^(x, y) ^ o. En décomposant, comme nous l'avons fait à plusieurs reprises, U^ et V^ en éléments simples, nous ferons ainsi disparaître Rj du dénominateur, mais en introduisant à la place une certaine puissance de ^ — a (on désigne par a l'abscisse de A). En continuant ainsi de proche en proche, nous retranchons de i une intégrale de la forme
de telle sorte que la différence soit de la forme
la fraction rationnelle B étant finie en A. Cette dernière intégraley est évidemment telle que l'on peut en retrancher une intégrale de la forme tant de fois considérée, de façon que la différence reste finie dans le voisinage de A (en dehors de A) sur la ligne ^ = a. En faisant les réductions les plus élémentaires, nous sommes ramené au cas de a = i et nous avons, par suite, en ayant fait seulement des soustractions du tjpe voulu, l'intégrale
C(^, jK, z) étant finie et déterminée en A. Nous pouvons d'ailleurs supposer que la courbe pour laquelle on a
ne rencontre pas le plan ^ =: a en un point dont la coordonnée y soit égale à h (en désignant par b la seconde coordonnée de A); dans le cas contraire, en effet, il suffirait de faire tourner les axes Oy et O.z dans le plan des zy sans changer l'axe Ox.
Ceci posé, d'après nos hypothèses, on peut retrancher de l'intégrale (2) une intégrale de la forme
fjijV-'^m^'^^
[où R(x, y, z) est une fonction rationnelle], et telle que la différence des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A (en
P. ET S., IL i3
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dehors de A) sur la ligne x ^::^ a. Ceci entraîne l'identité
/^1^,7tO ày
R(«^r, C) [sur la courbe /(a, jK,0 = o].
D'après ce que nous avons dit, la fonction rationnelle C(a,j)/', Ç) reste finie pour les points de la courbe /(a, y, (^) = o, qui correspondent k y = b. Donc, on peut mettre l'expression
sous la forme
M étant un polynôme en y et Ç, et R(y) ne s'annulant pas pour yz=zb. Par suite, si l'on retranche de l'intégrale (2) l'intégrale
on aura une différence qui sera de la forme
S{x,y,z)dxdy,
SI
la fraction rationnelle S étant finie et déterminée au point A. Ceci montre que l'intégrale (2) et, par suite^ U intégrale initiale i présentent en A ce que nous avons appelé le caractère d^ une intégrale double de seconde espèce.
Ainsi se trouve établi le caractère invariant de V intégrale double de seconde espèce ; le nombre désigné par p au n° 20 est donc un nombre invariant pour tonte transformation birationnelle.
VIÏI. — Quelques exemples.
25. Considérons d'abord les intégrales de fonctions rationnelles
(1) y / '^{x,y)dxdy,
S étant une fonction rationnelle de deux variables indépendantes X et j^. Il résulte immédiatement du théorème général du n° H, que de telles intégrales, quand elles sont de seconde espèce,
peuvent par la soustraction d'une expression
être ramenées à la forme
(3) JJv{x,y)dxdy,
P étant un polynôme. En effet, on peut regarder (i) comme une intégrale relative à la surface
^ — a ^ H- by -h c .
D'autre part, il est manifeste que l'intégrale (3) peut s'écrire
Q étant un polynôme en x etjK, car on peut toujours poser P = --^.
Donc, toutes les intégrales doubles de seconde espèce de fonctions rationnelles de x et y sont de la form.e ( 2). Le nombre désigné plus haut par p est ici égal à zéro.
Il ne sera pas inutile de reprendre directement la démonstration du résultat précédent, sans s'appuyer sur aucun théorème général.
Soit
S(^,jk)^
;Rj(^,jK)J^^...[R,«(^,r)j^'"
les R étant des polynômes irréductibles en x et jk, que nous pouvons supposer contenir à la fois x et y, et premiers entre eux. Puisque l'intégrale (1) est de seconde espèce par hypothèse, on doit pouvoir retrancher de (i) une intégrale de la forme (2), telle que la différence reste finie dans le voisinage d'un point appartenant à la courbe
Si nous décomposons U et V en éléments simples par rapport à jK, relativement à chacun des polynômes R, nous avons
A/ et B/ étant des polynômes en y à coefficients rationnels en x.
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La différence
ne doit pas être identiquement infinie dans le voisinage d'un point arbitraire satisfaisant à la relation
Par cette soustraction, nous faisons donc disparaître Ri du dénominateur, en introduisant cependant à la place un polynôme en X seul. En opérant maintenant relativement à R25 et ainsi de suite, nous voyons que, par la soustraction d'une intégrale ( 2), nous ramenons l'intégrale de seconde espèce (1) à l'intégrale
-;.-^-7— — - dx dy,
P étant un polynôme en x ety, et V(^) un polynôme en x. Cette dernière intégrale est la somme d'intégrales
/ / B{x)y'^^ dx dy
[oùR(^) est une fraction rationnelle de x^ et m un entier positif] que l'on peut écrire
-^ffj^^^^^''^'^"''^'^'^'''^^'^
elle est donc de la forme (2), et nous retrouvons bien le résultat annoncé.
26. Prenons encore, comme exemple, une surface qui correspond birationncLlement à l'ensemble de deux courbes o et A, c'est-à-dire une surface pour laquelle on a
cp(a, P) == o
les R étant rationnelles en a, [3, a' et p^, et cela de telle manière qu'à un point cubitraire {x^ y^z) de la surface corresponde un
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seul couple (a, P) el (a^, [3'); nous désignerons par/(^, JK, ^) = o l'équation de la surface.
Soit
da.
une intégrale abélienne de seconde espèce, non rationnelle, de la
courbe
cp(a, p) = o,
c[ue nous supposons de genre supérieur à zéro, et soit pareillement
(5) rS(a', [3')f/a'
une intégrale de seconde espèce, non rationnelle, relative à la courbe de genre supérieur à zéro.
J'envisage l'intégrale double
qui est manifestement delà forme
(6) fjr{œ,y,z)dxdy,
ï étant rationnelle en x^ y el z. Nous allons voir que cette intégrale est une intégrale de seconde espèce de la surface /. Les lignes, le long desquelles l'intégrale (6) devient infinie, correspondent aux pôles de l'intégrale (5). Si A est un pôle de (4) sur la courbe cp (on peut le supposer à distance finie), on a, dans le voisinage de ce point,
p et U étant rationnelles en a et p, et p restant finie en A. L'intégrale peut donc s'écrire
ff ( W "^ p) ^^'''' ^'^ '^'^ '^''''
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rgS c'est-à-dire
le premier terme seul devient infini pour un point de la surface / pris arbitrairement snr la ligne F qui correspond au point A de la courbe cp. Or, ce premier terme, d'après les généralités du n"* 2, est nécessairement de la forme
aVi
— ^- -h ^-^ \ dx dy,
dx ôy ' -^ '
Ui et V^ étant rationnelles en ^, y et z. Donc, en un point arbitraire de la ligne F, l'intégrale (6) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Pour les pôles de A on raisonnerait de la même manière, et aussi pour les points correspondants à la fois aux pôles de o et aux pôles de 'i, et nous arrivons bien à la conclusion que r intégrale (6) est une intégrale double de seconde espèce.
Une question intéressante se pose immédiatement. Peut-on affirmer que l'intégrale (6) n'est pas réductible à une intégrale
J J [clx
dy
dx dyl
Il en est bien ainsi, du moins en général ; c'est là un point assez délicat à étal)lir, qui appellera notre attention snr certaines circonstances intéressantes relatives à la périodicité des intégrales doubles.
27. Nous commencerons par l'examen d'un cas particulier remarquable, qui se rapporte à la théorie des intégrales hjperelliptiques. On connaît, dans la théorie de ces intégrales d'après Weierstrass, l'importance de l'identité
à dx
dy
OÙ P(^) désigne un polynôme arbitraire ajant des racines distinctes a^, ^2, . . . , a,i, et où U(.2:^ y) est un polynôme en x ely défini par cette identité même.
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Si nous envisageons la surface
z^ = P(^)P(7), on aura
Nous allons considérer l'intégrale double
(,) ff^^,.,y,
prise le long d'un cycle à deux dimensions formé par une courbe fermée G du plan de la variable ^ c|ul comprenne à son intérieur deux des points a, et par une courbe fermée G^ analogue dans le plan de la variable y. Si les deux courbes G et G^, tracées sur le même plan, offrent la disposition de la Jig\ ol, c'est-à-dire si les
contours G et G^ne se coupent pas (ou peuvent être ramenés à des contours ne se coupant pas sans traverser les points a), on aura de suite, d'après l'identité (i), la relation
Jr Je
a^ dy = 0,
puisque, tous les éléments restant finis dans les deux intégrales
on n'a qu'à faire la première intégration dans chacune de ces intégrales et l'on obtient ainsi zéro.
Le résultat précédent ne subsiste pas si les deux contours ont la disposition de la yi^\ p. Les contours G et G^ ont deux points communs p et q^ et le maniement des intégrales (2) demande quelques précautions à cause des deux éléments qui y deviennent
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iafinis. Prenons sur C deux points ^^ et ^2 de part et d'au tre de p^ et deux points ^3 et ^4 de part et d'autre de q.
Fig. p.
Nous allons calculer la valeur de l'intégrale
If
l'intégration par rapport à y étant faite le long de C^, et l'intégration par rapport à x étant faite dans le sens de la flèche le long
de l'arc x^x^ et le long de l'arc ^4^2- Le radical y/P(^) a une valeur bien déterminée le long de G, et le radical \JV[y) une valeur bien déterminée le long de G^; nous pouvons supposer qu'ils sont égaux en p^ ils auront alors des valeurs de signe contraire en q, Geci posé, l'intégrale est manifestement égale à
(r-^O/P'Cr)
df
Pour calculer l'intégrale qui forme la première ligne, traçons un arc jnrn. Une intégrale prise le long de G^ est égale à la somme d'une intégrale prise le long du coniouY mqnrm et d'une intégrale relative au contour inrnpm. Or, pour l'intégrale de la première ligne, la première de ces deux intégrales est très petite si x^ est très voisin de x^ \ la seconde se réduit à
s/?ix^)
dy->
prise le long du contour inrnpm : elle a donc pour valeur iizi. L'intégrale de la seconde ligne se calculera de même; sa valeur est
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encore iizi^ en se rappelant qu'en y, les radicaux ^P(^) et sj^{y) sont de signes contraires.
Si l'on calcule maintenant l'intégrale
j J dy l{^~~y)z\ ^ ^
dans les mêmes conditions, on trouve évidemment zéro.
Donc l'intégrale (I) prise le long de G^ et des arcs x^x^ et ^4^2 de G diffère très peu de ^izi.
On a, par suite ('), pour \difig. [3,
/ / ■ — dx dy = ^111.
C ^ Çi'
Revenons maintenant à nos intégrales
(3) f f^(o^, ?)S(a', f^')d(xda'
et supposons, pour plus de simplicité, que les courbes cp et (]; soient des courbes arbitraires de leur degré. On peut supposer que les coefficients de R et les coefficients de S dépendent respectivement d'une manière algébrique des coefficients de cp et à; nous supposerons de plus c|ue l'intégrale
R(a, <^)da,
prise le long d'un cycle G de cp, Ji'est pas une fonction algébrique des coefficients du polynôme cp, et pareillement l'intégrale
S (7/, ^') dcf,\
prise le long d'un cycle G^ de ^ n'est pas une fonction algébrique
(^) Ce résultat est bien d'accord avec la relation capitale obtenue par Weierstrass d'une tout autre manière, et que Tillustre auteur formule de la manière suivante :
Jr'^[K+\ r'^'^+i F ( 37, y) dx dy _ x
Voir Beitrag zur Théorie der Abelscheii Intégrale (Tome I des Œuvres de Weierstrass, p. 117). Le polynôme R(^) est désigné dans notre texte par P(ic)
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des coefficients du polynôme ^. Nous disons qu'il est impossible que l'on ait une relation de la forme (' )
U et V étant des fonctions rationnelles de a, p, aJ et [3^ Si une telle identité est possible, il est clair que les coefficients de U et de V peuvent être supposésfdépendre algébriquement des coefficients de o et de Jj. Si U et V ne devenaient pas infinies en certains points du continuum (GC), l'intégrale double (3) prise le long de G et de G^ serait nulle. Gomme il n'en est pas ainsi, il faut qu'il y ait un certain nombre limité de couples de points (AA^) (A étant sur G, et A^ sur G^) pour lesquels U et V deviennent infinies. Si les cycles G et G^ sont, comme on peut toujours le supposer, formés de morceaux de ligues algébriques, les coordonnées de A et A^ seront des fonctions algébriques des coefficients de cp et (j;. Un tel point (AA^) va jouer ici le même rôle que le point p de G et de G^ au numéro précédent; on prendra sur G deux points X\ et X2 de part et d'autre de chaque point A, et, en faisant un calcul tout analogue à celui qui a été fait plus haut, on voit que l'intégrale (3) prise le long de G et G^ peut être calculée d'une manière purement algébrique, et, par suite, la période correspondante s^ exprimerait algébriquement à V aide des coefficients de cp et (];. Mais il n'en est pas ainsi, puisque la période d'une intégrale abélienne de seconde espèce est, en général, une fonction transcendante des coefficients de l'équation de la courbe. Nous sommes donc assuré d'avoir des intégrales doubles de seconde espèce
JS-
qui ne se réduisent pas à une intégrale
h -^ ) dx dy.
àx dy j -^ '
comme nous voulions l'établir.
( ' ) En prenant — on considère, bien entendu, p comme fonction de a, et de même dans le calcul de -x-—,-> on considère 3' comme fonction de a'.
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IX. — Seconde définition des intégrales de seconde espèce
29. On peut donner, des intégrales de seconde espèce, une définition qui fait intervenir la considération des résidus de l'intégrale double. Nous nous bornons d'ailleurs à une surface ne présentant que des singularités ordinaires. Soit
(i) I I R(x,y, z)dxcly
une intégrale double attachée à la surface
On peut toujours supposer, en effectuant préalablement une transformation birationnelle convenable, que l'intégrale devienne infinie seulement le long de certaines courbes simples de la surface ne passant pas par les points triples et pour les points à l'infini. Pour chacune de ces lignes et pour la ligne à l'infini, l'intégrale aura un certain nombre de résidus qui sont des périodes d'intégrales abéliennes. Leur définition résulte de ce que nous avons vu (t. I, p. 49) en étudiant les résidus des intégrales doubles de fractions rationnelles. Soit G une ligne le long de lac|uelle R devienne infinie, représentée par
prenons, y étant regardé comme un paramètre, le résidu de la fonction de x^
Ce sera une quantité de la forme
y^ étant rationnelle en ^ et y. Les périodes (polaires ou cycliques) de l'intégrale abélienne
o-^rd yj^x,y)dy
relatives à la courbe o sont les résidus de l'intégrale (i) relatifs à la courbe G.
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30. Supposons que l'intégrale (i) soit de seconde espèce; je dis qu'alors tous les résidus relatifs à G sont nuls. Réciproquement, si tous les résidus relatifs à G sont nuls, l'intégrale (i) présente, en un point arbitraire de G, le caractère d'une intégrale de seconde espèce.
La démonstration de ces deux propositions va se faire à la fois. Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que la courbe G est une section plane ou une portion d'une section plaae de la surface. Nous avons alors, en supposant que le plan de la section soit ^ = o, l'intégrale double
la fraction rationnelle S ne devenant pas identiquement infinie pour ^ = o. En employant les réductions dont nous avons fait si souvent usage dans ce Ghapitre, on peut supposer que a = i, et l'on a alors l'intégrale
Soit G la courbe (ou une des courbes) suivant laquelle le plan X ^==^ o coupe la surface. Les résidus relatifs à la courbe G seront tous nuls, si toutes les périodes de l'intégrale abélienne
/s(o,7, t)dy,
relatives à la courbe G sont nulles, 'C étant la fonction de y correspondant à la courbe G. Mais on a alors pour Fintégrale précédente une fraction rationnelle
et, par suite, en retranchant de (2) l'intégrale
la différence des intégrales (2) et (3) reste finie en un point arbitraire de la courbe G, et^ en tout point de la courbe G, elle reste finie sur cette courbe dans le voisinage de ce point (le point pouvant être exclu).
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Réciprocjuement, si l'intégrale est une intégrale de seconde espèce, on pourra retrancher de (2) une intégrale de. la forme
da; cIy
oy X
telle que la différence reste finie dans le voisinage de C; on a donc
pour la courbe G^ et tous les résidas relatifs à G sont nuls.
De là nous concluons C[ue, si pour tontes les courbes G et pour la courbe à l'infini de la surface, tous les résidus sont nuls, l'intégrale est telle que, dans le voisinage de tout point d'une de ces lignes, on peut retrancher une intégrale de la forme voulue, de telle sorte que la différence des deux intégrales reste finie sur la ligne dans le voisinage du point. D'après les résultats de la Section Vil, cela suffît à établir que l'intégrale est de seconde espèce. La réciprocjue est d'ailleurs évidente d'après ce cjue nous avons vu plus haut.
Ainsi donc nous sommes conduit à une seconde définition des intégrales de seconde espèce par la considération des résidus de V intégrale double.
31. Terminons ce Chapitre par une application des considérations qui précèdent aux intégrales de fonctions rationnelles, en recherchant à quelles conditions l'intégrale
JJ 0^{x,y) •^'
où P et Q sont des polynômes (dont le second est supposé irréductible), est une intégrale de seconde espèce. D'après ce qui précède, il est nécessaire cjue l'intégrale abélienne
^^) Ik
relative à la courbe Q(^, jk) == o, se réduise à une fraction rationnelle de X Ql y ] c'est la condition pour que les résidus correspondant à la courbe Q = o soient tous nuls. La condition est suffi-
santé; on va voir, en effet, que^ si elle est remplie, on peut retrancher de (4) tme intégrale convenable, et la différence mettra en évidence la nature de l'intégrale.
D'après l'hypothèse faite, on peut mettre l'intégrale abélienne (5) sous la forme
%a,-n) '-■ R(|) jM(^, Ti) et R(i) étant des polynômes. Formons l'intégrale
^^ J J (ày d^l(Ko,,y)K{x)j dx dy l(^{x, y)K{x) ]\ *^ '
elle est, comme nous savons, de la forme
(^^^^yj^'jda;dy.
Un calcul facile montre que la différence des intégrales (4) et (6)
est de la forme
'Six, y)
fp
S et V étant des polynômes : l'intégrale (4) est donc bien de seconde espèce, puisqu'il en est ainsi de l'intégrale que nous venons de trouver en dernier lieu.
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I. — Quelques remarques complémentaires sur la réduction des intégrales doubles de seconde espèce.
1. Prenant toujours, comme au Chapitre précédent, une surface
à singularités ordinaires, nous avons vu que, par des soustractions du type voulu, on pouvait ramener toute intégrale double de seconde espèce à la forme
P(cc, y^z)dx dy
où Vi^x^y^z) est un poljnome.
Il a été démontré ensuite (p. 182 et suiv.) que, par la soustraction d'une intégrale de la forme
siiujymv'^''
où U et V sont des polynômes en x^ y et s, on pouvait ramener l'intégrale (i) à l'intégrale
r rÇl{x^ r, z) dx dy
JJ ^T
OÙ le degré du polynôme Q est limité.
La réduction précédente ne suppose en rien que le polynôme P s'annule sur la courbe double de la surface, quoique ce soit à ce
P. ET S., II. l4
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cas que l'on puisse toujours se trouver ramené. Mais si P s'annule sur la courbe double, il n'en est pas nécessairement de même pour Q, du moins si l'on fait la réduction telle que nous Pavons présentée. Il est cependant exact que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent au type (2), où Q s'annule sur la courbe double et où son degré est limité (quoique cette limite puisse être plus élevée qu'avec la réduction primitive). On pourrait le démontrer directement en modifiant un peu l'analyse des n°^ 18 et 19 du Chapitre précédent : on assujettirait les polynômes U et V qui y figurent à s'annuler sur la courbe double, ce qui n'entraîne pas de modifications importantes dans les raisonnements; la limite, je le répète, pour le degré du polynôme Q, pourra être plus élevée que dans le premier cas.
2. On peut arriver au même résultat par une voie indirecte. Effectuons sur la surface/ une transformation birationnelle telle que la courbe double de / devienne sur la surface transformée F une ligne simple L, nécessairement composée d^une ou de deux courbes irréductibles; la transformation birationnelle peut d'ailleurs être prise de telle sorte que F n'ait que des singularités ordinaires. L'intégrale transformée ne devient plus alors infinie sur la ligne double; on peut donc faire les réductions habituelles, et, en revenant à la surface/, on a une intégrale double qui ne devient plus infinie sur la ligne double : par suite, toute intégrale double de / se ramène à la forme (2), où le degré du polynôme Q est limité et où ce polynôme s'annule sur la courbe double.
Nous venons de dire que la ligne L de F correspondant à la ligne double de /se composait d'^^^e ou de deux courbes irréductibles. Si l'on considère en effet la ligne double G de / les deux plans tangents en un point arbitraire de G dépendent rationnellement de
^, y: ^ et v/(/zy)^-/^./;-..
Il arrivera en général que le radical précédent ne sera pas une fonction rationnelle de (x^y^z) quand ce point est sur G, mais il pourra en être ainsi dans certains cas particuliers, et ces deux circonstances correspondent aux deux cas visés. Quand on se trouve dans le premier cas, que l'on peut regarder comme le cas
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général, on ramènera une intégrale de seconde espèce de la forme (i), où P ne s'annule pas sur la courbe double, à une intégrale de même forme, mais ou P s'annule sur cette courbe par la soustraction d'une intégrale de la forme
h -r- dx dy (A et B rationnels en x, y et z).
dx dy -^ ^ ^ ^ /
La raison en est qu'en faisant disparaître dans (i) autour d'un point de la courbe double la ligne d'infini envisagée comme appartenant à une des nappes, on fait disparaître en même temps cette ligne regardée comme appartenant à l'autre nappe; car, avec l'hjpotbèse faite, une fonction rationnelle de x^ y qI z restant finie sur l'une des nappes de la surface, dans le voisinage d'un point pris arbitrairement sur la courbe double, reste encore finie sur l'autre nappe de la surface.
3. Les considérations suivantes se rattachent au même ordre d'idées. Supposons que P(^, jk? ^) étant un polynôme s'annulant sur la courbe double, on ait une identité de la forme
U et V étant des polynômes en x^ y et z. Je dis que U et V s'annuleront nécessairement sur la courbe double, si nous sommes dans ce que j'ai appelé plus haut le cas général.
Prenons sur la courbe double un point arbitraire A; dans le voisinage de ce point, sur une nappe déterminée de la surface,
l'expression
est une fonction holomorphe de x et y. On peut donc écrire sur la nappe considérée et dans le voisinage de A
\ étant holomorphe en x et y autour de A. Par suite, d'après (3),
^-VTlJ'-^lTy-^^^"
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Donc l'inlégrale
\} dy—{y -\fi)dx
est une intégrale de différentielle totale, parfaitement définie autour de A sur la nappe considérée de la surface. La courbe double peut être une courbe logarithmique de cette intégrale, et la période logarithmique correspondante est la période logarithmique de l'intégrale abélienne
'\}{x,y,z)dy
relatiA'e à la courbe entre y et 5, fyx^y, z) = o. Elle est, par suite, égale à la ^'aleur de
2 7rz:U(.'3?, y, z)
pour les points doubles de la courbe /(.î;, y^ z) =:z o. On en conclut de suite que l'expression
^{fLyY-fUf;^
a une valeur constante sur la courbe double de la surface. Si nous sommes dans le cas général (voir numéro précédent), le radical sera susceptible d'avoir changé de signe, quand (^,y, ^) partant d'un point de la courbe double y reviendra après avoir décrit un chemin convenable. La valeur constante de l'expression précédente sera donc alors nécessairement nulle, et par suite U s'annulera sur la courbe double, comme nous voulions l'établir; il en sera nécessairement de même de V.
II. — Sur le nombre des conditions exprimant que certaines intégrales doubles sont de seconde espèce.
4. Toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à
une surface de degré m
se ramenant, comme on l'a vu (p. i88 et suiv.), par une soustrac-
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tion convenable, à une intégrale de la forme
P(a7, y, z) dx dy
P étant un polynôme de degré limité s'annulant sur la courbe double, il restait alors à exprimer que l'intégrale précédente est de seconde espèce; c'est ce cjue nous avons fait, et nous avons montré que le nombre de ces conditions est, en général,
2TC -f- /n — 1,
71 désignant le genre d'une section plane quelconque de la surface. Eq fait, m — 1 de ces conditions sont remplies d'elles-mêmes, de sorte qu'il reste iiz conditions; c'est ce que nous allons montrer maintenant en même temps que nous présenterons sur ces conditions diverses remarques (^).
o. Ces conditions sont relatives aux points à l'infini de la surface. Posons
et soit alors F(X, Y, Z) = o l'équation de la surface transformée. L'intégrale devient
(^^) jj xF^Û^ — Fl ^^^^'
H(X, Y, Z) étant un polynôme de degré/? s'annulant sur la courbe
double. Si/? est au plus égal à /tz — 4 l'intégrale est de première
espèce. Soit donc
par la soustraction d'une intégrale convenable de la forme
rr^ à rA(X,Y,Z)-i d rB(X,Y,Z)ij où A et B sont des polynômes, on obtient une intégrale
, K(XiZ)^x^
(^) E. Picard, Sur le nombre des conditions exprimant qu'une intëgixtle double est de seconde espèce {Annales de l'École normale, 1902).
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K(X, Y, Z) étant un polynôme s'anniilant sur la courbe double. Pour que cette intégrale soit de seconde espèce, nous avons montré {loc. cit.) c[u'il faut et il suffit que la fonction algébrique de Y,
K(o,Y,Z) F7Xo,Y,Z)
soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Si le polynôme K n'était pas soumis à certaines conditions, par suite de la manière même dont il a été obtenu, il y aurait manifestement
iiz -^ m ■ — I
conditions exprimant que l'expression (3) est la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Mais le polynôme K(X, Y, Z) se trouve soumis à certaines conditions. Pour approfondir davantage la question, remarquons que, l'intégrale double (2) étant de seconde espèce, tout résidu relatif à la courbe X == o doit être nul. Parmi ces résidus se trouvent les m résidus correspondant à un petit cercle autour de X = o et à un très grand cercle dans le plan de la variable Y, ou plus exactement dans un feuillet de la surface de Riemann F(X, Y, Z) = o. Nous allons montrer que ces résidus sont nuls.
Cherchons à cet effet le développement de
H(X,Y, Z) Fi
pour Y très grand. L'équation F = o peut s'écrire
cp(Y, Z)-+-Xcpi(Y, Z)-}-... = o,
cp, cp,, . . . étant des polynômes en Y et Z de degrés m, /?z — i, .... Si l'on pose
on aura
Les m racines S^^, ^2, • • -^ Cm de l'équation
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SUITE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 2l3
sont distinctes, les axes ajant été choisis arbitrairement. La racine 'Ç devenant égale à Ç^- pour tj z= o se développe de la manière suivante :
et Fon reconnaît facilement que les a sont des polynômes en X de degrés marqués par les indices, de sorte que a^ est un polynôme de degré h en X. Nous avons donc pour la branche considérée
et, par suite,
Z = — -F ai -f- a2 '0 -f- . . .
Z^^,Y + ai+-|-+...-.^
Soit maintenant
H(X, Y, Z) = H;.(Y, Z) + XUp-iiY, Z) +. . . :
son développement suivant les puissances de Y sera de la forme
les p étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices. De même, le développement de F^ sera de la forme
TO Y^«-l + Yi Y^n-2 _^ . . . -^ y„^_, _i_ :^ + . . . ,
les Y étant encore des polynômes en X de degrés marqués par les indices. On voit alors que, si l'on développe
suivant les puissances de Y^ on a
S%p = Y.-..-..(oo^|-.||....).
les S étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices.
Le coefficient de
dans ce développement est o^.^+o-
Hosted by
2l4 CHAPITRE VIII.
En revenant à l'intégrale double
■ ""yiiiAv ^..
une première intégration autour d'un très grand cercle dans le plan de la variable Y nous donne
et, en intégrant cette expression autour de X = o, on obtient zéro .
Si nous nous rappelons maintenant l'identité I H(X, Y, Z
- A rA(X, Y, Z)] _^ rB(X, Y, Z)] ^ K(X, Y,Z)
et si nous faisons dans les deux membres l'intégration double précédemment indiquée, les deux premiers termes du second membre donneront zéj^o^ et par suite l'intégrale double
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sera nulle pour le continuum indiqué. Or sa valeur est précisément
cette intégrale simple étant prise sur un très grand cercle F dans un feuillet de la surface de Riemann F(o, Y, Z) = o. Donc l'expression
K(o, Y, Z) Fi(o,Y, Z)
a tous ses résidus nuls pour Y ^ co. Par suite, quand on écrira que cette expression est la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z, ou, ce qui revient au même, quand on écrira que l'intégrale abélienne
Fi(o,Y, Z)
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est une fonction rationnelle de Y et Z, on n'aura pas besoin d'écrire que les périodes polaires correspondant aux points à l'infini sont nulles. Il suffira d'écrire que les 27r périodes cycliques sont nulles, ce qui d'ailleurs n'exigera, comme il est bien connu, que des opérations algébricjues.
8. Le résultat que nous venons d'obtenir aurait pu être démontré encore plus simplement, ou du moins on aurait pu y arriver, en restant dans le même ordre d'idées, sans passer par les développements en séries dont nous avons fait usage. Reprenons l'intégrale primitive
JJ 7L
et posons
Aux valeurs X=o, Y =: oo considérées tout à l'heure corres-
pondent (puisque X^= tf' Y' =
L'intégrale primitive se transforme en
en désignant par F(X^, Y^, 7J) z=z o la nouvelle équation de la surface.
Cette seconde intégrale, prise le long de deux petites circonférences autour de X^=: o, Y^= o, est nulle, puisque l'intégrale
(Y' étant constant et très petit), prise le long d'une petite circonférence autour de X^== o, est manifestement nulle. Or, puisque
aux deux cercles très petits C^ et C'^ autour de X'= o, Y^=: o correspondent dans le plan Y un cercle très grand, et dans le
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plan X un cercle très petit si les rayons de C^ et G sont eux-mêmes dans un rapport très petit; nous retrouvons donc le résultat obtenu dans un des paragraphes précédents.
9. On peut encore retrouver à un autre point de vue les 2tt conditions exprimant que l'intégrale double (i) est de seconde espèce. Si nous envisageons la courbe entre œ et z
les périodes de l'intégrale abélienne
F{x,y, z) dx
seront nécessairement des fonctions dey.
Parmi ces périodes se trouvent les périodes logarithmiques correspondant aux divers points à l'infini de la courbe précédente. Examinons d'abord la nature de ces périodes logarithmiques. Soit prise l'équation de la courbe sous la forme
les /étant des polynômes en x et s de degrés marqués par l'indice.
Si nous posons
l'équation deviendra
(7) F,,(X, Z)-i-7XF,,_i(X,Z)+..,-^7-X-Fo-o.
D'après nos hypothèses sur la disposition arbitraire de la surface par rapport aux axes, l'équation
aura ses jn racines distinctes que j'appellerai Zj , Z2, ..., T^m- La courbe (7) passe, quel que soit y, par m points fixes
(O; Zl), (O, Z2), ..., (O, Z,;0.
Dans le voisinage du point (o, Z^), le développement de Z suivant les puissances de X sera de la forme
Z,-4-aiX-^...4-a,^X'«-}-...,
les a étant des polynômes par rapport à y^ comme le montre
immédiatement le calcul des dérivées successives de Z pour X = o. Si l'on cherche alors le résidu de l'intégrale (6) pour le point (o, Z^), on trouve immédiatement que ce résidu est un polynôme en y. Il en résulte que les périodes lo garithmiques correspondant aux points à r infini sont ^ pour V intégrale (6), des polynômes en y.
10. Outre ces m résidus (se réduisant évidemment km — i), l'intégrale (6) a en général iiz périodes cycliques qui sont des fonctions de jk, et l'ensemble de ces périodes satisfait à une équation différentielle linéaire E^ d'ordre
2 TU -h m — I ,
dont les coefficients sont rationnels en y. En raisonnant comme à la page 97 du Tome I, on voit de suite que le point y = 00 n'est pas un point critique de l'équation E^; toutes les intégrales de cette équation ont ce point comme pôle ou comme point ordinaire. Soit
un système de périodes cycliques. Toutes ces fonctions (s> àe y doivent avoir leur résidu nul à l'infini, si l'intégrale (i) est de seconde espèce; dans le cas contraire, en effet, en prenant l'intégrale
)dy
autour du point jk ^ co, on aurait un résidu de l'intégrale double, qui par suite ne serait pas de seconde espèce.
En écrivant donc que les 2tc périodes (o ont un résidu nul à l'infini, on doit nécessairement retrouver les 271 conditions dont il a été parlé plus haut. On peut d'ailleurs vérifier directement qu'il en est bien ainsi. Si l'on part en effet de la surface
et qu'on fasse
l'intégrale
se transforme en
V{x,y,z)dxdy
TL
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D'après ce que nous avons dit plus haut (il y a seulement permutation de X et Y), l'intégrale double est de seconde espèce si toute période de L'intégrale abélienne
relative à la courbe entre X et Z
a son résidu nul pour Y = o. Mais ceci revient à dire cjue toute période de l'intégrale abélienne
P{x-, y, z) dx
relative à la courbe entre ^ et ^
a son résidu nul pourj>^ = oo, car les deux courbes (8) et (lo) se correspondent point par point. Nous retrouvons donc bien les conditions déjà trouvées.
Si l'intégrale double
r V {œ^ y^ z) dx dy
fj
fz
était dç preinière espèce, l'intégrale (g) serait une intégrale de première espèce pour la courbe (lo) et les /n — i périodes polaires seraient nulles.
III. — Des intégrales doubles de fonctions rationnelles de seconde espèce.
H. A la fm du Chapitre VII (n° 25) nous avons dit un mot du cas où l'on considère seulement des intégrales doubles de fractions rationnelles de x et y. D'après la théorie générale, si
(i) JJ^{-^,y)dxdy,
F étant une fonction rationnelle de ce et y, est une intégrale double
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de seconde espèce, on aura nécessairement
^ ■ ^ ^ dx dy
Pet Q étant des fonctions rationnelles de x et jk- On peut en effet considérer que cette intégrale double est relative à la surface
z = ax -^ hy ~\- c^
et, par suite, si elle est de seconde espèce, elle peut se ramener par la soustraction habituelle à
p{x,y)dxcly,
p étant un poljnome en x et y^ et l'on a bien par suite pour F la forme indiquée.
Il est intéressant cependant de traiter la question à un autre point de vue sans se reporter à aucun théorème général sur les surfaces algébriques, et nous allons nous poser la question suivante (^) :
Quels sont les caractères d^ une intégrale double de fonction rationnelle dont tous les résidus sont nuls ?
Une question analogue se pose dans les éléments quand, étant considérée une fonction rationnelle d'une variable F(x), on demande à quelles conditions les résidus de Fintégrale simple
¥ {x) dx sont nuls. La réponse est alors que
U étant une fonction rationnelle de x.
Nous allons avoir, pour notre problème, une réponse présentant une analogie intéressante avec la question élémentaire que je viens de rappeler.
(^) E. Picard, Sur les intégrales doubles de fonctions rationnelles dont tous les résidus sont nuls {Bulletin des Sciences mathématiques, 1902).
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La condition nécessaire et suffisante pour que tous les résidus de V intégrale double (i) soient nuls est que l^on ait
P ^^ Q étant des fonctions rationnelles de x et y.
On aura ainsi en même temps une manière élégante d'exprimer les conditions pour qu'une fonction rationnelle de ^ et jk puisse se mettre sous la forme (2).
12. Il est d'abord très aisé de montrer que la condition est suffisante. On va voir en effet que les résidus de
, dx dy
ax dy J
sont nuls, P et Q représentant des fonctions rationnelles de x etjK- La chose est immédiate pour
If
^^dœdy,
puisqu'on doit prendre d'abord, pour une valeur constante donnée à y^ l'intégrale
-7— dx
ax
le long d'un contour fermé, ce qui donne zéro. En ce qui concerne la seconde intégrale, soit
AaBP...U
A, B, , . ., L étant des polynômes irréductibles en x et j^, contenant la lettre ^; a, .. ., )\ sont des entiers positifs; et désignons par Xx la fonction algébrique de y correspondant à A(^j , jk) = o. Le résidu de la fonction Q de x, pour x^=x^^ sera visiblement une fonction rationnelle
de x^ et y, et le résidu de j^, pour ^ =: ^^ , sera
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Un résida de l'intégrale double
, dx dy
par rapport au continuum A(^^,j/) = c> sera donc une période de l'intégrale abélienne
c'est-à-dire zéro.
13. Passons à la réciproque. Il s'agit de démontrer que : Si tous les résidus de U intégrale double
/ j ¥{x,y)dxdy
sont nuls, on aura
, àY dW
V et W étant rationnelles en x et y.
En posant comme plus haut
Ac^BP...L>^
on peut tout d'abord, d'après les éléments de la théorie des fractions rationnelles d'une variable, mettre F sous la forme
A B L dx'
les Tz étant des polynômes en ^ à coefficients rationnels en y et '^ une fonction rationnelle de x et y. Les résidus de F relatifs au continuum A(^, y) ^ o sont les périodes de l'intégrale abélienne
relative à la courbe algébrique A.[x,y) = o. D'après les hypothèses faites, l'intégrale précédente est une fonction rationnelle de X et jK, et l'on peut par suite écrire
rT.i{x. y) dy ^,, .
H étant un polynôme en x^ à coefficients rationnels enjK-
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De là résulte que l'on a
Tii(a;,y) _ dH dx àYi _ ày àx àx dy A^ dx dy dy dh.
dx
Cette identité a d'alllears lieu en vertu de la relatiou A(x, jk) ^^^ o. On peut dire par conséquent que le poljnome en x
, fdll à A on dA
est divisible, quel que soit_/, par A{x,y), et nous pouvons écrire l'identité en œ et y
G étant un polynôme en x, à coefficients rationnels en y. Ceci posé, envisageons l'expression
\] ~^ —(-\ ^ — ^(-\ ~ dx dy\kj dy dx\A/'
1 1 r dF dO 1 , . c
QUI est de la lorme -r r -v^y comme tout déterminant lonc-
^ dx dy
tionnel. D'ailleurs
dx dy dy dx
Si donc nous retranchons U de F, le terme ^ se trouvera
remplacé par
OLi G est un polynôme en ^, qui est par suite de la forme ,- \ — p-
Nous avons donc ainsi fait disparaître, par une soustraction d'un terme de la forme voulue, l'expression -—- On fera le même calcul
pour ~) • • -j Y et finalement nous tj'oiwons bien
, dV dW
^ ' -^ ^ dx dy
V et W étant rationnelles en x et y, comme nous voulions l'établir.
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14. La recherche des conditions, pour qu'une fonction rationnelle F(x^y) soit de la forme précédente, se trouve donc ramenée à la recherche des conditions pour qu'une intégrale abélienne soit algébrique; c'est un problème classique, sur lequel nous n'avons pas à insister. Le problème proposé se trouve alors très élégamment résolu.
On pourrait traiter la question relative à la fonction F, sans se reporter à la théorie des résidus des intégrales doubles. Le problème paraît en efiPet tout élémentaire; sa solution directe est cependant moins immédiate, qu'on pourrait d'abord le penser. C'est cette solution directe que nous allons maintenant exposer.
Tout d'abord, comme nous l'avons dit plus haut, F peut être supposé de la forme
XB . . . L '
M étant un polynôme en ^, rationnel en y^ et A, B, . , ., L des polynômes en x et j/, irréductibles et renfermant x. Soit donc
P et Q doivent devenir infinies pour A = o, pour B = o, ..., L = o et peuvent aussi devenir infinies pour d'autres courbes A| ^== o, B, = o, . . ., N, = o.
Je dis d'abord qu'on peut supposer que P et Q renferment seulement à la première puissance A, B, . . . , L et, s'ils existent, A,,B,, ..-,N,.
Supposons en effet que Q renferme A^ (a>>i) au dénominateur; on peut, d'après les éléments, trouver une fraction rationnelle
y étant un polynôme en x^ rationnel en y, de telle sorte que
dx
contienne seulement dans son dénominateur A à la première puissance. Or on peut écrire le second membre de (3) sous la
P. ET S., IL i5
Hosted by
224 CHAPITRE YlII.
forme
On a alors une expression de la forme
èx dy
où Qj et par suite P^ deviennent seulement infinies comme —• Le même raisonnement s'applique à tous les autres dénominateurs. Nous pouvons donc supposer que notre identité a Ja forme
U{x,y) ^^^ ABTTTL
5S LAB...LAiEj...^J J ' 'dy [âbT7,LAijBi...NiJ'
H et K sont des poljnomes en x, rationnels en y. Les polynômes au dénominateur sont irréductibles, distincts et renferment x. Nous ne savons rien des polynômes Ai, B^, . . . , Ni , mais on peut heureusement, comme nous l'allons voir, les faire disparaître, et c'est là le point essentiel dans la recherche cjiie nous effectuons.
Soit (a:o, JKo) ^^^ point arbitraire de la courbe
Le premier membre de (4) est une fonction holomorphe des deux variables indépendantes ^ et y dans le voisinage àe [xq^ y^)] nous pouvons, dans le voisinage de cette valeur, l'écrire sous la
forme ~y en désignant par cp une fonction holomorphe autour
de (.ro,yo)- Nous aurons donc
dx VAB...LA1...N1 V ày VAB...LAi...N.iy Envisageons alors l'intégrale de différentielle totale K . / H
AB...LAi...^i^^'^ VAB...LA1...N1
c'est une intégrale de différentielle totale possédant, dans le voisinage de (^07 JKo)? toutes les propriétés d'une intégrale de différentielle totale de fonctions rationnelles. En particulier, les périodes
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de V intégrale de fonction rationnelle de x
AB...LA1...N
dx
ne dépendent pas du paramètre y . C'est là pour nous un point capital; nous en concluons que l'expression
AB...Ll-^Bi...Ni
dx
qui, pour x racine de l'équation Ai (ij;, y) ::= o, représente une période de l'intégrale (5), ne dépend pas dey. On a donc
AB...L^Bi...Ni
dx
y étant une constante convenable, et x et y étant liées par la relation Al (x, y) =^ o; on peut encore dire que le poljnome en x
K-Y.AB...L^Bi...Ni
' ox
est divisible par A,(^, y). Envisageons alors le second membre de (4) mis sous la forme
AB...LAi...Ni
à log-Ai
àf J ' t^jL"^'^---^-^!---^^!
âx
on voit de suite, d'après ce qui précède, que la fraction rationnelle sous le signe j- ne renferme plus Aj au dénominateur, et il
en est par suite de même de la fraction rationnelle sous le signe y- • On peut ainsi faire disparaître tous les dénominateurs A^, B^, ..., N^ et, par suite, nous pouvons admettre que, dans le second membre de (4), les polynômes connus A, B, ..., L figurent seuls au dénominateur ,
15. La question proposée se résoudra maintenant aisément. Désignons par P le produit AB. . .L; nous avons l'identité
dx
\l{x,yy
P \^ àyY P J
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où M, H et K sont des polynômes en x. Soit v le degré de P en ^ ; on sait que, d'une fraction rationnelle en x
on peut retrancher une expression — (V étant un polynôme en x^ ici rationnel enj), de telle sorte que, en posant
V dx P '
le degré de Ki en x soit au plus v — i. D'ailleurs, par une soustraction analogue, nous pouvons supposer que M est en x de degré v — i au plus. Par suite, dans l'identité (6), nous pouvons supposer que la fonction donnée M, polynôme en x et rationnelle en. y, est de degré v — i en x, et qu'il en est de même pour les deux fonctions inconnues H et K.
Les inconnues dans l'identité (6) sont alors les coefficients des diverses puissances de x dans H et K. Si le problème est possible, on devra pouvoir choisir pour ces coefficients des fonctions rationnelles dej>^.
Or comptons le iiombre des inconnues et le nombre des conditions. Nous avons dans H et K un nombre de coefficients égal à 2v. On doit égaler le second membre de (6) à
M MP
Les numérateurs sont de part et d'autre des polynômes de degré av- — i; on a donc à identifier deux polynômes de degré 2V — I, ce qui donne av relations entre les 2v fonctions rationnelles inconnues de y. Ces relations constituent un système d'équations différentielles linéaires, car les dérivées premières des V fonctions de y se trouvant dans K figurent dans ces relations. On est donc ramené^ en dernière analyse, à reconnaître si une équation différentielle linéaire à coefficients rationnels en y admet comme solution une fonction rationnelle de y. C'est là un problème que l'on sait résoudre.
On voit que la solution de la question proposée prend une tout autre forme, en suivant cette voie directe, qu'avec la méthode
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d'abord indiquée où l'on envisageait les résidus d'une intégrale double; l'énoncé des conditions se présente sous une forme beaucoup moins élégante.
16. Il est intéressant de se rendre compte du degré d'indétermination de la solution (H, K) de l'identité (6), quand elle est susceptible de solution, en supposant toujours, comme ci-dessus, que H et K sont de degré v — i en a;. Avec deux solutions différentes, on peut former une solution, non identiquement nulle, de
l'identité
d /H\ , ±/^^\ _ d:r\F J '^ ày\P J " ^'
Alors l'intégrale (7) I Y>^^^~"v^^
est une intégrale de différentielle totale. En posant, comme plus
haut,
P== AB...L
elle est nécessairement de la forme
alogA H- p logB 4-. . .-H X logL,
a, p, . . . , \ étant des constantes. Inversement, en mettant l'expression précédente sous forme d'intégrale (7), on aura des valeurs admissibles de H et K.
Il résulte de là que, si l'identité (6) a une solution, cette solution renferme les constantes arbitraires a, p, . . ., X en nombre égal à celui des facteurs irréductibles de P.
IV. — D'une difficulté qui se présente quand on veut exprimer que des intégrales doubles de seconde espèce sont distinctes.
17. Nous avons dit que des intégrales doubles de seconde espèce relatives à une surface algébrique sont distinctes, quand il n'existe pas de combinaison linéaire à coefficients constants de ces intégrales qui soit de la forme
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U et V étant rationnelles en x^y et z. Il serait donc facile de reconnaître si des intégrales doubles de seconde espèce sont distinctes, si l'on savait résoudre le problème suivant :
Reconnaître si une intégrale double
{1) J J R{x,y,z)dxdy
est de la forme (i), ce qui revient à reconnaître si Von a
R étant une fonction rationnelle donnée dex^ y et z\ les deux fonctions U et V doivent être^ rationnelles en x^ y et z,
18. Nous avons vu que le problème précédent pouvait être facilement résolu, si V on e^l dans le champ rationnel, c'est-à-dire si R est simplement fonction rationnelle de x ety, les fonctions U et V étant aussi des fonctions rationnelles de x et y, G^est le problème traité dans la section précédente; ce qui nous a permis de résoudre assez facilement ce problème, c'est que, dans l'identité
^ ' -^ • dx ày
on a le droit, comme nous l'avons montré, de supposer que U et V n'ont d'autres lignes d'infini que celles de R, à l'exception toutefois de lignes correspondant à y =:: const. Nous avons pu alors limiter la manière dont x figure dans U et V, et des opérations en nombre fini nous ont montré si le problème était ou non possible.
Les circonstances sont tout autres dans le cas d'une surface algébrique. Il peut n'être pas permis de supposer que, dans l'identité (3), U et V n'ont d'autres lignes d'infini que celles de R, en dehors de lignes correspondant à jk = const. C'est ce que nous allons montrer sur un exemple (^).
Nous avons d'ailleurs déjà, dans un autre but, parlé de cet
(^) E. PrcARD, Comptes reîidus, octobre 1899.
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exemple (page 198 de ce volume). Reportons-nons à l'identité de la page 199
où U(^, y) est un polynôme en ce et y, et où
P(^) désignant un polynôme arbitraire ayant des racines distiuctes a\, a^^ . . ., aa- Nous allons montrer qu'on ne peut avoir une identité de la forme
dx
ôy
en représentant par tû et 7^:^ des polynômes entiers en ^, à coefficients rationnels en y. Considérons en effet, comme nous l'avons fait pages 199 et 200, l'intégrale double
prise le long d'un cycle à deux dimensions formé par une courbe fermée G du plan de la variable x qui comprenne à son intérieur deux des points a, et par une courbe fermée C^ analogue dans le plan de la variable y, et supposons que nous soyons dans le cas de la figure de la page 200; dans ce cas l'intégrale double a une valeur différente de zéro. Or si nous avions l'identité (5), l'intégrale serait nécessairement nulle (en évitant toutefois de faire passer le contour G^ par une valeur dey rendant infini tx ou tu,).
En effet, chacune des intégrales
dx
"- Hh^
dx dy
se calcule immédiatement; car, tous les éléments restant finis dans les deux intégrales sur le domaine d'intégration, on n'a qu'à faire une première intégration, par rapport à x pour l'une et par rapport à y pour l'autre, et l'on obtient ainsi zéro. Il est clair que nous ne pourrions pas raisonner de la même manière en nous reportant à l'identité (4)^ c'est, au surplus, ce qui est exposé avec détails pages 199 et suivantes.
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Dans l'Identitë (5) nous avons supposé que les fonctions sous les signes -^ et -r- étaient de la forme
dx dy
izi x^ y)
On aurait dû, d'une manière plus générale, les supposer de la
forme
'^(oo. y) ,, , 7T, {x, y) , , ...
--^^^^'{x,y) et -ii-i^ -4-^;(^, j),
Tz' et t:\ étant des poljnomes en x, à coefficients rationnels en jk, mais il est maaifeste que l'identité
TJ(^;, r)
dx
■Tz'ix, y)
entraîne nécessairement
dx
Ty
On voit, par ce qui précède, la difficulté qui va se présenter, quand il s'agira d'évaluer exactement le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. Nous verrons bientôt comment cette difficulté se rattache à une question très importante concernant les intégrales de diff'érentielles totales de troisième espèce; c'est de l'étude de ces dernières intégrales que nous allons maintenant nous occuper.
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I. — Théorème fondamental sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce (^).
Considérons une surface algébrique
n'ayant que des singularités ordinaires et n'occupant pas de position spéciale par rapport aux axes de coordonnées. Nous allons étudier les intégrales de difFérentielles totales de troisième espèce relatives à cette surface.
Si l'on envisage un certain nombre \x de courbes algébriques irréductibles sur la surface, il est possible qu'il n'existe pas d'intégrale de troisième espèce ayant seulement comme courbes logarithmiques ces a lignes ou quelques-unes d'entre elles, mais nous allons montrer que cette circonstance ne se présentera pas si a dépasse une certaine limite dépendant uniquement de la surface.
Une courbe G de la surface peut en général être définie par les deux équations
A désignant un polynôme irréductible, et R une fraction rationnelle de X et y; le cylindre
( ' ) E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce dans la théorie des surfaces algébriques {Annales de l'École Normale,
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coupe la surface y suivant la courbe C et une ou plusieurs autres courbes. Celles-ci ne doivent pas être des courbes logarithmiques.
2. Considérons sur la surface /de degré m une courbe C de degré <i déiinie par les deux équations précédentes. Envisageons la famille de courbes définie par la relation entre x et s
où JK représente un paramètre arbitraire; on peut former une intégrale abélienne relative à cette courbe jouissant des propriétés suivantes : Elle n'a d^autre points singuliers à distance finie que les points (ô, cT) de la courbe correspondant aux équations
et la période polaire correspondant à chacun de ces points singuliers logarithmiques est égale à + i. De plus, relativement aux m points de la courbe à l'infini (pour lesquels les m développements sont distincts (^^), l'intégrale a seulement comme point singulier logarithmique l'un d'entre eux, et la période correspondante est égale à — d\ enfin, elle est de la forme
dx.
S étant une fonction rationnelle de x^ y et z.
On se rend compte aisément qu'il est possible de satisfaire aux diverses conditions qui précèdent. On peut, par exemple, procéder de la manière suivante. Soient
Ml, M2, ..., lAd
les (appoints de la courbe C pour une valeur donnée dej^^, et désignons par M le point à l'infini de la courbe (i) qui doit être pour l'intégrale un point logarithmique.
Formons une intégrale de troisième espèce de la courbe
f{oc,y, z) = o,
(•) On se reportera au Chapitre précédent (n° 9); les m développements de -s suivant les puissances de x ont pour coefficients des polynômes en y.
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ayant les points logarithmiques
Ml et M
avec les périodes polaires respectives
-f- I et — [ ;
on peut s'arranger de manière que les coefficients de cette intégrale soient fonctions rationnelles de y et de (s/^ xi). En faisant la somme de ces intégrales pour
on obtiendra une intégrale du type cherché T.
Ceci posé, si la courbe (i), entremet iî (pour y arbitraire), est de genre/?, l'intégrale I a, outre les périodes polaires provenant des singularités logarithmiques, 2p périodes cycliques que nous désignerons par
de telle sorte que Tensemble des périodes de I est
(2) Wi, Cl)2, . . . , CO2;;, I.
Elles sont, sauf la dernière, des fonctions de y. Nous avons supposé que y avait une valeur fixe, d'ailleurs arbitraire. Si Ton fait varier y et qu'on revienne au point de départ, l'ensemble des périodes (2), pour un contour déterminé, se transformera en
et l'on aura la substitution S
iû'^f
tjj = /7l\ (x)j -h /?l| CO2-4-.
. . + 77llp(ii2p-^ [-^S
(1)2 ^= m\ cl)i -f- /?i| 0)2 + ..
.-f- mlj,u)2p -+- ;j.2,
iù'j,^y=z m]^Mi 4- my^uù^-^ '
HT
les 171 et les [Jv étant des entiers. Les m des 2/? premières colonnes ne dépendent nullement de la courbe G, c'est-à-dire du polynôme A et de la fraction rationnelle R. Ils sont les mêmes que ceux que nous aurions obtenus si, au lieu de considérer l'inté-
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grale I, nous avions pris l'intégrale de seconde espèce
i)clx
relative à la courbe (i), comme nous l'avons fait, Tome I, page 94; les
?7i{, jn{, >.., m',j, {i^^i, '1, . . . , o_p)
sont les mêmes que ceux de la substitution S de la page 99 (/oc. cit.). Au contraire, les \)J' dépendent essentiellement de la courbe C.
Les points singuliers des (o considérés comme fonctions dejK ne dépendent nullement de la courbe C; c'est là un point très important pour la suite. Ces points singuliers ne peuvent être, en effet, d'une part, que ceux correspondant aux valeurs de y pour lesquelles le genre de la courbe
(4) f[''^^yi ^) = ^>
s'abaisse, d'autre part, que ceux correspondant aux valeurs de y pour lesquelles un des points logaritbmiques se confond avec un point critique de la courbe. Les premiers sont les points critiques de l'intégrale (3), les seconds ne sont pas en réalité des points critiques. Car, soient a,, a2, ci^, ..., les points critiques de la courbe (4), et b un point singulier logarithmique; b et les ci dé-
pendent de y^ et l'on suppose que, pour une certaine valeur a de y, le point b coïncide avec le point 6^^ . Soit to une période correspondant à un contour T et enveloppant par exemple trois points a; à une petite courbe autour du point logarithmique b correspondra la période polaire --h 1. Quand j' tourne autour de a et
Hosted by
revient à sa position initiale, il faut montrer que w revient à la même valeur; ceci est immédiat, puisque la période co-f-i, correspondant à un contour qui entoure les quatre points aj, «2? <^3 et b^ ne change pas quand y tourne autour de a.
Les substitutions S, faisant connaître l'ensemble des valeurs des (JL) pour toutes les circulations de y autour des divers points critiques, sont donc en un certain nombre k indépendant de la courbe C.
3. Ces résultats obtenus, considérons maintenant 2/> intégrales distinctes de seconde espèce I^, L, . . ., l2p de la courbe
en désignant par /> le genre de cette courbe, pour y arbitraire. Soient aussi "k courbes G|, Co, . . . , Gx et formons \ intégrales
du tjpe I, relatives respectivement aux coarbes C^, G2, C3, . .., C\. Cherchons à déterminer, s'il est possible, les fonctions rationnelles de y
et les constantes C\^ Cn, . . . , q de telle sorte que l'intégrale abélienne, relative à la courbe (i)
( 0 ) «1 11 + . , . -r- a^p I2P -i- Cl J 1 -H . . . + ex Jx,
ait toutes ses périodes indépendantes àe y.
11 en est bien ainsi pour les périodes polaires. Pour les périodes cjcliques, il n'en sera pas ainsi, en général. Désignons par
Kl, K2, ..., K2;;,
les périodes, supposées indépendantes de y^ correspondant aux ip cycles initiaux, pour lesquels nous avons les substitutions fondamentales, désignées d'une manière générale par S. Supposons que cette substitution S soit relative à la modification des périodes de Ji pour une certaine circulation de y ; avec la même circulation de y^ on aura la même substitution pour J2, . . . , Jx, sauf que les [Jise trouveront remplacés par d'autres entiers v, .,.,7r.
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Dans ces conditions, on devra avoir, puisque Ton suppose que les K ne dépendent pas de y^
Ki = m\ Kl -4- mi K2 -1- . . . -f- m\jj Kgy; H- Ci yJ- + Cg v^' + . . . -^ cirJ
On aura 2p relations analogues pour chacune des k substitutions fondamentales du type S.
Ceci posé, admettons qu'on puisse trouver ip -\-\ constantes
Kl, K2, ..-, K2;;, Cl, C2, ..., c)o
non toutes nulles, et satisfaisant aux "ipk relations qui viennent d'être écrites : Nous allons jnontrer qu'o/z pourra alors former une intégrale de différentielle totale ayant précisément les périodes précédentes. C'est, comme on voit_, la généralisation de l'analyse développée (t. I, p. 98), pour étudier les intégrales de différentielles totales de seconde espèce.
Ecrivons, en effet, que les périodes de l'intégrale
a-i II -H a2l2-f-. . .-+- a^^pl^p -h Cl Ji +. . .-+- cxJx,
correspondant aux ip cycles initiaux, sont égales aux constantes K| , K2, . . ., Ksy?. Nous aurons ainsi 2/? équations qui vont déterminer
«1, 67-2, • • • ; ^f^'lp '1
il faut montrer que les a ainsi déterminés sont des fonctions rationnelles de y. Désignons par E|, Eo, • . ., Eo^ les premiers membres de ces équations, nous aurons
Ei==Ki, E2=:K2, ..., E2p=:=K:
il suffît de faire voir que ce système d'équations reste invariable quand on fait décrire à y un contour fermé quelconque, par exemple le contour auquel correspond la substitution S. Or, ces équations deviennent
m\ El H- /?z5 E^-h.. ._|_;^^i^^E2^;+ Cifj^(i^ --i-cov^i^ 4_. . ._4_ ^xir^i^ =, Ki,
7??.P^Ei^- /?l|/^E2-H...-i-7?z|^jE2y;-+- Cip.(2/.)_^ c2V^2y.)_|__ . _^ CXT.'^'^P^ = K2;; ,
Hosted by
système équivalent au système
El = Kj, E2 = K2, . . . , ^2p = Kap,
d'après les équations que nous supposous vérifiées par les constantes K etc.
Nous avons donc obtenu une intégrale de troisième espèce, relative à la courbe entre x et z
dont les périodes cycliques et polaires
K], K2, ..., K2/^, Cl, C2, ..., ex, sont indépendantes dej^; désignons cette intégrale par
5. Il va être facile maintenant de former une intégrale de différeatielle totale de troisième espèce, relative à la surface
ne pouvant avoir d'autre courbe logarithmique que les courbes
Cl, G2, ... 5 GX;
avec les périodes polaires correspondantes
Cl, C2, . . . , ex,
et peut-être, en outre, la courbe à l'infini de la surface. On va voir, en effet, qu'on peut déterminer une fonction rationuelle S(^,j)/i 5) telle que l'intégrale
K{x,y,z)dx -^ S(^, jr, z)df
satisfasse à ces diverses conditions.
La fonction S (x, y^ z)^ considérée comme fonction de x et j", doit vérifier la condition
dx dy
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On y satisfera de la manière suivante : Soit Xq une valeur fixe arbitraire et désignons par ^, , ^2, -y ^m les m racines de l'équation
f{xo,y, z) = o {m étant le degré/).
Posons
/ R{cc, y, z) dx -i- . . .--^ R(x,y,z)dx
S, ainsi déterminée, a une valeur unique en chaque point (^,^'5 ^) de la snrtdice^ puisque les périodes des intégrales ne dépendent vas de y. Par suite, cette expression sera une fonction rationnelle de {x^y^ z)^ car les points singuliers de cette fonctionne peuvent être des points singuliers essentiels. De plus, on voit immédiatement que
àx m dy ^' v j. ? /j ^y.
comme il doit être.
Nous avons donc une intégrale de différentielle totale
R t^^ + S dy^
où R et S sont rationnelles en x^y et z.
L'intégrale précédente ne pourra visiblement avoir d'autres courbes logarithmiques que les courbes
Cl, G2, . . . , Gx,
la courbe à l'infini sur la surface, et peut-être aussi des sections planes de la surface correspondant à des plans
y = const.
Il serait aisé d'établir qu'il n'y a pas de lignes logarithmiques de cette dernière catégorie; il suffirait, pour cela, de répéter le raisonnement fait pages io4 et io5 du Tome I, pour une circonstance analogue, mais il est inutile d'insister sur ce point, car si la section
donnant dans la surface une courbe indécomposable (ce qu'on
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peut toujours supposer, puisque les axes sont arbitraires), était une courbe logarithmique avec la période correspondante B, il suffirait de retrancher de notre intégrale
pour avoir une intégrale possédant la propriété voulue.
En résumé, si les constantes K et c satisfont aux ipk relations à coefficients entiers du n" 3, nous pouvons former une intégrale de différentielle totale
R dcc -^ S dy
ayant les ip + X périodes
Kl, K2, ..., ..., K2/;, Cl, co, ..., ex,
les \ dernières étant des périodes logarithmiques correspondant aux courbes données à V avance
Gj, G2, . . . , C\.
Certaines quantités c peuvent être nulles, auquel cas il n'y aurait pas de courbe logarithmique correspondante. Si tous les c étaient nuls, nous aurions une intégrale qui ne pourrait avoir d'autre courbe logarithmique que la courbe à l'infini de la surface /; mais une intégrale ne pouvant avoir une seule courbe logarithmique, notre intégrale n'en aurait alors aucune j, et nous aurions alors une intégrale de seconde espèce, conclusion qui est bien d'accord avec notre théorie des intégrales de seconde espèce.
6. Au point de vue des possibilités qui peuvent se présenter pour une surface donnée, quelques observations intéressantes sont à faire. Désignons, d'une manière générale, par relations (a) les 2/?/f relations du n^ 3. Envisageons sur la surface une courbe algébrique irréductible quelconque C^ ; il peut arriver, ou non, que les équations (a) correspondant à la seule courbe Ci soient vérifiées pour une valeur de c^ difierente de zéro. Dans le premier cas, on aura une intégrale de troisième espèce ayant pour courbes logarithmiques la courbe G| et la courbe à l'infini; dans P. ET S., II. 16
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le second cas, il n'y aura pas de telle intégrale. Si l'on est dans ce second cas, envisageons, outre C^, une seconde courbe algébrique irréductible quelconque C2, et concevons les équations (a) x^elatives aux deux courbes Ci et Co. Deux cas peuvent encore se présenter : il peut arriver ou non qu'on puisse satisfaire à ces équations, sans que c^ soit nul. Dans le premier cas il y aura une intégrale de troisième espèce avec les deux courbes logarithmiques C^ et G2 et peut-être la courbe à l'infini; il est visible que c^ aussi ne sera pas nul. Dans le second cas, il n'y aura pas de telle intégrale. On peut ainsi continuer, mais non pas indéfiniment, car lorsque \ est assez grand, on pourra manifestement satisfaire aux équations (a), sans que tous les c soient nuls.
D'une manière plus précise, supposons que pour À courbes
Cl, G2, .... Cx,
il ne soit pas possible de satisfaire aux équations (a) sans que c^ , C2, ... ,, c\ soient nuls. Considérons une X 4- i''^"'^ courbe arbitraire C>,^^ de la surface et formons les équations (a) relatives à G|, Go, . . . , Gx+i ; si \ est assez grand, il arrivera que ces dernières équations pourront être vérifiées sans que c^+i soit nul. En effet, pour \ assez grand, les équations (a), dont le nombre ipk ne dépend pas de À, peuvent être vérifiées pour des valeurs des K et des c, les c n'étant pas tous nuls; d'autre part, pour les équations (a) relatives à G,, G2, • . • , Gx+f on ne peut avoir cx^\ =0, car alors les équations (a) relatives à Gi, G2, . • ., Gx pourraient être vérifiées, Ci , Co, . . . , cx n'étant pas tous nuis. JNous aurons donc alors une intégrale de troisième espèce ayant certainement pour courbe logarithmique Gx+i et de plus quelqu'une ou la totalité des courbes G^ , G2, . . ., Gx et de la courbe à l'infini. Geci nous conduit au théorème suivant :
On peut, sur une surface f, tracer \ courbes algébriques irréductibles particulières
Ci, G2, . . . , Gx
telles qu il n^ existe pas d' intégrales de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques une ou plusieurs de ces courbes G et de la courbe à l'infini^ mais
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telles que^ si Von envisage une A -f- i'^'"^^ courbe arbitraire C^^i , // existera une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmicjues la courbe Cx+i et la totalité ou une partie des courbes G|, . . ., Cà et de la courbe à U infini.
Nous pouvons modifier renoncé, de manière à ne plus avoir à parler de la courbe à l'infini. Supposons que, pour Cx+i arbitraire, l'intégrale I dont il vient d'être question admette la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. En prenant une autre courbe C)+i , nous aurons une intégrale T, ayant pour conrbe logarithmique Cx4_i et la totalité ou une partie des Ci, Go, « • . , Gx, et de la courbe à l'infini; on peut évidemment choisir la constante A
de manière que l'intégrale
J'-AI
n'ait pas la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. Gette considération conduit au théorème fondamental que nous avions en vue.
Sur la surface f, à singularités ordinaires, on peut tracer p courbes algébriques irréductibles particulières
Cil , •L12? • • • •) '--"P
telles qu^ il n'' existe pas d^ intégrale de différentielle totale de troisième espèce^ ayant seulement pour courbes lo garithmiques la totalité ou une partie de ces courbes G, mais telles cjuHl existe une intégrale ayant seulement pour courbes logarithmicjues une p -i- i^^"^^ courbe ciuelconcjue V de la surface, et la totalité ou une partie des courbes G.
7. Les déductions du paragraphe précédent supposent que toutes les intégrales de différentielles totales peuvent être obtenues par de^ combinaisons analogues à celles du n° 3. On se rend compte aisément qu'il en est bien ainsi. Soit
/ Kdx ~\~^ dy
une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques les lignes
G], G2, • • • ? Cm
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de degrés <i^, (^2? •••5 d^^ avec les périodes logarithmiques c^^ C2, . . . , C|j^, On aura la relation
Cl <i?i -I- C2 <^2 + • • • H- c^^d^^ = o.
En désignant par
Ji, J2, .... Jp,
les intégrales formées avec ces courbes comme au n^ 3, la différence
/ R(a?, jK, .5) dx~ CiJi~ . . .— Cjj^J^, est une intégrale de seconde espèce relative à la courbe
elle est donc égale à une expression de la forme
«1 II -f- ... -h a2i)l2p)
plus la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de x^ y^ z. Nous avons donc la forme envisagée au n° 3, et la démonstration du théorème fondamental est maintenant complète.
8. D'après sa nature même p est au moins égal à un. L'analyse que nous venons de développer pour établir l'existence de ce nombre en donne une limite supérieure mais ne donne pas le moyen de le calculer complètement. La recherche précise de ce nombre paraît, d'une manière générale, devoir être assez difficile, car elle est liée à l'étude des courbes algébriques tracées sur une surface donnée; c'est en ce point que notre étude n'est pas complète. Nous examinerons plus loin quelques exemples assez étendus.
Pour deux surfaces qui se correspondent birationnellement^ le nombre p n'a pas nécessairement la même valeur. C'est seulement quand la correspondance entre les deux surfaces ne présente pas de points fondcunentaux et de courbes exceptionnelles qu'on peut, d'une manière générale, affirmer l'invariance du nombre p ; il est clair alors qu'à une courbe G de la surface S on peut faire correspondre une courbe C^ de la surface S^, et cjue le nombre des lignes est le même de part et d'autre. Il peut en être autrement quand il y a des courbes exceptionnelles, parce qu'à une courbe logarithmique C passant par un point fondamental peut corres-
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pondre, outre la courbe G^ la courbe exceptionnelle transformée du point fondamental; il J a alors sur S^ deux courbes logarithmiques correspondant à la courbe logarithmique G de S. On le voit bien nettement de la manière suivante. Soit ^ == o, y = o le point fondamental sur S; la transformation de S en S^ se trouve définie (p. 85 de ce Volume) par des équations de la forme
la courbe S[j^\ y') =^ o correspondant sur S^ au point ^ = o, y=iO. Soit sur cette courbe un point (a, j3) pour lequel P(a, p) a la valeur m-^ nous pouvons supposer que S et P sont holomorphes autour de ^' = a, j^^= p. La fonction
\og{y — mx) se transforme en
JogS(:z^', y'} -f- log[P(a7', y') — ?n]: elle a pour courbes logarithmiques les deux courbes
S{x'. y') = o et Fix', y) — ?7i = o, passant au point (a, |3).
9. Faisons encore une remarque générale ('). On sait qu'il y a dans la théorie des surfaces algébriques de nombreux problèmes où la présence de courbes exceptionnelles vient amener des complications; nous l'avons vu notamment dans ce Volume en étudiant les systèmes linéaires de courbes tracés sur les surfaces. Un ihéorème, récemment démontré par MM. Gastelnuovo et Enriques [Annali di Mateniatica^ t. VI, 3"" série), est de grande importance : d'après ce théorème, dans toute classe de surfaces se correspondant hirationnellenient il existe des surfaces sans courbes exceptionnelles (-), en laissant de côté toutefois les classes qui comprennent des surfaces réglées.
Dans le problème qui nous occupe, le nombre p sera évidem-
(* ) E. Picard, Sur la transformation des surfaces algébriques {Comptes rendus, t. GXXXIV, 1902).
(-) I^our une telle surface S, la correspondance birationnelle entre S et une surface quelconque S de la classe se fait de telle manière qu'il n'y a pas de courbe de 21 correspondant à un point de S.
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ment le même pour toutes les surfaces de la classe n'ayant pas de courbes exceptionneDes.
Le nombre p relatif à ces surfaces sans courbes exceptionnelles est donc un nombre invariant pour la classe de surfaces algébriques considérées.
II. — Sur les surfaces pour lesquelles toutes les intégrales de différentielles totales sont des combinaisons algébrico -logarithmiques (1).
10. Nous avons vu dans le Tome I que, pour une surface algébrique dont la connexion linéaire /?^ est égale à un (ce qui est le cas général), toutes les intégrales de différentielles totales de seconde espèce sont des fonctions rationnelles de x^ y et z, La question se pose alors de savoir si, pour une telle surface, toute intégrale de différentielle totale ne serait pas une combinaison algébrico-logarithmique, c'est-à-dire une expression de la forme
(i) E Aa- logR/,(^, y, ^) -;- V{x, y,z),
les R et P étant des fonctions rationnelles de x^ y et 5, et les A des constantes. En fait, les seuls exemples connus de surfaces ayant des intégrales qui ne soient pas de cette forme correspondent à /?i >> I ; mais, malheureusement, nous ne sommes pas en mesure de répondre à la question posée. Nous allons seulement démontrer une propriété curieuse des surfaces dont toutes les intégrales de différentielles totales ont la forme précédente,
11. Soit donc une surface/*, pour laquelle toutes les intégrales de différentielles totales sont par hypothèse de la forme ci-dessus. Soient
Cl 1 , C 2 , ' • • 1 Cl p
les p courbes du théorème démontré dans la section précédente et r une courbe irréductible quelconque tracée sur la surface. Il existe, d'après ce théorème, une intégrale de différentielle totale
( ' ) E. Picard, Sur quelques points fondamentaux dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables (Acta mathematica^ t. XXVI).
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ayant pour courbes logarithmiques la courbe F et la totalité ou une partie des courbes G. Cette intégrale est de la forme (i); on peut supposer tout d'abord que les termes logarithmiques sont réduits à leur moindre nombre, c'est-à-dire qu'entre les A. on n'a pas de
relations
I^m/cA/^ — o,
les m étant des entiers qui ne sont pas tous nuls. Il est clair en effet que, si l'on avait une telle relation, on pourrait réduire l'expression à avoir un terme de moins. Soit, pour fixer les idées, une relation entre trois coefficients A|, Ao, A3; on pourra écrire
On a donc Al logR, H- A, logRa -h A3 logRs - A, log R. 7^ + A^ log R^ -i^ ) ,
et il j a, par suite, une réduction dans le nombre des logarithmes. Les logarithmes ayant été ainsi réduits au moindre nombre, si l'intégrale se réduit à
S Ak logR/,(:r, .7, ^ ) H- P(^, y, z ),•
on est assuré que les fonctions rationnelles R n'auront d'autres lignes de zéros et d'autres lignes d'infinis que les courbes G et la courbe F.
Si, en effet, une des fonctions R s'annulait le long d'une autre ligne )v, comme celle-ci n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale, il faudraitque d'autres fonctions rationnelles R (une au moins) devinssent nulles ou infinies le long de X; et en écrivant que la ligne X n'est pas une courbe logarithmique pour la somme, on obtiendrait une relation homogène et linéaire à coefficients entiers entre les A, contrairement à ce que nous avons supposé.
Une des fonctions R, au moins, est nulle ou infinie le long de F, et elle a comme autres lignes de zéros et d'infinis la totalité ou une partie des courbes G, avec des degrés quelconques d'ailleurs (entiers) de multiplicité. Ainsi, étant envisagées les courbes
Cl, G2, . . . , Cp,
et une courbe irréductible arbitraire F, il existera certainement
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une fonction rationnelle n'ayant d'autres lignes de zéros et d'infinis que la courbe F et la totalité on une partie des courbes C. Ajoutons que cette fonction sera unique, ou, plus exactement, deux fonctions rationnelles R et R^ possédant cette propriété sont telles que deux de leurs puissances entières convenables sont dans un rapport constant. Supposons, en effet, que R ait F pour ligne de zéros d'ordre [jl, et que R^ ait la même courbe pour ligne de zéros d'ordre [jl- , le quotient
ne pourra avoir d'autre ligne de zéros et d^infînis que Ci , C2, • • • , Gp. Ce quotient se réduira à une constante, car autrement la fonction
pourrait être mise sous la forme d'une intégrale de différentielle totale de troisième espèce qui n'aurait pas de ligne logarithmique en dehors de Ci, G2, ..., Cp, ce qui est impossible d'après les propriétés de ces courbes C.
12. Ces points établis, prenons sur notre surface p + i courbes irréductibles entièrement arbitraires F^, F2, ..., Fq+i. On peut, d'après ce qui précède, former une fonction rationnelle R| ajant pour ligne de zéros la courbe ^^ et pour lignes de zéros et d'infinis la totalité ou une partie des courbes C. Soient de même Ro, . . . , Rp+i des fonctions rationnelles correspondant à F2, ..., Fp^^ ; formons le produit
L — t\^ A»^ ... IXp^i ,
OÙ les [j. sont des entiers positifs ou négatifs. On peut choisir ces entiers (non tous nuls) de manière que, pour la fonction rationnelle F, les courbes C ne soient plus ni lignes d'infini ni lignes de zéros. La fonction F, ainsi obtenue, ne se réduira pas à une constante, et elle aura pour lignes de zéros et lignes d'infinis la totalité ou une partie des courbes F.
Nous sommes donc ainsi conduits à la conclusion suivante, qui est assez curieuse : étant prises sur la surface p + i courbes algébriques irréductibles arbitraires, il existe une fonction rationnelle s^ annulant le long de certaines de ces courbes et devenant
Hosted by
infinie le long des autres {avec des degrés convenables de multiplicité) et n^ ayant aucune autre ligne de zéros ou d'^infinis.
Il est bien entendu qu'il s'agit ici d'une surface dont, par liypothèse, toutes les intégrales de difTërentielles totales se ramènent à des combinaisons algébrico-logarithmiques.
Pour les courbes algébriques il n'existe évidemment pas de proposition analogue, dans laquelle les courbes Y seraient remplacées par des points] pour une courbe algébrique non unicursale on ne peut évidemment pas trouver une fonction rationnelle des coordonnées dont les pôles et les racines seraient compris parmi un certain nombre de points arbitrairement donnés, les degrés de multiplicité n'étant d'ailleurs pas fixés à l'avance.
13. Les résultats précédents conduiraient donc plutôt à penser que les intégrales de différentielles totales de troisième espèce ne se ramènent pas en général pour une surface algébrique à des combinaisons algébrico-logarithmiques, mais, comme nous l'avons dit plus haut, nous ne pouvons pas indiquer de surface, de connexion linéaire égale à l'unité (c'est-à-dire sans intégrale de différentielle totale de seconde espèce), possédant une intégrale de troisième espèce qui ne soit pas du type algébrico-logarithmique.
Indiquons seulement pour le moment un exemple d'une surface, dont toutes les intégrales de différentielles totales se réduisent à des logarithmes.
Il sera fourni par la surface célèbre du quatrième degré qui porte le nom de Kummer. M. Humbert a démontré, au sujet de cette surface, une proposition très élégante (^ ) : toutes les courbes algébriques tracées sur cette surface sont de degré pair, et si 2 m désigne le degré d'une telle courbe, on peut le long de cette courbe circonscrire à la surface une surface de degré m^ ne la coupant pas en dehors de la courbe considérée. Ici le nombre p des énoncés précédents est égal à un\ de plus, si l'on prend sur la surface deux courbes algébriques quelconques
Ti et r2,
(') G. Humbert, Théorie générale des surfaces hyper elliptiques {Journal de Mathématiques, 1893, p. 72).
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il existera une intégrale de troisième espèce, ayant ces deux seules courbes logarithmiques, et réductible à un logarithme. Si, en effet,
f^{^x,y,z)^Q et f.Soc, r,z)^o
représentent les deux surfaces de degrés m^ et m^ donnant les deux courbes d'après le théorème de M. Humbert, la fonction
los4^
peut être regardée comme une intégrale de troisième espèce possédant la propriété demandée.
III. - Quelques cas particuliers
14. Les considérations générales développées plus haut, pour une surface n'ayant que des singularités ordinaires, s'appliquent avec des modifications peu importantes aux surfaces données par les équations de la forme
où/* est un polynôme en x et y.
Toute intégrale de différentielle totale relative à cette surface est, en dehors d'une intégrale de fonction rationnelle, de la forme
R clx + S <^jr
R, S et M étant des polynômes en x et y. Des réductions simples (t. I, p. i68) permettent de la ramener à
R dT ^- S dy
yyy)AB,.AWf{x,y)
y^(y) étant un polynôme en y, et A, B, . , , , L des polynômes en x et y irréductibles et premiers avec /{x, y).
De plus, la surface
A(^,jk) = o
coupe nécessairement la surface proposée
suivant deux courbes distinctes, c'est-à-dire qu'on peut trouver deux poljnomes P et Q premiers entre eux et tels que
soit divisible par A(^, j ). Les deux courbes sont alors
Pour un polynôme donné /'(^, j^)j l'étude complète des polynômes irréductibles A(^, y) serait de grande importance. La remarque suivante va nous être utile :
Supposons qu'un polynôme irréductible cp(^, y) divise une expression
u et <^ étant deux polynômes en x et y^ premiers avec cp, et désignons par m le degré de/. Alors, pour
o {x, y') — o, on aura
R étant rationnelle en x et y. Ceci posé, cherchons à déterminer des polynômes U etVen^, à coefficients rationnels en y, tels que
(a) U — VR(a7, jK)
s'annule quand ^(^,y) ^^ o. Pour de tels polynômes, on a certainement le polynôme en x
divisible par le polynôme en x^ (d(xj y); la lettre jk entre rationnellement dans les opérations. On pourrait prendre
mais arrangeons-nous de façon que le quotient de U- — V^/ (^, r) par cp(^, y) soit en x de degré le plus petit possible.
Si a est le degré de cp, on peut s'arranger de façon que l'expres-
sion (a) s'annule pour cp(.r,y) = o, en faisant V = i , et en prenant pour U un polynôme en x de degré [jl — i . Alors
sera un polynôme de degré 2 [Jv — 2 au plus, si
et le quotient de U- — V^/* par cp sera de degré \k — 2 au plus. Donc du polynôme es de degré ui, nous passons à un polynôme cpi (^, y) de degré |j. — 2 au plus par rapport à .2; et à coefficients rationnels en y. De cp^ (^?JK) on passera à un polynôme cp2 {^^y) et ainsi de suite.
Il y a maintenant à distinguer suivant que m est pair ou impair.
Soit m impair. Si
on pourra encore faire la réduction, et l'on arrivera à un polynôme de degré
Si l'on a
2 [JL — •! — m -H 3 ,
on obtient un polynôme de degré
Mais on peut passer d'un polynôme o de degré — - — • à un poly-
nôme de degré — au moyen du même raisonnement. On peut
choisir un polynôme U de degré de manière que
soit divisible par cp (division par rapport à ^, bien entendu); le quotient est de degré
J7i -i- I m — I m — ou •
Donc, pour /7Z impair, la réduction peut se faire jusqu'à ce que le polynôme soit en œ de degré — ^
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Soit m pair. Pour 2 p. — 2 = ni^ nous ferons la réduction au
degré
Pour 2 [^. — 2 = m 4- 2, nous ferons la réduction au degré
Nous sommes donc ramenés au degré ~ ou au degré — — i, et il n'est pas possible ici de faire en général d'autre réduction.
Toutefois il est possible de passer du premier cas au second si, dans/(^,jK), le coefficient de x est un carré parfait que l'on peut supposer être l'unité. Supposons en effet que, pour x satisfaisant à l'équation
x^ '-r- o(.]^x^ 4-. . .-T- a,/? = o (les a étant rationnels en jK);
le radical ^//\:r, jk) se mette sous la forme d'une fraction rationnelle en X et y. On pourra choisir les A rationnels en y de manière que
{x'^-{-klX^- ^^...-^k,n\ — /(^,j)
s'annule pour les — racines de l'équation précédente. Le quotient de cette expression par
X^ -T- OLiX ^ 4-. ..-H Ol,n
sera donc [dans/(^,jK) le coefficient de x^ est l'unité] un polynôme de degré
i au plus,
ce qui réalise la réduction cherchée.
Ces préliminaires posés, soit l'identité
U, V, cp et ô étant des poljnomes en ^ à coefficients rationnels
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en JK? l'expression
(8) Alog -^^^^^ ^;4 (A^^const.)
n'aara, à distance finie, d'autres courbes logarithmiques que des
courbes de la forme
y — const.,
et les courbes
Si donc une intégrale de troisième espèce a pour courbes logarithmiques les deux lignes
quand on en retranchera l'expression ([3) avec une valeur convenable de A, on fera disparaître les courbes logarithmiques (y) pour les remplacer par les courbes logarithmiques
Une conséquence importante se déduit immédiatement de ce résultat. Si, pou?' le polynôme donné f{x^ y)^ que nous supposerons, pour fixer les idées, de degré impair m en x, il n^ est pas possible de troui^er un polynôme en x irréductible
avec coefficients rationnels en y et de degré — ^ — au plus, tel que, pour
\Jf[x^y) soit susceptible de se mettre sous la forme dUine fonction rationnelle en x et y, on pourra^ par la soustraction d^ un certain nombre de logarithmes, faire disparaître d'aune intégrale de différentielle totale toutes les courbes logarithmiques à distance finie, à l'exception de courbes
y = const. sUl peut y en avoir.
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De plus, par des raisonnements analogues à ceux que nous avons employés dans la section précédente pour la démonstration du théorème fondamental, on est conduit à la conclusion suivante :
S^il existe des polynômes i^t répondant à la condition précédente, on pourra tromper un nombre p tel qu^ il n^y aura pas dHntégrale de différentielle totale de troisième espèce ayant seulemenl , pour courbes logarithmiques à distance finie la totalité ou une partie des couples de courbes répondant aux p polynômes
mais tel qu'il existera une intégrale ayant seulement pour courbes lo garithmiq ues le couple de courbes correspondant à
et la totalité ou une partie des couples de courbes correspondant à ^1, Ao, • • -7 ^p-
Nous ne parlons pas dans cet énoncé de courbes logarithmiques qui correspondraient k y ^=: const., qui ne sont pas exclues.
Dans cet énoncé, le nombre p pourrait être nul, c'est-à-dire qu'il pourrait arriver dans certains cas qu'à tout couple de courbes répondant à ^i correspondît une intégrale.
On voit, étant donnée l'équation
l'importance des relations
telles que, au moyen de ces relations, z soit susceptible de se mettre sous la foraie d'un polynôme en x et y.
Le cas le plus simple est évidemment celui de m=.Z. On a alors l'équation
^2 ^ a{y) cc^ -{- b{y) cc^ -\- c(y) x -f- d{y),
a-, b^ c, d étant des polynômes en y. Il s'agirait de rechercher s'il existe des fonctions rationnelles ^ et ^ de y^ satisfaisant à l'équation précédente.
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La question est beaucoup plus complexe qu'elle ne le semble au premier abord; c'est ce que montrera de suite un cas très simple (^). Je suppose que la relation se réduise à
f étant un poljnome de troisième degré en x n'ayant que des racines simples, et F(j-) un polj^nome de degré 2/> -h i sans racines multiples. Nous allons montrer qu'il n'existe pas en général de fractions rationnelles z el x Ae y satisfaisant à l'équation précédente, sauf les solutions immédiates
a étant une racine de f{x) = o. Supposons qu'il existe d'autres
solutions ^ on aura
dx dx F(j^) dy
De là on déduit que l'intégrale de première espèce
dx
se transforme, en prenant pour x une fonction rationnelle de y^
en l'intégrale
"''■Vftf,
R(jk) étant rationnelle en y. Gomme cette intégrale doit être aussi de première espèce, il faut que R(j^) se réduise à un poljnome de degré p — i, et, par suite, une fonction rationnelle x de y répondant à la question doit satisfaii'e à la relation
dx dy
P(jk) étant un poljnome de degré p — ^ i au plus. Réciproque-
(^) E. Picard, Suj^ la résolution de certaines équations à deux variables et sur un théorème de M. Nœther {Bulletin des Sciences mathématiques , 1901). — Sur certaines surfaces dont toutes les intégrales différentielles totales se ramènent CL des combinaisons al géhrico-logarithmiques {Annales de l'École Normale supérieure, igoS).
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ment d'ailleurSj si une fonction rationnelle x àe y satisfait à une
telle relation, on aura
dx
et, par suite, z sera rationnelle en y.
Des considérations précédentes il résidte tout d'abord que, pour un polynôme donné du troisième degré, si le polynôme F(j/) est arbitraire, il ne sera pas possible de déterminer une fonction rationnelle X de j^(ne se réduisant pas à une constante) satisfaisant aux conditions voulues. En effet, il ne sera pas possible de trouver une intégrale de première espèce relative au radical y/F(x) ayant seulement pour périodes les deux périodes de l'intégrale
dx
Par suite, en général, pour la surface
[/(^) étant du troisième degré, et F (y) de degré 2/> -f- i], toutes les intégrales de différentielles totales se ramèneront à la forme
P dx -h Q dy
OLC P et Ç) sont des polynômes en x, à coefficients rationnels en y. D'ailleurs, en retranchant de l'intégrale une fonction rationnelle convenable en x^ y et ^, on peut supposer que P est de la forme
A et B étant des fonctions rationnelles de y. Alors les périodes de l'intégrale relative à x
^ ( A .r -^ B ) dx
ne doivent pas dépendre de y. Or il est aisé de voir que l'on ne
peut choisir des fonctions rationnelles A et B de jr (sauf A=:B = o)
telles que les périodes de cette intégrale satisfassent à la condition
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256 CHAPITRE JX.
indiquée. Soient, en effet, les deux intégrales
dx r ^ dx
r dx r
J ^Jf^) "' J
\/fi^)
dont nous désignerons par coj, 0^ et 002, O2 les périodes correspondantes. On devra avoir
AOt + Bo., /F (7)
AQ5 H- Bw2 _ p
G^ et C2 étant des constantes; or les valeurs de A et B ainsi déterminées ne sont évidemment pas fonctions rationnelles dey.
17. Nous concluons, de l'étude du paragraphe précédent, que les intégrales de différentielles totales relatives à la surface
se ramènent toutes en général à des combinaisons algébricologarithmiques.
Il y a un cas particulier, où nous ne sommes pas assurés de celte conclusion, c'est celui où l'on peut trouver un polynôme P(y) de degré p — i, de telle sorte que l'équation
dx ^^. . dy
soit susceptible d'être vérifiée par une fonction rationnelle x àe y (ne se réduisant pas à une constante).
Approfondissons le cas où le polynôme F(j/) se réduirait à f{y)\ alors P(jk) doit être une constante G (puisque p := i), et nous avons l'équation
dx dy
— G (G étant une constante).
Cette équation se rencontre dans la théorie de la multiplication des fonctions elliptiques. Supposons que les fonctions elliptiques correspondant au polynôme du troisième degré/(^') n admettent
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pas la multiplication complexe ; dAoT^C sera nécessairement un nombre entier réel m, et si, avec les notations de Weierstrass, on jDOse
et que p{ii) désigne la fonction elliptique correspondante, on aura d'abord la solution
y = P(w), ^ = p{mu)\
X ainsi obtenue est une fonction rationnelle de y. On a en outre
qui est bien rationnelle en y. Nous désignerons par Km{y) l'expression de X en fonction de y] on a évidemment
J^'équation
dx dy
admettra d'autres solutions x fonctions rationnelles de jkj il est facile de trouver leur expression générale. Si Ton pose
r équation précédente devient
d^> = m du^
d'où
(; = mii^ K (K étant une constante.)
Or, comment doit être cboisie la constante R pour que de
on tire pour ^ une fonction rationnelle Ae y. Il faut et il suffit que
mu H- K et — mu -r- K donnent pour ^ la même valeur, quel que soit u. Ceci exige que
vw -I- v'cd'
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2d8 chapitre IX.
V et v' étant des entiers, co et oo' étant les périodes de pÇu)- Nous aurons donc pour K quatre valeurs conduisant à des fonctions rationnelles distinctes; le cas de v = v^ .=: o est celui qui a été considéré ci-dessus.
Nous allons étudier la disposition sur la surface des différents couples de courbes correspondant aux diverses fonctions rationnelles X dey, que nous venons de trouver.
Prenons d'abord la première série (v = v' == o).
18. Pour la courbe du troisième degré entre ^ et ^ on a la représentation paramétrique (avec le paramètre r)
Si l'on coupe la courbe par une droite cjuelconque, la somme des valeurs des <; correspondant aux points de rencontre est égale à zéro à un multiple près des périodes.
Les valeurs v ^=.-±1 u correspondent à x = JK, et les valeurs v=^±mu correspondent à la fraction rationnelle x de r, dont nous avons parlé plus haut. On obtient ainsi, sur la courbe précédente, une succession de points; il est facile d'obtenir pour ces points une génération géométrique, qui va nous être très uti]e.
Si l'on mène la tangente au point A correspondant à
elle rencontre la courbe en un troisième point B pour lequel on a
V =^ — 'lit]
le symétrique B' de B par rapport à O^ correspond à
En joignant le point A. au point B', le troisième point G d'intersection de la droite AB^ avec la courbe correspond à
Prenons le symétrique G' de G par rapport à O^^, pour lequel
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ç z=::z^^u'^ la droite AG^ donne un troisième point pour lequel
et, ainsi de suite, on obtiendra tous les points correspondant à i^ = zÉ: mu.
Considérons les deux points correspondant k u el — mu^ la droite qui les joint conpe encore la courbe au point correspondant à [m — \)ii. Soit
z =^ ax -^ b^
Téquation de cette droite, où a et b sont manifestement des fonctions rationnelles de y.
Le polynôme du troisième degré en ce
aura pour racines
Ri (y), Rm~i(7) et R;;,(7).
Si donc nous revenons à la surface
expression
/s , , ax -^ b -^ z . . ,
(a) A loe' ; ( A étant une constante)
^ ^ ^ ax -^ b — 5 Q
aura, comme courbes logarithmiques, les trois couples de courbes
z =^ ± {ax -\- b)-, X = By^.(jK),
OÙ k a les trois valeurs i, m — i et ;?2.
Donc si une intégrale de différentielle totale admet le couple de courbes logarithmiques correspondant à k z= m, on pourra, par la soustraction de l'expression (a) avec une valeur convenable de la constante A, faire disparaître ce couple de courbes et le remplacer par les couples de courbes correspondant à A := i et k =: m — I. En allant ainsi, de proche en proche, on arrivera à n'avoir plus, comme courbes logarithmiques, que les couples de €Ourbes correspondant à
k = I et /c = 'i;
mais, pour ce dernier cas, on peut, d'après la construction in-
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diquée pins haut, déterminer a et b rationnelles en y^ de telle sorte que
admette Rf(y) comme racine double, et R2 0^) comme racine simple^ et alors k = 'i est ramené à /f =: t .
19. Nous n'avons encore considéré que la première série de couples de courbes, celle qui correspond à
p = ± mu.
L'étude des trois autres séries sera très facile. Prenons par exemple la série correspondant à
V = ± 7nit -\- — 5
et désignons par
^ = 9ni{y)
la fonction rationnelle correspondante.
Considérons, comme plus haut, sur la courbe entre z el x
Le point A correspondant à
les coordonnées de A sont
^ = p ( mu H- — ) ^ ^ = P [ ^'^^^ "^ r ) P ^ ^v-
Envisageons aussi le point B correspondant à v = -• Ses coordonnées sont
X = a, ^ — o (a étant une racine de /).
La droite joignant A et B rencontre la courbe en un troisième point correspondant à
Désignons par
z ■= ax ^ b
la droite joignant ces points {a et b sont rationnels en y), L'équa-
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lion du troisième degré en x
{ax~-rbf--f{x)f{y) = o
admettra, poar racines a, Om{y) Qll\m{y)^ Si donc on revient à la surface
^^- -/(•^)/(r), l'expression
, ax -H 6 H- ^
admettra, comme courbes logarithmiques, les deux couples de courbes correspondant à
^=9ni{y) et ^=R/;,(jk).
On peut donc, par une soustraction convenable, ramener le premier couple de courbes logarithmiques au second. Mais les couples de ce type viennent d'être étudiés, et nous avons vu que l'on pouvait se borner à envisager les couples de courbes correspondant à cT = j/.
Finalement, toute intégrale de différentielle totale relative à la surface
et de la forme
" F dx -^ Q dy
Oit P (3^ Q sont rationnelles en x et y , peut^ par la soustraction d^ expressions algébrico-logarithiniques convenables^ être ramenée à n^ avoir à distance finie d^ autres courbes logarithmicjues cjue le couple de courbes correspondant ci
Nous ne parlons pas des courbes correspondantes à ^ = a [où a serait nécessairement racine de /'(^)], qui ne peuvent être des courbes logarithmiques pour les intégrales envisagées.
L'intégrale sera donc de la forme
P dx -f- Q dy
{x-yy^^^f{x)f{yy P et Q étant des polynômes en x, à coefficients rationnels en y.
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EnfÎQ des rédactions tout élémentaires permettent de ramener cette intégrale au cas de /?2 = t .
20. Or il est aisé de voir qu'il ne peut y avoir, pour la surface
d'intégrale de différentielle totale de la forme
' P ( ^, y) dx -H Q ( .17, _7 ) cly
où P et Q sont des polynômes en x^ à coefficients rationnels en jk- Avant de le démontrer directement montrons que cela résulte indirectement des remarques faites dans le Chapitre précédent au sujet de l'identité étudiée précédemment (p. 199),
s/fW)\/7ïy)~ ^^
sJ:t\y)
ix-~y)s/j\x)_
S'il existait une intégrale de la forme indiquée, on aurait nécessairement
dx y{x — y)^ _ D'ailleurs, on a évidemment
— G (G étant une constante).
Si donc de (i) on retranche l'identité (2) multipliée par C, on obtiendra une identité de la forme
_u^.r) _ _i rPi(^,.r)] ^ ± rqt(x,y)i v//(^)v//(\r) ^^'L ^ J ^yl - y
où p, et Q, sont des polynômes en ^, et cette identité est impossible, car l'intégrale double
dx dy,
prise le long du continuum envisagé [loc. cit.)^ serait nulle, ce qui est inexact.
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21. Démontrons maintenant directement qu'il ne peut j avoir, pour notre surface, d'intégrale de la forme
Les périodes de l'intégrale relative à ^
f P (ce, y ) dx
ne doivent pas dépendre du paramètre y. En particulier, l'expression
doit se réduire à une constante- cette constante est différente de zéro, sinon les deux lignes correspondant à ,^ = y ne seraient pas des courbes logarithmiques, et nous serions dans le cas étudié plus haut. On peut supposer que la constante est égale à un.
Si l'on considère d'une manière générale l'intégrale ci-dessus, P étant de la forme indiquée, et avec la condition
V{x,x)=--fix),
les périodes cjcliques de cette intégrale sont des fonctions dey, Ja période polaire étant iizi. Les points singuliers de ces périodes regardées comme fonctions de y sont les trois racines de f{y) et le point à l'infini.
Envisageons dans le plan de la variable x le cjcle F comprenant à son intérieur deux des racines a et b^ et laissant j/ à son extérieur, et supposons jr voisin de a.
Nons avons pour une détermination de sj f\x) en un point A du contour {Jîg- S), et pour une détermination de \lf{y). une
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période délerminëe w. Saj3posonSj pour fixer les idées, que la déterininalion de \Jf{.^) en A soit celle qui devient \/f{y)^ quand ^ va de A en j/ par un chemin rectiligne. Faisons maintenant décrire à y un chemin fermé autour de a. Le cycle F va se déformer, fuyant en c[ueic[ue sorte devant y, et nous aurons, quand JK sera revenu à sa position initiale, une nouvelle position T^ du cycle F correspondant à la seconde figure où Ton a supposé, comme il est permis, que seulement la portion de F comprise entre le point A et un autre point B s'est modifiée.
Au point de départ A. {fig. s), le signe de \/f{y) n'est pas le même dans les deux cas, puisque y a tourné autour de a; les éléments de l'intégrale oat donc des signes différents au départ.
Il est alors aisé de voir ce que devient co, quand j* a tourné autour de a; on reconnaît de suite, en comparant les deux figures, que
o) se transforme en — w — ■ .^tïL
Faisons maintenant décrire à jk i^m autre chemin enveloppant
les trois points <2, 6, c. Quand y revient à son point de départ, le
radical \/f{y) a chang-é de signe, rien par ailleurs n'étant modifié ;
par suite
CD se transforme en — w.
Or co doit rester invariable, puisqu'il est indépendant de y; on a donc
D'autre part, la circulation de y autour de a chang-eant co en — (jL) — /\izi, on voit que l'on arrive à un résultat absurde. Nous en concluons que l'intégrale, dont nous avons supposé l'existence, ne saurait exister. Donc toutes les Intégrales de différentielles
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totales relatives à la surface
s^ expriment par des combinaisons algébrico-lo garithmiques . On a seulement supposé que les fonctions elliptiques correspondant au poljnome f{x) n'admettent pas de multiplication complexe.
22. Relativement à cette dernière circonstance, faisons seulement FétLide d'un cas particulier ; des considérations analogues s'appliqueraient à tous les cas de multiplication complexe. Soit
l'équation
dx cly
ne pourra être vérifiée par une fonction rationnelle x de JK, que si
(e racine cubique imaginaire de l'unité).
Les fonctions rationnelles x de y se déduisent, en raisonnant comme pins haut, des équations
y = P(^^). -^ = P[("^ -+- nz)u^ K],
où K est une demi-période.
A ces fractions rationnelles peuvent correspondre des couples de courbes logarithmiques pour les intégrales de différentielles totales considérées. On verrait, comme ci-dessus, que l'on peut se borner à K.= o, et considérer par suite les fractions rationnelles x de y correspondant à
J = p ( ti ), .27 =1 J3 [ ( /?! -H 72 î ) ii J .
En particulier, pour /n = i , /2 = o, on a la solution déjà considérée X ■=^ y\ et, pour m = o, /z = i , on a .^ = sjk-
On va voir que tous les couples de courbes logarithmiques peuvent être ramenés aux deux couples de courbes correspondant à
X ^=^ y et X =■ sy.
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Tout d'abord le raisonnement fait plus haut, pour montrer que tous les couples de courbes correspondant à
se ramènent à x = y? 6st encore applicable.
On verra pareillement c[ue tous les couples de courbes correspondant à
y = v{u), X = p(jizu)
se ramènent au cas de n =z i ^ c'est-à-dire à x = ey. Soit enfin le cas général correspondant à
y = p(u)^ ,T = p(i^), où V ^ (771-^ m)ic.
Nous considérons sur la courbe entre ^ et ^
le point
11 est en ligne droite avec les deux points avant les coordonnées
X := p[77iu)^ Z'= p'( 771U) p' (u
X = p(7lZU), Z = p'(— 71ZU) p'{u),
puisque la somme des arguments
( 771 -+- 71Z)U^ 772 U^ 71ZII
correspondant à ces trois points est nulle. Soit
z = ax -\- b
l'équation de la droite joignant ces trois points, où a et b sont des fonctions rationnelles àe y. Alors, en revenant à la surface
z^^=f{x)f{y), l'expression
ax -^ b ^ z log , —
ax -^ b -^ z
permet de ramener le couple de courbes logarithmiques correspondant à
aux couples qui correspondent à
u — mu et ç = nsu.
C'est toujours le même mode de raisonnement, et, finalement, nous sommes ramené aux deux couples relatifs à
x =^ y et ^ = zy .
23. Par suite, dans notre exemple actuel, on voit immédiatement cjue l'on peut se borner à envisager les intégrales de différentielles totales de la forme
P dcû -1- Q dy
{x—y){^x—zy)s/f^oc)f{y)''
P et Q étant des polynômes en x à coefiicienLs rationnels en y.
L'intégrale diffère de celle cjue nous avons étudiée au § 21 par la présence au dénominateur du facteur x — zy. Mais les raisonnements faits (/oc. cit.) vont encore être applicables avec peu de modifications, et nous arriverons à la même conclusion, à savoir que toutes les intégrales relatives à la surface
se ramènent encore à des combinaisons algébrico-logarithmiques. P\.eportons-nous en effet à la figure faite plus haut; a, 6, c représentent les trois racines de 4.^^ — i . 11 faudrait encore marquer le point correspondant à y s. SijK est voisin de a, le point yz sera voisin de l'un des deux autres points. Supposons cju'il soit voisin de c. Toutes les parties du raisonnement fait au § 21 sont encore applicables, puisque le point ^s restant voisin de c n'amène aucune modification dans F, cjuand y tourne autour de a. On arrive donc encore à une contradiction, et, par suite, l'intégrale dont nous avons admis l'existence ne peut être construite, et les seules intégrales sont des combinaisons algébrico-logarithmiques.
24. Examinons quelques autres cas. Soit la surface ^2 ^ a{y)x'^-^ b{y), OÙ a et b sont des polynômes en y. 11 n'y a pas en général de
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fondions rationnelles z et x de jk satisfaisant à cette relation. Admettons en effet qu il en soit autrement et posons
on aura
X et Z sont visiblement des fonctions rationnelles de jk et de 9, ne se réduisant pas à des constantes, en posant
L'intégrale de première espèce
de la courbe (3) doit donc se transformer en une intégrale de première espèce de la courbe (4). Or a qI b étant des polynômes arbitraires, il n'y a pas d'intégrale de première espèce de la courbe (4) n'ayant que deux périodes; l'iiypothèse faite est donc inadmissible. Ce mode de raisonnement permettrait même, en approfondissant davantage, de reconnaître dans quels cas il serait possible de trouver x qI z rationnelles en y et satisfaisant à l'équation de la surface,
23. Du cas particulier précédent on conclut que, en général, on ne peut satisfaire à T équation
(où a, 6, c, d sont des polynômes arbitraires en y) en prenant pour z el X des fractions rationnelles de y. On exclut, bien entendu, ici comme plus haut, le cas de ^ et ^ identiquement infinies. Gomme, en général, une telle surface n'a pas d'intégrales de dilférentielles totales de seconde espèce non rationnelles, on arrive à la même conclusion que plus haut pour t outes les intégrales de différentielles totales de cette surface.
A la vérité, l'étude complète des cas où l'on peut satisfaire à
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l'équation (4) par des fonctions rationnelles ^ et^ dej^^ne semble pas facile. A cet égard, le calcul des nombres des constantes indéterminées se présentant dans le problème n'est pas sans intérêt. On ne diminue pas la généralité en supposant que a, 6, c, cl sont des polynômes de degré pair im en y. Soit, de plus,
U et ^ étant des polynômes de degré tj. en y . On devra pouvoir choisir ces polynômes de manière que le produit
{^aiy^ii^ -h h {y) ii^-ç -\- c{y) uv^- -^ d{y)v^]{>
soit un carré parfait. Comme le polynôme précédent est de degré 2 Jii + 4 ^-■) ^1^ aura
m -f- 2 [JL,
conditions à écrire. Or le nombre des constantes figurant dans u et (^ (d'une manière non homogène) est
L'inégalité
montre qu'en général le problème est impossible.
En général, la surface (4) sera de genre géométrique supérieur à zéro^ et les fonctions rationnelles ^ et ^ de y, qui pourraient satisfaire à la relation (4), ne dépendront pas alors d'un paramètre arbitraire; car, sur une surface algébrique pour laquelle /?o- >> Oj on ne peut avoir une suite continue de courbes unicursales. Les solutions (^, z), en nombre fini ou infini, ne pourront donc former qu'une suite discontinue. C'est ce que nous avons trouvé pour le cas étudié plus haut en détail: il y avait alors une infinité de solutions dépendant d^ un entier arbitraire.
D'ailleurs, en général, pour la courbe (4)^ on pourra déduire d'une solution rationnelle une infinité d'autres, car, en menant la tang-ente au point correspondant, on aura par son intersection avec la courbe un second point à coordonnées rationnelles, et ainsi de suite^ en remarquant de plus que deux points en donnent
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LUI troisième. C'est ainsi, en fait, que se sont trouvés obtenus tous les points cherchés sur la courbe z- ^=^ f\x) f{y) (^).
26. Arrêtons-nous encore sur un cas particulier, celui de la surface
(5) ^'- -= ci.{y)x'^ — b{y),
a elb étant des polynômes arbitraires en y. D'après notre théorie générale, nous avons à étudier les équations
(6) ^2 ■4-P(y)^-l- Q(jk) = o (P et Q rationnelles en 7),
telles que, x el y satisfaisant à une telle relation, z soit fonction rationnelle de œ et y. Cherchons les équations (6) jouissant de cette propriété, en supposant que a et b sont des polynômes non spéciaux .
On aura, pour x satisfaisant à l'équation (6),
M et N étant des fonctions rationnelles de y. Soit maintenant
on aura
ace'* — b = a{x — 0) (a? + 0) (^ + 6 ?:) (^ — 0 i).
Si donc nous posons
cv — O = ---,
on pourra écrira
ax'*~b= ^ (2X-f-i)[X(i-0-l-i][X(n-Ô-^J] L'identité (7) devient alors
(7^^^"0 \/^(2X-i-i)[X(i — /)-hi][X(i-4-0 + i] -= M6(i + X)X-i-NX2,
(^) Il est intéressant de noter que la question à laquelle nous venons d'être conduits, de satisfaire à Téquation (/j) par des fonctions rationnelles ^ et ^ cle 7, peut être regardée comme une généralisation du problème de la transformation des fonctions elliptiques.
ceci sous la condition que X satisfasse à la relation (8), transformée de (6),
En se servant de (8), la relation (^rjbts'^ peut s'écrire
v/ô(2X-i-i)[X(i— 0-Hi] [X(H- i)-^-i\
-X(2Q2_|_pO) 02
MG+N
-1 -f-MOX.
_G^H-PÔ4-Q 62-1- P0H-Q_ Par conséquent, le polynôme du troisième degré en X
(9) ô(.2X + i)[Xfi-0 + i][X(i+0 + i]
'-4-PÔ-I-Q 62-+ P6-t-Q
est divisible par le premier membre de (8) ; il admet donc un diviseur de premier degré en X à coefficients rationnels en j/ et 9. Si donc nous posons
Z2 == (sX H- i) [X(l - i) -!- l] [X(i + i) H- [],
on pourra exprimer Z etXen fonctions rationnelles dey, 9 et^<^, La fonction X (nécessairement finie) ainsi déterminée doit nécessairement se réduire à une constante, car autrement l'élément
différentiel
parla substitution de cette valeur de X, prendrait la forme
R étant rationnel en y, 0 et \j b. Il y aurait donc une intégrale de première espèce, relative à la courbe gauche dans l'espace (?, Ç, t)
ib,
n'ayant que deux périodes, ce qui n'a pas lieu pour a et b polynômes quelconques en y»
Le polynôme (9) en X doit donc s'annuler pour une quantité X, indépendante dey. Cette constante X doit annuler le polynôme
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du troisième degré
{iX + i) [X(i - i) + 1] [X(i -f- i) + i],
car autrement s/b s'exprimerait alors rationnellement à l'aide de 6 et de y.
Si alors X est une des racines du polynôme précédent, ou aura
(MÔ-hN)["|
x('2G-^-i-pe)
PÔH-Q 0^4- P6 •
Cette équation du troisième degré en 9 doit être une identité, car 6 ne peut satisfaire à une équation du troisième degré à coefficients rationnels en y.
En développant cette écjuation en 9, on trouve de suite
M(X + i)Ô3+N(-2Xh-i)02-i-0X(PN— QM) =- o,
il faut donc que
L'équation (6) est donc de Ja forme
et l'on a alors
Donc, s'il existe des solutions au problème posé, on a, dans Téquation
z et ^-, qui sont fonctions rationnelles àe y.
Posant X' = r, nous sommes donc ramenés à reconnaître si
i'écjuation
peut être vérifiée en prenant pour c^ et^ des fonctions rationnelles de y. On peut établir facilement qu'il en est ainsi (^). Il y a même
(') Dans Farticle cité page 264, M, Picard démontre ce fait, auquel il rattache un tliéorème bien connu de M. Nœtlier sur certaines surfaces unicursales, en faisant rénumération des constantes arbitraires. On peut supposer que a et b sont
de degré pair 2771, et soit ç =. — ■> en désignant par u et ov des polynômes de de-
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une infinité de solutions se déduisant de l'une d'entre elles; il suffit en effet de faire pivoter une droite autour d'un premier point à coordonnées rationnelles de cette conique, pour exprimer z el ç en fonctions rationnelles dey et d'un paramètre m. En prenant pour m une fonction rationnelle de y, on aura toutes les expressions de z et (^ en fonctions rationnelles de y.
En retranchant d'une intégrale de différentielle totale de troisième espèce relative à la surface
des expressions de la forme
Cl0g(^+ P^2_j_R)^
G étant ime constante, et P et R des fonctions rationnelles de y^ on ramènera ^intégrale à n'avoir, en dehors peut-être de lignes y = const., que les deux courbes logarithmiques correspondant à une équation déterminée
du type envisagé plus haut. L'étude des intégrales de différentielles de la surface peut alors être effectuée complètement, puisque toutes ces intégrales sont susceptibles de se ramener à
la forme
A dx -f- B dy
A et B étant des polynômes en x^ à coefficients rationnels en y. En général (c'est-à-dire pour a et b polynômes arbitraires en j/), ces intégrales sont algébrico-logari thmiques.
gré [j-. Le polynôme
doit être un carré parfait. Comme il est de degré im + 2 [j,, le nombre des conditions sera m^ \x. D'autre part, le nombre des constantes figurant dans u et (p
est 2 [j. H- 1 ; comme
à partir d'une certaine valeur de \x, il est possible de satisfaire au problème proposé.
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ÏV. — Sur des classes de surfaces dont toutes les intégrales sont algébrico-logarithmiques (M-
27. Les cas particuliers que nous venons d'examiner se rapportaient à des surfaces donnant des sections du genre iin^ pour j/=::const. Voici des cas plus généraux et mettant en évidence des circonstances intéressantes.
Envisageons la surface
f{x) étant un polynôme de degré ip -\- i (à racines simples) et F(j^) un polynôme arbitraire. D'après la théorie générale, développée précédemment (page aSo), nous avons à rechercher les courbes
de degré /> au plus en x^ telles que, pour {x^y) satisfaisant à cette dernière équation, z soit fonction rationnelle de x et de y. Nous allons démontrer que de telles courbes n'existent pas, en dehors des courbes ^ = a, en désignant par a une racine dey(^). Soit
z = v/FÔÔ Ç, on aura
et l'on pourra satisfaire à cette équation en prenant pour ^ une fonction rationnelle de x^y et\/F(y)^ les deux lettres ^ et jk étant liées par la relation cp =: o, que l'on suppose exister. Donnons à y une valeur déterminée et considérons une détermination de sj'P(y)': 01^ aura, pour x^ les p racines Xi, ^2? • — ? ^pf en supposant cp de degré p et irréductible. Formons les sommes
x] dcCi x\dX2 x'ndXn ,^
(ii) V -■ -^ -/ 4-...-}- / 1_ (A = o, I, . . ., /J — J).
Puisque sjf(^i) est une fonction rationnelle de xi^ y et y/F(j/),
(^) E. Picard, Comptes rendus^ t. CXXXVI, et Annales de V École Normale,
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les sommes précédentes seront de la forme
les Rx étant rationnelles en jk et y/F(j^), et les intégrales
/i^xLr, /F(7)] dy
seront des intégrales de première espèce. Toutes les fonctions Rx ne peuvent être identiquement nulles (à moins que les x ne soient constants); car, des équations obtenues en égalant à zéro les expressions (E), on déduirait que deux des x sont égaux, ce qui est contradictoire avec l'irréductibilité supposée de l'équation cp = o. Ceci posé, nous aurons donc au moins une intégrale de première espèce relative à la courbe
qui aura les mêmes périodes qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe
Cette circonstance ne peut se présenter si le polynôme F(/) est arbitraire, ce qui démontre l'impossibilité de la relation cp = o jouissant de la propriété indiquée.
Nous avons supposé le poljnome irréductible cp de degré p par rapport à x] la même démonstration s^appliquerait si cp était d'un moindre degré que p.
De cette analyse nous concluons [en remarquant de plus que la surface
n'a pas d'intégrale de seconde espèce] que toutes les intégrales relatives à cette surface sont algébrico-logarithniiques. On suppose, bien entendu, que F (y) est un polynôme arbitraire.
28. Les conclusions précédentes s'étendraient immédiatement (en raisonnant comme au n° 24) aux équations de la forme
a et b étant des polynômes arbitraires en y.
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29. Nous avons donc ainsi obtenu des cas particuliers assez étendus pour lesquels les intégrales de différentielles totales de troisième espèce peuvent être étudiées. Si l'on cherche à traiter le cas d'une surface de degré m (à singularités ordinaires)
on devra considérer les courbes gauches tracées sur cette surface. Soit une telle courbe de la surface; elle coupe la courbe définie par la relation entre ^r et ^
en un certain groupe de points dépendant rationnellement du paramètre y. Il faudrait donc étudier les groupes de points sur la courbe précédente qui dépendent rationnellement àe y. On peut supposer que ces groupes de points ne contiennent pas plus de/? points [p désignant le genre de la courbe / pour y arbitraire); c'est ce que nous allons commencer par démontrer.
Envisageons en effet un groupe de \ points 0^>p)j et rappelons-nous que la dimension des adjointes d'ordre m — 3 + a(a^i) est
p — 1 -^ in^j,.
Or on peut choisir un nombre 'j, dans la suite
de telle sorte que l'on ait
X -f- [Jt. = /> — 2-1- /?za (a entier
Ceci posé, nous avons vu c[ue les m points à l'infini de la courbe y sont à considérer comme distincts au point de vue de la rationalité par rapport à y. Joignons alors aux X points du groupe considéré, [jl des points à l'infini; nous pouvons dire que nous avons un groupe de ). h- [ji points dépendant rationnellement dey. Par ces A -j- a points on peut faire passer une adjointe au moins
d'ordre
m — 3 -f- oc,
et, en dehors des X + u. points et des points doubles, nous avons p points de rencontre. Nous sommes donc ramenés à un groupe
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cle p points (dont quelques-uns pourraient être à rinfini); c'est ce que nous voulions montrer.
30. L'étude générale des groupes de p points sur la courbe /, dépendant rationnellement dejK, ne paraît pas facile. Nous allons étudier seulement le cas particulier de la courbe
OÙ P(j') est un poljnome arbitraire de degié m. Nous considérons donc sur la courbe (a) entre ^ et ^ un groupe de p points
r r . ■ (in l)(jn 2)1 -, r 1 . • 11 , 7
/> étant ICI ^ — \ dépendant rationnellement de y\
posons
on aura
Sur la courbe (p) correspond au groupe des p points de la courbe (a) un groupe àe p points dépendant rationnellement de j^ et de \/^^{y) . Désignons ces p points par
(çi,^i), (b, Ç2), .-., (?,., Ï/Zj, et soit une intégrale de première espèce de la courbe ((j)
la somme
(li{'i^X^)d^l , ^i(h,^t)di, , ^ QK?/., ?/<) ^?.
( OÙ les différentielles sont relatives à la variable y) sera nécessairement de la forme
^ty.'Vnyïldy,
Kl étant une fonction rationnelle àe y et y^P(j^), et l'intégrale
J^i[y.'Vny)\dy sera nécessairement une intégrale de première espèce relative à
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278 CHAPIïRE IX.
la courbe entre u el y
Nous avons donc les/? équations
pT^Iz:]^ • H pTT^ZTi ■ -4- . . • -i pTj^-j — Ll^LJ? V^ (^ jj ^J
Si s 2 S/-»
pour t= 1 , 2, . . . , /J>.
Si ces équations admettent une solution donnant pour toute fonction symétrique des p points (ç,, '^,). . .(ç/?, C/?) une fonction rationnelle de y et \/P(jk), il est nécessaire que les périodes des intégrales
f^iLr/Vnr)]dy (.- = 1,2, ...,p)
soient des périodes correspondantes des intégrales
Or ceci est impossible, quand le polynôme P(jk) est un polynôme arbitraire de degré m (en supposant /7Z>>3); car alors il ne peut arriver qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe
n'ait d'autres périodes que celles d'une intégrale de première espèce relative à la courbe
On en conclut que tous les R sont identiquement nulles, et nous avons les relations
bi s 2 ^p
On peut énoncer ce résultat sous une autre forme. Soient
les valeurs des (^, 'f\) poury =jro et une certaine détermination de ^(/^(yo) ? ^^ somme des intégrales
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on nous n'avons pas écrit l'élément
sera une fonction de jr, dont la dérivée est nulle. Elle est donc égale à une constante (à des périodes près), et cette constante est nulle (d'après sa valeur pour y = j/^).
Les équations (y) nous apprennent d'ailleurs^ si les (^, ri) dépendent dey, que le déterminant
IQiiU Ca)I = o, et, par suite, les points
sont sur une adjointe d'ordre m — 3.
Ceci posé, considérons une telle adjointe passant par ces points ; elle rencontre encore la courbe (jS) aux/) • — 2 points
(a-i, pi), ..., (a^,_2, p/,-2).
Pour y =: y^^ on aura en particulier
{al Pî), ..., (aO_,, (Bo_2).
On aura évidemment, pour toute intégrale de première espèce,
Or, si l'on a une courbe de genre p et 2p — 2 points de cette courbe situés sur une adjointe d'ordre m — 3,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 2/? — 2 autres points
(il5 Cl)) •••? ( ^27^-2 j "^2/5-2)
soient sur une adjointe d'ordre m — 3 s'expriment par les yj relations
formées avec les p intégrales de première espèce.
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Si nous appliquons ce résultat^ nous voyons que les ip — i points
(^1. Cl), ..-, (u C;0, («î, Pî), .-., («r2, ?}U)
sont sur une adjointe cVordre m — 3. Par suite, si nous revenons à la courbe entre s et ^,
nous aurons sur elle le groupe des p points, dont nous sommes parti, situé sur une adjointe d'ordre m — 3, et cette adjointe rencontrera la courbe qw p — ■ ^i points dont les coordonnées seront
La correspondauce entre les deux courbes
^m. — ^;;i ^ P(JK) et t"^ ^ \'^^- -{- I
est d'ailleurs telle qu'à un point de la première correspondent m points de la seconde [suivant la détermination de ^/^(jk)]? et les coordonnées de ces m points diffèrent par un facteur qui est une racine nx^"^^^^^ de l'unité.
Il résulte de' là que, pour la surface
on peut trouver une surface
de degré m — 3 eu ^ et s, rencontrant la surface à distance finie suivant la courbe initiale considérée (correspondant au groupe des/? points), et suivant les/? — 2 courbes planes
X — liZ = 0 ( A,- = --i j (t = I, 2, ...,/? — 2);
il pourra j avoir aussi des courbes de rencontre correspondant à y ■=. const., ces constantes étant racines de P(>') = o.
Remarquons que Vl^ est différent de un^ à cause de la relation
(po)-^(aJ)-+i;
nous supposons ici le point (aj*, [3^-) à distance finie; s'il était à
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l'infini, le point (x, z) serait à l'infini pour j^ arbitraire, et, par suite, sans intérêt pour nous. De ce que \i n'est pas une racine ^ième jjg l'unité, il résulte que le plan
X — \iz — o
coupe la surface suivant une courbe irréductible.
31. De ces résultats nous allons pouvoir tirer des conclusions intéressantes sur les intégrales de différentielles totales relatives à la surface de degré m
où P(y) est un poljnonie arbitraire de degré m. Par la soustraction d'expressions de la forme
G logR(.r, j, z) - G^ log(^ - X.'^),
OÙ R a la signification do paragraphe précédent et où C désigne une constante convenable, nous pouvons ramener l'intégrale à n'avoir plus à distance finie d'autres lignes logarithmiques que des courbes correspondant à j- = const. Nous faisons, en efifet, disparaître parées soustractions toutes les courbes logarithmiques à distance finie, en n'introduisant peut-être c[ue des courbes logarithmiques correspondant à des équations de la forme y == a, a étant une racine de P(jk) =o, valeur pour laquelle la courbe entre 5 et ^ se décompose en m droites.
En résumé, par des soustractions de logarithmes de fonctions rationnelles, nous sommes assuré de pouvoir ramener toute intégrale de difTérentielle totale relative à la surface
z"i = ce"' -\-V{y)
à une intégrale ne pouvant avoir, à distance finie, d'autres courbes 1 ogarithmiques que les droites correspondant aux sections de la surface parles plansj/'==a [a étant racine de P(jk)]. On n'oubliera pas d'ailleurs cjuc toute l'analjse précédente suppose que le polj'nome P(jk) n'est {3as un polynôme particulier de degré m.
Soit donc l'intégrale de différentielle totale
(E) j ?{x, y, z) dx-\-q^{x,y,z)dy,
n'ajant d'autres lignes logarithmiques que les droites sections de la surface par les plans y = a, où a est racine deP{y). L'intégrale
(a) j ?{x, y, z) dx
sera une intégrale abélienne pour la courbe entre z et x
[y étant arbitraire et différent des a), n'ayant pas de point singulier logarithmique à distance finie, puisque l'intégrale (E) n'a d'autres lignes logarithmiques que les droites sections de la surface parles plans y = a. On sait d'ailleurs que, parla soustraction d'une expression de la forme
-^ K{^x,y,z), dx ^ ' -^ ' '^'
on ramènera l'intégrale (a) à la forme
r F(.r, y, z) dx J z"'-^ '
F étant un polynôme en x el z k coefficients rationnels en y^ et l'on peut supposer cjue le degré de ce polynôme en œ et z est au plus 2 ni — 4-
Les périodes (pohiires ou cycliques) de cette intégrale ne doivent pas dépendre de y. L'intégrale précédente est de la forme
a^iS-^^^P dx
a et [^ étant des entiers positifs (a + ^^iin — 4)^ et les a^p étant des fonctions rationnelles de jk- Considérons d'abord les termes pour lesquels a +• [3 a la valeur /x, comprise entre o et m — 4? ^t la valeur k -^ m.
En posant dans l'équation de la courbe
zm = a^m _|_ Y (^ )^ z = X, 'VHy) et x='ç "s/^{y), nous aurons uneintégrale où
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sera un facteur, et qui sera de la forme
rm—\
cio^a étant encore rationnelle en y et ne représentant pas nécessairement la même fonction que plus haut.
Envisageons ensuite les termes où a -t- [3 a la valeur 7?i — 3 ; on est alors conduit à l'expression
(II) ^^(y) '" /
Enfin, les termes où a + [î = /?z — 2 conduisent à
La somme des périodes des intégrales (I), (II) et(ITI) doit être une constante indépendante de y. Il s'ensuit que la somme des périodes des intégrales (I) et (H) doit êlre nulle; sinon
'VpïF)
satisferait à une équation d^ordre m — i au plus, dont les coefficients seraient rationnels en y.
Nous concluons de là que, dans l'intégrale
¥ [ce, y, z) dx
les termes qui correspondent à a 4- j3 ^ /?z — 2 donnent une fonction rationnelle de x^ y et z. On peut retrancher celle-ci de l'intégrale de différentielle totale envisagée, et nous avons alors une intégrale de ditférentielle totale, dans laquelle le coefficient de dx est
Les périodes de l'intégrale
CCrjO^X^Z^ dx . P - • M ^
— — (cï^ft iractioii rationnelle)
ne doivent pas dépendre de y.
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Il en sera ainsi si les «aS sont des constantes, et il est facile dans ce cas d'avoir la valeur de l'inlégrale. Désignons par s une racine m''^"^^ de l'unité et écrivons
sous la forme d'une intégrale de différentielle totale, et nous raplant que
Le coefficient de dx sera
dz
z — zx \dx ou
Z — zx
ylll — l
et Ton a, par suite, l'intégrale
■ dx.
qui est de la forme des intégrales considérées plus haut. En prenant successivement pour s les m racines /;2'èiiies ^|g p^Qi^é, nous aurons ainsi m intégrales dont la somme est nulle, et l'on voit immédiatement que toute intégrale
' .-r^s3 dx
est la somme de ni — i des intégrales précédentes, et s'exprime par conséquent par les logarithmes de z — £^ en prenant pour s (//i — i) racines m^^^^^^^ -i. £25 • • ? ^m-\ àe l'unité.
Nous avons supposé que les a^p ne dépendent pas de y. SI les <^ap dépendent de y^ l'intégrale considérée
ctrjQ^x'J'z'x^ dx lura pour valeur
i =im — ]
O^l0g(^ — ZiX),
les cp étant des fonctions rationnelles dejK- On aurait donc une in-
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té orale de différentielle totale
f kdx-^^dy,
relative à la surface
^m ==, ;j^ni _j_ P(jk),
dans laquelle
i == jn — 1
^iOC),
les C5 étant rationnelles en y . Mais ceci est impossible, si les cp ne
d-^ dk
sont pas des constantes, car on aurait, a cause de -r- = t— ?
•■ ^ ^ ôx ày
B = — - 2_, ^i^^^{^ — ^i^) + fonction de jk,
et cette fonction B ne peut être rationnelle en x, y el z que si les cp sont des constantes. Il en résulte que les intégrales considérées de la surface sont nécessairement de la forme
E G,- log(5 — Zix) + SA log(jK - a) + R( j),
les G et les A étant des constantes^ et R-(jk) ^^^^e fonction rationnelle àe y ,
Nous pouvons donc conclure :
Toutes les intégrales de différentielles totales relatwes à la surface
[où P(y) est un polynôme arbitraire de degré 7?z], s'expriment par des combinaisons algébrico-logarithmicjues,
33. Terminons en cherchant le nombre des courbes irréductibles sur la surface précédente répondant à l'énoncé du théorème fondamental de la page 241. Etant considérée une courbe irréductible quelconcjue de la surface, on peut, d'après tout ce qui précède, former une intégrale de différentielle totale n'ayant d'autres courbes logarithmiques que cette courbe, et la totalité ou une partie de la courbe à Pinfini et des droites sections de la surface
par les plans
[a étant racine de P(j-)].
Or de cette intégrale on peut faire disparaître comme courbes logarithmiques les m droites obtenues en coupant la surface par le plan
a, étant une racine déterminée de Vi^y)^ et les m — ■ i droites sections de la surface par le plan
£, étant une racine m^'^'^-^ déterminée de l'unité (la /?2'''"'^ droite d'intersection figurant déjà parmi les m précédentes). On peut, en effet, retrancher de l'intégrale l'expression
A2log(jK— «2)4-. . .+ A;;ilog(jK— Clm)
4- Bi l0g(^ — S-i^) --1- B9, log(^ — S2^) +. . .+ B/;Jog(.3 — ZmOC)^
les A et les B étant des constantes convenablement choisies de façon à faire disparaître les 'im — i lignes logarithmiques indiquées. Donc, en considérant les {^m — i)^ lignes droites A de la surface situées dans les plans
y =^ ai ( / =:^ '2 , 3 , . . . . /?z )
et non situées dans le plan
il existe certainement une intégrale de troisième espèce ayant comme lignes logarithmiques une courbe arbitrairement choisie, et la totalité ou une partie des lignes A et de la courbe à l'infini. D'ailleurs, il n'existe pas d'intégrale ayant seulement comme courbes logarithmiques la totalité ou une partie des lignes A et de la courbe à l'infini. En effet, d'après le paragraphe précédent, une telle intégrale serait, à une fonction rationnelle près, de la forme
Gilog(^ — 01:27) -h G2l.og(^ — £2^)+. . .-t- Gni\o^{z— Zj,,x)
Or les droites de la surface dans le plan
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ne doivent pas être des courbes logarithmiques. Donc, on doit
avoir
Cl -1- Al ^ o, G2 -i- Ai = o, ..., Gy;i -H Al == o;
l'expression est donc de la forme
— Al P(j^') -4- Al logfj — ai) -f-. . .H- A,;, log(j/ — ani), car
{z — ZiX){.Z-'t^^x). ..{z — ZniX) ^ P(r).
Donc, l'expression peut encore s'écrire
A'^ log(j'' — a.) -i-. . . H- A',;, log(j/ — a m), et, comme les droites situées dans le plan
^ — Ôl^ — o
ne doivent pas être des courbes logarithmiques, tous les A^ sont nuls.
Le nombre désigné par p dans l^ énoncé du théorème fondamental est donc ici égal à
34. Nous venons de déterminer le nombre p pour les surfaces de degré m supérieur à trois, dont l'équation est de la forme
Une question se pose de suite : Quelle est la valeur de p poui' une surface donnée?
Nous ne sommes malheureusement pas en état de répondre toujours à une telle question, et c'est là nne lacune importante dans la théorie. On pourrait seulement indiquer aisément nne limite supérieure, résultant de la démonstration même du théorème fondamental, mais cette limite manque de précision. C'est surtout, comme on va le voir dans les Chapitres suivants, pour la théorie des intégrales doubles de seconde espèce que cette lacune est regrettable.
Quant à la question déjà plusieurs fois soulevée, de savoir si, pour une surface, les intégrales de dilTérentielles totales se ramènent en général à des combinaisons algébrico-logarithmiques,
\\ ET S., II. i9
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Jes exemples assez étendus qui viennent d'être indiqués tendent à faire pencher vers l'affirmative. Toutefois, le théorème assez singulier de la page 2 43 rend hésitant dans l'énoncé d'une probabilité.
Pour ce qui concerne les surfaces dont Féquation est de la forme
^-=/(.r, j) (de degré 2/:» -f- i en ^),
il semble que Fétude des relations
cp(^, j^) = i' (de degré p en ^),
telles que ;:; se mette sous la forme d'une fraction rationnelle de a: et j)^ [quand on a o{x^y) = o] ne soit pas inabordable, au moins pour des valeurs assez petites de p.
D'après les exemples donnés dans cette section, il ne paraît ])as douteux qu'il n'existe pas en général de telles relations. S'il en est bien ainsi, on a des exemples extrêmement étendus de surfaces pour lesquelles toutes les intégrales de difierentielles totales sont algébrico-logarilhmiques.
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ET CELLE DES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES
I. — Quelques remarques préliminaires sur la forme de certaines
identités.
1. Nous avons vu (Chapitres VII et VIII) que toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface
se ramènent aux intégrales
'Çl{x,y,z)dxdy
ff-
ji
le polynôme Q s'annulant sur la courbe double. Le degré de ce polynôme Q est limité et ses coefficients satisfont à certaines relations c[ue nous avons appris à former. Mais toutes les intégrales doubles ainsi obtenues ne sont pas distinctes, et il faut indiquer la marche à suivre pour trouver exactement le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce (-), c'est-à-dire des intégrales
(^ ) E. Picard, Sw quelques points fondamentaux dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Acta mathematica, t. XXVI); Sur les relations entre la théorie des intégrales doubles de seconde espèce et celle des intégrales de différentielles totales {Comptes rendus, t. GXXXVIl, et Annales de VÉcole Normale, 1903).
(2) Le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce a été désigné par p (p. 186). Dans le Chapitre précédent figure, d'autre part, un nombre p relatif aux intégrales de différentielles totales de troisième espèce. II ne faut pas faire de confusion enire ces deux nombres ; aussi désignerons -nous dorénavant par p^ le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
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dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme
A et B étant des fonctions rationnelles de x, y et z. On répondra aisément à cette question si l'on sait reconnaître à quelles conditions l'expression donnée
est de la forme
d\ ÔB
dx dy
A et B étant rationnelles en x^yelz] bien entendu :3 est regardée €omme fonction de x ety, quand on (ait les diflferentiations partielles. Mais nous avons déjà indiqué à la ùv\ du Gbapitre Vlll (p. 228) quelles circonstances venaient compliquer la question : c'est que l'on ne sait pas a pj'ioj^l, dans l'identité
0{T,y,z) d\ ÔB
fz " àj^ ^y '
pour quelles courbes A et B peuvent devenir infinies.
2. Supposons donc que Ton ait l'identité précédente. Désignons par
Çx{x,y)-^o
la projection de la courbe double sur le plan des xy^ et par
la projection sur le même plan de la courbe de contact de la surface avec le cjlindre parallèle à O^.
Dans l'identité ci-dessus, A et B peuvent devenir infinies pour diverses courbes de la surface, et l'on peut avoir a priori pour ces fonctions des expressions de la forme
i;\x,y)^^^G{x,y)V'<:^^{x,yy-^...o,\x,y)y-rfL
^•{x,y)^^'G{x,y)9^' ^^{x.yyA. . .'D,\x,yy-rfl' où '^1, 02, . ., 'Or représenlent des polynômes irréductibles en x
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THÉORIE DES LXTÉGllALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 29 1
et r, premiers entre enx et avec g et G, et contenant x ; les lettres Aj !j., aj, . . . , y.r représentent des entiers positifs. Quant aux numérateurs U et V, ce sont des polynômes en x et z^ k coefficients rationnels en y.
Nous allons montrer tout d'abord c{ue Ton ne diminue pas la généralité en supposant que les entiers a, , . . . , a;., a'^ . . . , a/, sont égaux à un. En effet, considérons l'expression B comme une fonction rationnelle de x et z, relative à la courbe entre x et ;:,
on sait, par la théorie élémentaire de la réduction des intégrales abéliennes ('), que Ton peut de B retrancher une expression qui soit la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle R de Xj y et G, de manière que
soit de la même forme que B, sauf que a.\ = a^ = . . . = a^', = i . Or écrivons l'identité
sous la forme
f'z àx nous avons réalisé la substitution cherchée, car on a
Q _ dX^ ^ SB,
f'z '^ dx ' ày
et, dans le numérateur de B| , les poljnomes cp^ , îp2? • • • j 'fr figurent seulement à la première puissance, il faut donc qu'il en soit de même dans A|, puisque
reste finie le long des diverses lignes de rencontre de cp/(^,j)^) r= o avec la surface /"j, et c[ue ces lignes sont des lignes simples de rencontre pour les deux surfaces
( ^ ) Pour cette réduction, on pourra consulter le Tome I de cet Ouvrage (p. 160) et aussi le Tome I, 2*^ éd., du Traité d^ Analyse de M. Picard (p. Çi^).
Q _ c)/V dB Tz~' '^ àf
ô\\\ , ôx ) '
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On le voil immédiatement de la manière suivante. Supposons
que A, renferme au dénominateur cp, à la puissance a, supérieur
A 1 à Ai . 1 1
a U7i. Alors -j— contiendra le terme
ai
Or -r^^ est premier avec ^p, (pour y arbitraire). Si donc U ne s'annule pas pour les courbes d'intersection dn cvlindre 0\ avec la surface, ce terme aura une ligne d'infini d'ordre a, + i, que ne
renferme pas l'expression -y-^^ ce qui est impossible.
3. Ces considérations ne sont pas immédiatement applicables pour ce qui concerne^' et G. On peut bien dans B ramener encore, au moyen des mêmes considérations élémentaires, les puissances de ^* et G à être égales à ujî, mais dans A les puissances de g et G pourraient être égales à deux. Soit en effet l'identité
_Q _ ^ ^B où A et B ont les valeurs écrites plus haut, en supposant
■ Nous allons voir que X et a sont au plus égaux à deux. Considérons G: le cjlindre
coupe la surface suivant la courbe doubler et une autre courbe y. Le premier membre ne devenant pas infini pour un point arbitraire de l'une ou l'autre de ces courbes, il en est de même du second. Par suite, B ayant F comme ligne d'infini double^ il faudra que A ail seulement F comme ligne d'infini double. Quant à y qui est ligne d'infini simple pour B, elle sera ligne d'infini simple pour A. Il résulte de là que
IJ(^,.X, ^) ne peut avoir les lignes F et y que comme lignes d'infini simples.
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Soit ui supérieur à deux; alors U(^, r, z) devra avoir y comme ligne de zéro double, et il en sera de même pour F. Il en résulte que le quotient
pourra se mettre sous la forme d'un poljnome en x et z, à coefficients rationnels en y. Par suite, on passera de [j. à [a — i jusqu'à ce que [a = 2.
On ne peut faire plus loin la rédaction, puisque, pour que
ait r pour ligne d'infini simple, il suffit que U ait F pour ligne de zéro simple et, par suite,
ne se mettra pas en général sous la forme d'un poljnome en x et z.
Les conclusions que nous venons de formuler pour la ligne double se projetant suivant G sont applicables à la ligne de contour apparent qui se projette suivant g.
Donc^ en suivant la méthode indiquée, on voit que l'on peut
supposer
a' = ix = ] et 1 = i-i == 2.
4i, En modifiant légèrement les considérations précédentes, on va voir que l'on peut supposer également que X et ^. sont égaux à l'unité.
CoQimençons par faire une remarque relative à une courbe
algébrique
Si a correspond à un point double A de /, on sait que, d'une expression
{x~aYf'y
(P étant un poljnome en x el y)^ on peut retrancher la dérivée d'une fonction rationnelle de x et y, de manière à être ramené
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à a=i; c'est nn résultat sur lequel nous nous sommes appuyés tout à l'heure.
On peut aller plus loin et supposer que, après cette réduction, le polynôme V{x^y) s'annulera au point double.
Supposons en effet la réduction faite à a= i. Si P ne s'annule pas au point double, la fonction
a, au point A, un pôle double sur chacune des branches de courbe passant en A. On peut trouver une fonction rationnelle de x eA y ayant à distance finie seulement deux pôles simples qui soient précisément le point A regardé comme appartenant à l'une et l'autre branche, les résidus, de plus, ayant pour ces deux pôles les valeurs données. Jl suffira de retrancher de (i) la dérivée d'une telle fonction (en prenant pour les résidus des valeurs convenables) pour avoir une expression de la même forme, et où P(.r, r) s'annulera au point double.
Une remarque analogue peut être faite pour le cas où la droite œ = a serait tangente à / en un point A. On peut faire d'abord la réduction habituelle ramenant à a= i^ soit alors l'expression que nous appellerons encore (i). On voit de suite que l'on peut retrancher de (i) une expression convenable de la forme
^ ' ' clx L ( ^ — «^ ) J
où M(^, j) est un polynôme s'annulant en A et aux autres points de rencontre de ^ = a avec la courbe, de telle sorte que la différence de (i) et (2) soit encore de la forme (t), mais avec cette condition que P(:r, j) s'annule en A.
S. Ces remarques faites, nous pouvons raisonner comme aux n"' 2 et 3; mais nous pourrons maintenant supposer que nous avons, dans B, non seulement
mais que, de plus, V(^,j}^, z) s'annule pour la courbe double et pour la courbe de contour apparent.
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Il en résulte qu'on peut compléter le raisonnement du n^ 3. Dans
la courbe double F ne doit plus être une ligne d'infini et, par suite, on peut supposer que \± est égal à Tunité; il en est de même pour )w
Finalement, après ces réductions élémentaires, nous arrivons à la conclusion que U identité ctcbnise peut prendre la forme
ou
U et V étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y, s^ annulant sur la courbe double et sur la courbe de contour apparent de la surf ace sur le plan des xy.
Nous pouvons faire diverses remarques au sujet de A et B
En raisonnant comme au n° 3 du Cbapitre VITl (j). ^09), on déduit de ridenlité(3) que les périodes logarithmiques de l'intéjj^rale abélienne
kdy
se rapportant à la courbe entre jk et z
et se rapportant à un point double de cette courbe, doivent être des constantes, c'est-à-dire indépendantes de x. Or le calcul du résidu de A relatif à un point double de la courbe précédente est facile; ce résidu est égal à la valeur de
TT
au point double, multipliée par
Or la valeur de (4), en un point double, dépend de la branche
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de courbe que l'on envisage passant au point double, puisque U et G s'annulent sur la courbe double. Cette valeur est égale à
dU dV dz dy dz dy
.cp,. dG dy
Quant à -^ 11 a pour valeurs les racines de l'équation du second degré
La valeur cherchée est donc la valeur de l'expression suivante sur la courbe double
.,, I V'' dy -^--y dz ] ' dz
en posant
D'après ce que nous avons dit, l'expression (5) doit avoir une valeur conslante sur la courbe double. Si nous sommes dans ce que nous avons appelé le cas général (voir p. 208) où R n'est pas nne fonction rationnelle de ^, J^^, z quand le point (^, y^ z) se déplace sur la courbe double, le radical Pv sera susceptible d'avoir changé de signe, quand [x, y^ i;) partant d'un point déterminé de la courbe double j reviendra, en étant restée sur cette courbe. Donc, dans ces conditions, pour que (S) reste constant, on devra avoir, en désignant par C la valeur constante de (5) sur la courbe double,
( rn à\] .„ d\]
ces identités ajant, bien entendu, lieu sur la courbe double.
De là nous allons tirer une conséquence importante. Nous pou-
vous mettre -^1 sous la Jorme
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et cette expression est de la forme
dx ' dy en posant
Al = — — -r. 5 Bi =
OÙ l'on a
U:=U-C.«-.cp,...o,/i^.
U] est, comme U, un poljnome en ^ et g qui s'annule sur la courbe double, mais, de plus, nous allons voir que
s'annule sur la courbe double. Ceci résulte de ce que
ôy dz
sont nuls sur la courbe double, comme on le voit immédiatement d'après les relations (6).
Ainsi donc, nous avons un résultat plus complet qu'au n° o. Nous pouvons dire que l'on a l'identité (3), où, non seulement U et V s'annulent sur la courbe double, mais ou de plus
s^ annulent sur cette courbe. On peut encore dire que les deux surfaces U = o, et V = o ont, comme ligne double, la ligne double de /.
7. Nous allons faire une remarque analogue concernant la ligne de contour apparent C de la surface relative au plan des xy ,
Partons toujours de l'identité (3). Nous coupons la surface par le plany =j>^, et nous envisageons un des points de rencontre M de ce plan avec la courbe C. Considérons alors ce point M sur la courbe
En intégrant les deux membres de (3) dans le plan de la variable
Hosted by
298 CUAPITUE X.
complexe œ le long d'an circuit qui entoure deux fois le point M, nous aurons zéro dans le premier membre ; le premier terme du second membre donnera également zéro. Pour le second terme, la quantité, sous le signe -y-? donne an facteur 4'^^pï'ès la valeur parfaitement déterminée en M
La dérivée par rapport à y de cette valeur devant être nulle, il en résulte que, le long de la courbe G, Texpression précédente a une valeur constante C^
Or, désignons par^, (dlz^ Vx et le z du point M. Si l'on développe /*(^. j)^, ^) suivant les puissances de x — x,^ et z — ^j, on aura
+ 7^- \fx\{oc — x^ y + •i/x^zX^' — ^1 ) (^ — ^1 )
et soit de même pour V(.r, j)% z) développé suivant les puissances de ^ — Xi el z — 5,
Y{x, y, z) - V;X'^ " .^1 ) + Vl^ U - ^0 + • • • •
Comme z — Z\ est de l'ordre de \/x — -x^^ d'après l'équation fz=zi o, il résulte de là que la valeur de l'expression (6^) au point M
est égale à
)n entendant que, dans cette expression, j^ et ^ sont remplacées )ar Xi et z^\ cette valeur est précisément égale à G^ Ecrivons alors l'identité (3) de la manière suivante :
f'z àx\ g J dy \ g J
Elle est de la forme
f'z'^ àx '^ dy ''
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en posant
\ - Ui ,> __ Vi
avec
v. = v--C'gG,.. ..„,/•:.
Il résulle de la valeur de G^ c{ae, dans le déveioppenient de V, suivant les puissances de x — ^x^ et z — z^, il n'j aura pas de
terme du premier degré en z — z^. Donc — a une valeur finie le long de la courbe G, et il en est de même de --^•
Par suite, en rapprochant ce résultat de celui que nous avons obtenu au paragraphe précédent, nous pouvons dire, en revenant à l'identité (3) du n" 5, qu'il est permis de supposer cpie, dans
cette identité,
s'annulent sur la courbe double, et que
ont des valeurs finies le long de la courbe de contour apparent, INous allons voir maintenant comment on peut réduire encore les éléments arbitraires dans l'identité (3).
II. — Réduction plus complète et introduction du nombre 0. 8. Nous supposons toujours que Ton ait l'identité (3)
o __ dx. ^ (m
où
.^'' G cp , oo . . . 'f />/; ,^'- G 9 1 02 • . . ?r y ;:
A et B peuvent être infinies le long des courbes se projetant sur le plan des xy suivant
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Nous allons faire disparaître ces lignes d'infini de A et B, et les remplacer par nn nombre déterminé de lignes d'infini.
D'après le théorème fondamental da Chapitre IX (p. 241), on peut tracer sur la surface p — i courbes particulières
Cl, Gg, . . . , Gp_i,
telles qu'il existe une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques une autre courbe arbitrairement choisie, et la totalité ou une partie des courbes G,, ..., Gp_^ et de la courbe à l'infini; de plus, d'après la démonstration même, cette intégrale n'aura aucune autre ligne d'infini en dehors de lignes du type y =: const.
Soit A une courbe de la surface se projetant suivant
et le long de laquelle AetB deviennent infinies. On pourra former une intégrale de troisième espèce ayant pour courbe logarithmique A et la to.talité ou une partie des courbes G précédentes et de la courbe à l'infini. Gette intégrale sera de la forme
V dx-^ Q dy
TiC-^: y) é'"i(^: y)'^ .é''p-i(^; y) fi'
en désignant par
les projections des p — 1 courbes G, et par P et Q des polynômes en ^ et ^ à coefficients rationnels en y. Les fonctions P et Q s'annuleront le long des courbes de la surface se projetant suivant
distinctes de A et des courbes G;^, et sur la courbe double. On aura d'ailleurs la condition d'intégrabilité
'^y V?i^i- • 'S'^-if'zi àx Vcpi^i . . ,gr^-iju
et, de pluS; le long de la courbe A, l'expression
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se réduira à une constante difïerente de zéro, puisqu'elle représente, au facteur iT.i près, une période logarithmique de l'ijitégrale.
Revenons à l'identité (3)
O _ dk ù^
et supposons que le point (^x^y^z) reste dans le voisinage d'un point M d'ailleurs arbitraire de la courbe A. Le premier membre (le l'identité précédente ne devenant pas infini dans ces conditions,
on pourra écrire
àk ^ d^ __ d\
dx dy dx
\ étant une fonction liolomorphe de ^ et jk dans le voisinage de M. Donc
^ dx — ( A — ). ) dy
est une intégrale de différentielle totale avant autour du point M la courbe A comme courbe logarithmique, et l'on en déduit de suite
que l'expression
S'- G -^ Cp2 . . . '-^rjz
dx ^ i ^ -
se réduit à une constante sur la courbe A, car elle représente au facteur '2tu près une période logarithmique de l'intégrale. Or le second membre de l'identité (3) peut s'écrire
G désignant une constante arbitraire. Or on peut choisir la constante G de manière que
<;'• U cp 2 . . . O/. J ^ i^^. . . g çj-i J z
s'annule sur A, d'après les deuK remarcjues ci-dessus. Par suite, pour un tel choix de G, la fonction sous le signe y- clans l'expression (a) ne deviendra pas infinie le long de A, et alors il en sera nécessairement de même pour la fonction sous le signe — •
3o2 CIIAPITUE X.
Nous avons ainsi fait disparaître la ligne A comme ligne d'inOni pour les fonctions figurant dans l'identité (3). En allant ainsi de proche en proche, nous arrivons à une identité
où A et B ont la forme
M et N étant des polynômes en ^ et ;^ à coefficients rationnels
en r.
deviennent infinies le long de la courbe C/, mais non suivant les autres courbes C^. De pkis, comme il arrivait au paragraphe précédent,
s'annulent sur la courbe double F, et
— et
restent finies le long de la courbe de contour apparent G cousidérée plus haut.
9. Nous avons en somme remplacé toutes les lignes d'infini qui n'étaient pas connues a prioi^i par des lignes déterminées
Il reste encore à envisager, comme lignes d'infini de A et B, les lignes F et C^ suivant lesquelles les deux cylindres
coupent la surface, en dehors respectivement de la courbe double F et de la courbe de contour apparent G. Les considérations précédentes sont applicables sans modifications; on peut se débarrasser de ces deux lignes par des soustractions de même nature, et il arrive alors que, dans les expressions (7) de A et B, les polynômes
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M et N, en gardant les propriétés indiquées^ sont, de plus, tels cjii'ils s'annulent le long des courbes T^ et C^
Il en résulte une propriété essentielle des quotients
M N er - —
ces quotients se réduisent à des polynômes en x el z. En effet,
soit le quotient
il s'annule en général (c'est-à-dire pour un point arbitraire) sur la courbe double F, et, de plus, il reste fini sur la courbe F. Ceci
suffit à établir, d'après des propositions classiques, que p- est un
poljnome (en ^ et z), La façon dont M se comporte sur les
courbes C et G' montre de même que -7^ est un poljnome.
Il résalle de là que V identité (3) du début peut s'écrire
fz ~ '^^ ' ^y
où
où M etN sont des polynômes en ^ et 5 (à coefficients rationnels en r) s'annulant sur la courbe double. Les polynômes ^,, g^^ .. , ^p„, correspondent aux projections sur le plan des xy de p — i courbes déterminées G| , Go, . . . ^ Gp_i et, pour jk arbitraire, les
quotients
-— et —
deviennent infinis seulement suivant la courbe G/.
Nous cwons ainsi éliminé toute courbe d'' infini de A. et ^ en dehors des courbes déterminées G|, G2, . . . , Gp_.i (e/i laissant de côté, bien entendu, les courbes y ■=. const.).
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III. — Recherche du nombre des intégrales doubles de seconde
espèce.
10. Les rédiicLions précédentes étant supposées effectuées, la recherche théorique du nombre des intégrales doubles de seconde espèce ne présente plus de difficulté essentielle.
D'après ce que nous avons vu, toutes les intégrales doubles de seconde espèce sont réductibles à la forme
Q (^, jK, -s) dx dy
OÙ le degré du poljnome Q en x, y^ z, qui s'annule sur la courbe double, est limité {voir Ghap. VIII). Il s'agit de reconnaître, pour un polynôme Q donné, si l'on peut satisfaire à l'identité
Q _ ^ ^ ^ f'z ~ àx^ dy'
A et B ayant nécessairement les formes indiquées au paragraphe précédent.
Prenons d'abord le cas le plus simple, où pour la surface /, on a
Alors A et B ont la forme
fz fz
M et N étant des polynômes en ^ et ^, à coefficients rationnels en y, d'ailleurs, M et N comme Q s'annulent le long de la courbe double.
11. Avant d'aller plus loin, indiquons une propriété des fonctions algébriques d'une variable. Soit
une courbe algébrique, et considérons l'intégrale
THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 3o5
OÙ Q est un poljnome en ^ et jk s'anniilant aux points doubles. L'intégrale deviendra, en général, infinie aux 7?i points à Finfîni, et aura en ces points des périodes logarithmiques. Appelons Oi, Oo, . • . , 0,n les 771 points à l'inlini. On peut former une intégrale de troisième espèce
où qi est un polynôme, et ayant comme seuls points singuliers logarithmiques Oj et O/, avec périodes égales à + i et — i . Il est clair alors c[u'en choisissant convenablement les constantes
l'intégrale
^2? ^Zi
Q — C^qi—- . ■— Cm g m ^^^
n'aura plus de points singuliers logarithmiques à Fintîni, et sera, par suite, une intégrale de seconde espèce. On aura donc, en dési-
gnant par
II, L, . . • , ïîip
les coefficients de dx dans un système de 2p intégrales distinctes de seconde espèce
en posant
t; -— «1 II +. . .-T- a2/;i2/;--+- ^2 J2 -r • . «-T- C/;i J/;j ,
et P\. désignant une fonction rationnelle de x et j'. 'J2. Appliquons ceci à la courbe entre ^ et ^
renfermant le paramètre y. Toutes les opérations précédentes peuvent être appliquées à la fonction rationnelle de x et 3,
elles sont elles-mêmes rationnelles, les 771 points à l'infini étant
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clislincls au point de vue de la rationalité par rapport ky. Dans Ja réduction précédente, les I et J seront des fonctions rationnelles déteî'77ilnées de x^ y et z, les a et les c seront des fonctions rationnelles àey^ et R sera une fonction rationnelle de x^ y et z. Soit donc, dans ces conditions,
-~ = ai II -H... 4- (^2/^2/; H- C2J2 + . "-r-Cm'^ni-^ -^ >
et écrivons l'identité sous la forme
On voit que l'on a
Jz ^^ ^y
en posant
Bi = r^iIi-1-...-H «2/J2y;-^- C2J2 + . • .+ C/;^ J/;i.
Les I et J sont déterminés; il s'agit de voir si l'on peut satisfaire à ['identité (8) en prenant pour A, une fonction rationnelle de x^ y et z^ et pour les a et les c des fonctions rationnelles de j'. Nous avons maintenant à écrire que la différence
est la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de x^ y et z. Dans ce calcul, y joue le rôle de paramètre, et nous avons à écrire qu'une fonction rationnelle de x et z relative à la courbe fi^x^y^ s) = o est une dérivée de fonction rationnelle. Les conditions exprimant ce fait sont bien connues; elles nous donnent ici
-ip -\- m — i
relations linéaires entre
ai, a-i, ..., ctop, C2, ...J Cm
et leurs dérivées premières. Aucune irrationalité par rapport à y ne s'introduit et ces relations contiennent rationnellement j'. Ces relations sont bien distinctes, et l'on pourra certainement
en tirer
da^ da^i da^,, dc-i de m
dy dy cty dy dy
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en foncllon linéaire des a et des c, les coefficients étant rationnels en y. Les m — i relations concernant les points à l'infini contiendront seulement les dérivées des c, dont elles donneront les valeurs en fonction àe y] les 2p autres relations contiendront les a et les c ( ' ).
Soit (S) le système de relations que nous venons de former. Si Ton peut y satisfaire en prenant pour les a et les c des fonctions rationnelles de y, on pourra mettre ^ sous la forme demandée.
(^) Il n'est pas sans intérêt de remarquer que le problème que nous venons de traiter généralise le problème fondamental relatif à l'existence des intégrales de différentielles totales de seconde espèce (transcendantes). Reportons-nous au Tome I (page 164 ). Il faut chercher si l'on peut déterminer les fonctions rationnelles «1, «21 •••: ^2, cIg jK, de manière que les périodes de l'intégrale
a,Qt + ...+ ao^Q,^,
dx
f'z ne dépendent pas dey. Avec nos notations actuelles, on aura
D'autre part, soit
dx — A, dy
une intégrale de seconde espèce (transcendante). On peut supposer, comme il a été vu, que
et nous avons l'égalité
- ^ ^^ dx dy
C'est l'égalité du texte, en supposant Q identiquement nul, ainsi que les c.
Profitons de l'occasion pour compléter l'analj^se de la page iC5 du Tome I, relative à la formation des équations différentielles linéaires devant donner les a. On j parviendra de suite en remarquant que l'intégrale abélienne
^^ {a,\,-^ . . .~\' a.,^l,^,) .dx,
relative à la courbe entre x 0,1 z
doit se réduire à une fonction rationnelle. En appliquant les conditions classiques dans la théorie des fonctions abéliennes, pour qu'une intégrale abélienne soit algébrique (par exemple les conditions données par Weierstrass), on formera de la manière la plus simple le système des équations différentielles linéaires relatif aux a.
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Ceci résulte de ce que si une fonction rationnelle
de ce, y, z remplit les conditions pour qu'elle soit la dérivée d'une fonction rationnelle de x et z^ ces lettres étant liées par la relation
elle pourra être regardée comme la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de x, y et z. Soient, en effet, pour x = Xq^ les m racines z^ , z^, . . . , z^ de l'équation
f{x^,y, zi) = o; formons la somme
U = -i >^ / lKx,y,z)dx,
la lettre y étant regardée comme un paramètre dans l'intégration. La fonction U est une fonction rationnelle de x^ y et z, et l'on a
dx
On a donc simplement à rechercher si un système de
ip -\- m — I ,
écjuations différentielles linéaires à coefficients rationnels entre les a et les c peut être vérifié par des fonctions rationnelles. C'est là un problème classique. On est naturellement conduit à se demander si l'on pourrait trouver plusieurs systèmes de valeurs rationnelles des a et c satisfaisant aux relations (S); s'il existait deux tels systèmes de valeurs, leur différence conduirait à une expression 13 de la forme
B = 7.1 II -}-... -f- "Mp \-ip~\~ Y2 J2 + . . . -T- ^(ni'J mi
les a et Y étant rationnels en j^, à laquelle on pourrait associer une fonction rationnelle A de x, y et z, telle que
£A ÔB _
dx dy
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L'intégrale
/ B dcr — A dj^
serait une intégrale de différentielle totale, ne pouvant avoir à distance finie que des courbes logarithmiques correspondant aux équations y = const. On peut faire disparaître ces dernières en retranchant de A la dérivée d'une expression convenable de la
forme
SG/log(j^ — ai) (les G et les a étant des constantes).
Supposant l'intégrale ainsi préparée, celle-ci ne pourra avoir que la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. Or^ une intégrale ne pouvant avoir une seule courbe logarithmique, elle sera nécessairement une intégrale de seconde espèce, et, par suite^ on devra avoir nécessairement
T2 =• • • = Tm — o-
Si la surface ne possède pas d'intégrale de seconde espèce (transcendante), il faudra enfin que les a soient nuls, et, par suite, il ne peut y avoir deux solutions différentes pour notre problème. Il en serait autrement si la surface avait des intégrales de seconde espèce, mais on voit alors immédiatement quelles seraient les formes de B et A.
13. Dans le problème posé au n° 10, nous avons supposé p = i . Dans le cas où p est quelconque, la solution va reposer sur une analyse analogue. Considérons la courbe C/ et formons, relativement à cette courbe, une intégrale comme celle de la page 182 (Ghap. IX, n^ 2)-, si H/ est le coefficient de dx dans cette intégrale, nous avons donc une intégrale abélienne
Hi dx (H/ rationnelle en x^ y^ z)^
relative à la courbe entre x el z
ajant pour points singuliers logarithmiques le point à l'infini Oi , et les points de la courbe G/ avant la valeur considérée du paramètre y»
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Ceci dit, revenons à l'identité
Q _ ^ ^ dB
f'z ~~ àx ~^ df '
OÙ A et B ont les valeurs considérées an n° 9. On pourra mettre B sous la forme
(9) B = ai Ii-f-. . .H- 0L2pUp-\- Y2 J2 -f- . • •
âR
R. étant rationnelle en Xy y, 5; pour l'établir, il suffit de s'appnjer sur une extension immédiate du résultat énoncé au n^ 11, en remarquant que, pour la fonction B regardée comme fonction rationnelle de X et z, les résidus correspondant aux points M de la courbe G/ correspondant à une valeur arbitraire de y sont égaux entre eux et indépendants dey. Ce dernier point se démontre en recourant à une considération dont nous avons déjà fait souvent usage sous des formes variées. En intégrant, pour une valeur fixe donnée à y, dans le plan de la variable x autour d'un point M les deux membres de l'identité
Q _ àK dP>^ f'z ~~ àx "dy'
le premier membre donne zéro, ainsi que -r—? et, par suite, la dérivée par rapport à y du résidu de B relatif au point M est nulle, c'est-à-dire cju'il ne dépend pas dey.
De là résulte que dans l'identité (9) les 7j sont des constantes^ les a et les y des fonctions rationnelles dey.
En écrivant comme plus haut
fz~àx\ ày J ~^ ây \ dx ) ^
nous avons une identité de la même forme
Q __ c)Ai dBi f'z ~ àx dy
avec
Bi=:aili-i-.,
- Y2 J2 +• • • + Yw J/
CiHi -h. . .-+-Co_iHg
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TIIÉOUIE DES 1>'TÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 3ll
les c étant des constantes, les a et les y des fonctions rationnelles
de y.
14. La cjuestion est donc de savoir si l'on peut satisfaire à l'identité (co), avec une valeur de B^ de la forme indiquée. Nous n'avons qu'à procéder, comme au n° 10, en écrivant cpie la différence
f'z ày
est la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de x^y
et z. Ceci nous donnera
ip -\- m — i
relations linéaires entre les a, les y, leurs dérivées premières et les constantes C|, C2, . . ♦, Cp_i ; les coefficients de ces relations sont rationnels en y.
Le problème est donc ramené à reconnaître si l'on peut déterminer les constantes c, de manière que les éc[uations linéaires précédentes puissent être vérifiées par des fonctions rationnelles a et Y de y\ cette question ne présente aucune difficulté théoricjue.
On reconnaîtra, de plus, par un raisonnement analogue à celui du n^ 12, que, s'il est possible de satisfaire à l'identité (10), ceci ne peut en général se faire cpie d'une seule manière.
En résumé, si Von connaît un système de courbes C, il est possible de reconnaître si une expression
fl
peut se mettre sous la jovme
dk dB
et Von peut, par suite, dénombrer Les intégrales distinctes de seconde espèce.
lo. Ajoutons C|uelques remarques importantes. A chaque )urbe Ci correspond une expression ~? où Ç en x^ y et ^, susceptible de la forme indiquée.
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3î2 CHAPITRE X.
Considérons en effet les courbes
Cl, C2, . . ., Gp_i,
et adjoignons à ces courbes une courbe déterminée, d'ailleurs arbitraire, y. On peut former une intégrale de troisième espèce ayant pour courbes logarithmiques les lignes C/, la courbe y et la courbe à l'infini. Si la courbe y est prise arbitrairement, chacune des courbes Ci sera effectivement une courbe logarithmique, c'està-dire que la période logarithmique correspondante ne sera pas nulle. Désignons cette intégrale par
r étant un poljnome en x et y qui, égalé à zéro, donne la projection de y dans le plan des xy. P et Q sont des polynômes en ce et ^ à coefficients rationnels en y, s'annulant sur la courbe double et sur les lignes d'intersection avec les surfaces des cylindres
^•1 = 0, .... ffp-i^ o, r = o,
en dehors de G, , Co, . . . , Cp_, et y. La condition d'intégrabilité nous donne
dx \ g, g',... ^-p-i Vf: I dy\ g, g.,... g^-i Tf^ Décomposons la fraction rationnelle de x et y
ê'lê'2' • 'S'p~l ^
en éléments simples, en la regardant comme nne fonction rationnelle de X. On aura
f Al Ao Ap_i B
B et les A étant des polynômes en ^ à coefficients rationnels en y. Nous avons alors
''^~V (} ( Q_^i\ à / PAA] d /BQ\ ^ /BP \ ^ Vàx\gtf.:) 'd^\gifU\'^'d^\VfU àyKyfl)-'''
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THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 3l3
Envisageons maintenant l'expression
â /QAA à /P\f.
àoo \gifz) ày\g-ifl
Elle ne de^nent pas infinie le long de la courbe G/, puisque, d'après l'idenlité précédente, elle est égale à une expression n'ajant pas G/ comme ligne d'infini. Elle ne devient infinie à distance finie (en dehors de courbes y = const.) que pour les points de Ja courbe de contour apparent désignée par G (n^ 9).
Écrivons l'expression sons la forme
^"^ àccKgtn)'^ dy\gifl
M et N étant des polynômes en ^ et ^, à coefficienls rationnels euy^ et s'annulant sur la courbe double ainsi que sur la seconde courbe de rencontre du cylindre gi{x, y) = o avec la surface.
La forme de l'expression (ii), quand on ne développe pas les opérations, est immédiate; c'est
s étant un polynôme en ^ et ^, à coefficients rationnels en y\ Gette expression n'a pas la forme, habituelle pour nous, où f^ figure au premier degré au dénominateur. Nous allons voir que l'on peut déterminer deux polynômes U et V en ^ et ^ tels que la somme
^^'^ à^ \gifU ^ ày \gjU ^ àcc \f'J ' dy \jl)
soit de la forme voulue
T étant un polynôme en x el z^ k coefficients rationnels en j/, s'annulant sur la courbe double. Imposons d'abord à U et V de s'annuler sur la courbe double; ensuite l'expression (12) peut
s'écrire
I fà_gj M ^ ^ N \ _ _i_ fdgi U^: ^ agi. y^-v .^^ f'z ' ày f'J gj\dx fL dy f- )
gi L àx \
W-\-\}gi\ ^ à /N-hY^v
f. I ày\ fl
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OlL\ CHAPITRE X.
Nous réaliserons la condition cherchée, si
M-f-U^7 et N-i-V,^7
s'annulent sur la courbe G de contour apparent, et cette condition est évidemment réalisable. De là nous tirons la conclusion qu'à une courbe G/ on peut faire correspondre une expression
égale à
^ ■ M, \ à / Ni
les polynômes M| et N, en ^ et ^ s'annulant sur la courbe double, et les quotients — ^ et — étant infinis seulement le long de la
courbe G/ (en dehors de courbes y = const.).
On peut aller un peu plus loin. Le polynôme T/ en x et z contient^)/seulement rationnellement; soit
P étant un polynôme en x^ y et 5, et 7:(y) un polynôme en y. On a donc le quotient
Gomme l'intégrale double
<y)fi
est manifestement de seconde espèce, on peut (fo//' Ghapitre VIF soustraire de (i3) une expression
d f Mx,y,z)\ d /B(^, jK, z)
dx \ 7ri(jK) J ^ ày\ 'K^{y)
A et B étant des polynômes en x^ y et 5, et r,^ un polynôme en y, de telle sorte que la différence ait la forme
Q/ étant un polynôme en x^ y, z s'annulant 5?^/' la courbe double.
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THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 3j5
Finalement, nous avons une identité de la forme
M/ el N/ ayant les mêmes propriétés que les polynômes désignés plus haut par Mi et Nj . Le polynôme Q/ n'est d'ailleurs certainement pas nul identiquement sur la surface, car l'intégrale
s-ifi
serait une intégrale de différentielle totale, n'ayant (en dehors de courbes j/=:const.) d'autres courbes logarithmiques que la courbe C/ et la courbe à l'iafini, ce c[ui est impossible. [La courbe C/ sera bien une courbe logarithmique effective, car elle Test pour l'intégrale auxiliaire (a).]
De plus, et pour une raison analogue, aucune combinaison linéaire à coefficients constants
Cl Qi -h. . .-f- Gp-i Qfi-i
(les G n'étant pas tous nuls),
fi
ne peut se melUe sous la forme
les U et V étant des poljnomes en x et z^ à coefficients rationnels enj)'.
16. Aux courbes G,, C^, •-., Gp_i correspondent ainsi des expressions
Q. Q2 Qp-t
IV *•" TT
réductibles à la somme de deux dérivées partielles. Toute autre
expression
( Q polynôme en ^, y et ^ s'annulant sur la courbe double) réductible à une telle somme sera de la forme
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3l6 CHAPITRE X.
les A étant des constantes, \] et \ étant des polynômes en x et z (à coefficients rationnels en y^ s^ annulant sur la courbe double.
On s'en rend compte aisément, en se reportant à la forme de J-' donnée au w"^ 9. Il suffira de décomposer le quotient
en éléments simples (en le regardant comme une fonction rationnelle de x') pour avoir la forme ci-dessus.
17. Toutes les considérations que nous venons de développer sont utilisables cjuand on a pu déterminer un système de courbes
Cl, Go, . . . , Gp_i
jouissant des propriétés fondamentales relativement aux intégrales de différentielles totales de troisième espèce. Elles sont numériquement applicables sur un exemple donné, mais elles ne permettent guère d'énoncer, sur le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce, des propositions générales. C'est en les combinant avec l'étude des périodes des intégrales doubles, que nous obtiendrons dans le Chapitre suivant quelques lois importantes. Pour le moment, nous allons faire quelques applications à des cas particuliers très simples, qui nous donneront l'occasion de faire une remarque générale sur le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
IV. — Étude de quelques cas particuliers
18. Nous avons déjà eu l'occasion d'utiliser la facilité avec laquelle s'appliquent les théories générales aux surfaces dont l'écjuation est de la forme
A la vérité, elles ne rentrent pas dans la catégorie des surfaces que nous avons appelées à singularités ordinaires, ixiciis cependant avec peu de modifications les théorèmes généraux trouvent encore leur application (voir, en particulier, Chap. IX, p. 248). Ainsi, toutes les intégrales doubles de seconde espèce, relatives à
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la surface précédente, sont rédactibles à la forme
P('c2^, y) dx dy
P étant un poljnome en x etjK-
De plus, le degré du polynôme P est limité. On le montre par une analyse analogue à celle delà page 182 de ce Volume, en soustrayant des expressions de la forme
U et V étant des poljnomes en x et y.
Il sera, en général, simple d'écrire que l'intégrale double (i4) est de seconde espèce. Prenons, par exemple, le cas OLiy'(^,j/) serait un polynôme en ^ et y de degré 2/?, en supposant que la courbe
réductible ou non, n'ait que des points doubles à tangentes distinctes, et n'ait que des points simples à l'infini. L'intégrale reste finie pour x et y finis (le cas des points doubles de la courbe/^^ o se traite comme le cas des points doubles isolés d'une surface, page 121, du Tome I). Il reste à étudier les points à l'infini; on posera à cet effet
Si l'on a
l'intésrale se trouvera ramenée à
Q(X,Y)d\dY
xhVf(x7yT
Le seul cas à examiner est celui où l'entier [j. est positif. En appliquant les indications de la théorie générale, on ramènera, par des soustractions convenables, ce cas à celui où [j. :::::= i, et l'on doit alors écrire que les résidus de l'intégrale
Q(X, Y)dXdY
^Xv/fTx7y)
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3j8 chapitre X.
relatifs à X = o, sont nuls, ce qui se fera en écrivant que l'intégrale hyperellip tique
se réduit à une fonction algébrique.
On a supposé plus haut c[iie f (x,y) était de degré 2 p; si/est de degré 2 /? -H i dans la surface
il suffira de poser
pour avoir une surface
où/, sera de degré pair et jouira des propriétés indiquées.
19. Nous nous bornerons, pour le moment, à examiner un cas très particulier, où nous pourrons utiliser quelques résultats du Chapitre précédent. Faisons seulement une remarque générale. Nous avons envisagé (p. aSS) le nombre p relatif aux surfaces spéciales (^ )
Si ce nombre 0 est égal à zéro, on aura le résultat suivant :
Toute expression
susceptible de se mettre sous la forme
pourra s écrire
àk
dB
'ùi "
M et N étant des polynômes en ^ à coefficients rationnels en y.
(') Pour ces surfaces spéciales, le nombre p présente une grande analogie avec le nombre désigné par la môme lettre pour les surfaces à singularités ordinaires ; aussi avons-nous conservé la même notation, quoiqu'il n'y ait pas d'identité à établir entre les deux nombres. Ici le nombre p peut être égal à zéro, tandis que précédemment il était au moins égal à un.
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20. Envisageons, en parliciilier, les surfaces de la page 2^4?
oiifi^x) ^^ f {y) sont des polynômes arbitraires de degrés 2/? + i et 2g H- I .
Par des rédactions tout élémentaires, il est clair que toute intégrale double de seconde espèce est réductible à la forme
'?{œ,y)dxdy ^
où P(x, y) est un polynôme en x et jk? de degré 2p — • i par rapport à x^ et de degré iq — 1 par rapport k y. On va montrer que, si les poljnomes /"et F ne sont pas particuliers, aucune intégrale de ce type n'est réductible à la forme
-—-}--— dx dy.
àx dy I -^
En effet, pour les surfaces précédentes, les seuls cj/lindres
cp(^, r) = o
(où cp est un polynôme en x^ de degré au plus égal à /?), qui coupent la surface suivant deux courbes, se réduisent k x :=. a^ a étant racine de/. Donc A et B peuvent être ramenés à la forme
U étant un polynôme en ^ à coefficients rationnels en jk- Mais le facteur /(x)" du dénominateur peut lui-même disparaître, en relrancbant, par exemple, de B une dérivée partielle convenable par rapport à x. Finalement, en appliquant à ce cas particulier les méthodes générales de la section précédente, on voit que B peut être supposé de la forme
^ ^ ai3?2p-i-f-...-4- a^p
les a étant rationnels en j/. Si donc
p. ET S., IL
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est susceptible de la forme
dA ^ dB àx ày
on devra pouvoir déterminer les a l'ationnellement en jk, de telle sorte que la difFérence
sJj\x)Y{y) ày
ai^2p-l.
regardée comme fonction de x^ soit la dérivée, par rapport à x^ d'une fonction rationnelle de x et slf{x). Mais ceci est impossible, car, V[x^ y) étant par rapport à x de degré ip — i, cette différence est de la forme
les a dépendant dey seul. Or, une telle expression ne peut être la dérivée d'une fonction algébrique que si tous les b sont nuls. Donc, si l'on pose
les A étant des polynômes en y de degré iq — i , on devra avoir
v/F(y) ày
mais ceci est impossible, car
v/FÔÔ
où Ki est un poljnome en y de degré iq — i, ne peut être la dérivée d'une fonction algébrique.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Pour ta surface
le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce est égal à
^pq.
Ceci suppose que les poljnomes/*(^) et F (y) sont des polynômes arbitraires de degrés i p -\- i et 2^-f- i.
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21. Arrêtons-îioiis plus particulièrement sur le cas où f[x) et F(jk) sont du troisième degré. Nous pouvons énoncer alors avec plus de précision que la surface
aura quatre intégrales doubles distinctes de seconde espèce,
ou que
po = 4,
si l'on ne peut satisfaire à l'équation
C étant une constante convenable, par une fonction rationnelles àe y, ne se réduisant pas à une constante {^voir p. 256).
Soient, en particulier, les polynômes F et /identiques. Nous ne serons pas alors dans le cas précédent. On a vu que, en laissant de côté les sections s == a (a étant racine de /"), le nombre p est égal à l'unité. Nous aurons alors une intégrale de la forme
(A, B, C, D étant des constantes), qui sera réductible à la forme
Cette intégrale, qui ne se rencontrait pas tout à l'heure, pourrait se déduire d'une analyse analogue à celle du n° lo de ce Chapitre; cette analyse fait correspondre au couple de courbes correspondant à
une intégrale de la forme indiquée. On l'obtient encore en appliquant l'identité classique déjà rencontrée (voir notamment page 262)
\/f(^)Ar) ^^
Le polynôme U(s, jk) en s et j* n'est pas du premier degré par
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rapporl à ^ et par rapport à y] mais par la soustraction d'une expression
dcp
dy
où M et N sont des polynômes en x et y, on peut ramener U à avoir la forme
A -f- B .r -H G jr -1- D xy (A, B, G, D étant constantes), et l'on a alors une identité
A -(- B ^ -4- Oy -f- D xy
où R et s sont des polynômes en x et y. D'ailleurs R et S ne sont évidemment pas nuls identiquement, et il en est, par suite, de même du premier raiembre, comme il résulte du n° 21 du Chapitre IX (p. 203).
11 y a donc une intégrale de la forme (i5) qui est réductible, et, par suite, le nombre po est diminué d'une unité. Il n'est pas diminué de plus d'une unité ; c'est ce qui résulte de ce que l'on peut former une intégrale de différentielle totale ayant comme courbes logarithmiques le couple de courbes correspondant à x =:. y, et un couple quelconque de courbes correspondant à un cylindre cp(^,j/) = o (page 261). Nous avons donc pour la surface
le nombre po égal à trois (po = 3). Ceci suppose toutefois, rappelons-le, que, pour le polynôme du troisième degré f{x)^ les fonctions elliptiques correspondantes n'admettent pas la multiplication complexe.
Les conclusions sont différentes si nous sommes dans un
cas de multiplication complexe. Bornons-nous comme plus haut
(page 205) à
11 y a alors deux couples de courbes logarithmiques, pour une intégrale de troisième espèce, jouant le rôle fondamental dans la
Hosted by
réduction. 11 n'j avait tout à l'heure que le couple correspondant à
Nous avons ici en plus le couple correspondant à
X =JK£ (s racine cubique de l'unité),
à ce couple correspond une seconde intégrale du type (i5) qui est réductible. Sans qu'il soit nécessaire d'insister, on a ici
pour la surface
Le résultat précédent est général quand le poljnomey*(.a;) correspond à la multiplication complexe.
23. Ces exemples nous suffiront pour le moment. Ils appellent l'attention sur une circonstance extrêmement remarquable, je veux parler du caractère arithmétique de V invariant po. Ce nombre ne dépend pas seulement de questions de configurations et de singularités relatives à la surface algébrique. La nature arithmétique des coefficients de l'équation influe sur sa valeur. Ainsi, pour la surface
le nombre Po est égal à trois en général. Ce nombre s'abaisse à deux, quand les coefficients de f{^x) satisfont aux conditions arithmétiques relatives à la multiplication complexe. L'invariant Po est donc, à ce point de vue, bien différent du genre riemannien /? relatif aux courbes planes, ou des genres géométrique et arithmétique pg et p,i que nous avons précédemment étudiés. On comprend combien cette circonstance rend difficile la recherche de lois générales. Nous ferons dans le Chapitre suivant l'étude des périodes des intégrales doubles, qui a de nombreux points de contact avec les questions qui nous ont occupés dans ce Chapitre. Terminons, pour le moment, par quelques re^ marques sur la réduction des intégrales doubles, en revenant à la surface à singularités ordinaires.
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V. — Quelques remarques générales sur la réduction des intégrales doubles.
24. Reprenant la surface à sing-alarités ordinaires, nous reviendrons un moment sur la question de la réduction des intégrales doubles de seconde espèce. Rappelons les résultats obtenus. Il a été démontré au Chapitre Vil que toutes les intégrales doubles de seconde espèce pouvaient être ramenées, par la soustraction d'une intégrale
W ffi^^^^i^)
ÔA dB\
(A et B rationnelles en x^ y et z)^ à la forme
jf-
fz
dx dy^
où P est un polynôme s^ annulant sur la courbe double.
On a ensuite procédé (même Chapitre) à la réduction de ces intégrales; elles ont, par la soustraction d'une intégrale
(U et V étant des polynômes en ^, j/et ^), été ramenées à la forme
(17) JJ^^^cl.dy,
OÙ le polynôme Q en x^ y et z ne s'annulait pas nécessairement sur la courbe double, mais était de degré limité. Il a été ensuite indiqué (Chap. VIII, p. 208) (\\\e ces dernières intégrales pouvaient elles-mêmes se ramener, par la soustraction d'une intégrale (16), à la même forme, avec degré limité, mais le polynôme Q s'annulant alors sur la courbe double. La démonstration de ce résultat est très simple, en passant par l'intermédiaire d'une transformation birationnelle qui dissout la courbe double, transformant la surface donnée S en une surface S. On a alors pour la surface S
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une intégrale double qui ne devient plus infinie sur la courbe double. On peut faire la rédaction en faisant disparaître la ligne d'infinij qui est la transformée de la courbe double, et, en revenant à S, on a une intégrale qui reste finie sur la courbe double. Les transformations du Chapitre VII nous amènent à une intégrale de la forme (17), mais où Q s'annule sur la courbe double.
25. Nous venons de rappeler le résultat précédemment obtenu, à savoir que toutes les intégrales doubles de seconde espèce se ramènent par la soustraction d'une intégrale (16) à la forme (17), oîi le degré du polynôme Q est limité^ ce polynôme s^ annulant sur la courbe double.
Allons plus loin, en nous servant des résultats du Chapitre actuel. Nous avons un nombre fini d'intégrales
R/^ dx dy
(le polynôme R/^ s'annulant sur la courbe double) auquel se ramènent toutes les autres. Une intégrale quelconque de seconde
espèce
r r F (x, y, z) dx dy
JJ
(le polynôme P s'annulant sur la courbe double) sera alors de la forme
les "k étant des constantes. La forme de A et B nous est connue, car
, , , dx dy
ox oy / "^
appartient au type étudié dans les sections précédentes. On aura donc (n° 16)
f'z ~ fz ^^\Jl)^^\7z
U et V étant des polynômes en ^ et ^ (à coefficients rationnels en y) s'annulant sur la courbe double.
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Nous avons donc la conclusion suivante : Toute intégrale double de seconde espèce
' F(x,y, z) dx dy
(P étant un polynôme s'annulant sur la courbe double) se ramène à un nombre limité dHntégrales de seconde espèce
ff
Mi(^, y, z)dx dy
(le polynôme M; s'annulant sur la courbe double) par la soustraction dHntégrales de la forme
fm(jyfAr.)h^-
\] et Y étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y et s^ annulant sur la courbe double.
On peut évidemment supposer qu'aucune combinaison linéaire des intégrales (18) n'est de la forme (19).
Supposons maintenant que l'intégrale double
(.0) JJVi..y,zU._dy
(P polynôme s'annulant sur la courbe double) ne soit pas de seconde espèce. Cette intégrale aura 2/? résidus relatifs à la ligne à l'infini de la surface. Admettons qu'on puisse trouver ip intégrales doubles
de la forme précédente, telles que le déterminant d'ordre ip formé avec l'ensemble des résidus de ces intégrales soit différent de zéro. On pourra alors de l'intégrale (20) retrancher une intégrale convenable
Al J 1 -{- A2 J 2 -\- . ■■ . -f- A2p J2p
les A étant des constantes), de telle sorte que la différence soit
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une intégrale de seconde espèce. On a donc la conclusion sui-
vante :
On peut trouver un certain nombre s d'intégrales de la forme (20), soient
h= f f''^^"'/''''dcody (.-=1,2, ...,,5),
'-//^^^Tf^'-*
les polynômes P/ en (^, j, z) s' annulant sur la courbe double, de telle sorte que toute intégrale (20) soit susceptible de se mettre sous la forme
les a étant des constantes, U e^ V étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y, s' annulant sur la courbe double.
On peut d'ailleurs supposer que s est le nombre minimum, c'est-à-dire qu'aucune combinaison linéaire des I n'est susceptible de la forme (19).
27. Nous avons admis qu'on peut trouver une intégrale de la forme (20)^ dont les ip résidus relatifs à la ligne à l'infini de la surface ont des valeurs arbitrairement données. Pour l'établir, considérons une intégrale abélienne arbitraire de seconde espèce de la courbe entre x et z^
qui soit de la forme
^'"'^ J fi
P étani un polynôme en x. y et z^ s'annulant sur la courbe double. Envisageons l'éqnation différentielle linéaire E d'ordre 2/?, relative aux 2 p périodes de cette intégrale regardées comme fonctions de y; nous avons déjà bien des fois considéré cette équation E, qui a joué un rôle essentiel dans nos théories. Plaçons-nous dans le cas, qui est le cas général, ou cette équation n'admet pas comme intégrale un polynôme en y.
En désignant par (o(y) une période arbitraire de l'intégrale abé-
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lienne (21), nous avons vu (Ghap. VJII) que
<y)dy,
prise autour du point à TinHui, était un résidu de l'intégrale
double
' P (^, jKj ^) dx cly
Considérons ip périodes distinctes
de (21). On a les développements autour de y = 00
ij ^ j y y"- y^'
Les ip fonctions (0/ sont linéairement indépendantes. De plus, il n'y a pas de combinaisons linéaires des to/ qui se réduisent à un poljnome en y.
Il en résulte que, pour A- pris suffisamment grand, les 2/? expressions linéaires
(22) a\%j^^ -^ a^_^^i^^^''^'^ -\- . . .-\- ak^j'^ (/ = i, 2, . . . , 2/>)
aux indéterminées
ai, ^2, . . . , ak
sont linéairement indépendantes, car si, pour toute valeur de A", ces expressions linéaires n'étaient pas indépendantes, tous les déterminants d'ordre 2/> formés avec les a.^^ seraient nuls, et l'on pourrait former une combinaison linéaire des (o/ se réduisant à un polynôme. Le nombre k étant pris suffisamment grand, envisageons l'intégrale double
dx cly,
Jz
où Fon pose
?(j') = «jjK^'-^ -+- a^^y^'-'^ -+-. . .-t- a/,_i r-t-aA^,
les a étant des indéterminées. Les ip résidus de cette intégrale double sont, au facteur ^izi près, les expressions (22). D'après
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ce qui précède, on peut choisir les indéterminées a de manière que ces expressions aient telles valeurs que l'on veut, puisqu'elles sont linéairement indépendantes. Il est donc établi qu'o/z peut trouver une intégrale double (20) ayant ip résidus arbitrairement choisis.
Cette remarque jouera dans la suite un rôle important (').
(^) Nous nous sommes servis dans ce Chapitre du théorème fondamental de la page 2qi où figure le nombre p. On peut faire, au sujet de l'analyse développée sur cette question au Chapitre IX, la remarque suivante, qui simplifie la démonstration de ce théorème, il a été formé (page 289) une intégrale de différentielle totale
(a) fRxla^-hSdy.
Nous avons dit que l'intégrale (a) ne pouvait avoir d'autres courbes logarithmiques que les courbes
Cj, C2, . . ., C'^
et la courbe à l'infini sur la surface. En fait, la courbe à l'infini n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale. En effet, l'intégrale abélienne
(P) fRdcc
{y ayant une valeur fixe arbitraire y), relative à la courbe entre x et z^ f{x,y, z) = o ne peut avoir, comme point singulier logarithmique à l'infini, que le point M {voi?^ page 282); les m ~ i autres points de la courbe à l'infini ne sont pas des points singuliers logarithmiques pour l'intégrale. Or les m périodes logarithmiques de (p) doivent être les mêmes pour les m points à Tinfini de la courbe, puisque (a) est une intégrale difi"érentielle totale, et que par suite pour les m points de rencontre de la ligne de l'infini de la surface avec le plan y —y la. période logarithmique doit être la même. Il résulte de là que cette ligne à l'infini n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale. Ceci exige que l'on ait
en désignant par d^, d^_, . . ., d^ les degrés des courbes C^, C2, C)^, et cette relation sera nécessairement une conséquence des relations de la page 286 entre les K et les c.
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SUR LES PÉRIODES DES INTEGRALES DOUBLES ET LEURS RAPPORTS AVEC LA THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE (M.
I. — Sur les périodes des intégrales doubles de première espèce.
1. Nous avons déjà dir un mot au Tome I de cet Ouvrage sur les périodes des intégrales doubles, et notre point de départ a été le suivant. Prenons l'intégrale double de première espèce
fj
Q(^, jK, -2) dcp dy
et envisageons la courbe entremet z de genre />, poury arbitraire
Les ip périodes de l'intégrale (ici de première espèce)
, X C Q(-y, r, z) dx
sont des fonctions de y^ satisfaisant à Téquation différentielle linéaire que nous appelons E, et dont les points critiques b correspondent aux points simples de la surface où le plan tangent est parallèle au plan des zx. Considérons un cycle F de la courbe (i),
(^) E. Picard, Sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Comptes rendus, i8 novembre et 23 décembre 1901, qI Annales de l'École Normale supérieure, 1902). — Sur les périodes des intégrales doubles et leurs rapports avec la théorie des intégrales doubles de seconde espèce {Comptes rendus, t. CXXXVII, 1908, et Annales de l'École Normale supérieure, 1900).
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se déformant avec y et revenant à sa position initiale quand j/j ayant décrit un certain chemin fermé G, revient lui-même à son point de départ. On obtient évidemment de cette manière un cycle à deux dimensions, qui donnera naissance à une période de l'intégrale double. Le cycle F sera caractérisé par ce fait que la période correspondante
de l'intégrale (2) revient à sa valeur initiale, quand y décrit la courbe G. Ges considérations généralisent celles que nous avons employées pour obtenir les résidus des intégrales doubles; dans ce cas, 4e cycle F se réduisait à un contour infiniment petit autour d'un pôle.
Nous allons étudier la forme analytique de l'intégrale
prise le long du contour G. Gette étude nous fera connaître certaines expressions analytiques remarquables, qui nous conduiront d'elles-mêmes à généraliser le mode de génération des périodes de notre intégrale double.
Désignons par
èi, &2, ..., &N
les points critiques de l'équation différentielle E (N désigne ici la classe de la surface).
Nous joignons ces points à un point a du plan de la variable jk, et nous considérons les différents lacets ab^^ ab^t ..., ctb^ formés,
Fig. i5.
commed'habitude, d'un cercle infiniment petit autour d'un point b et d'un chemin allant de a à ce cercle {fig- i5).
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Pour chaque point critique y = b^ réquatioa fondamentale déterminante de E a une racine double. Cette racine double correspond (^voù^ T. ï, p. gS) à une intégrale hoJomorphe ^(jk), et une intégrale non holomorplie ^' (y) contenant un terme logarithmique log(jK — ^), de telle sorte que l'on ait
f{y) étant, comme û(j)/), holomorphe autour dey =: b. Les ip — 2 autres intégrales, formant avec 0 et ù,' un système fondamental, sont holomorphes autour àe y =1 b.
Ceci rappelé, tout chemin C partant de a et y revenant, se ramène à une somme de lacets parcourus dans un ordre quelconque. Désignons d'une manière générale par
la période de l'intégrale (2), holomorphe autour du pointy =^bii et qui correspond à la racine double : elle est parfaitement définie de bi en a sur le lacet.
Une période c[uelconque ^{y) de l'intégrale (2), quand y tourne autour du point bi^ se reproduit à un terme additif près de la forme
miQi{y) {iTii étant un entier),
comme il résulle immédiatement de la forme de la période appelée tout à l'heure d'une manière générale Q'(jk), toutes les autres périodes étant holomorphes autour de bi>
Donc, quand y décrivant un chemin fermé C revient au point de départ, l'intégrale considérée w(j)/) de l'équation linéaire E s'augmente d'une expression de la forme
la sommation s'étendant à un certain nombre de points bi. Si l'intégrale co revient à sa valeur initiale, on devra avoir
^TUiHi^y) = o.
Quant à la valeur de l'intégrale
(3) Ju,{y)dy,
le long- da contour G, elle est facile à calculer; sur le lacet abt^ il reste, après suppression de termes se détruisant à l'aller et au retour,
nii l Q,i{y)dy, et, par suite, la valeur de l^ intégrale (3) est
^mf ^Uy)dy,
Dans cette expression ^/(jk) est définie sans aucune ambiguïté le long- du chemin hta. D'ailleurs l'expression (4) ne dépend pas du point choisi a, comme il résulte immédiatement de l'identité
3. Les considérations précédentes appellent donc notre attention sur les expressions de la forme (4), correspondant à une identité de la forme (5). Une question se pose d'elle-même :
Une expression (4), V identité (5) étant supposée satisfaite, peut-elle être envisagée comme une période de V intégrale double
Nous entendons par période de l^ intégrale double, de la manière la plus géaérale, l'intégrale prise le long à^ un cycle à deux dimensions, c'est-à-dire d'un continuum fermé à deux dimensions à chaque point duquel ne correspond qu'une seule valeur de {x,y,z).
La réponse à la question posée est affirm^ative, comme nous allons l'établir. Soit donc l'identité
(6) miQi (jK )+...+ ^5^^(jr) — o (les 7?i étant entiers),
entre un certain nombre de fonctions Q, on va montrer ^i^'^;7 existe un certain cycle à deux dimensions, tel que la valeur de Vinté g raie double
If
Q(a?, 7, z) dx dy
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prise le long de ce cycle est égale à
by ^ b.
Cette valeur est d'ailleurs manifestement indépendante de la constante a.
lérons l'intégrale
Considérons l'intégrale
de l'équation E, en désignant par Q.\ l'intégrale relative au point b^ déjà envisagée au n*^ J. Quand y partant de a décrit le lacet h\^ l'intégrale m^Q!^ s'augmente de
7niûi(jK).
11 faut interpréter ce fait analytique au point de vue de la géométrie de situation. Soient d'une manière générale sur la surface de Riemann entre ^ et ^ donnée par l'équation
pour la valeur y^ Y ^ le contour correspondant à Qj (j/) et Y\ le conlour correspondant à 0'^. Partons du contour
pour jK = <^; le cheminement de y se produisant, ce contour se déplace en se déformant, et, quand y revient en a, on a le contour
Il est clair que, pendant la déformation, on engendre ainsi une surface ouverte, mais cwec le seul bord
et la valeur de l'intégrale double correspondant à cette surface ouverte est
f ^^i(y)dy.
De la même façon, les différents autres termes de la somme (7) correspondront à des surfaces ou\>ertes avec les bords
r^ ayant la signification analogue à F'J quand bi remplace 6^ .
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Nous avons donc s surfaces ouvertes avec les s bords indiqués. D'autre part, pour y arbitraire, les s contours
mi Fi , m^ Tii . . . , m^^ T,-
limitent, sur la surface de Riemann,
une certaine portion P de la surface, comme il résulte de l'identité (6) qui exprime que les s intégrales
ihiy), ..., 0,(7)
ne sont pas distinctes.
Considérons, en particulier, la portion P^', sur la surface correspondant àjK = Ci' Cette portion P^, avec les s surfaces ous^ertes envisagées ci-dessus , forme une surface fermée, qui est un cycle à deux dimensions; la valeur de l'intégrale double sur cette surface est précisément l'expression (7) donnée par les s surfaces ouvertes, puisque sur la portion P^, correspondant à j-= a, l'intégrale est nulle. Le théorème énoncé est donc établi.
Il est important de remarquer que nous n'avons pas à nous préoccuper de savoir si la portion P^ contient ou non des points à l'iniini, puisque l'intégrale double dont nous sommes partis est de première espèce. Il en serait autrement pour une intégrale double qui deviendrait infinie à l'infini puisque l'intégrale suivant P^ pourrait n'avoir aucun sens. Nous parlerons de ce cas dans la section suivante.
4. On peut se demander si toutes les périodes de l'intégrale double peuvent être engendrées au moyen des cycles à deux dimensions que nous venons de considérer. Nous allons établir que tout cycle à dimensions, situé tout entier à distance finie y est susceptible de la génération précédente. Nous emploierons, à cet effet, quoique dans des circonstances plus compliquées, le même genre de raisonnements qu'à la page 58 du Tome I de cet Ouvrage, quand nous avons étudié les périodes d'une intégrale double de fonction rationnelle pour un continuum fermé à distance finie.
Concevons donc relativement à la fonction algébrique ^ de ^ P. ET S., TI. " 22
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ely définie par
un cycle à deux dimensions situé à distance finie.
Posons
ce = xi-^ icc2, y = yi-^ ^yi ^
toute surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre ^^ , ^27 y\ ^t ro.
De même, le continuum critique C sera représenté dans l'espace à quatre dimensions réelles
(^1, oc^.yuy^^)
par deux relations entre les quatre lettres .r,, ^2, Ji ^^ fi- ^^o"»" une valeur donnée à jKs, nous avons sur ce continuum un ensennble à une dimension de valeurs de ^^ , x^ et j, , que Ton peut regarder comme représentant un certain nombre de courbes gauches a dans l'espace à trois dimensions
il faut d'ailleurs à chaque valeur de x^^ x^^ y i , y^ associer la
valeur correspondante de z^ de sorte que nous entendons par
courbe a le lieu de points {x^, oc^-, y \) pour une valeur de JK2 avec
association des valeurs correspondantes de z.
Chaque plan
fx — const.
rencontre les courbes a en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir : le nombre des points de rencontre de C avec un plan arbitraire parallèle au plan des zx.
Sauf pour certaines valeurs de ^9 en nombre fini, Tensemble des courbes a ne présente pas de points multiples; les valeurs de y^^ pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de i dans les valeurs de y pour lesquelles le plan correspondant parallèle au plan des zx est tangent à la courbe G (et en même temps à la surface). Ces valeurs de y sont celles que nous avons constamment désignées par 6, et qui ont joué dans toutes nos recherches un rôle capital. Pour les valeurs de y 2. correspondant au coefficient de i dans un des b,
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PÉKIODES DES LMÉGRALES DOUBLES. 887
deux courbes a auront an point commun, formant un ^ovul double pour l'ensemble des courbes a. Soit, pour la valeur h considérée
b — bi-^ ib.i\
pour y^2 voisin de h^ et un peu inférieur, les courbes a dans l'espace (^i , ^97 y \ ) n'ont pas de point double, mais deux branches passent très près l'une de l'autre. PourjK2== ^2? ces deux branches se rencontrent, etpourjK2 supérieure 60? elles ne se rencontrent pas, de sorte que, au moment du passage de y^ par ^o, les deux branches se sont traversées; ce fait est à retenir pour ce qui va suivre.
Revenons à notre cvcle S à deux dimensions. Cette surface étant tout entière à distance finie, il n'y aura de points de la surface que pour des valeurs de y^i^ comprises entre deux limites a^ et (^2 («) << a^)^ Quand y^ en croissant devient égale à a^^ une courbe fermée correspondante de S commence à paraître, et l'on peut la représenter dans l'espace (^^, x^^yC).
Deux cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans toute autre hypothèse, la surface S ne serait pas fermée. On peut faire abstraction de la première hypothèse, car, si pourjKo=:a, la courbe se réduisaità un point, il arriverait que, pour y^ arbitraire, la courbe correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des courbes a, et l'on pourrait, par une déformation continue, réduire à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface qui pourrait être supprimée. Nous avons donc, pourjK2=<^i? "ne certaine courbe enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y^ croît, cette courbe se dédouble, et l'on a ainsi, pour y^ arbitraire, des couples de courbes qui, pendant la variation continue de ^^2, ne peuvent disparaître que deux à deux en venant à coïncider. Nous désignerons par G une de ces courbes, correspondant à une valeur d'ailleurs quelconque deys- Faisons croître JK2 depuis a, ; on aura ainsi une suite continue de courbes G, et la surface S pourra être ainsi décrite tout entière en faisant varier d'une manière continue y^i (non pas nécessairement toujours dans le même sens) et en revenant en a^ avec la position initiale de G.
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o. Nous allons maintenant déformer S, en déformant chacune des courbes C. Figurons {fig> i6), pour une valeur de yo, la courbe G et les lignes a dans l'espace (cT,, x^i^ JKO*
Tant que y<i ne rencontre pas une valeur singulière désignée plus haut d'une manière générale par 60, on peut faire glisser en c[uelque sorte la courbe C, sans rencontrer les lignes correspondantes a^ de manière à lui faire prendre une position F dans le plan
Yi = K (K étant une constante fixe),
cette opération se faisant elle-même d'une manière continue quand y^ varie. Mais pour j'2= ^25 on a deux lignes a, se rencontrant, et il peut arriver que l'on ne puisse plus déformer C en l'amenant dans le plan y^ = K, sans traverser a. C'est ce qui arri-
Fi£-. 18.
vera dans les figures 17 et 18, en supposant, dans la figure 17, que le plan j)/, ==: K soit au-dessous du point double A de a. Les deux figures précédentes représentent d'ailleurs les deux circon-
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PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES. SSg
Stances essentiellement différentes pouvant se présenter; les antres €as étant des combinaisons de ces deux cas.
Pour y 2 voisin de bo, on pourra bien faire glisser G de manière à l'amener dans le plan y, = K, mais voici la circonstance qui va se présenter. L'opération qui amène G dans ce plan ne se fera pas d'une manière continue à l'instant du passage dey2 parla valeur 62. En d'autres termes, pour jj/2== ^2 — £ et pour y^ == ^2 + ^^ (^ et e^ très petits), la courbe Go et la courbe infiniment voisine GJ, correspondant à ces deux valeurs de y 2 n'auront pas été ramenées dans le plan j/^ =: K à deux courbes infiniment rapprochées.
La raison en est que deux branches de la ligne a se sont traversées quand JK2 est passée par 62. Il est facile de voir dans quelle dépendance sont les deux transformées T^ et F'^ de Go et G'o après les glissements les amenant dans le plan y^ = Iv.
Prenons d'abord la figure 17. Le dessin suivant est fait dans le plan j|/i = K; on désigne par /rii et /7Z2 les points de rencontre
l^ig. 19.
Ta
avec ce plan des lignes a qui correspondent à j^o = ^2 — 2; et par m[ et m[y les points de rencontre avec le même plan des lignes a correspondant à j)^2 = ^2+ 2^- L'un des dessins correspond àjK2= ^2 — £ et l'autre à j^2 = ^2 + 2^
On voit de suite que le cjcle F^ est équivalent au cjcle Fo plus le cycle correspondant à une courbe tournant autour de ??2i et/??2- Fig. 20. Fie-. 21.
Les circonstances sont différentes avec la figure 18. On a alors les dessins ci-dessus {fig.- 20 et 21) : les contours Fo et Fj^ sont les mêmes, mais le sens de la flècbe est changé.
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34o CHAPITRE Xr.
6. Ceci posé, suivons la déformation de la surface S obtenue en ramenant chaque courbe C dans le plan y^ = K. Cette déformation se fait d'une manière continue, sauf quand j^^o jxasse par une valeur désignée par ^2 ^t que l'un ou l'autre des c^as du paragraphe précédent se présente. Supposons que nous soyons dans le cas de la ligure l'y, et gardons les notations du paragraphe précédent. Dans la surface déformée les lignes Fq et F^ qui correspondent à deux valeurs très voisines dey2"e sont pas très voisines Fune de Fautre ; on passe d'une manière continue de l'une à l'autre en déformantFo de Fq en Cq dans l'espace (x^ , ^o. y^ , bj — s), puis en allant de Co en Cq sur notre surface initiale S, et enfin amenant GJ^ en Fj^ dans l'espace (^^, ^^^ JKi, ^2+ s'). Or, on peut réaliser autrement et d'une manière équivalente ce passage de l\) en F^. Considérons, à cet effet, le cycle F^ qui est dans le continuum
et qui est sur la surface de Riemann entre ^ et 5
JXx'.y, z) = o.
Faisons partir j^ de la valeur ci-dessus, et faisons décrire à cette variable dans son plan un contour fermé autour du point 6, dans un sens convenable^ et en supposant que sur ce contour la valeur de j^2 s'éloigne peu de ^2- Le cycle Fq se transformera, d'après ce que nous avons vu dans bien des circonstances, par cette circulation en un cycle ayant la forme de Fj,, et qui sera, si l'on veut, Fy dans l'espace (xj , 0^2, J\i ^2 — s) ; la surface engendrée pendant ce déplacement augmentée de celle qui correspond au transport de la courbe Fj, de l'espace (^1 , j^2? JKi , ^2 — ■ ^) à la courbe F'^ de l'espace (^^, ^2? JKo ^o + ^O* ^^ second mode pour passer de F^^ à F Q est équivalent au premier, c'est-à-dire donne la même valeur pour l'intégrale double sur les surfaces correspondantes. Nous avons donc fait disparaître la discontinuité dans la déformation de la surface obtenue en déformant la courbe C en cycles dans le plan de la variable x pour
et, par suite, nous pouvons substituer à la surface S une surface connexe formée de lignes F, à la condition d'ajouter la portion
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dont il vient d'être parlé et qui est elle-même formée de cjcle^ correspondant à jk = const. De là résulte que nous n'avons à envisager, pour le calcul de la période, qu'une intégrale de la forme
prise pour un chemin convenable de la variable y. Si donc, en décrivant notre surface cyclique S avec la courbe G, nous ne rencontrons, pour les valeurs singulières de y^-, que le cas de la fig-ure 17, la période sera obtenue par l'intégrale précédente, où ù)(jk) est une période de
prise le long d'un chemin fermé convenable, ce qui démontre bien le résultat énoncé et nous conduit aux formes étudiées au n^ 3. Les choses se présentent sous une forme un peu différente dans le cas de la "figure i8. Il n'est pas possible, en effet, de trouver un chemin dans le plan de la variable jk menant de Fq à T'^^. Nous allons calculer directement la valeur de l'intégrale double prise le long de la surface engendrée par le déplacement de la courbe F^, de l'espace (x^^ ^2?yi-) ^2 — ^) à la courbe F',^ du même espace, après avoir passé par les courbes Cq et CJj. Nous ne changerons pas la valeur de l'intégrale double si nous substituons à C^ et C^ deux courbes de même forme mais très voisines de A, et les supposant respectivement dans les espaces
{cci, x^, yu b.2 — s) et (cc^, x^^yi^ b.,-^ z' ).
La surface en question pourra alors être engendrée en laissant d'abord j/2 égal à ^2 — ^ ^t faisant varier j^i et déformant en maintenant F^, de manière que, jKi étant très voisin de bi (en posant comme plus haut b = bi-\- iboj et 6, étant Vy^ du point double A), la transformée F, de Fq soit de dimensions très petites et très voisines de A, puis ensuite avec ^2= ^2 -+-^'5 on aura une surface résultant de la déformation de T[^ et se terminant à une courbe F', , avec j/j très voisin de 6,, qui est de dimensions très petites et très voisine de A; outre ces deux surfaces^ il y aura des surfaces de dimensions très petites reliant F, à G,, puis Ci à G/, et enfin G', àF'^.
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L'intégrale prise Je long des trois dernièies surfaces est négligeable, c'est-à-dire qu'elle donne zéro quand les dimensions de C|, G',, r, et r'^ tendent vers zéro, et il reste comme valeur de notre intégrale sur la surface limite
2 f iKy)dy,
0(y) correspondant au cycle F (c'est la notation déjà employée)^ et en posant
Les deux portions de l'intégrale ne se détruisent pas, il y a au contraire multiplication par deux, parce que le sens sur le contour a changé, comme l'indique la figure i8. En définitive, le passage de y^ par b^ amène le changement de signe de 0, en même temps qu^il faut ajouter l'intégrale ci-dessus; il revient au même de dire que l'on intègre
w(j) dy
le long d'un chemin qui passe parle point singulier y = b, w(y) arrivant au voisinage de ce point avec la détermination 0(/y); mais, après le passage de y par 6, on doit changer le signe de a)(j).
On pourrait donner une forme analogue au résultat trouvé plus haut relatif à la figure i6, en disant que l'on prend l'intégrale
M(y)dy
le long d'un chemin passant par le point critique b; en ce point, to (y) devient alors infinie (comme un logarithme), et, après le passage dey par 6, on doit augmenter w(j') de 0(,x)-
Eli combinant les résultats précédents, nous voyons que l'intégrale double prise le long du cycle S peut s'obtenir de la manière suivante : Soit w(y) une période convenable de l'intégrale
Q_{cu,y, z)dx
on formera l'intégrale
iù{y)dy
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dans le plan de la variable complexe y le long' d'un chemin D pouvant passer par les points sing-aliers désignés d'une manière générale par b. Quand D traverse le point singulier ^/, on doit aug-men-
ter ^(y) de
^i étant un entier positif ou négatif, et ^î{y) ajant la signification du n° 2. De plus, en revenant au point de départ O sur le chemin D, on doit retrouver ]a détermination initiale de w(y), puisqu'on revient à la même couri3e G sur la surface S. La valeur de l'intégrale est alors facile à calculer. Figurons le chemin D avec les trois points 6j, 60? ^3 (fig- 2^) pour fixer les idées et le point
Pis. 22.
de départ O. Soit, eiî outre, a un point quelconque dans le plan;
traçons
abi^ ab2^ cib^,
que l'on va regarder comme des lignes doubles. Au lieu de prendre l'intégrale
I tù(y)dy
sur le contour D, on peut la prendre sur le contour
0 bi abi b-iab^b^^ab^O ^
en supposant que, aux points correspondants de abi et de bia^ la différence des valeurs de w(/) est [j./Q/(j^), le saut brusque ayant
alors lieu en a. D'ailleurs, comme on doit retrouver la même valeur en o, il faut manifestement que l'on ait l'identité
^^^)±iili{a)^o.
Enfin la valeur de l'intégrale sera
ili{y)dy.
Par suite, toutes les périodes de notre intégrale double peuvent être obtenues au moyen des combinaisons envisagées au n^ 3. Le résultat énoncé au commencement du n'' 4 est donc établi.
7. Dans la forme analytique que nous avons donnée aux périodes de l'intégrale double figurent les fonctions ^[y) relatives à chaque point singulier.
On pourrait, sans parler de ces périodes particulières de l'intégrale abélienne
Ç^ix, y, z) dx
—fi '
donner encore la forme suivante aux périodes de l'intégrale double. Soit toujours a un point arbitrairement choisi; considérons une intégrale ^i{y) de l'équation différentielle linéaire E relative aux périodes de (8), et supposons que jK partant de a y revienne après avoir décrit un chemin C^- autour de bt et avec la détermination wJ(jk) ; on fait ainsi pour un certain nombre de points singuliers b. Supposons enfin que Von ait l'identité
(9) ^^iiy)^^^^'i{y)-
Alors l'expression
(10) ^j^^i(y)dy
est une période de l'intégrale double. Il est clair, d'après l'identité (g), que l'expression (lo) ne dépend pas de a.
Dans tous les numéros précédents, nous avons supposé, comme il était permis, que la surface algébrique / avait une position
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quelconque par rapport aux axes de coordonnées; dans ces conditions, les points singuliers b de l'équation différentielle linéaire E, qui a joué un rôle capital dans toutes nos recherches, possèdent des propriétés d'une remarquable simplicité qui nous ont été très utiles. Enonçons seulement pour le moment une remarque importante pour le cas, peu intéressant au point de vue théorique général, mais qui peut se rencontrer dans des applications particulières, où les axes de coordonnées auraient une position particulière par rapport à la surface. Les points singuliers de l'équation (E) peuvent être alors de nature plus compliquée, mais les expressions (lo), sous la condition (9), sont encore évidemment des périodes de l'intégrale double. Toutefois, et c'est là le point que nous venons signaler, tous les cycles à deux cl une usions de la surface algébrique ne pourront pas toujours être engendrés de cette manière, en ramenant à un seul planjK = ^, contrairement au théorème que nous venons de démontrer plus haut, dans la démonstration duquel la nature simple des points singuliers b a joué un rôle. Nous le montrerons sur un exemple dans la section suivante.
Revenons aux périodes précédemment trouvées
y^mt f iUr)dy avec la condition
Elles se ramènent immédiatement à un nombre limité d'entre elles. Tout d^abord, parmi les 0/(jk), il J en aura, en général, 2/> qui sont linéairement indépendants. Ceci arrivera en particulier si l'équation E est irréductible (ce qui est le cas général). Supposons, en efî'et, que, parmi les 0/( y), il y en ait moins de 2/> linéairement indépendants, soient
et supposons tracées toujours dans le plan de la variable y les coupures allant de a aux points singuliers b (comme au n"" 2). Considérons l'intégrale 0,(7), elle n'aura en a que .s* déterminations linéairement indépendantes, puisque la circulation autour
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d'un lacet correspondant à 6/ augmente simplement, d'une manière générale, ^{y) d'un multiple de Q/(y), et que, parmi ceux-ci, il n'j en a que s linéairement indépendantes. L'équation E aurait donc une intégrale qui n'aurait dans tout le plan que s déterminations linéairement indépendantes; elle serait donc réductii3le, contre l'hypothèse faite. Dans les généralités qui vont suivre, il sera supposé qu'il y a ip fonctions Q linéairement indépendantes.
Soient alors, pour fixer les idées,
les Q correspondant respectivement aux points critiques
linéairement indépendants. Si h est supérieur à 2/;, on a nécessairement une identité
Envisageons alors les expressions
kh=m\ / il,{y)dy-i-...^mfi^p / ihp{y) dy -^ jyin / ilhiy) dy {h = 2/?-+-i, .. ., N),
qui sont des périodes. Or, si P est une période de l'intégrale double, on a
P -^[^/ f ^h{y) dy [^avec ^ p./0/( JK) = ^J ;
on pourra manifestement trouver une relation entre les P et les A, par l'élimination des quantités
f ilh{y)dy {^h = o.p-^i, ..., N),
ce qui conduit à une relation de la forme
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À, les \k et les Sy étant des entiers, et 1 étant différent de zéro. Puisque P et les A ne dépendent pas de a^ il en sera de même de
ce qui entraîne la relation
2 8vi^v(j) = O.
Mais les ^v{y) (pour v = i , a, . . . , 2/>) sont linéairement indépendants par hjpothèse; par suite, on aura
Ov= o (V = I, 2, . . . , 2/»).
Il résulte delà que, entre Pet les A, il y a une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Donc, nous sommes déjà assurés que le nombre des périodes est au plus égal au nombre des quantités A, c^ est-à-dire N — 2y9.
9. Nous pouvons aller plus loin. Il existe des relations homogènes et linéaires à coefficients entiers entre les A, d'où résulte une diminution du nombre des périodes. Puisque l'intégrale double dont nous sommes partis est de première espèce, toutes les solutions de l'équation E, désignées d'une manière générale par cjl)(j/"), ont leurs résidus nuls pour le point à l'infini. Soit alors ^{y) une solution arbitraire de l'équation E; en prenant
le long de l'ensemble des lacets b^, b^-, . . ., b^^ on obtiendra le même résultat que pour un contour autour du point à l'infini, c'est-à-dire zéro. La valeur de l'intégrale précédente est manifestement de la forme
H-1 / ûi(jK)^/r-f-...-+-[XN / Q.^{y)dy.
En l'égalant à zéro, on obtient une relation homogène et linéaire à coefficients entiers entre les A. En prenant pour ol)(jk) succes-
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sivement2/? solutions indépendantes toj, to^, .«., toop de E, on obtient 2p relations de cette nature.
La valeur de l'intégrale
autour du point ce, exprimée en fonction des A, prend la forme
les V étant des nombres rationnels. On obtiendra donc les ip relations
Une cjuestion imporlante se pose immédiatement : ces ip relations ^sont-elles distinctes^ c'est-à-dire peut-on en tirer 2/? des A en fonction des N — '/\p autres? JNous allons démontrer que la réponse est affirmative, en raisonnant comme à la page 828.
Considérons, à cet effet, une intégrale arbitraire de seconde
espèce
^P(^, jK, z) dx
(P poljnonie en x^ y qV z s'annulant sur la courbe double) de la courbe entre ^ et ^ représentée par l'équation
Les périodes de cette intégrale sont des fonctions de jk, satisfaisant à une équation linéaire du tjpe E. Les ip déterminations (jl>|, 0)2, ..., ^'ip linéairement indépendantes sont uniformes à l'inlîni, et l'on a par exemple les développements
autour àe y :=:qc. Comme nous l'avons vu, les 2/? résidus de l'intéerale double
P(.T, jK, z) dx dy
relatifs à la courbe à l'infini de la surface, sont les valeurs de l'in-
tégrale
autour du point à l'infini; ils ont donc pour valeur
Nous avons vu (p. 828) que, en nous plaçant dans un cas très général, on pourra certainement déterminer un polynôme
tel que les ^p résidus de l'intégrale double
j(jK)P(a7, jK, z) dx dy
aient des valeurs arbitrairement cboisies.
Ses ip résidus par rapport à la courbe à V infini de la surface algébrique seront donc linéairement indépendants au point de vue arithmétique.
Désignons alors par
fz
(Q^ poljnome en œ. y^ Zy s'annulant sur la courbe double), une intégrale double jouissant de la propriété ci-dessus. Elle va nous servir à démontrer que les 1 p relations S sont distinctes.
10. Les équations différentielles linéaires E et E' relatives aux périodes de l'intégrale abélienne (8)
et de l'intégrale
ont même groupe.
Désignons par
Qfa?, y^ z) dx Qi(^, 7, z) dx
A 1 Av
les expressions formées avec l'intégrale (i 2)de la même manière que
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les A des n"' 7 et 8 avec rinlégrale (2). Les '2 p résidus de (12), relatifs à la courbe à l'infini , seront égaux à
(i3) Ap^xHp^i-^'"-^A^k (à = i,2, ...,2i>),
les nombres rationnels v étant les mêmes qu'au n° 9, puisque les groupes des équations différentielles linéaires E et E^ sont les mêmes; désignons par tt^^j l'expression (i3).
Nous allons voir de suite que les 2 p relations S du n° 9 sont distinctes. Si, en effet, celles-ci ne pouvaient être résolues par rapport à 2/> des A, on pourrait trouver des entiers kk (non tous nuls) tels que l'on ait
kh{'^2P+l-^2p+l-^' . .-4-V^^An) = O
identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les lettres A. Il en résulte que l'on aurait
ce qui est contre l'bypothèse que les uy^ ne sont liés par aucune relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
La réponse à la question posée au numéro précédent est donc bien affirmative. Par suite, le nombre des périodes de notre intégrale double de première espèce est au plus
puisque, entre les N — 2 p périodes A, il existe 2p relations distinctes homogènes et linéaires à coefficients entiers.
La question qui se poserait maintenant serait la recherche du nombre des périodes, distinctes de l'intégrale double la plus générale de première espèce d'une surface donnée. Mais c'est une question que nous n'aborderons pas en ce moment et c'est dans une tout autre direction que nous allons nous engager.
Nous allons voir dans les sections suivantes que c'est la combinaison
qui est véritablement intéressante, et nous trouverons une rela-
tion remarquable entre les deux nombres py et p et la combinaison précédente.
II. ~ Généralisation des résultats précédents; sur certains cycles à deux dimensions de la surface, situés à distance finie.
H. INous sommes, dans la section précédente, partis d'une intégrale double de première espèce. Que deviennent les considérations, dont nous avons fait usage, quand, au lieu d'une intégrale de première espèce, on considère une intégrale double quelconque
de la forme
P {.r^ y, z) dx cly
Jz
P(x, y, s) étant un polynôme quelconque s'annulant sur la courbe double. Les périodes de l'intégrale abélienne
P(^.', y, z) dx
relative à la courbe /(^, JK, 5) = o entre x ^V z sont alors des fonctions de y . Ces périodes sont au nombre de
ip -H m — i
et satisfont à une équation linéaire E^ Parmi ces périodes, in — i correspondent aux points à l'infini et sont des polynômes qxi y {voir page 217 de ce Volume). Ainsi, l'équation EM'ordre 2/?-j- in — \ admet comme solutions m — i polynômes tuo, 113, ..., tU/;^, qui n'existaient pas tout à l'heure pour l'équation E.
En chacun des points singuliers existe toujours une intégrale Q avec les mêmes propriétés, et si entre Q, , ^21 . . . , ^^ il existe une
relation
/?^l ûi -h. . .-f- fJisi^s =" o (les m entiers),
l'expression
' ili dy -\- m^ / ^2 <^jK -H . . . -H nis / ils dy
ne dépendra pas de a. 11 pourrait arriver que la portion P^ de la
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surface de Riemann correspondant à j\x^ a, 5) = o [voir n^ 3),
limitée par ies bords
mi Ff , . . . , 'iis^^i-j
contînt un ou plusieurs points à Tiniini; dans ce cas, l'intégrale double n'aurait pas de sens à cause des points à l'infini, mais l'expression précédente n'en aurait pas moins un sens.
Faisons maintenant l'iijpothèse, correspondant au cas général (^), que pour une intégrale arbitraire de la forme indiquée il y ait 'ip-\-ni — i fonctions ^{y) linéairement indépendantes, soient
12 1, 122, • • • 5 ^^2p-^ni-l
correspondant respectivement aux points singuliers b de même indice; elles formeront un système fondamental de l'équation différentielle linéaire E^ Envisageons une autre lettre 0, soit 1)^, où s est supérieur à ip -{- m — 1 . On aura la relation identique
( I 4 ) f^^i 12i -T- . . . 4- ni^p-^„i-i Q.op^,n-i -r- Dis ils = o,
et l'expression correspondante, indépendante de a,
(i5) /ih lilAy)dy-^...-r-nis / 12,(7)6//.
11 est facile de voir que les contours
1^1? i^2) •••5 ^ip^m—i-, ^s
limitent, sur la surface de Riemann /(^,, 7, z) =z o, une portion de surface ne comprenant pas de points à l'infini, et, par suite, l'expression (i5) est une période correspondant à un cycle à distance finie. Pour le démontrer^ rappelons que, sur une surface de Riemann à m feuillets, on peut tracer ip ^ m — i contours à regarder comme distincts, si dans la déformation ces contours doivent nécessairement rester à distance finie, et que tout autre contour peut se ramener à une somme de ceux-là, les déformations se faisant toujours sans passer par l'infini.
(^) Dans tout ce qui va suivre cette condition sera supposée satisfaite. Nous la discuterons dans la Section IV de ce Chapitre.
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Les contours
répondent bien à ces conditions puisque les 2p-\-]n — i fonctions
sont linéairement indépendantes. Ensuite, tout autre contour Vg (ou un de ses multiples) peut se ramener à une combinaison des F précédents, sans passer par l'infini. Donc nous aurons sur la surface de Riemann une portion P, n'ayant pas de points à l'infini et limitée par
cette portion P adjointe aux 2p -H m surfaces ouvertes^ que nous avons fait correspondre aux contours précédents, nous donnera le cjcle fermé à deux dimensions, tout entier à distance Jinie, qui donne la période (i 5), comme nous voulions l'établir. Nous obtenons donc de cette manière
N — ip — {in — I )
périodes pour notre intégrale double.
La théorie développée plus haut (n"8) a ici son analogue. Toute période P de l'intégrale double correspondant à un cjcle, situé à dislance finie, est encore de la forme
\^k / ilk{y)dy avec l'identité
A chaque valeur s plus grande que ip -\- m — i correspond, d'après ce qui précède, une période P^, et il y a entre P et les 1\ une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
12. Nous avons considéré l'intégrale double (.6) Jjn^,y,pd.dy
OÙ p est un poljnome quelconque s'annulant sur la courbe double.
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INous nous rapproclieroiis des résultats obtenus dans la section pré-
cédente, si nous supposons que l'intégrale abélienn
relative à la courbe /(^, j)', ;:;)=: o entre œ el z^ est de seconde espèce. L'équation E^ est alors seulement d'ordre 2/j>, et nous avons de nouveau
expressions correspondant à 2/? + i (onctions 0. A la vérité, elles ne peuvent être toutes considérées comme des périodes, à cause des points à Finfîni du cycle correspondant, à moins que l'on ne veuille élargir le sens du ijiol période.
li résulte de ce que nous avons dit au numéro précédent que, pour m — 1 des N — ip expressions trouvées, le cycle correspondant s'étend à l'infini, de telle sorte que Ton ne peut pas dire en général que l'intégrale double prise sur ce cycle ait un sens.
Un cas particulier n'est pas sans intérêt.
Supposons que Tintégrale abélienne (17) soit de première espèce. Alors il n'y a [)lus aucune difficulté relative aux points à l'infini, et les IN — '2p cycles à deux dimensions conduisent à une intégrale double ayant un sens déterminé. Parmi les N — 2.p valeurs de ces intégrales, il y en a 2/? qui sont les résidus de l'intégrale double par rapport à la courbe à l'infini de la surface. Nous avons rappelé à ce sujet (n"9) les résultats de la page 217, d'après lesquels ces résidus sont les valeurs de l'intégrale
'{y)dy autour du point 00.
13. Revenons au cas général du n" 11. Les N — 2 /> — {m — i) périodes, que nous m^ons trouvées, sont-elles distinctes?
Nous allons démontrer que ces périodes sont distinctes, c'està-dire ne sont liées par aucune relation homogène et linéaire à coefficients entiers, si Vintégrale double
(18) / j ':',■ ^ dxdy
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est arbitraire (P étant toujours un polynôme s'annulant sur la courbe double). Tout d'abord, dans une telle intégrale double, on peut, comme on l'a vu (p. 327), supposer le degré du polynôme P limité, puisque par la soustraction d'une expression de la forme
U et V étant des polynômes en ^, 5 à coefficients rationnels en y (s'annulant sur la courbe double), on peut limiter le degré de P, et que dans la nouvelle intégrale les périodes seront les mêmes (pour ce point voir la section suivante de ce Chapitre). Soit alors l'intégrale double (18), ainsi réduite, renfermant s paramètres essentiellement distincts a,, ao, ..., a^, c'est-à-dire telle que, quand les a ne sont pas tous nuls, elle ne se réduit pas à la forme (îq). Admettons maintenant que les périodes trouvées de (18) soient liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. U est presque évident que ces coefficients entiers ne varieront pas avec les paramètres a qui sont susceptibles de variation continue. Pour le voir bien nettement, désignons par
PI, Pî, ..., P^' [,^^N-2/>-(/;z-i)J
les périodes de (18) quand on fait a, = i et ao ==...= a^= o, et d'une manière générale par
les périodes quand a/= i, les autres a étant nuls.
Les P], P^-, . . . , P^, pour une valeur fixe de /, ne seront pas nulles à la fois, car alors l'intégrale correspondante à 7,/:= i, les autres a étant nuls, n'aurait pas de périodes et serait par suite réductible à la forme (19), comme il sera démontré dans la section suivante.
Si les périodes de (18) ne sont pas distinctes, on aura, par hypothèse, quelles que soient les constantes arbitraires a,
Ml (ai P} H- 7.2 P| H- . . .H- ciJ\r) + • • .+ ^J^^X^i Pï'+ ^2 P^'H- . . . H- ^.Pf ) = o,
les M étant des entiers qui ne sont pas tous nuls. Les P sont des nombres fixes; les entiers M pourraient-ils dépendre des variables continues a? Donnons à a des valeurs déterminées, mais arbi-
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trairemefil choisies. On a l'égalité ci-dessus. Il faudra nécessairement que tous les coefficients des a soient nuls, c'est-à-dire que
En effet, dans le cas contraire, on pourrait exprimer un des a à l'aide des autres et des quantités P^ or, ceci est impossible, car on peut certainement trouver s nombres irrationnels a^ tels qu'aucun d'eux ne soit susceptible de s'exprimer rationnellement à l'aide des autres et de nombres déterminés P (en nombre fini). De là résulte que la relation sup[)osée entre les périodes de (ï8) est toujours la même, quelle que soit cette intégrale double.
Envisageons alors une intégrale déterminée, d'ailleurs prise arbitrairement, du tjpe (18). En conservant aux Q la même signification que dans tous les numéros précédents, une relation entre ces périodes se traduirait par une égalité de la forme
^^1 (r ) dy -^...-^ m^ / ^N ( y ) dy = o,
les m étant des entiers qui ne sont pas tous nuls (' ).
Supposons alors qu'au lieu de l'intégrale (18), nous partions de l'intégrale
r r es ( y)V{x, y,z)dxdy
^"^ J J jr- '
^{y) étant un polynôme en j\ D'après ce qui |)récède, nous aurons, quel que soit ce polynôme, la relation
/ ^{y)^h{y)dy-^...-r-m^ / o{y)il^,{y)dy^o
avec les mêmes entiers m que dans la relation (^o).
Ainsi, en changeant seulement un peu les notations, on aurait
{fig> 23) des fonctions délerminées B,(j)'), ..., B^(;'), holo-
( ' ) Il est essentiel de remarquer qu'aueua des i^,(y) n'est identiquement nul, comme on le reconnaît en calculant ^2,(^) qui est didérent certainement de zéro, si, comme on peut le supposer, le polynôme P(^', r, z) ne s'annule i)as aux points de la surface/ où le plan tangent est parallèle au plan des zx.
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niorplies respectivement de a en 6^, de a en 60, . . ., de a en h^ (dont la somme est d'ailleurs identiquement nulle et qui ne sont pas toutes nulles), avec la relation,
qui aurait lieu, quel que soit le polynôme f (jk). Il est aisé de voir que cela est impossible. Ceci entraînerait en effet les relations en nombre infini
Or, envisageons la somme
r-0,^.^...^rm^.
OÙ X est une variable arbitraire, correspondant à un point non situé sur les courbes d'intégration ah>^ , • • • ? ob^. 11 est certain que la somme précédente représente une fonction de x^ qui n^ est pas identiquement nulle. En effet, d'après une théorie élémentaire, la fonction de x
C'^J^dy
éprouve l'accroissement
2 7utB/i(;r)
quand le point x va d^m bord à l'autre de la coupure bkOi.
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Ceci posé, pour x trrs grand, on peut développer l'expression (22) suivant Jes puissances croissantes de -j et les coefficients
des différentes puissances de - sont précisément les premiers
membres des relations (R). L'expression (22) serait donc identiquement nulle, ce qui est contradictoire. Le théorème est donc démontré.
14. Parmi les N — ip — [m — i) périodes distinctes que nous venons de trouver, il y en a 2/? qui sont les résidus de l'intégrale double relatifs à la ligne à l'infini de la surface; ces résidus correspondent à l'intégrale
prise autour du point oc, en prenant pour (jl)(j)/), ip intégrales de l'équation E^ formant un système fondamental avec les m — i polynômes désignés par iz au n" 11, Si l'intégrale double est arbitraire, ces 2/? résidus sont certainement distincts ; on le démontre en raisonnant comme au n^ 9.
Nous concluons de là, qu'e/z ne comptant pas les périodes correspondant aux résidus relatifs à la courbe à l^ infini de la surface, nous a^ons
périodes distinctes correspondant à des cycles à distance finie . En particulier, envisageons une intégrale double générale de seconde espèce , du type des intégrales précédentes,
P(^', y^z~) dx dy
comme cette intégrale, étant de seconde espèce, n'a pas de résidus. le nombre de ses périodes correspondant à des cycles à distance finie est égal à
15. Dans tout ce qui précède, il a été essentiellement supposé que la surface occupait une position arbitraire par rapport aux axes; d'une manière plus précise, les pians tangents à la surface, parallèles au plan des zx^ correspondent à des valeurs y =^ b qui
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sont des points singuliers de l'équation différentielle E^ jouissant des propriétés très simples sur lesquelles nous nous sommes appuyés. Nous avons déjà énoncé au n° 7 la remarque, que les choses seraient moins simples si la surface avait une position particulière par rapport aux axes.
Vérifions-le sur la surface
qui nous donnera d'ailleurs l'occasion d'exemples d'une autre nature particulièrement instructifs ('). Envisageons la courbe entre x et z représentée par l'équation précédente. Nous avons, pour cette courbe, deux cycles F, et Fo ; en faisant décrire k y dans son plan un chemin fermé convenable, nous ramenons F, et T. 2 à leurs positions initiales, et ainsi se trouvent engendrés deua^ cycles à deux dimensions pour 5 situés à distance finie. Les points critiques relatifs k y sont ici les trois racines de
mais ces points singuliers ne sont pas de la nature de ceux que nous avons rencontrés dans le cas général. On ne trouve ici que deux cycles à deux dimensions. D'ailleurs ces cycles existent bien elfectivement, je veux dire ne se ramènent pas à zéro. Envisageons
en effet l'intégrale double
X dx dy
qu'on vérifie aisément être de seconde espèce, ce que nous allons retrouver d'ailleurs plus bas. Calculons sa valeur le long du cycle précédent. Posons à cet effet
d'où se déduit
L'intégrale double devient alors
fr^'-^'-fé^^''''-
( ' ) E. Picard, Sur les périodes d'une intégrale double de fraction rationnelle [Annales de l'École Normale supérieure^ 1900).
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Sous celle forme, les périodes sonl calculées de suile. En effet, désignons par lu et cos des périodes de l'intégrale simple
J Vi—r'-dr^
et par Q et Os les périodes de l'intégrale simple
t dt
Nous aurons pour périodes de l'intégrale double correspondant aux deux cycles à deux dimensions indiqués plus haut
ojil et M Hz
(s = racine cubique imaginaire de l'unité); ces expressions étant différentes de zéro, les deux cycles existent effectivement.
En permutant x al y on a deux autres cycles à deux dimensions, et l'on peut montrer qu'ils ne se ramènent pas aux deux premiers. En effet, l'intégrale double
' y dx dy
prise le long de l'un ou Tautre des deux premiers cycles est nulle, puisque l'intégrale double exprimée à l'aide de j)^ et t devient ici :
ydy
ri
qui est nulle le long des cycles à deux dimensions de la première catégorie. Au contraire, en considérant l'intégrale double
y dx dy
le long des cycles de la seconde catégorie, on aura des valeurs différentes de zéro. Par suite, tous les cycles à deux dimensions ne peuvent être formés en faisant la réduction avec un plan y = a, comme nous voulions le montrer. Mais ceci n'est pas en opposition avec le théorème général démontré au n" 6, car les plans
y = const.
occupent une position spéciale par rapport à la surface.
il sera intéressant de faire, sur la surface
(S) X^-hy'^ -r~ Z^ =: 1,
une vérification du théorème générai du n^' 14 sur le nombre des périodes d'une intégrale double générale de seconde espèce correspondant à des cycles à distance finie.
Pour une surface générale du troisième degré, on a
l'expression
^ — ^ip ~ (m — i)
sera ici égale à 6. Nous devons donc pouvoir trouver 6^^ périodes distinctes pour une intégrale double arbitraire de seconde espèce de la surface (S). Or^ envisageons l'intégrale double
A, B, C étant trois constantes arbitraires.
Nous montrerons d'abord que cette intégrale est de seconde espèce. Prenons par exemple,
— dcu dy (<ï^i correspond à A — G = o).
L'identité
rend manifeste que l'intégrale est de seconde espèce. Les deux autres intégrales se déduisant de celle que nous venons d'examiner par des permutations de lettres, il n'est pas douteux que Pintégrale (aS) est de seconde espèce. La possibilité de cette permutation est évidente pour
j i ~ dx dy {Pl~^=.o}.
Pour la troisième intégrale
xy , , -~ dx dy^
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il suffit (le remarquer que l'élément
dx dy
peut se remplacer par
dy dz
et nous avons par suite l'intégrale
- dy dz.
qui est de même type que les précédentes.
Calculons maintenant les périodes de (a'i). La première catégorie de cjcles à deux dimensions, dont nous avons parlé au n° 15, donne les périodes
(24) Cwii, Ga)12ô,
les intégrales doubles ayant pour coefficients A et B, donnant des périodes correspondantes égales à zéro.
Les cjcles de la seconde catégorie (pour lesquels la réduction est faite avec un plan x^=.ci) donneront, dans les mêmes conditions, les périodes
Enlîn, on pourra encore former deux autres cjcles, en faisant la réduction avec un plan z = a, et cela toujours de la même manière. Ils donneront les périodes
('26) Acol2, Aoji2s.
Pa/' siiite, nous m^ons Jormé, pour i^ intégrale double de seconde espèce (^^3), six périodes distinctes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie, représentées par les expressions (24)? (^5), ('^6).
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III. — Comparaison entre le nombre des périodes des intégrales doubles de seconde espèce et le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce; relation fondamentale entre ces deux nombres.
17. Nous allons revenir maintenant an problème dont nous nous sommes occupés au Chapitre précédent : reconnaître, étant donnée une expression
(Q s'annuiant sur la courbe double), si elle est susceptible de se mettre sous la forme
dx oy
Gomme nous Pavons signalé au Chapitre précédent, le nombre p joue un rôle important dans ce problème.
Le cas le plus simple est celui de ^ ^=-\^ dont nous nous occuperons tout d'abord, en nous reportant particulièrement pour les notations au n^ 10 du Chapitre précédent. Nous avons, si le problème est possible, l'identité
^'^^' f'z àx ' dy '
OÙ B^ est de la forme
l>i ^=^ di il -h ... -h ^(^2/) ^2p -H C2 J2 ~T~ • • • ~i~" <^m J fH)
les a et c étant rationnels en y. Les I et les J sont déterminés, comme il a été expliqué aux n"' 10 et 12 du Chapitre précédent. On a
les 0 et g' étant des polynômes en .3; et ^ à coefficients rationnels en y. Quant à A^, c'est une fonction rationnelle œ^ y, z, dont il est inutile de donner la forme.
Hosted by
)4 CIIAPITRK XI.
Posons, pour abréger,
Q^ étant Lin polynôme en ^ et :î à coefficients rationnels en
18. Pour une valeur fixe, arbitraire d'ailleurs de y^ intégrons les deux membres de l'identité (27) le long d'un cycle relatif à la courbe/(x,y, 3) = o entre x et z. Nous aurons d'une manière générale
oj et (i)' étant les périodes correspondantes des deux intégrales abéliennes
La variable y partant de a, tournant autour d'un point ht et revenante son point de départ, nous déduisons de suite par intégration de l'identité (28)
(29) f ili{y)dy=H-{a),
en prenant pour ^{y) une période augmentant de Û/(j/) par une rotation de y autour de ht (nous nous servons des notations du commencement de ce Chapitre). Quant à ù'- (jk) il a la même signification par rapport a l'intégrale
r Q' dx que ^^i(y) par rapport à l'intégrale
Les égalités (29) relatives aux divers points singuliers 6 vont nous permettre de faire une remarque importante. D'après la première section de ce Chapitre, les périodes étudiées de l'inté-
grale double
Q{x,y, z)dxdy
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sont de la forme
2_ l^i f ^-1(7) (-fy ^^'6C rideiitité \ ixii2i(y) — o .
Les équations différentielles linéaires relatives auK deux intégrales (3o) et (3i) ont le même groupe. Si, entre certains û^- , on a l'identité
on aura nécessairement l'identité
2ia,(>;.(j) =0.
Or on a
Par conséquent, toutes les périodes (*) de l'intégrale double sont nulles. Ainsi, l'identité (27) entraîne la conséquence que toutes les périodes de l'intégrale double
r r(i{x,y,z)dxdr
sont nulles. 11 s'agit d'ailleurs, on ne doit pas l'oublier, de surface pour laquelle 0 = 1.
19. Nous démontrerons maintenant la réciproque du théorème précédent :
Si toutes les périodes sont nulles pour V intégrale double qui précède^ on peut mettre jt sous la forme
dx ôy
Nous allons d'abord chercher si, les périodes étant supposées
(^) Quand nous parlons de périodes, nous parlons toujours des périodes étu" diées plus haut, relatives à des cycles tout entiers à distance finie, et qui sont en nombre IN — 2^0 — {m — i ) .
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iiLilleSj on peut déterminer les a et les c rationnellement en jk, de telle sorte que
0^(y) correspondant à l'intégrale
' Q' dx
—y — Cti^i "i~ . . . "T- Cilp i'ip "+" C2 J 2 "+" • • • ~t~ C//i J //i7
où
avec les notations rappelées au n^ 17. Désignons d'une manière
générale par
il'l et Y'i
les valeurs, analogues à 0/, se rapportant aux intégrales écrivons les TS relations
qui vont déterminer les 2p -{- m — 1 fonctions de y
Les IN relations (R) se réduiront à 2p-\-m — i d'entre elles, puisque toutes les périodes sont supposées nulles ; car, en ajoutant plus de 2/> + m — 1 des relations précédentes multipliées par des entiers [;. tels que Su/Q/(j/) = o, on obtiendra zéro identiquement. Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait des relations distinctes en faisant i successivement égal à
Le déterminant des coefficients des ip-\- m — i inconnues a et c dans ces relations ne sera pas identiquement nul, car alors il y aurait une combinaison linéaire des intégrales
Q/; dx r qic dx
J%f " ff
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qui, n'ayant pas de période, serait algébrique, ce qui est incompatible avec la façon dont ont été formées ces intégrales.
Les relations (R) permettent donc de déterminer les a et les c, mais les valeurs ainsi obtenues sont-elles fonctions rationnelles de yl 11 est aisé de voir qu'il en est bien ainsi; il suffit de montrer que ces fonctions sont uniformes, car aucune singularité essentielle ne se trouve dans les expressions figurant dans les calculs qui précèdent. Or, quand on fait décrire à y un chemin fermé entourant le point singulier 6ç, les
et l'intégrale
iV.' Y h
f ^Hy)dy
se reproduisent respectivement aux termes additifs près
v.,1)^', v,-rf et v^, / ilc,{y)cly (v,. entier).
L'ensemble des relations (R) n'a donc pas changé, quand on substitue aux coefficients des a et des c leurs nouvelles valeurs après que y ^ partant d'un point, y revient après avoir décrit un contour quelconque. Ceci suffit évidemment à établir que les a et les c sont des fonctions uniformes, et, par suite, rationnelles dej^-
Nous avons donc déterminé une fonction rationnelle Ri dex^y et ^, en posant
Montrons maintenant que l'on peut déterminer une fonction rationnelle A, de cT, j)/, Z'j telle que
fz ^y ^^
11 suffit défaire voir que l'intégrale abélienne
regardée comme appartenant à la courbe entre ^ et 5,
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n'a pas de période. Or c'est précisément ce fait qu'expriment les relations (R), qni nous ont servi à déterminer les a et c figurant dans Bi, ou du moins ce fait résulte de leur dérivation par rapport à y. Il est donc certain que nous pourrons déterminer rationnellement B, en x^ y et z satifaisant à la relation précédente, comme nous voulions l'établir.
Il est important de remarquer que, dans la démonstration de la réciproque, nous ne nous sommes pas servi de ce que p = i . Quand les périodes sont toutes nulles pour l'intégrale double
(a) J j j, dxdy,
on peut mettre -~ sous la forme inditjuée. Nous pouvonc donc énoncer la proposition suivante :
Pour que V expression ^i P^^^^^^ ^^ mettre sous la forme
dx dy
il suffit que toutes les périodes de V intégrale (a) soient nulles. Cette condition suffisante sera, de plus, nécessaire s'il s'agit d'une surface pour laquelle le nombre p égale r unité.
20. Le théorème précédent va nous conduire à une proposition très importante relative aux surfaces /;oi/r lesquelles p = i.
En écrivant que toutes les périodes de l'intégrale (a) sont nulles,
nous avons
N — {ip -\- m — i)
égalités à écrire. Ces égalités sont-elles bien distinctes? C'est une question qu'il nous faut examiner tout d'abord. Nous avons rappelé (n^ 13) que toutes les intégrales de la forme (a), où Q est un poljnome en ^, y et z s'annulant sur la courbe double, se rapmènent par la soustraction d'une intégrale
//[é(/i)-I^Gi)]-*
(U et V étant des polynômes en ^ et ^ à coefficients rationnels en y) à une expression de la même forme, mais où le degré du
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polynôme O est limité. Soit donc
(8) f r-Pt^^^r. z)dx'dy ^
P étai)t un polynôme, s'annulant toujours sur la courbe double, dont le degré soit ainsi limité. Le polynôme P ainsi réduit renferme un certain'nombre de paramètres essentiellement distincts ai, a2, . . . , a^ (^voir iV 13). La question est la suivante :
Les N — 2/; — (m — i) périodes de l'intégrale ([3) sont des polynômes linéaires et homogènes en a^, a2, . » . , a^; ces polynômes sont-ils algébriquement distincts, c'est-à-dire aucune combinaison linéaire à coefficients constants de ces polynômes n'est-elle identiquement nulle par rapport aux paramètres a? Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi. Plaçons-nous, en effet, dans 1 hypothèse ou les polynômes en a,, a^, . • . , a^ ne seraient pas distincts. Pour une intégrale double arbitraire de la forme (a), les périodes se ramènent aux périodes d'une intégrale (|3), puisque l'intégrale soustraite pour faire la réduction n'a pas de périodes^ les périodes de rintégrale (p) étant, dans notre hypothèse, liées par une certaine relation linéaire dont les coefficients sont indépendants de a,, ao, . . . , a^, il en sera de même pour les périodes de (a). Nous arrivons-donc à la conclusion que les périodes
Pl5 P'27 • • • 1 Pn— 2/J— (//i— 1)
de l'intégrale (a), où Q est un polynôme uniquement assujetti à passer par la courbe double, sont liées par une relation
(3'2) XiPi-i- X2P2-I-. • -H- ^^-2p-{7n~l)^ ^^-ip-ini-ï) = O,
les \ n'étant pas tous nuls et étant indépendants de Q. Or, il est aisé de voir que cela est impossible. Nous emploierons un raisonnement tout à fait semblable à celui qui nous à réussi au n° 13 pour un but analogue. Q ayant d'abord une valeur déterminée, nous envisageons une intégrale double où Q est remplacé par
en désignant par 'f(y) un polynôme arbitraire. Alors, en raisonnant comme au n"" 13, la relation précédente entre les périodes
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nous conduit à une relation devant être vérifiée, quel que soit le polynôme f(jK),
(33) 77ii I ^(y)^i{y)dy ^...- jm f ^(y) ih{j) dy = o,
les m étant des constantes (et non pas des entiers, comme au n° 13) qui ne sont pas toutes nulles. Les ù sont des fonctions déterminées, qui correspondent à Pintégrale (a) dont on est parti. II est essentiel de remarquer que tous les termes du premier membre ne peuvent disparaître, par suite de ce que les jn seraient nuls. Soient en effet, pour l'intégrale (a) dont on est parti, les périodes P formées de la façon suivante, en supposant
linéairement indépendants. On pose
-p+ni—
[/i r= I, 2, . . ., N — ip — {m ~ i)],
l'entier [A2/?+m-t+A n'étant certainement pas nul. Si donc, dans la relation (Sa), \h n'est pas nul, on trouvera certainement dans (33) un terme en
/ cp ( 7 ) ih,,^ni-i^/i ( J ) dy
et, par suite, la constante f7i2p^?n-\-^h n'est pas nulle. D'ailleurs, aucun des 0 n'est identiquement nul.
La relation (33) devrait être vérifiée, quel que soit le polynôme ^(jk); il ^y 9 qu'à raisonner, comme au n"" 13, pour voir que cela est impossible. Par suite, il est bien établi que, en écrivant que les N — 2 p — (m — • i) périodes de l'intégrale
F{a^, y^ z) dx dy
sont nulles, on obtient N — ip — (m — i) relations distinctes .
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Il résulte de là que ^011 a
Si en effet s était inférieur à N — 2/j — {m — i), on n'aurait pas JN — 2p — (m — 1) relations distinctes, en écrivant que les périodes de l'intégraJe (a) sont nulles. D'autre part, si s était supérieur à ]N — ip — {^in — - i), il j aurait au moins une intégrale de la forme ([3), où tous les paramètres a ne seraient pas nuls, et qui se réduirait à une intégrale du type
ce qui est en contradiction avec la définition du nombre s.
21. Proposons-nous de calculer le nombre po des intégralei doubles distinctes de seconde espèce. Ces intégrales rentrent dans les intégrales du type ([3), dépendant des s paramètres a. Il faut écrire d'abord que les intégrales de ce type sont de seconde espèce; ceci donnera exactement ip relations, car nous avons vu que, sans des conditions très générales, les ip résidus d'une intégrale double de la forme en question par rapport à la courbe à l'infini de la surface ne peuvent être liés par aucune relation. Nous avons
donc le nombre
s — ip
d'intégrales du type (j3), qui sont de seconde espèce. Par suite, s — ip représente le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. D'où le théorème suivant qui est fondamental dans la théorie :
Soit une surface f pour lacjuelle p = i . Le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce est donné par
r égalité
Po= N — 4/0 — (/??. — i).
ou encore :
Le nombre po est égal au nombre des périodes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie de V intégrale double générale de seconde espèce de la forme toujours considérée dans notre analyse
'P(^, jK, z)dx dy
Jf
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Il est remarquable que cet énoncé ait précisément la même forme que clans la théorie des courbes algébriques, où le nombre des intégrales abéliennes distinctes de seconde es{3èce est précisément égal au nombre des périodes d'une intégrale de seconde espèce. Mais la généralisation n'était pas immédiate, etelle est plutôt dans la forme que dans le fond, les périodes n'ayant pas des deux côtés absolument le même caractère; elle n'est d'ailleurs exacte que quand p = 1. 11 nous reste à examiner le cas où a est différent de l'unité.
22. Reportons-nous au n^ ISdu Chapitre précédent. On j a vu que, à un ensemble de lignes
Gi, G2, . . . , Gp_i
correspondant au théorème fondamental de la page 241, on peut faire correspondre des expressions
(O/ polynôme en x^ y, z s'annulant sur la courbe double), réductibles à une somme de deux dérivées partielles de la forme tant de fois écrite (les fonctions sous ces signes de dérivation devenant infinies pour une ligne G). De plus, toute autre expression
(Q polynôme en x^y^ z s'annulant sur la courbe double), réductible à une somme de deux dérivées partielles, sera de la forme
n àx\fL)'^ dy\fl
les \k étant des constantes, U et V des polynômes en x Ql z^ k coefficients rationnels en jk, s'annulant sar la courbe double.
Ceci rappelé, nous pouvons reprendre avec les modifications nécessaires l'analyse du numéro précédent. Nous avons toujours le
nombre
des intégrales de seconde espèce du type (|j), dont aucune combi-
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liaison linéaire n'est réductible à une intégrale du type envisagé plus haut
Mais, parmi ces s — 2/> intégrales, figurent des intégrales de la forme
/ / H dcc dy^
où l'on a
Il faut donc retrancher le nombre p — i de s — 2p pour avoir le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce, ce qui nous conduit de suite cl la formule
po= N — 4./^ — (m — i) — (p - 1).
On voit que le nombre p intervient dans l'expression de po- JNous pouvons alors énoncer le théorème fondamental suivant qui comprend comme cas particulier le théorème du uuméro précédent.
Le nombre po est égal au nombre des périodes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie de l^ intégrale double générale de seconde espèce de la forme
SI
fi
(Q polynôme en ^, JK, z s'annulant sur la courbe double), dimin ué de ^ — i .
Dans la formule qui exprime le théorème précédent, le nombre Oq est un invariant absolu, c'est-à-dire un invariant pour toute transformation birationnelle. Nous avons déjà dit qu'il n'en était pas de même de p.
23. Nous avons vu (n" 19) que, si toutes les périodes d'une intégrale double
Q{x^ y^ z) dx dy
fi
sont nulles, on a une identité de la forme
.o,^ q(x,r,z) _dA dB_
^'' ' Il ^ dx^ dy'
mais cette condition, suffisante pour l'identité précédente, n'est nécessaire que si p = i .
Quand p est supérieur à un, une intégrale
ff
fz
dx cly ^
où yj a la forme (34), peut avoir des périodes diftereutes de zéro.
Il est intéressant de voir à quel fait analytique est due cette circonstance.
On a vu, au n" 15 du Chapitre précédent, qu'à chaque courbe G du théorème fondamental qui conduit à la définition du nombre p (p. 240^ correspond une fonction
-^ (Qi polynôme en ^", y et ^),
tell
e crue
qu€
,o., Q/ à i Wi\ à i N,
l'z àx\gif'J dy\gifL
Mi et N/ étant des poijnouies en x et z^ k coefficients rationnels en j/. Quant à gi c'est un polynôme en x et jk, et la courbe gi = o donne la projection de G/ sur le plan des xy. Les deux quotients
et
deviennent seulement infinis à distance finie sur la courbe G/ (en dehors de lignes r = const. ).
De plus, il résulte de Pidentité (35) la conséquence suivante : pour une valeur donnée de y, l'intégrale
relative à la courbe entre x et z^ f{x^ y, z) =r o a, comme points singuliers logarithmiques à distance finie, les points de la courbe Ci correspondant à la valeur envisagée de /; pour tous ces points la
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période logarithmique a la même valeur qui est une constante T indépendante de y. Pour l'établir, il suffît d'intégrer les deux membres de l'identité (35), multipliés par do) dans le plan de la variable complexe (y ayant la valeur envisagée d'ailleurs arbitraire) le long d'un petit contour entourant un point M. Le premier membre donne zéro et le second nous apprend que la dérivée par rapport à jk de la période logarithmique en question est nulle, ce qui justifie bien la remarque énoncée.
Ceci posé, à l'intégrale (36) correspondent des fonctions que nous allons appeler 0^, jouaut par rapport à (36) le même rôle que les 0 par rapport à l'intégrale
j., dx\
mais, tandis que pour cette dernière il y avait entre plus de 9./j> -H 77Z — T fonctions Q une relation linéaire et homogène à coefficients entiers, soit
2 \H^Ay) = o,
la relation correspondante pour l'intégrale (36) sera
y\ '^i iï^ ( j/ ) -f- /c r = o ( /i: entier j ;
caria constante F est une période de l'intégrale (36), qui n'avait pas son correspondant dans l'intégrale ci-dessus.
Il est alors facile de se rendre compte que certaines périodes de i'intéorale double
/ / ->/ da: cly
puissent être différentes de zéro, en reprenant l'analyse du n" 18. Nous avons, comme dans ce numéro,
^\M { iMiy^dy^^xxiil'iXa) 1 ^ fa.-i^Kjr) - oj ;
mais, ici, le second membre n'est plus nul nécessairement ; il est égal à — kV qui peut être différent de zéro. On se rend donc bien compte que toutes les périodes puissent n^ être pas nulles dans le cas actuel correspondant à p ;> i ; de plus, on voit que l'inté-
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grale (87 ) a une seule période qui est multiple de la quautilé F relative à l'intégrale (36).
24. On pourrait vérifier les conclusions précédentes sur l'intégrale double de seconde espèce
X dx dy
relative à la surface
déjà considérée au n^ 14. On a ici l'identité
d ( x^dx
L'intégrale double considérée a deux périodes différentes de zéro, quoique le coefficient de dx dy sous le signe d'intégration soit la somme de deux dérivées partielles.
Il en est de même pour la surface
P(^) étant un poljnome en x^ et cet exemple a appelé le premier l'attention sur la circonstance qui nous occupe; nous avons formé incidemment (p. 199 de ce Volume) une intégrale double
U(.T, jK)
dx dy^
OÙ U représente un certain polynôme en x et j^, qui avait des périodes différentes de zéro, et l'on avait la relation
z dx
dy
qui définissait d'ailleurs le polynôme U. Il nous suffira d'appeler l'attention du lecteur sur ces exemples, où l'on vérifiera sans peine les remarques générales que nous venons de faire.
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PÉÉIODES DES IXTÉGRALES DOUBLES. Syy
IV. — Discussion des hypothèses générales faites dans ce Chapitre.
25. 11 a été admis, dans tout ce qui précède [voir n^* H), que pour l'équation linéaire E^ correspondant à une intégrale arbitraire
P(.T, _7, z) dx
(Je polynôme P s'annulant sur la courbe double), on pouvait trouver 'ip-\-in — I fonctions 0 qui ne soient pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Cette condition, avonsnous dit, est en général vérifiée. Pour préciser, nous allons montrer qu'elle est certainement vérifiée si la surface algébrique n'a pas d'intégrales de diliérentielles totales de seconde espèce (transcendantes), c'est-à-dire si sa connexion linéaire se réduit à l'unité.
Commençons par prendre une intégrale abélienne
Q(.27, y.^ z) dx
(le polynôme Q s'annulant sur la courbe double) qui soit une intégrale arbitraire de seconde espèce pour la courbe entre x et 5,
Nous avons alors pour ses périodes une équation différentielle linéaire E d'ordre 2p, considérée déjà bien des fois; soit toujours ùi la fonction Ù correspondant au point singulier bi.
Supposons que parmi les Q/ il y en ait moins de a/?, soient
entre lesquelles il n'existe pas de relation homogène et linéaire à coefficients entiers, mais telles que les autres Q sont liées à cellesci par une telle relation. Aux h cycles correspondant à 0,, ..., 1^/^, on peut associer 2p — h autres cycles, de manière à avoir pour la surface de Riemann entre ^ et ^,
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'^^p cycles distincts; clésigQons ces ip — h cycles, ou plutôt les intégrales correspondantes par
Pour les 2p intégrales distinctes de seconde espèce (38) / Il dcc. ..., / l^pdx^
formons le Tableau des périodes correspondant à ces cycles,
Q\ il] ...il^P
iH
^Ip-h^lp-h'-'^lp-h-
Le déterminant de ce Tableau n'est pas identiquement nul, car autrement on pourrait trouver une combinaison linéaire des intégrales (38), qui serait sans période, ce qui est impossible. Ceci posé, formons les équations
aiil{ -f-a.Of +...H-a2^1>p^ = o,
ai Ql -I- ^2 0| -{-... M- a^p û|/ = o,
«iCo} -i-a2(jOf -f-. . , -4- 6?2/;Wf^^ =^1,
ai (^^2p-h + <^^-2^lp-/i -^. . .+ a2p(J^ljj_./i, = C^p-Zn
les 2p — h lettres G représentant des constantes arbitraires. Ces équations définissent les a comme fonctions de y; nous allons voir que ce sont des fonctions rationnelles. En effets les 0 et les to se reproduisent, par une circulation quelconque de y^ à une somme près de multiples des Q; ainsi, par exemple, co^' se change en
les [j, étant des nombres rationnels indépendants de /cil en résulte que le système des équations en a reste invariable pour une circulation quelconque de y] donc lésa sont uniformes en y, et, par
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suite, i^ationnels (aucune singularité essentielle ne figurant dans les fonctions envisagées).
Nous concluons de là que les ip périodes de l'intégrale abélienne
(ai II -f- «2^2 H-- • --T- cciphi) ) dx^
relative à la courbe entre x et ^, f\x^ y, z) = o, ne dépendent pas de y^ et, en raisonnant comme nous l'avons fait plusieurs fois, on voit que la surface aura des intégrales de différentielles totales de seconde espèce (transcendantes). Nous pouvons donc dire que, si la surface a une connexion linéaire égale à l'unité (ce qui arrive en général), il y aura certainement ip fonctions Q qui ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
27. Plaçons-nous dans le cas qui précède. Nous allons démontrer que, pour une intégrale arbitraire du type toujours considéré
' V {x^ y, z) dx
il y a ip -\~ m — i fonctions tl cjui ne sont pas liées par une relation homogène et linéaire et coefficients entiers.
Tout d'abord il y en aura au moins 2/j>, puisque, d'après ce qui précède, il en est ainsi quand l'intégrale abélienne (Sg) est de seconde espèce.
Supposons d'abord qu^il j en ait seulement ip ; nous allons être conduits rapidement à une contradiction. Reprenons à cet effet les intégrales des numéros précédents
/ Ij dx. . . . , I l^p dx. / J2 dx^ , . . , / J/.
dx
avec les ùf et T^- correspondants (/==: i, 2, . . ., 2/>). Écrivons les équations
( 40) ai Q \- -^. . .-{- a^p ^1 ^' -+- C2 V| -H ... -H c,ji Vf =: o ( j == i , 2, . . . , -ip
En y considérant les c comme des constautes arbitraires, ces équations déterminent
Ctii Ct^i • • • ? ^^2P7
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38o CHAPITRE XI.
le déterminant de ces équations du premier degré en a étant certainement différent de zéro. D'ailleurs, d'après un raisonnement analogue à celui du numéro précédent, les a ainsi déterminés seront rationnels en y, puisque le système d'équations ne change pas pour une circulation quelconque de y.
Les relations (40)5 ou ^^s c sont des constantes, expriment que les ip + m — 1 périodes de l'intégrale abélienne
(4i) J{av\,
l On 1 2 p ~^ €2^2 ~T~ . . . ~
sont indépendantes de j/'. Il y en a 2/? qui sont nulles, et les m — i périodes logarithmiques sont les constantes arbitraires C2, . . ., Cm* On pourra par suite former une intégrale de différentielle totale de la surface de nature transcendante et n'ayant aucune ligne logarithmique à dislance finie. Or ceci est impossible, et par suite l'hypothèse faite qu'il y ait seulement 2p fonctions Q distinctes est inadmissible.
28. Supposons alors qu'il y ait seulement, pour l'intégrale (^9),
ip -\- m — I — X , ( o < T < /?! — i )
fonctions désignées d'une manière générale par Q, qui ne soient pas liées par une relation linéaire et homogène à coefficients entiers (les égalités étant exclues des inégalités ci-dessus).
Considérons ip des 0 correspondant à ip cycles distincts de la surface de Riemann entre x et s, /(^, JK, 5) = o, puis ni — ^ i — t des autres 0 linéairement indépendants entre eux et avec les premiers. On aura donc, pour une intégrale (Sg) arbitraire,
'-'-I7 "-"S? • • • 5 —2pi
puis
Envisageons d'autre part les polynômes 7C2, . . ., ^m^ correspondant aux points logarithmiques à l'infini. Les
peuvent s'exprimer à Faide de Qf, . . ., Ù2p et des iz. Soit ainsi
(/t = '2jy-Hi, ..., ip -h m — 1— t:),
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les À et les a étant rationnels. D'ailleurs, tous les déterminants d^ordre m — i — t formés avec les \h ne sont pas nuls, car, s^il en était ainsi, on aurait une relation linéaire entre
Ûi, ..., l).^, et les 12;,,
ce qui est contre l'hypothèse. On pourra donc, par exemple, des m — i — T équations du premier degré en Co, • . . , Cju-,
|J.f C2 -t- . . . -^ \X^ni Cm = 0 ( /i = 2/> H- I , . . . , 2/» •+- m — l — T ),
tirer C2, . . . , Cm^x en fonction de Cm_x+i, . • • , Cm- Ceci posé, reprenons les intégrales
/ I| dx^ .... / \^p dx^ / J2 dx^ . . . , /
J iji ctx
avec les
il'l et Vf {^i — \^ 'i^ . . . ^ .2/» -}- /?i — I — T ).
Ecrivons les 'ip -\- m — i équations du premier degré entre les a
et les c
G m — ■ r^lll-)
les k étant des constantes prises arbitrairement. Si les a et les c satisfont à ces équations, les ip + m — i périodes de l'intégrale abélienne
(42) / {a^l^-^,. .-{- a^pl^p-^ c^J-i-h. . .-\- Cj,J,n)dx
sont indépendantes des y, et il j en a t qui ne sont pas nulles. Le sj/stème des équations précédentes peut se remplacer par le système équivalent
a^Q^l -^ . . .-^ cHpil'}^ -\- c^T} -^ . ..-i-c,;irf = 0 (^ = i, 2, ..., ip),
[JLjc2-|-...-h [i^mCm = O {h=: ip-\- r, . .., 2/? H- /?Z — I— t),
^ ni — f^iii'
Sous cette dernière forme on voit immédiatement, à cause des remarques faites plus haut sur certains déterminants différents de zéro, que les équations peuvent être résolues. On a d'abord les c qui sont des constantes, puis les a. Or la première forme du système d'équations montre que ce système reste inaltéré pour une circulation quelconque de y. Les a seront par suite des fonctions rationnelles de y .
Donc, sous l'hypothèse que t n'est pas nul, on forme une intégrale abélienne (4^) dont les périodes ne dépendent pas de y, et t d'entre elles sont arbitraires. On pourra alors former une intégrale de différentielle totale de la surface (de nature transcendante) n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie, et nous avons la même contradiction qu'à la fin du n" 27. Le théorème énoncé au commencement de ce paragraphe est donc démontré.
Nous parlerons plus tard des cas particuliers où la surface aurait une connexion linéaire supérieure à l'unité, et où certaines hypothèses d'un caractère général faites dans les deux derniers Chapitres ne seraient pas vérifiées.
V. — Remarques sur les périodes d'une intégrale double de fonction rationnelle {}).
29. Nous terminerons ce Chapitre en revenant sur certaines intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface
dont nous avons déjà parlé aux n"^ 15 et 16. Il s'agissait de l'intégrale double de seconde espèce
-Ey±ly^^i:i^dxdy,
OÙ a, ,3, y sont trois constantes arbitraires. Nous avons trouvé les six périodes de cette intégrale correspondant à six cycles à deux dimensions tout entiers à distance finie. Or la surface S étant unicursale, on peut exprimer x^ y idl z en fonction rationnelle de deux
(') E. Picard, Sur les périodes cVune intégrale double de fonctions rationnelles {Annales de l'École Normale supérieure, 1908).
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paramètres u et ^, L'intégrale double devient alors une intégrale double de fonction rationnelle
R(m, p) du d\>,
R étant rationnelle en u^ ç. Cette intégrale double étant de seconde espèce, on a certainement
du ov
A et B étant rationnelles en u et ç. Tous les résidus de cette intégrale double sont donc nuls. D'autre part, on est porté naturellement à regarder comme étant des périodes de cette intégrale les six périodes de l'intégrale relative à la surface S, dont elle est la transformée. C'est une question de mots; mais il ne faut pas faire de confusions avec les dénominations employées plus haut; les siœ cycles à deux dimensions dans l'espace (^, y, ^), qui ont donné les six périodes en question, se transforment dans l'espace (a, ç) en six cycles; mais, ou bien ces cycles ont des points à l'infini, ou bien ils passent par des points pour lesquels R devient infinie ou indéterminée.
Indiquons le résultat du calcul dans le cas de Tintégrale
JJyd^ (oc^T^o),
pour laquelle les sia: cycles donnent seulement, comme nous l'avons vu plus haut, deux périodes.
On peut, pour la surface
^3 _|_ jj/3 _|_ ^3 _ I ^
expi^mer x^ y et z en fonctions rationnelles de deux paramètres u et v^ par les formules
ABC ^^D' ^^D' ^=D
où
A — PS- -H W£ -h i^^p2, B = — çz— us^ — u^ç^,
G = 1 -h WP ( P £ -i- W £2 ),
D — I -{- u^{vz^ -h us), e étant une i-acine cubique imaginaire de l'unité.
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En substituant dans l'intégrale, on trouve le résultat très simple
^44) .(i-e)Jf^
du clv^
et tous les résidus de cette intégrale sont nuls.
Les deux cycles donnant des périodes pour notre intégrale dans l'espace (^, y, z) peuvent être définis de la manière suivante. Posons
en faisant décrire à ^ et à ^ dans leurs plans respectifs des contours ne se réduisant pas à zéro et ramenant respectivement
y/i — x^ et y/i — t^
à leurs valeurs initiales, on engendrera un cycle à deux dimensions P de la surface S. A.u cycle P de l'espace (^,JK, z) correspond un continuum Q à deux dimensions de Fespace (w, v)\ l'intégrale double (44) pi^ise sur ce continuum est en un sens une période de (44)^ puisqu'elle est une période de l'intégrale (43), mais elle n^a rien de commun avec un résidu^ et avec les périodes envisagées plus haut.
La correspondance entre l'espace (^, y, z) et l'espace (w, v) est établie par les relations écrites plus haut
ABC ^^D' ^=D' ^^D
Il y a certains points de l'espace (?/, v) qui sont des points fondamentaux dans la représentation. Tels sont, à distance finie,
ii — £^ P — £,
A chacun de ces points de l'espace (w, v) correspond une courbe de l'espace (^, y, s); on conçoit que, si une de ces courbes rencontre le cycle à deux dimensions P, le continuum Q dans (w, v) passera par le point correspondant que nous appellerons A. Or un tel point A appartient au continuum
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pour lequel l'intégrale est en général infinie, ce qui fait que le continuum Q est d'une tout autre nature que ceux que nous avons envisagés dans la théorie des résidus des intégrales doubles. Il n'y a donc aucune contradiction. On peut encore remarquer que, quand le cjcle P se déforme dans l'espace (^, y, z)^ son correspondant Q, qui se déforme aussi, passe néanmoins constamment par le point A. Il y a aussi des points fondamentaux à l'infini, auxquels s'appliquent des considérations analogues.
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SUR L4 FORMULE GÉNÉRALE DONNANT LE NOMRRE DES INTÉGRALES DOURLES DISTINCTES DE SECONDE ESPÈCE (^).
Sur une propriété des surfaces dont la connexion linéaire est supérieure à un.
\. Dans le Chapitre précédent il a été supposé que l'on avail affaire à une surface, pour laquelle ne se présentaient pas certaines circonstances exceptionnelles. On supposait que la connexion linéaire de la surface était égale à V unité (t. II, p. S^^), et, en outre (p. 32^), que l'équation E n'admettait pas comme solution un polynôme en y. Examinons de plus près ces deux conditions; cette étude va nous conduire d'abord à une propriété intéressante caractéristique des surfaces dont la connexion linéaire dépasse l'unité.
2. Reprenons l'équation différentielle linéaire E, déjà tant de fois considérée, à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne arbitraire de seconde espèce
Q(a7, y, z) dx relative à la courbe entre x et z
(M K- Picard, Sur un théorème général concernant les surfaces algébriques de connexion linéaire supérieure à l'unité ( Comptes rendus, 21 novembre 1904). — Sur la formule générale donnant le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce {Comptes rendus, 5 déc. 1904, et Annales de l'École Normale supérieure, igoS).
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Q(^, y, z) étant un polynôme en x, y^ z s'annulant sur la courbe double. Désignons toujours par 0/ la période correspondant au point bi. L'analyse développée (t. II, p. 877) nous permet, avec un léger complément, de formuler une conclusion générale.
Supposons que, parmi les 0/, il y en ait h[h^ip) linéairement indépendants ; je dis que la surface aura alors exactement ip — h intégrales de différentielles totales de seconde espèce distinctes.
Le raisonnement du n° 26 (t. IT, p. S^^) montre d'abord immédiatement que la surface possède certainement ip — h intégrales de différentielles totales de seconde espèce distinctes, les constantes arbitraires étant C,, Go, ..., ^^p-h- Inversement, supposons que la surface possède ip — A' intégrales distinctes de seconde espèce, 11! étant inférieur ou égal à h. Reprenant les intégrales
ij \\dx (A =: I, 2, ..., 'ip)
de la page 3^8, on peut, évidemment, trouver un cycle pour lequel la période correspondante s'augmente de
quand y tourne autour du point singulier h^^. Si donc le coefficient de dx dans une intégrale de différentielle totale est égal à
les a étant des fonctions rationnelles de j', on aura nécessairement, puisque les périodes de
( ai II -1- ... 4- a^p I2;,) dx
ne dépendent pas de y^ les relations
cix 12jj, -1- ^2 Op, -f- . . . H- a^p Op/^ = 0 ( |Ji = 1 , 2, . . . , /z ).
Nous avons là h équations entre les a, et il y aura à adjoindre à ces équations (comme à la page 3^8) ip — h autres équations, où ne pourront figurer plus de ip — h constantes arbitraires. Nous aurons donc simplement ip — h intégrales distinctes de seconde espèce, et l'on a, par suite, /i^= h.
Hosted by
Il y a donc un lien très étroit entre le nombre des Qi linéairement indépendants relatifs à l'équation E et le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce de la surface : Si h est le nombre des premiers, le nombre des secondes sera ip — A.
3. Nous pouvons aller plus loin et donner la forme la plus simple à la condition pour que la surface ait un nombre déterminé d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce. Le théorème que nous avons en vue est le suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour cju^une surface ait r intégrcdes distinctes de différentielles totcdes de seconde espèce est cjue V écjuation E soit vérifiée par r polynômes en y linéairemen t indépendan ts .
La démonstration de ce théorème va nécessiter quelques remarques préliminaires .
4. Reportons-nous à la page 99 du Tome I, où nous avons déjà considéré l'équation différentielle linéaire E, correspondant à une intégrale (i) arbitraire. Désignons maintenant par
( (7 ) u}'i = m\ (x>i -H m 2 CO2 -I- . . . -4- m\p Lû2p ( z: — I, 2, . . . , 2p )
une substitution quelconque du groupe de l'équation E; les m sont des entiers réels. En désignant par
Pi, P2, ..., P2/;
les périodes correspondant aux mêmes cycles que les o) d'une intégrale de différentielle totale de seconde espèce (transcendante), nous avons vu (loc. cit.) qu'elles satisfaisaient aux relations
( 2 ) Pi = jn{ Pi -I- nii ¥-2-^. . .-^ m\p P^p ( f — i , 2, . . . , 2/? ),
et il y a autant de ces relations qu'il y a de substitutions fondamentales dans le groupe de E. Il a été démontré que, si l'on peut satisfaire à toutes ces relations, /' élantle nombre des lettres Prèstant arbitraires, il y a pour la surface r intégrales distinctes de seconde espèce (transcendantes).
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3gO CHAPITRE XII.
Ceci rappelé, cherchons à quelles conditions l'équation E admettra comme solution un polynôme. Celui-ci serait de la forme
Xi Wi -h X2 ^2 -r-. . . -4- X
les X étant des constantes. Il faut et il suffît que l'expression précédente ne change pas quand on effectue sur les co toutes les substitutions du groupe de E; car^, dans ces conditions, elle est uniforme et, par suite, rationnelle, puisqu'il n'y a pas de points singuliers essentiels. D'ailleurs, cette fonction rationnelle se réduira à un polynôme, puisque chaque point singulier est seulement de nature logarithmique. On aura donc
Xi Wi -f- X2a)2 -H. . .-H )^2p^2p = '^li^^'^i ^1 + '^^2 ^-'^2 -+-. . .-r- ^^'^^Ip'^ip)
-h X2 ( 77il cOi H- ml CO2 4- . . . -H JJilp i02p) + . . . , ce qui entraîne les équations
( 3 ) X/ = Xi mj H- X2 mf h- . . . + X2/; fnj^^ ( i = i , 2, . . . , 2p).
Si le théorème énoncé au paragraphe précédent est exact, la possibilité de satisfaire à l'ensemble des équations (2) entraîne la même possibilité pour l'ensemble des équations (3), et le nombre des arbitraires, pour les P et les A, sera le même. Telle est la question algébrique à laquelle nous sommes ramené.
5. Il est manifeste que, si le groupe de E était quelconque, il n'y aurait, au. point de vue qui nous occupe, aucune connexion entre les systèmes (2) et (3), mais ce groupe n'est pas quelconque. 11 résulte, en effet, de propositions classiques sur les relations entre les périodes de deux intégrales abéliennes, que les co peuvent être choisis de manière que le groupe des substitutions (o-) satisfasse à la condition suivante : Soient
Lu] , CO2, OJ;}, . • • , W2y;j
'Jl, U2, 'J3, . . . , ^2p
deux séries de variables; toutes les substitutions (cr) transformeront en elles-mêmes la forme bilinéaire
F = a>i 'Jo — CO2U1 -h (.031)4 f.04 O3 -I-. . .-h (.O2P-I ^2p ^2p^2p-~l
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INTÉGRALES DOUBLES DISTINCTES DE SECONDE ESPÈCE. SqI
cjiiand on effectue simultanément sur les to et sur les u la même substitution du groupe. Ce point important peut se démontrer avec précision de la manière suivante. Considérons pour une valeur particulière jKo de y, sur la surface de Riemann R correspondant à la relation entre ^ et ^
(R) /(^,jKo, ^)-o,
le contour de Riemann formé de p rétrosections (C, D) réunies deux à deux à la manière d'une chaîne. C'est le contour désigné par K dans le Traité cV Analyse de M. Picard (t. II, p. l\il\^ i"^ édit.). Quand y partant de y^ revient en ce point après avoir décrit un contour cjuelconcjuej le contour Iv s'est déformé et est devenu un autre contour K' du même type formé des rétrosections iOI ^ D^) réunies deux à deux en chaîne.
Considérons, sur la surface R, deux intégrales arbitraires de seconde espèce U et V aux périodes respectives co^, ..., Wo/? et u,, Do, ..., Uo^; l'intégrale classique
U^ZV prise le long du contour K. donne, comme on sait, la combinaison
(a) 0)1 'J2 a)2'Ji H-. . .H- W2;;-l ^2;^ W2//^2/;-l \
elle est, d'autre part, égale à la somme des résidus des pôles de U-T-- Avec le contour K^ ^^^ obtiendra la combinaison
qui sera égale à la somme des mêmes résidus. H y a donc égalité entre les deux expressions (a) et (a'); d'ailleurs, les w' sont des fonctions linéaires des w, et les u^ sont égales aux mêmes expressions linéaires des u. En écrivant l'égalité de (a) et (a'), on a une identité par rapport aux o) et aux u, car on a pu choisir U et V de manière cjue ces périodes soient arbitraires ; l'égalité est donc une identité, ce qui revient à dire que la forme (a) est transformée en elle-même. C'est à cette propriété de toute substitution du groupe de E qu'est due, comme nous allons le voir, la dépendance entre les systèmes (2) et (3).
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Si, clans la forme F/noiis posons
( ui = — Q2, u, = — Q,,
la forme F devient
F = coi Qi + CO2 O2 -1- . ,. .
D'après ce qui précède, celle forme bilinéaire se transforme en elle-même, quand on effectue sur les co la substitution a-, et que l'on effectue en même temps sur les ^ la substitution correspondante résultant du changement de variables (4), la substitution (a-) ayant été effectuée sur les u en même temps que sur les to. Nous appellerons S la substitution correspondant à la substitution cr^ effectuée sur les 0. Désignons cette dernière par
(2) o;. =: M(l2i-i-M^,0, -4-...-f-Mi;;02;. (i'= I, 2, ..., 2/?).
On a identiquement
Wi^i H- (1)2^2 -^- • •+ ^-^ip^ip = ^i ^1 -4- fo^ ^2 ~^* • -"^ ^^'^p^'ipi
et de là se déduisent immédiatement des relations entre les m et les M. On voit bien aisément que, en vertu de ces relations, la substitution inverse de S, c'est-à-dire l'expression des Q en fonction des Q! ^ correspond à
Qi = îii] Q\ H- /??? o:^ -f-. . .-H jn'f^'Q'.^P {i= i, 1^ . , ., ip). Or posons maintenant, dans les équations (2), Pi = — Q2, ' . •, P 2p— 1 = — Q27J5
P2 == Ql; •••: ^2p — Q2/;-l 5
le système de ces équations (2) devient manifestement
d'après la manière même dont on passe de la substitution a- à la substitution S.
Dans la question qui nous occupe, on peut donc remplacer le système des équations (2), pris bien entendu pour toutes les substitutions du groupe de E, par le système des équations (5); on doit
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établir que, pour les équations (5) et les équations (3), le degré d'indétermination dans la solution (les Q et les X étant considérées comme les inconnues) est le même.
La chose est immédiate si nous transformons encore le système (5) en résolvant par rapport aux lettres Q du second membre, ce qui nous ramène à la substitution inverse et donne le système (5)^
(5)' q,=:mjq,~^mfq,+.,.-^m}Pq,p (i=:i, '1, ..., ^p).
Or, le système (5)^ n'est autre que le système (3); il suffit de poser
On voit ainsi bien nettement que, à toute solution du système (2), correspond une solution du système (3). Il y a donc le même degré d'indétermination dans les deux systèmes et le théorème est établi. Nous pouvons dire que, à toute intégrale de différentielle totale de seconde espèce (transcendante) ^ correspond un système de quantités P; par suite, à toute intégrale de cette nature correspond un certain polynôme en y, solution de E et, inversement, à tout polynôme en y, solution de E, correspond, pour la surface, une intégrale de différentielle totale.
Puisque les \ s'expriment à l'aide de r d'entre eux par des formules homogènes et linéaires à coefficients commensurables, on peut affirmer que ^intégrale cjui a servi à former l' équation E admet r périodes distinctes cjui sont des polynômes en y.
On le voit de suite; car, en changeant, s'il est nécessaire, les indices, on peut supposer queX,+j7 "-) '^^2p s'expriment de la manière indiquée à l'aide de )m? ^2, . . ., V? l'expression générale de nos polynômes sera
Al ( W,, — /Ci 0);,+i — /C2 W;.+2 — ... — /i:2p-?- ^2p) + • • .
-+- X/. ( W/. — Il W/-+1 — . . . — t2p—r^2p)i
les k, ..., l étant des nombres rationnels : les coefficients des X sont r polynômes nécessairement indépendants, puisque les (o forment un système de solutions distinctes de E.
Sgd CHAPITRE XII.
7. Il ne sera pas sans intérêt de faire une vérification directe pour p z=i 2. Ecrivons la substitution g* sous la forme
CjO^j = Cil CO] H- 61 CD2 -1- Cl CjO;3 -}- <ii (.O4, 0)2 = «2 <^'^1 + ^2 ^1^2 + C2 CO3 -f- <:/2 (O4, a/3= «3 0)1 -h- Z^sWo + C3CO3 + r/gW-,,
CJO4 =: «4 a)| -f- b^ 0J2 -H C4 W3 H- <:/4 CO4.
Cette substitution effectuée à la fois sur les lu et les u transforin-ant en elle-même la forme bilinéaire
OJ1U2 — 0)2 Oj + 0)304 — 0)4^3,
on aura les relations
a^ 62 — a^bi -\- a^ 64 — «4 ^3 = i , C] r/2 — C2 r/i -{- C3 (f/4 — C4 <:/3 = T ,
cil ^2 «^2 Cl -f- a^ Cl, «4 C3 =: o,
rt] <^2 — (^H di -H «3 dj, — «4 6/3 = o, bi Cl — ^2 Cl 4- b^Cf^. — bi^c^ = o, 61^/2 — ^2 <^i + ^;^ «^4 — ^4 d'^ = o.
Le système des équations (2) est ici
Pi = ai Pi + bi P2 -1- Cl P3 + di \\,
P2 = «2 Pi + b, P2 M- C2 P3 4- ^4 P4,
^ P3-«3PlH-^3P2 + C3P3+c/3F4,
P4 - a, Pi + ^4 P2 + c, P3 -f- ^4 P4 et le système des équations (3) est
!Xi — cil 11 H- «2 ^^2 -H «3 ^^3 + «4 ^^4, X2 — bi Xi -h bi'ki -i- ^:W^3 ^- ^4 ^^4, X3 = CiXi -f- C2A2 H- C3À3 4- C4X4, X4 =z cli^i-h d^ X2 -H <:/3 X3 -f- ^4 ^^4-
Ce sont les systèmes (a) et ([3) que nous avons à comparer. Or^ si l'on pose, dans les équations (a),
P2r=. Qi, P4= Q3,
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on a les équations du type des équations (5)
Ql = -^2 Ql — «2 Q2 -+- ^2 Qs — C, Qi,
, Q2 = — ^1 Qi -)- ^^1 Q2 — ch Q3 + Cl Q,i,,
^^ ^ Q.s = -H ^4 Ql - a, Q2 -f- ^^. Q3 - c, Q4,
Q',. = — ^3 Ql + ^^3 Q2 — ^3 Q3 M- ^3 Q4
et l'on trouve les équations correspondant aux équations (5)' en résolvant les équations (y) par rapport aux lettres Q qui sont dans le second membre et en se servant des relations entre les a, b^ c, d. On a ainsi
Q., = ai Ql -h ^?2 Q2 -f- <23 Q3 -I- «4 Q4,
Q2- 6iQi-f-62Q2+ ^:^3Q3H-^4Q4,
Q3 == Cl Ql H- c. Q2 -4- C3 Q3 -H C4 Q4,
Q4 ^ ch Ql H- f/2 Q2 + ^4 Q3 -i- ^4 Q4. Ces dernières équations sont les équations ((î) quand on pose
Xi=Qi, X2 = Q2, As^^Qs, >^4==Q4
et cela est bien conforme à la démonstration générale du paragraphe précédent. La vérification est donc complète.
8. Le théorème général, qui vient d'être établi sur les intégrales de différentielles totales de seconde espèce, aurait pu être démontré par une autre voie. D'après ce que nous avons vu antérieurement, la recherche des intégrales de différentielles totales de seconde espèce peut être faite de la manière suivante. Soient, comme habituellement, 2p intégrales distinctes de seconde espèce
T r (lh{x, y, z)dx
de la courbe entre x et z
f{x,y, z) =.0; désignons par
Lù'[, m(^, ..., W^^/;_i, LO^lp
les 2p périodes de l/i prises suivant le système des p rétrosections (G, D) de Riemann, un w d'indice impair et le suivant cor-
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respondant respectivement aux parties G et D de la rétrosection. On doit considérer le système d'équations en a
( S ) «1 o)]. 4- a^^ w|. -H ... -1-- a^p iù\P = P/t' ( /c — i , 2, . . . , 2/)),
les P étant des constantes satisfaisant aux relations rappelées plus haut. Ces équations donnent, pour les a, des fonctions rationnelles dey.
Rappelons-nous maintenant que, si l'on a les périodes
w(^ w^', ..., wfp_i, tO^^p,
, Ji' , Jl' , .II' }l'
correspondant à deux intégrales \h et ly^', l'expression
C0^^(t>2' wj CO^f -{-...+ ^\p-\ ^Xp — 0^2P ^2P-1
reste invariable par les substitutions du groupe tant de fois considéré et est, par suite, un polynôme en jk. On déduit alors des équations (S) que la combinaison
( 0 ) p ^ w^^ ~ P. O)^'^ -h . . . + Psp-i M^ip — V^p ^2P-1
est une fonction rationnelle de y et, par suite, un polynôme, puisque autour d'nn point singulier y = b elle est nécessairement de la forme
^(r) + [^(j')iog(r — ^),
X et p. étant liolomorphes, et qu'il faut alors que [i.(r) soit identiquement nul. Si donc il y a /' arbitraires parmi les constantes P, il y aura r combinaisons distinctes (S) qui donneront des polynômes; par conséquent, V équation E admettra comme solutions r polynômes distincts.
Le même raisonnement démontre la réciproque. Supposons qu'il y ait r expressions (S) distinctes se réduisant à des polynômes pour des valeurs des constantes P (bien entendu, quel que soit /z=: I, 2, ..., 2yo). Le système des équations (S) peut être remplacé par un système équivalent S de la forme
(2) aiiz'l-^ a^iz).-^-.. .-^a^pT^l^' =\^k (/c = i, 2, . . ., 2/?),
les Tî et les U étant des polynômes en j; de là on tire pour les a
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des fractions rationnelles de y. A chaque système de valeurs convenables des constantes P correspond donc une intégrale de différentielle totale de seconde espèce, ce qui démontre la réciproque. T ajoute quelques remarques importantes sur les périodes des I. D'après le § II, il j a 2/> — /' cjuantités Û linéairement indépendantes, soient
Quand la variable y partant d'un point j revient, une substitution linéaire à coefficients entiers se trouve effectuée sur les 0. Celles-ci satisfont à une équation linéaire d'ordre 2p — r à coefficients rationnels (^). Outre les 'ip — r cycles, correspondant à ces 0, de la surface de Riemann f{x^y, z) = o^ il j a r autres cycles qui correspondent précisément aux r polynômes dont il vient d'être question; ces r cycles ne se modifient pas par une circulation dey.
Considérons maintenant les équations analogues à (S), donnant les a, en supposant que les périodes
M^l, 0)J, ..., iù^^p
soient relatives aux cycles ci-dessus : soient
pour les 2p — r d'abord considérés, et
pour les r derniers. Ecrivons alors de nouveau les équations
(S') ^iW^H- a2C0| -f-. . .-I- 6Ï27;W|/' = P/, ( /c = 1 , 2, . . . , 2/> ).
Il est très facile de voir ce c[ue doivent être les constantes P;^, pour cjue les a tirés de (S) soient rationnels en y. Les expressions (a) étant transformées par des substitutions linéaires les concernant seules, et les expressions (P) n'étant pas modifiées, on aura né-
(^) Au lieu de Téquation différentielle linéaire E on pourrait donc considérer Féquation différentielle linéaire E^ d'ordre 2/?— r à laquelle satisfont les O; nous reviendrons sur l'équation E^ au Chapitre suivant.
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cessairement
tandis que Po/^-r+i, . • ., P2/? sont des constantes arbitraires.
Sur le nombre des périodes de certaines intégrales doubles»
9. Nous venons d'étudier, dans la Section précédente, l'équation E à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne de
seconde espèce
' Q(^, y, z) dx
JL
Nous avons envisagé précédemment (par exemple, t. II, p. 21^ et 35 1) une autre équation diiïerentielle linéaire qui a été appelée E'; c'est l'équation à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne arbitraire (n'étant pas nécessairement de seconde
espèce)
rV{x,y,z)dx
^'^ J fr~~'
P passant toujours parla courbe double.
Cette équation est d'ordre
et, parmi les périodes de (6), se trouvent m — i polynômes.
Qu'arrive-t-il pour l'équation E^ quand la surface possède 7^ intégrales de différentielles totales de seconde espèce? Il y a, pour l'équation E^, une intégrale particulière relative à chaque point critique bi que nous continuons à dénommer Q/.
Nous allons montrer que, parmi les C2/, il y en a
'ip -h 771 — I — r linéairement indépendantes ^ et inversement^ sHl y a
ip -i- 771 — [ — r
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Û linéairement indépendants^ la surface possède r intégrales simples de seconde espèce. C'est une propriété de l'équation E^ analogue à la propriété de l'équation E démontrée au n"" 2 de ee Chapitre.
10. Parmi les ù il j en a certainement au moins ip — r linéairement indépendants, c'est-à-dire qui correspondent à des cycles distincts sur la surface de lliemann relative à l'équation entre x
et z
puisqu'il en est ainsi dans le cas de l'équation E. Désignons par
les 0 correspondant à ces cycles. A ces o.p — r périodes de (6) adjoignons /' autres périodes co,, too, ..., to,. correspondant sur la surface de Riemann à des cj^cles formant, avec les cycles qui sont relatifs aux ù précédents, un système complet sur la surface de Riemann. Nous aurons alors pour l'équation E^ les ip-\-m — i intégrales indépendantes
^1, O2, ..., il-2p-r, tOi, OJ2, ..., tO;., TT., ..., -ju,
les iz désignant, comme dans tout le Ciiapitre XI (t. Il), les polynômes correspondant aux points logarithmiques à Finfini. Soient maintenant
-2 /;+/;?.- l—Tî
2p -\- m — I — T fonctions ù linéairement indépendantes, formées des 2p — r fonctions 0 déjà considérées et d'un certain nombre d'autres. Ces dernières, que nous avons désignées par
Qo
ip-'rin—ï—'Zi
correspondent à des cycles de la surface de Riemann cjui, sur celle-ci regardée comme fermée, se ramènent aux cycles relatifs à ù|, O2, ' "■) ^^-ip-r] par suite, les expressions (8) s'expriment linéairement à l'aide de
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Soient ainsi
(9) 0/, = X^^QiH- XfQ2-t-...H-Xjp-;.^2;;-r-i- [^2^2 -+-...4- {J-in'^m ( /i = 2/? — 7^ H- I , , . , ^ 2p -\- ni — I T ),
les \ et les [Ji étant rationnels. Le nombre des équations (9), c'està-dire
doit être au plus égal km — i, car, autrement, on aurait une relation linéaire entre les fonctions (7), ce qui n'a pas lieu-, on a donc nécessairement
Ajoutons encore que, si l'on envisage les équations avec les indéterminées c
fji^' C2 -H . . . M- [i^in Cm — o {h ~ 'ip — r -h i, . . . , ip -^ m —- i — z),
on pourra certainement y satisfaire, les c n'étant pas tous nuls (sauf dans le cas où t == r) et, sur les c, on pourra certainement en prendre t — r arbitrairement.
Nous voulons précisément démontrer que 1 est égal cl r. D'après ce qui précède, il faut montrer que t n'est pas supérieur à /'.
11. Plaçons-nous donc dans l'iiypotlièse t >> r. Nous n'avons à peu près qu'à généraliser l'analyse de la page 38 1 (t. II) s 'appliquant à la même question, mais dans le cas où r=^ o.
Reprenons les intégrales [loc. cit.)
j II dcc^ . . . , / I2P dx^ I J2 dx^ . . . , / S ,jidx
avec les
Of, rf (^ = I, 2, ..., 2/?; /r=^ 2, ..., 7?z),
l'indice i étant relatif au cycle. Envisageons, en outre, les périodes
correspondant, pour les intégrales précédentes, à tOi, coo? •••7 w^. Les périodes de l'intégrale abélienne
INTÉGUALKS DOUBLES DISTINCTES DE SECONDE ESPÈCE. 4oi
ne dépendront pas de y, si les c sont des constantes et si les a (pouvant dépendre de y) et les constantes c satisfont aux conditions suivantes (où les Cy sont des constantes arbitraires)
(ir= I, 2, ..., ip — r), ,,, , <^iCl>} -4- a2wf -H. . .-f- aanwf^ -h Cguf -I-. . .4- c,„uf — C/
( Zi) / "^ "^ J
(^h = ip — 7' + I , . . . ^ '2p -{- jn — 1 — T ).
Si les a et les c satisfont à toutes ces conditions, on aura nécessairement, d'après les équations (9),
(h = 2p — ''-HT, . . ., ip -{- f7l — I — z).
11 est aisé de voir que l'on peut satisfaire à toutes les conditions S. Les équations de la troisième ligne dans S font connaître les c, dont t — r restent arbitraires; les deux premières lignes, dont le nombre total est 2/?, déterminent les a. Ceux-ci sont bien des fonctions rationnelles de y. En effet, les équations ne changent pas cjuandy décrit un contour fermé cjuelconque. Ceci est immédiat quand y tourne autour d'un des points singuliers &,, ^2? • • •? b2p-ri et pour les points
^ip-?--hh •••5 '^ip+ni—i—x
c'est une conséquence des équations (9) et de la troisième ligne des relations S. Quant aux autres points critiques, les ù qui leur correspondent étant fonctions linéaires des ip -^ m — i — t premiers, la chose est manifeste.
Il n'y a plus maintenant qu'à raisonner comme à la page 882 (t. II). On formera en se servant de l'intégrale
(ai II -h. . .H- a^pX^p -I- C2 J2 -H. . .-H G,n^m^ dx
une intégrale de différentielle totale de la surface de nature transcendante (puisque tous les c ne sont pas nuls) et n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie; de pJas, puisque tous les c ne
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sont pas nuls, elle ne sera pas une intégrale de seconde espèce. Or ceci est impossible, et cette contradiction montre que l'hypothèse T >- /• est inadmissible ; on a donc
C^ est le théorème que nous avons énoncé (n*^ 6).
12. Que devient la démonstration précédente, quand t = /■. Les équations
[jJ.l C2 -(-... + [J./;i Cm = 0 (h = 2p — 7' -H I , . . . , 2/? -f- /?Z — I — 7' )
sont alors en nombre m — i, et elles donneront pour tons les c la valeur zéro. Il est impossible, en effet, que le déterminant des a soit nul, car alors, d'après les équations (9), les 0 de la ligne (7) ne seraient pas linéairement indépendants. Tous les c étant nuls, l'analyse du paragraphe précédent conduit à une intégrale de différentielle totale de seconde espèce, avec les r arbitraires
Cl, G2, . . . , C,.,
ce qui est bien d'accord avec le fait que la surface a /• intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce.
Prenons maintenant l'intégrale double
r r P(^, y, z) dx dy
le polynôme P(^,y, z) étant uniquement assujetti à passer par la courbe double. D'après l'étude faite dans la Section H du Chapitre XI (t. II, p. 35 1), et en nous servant des résultats précédents, nous sommes assuré que, si la surface n'a pas d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce, il y a 'ip-^-m — i fonctions Ù linéairement indépendantes, et, par suite, un nombre de périodes (^au sens où nous les avons entendues dans toutes nos recherches antérieures) égal à
N — 'ip — (7?l — i).
C'est le théorème fondamental de la page 354 (t. II). Que devient ce résultat, quand la surface a, comme ci-dessus, r intégrales
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INTÉGRALES DOIJCLKS DISTINCTES DE SECONDE ESPfXE. 4^^
de diflereutielles totales de seconde espèce? Il y a alors seulement, comme il vient d'être établi,
'ip -^ m — \ — r
12 linéairement indépendants. On voit bien facilement la modification que ceci amène dans tous les raisonnements. Le nombre des périodes est aloj's égal à
c^est-à-due
On trouve ces périodes par les mêmes combinaisons que plus haut, et l'on démontre par la même voie leur indépendance.
Sur le nombre des conditions exprimant qu'une intégrale double est de seconde espèce.
14. Nous avons recherché précédemment (t. 11, p. 210) quel est le nombre des conditions exprimant ç[\\' une intégrcde double de la forme
P ( 57, jK, -S ) clx dy
est de seconde espèce. Nous avons trouvé que ce nombre est an plus égal à 2/>.
Ce résultat a été ensuite jDrécisé (t. II, p. 828), et il a été démontré que ce nombre est certainement égal à 2/?, cjuand Vécjuation E n^ admet pas comme solution un polynôme.
Nous sommes maintenant en mesure d'approfondir encore davantage la question et d'arriver à un résultat définitif.
15. Supposons que la surface admette /* intégrales de différentielles totales de seconde espèce. Nous avons vu (Section I) que Féquation E admet comme solutions /' polynômes linéairement indépendants. Que va-t-il arriver pour l'équation E'? Nous alJons
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montrer qii^ elle admet comme solutions r polynômes en y, en outre des m — i polynômes correspondant aux points à l^ infini. Dans le voisinage d'un point singulier Z>, l'équation E^ admettra le système fondamental qui pourra être formé des fonctions
les t: étant des polynômes, les iù' étant tous holomorphes autour de b^ sauf l'un d'eux co'^ qui a un point singulier logarithmique en b. A ces iù' correspondent 2/? cycles distincts sur la surface de Riemann.
D'autre part, si nous revenons à l'équation E, elle admettra autour de b le système fondamental
COi, CO2, .... 0^2^-1, C02p5
les o) correspondant aux mêmes cycles que les co^, et étant holomorphes autour de Z?, sauf le dernier too^.
On peut associer deux à deux les intégrales des équations E^ et E, nous voulons dire les intégrales de E^ et E correspondant à un même cycle. Soit, pour une valeur non singulière A àe y (et son voisinage), deux intégrales
u' et u,
ainsi associées et correspondant à un cycle F; allons dans le plan àe y par un chemin déterminé du point A à un point 3 voisin du point singulier b. On aura, en p,
u' — hi W^ -4- /Z2 Wg -f- . . . -H h2pM2P -H /^2 '^2 -H . . • H- l^m'^m, U = AiWi -1-/12^2 +...-+- h2pO}2p,
les h et les k étant des entiers; il est essentiel de remarquer que les h sont les mêmes pour u' et pour u^ mais que pour u il y auia en général de plus des termes en tî, car il est possible que le passage du cycle F aux cycles correspondant aux (±> (et aux w^) se fasse en traversant des points à l'infini, et c'est de h\ que proviennent les termes en tt.
Ceci posé, supposons que le cycle F corresponde à une solution de E qui soit un polynôme. L'intégrale u étant dans ces conditions un polynôme, il faudra nécessairement que, dans l'expression de Uj à l'aide des co, on ait
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pour que b ne soit pas un point singulier logarithmique. Mais alors u' sera aussi liolomorplie autour du point b. Celui-ci étant un point singulier quelconque, ^^^ sera holomorphe autour de tous les points singuliers et, par suite, sera un polynôme.
Ainsi, à tout polynôme vérifiant l'équation E, correspond un polynôme yérifiant l'équation E^ La réciproque résulte d'ailleurs de la même analyse. Nous aurons donc comme solutions distinctes de r équation E^, en dehors des m — i polynômes tt, un nombre de polynômes précisément égcd à 7^, comme il a été énoncé,
Il résulte de là que les résidas de l'intégrale double
P(a7, X, -s) dx dy
'Tl '
relatifs à la courbe à l'infini, ne sont pas en nombre supérieur à 2/? — r. Ces résidus sont en effet égaux aux valeurs des intégrales
/ ^'i{y)dy et / 'Kk{y)dy
prises autour du point à l'infini, et il ne peut y en avoir manifestement plus de ip — r distinctes.
Il faut montrer maintenant que l'on peut choisir le polynôme P(:r, y, z) (passant bien entendu parla courbe double) figurant dans (6), de manière que ces ^p — /- résidus aient telles valeurs C[ue l'on veut. Il sera par cela même établi cjue le nombre des conditions, exprimant cjue U intégrale double (10) est de seconde espèce, est précisément ip — r.
17. Nous n'avons qu'à raisonner à peu près comme à la page 828 (t. II) quand nous avons démontré ce théorème pour 7^== o. Prenons une intégrale (10) déterminée d'ailleurs arbitrairement, et soient, autour de jk = Q^? les développements
w," = af r'^4-a/-ir'^-i-i-...-i--^4--V-}-...-|- -V^--'- (
' y y y'' \ ip — r
Pour k pris assez grand, les ip — r expressions linéaires
(u) aicqf'^ -^ a^aj^''^-^^ -\'. . .-^ a/c'y.j^ (i = i, 2, . . ., '2p ■— r)
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aux indéterminées
sont linéairement indépendantes; car si, pour toute valeur de A, ces expressions linéaires n'étaient pas indépendantes, tous les déterminants d'ordre 2p — /• formés avec les y.J^^ seraient nuls, el l'on pourrait former une combinaison linéaire des co/ se réduisant à un poljnome, ce qui est impossible. Le nombre k étant pris donc de manière que les expressions (i i) soient distinctes, envisageons
1 intégrale double
r r o(y)V(.t, y,z) r/xdy
où l'on pose
les a étant des indéterminées. Les 2p — r résidus de cette intégrale double sont, au facteur '27:1 près, les expressions (i i).
D'après ce qui précède, on peut choisir les indéterminées a de manière que ces expressions aient telles valeurs que l'on veut. Le théorème énoncé est donc établi, c'est-à-dire cjue :
Le nombre des conditions exprimant qu'une ijitégrale double de la forme (10) est de seconde espèce y est exactement égal à 2p — /'.
Si nous revenons au nombre /?, relatif à la connexion linéaire
de la surface, on a
r=pi — i
et le nombre des conditions est 2p — (y;, — i). Ce résultat va nous être très utile pour obtenir le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde espèce quand p^ est supérieur à un.
Calcul général du nombre po des intégrales doubles distinctes.
18. De tout ce qui précède, il résulte que la formule fondamentale
(12) po^ N — ,1/^ — (/?z — 1) — (p — [),
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établie (t. Il, p. S^S), sauf pour ceiiains cas réservés, est toujours applicable quand la connexion Umkiire est égale à V unité.
Il nous reste à examiner le cas où la connexion linéaire est supérieure à un, c'est-à-dire quand il j a un nombre r d'intégrales de seconde espèce (/•>o). La question sera facile, avec les résultats des sections précédentes.
Les deux points essentiels dans rétablissement de la formule cidessus ont été les suivants : en premier lieu, l'expression
N — 'ip — \in — I )
du nombre des périodes (au sens où nous entendons ce mot) de l'intégrale double du type toujours considéré
V {x, y, z) dx dy
et, en second lieu, le nombre des conditions exprimant que l'intégrale double considérée est de seconde espèce, nombre égal à
La différence de ces deux nombres donne le nombre po^ ^^ l'expression près p — T, dont l'origine n'a rien à voir avec la connexion linéaire.
Ces deux nombres doivent être modifiés comme nous l'avons vu dans les numéros précédents; le premier est à remplacer (n" 13)
par
et le second doit être remplacé (n*' 17) par
'ip — /".
En faisant la différence de ces deux nombres, nous trouvons
N — L\p — {m — i) -H '2 /', et, par suite, la formule (12) doit être remplacée par la suivante :
Po = N — 4/? — (7?z — r)-l-2r— (p — 1).
Nous pouvons donc énoncer le résultat fondamental suivant : Le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde
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espèce est donné par la formule
po = N — 4/? — (/??. — i) -{- ir — (p — i).
Je rappelle la sigiiifîcalion des lettres autres que r figurant dans cette formule : N est la classe de la surface, p le genre d'une section plane arbitraire, m le degré de la surface; quant à p, c'est le nombre relatif à la surface, tel qu'il est défini par le théorème fondamental sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce et dont je rappelle la définition : On peut tracer sur la surface p courbes algébricjues irréductibles G, telles qu'il n'y ait pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des courbes G, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algébricjue irréductible c[uelconque de la surface, il y ait une intégrale de troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmiques que cette dernière courbe et la totalité ou une partie des courbes G.
19. Dans toutes ces études, il a été supposé cjue la surface n'avait que les singularités dites ordinaires, c'est-à-dire une courbe double avec points triples sur cette courbe qui ne présente d'ailleurs aucune particularité exceptionnelle. G'est dans ces conditions c{u'ont été établies toutes les formules des pages précédentes.
Si, outre ces singularités, la surface possédait des points doubles coniques isolés, la complication ainsi introduite ne serait pas grande ; nous allons examiner ce cas.
Il nous faut revenir aux singularités de l'équation (E), que nous avons discutées dans le Tome 1 (p. gS et suivantes). La surface étant rapportée à des axes placés arbitrairement, les points singuliers correspondaient aux valeurs h telles que le plan y ^=^h fût tangent à la surface. Maintenant, aux véritables plans tangents parallèles au plan des xz^ c'est-à-dire aux plans tangents en des points simples de la surface, il faut ajouter les plans parallèles au plan des xz passant par les points doubles isolés. Un tel plan, que nous désignerons par jk = c^ correspond bien à un point singulier de réc[uation (E) ; pour j^ voisin de c, la courbe entre x et z
f{oo,y,z) = o
a deux points de ramification voisins, qui se confondent avec le
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point double isolé de la surface. Les circonstances seront donc les mêmes que pour le planjK = ^- Les points c sont, pour l'équation (E), des points singuliers logaritlimiques de même nature que les points b [^), Donc, en désignant toujours par N la classe de la surface et d le nombre des points doubles isolés, le nombre total des points singuliers de (E) sera
On se rappelle d'ailleurs que l'intégrale double
' Q(-^5 y,z)d.v dy
ir
restera finie à distance finie, pourvu c|ue le polynôme Q s'annule sur la courbe double; aucune condition n'est relative aux points doubles isolés (points coniques), comme on l'a vu (t. I, p. i84). Il résulte de là que, dans tous les calculs et tous les raisonnements faits dans ce Chapitre et les précédents, N doit seulement être remplacé par N -f- 6/. Nous aurons donc, au lieu de la formule donnée au nP 18, la formule plus générale, relative au cas où la surface a, outre la ligne double^ d points doubles isolés
po = JV H- rt?— 4y:> — (m — l) H- 27'— (p — l).
Telle est l'expression générale du nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. Quant au nombre des périodes telles que nous les envisageons, de Vintégrale double
' Q(^,7, z)dxdy
où le polynôme Q est assujetti seulement à passer par la courbe double, il est égal à
N -1- <^ — ip — {m — i) -f- /%
qui est le nombre du n^ 13, en remplaçant N par N + t/.
(1) Il y a seulement la difFérence suivante par rapport à ce que nous avons vu (t. I,p. 97) : Pour un point 6, nous avions une certaine intégrale holomorphe qui a été désignée plus tard par ^, et toute période de l'intégrale envisagée se reproduisait, après une circulation autour de b, à un multiple prés de ^ ; ce multiple pouvait être de parité quelconque (il pouvait être notamment égal à ^ ). Pour un pointe, le multiple sera toujours pair; mais cela n'a aucune importance pour toutes les déductions relatives au nombre p^.
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Sur certaines expressions invariantes.
20. Le nombre po? dont nous venons de donner ici l'expression générale, est un in\>ariant absolu de la surface, comme il a été vu précédemment. Si donc l'on considère deux surfaces /' elf se correspondant point par point, et ayant seulement chacune comme singularités une ligne double avec points triples, et, en outre, des points doubles isolés, on aura, en marquant par un accent les lettres relatives à bi surface /'^
?o — Po?
et, par suite, puisque évidemment r ^= /'^
N 4- c/— 4/> — {m — \) — p — N'-j- d' — 4/)'— {jn' — \) — p'. Cette formule appelle plusieurs remarques intéressantes.
21. Supposons que, dans la substitution qui transforme /en /\ il y ait F points fondamentaux A (points simples ou points doubles isolés) sur/, et F^ points fondamentaux A' (points simples ou points doubles isolés) sur/^ Nous allons facilement obtenir une relation entre p, p^, F et F^
D'après la définition de p, on peut tracer, sur/, p courbes algébricjues irréductibles G (qu'on peut supposer ne j^as passer par les points A) telles cju'il n'y ait pas d'intégrales de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmic[ues que la totalité ou une j)artie des courbes G, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algébrique irréductible quelconcjue de la surface, il y ait une intégrale de troisième espèce n'ayant comme courbes logaritlimiques c}ue cette dernière courbe et la totalité ou une partie des courbes G.
Geci posé, envisageons sur/^ les courbes
correspondant à
G|, G2, • • -, Gp Cl, G2, . . . , Op.
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Alix points A de / correspondront sur /' des courbes ^' en nombre F, et aux points A/ de /' correspondront sur / des courbes <ï> en nombre F^ On peut former, pour la surface/, F^ intégrales de troisième espèce K^, K-o? --^^ K.p correspondant aux courbes C et à chacune des courbes <ï>. Ces intégrales, sur la surface f\ ont en totalité ou en partie, comme lignes logarithmiques, les courbes G et $' (qui sont en nombre p +F). Désignons-les,
sur la surface /^, par
K;, K',, ..., Kp.
Il n'est pas possi])le que
car alors on pourrait former (en annulant les périodes logarithmiques) une combinaison linéaire
A,K'i-f- A2K',-h...-f-ApKp,
où les A ne seraient pas tous nuls, et cjui n'aurait pas de courbes logarithmiques sur /^, tandis qu'elle en aurait sur f. Concevons maintenant que l'on forme le tableau des périodes logarithmicjues de
K'i, K2, ..., Kir,
pour les courbes
G\, G^r .,., Gp <p\, <!>;, ..., cj,;,,
en mettant sur une même ligne horizontale les périodes correspondant à une même courbe. Il n'est pas possible, pour la même raison que plus haut, que tous les déterminants d'ordre F^ formés avec F^ lignes de ce tableau soient nuls. Soient donc, parmi lesC^ et les ^P' ^ des courbes que nous appellerons T en nombre F^, pour lesquelles le déterminant correspondant n'est pas nul.
Nous allons montrer aisément que, si des C^ et ^^ on supprime
les r, on a
courbes F^, pouvant être prises pour les p^ courbes de /' répondant sur cette surface au théorème fondamental sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce, de sorte que l'on aura
p' = p-hF — F'.
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En effet, tout d'abord il n^j aura pas d'intégrale de troisième espèce correspondant aux courbes F^, car, en revenant à /, l'on voit qu'une telle intégrale serait nécessairement de la forme
Al K'i -i-. . .-H Af'Kf' (les A non tous nuls),
et, par suite, le déterminant des périodes logarithmiques formées avec les courbes F serait nul.
D'autre part, soit une courbe L' quelconque de /^, on peut former une intégrale de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que L^ et la totalité ou une partie des courbes F^ Si l'on revient, en effet, à /, on pourra former une intégrale correspondant à la transformée L de U et aux courbes C; en revenant ensuite à f'^ on a une intégrale J^, ayant comme courbes logarithmiques L' et la totalité ou une partie des courbes G et <ï>'. Formons alors la combinaison
J' + Al K'j -+- . . . -F Af' Kf.' ;
on peut choisir Tes A de manière à faire disparaître dans cette combinaison, comme lignes logarithmiques, les courbes F (le déterminant relatif aux F n'étant pas nul), et il reste seulement les courbes T\ comme nous voulions le montrer.
Nous avons donc la relation suivante, importante pour Jiotre
objet,
22. Revenons maintenant à la relation du n" 20; elle pourra s'écrire
(i3) N H- 6/ — 4/? — (m — i) H- F = N'-h d'—^p' —(^jn'— i) H- F'.
C^est une relation dHnvar lance relative dUuie forme remarquable entre deux surfaces se correspondant point par point; il y figure, comme l'on voit, les nombres des points fondamentaux de la correspondance sur l'une et l'autre surface.
On vient de voir l'importance de la combinaison
dans la théorie des intégrales doubles de seconde espèce. Or cette combinaison s'est déjà présentée dans la théorie géométrique des
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surfaces algébi^iques. Dans le Mémoire de M. ^oûier [Ziw Théorie des eindeaiigea Entsprechens algehraischer Gebllde {^Math. Amialen, t. VIII)] on trouve (nolamment jd. 007) la combinaison (^)
Avec nos notations, on a
ce c|ai donne
On trouve, à la page citée dn Mémoire de M. Nother, la formule relative à deux surfaces / et f^ se correspondant point par point,
(i4) 7i' — 2a-}-3i^-f-SfjL = n';i — 2^1-1-3 /ii-H2|ai.
Dans cette formule, Sjj. désigne la somme des multiplicités de tous les points fondamentaux de /*, augmentée de la somme des multiplicités des points multiples de / qui ne sont pas points fondamentaux (tous les points multiples envisagés étant des points isolés), et pareillement pour Sp.^ relativement à /^ .
Notre formule (i3) coïncide avec la formule (i4) de M. Nother, sauf que, dans le cas de M. Nother, peuvent se trouver des points multiples isolés d'ordre supérieur à deux y cas que nous n'avons pas examiné dans notre théorie (-).
11 est bien remarquable de voir ainsi établi un lien entre deux points de vue si différents, celui de MM. Zeuthen et Nother et des géomètres qui les ont suivis dans l'étude géométrique des surfaces, et le point de vue transcendant auquel se rapportent nos recherches sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables.
(1) M. Zeuthen {Math. Annalen, t. IV, p. 87) avait déjà formé un invariant relatif analogue, qui a été aussi étudié par M. Segre. Beaucoup plus récemment, MM. Castelnuovo et Enriques ont aussi rencontré la même combinaison {Annali di Matematica, 1901) dans une étude remarquable sur les systèmes linéaires de courbes d'une surface.
(2) Il serait intéressant et sans difficultés réelles de combler cette lacune, mais ceci demanderait quelques développements. Il nous suffit, dans l'exposé de la théorie générale, de considérer les singularités ordinaires.
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23. Nous terminerons ce Chapitre en faisant une application de la formule générale établie ci-clessus. On peut tout d'abord se demander quelle est la valeur de p^ pour la surface la plus générale de degré m. Pour répondre à cette question, il faut avoir la valeur de p pour cette surface. On peut montrer que pour cette surface, quand m est au moins égal à quatre^ on a
Ce résultat peut se déduire d'un théorème donné par M. Notlier dans son célèbre Mémoire relatif aux courbes gauches algébriques [Mémoires de V Académie de Berlin, 1882, n"*^ 11 et 12), à savoir que, sur la surface la plus générale de degré m(mZ4)-) toute courbe cdgéhricjue est V intei'section complète d.e la surface cwec une autre sur face algébrique (^). En effet, soit une courbe Ci de la surface, intersection de celle-ci avec la surface de degré m^
Fi(^', y, z) = 0.
Prenons une autre courbe cjuelconque Co ; celle-ci sera l'intersection de la surface avec une autre surface de degré 7?22,
11 suffît de prendre
pour avoir une intégrale de différentielle totale n'ajant d'autres courbes logarithmiques que Cj et Co ; donc p = i . En appliquant la formule
Po = N_-4^--(/7i — 0 — (p — I), on trouve, puisque l'on a
N :^ m{?n — 1)2, p =z ^ Ll .%
(1) A la vérité, la démonsLraLion de M. Nother fondée sur une énumération de constantes ne peut être regardée que comme rendant le théorème très vraisemblable, et il 3^ aurait lieu de revenir sur la question. On conclut encore de ce théorème que, pour la surface la plus générale de degré în{ni'>^f\), toute intégrale de différentielle totale est une combinaison algébrico-logarithniique {voir une Noie de M. Picard publiée dans les Comptes rendus, 22 février 1904, où sont d'ailleurs indiquées diverses applications particulières sur lesquelles nous reviendrons au Chapitre XIV).
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le résultat suivant
Pq = (??i — i) ( /?z2 — 3 m -T- 3 )
comme nombre Oq pour la surface généi'ale cle degré ]n(^ni^/[).
24. Ps'ous avons déjà insisté (voif^ par exemple, t. lï, p. 323) sur^ la dépendance entre p et la nature arithmétique des coefficients de la surface. Aussi ne faudrait-il pas conclure de ce qui précède que l'on a p == I pour toute surface de degré ni sans points multiples. Ainsi nous avons montré (t. 11, p. aS^y) que, pour la surface
où P(j^) est un polynôme arbitraire de degré />?, on a
ce qui donne
po — ( m — i) {7?i — 'if.
25. Prenons encore quelques surfaces particulières. Soit la surface unicursale /définie en coordonnées homogènes parles équations
f\ ) fil /;i et fj^ étant des polynômes homogènes de degré n en a, [:> et V. On suppose que les courbes
aient a points simples communs ne répondant d'ailleurs à aucune disposition particulière.
On a manifestement pour la surface
Cherchons la valeur de p. Aux a points fondamentaux du plan (a, [3, y) que nous désignerons par f^ correspondent sur la surface f des courbes distinctes
de plus, il n'y aura pas sur / de points fondamentaux. Appliquons
la formule du n" 21
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on a
F = o, p' == i? F' = a. Par suite
Il ne reste plus qu'à calculer la classe N de la surface; ceci est élémentaire. Les axes ayant une disposition quelconque par rapport à la surface, il suffira de chercher, la surface étant représentée par
fk fk fk
les points de la surface où le plan tangent est parallèle au plan des yz. Ils sont donnés par les deux équations
àfi àf, dj\
dcL _ d^ _ dy
d% d'^ âo
dont les solutions communes sont en nombre 3(/i — i)-; on a
donc
La formule donne alors
po = o,
ce qui devait êlrCj puisque la surface est unicursale et n'a pas par suite d'intégrale double de seconde espèce qui ne se ramène à la forme
ff
h -r- dx dy,
ôx dy I -^
Uet V étant rationnelles en x.^y et z.
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D'UNE SURFACE
Sur une inégalité entre r et
3, relative à la connexion linéaire.
1. Nous allons établir ane inégalité importante relative à la connexion linéaire d'une surface. Commençons par quelques remarques concernant les courbes algébriques, d'où se déduira l'inégalité cherchée.
Tout d'abord les p intégrales abéliennes de première espèce d'une courbe algébrique ne peuvent avoir dans leur ensemble moins de 2/? périodes; d'une manière générale, soient (g <^ p) q intégrales de première espèce distinctes
d'une courbe algébrique; nous allons montrer que le nombre de leurs périodes (dans leur ensemble), ou, si l'on aime mieux, que le nombre des périodes, arithmétiquement distinctes, d'' une combinaison linéaire àp>.bitiiaiiie de ces intégrales , ne peut être inférieur à 2q. Supposons, en effet, qu'il en soit autrement et qu'il y ait seulement 2^ — s périodes; on pourra avoir, pour les I, un Tableau de périodes, correspondant à 2/? cycles distincts de la courbe algébrique (ou de la surface de Riemann correspondante), qui sera de la forme
Ctq^'i.q—s O
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le nomJjre des zéros dans chaque ligne étant ip — 'iq-^s. Si Ton prend maintenant d'autres intégrales de première espèce 1,^^,, . . ., \p formant avec les I|, L, . . . , 1^ un système de p intégrales distinctes de la même espèce, le Tableau des périodes se complétera par
2. Ceci posé, rappelons-nous que l'on peut former, étant donnée une courbe algébrique, une intégrale de première espèce, pour laquelle les parties réelles des périodes relatives à ip cycles distincts ont des valeurs arbitrairement choisies; c'est là un point classique dans la théorie de Riemann. Or formons ]a combinaison
(i) (ai -I- t Pi) Il -f-. . .-H (a^; H- ^(3/,) \p ;
on doit pouvoir choisir les constantes réelles a et [i de manière que les parties réelles des périodes de (i) aient telles valeurs que l'on voudra, pour les ip cycles correspondant aux ip colonnes verticales du Tableau ci-dessus. Or, si l'on égale à
valeurs données les parties réelles des périodes correspondant aux 2/> — iq -\- s dernières colonnes du Tableau, on aura 2/j — iq ~\- s équations linéaires entre les inconnues
qui sont en nombre
ip — iq.
Le nombre des inconnues est inférieur de s au nombre des équations; ceci entraîne nécessairement des relations entre les parties réelles données des périodes, ce qui nous conduit à une contradiction. Il est donc impossible de supposer que s est différent de zéro, et le théorème énoncé au n" 1 est établi (').
(^) Siu' cette question ou peut consulter le Mémoire de i\l. E. I^icaiïd [Sui^ la détenniiiatioii du nombre des périodes des intégrcdes abéliennes ( Bulletin de la Société ma tJiëniatique de France, t. XI, i883)].
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3. Considérons maintenant, en premier lieu, une surface algébrique régulière, c'est-à-dire pour laquelle pg=ipfi (voir^ pour cette définition, t. Il, p. 89). L'ensemble des adjointes d'ordre m — 3, de la surface donne, sur Je plan
l'ensemble des adjointes d'ordre m — 3 de la courbe
la surface étant, bien entendu, représentée pary*(^, y^ z) = o.
Les intégrales de première espèce de la courbe précédente (2) seront représentées par
Q/i == o représentant une surface adjointe d'ordre m — 3 de la surface f. Je suppose que la surface admette r intégrales distinctes de seconde espèce. D'après ce que nous avons démontré antérieurement, il y a /' cycles distincts {voir Chapitre précédent, n'' 6) donnant des périodes qui s'expriment par des polynômes en j^. Prenons nos intégrales (3); ])armi leurs 2/? périodes, il y en a /-qui sont des polynômes en y. Or développons dans le voisinage de jK = GO une période d'ailleurs quelconque de (3). Cela sera
facile, en posant
Si l'on a, en groupant par termes homogènes,
Qh (^, y,z) = q/,{x,y,z)-h...,
on voit de suite qu'une période quelconque de (3), pour y très grand, est de la forme
où a représente une période de l'intégrale
' qu{x, \, z) dx
elative à Ja courbe o{x, i, z) = o].
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Or considérons les r périodes de (3), qai sont des polynômes en y. D'après la forme précédente (4), elles sont identiquement nulles. Nous sommes clone conduits à cette conclusion, que les p intégrales (3) de première espèce ont /• périodes nulles, correspondant à j' cycles distincts de la courbe entre ^ et ^ représentée par f(^x^y^z)=^o. Nous pouvons maintenant appliquer les remarcjues faites plus haut; la courbe précédente a toutes ses intégrales de première espèce, cjui ont seulement 2p — r périodes.
Ceci en traîne
Ainsi se trouve établi le théorème suivant :
Une sur j ace régulière n^a pas cV intégrales de différentielles totales de seconde espèce (^transcendantes).
Cet intéressant théorème a été démontré pour la première fois par M. Severi (^) en se plaçant au point de vue de la théorie géométrique des systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface. La démonstration (-) qu'on vient de lire rattache très simplement le théorème aux méthodes des Chapitres précédents.
4. Allons plus loin et appliquons le théorème préliminaire du n^ 1 dans toute sa généralité. Supposons que la surface/ se présente dans les conditions suivantes : elle est irrégulière, et sur un plan quelconque les adjointes d'ordre m — 3 de /' découpent un système linéaire de courbes d'ordre m — 3 dépendant seulement de p — cO;/i_3 paramètres arbitraires {^m-'i > o). Nous pouvons former p — ^m-'i intégrales distinctes de première espèce de la courbe entre x et z représentée par/^ o, qui seront de la forme
r Q/,(^,.>', z) dx
où Q/i = o est une adjointe d'ordre m — 3 de la surface.
(1) F. Severi, Sulla superficie algebriche che possegono intégrait di Picard delta secujida specie {Reiidiconti délia R. Academia dei Lincei, septembre
C-^) E. Picard, Sur quelques théorèmes relatifs aux surfaces algébriques de connexion linéaire supérieure à V unité {Comptes rendus^ i6 janvier igoô).
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Or, en raisonnant comme ci-clessas, il est clair que Fensemble des intégrales (3) a seulement ip — r périodes arithméticfuement distinctes, puisque r périodes correspondant à des cycles distincts sont des polynômes s'annulant pourj/ = co, et, par suite, identiquement nuls.
Nous pouvons alors appliquer le théorème préliminaire du n'' 1. ÎNous avons p — ^m-?, intégrales d'une courbe algébrique avec 2/j» — r périodes seulement; le nombre des périodes étant au moins double du nombre des intégrales, on a
c'est-à-dire
C'est une inégalité importante {^)] comme, d'ailleurs, d'après la définition même de pg — pa (page 88 de ce volume), on a
^ni-z'kPg — Pli,
il en résulte que
Nous reviendrons à la fin de ce Chapitre sur rinégalilé (6), ])Our en déduire un théorème relatif aux adjointes d'une surface algébrique.
Sur une propriété de l'équation linéaire E, et sur une inégalité
qui s'en déduit.
5. Indiquons une propriété de l'équation différentielle linéaire E, qui va nous être très utile. En prenant ip périodes distinctes
d'une intégrale de seconde espèce du type toujours envisagé, nous
') E. Picard, Sur une inégalité relative à la connexion linéaire et sur le calcul du genre numérique d'une surface algébrique ( Comptes rendus, 3 juillet igoS).
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avons vu au Chapitre précédent que le groupe de l'équation E laissait invariable une expression, classique dans la théorie des fonctions abéliennes, de la forme
ik^r^A'^
les c étant des entiers de déterminant un (cik=^ — c/v/), quand on effectue à la fois sur les co et les 'j une substitution du groupe. Or il y a r périodes, soient
qui sont des polynômes en y. Désignons, comme nous l'avons fait antérieurement, par
les 2p — /■ autres périodes distinctes, soumises entre elles à dés substitutions linéaires par la circulation de y. Le groupe qui nous occupe a ses substitutions de la forme
(.0/, = iO,-,
OJ,i> , = a.2p-.r,l^[ 4- a,p-r,l^^2-+-' . .-\-a2p-r,
Avec ces nouvelles notations, il faut considérer dans l'expression (g) que .
sont respectivement égaux à
Rappelons que nous avons établi (p. 39^) que les Q satisfont à une équation différentielle linéaire Eq d'ordre 2/> — r k coefficients rationnels en y; en réalité, c^est r équation Eq qui joue le principal rôle dans notre théorie, plus encore cpie V équation E.
11 j a dans (c)) des termes où i et k sont tous deux au plus égaux à /', d'autres termes où ils sont tous deux supérieurs à r, et enfin des termes où l'un de ces nombres est au plus égal, l'autre supérieur à r.
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Soit A'</' et i >> r. Pour que la forme (9) soit invariante, on devra avoir la somme
7 Ci/,(.ùi
(où k reste fixe, et i varie de ;•-}- i à 2/j>) elle-même invariante, c'est-à-dire cjue la somme précédente sera nne fonction uniforme dey, par suite un polynôme. Mais, si r a été bien choisi, il n'y a pas de combinaison linéaire des Q, c[ui se réduise à un polynôme en j/, sauf le cas où tous les coefficients sont nuls. On a donc nécessairement
Donc, dans la somme (9), il y a deux catégories de termes, ceux qui dépendent des co et ceux qui dépendent des ù. Nous pouvons donc l'écrire sous la forme
ik i'k'
i et k variant de un à r, tandis que i' et k' varient de un à ayj) — r, et l'on a toujours
Ci/c — — C/d, Ci'/,' = — Ck'i'.
Le déterminant total des c est égal à l'unité; or il est visiblement égal au produit des deux déterminants
|c//, I et \ci'k'\.
Ceci entraîne tout d'abord que r soit pai/-^ car un déterminant symétrique gauche d'ordre impair est nul. Nous avons donc ce théorème :
Le nombre r des intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce est nécessairement pair.
6. Nous pouvons encore tirer des considérations précédentes une autre conséquence. Il est d'abord bien connu qu'en effectuant sur les Lu (et les u) une substitution à coefficients entiers et de déterminant un^ on peut ramener la première somme figurant dans (10) à la forme canonique
(Oi'j2 — CO2U1 -}-... -}- cO/._.i'j,, — a>/.'j/,_i,
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et l'on peut avoir la forme canonique analogue pour la seconde sonirae. Delà, nous concluons {.^^tvecles r cycles corrcsponclant aux 10, on peut faire - réirosectlons de Riemami
puis cwec les ':ip — r cycles corresponclcuit aux 0 on peut faire
p— - rétrosections
Ce résultat précise J)ien la disposition de ces différents cycles.
7. Nous allons en déduire de suite une inégalité entre le nom])re /' des intégrales simples de seconde espèce^ et le nombre ro des intégrales simples de première espèce. Soient
II, J2, . . ., Ip
les fj intégrales de première espèce de la courbe entre x et z^ /{x. y^ jz) = o. Si la surface a des intégrales de première espèce, on pourra trouver, d'après un raisonnement fait bien des fois, des fonctions rationnelles a,, «o, ..., cip de y, telles que l'intégrale aJjélienne
«ili -1- ail2 -+-. . .-f- c(j,]jj,
relative à la courbe précédente ait ses périodes indépendantes dey. Or, pour une intégrale de première espèce^ on ne peut se donner que les périodes relatives à p cycles, appartenant à p rétrosections de Riemann^ soient ici les G/ et les G/,. Mais pour les G^. les périodes de toute intégrale de différentielle totale de seconde espèce sont nécessairement nulles (ainsi que pour les DJ^.) ; nous pouvons donc nous donner seulement tout au plus les - constantes relatives aux G/. Ce cjui nous donne ^inégalité
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Quelques théorèmes sur les nombres des intégrales de première et de seconde espèce.
8. Etablissons encore une inégalité intéressante. Tout d'abord ous ne diminuons pas la d'une surface pour laquelle
nous ne diminuons pas la généralité en supposant qu'il s'agisse
Wm-3 ~ Pg—Pn,
c'est-à-dire pour laquelle tous les défauts w^ (^voif p. 88) sont nuls quand hS.jn — 2 ; ceci résulte [voir p. 128) de ce que l'on peut tracer sur une surface un système linéaire S de courbes, pour lequel le système adjoint découpe sur chaque courbe un groupe de points avec le défaut maximum po- — p^i. Si alors on fait la transformation habituelle, en utilisant un système à trois paramètres faisant partie de S, on aura réalisé la condition supposée. Pour éviter toute confusion, nous poserons dans la suite co^_3 = o. Les p intégrales de première espèce de la courbe entre x et z
sont alors susceptibles d'être représentées par
(11) j ^ ^ry— ^ (t==:l, 2, ...,/J — 0),
(ri) / — (A = I, '2, ..., 0) .
les Q représentent des polynômes adjoints d'ordre m — 3 ; les 1.^ représentent des polynômes correspondant à des adjointes particulières d'ordre m — 2, cpii sont seulement de degré m — 3 en ^ et ^, et de degré m — 2 en x^ y et z.
Nous désignerons d'une manière générale une intégrale de première espèce par
_ fq/,{x, y,z)dx ^
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les intégrales (12) correspondront à h=^p — 5 -|- i , ...;/>; le^ inlégrales (ii)àA=i, 2, ...,/> — ■ 0.
Comme précédemment, nous représentons par
M^{, wf, ..., Lù^ip (A = I, 2, . ..,/»)
les périodes de ïk- On peut supposer que les périodes correspondant aux indices inférieurs I, 2, ..., 2/>, sont, pour les indices i et 2, 3 et 4, . . ., '^p — I et 2/j>, relatives auxy> rétrosec lions (G, D) et (G, D^) dun«6.
Ceci posé, supposons que le coefficient de da^ dans une intégrale de différentielle totale de première espèce soit
les a ne dépendant que dey. On aura nécessairement les 2/? équations auxquelles devront satisfaire «4, . . ., cip
«icol -h- a-i^l H-. . .-H a^oj/^^ — P25 • 1
ai (S)}, -h a^o^r 4- . . . -t- <^-^p w /^ — P/-,
Pi , Po, . . ., Pr sont des constantes qui représentent les périodes de j'intégrale de différentielle totale pour les rétrosections
d'après nos notations, Pi correspond à Cj et Po à D,,q3uis P3 à Cj et P4 à Do, et ainsi de suite. Les périodes de l'intégrale relatives aux (C^, D^) sont nécessairement nulles. Hemarquons encore que les
sont des constantes (puisque ce sont des polynômes de degré zéro
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ces constantes seront nulles (car le degré du polynôme serait — 1). Des équations (i3), il résulte que l'on a
(14 ) Pi wj - PaO)^^ -+- P3 Wj — P^ Lù(^ -+- . . . -I- P;.-i CO? — Pr^^r-i = O ;
c'est une conséquence de la relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce. Les éc[uations (14)7 où ^^s coefficients des P sont des constantes, sont seulement en nombre S, puisque les équations sont des identités pour A= i , 2, ...,/> — S, d'après ce que nous venons de dire.
10. Nous allons établir réciproquement que, si l'on a /• constantes P,, P2, . . . , Pr satisfaisant aux 0 relations (14)7 les . 2/> équations (i3) en ctij (22, . . ., ap seront compatibles, et qu'il en résultera une intégrale de différentielle totale de première espèce, dont les périodes seront précisément P|, Po, . . ., P,.
Tout d'abord, on voit immédiatement que les équations (i3) sont seulement en nombre />, quand les conditions (^vf\) sont vérifiées. Il suffit, pour s'en assurer, de multiplier respectivement les équations par
{h étant compris entre un et p') et de faire la somme; on a une combinaison identiquement nulle.
Les équations (i3) reviennent donc à/; d'entre elles, convenablement choisies, par exemple à celles qui correspondent aux cycles C et G', et qui, par suite, correspondront aux équations prises de deux en deux.
■ap^^l = P3
aiCO/._j _|-<3^2W^.__i -I-. . .-f-a/;W(^^ =Pr-I,
«lW|p_i-f-^2w|;;-l-^. ••-^^/^^*^2/;-l ^ ^'
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On sait que le déterminant d'ordre p formé avec les w^^,^, n'est pas identiquement nul.
Il est clair que les équations (i3) et, par suite ^ les équations (i 5) donnent pour les a des fonctions uniformes (et, par suite, rationnelles) dej)/; en effet, les ;• premières équations (i3) restent invariables, quand y partant d'un point y revient, puisque les w qui y iigurent sont des constantes, et les ip — r autres sont seulement remplacées par des combinaisons linéaires d'elles-mêmes.
Cherchons maintenant quelle est la nature des fonctions rationnelles a dejK, satisfaisant aux équations (i5). JNous aurons à distinguer, relativement à A, suivant que h appartient à la suite
ou à la suite
Si 11 est dans la suite (a) on a pour j/ très grand
et a^ est manifestement égale à une période de l'intégrale
quix, T, z^dx
relative à la courbe o (^, i, iî) = o, en désignant par qh{^^ jK, ^) et cc(^,jK, z) les termes homogènes de pJus haut degré (respectivement m — 3 et ni) dans O/j (^, y, ^) et dans/*(^, j^, z). Si II est dans la suite ( [3), on aura
et a^. a la même signification que plus haut, sauf que qh{oo^ y^ z) est un polynôme homogène de degré m — • 2.
De cette signification des a^J, il résulte que le déterminant
ai,
il'
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n'est pas nul d'après une proposition classique dans la théorie des inlégraies abéliennes de première espèce; car ce déterminant: représente le déterminant des périodes pour les cycles G et C^ des
intégrales
quand on y hil y = oo, ce qui donne alors (avec le changement de variables fait plus haut) des intégrales relatives à la courbe
Il résulte de là que le développement des a suivant les puissances descendantes de y commence par un terme, qui est au plus du premier degré en y pour
et qui est une constante pour les autres fonctions a.
11. Nous allons montrer maintenant que a,, ^2, .. ., cip_^ sont des polynômes du premier degré enjK, fit que les autres a sont des constantes. Il suffira de voir qu'ils ne sont infinis pour aucune valeur finie dey. Or le déterminant
4p-l ^lp~i .-. ^^?;;-l
reste évidemment ^fini et différent de zéro^ quand y n'est pas en un point singulier h de l'équation E. Les seules valeurs à examiner sont donc les valeurs h.
Donnons à y une valeur voisine de b. On peut supposer que les cycles donnant les périodes marquées par les indices i , 3, . . ., ip — I sont formés, le premier par un petit contour y enveloppant les deux points singuliers de la courbe /(^^ y-, i?) == o voisins de h^ et les autres de/> — i contours ne passant pas dans le voisinage de 6, et qui deviendront, quand j^ sera égal à Z?, /j>~— i cycles de la courbe de genre /> — i
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appartenant respectivement aux rétrosections d'une division canonique de Riemann.
Les adjointes Q^ de la surface / ici considérées dépendent de p paramètres ; on peut donc supposer que p — i d'entre elles
Q,, Q2, ..., Qp_i
passent par le point de la surface où le plan tangent est donne par
la dernière Q^ ne passant pas par ce point.
Que deviennent dans le déterminant (16) les différents ternies pour j/ r= Z?? Dans la première ligne, on aura
coj = (x>| =. . .= a)^^^~^ = o. co/j^ p^o {^ouY y = b).
D'autre part, le déterminant d'ordre/; — i
''2P~1 ^ip-l
(pourjK=: b)
n'est pas nul, puisque c'est le déterminant de p — i périodes appartenant chacune à une rétrosection du type canonic{ue pour la courbe /(^, ^, ^) = o de genre p — i .
Il résuite de là que le déterminant (16) est différent de zéro pour y =/^. Les fonctions rationnelles a sont donc finies pour toute valeur finie de y, et l'on aura donc, d'après ce qui a été dit au numéro précédent,
les a et les p étant des constantes.
12. Le théorème énoncé est maintenant immédiat, car l'expression
a^ Q I -4- a. 2 Q-2 H- . . . -h apQ/,
est le coefficient de dx dans une intégrale de différentielle totale de seconde espèce, et, d'après la forme des a, cette intégrale de
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seconde espèce est de première espèce, Noas pouvons donc dire que :
Le nombre des intégrales simples distinctes de première espèce dUuie surface cdgébriciiie est égal au nombre des constantes V pouvcuit être prises arbitrairement dans les o équations
P^COJ — P2w(^-4- P3W(; — P4OJJ +. . .H- P;,_iW^^— P;. W/Li = o
(A [jrenant les valeurs p — 3 -f- i , . . . , /j>). Dans ces équations les Cl) sont des constantes.
13. Si les premiers membres des équations précédentes regardés
comme des poljnomes en P sont indépendants^ on pourra
prend r e arbi traire ment
des P, et alors le nombre /'o des intégrales de première espèce sera précisément /' — ^ S. On aura donc
ro = 7' — 0 ;
mais ce raisonnement rend seulement ce résultat vraisemblable. Si les polynômes en P se réduisaient à un moindre nombre, il y aurait plus de r — 5 lettres P arbitraires. Nous pouvons donc seulement en toute rigueur conclure à Vinégalité
Ou'arriverait-il, si les équations du numéro précédent n'étaient pas indépendantes? 11 est visible qu'il y aurait une intégrale abélienne de la forme
(les \ étant des constantes non toutes nulles) dont les ;• périodes relatives aux rétrosections (G, D) seraient nulles.
Ainsi, il y aurait une intégrale de première espèce du second type [le type (12)] dont les r premières périodes seraient nulles y comme il arrive à toutes les intégrales du type (i i). Dans la note citée au n^ 3, M. Picard, pensant avoir démontré que cette
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circonstance est impossible, énonce que l'on a
(17) /'o rrr r — 0.
Mais, cette démonstration ayant besoin d'être complétée, nous ne nous y arrêterons pas. D'ailleurs, l'égalité (17) a été établie, en se plaçant à un tout autre point de vue, par M. Severi dans un très intéressant Mémoire auquel nous renverrons (' ).
14. Nous énoncerons encore un théorème extrêmement remarquable dû à M. Gastelnuovo relatif aux nombres des intégrales de différentielles totales de première et de seconde espèce (-). Ce théorème consiste en ce cjne Von a V égalité
cVoù résulte en outre, en vertu de la relation (17),
Nous ne donnerons pas la démonstration de M. Gastelnuovo; elle s'appuie sur un théorème fondamental de M. Enriques, c[ui n'a pas été établi dans cet Ouvrage et dont l'étude nous entraînerait trop loin (•^). En utilisant aussi ce théorème, M. Severi ( '' ) a donné une autre démonstration de la relation (18).
Que faudrait-il faire pour établir le théorème de M. Gastelnuovo, en se servant de la proposition que nous avons démontrée au n° 12. Pour le voir, cherchons d'abord quelles conséquences résulteront du théorème de M. Gastelnuovo, pour le Tableau des périodes des intégrales (1 1) et (12) de la page 42^7 q^ii forment les/j intégrales de première espèce de la courbe entre x el z.
( 1 ) F. Severi, Sulla differenza ira i niuneri degll integrali di Picard délia prima et délia secuiida specie appartenenti ad luia superficie al gehrica (Accadeiïiia Reale délie Scienze di Torino, 18 janvier 1900).
(2) G. Gastelnuovo, Sugli integrali semplici appartenenti ad una superficie irregolare {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, janvier 1905, et Bendiconti délia R. Accademia dei Lincei, mai-juin 1906 ).
( 2 ) F. Enriques, Sulla proprieta caratteristica délie superficie algebriche irregolari {Atti délia R. Accademia délie Scienze delV Istituto di Bologna, Il déc. 1904).
{'') F. Severi, Il teorema d'Abel suite superficie algebriche {Annali di Matematica, 3'' série, t. XII).
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, on a un Tableau des pë-
Pour les p — S intégrales du type (i riodes que l'on peut éci^ire
Kl
les r premières colonnes correspondant aux cycles (C, D).
Quant aux - intégrales (i 2), on peut évidemment supposer qu'elles
correspondent aux - intégrales de différentielles totales de première espèce, nous voulons dire qu'elles représentent ces intégrales quand on y fait dy = o. Dans ces conditions, les périodes des intégrales (12) relatives aux cycles (C^, D') sont nulles, et l'on a alors pour ces intégrales le Tableau
ail
an a -2,
OÙ les a sont des constantes.
Si, maintenant, prenant deux intégrales quelconques parmi les p intégrales de première espèce (11) et (12), on forme la relation bilinéaire entre les périodes de ces intégrales, on aura une relation qui sera identiquement vérifiée si l'on prend une intégrale du Tableau (tui ) et une intégrale du Tableau (tco); cette relation ne contiendra que les périodes relatives aux cycles (G^, D^) si l'on envisage deux intégrales du Tableau (tt,), et enfin elle ne contiendra que les périodes relatives aux cycles (G, D) si l'on prend deux intégrales du Tableau (tûo).
De là nous concluons, toujours en admettant le théorème de M. Gastelnuovo, que, si l'on prend deux intégrales abéliennes quelconques de première espèce
et
'*lt(^, jK, z) dx
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de la courbe entre x el z
fix,y,z) = o,
où R et IV sont des polynômes en x^ y ei z^ on a entre les solutions
des équations Eo et Ej^ relatii^es à ces deux intégrales (en revenant aux notations des n"' 9 et suivants) la relation bilinéalre
Nous savons, d'après ce cjui a été établi dans la Section II de ce Chapitre, que le groupe de l'écjuation ¥^çs laisse invariable le premier membre de (19) c|uancl on effectue simultanément sur les co et les (JL)^ les substitutions de ce groupe, mais nous n'avons pas réussi à démontrer directement cjue ce premier membre est nul(^); il nous semble toutefois très probable c[u'on pourra un jour y parvenir.
Quoi cju'il en soit, si V on admet ce fait, nous allons voir cjue l'on peut démontrer facilement, en se servant des théorèmes établis dans les paragraphes précédents, que le nombre des intégrales
de différentielles totales de première espèce est égal à -•
Tout d'abord, on aura évidemment
(20) Wi 0)2 — W2Wj -+-... .H- W/,_i w',, — • 0)/. a)'/._i = o,
puisque la somme des premiers membres des égalités (19) et (20) est nulle.
Il s'agit de savoir combien nous pourrons prendre de constantes P arbitraires dans les écpations (i3) du n'' 9, pour que ces 2/> écjuations aux p inconnues a,, a^, . » , ^ ap soient compatibles.
Considérons les écjuations (i5) du n** 10, en donnant à
Pi, P3, .... Pr-l
(1) M. Picard pensait avoir obtenu une telle démonstration à l'aide de considérations délicates empruntées à VAnalysis situs dans l'espace à quatre dimensions, mais cette démonstration nous semble maintenant sujette à des objections, et nous nous contentons d'appeler l'attention sur la lacune qui reste à combler.
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des valeurs arbitraires; nous déterminons ainsi a,, ao, ..., ctp. Nous allons voir que les valeurs des autres périodes, pour l'intégrale correspondant à ces valeurs des a, sont des constantes déterminées Po? •••? P/- pour les cycles D, et sont nulles pour les cycles D^, de telle sorte que l'on a des équations de la forme (i3).
Désignons par Po, . . ., Pr les périodes relatives aux C3^cles D de l'intégrale de première espèce formée avec les a. Soient aussi Pr+o, ^r-i^^^ ' ' ", ^2p les périodes de la même intégrale relative aux cycles D^ Il faut démontrer que Po? P/o • • -7 ^r sont des constantes et que P^+o, - - -i P2/? sont nuls.
C'est ce que vont nous donner les relations (19) et (20). Nous pouvons écrire les équations
ai co.} -r- a^oif cil b)l-+- a 2 0)1
.^apLû^i = Pi.
ai co},-f- a2C0 7,
On en déduit, d'après les relations (20),
(21) Pi W^— P.Cot'-H P;3WJ— P4(0?-h. -.-h Fr-i^^— Fp^^^r-i ^ O,
h étant un quelconque des nombres i, 2, ..., p; tous les to figurant dans ces relations sont d'ailleurs des constantes (c'est-à-dire indépendantes dey). Or tous les déterminants formés, en prenant - lignes dans le Tableau
(Of, Wj, ..,, W^_i (^:= 1,2, ...,/?),
ne sont pas nuls, car alors le déterminant d'ordre p formé avec les périodes relatives aux cycles G et C^ serait nul, ce qui n'a pas lieu d'après un théorème classique. Les équations (21) déterminent
alors certainement
en fonction des arbitraires
Pij P3, • • . 5 Py— 1-,
et il ne s'introduit que des constantes dans ces expressions. Nous avons donc le résultat voulu.
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Considérons de même les équations
Cil L0}.u.2 H- «2 ^^^ + 2 -H . . . -^ <^p ^^r-^2 — P/'-4-2, a 1 03 i ^,_ 1 -h «2 W I ^;_ ^ -f- - . . -r- «y, Mllp_ 1=0,
où les seconds meml^res sont alternativement zéi^o et une lettre P à indice pair. Nous aurons, d'après les relations (19),
Or tous les déterminants formés en prenant p lignes dans le
Tableau
..ji
-^' , cui^,_i (A= 1,2, ...,/>),
ne sont pas nuls, car alors le déterminant d'ordre/) formé avec les périodes relatives aux cycles C et G' serait nul. Des équations (22) on conclut donc que
Donc, dans les 2p équations (i3) du n" 9, on peut prendre arbitrairement
Pi, P3, ..., P;.-l,
et, en choisissant convenablement Po, P4, ..., P,^ au moyen des équations (21) nécessairement compatibles, il est possible de tirer des équations (i3) les a de manière à avoir une intégrale de première espèce. Il se trouve ainsi établi, sous le bénéfice des relations admises (19 ou 20), que le nombre des intégrales de diffé-
renlielles totales de première espèce est -•
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Sur une propriété des adjointes d'une surface algébrique.
16. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une propriété intéressante des adjointes d'une surface algébrique (^ ).
Revenons à cet effet à la première section de ce Chapitre. Nous n'y avons fait aucune hypothèse sur les adjointes au point de vue de leur section par un plan quelconque. Nous avons, dans le Chapitre IV de ce volume, considéré, avec M. Enriques, les adjointes de différents ordres h(l%^m — 3). L'ensemble des adjointes d'ordre h forme un système linéaire de surfaces. Celui-ci découpe sur un plan pris arbitrairement un système linéaire de courbes planes qui font évidemment partie des adjointes d'ordre h de la section plane correspondante de la surface. Mais il se peut que ce système linéaire de courbes planes ne forme pas l'ensemble de ces adjointes, et qu'il y ait un défaut, qui a été désigné par co^. Nous avons vu que, à partir d'une certaine valeur de A, tous les to sont nuls. En supposant que de h^=.rn — 3 à A ==: / — i les co soient différents de zéro, nous avons établi la formule de M. Enriques (p. 88)
(23) Pg—P'i = Zj^^^-
Or nous avons démontré, dans la Section I de ce Chapitre, l'inégalité
Or, d'après (23),
puisque les ca sont positifs. Rapprochons les deux inégalités précédentes, en écrivant
r ^ 2 W,„_3 ^ 2 (po^ —pn )
(^) E. Picard, Sur quelques questions se l'attachant à la connexion linéaire dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Crelle, Band 129, 1906 ).
Hosted by
CHAPITRK XIII. — INTÉGRALES TOTALES, ETC
Mais, d'après le théorème de M. Castelnaovo,
11 faut donc que les deux inégalités soient des égalités, et l'on a, par suite,
Donc on a^ pour toutes les adjointes cV ordre h(h^ni — 2),
C'est là le théorème que nous voulions établir.
Ainsi, dans le calcul du genre d'une surface algébrique, il n'y a que le défaut (j^m-^ à envisager. Nous pouvons encore énoncer le théorème sous la forme :
Les adjointes d^une surface d"^ ordre m, cjui sont d^ ordre supérieur ou égcd à m — 2, donnent sur un plan arbitraire le système complet des adjointes du même ordre de la section plane.
Ce résultat complète les belles recherches de M. Enriques sur les adjointes d'une surface algébrique. Nous l'avons obtenu par une v^oie détournée ; on pourra sans doute le démontrer directement en restant à un point de vue purement géométrique.
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SUR LES SURFACES HYPERELLIPTIQUES
Quelques propriétés des surfaces hyperellip tiques générales.
1. Nous ne nous proposons pas de faire dans ce Cliapitre une étude approfondie des surfaces hyperelliptiques; notre but est seulement d'appliquer à ces surfaces quelques-uns des résultats généraux donnés dans cet Ouvrage.
On appelle surfaces hyperelliptiques les surfaces pour lesquelles les coordonnées d'un point quelconque s'expriment par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres. L'étude de ces surfaces a été commencée par M. Picard (^), qui a établi leurs propriétés les plus simples. Une étude très approfondie en a été faite par M. Humbert dans son beau Mémoire Sur la théorie générale des surfaces hyperelliptiques (-).
5. On sait qu'entre trois fonctions uniformes quadruplement périodiques de deux variables u et i^, ayant partout à distance finie le caractère d'une fonction rationnelle, il existe une relation algébrique. Deux cas peuvent se présenter; il peut arriver qu'à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul système
I.' ( ^ ) E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales algébriques de
première espèce {Journal de Mathématiques, t. I, 4*" sér., i8S5); Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, t. V, 4° sér., 1889).
(2) G. Humbert, Théorie générale des surfaces hyperelliptiques {Journal de Mathématiques, t. IK, 4" sér., 1890 ).
Hosted by
44o CHAPITRK XIY.
de valeurs de u et ç', abstraction faite de multiples des périodes, ou bien il j aurdi plusieurs systèmes de valeurs de u et {> dans un prismatoïde de périodes.
Plaçons-nous dans la première hypothèse. Soit
une surface hyperellip tique jouissant de la propriété indiquée ; on établit alors que toute fonction quadruplement périodique de u et ç et ayant partout à distance finie le caractère d'une fonction rationnelle est une fonction rationnelle de ^, JK et z.
3. 11 est facile de montrer que la surface possède deux intégrales de différentielles totales de première espèce. Soient
les trois équations donnant la représentation paramétrique de la surface.
JNous avons
dx = -^ du -\ r- dv,
au oç
dy = -T— du H — r — dç.
-^ du âç
Or les coefficients de du et dç sont des fonctions quadruplement périodiques de u et ç; elles peuvent donc s'exprimer par des fonctions rationnelles de x^ y et z. En résolvant les deux équations précédentes par rapport à du et dç^ on aura donc
du = P dx -H Q dy^ dv — Pi dx -f- Qi<^jK,
les P et Q étant des fonctions rationnelles de x^ y et z. Les deux intégrales
F dx -{- Q^dy et / Pi dx -i- Qi dy
sont évidemment des intégrales de différentielles totales relatives à la surface /", et elles sont de première espèce^ puisque à tout point (x^y^ z) doivent nécessairement correspondre des valeurs finies de u et ç. Ces deux intégrales sont distinctes et linéairement indépendantes.
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En second lieu, toute intégrale de première espèce de la surface est nécessairement une combinaison linéaire à coefficients constants des deux précédentes.
En effet, soit une intégTale de première espèce
P2 <^^ H- Q.2 dy ;
en remplaçant ^, y, z par leurs valeurs en it et i', cette intégrale devient
'û du H- 'j* dç^
cp et 4 étant des fonctions quadruplement périodiques de u et v. Puisque l'intégrale reste toujours finie, il faut que les fonctions uniformes o et d; restent toujours finies; elles doivent donc se réduire à des constantes, et notre intégrale se réduit
a du -\r S dv.
a et |3 étant des constantes. Elle est donc une combinaison linéaire des deux premières.
4. On montre aisément que le genre géométrique de la surface est égal à lui, c'est-à-dire c[\\il y a une seule intégrale double de première espèce. Soit une telle intégrale double
(2) / / K{x,y,z)dx dy.
En remplaçant x, y el z par leurs valeurs en u et r, l'intégrale devient
y^ ( a, r) du dv^
y étant une fonction uniforme quadruplement périodique de u et v. Si y^ ne se réduit pas à une constante, il est manifeste que, dans un prismatoïde de périodes, on pourra choisir un continuum d'intégration pour l'intégrale double, tel que celle-ci soit infinie. 11 faut donc et il suffit d'ailleurs que y se réduise à une constante. L'intéi^rale double
du dç^
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qui est bien de la forme (2), quand on revient à x^ y et z^ est l'intégrale double de première espèce de la surface /. Elle est;, comme nous savons, de la forme
0^{x^ y^ z^ dx dy
() étant une adjointe d'ordre m — -4, nécessairement unique, de la surface f supposée d'ordre m,
o. Nous avons considéré (t. I, p. i36) une surface ajant plusieurs intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Soient deux telles intégrales
r^'"^'^''-'^ B dx — A dy r^^-r^yr-) p^^ ^i^ __ ^^..^ dy
r''^'~'''^dx~kdy r
Il = / j^ et r = /
fL
11 a été établi (/oc. cit.') que l'on avait sur la surface l'identité
ABi-AiB = /i.Q(^,jr,^),
(^(^, y, z) étant un polynôme adjoint d'ordre m — 4- I^i 1^ polynôme Q correspondra à l'unique adjointe d'ordre m — 4 de la surface f. Cette adjointe coupera la surface suivant la ligne double et suivant une ou plusieurs courbes simples que nous appellerons les courbes F.
Pour la surface que nous étudions, les équations
= du,
/ 1^1 ax — Al ay
donnent nécessairement pour^et / (et^) des fonctions uniformes de u et V. On voit de suite que c'est seulement quand le point (:r, j)^, z) s'approche d'un point d'une courbe F, que ^, j)/ et 5 pourraient cesser d'être des fonctions uniformes de a et r. Soit M un point d'ailleurs quelconque (x,,, y^s-, z^) d'une telle courbe ; d'après ]es équations (4), on voit que le rapport -j- est indépendant de -— ? quand (x, j?', z) s'approche de M.
Donc les valeurs u^, i^o des intégrales u et v correspondant au point M ne donnent pas pour les fonctions x ^l y un point ordi-
V> dx
A dy
Bi dx
Al dy
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naire; ceci n'est pas douteux, piiique x et y ne pourront tendre vers Xo et yo que si la limite du rapport _ à une valeur déterminée.
Par suite, les équations précédentes étant satisfaites par des fonctions quadruplement périodiques de u et p', le point (uq^ ^o) sera pour ces fonctions un point d'indétermination. Mais, quand M se déplacera sur la courbe F, le système des valeurs {uq^ ç^o) ne pourra pas varier d'une manière continue; car une fonction uniforme de deux variables indépendantes, qui présente, pour tout système de valeurs finies des variables, le caractère d'une fonction rationnelle, ne peut pas avoir une suite de points d'indétermination se suivant d'une manière continue. Par conséquent, z^ et (^ gardent une valeur constante, quand (^o, Jo, ^o) se déplace sur une courbe F.
Il résulte de là que toute courbe F est une courbe unicursale. C'est une de ces lignes de la surface que, dansum Chapitre précédent, nous avons appelée une courbe exceptionnelle.
6. M. Humbert, dans le Mémoire cité plus haut, a fait une étude approfondie des courbes algébriques tracées sur les surfaces h^^perelliptiques. Il représente d'abord ces surfaces en coordonnées homogènes par des équations de la forme
Xi= &i{u, v) (1= i, 2, 3, 4),
les (èi étant des fonctions thêtct normales de même ordre, de caractéristique nulle.
En supposant que les fonctions abéliennes ne sont pas singulières (c'est-à-dire qu'il n'y a pas entre certaines combinaisons de leurs périodes une relation homogène et linéaire à coefficients entiers), il établit que toute courbe algébrique tracée sur la surface est représentée par une équation de la forme
A et pi étant des constantes, et 6 une fonction thêta normale de caractéristique nulle.
Nous renverrons à son Mémoire pour la démonstration de cet important théorème.
Nous avons vu plus haut que le genre géométrique pg de la
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surface est égal à un. En s'appuyant sur le théorème de M. Castelniiovo (t. Il, p. 4^2 ) nous avons ici
Pff—Pn = ->^,
puiscjLi'il y a deux intégrales de première espèce. On en clédnit
Ce résultat a été antérieurement établi par M. Humbert au moyen d'un calcul direct [Journal de Matli.^ 1890, p. 429).
Ajoutons encore que la surface possède quatre intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce, puisque le nombre des cycles linéaires est évidemment égal à quatre et que par suite r est égal à ce nombre.
On peut enfin se demander quel est le moindre degré d'une surface hyperelliptique du type cjui vient de nous occuper. M. Picard a démontré qu'une surface de genre géométrique égal à un ne peut avoir deux intégrales de différentielles totales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre, si son degré n'atteint pas six [Journalde Math., i885; voir aussi t. I, p. 141)7 mais il s'est borné aux singularités que nous avons appelées ordinaires dans tout cet Ouvrage. Le théorème complet a été établi par M. A. Berry, et l'on trouvera dans les additions placées au commencement de ce Volume les renseignements bibliographiques à ce sujet. Ce résultat admis, il est clair qu'// ne peut exister de surface hyperelliptique de degré égal ou inférieur à cinq telle qu'à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu\in seul système de valeurs des paramètres aux périodes près.
On peut indiquer une surface du sixième degré rentrant au contraire dans ce type. Prenons en effet la surface
f et o étant des polynômes arbitraires du troisième degré. En dé signant par V[u)elO{i>) les fonctions elliptiques correspondant
du
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on aura évidemment
et la surface rentre bien dans le type voulu.
Ici les fonctions abéliennes sont très spéciales, puisqu'elles se ramènent aux fonctions doublement périodicjues pour chacun des paramètres. Relativement aux fonctions abéliennes générales, M. Humbert a indiqué une surface lijperelliptique du huitième degré {Journal de Math,, 1898, p. 436). On ne sait s'il en existe pour les sixième et septième degrés.
Sur les valeurs des nombres p et po pour une surface hyperelliptique non singulière.
8. Nous allons calculer les valeurs des nombres p et p(> pour une surface hyperelliptique non singulière, en désignant par p le nombre correspondant au théorème fondamental dans la théorie des intégrales de difTérentielles totales de troisième espèce (p. 241), et par po le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce (p. 28g)..
Soit, comme plus haut, la surface /donnée en coordonnées homogènes par les équations
Xi = Qi(u, ç) ii=^ I, 2, 3, 4),
les 6 étant des fonctions thêta normales du même ordre et de caractéristique nulle. Nous nous plaçons dans l'hypothèse où les quatre 0 ne s'annulent pas simultanément pour un même système de valeurs de u et (^, c'est-à-dire que la surface est représentable point par point, sans exception, sur le champ hyperelliptique; il n'y a pas alors dans cette correspondance de courbe exceptionnelle sur la surface.
Envisageons sur la surface une courbe algébrique irréductible. D'après ce que nous avons rappelé, elle sera représentée par une équation de la forme
0(?^ — À, p — jjl) — O,
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À et [j. étant deux constantes, et 6 une fonction thêta normale de caractéristique nulle, dont nous désignerons l'ordre par /??.
Ceci posé, soit 9(^/, ç) la fonction thêta normale, de caractéristique nulle, et d'ordre un; la fonction
sera d'ordre m, et, par suite, le quotient
&(U— X, ç — IX)
sera une fonction quadruplement périodique de a et (^, et, par suite, une fonction rationnelle des coordonnées non homogènes^', j^ et z d'un point arbitraire de la surface. Si donc nous considérons l'expression
&(U ■ — A, Ç — fJ.)
^^ '(f^'iT^l, v — iJ,) '
ce sera une intégrale de différentielle totale de troisième espèce (réductible manifestement à un logarithme), qui aura sur la surface les deux courbes logarithmiques
6(u — A, V — jjt.) r= o et 6(?^ — X, ç — l^) = ^^•
Ceci nous permet de nous borner, pour l'étude des lignes de la surface donnée /, en tant que courbes logarithmiques d^ intégrales de troisième espèce, aux lignes données par une équation
G(zi — X, ^^ — (ji) = o,
où \ et y. sont deux constantes arbitraires.
Nous allons montrer que, si l'on prend deux quelconques de ces lignes correspondant aux équations
0 ( w — A 1 , p — jjLi ) == o et 0 ( w — Xo, (^ — [^2 ) = o,
que nous désignerons par G, et Go, il J aura une intégrale de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement ces deux lignes comme courbes logarithmiques. Supposons, en effet, que A2 et [J.2 soient respectivement très voisins de \x et [;., ; les deux courbes G, et Go de même degré sont alors très voisines l'une de l'autre sur la surface. Par conséquent, les substitutions du type S
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envisagées au n" 2 (Ghap. IX, p. 233) et se rapportant respectivement à la courbe G, et à la courbe Go sont identiques, c'est-à-dire que l'on aura i^voir vî^ 3, même Chapitre)
^{i\ _ ,//) (^^- __ j^ r,^^ . . ., ip).
Par suite, les 2/>/i relations considérées dans le n° 3 (Chapitre cité) entre les K et les c pourront être satisfaites en prenant tous les K nuls, et
Cl 4- C2 = o.
Nous aurons alors une intégrale de troisième espèce, conformément à la théorie générale des intégrales de celte espèce, ayant les deux seules courbes logarithmiques C, et Go; la ligne à l'infini de la surface / ne peut être une courbe logarithmique pour cette intégrale, puisque G, et G^ sont du même degré, et que c, = — Co. En faisant varier A et [jl par degrés assez petits, on voit que deux courbes quelconques du type
^{u — X, p* — [jl) ='o
sont courbes logarithmiques d'une intégrale convenable de troisième espèce. On a par suite pour la surface hy perellipticiue considérée f sans courbes exceptionnelles (')
9. Ayant ainsi obtenu le nombre p correspondant à là surface/, nous allons chercher le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce relatif à cette surface. Il est donné par la formule fondamentale de la page 408
(6) Po =: N — 4/? — (/?i— 0 + 2 7'— (p — l).
La surface est défmie par les équations
les quatre 6 étant des fonctions ihêta normales, de caractéristique nulle, dont nous désignons maintenant par /z le degré; de plus,
(') E. Picard, Annales de VEcole Normale, t. XVIII, 1901, p. [\\\.
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ces fonctions n'ont pas de racines communes. Il faut calculer les
nombres
Nous savons que p = i et /^ = 4-
Or il résulte des formules du Mémoire cité de M. Humbert (Journal de Math., iSgS, p. 43o) que l'on a
Il reste à évaluer la classe N de la surface. On voit de suite que IN est égal au nombre des solutions distinctes des deux équations
du
du
âç
en désignant par 0 et 6 deux fonctions thêta normales d'ordre A, de caractéristique nulle, sans zéro commun, et d'ailleurs arbitraires. En s'appujant sur un théorème de M. Poincaré relatif aux racines communes à deux fonctions thêta, on trouve sans difficultés
Nous pouvons maintenant appliquer la formule (6); comme il devait être, la valeur de h disparaît, et l'on trouve immédiatement
po = 5.
Tel est le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce pour les surfaces hjperelliptiques non singulières. Si la surface hyperelliptique était singulière, c'est-à-dire si les périodes satisfaisaient à une ou plusieurs relations singulières (au sens de M. Humbert), il y aurait lieu de rechercher ce que devient le nombre Oq, qui peut être différent, car cet invariant, ainsi que nous l'avons déjà remarqué plusieurs fois dans ce Volume, n'est pas seulement géométrique et algébrique, mais a aussi un caractère arithmétique.
10. Les surfaces hjperelliptiques peuvent être rattachées aux courbes de genre deux. Soit une courbe de genre deux
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OÙ fi^x) est un polynôme da cinquième degré; nous considérons les équations classiques de la théorie des fonctions abéliennes
'^""■^'^■^^^i^^z-i , C^'"''-'^''^ x.^dx^ _
[ri-v//(^i), r2 = \//(^.)].
On sait que toute fonction rationnelle
R(^i, jKi; ^2, JK2)
symétrique en(^,, y s) et (.^^o, JK2) est une fonction quadruplera ent périodique de a et (^.
Les équations
OÙ x^ et ^2 sont deux paramètres arbitraires, définissent une surface hyperellip tique /*, et il est manifeste qu'à un point arbitraire (x^ y^ z) de cette surface ne correspond qiiiin couple de points
(^,, )'4), (^0,^2) de la courbe j^- :=:/(^) et, par suite, un seul système de valeurs de ^^ et v (aux périodes près).
11 . Cherchons à former les intégrales doubles de seconde espèce de cette surface. Envisageons à cet effet les quatre intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce de la courbe hyperelliptique
rdx C X dx r x''- dx r x^ dx r o /./ sT
et formons l'intégrale double
P f* rr^P rpH ry,'lry.P
(8) / / — ^ — ' — - dxidx^ (/>, ^ = o, I, 2, 3).
J J yiyt
D'après sa formation même, cette intégrale double a les caractères d'une intégrale double de seconde espèce. Exprimons-la à l'aide des variables u el ^^. On a
, , da dv da dv
dx^dx^^ = =-yiy2
D{a, ç ) ^ "^ -' X2~ xi
D{Xi^X2)
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L'intégrale devient alors
Le coefficient de durh est une fonction rationnelle symétrique de x^ et ^o et, par suite, une fonction quadriiplement périodique de u et (^. Il en résulte que l'intégrale (8) est de la forme
/ / K{x,y,z)dxdy,
R étant rationnelle en x^y et ^, et il serait d'ailleurs facile de la calculer; c'est donc une intégrale double de seconde espèce de la surface /définie par les écjuations (7).
Il y a 6^.2; combinaisons de la forme (8); nous obtenons donc ainsi 5/.r intégrales doubles (9) de seconde espèce de notre surface, mais nous allons montrer qu'elles ne sont pas distinctes.
Reportons-nous en effet à la formule fondamentale dans la théorie des fonctions abéliennes de Weierstrass, que nous avons utilisée précédemment pour un autre objet (page 198 de ce Volume), et que nous écrirons
à dxi
U(.yi, .2-2 )
IJ étant un polynôme en x^ et ^05 défini par cette identité même, qui est du troisième degré par rapport à x^ et par rapport à Xo.
Elle montre qu'on peut former une combinaison linéaire à coefficients constants (non tous nuls) des expressions
cjui se réduit à une somme de dérivées partielles. On en déduit cju'il y a une combinaison linéaire des intégrales (9) qui est de la forme
ày
dx dy.
U et V étant rationnelles en ^, y et ^, c'est-à-dire cjue les intégrales formées se réduisent à cinq. On vérifiera facilement que l'on
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obtient ainsi cinq intégrales doubles distinctes de seconde espèce de la surface /, si le polynôme f{x) est arbitraire, et le théorème établi précédemment, à savoir que
Po== 5
pour une surface hyperelliptique, se trouve établi par une tout autre voie.
Sur la surface de Kummer et les nombres p et po qui lui correspondent.
12. Dans les deux Sections précédentes, il a été question de surfaces hyperelliptiques telles qu'à un point arbitraire de la surface ne correspond qu'un système (?^, (^), abstraction faite de multiples des périodes.
Il existe des surfaces dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres, et pour lesquelles correspondent à un point arbitraire de la surface deux systèmes distincts de valeurs w et (^.
Il est facile d'en donner un exemple en reprenant les équations abéliennes du n^ 10. Envisageons, avec les mêmes notations, la surface définie par
A un point arbitraire (^, y^ z) de cette surface correspondront un système de valeurs (^^, X2) et le produit y4jK2' On aura pour y^ ely2 deux systèmes de valeurs
yu r2 et — jKi, —yi]
donc, à un point arbitraire de la surface correspondent deux systèmes de valeurs àe u et ^.
13. Parmi les surfaces jouissant de la propriété précédente, la plus célèbre est la surface de Kummer, surface du quatrième degré
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ayant seize points doubles. Il ne serait pas dans notre sujet d'en faire une étude, même superficielle; nous allons seulement calculer les nombres p et po qi^ii lui correspondent.
Le nombre p est facile à calculer, si nous nous reportons à une proposition extrêmement intéressante de M. Humbert relative aux courbes algébriques tracées sur une surface de Kummer (non singulière). D'après ce théorème, toutes les courbes algébriques tracées sur une surface de Kummer sont de degré pair, et, si 2 /^ désigne le degré d'une telle courbe, on peut le long de cette courbe circonscrire à la surface une surface de degré n ne la coupant pas en dehors de la courbe considérée. On déduit de là immédiatement que p= I. Car, si une courbe C^ de degré 2Ai, est l'intersection de la surface de Kummer avec la surface
et, si une courbe C2 de degré 2 11-2 est donnée par la surface
on a une intégrale de difTérentielle totale de troisième espèce représentée par le logarithme
log ^^, J 1
ayant comme uniques lignes logarithmiques G| et C2. On déduit de là que p est égal à un pour la surface de Kummer.
14. Cherchons le nombre po relatif à cette surface. Il nous faut appliquer ici la formule générale de la page 409
Po = N H- <i — f\p ~ {m — i) -h 2r— (p — i)
applicable au cas où, outre la ligne double, la surface a d points isolés.
L'application en est facile à la surface de Kummer.
On sait que
r = 0, p == i; de plus on a
La formule donne alors
Po = 5.
Hosted by
SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 4^3
Nous trouvons le même nombre que pour la surface hyperelliptique générale.
15. En suivant une marche analogue à celle du n"" 11, nous pouvons former facilement cinq intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface du n^ 12 définie par les équations
Ces intégrales doubles ont toujours la même forme
^^ " ' — - dxidx^ (/?, ^ — o, I, 2, 3).
Cette intégrale peut s'écrire dans le cas actuel r rx^[xl — x\x^!, dx dy
JJ Xi — X-i z
11 est clair que
/y*' nn ' ^ rp l /y^i
Xi X2
est un polynôme P(x, y)^ et l'on a donc une intégrale
'V{x^y)dx dy
ff-
l'équation de la surface étant
F(x^y) étant un polynôme en x et y.
Pour les mêmes raisons que plus haut, ces six intégrales doubles de seconde espèce se réduisent k cinq ; elles sont distinctes si le polynôme f{x) du cinquième degré ne satisfait pas à certaines conditions particulières.
Sur les conditions pour qu'une surface soit kyperelliptique.
16. Nous avons indiqué plus haut (Section I de ce Chapitre) certaines propriétés d'une surface hyperelliptique, pour laquelle il
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y a correspondance uniforme avec le prismatoïde des périodes. On peut se poser la question inverse, et se demander comment on reconnaîtra si une surface donnée de degré m
est susceptible d'avoir les coordonnées [x^ y^ z) d'un quelconque de ses points exprimées par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres, de telle sorte qu'à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul système de valeurs de ces paramètres (aux périodes près).
On devra tout d'abord avoir pour la surface /^ = 4 ; il 7 aura alors pour la surface deux intégrales de différentielles totales de première espèce; soient
rBdx — kdy r Bi dx — Ai dy
Ces deux intégrales devront n'être pas fonctions l'une de l'autre. En outre, la surface doit être du genre géométrique un] enfin, nous avons montré que l'adjointe d'ordre m — 4 coupe, en dehors de la ligne double, la surface ./ suivant des courbes simples F de/ qui sont iinicursales (ces courbes peuvent manquer).
17. On peut montrer que ces conditions nécessaires sont suffisantes (^ ); nous allons indiquer sommairement la démonstration. Soient
Wj (x)2 W3 0)4
Ui 1)2 03 U4
les quatre couples de périodes des deux intégrales précédentes. En se servant des théorèmes classiques dans la théorie des intégrales abéliennes, on obtient la relation entre ces périodes
S CiV,.tO/l)/,. = O (d/c = — C/a) (V, >t = I, 2, 3, 4),
(1) Comparez : E. Picard, Journal de Math., i885, p. 334; ^t 1889, p. 224. Dans le second Mémoire, M. Picard, s'appuyant sur une proposition de M. Nôtlier, dit que la condition relative à l'unicursalité des courbes V est remplie d'elle-même; mais la proposition de M. Nôtlier est sujette à des restrictions, et la condition doit être maintenue. C'est ce qui résulte d'un exemple de M. Castelnuovo, que nous avons cité (t. I, p. 223), relatif à une surface du cinquième ordre avec trois tCjiciiodes.
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les c étant des entiers, et le déterminant symétrique gauche
\ciu\
n'étant pas nul, comme on le déduit de l'inégalité de Puemann fondamentale dans ce genre de question.
18. En efFectuant simultanément sur les co et les 'J une substitution à coefficients entiers, dont le déterminant différent de zéro peut être a priori supérieur à un, on obtient de nouvelles périodes
( Ql 0-2 ^3 ^\
^^ ^ / r, n Ta n
avec la relation
Il est alors possible de former avec un polynôme du cincjuième degré convenable y (^) deux intégrales distinctes de première espèce
^ OLX -I- [3
"^ + ^ .te,
\/fia^)
dont le tableau des périodes corresponde à (9'), Considérons alors les équations
I r^'^'^y'^^ B,dx~A,dr __ ^ et les équations
En égalant entre eux leurs premiers membres, on voit que tonte fonction rationnelle
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symétrique par rapport à {x^^y^) et (^2?JV'2)5 estracine d'une équation algébrique dont les coefficients sont fonctions rationnelles de
(^, jK? ^)- Il en résulte que
x^ y el z
sont des racines d'équations algébriques dont les coefficients sont des fonctions uniformes cjuadruplement périodiques de u et v,
Kinûx^ y el z définies parles équations (lo) n'ont, pour chaque valeur de u et v^ c[u'un nombre limité de valeurs, et ont pour toute valeur finie de u et v le caractère d'une fonction rationnelle ou d'une fonction algébrique.
Nous ne nous sommes pas servis jusqu'ici de la condition relative aux courbes F. On se rappelle que l'on a
ABi-BA,=/i.Q(^,j,^),
(^{x^y^z) étant l'adjointe d'ordre m — ^. Toixl d'abord, les courbes F étant unicursales, elles satisferont nécessairement aux équations différentielles
\^ dx — A cly = o, B 1 dx — Aj dy = o,
puisque les deux intégrales de difFérentielles totales de j)i'emière espèce, se réduisant pour une courbe F à des intégrales de fonctions rationnelles d'un paramètre, doivent être des constantes. Or,
d'après les équations
B dx — A dy
— du^
B| dx — A] dy ,
X, y, z ne pourront cesser d'être des fonctions uniformes de uel r que quand le point {x^y^ z) viendra sur une courbe F. Mais, pour tous les points d'une courbe F, u et v se réduisent à deux constantes à des 23ériodes près ; nos fonctions algébroïdes de u et v ne pourront donc avoir de ligne critique pour lacjuelle deux ou plusieurs branches se permutent. Elles seront donc des fonctions^ uniformes, et, par suite, des fonctions cjuadruplement périodiques de u et (', comme nous voulions l'établir.
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Sur une classe d'équations aux dérivées partielles se rattachant à la théorie des fonctions abéliennes {^).
19. Arrêtons-nous un moment sur les équations différentielles de la forme
, , ./du du
/étant un poljnome, et u désignant une fonction de deux variables indépendantes a: et y.
Si u est une fonction quadruplement périodique de deux variables, qui ne se réduise pas à une fonction d'une combinaison linéaire de x et y^ il y aura une relation algébrique de la forme
(12) entre
du du u, —-f — ?
dx dy
et, si l'on pose
du
du
dx
dy
à un point arbitraire de la surface
ne correspondront évidemment qu'un nombre limité de valeurs de {00^ y) dans un parallélépipède des périodes.
Nous allons établir d'abord que ce nombre limité de valeurs se réduit à un seul système de valeurs.
20. Admettons qu'il y ait m valeurs de {x^ y) correspondant à un point arbitraire (z^, ç^ {v) de/*, soient
{^\^ yi), (^2,^2)5 •••? {^m,ym)'
Les sommes
a:^! -H ^2 -^ ... -H x,n, JKi -+-72 ~'r- • • . + 7^
seront nécessairement des intégrales de différentielles totales rela-
(^) E. Picard, Journal de Mathématiques, i885, p. 338.
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tives à la surface /
Fdu-{-Qdw, / F^du-^Qidiv,
les P et Q étant rationnelles en (u, ç^ iv).
Différents cas peuvent se présenter relativement à ces deux intégrales.
21. Supposons en premier lieu que ces deux intégrales se réduisent à des constantes. Faisons un peu varier et arbitrairement (w, (^, ^v) de manière à passer à ((/, ç^^ iv')^ on aura les nouvelles valeurs de ^ et j* voisines des précédentes
Nous aurons ici
i û^i -T~ OC^i — r— . . . ~x~ OC jji =: OC ^ -\- OC if^ H~" . « . ~t~ OC j^^ ^ i n -+- 72 -4- . . '-^Ym == 7 1 H- J2 + • • • -^ Ym-
Les quantités x^ — xi sont de l'ordre de i^ii! — 11) et ((^^ — (^). On a
^(•^^ijji) — w(^i7i)== ^ ^'^i~~'^i^'^'5^ (ri — ri) -+-••-
les termes non écrits étant d'ordre supérieur au premier, et des égalités analogues en remplaçant l'indice un par les indices deux, trois y .... Comme on a
du
dxi
du
du
àXni
du
du
du
«t les égalités analogues avec les accents, il viendra, en additionnant et tenant compte des égalités (i4);
jn[u(x\^ y[) — u{xi^ j^i)] = quaatité du deuxième ordre.
Or ceci est impossible, puisque {x\ — x^) et [y\ — y^) sont du premier ordre; il faudrait que l'on eût, pour toute valeur de x^
ce qui n'a pas lieu.
du du
dxi dyi
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22. Les deux intégrales (i3) ne se réduisent pas toutes deux à des constantes. Or, nous allons montrer d'abord que ces deux intégrales ne peuvent être distinctes. En effet, en remplaçant u^ ç^ w par leurs valeurs en x et y, elles deviennent respectivement
ax '\- |3jK + Y? ^ X -\- ^' y H- y',
les a, j3, y étant des constantes. Si les intégrales sont distinctes, OL^' — ^ol' n'est pas nul; il en résulte que olx -\- ^y et cfJ x -\~ ^'y et, par suite, x et y n'ont qu'une valeur pour u^ <^, w donnés, aux périodes près.
L'une des intégrales est donc égale à une fonction linéaire de l'autre ; on peut supposer que
A étant une constante. Gardons x comme variable, et prenons y — Kx comme seconde variable, que nous continuerons à désigner parjK. La somme
est alors variable avec {u^ (^, w) et elle est une intégrale de première espèce, tandis que
Ji + 72 -!- • . • +7m = const.
L'intégrale de première espèce qui représente x ^-{-x <>-[-... -^x m sera susceptible de la forme
a ^ ~t- [3 jK -1- Y .
La constante a n'est pas nulle, car alors j^ n'aurait qu'une valeur (étant une intégrale de première espèce) et, par suite, on aurait
71=72 =="'=^ym^ const.,
ce qui est absurde.
Prenons enfin, au lieu de la variable x^ la combinaison ax-{-^y-\-^ comme variable ; nous la désignerons encore par x^ pour ne pas multiplier les notations. Alors, avec les deux variables x ely définitivement choisies, nous aurons
X \ '■ Xi) ... Xn},
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et, par suite, à un point arbitraire (w, (^, w) de / correspondent
X étant le même partout.
Reprenons le raisonnement du numéro précédent en considérant an point arbitraire {u\ ^\ w') de /, voisin de {u^ v^ w). On aura alors
in\u{x'^^y\) — 2^(^i,JKi)] = Jn{x']^ — X\) - — • -\- termes de degrés supérieurs.
UX i
Mais ceci entraîne
du
pour un système arbitraire de valeurs de x^ et y^^ ce qui est impossible, car u serait une fonction d'une seule lettre combinaison linéaire des variables primitives x et j^.
Nous avons épuisé toutes les suppositions, et il nous faut donc
conclure que
comme nous l'avons énoncé.
23. Posons-nous maintenant la question suivante : Etant donnée l'équation aux dérivées partielles
,/ du du\
peut-on y satisfaire en prenant pour u une fonction uniforme quadruplement périodique de x et y?
Toat d'abord la surface
devra satisfaire aux conditions de la Section précédente. On aura donc tout d'abord à rechercher si l'on peut exprimer u^ ^, w par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres x et y. La surface précédente devra admettre deux intégrales de première espèce
B du — A <f/p r Bi du — Al dv
r B du — A dv r Bi du —
J 7:. ' J Zî
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On doit pouvoir trouver deux combinaisons linéaires indépendantes de ces intégrales, telles que les deux équations aux différentielles totales
( / B H- 7?i Bi) du — (lA-h mAi) ch __
{nB-+-pBi)du — {nk-^pki)dv _ ,
donnent, pour u^ ç^ ^v^ des fonctions quadruplement périodiques de X etjK? et telles que
du du
dx ôy
Cherchons à quelles conditions on pourra déterminer les quatre constantes /, 7?2, /i, p de façon qu'il en soit ainsi; nous n'aurons
qu'à calculer — et yj à l'aide des équations précédentes. On trouve
de suite, en posant comme plus haut BA, — ABi ==/(^V Q(^^7 ^? ^^)?
du
nk -f- /? Al
du
Ik. + m kl
àx
~ ( //? — m. Il ) Q
( Ip — m n ) Q
Nous devrons avoir
Jlk -\- p kl = (Ip 7?Z 7i ) Q . (^ ,
Ik -4- mki — ( Ip 77171) Q . w.,
et ces relations, devant avoir lieu, pour tout point de la surface, seront des identités en u, ^, w, puisque les degrés des polynômes qui y figurent sont moindres que le degré de la surface. Nous pouvons donc enfin écrire
A = 0^.(771 Ç -{- pw),
Al — Q.( Iv -1- nw).
Ainsi les polynômes A et A^ doivent être divisibles par Q(^/, (^, tv^), et les quotients doivent être homogènes et linéaires en ç et w. Lorsque ces conditions seront remplies, on aura par les divisions mêmes de A et de A^ par Q les quatre constantes /, /t?, 72, /?, et les équations aux différentielles totales qui doivent donner u en fonctions de ^ et J/ seront complètement déterminées; on est donc ramené à la question traitée dans la Section précédente.
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Sur une surface algébrique admettant une infinité discontinue de transformations birationnelles.
24. Les surfaces lijperellip tiques générales dont nous nous sommes occupés dans ce Chapitre donnent un exemple de surfaces admettant de?> transformations birationnelles en elles-mêmes dépendant de deux paramètres. Nous ne voulons pas nous occuper ici de l'intéressante question relative à la transformation birationnelle des surfaces en elles-mêmes. Nous terminerons seulement ce Chapitre en montrant que, pour une surface, contrairement à ce qui arrive pour une courbe (^), il peut y avoir une infinité dùcontinue de transformations birationnelles de la surface en ellemême, sans qu'il y existe une transformation continue , c'est-à-dire dépendant de un ou plusieurs paramètres arbitraires.
Ce fait a été signalé pour la première fois par M. Humbert, qui a indiqué un exemple emprunté à la théorie de la surface de Kummer {Comptes rendus, 3o janvier 1897). ^^^ après, M. Painlevé a donné un exemple plus simple (^) : nous allons indiquer l'exemple de M. Painlevé, où nous retrouverons quelques-unes des notions relatives aux surfaces algébriques étudiées dans cet Ouvrage.
En désignant par J3(^) ]a fonction elliptique, telle que la considère Weierstrass, envisageons la surface déterminée par les équations
A un point arbitraire de la surface correspondent deux valeurs distinctes des paramètres, à savoir :
( w, v') et ( — u^ — p),
(^) Pour ce point, on peut consulter le Traité d'Analyse de M. Picard (t. II, 2" édit., p. 483).
(2) P. Painlevé, Sur une surface admettant une infinité discontinue de transformations birationnelles {Comptes rendus, i4 février 1897).
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à des multiples près des périodes. Posons
( \] = mu -h nç, ( y — pu -^ qv,
m, Ji^ p et cj étant des entiers satisfaisant à la relation
7n q — np — ziz i .
A un point (^'^JK, z) de la surface correspondent les valeurs (f/, v)^ ( — u^ — v) et, par suite, les valeurs (U, V), ( — U, — V). Si donc on pose
X, Y, Z seront des fonctions rationnelles de x^ y^ z et inversement. Nous avons donc ainsi une infinité discontinue de transformations birationnelles de la surface en elle-même.
On voit de suite que la surface possède une infinité de courbes unie Lir sale s. Tout d'abord, pour u =: p, on a une droite de la surface. La transformation S donne la courbe correspondant à
\] = {m ~{- n)u = \LUy V — (/? -+- q)u = vu.
Or [JL et V peus^ent être pris arbitrairement (entiers), pourvu qu'ils soient premiers entre eux. La courbe
étant de degré aussi élevé qu'on le veut, nous sommes assurés d'avoir sur la surface des courbes unicursales dont le degré est aussi grand que l'on veut.
Ceci posé, nous allons montrer que la surface ne peut posséder une transformation birationnelle en elle-même dépendant d'au moins un paramètre arbitraire.
2o. Ptemarquons d'abord qu'on aura pour la surface
Pff = I ;
car, si l'on envisage l'intégrale doubxC
( 1 5 ) I j du dç,
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on voit immédiatementj en l'écrivant de la manière suivante :
dx dy
qu'elle est de la forme
/ / R(^, JK, z)dxdy,
R étant rationnelle en x, y et ^; de plus, elle est de première espèce, d'après la forme (ï5).
Nous avons vu (t. I, p. 194) qu'une surface sur laquelle il existe une famille (dépendant d'un paramètre arbitraire) de courbes unicursales a nécessairement son genre géométrique nul. Il ne peut donc exister sur notre surface une telle famille de courbes unicursales.
Or supposons que la surface admette la transformation birationnelle
<S) x' ^ pi(^, X, y, z), y = p2(iÇ; x, y,z), z ^ ^^{t\ x,y, z),
où l'on peut admettre que le paramètre t entre algébriquement dans les fonctions rationnelles p de ^, y et z. Il faudra que cette transformation (S) transforme en elle-même chaque courbe unicursale de la surface, sans quoi la surface admettrait une famille •de courbes unicursales, dépendant d'un paramètre arbitraire t. Donc, pour un point (xq, Jq^ Zo) d'une telle courbe, la transformation (S) donne, en faisant varier ^, la courbe elle-même; son degré est donc limité. Mais il y a là une contradiction, puisque la surface contient des courbes unicursales dont le degré est aussi grand que l'on veut. Nous avons donc bien un exemple d'une surface possédant la propriété indiquée.
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SUR CERTAINES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ET SUR UNE CLASSE DE SURFACES ALGÉRRIQUES,
Par M. Emile Picard (^).
1. Dans un article sur une classe de surfaces algébriques dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres {Bulletin de la Société mathématique, t. XXVIII, 1900), j'ai appelé l'attention sur certaines surfaces algébriques. Ayant traité récemment cette question dans mon cours, je me suis aperçu que les considérations employées pouvaient être présentées sous une forme plus générale. C'est ce que je vais indiquer, en reprenant la question dès le début.
Envisageons d'abord une substitution rationnelle sur les m lettres
■ a?' r= Rj (^, J/, ..., t),
On suppose que x:=i y zzz, . .zzzt:=io est un point double de cette substitution et que, dans le voisinage de ces valeurs, on peut écrire
a;'= ax^ Qi {x, y, .. ., t),
t' ^ It -i-Q/;i(57, JK, ..., t).
les Q étant des séries entières, commençant par des termes au moins du second degré; il est admis de plus que
\a\>\, \h\>A, ..., \l\ >i, (^) Comptes rendus, l\\\nW^X. \(^ol\.
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et enfin, on n'a pas entre deux quelconques des coefficients a^h^ ...,/, soit par exemple a et h^ de relations de la forme
a^i =. b ou b^\=^ a (/?. et /c entiers positifs). 2. Ceci posé, on peut trouver des fonctions de m lettres w, (^, . . ., sv^
holomorphes dans le voisinage de a =:z ^ i=: . . . — . ^ = o, méromorphes dans les plans de ces variables complexes, et satisfaisant aux équations fonctionnelles
if{ait,bv, ...,lw) = Ri (/, cp, ..., 4^), cp(rtî^, bv, ..., Z(^) ^ R2 (/, cp, ..., i];), :
^{au, bv, ..., Iw) = Rm(/, cp, ..., ^).
La démonstration de ce résultat peut se faire de différentes manières, soit par le calcul direct des coefficients des développements autour de l'origine, soit en procédant par approximations successives, comme je l'ai fait dans le cas beaucoup plus difficile où se présentent à l'origine des singularités essentielles {Acta inathematica y t. XVIIÏ et XXIII, Sur une classe de transcendantes nouvelles).
On part de la remarque que l'équation fonctionnelle
/(aw, b^>, ..., Iw) = af{u, p, . . ., t^) -4- P( w, p, . . ., t^),
où P(d/, (^, . .., w) est une fonction holomorphe donnée autour de l'origine, commençant par des termes du second degré, détermine complètement y, si l'on suppose que le coefficient de la première puissance de w a une valeur donnée (soit l'unité). II est alors facile de montrer que les approximations successives
fn{au,bç, ,,.,Uv) = afn {U, t^, .••, «^)^- Ql [fn-l, ^n-i-> ..-, ^/i-l], On{(^U, bç, ..., Iw) = b^n{u, V, ..., w) + Q2 [fn-U "^ii-U "-, '\>n-l], •..». ,
^n(au, bv, ,,,^lw) = l^ri{u, V, . .., Wj-H Q,„[y,i-i, cp,i-i, ..., ^rt-1 I,
où l'on part de
f^=^u, cpo = (^, ..., «j^O = «^î
et où, dans/;i, cp^^, . . ., t];,^, les termes du premier degré sont respectivement w, ^, . . . , wp, convergent uniformément vers une limite. On obtient ainsi la solution des équations (2), holomorphe autour de
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l'origine; on fait enfin aisément, au moyen de ces équations fonctionnelles elles-mêmes, le prolongement analytique des fonctions pour toutes valeurs de w, (^, . . ., «^, de manière à avoir des fonctions j)artout méromorphes.
3. Le résultat précédent s'étend au cas où Ton aurait, au lieu des m lettres indépendantes ^, y, • • . ? ^j ces in lettres liées par une relation algébrique admettant une transformation rationnelle en ellemême. Il suffira de prendre le cas d'une courbe et celui d'une surface algébrique.
Soit une courbe algébrique
admettant la transformation rationnelle
x' ^ PM(^,jr),
Nous supposons que l'origine soit un point simple de la surface et un point double de la transformation précédente. Alors, autour de l'origine, les équations (3) se ramènent à l'unique équation
x^ = ax -H Qi(^),
Qi ne renfermant pas de terme du premier degré, et nous faisons l'hypothèse que \a\ est supérieur à un. Dans ces conditions l'analyse du paragraphe précédent est applicable, et l'on a finalement, pour la courbe F,
/ et cp étant des fonctions méromorphes de u dans tout le plan, satisfaisant aux équations fonctionnelles
f{au) = \\,[f{u), o{u)], o{au) = R2[/( wX ?(^0]-
Mais ce résultat ne donne rien de nouveau. En effet, de ce que [ a \ est différent de un, il résulte que la courbe F admettra une infinité de transformations rationnelles en elles-mêmes et, par suite, elle sera du genre zéro ou un. Si la courbe est du genre un, la constante a sera nécessairement un entier (sauf le cas de multiplication complexe).
4. Que donnent les considérations précédentes pour une surface algébrique? Nous supposons que, pour une surface algébrique
P. ET S., II. 3l
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il V ait une transformation rationnelle en elle-même
susceptible, dans le voisinage de l'origine (point simple de la surface)^ de se mettre sous la forme
y = by~hq-2(x, y),
Qi et Q2 commençant par des termes au moins du second degré, en admettant de plus que
On pourra alors exprimer les coordonnées x^ y, z d'un point quelconque de la surface par les formules
/, CD, tL étant des fonctions méromorphes de u et r, satisfaisant aux équations fonctionnelles
Quelle est V étendue de la classe des surfaces que nous venoiis de rencontre?'? C'est une question à laquelle je ne puis malheureusement répondre.
La surface admettra manifestement une infinité de transformations en elles-mêmes, que l'on obtient en prenant les puissances successives de la transformation initiale. Quand il s'agissait d'une courbe, nous pouvions conclure qu'elle était de genre zéro ou U7i, mais on ne connaît rien de général sur une surface admettant une inïimlé. discoîit in ue de transformations rationnelles. On sait seulement, comme l'a montré le premier M. Humbert, qu'il existe des surfaces admettant une infinité discontinue de transformations rationnelles sans admettre une infinité continue, et M. Painlevé en a donné un second exemple extrêmement simple (^).
(^) Voir sur ce point le dernier Chapitre de ce Volume (dernière Section).
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IMPOSSIBILITÉ DE GROUPES DE POINTS SUR UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. l[6g
Les surfaces hyper elliptiques rentrent évidemment dans le type précédent, sans parler bien entendu des surfaces unicursales. Pour les surfaces hyperelliptiques générales, la multiplication par un entier/; des arguments conduira au cas de
11 serait, je crois, intéressant de rechercher s'il y a d'autres surfaces que les j)récédentes (avec leurs dégénérescences) rentrant dans la classe sur laquelle certaines équations fonctionnelles appellent ainsi l'attention.
SUR l/ IMPOSSIBILITÉ DE CERTAINES SÉRIES DE GROUPES DE POINTS SUR UNE SURFACE ALGÉBRIQUE,
Par M. Emile Picard (i).
1. On sait que l'on peut trouver sur une courbe algébrique une série de groupes de n points dépendant de az paramètres et correspondant uniformément à des fonctions abéliennes (non dégénérescentes) de n variables w^, U2, - - -* Um c'est-à-dire de telle manière qu'à un système de valeurs des u ne corresponde en général qu'un groupe de points et que, inversement, à un groupe arbitraire de la série ne corresponde qu'un seul système de valeurs des 11^ abstraction faite des périodes. Le nombre /i, comme il est classique, est égal au genre/? de la courbe.
Une question analogue peut être posée pour les surfaces algébriques :
Est-il possible de trouver sur certaines surfaces algébriques des séries de groupes de n points, dépendant de in paramètres, et cor-
(^) Journal de Mathématiques, h" série, t. IX.
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respondant uniformément à des fonctions abéliennes {non dégénérescentes) de in variables Wj, u^^ ..., u^n-, c'est-à-dire de telle m^anière qu'à un système de valeurs des u ne corresponde, en général, qu'un seul groupe de points, et que, inversement, à un groupe arbitraire de la série ne corresponde qu'un seul système des u, aux périodes près?
Cette circonstance peut se présenter pour ai = i, et l'on a alors les surfaces hyperellij)tiques. Tl paraissait vraisemblable que, pour d'autres valeurs de n^ on aurait des classes de surfaces algébriques jouissant de la propriété indiquée. En réalité, il n'en existe pas; c'est ce que je me propose de montrer ici.
Considérons donc la surface
f{x, y, z) = o (de degré m),
el, en supposant n supérieur à un, soient (^j, y.^^ z^), ..., {x,i^ y^j,, z^) les coordonnées de n points arbitraires de la surface. Désignons par
in-{-i fonctions rationnelles symétriques des {x, y. s), prises d'ailleurs arbitrairement, on aura une hypersurface
dans l'espace à 2 7^ + i dimensions, et, de plus, puisque les fonctions symétriques ^ sont arbitrairement choisies, cette surface correspondra uniforme ?7ient au groupe des n points.
D'après les hypothèses faites, les coordonnées d'un point arbitraire de la surface F s'exprimeront uniformément par des fonctions abéliennes de 2/^ variables u^^ w.,, . . ., u^n- La notion de genre géométrique s'étend immédiatement des surfaces de l'espace à trois dimensions aux hypersurfaces dans l'espace à un nombre quelconque de dimensions. Notre surface F ne pourra posséder qu'une seule intégrale multiple de première espèce d'ordre 2/i, et cette intégrale correspondra à l'intégrale multijDle
/ / . . . / dui du2 . . . du2n ;
le genre géométrique de la surface F est donc égal à un. De plus, la surface F aura i/i intégrales de différentielles totales de première espèce, dont l'inversion donnera les ç en fonctions abéliennes des u.
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A chaque intégrale de diffère ntielie totale de première espèce de la surface F correspond une intégrale de différentielle totale de première espèce de la surface / et inversement. 11 en résulte que la surface/ possédera in intégrales de différentielles totales de première espèce linéairement indépendantes
/ V i dx -{- (li dy {i — i,i,..,,in)^
les P et Q étant rationnelles en x, y et ^; ces 2n intégrales auront [\n périodes. On voit de plus aisément, à cause de la symétrie des ^ par rapport à {œ^ Ji^^i), • • -, {^n. fn, ^n), que le groupe des /z points sera donné par les 2n équations
< 2 ^^ii^ài yii^ ^h) dxk -H QK^/n y/n ^li) clyii = dili
3. Ceci posé, montrons que la surface / ne peut être d'un genre géométrique supérieur à l'unité. Soit, en effet,
S ( :r , jK ? -S ) dx dy
une intégrale double de première espèce de/. Formons l'intégrale multiple d'ordre in
I I "J f f'" f ^^^ dy^...dxu dyn,
où Sj et fi. désignent respectivement S (^/, j,-, zt) et fz-X^t^ yt-, -0- On peut écrire
d\xd\^_^.,.d\^_n dx^ dyi . . . dxa dy „ = -fttt — > ^ — r '
T){xi,yi, ...,ya)
le dénominateur étant le déterminant fonctionnel de t^, ^2^ • • •? ^2« P^ï' rapport aux m variables indépendantes ^1, jj, . . ., a^ji,ya. Or il est aisé de vérifier que ce déterminant fonctionnel est une fonction rationnelle et symétrique de (^1, Ji,^i), ..., {^n^ Xm ^n)- C'est évidemment une fonction rationnelle et, pour voir qu'elle est symétiique, il
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suffit de remarquer que le déterminant
bi
Clin
OÙ les lettres (a, b^ ...,/) sont en nombre n, ne change pas si l'on permute entre eux deux couples de lignes associées, par exemple si l'on permute les lignes (a, a') et les lignes (è, b'). On remarquera que pareille circonstance ne se présenterait pas dans le cas d'une courbe, et d'une manière plus générale dans le cas d'une fonction algébrique d'un nombre impair de variables indépendantes. Il résulte de là que l'intégrale (3 ) est de la forme
ff.,.fed^,d^.
.dU
où © est une fonction rationnelle symétrique de (^njKu-^i)? •••? (^;j, y,i, Zji) et, par suite, une fonction rationnelle de ^,, ^2? • - • -, ?2w+i- Elle est donc une intégrale multiple d'ordre in de première espèce pour F. Si / est de genre supérieur à un, il est clair alors que l'on pourra former pour l'hypersurface F plus d'une intégrale multiple d'ordre 2n de première espèce, ce qui est en opposition avec ce que nous avons dit plus haut.
4. Le genre géométrique de / est donc au plus égal à un; mais, d'autre part, il ne peut être égal à zéro. On démontre en effet {voir t. I, p. iSy) que si
/ P^- da; -h Qj- dy et / F/, dx -h Qa^ dy
-sont deux intégrales de différentielles totales de première espèce relatives à la surface/, on a l'identité
P/Qa:-PaQ.-
oùM(^, j, z) est un polynôme adjoint d'ordre m — 4? c'est-à-dire
IMPOSSIBILITÉ T)E GROUPES DE POINTS SUR UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. 4v^
un polynôme tel que l'intégrale double
Jf'^y^'^d.dy
est de première espèce. Si le genre géométrique de / était nul, on aurait nécessairement
par suite, les 2 ;z intégrales (i) seraient fonctions les unes des autres, et les 2 71 équations (2) ne pourraient être distinctes.
En désignant donc, comme plus haut, par (a) l'intégrale double de première espèce relative à la surface / de genre un, nous aurons les identités
P^Qa:-P;^Q^ = A,^
les A/yr. étant des constantes qui ne sont pas toutes nulles. On peut supposer Ku^ différent de zéro pour ^ 1= i, k ■=: <2\ nous écrirons
Cl étant une constante différente de zéro, et soient
A et B étant deux constantes. De ces identités on conclut
APi-f-BP. + GPa = 0,
AQi+BQ^H-CQs^o,
et ces relations sont inadmissibles, puisque les trois intégrales
TPi dx -H Qi dy, fp^ dx -\- Q2 dy, fp^ dx -{- Q3 dy
sont linéairement indépendantes. Nous arrivons donc à une contradiction, et, pa/' suite ^ on doit répondre par ta négati\>e à la question posée au n^ 1,
5. La question que nous venons de traiter soulève d'autres problèmes qu'il serait intéressant d'examiner. Il a été expressément
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mentionné que la série de groupes des n points devait correspondre uniformément à des fonctions abéliennes non dégénérescentes. On pourrait s'affranchir de cette dernière restriction. On aurait toujours la surface F et in intégrales de différentielles totales relatives à cette surface, mais qui ne seraient plus alors nécessairement de première espèce. De plus, tandis que tout à Pheure une intégrale de différentielle totale relative à F devait nécessairement, quand on remplaçait les ^ par leurs valeurs en (^i, yi, ^i), . . ., (^,j, y^^, Zj^)^ se ramener à la forme
conséquence nécessaire de ce que l'intégrale est de première espèce, maintenant l'intégrale transformée pourrait a priori être de la forme
Pi dxx -1- Q i dyi -f- P2 dx^_^ -r Q2 dy=i 4- ...-}- F, ^ dxn -H Q/^ dy a ,
les P et Q dépendant rationnellement de l'ensemble des coordonnées (-^15 Ju ^i)i • • -5 (-^'/n ïn-» --n)'- OU aurait là une intégrale de différentielle totale mêlée relative à ?i points arbitraires de la surface et symétrique par rapport à ces n points. Quoi qu'il en soit, il y a là un point à discuter, et d'une manière plus générale ces intégrales mêlées peuvent présenter quelque intérêt.
6. On peut encore se poser une autre question. En restant dans le cas des fonctions abéliennes non dégénérescentes, on pourrait considérer une fonction algébrique de trois variables indépendantes donnée
par une équation
et se poser pour cette liypersurface le problème que nous avons traité pour les surfaces de l'espace à trois dimensions : existe-t-il sur certaines hypersurfaces algébriques des séries de groupes de n points, dépendant de 3/i paramètres et correspondant uniformément à des fonctions abéliennes (non dégénérescentes) de 3/z paramètres. La parité du nombre des variables indépendantes jouait un rôle important dans la démonstration qu'on a lue plus haut; ici, avec trois variables indépendantes au lieu de deux, la démonstration du théorème (à supposer qu'il soit exact) devra être assez notablement modifiée. La même question se pose pour les fonctions algébriques d'un nombre impair quelconque de variables indépendantes.
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SUR LES FONCTIONS RATIONNELLES DE TROIS VARIABLES COMPLEXES
Par M. Emile Picard.
1. Quand on passe du domaine de deux variables complexes à celui de trois variables, on peut de deux manières différentes étendre les notions relatives aux intégrales multiples. Bornons-nous ici au cas des fonctions rationnelles.
Nous pouvons, en premier lieu, considérer l'intégrale double
( I ) j j A dv dz -\- B dz dcc -^ C dx dy
(où A, B, G sont des fonctions rationnelles de x^ y et ^), étendue à un certain continuum à deux dimensions dans Fespace à six dimensions relatif aux trois variables complexes; le sens de cette intégrale se détermine en employant toujours les mêmes considérations. La condition pour que le théorème de Gauchy s'étende à une telle intégrale, c'est-à-dire pour que cette intégrale étendue à une surface fermée soit nulle quand on peut, par une déformation continue, réduire cette surface à une courbe ou à un point sans rencontrer de valeurs de œ^ y, z pour lesquelles A, B, G cessent d'être continues, est ici, comme dans le cas des quantités réelles,
dk dB dC.
ox ôy ôz
En supposant vérifiée cette condition ^intégrahiiiié, nous allons chercher quels seront les résidus à^c^Wç^ intégrale double, c'est-à-dire les diverses valeurs de cette intégrale prise sur une surface fermée à deux dimensions. Nous allons d'ailleurs nous borner au cas où l'on aurait
(^) Journal de Mathématiques, 1889, p. 61.
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P, Q, R, S étant des polynômes en œ^ y, z^ le dernier étant supposé irréductible. La condition d'intégrabilité s'écrira alors
ôx~^ dy dz \ dx à y dz )
Supposons d'abord que nous laissions à x une valeur constante,
tégrale double se
P(a7, y,z)dy dz
d'ailleurs arbitraire; notre intégrale double se réduit alors à
Prenons alors, dans le domaine des deux variables complexes j^- et z, les résidus de cette intégrale double. Ceux-ci seront les périodes de l'intégrale abélienne ordinaire
relative à la relation algébrique entre y et z^
Dans tout ceci, x figure comme un paramètre d'ailleurs arbitraire. Mais les résidus de l'intégrale double (i), si la condition d'intégrabilité est remplie, doivent être des constantes; il faut donc que les périodes de l'intégrale (3) ne dépendent pas de x. Il est essentiel de le vérifier, et cette vérification va précisément nous ramener à certain ordre d'idées qui a joué un rôle important dans plusieurs parties de cet Ouvrage.
La relation (2), en effet, n'est pas nouvelle pour nous; elle joue un rôle fondamental dans l'étude des intégrales de différentielles totales relatives aux surfaces algébriques. Je dis que l'intégrale
V dy—(ldx
Si
est une intégrale de différentielle totale relative à la surface algébrique ^{x,y,z) — o.
Il faut donc montrer, comme conséquence de l'identité (2), que
dy dx
X, y et z étant liés par la relation S(^, y, z) izz o.
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En développant l'égalité précédente, on a
g si-gs;,)si-Q(S^,si-s:,s;.)
dP dP \
Nous pouvons remplacer PS!^ ~\- QS^ par — RS^ d'après l'identité (2). Nous avons alors Si en facteur, et la relation à vérifier devient
Or difFérentions maintenant l'identité (2) par rapport à 5, et faisons dans le résultat S = o, nous aurons précisément la relation précédente.
Nous avons ainsi vérifié que les périodes de l'intégrale (3) ne dépendent pas de œ, puisque ces périodes sont des périodes de l'intégrale
de différentielle totale
P dy — q dx
ST
Donc les périodes de cette intégrale simple seront des résidus de V intégrale double (i). Réciproquement, d'ailleurs, tout résidu de (i) sera une période de l'intégrale précédente, car tout résidu peut toujours se ramener à l'intégrale prise le long d'une sorte de tore enveloppant un cycle linéaire de la surface algébrique S(.^, y, z) =: o.
On voit que l'étude des intégrales de la forme (i), quand A, B, G sont des fonctions rationnelles, se rattache étroitement à la théorie des surfaces algébriques.
2. Il va en être de même pour la seconde catégorie d'intégrales multiples que l'on peut encore considérer. Envisageons maintenant l'intégrale triple
P dx dy dz
P et Q étant des polynômes en x^ y^ .z\ la définition de cette intégrale, étendue à un continuum à trois dimensions, se fait toujours d'après les mêmes principes. Nous n'avons ici aucune condition d'intégrabilité; cette intégrale, étendue à un continuum /erme^ est nulle, quand ce continuum peut se réduire à un continuum de moins de trois dimensions sans rencontrer de systèmes de valeurs x^ y, ^, pour lesquelles Q s'annule.
Hosted by
Cherchons quels sont les résidus de cette intégrale, c'est-à-dire les diverses valeurs qu'elle prend, quand on l'étend à un continuum fermé quelconque à trois dimensions.
Donnons d'abord à ^ et à y des valeurs fixes, et considérons une racine de l'équation en z
qix.y.z) = 0.
Le résidu ordinaire correspondant de l'intégrale simple
Pdz
sera manifestement
Nous avons donc maintenant à considérer Pintégrale double
' P dcp dy
Qi
Quel devra être le champ de l'intégration? Cette intégrale double devra être étendue à un continuum fermé de points anal^'tiques (^,/, z) ou, en d'autres termes, d'après nos définitions précédentes, à un cycle à deux dimensions, de la surface Q.
Nous en concluons que les résidus de l'intégrale triple (i) sont les périodes de l'intégrale double (2), cette intégrale double étant relative à la surface algébrique Q(^, y, z) =3 o. Ces périodes ont été étudiées dans plusieurs Chapitres de ce Volume.
3. Nous avons (page 218 de ce Volume) cherché à quelles conditions une fonction rationnelle donnée F(^, y) des deux variables x et y est susceptible de se mettre sous la forme
dx dy
P et Q étant rationnelles en œ et y; dans cette question sont intervenus les résidus de i'intéorale double
/ / ^Çoc, y)dxdy.
Une question analogue, mais moins simple, se pose pour une fonction rationnelle donnée
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SURFACES Eï FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX PARAMÈTRES. ^79
des trois variables œ^ y et z, à savoir de recherche?' les conditions sous lesquelles on a
dV ^Q àK
•^ dx dy àz
P, Q et R étant rationnelles en x^ y et z. Nous laissons au lecteur le soin.de l'étudier.
SUR CERTAINES SURFACES POUR LESQUELLES LES COORDONNEES d'un point s'expriment par des FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX PARAMÈTRES,
Par M. Emile Picard.
1. On sait, depuis les célèbres travaux de M. Poincaré sur les iowç,lion?> fuc h sienjies^ que les coordonnées d'un point d'une courbe algébrique peuvent s'exprimer par des fonctions d'un paramètre qui sont uniformes dans tout leur domaine d'existence. Comme je l'ai montré (*) autrefoi'^, il n'est pas possible que, dans une telle représentation paramétrique, les fonctions enjployées aient des points singuliers essentiels isolés, quand le genre de la courbe est supérieur à l'unité.
La représentation paramétrique des surfaces algébriques par des fonctions de deux paramètres qui soient uniformes dans tout leur domaine rPexistence est au contraire bien peu avancée. La seule classe bien étudiée des surfaces jouissant de cette propriété sont les surfaces hyperelliptiques et leurs dégénérescences. Existe-t-il d'autres surfaces pour lesquelles les coordonnées d'un point quelconque s'expriment par des fonctions analytiques de deux variables ayant partout à
(^) E. Picard, Bulletin des Sciences mathématiques, i883, et Acta Mathematica, t. XI.
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distance finie le caractère d'une fonction rationnelle ? C'est une question à laquelle on ne peut actuellement répondre. Dans la Note I de ce Volume, j'ai indiqué des surfaces algébriques possédant une représentation paramétriqne de cette nature, mais je ne suis pas certain qu'il en existe en dehors des surfaces hyperelliptiques et de leurs dégénérescences, quoique cela paraisse probable.
2. Les fonctions hyperf uchslennes et hyperabé lie fines, dont je me suis occupé dans différents Mémoires, conduisent à des classes certainement très étendues de surfaces algébriques jouissant de la propriété cherchée.
J'ai appelé groupe hyperf uchsien relatif aux deux variables x Qi y un groupe de substitutions linéaires de la forme
ax -\~ by -H c ax -^r by -^ c
qui conservent l'iiypersphère
^•^o-Hr^o — 1 = o
(^0 et /o désignant les quantités conjuguées de x et /), ce groupe étant discontinu à l'intérieur de cette hypersphère (^).
Certains exemples de groupes hyperfuchsiens m'ont été fournis par des considérations arithmétiques relatives aux formes ternaires d'Hermite à indéterminées conjuguées. Les fonctions hypergéométriques de deux variables m'ont aussi donné des exemples intéressants de groupes hyperfuchsiens (^). Ces fonctions sont données par l'inté-
grale
h uih~^ ( u — i)^.-i ( u — ^)!J'-i (yU—y )>^-i du,
où g et h désignent deux des quantités o, i, x, y et œ. On sait qu'elles satisfont à un système S de trois équations linéaires aux dérivées partielles, ayant trois solutions communes linéairement indépendantes. En désignant par wj, o^^i ^3 trois de ces solutions convenable-
{'■) E. PiGARD, Acta Mathematica, t. I, Il et V. — Voir aussi Wirtinger, Académie des Sciences de Vienne, 1899, et R. Alezais, Annales de l'École Normale, 1902.
(-) E. Picard, Sur les fonctions hyperf uchslennes provenant des séries hypergéométriques de deux variables {Annales de l'École Normale, i885).
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ment choisies, et posant
il correspondra au groupe de S un groupe de la forme (i), et ce groupe sera hyperfuchsien quand les conditions suivantes seront remplies; prenons deux quelconques des quatre quantités X, (j., b^ et b^, soit par exemple X et èj, la difFérence X H- b^ — i doit être l'inverse d'un nombre entier positif, et pareillement, si l'on prend trois quelconques de ces quantités, soit X, |jl et 6^, la différence 2 — X — |jl — bi est encore égale à l'inverse d'un entier positif. Je citerai l'exemple
X = ja = ^1 = ^2= -
pour lequel le polyèdre fondamental du groupe est tout entier à l'intérieur de l'hypersphère limite.
Tout récemment M. Hurwitz (^) a développé des considérations importantes sur la formation générale des groupes hyperfuchsiens, et l'on peut consulter aussi sur ce sujet des Mémoires intéressants de M. Fubini dans les Annall di matematica (avril iQoS) et {Rendiconti del circolo mateinaiico di Palermo, t. XXI, 1906).
3. A chaque groupe hyperfuchsien correspondent des fonctions hyperfuchsiennes restant invariables par les substitutions du groupe, et entre trois fonctions relatives à un même groupe il existe une relation algébrique. C'est ainsi que l'on est conduit, pour chaque groupe, à une classe de surfaces algébriques.
Il n'a été formé jusqu'ici aucun exemple effectif de surface hyperfuchsienne. Nous avons cherché, M. Alezais et moi (2), à préparer le terrain pour une telle recherche dans un cas très particulier, en faisant une étude arithmétique préliminaire.
Considérons la forme ternaire à indéterminées conjuguées
uuo -+- vwq -h t'o ^
et le groupe des substitutions à entier complexe du type a -1- ^p (où p est une racine cubique imaginaire de l'unité). Un groupe hyper-
(^) Hurwitz, Zuv Théorie der automorphen Funktionen von heliehig vielen Variaheln {Math. Annalen, t. LXI).
(2) E. Picard, Comptes rendus, 1882. — R. Alezais, Annales de V École Normale, igo/j.
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fuchsien G se trouve ainsi défini. Envisageons en outre les substitutions à coefficients de même espèce, qui reproduisent cette forme multipliée par l'entier réel k et qu'on peut appeler substilutions d'ordre k\ appelons U et Y deux, telles substitutions. On dira qu'elles sont équivalentes, quand il existe une substitution T d'ordre un telle que
Ton ait
TU-=V
Il n'y a qu'un nombre limité de substitutions non, équivalentes d'ordre /r, et ce nombre est égal à 2 ( A:^-l- k + i), quand k est premier et de la forme 3m -h t. Il joue un rôle important dans l'évaluation du degré des surfaces hyperfuchsiennes qu'on peut faire correspondre au groupe G.
k. J'ai appelé groupe hyperabélien (^ ) relatif aux. deux variables x et y un groupe discontinu dont les substitutions sont de l'une et
l'autre forme
ax-\-b a'y^b'^
cx-^ d a' y -h d'
ay -\- p 'j! X H- ^'
les variables x ^l y restant respectivement dans un demi-plan (ou dans un cercle).
L'étude arithmétique des formes quaternaires réelles réductibles au type
m'a donné des exemples de groupes hyperabéliens.
Antérieurement, certaines fonctions abéliennes du genre deux m'avaient permis de définir facilement des groupes hyperabéliens. Désignons, suivant l'usage, par
le Tableau des périodes des intégrales normales d'une courbe de genre deux, et supposons qu'on ait la relation
(i) H2-GG'=D,
D étant un entier positif. Dans l'ensemble des transformations du
(^) E. Picard, Journal de Mathématiques, i885. — H. Bourget, Aimâtes de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898.
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premier ordre correspondant à la fonction abélienne de genre deux, on peut détacher un groupe de transformations F laissant invariable la relation (i).
Ceci dit, on satisfait à (i) en posant
Or on démontre qu'au groupe F correspond pour ^ et y un groupe fiyperabélien. L'étude de ce groupe a été approfondie par M. H. Bourget. Dans ses profondes recherches sur les fonctions abéliennes singulières, M. Humbert (i) a étudié des relations entre G, H et G' plus générales que la relation (i).
M. Blumenthal (2) s'est occupé de la recherche des substitutions fondamentales de groupes hyperabéliens, d'un type étendu et relatif à un nombre quelconque de variables.
5. Achaque groupe hyperabélien correspondent des fonctions hyper abéliennes, et entre trois de ces fonctions il existe une relation algébrique conduisant à une surface hyperabélienne.
La théorie des fonctions abéliennes singulières correspondant à la relation (i) pour D =r: 2 a conduit M. Humbert à quelques exemples .effectifs ivès simples de surfaces hyperabéliennes {Comptes rendaSy ,1899; Sur les surfaces hyperabéllennes).
Ainsi la surface du quatrième degré
xy -V- z __ xz -\- y jy — z~^ x—yz
•est hyperabélienne, et l'on a pour elle la représentation paramétrique
•"^23 '"^Ol 2r23.J2 S' 01 -^2
les Sr désignant les fonctions thêta normales du premier ordre d'arguments nuls.
6. Quel est le degré de généralité des surfaces hyperfuchsiennes et hyperabéllennes? C'est une question à laquelle je ne puis répondre. Il est extrêmement peu probable que l'on obtienne ainsi toutes les surfaces algébriques, car les groupes hyperfuch siens et hyperabéliens
(^) G. Humbert, Les fonctions abéliennes singulières {Journal de Mathématiques^ de 1899 à 1904).
(-) O. Blumenthal, Mathematische Annalen, t. LVI.
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sont en fait très particuliers. Il n'en est pas dans le cas de deux variables comme dans celui d'une seule variable, où, avec les groupes de substitutions du type
ax-
on avait tous les cas de substitutions birationnelles.
Dans le cas de deux variables, il faudrait considérer tous les groupes discontinus dont les substitutions sont birationnelles
y =: Ri (57, 7).
Dans les groupes hjperfuchsiens, R et R^ sont linéaires (fractionnaires); déjà les groupes hyperabéliens appartiennent au type quadratique où R et Ri sont du second degré.
Il n'est d'ailleurs pas certain qu'à tout groupe discontinu de la forme précédente correspondent des fonctions restant invariables par les substitutions de ce groupe, comme le montre l'exemple du groupe
(37, jk; x-^ ai, y -\-hi) (i =: i, 2, 3, 4)
d'après le théorème classique sur les fonctions quadruplement périodiques.
Dans un ordre d'idées voisin, je rappellerai, en terminant, une question que j'ai posée autrefois {Journal de Mathématiques, 1889, p. 809) et où figuraient des groupes de substitutions de la forme
(57, jk; ax-\-h^ cy-^d).
Les progrès faits depuis dans la théorie des cycles linéaires permettraient probablement de la résoudre.
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SUR QUELQUES RÉSULTATS NOUVEAUX DANS LA THÉORIE DES SURFACES ALGÉBRIQUES,
Par MM. Castelnuovo et Enriques.
M. Picard a bien voulu nous demander d'ajouter à son Traité une courte exposition des résultats sur les surfaces algébriques, qu'on a obtenus dernièrement en Italie, et qui n'ont pas trouvé place dans son Ouvrage. Il a voulu ainsi nous fournir le moyen de faire connaître à un public plus large l'état actuel de la théorie des fonctions de deux variables suivant notre point de vue géométrique.
Nous tâcherons de répondre par cette Note, aussi bien qu'il nous sera possible, à la proposition très aimable de M. Picard.
PREMIERE PARTIE
1. 11 convient d'abord de rappeler brièvement les concepts et les résultats fondamentaux, auxquels se rapportent les développements des Chapitres IV, Y, YI du Tome II de ce Traité, en y ajoutant quelques remarques plus récentes.
On sait d'abord ce que c'est qu'un système linéaire de courbes (algébriques) tracées sur une surface (algébrique) (^); on sait de même qu'on appelle complet un système linéaire | G | de courbes, qui n'est pas renfermé dans un système linéaire plus ample de courbes du même ordre douées des mêmes points-base (2).
(') Tome II, Chapitre V, page gS et suivantes. (2) Page loi.
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Une courbe G étant donnée sur la surface F, un système linéaire complet |C| (de dimension >o)auquelC appartient, est déterminé, pourvu que Von donne sur G les points-hase qu'on veut imposer à I G I ( ^ ) ; il convient d'ajouter que | G | pourra bien posséder de nouveaux points-base accidentaux (qu'on peut regarder comme virtuellement inexistants), en dehors de ceux qui lui ont été imposés.
Rappelons encore qu'on opère sur les systèmes complets, tracés sur une surface, par addition (2) et par soustraction (^), et qu'on est toujours amené à de nouveaux systèmes complets, pourvu toutefois (dans le second cas) que l'opération soit possible.
Il convient d'ajouter que pour chaque système linéaire on peut définir, en relation avec ses points-base imposés, deux nombres entiers, invariants vis-à-vis des transformations birationnelles de la surface : le genre (virtuel) -rt de la courbe générale du système; le degré (virtuel) du système, c'est-à-dire le nombre des intersections de deux courbes générales du système, en dehors de ses points-base imposés (il est sous-entendu que chaque intersection doit être évaluée en ayant égard à sa multiplicité pour les courbes en question).
Si l'on somme deux systèmes | Gi |, | G2 1, dont les genres et les degrés soient respectivement tt^, tu2, n^, n^_, le genre et le degré de I Gj-l- G2 1 s'expriment par les formules
-71 = TCi M- TÏ2 -H t I,
n = /ii-f- ^2 -f- 2t,
où i désigne le nombre des intersections d'une courbe G^ et d'une courbe G2 (*).
Au moyen de ces formules on peut définir le genre et le degré d'un système quelconque, réductible ou même composé d'une seule courbe (dimension /'=zo), ce qui permet d'éliminer tout cas d'exception dans les calculs (^).
2. La notion des courbes adjointes à un système linéaire | G|, sur une surface F, se trouve établie dans le Ghapitre YI (p. 117 et suiv. ).
V) ^f-} P^ge 102. L'énoncé ci-dessus est un peu plus général que celui donné dans le texte. On peut l'établir par la même voie, ou bien par le raisonnement -très simple (et presque immédiat) donné par M. Enriques dans sa Note : Intorno ui fonclamenti délia geonietria sopra le superficie algebriche {Atti délia R. Accadeinia délie Scieiize di Torino, 1901).
(2) Page 104.
(3) Page III.
(^) Cf'7 pour la première formule, page 107.
(^) Enriques, 7/1^0/710 ai fondajnenti. . , loc. cit., n° 12.
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On a donné récemment une définition très simple de ces courbes ( i).
Supposons d'abord que le système | C\ renferme (totalement) les sections planes de F. On sait alors que les courbes adjointes G' sont découpées sur F par les surfaces adjointes cr>,,_3 de l'ordre n — S {n désignant l'ordre de F). Or on peut obtenir les C en construisant d'abord le système complet | K | découpé sur F par les surfaces polaires cp;,_i (en faisant abstraction des points-base qui tombent dans les points-pince de la courbe double de F, points qu'on doit envisager comme accidentaux), et puis en considérant le système résiduel de deux courbes G par rapport à K
Mais les courbes K (particulières) qui sont découpées par les surfaces polaires de F jouissent de cette propriété remarquable : chacune d'elles est le lieu des points doubles des courbes d'un réseau de sections planes de F ; c'est, comme on dit, la courbe jacobienne du réseau.
Maintenant, si l'on donne sur F un système quelconque de courbes |G|, qui ne renferme plus les sections planes de la surface, on peut considérer d'une manière analogue les jacobiennes K des réseaux contenus dans [G] (pourvu que la dimension de |G| soit ^ 2) ; on démontre que ces courbes K appartiennent à un même système linéaire complet, qui possède un point-base de l'ordre 3 i — i en chaque pointbase d'ordre i pour |G(. Par la soustraction de deux courbes G, on obtient ainsi les courbes G' adjointes à | G [
|G'|=|K-.Ci.
D'après cette définition, il est très facile de reconnaître directement la propriété fondamentale du système adjoint^ qui, dans le cas de deux systèmes | G | et [ L | n'ayant aucun point-base sur F, est exprimée par la relation symbolique
|G'-f-L|=: |G-hL'[.
On sait que cette propriété renferme le caractère invariant des courbes canoniques, découpées sur la surface F par ses adjointes ^n-k d'ordre n — 4^ en dehors des courbes exceptionnelles ; car (lorsque les ^n-k existent, à savoir lorsque le genre géométrique Pg >- o) le système qu'elles découpent sur F est représenté par
(1) Enriques, loc. cit., no* 13 et suiv.
(2) Tome II, page 142.
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Mais la propriété du système adjoint, que nous venons de rappeler^ nous apprend davantage ; en effet, elle nous amène à définir toute une série de systènaes invariants, qui peuvent exister sur des surfaces de genre pg r=:o, et qui peuvent mênae être utiles dans l'étude des surfaces de genre p^^o (surtout en ce qui touche aux premières valeurs du genre), quoique dans ce cas ils se réduisent aux systèmes multiples du système canonique (^). Les systèmes invariants, auxquels nous venons de faire allusion, sont les systèmes
ils jouissent tous également de la propriété d'invariance vis-à-vis des transformations birationnelles de la surface, pourvu qu'on en retranche (comme on le fait d'ordinaire) les courbes exceptionnelles qui en font partie. On leur donne les noms de système bicanonique, système trois fois canonique, etc. Le nombre des courbes bicanoniques indépendantes s'appelle bigenre; pareillement on peut envisager le trigenre, ....
Si l'on veut obtenir, par exemple, les courbes bicanoniques sur une surface F;^ (d'ordre n), dans le cas le plus simple où elle est douée d'une courbe double et de points triples (^), il suffît de retrancher deux sections planes, du système qui est découpé sur F^^ par les surfaces biadjointes *2«"6 d'ordre in — 6, passant doublement par la courbe double (puisque ce système est justement le double de celui qui est découpé par les surfaces adjointes '^n-z)\ on obtient ainsi des surfaces ^2«-8 biadjointes à F;^, qui découpent sur F>j les courbes bicanoniques.
Les sections des surfaces biadjointes d'ordre in — 8 (en dehors de leurs parties exceptionnelles) jouissent donc de la propriété d'invariance vis-à-vis des transformations birationnelles de F^^.
On trouve l'exposition de ces résultats à la page i46 et suivantes du texte (t. II), et Ton peut voir à la page i49 les premiers exemples qu'on a donnés de surfaces de genre />^=ro, et de bigenre P2>> o.
D'autres exemples nombreux se présentent en étudiant certaines classes de surfaces z^ ■=zf{x, y) (^).
(^) C'est ainsi, par exemple, qu'on a pu donner une classification complète des surfaces de genre />„ > o, et de genre linéaire 7?(^) — 2,3. — [Cf. EnriqueS;, Rendiconti delta R. Ace. d. Lincei, 1897).
(2) Tome I, pages 71 et suiv.
(2) EiNRiQUES, Sui piani doppi di génère lineare p^^^ — i {Rendic. délia R . Acçad. d. Lincei, 1898).
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L'importance des plurigenres ressortira de la seconde partie de cette Note, lorsqu'il s'agira d'établir si une surface donnée est rationnelle, ou si elle peut être transformée en un cylindre, etc. {voir p. 52l).
Il résultera en particulier que, pour les surfaces qui ne se ramènent pas à Ja famille des cylindres, il y a toujours des plurigenres P^- qui ne s'annulent pas pour des valeurs assez grandes de i {i =: /4 ou i =: 6).
3. De la propriété fondamentale du système adjoint découlent encore les résultats concernant le genre numérique p,^ ou p^ d'une surface, qui se trouvent largement développés dans le texte (t. II, p. 82-92, 125-129). Il nous suffira de rappeler que, lorsque /?^ </?^-, la série (canonique) découpée sur la courbe générale d'un système irréductible I G I de F par le système adjoint, n'est pas complète; cette série g^''}j^^ a donc un défaut S; mais ce défaut, pour les différents systèmes de courbes tracés sur la suif ace, a un maximum qui est précisément pg — p^ ( ^ ),
11 y a une autre manière, en quelque sorte analogue, de définir le caractère invariant y:>^,. — p^,.
Considérons, à cet effet, la série linéaire {caractéristique) qui est découpée sur la courbe générale de | G | par les autres courbes du même système; c'est une série ^'!i~*, si l'on désigne par /i, /', respectivement, le degré et la dimension de | G |. Eh bien î la série caractéristique d' un système complet tracé sur une surface n'est pas complète {en général, au moins), lorsque pa-<.pg] mais, pour les différents systèmes existant sur F, le défaut de la série atteint un maximum qui est précisément p^ — pa (^).
De ce théorème découle une relation importante entre les caractères d'un système linéaire | G | donné sur une surface, dont les deux genres (géométrique et numérique) sont représentés par pa-^ pa- En désignant par /^, TT, r respectivement le degré, le genre et la dimension du système, et en supposant que celui-ci ne soit pas renfermé dans le système canonique, on a toujours
TT — I — n-\- r^^pa-
(M Page 128. D'après im théorème démontré tout dernièrement par M. Picard (t. II, p, 438), on a l'égalité 6 ~ p„ — p^ pour tout système | G | existant sur la surface. On n'est pas encore parvenu à retrouver ce théorème par les méthodes géométriques.
(^) Gastelnuovo, Alcuiie proprietà fondainentali, . , {Annali cli Matematica, 1^ série, t. XXV, 1897). Une démonstration très simple a été donnée par M. Severi {Rejidicoiiti délia R. Ace. d. Liiicei, octobre igoS).
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4 go NOTE V.
Lorsque le système | G | est renfermé clans le système canonique, en désignant par i le nombre des surfaces adjointes ^n-u- indépendantes qui passent par une courbe G, on a, au lieu de la relation qui précède, la suivante
n-^ r^Pa —
La relation, que nous venons d'écrire, constitue Y extension aux surfaces de la propriété relative aux courbes qu'on appelle le théorème de Riemann-Roch.
G'est M. Nother qui a énoncé cette extension dans une Note publiée en 1886 (^). Mais, dans le court essai de démonstration qu'il en a donné, il suppose que la série caractéristique d'un système complet soit toujours complète, ce qui est vrai seulement lorsque y:>^z=:p^. M. Enriques s'est occupé d'abord de justifier la formule en question dans le cas f^^ =p^; ensuite M. Gastelnuovo est parvenu au résultat général pour tous les systèmes linéaires irréductibles de dimension 1 2, tracés sur une surface quelconque.
On a cherché ensuite à étendre ce théorème aux systèmes de courbes réductibles (^), et l'on est parvenu au résultat suivant, qui a été démontré d'une façon précise par M. Severi (^) : si les caractères tt, /i, i dhine courbe, irréductible ou réductible, tracée sur une surface de genres p g, pa-, satisfont à V inégalité
Pa-^ n — 7ï -H I — i^ o,
la courbe appartient à un système linéaire de dimension
r^Pa-^n — TT -H I — i.
4. Nous avons eu l'occasion de parler des surfaces {J.r régulier es), c'est-à-dire des surfaces pour lesquelles pa<iPg'
Le premier exemple de telles surfaces est fourni par les surfaces réglées dont les sections planes ont le genre ti >- o ; en ce cas on a
La classe des surfaces réglées (7r>»o) est renfermée dans la classe plus générale des surfaces possédant un faisceau irrationnel de
(^) Comptes rendus de l'Acad. des Se., t. Clil.
(^) Gastelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondajyientali. . . ^ n'* 4 {Annali di Matematica^ 3^ série, t. VI^ 1901).
(3) Sut teorema di Riemann-Roch {Atti delV Accad. délie Scienze di Torino^ mai igoo).
(^) Tome I, p. 241 ; tome II, page ]55.
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RÉSULTATS NOUVEAUX DANS LA THÉORIE DES SURFACES ALGÉBRIQUES. ^gi
courbes de genre quelconque ; toutes ces surfaces sont irrégulières, parce que les séries caractéristiques des systèmes linéaires tracés sur elles ne sont pas complètes (^).
On a généralisé cet exemple, en démontrant que : toute surface possédant un système de courbes qui n'est pas contenu (totalement) dans un système linéaire est une surface irrégulière (^).
A cette famille de surfaces appartiennent tous les exemples de surfaces irrégulières auxquels on est parvenu par des procédés différents. Citons, par exemple, les surfaces qui représentent (point par couple) le système des couples de points appartenant à deux courbes algébriques distinctes ou à une même courbe, surfaces dont les caractères invariants ont été déterminés d'une façon complète (^).
Cette remarque a conduit à penser que toute surface irrégulière rentrerait dans Ja famille citée. C'est ce qu'on a démontré dernièrement (^). Ainsi donc, sur toute surface irrégulière, on trouve des systèmes algébriques de courbes cjui ne sont pas contenus dans des systèmes linéaires.
Ce théorème peut être précisé davantage. Rappelons à cet effet que la notion de la série caractéristique d'un système linéaire de courbes sur une surface peut être étendue à un système continu non linéaire, de la façon suivante (^) : les courbes infiniment voisines d'une courbe générale du système découpent sur celle-ci une série, qu'on appellera série caractéristique du système donné. On a maintenant le théorème (^) : tout système continu de courbes algébriques existant sur une surface est renfermé en un système {linéaire ou non linéaire) dont la série caractéristique est complète.
Le dernier système sera linéaire, d'après un théorème de M. Castelnuovo (n° 3), si la surface est régulière {p^r-^^pa)- Au contraire, si pg.';>Pa, il existe sur la surface des systèmes linéaires complets, de
(^) Gastelnuovo, ALcuni risultati . . . , n° 10 {Mein. delta Socletà italiana délie Scienze, 1896).
(2) Enriques, Una proprletà, . . {Reiidic. del Circolo Matematico dl Palerino, t. XIII, 1899).
(^) Maroni, ^^^i delV Accad. d. Scienze di Torino, 1908. — Seyeri, Ibide?n, et Memorie del l' Accad. d. Scienze di Torino, 1908. — De Franchis, Bendic. del Circolo Matem. di Palermo, 1908.
C*) Enriques, Sullà proprietà caratteristica délie superficie algebriche irregolari {Bendic. délia R. Accad. d. Scienze di Bologna, 1904); Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 16 janvier 1905.
(^) Severi, Osserçazioni sui sistemi continui ... {Atti délia B. Ace. d. Scienze di Torino, 1904).
(^) Enriques, loc. cit.
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genre tc, degré n et dimension r z=zp^-^ n — tï + i, dont la série caractéristique a le défaut maximum p^. — pa\ ces systèmes sont donc renfermés en des systèmes continus de dimension
composés par oo^s--^« systèmes linéaires complets de dimension
Si Ton assujettit Jes courbes d'un tel système continu à satisfaire à r conditions linéaires, on obtient une série œi^s~^^^ de courbes non équivalentes^ série dont la courbe générale n'appartient à aucun système linéaire contenu dans la série. Mais on ne saurait pas construire sur la surface une série de dimension p^^ — Pa~^ i douée de la même propriété.
Comment pourra-jl-on reconnaître si une courbe ayant des caractères assignés, sur une surface de genres /j>^., pat appartient à une desdites séries ooPs~i^al Voici la réponse : il sufjit que les caractères tt, 7i, i de la courbe (nommés au n^ 3) satisfassent à Vinégalité
Ce résultat, auquel M. Enriques est arrivé en s'appuyant sur l'extension du théorème de Riemann-Roch, a reçu une démonstration directe assez simple de M. Severi (^).
5. Considérons sur une surface irrégulière un système continu S de courbes, composé par ooPs~~^a systèmes linéaires complets | G |, |Ci|, I G2I, . . 0. Si l'on construit le système linéaire
|G'|=.|G-i-Gi-G,i,
on reconnaît de suite que \C\ appartient aussi au système S, et possède les mêmes caractères que | G |, ....
On voit donc que V opération | C^ — C2I transforme tout système linéaire complet | G | de S en un autre système linéaire complet | G'|, qui est aussi renfermé dans S. Or, on peut former qoPs~^^^ opérations analogues, et l'on reconnaît aisément qu'elles forment un grouj^e continu de transformations deux à deux permutables. Il convient d'énon-
(^) Sut teoreina dl Rieniann- Roch {toc. cit.).
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cer ce résultat de la manière suivante (^) : les œPs~i'a systèmes linéaires complets renfermés dans un système continu peuvent être représentés par les points d'une variété algébrique à pg — pa dimensions, qui admet un groupe permutable ooPs^i^a de transformations birationnelles en elle-même.
C'est la variété de Picard attachée à la surface. D'après un théorème établi par ce savant (^), les coordonnées d'un point général de la variété peuvent être exprimées à l'aide de fonctions abéliennes [2(/?^ — p^) fois périodiques] de />^ — />^ variables. En transportant celte propriété aux systèmes de courbes sur la surface considérée, on arrive à la conclusion (^) que les pg — pa paramètres non linéaires, dont dépend une courbe d' une série complète donnée sur la surface, peuK^ent être introduits de telle façon que les coefficients des équations de la courbe soient des fonctions abéliennes de ces paramètres.
On a ainsi une extension aux surfaces de la propriété des groupes de points d'une courbe, qui est exprimée par le théorème d'inversion de Jacobi. On pourrait rechercher une autre extension de cette même propriété dans un sens plus direct; c'est ce qu'a fait M. Picard en parvenant à une réponse négative {voir la Note II de ce Traité).
6. En résumant les résultats rappelés dans les n"^ 3, /i-, 5, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Si V on envisage sur la surface une courbe, dont les caractères tt, /i, i satisfont à l'inégalité
p a -\- n —■ iz ^ \ — i '^o'^
cette courbe sera renfermée dans une série complète dépendant de
'' ^ Pg H- 1^ — 71 -f- 1 — i
paramètres ; et ces paramètres seront de deux sortes : les uns, au nombre de r — {pg — /j^), entrent linéairement, de sorte que la courbe est un système linéaire par rapport à ces paramètres ; les autres paramètres, au nombre de pg — yj»^, entrent d'une façon irrationnelle, et précisément les coefficients des équations de la courbe sont des fonctions i{pa — Pg) fois périodiques de ces derniers paramètres,
(^) Gastelnuovo, Sugli integrali sernplicl ... { Rendiconti delta R. Ace. d. Lincei, mai-juin 1906, ou bien Comptes rendus de V Académie des Sciences, 23 janvier 1905 ).
(2) Picard, Rendiconti del Circolo matem. di Palermo, t. IX.
(^) Gastelnuovo, /oc. ciï.
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7. Il convient maintenant de rapprocher ces résultats, relatifs aux surfaces irrégulières, à d'autres résultats qui se rapportent aux surfaces douées d'intégrales de diflérentielles totales de première espèce.
M. Humbert, en appelant le premier l'attention des géomètres sur les systèmes non linéaires de courbes, a remarqué (^) que toute su?'face, sur laquelle existe un système de courbes qui n'est pas contenu dans un système linéaire^ possède quelques intégrales de différentielles totales de première espèce.
On a cherché à invertir ce résultat. M. Enriques j est parvenu d'abord (^) en ajoutant l'hypothèse que les ^ ;> o intégrales appartenant à la surface aient iq périodes, hypothèse qui, à cette époque, devait être regardée comme restrictive. Ensuite M. Enriques, en s'appuyant sur un théorème important de M. Severi, que nous allons citer tout à l'heure (n° 8), et profilant du résultat qu'il a établi dernièrement sur les surfaces irrégulières (n° 4), a pu démontrer, sans introduire aucune restriction (^), que toute surface possédant q '>- o intégrales de différentielles totales de première espèce possède des systèmes algébriques de courbes^ qui ne sont pas contenus dans des systèmes linéaires.
8. On n'a maintenant qu'à comparer les résultats des n°^ 4 et 7 pour faire ressortir la vérité de la proposition suivante :
Les surfaces irrégulières et les surfaces douées d'intégrales simples de première espèce forment une seule famille.
Ce théorème renferme deux propositions réciproques dues respectivement à MM. Severi et Enriques. En vue de l'importance du résultat, il est bon peut-être de rappeler ici l'ordre dans lequel ces propositions ont été découvertes, et les étapes successives qui ont amené au résultat quantitatif, qui a permis de compléter le théorème énoncé.
En septembre 1904 M. Severi, en s'appuyant sur les résultats généraux de M. Picard, a examiné la courbe polaire d'une intégrale simple de seconde espèce (transcendante), et a remarqué que la série caractéristique, découpée sur cette courbe parles courbes qui appartiennent au même système linéaire, n'est pas complète; il en déduit que (*)
(*) Journal de Mathématiques, 4° série, l. X, 1898, p. 190.
(-) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2^ série, t. III.
(3) Enriques, Rendic. delta R. Accad. dl Rologna, décembre 1904.
(^) Rendiconti délia R. Accad. d. Lincel, septembre 1904; Mathem. Anna-
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toute surface douée d'intégrales simples de seconde {ou de première) espèce est ir régulière.
En décembre 1904 M. Enriques, en s'appujant sur la construction de systèmes non linéaires sur une surface irrégulière (n°/i-), parvenait à la conclusion réciproque que (') les surfaces irrégulières possèdent des intégrales simples de première espèce.
Ensuite M. Severi (^), en profitant du théorème de M. Enriques sur les systèmes non linéaires (n*^ 4), a pu démontrer l'égalité
où r ç^i q sont les nombres des intégrales simples de seconde et première espèce de la surface.
Enfin, une étude plus approfondie des systèmes non linéaires nommés, étude où le rôle essentiel est joué soit par la considération de la variété de Picard (^) ( n^ 5), soit par l'extension du théorème d'Abel {^) (dont nous allons parler au n° 10), a permis à MM. Castelnuovo et Severi de préciser de la manière suivante le lien qui existe entre l'irrégularité d'une surface et le nombre des intégrales simples qui lui appartiennent :
Une surface ayant les genres /?^., pa possède exactement pg. — p^ intégrales simples distinctes de première espèce et 2{pg. — p^) intégrales simples distinctes de seconde espèce; le nombre des périodes des unes et des autres intégrales, et le nombre des cycles linéaires distincts de la variété de Riemann à quatre dimensions attachée à la surface est i{pg — pa)*
Ce résultat est donc le fruit d'une longue série de recherches, auxquelles ont également contribué les méthodes transcendantes de M. Picard et les méthodes géométriques employées en Italie.
9. Le théorème d'après lequel une surface irrégulière possède des systèmes non linéaires de courbes (n<^ 4) peut être précisé davantage dans quelques cas particuliers remarquables.
len, t. LXI. Une autre démonstration a été donnée par M. Picard {Comptes rendus^ 16 janvier igoS; voir aussi ce Traité, t. II, p. 419)-
( ^ ) Rendicontl délia Accad. d. Scienze di Bologna, loc. cit.
{'^) Atti délia R. Accad. d. Scienze di Torino, janvier 1905 ; voir aussi PiGxiRD, loc. cit.
(3) Castelnuovo, Comptes rendus, 28 janvier 1900; Rendic. délia R. Accad. dei Lincei, mai-juin igoô.
C*) Severi, Comptes rendus, 3 avril 1906 ; Annali di Mateniatica, 3^ série, t. XII.
Hosted by
En 1900, M. Gastelnuovo coinmuûiquait à M. Enriques (^) une construction d'après laquelle, étant donné sur une surface de genre /?^.= o un système de courbes non équivalentes, on est amené à un faisceau irrationnel. En 1904 (au moyen du résultat du n« 4) M. Enriques en a déduit (^) que :
Toute surface de genres
Pff = 0, Pa<o
renferme un faisceau irrationnel de courbes.
Ce résultat peut être généralisé, en remarquant que le point essentiel de la construction précédente, c'est le fait que les intégrales, simples de la surface sont fonctions Tune de l'autre.
Or on reconnaît, en général (^), que, si, parmi les intégrales simples attachées à une surface , il y en a plusieurs qui sont fonctions de Vune d^ entre elles, alors la surface renferme un faisceau irrationnel de courbes. Il s'ensuit que toute surface ayant Pg^ 2{pa-\- 2) possède un faisceau irrationnel de courbes {^). Cette propriété appartient donc à toute surface dont le genre arithmétique Pa<. — I (^); (on verra ensuite que les courbes du faisceau sur une telle surface sont rationnelles).
Le même ordre de considérations a permis à M. de Franchis d'établir un théorème remarquable (^) :
Si la surface z'^zzzf {x, y) possède q intégrales simples distinctes^ de première espèce, la courbe plane f[x,y)^=.o est formée par 2^ H- 2 ou iq -\-\ courbes appartenant à un même faisceau; toute courbe du faisceau est la projection dé deux courbes de la surface qui varient en un faisceau hyper elliptique de genre q.
Le théorème réciproque subsiste aussi.
10. La démonstration très simple, par laquelle M. Severi a établi le théorème du n« 8, s'appuie sur une proposition qui doit être regardée
(^) Aimâtes de Toulouse, 1" série, t. III.
(-) Rendic. Accademia di Bologna, loc. cit.
(3) De Franchis, Rendic. délia R. Accad. dei Lincei, juin 1904; Rendic. del Circolo matent, di Palermo, t. XX, igoS, p. 49-
("*) Gastelnuovo, Rendic. del Circolo matent, di Palermo, t. XX, p. 55.
(^) De Franchis, Rendic. del Circolo matem. di Palermo; loc. cit.
(6) De Franchis, Rendic. délia R. Accad. dei Lincei, loc. cit.; voir aussi une extension de ce théorème dans les Rendic. del Circolo matem. di Palermo,, t. XX, p. 33 1.
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comme l'extension aux séries de courbes tracées sur une surface du théorème d'Abel relatif aux séries de groupes de points d'une courbe. 11 s'agit de décider, en recourant aux intégrales simples de première espèce de la surface, si une série continue de courbes tracées sur elle est contenue dans un système linéaire. On peut énoncer la condition cherchée de différentes façons, mais on doit toujours envisager la somme des valeurs que chaque intégrale acquiert aux points d'un certain groupe variable. Bornons-nous à rappeler la première forme sous laquelle M. Severi énonce son théorème (^) :
Pour qu'une série algébrique de courbes sur une surface appartienne à un système Linéaire, il est nécessaire et suffisant que la somme des valeurs que chaque intégrale simple de première espèce prend aux points d'intersection de deux courbes de la série, garde une valeur constante lorsque les deux courbes varient dans la série.
Une autre extension du théorème d'Abel a été donnée aussi par M. Severi dans le Mémoire cité. La voici. Supposons que deux surfaces F, F^ soient liées par une correspondance algébrique (i, /^); on aura alors sur F' une immolation d'ordre /?, formée par œ^ groupes de n points correspondant aux points de F. \l\\ bien, la condition pour que V involution sur F^ {c'est-à-dire la surface F) soit régulière, est que la somme des valeurs de chaque intégrale simple de première espèce de ¥' aux points d'un même groupe reste constante quand ce groupe varie,
11. Aux systèmes algébriques de courbes tracées sur une surface s'étendent immédiatement les notions de système complet, d'addition et de soustraction de systèmes, que nous avons exposées lorsqu'il s'agissait de systèmes linéaires. Si l'on désigne par (G), (GJ, ... des systèmes algébriques complets, on pourra donc attribuer une signification précise à une relation telle que celle-ci :
(i) A(G)r-Ai(Gi)M-A2(G2)-i-...+ Ap(Gp),
où les A, Al, As, Ap sont des nombres entiers, dont le premier et
quelqu'un des autres sont certainement positifs; on suppose naturellement que les soustractions relatives aux coefficients négatifs sont possibles. Si la rehition (i) a lieu, on dira que les systèmes (G), (Gi), ..., (Gp) sont algébriquement dépendants. Or M. Severi est
(1) Comptes rendus, 3 avril 1906, A?i?iali cli Matemalica, .^.'^ sér., t. XII. On trouvera un résultat plus expressif clans une Note de M. Severi parue tout dernièrement dans les Rendic. del Circolo jnatem. di Palermo, t. XXI, 1906.
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parvenu à démontrer un théorème extrêmenaent remarquable, qui se rapporte aux notions rappelées tout à l'heure (^) :
Sur une surface olgéhrique on peut toujours fixer un nombre fini p de systèmes algébriques complets (G^), algébriquement indépendants, tels que tout autre système algébrique (G), tracé sur la surface^ dépende algébriquement des systèmes nommés.
Tous lés systèmes (G) existant sur la surface sont donc fournis par la relation (i), en attribuant aux coefficients h des valeurs entières. On dit que les systèmes (Gj), ...,(Gp) forment une base de la totalité des systèmes tracés sur la surface. Si celle-ci est régulière, la base est formée par des systèmes linéaires.
Le nombre p, qui entre dans le dernier théorème, ne diffère pas du nombre que M. Picard a désigné par la même lettre à la page 241 du Tome II de ce Traité, et qui joue un rôle important dans sa théorie des intégrales simples de troisième espèce. En effet, si Ton prend une courbe Gi, G2, . . . , Gp de chacun des systèmes formant la base, il n'existe aucune intégrale simple de troisième espèce ayant ces seules courbes pour courbes logarithmiques; mais on peut former une intégrale qui a pour courbes logarithmiques les p courbes nommées et une courbe ultérieure G arbitrairement fixée.
La connexion existant entre la théorie de la base et celle des intégrales simples de troisième espèce j)erniet à M. Severi de répondre à une question importante posée par M. Picard (^). Il démontre en efTet que la condition nécessaire et suffisante pour que toutes les intégrales simples attachées à une surface algébrique se réduisent à des combinaisons algébrico-logarithmiques, c'est que la surface soit régulière.
12. Revenons maintenant à la recherche des caractères invariants d'une surface. A. côté des invariants (absolus) que nous avons considérés jusqu'ici, il convient de prendre en considération de nouveaux caractères, qui ne jouissent pas d'une invariance rigoureuse vis-à-vis de toutes les transformations birationnelles de la surface; ce sont les invariants relatifs.
On parvient à cette conception très féconde, en partageant les transformations qu'on peut faire subir à une surface en deux classes :
i'^ Attribuons à la première classe les transformations qui font cor-
(^) Comptes rendus de l'Acad. des Se, 6 février 1905 ; un Mémoire plus détaillé sur ce sujet paraîtra prochainement dans les Mathein. Annalen. (2) Ce Traité, t. II, p. 144.
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respondre sans ea^ceptton un point à chaque point simple de la surface donné, et une courbe à chaque courbe de celle-ci (^);
2*^ Attribuons, au contraire, à la seconde classe les transformations qui font correspondre à un ou à plusieurs points (en nombre fini) des courbes (exceptionnelles), ou vice versa.
Nous appelons alors iiwariant relatif de la surface tout caractère de celle-ci, qui est invariant vis-à-vis des transformations birationnelles de la première classe. Une transformation de la seconde classe modifie en général ce caractère, à moins que la transformation ne change autant de points de F en courbes exceptionnelles, que de courbes exceptionnelles de F sont transformées en points.
Voici maintenant quelques invariants relatifs fondamentaux qui appartiennent à une surface algébrique quelconque.
Parlons d'abord d'une surface F/^ d'ordre /i, de genre ^^>- o. Une surface ^;;_4, d'ordre n — 4? adjointe à F„, coupe celle-ci (en dehors de sa courbe double) suivant une courbe composée par une courbe canonique et les courbes exceptionnelles qui peuvent exister surF,j(^). Or, la première partie jouit de la propriété d'invariance (en une acception absolue); son genre yj>^^^ constitue donc un invariant absolu de la surface, qu'on appelle, d'après M. Nother, le genre linéaire (^).
Mais si, en ne faisant pas abstraction des courbes exceptionnelles, on évalue le genre de la courbe composée qui constitue (en dehors de la courbe double) l'entière intersection de F^^ avec cp,j_4, on obtient un nombre w qui est un invariant relatif de la suif ace.
Or le nombre w peut être évalué en fonction des caractères d'un système linéaire quelconque tracé sur la surface F;^, et de ceux de son adjoint, soit, par exemple, en fonction du genre iz des sections planes de F/^, de l'ordre /i, et du genre iz' des intersections de F^^ avec les surfaces adjointes {^n-'d) cle l'ordre n — 3 ; on a, en effet,
a) = 7i' — 3('JT — \)-\- n.
L'importance de cette formule découle de la remarque suivante :
U expression ir' — 3('7t — i) -\- n a un sens, même dans le cas oà la surface donnée a le genre Pg^=^ o; elle conserve d'ailleurs toujours son invariance relative j vis-à-vis des transformations de la
(^) Nous passons sur la difiiculté inhérente aux points singuliers, dont il est permis d'aiJleurs de faire abstraction.
( 2) Tome II, page ii8.
(•') Tome I, page 2o5.
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première classe. Ce fait est une conséquence presque immédiate de la propriété fondamentale du système adjoint {^).
Ou pourrait de même former avec le degré n^ du système découpé sur F,i par les surfaces <fn-3 une expression qui jouit aussi d'une invariance relative, à savoir
n' — /\(tz — i) -h n:
cette expression, lorsque />^ ]> o et que la surface F„ ne possède pas de courbes exceptionnelles, exprime le degré du système canonique. Mais on a toujours
n' 4('^ l)-l-^r= Cl) I,
ce qui donne une généralisation d'une formule bien connue de
M. Notber(2).
13. Un autre invariant relatif, qui va jouer un rôle important dans Fétude des surfaces appartenant à la classe des surfaces réglées, peut être obtenu, d'après MM. Zeuthen et Segré, de la manière suivante : prenons sur la surface F un faisceau linéaire de courbes G, de genre tc, doué de ai points-base (simples ou multiples); il y aura, en général,
un certain nombre 8 de courbes G douées d'un point double, en dehors des points-base; or l'expression
ne dépend pas du faisceau considéré^ mais seulement de la surface F, dont elle constitue un invariant relatif (^).
14. Comparons maintenant les deux invariants relatifs o) et I, d'une surface F.
Lorsqu'on transforme F par une transformation birationnelle, qui fait correspondre une courbe exceptionnelle à un point de F, le nombre to diminue d'une unité; au contraire I augmente d'une unité par la même transformation.
Il s'ensuit que l'expression to + I ne change pas, c'est-à-dire qu'elle constitue un invariant absolu de F; on a d'ailleurs (d'après une formule de M. Nother)
(*) Et^rïqves, Iiitroduzioiie alla geometria sopra una superficie algebrica, n® 41 {Memorie délia Società italiana délie Scienze, S** série, t. X, 1896).
(2) Loc, cit.
(3) Cf. Castelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni foiidameiitali.. ,, toc. cit., n« 6.
(*) Gastelnuovo et Enriques, loc. cit.
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On trouvera dans le texte (page l\.i2) un invariant relatif lié aux précédents et qui se rattache au nombre des cycles à deua: dimensions d'une surface.
15. L'étude des invariants relatifs appartenant à une surface nous amène à considérer de plus près les courbes exceptionnelles.
Tous les géomètres qui se sont occupés des surfaces algébriques savent bien que la présence de ces courbes, qui peuvent se transformer en points, introduit dans la théorie une difficulté systématique. C'est, d'ailleurs, une difficulté propre aux surfaces, qui n'a rien d'analogue dans la théorie des courbes. Aussi plusieurs efforts ont été faits pour éliminer cette difficulté, autant que possible. Depuis son premier Mémoire (de iSgS) l'un de nous (Enriques) avait prévu que toute surface F (quelques cas particuliers exceptés) aurait pu se transformer en une nouvelle surface F' dénuée de courbes exceptionnelles; il est revenu ensuite sur le même sujet, en 1896.
Mais ces résultats partiels n'ont plus d'intérêt aujourd'hui, puisque la question vient d'être résolue heureusement d'une façon précise et complète.
On démontre, en effet, qu'étant donnée une surface F, on peut faire disparaître l'une après Tautre ses courbes exceptionnelles, par un procédé qui s'arrête nécessairement (en faisant disparaître toutes ces courbes), si la surface F ne possède aucun système linéaire de genre tt quelconque et de degré /^ > 211 — 2. Mais si, au contraire, un tel système existe (ainsi que nous le dirons plus loin), la surface F peut être transformée en un j)lan ou en un cylindre, c'est-à-dire qu'elle appartient à la classe générale des surfaces réglées (rationnelles ou irrationnelles). On a donc le théorème (^) :
Toute surface F, gui n'appartient pas à la classe des surfaces réglées, peut être transformée en une nouvelle surface F^ qui n'aaniet aucune courbe exceptionnelle , de sorte qu'à chaque point et à chaque courbe exceptionnelle de F corresponde sans exception un point sur F^
Par suite, en dehors de la classe des surfaces réglées, il ne peut y avoir sur une surface quelconque qu'un nombre fini de courbes exceptionnelles ; au contraire, il y en a un nombre infini sur les surfaces rationnelles et su?- les réglées et leurs transformées,
IG. Si Ton transforme une surface F par deux transformations différentes, de façon à éliminer ses courbes exceptionnelles, on obtient
(^) Castelnuovo et Enriques, toc. cit,, 11° 18.
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deux surfaces F', F'^, qui se corvespoudent point pa?^ point, sans exception. En d'autres termes, toutes les correspondances birationnelJes entre des surfaces qui n'ont pas de courbes exceptionnelles appartiennent à Ja première classe des transformations, au moyen desquelles nous avons introduit les invariants relatifs.
On voit maintenant comment on peut déduire un invariant absolu de chacun des invariants relatifs w, I, que nous avons définis.
Soit F une surface douée d'un nombre fini e de courbes exceptionnelles, et soit F' une surface transformée de F ne possédant aucune courbe exceptionnelle. Calculons, par exemple, l'invariant relatif co par rapport à F, et formons l'expression
Elle a la même valeur que l'invariant w calculé par rapport à F'. Elle est donc un invariant absolu de F, qu'on appelle genre linéaire p^^^i (^), parce qu'elle se réduit au genre des courbes canoniques, lorsque le genre /?^ de F est plus grand que zéro. On a d'ailleurs p^^^'^i.
Il est aisé de comprendre l'importance de la définition plus étendue du genre linéaire d'une surface que nous venons de donner. Il suffit de remarquer qu'en désignant par P^ le ^-genre de la surface, on établit la formule
et pour les surfaces régulières {pg ^=^Pa = p)
p,=^ + i^i-ii) (/,(!) _,) + ,,
pourvu qur l'on ait^^^^>»i (^).
17. Dans la définition qui précède nous avons dû laisser de côté les surfaces rationnelles et les réglées ou leurs transformées. Car en ce cas on ne peut plus se reporter à une image convenable de la surface, dénuée de courbes exceptionnelles.
Mais on élend aisément à ces cas la définition du genre linéaire /)(^^, en appelant p^^^ le maximum que peut atteindre le caractère co pour une transformée quelconque de la surface (^).
(^) Castelnuovo et Enriques, loc. cit., n° 20.
(2) Pour />(i) — I on peut construire des surfaces pour lesquelles P, >/> H- i. — C/. Enriques, Rendic. délia R. Accad. d. Lincei, 1898. (^) Castelnuovo et Enriques, /oc. cit., n° 21.
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On trouve alors que dans la classe des surfaces rationnelles le maximum p^^^ de w est atteint par le plan (p^^^ = lo), et, dans la classe de surfaces représentables sur une réglée de genre p^ le maximum est atteint par cette dernière surface \_p^^^ = — 8 (/? — i) 4- i]. On a ainsi une définition tout à fait générale du genre linéaire. L'évaluation de ce nombre dans les cas concrets se rattache à la question de reconnaître si une surface donnée peut être transformée en une réglée. Cette question sera résolue dans la seconde partie de cette Note.
SECONDE PARTIE
18. La théorie générale des surfaces, dont nous venons de parler, montre sa fécondité lorsqu'on cherche à en appliquer les résultats à des classes particulières de surfaces. Parmi celles-ci, nous allons étudier maintenant les surfaces réglées, et celles qui admettent un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes.
Rappelons qu'une surface /(^, j^, ^) = o est dite rationnelle (ou unicursale), si Ton peut exprimer les coordonnées œ^ r. z de chacun de ses points par des fonctions rationnelles de deux paramètres «, (^, de telle sorte que w, (^ s'expriment à leur tour rationnellement à l'aide de œ^ y, z.
La famille des surfaces rationnelles rentre comme cas particulier dans celle des surfaces réglées ou leurs transformées ; pour ces surfaces [/(^i y, z) = o] les coordonnées d'un point sont des fonctions rationnelles d'un paramètre ^, et de deux variables X, Y liées par une relation algébrique de la forme
cp(X, Y) = o (équation d'un cylindre).
Au point de vue algébrique, la détermination de la famille des surfaces réglées et, en particulier, des surfaces rationnelles, fournit la réponse au problème suivant :
Etant donnée une équation algébrique
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entre trois inconnues^ reconnaître si elle peut être transformée rationnellement de façon à éliminer une, oUy en particulier, deux inconnues.
Dans celte recherche, on peut se placer à deux points de vue :
a. On cherche d'abord à obtenir la transformation demandée, en construisant sur / certaines fonctions rationnelles de x^ y, z par un procédé qui permet de décider toujours par un nombre fini d'opérations si la transformation est possible ou non. On arrive ainsi à établir une détermination des surfaces rationnelles et réglées à l'aide de caractères qualitatifs,
h. On cherche à établir les conditions d'existence delà transformation demandée, en évaluant les caractères invariants de la surface. On arrive ainsi à une détermination des surfaces rationnelles et réglées à l'aide de caractères quantitatifs .
19. Examinons d'abord un cas particulier. Supposons que l'équation de la surface ait la forme z^z=:f[x^ y).
Nous allons expliquer en quel sens on est parvenu à résoudre en ce cas la question proposée, soit en se plaçant au point de vue a, soit au point de vue b.
Il s'agit de chercher les conditions auxquelles doit satisfaire ia courbe plane /— o pour que la surface z^^=.f{x^ y) soit rationnelle; on donne à cette surface le nom de plan double qui a la courbe limite fz=L o.
Glebsch a posé ce problème et en a examiné un cas; M. Nother, en reprenant la question, dans toute sa généralité, est parvenu au résultat suivant :
Pour que la surface z^zmf^x, y) soit rationnelle, il faut et il suffit que la courbe f puisse se ramener, par une ti'ansformation birationnelle du plan x, y, à V un des types suii^ants :
1° Courbe d'ordre in quelconque douée d'un point multiple d'ordre iîi — 2 ;
2^ Courbe générale du quatrième ordre;
3^ Courbe du sixième ordre douée de deux points triples infiniment voisins.
On peut, d'ailleurs, décider a priori si une courbe donnée/ peut être transformée en un des types nommés.
Supposons que l'ordre de la courbe / et les multiplicités de ses points singuliers distincts soient des nombres pairs 2/z, 2 i^^ 2 4, ... :
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on peut toujours satisfaire à ces conditions en recourant, s'il est nécessaire, à une transformation birationnelle préalable de la courbe/.
Appelons maintenant courbe adjointe d'indice /c( = i, 2, ...)àla courbe /une courbe d'ordre in — 3/c assujettie à passer avec ii — k branches par tout point 2 ^P^^ de/. On reconnaît alors que, si la courbe/ peut se ramener à l'un des types de Clebsch-Nôther, elle ne possède aucune courbe adjointe dont l'indice soit ^2, et vice versa; donc, la non-existence des courbes adjointes d indices 2, 3, ... à la courbe f est la condition pour que la surface z*- ■:=^ f {^x ^ y^ soit rationnelle, ou puisse être transformée birationnellement en une surface réglée (^). La seconde éventualité regarde certains cas de réduction de la courbe/, précisément le cas où la courbe/ se compose d'un certain nombre de courbes rationnelles appartenant à un même faisceau.
Au moyen des relations qui existent entre les courbes canoniques, bicanoniques, . . . d'une surface z'—^ifi^x^ y) et les courbes adjointes des différents indices à la courbe/, on peut transformer ce résultat en le suivant, plus expressif que le théorème de Clebsch-Nother :
Une surface z^z=zf(x, y), dont le genre géométrique pg, le bigenre V^, le trigenre P3, . . . sont nuls, est rationnelle ou peut être transformée en une surface réglée (-).
D'après la condition qualitative qui précède, il suffit même de vérifier que
où V est le plus grand entier S.^-, n étant l'ordre de /, et l'on en
déduit Pv+i = o, ....
Mais des conditions plus expressives découlent du n° 26. Il est à souhaiter qu'on y parvienne d'une façon élémentaire, en développant l'analyse des courbes adjointes d'ordre k sur le plan^
20. Ces théorèmes nous amènent à quelques applications remarquables en elles-mêmes, et qui constitueront le point de départ de l'analyse générale que nous nous proposons d'établir.
Supposons qu'une surface / possède uu système linéaire 00^ de courbes rationnelles. On peut d'abord, d'après M. Nother, transformer birationnellement la surface en une autre /^ possédant un système 00^
(1) Gastelnuovo et Enriques, Suite condizioni dl razionalità dei piani doppi {Rendic. del Circolo matera, dl Palerino, t. XIV, 1900). (") Loc. cit.
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de coniques, découpées par les plans passant par une droite, qui aura la multiplicité n — 2 si la surface /a Tordre /z. Or, cette surface/^, à Taide d'une projection efifectuée d'un point de la droite nommée, se représente sur un plan double, dont la courbe limite a un certain ordre 2 771 et possède un point multiple d'ordre 2 m — 2.
Il résulte, d'après le théorème de Glebsch-Nôther, que la surface/^ et, en conséquence, la surface y, est rationnelle; d'où le théorème de M. Nôther :
Une surface qui possède un système linéaire 00^ de courbes rationnelles est rationnelle (^).
Supposons, en second lieu, qu'une surface possède un système linéaire 00^ de courbes elliptiques, système ayant (au moins) un pointbase simple. L'existence de ce système fait voir d'abord que la surface a le genre géométrique/?^ et les plurigenres P2, P3, . . . nuls; elle permet en outre de représenter la surface sur un plan double, en représentant, sur les points d'une droite variable d'un faisceau, les couples de points de la série gl^ qui appartient à l'une des 00^ courbes elliptiques et qui possède un point double au point-base nommé. En recourant au dernier théorème du n^ 19, on a donc :
Une surface qui possède un système linéaire 00^ de courbes elliptiques ayant {au moins) un point-base simple, est rationnelle ou peut être transformée bi rationnellement en une surface réglée^ quon voit d'ailleurs être elliptique (^).
Enfin, d'une manière analogue, on démontre qu'une surface contenant un système linéaire 00' de courbes hyperelliptiques de genre tt quelconque, système ayant des points-base dont les multiplicités donnent une somme supérieure à 271 — 2, est rationnelle ou peut être représentée sur une surface réglée (^).
De ces théorèmes résultent des propositions, dont le lecteur verra de suite l'importance, quoiqu'elles soient moins expressives que les théorèmes primitifs.
Une surface dont les sections planes sont des courbes rationnelles est elle-même rationnelle.
(^) M. Nôther {Math. Amialen, t. III) y parvient d'une manière directe, en construisant sur la F' une courbe qui rencontre en un seul point chacune des oc^ coniques. Voir aussi page 272 de ce Traité (en note).
(^) Gastelnuovo et Enriques, Siille condizioni di razionalità . . . , toc. cit.
(^; Loc. cit.
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Une surface dont les sections planes sont des courbes elliptiques est rationnelle ou réglée (^).
Une surface dont les sections planes sont des courbes hyperellip-^ tiques de genre quelconque est rationnelle ou réglée (^).
On peut voir une démonstration du premier théorème à la page ôg du Tome II. Aux deuK autres nous étions déjà parvenus par des procédés directs, tout à fait différents, avant d'avoir démontré les propositions générales d'où nous venons de les déduire.
21. A côté des résultats précédents, on peut placer d'autres théorèmes, en quelque sorte analogues, où, étant donnés sur une surface des systèmes particuliers de courbes, on conclut que la surface peut être transformée en une réglée.
Une surface réglée, ou une surface qui peut êLre transformée bi rationnellement en celle-ci, contient un faisceau de courbes rationnelles, c'est-à-dire une série co^ telle que par tout point de la surface passe uue seule courbe de la série. Inversement, pourra-t-on affirmer que toute surface contenant un faisceau de courbes rationnelles peut être transformée en une surface réglée? M. Nôther (^) a abordé cette question; il a démontré qu'on peut, par une transformation préalable, changer la surface en une autre contenant un faisceau de droites ou de coniques. Dans le premier cas la question est tranchée; dans le second il s'agit encore de chercher si l'on peut tracer sur la surface une courbe qui découpe chaque conique en un seul point. Or l'existence d'une telle courbe a été démontrée par M. Nôther dans Thypothèse que le faisceau soit rationnel, ainsi que nous l'avons dit au n« 20; et dans l'hypothèse d'un faisceau quelconque la démonstration a été donnée par Tun de nous.
On a donc le théorème :
Toute surface contenant un faisceau de courbes rationnelles peut être transformée birationnellement en une surface réglée (*).
Une autre propriété de toute surface réglée c'est qu'on peut construire sur elle des systèmes linéaires de courbes (coupant en un
(^) Gastelnuovo, Rendic. délia R. Accad. d. Lincei, 1894.
(^) Enriques, Rendic. délia R. Accad, d. Lincei^ 1898 ; Mathem. Ajinalen, t. XLVI.
(^) Math. Aiin., t. III.
(") Enriques, Sopi^a le superficie algehriche che contengono un fascio di curve razionali {Math. Ann., t. LU).
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seul point chaque génératrice), ayant le même genre et les dimensions aussi grandes que l'on veut. Or cette propriété caractérise entièrement la famille des surfaces réglées et de leurs transformées.
Plus précisément : une surface contenant un système linéaire de courbes de genre -iz^ <i et dimension r^ Stt — 5, peut être transformée en une surface réglée rationnelle ou irrationnelle (pour
'n: = i, 2, ^'o/r le no 20) (^).
En effet, si Ton impose aux courbes du système les 3(11 — 2) conditions de passer doublement par 11 — 2 points arbitraires de la surface, on obtient ou bien un système linéaire de courbes de genre 2, auquel on appliquera un théorème du n*^ 20, ou bien un système de courbes réductibles auquel on peut appliquer le théorème énoncé cidessus.
2*2. Nous supposons maintenant qu'une surface/(^, y, ;3)=:o soit donnée sans aucune restriction apriori\ nous ne connaissons, par conséquent, sur celle-ci aucun système remarquable de courbes. Nous allons développer un procédé général, d'après lequel il sera toujours possible de reconnaître si la surface / appartient à la famille des surfaces rationnelles et réglées.
Envisageons le système linéaire | G | constitué par les sections planes de la surface/.
Construisons le système | C^| adjoint à |G|, puis le système \CJ \ adjoint à | G^|, et ainsi de suite. On parvient ainsi à une série de systèmes adjoints successifs, | G|, | G'|, |G''|, .... Deux cas peuvent se réaliser. Ou bien la série a un nombre infini de termes; ou bien elle s'arrête après un nombre fini d'opérations, parce qu'on arrive à un système |G^'| qui ne possède aucun système adjoint. Gette distinction est essentielle, car elle ne dépend pas des transformations birationnelles qu'on peut appliquer à la surface /. D'une manière précise, si l'on transforme birationnellementla surface/ en une nouvelle surface/i, et si l'on construit les systèmes adjoints successifs en partant du système des sections planes | G^l de /i, on parvient à une nouvelle série, qui sera infinie ou finie, selon que le premier ou le second cas se présente pour la série relative à/(^). On est donc porté à répartir les surfaces en deux familles, l'une composée des surfaces sur lesquelles le pro-
(^) Cf. Enriques, Sulla inassima dUnensione . . . (Atti delV Accad. délie Scienze di Tovino, 1894).
(2) Castelnuovo et Enriques, Sopra alcune questiojii fondamentali. . ., loc. cit., n° 12.
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cédé d'adjonction peut se poursuivre à l'infini, l'autre des surfaces sur lesquelles ledit procédé a un terme après un nombre fini d'opérations. A la première famille appartient, par exemple, toute surface d'ordre > 3 n'ayant aucun point singulier, ou, d'une manière générale, toute surface dont le genre géométrique ou le bigenre... est supérieur à zéro.
La seconde famille comprend les surfaces rationnelles et les surfaces représentabîes birationnellement sur les surfaces réglées; elle ne comprend pas d'autres surfaces en dehors de celles-ci, et c'est là un résultat essentiel de la théorie, que nous nous proposons de résumer.
Il y a lieu de faire de suite la remarque suivante : une surface qui renferme un système | G | au moins de courbes de genre iz quelconque, dont le degré est n'> 2% — 2, appartient à la seconde famille; en effet les courbes adjointes successives G', G'', . . . rencontrent la G en des groupes composés d'un nombre décroissant de points. Vice versa, sur tonte surface de la seconde famille on peut construire un système tel que I G I; il suffit de prendre, dans la série des systèmes adjoints successifs à un système quelconque, un terme assez éloigné de celui-ci.
Une surface/de la seconde famille a, d'après ce qui précède, pg=^o et, par conséquent, Pa~0] posons /?« = — p{p= o). Nous allons fixer notre attention sur le dernier système ] G^' 1, de dimension r^^ i, qu'on rencontre en parcourant une série de systèmes adjoints successifs, par exemple la série qu'on obtient en partant des sections planes de/. On voit de suite que ce système a le genre tt^- Sp -\- i. Mais un examen plus approfondi, où le théorème de Riemann-Roch ( n<* 3) et l'invariant 1 de Zeuthen-Segre vont jouer un rôle essentiel, permet d'établir que la dimension du système | G^" | est r,-^ Sit/ — 5, si le système est irréductible. Si, au contraire, \0\ est réductible, les composantes irréductibles des courbes G% ou bien forment un système linéaire satisfaisant à l'inégalité qui précède, ou bien sont des courbes rationnelles qui appartiennent à un faisceau de genre p. Si l'on se reporte maintenant aux résultats des n«* 20, 21, on parvient à établir le théorème fondamental suivant :
Toute surface, sur laquelle le procédé d'adjonction s'épuise par un nombre fini d'opérations, peut être transformée birationnellement en une surf ace réglée rationnelle {pa=^o) ou irrationnelle
iPa<0){^).
Le problème de reconnaître si une surface appartient à la famille
(^) Gastelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondanientali. . ., loc. cit., n° 15.
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des surfaces rationnelles et réglées, se trouve résolu par le théorème énoncé, au point de vue qualitatif {a) du n« 18.
Ce théorème conduit à des conséquences remarquables; parmi celles-ci, quelques-unes avaient été déjà établies avant de posséder le théorème cité, par une application j^l^^'S limitée du même procédé d'adjonction, qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration rappelée ci-dessus.
D'abord nous sommes maintenant en mesure de donner plus de précision aux résultats du n« 21.
Il suffît, en effet, de rappeler la remarque du n° 13, pour qu'on puisse énoncer le théorème suivant :
Toute surface qui renferme un système au moins oo'^ de courbes de genre tt quelconque et de degré n'^iiz — 2, peut être transformée en une surface réglée rationnelle {p^^=zo) ou ir rationnelle {pa<.o) : on peut même supposer le système cc^\ ^/ ir >> o.
Ce théorème renferme les cas particuliers concernant les surfaces dont les sections planes ont le genre tu = o, i , 2, que nous avons cités au no 20.
En faisant tuizzS, on obtient déjà un résultat nouveau, à savoir : les surfaces d'ordre > 4, dont les sections planes ont le genre 3, sont rationnelles^ ou peuvent être transformées en une surf ace réglée de genre /> 5 3.
23. Voici maintenant une conséquence remarquable du dernier théorème, qui regarde la définition même d'une surface rationnelle.
Supposons que les coordonnées d'un point variable sur une surface s'expriment par des fonctions rationnelles de deux paramètres
(i) x=^f{u,ç), jK = f(z^(^), z^^{u,vy,
la surface est certainement rationnelle si l'on peut résoudre les (i) en exprimant w, v par des fonctions rationnelles de x^ y, z. Mais il n'en est pas toujours ainsi. Il peut se faire qu'à tout point (^, y^ z) de la surface correspondent /i >» i points (w, t^) d'un plan; dans ce cas la surface se représente sur une involution plane de co^ groupes de n points. Est-ce que la surface sera encore rationnelle? 11 s'agit de voir si l'on peut remplacer u^ ç par deux nouveaux paramètres w', ^^ (fonctions rationnelles de u, (^), tels que x, y, z s'expriment rationnellement par u' ^ v' ^ et u' , ç' s'expriment à leur tour rationnellement par .T, j, z.
Remarquons, à cet effet, qu'aux droites du plan (w, r) correspon-
dent sur la surface des courbes G, d'un certain genre tt, appartenant à un même système complet.
Or on démontre : i° que ce système a la série caractéristique complète; 2° que le degré du système est n'^'iiz — 2, ce qui j)ermet d'appliquer Je tliéorème du n° '22. On conclut donc que : une surface, dont les coordonnées d'un point variable s' expriment par des fonctions rationnelles de deux paramètres, est rationnelle {^).
Il y a lieu de généraliser ce résultat de la façon suivante :
Supposons que les coordonnées x^ y, z du point général d'une surface/s'expriment par des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, t d'un point variable sur une surface réglée (cylindre) cp
A tout point de / correspondent, au moyen des relations (i), n^i points de cp, formant un groupe d'une involution 00^ sur la surface réglée. Inversement à tout point de o correspond un point de/; et si le premier point parcourt une droite X = A, Y =: /r [où cp(/i, k) =: o], le second point parcourt une courbe rationnelle de f. La surface/ contient donc Go^ courbes rationnelles formant une série algébrique. Or, si par tout point de / passe une seule courbe de la série, la surface/ est représentable birationnellement sur une surface réglée (n^ 21). Dans le cas contraire, on démontre que les oc^ courbes rationnelles appartiennent à un même système linéaire, dont les courbes générales ont un certain genre iz et se rencontrent deux à deux en /z > 2 7u — 2 points variables; on conclut (n°22) que la surface/est rationnelle, puisque l'éventualité qu'elle puisse être transformée en une surface réglée irrationnelle doit être exclue par la présence de co^ courbes rationnelles ne formant pas un faisceau. On parvient ainsi au théorème :
Si les coordonnées d'un point variable sur une surface sont des fonctions rationnelles des coordonnées d' un point d' une surface réglée^ la première surface elle-même peut être ramenée à une réglée {rationnelle ou irrationnelle) par une transformation birationnelle.
Ou bien :
Les groupes d'une involution quelconque située sur une surface
{{) Gastelnuovo, Sulla razionalità délie involuzioni plane {Mathem, Annaleii, t. XLIV).
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réglée peui^ent être représentés hlrationnellemeat sur les points d'un plan ou d'une nouvelle surface réglée (^).
On peut exprimer le même résultat sous une autre forme, en disant que :
Une surface possédant une série algébrique (au moins oc^) de courbes rationnelles, peut être transformée birationnellement en une surface réglée, si la série est un faisceau, ou bien elle est rationnelle.
Une autre conséquence du théorème du n*^ 22 a été déjà énoncée au sujet des courbes exceptionnelles (n« 10).
En effet, dès qu'on a démontré qu'une surface, qui ne renferme aucun système de genre tt et de degré n^iiz — 2, possède un nombre fini de courbes exceptionnelles, on conclut que toute surface possédant un nombre infini de telles courbes peut être transformée en une surface réglée (rationnelle ou irrationnelle) (^).
24-. Nous nous plaçons maintenant au point de vue {b) du n^ 18, en cherchant à déterminer la famille des surfaces rationnelles et réglées par les valeurs de leurs caractères invariants.
Il y a lieu dans cette recherche de recourir à des méthodes différentes, suivant que la surface est régulière ou irrégulière (surfaces rationnelles et surfaces irrationnelles).
Soit d'abord une surface régulière de genre p^^ -zap^-^z o. A j)artir de ses sections planes G, nous construisons les systèmes adjoints successifs
Puisque l'on a po^= o, le système | 01 1 ne contient pas [ G |; mais il peut se faire que | QJ' \ renferme | G |; dans ce cas le bigenre P2 ^ i, et la surface n'est certainement pas rationnelle. Supposons au contraire P2=^=^ ^'1 ^ïi examinant alors la série des points que | G'' | découpe sur une courbe G, on trouve une inégalité arithmétique entre les genres de trois systèmes adjoints successifs, d'où il résulte que les genres ii, 71', t^'^ . . . des systèmes adjoints forment, à partir d'un certain terme, une série décroissante, qui a nécessairement un nombre fini de termes. On en déduit le théorème :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit ra-
(^) Castelnuovo et Enriques, loc. cit., n® 17. (^) Castelnuovo et Enriques, loc. cit., n° 18.
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tionnelle est que le genre arithmétique et le bigenre soient nuls ( ^ ). (La relation p^r = o résulte de P2 = o ).
On a donc le moyen de caractériser la classe des surfaces rationnelles par les valeurs particulières que prennent certains invariants, en un sens analogue à celui qui permet de caractériser les courbes rationnelles par la valeur du genre /> =zo. Toutefois, le résultat établi pour les courbes ne s'étend pas aux. surfaces de la manière qu'on pourrait supposer, car on peut donner des exemples de surfaces ayant jc>^z=/>^=: o et P2 > o, qui ne sont pas, en conséquence, rationnelles. Le lecteur pourra les trouver à la page i48 et suivantes du tome IL
25. Avant de passer au cas pa <, o, nous nous arrêterons un moment sur la remarque suivante.
Au sujet des surfaces rationnelles il convient de faire la distinction qui suit.
Soit /(^, /, ^) = o une surface rationnelle; on pourra donc exprimer ^, y^ z par des fonctions rationnelles invertibles de deux paramètres a^ ç. Mais il arrivera généralement que, dans les coefficients de ces fonctions, entreront des irrationalités arithmétiques. A ce point de vue on est porté à établir, parmi les surfaces rationnelles, une classification ultérieure d'après la nature de ces irrationalités. On y parvient en s'appuyant encore sur le procédé d'adjonction, car il suffit d'examiner le dernier système adjoint (au moins oo^) qu'on obtient en partant des sections planes de la surface.
On est porté ainsi à distinguer des types de surf aces rationnelles^ dont la représentation sur un plan dépend respectivement de racines carrées ou cubiques, et des irrationalités définies par une des équations que Von rencontre dans la bissection des fonctions hyperelliptiques de genre /> ==: j , 2, 3. . . ou des fonctions abéliennes du genre 3 ow 4 (^)-
26. Soit maintenant une surface irrégulière de genres /?^— o, Pa<^ o» A partir des sections planes G, construisons la série des systèmes adjoints successifs
Cette série ne s'arrête pas si l'on a, pour quelques valeurs de i,
(*) Gastelnuovo, Suite superficie di génère zéro, toc. cit.
(^) Enriques, Suite irrazionalità . • . {Mathem. Amialeîi, t. XLtX).
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c'est ce qui arrive certainement si la surface / a un nombre fini de courbes exceptionnelles, lorsque
Mais on ne peut pas être assuré directement de la non-existence d'une surface n'appartenant pas à la famille des réglées et ayant, par conséquent, un nombre fini de courbes exceptionnelles, pour laquelle
Ainsi le critérium qualitatif établi au n^ 22 ne fournit pas une détermination de la famille des surfaces réglées (/?^<o) à Taide de caractères invariants.
Un tel critérium serait fourni, il est vrai, dans le cas pa -< — i, par l'inégalité
mais le calcul du genre linéaire défini au n° 17, de façon à comprendre le cas des surfaces réglées, exige d'établir le maximum d*une certaine expression formée avec les caractères des systèmes linéaires appartenant à la surface, et amène, en pratique, à effectuer les mêmes opérations que l'on doit effectuer d'après le n'^ 22.
Il convient donc de traiter la question proposée par une autre méthode, en prenant comme point de départ la propriété caractéristique des surfaces irrégulières (n^ /r^), d'après laquelle on sait, en particulier (n*^ 9), qu'une surface de genres p^ ziz o, />^<; o, renferme un faisceau irrationnel de courbes K.
Il y a lieu de distinguer deux cas :
I . Pa<~i
En ce cas, il suffit d'évaluer l'invariant de Zeutlien-Segre à l'aide du faisceau des courbes K, en tenant compte de l'irrationalité de celui-ci (^); on en déduit que le genre des K est o et, par suite (n° 21), que la surface peut être ramenée à une réglée (^).
Donc : Toute surface de genres p g = o, />^ < — i peut être transformée en une réglée.
If. Pa=—l¥
Ce cas est beaucoup plus difficile.
(1) Gastelnuovo et Enriques, toc, cit., n'» G, Oss.
{') Enriques, Suite superficie algebriche di génère geonietrico zéro {Bendic. del Circolo Matein. di Palermo, t. XX, 5 marzo).
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En supposant que les K aient Je genre '7r>>o, on peut envisager sur la surface la série non linéaire des courbes K'^, secondes adjointes aux courbes K.
L'examen de certaines courbes K'^, qui se décomposent en une courbe K et en une courbe résiduelle elliptique, conduit à construire sur la surface un faisceau rationnel de courbes elliptiques, qui découpent les K en /^ >> i points. On remarquera que ce second faisceau existe même lorsque TT z= o, car alors la surface se ramène à une réglée elliptique: seulement on peut avoir ici /z = i.
Maintenant on peut représenter les surfaces de genres pg.-=zo^ pa'=^ — i> sur des cylindres elliptiques multiples, de façon qu'à un point du cylindre correspondent n points de la surface.
Par l'étude de cette correspondance la construction de toutes les surfaces de genres p g = 0, /?« = — i se trouve ramenée à une transformation de déterminant d'ordre n des fonctions elliptiques.
Dans le cas où n est un nombre premier, on peut transformer birationnellement la surface en une surface
cp(X, Y, Z)-o,
où X, Y, Z s'expriment à l'aide de deux paramètres «, ^ par des formules de la forme suivante :
X = ) V t^py{u-{-\(Ms,) / y{z- ai)h^...{z — atyH^ hi<^n^ \ A/ = o (mod/i), v = co, o, i, ..., n—-\\
p^(i6) r= p(t^; I /zoj, w'), tOv=co pour V = oc,
p^(i^) — j){u\iù — vo)', w'), Wv= w' pour V =^ o, [, 2, . . ., /z — i
Si Ton envisage maintenant les plurigenres des surfaces que nous venons de construire, on trouve que
P4>o, ou P6>o, ou bien
ce dernier cas correspondant à l'hypothèse tc m o et conduisant par conséquent aux réglées elliptiques.
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En rapprochant ce résultat du précédent {pa<i — i) et de celui du n^ 'Ik concernant le cas /?^=o, on obtient enfin le théorème général suivant (^ ) :
Les conditions pour qu'une suj^f ace puisse être transformée birationnellement en une réglée {rationnelle ou irrationnelle) pem>ent être exprimées en annulant les deux genres d'ordre 4, 6 :
11 convient de remarquer que ces conditions ne peuvent être simplifiées ultérieurement, car il y a effectivement des surfaces pour lesquelles
7?^= P2= P3== P4=P5=0, Pe^ï, 2, (/?^= — I),
et d^autres pour lesquelles
pg^ P2== P3- P5= Pg- O, P4 = I, {pa^^l),
27. Il y a lieu seulement d'ajouter quelques remarques au sujet du cas particulier
Pa< — \'
Nous avons vu que toute surface de genres
Pg=Oi Pa<—\
peut être ramenée à une réglée.
Or si, dans la discussion qui précède, on introduit le théorème du n° 9 sous sa forme la plus expressive, on réussit à simplifier le résultat en montrant que la condition /?^= o est superflue. MM. Castelnuovo ( ^ ) et Enriques (^) ont fait en même temps cette remarque, d'après laquelle il résulte que :
Toute surface de genre numérique p a <. — i peut être ramenée à une réglée.
Ces conditions peuvent aisément être exprimées d'une façon transcendante. En effet, d'après le n^ 8, on voit qu'i7 s'agit de reconnaître que la surface possède p '> l intégrales simples de première espèce
(1) Enriques, loc. cit.
(-) Castelnuovo, Rendic. del Circolo Matem. di Palenno, t. XX, p. 55.
(^) Enriques, ibid., t. XX, p. 61.
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et qu'elle ne possède aucune Intégrale double de première espèce
Sons celle forme (avec la reslriclion superflue que les p inlégi^ales simples aient 2p périodes), les conditions énoncées avalent été trouvées antérieurement, c'est-à-dire en 1900 (^).
28. Le problème général de déterminer les surfaces qui admettent une infinité continue de transformations birationnelles en elles-mêmes a été posé par M. Picard en i885,
11 y a lieu d'abord de distinguer deux, cas, suivant que les transformations données engendrent un groupe d'ordre fini (au sens de Lie), ou qu'elles engendrent par multiplication une série de transformations dépendant d'un nombre infini de paramètres.
L'analyse de M. Picard se rapporte au premier cas. Elle aboutit aux. résultats suivants :
Les surfaces qui admettent un groupe continu fini de transformations birationnelles en elles-mêmes se partagent en trois familles :
i^ Surfaces hyperelliptiques^ douées d'un groupe oo"- de transformations échangeables;
2^ Surfaces possédant un faisceau de courbes rationnelles ; 3° Surfaces possédant un faisceau de courbes elliptùjues.
Le premier cas, à plusieurs égards le plus important, est caractérisé par M. Picard d'une façon complète : les coordonnées d'un point de la surface sont des fonctions' quadruplement périodiques de deux variables, ou, si l'on aime mieux, la surface peut être représentée sur la variété des couples de points de la courbe de genre deux (^).
Dans le second cas, M. Painlevé a remarqué que la surface peut être transformée en une réglée, ce qui résulte à présent du théorème général du n^ 2i .
Dans le troisième cas il y a lieu de pousser plus avant l'analyse des conditions pour lesquelles une surface, qui renferme un faisceau de courbes elliptiques, admet un groupe de transformations dont ces courbes sont les trajectoires.
Cette question délicate a été résolue par M. Painlevé (^). Il résulte
(') Enriques^ Annales de Toulouse, 2** sér., t. III. (2) Voir ce Traité, t. II, Cliap. XIV.
("') Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles ( l^aris Ilermaiin, 1897), P- ^^^'
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de ses recherches que si une surface admet un groupe continu de transformations birationnelleSj dont les trajectoires sont des courbes elliptiques, les coordonnées des points de la surface peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles de
p( w 4- Xo) -H p.tJo' I aco -h Z?co', ccû -h <ica'), p'
et de p, w liées par une relation algébrique
Les surfaces qui jouissent d'une telle représentation paramétrique ont été appelées surfaces elliptiques; elles sont caractérisées géométriquement par le fait de renferaier : i° un faisceau, rationnel ou irrationnel, de courbes elliptiques ayant le même module; 2° un autre faisceau elliptique de courbes de genre quelconque, coupant les premières en n-zn ad — hc points ( ^ ).
Il y a lieu d'ailleurs de déterminer les différentes classes de surfaces elliptiques par une analyse de l'équation
Parmi ces classes, il faut nommer les surfaces de genres
/?g = O, pa——^,
dont nous avons donné les types au n° 26.
Nous pouvons maintenant résumer les résultats que nous venons d'exposer, en énonçant le théorème suivant :
Les surfaces qui admettent un groupe continu de transformations hirationnelles en elles-mêmes rentrent dans trois familles :
1° Surfaces hyperelliptiques, douées d'un groupe transitif oo^ de transformations échangeables ;
2^ Surfaces réglées, douées (au moins) d'un groupe de transformations, dont les trajectoires sont des courbes rationnelles;
S*' Surfaces elliptiques, admettant un groupe (au moins) de transformations, dont les trajectoires sont des courbes elliptiques.
Parmi ces surfaces, il y a en particulier les surfaces douées d'un groupe transitif de dimension r'^ 2 \ nous avons remarqué qu^elles
(*) Enriques, Rendic. del Circolo di Palermo {loc, cit., 5 marzo).
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se réduisent aux surfaces rationnelles et aux réglées elliptiques (}),
29. La question se pose main tenant de reconnaître si une surface donnée rentre dans une des familles de surfaces douées d'un groupe, qui sont classifiées dans le numéro précédent.
?\ous allons rendre compte brièvement de l'analyse, qui a permis de répondre à cette question par la simple évaluation des caractères invariants de la surface (^).
On remarquera d'abord (avec M. Picard) que les surfaces hyperelliptiques ont
Pa=—\, Pg=^,
et, ensuite, que les surfaces elliptiques ont
pa=^—l,
et que leur genre pg est égal au genre du faisceau des trajectoires elliptiques du groupe.
Soit maintenant une surface, dont le genre arithmétique
Pa< O.
Si Pa<i — ^1 OH tombe sur la famille des surfaces réglées (n° 27). Envisageons le cas
Il faut distinguer les hypothèses
Pg=^^ Pff>^^ Pg^^'
Lorsque p^=:o, la surface renferme un faisceau elliptique de courbes, et un second faisceau rationnel de courbes elliptiques (n^26); elle est par conséquent une surface elliptique, ce qui résulte d'ailleurs de sa représentation paramétrique.
Lorsque p^^ >> I, puisque
Pg> 2/?a-f- 3,
la surface renferme un faisceau irrationnel de genre >i de courbes
(^) Castelnuovo et Enriques, Comptes rendus, juillet 1895.
(2) Enriques, Sulle superficie algebriche di génère geonietrico zéro; Suite superficie atgebriche che cumnettono un gruppô continua {Rendiconti del Circolo matematico di Pater mo, t. XX).
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(n^ 9), qui sont d'riilleurs elliptiques. Une analyse approfondie montre que ]e genre du faisceau est précisément/?^.
Envisageons maintenant les f>^4- « intégrales simples de première espèce, qui appartiennent à la surface (n*^ 8); parmi celles-ci il y en ^ Pg^ correspondant au faisceau nommé, dont les périodes se réduisent à 2/?^; on aura par suite une intégrale avec deux périodes distinctes, qui nous fournira sur la surface un second faisceau irrationnel, et précisément elliptique, de courbes. La surface est donc elliptique.
Soit enfin
11 y a deux intégrales simples de première espèce (n° 8), et, s'il n'y a pas de courbe canonique proprement dite, en dehors des courbes exceptionnelles, on sait que la surface est hyiDereliiptique (^).
Mais il peut se faire qu'il y ait une courbe canonique de genre /?(^^zz:i; en ce cas, on trouve deux intégrales réductibles aux intégrales elliptiques et, par suite, deux faisceaux elliptiques de courbes, dont Tun est composé de courbes elliptiques, l'autre de courbes ayant un genre tt^i. La surface admet en ce cas un groupe elliptique oo^ ; elle admet un second groupe analogue, et rentre comme cas particulier dans la famille des surfaces hyperelliptiques, seulement dans le cas 11 r= I .
Or, comment pourra-t-on distinguer les deux cas des surfaces iiyperelliptiques et des surfaces elliptiques correspondant aux mêmes valeurs jo^= ] ^ p^z=z — i ?
Il suffira, pour cela, d'évaluer le genre d'ordre 4i P4 ; on ^1 en effet,
P4-1 dans le premier cas,
P4>i dans le second.
On peut résumer les résultats obtenus en énonçant le théorème suivant (^) :
La condition nécessaire et suffisante pour qu' une surface non rationnelle admette un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes, c'est que le genre arithmétique
Pa< o.
( 1) Picard; voir ce Traité, t. II, Cliap. XIV, n° 17. ( - ) Enriques, voir le second Mémoire cité ci-dessus.
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On a des surfaces admettant un groupe rationnel {famille de réglées) pour pa<. — ï; 6l des surfaces elliptiques ou liyperellip^ tiques si
le cas hrperelliptique étant déterminé par les valeurs
Et, en rapprochant ce théorème de celui énoncé au n*^ 26, on peut dresser le Tableau suivant :
Pa=^—^'
Pa ^ 0-
P4-i-Pe=o
réglées de genre —pa
réglées elliptiques
réglées rationnelles
impossible
surfaces elliptiques admettant un groupe co^
impossible
surfaces hyperelliptiques
30. Il reste enfin à examiner les surfaces admettant une série continue de transformations, qui n'engendrent pas un groupe d'ordre fini.
Il y a lieu de remarquer d'abord qu'on peut construire une telle série sur les surfaces rationnelles et réglées. Or, le théorème du n° 23 nous a permis de démontrer réciproquement que ce cas est le seul possible.
Partons du système | G | des sections planes delà surface/, et transformons-le, en lui appliquant successivement un certain nombre r de transformations arbitraires de la série; nous parvenons ainsi à un nouveau système |C,.|. qui doit avoir nécessairement des points-base multiples, si la série n'est contenue en aucun groupe fini. En faisant abstraction de ces points, on peut calculer le genre virtuel tt^ et le
Hosted by
NOTE Y. — RÉSULTATS NOUYEAUX DANS LA THÉORIE, ETC
degré virtuel N,. de j G,.|. Or, on démontre que la différence N,. — 2 tt,. peut être rendue aussi grande que l'on veut, en choisissant r assez grand.
Sur la surface existe donc un système tel que N >> 27:,. — 2, d'où le théorème (^) :
Une surface admettant une série continue de transformations hirationnelles en elles-mêmes, qui n'appartiennent à aucun groupe ( d'ordre fini), peut être transformée en une surface réglée (rationnelle ou irrationnelle).
Si la série est transitive, la section plane de la surface réglée aura le genre o ou i .
(^) Gastelnuovo et Enkiques, Sopra alcuiie qiiestioni fondamentall ... loc. cit., n° 19.
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ERRATA ET ADDITIONS DU TOME I
Page 26. Quand nous disons qu'une variété d'ordre Ji — i dans un espace à n dimensions est toujours sinnple, il est entendu, comme il résulte des hypothèses du n° 2, que la surface n'a pas de ligne multiple. Autrement le théorème peut n'être pas exact; on sait qu'il existe, dans Fespace à trois dimensions, des surfaces fermées n'ayant qu'un côté, mais elles ont des lignes multiples.
Pages 74 et suivantes. La démonstration du théorème général relatif à la réduction des singularités d'une surface algébrique est incomplète. Aux Mémoires cités page 74, ajoutons les travaux de M. Beppo Levi {Aiinali di Matematica pura ed applicata, 2® série, t. XXVI, 1897, ^'^ Comptes rendus, l. GXXXIV, 1902, p. 222 et 642) qui résolvent complètement la question.
Page 118, li^ne 4, Hf^e B -~ au lieu de B-.— •
' ôy ôz
Page 118, dernière ligne, lire f' au lieu de fl^.
Page iio, ligne 7, Lire -r- au lieu de -r— • "^ ' ôy dx
Page 120. i\J. Arthur Berry a démontré {Acta mathematica, t. XXVII) différents théorèmes relatifs à l'impossibilité pour une surface d'admettre des intégrales de première espèce. En particulier, une surface, dont les seules singularités sont des points doubles diminuant la classe de deux ou trois unités, ne peut avoir d'intégrales de première espèce.
Page 123, ligne 5 en remontant, lii^e z?-'^ au lieu de zv.
Page i36. La méthode pour déterminer les surfaces du quatrième degré ayant des intégrales différentielles totales de première espèce a été seulement indiquée. Ce sujet a été complètement traité depuis par M. Arthur Berry ( Comptes rendus, septembre 1899 ^^ Cambridge philosophie al Transactions, vol. XVIII), par M. de Franchis {Rendiconti di Palermo, t. XIV), et par M. Lacaze dans sa thèse {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1901).
Page 189, ligne 2 du n° 16, lire première au lieu de seconde.
Page i4o, ligne 3 du n° 17, lire première au lieu de seconde.
Page i44' Nous avons démontré qu'une surface du cinquième degré avec une conique double ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Dans un de ses Mémoires, M. Picard avait énoncé plus généralement le même théorème pour toutes les surfaces du cinquième degré de genre géométrique égal à un. M. Arthur Berry a fait récemment une étude très complète des surfaces du cinquième degré ayant des intégrales de première espèce ( Cambridge philosophical Transactions, vol. XIX, part II, 1902, et vol. XX, part I, 1904). II a établi, en particulier, sans faire aucune hypothèse
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sur le genre, qu'une surface du cinquième degré ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre.
Page i65, ligne 9, supprimer le dénominateur /^^ Pour une formation plus explicite des équations relatives aux a, voir t. II, page 807.
Page 18.^1, ligne 5, lire x —'S.z au lieu de z — ^z.
Page i85, ligne 3 en remontant, lire X^ au lieu de Hx.
Page 186, ligne 5 en remontant, lire surface au lieu de courbe.
Page 188, lignes 7 et 8 en remontant.il est dit qu'une certaine intégrale double reste finie, sauf pour l'origine. On vérifie aisément que cette intégrale reste finie même à l'origine en faisant le changement de variable
u el z étant les nouvelles variables.
Page 223. Les questions étudiées dans la Section III ont fait l'objet d'une étude plus approfondie dans le Tome II ( Chapitre II. Section V).
ERRATA ET ADDITIONS DU TOME II
Page 43, à la seconde ligne du n° 32, lire minimum aw lieu de maximum. Page 128. Les résultats de cette page sont à rapprocher du théorème établi page 438.
Page i65, ligne 7, au lieu de ne deviennent pas infinies, lii^e ne deviennent pas infinies pour x — a.
Page 186. Le nombre désigné par p dans le Chapitre VII a été ultérieurement désigné par p^. Voir d'ailleurs, sur ce changement de notation, page 280, en note. Page 207. Nous avons supposé en différents endroits du Chapitre VIII que nous nous trouvions dans le cas général où les deux nappes se croisant le long de la courbe double n'éiaient pas distinctes. On peut toujours le supposer, en faisant une transformation birationnelle préalable. L'étude directe du cas où il en serait autrement ne présente, d'ailleurs, aucune difficulté dans les réductions faites ultérieurement.
Page 366. Dans l'égalité (R) mettre la limite inférieure b- dans l'intégrale
^ bi
Page 871, ligne 6 du n° 21, lire |sous des conditions, au lieu de sans des conditions.
Page 4ï2. D'après ce qui a été vu page 358, on peut dire que la [relation (i3) exprime le caractère invariant (au sens relatif) des cycles à deux dimensions d'une surface algébrique.
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