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INTRODUCTION
J'avais, depuis longtemps, l'intention de reprendre mes anciennes recherches sur les fonctions algébriques de deux variables et de les présenter sous une forme plus didactique en les précisant et les complétant autant qu'il me serait possible : c'est ce que je me proposais de faire dans un Mémoire de quelque étendue. Je n'ai pas tardé à reconnaître qu'il était indispensable, pour la clarté, de reprendre en même temps les travaux classiques de M. Noether, qui sont fondamentaux dans cette théorie, et le travail projeté devenait ainsi une sorte de Traité sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables. Mais, dans ces dernières années, ces questions ont fait l'objet d'un si grand nombre de recherches, surtout en Italie, qu'il était impossible de les passer sous silence, et je craignais, d'autre part, de m'engager seul dans un domaine très étendu où seraient nécessaires des recherches bibhographiques et la lecture de nombreux Mémoires. Mon ami, M. Simart, qui m'a déjà rendu de grands services dans la publication de mon Traité d'Analyse, ayant bien voulu me promettre son concours, a levé mes hésitations. J'ai traité cet hiver dans mon cours de la Théorie des surfaces algébriques, et nous avons, M. Simart et moi, rassemblé ces Leçons dans le Tome premier, que nous publions aujourd'hui.
On pensera, peut-être, que notre tentative est prématurée, et que la Théorie des fonctions algébriques de plusieurs va-
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riables présente encore trop de lacunes pour pouvoir faire l'objet d'une exposition d'ensemble. Nous n'avons certes pas la prétention d'approfondir toutes les questions qui se posent dans cette théorie difficile ; notre seul but est de donner une idée de l'état actuel de la Science sur un sujet dont l'étude mérite de tenter l'efTort de nombreux chercheurs.
Nous nous sommes, dans ce Volume, étendus assez longuement, au début, sur diverses questions préliminaires concernant les intégrales multiples et la Géométrie de situation. Nous traitons ensuite de la connexion dans les surfaces algébriques et des intégrales de différentielles totales. Les deux derniers Chapitres sont consacrés à l'étude des nombres invariants introduits par Clebsch et Noether, et aux intégrales doubles qui s'y rattachent.
Nous nous proposons, dans le Tome II, de compléter divers points qui n'ont été qu'effleurés dans le présent Volume, et de faire des applications à quelques questions de Calcul intégral ; nous espérons aussi faire connaître les principaux résultats obtenus dans ces derniers temps par MM. Castelnuovo et Enriques, résultats qui ont renouvelé toute une partie de la Théorie des surfaces.
EMILE PICARD
Paris, le i" juin 1897.
THEORIE
DE
I. — Des intégrales simples et des intégrales multiples d'ordre n — i dans l'espace à n dimensions.
1. On sait ce que l'on doÎL entendre par intégrale multiple d'ordre n dans l'espace à n dimensions. Nous nous proposons de détînir les intégrales multiples, dont l'ordre m est inférieur à celui n des dimensions, et de chercher les conditions d'intégrabilité de ces intégrales.
Nous nous occuperons tout d'abord des deux cas extrêmes, relatifs à m=z i et r)i^=^n — i, ce qui nous permettra d'aborder plus facilement l'étude des cas intermédiaires.
2. Quoique le cas de /?z = i soit bien élémentaire, reprenonsle pour être complet; soient x^^x^-, •••, ocn^ n variables réelles que l'on considère comme les coordonnées à^w^ point dans l'es-
pace E// à n dimensions. Considérons l'intégrale
( I ) / P 1 clxi ~ P2 dxi -h . . . 4- P„ dxn,
dans laquelle l^ , P^, ..., P« sont des fonctions bien déterminées et continues de x^ , x.y-, ..., x,i et où A et B désignent deux points, dans l'espace E„, dont les coordonnées sont respectivement a,, a., ..., a,, et ,3,, |3o, ..., '^„.
Cette intégrale n'aura de sens que lorsque nous aurons fixé le chemin dHiitégration, c'est-à-dire une courbe C, ou variété à une dimension, joignant le point A au point B. Soient
les coordonnées d'un point quelconque de la courbe C exprimées en fonction d'un paramètre À : les fonctions o sont des fonctions continues de A, et quand A variera d'une manière continue de Ào à).,, le point (j:,, x.^^ ..., x,i) décrira la courbe C. L'intégrale (i), prise le long de C, est alors, par définition, l'intégrale simple ordinaire
C'est la généralisation de M intégrale curviligne, dans les espaces à deux et trois dimensions. On peut, comme dans ces cas, envisager un contour d^ intégration fer nié , dans lequel le point d'arrivée coïncide avec le point de départ, et il j a lieu de remarquer que cette intégration peut être efi'ectuée dans deux sens opposés.
3. Nous devons nous poser pour l'intégrale (i) une question analogue à celle qui a été étudiée pour les intégrales curvilignes ordinaires : A cjuelles conditions V intégrale (i) Jie dêpendrat-elle cjue de ses limites?
Envisageons dans l'espace E^^ un domaine continu D, simplement connexe, à l'intérieur duquel les fonctions J^, P2, ..., V,i sont uniformes, continues, ainsi que leurs dérivées partielles. Les courbes, joignant les deux points A et B, que nous aurons à considérer, appartiennent tout entières à ce domaine et peuvent
être ramenées l'une à l'autre par une déformation continue sans en sortir.
Nous cherchons donc les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les fonctions P, dans le domaine D, pour que la valeur de l'intégrale (i) soit indépendante de la trajectoire suivie par le point (j;,, ^07 •••5 ^n) entre les points A et B et dépende uniquement des coordonnées du point A et de celles du point B.
Les conditions nécessaires s'obtiennent immédiatement, en supposant d'abord qu'on ne fasse varier que deux des coordonnées, Xh et ^/f, par exemple. L'intégrale (i) se réduit alors à l'intégrale curviligne ordinaire
Vhdxh-^ Vhdxk.
Les conditions d'intégrabilité sont
(2) ÙVn ^dVj^
Oxi, dx/i
En considérant toutes les combinaisons différentes de n lettres
deux a deux, on obtient ainsi — conditions d intep^rabiliie
nécessaires.
4. Ces conditions sont aussi suffisantes. Pour le montrer, introduisons un paramètre variable £, et envisageons la courbe variable définie par les équations
Les fonctions cp sont supposées indépendantes de £, quand on y fait X = Xo et }. = )., : pour \ = \q elles se réduisent respectivement à a,, ao, ..., y~,i coordonnées du point A, et pour \ = '),^ à [^,, p25 "^^ '^n coordonnées du point B.
Faisons varier à la fois X et s, l'intégrale (1) prendra la forme
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C'est une intégrale curviligne ordinaire relative aux deux variables A et £, et lin calcul très simple montre de suite que, si les relations (2) sont satisfaites, les coefficients de dl et de dz satisfont à la condition d'intégrabilité
7X^-'"-^yk{^''^
On en conclut que l'intégrale (3), effectuée le long d'un contour fermé tracé dans le plan des (X, e), est nulle si, à l'intérieur de ce contour, la condition (4) est satisfaite, les fonctions P élant toujours telles que nous l'avons supposé.
Fis:. I
Prenons comme contour d'intégration le rectangle ABCD, défini par les segments OA — Ao, OB = )., , AC = BD = s. On aura, sans qu'il soit besoin d'écrire l'élément différentiel sous le signe somme, la relation
Or l'intégrale effectuée le long de BD se réduit à
puisque, le long de cette ligne, la valeur de ). est constante. D'ailleurs, pour }. = )., les fonctions '^ sont, par hypothèse, ind(''pendantes de s; donc cette intégrale est identiquement nulle. Il en est de même de l'intégrale prise le long de CA. Nous concluons
de là que
c'est-à-dire que l'intégrale (i) ne change pas de valeur quand on déforme le contour d'intégration, sous les conditions spécifiées.
Par conséquent, les relations (2) sont bien les conditions nécessaires et suffisantes d'intégration.
Le résultat précédent donne lieu aux conclusions suivantes :
Si la courbe G, fermée et continue, peut en se déformant se réduire à un point sans sortir d'un domaine D linéairement connexe à l'intérieur duquel les fonctions P|, Po, ..., P« sont uniformes, continues, ainsi que leurs dérivées partielles, l'intégrale prise le long de ce contour sera certainement nulle.
Nous verrons, dans le Chapitre suivant, ce qu'on doit entendre par un domaine à connexion multiple dans l'espace E„, mais, sans aborder cette question, on conçoit, par analogie à ce qui a lieu dans l'espace ordinaire, qu'un domaine D, continu, satisfaisant aux conditions précédentes, soit tel que toute courbe fermée lui appartenant ne puisse se réduire à un point. L'intégrale prise le long d'un contour fermé appartenant à ce domaine devra alors nécessairement se réduire à des multiples d'un certain nombre d'entre elles qui seront les périodes de l'intégrale considérée.
5. Passons maintenant aux intégrales multiples d'ordre n — i dans l'espace à n dimensions. Quelques remarques préliminaires sont nécessaires, relatives aux variétés ou surfaces à /^ — i dimensions dans l'espace à n dimensions.
Considérons l'équation
(5) F(Xi, X2, .-. ., Xn) = o,
où F désigne une fonction uniforme, continue, dont toutes les dérivées partielles sont aussi continues et ne s'annulent jamais toutes à la fois sur F. L'ensemble des points de l'espace E,;, qui satisfont à cette relation, forme une variété an — 1 dimensions, V, ou hjpersurface. Cette variété est continue si l'on peut toujours réunir, par une courbe continue entièrement tracée sur elle, deux
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points arbitraires de cette variété. Elle est finie, si tous ses points satisfont à la condition
Il étant une constante lixe, suffisamment grande.
Nous dirons que la variété V, définie par la seule équation (5), Q^\ fermée si elle est finie et continue.
Dans ce qui suit, nous supposerons en outre que cette variété est convexe, c'est-à-dire qu'une parallèle à Fun quelconque des axes de coordonnées qui rencontre cette variété la rencontre en deux points et en deux points seulement. Enfin, comme dernière hypothèse, nous admettrons qu'il n'existe, sur la variété V, aucune relation identique entre deux quelconques ou plusieurs
des dérivées partielles - — » , — ^ -- - > -, — ^ dxx àx-i ox,i
Comme exemple d'une variété satisfaisant à toutes ces conditions, on peut citer l'hypersphère
x\-^xl-^..,-^xl^ R2.
Cela posé, on voit que la variété V divisera l'espace E,i en deux régions, l'une déterminée par l'inégalité F <C o, et l'autre par l'inégalité F > o, sans qu'il soit possible de passer d'un point de l'une à un point de l'autre sans traverser la surface. Nous désignerons sous le nom de région intérieure celle de ces régions dont tous les points satisfont en outre à l'inégalité (6) et l'on peut toujours disposer de F de manière que ce soit celle qui correspondent à l'inégalité F < o. L'inégalité F > o définit alors la région des points extérieurs,
6. Maintenant, par analogie avec les surfaces dans Tespace ordinaire, nous considérerons les dérivées partielles
dF ()F_ dF_
âxi ' OX-i ' ÔXa
comme les paramètres d'une normale à la variété V, et nous allons démontrer qu'on peut toujours trouver sur cette variété une région pour laquelle toutes ces dérivées partielles aient le même signe. Envisageons la droite parallèle à Taxe des ^,, dont
DES LNTÉGRALES MULTIPLES DE FOlSCïIOiNS DE PLUSIEURS VARIABLES. 7
les équations sont
(7) ^2 =«2, ^3 =«3, Xn^aa,
et dont on obtient tous les points en faisant varier x^ de — c/d à 4-00. Soit alors B le premier point de rencontre de cette droite avec la surface et A le second. La fonction F, qui s'annule en A et B, est positive lorsque^ varie de — go au point A, négative entre le point A et le point B, positive du point B à -j- oc. On en
conclut qu'au point B, ou point d'entrée, -^ — est négatif, et qu'au point A, ou point de sortie, - — est positii.
Si donc on considère l'ensemble de toutes les droites (7) qui lencontrent la surface, elles diviseront cette surface en deux
régions : l'une pour laquelle on aura - — > o, l'autre pour la-
quelle -— << o.
* dxx
Envisageons de même l'ensemble des droites parallèles à l'axe des x-i qui coupent la surface, elles la partageront en deux nouvelles réirions correspondantes à — - >> o et à -r — << o. Ces réoions ne se confondent pas avec les précédentes puisqu'il n'existe pas,
par hypothèse, sur V, de relation identique entre les dérivées - — ,
àF
-T — On peut donc séparer sur la variété V une région pour laquelle on ait à la fois - — >> o et -r — >> o. Nous considérerons en-
^ axi âx<2,
suite rensemble des droites parallèles à l'axe des x-.i^ et en continuant ainsi de proche, nous arriverons à séparer sur la variété Y une région 1 pour laquelle toutes les dérivées partielles sont positives.
7. Au lieu de l'équation (5), qui définit la variété \, on peut considérer l'ensemble des équations équivalentes
^a^-fn{U\; Ul- . . ., Un-\).,
OÙ î^4, i/o, . . . , u,i-K sont à considérer comme n — i variables indépendantes.
On en déduit les relations
dF
dx,
àXi
D{Xz,X3. .
, a7„, ar,)
D(Mi,M2, ...
..lln-l)
D(Mt, W2, ...
dF
• , Ufi-l )
dF
dx.
dXa
.,Xn-\)
dans lesquelles, pour L'ordre des indices adopté, on devra affecter
du signe + tous les déterminants fonctionnels si « est impair, et
prendre alternativement le signe — et le signe +, si n est pair.
Choisissons l'ordre des u de manière que, sur la région I
de V, considérée plus haut, pour laquelle toutes les dérivées^
sont positives, cette suite de rapports soit positive. Si l'on effectue alors une permutation sur les ?/, le signe changera ou ne changera pas suivant la nature de cette permutation. Par analogie avec ce qui a lieu pour les surfaces dans l'espace à trois dimensions, nous distinguerons, sur la variété V, deux côtés déterminés par l'ordre dans lequel les lettres u^^ u^^ ..., Uu-k sont écrites, un côté extérieur correspondant à un ordre tel que, dans la région I, tous les déterminants fonctionnels- précédents affectés de leur signe soient positifs, et un côté intérieur correspondant à un ordre tel que ces déterminants soient négatifs.
On exprime encore ce fait en disant que si, dans les équations'(8), deux variables // sont permutées, elles représentent V ou une variété opposée à V. , "^
8. Ces préliminaires étant posés, pour arriver à la notion d'une intégrale multiple d'ordre n — i dans l'espace à n dimensions, nous partirons, si n est impair, de l'intégrale
(q) If... il ^_^ _!-... 4-- — \dxxdx2 .. . dXn,
OÙ toutes les dérivées partielles sont affectées du signe +, en
étendant cette intégrale au domaine des points intérieurs défini par F << o dans l'espace E,, ; et dans ce domaine on suppose, bien entendu, que les fonctions P, Q, ..., S et leurs dérivées partielles sont uniformes et continues.
Si n est pair, nous envisagerons l'Intégrale analogue
— ) dxi dx2 . . . dx,i.
mais dans laquelle les dérivées partielles sont affectées alternativement du signe + et du signe — .
Considérons le premier terme de l'une ou de l'autre de ces intégrales
(10) //.../ ^Ç^clx\ dx-i . . . dx,i-
J Jin) J '^•^l
On peut effectuer l'intégration par rapport à œt , et, en désignant respectivement par B et A les points d'entrée et de sortie d'une parallèle à l'axe des ^,, l'intégrale précédente se réduira à l'intégrale d'ordre n — i
/ / ••• dx^dxs . . . dx,i(P\ — PB).
Tous les points A appartiennent à la région des points de la variété V pour laquelle -. — >> o ; tous les points B à la région pour
1 11 àF
laquelle -r — <; o.
^ âxi ,
Introduisant les variables indépendantes Ui^ii2, ••., Un-i, choisies dans un ordre qui corresponde au côté extérieur de V, on aura pour les points A
dxi dxj, . . . dx,i = r— dui . . . dun-\
JJ(ai, .... Un-l)
et pour les points B
dX2 dx^ . . . dXn = — ^ , ^ï' "',Xn) ^^^ ^ ^ ^ dUn-i^ U( Wi. . . . , u,i-i )
de sorte que l'intégrale (lo)sera égale à l'intégrale d'ordre (/i — i) / / • • • / P ^r^ — - — ^' ' "' — ^ dui du2 . . . dun-u
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étendue au côté extérieur de la variété V définie par l'équation F = o.
Le même mode de raisonnement montre, en s'appuyant pour les signes sur le lemme du paragraphe précédent, que l'intégrale
/ / ' ' ' I ± — dXi dX2 . . . d-Tn
est égale à l'intégrale d'ordre n — i
fL.:-f'W::':
dui dii-i . . . dii„-i'
étendue comme la première au côté extérieur de la variété V; et de même pour tous les autres termes de l'intégrale (9). Finalement nous pourrons écrire l'égalité
r f .,. f(^±,^-±: ±^]dx,... dx„
II
r r rfp 0(3:^2,^3. .-^^/O
^ D(Mi, .. ., Un-l)
rintégrale d'ordre n étant étendue au domaine défini par F < o, et l'intégrale d'ordre n — i au côté extérieur de la variété V (F = o). On représente symboliquement l'intégrale d'ordre (n — i), écrite dans le second membre de celte égalité, par l'expression
!j I . . . / P dx2 dx:i . . . dx,i
— Q dx^ dx, . . . dxn dx,-T-...^Sdxi dx^ . . . d,Tn-i ,
dans laquelle l'ordre des indices des variables x,, ^2, . • -, ^n ne doit pas être interverti; c'est à-dire que, par définition, cette intégrale est égale à l'intégrale
ce f\v^ (^2,-^3. ••».^«)
-S"^^ ^"->]rf«, ...rf»„-..
étendue, suivanl l'ordre des u, ù un côté ou à l'autre d'une variété V définie par l'équation (5) F = o, ou par le groupe des équations équivalentes (8).
9. La formule (i i) donne immédiatement la condition pour que l'intégrale (12) prise le long de toute variété fermée V à /i — i dimensions, à l'intérieur de laquelle les fonctions P, Q, ..., S et leurs dérivées partielles du premier ordre sont uniformes et continues, soit égale à zéro.
Il est nécessaire et suffisant que l'on ait
ÔX^ OX-i OX,i
relation dans laquelle, comme nous l'avons dit, on prend toutes les dérivées partielles avec le signe -\- si n est impair, et avec alternativement les signes + et — si n est pîiir.
10. Au lieu d'une variété fermée à n — i dimensions, on peut considérer une variété à frontière, qui sera définie, par exemple, par l'équation F(^,,cro, ...,^,^) = o et par une inégalité <t>(cr<, ^2? •••> ^//Xo, si l'on suppose que l'équation ^ -= o sépare sur l'hypersurface F deux régions distinctes : l'une pour laquelle $ >> o, l'autre pour laquelle $ << o.
Les équations F = o, <I> = o prises ensemble constituent une variété à« — 2 dimensions que l'on appelle la yV-o/z^/c^/'e complète de la variété définie par les conditions
F(a7i, Xi, . . ., a7„)= O, 4i{Xi,X.2, . . ., Xn)< O.
Si, au lieu de définir la variété fermée par l'équation F = o, on la suppose définie par les équations (8)
^n= failli, W.2, . . ., Un~l).,
on obtiendra une variété limitée en adjoignant à ces équations une
inégalité
o{ui, U2, .... W,i_i)< o,
qui détermine l'ensemble des points intérieurs à la variété fermée à /? — 2 dimensions cd =i o dans l'espace {u\ , ^^27 • • «5 ^^n-i )•
Si alors on considère un ensemble de variétés à /i — i dimensions, avant une même frontière définie par l'équation
on verra facilement, sans qu'il soit besoin d'insister, que la relation (i3) exprime la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale (12) ne dépende que de la frontière limitant la variété sur laquelle on intègre.
La démonstration suppose, bien entendu, que dans tout le domaine à n dimensions, balayé par cet ensemble de variétés avant même frontière, les fonctions P, Q, . . ., S et leurs dérivées partielles du premier ordre sont uniformes et continues.
On en conclut encore, comme pour les intégrales linéaires, que si le domaine D, tout en étant continu et connexe, est tel que toutes les variétés fermées k n — i dimensions que Ton y peut tracer ne peuvent pas se réduire par une déformation continue à une variété d'un nombre moindre de dimensions, l'intégrale prise le long d'une variété fermée -d n — i dimensions se réduira nécessairement à une somme de multiples d'un certain nombre d'entre elles, qui seront les périodes de cette intégrale.
II. — Des intégrales d'ordre quelconque
11. Nous avons défini les intégrales d'ordre i et d'ordre n — 1 dans l'espace En', passons maintenant aux cas intermédiaires ('). Nous nous bornerons à l'étude des intégrales multiples d'ordre 2 et 3. L'extension au cas d'un ordre de multiplicitéquelconque se fera d'elle-même.
Nous nous proposons donc de définir les expressions symboliques de la forme
(') L'étude de ces cas a été faite pour la première fois par M. Poincaré {Acta mathematica, t. IX).
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considérées comme des intégrales doubles étendues à une variété à deux dimensions, fermée ou limitée. Dans une pareille expression, d'après la définition qui va suivre, l'ordre des différentielles dxi^ dxk n'est pas indifférent; les A^vt sont des fonctions données de x^^ Xo, ..., Xa et nous convenons que
A/A = — A^./, ce qui entraîne A//=::= o.
Supposons que la variété à deux dimensions le long de laquelle doit s'effectuer l'intégration soit déterminée par les n équations
OÙ a et ç sont à considérer comme des variables indépendantes. La variété ainsi définie pourra être finie et continue et par suite fermée. C'est ce qui aura lieu en particulier si les /sont des fonctions périodiques de u et v.
Mais aux équations (i5) nous pouvons joindre une inégalité
qui exprimera qu'on ne considère sur la variété (i5) que les points qui correspondent à l'intérieur de la courbe (p(w, (^)= o, soit A, tracée dans le plan des («, r). On a alors dans l'espace E,, une variété à deux dimensions ayant pour frontière la variété à une dimension correspondant à la courbe o{u^ r)=o.
Nous pourrions aussi, pour définir une variété fermée, imaginer dans l'espace à 3 dimensions (X, Y, Z), une surface fermée, déterminée en exprimant X, Y et Z en fonction de deux paramètres u et v^ et considérer x^^ x.y^ ..., Xn comme des fonctions des coordonnées des points de cette surface. Si au lieu d'une surface fermée dans le même espace (X, Y, Z), on a une surfacel imitée par un contour, elle donnerait lieu à une variété limitée par une certaine frontière.
Gela posé, l'intégrale (i 4) sera, ^^d^r définition, l'intégrale double ordinaire
Y){Xi,Xk) A ik -pT/ T" "" dv,
étendue à toutes les valeurs de u et ^, si la variété est fermée ; étendue à l'aire A définie par ^{u^ t^)< o, si la variété est limitée.
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Sous celle forme on voit, à cause de la relalion Ay^/= — A,/;, que les deux ternies qui correspondent aux deux couples ik et kl s'ajoutent. Remarquons aussi que, si l'on perjnule u et(^, cette intégrale change de signe : nous dirons alors, conformément à ce qui a été dit précédemment, que l'intégrale est prise d'un côté ou de l'autre de la variété sur laquelle se fait l'intégration.
12. Cherchons à quelles conditions cette intégrale étendue à une variété fermée, à l'intérieur de laquelle les A/^ et leurs dérivées partielles du premier ordre sont conlinnes, est égale à zéro- ou, ce qui revient au même, à quelles conditions cette intégrale ne dépend que de la frontière limitant la variété sur laquelle on intègre.
Nous ohtiendrons immédiatenient les conditions nécessaires en faisant varier seulement trois des lettres x^ soient xi^ x^i Xh- L'intégrale J se réduit à
\//, dxi clxk+ A/,/i dxic dx/i + A a/ dx/i dxi.
INous sommes dans le cas de l'espace à trois- dimensions. Pour que les conditions que nous cherchons soient remplies, il faut que l'on ait la relation
• ^^ àx/i dxi ' àxk
et cela quelles que soient les valeurs des x. Si d'ailleurs on remarque que cette relation ne change pas quand on effectue une transposition quelconque entre les «, Â, /i, on obtiendra ainsi autant de relations nécessaires qu'il y a de combinaisons possibles
1 , . , . . n{ii — i)(/i — 2) Y^.\ \
de 11 lettres trois a trois, soit — — — —p. -^
..^ \^ 13. Ces conditions sont-elles suffisantes? Pour le montrer, voyons d'abord ce qui se passe quand on emploie le second modo de représentation, c'est-à-dire quand on définit la surface d'intégration par une surface fermée S dans l'espace X\Z, ses coordonnées étant exprimées en fonction de deux paramètres a et r.
DES INTÉGRALES MULTIPLES DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. l5
En partant de la relation, facile à vérifier,
. ^W^J/ç) D(Y,Z) D(/,,//,) D(Z,X) D(Y,Z) \Hu,v) D(Z,X) D(ir, p)'
on voit que l'intégrale J pourra s'écrire sous la forme
C'est une intégrale de surface dans l'espace à trois dimensions. La condition pour que cette intégrale étendue- à une surface fermée soit nulle est
En développant cette relation, on voit que les termes en A,/, disparaissent d'eux-mêmes, en vertu de l'identité
dZ D(X,Y) ^()X D(Y, Z) ~^ d\ D(Z,Xy~''' Il reste alors
^ D(X, Y) ( Zà dxn dZ ) "~^ D(Y, Z)" 2d dx,, IX
h-k \ h y ik \ h /
^ 0(Z,X) 1 Zlôxu àY -^'
ou, en réunissant tous les termes dans une sommation triple
dxh ÙXi ôx,J D(X,Y, Z)
ikh
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons de n lettres
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trois à trois. Cette condition est satisfaite si les relations (i^) sont satisfaites, et l'on en conclnt que ces relations sont suffisantes pour que l'intégrale J étendue à une variété fermée définie par la surface S, et sous les conditions spécifiées, soit égale à zéro.
Cette démonstration laisse toutefois subsister nn doute. Nous avons supposé que les x étaient des fonctions de X, Y, Z, ces dernières étant exprimées en fonction de u et r. Il n'est pas certain que ce mode de représentation puisse s'appliquer à une variété quelconque à deux dimensions. Toute variété à deux dimensions peut, au contraire, se représenter par le système des équations (i5). Nous allons donc reprendre la démonstration en nous servant d'ailleurs du résultat précédent.
Nous devons alors concevoir que les x sont exprimés en fonction de deux paramètres u et v et d'une constante arbitraire s
^i = fi{u, ^, £) (i = 1,2, ..., n),
e variant entre certaines limites, et l'on suppose que les valeurs des X ne dépendent pas de £ quand le point (w, ç) est sur le contour A[(d(u, ç)= o] dont nous avons parlé plus haut. 11 faut montrer que l'intégrale J ne dépend pas de s. Posons
D'après ce qui précède, si les conditions (i^j) sont satisfaites, rintégrale le long de toute surface fermée dans l'espace (XYZ) sera nulle.
Prenons pour surface d'intégration la surface totale d'un cjlindre dont la base dans le plan des XY est la courbe A, et dont la bauteur est égale à £. Soit B la base supérieure, c[ui est une courbe égale à A. Or les x ne dépendent pas, par bypothèse, de s, quand le point («, ç) est sur le contour A : les déterminants fonctionnels
seront donc nuls sur la surface latérale et, par suite, l'intégrale relative à cette surface sera égale à zéro. Par suite, la somme des intégrales étendues respectivement à l'aire A et à l'aire B est nulle, et si l'on intègre d'un même côté de ces surfaces par rapport au
plan XY, ces deux intégrales seront égales. Les conditions (17) trouvées comme nécessaires sont donc bien suffisantes.
Fii
11 est important de remarquer en terminant que les conclusions précédentes exigent que, lorsqu'on déforme la surface en laissant sa frontière invariable, elle doit, en se déformant, ne rencontrer aucun des systèmes de valeurs des x pour lesquelles les A,-;^ deviendraient infinies ou mal déterminées.
Enfin, on conçoit, comme pour les intégrales d'ordre un et d'ordre /i — i, que, dans un domaine D où toutes les variétés fermées E2 ne pourraient pas se réduire à un point ou à une ligne, l'intégrale prise le long d'une de ces variétés devra se réduire à une somme de multiples d'un certain nombre d'entre elles, qui seront les périodes de l'intégrale considérée.
14. Bornons-nous, pour terminer, à définir les intégrales multiples d'ordre 3 dans l'espace à n dimensions. L'expression symbolique
^ ~ I I I ^,^iki dxi dxic dxi,
considérée comme une intégrale triple, étendue à une variété à 3 dimensions, se définit de la manière suivante : Les dxi^ dxk, dxi sont trois quelconques des n différentielles dx^, ..., dxn, dont l'ordre ne doit pas être interverti. Les fonctions km sont des fonctions données de x,, x., ..., x„. Deux fonctions ^,7^7 sont égales en valeur absolue si elles ne diffèrent que par Tordre d
es
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indices, mais elles changent de signe quand on passe de l'une à l'autre par une transposition. On aura donc en particulier
Cela posé, si Ton suppose que la variété à 3 dimensions, sur laquelle on intègre, est définie par les équations
l'intégrale triple J (18) sera, par définition, l'intégrale triple ordi-
naire
J J J jU \)^u,v,w)
étendue, s'il s'agit d'une variété à frontière, à tout le domaine 'o{u^ ç, iv)<^o^ limité par une surface cp(«, ç, iv) = o dans l'espace {u^ r, iv).
On trouvera les conditions nécessaires pour que cette intégrale ne dépende que de la frontière de la variété d'intégration, en ne considérant d'abord comme variables que quatre des lettres œ, soient xi, ^a, ^/, ^m- On est alors dans le cas d'une intégrale d'ordre /? — i dans un espace à n dimensions {n =^4)- i^t;s conditions d'intégrabilité nécessaires sont donc
d\i/:/ à X /,-/„, àX/,„i àXm//,- _
Ox„i Oxi dxu àxi
et le nombre de ces conditions est égal au nombre des combinaisons de n lettres quatre à quatre.
Pour démontrer qu'elles sont suffisantes, on procédera ensuite comme dans le cas des intégrales multiples d'ordre deux.
I. — Généralités sur les variétés à un nombre quelconque de dimensions.
1. Nous allons nous occuper, dans cette Section, de diverses questions concernant la Géométrie de situation dans les espaces à un nombre quelconque de dimensions, questions dont l'ensemble est souvent désigné sous le nom à'Analysis situs. Cette théorie a été fondée par Riemann, qui lui a donné ce nom 5 dans ses études sur les fonctions abéliennes, le grand géomètre ne considère que les espaces à deux dimensions, mais il a ensuite généralisé ses recherches pour un nombre quelconque de dimensions, comme le montrent des Notes publiées après sa mort dans le Volume renfermant ses OEuvres complètes ('). Indépendamment de Riemann, Relti avait de son côté étudié les divers ordres de connexion dans les espaces à n dimensions, et publié un Mémoire fondamental sur ce sujet (-). Dans son Mémoire sur les fonctions algébriques de deux, variables (^), M. Picard avait montré l'intérêt que présentent des considérations de ce genre dans l'étude des surfaces algébriques. Tout récemment, M. Poincaré ('') a repris d'une manière générale cette question de VAnalysis situs, et, après avoir complété et précisé les résultats obtenus par Retti, a appelé l'attention sur les dilTérences considérables que présentent ces théories, suivant qu'il s'agit d'un espace à deux dimensions ou d'un espace à un plus grand nombre de dimensions.
( ' ) OEuvres complètes de Riemann.
(2) Annali di Matematica, t. IV (1870-71).
(^) Journal de Mathématiques (1889).
('') Journal de V École Polytechnique (iSgS).
^. Considérons un espace à n dimensions (,r,, x^^ • • -, x,i) el, dans cet es|)ace, nn espace S//_,„ à n — ni dimensions; un tel espace sera dit linéaiiement connexe si l'on peut joindre par une ligne continue, sans sortir de S//_„i, deux points de cet espace. Au lieu d'employer l'expression à^ espace, il nous arrivera souvent d'employer le terme de variété, de multiplicité ou de continuuni, voulant désigner par là un certain ensemble continu de points dépendant d'un nombre de paramètres égal à la dimension de cette variété ou de ce conlinunm.
Il peut arriver que la variété Sn-m soit définie de diverses manières. On peut concevoir que l'on ail les m égalités
¥^{x^,X.i, . . ., Xn)= O,
et un certain nombre d'i-négalilés
Çl(a7,,ir.2, OCa)> o,
?./Ol,^2, ...,^«)> O.
On suppose que les fonctions F et o sont des fonctions analytiques bien déterminées, et que les divers déterminants fonctionnels des F considérées comme fonctions de ni des lettres x ne s'annulent jamais tous à la fois. Les égalités et inégalités précédentes, si elles peuvent être vérifiées pour certaines valeurs des x^ définissent en général une multiplicité à n — m dimensions, qui sera linéairement connexe, ou se partagera en plusieurs variétés linéairement connexes. Nous supposerons qu'il , n'y ait qu'une seule variété connexe, et nous aurons alors un espace Sn-m-
3. Cette manière de définir un espace Sn-m n'est pas la plus générale. On peut définir un tel espace, au moins dans le voisinage d'un point par des équations de la forme
X^ — 4^1 («1, W25 • • •. Un-m), Xn= '\n{u^. lii, . . ., Ua-ni),
les à étant des fonctions bien déterminées des w, que, en nous réduisant aux espaces analytiques, nous pouvons supposer comme plus haut être des fonctions analytiques des u dans un certain domaine. Nous avons alors une certaine portion de l'espace S«_7«; on peut ensuite faire l'extension analytique de cet espace, c'est-à-dire des fonctions 'i;, et le prolongement de la représentation paramétrique nous donnera de proche en proche un prolongement de S//_,,,. Il se peut que, dans chacune de ces représentations ou dans quelques-unes d'entre elles, les paramètres ne puissent pas prendre toutes les valeurs du champ de convergence, mais satisfassent à une ou plusieurs inégalités
P/(?^l, «2, • • -, Un-m) > O.
4. La notion de frontière d'une multiplicité ^n-m se pose d'elle-même ; une frontière est une multiplicité d'ordre n — m— \ qui empêche la continuation de S//_„,. Supposons d'abord que cette variété soit définie par les égalités et inégalités considérées au début du numéro précédent; s'il existe des valeurs des x formant une multiplicité d'ordre n — m ~ \ ^ satisfaisant aux équations et inégalités
cpX>0 (X = 2, ...,^),
la multiplicité définie par ces équations et inégalités sera une frontière de ^n-m\ dans le cas actuel, il pourra y avoir q frontières en associant successivement aux ni équations chacune des inégalités transformée en égalité.
Avec la définition générale des variétés résultant du prolongement analytique d'une représentation paramétrique, une frontière est formée par l'ensemble des points correspondant à une des inégalités relatives aux paramètres, cette inégalité étant transformée en égahté. Ainsi, soit, pour une certaine représentation.
une des inégalités auxquelles doivent satisfaire les paramètres;
on suppose que, dans le domaine, la fonction 'j soit susceptible de s'annuler en changeant de signe. La relation
P( Wi, i/2, ••.. Un-m)=^0
définira une certaine portion d'une frontière dans le domaine correspondant à la relation paramétrique envisagée, et cette portion de frontière se prolongera analvliquement avec ce domaine.
11 peut arriver (\\\uiie multiplicité n\àt pas de frontière. Pour le moment au moins, nous ne considérerons que des multiplicités S/^_,„ restant tout entières à distance finie; une telle multiplicité, quand elle n'aura pas de frontière, peut être dite une multiplicité fermée.
Dans toutes ces définitions, nous ne faisons qu'étendre à un nombre quelconque de dimensions des notions familières dans l'espace à deux et trois dimensions. Une variété à deux dimensions dans l'espace à trois dimensions est ce que l'on appelle une suif ace; les frontières de celles-ci sont des courbes, et une surface restant tout entière à distance finie et n'ayant pas de frontière est une surface fermée.
5. Il peut arriver que des multiplicités analytiques se coupent elles-mêmes, et qu'elles se recouvrent totalement elles-mêmes. Pour bien faire comprendre ce que nous entendons par là, prenons une surface analytique dans l'espace à trois dimensions (/^ = 3, m =: 2). Une portion de surface qui a une ligne double; se coupe elle-même. Un exemple bien connu d'une surface se recouvrant elle-même est fourni par un rectangle de papier ahcd que Ton replie sur lui-même de la façon suivante : Soient «6 et cd deux côtés parallèles, de telle sorte que a et d^ ainsi que h et r, désignent des sommets opposés. On contourne la feuille de papier de manière que ah vienne coïncider avec dc^ en faisant coïncider par conséquent les sommets opposés. On réalise ainsi une surface limitée par une seule frontière et qui se recouvre totalement ellemême.
Les circonstances que nous venons de rencontrer sont générales; il peut arriver qu'une variété S,^_,« se recouvre totalement
elle-même; appelons variété double une telle variété ('). Pour définir d'une manière générale une variété de cette nature, considérons dans le voisinage d'un point A, que nous ne supposons pas sur une frontière, une représentation paramétrique; on pourra évidemment de celte représentation déduire, entre les coordonnées (^,, ^27 •••7 ^n) d'un point quelconque de la variété suffisamment voisin de A, m relations de la forme
Fi(a7i,5?2, . . .,^«)= O,
les F étant holomorphes autour des coordonnées ^*\ ..., ^JJ de A. Envisageons d'autre part n — j?i — i formes quadratiques homogènes en x^ — ^J, ..., ^•/^ — ^l, définies et linéairement indépendantes; nous les supposerons positives et les désignerons par
ll(Xi, X2, . .., Xn), >Wi-/«-l(^l, 372, . . ., iT/i).
Ceci posé, aux /?i équations ci-dessus, adjoignons les /i — m — i équations
)./(^i, x^, . . ., x,i)= Zi {i^i,7, . . ., n—m — i),
les £/ étant des quantités positives très petites. Nous avons mainlenant n — i équations qui définiront évidemment une petite courbe fermée C autour du point A, courbe située dans l'espace S„_„i. Sur cette courbe, on peut concevoir tracé un certain sens de flèche bien défini.
Imaginons maintenant que le point A se déplace sur ^ii-m\ en nous servant des prolongements successifs des représentations paramétriques et des équations au:siliaires Xi= £/, ou x\, . . ., ^JJ sont chaque fois à remplacer par les coordonnées actuelles de A, nous pouvons considérer que le point A, pendant son mouvement, entraîne avec lui la courbe fermée G qui se déforme en même temps, mais pour laquelle le sens de flèche marqué au début est
(') M. Poincaré appelle variété unilatère, les variétés de ce genre; comparer la définition qu'il donne de ces variétés (Mémoire cité) avec celle que nous donnons dans le texte.
loujours défini sans ambiguïté. Deux circonstances peuvent alors se présenter.
En premier lieu, il peut arriver que A, revenant à son point de départ après avoir suivi sur Sn^m, sans traverser une frontière, un chemin fermé quelconque^ la courbe C au retour vienne se replacer sur sa position initiale, les deux sens de flèche coïncidant. Dans ce cas, la variété est simple; elle ne se recouvre pas elle-même.
11 peut arriver au contraire, en second lieu, que, pour certains chemins fermés décrits par A, on ne retrouve pas au retour le même sens de flèche pour la courbe C; nous auron^ alors une variété double.
6. Au point de vue analytique, on voit qu'à un sens défini sur la courbe C, correspondent des signes déterminés pour les coefficients difi'érentiels
dxi dx-i dxn
""'^Hi' ""'^-dl' ••" '-'=-ds
Posons
^(Fl,F2, .. .,F/_,,F/4.i, . . ., F„j.Xi, . . ., ln-m-\)
à{-Ti, 372, . . ., Xi-ijXi-i-i, . . .,X,i)
on a
ai _ a2 _ _ «/? _ I
Al ~ Aa ~
A« zt/Af -+-... -1-A2
En choisissant le signe + pour le radical, on a pour les a/ des valeurs déterminées en grandeur et en signe. D'ailleurs A, , A2, . . -, A,i sont des fonctions linéaires des déterminants fonctionnels des F considérées comme fonctions de /?^ des lettfes œ, et leurs (•oefficients qui ne dépendent que de X,? •••7 X?-/«-« sont arbitraires. Si donc la surface est simple, ces déterminants fonctionnels devront reprendre la même valeur en grandeur et en signe quand, partant d'un point A sur la variété Sn-m^ on y revient après avoir parcouru un chemin fermé quelconque sur cette variété.
On pourrait encore présenter la question de la manière suivante : Considérons dans l'espace E,, une demi-droite passant par le point A. Soit Ai, Ao, . . . , A„ ses paramètres, de sorte que ses
équalions sont de la forme
a?'] .77.1 — .•772 /y?., — -yO
Al A, A,, '
nous la supposons assujettie à la condition
A 1 djCi -4- A2 dxc^ -{-...+ A„ clx,i — o,
dx^^ <:/^2, . . . dx,i étant un élément linéaire de la variété Sn-m- Entre les A„ existent m équations linéaires homogènes dont les coefficients sont les différents déterminants fonctionnels des F par rapport à m des lettres x. On peut choisir arbitrairement m des Ai, et les autres seront déterminées en fonction des coordonnées du point A. La conclusion est la même que précédemment. Si la surface est simple, quand A reviendra à son point de départ après avoir suivi sur S„_;;, un chemin fermé quelconque, la demidroite devra se replacer sur sa position initiale sans que son sens ait changé, et les déterminants fonctionnels reprendront la même valeur en grandeur et en signe.
Pour le cas d'une surface double, dans l'espace à trois dimensions, on voit immédiatement que les considérations précédentes prennent une forme très simple. La courbe G sera, si l'on veut, l'intersection de la surface avec une petite sphère de centre A. La droite, considérée en second lieu, est la normale à la surface au point A, sur laquelle on peut, à partir de ce point, distinguer deux demi-droites. Un observateur placé sur une de ces demidroites, les pieds en A, voit la flèche tracée sur G tourner dans un certain sens. Quand le point A se déplace, le sens de rotation reste évidemment toujours le même, et deux cas peuvent se présenter quand A revient à son point de départ : la demi-normale revient toujours à sa position initiale, c'est le cas des surfaces simples; ou bien, par un chemin convenable, elle coïncide au retour avec la demi-normale opposée, et la surface est alors une surface double.
Le point de vue auquel nous venons de nous placer en dernier lieu peut d'ailleurs être généralisé pour une variété d'ordre n — î dans un espace d'ordre Ji. On peut, comme au Gliap. I, n" 6, définir la normale à la variété S„_< et, sur cette normale, considérer deux demi-directions; l'espace S„_< est simple si, partant d'une demi-
normale déterminée en A, on revient toujours au même point avec la même direction de normale; elle sera double dans le cas contraire.
7. Faisons encore quelques remarques. Toute variété V, définie comme au n" 2, c'est-à-dire par un certain nombre d'égalités et d'inégalités, est toujours simple. Gela résulte de ce que les différents déterminants fonctionnels sont en chaque point déterminés en grandeur et en signe, pourvu qu'on ne change pas l'ordre dans lequel sont écrites les équations.
Toute variété fermée V d'ordre /i — i, dans l'espace général
(x^^ ^o, Xn) à n dimensions, est toujours une variété simple.
Tout d'abord, cette variété partagera l'espace en deux parties non connexes; il en est évidemment ainsi si /i = 2, et il suffira, par suite, de faire voir que l'on peut passer de n — i à /?. Or, en faisant
Xi^ C,
nous découpons dans V une certaine variété fermée à n — i dimensions. L'espace à n — i dimensions (^r,, ...,^„), en donnant à x^ la valeur C, est alors partagé en deux parties non connexes; et, en faisant varier C, l'espace S„ se trouve partagé par V en deux parties telles que l'on ne peut aller de l'une à l'autre sans traverser V.
Toute courbe à une dimension est simple.
Il est entendu expressément que toutes les variétés considérées par la suite sont des variétés simples. On pourrait d'ailleurs montrer que toute variété double est la limite d'une variété simple dont les éléments, convenablement associés, sont venus deux à deux se confondre. C'est ainsi qu'on se représente aisément la variété simple dont la limite est la variété double, rappelée plus haut, obtenue avec un rectangle; au lieu d'opérer avec un rectangle, il suffirait d'opérer avec un cylindre elliptique très aplati.
8. Considérons, dans un espace à un nombre quelconque de dimensions, une variété E„ à n dimensions, et soit V une variété fermée d'ordre m contenue dans E„. Sauf le cas où m := n — i , on pourra par cette variété faire passer une infinité de variétés à mA-i dimensions entièrement contenues dans En- Parmi ces
variétés, il en existe toujours sur lesquelles V ne forme pas frontière. C'est ainsi que, par une ligne fermée plongée dans une variété à trois dimensions, on peut toujours imaginer une surface du genre tore passant par cette ligne dont les dimensions méridiennes soient assez petites pour qu'elle soit entièrement contenue dans E3. Mais la circonstance inverse pourra ne pas se présenter, c'est-à-dire qu'il pourra ne pas exister de variété S^^^, passant par V, contenue dans E,^, sur laquelle V forme frontière. Dans ce cas, cette variété ne pourra pas, par une déformation continue, se réduire à une variété d'ordre moindre, et nous dirons qu'elle ne forme pas frontière sur E,^. Elle formera, au contraire,/ro/z^ié/'e 5 «/• E,i s'il existe une variété S„,+i contenue dans E/, et sur laquelle elle forme frontière.
Si, au lieu d'une seule variété d'ordre m contenue dans E,^, nous considérons un ensemble de plusieurs variétés, soient
Vi, V„ ..., Vx
qui, prises séparément, ne forment pas frontière ; les mêmes remarques peuvent être faites. Nous dirons que ce groupe de variétés forme ou ne forme pas frontière sur E/^ suivant qu'on pourra ou ne pourra pas trouver une variété fermée S,„_^i contenue dans E„ et sur laquelle ces variétés prises ensemble forment frontière. D'après la définition même des variétés formant frontière, on voit que si un groupe de variétés V d'ordre m^ qui peuvent d'ailleurs se réduire à une, forme frontière sur une variété S,;,.,., d'ordre m + i, toute courbe fermée, tracée dans cette variété, devra les couper en un nombre pair de points, et que réciproquement, si elles ne forment pas frontière, on pourra imaginer une courbe fermée les coupant en un seul point.
9. Adjoignons maintenant à une variété simple S„^ à m dimensions la courbe G dont nous avons précisément fait usage dans le no 5 pour définir ce genre de variété. Si, après avoir fixé un sens sur cette courbe, on prend le sens contraire, on distinguera la variété S^^ prise avec un certain sens de la variété S„, prise avec le sens contraire en disant que ce sont deux variétés opposées ou de sens contraire. C'est ainsi que dans l'espace à trois dimensions on distingue deux côtés différents sur une surface.
SL deux variétés simples fermées S„, et S;„ forment frontière sur une variété S„,_j., , on pourra, après avoir attribué un sens à S,„. déformer cette variété d'une manière continue de manière que l'une de ses parties vienne à coïncider avec une partie de S',„. On pourra ainsi fixer le sens qui devra être attribué à cette seconde variété, lequel devra être «opposé au premier, en sorte que les éléments linéaires qui viennent à se superposer se détruisent. On comprend ainsi qu'on puisse dire que, si les variétés Sm et S„, forment frontière sur S„,+,, la variété S„, et la variété opposée à S'„^ ne forment pas frontière.
10. Donnons encore une définition. Par variété voisine de S,„, nous entendons une variété dont les équations et inégalités de définition diffèrent infiniment peu de celles qui sont relatives à S,„. D'après ce que nous venons de dire, une variété S,„ et une variété voisine opposée à S,„ forment la frontière d'une variété S,„^., très petite et qu'on peut réduire à zéro. Dans ce qui suit, nous considérerons comme identiquement nul l'ensemble de deux variétés voisines opposées, et quand nous parlerons de k variétés très voisines d'une variété S„„ nous sous-entendrons toujours que ces variétés sont de même sens, ou que k est l'excès du nombre des variétés prises dans un sens sur le nombre des variétés prises en sens contraire.
II. — Des différents ordres de connexion dans les espaces à a dimensions.
11. Ces préliminaires étant posés, nous pouvons définir d'une manière générale les nombres qui représentent les ovdres de connexion d'une variété E„ à n dimensions par rapport aux variétés S^, d'ordre moindre qui j sont contenues. Nous désignerons ces nombres sous le nom de nombres de liiemann et de Betti.
Supposons que dans la variété E„ on puisse trouver /;,«— i variétés fermées S^^ d'ordre m, soient
Vi, V2, ..., V;,„.-i
jouissant des propriétés suivantes : prises séparément, elles ne
forment pas frontière, et, par une déformation continue, elles ne peuvent se réduire l'une à l'autre; déplus par k^ variétés voisines de Vi, par /lo variétés voisines de V^, ..., par A'^^^_, variétés voisines de V^,^^^_i, on ne peut pas faire passer une variété S,„^, complètement contenue dans E/^, dont ces Â", + /c2+. . .+ A',^^_, variétés formeraient une frontière complète, et cela quels que soient les entiers A,, Ao, . . ., /c^,^^^„i. Par A' variétés voisines de V, il est d'ailleurs bien entendu qu'il s'agit de A" variétés de même sens. Cela étant, nous dirons que l'ordre de connexion de E,^, par rapport aux variétés à m dimensions contenues dans cette variété, esl pni si, ayant trouvé les pm — i variétés précédentes dont l'ensemble ne forme pas une frontière complète dans le sens général que nous venons de définir, on peut toujours, en leur adjoignant une/?,,/'"'' variété fermée quelconque d'ordre m, soit V, contenue dans E„, déterminer les entiers k de manière que l^ensemble formé par cette variété seule, et par A", variétés voisines de Vi, par A'o variétés voisines de V2, . . ., par kp,^^-\ variétés voisines de V^,^^._,, forme une frontière complète. Les entiers A" peuvent d'ailleurs être nuls, ce qui voudra dire que la variété V prise isolément forme frontière.
12. Cette définition est justifiée par le lemme suivant : Si, dans une variété E,,, un système A, conjointement avec un autre système C, composés tous deux de variétés fermées à m dimensions, forme une frontière complète, et si un autre système B de variétés fermées à m dimensions forme avec C une frontière complète, on peut affirmer que l'ensemble des variétés non communes à A et B forme une frontière complète dans E,,, c'est-à-dire qu'il existe une variété d'ordre m -^ i contenue dans E,i sur laquelle cet ensemble forme frontière.
Soient S/,i^j et S^,^_^^ deux variétés km -{- i dimensions contenues dans E„ sur lesquelles A etC d'une part, B et C d'autre part, forment respectivement frontière. Joignons un point de S„,_^, à un point de ^w+i P^^ ^^^^ ligne continue et envisageons une variété d'ordre m suffisamment petite se déplaçant le long de cette ligne; elle engendrera une variété d'ordre m -h i, qui réunira d'une manière continue les deux variétés S,/,_^i, S^,^^,, de manière à en former une seule S^,^^,, sur laquelle A et C d'une part, B et C d'autre part,
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formeront frontière. La démonstration est alors immédiate; toute courbe fermée appartenant à SJ,^^, coupera l'ensemble des variétés non communes à A et B en un nombre pair de points, ce qui suffit à établir le lemme énoncé.
Dans le cas où les variétés du système C ne concourraient pas toutes à former la frontière des systèmes A, G, et B, C, il faudrait adjoindre aux variétés non communes à A et B, celles des variétés C qui ne sont pas communes aux frontières formées par les systèmes A, G et B, G.
13. Nous allons conclure de là que si t variétés fermées à m dimensions A,, A2, ..., A^ ne peuvent pas former seules, mais forment avec toute autre variété fermée à m dimensions une frontière dans E/,, et si un autre système de t' variétés fermées à m dimensions B,, B^, ..., B/ , jouit de la même propriété, on aura nécessairement t =1 t' .
Soit V une variété fermée quelconque à m dimensions; désignons parle symbole A" A, l'ensemble de k variétés voisines de A : on peut déterminer les entiers k de manière que l'ensemble formé par la variété V et par les variétés /ii A,, AoAo, . .., ktkt forme frontière. Bemarquons d'abord que les entiers A" sont bien déterminés, car, autrement comme la variété V et la variété opposée à V prises ensemble forment frontière, on en conclurait qu'on pourrait former avec les A seuls une frontière complète. D'autre part, on peut, par hypothèse, déterminer les entiers A' de manière que chacun des t' ensembles
AiAi, /4A2, ..., A;A„ B/ {i = i,o.,'^,...,t') forme frontière, et déterminer les entiers \ de manière que l'ensemble
XiBi, X2B2, ..., XrBr, V
forme frontière. Or, on peut substituer à X/B/ l'ensemble
rik\Xu >^/AU., ..,, hk'cXt (i = i,2,3, ...,^'). On voit de suite que cela exige qu'on ait entre les entiers A' et Xles
t équations
\,k\-^l^k\-^. . .-^lt'JA = ku likl-^likl-^...~^lt'k'.^ = k,,
lik}-^l,k}-+^...^lr^'t=/ù,
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d'où l'on conclut, puisque la variété V est arbitraire, l'inégalité t''^t. On verrait de même, en partant des B, que t^t'. Où en conclut que / est égal à t' . Nous voyons donc que le nombre p„i^ qui figure dans la définition donnée ci-dessus, ne dépend pas du choix particulier du système des variétés d'ordre m envisagées. Gomme conséquence des théorèmes précédents, nous pouvons dire d'une manière générale que si Vi, Vo, . .., V ^^^ désignent /?„^ variétés fermées, dans une variété E/^ dont l'ordie de connexion par rapport aux variétés à m dimensions est/»„^, on pourra trouver pm nombres entiers Ai, Ao, • • -, A„„, tels que l'ensemble formé par les variétés / 1 Vi , k2^2i •••;- ^"^Pm^^m fo^'"ie frontière.
14. Indiquons quelques exemples qui feront bien comprendre les définitions générales que nous venons de donner. Le cas le plus simple que l'on puisse citer est celui d'une variété à deux dimensions dans l'espace à deux dimensions; on a alors un espace plan limité par un certain nombre de courbes, une courbe extérieure G et des courbes intérieures Gi, Go, . . ., G^,: il est clair que que Ton peut tracer dans cet espace p courbes fermées ne formant pas la limite complète d'une variété à deux dimensions entièrement comprise dans l'espace considéré : il suffit de tracer p courbes r<, F^, . .., Vp autour des courbes G|, . . ., G^, respectivement. Au contraire, toute autre courbe fermée, soit seule, soit avec toutes les courbes F ou quelques-unes d'entre elles, limitera un espace à deux dimensions entièrement contenu dans notre espace. On aura donc
Pi~i=p.
L'ordre de connexion sera donc ici p -\- \ ,
Prenons maintenant le cas d'une surface E2 et, pour plus de simplicité, supposons-la placée dans l'espace à trois dimensions; considérons d'ailleurs seulement le cas où cette surface est fermée. On sait le rôle que jouent les surfaces fermées dans la théorie des fonctions algébriques d'une variable; supposons que la surface envisagée ait/> trous. Quel sera le nombre />, correspondant à la connexité pour /?i ^=: i? On pourra tracer ip courbes, une à travers chaque trou et une autour de chaque trou, qui ne limiteront aucune portion de la surface, mais toute autre courbe fermée,
soit seule, soit avec les ip courbes précédentes ou une partie d'entre elles, limitera une portion de la surface. On aura donc
L'ordre de connexion sera donc 2/> + i .
Passons à des variétés E3. L'espace compris entre deux sphères dans l'espace à trois dimensions formera une variété E3 ; nous avons maintenant deux nombres/», et/>o. On peut avoir une surface ne limitant aucune portion de E3, mais u/ie seulement, et,
par suite
p^ — I — I, c'est-à-dire p^= 1.
Pour le nombre/»,, on aura
car, pour toute courbe fermée de notre espace, on peut faire passer une variété à deux dimensions, c'est-à-dire une surface, dont la courbe soit la limite complète.
Je considère encore la variété E3 formée parles points à l'intérieur d'un tore. Toute surface fermée dans cet espace en limite une partie, car cette surface est ou une surface fermée comme une sphère, ou une surface fermée comme un tore s'emboîtant dans le premier, donc/>o= i. On peut, au contraire, tracer une courbe qui ne pourra être la frontière complète d'une surface contenue dans E3, par exemple la circonférence lieu des centres des méridiens, mais toute autre courbe fermée, soit seule, soit avec cellelà formera la limite complète d'une variété à deux dimensions ; par suite /?, = 2.
On verra enfin facilement que, pour la variété E3 comprise entre
deux tores, on a
15. Un point a pu étonner dans les définitions générales du n" 11, c'est l'introduction" de k variétés voisines d'une variété V. Cette introduction est nécessaire, car autrement on ne pourrait pas toujours faire passer, par pm — i variétés fermées V et par une pm^^""^ variété fermée arbitraire, un continuum à /?i + i dimensions satisfaisant aux conditions voulues. Prenons, par exemple, rintérieur d'un tore, pour lequel/, = 2, et concevons à l'inté-
rieur du tore une courbe fermée F qui tournerait deux fois autour de l'axe du tore; toute autre courbe fermée C à l'intérieur du tore s'enroulant une fois autour de l'axe forme avec F la limite complète d'une variété à deux dimensions, entièrement contenue dans le tore; mais pour que ceci soit exact, il faut entendre cette phrase sous la forme généralisée du n° 10, c'est-à-dire qu'il j aura une surface ayant pour limite complète F et deux courbes (ici A- == 2) voisines de la courbe C.
Soit une courbe F qui s'enroule deux fois, sans former nœud, autour de XY. On peut imaginer, passant par cette courbe, un
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tore creux d'axe XY ayant un trou A, ou plus exactement deux tores intérieurs l'un à l'autre, dans la surface de chacun desquels on a découpé un trou dont les contours sont reliés respectivement par une surface cylindrique. La courbe F, en s'enroulant deux fois, passe de l'intérieur à l'extérieur de cette surface S par le trou A, sans se couper. Cette courbe seule ne forme pas frontière. Il faut lui adjoindre deux courbes telles que Ci et Co tournant chacune une fois autour de l'axe du tore, et dont l'une est extérieure et l'autre intérieure. On peut supposer ces deux courbes très voisines, et, pour former frontière avec F, elles doivent être parcourues dans le même sens. Si on les suppose 0[)posées, c'està-dire parcourues en sens contraire, il faut imaginer, passant par ces deux courbes, une surface fermée du genre sphère ou du genre tore sur laquelle elles découperont une sorte de tronc de cône.
Le cas plus compliqué où la courbe s'enroule deux fois en
formant nœud autour d'un certain axe peut être traité de la même manière.
Nous prendrons la même surface que précédemment, formée des surfaces de deux tores intérieurs, mais nous les supposerons percés de trois trous A, B, G dont les contours sont reliés par une surface cylindrique. La fig^ure montre suffisamment comment est disposée la courbe F sur cette surface, et les conclusions sont les mêmes.
Gomme dernier exemple, considérons encore deux courbes à l'intérieur d'un tore, ces deux courbes se traversant Tune l'autre.
On pourra faire passer par ces deux courbes une sorte de tore S (surface à un trou) entièrement contenu dans le tore initial, et ces deux courbes limiteront sur 2 une porlion de surface.
IG. Revenons maintenant à l'étude générale des connexions. La considération des intégrales va nous conduire à envisager sous
un nouveau point de vue toute cette théorie. Supposons que la variété JL,, soit située dans l'espace général à p dimensions (p^ïi), où nous désignons les coordonnées d'un point par (^,, ^o, . . ., Xp)^ de sorte que pour la variété E« il y a /? — n relations entre les x. Dans l'espace général à /> dimensions, considérons une intégrale simple
i=zii
(i) J^Xida^i,
OÙ les X sont des fonctions des quantités réelles x^, Xo, . . ., Xp restant uniformes et continues quand le point (^x^, x^^ •••, Xp^ se déplace dans E/^ ; on suppose que les conditions d'intégrabilité sont vérifiées quand on regarde Xnj^s-, • ••, Xp comme fonctions de ^^, ^2? • • •? ^«- On a ainsi une intégrale de différentielle totale dans la variété E,,. Nous ne considérons que des courbes situées dans cette variété. Le long d'une courbe fermée, l'intégrale précédente aura, en général, une valeur différente de zéro si Ja courbe ne peut se réduire à un point par une déformation continue. Si l'on considère
courbes fermées ne pouvant former la frontière complète d'une variété à deux dimensions contenue dans E,;, il arrivera, en général (pour une intégrale arbitrairement choisie) que les valeurs de l'intégrale suivant ces courbes ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Au contraire, si nous prenons />i courbes fermées, il existera une variété à deux dimensions qui aura ces courbes pour frontière complète. Par suite, en désignant par y,, y^? •••, y^^ les valeurs de l'intégrale suivant ces courbes, on aura
A^i Ti + A'2 T2 -î- ■ • • 4- A>, -{p, = o,
les k étant des entiers positifs oy négatifs. On voit alors la signification nouvelle que prend le nombre p^ — i ; on peut dire qu'il représente le nombre des périodes distinctes de ^intégrale (i), en entendant par périodes de cette intégrale sa valeur sur une courbe fermée. Des périodes distinctes sont, bien entendu, des périodes qui ne sont pas liées par une relation homogène et
linéaire à coefficients entiers, et il va de soi que l'intégrale (i) considérée n'est pas une intégrale particulière mais une intégrale arbitrairement choisie sous les conditions indiquées.
Ces considérations se généralisent facilement après ce que nous avons vu dans la Section précédente sur les intégrales multiples dans les espaces à un nombre quelconque de dimensions. Envisageons une intégrale multiple d'ordre /??,
(2) /*'*/ ^^^i^'---'^m^^Oi^ dxct, . . . dXoL^,
où a<, 0.2-) ..., oLm désignent ?n des nombres i, 2, ..., n. Quant aux X, ce sont des fonctions de x^, X21 . . .^ Xp] elles restent uniformes et continues quand le point {x^^ . . ., Xp) se déplace dans la variété E;^. On suppose que les conditions d'intégrabilité relatives à cette intégrale multiple d'ordre m sont vérifiées, quand on regarde a?,;_^,, . . ., Xp comme fonctions de ^<, . . ., Xn- On a ainsi une intégrale multiple d'ordre m dans l'espace E^^, intégrale dont la valeur ne change pas quand on la prend suivant une variété fermée d'ordre /?z, qu'on déforme d'une manière continue sans sortir de E,,. Si l'on considère
Pm — I
variétés fermées à m dimensions, ne pouvant former la frontière complète d'une variété à m + i dimensions contenue dans E/^, il arrivera, en général, que les valeurs de l'intégrale prises sur ces variétés ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Au contraire, si nous ^venons p m variétés fermées, il existera une variété à m + i dimensions qui aura ces variétés pour frontière complète. Par suite, en désignant par
les valeurs de l'intégrale suivant p^ variétés fermées à m dimensions, on aura
(3) /^iïi + >^-2Y2 + ..-+/^/.„.V„» = .o,
les k étant des entiers positifs ou négatifs.
En définissant précédemment (n° 9) une intégrale multiple d'ordre m sur une variété à 7n dimensions, nous avons dit que
l'on pouvait trouver deux quantités égales et de signe contraire ; nous avons regardé ces deux intégrales comme correspondant à des intégrales prises sur les deux côtés de la variété. En particulier, quand il s'agit d'une variété d'ordre m située dans une variété d'ordre m + i , on peut parler, pour cette variété d'ordre ;??, de normale située dans la variété d'ordre /?z -|- i , et les deux directions de cette normale correspondent aux deux côtés de la variété d'ordre m supposée simple. Dans le cas qui nous occupe ici, les variétés d'ordre m sont des frontières de la variété d'ordre /?2 -f- 1, et l'on peut convenir, pour fixer les idées, que les valeurs désignées par Y représentent les intégrales correspondant à la normale intérieure à la variété d'ordre m. Gela est d'ailleurs sans aucune importance, car il suffirait de changer le signe de l'entier k si l'on faisait une autre convention.
Ainsi, nous venons de donner à l'entier /)„i — i une signification nouvelle ; il représente le nombre des périodes distinctes de V intégrale (3) prise suivant une variété fermée à m dimensions, et relativement à ce mot période nous n'aurions qu'à répéter ici ce que nous avons dit plus haut pour les intégrales simples.
III. — Étude de quelques cas particuliers
17. Indiquons quelques exemples de multiplicités fermées. Revenons d'abord aune surface fermée à un trou dans l'espace ordinaire ; soit, dans le plan (^, j^), le rectangle R construit sur Ox et Oy avec les côtés to et to'. Posons
Z = ^(^, jk),
/, cp, '^ étant trois fonctions réelles et continues de x et y, et admettant respectivement pour x q\ y les périodes w et w^ Il est évident alors qu'au rectangle R correspond dans l'espace (X, Y, Z) une certaine surface fermée ; on peut choisir les fonctions/, cp, 'h^ de manière que la surface ne se coupe pas elle-même, et il arrivera, en général, que la surface ne se recouvrira pas elle-même. Au rec-
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tangle R correspondra alors une surface qui sera à un trou comme un tore.
Au lieu de faire correspondre à un tore un rectangle, on peut lui faire correspondre un ensemble de deux circonférences
L'ensemble de ces deux courbes forme une variété fermée à deux dimensions, pour laquelle on a évidemment ^, = 3. Toutes les courbes fermées tracées sur cette variété se ramèneront à la courbe obtenue en associant le premier cercle à un point du second, et le second à un point du premier.
Ceci nous conduit à considérer l'ensemble d'une surface spliérique et d'une circonférence
xl-^ xl-^ xl = \, x'^ -+- x7 = I .
On obtient ainsi une variété fermée à trois dimensions, pour laquelle />, et /?2 se calculent facilement. On peut avoir une courbe fermée en prenant un point fixe sur la sphère et en lui associant la circonférence ; quel que soit le point pris sur la sphère, on aura des courbes équivalentes, car on a un continuum à deux dimensions formé par le cercle et une ligne joignant ces deux points, dont la frontière complète est formée par les deux courbes considérées. Je dis que cette courbe est la seule qui donne une période différente de zéro ; il est aisé de voir d'abord qu'elle donne une période différente de zéro ; il suffit de prendre l'intégrale
où 0 est l'angle polaire sur le cercle, c'est-à-dire 'l'intégrale
/x'.,_ dx\ — x\ dx\
dont la valeur est égale à 211 sur la circonférence ; on aura donc une période différente de zéro. Je dis qu'elle est la seule. Concevons une ligne fermée quelconque sur le continuum ; si elle est distincte de celle que nous venons de considérer, nous aurons pour une valeur de ^3 un ou plusieurs points de la courbe situés
sur les cercles
Or, le premier de ces cercles peut, sur la sphère S, se réduire à un point, et notre courbe se trouve donc ramenée à une courbe à laquelle correspond un point déterminé de la sphère et le second cercle tout entier, ou seulement un point de ce second cercle. On aura donc seulement une période et, par suite,
Px = 2.
On calcule de même p^ ; on peut avoir une variété à deux dimensions donnant une période, en associant à un point fixe sur le cercle la sphère tout entière, et l'on démontre, de même que plus haut, que cette période est unique. On a
18. Prenons maintenant un parallélélipède P dans l'espace [x, jr, 5), d'arêtes to, m', ui", et soient /"(^, JK, ^), ^{^, y-, ^), tj^(.r,y, z), y^{jc^y^ z) trois fonctions périodiques par rapport à x avec la période w, par rapport à y avec la période w', et par rapport à ^ avec la période iù" . En posant
Tu =:^ <h { X , y , z) , T = 'l{x,y,z)-
on aura ainsi, en général, dans l'espace (X, Y, Z, T) une certaine multiplicité M fermée à trois dimensions correspondant, d'une manière uniforme, à P. Il est facile de trouver les nombres /?i et P2 correspondant à cette variété. Si l'on joint un point d'une face de P au point homologue de la face opposée, on aura un segment de droite auquel correspond une courbe fermée dans la multiplicité M j on peut donc, dans celle-ci, tracer trois courbes fermées C auxquelles correspondront des intégrales distinctes. Pour toute autre courbe fermée, la valeur d'une intégrale de différentielle totale sera égale à la somme de jiiultiples des intégrales
prises suivant les courbes C; on le voit de suite en revenant au parallélépipède. Une courbe fermée de M sera représentée, par
Fig. 6.
exemple, par deux courbes MN et M'iN', les points M et M' étant deux points homologues des faces ABCD et A'B'C'D', et les points N et N' deux points homologues des faces AA'GC, BB'DD'. L'intégrale prise suivant la courbe considérée sera égale à la somme des intégrales suivant MM' et N'N. Nous aurons donc, par conséquent,
/>! — 1=^3 ou />i = 4-
Glierchons la valeur de /)o ; si l'on mène trois plans parallèles aux faces du parallélépipède, aux trois parallélogrammes ainsi obtenus correspondront dans M des multiplicités fermées à deux dimensions. Ces trois multiplicités ne limiteront aucune j)ortion
de M, comme on le voit de suite et, d'autre part, toute autre variété fermée à deux dimensions se ramènera, par une déformation continue, à une somme de multiples des trois variétés précédentes. 11 suffira déconsidérer la variété à deux dimensions correspondant à la figure ci-dessus, correspondant aux deux portions mnpq et m'n'p'q' \ on aura, comme valeur de l'intégrale, la somme des
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intégrales correspondant aux faces AA'J3D' et ABGD. Par suite,
on a
Pi = 4-
19. Donnons maintenant des exemples relatifs à des variétés fermées à quatre dimensions. Considérons la variété fermée à quatre dimensions Ej définie par les deux équations
Chaque point de cette variété peut être considéré comme obtenu en associant un point M de la sphère (S) à un point M' de la sphère (S^). Proposons-nous de trouver les nombres /?,, /?o, /?3 correspondant à cette variété.
Il est immédiat que l'on aura /?, — i = o. Car une variété fermée à une dimension s'obtient^ soit en associant un point de l'une des sphères à une courbe fermée tracée sur l'autre, soit en associant point par point deux courbes fermées tracées respectivement sur ces deux surfaces. Dans tous les cas cette variété peut être réduite à un point.
On voit aussi facilement que 7^3 = i . En effet, on peut d'abord obtenir une variété à trois dimensions en associant à chacun des points d'une courbe fermée tracée sur (S) la sphère (S') tout entière, et cette variété peut être réduite à zéro. Plus généralement, à un point (M, x^ , X2^ x^) d'une variété à trois dimensions appartenant à (S) correspondra sur (S') une courbe fermée C, et quand le point M décrira une courbe fermée sur S, la courbe C après s'être déformée reviendra à son point de départ, en engendrant sur la sphère une portion de surface se recouvrant elle-même, et qui, par suite, est encore réductible à zéro.
La détermination de p^ est un peu moins immédiate. Si l'on prend un point M' de S^ et qu'on lui associe la sphère S, on aura un conlinuum fermé à deux dimensions, contenu dans E,; en prenant un point M de S et en lui associant la sphère S', on aura un second continuum fermé. Je dis que par ces deux continuums on ne peut faire passer une variété à trois dimensions ayant ces continuums pour frontière complète; il suffit, pour s'en assurer, de montrer que pour certaines intégrales doubles dans E,,, rem-
plissant les conditions d'intégrabililé, les valeurs sont linéairement indépendantes. Prenons à cet effet l'intégrale
r r dxi dxi , f r dx\ dx'^
où \ est une constante arbitraire, pour laquelle la condition d'mtégrabilité est vérifiée. Sa valeur prise sur S est égale à 4'^; prise sur S', sa valeur est 4^^". Si Ton prend pour \ un nombre incommensurable, on n'aura pas de relation linéaire et homogène à coefficients entiers entre ces deux valeurs, et par suite />, — i sera au moins égal à deux.
On pourrait encore raisonner de la manière suivante : Considérons une courbe fermée appartenant à une variété E3 contenant les deux variétés précédentes. Si elle les rencontre elle devra passer par le point (M, M'), et Ton peut-toujours faire en sorle qu'elle n'ait avec ces deux variétés que ce point commun. Donc ces deux variétés ne forment pas frontière sur E3, et />2— i est au moins égal à deux.
Pour montrer que /?2 — i a effectivement la valeur deux, il suffit de remarquer que toute variété fermée à deux dimensions contenue dans Ej est déterminée soit par un point de S et une surface fermée appartenant à S', qui ne peut être que S' ou une portion de surface se recouvrant elle-même; soit par une courbe fermée contenue dans S à chaque point de laquelle on associe une courbe fermée fixe ou variable tracée sur S'. Dans l'un ou l'autre cas cette variété, si elle ne se réduit pas à l'une des variétés considérées précédemment, se réduit à zéro. Nous n'avons donc que deux variétés distinctes à deux dimensions, et par suite
20. Un autre exemple très intéressant de variété fermée à quatre dimensions sera obtenu en considérant un parallélépipède dans l'espace (jc,,^o, ^3. -^O- ^^'^^ ^^^^ ^^ parallélépipède construit sur les quatre axes O^,, Ox., Ox^,, Ox, avec les longueurs to,, oj., W3, w,; à ce parallélépipède correspond une variété fermée à quatre dimensions dans l'espace à cinq dimensions. C'est un exemple analogue à ceux traités précédemment n"^ 17 et 18. On
voit immédiatement, par des raisonnements analogues à ceux qui ont été faits, que
la généralisation se faisant d'elle-même. Le calcul de /^o n'avait pas son analogue dans les exemples précédents. Je dis que nous pouvons trouver au moins six continuums fermés à deux dimensions donnant des périodes distinctes; considérons en effet dans l'espace (^1, œ.y, x^, Xi) l'intégrale double
k.ik dxi dxk.
les A étant des constantes : la condition d'intégrabilité sera vérifiée dans ces conditions. Or, considérons le continuum fermé correspondant à ^3 et Xr, constants et à x^ et ^2 variant respectivement de o à (0, et de o à too. La période correspondante est
on aura donc de cette façon, pour l'intégrale ci-dessus, les six périodes
^ik^Hàk {i, >t = I, 2, 3, \){i^k).
Nous allons «voir maintenant qu'il ne peut v avoir plus de six périodes. Si, en effet, nous considérons d'abord une variété fermée à deux dimensions pour laquelle .r, soit constant, nous serons ramené au cas de trois dimensions et nous avons une période équivalente aux périodes dans lesquelles i et A' sont égaux à un des nombres 2, o, 4. Supposons que x^ ne soit pas constant; pour une valeur de x^ , nous aurons dans le continuum considéré à deux dimensions une certaine courbe fermée G que nous pouvons regarder comme tracée dans l'espace à trois dimensions (^o, ^3? -^4) dans le parallélépipède (coo, Wg, to,). Cette courbe G peut être déformée et remplacée par une somme de courbes correspondant à des parallèles aux arêtes du parallélépipède (tOo, tog, W4); on devra ensuite faire varier x^ , et, si l'on a une période différente de zéro, il faudra nécessairement que x^ varie entre o et to,, et l'on ne retrouve que les périodes précédentes. Par conséquent
21. Comme troisième exemple de variété fermée à quatre dimensions, considérons celle qui serait définie en associant un point d'une surface (S) à /? trous dans l'espace (^<, ^o, ^3) à un point d'une surface (S') k p' trous dans l'espace {x\^ x\^^ ^3).
Nous obtiendrons toutes les variétés à une dimension en associant d'abord à chaque point de (S) une courbe fermée de (S'). Or il existe sur cette dernière ip^ courbes qui ne peuvent se réduire à zéro, et qui, prises ensemble, ne forment pas une frontière complète. En associant un point de (S') à une courbe fermée de (S) on trouve 2/? nouvelles courbes irréductibles ; donc />< ^2/? -f- 2/> -V- 1 • D'ailleurs toute autre variété fermée qui ne se réduit pas à zéro est une somme des variétés précédentes affectées au besoin d'un coefficient n entier. Par suite/), = 2/? + ip' -^ i .
Relativement à /?2 on obtient de suite /\pp' -i- 2 variétés ne formant pas de frontière séparément, à savoir d'abord les deux variétés obtenues en associant à un point de ( S) la surface (S') tout entière et réciproquement. On peut ensuite associer à chacune des ip courbes que l'on peut tracer sur S chacune des ip' courbes que l'on peut tracer sur S', ce qui donne 4 />/>' variétés^ et l'on en conclut
et par suite, on a
IV. — Sur une propriété des multiplicités fermées
Dans les variétés fermées que nous venons d'étudier, une circonstance remarquable s'est présentée. Pour les variétés à trois dimensions que nous avons considérées on avait
et pour les variétés à quatre dimensions
Pi^Pz-
22. C'est là un cas particulier d'un théorème général dont l'énoncé est que : Pour une variété fermée, les nombres de Detti également distants des extrêmes sont égaux. Ainsi, en désignant parE,i une variété fermée d'un nombre quelconque de dimensions,
on a d'une manière générale
Nous allons démontrer ce théorème pour m=i^ mais faisons d'abord quelques remarques générales relatives à l'intersection de deux variétés fermées. Dans ce qui suit nous désignerons par le symbole ( V^) un groupe de variétés d'ordre i.
23. Deux variétés fermées V,,_^, Y^-k comprises dans E^ se couperont en général suivant une variété d'ordre n — h — A-, mais cet ordre pourra être plus élevé si elles appartiennent toutes deux à une variété V^ comprise dans E/^.
On en conclut que, dans une variété E^, on pourra toujours disposer des variétés V/ et V^ de manière qu'elles ne se coupent pas, si la somme i -{- k est inférieure à n.
Si l'on considère un certain nombre de variétés de mêmes dimensions comprises dans E;^, soit V^^,, V^, ..., on peut toujours, au moyen de ces variétés, en former une seule, en les réunissant deux à deux par une variété du même ordre dont toutes les dimensions, sauf une, sont très petites.
24. Deux variétés du même ordre V,',^ et V;^ comprises dans E,t ont en général comme intersection un groupe de variétés (V), dont l'ordre est au plus égal à m — i . Ce groupe formera frontière si les deux variétés V^, et VJ, appartiennent à une même variété W,„+, sur laquelle l'une d'elles, soit V^^, forme frontière : en effet toute courbe fermée appartenant à Wm+t et en particulier à V^^ doit couper V^ et par suite (Y') en un nombre pair de points. Ainsi, lorsqu'une variété V^^ ne forme pas frontière dans E„, elle ne peut être considérée comme l'intersection unique de deux variétés fermées formant frontière^ comprises dans E„ : elle ne peut être que l'intersection unique de deux variétés ne formant pas frontière.
Nous admettrons que, dans une variété E„, on puisse toujours, en vertu de la continuité et de la connexion linéaire, considérer une variété Y^ comme l'intersection commune unique de 71 — 1 variétés \ n-i contenues dans E,^. C'est ainsi que, dans l'espace à trois dimensions, on peut toujours, en général, par une
courbe faire passer deux surfaces qui ne se coupent que suivant cette courbe.
D'une manière générale, on peut toujours supposer qu'une variété V/ est l'intersection commune unique de n — '?A -\- \ variétés ¥„_/ comprises dans E„. En effet si, par la variété V/, on suppose menées k variétés ¥«_/, elles se couperont, en général, suivant une variété d'ordre n — ki] on pourra faire en sorte qu'elles ne se coupent que suivant V^ si n — ki <i i^ c'est-à-dire
si k > ^^^—^- Or, on a /i — 2 i -h I > — r— , du moment que i est
moindre que
2o. Considérons encore une variété V, qui, comme nous venons de le dire, peut être considérée comme l'intersection commune àe n — \ variétés Yn-\- Je dis que, si toutes ces variétés forment frontière, la variété y^ formera frontière. Soicnl
DQS n — 1 variétés, et envisageons les interseclions de la première de ces variétés avec toutes les autres. Nous obtiendrons ainsi n — 2 groupes de variétés V„_2, qui n'auront en commun que la variété V<, et chacun d'eux formera frontière sur E„. En continuant ainsi de proche on voit que, lînalement, Y ^ pourra être considéré comme l'intersection commune de deux groupes de
variétés V. ,
(V|), (Vl), •
qui forment respectivement frontière sur E//. D'ailleurs, une des variétés Y^ ne peut avoir en commun, avec le groupe des autres (Vr!) que la variété V,; donc, toute courbe fermée' 'tracée sur V^ doit couper (V^) et, par suite, V, , en un nombre pair de points, et la proposition est établie.
Au lieu d'une seule variété V,, on aurait pu considérer un groupe de ces variétés, et la conclusion est encore la même.
Plus généralement, si l'on envisage un groupe de variétés
comme l'intersection commune à n — ii-\-^ variétés
VA-n V,V.,-, ..., v;;_, {\ = n~-ii
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on démontre, sans changer en rien du raisonnement précédent, que, si toutes ces variétés forment frontière, le groupe des variétés Yi formera frontière.
La conclusion finale de cette proposition est que, si un groupe de variétés V,- Jie forme pas frontière, l'une au moins des variétés Y n-i qui le contient ne forme pas frontière.
26. Ces préliminaires étant posés, proposons-nous de démontrer l'égalité
Pi= Pn-\'
Il est d'abord très facile de voir qu'entre/?, Qipn-\ existe la relation
Pi^Pn-i'
Considérons, en effet, les /?«_< — i =: X variétés d'ordre /i — i ,
qui ne forment pas frontière sur E„. On pourra passer, par une courbe continue CVd'un point situé d'un côté de la variété V'_ à un point situé de l'autre côté, sans rencontrer aucune des autres variétés V«_<. Soient
Cl, G2, ..., G>^
les À courbes que l'on peut ainsi tracer pour chacune des X variétés Yn-\- Par les pourbes G, on pourra faire passer une variété fermée à deux dimensions, soit Vo, comprise dans E,^. Chacune des variétés \n-\ coupera cette surface suivant au moins une courbe, dont l'une, que je désigne par T^ pour la variété V passe par le point correspondant. Il est clair que T' ne rencontre C'" qu'en un seul point. Donc les C' ne forment pas frontière sur V2, c'est-à-dire sur toute surface fermée qui les contient et par suite sur E/^. On en conclut
Pl^Pn-l'
Nous allons montrer que, réciproquement, on a
C'est la conclusion presque immédiate du lemme du n° 25. Soient
les p — 1 variétés qui ne forment pas frontière sur E/^. Considérons deux de ces variétés V] et V^. Par chacune d'elles passe au moins une variété \n-i qui ne forme pas frontière. Mais, si l'on considère le groupe des variétés Yn-i qui ont V] en commun, el le groupe des variétés \n-i qui ont V, en commun, il j aura au moins deux de ces variétés, une dans chaque groupe, qui, prises ensemble, ne formeront pas frontière, car, s'il en était autrement, on pourrait, au moyen des variétés des deux: premiers groupes, former un troisième grbupe de variétés dont cliaque élément formerait frontière, et qui auraient en commun les deux variétés ¥< et Vo ne formant pas frontière, ce qui est impossible. En continuant de proche en proche le même raisonnement, on en conclut
d'où l'égalité
Pn-l = Pi
Dans son Mémoire sur VAnaljsis situs, que nous avons cité plus haut, M. Poincaré a donné une démonstration générale de régalité/»,,^ =/?«_m(p- 33 à 46). Sa démonstration repose sur des considérations entièrement différentes, mais peut-être plusieurs points auraient-ils besoin d'être complétés. Aussi, avons-nous suivi une autre voie, mais nous avons dû nous limiter au cas de
DES INTÉGRALES DE FONCTIONS RATIONNELLES DE DEUX VARIARLES COMPLEXES
I. — Des intégrales doubles de fonctions de deux variables complexes. Extension du théorème de Cauchy, d'après M. Poincaré.
1. En désignant par F(^jJk) une fonction analytique de deux variables complexes x et y, cherchons d'abord ce que l'on doit entendre par l'intégrale double
(I) Jj¥{x,y)dxdy.
Cette expression n'a en elle-même aucun sens, mais il n'y a aucune hésitation à avoir sur la définition à adopter. Posons
a? = ^1 H- ix^^ y = x^-h îxi,
et considérons ^1 , X2j ^3, .^4 comme fonctions de deux paramètres a et ç; soit A une certaine aire dans le plan (u^ r). L'intégrale
sera, par définition, la valeur de l'intégrale (i) étendue à la portion de la surface de l'espace à quatre dimensions (^, , ^25 ^35-^4) qui correspond à Taire A du plan (?^, v\ Si Ton permute x et y, on aura une seconde intégrale égale et de signe contraire; d'après nos conventions antérieures sur les intégrales multiples des espaces à un nombre quelconque de dimensions, nous regardons cette seconde intégrale comme étendue à l'autre côté de la surface.
Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de l'intégrale; en remplaçant x etj^par leurs valeurs, et posant
F = P H- iQ,
P. ET s. !\
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on obtient
7J(P^'Q)|d(«,p) D(«,P)+nD(«.'')^ D(„,.)Jr"*
Nous avons donc, pour la partie réelle et pour le coefficient de /, les deux intégrales de surface
P{dxidx3 — dx^dx:,) —(^{dx^dx^-h dxydxi,), Q ( dxi dxs — dx2 dxi, ) + P ( dx.2 dx^ -{- dxi dx^ ) ,
intégrales de même forme que celles qui ont été étudiées au Chapitre I'^'' (n" 11). Ceci étant bien compris, cherchons avec M. Poincaré si l'on peut étendre, à ces intégrales doubles, le théorème fondamental de Gauchj. En d'autres termes, V intégrale double ci-dessus reste-t-elle invariable quand on déforme la surface d^ intégration en la faisant toujours passer par le même contour?
Nous allons voir que la réponse est affirmative, c'est-à-dire que les conditions trouvées au paragraphe précédent sont vérifiées. Prenons la première de ces intégrales
P ( dxy dxz — dxt dx:^ ) — Q ( «^'^■2^2 '^•273 -f- dx^ dxi, ) . Si nous l'écrivons, comme plus haut, sous la forme
S AiVt- dxi dxki
fp
on doit poser
Ai3 = — A3l=:
et tous les autres A sont nuls.
Or, nous avons ici quatre conditions à vérifier, puisque quatre
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est le nombre de combinaisons de quatre lettres trois à trois. Soit d'abord la condition
elle se réduit à
et cette condition est vérifiée puisque P+^'Q est une fonction analytique de ^, + ix^^. Prenons encore
ÔA, âx,
àX2
dxx
âP
dx.
dxi,
' âx,
-Sx,-^
Elle se réduit à
condition qui est également satisfaite. On s'assurera de la même manière que les deux conditions restantes sont vérifiées. Il en est aussi de même pour la seconde intégrale : nous pouvons donc affirmer que le théorènie de Caucliy s'étend aux intégrales doubles.
2. Le théorème de M. Poincaré, que nous venons d'établir, peut, comme dans le cas d'une seule variable, s'énoncer sous une autre forme. Considérons dans l'espace à quatre dimensions (.2^<,^o,^3, ^,.) une surface fermée; une telle surface, par exemple, pourra être obtenue en prenant
Xi=^j{u,v), (i = ,,2, 3,4),
les cp étant des fonctions de u et v, périodiques par rapport à u et par rapport à v. Supposons que cette surface se déforme d'une manière continue et puisse ainsi être réduite à un point ou à une ligne de telle manière que, pour l'ensemble des valeurs de x et y rencontrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F ne cesse d'être bien déterminée et continue. La valeur de l'intégrale ne changera pas pendant cette déformation; elle ne pourra donc être que zéro, puisque l'aire de la surface d'intégration tend vers zéro. iNous pouvons donc dire que, sous les condi-
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lions indiquées, Vintégrale double
I J F{x,y)dxdy, étendue à une surface fermée, est nulle.
II. — Des résidus des intégrales doubles de fonctions rationnelles (•).
3. Si une surface fermée ne peut être réduite à un point ou à une courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des systèmes de valeurs de x et dey, pour lesquelles F (^, y) devienne infinie ou indéterminée, la valeur de l'intégrale pourra être différente de zéro : on appelle alors cette valeur un résidu de l'intégrale double. Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas où le continuum d'Intégration reste tout entier à distance finie.
Prenons d'abord un exemple très simple; soit l'intégrale
dxdy.
xy
P(^, y) étant une fonction liolomorplie de :r et jv" dans le voisinage de ^ = 0, y = o. Je considère la surface définie par les
deux équations
X = Re"S y = R'e^'S
les paramètres réels u et v variant de o à 271 : c'est une surface fermée. La valeur de l'intégrale sur cette surface est
P(Re"S Vs!e^^)dudv,
dont la valeur est manifestement
On aurait pu prendre, comme surface d'intégration, l'ensemble
(') La notion de résidu des intégrales doubles de fonctions rationnelles est due à M. Poincaré (Sur les résidus des intégrales doubles, Acta matliematica, t. II). Le point de vue auquel nous nous plaçons ici est celui qui a été adopté par M. Picard, dans son Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, 1889), dans le tome II de son Traité d'Analyse (p. 256), et dans le tome CXXIV des Comptes rendus.
de deux courbes fermées G et G' entourant une fois l'origine dans les plans respectifs des variables x et y. Le résultat aurait été le même. Suivant le sens d'intégration sur les deux courbes G et G', on peut obtenir des résultats de signes différents. L'intégrale double
^ -^ ' dxdv
X'nyn J
nous donne, dans lès mêmes conditions,
et, en développant P(^, j) suivant les puissances de œ et j-, il restera simplement, comme valeur de l'intégrale,
4 7^2 / ^m-hn-2 p
4-. Présentons immédiatement quelques considérations générales. Soit l'intégrale
. . .dx dy.
P et A étant deux polynômes en x et y, réductibles ou irréductibles. Pour une valeur donnée àj^, l'équation en x
a un certain nombre de racines. Traçons dans le plan de la variable X un contour fermé G contenant à son intérieur un certain nombre de racines
de 1 équation précédente. Qnandy varie d'une manière continue, les X varient d'une manière continue; déformons en même temps d'une manière continue le contour G de manière que les racines ^1, ^25 • • ., ^a restent toujours à son intérieur et que les racines de l'équation A, primitivement extérieures à G, lui restent toujours extérieures. Supposons que la variable y décrive alors dans son plan un contour fermé P tel que, quand elle revient au point de départ, les racines ^,, ^o, • • -, ^a reprennent la même valeur ou soient seulement permutées entre elles, et que le con-
tour C puisse à l'arrivée reprendre la même position qu'au départ. Dans ces conditions, l'ensemble des courbes C, correspondant aux divers points de Y, peut être regardé comme formant un continuum fermé à deux dimensions dans l'espace à quatre dimensions. La fonction rationnelle
reste finie pour tous les points de cette surface, et la valeur correspondante de l'intégrale double est en général différente de zéro.
5. Faisons une première application de ces généralités. Nous envisageons l'intégrale
Q et R étant deux polynômes, et nous supposons que le point ^ =r o, jK = o soit un point simple de rencontre des deux courbes Q = o et R = o. Pour une valeur de y voisine de zéro, l'équation Q = o a une racine ^, voisine de zéro, et l'équation R = o une racine ^o voisine de zéro, de telle sorie que
Prenons comme courbe G une courbe dans le plan des x enlou-
rant x, et laissant ^2 à son extérieur. Quand la variable y décrit autour de l'origine une courbe fermée T suffisamment petite, les points Xi et x. reviennent à la fin à leur position initiale, et si C, en se déformant, reste suffisamment rapproché de Xi, il laissera toujours X2 à son extérieur. On peut par exemple supposer, si l'on veut, que G est un cercle de rayon assez petit, ayant Xi pour
centre.
Gherchons la valeur de l'intégrale prise le long de la surface
fermée correspondant à F et à l'ensemble des courbes G. Laissant d'abord y constant, nous avons à prendre, dans le plan des x, l'intégrale
Il faut donc calculer le résidu par rapport à œ^ de la fonction rationnelle
Nous avons, pour valeur de cette première intégrale, et il faut prendre maintenant dans le plan des jk
Au dénominateur, KÇx^, y) est une fonction dey s'annulant pour jK = o. Or, le résidu pour jk = o de la fonction sous le signe
d'intégration est
Or
dy ^ ^^y^— ^^j dy ~^ dy ~^ dx^ ôQ ~^ dy '
dx\
On trouve donc, pour la valeur de l'intégrale,
dy àx dx dy / j=o
Il est aisé de vérifier que si l'on avait pris un contour G enveloppant les deux racines Xi et ^21 la valeur de l'intégrale aurait été nulle.
6. Un cas présentant une grande analogie avec celui qui vient
de nous occuper est celui où l'on aurait l'intégrale
, dx dy,
la courbe A(œ,y) = o ajant un point double à l'origine. Nous avons pour y voisin de zéro deux racines ^, et Xo', nous considérons les mêmes courbes que plus haut. On a alors à calculer
ITll
Le résidu de la fonction sous le signe d'intégration est
P(o,o) „ dx^
Or, pour j/ == o, -^ - satisfait à l'équation du second degré
^^Aw) +^^-«A'^/"^ ^^^'''
et l'on trouve alors de suite pour valeur de l'intégrale
Ceci suppose que l'on n'a pas un point de rebroussement. Dans ce cas, les deux racines Xi et ^2 se permutent quand y tourne autour de l'origine, et pour que la surface considérée soit fermée, il faut que j)/- tourne deux fois autour de l'origine. On a alors à prendre l'intégrale
le long d'une courbe entourant deux fois l'origine, et l'intégrale est nécessairement nulle.
7. Après ces exemples, revenons aux considérations générales du n° 4. Le cas le plus simple serait celui où le contour G ne contiendrait qu'une seule racine x^ à son intérieur; il faudrait alors que le contour T du plan des y fût un cycle pour la racine x^
de l'équation
de telle sorte que x^ revienne à sa valeur initiale quandjK décrit F. En intégrant d'abord, en laissant y constant, nous avons
et l'intégrale cherchée est égale à
Elle est donc égale à une période dhine intégrale abélienne relative à la courbe A(jr, y)^= o ou à une de ses courbes composantes, dans le cas oii A serait réductible.
Soit maintenant d'une manière générale
un ensemble de racines situées dans G et se permutant les unes dans les autres quand jk décrit F. Nous pouvons substituer à G un certain nombre de courbes fermées de telle sorte que chacune d'elles ne contienne que des racines se permutant circulairement les unes dans les autres, et notre surface primitive sera ainsi remplacée par un certain nombre de surfaces plus simples. Il suffira de considérer l'une d'elles, et de supposer par conséquent que C ne renferme que ^< , x^^ ..., x^^^ en admettant que celles-ci se permutent circulairement. Nous aurons comme valeur de l'intégrale
^ ^ Jr\K{^uj) Ki^2,y) ' ---^ A'A^^,y))'''^'
Or, d'autre part, la courbe F parcourue [Ji fois formera évidemment un cjcle pour la racine Xi ; formons alors l'intégrale
le long du cycle ainsi défini. La valeur de cette intégrale sera égale à Fexpression (2), les différents termes de cette expression
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correspondant aux difTérents tours faits sur la courbe T. Nous retrom'ons donc encore, comme plus haut, une période dHntégrale abélienne.
Prenons, comme application, l'intégrale double
r r dx dv ^^ JJ œ^ + y^-i'
On formera l'intégrale simple
27^' rdy^ 3 J x^
X étant lié àj)' par la relation
Les deux périodes de cette intégrale elliptique de première espèce seront les résidus de l'intégrale double (3).
8. Nous venons d'indiquer une classe très étendue de surfaces fermées pour lesquelles la valeur correspondante de l'intégrale double se ramène à une période, polaire ou cyclique, d'une intégrale abélienne. On peut se demander si la valeur de V intégrale double d^ une fraction rationnelle
,) [ dx dy,
prise sui\>ant une surface fermée arbitraire, assujettie seulement à ne pas rencontrer le continuum défini par V équation
se ramènera à une somme de multiples des valeurs que nous venons de trouver. La réponse est affirmative, et c'est ce théorème que nous allons établir.
Si l'on pose x = x^ -^-ix.. y =yi-\- iy^, toute surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre
^1, ^2, yu y^-
Nous supposons que le champ d'intégration ne corresponde pas à X arbitraire, y restant constant, auquel cas l'intégrale serait nulle.
Nous admettons aussi que le polynôme A(^, j/) et ses divers facteurs irréductibles (s'il est réductible) contiennent simultanément X et jK, comme on peut toujours le supposer, en ajant fait préalablement une substitution linéaire.
Pour une valeur donnée àjK2? l'équation
ou, ce qui revient au même, les deux équations
I A(a7, 1/)= Ai-h tAg]
définissent un ensemble de valeurs de^i, x^^y^ que l'on peut regarder comme représentant un certain nombre de courbes gauches a dans l'espace à trois dimensions (^j, x^-^Yk). Chaque plan
jKi ~ const.
rencontre les courbes a en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir : le nombre des racines de l'équation A(^, j/)=o pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour certaines valeurs de y^ en nombre fini, l'ensemble des courbes a ne présente pas de points multiples; les valeurs de y. 2^ pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de i dans les valeurs de y pour lesquelles l'équation A(^,jk):= o a une racine multiple.
Ceci posé, revenons à notre surface fermée S d'intégration conçue tout à fait d'une manière générale. La surface étant tout entière à distance finie, il n'y aura de points de la surface que pour des valeurs de jko comprises entre deux certaines limites a^ et «2 («1 ^^o). Quand jKo en croissant devient égale à <2<, une courbe correspondante commence à paraître sur S. Deux cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans toute autre hypothèse la surface ne serait pas fermée. La courbe ne peut d'ailleurs, pour j/2=<^», se réduire à un point si l'on veut que l'intégrale soit difi^érente de zéro, car pour JK2 arbitraire la courbe correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des courbes a, et l'on pourrait, par une déformation continue, réduire
à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface. Nous avons donc pour r2 = <^t i^ne certaine courbe, enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y^ croît, cette courbe se dédouble, et l'on a ainsi pouryo arbitraire des couples de courbes qui, pendant la variation continue de y-ij i^e peuvent disparaître que deux par deux en venant à coïncider. Nous désignerons par C une de ces courbes correspondant à une valeur d'ailleurs quelconque de j''o.
Considérons alors une courbe C et les lignes a qui correspondent à la même valeur de y 2- Par cette courbe G faisons passer une surface 2 ayant C pour contour. Celte surface rencontrera une ou plusieurs lignes a^ soient M ces points de rencontre. Une déformation continue de C permettra, en supprimant des lignes parcourues deux fois en sens inverse, de la réduire à de petites courbes entourant les points M. On pourra ensuite déplacer ces dernières courbes de manière qu'elles soient chacune dans un
plan
y^ = const.,
toutes ces réductions et tous ses déplacements s'effectuanl d'ailleurs sans traverser les lignes a.
De celte façon nous avons remplacé la surface initiale S par un certain nombre de surfaces engendrées par une petite courbe située dans un plan
K étant une constante, qui varie avecyo suivant une loi en grande partie arbitraire. Chacune de nos nouvelles surfaces rentre dans le type des surfaces étudiées au numéro précédent; l'ensemble des valeurs de JK2 et de y, donne sur le plan de la variable y une courbe fermée, et à chaque point de cette courbe fermée correspond une petite courbe dans le plan de la variable x. Le théorème est donc établi.
On pourrait encore l'établir de la manière suivante. Nous avons désigné par a^ et «2 les valeurs entre lesquelles varie jKo; soient pareillement b^ et 62 les valeurs entre lesquelles varie j,. Quand ^2 va en croissant de a^ à «o, chacune des courbes a engendre une portion de surface, et l'on a ainsi autant de lames de surface qu'il y a de racines. Ces lames ne se coupent pas et se
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louchent seulement aux points qui correspondent aux racines multiples. L'intersection de cette portion de surface par un plan jTi = K se compose donc d'autant de portions de courbe [^ qu'il y a de racines, ces courbes ne se coupant pas et pouvant seulement être tangentes.
Revenons maintenant à notre surface d'intégration. A chaque valeur dejK2 correspondront une ou plusieurs courbes fermées G dans l'espace ^1, ^2, _/<, et l'ensemble de ces courbes déterminera une surface fermée S complètement comprise entre les plans J^< = ^15 J^i~ ^2- Cette surface pourra couper une ou plusieurs des lames de A définies précédemment, mais elle ne pourra en traverser complètement aucune. Envisageons en effet une courbe d'intersection de S avec une des lames de A. Sur cette courbe, considérée comme appartenant à A, jk2 varie de a< à a.y, et considérée comme appartenant à S, y^ varie entre des limites au plus égales. Si donc l'intersection était complète, il existerait au moins sur la surface d'intégration un point appartenant à A.
La surface S possède donc un certain nombre de trous, par lesquels passent une ou plusieurs lames ou portions de lames de A et l'on conçoit que l'on puisse, par une déformation continue, substituer à la surface S une nouvelle surface à trous, tangente aux pluns jK< = 6,, jki = ^2? et par lesquels passeront entièrement une ou plusieurs lames de surface A.
On peut donc considérer la surface d'intégration comme définie par deux équations de la forme
Pl(-2^I,^2, JKl)=0, P2(^l, ^2,^15^2)= O;
c'est-à-dire qu'elle est située dans l'espace Xi , Xo, yt^y^ sur une sorte de cylindre indéfini, Pi(^i, ^2, yi)=zo, qui ne rencontre pas la portion de A définie plus haut. On peut alors, par une seconde déformation continue de la surface d'intégration sur ce cvlindre, lui substituer une nouvelle surface définie par des équations de la forme
Pl(a?i,a72, Ji)=-0, P2(jl,r2)=0,
ce qui suffit pour établir le théorème énoncé.
Il est donc démontré que tout résida de V intégrale double
ff
P (x. y)d.T dy
peut être regardé comme une période logarithmique ou cyclique d'une intégrale abélienne.
9. Considérons, comme application, une intégrale double étudiée il y a longtemps déjà par Didon \^Sur une formule de Calcul intégral {Annales de V École Normale, 1873)]. .Ce géomètre, guidé sans doute parla pensée de trouver le nombre des racines communes à deux équations simultanées
/(^,j) = o, cp(:r,7)=o,
racines pour lesquelles 1'^ fût compris dans un certain contour C du plan des ^, tandis que Vy devait être à l'intérieur d'un contour C! du plan des j, considéra l'intégrale double
r r Ldx dy
où A = ^ ^ - ^ ^, la variable x décrivant C et la variable j
dx dy dy dx
décrivant C On suppose, bien entendu, qu'il n'y a pas de système {x^y) annulant soit/, soit cp pour lequel x soit sur G ety sur C Cette intégrale offre évidemment une certaine analogie avec l'iiitéerale de Cauchy
qui est égale au produit par 271/ du nombre des racines contenues dans C.
Didon démontre que l'intégrale (4) est égale au produit de {iTÙ)' par un nombre entier, mais ici ce nombre enlier n'a en général aucune relation avec le nombre des racines communes aux deux équations. Au point de vue où nous sommes placés, le résultat de Didon devient évident, et Ton peut même lui donner
une forme plus générale en considérant l'intégrale double
étendue à une surface fermée quelconque à deux dimensions S de l'espace à quatre dimensions, pourvu que sur cette surface /cp soit toujours différent de zéro. Posons
cp(^,j)-Y;
à la surface S de l'espace à quatre dimensions {x, y) correspond une surface fermée 1^ de l'espace (X, Y); on a donc à considérer l'intégrale double
d\dY
ir
XY
Or tous les résidus de cette intégrale double sont égaux à un multiple de (27:^)2; on a donc pour valeur de l'intégrale (4) une expression nécessairement de la forme
p étant un entier positif ou négatif.
Il serait facile de démontrer directement ce résultat sans recourir à aucune théorie sur les intégrales de fonctions de deux variables complexes; c'est ce que fait Didon. Considérons d'abord l'intégrale
Désignons par Xq et jKo les valeurs initiales d'intégration sur C et G^; prenons une détermination initiale de
et, dans la suite, log/(^, y) désignera la détermination obtenue du logarithme, quand x et jr ont marché respectivement sur G et G' depuis ^0 et j^o dans le sens positif. En intégrant par parties,
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on a
df do
log/(-^'ojr) indique la valeur de \ogf{x,y) quand x revient en Xq] la différence des logarithmes qui figurent dans l'intégrale double du second membre est donc égale à irùm^ m étant un entier. On a de la même manière
df do
et la valeur de log/(:r, /„)— log(j;, /o) est égale à ^ran, n étant UQ entier. La valeur de l'intégrale (4) se met alors sous la forme
or on a évidemment
/?i' et Ai' étant des entiers; nous arrivons donc à
qui est bien de la forme voulue. La signification des entiers m et 71 est d'ailkurs immédiate, mais le coefficient de — 4712 peut avoir une valeur absolue différente du nombre des racines des équations /=o, 0 = 0, pour lesquelles 1'^ est compris dans C et lydansC
C'est par une tout autre voie qu'on pourrait obtenir le nombre des racines des deux équations
pour lesquelles Vx est contenu dans le contour C, et Vy contenu dans le contour G^ On sait, en effet, qu'on peut représenter (^) par une intégrale triple le nombre des racines des deux équations précédentes contenu à l'intérieur d'un continuum fermé S à trois dimensions situé dans l'espace à quatre dimensions (^,jk); cette intégrale triple est étendue à ce continuum S. 11 suffira ici de prendre pour continuum S la somme du continuum obtenu en donnant à a; une position quelconque à l'intérieur de G tandis que j reste sur G^ et du continuum analogue qui correspond à x restant sur G tandis que y occupe une position quelconque à l'intérieur de G^ La solution du problème proposé est donc fournie par une intégrale triple, et non par une intégrale double.
10. Faisons, en terminant, une remarque importante (2), qui accuse une différence profonde entre la théorie des intégrales doubles de deux variables complexes et celle des inté^-rales simples d'une variable complexe. Dans cette dernière théorie on ne peut faire passer le chemin d'intégration par un point où la fonction devient infinie : bornons-nous aux intégrales de fractions rationnelles; l'intégrale
Qi^)
dz
n'a aucun sens, si le chemin d'intégration passe par une racine du poljnome Q(^). Il peut en être autrement dans le cas des intégrales doubles ; soit l'intégrale
7— ~ dx dy.
Elle pourra avoir un sens bien déterminé si la surface d'intégration S rencontre le continuum défini par l'équation
Il en sera ainsi si les points de rencontre des continuum S et
(M On peut consulter le Chapitre VII du Tome II du Traité d'Analyse de M. Picard, où sont exposés les travaux de Kronecker et de M. Picard sur ces questions.
(-) Cette remarque a été faite par M. Poincaré dans le Mémoire déjà cité {Acta mathematica, t. IX, p. 368).
Q ne forment pas une ligne, c'est-à-dire sont des points isolés, et si en ces points le quotient ^ devient infini seulement du premier ordre. On sait, en effet, qu'une intégrale double ordinaire a un sens, quand l'élément devient infini en un point A, pourvu que la fonction sous le signe d'intégration soit de l'ordre -, en
désignant par p la distance du point variable au point A, Prenons, comme exemple, l'intégrale
— ^ — ^^ dx dy, ax^hy "^
le rapport - n'étant pas réel. Supposons que la surface S d'intégration corresponde à un ensemble de valeurs réelles de x et y, parmi lesquelles se trouvent x =y = o. L'intégrale aura un sens, quoique la fonction sous le signe d'intégration devienne infinie pour x = o,y = o [nous supposons P(o, 0)^0]. Nous pouvons, en effet, sur S, poser
X = p cosO, J — P sinô, p et B étant réels : nous avons alors l'intégrale
P(pcosQ, psinO) ^^ ^^Q rtCos6 + 6sin6 '
Avec l'hypothèse faite sur le quotient |, le dénominateur ne peut s'annuler pour une valeur réelle de 0, et l'intégrale a, par suite, une valeur parfaitement déterminée. Le continuum d'intégration et le continuum
ax -^ by = o ,
ont ici, comme seul point de rencontre, l'origine. Les circonstances seraient autres si | était réel; il y aurait alors une courbe de rencontre entre les deux continuum et l'intégrale n'aurait aucun
sens
Revenons au cas général de l'intégral»
et supposons que la surface d'intégration S rencontre en un point le continuum Q. On déforme la surface S en lui laissant le même contour. Le point de rencontre (^, y) avec Q va se déplacer; il va passer de la position Ai de coordonnées (^i, jki ) à la position A2 de coordonnées (^25jK2)- La valeur de l'intégraJe ne restera pas constante, comme dans le cas où S ne rencontrait pas Q; il est facile de trouver la différence des valeurs finale et initiale de rintégrale. Cette différence sera égale à la valeur de l'intégrale prise le long de la surface engendrée par une courbe infiniment petite entourant le point x^ racine de l'équation
quand (^,jk) se déplace de {x^^y^) à {x^^yi)'^ elle sera donc égale à l'intégrale simple
„,\ -^ ' cly,
comme on le voit de suite, en faisant des calculs analogues à ceux du n° 7.
III. — Des intégrales de différentielles totales de fonctions rationnelles.
11. INous avons considéré dans la Section précédente des intégrales doubles dans l'espace à quatre dimensions (^i, ^2, JKi? J'2) qui est le champ de variation des deux variables complexes x et y. D'autres intégrales se présentaient tout d'abord plus immédiatement; ce sont les intégrales de différentielles totales de la forme
dx -\- B dy,
A et B étant des fonctions rationnelles de x et y, et en supposant vérifiée la condition d'intégrabilité
àA _dB Oy ôx
Dans ces conditions l'intégrale
X dx -i- B dy
Yo
ne varie pas quand on intègre sur une ligne allant du point (^o,yo) au point {a:, y), pourvu que la ligne, en se déformant, garde les mêmes extrémités et ne rencontre aucun point pour lequel A et B cessent d'être continues.
Si l'on intègre le long d'une ligne fermée, on aura une valeur qui ne changera pas quand on déformera la ligne sans traverser aucune singularité des fonctions A et B. Réduisons A et B au même dénominateur, et soit
On peut supposer que chacun des facteurs irréductibles du polynôme R(a',j) dépende à la fois de^ et7;ilsera toujours possible d'arriver à ce résultat en effectuant sur ^ et y une substitution linéaire. Nous allons montrer qu'une ligne fermée arbitraire, ne rencontrant pas le continuum
peut être déformée, sans rencontrer ce continuum, de manière que l'on ait pour tous les points de cette courbe
y = const.
Par chaque point de la ligne L nous pouvons, dans l'espace à quatre dimensions, mener une droite ne rencontrant pas le continuum R. Si nous partons d'un point déterminé de L correspondant à jk2=7Î! et que nous décrivions ce contour,' 'on peut à chaque point associer une telle droite, celle-ci se déplaçant d'une manière continue; quand on revient au point de départ A, il peut arriver que la droite obtenue en arrivant ne coïncide pas avec celle que l'on avait au départ. Considérons un plan
le lieu des points de rencontre avec ce plan des droites précédentes forme une courbe L', non fermée en général, et ses deux extré-
mités a et a! correspondent au point A de L. Une déformation continue, sans traverser le continuum R, permet de passer de L à la ligne fermée \ formée du segment de droite Aa (sur lequel JK2 a la valeur initiale j^a)? ^^ la courbe \J et de la droite o! K (jko ayant la valeur y^)' D'autre part, considérons la ligne correspondant à y^^=iy\ et à une courbe arbitraire y allant de o! à a dans le plan y\ ^=y\\ les trois lignes y, a A, Aa' forment, une courbe fermée V située dans le planjro=jKS- L'ensemble des deux courbes \ et X', en tenant compte des parties communes qui se détruisent, se réduit à une certaine ç.owx\>ç. fermée située dans le plan
Il en résulte que la courbe L est remplacée par deux contours : l'un situé dans le plan jKi =.7^7 l'autre dans le plan y.y^=iy\. Chacun de ces contours peut maintenant être ramené facilement à un contour pour lequel on ait
y = const.
Prenons, par exemple, le contour pour lequel y.2=yl. Pour cette valeur JK25 les deux équations
1^2(^1,^2, yuy2) = o
déterminent dans l'espace (^i, cc^i y\) des courbes p. Chaque planjKi = const. rencontre les courbes p en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir le nombre des racines de l'équation R(^, y)= o pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour certaines valeurs de y^ en nombre fini, l'ensemble des courbes p ne présente pas de points multiples; les valeurs de yo, pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de i dans les valeurs de y pour lesquelles l'équation R = o a une racine multiple. On peut supposer que y^ n'est pas une de ces valeurs singulières et déformer la ligne étudiée de façon à la faire venir dans un plan
nous avons alors, comme nous le voulions, réduit notre contour à être dans un plan y =•• const.
Il résulte de là que les résidus de l'intégrale
sont ceux de l'intégrale relative à la seule variable x
/P(x, y)dor
Les résidus de la fonction rationnelle de x
seront par conséquent indépendants de y. Il faut donc nécessairement que la valeur de
x^ étant une racine de
soit une fonction de jk se réduisant à une constante; ceci doit être une conséquence de la condition d'intégrabilité.
SINGULARITÉS D'UNE SURFACE ALGÉRRIQUE. DES INVA- RIANTS D'UNE SURFACE AU POINT DE VUE DE LA GÉO- MÉTRIE DE SITUATION.
I. — Réduction des singularités d'une surface algébrique
1. La première question qui se présente dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables est l'étude de ses singularités. On sait que les points singuliers d'une surface algébrique peuvent être extrêmement variés ; une surface peut avoir des points singuliers isolés, ou des points singuliers formant une courbe continue qui est une ligne multiple.
Avant d'entrer dans une étude approfondie, on peut remarquer que la représentation paramétrique des coordonnées d'une surface à l'aide de fonctions algébriques de deux paramètres conduit en général à certaines singularités qu'il sera naturel, à ce point de vue, de regarder comme ordinaires. Prenons d'abord le cas d'une courbe algébrique, et supposons que l'on ait
/et cp étant des fonctions algébriques d'un paramètre u. Considérons les deux équations
f{ii)=f{u')..
On a là deux équations à deux inconnues u et u'. En dehors de la solution u = u' , on pourra avoir un nombre limité de solutions {u, u')', à ces valeurs, en prenant les déterminations convenables des fonctions y et cp, correspondra le même point de la courbe, et en général deux branches de courbes passant par ce point. Celui-
ci sera donc un point double, et, par suite, au point de vue paramétrique où nous venons de nous placer, un point double peut être envisagé comme une singularité ordinaire.
Passons maintenant au cas d'une surface, et partons encore d'une représentation paramétrique
j- = cp(w, P), z = 'l(u, v),
où/, cp, 'il sont des fonctions algébriques de u et ç. Considérons les équations
(p(w, t^):= (p(it', (;'),
Nous avons là trois équations à quatre inconnues u^ c^, u'^ v' . En laissant de coté les solutions u = u' , v = p', nous pourrons avoir des solutions dépendant d'une arbitraire, et à ces solutions correspondra en général sur la surface une ligne continue par laquelle passeront deux nappes de la surface; cette ligne sera une courbe double.
Nous pouvons ici aller plus loin, en formant le système
( f{u,v) = j'{ii:, v')=f{u!',v"), (i) \t:^{u,v)=o{ii\v')=^{u'\v"),
de six équations à six inconnues w, ^, u' ^ v' ^ ii\ i>" . En dehors des solutions correspondant à
Il = u' = u", V — v' = p", w = w' = w\
il pourra y avoir un nombre limité de solutions, et celles-ci correspondront en général à des points triples de la surface. Par un tel point triple O passeront trois lignes doubles de la surface et trois nappes de 4a surface se coupant deux à deux suivant ces lignes doubles.
Les trois lignes doubles passant par le point O correspondront respectivement aux équations que l'on obtient en prenant deux des trois colonnes verticales dans les équations (i) et en égalant
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entre eux les termes d'une même ligne. Le point O sera en général un point triple pour la ligne double, et les tangentes aux trois branches de cette ligne seront en général distinctes. Le cône des tangentes à la surface au point O est formé de trois plans, correspondant respectivement aux: trois nappes de la surface passant en ce point; on peut appeler un tel point triple un point triplanaire,
2. Un cas particulier très simple et très intéressant d'une représentation paramétrique conduisant, comme ci-dessus, à un point triple est fourni par la surface de Steiner; il nous suffira de rappeler cet exemple. Soient
quatre polynômes quelconque du second degré en a et ^3. Si l'on pose
on a la surface du quatrième degré qui porte le nom de Steiner. Cette surface a été étudiée par Clebscb {^Journal de Crelle, t. 67) en se plaçant au point de vue du paragraphe précédent. On voit ainsi facilement, avec la représentation paramétrique, que la surface a trois droites doubles formant un trièdre, et le sommet de ce trièdre est un point triple. Dans le plan (a, P), les trois droites doubles correspondent aux trois côtés d'un triangle, et le point triple correspond aux trois sommets de ce triangle.
3. Revenons au cas général. On sait que pour les courbes algébriques la réduction des singularités a été faite par M. Nœther à l'aide de transformations quadratiques. L'illustre géomètre d'Erlangen s'est aussi occupé, à diverses reprises, de la réduction des singularités des surfaces (<), sans traiter toutefois, ce semble, la question dans son entière généralité. Après M. Nœther, on doit
(') Nous citerons, particulièrement, un Mémoire de M. Nœther dans les Comptes rendus delà Société royale de Gottingen, 1871, et une Note du même auteur dans les Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin (1888). Dans ce dernier article est énoncé un théorème très important sur lequel nous reviendrons bientôt.
citer, parmi les géomètres qui se sont occupés de la réduction des singularités, M. del Pezzo (*), puis à un point de vue plus spécial M. Kobb (-), et plus récemment M, Segre (^) dans un Mémoire très intéressant au point de vue géométrique.
Dans bien des cas, certaines transformations quadratiques peuvent être employées avec profit pour réduire une singularité : c'est ce qu'avait fait M. Nœther, et ce qu'ont fait aussi MM. Kobb et Segre. Supposons, par exemple, que nous ayons un point multiple d'ordre m à l'origine; nous aurons l'équation de la surface
et nous pouvons supposer que les axes ont une position arbitraire par rapport à la surface. Posons
X = XZ, y = YZ, z = Z:
nous aurons la surface transformée
(F) ?m(X,Y, i)-+-Zo,„+,(X, Y, ,) + ...= o.
Considérons d'abord l'ensemble des points de /autour de l'origine, pour lesquels X et Y restent finies. A cet ensemble correspond l'ensemble des points à distance finie de F défini par les deux équations
c'est-à-dire une certaine courbe de F. Il arrivera en général que cette courbe sera une courbe simple de F, et qu'aucun de ses points multiples, si elle en a, ne sera point multiple de F. Alors le point multiple considéré a été remplacé par des points simples dans la surface transformée, et une réduction se trouve faite qui peut être intéressante dans de nombreuses circonstances. Ainsi, dans le voisinage de chacun des points de la courbe précédente, on peut exprimer une des coordonnées à l'aide des deux autres par un développement holomorphe ou, d'une manière
(') Del Pezzo, Jntorno ai punti singolari délie superficie algebriche {Société Math, de Palerme^ 1892).
(2) G. Kobb, Sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, 1892).
(3) G. Segre, Sulla composizione dei punti singolari délie superficie algebriche {Annali di Matematica, 1896).
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plus générale, les trois coordonnées, par des développements holomorplies dépendant de deux paramètres; il est clair qu'à l'aide d'un nombre limité de tels développements on peut embrasser tous les points de la surface correspondant à des valeurs de Z dont le module est moindre qu'un nombre e pris suffisamment petit et à des valeurs de X et de Y pour lesquelles les modules de X et Y sont finis, nous voulons dire moindres qu'un nombre déterminé M. Pour les points de la surface primitive f, correspondant à des valeurs de |X| et I Y| supérieures à M, on fera d'autres transformations quadratiques que celles que nous avons effectuées, soit
ou bien encore
iT = XY, JK = Y, z=: ZY.
On arrivera ainsi à avoir un nombre limité de développements holomorphes de x^ y, z par rapport à deux paramètres u et V dans le voisinage de u^=o^ ^ = o, qui donneront l'ensemble des points de la surf ace f autour de V origine.
Nous démontrons ainsi, dans un cas particulier, un théorème absolument général, comme nous allons le voir tout à l'heure. Cette représentation du voisinage de l'origine sur la surface/", à l'aide d'un nombre limité de représentations paramétriques holomorphes, est d'un très grand intérêt.
4. Nous nous sommes placés au paragraphe précédent dans les circonstances les plus favorables. D'autres cas plus complexes peuvent se présenter; bornons-nous, en restant dans le même ordre d'idées, au point double. Le cas général d'un point double est celui où le cône des tangentes est indécomposable; comme cas particuliers, on a celui du point biplanaire où le cône se réduit à deux plans, et celui du point uniplanaire où le cône se réduit à un plan double.
Le cas du point biplanaire général ne donne pas naissance à la moindre difficulté; on aura l'équation de la surface
En faisant encore
^ = XZ, 7 = YZ, z = Z,
on a la surface transformée
La conique
se compose ici de deux droites. Nous avons donc alors, comme correspondant à Forigine sur /, deux droites sur F; ces droites sont simples et leur point de rencontre sera en général un point simple de la surface F. 11 en serait autrement si les coordonnées du point double de la conique cpo annulaient cp3(X, Y, 1); en désignant par a et [3 ces coordonnées, le point (a, [^, o) serait un point double de F.
Si Ton veut continuer la réduction, il faudra réduire ce point double de F qui, en général, sera un point à cône indécomposable, et finalement on aura remplacé le point double primitif de / par certaines lignes simples d'une surface transformée ne passant pas par des points multiples de cette surface.
Arrêtons-nous encore sur le point uniplanaire. Dans cette hypothèse ^^ sera un carré parfait et l'on aura
cp2(X, Y, 0 = (aX + pY + Y?.
La ligne droite A ayant pour équations
aX + ?Y-+-Y = o, Z = o
sera en général une ligne simple de F, mais il y aura sur elle deux points doubles de F, à savoir les points correspondant à Z = o
et 9.
aX + pY + Y = o, cp3(X,Y,i)=o.
Ces trois points doubles de F, situés sur A, seront d'ailleurs, en restant toujours dans la généralité de la singularité envisagée, des points doubles à cône indécomposable, et la réduction pourra encore s'achever sans difficultés.
Les circonstances seraient différentes si cpa était divisible par aX+ pY-hy; on pourrait, dans ce cas, mettre l'équation de la surface / sous la forme
On aura alors ce que les géomètres anglais appellent un tac-
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nodal point. Toutes les sections planes de la surface, passant par un tacnode, ont en ce point un point double où il y a contact de deux branches. La transformation faite plus haut
X = XZ, y = YZ donne
(F) X2-i-XZt{;2(X, Y, l)-4- Z2 04(X, Y, l) + ...=:. o.
La surface transformée (F) a pour ligne double la droite
et en général les deux plans tangents à la surface en un point arbitraire de cette droite double seront distincts.
5. Après ces cas particuliers, occupons-nous de l'étude générale des singularités. Nous ne suivrons pas les auteurs cités ci-dessus, dans les démonstrations desquels subsistent peut-être quelques difficultés, et nous aborderons le problème d'une autre manière. Mais revenons d'abord un moment sur les courbes planes. On sait que M. Nœther s'est servi, pour dissoudre les singularités d'une courbe plane, d'une succession de transformations quadratiques. Dans un article récent {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse j 1896) M. Vessiot s'est servi pour l'étude des courbes planes d'une transformation intéressante que nous allons rappeler; soit
l'équation de la courbe donnée sur laquelle on a d'abord fait une transformation homographique arbitraire. Posons
On aura une nouvelle courbe entre X et Y, qui correspondra uniformément à la première. On la transforme homographiquement, et l'on recommence la transformation précédente; après avoir opéré ainsi un certain nombre de fois, tous les points singuliers de la courbe initiale auront été transformés en points simples de la dernière courbe obtenue. Nous appellerons transformation S une transformation permettant d'obtenir ce résultat.
Ceci posé, considérons une surface algébrique /ayant une ligne
multiple L (réductible ou non) de nature quelconque. Faisons pivoter nn plan autour d'une droite arbitraire; ce plan, dans chacune de ses positions, coupe la surface suivant une courbe G ayant comme points multiples ses points de rencontre avec la ligne L. Or au moyen d'une transformation S nous pouvons transformer la courbe G en une autre telle que les points multiples de G correspondent à des points simples de la courbe transformée^ quand le plan pivote autour de la droite, nous pouvons faire usage d'une transformation S variant elle-même d'une manière continue, et telle que les coordonnées du point transformé soient des fonctions rationnelles des coordonnées du point primitif. On remarquera que pour certaines poshions particulièi^es du plan la courbe aura des singularités plus complexes que pour une position arbitraire; pour ces positions on devra alors employer pour former S un plus
^rrixnd nombre de transformations élémentaires. G'est le maximum
de ce nombre que l'on devra prendre dans tous les cas, pour être
assuré d'avoir une transformation qui dissolve les singularités de
la courbe G pour toutes les positions du plan. On obtient de cette
manière une transformation, que nous pouvons, en employant les
coordonnées homogènes, mettre sous la forme
les P étant des polynômes homogènes de même degré en .x, y, z, t. Les polynômes P s'annulent tous les quatre pour la ligne multiple L. Les formules précédentes font correspondre à la surface/ une surface F, et à la ligne multiple L de/ correspond sur F un certain nombre de lignes simples ne passant pas par des points multiples de cette surface; ceci résulte évidemment de ce que dans chax^ue section tous les points multiples ont été transformés en des points simples de F; la transformation qui a réduit la ligne multiple L a fait naître d'autres singularités, mais le point essentiel pour nous actuellement est la réduction de la singularité formée par toutes les lignes multiples de la surface.
Le théorème qui a été démontré tout à l'heure (n° 3) dans un cas très particuher résulte immédiatement de ce qui précède, dans toute sa généralité. A la ligne multiple L de / correspondent sur F des lignes simples, et il est clair que pour de telles
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lignes on peut avoir, au moyen d'un nombre limité de développements holomorphes, V ensemble des points de la surface situés dans leur voisinage.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface avait seulement comme singularités des lignes multiples. Il pourrait v avoir en outre des points singuliers isolés, mais ceci n'est la source d'aucune difficulté et les mêmes considérations sont applicables. On réduira en effet cette singularité en transformant les sections faites par un plan pivotant autour d'une droite qui passe par le point multiple. En combinant ces diverses transformations, on arrive ainsi en définitive à une transformation de la forme indiquée plus haut
V,{x,y,z,t) ~ \\[x,y,z,t) ~ P^ix,y,z,t) ~ V,{x,y,z,ty
qui réduit toutes les singularités de la surface. Les poljnomes P ne s'annulent simultanément que pour les points ou lignes multiples de /, et, sur la surface transformée F, des points simples correspondent aux points singuliers de /. La surface F aura d'ailleurs en général des lignes multiples qui correspondent à des ensembles de couples de points simples (^, jr, s, t) et {x' ^ y' , z', t') de la surface /, pour lesquels les rapports des poljnomes P ont même valeur.
6. La réduction des singularités de la surface est achevée, mais on peut aller plus loin, en cherchant à diminuer autant que possible les singularités de la surface transformée. Envisageons les équations
a7i=Pia7, x2=Piy, iP3=Piz, x!,= Pit,
X^=V^X, ^6=:P2jK, X-,= V^Z, ^8=P2^
x<i=?-iX, .rio=P3r, x^^V^z, x^.^^V^t,
^13= Pi^, ^14=P4jK. ^lo=P4 5, ^16= P4^-
Nous pouvons regarder (^i, ^05 •••, ^ic) comme des coordonnées homogènes dans un espace E,3 à quinze dimensions (complexes). Une variété V à deux dimensions complexes, que nous pouvons appeler une surface, se trouve ainsi définie dans l'espace E, 3. La surface V correspond uniformément à la surface/;
8o CHAPITRE IV.
en effet, à un point arbitraire de V ne peuvent correspondre plusieurs points de/", puisque, d'après la forme même des équations précédentes, les valeurs de x^ y, z^ t qui leur correspondraient seraient proportionnelles. De \Aus, cette surface n' a pas de points singuliers. En effet, tout d'abord, aux points multiples de la surface initiale/, ne correspondent que des points simples d'après la propriété de la transformation
ensuite à deux points simples distincts de ^la surface / ne peut
correspondre le même point de V, car si à deux points (.r, y, 5, i),
(œ'j y, z'y t'), de / correspond le même point de V, on aura
nécessairement
et ces deux points ne sont pas distincts.
Nous avons donc le théorème suivant : A une surface algébrique quelconque f de l'espace à trois dimensions on peut faire correspondre d'une manière hirationnelle une surface n'ayant pas de points singuliers dans un espace à quinze dimensions.
1. On peut réduire beaucoup le nombre des dimensions de l'espace dans lequel on peut avoir une surface sans singularités correspondant birationnellement à la surface primitivement donnée dans l'espace à trois dimensions.
Pour faire cette réduction ultérieure, rappelons quelques généralités sur la notion de perspective prise dans son sens le plus étendu, qui, posée d'abord par Clifford, a été surtout utilisée par les géomètres italiens et particulièrement par M. Veronese dans des recherches d'un grand intérêt. Considérons un espace S,, à r dimensions, où nous désignons les coordonnées d'un point arbitraire par
Un espace linéaire S;. , contenu dans Sr, est l'espace S^- où l'on suppose les x liées par r— r' relations linéaires. Un espace S;._p sera par conséquent défini par p relations linéaires entre les œ.
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Etant donné un espace linéaire S^_p contenu dans S^, prenons un point arbitraire A de S,.. On peut par A et S^._p faire passer un espace linéaire S;^_p_^, ; soient en effet
Ui = o, U2=o, ..., Up=0
les /3 relations linéaires déterminant Sr_p ; prenons la combinaison
XiUi+X2U2-f-...-HXpUp=o,
et écrivons qu'elle est vérifiée par les coordonnées du point A. Alors un des X, soit Àp, est déterminé en fonction des autres, et nous avons une relation
XiVi-f-X2V2 + ...+ Xp_iVp_i=o,
qui, quels que soient les X, est vérifiée par les coordonnées de A, et qui est aussi vérifiée par les coordonnées des points de Sr_p ; par/suite, les équations
Vi = o, ¥2=0, ..., Vp_i = o
déterminent un espace S;._p+, qui passe par A et contient S;._p. Si maintenant on prend l'intersection de S;._p^, avec un espace linéaire Sp_,, on a un seul point de rencontre A', et ce point s'appelle Id. projection de A sur Sp_,, le point de vue étant ici S^_p. Ainsi, dans cette perspective généralisée, on prend comme point de vue un espace linéaire S^_p, et Von projette sur un espace
Si l'on prend p =^ /', le point de vue sera véritablement un point et l'on projettera sur un espace '^r-\ \ en parliculier pour r — 3, on a la projection conique habituelle, l'espace linéaire S. sur lequel on projette est alors un plan.
8. Nous avons tout à l'heure considéré un espace à quinze dimensions dans lequel nous avions une surface V sans singularités. Nous pouvons faire, conformément à ce qui précède, des perspectives sur un espace linéaire d'un moindre nombre de dimensions. Prenons comme espace, sur lequel on va projeter, un espace linéaire S3 à cinq dimensions; on aura donc ici p = 6 et l'on prendra par suite pour point de vue un espace S„. Nous aurons alors dans S 5 une surface V perspective de la sur-
face V en prenant S9 comme point de vue. La surface \' n'aura pas non plus de point singulier si S.j est arbitraire; un point multiple de Y devrait correspondre en effet à la fois à deux points distincts de V. Nous aurions donc pour déterminer ce point cinq relations entre les quatre paramètres dont dépendent les coordonnées de ces deux points, et ces relations ne seront pas compatibles si S9 et S5 sont choisis arbitrairement. Nous avons donc le théorème suivant :
A une surface algébrique quelconque
on peut faire correspondre birationnellenient, dans l'espace à cinq dimensions, une surface n ayant aucune singularité.
Le raisonnement précédent montre encore que, si l'on projetait sur un espace S/., on obtiendrait dans cet espace à quatre dimensions une surface ayant seulement des points singuliers isolés. Enfin, projetons dans un espace S3, en prenant par conséquent comme point de vue un espace S^; la surface perspective va avoir une ligne singulière puisque le nombre des équations à écrire est éo-al à trois et que nous avons quatre inconnues, ce qui est à rapprocher d'ailleurs de ce que nous avons dit au n° 1. Les singularités seront alors, pour S3 et S,, arbitraires, une ligne double généralement avec des points triples, comme nous l'avons vu dans ce même numéro. Par suite :
A toute surface algébrique
f{oc,y, 5)=o,
Cl singularités quelconques, on peut faire correspondre birationnellement une surface
n'ayant d'autres singularités qu'une courbe double avec des points triples, ces singularités étant les plus générales de leur nature*
Nous donnerons souvent, par la suite, le nom de singularités ordinaires auK singularités précédentes. Les points triples de la
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courbe double sont eu même temps des points triples de la surface ; en ces points, le cône des tangentes se réduit à trois plans formant un angle trièdre. Sur une ligne double, les deux plans tangents sont en général différents; il peut toutefois y avoir certains points où les deux plans tangents sont confondus. Ce sont les points que les géomètres anglais appellent /)mc/i-/?o m ^ (pointpince); ces points seront les plus généraux de leur natui'e.
II. — Définition des ordres de connexion d'une surface algébrique.
9. Nous allons maintenant défînrr les ordres de connexion d'une surface algébrique. Il est auparavant nécessaire de faire quelques remarques relativement aux variétés qui s'étendent à l'infini. Dans les études à''Analysis situs faites au Chapitre II, il a toujours été supposé que les variétés étaient entièrement à distance finie. Quand on a des variétés qui s'étendent à l'infini, les nombres relatifs aux connexions peuvent varier avec l'idée que l'on se fait de la nature des points à l'infini.
Prenons d'abord le cas très simple du plan indéfini; c'est une variété à deux dimensions. Quelle connexion linéaire doit-on lui attribuer? Si, comme on le fait dans la théorie des fonctions d'une variable complexe, on assimile le plan indéfini à une sphère par inversion, on est ramené à la variété formée par la surface d'une sphère, et l'on doit prendre, comme on le fait,
On pourrait toutefois se placer à un autre point de vue. Le plan indéfini correspond à l'ensemble des valeurs de ^ et y variant entre — oo et H-co; on peut transformer l'axe des ^ en une circonférence, et pareillement pour l'axe des y. On a alors la variété formée par deux circonférences, considérée au Chapitre II (n° 17); pour cette variété, on a
Par conséquent, suivant le point de vue auquel on s'est placé, on a des nombres différents pour exprimer l'ordre de connexion linéaire /?< d'un plan simple.
84 CHAPITRE iV.
Ceci dit, si nous considérons une surface algébrique
nous avons là évidemment une variété à quatre dimensions réelles. Si nous voulons la regarder comme une variété fermée, nous devons la ramener tout entière à distance finie, ce qui va préciser la façon dont on envisagera les points à l'infini. On pourrait faire différents choix, mais si Ton veut laisser à la variable complexe son autonomie, il faut se représenter x,y, z comme des points situés chacun sur une surface sphérique correspondant à cette quantité complexe. On aura alors, représentée par l'équation/=o,
une variété fermée située tout entière à distance finie.
Relativement à la valeur de ses ordres de connexion, une circonstance pourrait gêner. Notre variété se coupera elle-même, si la surface / a des points singuliers. On évitera bien aisément cette difficulté en se reportant à la surface V de l'espace à cinq dimensions qui correspond uniformément à /; on représentera sur une sphère chaque coordonnée complexe de l'espace à cinq dimensions, et la surface V définira une variété fermée à quatre dimensions réelles, située tout entière à distance finie, et ne se coupant pas elle-même.
xVyant maintenant une telle variété, nous savons qu'elle a trois ordres de connexion
correspondant respectivement à une, deux et trois dimensions. Mais, d'après le théorème général établi à la fin du Chapitre précédent, on a
Pï=Pz^
et nous avons, par suite, seulement à introduire, dans la théorie des surfaces algébriques, les deux nombres
Pi et />2, correspondant respectivement à la connexion linéaire et à la connexion à deux dimensions ('). Nous allons nous occuper,
(•) Ces deux nombres ont été introduits pour la première fois dans la théorie des surfaces algébriques par M. Picard, dans son Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables; les notations étaient un peu différentes, /?, et /^^ étant remplacés par /?, + i et z», + t .
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dans les Sections suivantes, delà connexion linéaire. Prenons seulement ici le cas particulier de l'espace à quatre dimensions correspondant aux deux variables complexes indéfinies x et J^ Quels ordres de connexion devons-nous attribuer à cette multiplicité? Nous avons à considérer les deux surfaces spliériques correspondant aux variables complexes x el y, et nous avons par suite le continuum déjà considéré au n" 19 du Chapitre II, c'est-à-dire que l'on doit prendre
Tels sont, au point de vue où nous nous plaçons, les ordres de connexion pour l'espace indéfini (x,y).
Lorsqu'il s'agira de la détermination des nombres />< et/>27 les considérations purement géométriques présenteront le plus souvent de grandes difficultés, que l'on évitera en se plaçant au point de vue transcendant (Chap. II, n° 18), c'est-à-dire en envisageant le nombre p comme représentant le nombre de périodes distinctes de certaines intégrales. C'est à ce point de vue que nous nous placerons ultérieurement pour la détermination de p^ .
III. — Généralités sur la connexion linéaire dans les surfaces algébriques (i).
10. Nous allons approfondir l'étude du nombre pi, et démontrer tout d'abord un théorème fondamental relatif à ce nombre, à savoir qu'// est, en général, égal à V unité ; c'est seulement pour certaines surfaces particulières que p^ est supérieur à un.
Un cycle linéaire est un continuum fermé à une dimension (réelle). Si la surface est donnée par l'équation
on peut, en particulier, considérer dans l'espace à quatre dimensions relatif aux deux variables complexes x et y, une courbe fermée telle que, en partant d'un point (-^o? J'o) de cette courbe,
(') E. Picard, Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Mathématiques, 1889).
86 CHAPITRE lY.
avec une valeur initiale -^o pour z, on revienne au point de départ avec la même valeur de z. On suppose, bien entendu, que la courbe ne rencontre aucun système de valeurs singulières de la variable z considérée comme fonction de x et y. Ces valeurs singulières seront évidemment fournies par les deux équations
fi^^y. ^)=o, f'zi^^y, ^) = o.
L'élimination de z entre ces deux équations donne une équation
Nous ne diminuons pas la généralité, en supposant que cette équation R contient ^, dans le cas où elle est irréductible, et qu'il en est de même de chacun de ses facteurs si elle est décomposable en plusieurs autres; il suffit de faire préalablement une transformation liomographique pour réaliser cette condition, qui peut encore s'exprimer en disant qu'il n'y a pas de singularités définies par une équationy = const.
1 ] . Ceci posé, montrons en premier lieu que tout cycle linéaire peut, par une déformation continue, être ramené à être situé
dans un continuum
y = const.
Nous n'avons qu'à reproduire à peu près un raisonnement fait au n" H du Chapitre III. En posant x = Xi -{- ix2, y z=y^ -{- iyoj nous pouvons regarder le cycle C comme défini à l'aide des expressions de ^i , ^^2 et ^2 en fonction de jKi *, cette dernière variable variera entre deux valeurs extrêmes a et b. Partons sur le cycle d'un point Mq correspondant à la valeur j^J; quand M parcourt le cycle, menons par chaque position de M une droite de l'espace {Xi^ X2, y 2)-, oùjKi a la valeur correspondant à M, variant d'une manière continue et uniquement assujettie à la condition de ne pas rencontrer le continuum R à deux dimensions défini par l'équation
Quand M reviendra en Mq, la position finale de la droite pourra ne pas coïncider avec sa position initiale. Considérons alors la
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variété à trois dimensions
Chacune des droites rencontrera en un point cette variété, de sorte qu'à chaque point M de G correspond un point m de la variété (2), sauf pour le point Mq, auquel correspondent deux points niQ et m'^. Nous formons ainsi une courbe fermée H composée des deux segments de droite Mo^o et ui^Mq (pour lesquels on ay, =jkJ), et de la courbe T lieu des points m avec le sens de niQ en m'^. Il est manifeste qu'on peut passer de C à H par une déformation continue sans rencontrer R, puisque aucune des droites ne rencontre R. Or, nous allons maintenant considérer H comme une somme de deux courbes. On a pour les points iiIq ei m'^
et, en ces points, z a des valeurs déterminées Zq et z'^. Il sera possible, en faisant seulement varier x^ de décrire une courbe y allant dans le continuum
du point iUq au point iuq et telle que z aille de :;o à z'^. Il suffît alors d'envisager la courbe fermée formée de
r et Y,
et la courbe fermée formée de
Momo, —7 et m'oMo;
la somme de ces deux cycles donne le cycle G ; le premier de ces cycles est contenu dans l'espace
Vc — v^
et le second dans l'espace
Or nous avons vu précédemment [loc. cit., Ghap. III), et il est d'ailleurs évident que tout cycle contenu dans l'espace y^ =JKÎ, c'est-à-dire pouvant être figuré dans l'espace à trois dimensions (^1, ^25 JK2), peut être ramené dans le plan jk2= J25 pourvu quey^ ne soit pas une valeur spéciale, et il en sera de même pour le second cycle en intervertissant y, etyo- Finalement, les deux cycles,
et par suite C, sont ramenés, par une déformation continue, à être dans le continuum
où le second membre est une constante arbitraire; c'est ce que nous voulions montrer.
12. Pour démontrer le théorème énoncé au n" 10, plaçons-nous d'abord dans un cas très simple, en examinant le cas où l'équation de la surface serait de la forme
et où nous supposerons que f{oc, y) est un polynôme arbitraire de degré m. Nous allons chercher à nous rendre comple de la nature des cycles linéaires de cette surface. Donnons à y une valeur arbitraire; l'équation
f{or,y)=.o
aura m racines distinctes; si l'on considère x comme fonction dejK, deux valeurs de^r seulement deviendront égales pour chaque valeur singulière àey. Soient, pour une valeur jj^o non singulière dejK,
les ni valeurs de x. Nous avons pourj)^ un certain nombre de positions singulières, et l'on peut, comme on sait, disposer dans le plan de la variable jk des lacets partant àa y^ et jouissant des propriétés suivantes : un certain nombre de ces lacets, dans un ordre déterminé autour dey^, permutent x] et ^îî, les suivants permutent x\ et ^J, et ainsi de suite, jusqu'à un dernier ensemble de lacets permutant x^^_^ et ^J^. Prenons sur un laôet permutant x^\ el x^ un point jk' voisin du point de ramification ^, on aura deux valeurs x\ et x'.-^ de x^ et x^ qui seront voisines^ entourons-les par une petite courbe y» Quand j/" varie à partir dey', les valeurs correspondantes des X varient; pendant cette variation, déformons en même temps la courbe y de manière qu'elle ne rencontre aucun de ces points x pendant cette déformation (la courbe y pourra alors cesser d'être très petite, du moins dans les deux dimensions). Si, en particulier, y vient en j^o en ayant suivi le
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lacet considéré, la courbe y sera devenue une courbe Cio comprenant à son intérieur les points ^J et œl, tandis que les autres valeurs des ^o sont à l'extérieur. Si maintenant r partant de ^q décrit un lacet permutant œl et œ^ et revient en jKo, le contour Ci 2 sera devenu, par une déformation effectuée toujours dans les mêmes conditions, un contour 0,3 comprenant à son intérieur œ^^ et^J, et ainsi de suite. Nous arrivons donc ainsi à tracer sur le plan de la variable x des contours
enveloppant chacun deux racines et deux racines seulement de l'équation
f{-^,yo) = o.
Or, tous les cycles de la courbe algébrique entre z et x\
^^=/(^,Jo),
se ramènent évidemment à une somme des contours précédents, et nous avons vu, d'autre part, au paragraphe précédent, que tous les cycles de la surface proposée se ramèneront aux cycles de cette courbe. Mais ces derniers ne sont pas distincts puisque, par une variation convenable de y, on peut, en revenant à jo, permuter les cycles G les uns dans les autres. Nous sommes donc déjà assuré que tous les cycles de la surface se ramèneront à un seul, et nous pouvons supposer que ce cycle unique est le cycle C,o. Enfin, celui-ci se ramène au petit cycle y tracé dans le continuum y=y autour de x\ et œ[,'^ ces deux dernières valeurs diffèrent très peu elles-mêmes de la valeur x = a^ racine double de l'équation
Or, l'équation de la surface peut s'écrire
z''=B(y—b)-{-A{x~ay~-^... (AB ^ o),
les termes non écrits étant de degré supérieur au premier; il en résulte que le point (a, b, o) est un point simple de la surface. Nous avons donc un cycle très petit tracé dans le voisinage d'un pomt simple de la surface; or, un tel cycle se ramène manifestement à zéro, car, si l'on considère, dans l'équation de la surface, y comme fonction de x et de z, on n'a plus aucune singularité.
go CHAPITRE IV.
Nous avons donc démontré que, pour la surface
tous les cycles se réduisent à des cycles nuls; on a, par suite, pour cette surface, p^=z \ .
13. Nous avons supposé, dans le paragraphe précédent, que f{x^y) était le polynôme le plus général de son degré, mais on voit facilement que la conclusion sera la même dans bien d'autres cas. Si l'on réfléchit à l'analyse qui vient d'être développée, on voit que son succès tient à la circonstance suivante : Etant donnés deux groupes de deux racines
(^^rrJ.) et {x^xD,
on peut, quand f est un polynôme général, en faisant décrire à y un chemin convenable partant de yQ et y revenant, passer du premier groupe au second. En efl^et, on peut d'abord transformer chacun des groupes précédents de manière que l'une de ces racines soient x\ ; on aura ainsi les deux groupes
(^^O et {x\,xl) (a ^1,^7^1).
Si a= j^, la remarque est établie; dans le cas contraire, on pourra faire décrire h y, partant de jo et y revenant, des lacets qui transformeront xl en xl sans modifier x\, et nous avons encore le résultat voulu.
La circonstance indiquée peut se présenter, même quand f{x,y) est un polynôme très parliculier. Il suffira que Ton puisse trouver un système de m — i lacets binaires permutant x^ et x,,, puis une des deux racines ^î, xl avec une troisième xl, et ensuite une des trois racines x],xl, xl avec une quatrième x% et ainsi de suite. Il en sera ainsi, en particulier, si tous les points de ramification permutent seulement deux racines.
14. Nous avons considéré (n° 12) une surface d^une forme parti culière; on peut déjà présumer, d'après le résultat obtenu, que, pour la surface la plus générale de degré m, on aura aussi /;, = i .
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Pour le voir riettemenl, prenons la surface
o\xf[x^y) est un polynôme arbitraire de degré J7i, Les raisonnements, faits pour le cas de m = 2, sont applicables avec bien peu de modifications; tous les cycles de la courbe
où l'on regarde y comme un paramètre, peuvent être obtenus de la manière suivante. Soient û^i, Xo, . . . , Xm les m racines de l'équation
on aura un cycle en décrivant p fois un lacet autour d'une racine Xi, et en faisant suivre ce chemin d'un lacet décrit /n — p fois autour d'une autre racine œ^- Si l'on donne à y une valeur voisine d'une valeur singulière, on aura deux racines Xi et ^21 par exemple, voisines l'une de l'autre, et les deux lacets, formant le cycle précédent, peuvent être pris très petits, de sorte que le cycle considéré est un cycle infiniment petit. Il n'y a alors rien à changer aux raisonnements faits plus haut : nous sommes encore conduits à des cycles infiniment petits dans le voisinage d'un point simple de la surface, et par suite tous les cycles se ramènent à zéro.
La surface précédente a encore une équation de forme particulière, mais elle n'a pas de points multiples. Or, si l'on prend une surface de degré m sans singularités, et que l'on fasse varier, d'une manière continue, les coefficients de son équation sans que la surface acquière jamais de points singuliers, la connexion linéaire ne variera pas, puisque la surface, pendant sa déformation, n'arrive jamais à se couper elle-même, et que tout cycle infiniment petit ne cesse pas d'être réductible à un cycle nul. Nous avons donc établi que tous les cycles linéaires d^ une surface de degré m, sans points singuliers, se ramènent à zéro ; on a, par suite, pour cette surface
comme nous l'avons énoncé.
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15. Nous avons rencontre, dans les démonstrations précédentes, des cycles infiniment petits autour de points simples de la surface. De pareils cycles se réduisent à des cycles nuls, mais un cycle infiniment petit, dans le voisinage d'un point singulier d'une surface algébrique, peut ne pas se réduire à un cycle nul. On conçoit, en effet, qu'à une courbe infiniment petite, tracée dans le voisinage d'un poinl multiple, puisse correspondre une courbe finie sur la surface sans singularités, d'un espace à cinq dimensions, à laquelle est équivalente notre surface. Pour en avoir un exemple très simple, il suffira de considérer un cône
de degré m, ayant son sommet en x =y = z = o. Considérons l'intégrale
rQ{T,y,z)(xdy-ydx) ^
Q(^,jK, z) étant un polynôme bomogène adjoint d'ordre m — 3, pour la courbe représentée en coordonnées bomogènes par cp = o ; cette intégrale est visiblement une intégrale de différentielle totale, et l'on peut aussi la regarder comme une intégrale de première espèce, relative à cette courbe que nous supposerons de genre supérieur à zéro. On pourra avoir, dans le voisinage de ;r = G, r = o, ^ = o, un cycle infiniment petit qui ne se réduise pas à un cycle nul; il est possible, en effet, d'avoir des cycles infiniment petits pour lesquels la période de l'intégrale précédente sera différente de zéro. Il suffit de prendre un cycle sur la surface de Riemann correspondant à la courbe
et de poser
pour ^ = £, correspond, sur la surface, un cycle infiniment petit si £ est infiniment petit, et pour ce cycle l'intégrale (3) aura une valeur différente de zéro : le cycle infiniment petit ne se réduira donc pas ici à un cycle nul.
16. Indiquons, de suite, une classe assez étendue de surfaces
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pour laquelle le nombre/?, sera supérieur à l'unité. Soit une surface/pour laquelle les coordonnées {x, y, z) d'un point quelconque soient susceptibles de s'exprimer de la manière suivante :
^ = Ri(a, j3,aM3'),
^ = R3(a, p,a', P'), les R étant fonctions rationnelles des a et des [3, et l'on a
cp et ^ étant des polynômes irréductibles^ on suppose, de plus, qu'à un point arbitraire {x^y^z) de la surface ne correspond qu'un seul système de valeurs de (a, P) et (a', ^').
Si l'on considère les deux surfaces de Riemann correspondant aux courbes o et 'i;, l'ensemble de ces deux surfaces forme un continuum fermé à quatre dimensions, qui correspond, point par point, à la surface /. Or, nous avons étudié précédemment (n" 21, Ghap. II) ce continuum; on aura donc
en désignant par p et p' les genres respectifs des courbes o et à.
IV. — Étude plus approfondie du nombre des cycles linéaires d'une surface donnée (i).
17. Abordons maintenant la recherche du nombre /?, relatif à la connexion linéaire d'une surface donnée
nous supposerons que les axes sont quelconques par rapport à la surface et que celle-ci n'a que des singularités ordinaires. Nous avons, dans ce qui précède, ramené tout cycle linéaire de la surface dans un continuum y z= Q^ et étudié sa déformation d'une manière géométrique. Ceci nous a suffi pour montrer que />< était
(' ) É. Picard, Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables, et Sur la théorie des surfaces algébriques au point de vue de la Géométrie de situation et sur les intégrales de différentielles totales {Comptes rendus, i5 mars 1897).
égal à l'unité pour la surface générale d'un degré donné, mais il ne paraît pas possible d'aller bien loin, par cette voie géométrique et de suivre ainsi la transformation des cycles sur la surface de Riemann
(4) f{oc,J,z)=o,
correspondant à la relation algébrique entre x et ^, surface de Riemann dépendant du paramètre arbitraire y. Quand, dans les formules qui vont suivre, nous considérerons y comme un paramètre, nous le surmonterons d'une barre.
18. Pour pouvoir étudier cette transformation, nous allons recourir à une considération qui va jouer, dans la suite, un rôle capital; quelques explications préliminaires vont être nécessaires. Nous partons de la courbe (4). Prenons une intégrale abélienne de seconde espèce, relative à cette courbe pour y arbitraire; nous pouvons trouver une telle intégrale de la forme
r¥_{x,y,z)dx
Jz
où F, qui est nécessairement rationnelle en x et ^, est aussi rationnelle enjK. Il est clair, en effet, que, dans toutes les conditions à écrire pour qu'une intégrale soit de seconde espèce, les points doubles de la courbe / figurent de la même manière et, par conséquent, y figurera d'une manière rationnelle dans l'élément différentiel.
Les périodes de l'intégrale (I) sont des fonctions de y; elles satisfont à une équation linéaire dont les coefficients sont des polynômes en y, et dont l'ordre est égal au double du genre de la relation /si l'intégrale est prise arbitrairemen't (^). Nous désignerons par/? le genre de la courbe/, poury arbitraire; nous avons alors une équation linéaire E d'ordre 2/j>, à coefficients rationnels, et appartenant à la classe des équations de Fuclis à points singuliers réguliers. Nous n'aurons pas besoin de former
(1) L'étude des périodes d'une intégrale abélienne relative à une courbe algébrique dépendant de paramètres arbitraires a été faite par M. Fuchs, dans deux importants Mémoires du Journal de Crelle (t. 71 et 73).
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effectivement l'équation E; il nous suffit de connaître son existence.
19. Les points critiques de l'équation linéaire E sont faciles à trouver : ce seront nécessairement les valeurs dey pour lesquelles le genre de la courbe / descend au-dessous de p. L'emploi du langage géométrique facilite cette recherche ; on a à considérer les sections planes de la surface
par les plans y = const. Le genre de la section s'abaissera d'une unité quand la section sera tangente à la surface en un point simple; le point de contact deviendra, en effet, un point double pour la section. Il n'y aura aucune autre valeur singulière dey. Les seules valeurs de y sur lesquelles on pourrait a priori avoir quelque doute sont celles pour lesquelles le plan est tangent à la courbe double, sans être tangent à l'une des nappes de la surface passant par ce point. Pour une section voisine, on a deux points doubles; pour une section tangente à la courbe double, ces deux points doubles viennent en coïncidence, et l'on a un contact de deux branches, ce qui ne modifie pas le genre de la courbe. Quand la section passe par un point triple de la courbe double, le genre n'est pas non plus modifié, puisque ce point triple remplace trois points doubles d'une section voisine. On voit facilement comment se comportent les intégrales de l'équation E en un point singulier y = 6; le plan y ^=^ h est tangent à la surface en un point («, Z>, c). Nous pouvons toujours supposer que la courbe de la surface, correspondant à F(^,y, ^) = c/d, ne passe pas par les points (a, 6, c). Pour y voisin de 6, la courbe
a deux points de ramification voisins de (a, c); ces deux points de ramification se confondent pour y = 6 et leur superposition fait naître un point double. Soient (^i, -^, ) et (^25 ^2) les deux points de ramification voisins de (a, c) quandy est voisin de h\ dans le plan de la variable complexe x^ on a un cycle formé d'une petite courbe enveloppant les points x^ et x-i. La période correspondante sera une fonction holomorphe dey dans le voisinage de y =z 6, et sa valeur pour y = b sera, en général, différente de zéro,
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mais elle correspondra alors à une période logarithmique de l'intégrale (I) qui aura, au point (a, c), un point logarithmique. Une seconde période de l'intégrale sera obtenue à l'aide d'un lacet aboutissant au point (^, , ^, ), et d'un autre lacet de même origine, convenablement choisi, aboutissant à un point de ramification autre que (^o? '--i)' H s'agit de voir quelle modification subira cette période quand r tournera autour de b; figurons les points Xi et^o, et l'origine Xq du lacet. Nous avons à rechercher les modifications des intégrales correspondant à ces lacets, quand x^ et Xo se permutent. Dans cette permutation, le lacet (^o^i) en trait plein
Fig- 9-
•^/j^o^xôy
devient le lacet (^0^2) en pointillé. Désignons par ^0 et ^^ les deux valeurs de z en Xq qui se changent l'une dans l'autre, quand on suit l'un ou l'autre des deux lacets. Montrons que l'intégrale (I), prise suivant le lacet pointillé, est égale à l'intégrale (I), prise le long du lacet plein (^0^1) augmenté de l'intégrale prise le long d'une courbe entourant Xi et ^o, o«, ce qui revient au même, de l'intégrale obtenue en parcourant successivement les deux lacets pleins; soient, en effet,
les valeurs de l'intégrale (I) prises de Xq en x\, en prenant respectivement :;o et z'^ comme valeurs initiales de z^ et introduisons
pareillement
I!.l!; et II, II',
correspondant à Xq^-^ plein, et à ^0-^2 pointillé. On aura
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donc
i4='i.-iî;+[(>i.-i^.)H-(i?;-i
ce qui démontre la relation annoncée.
• L'équation E a donc une seconde intégrale non holomorphe autour du point 6, et le résultat précédent montre qu'elle forme avec la première intégrale (qui est holomorphe), un système de deux intégrales correspondant à une racine double de l'équation fondamentale déterminante; un terme logarithmique log(j^ — h) s'introduit dans le développement de la seconde intégrale autour de y=zb. Toutes les autres intégrales de l'équation (E) correspondant à des cycles de l'intégrale (I) où ne figurent pas les lacets aboutissant à [x^^z^) et (^27^2) seront holomorphes autour de y^b.
D'après la forme même de la substitution linéaire, que nous venons d'obtenir, correspondant à une rotation de y autour du point 6, le groupe de l'équation E sera formé de substitutions linéaires à coefficients entiers; ce résultat était d'ailleurs évident a priori. Quand y revient à son point de départ, on trouve un nouveau système de périodes, et celles-ci doivent être des sommes de multiples des périodes initiales.
Remarquons encore que le pointy = ao ne sera pas un point de ramification pour les intégrales de l'équation E, c'est-à-dire que celles-ci seront méromorphes poury ^= 00. En effet, si dans l'équation
on pose X = x' y^ z == z'y, on aura une équation de la forme
y"'-o{x\ z) -T- y"''~^o^{x' , z) -\- . . . — o^ que l'on peut écrire
Poury =^ ce, la courbe devient
çp(a7', 5') = o;
elle est de même genre que la courbe donnée poury arbitraire et, par suite, y^=co n'est pas un point de ramification pour les intégrales.
P. ET S. n
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20. Le cas le plus simple d'une équation différentielle telle que E est celui de la courbe lijperelliptique
z'^ = {x — ai){x — a^) . . .{x — an){^ — y),
où les a sont des constantes différentes.. L'équation différentielle E que l'on obtient alors rentre dans un type bien connu, celui des équations différentielles hypergéométriques: les points singuliers de l'équation différentielle sont les points
et les résultats énoncés au numéro précédent se vérifient immédiatement.
21. Ces préliminaires posés relativement à l'équation différentielle linéaire E, revenons à la question de la transformation des cycles de la surface de lliemann correspondant à la relation algébrique entre .r et ^
dépendant du paramètre arbitraire j. C'est l'équation E qui va nous permettre de suivre la déformation des cycles. Dans le cas général, c'est-à-dire si/est le polynôme général en x,y et ^, l'équation E sera irréductible; considérons alors les cycles donnant les 2/> périodes de l'intégrale (I). Soit pris un de ces cycles et la période correspondante; en faisant décrire à y tous les chemins possibles, nous reviendrons au point de départ avec 2/9 déterminations linéairement indépendantes de la période. Suivons alors pendant la variation de jr, en même temps que la variation de la valeur de la période initiale, la «déformation continue du cycle correspondant; nous arrivons ainsi à 2p cycles, et par suite tous les cycles se réduiront à l'un d'entre eux. Si nous prenonsy dans le voisinage de la valeur singulière b, nous pourrons prendre comme cycle initial le cycle très petit entourant les deux points {Xi , ^1 ) et {x.2, z.y) voisins de {a, c) {voir n" 10) ; tous les cycles se ramènent à ce cycle très petit qui se ramène lui-même à un cycle nul, puisqu'on est dans le voisinage d'un point simple de la surface : nous retrouvons le résultat déjà obtenu que />< = i pour la surface générale d'un degré donné, et la conclusion précédente subsistera dans tous les cas où l'équation E sera irréductible.
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22. Plaçons-nous maintenant à un point de vue un peu différent. Désignons par
un système de 2/? périodes; toute substitution du groupe de l'équation linéaire E est de la forme
(S) Qi= m\iMi-\- m\(ài + . . .-^ m\p^^i2p {i — i, 1, . . ., 2p),
les m étant des entiers; une telle substitution S correspond à une certaine circulation de y et les Q indiquent ce que sont devenus les co après cette circulation. Les çquations S peuvent aussi se lire sous forme géométrique; elles indiquent, si C,, ..., Cgn indiquent les cycles correspondant aux périodes co,, too, ..., Won, que le cycle G, , par exemple, s'est déformé avec la variation dejr et s'est transformé en une somme de m\ fois le cycle G, plus m\ fois le cycle Go, plus etc., plus m!^^ fois le cycle G2/,.
Envisageons maintenant le continuum à quatre dimensions représenté par réquation/(^, j^, 5)= o. Sur cette variété, à chaque valeur de jk correspondent, conformément à ce qui précède, 2/? cycles G< , Go, ..., Go/j, et chacun d'eux, par une circulation convenable de jK, se ramène à une somme de multiples des autres. L'ensemble de ces cycles et du transformé de l'un d'eux forme donc une frontière complète. Par suite, si l'on considère une intégrale de différentielle totale de la nature de celles envisagées (Ghap. II, n" 16) dans V Analysa situs, et si l'on désigne par
Pi, Po, ..., V^p
ses périodes relativement aux .cycles Ci, Go, ..., Go^, la période correspondant au cycle transformé de G, sera encore P^, et de même pour les autres. On aura donc
(tt) Vi=m\V^-{-m{V.i-\-,..+ în{pV.2p (i = i, 2, . . ., p./?),
et à chaque substitution du groupe de l'équation correspondront 2/? équations de cette forme. 11 arrivera, en général, que, pour une substitution arbitraire de ce groupe, ces équations donneront seulement
Pi = o, P2=o, ..., P2p=o.
Donc, pour une intégrale arbitraire toutes les périodes sont nulles,
lOO CHAPITRE lY.
et nous retombons alors de nouveau sur le fait que tous les cycles se réduisent à zéro, c'est-à-dire que yo, = i. Mais il arrivera certainement, si /), >> I , que les équations (-), correspondant à toutes les substitutions du groupe de l'équation (E), pourront être vérifiées autrement qu'en annulant tous les P. Supposons alors que de l'ensemble des équations (u) on puisse tirer ip — /• des quantités P en fonction des r autres restant arbitraires, il est clair que les périodes P pourront certainement se réduire à r d'entre elles, et par suite le nombre des cycles linéaires distincts de la surface sera au plus égal à r.
Il n'y a pas théoriquement de difficultés impraticables à calculer r; on peut en effet concevoir que l'on forme le groupe de l'équation, et il suffit de former les équations (t:) pour les substitutions fondamentales du groupe. En fait, ces calculs seraient bien pénibles et ce sont des considérations différentes qui nous permettront, au Chapitre VI, de calculer r.
Les considérations précédentes, basées sur l'étude d'une intégrale de deuxième espèce dont les périodes sont fonctions dey, ne nous permettent pas d'affirmer que /' est égal à/>, — i, parce que nous n'avons envisagé, en définitive, que des déformations particulières de cycles correspondant à la déformation de la surface de Riemann /(^, j, :;)=o. Ce nombre /' jusqu'ici doit donc être envisagé comme un maximum de /><— r, mais nous allons établir qu'il est effectivement égal à ce nombre. Il nous suffira pour cela de montrer que l'on peut former une intégrale de différentielle totale ayant sur la surface /' périodes arbitraires données à l'avance dont aucune ne provienne d'une courbe logarithmique.
23. Considérons 2/) intégrales quelconquesde seconde espèce telles que I (n° 18), relatives à la courbe/(^, y,z)=o. Désignonsles (<) par
Ces intégrales ont chacune ip périodes correspondant aux
(') Il sera établi au n» 11 du Chapitre VI que l'on peut supposer que les F soQt des polynômes en x, y el z.
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mêmes cycles et ont par suite le même groupe de substitutions. Nous allons chercher si l'on peut déterminer des fonctions rationnelles dejK
de telle sorte que les périodes de l'intégrale aj II H- «2 12 -T- • . • -f- Clip I2P ne dépendent pas dejK. Soient
wî, wj, ..., Oj'^p
les ip périodes de U ; nous avons à écrire les 2/? équations
les P étant des constantes. Supposons que ces constantes satisfassent à l'ensemble des équations (t:) ; je dis qu'alors les ip équations précédentes déterminent pour les a des fonctions rationnelles de y.
Faisons, en effet, décrire ky un chemin fermé auquel correspond la substitution (S); les équations précédentes deviennent
a^al-^ a^Q.1-^- . . .-\- a^pQ^Y =V k (A: = 1,2, ...,2p).
Mais d'après les valeurs (S), et puisque les P satisfont aux équations (tc), ce système d'équations en a sera identique au précédent. On aura donc pour les a des fonctions uniformes dey et par suite des fonctions rationnelles.
Parmi les constantes P, il yen a r d'arbitraires et aucune d'elles ne provient d'un point singulier logarithmique. Pour le prouver il nous suffît de montrer que la période de l'intégrale relative au chemin d'intégration envisagé au n° 19, entourant deux points de ramification voisins Xi et X2 de la fonction z de ^, correspondant à une \a\eury voisine de b, est nulle. Soit toi cette période qui est une fonction holomorphe de y autour de y = b : il y a une seconde période Wo correspondant à un chemin entourant seulement un des points, soit ^,, et un ou plusieurs autres points de ramification autres que ^25 cette période Wo se transformant en co2-t-w,. Or, pour l'intégrale considérée, ces périodes sont des
constantes; on aura donc
et par suite w, est égal à zéro.
Je dis maintenant qu'il y aura une intégrale de différentielle
totale
/ R <i^ + S dy^
où R et S sont des fonctions rationnelles de x, y, z, dans laquelle
(? , Fi + (?o F.2 + . . . + a.,p F2/,
Pour le montrer, il faut déterminer S; on devra avoir
as dK
dx dy
en désignant, bien entendu, par ^ la dérivée partielle, par rapport 'a y, de R considérée comme fonction de^ et j. On pense d'abord à prendre
L'intégration qui figure dans l'expression de S est faite en donnant ky une valeur constante d'ailleurs arbitraire, et ^0 est une constante fixe. On a f{x,y, z)= o, et z, est une racine de l'équation/(:ro, y, ^0= o- , , ,. . , , L'expression de S, ainsi obtenue, n'a qu'un nombre limite de
valeurs : elle n'est pas fonction rationnelle de œ, y, z, mais de ^, y, z et, en plus, de ^, ; nous éviterons cette a'mbiguïté en considérant la somme
z,, ^2, •••1 -m étant les m racines de l'équation
/(^o,7,^)=o- Cette somme a une valeur déterminée, à un multiple près des pé-
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riodes, en un point arbitraii^e (.r, y^ z) de la surface
et par conséquent
ày
aura une valeur unique en chaque point {x, y, z) de la surface, puisque les périodes des intégrales ne dépendent pas dey. Par suite cette expression sera une fonction rationnelle de x^ y, z, car les points singuliers de cette fonction ne peuvent être des points singuliers essentiels. Nous prendrons maintenant la fraction rationnelle
S(^, y, z) — — --- ^ -^ ' ^ m dy
Sa dérivée partielle par rapport à œ
sera par conséquent la dérivée partielle par rapport à jk de la fonction R. Nous aurons donc une intégrale de différentielle totale
/ Kdx -\- 'è dy
où R et S sont des fonctions rationnelles dee x^ y et z. Par hjpothèse, pour jk constant et arbitraire, l'intégrab
dx
est une intégrale de seconde espèce; montrons pareillement que l'intégrale
(5) J^{x,y,z)dy
est une intégrale de seconde espèce pour la courbe entre jk et z
f{x,y,.z)=o, X ayant une valeur constante et arbitraire.
Or la valeur de l'intégrale (5) regardée comme intégrale indéfinie est visiblement égale à
les intégrales dans (6) étant relatives à la courbe f(x, y, ^ )= o. Pour un système de valeurs {x^ y, z)^ l'expression (6) aura un nombre fini de valeurs difTérentes à des multiples près de certaines périodes qui sont les périodes désignées par P. 11 faut montrer que, parmi ces périodes, il n'y a pas de périodes provenant d'un point singulier logarithmique. Nous devons donc étudier l'expression (6) en la regardant comme fonction de jk, tandis que x et Xq ont des valeurs fixes. Or cette expression aura d'abord comme points singuliers les valeurs doj^ points critiques de la fonction algébrique z àe y définie par/(^, y, ^) = o ; mais il est évident que ces points sont des points singuliers algébriques. Elle pourrait encore avoir pour points singuliers les points y = 6; il faudrait alors, en désignant par x^ et X2 les deux points voisins de ramification de la fonction ^ de ^ correspondant à une valeur dey voisine de b qu'on eût le chemin d'intégration passant entre ^j et ^2* 11 s'agit de voir ce que deviennent dans ces conditions les intégrales figurant dans (6). Or soit l'intégrale de rang i\ les valeurs
initiale et finale sont:;, et g pour la fonction z] on pourra certainement trouver un autre chemin G' allant de ^0 à :r et avec les mêmes valeurs initiale et finale pour la fonction z. La valeur de l'intégrale le long de G pourra donc se remplacer par l'intégrale prise le long du contour fermé formé de G et G' augmentée d'une intégrale prise le long de G'. La première de ces intégrales donne une période, la seconde sera holomorphe dans le voisinage de y = 6. Faisons main-
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tenant tourner j/ autour de b en revenant au point de départ; nous devons prendre pour (6) la différence des valeurs initiale et finale. Mais, la période étant indépendante de y, cette différence sera nulle, et par suite jk= b n'est pas un point singulier logarithmique pour l'intégrale (5).
On pourrait encore démontrer le résultat précédent de la manière suivante : quand jk a fait un tour autour de Z>, il j a eu permutation entre x^ et ^25 et l'on a alors, au lieu de la figure précédente, la disposition suivante {fig. 1 1). On voit de suite que l'intégrale prise le long du trait plein est égale à l'intégrale prise le long du trait pointillé, augmentée de l'intégrale prise le long d'un chemin partant de Xq et entourant x^ et X21 et cette dernière intégrale est nulle, comme nous l'avons vu précédemment.
Fisr. II.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que y restait à distance finie. Pour étudier le cas où y est dans le voisinage du point 30, posons, comme au n° 19,
L'expression (6) devient une expression de la forme
x', z' et y étant liées par la relation
Or, pour y voisin de Tco, les points. critiques x\, x'^y ... de la fonction z' de x' définie par cette équation sont distincts et restent distincts pourjK = ^- H n'y a donc aucune difficulté; la somme (6)
reste uniforme dans le voisinage dejr-=oo, et par suite ce point n'est pas un point singulier logarithmique pour l'intégrale (5). Il résulte de cette analyse que, pour x arbitraire, l'intégrale
est une intégrale de seconde espèce pour la courbe f{x, y, z)=o.
24. Nous venons de former une intégrale de différentielle totale
(7) fndx-^Sdf
où R et S sont des fonctions de ^, jk et ^; elle a r périodes arbitraires. Le long de tout cycle infiniment petit, la valeur de cette intégrale est égale à zéro. La chose est évidente, car la surface n'ayant que des singularités ordinaires, tout cycle infiniment petit peut se ramener à un cycle infiniment petit situé soit dans un continuumjK = const., soit dans un continuum x= const. Or nous avons vu que les deux intégrales
fndx et fS(/y
sont de seconde espèce : donc la valeur de l'intégrale sera nulle sur le cycle considéré.
Nous allons tirer de là une conséquence de grande importance. L'intégrale (7) ayant r périodes, il n'est pas possible que
car alors quelqu'une des périodes proviendrait d'un cycle infiniment petit, et nous venons de voir qu'il ne pçut en être ainsi. Enonçons donc le théorème suivant :
Le nombre Pi relatif à la connexion linéaire de la surjace est égal à r -\- \ .
25. Nous n'irons pas, pour le moment, plus loin dans cette étude, qui sera reprise au Chapitre VI, quand nous étudierons les intégrales de seconde espèce. Nous pouvons dire par avance que l'intégrale {"]) est une intégrale de seconde espèce, et l'analyse
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de cette Section établit une relation étroite entre la connexion linéaire et les intégrales de différentielles totales de seconde espèce. C'est là un résultat capital, qui donne une base solide à l'étude de la connexion linéaire des surfaces algébriques, mais ce ne sera qu'après avoir fait l'étude des intégrales de seconde espèce que nous pourrons reprendre l'étude du nombre p^ et montrer comment on peut effectivement calculer /'. Disons seulement en ce moment que pour une surface il y a p^ — i intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce : énoncé qui rappelle une proposition classique dans la théorie des courbes algébriques.
V. — Premier aperçu sur la connexion à deux dimensions
26. Nous avons défini, d'une manière générale, la connexion pi à deux dimensions d'une surface algébrique. Nous ne voulons pas, pour le moment, approfondir cette notion, mais nous tenons à montrer, dès maintenant, la différence considérable qui existe entre /?i et p^,. Gomme nous l'avons vu, la connexion /?< est la même, pour une surface prise arbitrairement, que pour le continuum correspondant aux deux variables indépendantes illimitées X et y, c'est-à-dire que/>i= i ; il en est tout autrement pour p.,, qui a, en général, une valeur supérieure à la valeur t/^ois correspondant à ce continuum ; par suite, c'est dans la théorie des cycles à deux dimensions d'une suif ace que se trouve la véritable généralisation de la théorie des cycles d'une courbe algébrique, généralisation que n'avaient pas donnée les cycles linéaires.
Les domaines fermés à deux dimensions, servant à la définition de /?2j sont les surfaces cycliques ou les cycles à deux dimensions de la surface s. Il est clair que toute courbe fermée à une dimension, tracée sur un cjcle à deux dimensions, est un cycle linéaire de la surface.
11 est aisé de voir que la question des cycles à deux dimensions est intimement liée à celle de la transformation des cycles linéaires en eux-mêmes. Nous avons étudié, dans la Section précédente, la transformation des cycles de la surface de Riemann, définie par
( ' ) E. Picard {Journal de Mathématiques, p. 189; 1889).
la relation algébrique entre x et z^
Reprenons l'équation différentielle linéaire E qui a joué le rôle essentiel dans cette théorie; à une intégrale to de cette équation correspond un certain cjcle F de la courbe précédente. Faisons alors varier y; le cycle F se déforme, comme nous l'avons expliqué. Si maintenant, y revenant à sa valeur initiale, l'intégrale (0 revient à sa valeur initiale, le cycle F reviendra, à la fin, sur sa position initiale et nous aurpns un exemple d'un cycle à deux dimensions de f engendré par le déplacement de la courbe F. Désignons toujours par
^■ip
un système d'intégrales de l'équation E; à quelles conditions une substitution S du groupe de l'équation E sera-t-elle susceptible de donner une surface cyclique? Soient
Q/ = 77i\ toi H- mj W2 +
jnV 0)
les équations de la substitution S; on devra pouvoir trouver une certaine combinaison linéaire
2p^2pi
à coefficients entiers, que laissera invariable la substitution S, ce qui exige que l'on ait
7n\ mli — I
mi'
mi
A toute substitution S du groupe de l'équation, satisfaisant à la relation précédente, correspond un cycle à deux dimensions qui peut d'ailleurs être susceptible de se ramener à un point ou à une ligne, ou au continuum ;r=const., ou au continuum y = const.
27. On voit que la considération des surfaces cycliques conduit à une intéressante question relativement à l'équation linéaire E; cette question est celle des cycles de cette équation, c'est-
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à-dire des contours fermés ramenant la même valeur d'une intégrale convenable de cette équation différentielle quand on revient au point de départ après avoir parcouru le contour. Mais, comme il a été dit plus haut, nous ne voulons pas pour le moment approfondir ces questions; montrons seulement que, en général, une surface aura des cycles à deux dimensions qui ne seront pas susceptibles, par une déformation continue, de se réduire à un point ou à une ligne, ni à un continuum x = const. ou à un continuum y = const.
INous le montrerons aisément en anticipant sur une notion qui sera exposée plus loin, celle des intégrales doubles de première espèce (Cliap. VII), c'est-à-dire des intégrales doubles restant toujours finies. Soit une telle intégrale
(K) yjQOwUfe^r^
OÙ Q(^, JK, z) est un polynôme arbitraire de degré m — /^^ si la surface de degré m, représentée par l'équation
n'a aucune singularité.
Nous allons voir que la surface a certainement des cycles à deux dimensions pour lesquels l'intégrale (K) a une valeur différente de zéro; il en résultera nécessairement qu'il y a certainement des cycles à deux dimensions, qui ne sont pas susceptibles de se réduire à une ligne ou à un point ni à un continuum ^rzi: const. OU à uu coutiuuum jK = coust. et, par suite, /?2 sera supérieur à trois.
Gomme nous l'avons déjà dit, le nombre des cycles d'une surface algébrique de degré /?ï, n'ayant aucune singularité, ne change pas si certains paramètres varient, d'une manière continue, dans l'équation de la surface, celle-ci restant toujours sans points singuliers. Il suffira donc de prendre un cas très particulier; nous prendrons la surface
et soit considérée l'intégrale double de première espèce
'x^y^z^ dx dv
IIO CHAPITRE lY. — SINGULARITÉS d'uNE SURFACE ALGÉBRIQUE.
On peut représenter la surface précédente parles équations
et l'intégrale double devient
x^ dx t^ dt
Or, soient un contour dans le plan de la variable x ramenant la valeur initiale de 'v/i — ^"S et un contour dans leplan de la variable t ramenant la valeur initiale de ^^i — ^'«; à l'ensemble de ces deux contours correspond une surface cyclique de la surface (/), et la valeur correspondante de l'intégrale double, qui se présente sous la forme d'un produit de deux périodes relatives à des intégrales abéliennes ordinaires, est, pour des choix convenables des contours, différente de zéro. Nous sommes donc assuré que Ton a, pour la surface (/),
el les considérations précédentes pourraient même conduire à la valeur de/'o pour la surface la plus générale de degré m.
28. Ainsi, une surface algébrique arbitraire possède des cycles effectifs à deux dimensions, tandis qu'elle ne possède pas de cycles linéaires ne se réduisant pas à zéro. En y réfléchissant, on en voit facilement une raison générale si l'on se reporte à l'équation linéaire E; c'est la présence des singularités de la surface qui rend possibles certaines relations particulières dans les substitutions du groupe de cette équation, tandis que là présence de singularités ne peut, au contraire, que diminuer le nombre des substitutions susceptibles de correspondre à un cycle à deux .dimensions telles que nous les avons envisagées au n° 2G. Nous pouvons donc énoncer la conclusion suivante, étrange au premier abord : la présence des singularités dans une surface tend à diminuer le nombre des cycles à deux dimensions, tandis qu'elle peut faire naître des cycles linéaires.
I. — Généralités sur les intégrales de première espèce
1. Nous allons maintenant commencer l'étude des intéo-rales de différentielles totales attachées à une surface
Nous entendons par là des expressions de la forme
^(•^o.Jo.Zo)
où P et Q sont des fonctions rationnelles de ^, 7 et ^ ; on suppose remplie la condition d'intégrabilité, en tenant compte, "bien entendu, de ce que z est la fonction de x (il y définie par l'équation (i).
L'idée d'une classification de ces intégrales, analogue à celle des intégrales abéliennes relatives à une courbe algébrique, vient naturellement à l'esprit. Les intégrales à.Q première espèce ^ow\ tout d'abord à considérer; la définition se présente d'elle-même : ce sont les intégrales qui restent finies pour tout point de la surface. Il est nécessaire toutefois de préciser cette définition, car il peut y avoir quelque difficulté à entendre ce que signifie la valeur de l'intégrale en un point singulier de la surface. Soit («, /^, c) un point d'ailleurs quelconque de la surface ; il j a une infinité de fonctions .^, j-, z d'une variable t^
(3) x^a^\{t), y=.b-^ix{t), z = c-\-^j{t),
(') E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales algébriques de première espèce {Comptes rendus, 1884, et Journal de Mathématiques, i885).
holomorplies dans le voisinage de ^ = o, se réduisant respectivement k a^ b, c pour ^ = o, et satisfaisant identiquement à la relation (i). On peut, par exemple, se donner arbitrairement les deux fonctions holomorphes a(^) et p.(^) sous la seule condition X(o)r= ;jl(o)= o; en substituant ces valeurs dans (i), on aura une relation entre z et ^, d'où Ton tirera pour z un ou plusieurs
développements, suivant les puissances de t" {ji étant un entier convenable). Il suffira de poser t = t'" pour avoir x^ y, z sous forme de série holomorplie par rapport à un paramètre qui est ici l'. On peut regarder les équations (3) comme définissant sur la surface, au voisinage de a, 6, c, une certaine courbe passant par ce point ^ substituons les expressions (3) dans l'intégrale (2), elle deviendra
J ¥(t)di,
et supposons que rp-— ne se réduise pas à zéro identiquement.
Ayant donc pris une courbe (3) satisfaisant à toutes les conditions indiquées, mais par ailleurs complètement arbitraire, nous dirons avec toute précision que V intégrale (2) est de première espèce si la fonction F(^), nécessairement méromorplie dans le voisinage de t := o, est holoinorphe autour de ce point.
En particulier, si l'on fait jk = JKoj fo étant une constante arbitraire, l'intégrale (2) devient
P{a',yo,^)dx
c'est une intégrale abélienne relative à la courbe
Cette intégrale devra être évidemment une intégrale de première espèce pour cette courbe.
On peut donner une seconde définition des intégrales de première espèce qui se formule d'une manière plus rapide. Reportons-nous, à cet efî'et, à la surface S, sans singularités, de l'espace à cinq dimensions à laquelle correspond uniformément la surface /. En chaque point de S, l'intégrale de première espèce doit avoir
une valeur finie bien déterminée et nous n'avons ici besoin de fournir aucune explication supplémentaire, puisque S n'a pas de points singuliers.
2. La définition d'une intégrale de première espèce étant bien comprise, nous envisageons une surface / ayant une telle intégrale. Celle-ci devra avoir un certain nombre de périodes correspondant nécessairement à certains cycles linéaires de la surface ; toutes ces périodes ne peuvent être nulles, car ce sont aussi des périodes d'une intégrale abélienne de première espèce relatives à la courbe /(^, jKo? ^)=o. Or, on sait qu'une intégrale abélienne de première espèce a au moins deux périodes distinctes. La surface aura donc au moins deux cycles linéaires distincts et ne se réduisant pas à un cycle nul ; on a, par suite,
/>, étant le nombre exprimant l'ordre de la connexion linéaire de la surface.
Nous pouvons déjà déduire de là une conséquence importante. Puisque, en général, on a pour une surface />, =: i , nous sommes assuré qixhine surface n'a pas, en général, d'intégrale de différentielle totale de première espèce.
Un problème se pose alors immédiatement, celui de reconnaître si une surface a des intégrales de différentielles totales de première espèce ; c'est cette recherche que nous allons entreprendre.
Soit donnée une relation. algébrique de degré m
définissant une fonction algébrique z àe x el y el considérons la différentielle* totale
Vdx-\-(ldy
où P, Q, M sont des polynômes en x^ y et z^ et pour laquelle la condition d'intégrabilité est supposée satisfaite.
Effectuons sur ^,JK, ^ une transformation homographique quel-
conque
a^x' -^ biy'
+ CiS
ax' -T- h y
H- CZ
-\- CiZ
'-^ch
ax' -\- by'
+ cz'
ax'-^ by -\- cz' -\- d la relation précédente F deviendra
Différentions x et y^ on aura
A (i^' -f- B dy , Al c?.r'+ Bi dy' dx^ -^ jj, dy^ "■- ^—^ — ;,
{ax'-\-by^cz'-^df--^, {ax'+by-^cz'+dy--^
A et A, étant des polynômes en x\ y', z' de degré m — i par rapport à x' et z'. et de degré m par rapport à x', y', z' ; de môme B et B, sont des polynômes de degré m — t cny' elz', et de degré m par rapport à x', y' , z' . C'est ce qu'on voit de suite en se servant de la relation
,àf ,df ,df ,df dx -^ dy' dz' dt
où t' est une variable d'homogénéité.
Si maintenant n' est le degré de P et Q, et n celui de M, ou aura
m~ M'{ax'-^by^ cz' ^dy^'-'^' M W{ax'-i-by-^cz'-\-dY'-"-'
V et Q' étant de degré /i', et M' de degré n.
Il s'ensuit que l'expression différentielle prend la forme, en supprimant les accents,
Pi dx-h Qi dy
Mi/:(^,r.-)'
En désignant par ;j. le degré de M, par rapport à x, y et z, le polynôme P, est de degré [^. + m — 3 par rapport à ^ et z, et de jgcrré a -i- m — -a par rapport à ^, jk et z. Pareillement pour Qi,
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le degré par rapport ky ei z est i;. + 7?z — 3, et [j. -[- m — 2 par rapport à ^, y et z.
On peut supposer que le polynôme M, ne renferme que œ et r, car, étant donnés les deux polynômes M.^{a:^ y, z) et /(^, jr, z) premiers entre eux, on peut trouver deux polynômes ). et v, tels que
R ne dépendant que de x et y. Par conséquent, en multipliant par X le numérateur et le dénominateur de l'expression différenlielle, on aura une expression de même forme, sauf que M, ne dépendra que de x et y.
La différentielle totale étant mise sous cette forme, envisageons
maintenant l'intégrale
Fidx-hQidy
et supposons que cette intégrale soit de première espèce. Nous pouvons évidemment admettre que l'équation
renferme un terme en z"K Si, laissant y constant, nous faisons seulement varier x^ nous aurons une intégrale de première espèce
Pi dx
Il est nécessaire, pour cela, que ~ puisse se mettre sous la
pour la courbe /(^, y, ^) 1= o.
q"^ M, forme , ^ ., par la suppression d'un facteur commmun ; pour une
raison analoerue ~ doit pouvoir se mettre sous forme ,, ^t et l'in-
^ Ml ^ y(^)
tégrale a, par suite, la forme
P2 dx Q? dy
cette intégrale peut s'écrire, conformément à la théorie élémentaire des intégrales de différentielles totales
_j__ r'T.dx I r'q,(xo,y,z)
Il6 CHAPITRE Y.
Chacune des intégrales qui figurent dans cette expression est une intégrale abélienne de première espèce, la première intégrale pour la courbe /(^, y, z) = o entre x et z, la seconde pour la courbe /(^05 y, ^•) = o entre y et z. On voit immédiatement que, si le polynôme o{y) ne se réduit pas à une constante, l'expression ci-dessus pourra devenir infinie; pareillement d'(^) doit se réduire à une constante, et l'intégrale étudiée peut finalement se mettre sous la forme
F dx-^q dy ^ 7: '
P est un polynôme de degré ni — 2 en x^ y et ^, et de degré m — 3 en ^ et 5 ; pareillement Q est un polynôme de degré m — 2 en x^ y et z, et de degré m — 3 en y et z.
4. Nous n'avons pas jusqu'ici écrit la condition d'intégrabilité que nous avons maintenant à approfondir. On doit avoir
en considérant z comme fonction de x et y. Cette relation développée devient
Le premier membre de cette égalité est un polynôme en x,y et ^ ; il n'est pas nécessairement nul identiquement, mais seulement en vertu de l'équation
On reconnaît facilement que l'on peut écrire la condition d'intégrabilité sous la forme
Or, si, dans l'intégrale que nous étudions, nous prenons ^ et 3 pour variables au lieu de x et y, nous devons tomber sur une
expression de même forme. Efifectuant ce changement de variables, l'intégrale devient
fz
dx — Çldz
il est donc nécessaire que l'expression
p/;-QA
puisse, en vertu de/= o, se mettre sous la forme d'un polynôme en x^y^ z. Posons donc
R étant de degré m — 3 par rapport à .r et ^ et de degré m — a en x^ y et ^, ou, en écrivant cette même équation sous forme d'identité, indépendamment de l'équation y = o,
N étant aussi un polynôme, cette dernière relation ayant lieu quels que soient x^ y, z. Ceci posé, revenons à l'équation (4) qui pourra s'écrire
dQ r)P dK ,,
dx ây âz
Cette relation doit être vérifiée pour tous les points de la surface/, c'est-à-dire que le polynôme
dQ dP dK ^, âx ây oz
est divisible par/. MaisP, Q, RetN sont des polynômes de degré inférieur à m. Si donc/ est irréductible, comme nous le supposons évidemment, la relation
dx dy dz
aura lieu, quels que soient x^ y et z.
Il8 CHAPITRE V.
Posons
les identités (5) et (6) se résumeront dans ridenlité unique
dx dz dz \ox oy ôz ]
identité en x, y et z, qui Joue un râle essentiel dans la théorie des intégrales de différentielles totales de première espèce.
o. Nous pouvons approfondir davantage la forme des polynômes A, B, G. Ceux-ci sont nécessairement de la forme
A — x(f{x,y,z)-^ Ai{x, y,z), B^y'^{x,y,z)'^Bi{x,y,z), G = zy^{x,y,z)-[- Ci{x,y,z),
'-p, ^, y étant des polynômes homogènes enx^y.zàe degré m — 3 ; quant à A,, B,, G,, ce sont des polynômes de degré /?z — 3. Or,
considérons l'intégrale
/Bdx — \dy A '
Cl posons 7 = UL^, [A étant une constante : nous aurons l'intégrale abélienne de première espèce
relative à la courbe /{x, [xx, ^)=o. Il en résulte que B — A|j. est de degré m — 3 au plus en ^ et :; ; donc l'expression
ixx['\>{x, iix,z)—^{x, iix,z)],
qui dans B — A [x est du degré m — 2, devra' 'être nulle, et l'on
aura
quel que soit |ji, ce qui revient à dire que
ii{x, y, z) = o{x, y, z).
En mettant l'intégrale sous la forme
— Cdx-hAdz
fz
on démontrerait que x(^, JK, -)= cp(^, jr, ^) ; par suite, les polynômes cp, ti;, -^ sont identiques.
6. On peut donner une autre forme à la condition d'intégrabilité du n° 4 ; écrivons-la sous la forme
Posons maintenant
fdX • dB âC
\ ùx dx di
^ / Oi\. CI5 OL, \
TnB — rf-T 1 1 ,
*^ \ ^^ dy âz '
fdX dB dC\
()x ôy dz )
dx ôy dz )
de telle sorte que l'identité devienne
ox dy dz dt
En se reportant aux expressions de A, B, C données au numéro précédent, on voit de suite que les Q sont des polynômes de degré m — 3. On aura entre ces polynômes la relation suivante, qui résulte immédiatement de leurs expressions en A, B, G,
/QX ^01 ^02 C)03 _ ()0t
dx dy dz Ot
Telles sont les formes élégantes, (ol) et (j3), sous lesquelles peut se mettre la condition dHntégrahilité pour une intégrale de première e5/?èc^; on devra pouvoir trouver quatre polynômes Q d'ordre m — 3 satisfaisant aux conditions (a) et (jB).
Nous avons démontré déjà que la surface la plus générale de degré m ne possède pas d'intégrale de première espèce, puisque f 1 = I. Nous pouvons le vérifier à un autre point de vue : je dis que/(^, y^ z) étant le polynôme général d'ordre m, on ne peut pas trouver quatre polynômes 9 de degré m — 3 vérifiant (a) et ( j3).
Considérons, en efifet, les trois surfaces
df df . i)f
fe="' 5;=^"' fe==^"
Elles n'ont pas de courbes communes, et elles ont en commun un nombre de points distincts égal à (/?i — i)'^. Pour ces points, on a
mais le second facteur ne sera certainement pas nul, puisque alors la surface aurait des points doubles ; les points considérés appartiennent donc à la surface
par suite, les quatre surfaces
df df df .
dx ày dz
ont en commun (m — i)"* points distincts. Or cela est impossible, car, si nous considérons les deux surfaces de degré m — i
dx ^ dy ~^ ^ dz '
,àf r^.df ,df
les a, Oj^ Y étant des constantes arbitraires, l'intersection de ces deux surfaces devrait rencontrer la surface Q/, en [ni — i)"* points. Il est d aillpurs impossible que les deux surfaces précédentes aient une ligne commune avec la surface O4, si les a, p, y sont pris arbitrairement, car j'I faudrait alors qu'il v eût une ligne commune à
iL — ÈL-^o/
= 0, — = o, et la surface aurait des points multiples
dx ' dy
à l'intersection de ce^e lii^ne avec ^ = 0.
^ dt
II- — rjiscussion relative aux points singuliers
7. Nous ven ons de trouver les formes nécessaires des intégrales de diflférentiellfjs totales restant toujours finies. Nous avons maintenant à rech,ercher si les intégrales remplissant les conditions
précédentes restent toujours finies. Supposons que la surface ne possède que les singularités ordinaires considérées au Chapitre IV (n*" 8), c'est-à-dire une ligne double avec des plans tangents en général distincts et des points triples triplanaires qui sont, en même temps, des points triples de la ligne double; nous traiterons seulement, de plus, le cas des points doubles et des points multiples isolés. Les singularités considérées seront les plus générales de leur type; ainsi, il peuty avoir sur la courbe double un certain nombre de points-pince, c^est-à-dire de points où les plans tangents aux deux nappes de la surface sont confondus; mais nous pouvons supposer qu'ils sont généraux. Cherchons ce qu'il advient de Fintégrale
quand {x^y^ z) se déplace sur la surface.
Ne considérons d'abord que des points à distance finie. SI {ce, y, z) n'est pas un point multiple de la surface, il n'y a aucune difficulté, car on voit que l'intégrale reste finie en employant l'une ou l'autre des trois formes de rinté2:rale
Jy J J X
r^''''^''^Bdx — Adr _ f^-'''^'''^—Cdx-hAdz _ r^-^'^''^Cdy — Bdz
Supposons, en second lieu, que {x^y,z) tende vers un point double isolé (a, 6, c) de la surface. On remarquera d'abord que les surfaces
passent par ce point. Si l'on différentie, en effet, l'identité fondamentale
.df ^df ^âf /dX dB dC\ .,
successivement par rapport k ce, y et z, et qu'on fasse x =^ a, y =z h, z =^ c^ on aura
A(a, b, c)/;:, + B(«, 6, c)/^, + G(a, b, c)f^, = o, A (a, b,c)f'ac-\- B(a, b, c)fic + G(a, b, c)f';, = o.
Le point {a, b, c) n'étant pas un point biplanaire, le déterminant des dérivées secondes n'est pas nul et, par suite,
Posons, en supposant le point a^ b, ck l'origine des coordonnées, X = uz^ y = vz ei soit
l'intégrale peut s'écrire
(A — Cu)dz — Czdu
Or, A et G sont divisibles par z quand on a posé x — uz, y Nous aurons donc une expression de la forme
/k^dz^CxZ du
c'est une intégrale de différentielle totale pour la surface S définie par la relation entre «, r, z^
et l'on a à considérer les points de cette surface {u, r, o) satisfaisant à
Tous ces points sont pour S des points simples, et nous sommes, par suite, assuré que l'intégrale reste finie. On peut se demander si rintégrale tend toujours vers la même Limite de quelque manière que {x,y, z) se rapproche de zéro; i\ en est effectivement ainsi, car tout cycle infiniment petit donne une période nulle. En efiet, au point double de la surface initiale correspond
dans S la conique
et un cycle infiniment petit correspond à un cycle de la surface de Kiemann représentée par cette équation qui est de genre zéro; les cycles infiniment petits de la surface se réduisent donc à zéro. On peut encore arriver autrement au même résultat en
remarquant que l'intégrale
Aj dz — Gj 2 du
Cp'2^^(i^, P, l)+ S( )
est très petite si Ton intègre entre deux valeurs (^o? ^^o> ^o)î (3, w, i>), z et Zii étant très petits, et z restant petit sur la courbe d'intégration. Il en est bien ainsi si, sur cette courbe, on n'a pas
cp'2^^,(?^, (;, i) = o;
mais, dans le cas où il en serait autrement, on éviterait la difficulté en prenant une des autres formes de l'intégrale.
On étudierait de la même manière le cas d'un point singulier isolé général d'ordre />, où le cône des tangentes est irréductible. Pour que l'intégrale
— G dx -^ k dz
fy
reste finie pour toute section plane, il faut évidemment que les surfaces
aient au point multiple d'ordre /> un point multiple d'ordre p — i . Nous admettons donc que les trois surfaces
ont, au point multiple d'ordre/» de la surface/, un point multiple d'ordre/? — i. L'équation de la surface étant alors de la forme
f{x,y, z) = 0^,(^,7, 5) H- çp^+i(^,jK,^ )+...= o,
nous aurons, en posant encore
X = uz^ y — çz, l'intégrale
(A — Cu) dz — Gz dz
et, comme A — G;^ et G^ sont divisibles par ^^~', nous sommes ramené à une intégrale de différentielle totale pour la surface définie par la relation entre w, ç^ z
el nous n'avons à considérer que des points simples de cette surface, si les points multiples de la courbe
(p/,(î^ p, i) = o, donnent
Op+l{u, P, i) ^ o,
comme nous devons le supposer, si le point multiple n'est pas spécial.
8. Étudions maintenant la valeur de l'intégrale quand (^,y, z) se rapproche d'un point de la courbe double de la surface. Il faudra nécessairement, pour que l'intégrale reste finie, que les
surfaces
passent par la courbe double. Nous adjoindrons donc ces conditions, et nous allons montrer que l'intégrale reste alors finie.
Un premier cas, très simple, est celui où l'on considère un point de la courbe double pour lequel les deux plans tangents sont distincts. Soient ;r<, ji , Zi les coordonnées d'un tel poinl P de la courbe double-, par ce point passent deux nappes de la surface ayant, par hypothèse, deux plans tangents différents. Supposons que (x^y.z) tende vers P en restant sur une certaine nappe; le plan tangent à cette nappe en P n'est pas parallèle, nous pouvons le supposer, à l'axe des z. Pour la première nappe, on aura, dans le voisinage de (.r< ,jk< , 2» ),
o ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier. Pour l'çiutre nappe, on aura pareillement
z — zy = a{x — X,) -\- h' {y -y,) -\- ^h{x-Xuy -yi).
et l'on n'a pas à la fois
L'équation de la surface pourra évidemment se mettre sous la forme
[z — Zy — a\x-x^) — b'{y — yi)-'^]x'P^
F ayant une valeur finie et différente de zéro pour œ =z a;^^y = y^^ jz= Zi. On en conclut que, pour tout point (x^j^z) de la première nappe, on a
fl{x,yz) = [(« — a')(a7 — ^,)h-(6 — 6')(jK— j/,) + cp — <^] X F.
L'équation de la projection de la courbe double sur le plan des
{x,y) est
(â^ — a')(;r — ^i)-+- (6— 6')(j — jKi) + ^ — 4^ = o,
et l'on n'a pas à la fois a — a' z^ o, Z> — b' ^= o; soit par exemple b — b'y^ o. On pourra tirer de l'équation précédente
P étant une série, sans terme constant, ordonnée suivant les puissances de X — x^. Ceci posé, si
A(.r,jK, ^) =o
représente une surface passant par la courbe double, on pourra écrire pour les points de la première nappe
et cette fonction holomorphe en ^ — œ^ el y — y^ sera identi-* quement nulle, quand on remplacera y — y^ par P(^ — x^). On aura donc
H^.y.z) = [y—y,-V{x-x,)]y^,{x — Xuy-yi).
D'autre part, d'après, ce qui a été dit plus haut,
/^(^,7,^) = Fi X [y-y^-Y'ix — x,)],
F, ne s'annulant pas pour x ^= x^^ y z=yi , z = Zi. Donc le quotient
tendra vers une valeur finie déterminée différente de zéro quand (.r, j-, z) tendra vers P, en étant sur l'une ou l'autre nappe de la
surface. 11 est manifesle alors que l'inlégrali
lend vers une valeur finie déterminée quand {x,y,z) tend vers
L'analyse précédente n'est plus applicable quand {x^^y^^z^) est un point-pince de la surface. Nous ne diminuerons pas la généralité en supposant que la courbe double est l'axe des z, le point-pince étant l'origine avec le plan des zx comme plan tangent double; l'équation de la surface est alors
[ar-^ ^7-j-7^-^.. .]^2_^ [a'a^ ^- p>-+- 7'^-^.. .]xy
+ [ rt -f- y." X + P"7 -f- -(" z ^ . . . ]72 — o.
On a nécessairement a ^ o, et pour un point-pince non spécial, nous devons supposer y ^ o.
Posonsy = ?^:r, nous aurons, entre u^ x et ^, l'équation
et l'intégrale devient
( B — ku) dx — X.X du
A contient x en facteur quand on pose j— ux^ puisque la surface
passe par l'axe des z. D'autre part quand, dans B — A?/, on remplace z par le développement holomorphe en x et u^ tiré de l'équation (S') entre z, x et u, on devra avoir x- en facteur; en effet, pour une valeur constante suffisamment petite donnée à u^ on a une section de la surface par le plan j = u^^ et cette section passe par le point
iP = o, J^ ~ Oi z = Zo,
Zo élant la racine voisine de zjro de l'équation (S') quand on (ait ^ = o. L'intégrale
(B — ku) dx
doit, pour cette section, rester finie quand x tend vers zéro. Par conséquent, B — Aw doit contenir x- en facteur. Il résulte de là que l'intégrale de différentielle totale (a) reste finie quand x^ z, u tendent vers zéro en satisfaisant à l'équation {^').
9. Supposons maintenant que (^,JK, z) tende vers un point triple de la courbe double. Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que la courbe double se compose des axes des x^ des y et des 5, le point triple étant l'origine. Nous avons alors l'équation
(S) f{x, y,z) = œyz-^ o^{x, y, z) -\- ^^,{x,y, z)-A- . . .^ o,
et chacun des cônes (Di{x,y^ z) = o admet comme lignes doubles les axes de coordonnées; ainsi on a
?4("^5 J^5 ■^) = ocx-yz + '^xy^z -+- yxyz^-^ oj^z^^- z z^x^-^ r^ x^y^.
Posons
nous avons la relation entre u, p, z
(S) IW -h Z 0!,(U, V, l) -{-. . .==0.
Supposons d'abord que u et c ne tendent pas tous les deux vers zéro; soit ç tendant vers Vq différent de zéro, et u tendant vers zéro. Le point w = o, ç = Çq^ z = o sera un point simple pour la surface définie par l'équation précédente entre u^ ç et z^ et, en prenant l'intégrale sous la forme
Gdy — Bdi
on voit immédiatement, en se rappelant que A=:o, Br=io, G=o ont pour point double le point ^ = o, j^=o, ^ = o, puisque ces surfaces passent par les trois axes, que l'intégrale reste finie dans le voisinage du point simple z/ = o, ç ■=^ <,\^ zr==. o de la surface S.
Le même raisonnement n'est plus applicable quand u et v tendent vers zéro simultanément. On remarque alors que la droite
est une ligne double pour la surface S. Au point ?/ = o, i^ = o, r: = o de cette surface les plans tangents sont u == o, r = o; l'intégrale peut s'écrire
Czdv-\-{Cv--Wydz ^[^ + z{ )]
Or, G et Cr — B sont divisibles par z quand on a remplacé x et j' par iiz et vz-^ nous retombons donc sur une intégrale de différentielle totale relative à une surface pour un point (non pince) de la courbe double. Elle restera finie si les deux polynômes
G^ Ce — B
s'annulent pour u=.o, r = o; il en est bien ainsi puisque les deux surfaces C=o, B = o passent par l'axe des z, c'est-à-dire sont de la forme M^ -|-Ny, M et N étant des polynômes en :r, y, z. Ainsi, nous sommes assuré que V intégrale restera finie pour le point triple.
10. Il reste à étudier l'intégrale quand les variables deviennent infinies. Nous allons, dans ce but, transformer l'intégrale en nous servant des coordonnées homogènes. Remplaçons donc x^ y, z
par ^, ^ ^ -, et rappelons-nous que nous avons trouvé
A = iPcp(a7,7, ^)-4- Ai(:r,jK, 2), B =yo{x,y, z) -\-Bi{x,y, z).
Nous aurons donc, en rendant les polynômes bomogènes,
V [yo(x,y,z)-h tBi{x,y, z, t)]{t dx — x dt)) B dx -Kdy ^ \-{x ^^{x, y, z) ^ tk^jx, y, z, t)\{t dy - y dt)\ ^ r/lU^T^) "^ tf'.{x,y,z,t) ,, '
expression qui pourra s'écrire, après quelques transformations très simples, sous la forme
_(^ dv —y dx){xo -I- ^ Al) -4- ( Al jK — Bix){xdt - t dx) ^r.f'-{x,J,z, t)
Or x^ y, z^ /, ne sont pas nuls à la fois, soit x ^ o : posons Z=Y. ^=Z, ^=T,
l'expression différentielle deviendra
— [o([,Y,Z)-4-TAt(T,Y,Z,T)]^Y+[YAiri,Y,Z,T)-B,(i,Y,Z,T)l^T ' 7^(1, Y, Z,T) -'
et nous sommes ramené à une intégrale de même forme que celle qui a été étudiée précédemment. L'intégrale restera donc finie pour les points à l'infini de la surface.
III. — Quelques applications des généralités précédentes
11. Nous avons achevé, en nous bornant, comme il suffit, aux singularités les plus simples, la discussion des intégrales de première espèce. Étudions maintenant quelques cas particuliers, et citons d'abord des surfaces étendues, admettant des intégrales de première espèce.
Soient
les équations de deux courbes de genres p et /?' respectivement. Considérons une surface S définie par les équations
les F étant rationnels par rapport aux a et aux ^ ; nous supposons de plus qu'à un point ai^bitraire de la surface ne correspond (\\\hin seul système de valeurs de (a, p) et (a', [3'). On aura ainsi
R et Ri étant rationnels en x, y et z, et si
représente une intégrale de première espèce de la courbe ^, cette intégrale deviendra, en remplaçant a et [3 par leurs valeurs, une expression de la forme
V dx-\-(l dy,
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OÙ P et Q seront rationnels en x^ y et z : ce sera une intégrale de différentielle totale de première espèce pour la surface S. Ou aura ainsi p -{- p' intégrales de première espèce : elles sont linéairement indépendantes, mais deux intégrales de la première série sont fonctions l'une de l'autre, ainsi que deux intégrales de la seconde série. On voit aisément qu'il n'y a pas, pour la surface, d'autres intégrales de première espèce; une telle intégrale est, en effet, nécessairement de la forme
M et N étant rationnels. Or, pour une valeur constante donnée à (a', ^'), l'expression
doit être une intégrale de première espèce de la courbe ^ ; donc M(a, [i, a', ^') est de la forme
les A dépendant rationnellement de (a', ^'). Or, si les A dépendent effectivement de (a', [^'), l'intégrale deviendra infinie pour un système de valeur de (a', p') au moins, et, par suite, les A doivent être nécessairement des constantes. On verrait qu'il en est de même, en permutant (a, p) et (a', j3'), pour l'expression de N, et finalement l'intégrale est une somme des intégrales précédemment indiquées, multipliées par des coefficients constants.
12. Faisons de suite une remarque générale sur les intégr;ilcs de différentielles totales de première espèce, dans le cas oii la surface jouirait de la propriété suivante. Je suppose qu'il j ait sur la surface une famille de courbes unicar sales telles que, par chaque point de la surface, passe une courbe de cette famille. Soit, dans ces conditions.
V dx + Çidy une intégrale de première espèce. Pour une courbe de la famille
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indiquée x^ y, z s'expriment rationnellement en fonction d'un paramètre; en substituant ces valeurs dans l'intégrale, on ne peut avoir une intégrale rationnelle qui soit de première espèce : le résultat de la substitution ne peut être que zéi^o ou Vinfini. Or, P et Q ne deviennent infinis que le long de courbes isolées de la surface, tandis que nous considérons ici une famille d'unicursales dépendant d'un paramètre arbitraire. On aura donc, pour toute courbe de cette famille,
Par suite, la famille dhtnicursales représentera U intégrale générale de cette équation différentielle ordinaire du premier ordre entre x et y.
Il résulte de là que, si la surface a une seconde intégrale de première espèce
V^dx-^Clxdy,
cette intégrale sera fonction de la première 5 en effet, l'équation
différentielle
Vydx -^ Çl^dy — o
ayant la même intégrale générale que l'équation analogue relative
à la première intégrale, on aura nécessairement, pour tout point
de la surface,
PQi-PiQ = o,
ce qui montre bien que les deux intégrales sont fonctions l'une de l'autre.
On obtient un exemple de surfaces jouissant de la propriété indiquée en supposant, au numéro précédent, que le genre /?' de la courbe ^ est nul; nous avons alors des surfaces définies parles
équations
et cela de telle manière qu'à un point arbitraire (^x^y^z) delà surface corresponde un seul système de valeurs pour (a, [3) et Q. Pour a = const., on aura une famille d'unicursales, et les inté-
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grales de première espèce
jouissent bien de la propriété qui vient d'être établie.
13. Les surfaces unicursales, c'est-à-dire les surfaces pour lesquelles les coordonnées s'expriment en fonctions rationnelles de deux paramètres, n'ont évidemment pas d'intégrales de différentielles totales de première espèce. Par suite, les surfaces du second degré et les surfaces du troisième degré étant unicursales, à l'exception des cônes du troisième degré, n'auront pas de telles intégrales. Au contraire, une surface du quatrième degré peut avoir une intégrale de première espèce. Prenons la surface du quatrième degré de révolution autour de l'axe des z
fi et f;, étant des polynômes en z du second et du quatrième degré. Cette surface admet, en général, une intégrale de première espèce; considérons, en effet, la courbe entre u et z
Si f.2 et //, sont des polynômes arbitraires des degrés indiqués, cette courbe sera du genre un. Soit
R{u, z) du
son intégrale de première espèce; en remplaçant u par X'-i-y-, on aura une intégrale de première espèce relative à la surface de révolution.
Cette surface n'aura pas une seconde intégrale de première espèce; il y a, en effet, sur la surface une famille de cercles dépendant d'un paramètre arbitraire; ce sont les courbes u= const. Si donc, l'intégrale
Tp dx -hCldy
représente une intégrale de première espèce, il faut que pour tous ces cercles, qui sont des courbes unicursales, on ait, d'après
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le numéro précédent,
V dx -^Çldy = o.
Par suite, l'élément différentiel doit être de la forme V dx -^ (Idy = \ du,
\ étant une fonction rationnelle de x, y et z. Or â(^,j)/, z) peut être regardée comme une fonction de w, z et x^ u et x étant les deux variables indépendantes, et z étant une fonction de u.
Puisque
\{u, z, x) du
est une différentielle totale exacte, c'est que \ ne contient pas x] donc la fonction rationnelle À de x^ y, z ne doit dépendre que de II et z, et nous retombons sur l'intégrale obtenue.
Citons d'autres surfaces du quatrième ordre admettant une intégrale de première espèce; ce sont les surfaces du quatrième ordre ayant deux droites doubles ne se rencontrant pas. Soit le tétraèdre de référence
l'équation générale d'une surface du quatrième degré admettant les droites doubles
X = o, y = o et s = o, ^ = o, sera
(Fz''-i-qzt-\-Rt'-)x'--}-2{F'z^-+q'zt-i-Kt^)xy
P"z'--i-Q;'zt-^K'r-)y'-=o
où les deux droites doubles sont en évidence. Si, en coordonnées non homogènes, une des droites doubles est l'axe des s, la seconde droite étant à l'infini dans le plan z = o, l'équation de la surface se déduira de la précédente en faisant t = ï, et se réduira par suite à
(Pz2 4- Q^ -H R):r2-i- 2(P'^2 4- Q'^ -4- R')xy -^- {F" z'- -i- q' z -h R")y'-=o.
Cette surface est évidemment réglée, les droites étant données par les sections z = const. Il y a, sur l'axe des ^, quatre pointspince, qui correspondent aux valeurs de z, pour lesquelles on a
La surface précédente rentre dans la catégorie des surfaces considérée au paragraphe précédent. Posons en effet
L'équation de la surface nous donnera
Nous avons par suite, pour les coordonnées d'un point de la surface,
cv = X,
les coordonnées s'expriment rationnellement en fonction de x, z, \Ap7^, et à un point arbitraire (^, y, z) de la surface ne correspond qu'un système de valeur de x, ^, v?(^)- ^^ surface admet donc l'intégrale de première espèce
dz
L4. Il est aisé de trouver toutes les surfaces du quatrième degré admettant une intégrale de première espèce. La question revient à la discussion d'un système très simple d'équations différentielles ; on doit avoir quatre polynômes Gi, 0., O3, 0/, du premier degré
)i = «1 a? -4- b^y -i- Cl x; H- cly t, )^=z a^x -^ boy -\- c^z -\- cUt, ^3 = «3 a? H- b^y -^c^z-\- dzt,
tels, que l'on ait identiquement
^'ô^^^'dy'^^'ôz-^^'d} -""' avec la condition
Pour trouver la forme générale des fonctions /satisfaisant à la première de ces relations, il suffit de trouver trois intégrales distinctes.
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Or il résulte d'une théorie classique qu'on peut obtenir des
intégrales de la forme
QX,
P, Q, R, S désignant quatre polynômes du premier degré, homogènes en x^ y^ z^ t et les \ étant les racines de l'équation
avoir
«1 — X bx
Cl dx
Ci «?4 — X
la relation a^
Xi+ X2-4- X3-+- X; =z 0.
(^^1=0 que l'on doit
C'est seulement quand les quatre racines sont distinctes que Ton est assuré d'avoir trois solutions distinctes de la forme indiquée. Quand les racines ne sont pas toutes distinctes, on pourrait avoir des logarithmes dans les expressions d'une au moins des intégrales ; mais ceci ne nous conduirait pas à des surfaces algébriques. ISous devons donc supposer qu'il ne s'introduit pas de logarithmes; de plus, les quatre polynômes P, Q, R, S doivent être linéairement indépendants, sans quoi nous aurions une surface conique^ ce que nous excluons. On peut par conséquent poser
Pr^^, Q--JK, R = ^, S = ^;
nous avons alors les solutions
/Al' y>^.' /A,'
et, par suite, notre polynôme du quatrième degré /(^, JK, ^, 0 doit être de la forme
Si l'on prend
Xi=: — I, X2 = I,
on aura l'expression
^ vÀi 1/A3 n/A4 y
X3--= O, Xi= o,
^{xy.z,t).
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et, si l'on veut que celle-ci soit un polynôme du quatrième degré, ce polynôme sera nécessairement
x^y^ -^- xy {Xz^~ -^ B z t -\- Cr-)^A'z'*-{-B'zH-h C z"^ t^ -\- D' z t^ -\- E' t'' :
nous retombons sur les surfaces de révolution, qui se déduisent de celte forme en remplaçant ^ et j^ respectivement par œ + iy el X — iy.
Faisons en second lieu
Xi = i, Xo^i, ^3 = — ^ ^^4 = — I,
ce qui nous conduit à l'expression
si elle représente un polynôme du quatrième degré, il sera nécessairement de la forme
-+- 2 - i^'z\y'--\-Q_'zy iy -^ R'r-y'')-+- Vz^-y^-^- q' zy ty + B!'t''y\
ce qui nous ramène à la forme
xi{?z'--{-qzt-^BV-)^'îxy{V'z'-^Q;zt-\-K'r-)-\-y'-{V"z'^-\-q:'z-^K'),
et, par suite, aux surfaces du quatrième degré avec deux droites doubles.
Une discussion un peu minutieuse, que nous ne ferons pas ici, montre qu'il n'y a pas, en dehors des cônes, d'autres surfaces ayant une intégrale de première espèce que les deux surfaces trouvées plus haut et, bien entendu, toutes l,eurs transformées homographiques. Ce résultat a été énoncé sans démonstration par M. Poincaré, dans une Note des Comptes rendus (t. XCIX).
15. Nous ferons maintenant quelques remarques relatives au cas où une surface de degré m
possède plusieurs intégrales de première espèce, qui ne soient pas fonctions les unes des autres; A, B, G et A,, B,, C, étant les
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polynômes correspondants, nous aurons les deux identités
Nous supposons que les deux intégrales
/Bdx — Ady rB^dx — k^dy
7z "' J fz ^
ne sont pas fonctions l'une de l'autre, c'est-à-dire que l'on n'a pas pour tous les points de/
BAi — AB, = o.
Ceci posé, nous aurons pour tout point de la surface les relations
d'où l'on déduit
AB, — AiB _ BCi — CBi _ CA, — ACi
fz ~ f. "^ 7r~*
Montrons que la valeur commune de ces quotients peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x^y^ z. Tout d'abord, chacun de ces quotients restera fini pour tout point simple de la surface à distance finie. Prenons maintenant un point de la courbe double : il n'y a aucune difficulté pour un point qui n'est pas un point-pince; il suffit en effet de raisonner comme au n*^ 8 : on aura un facteur commun au numérateur et au dénominateur, et, de plus, on remarquera que le quotient considéré s'annulera au point considéré. Donnons ky une valeur constante difîerente de 1'^ d'un point-pince; la courbe entre x ç,l z
ABj — AiB = o
a pour points doubles les points doubles de f\x^ y, z) = o. On peut par suite, d'après une proposition connue relative à la théorie
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des courbes (<), mettre ABi — A, B sous la forme
AB,'— AiB ^\{x,z)fL-^\i.{x,z)f{x,y,z),
X et [X étant des fonctions entières de x et z^ dont les coefficients pourraient être des fractions rationnelles de y. Nous pouvons donc écrire
V{x, y, z) étant un polynôme en x^ y, z. On verrait de même que ABi — AiB _ Pi(37,jK,^)_
fz ~ ?li^;
On peut d'ailleurs supposer que, dans P et Pj, z entre au plus au degré m — i . On a alors
V(x.y,z) ^ Vx{x,y,z) ^
et ceci doit être une identité, quels que soient x^y et z^ puisque z figure seulement au degré m— \. On aura donc, pour
ABi— AiB
(») On sait que Nœthcr a donné d'une manière générale (.Math. Annalen, t. VI) la condition pour que, étant donnés deux polynômes ce (a;, y) et ^{x, y), un polynôme /(a;, y) puisse se mettre sous la forme
A et B étant eux-mêmes des polynômes. Il en a déduit en particulier un théorème donnant une condition suffisante pour que / puisse se mettre sous la forme indiquée. Considérons les deux courbes
et prenons un quelconque de leurs points de rencontre, que nous désignerons par M; soient/? et q les degrés respectifs de multiplicité de ce point pour les deux courbes, et supposons de plus que ce point compte pour 7?^ points de rencontre (cas général). Dans ces conditions, si la courbe
fix, r) = o
a le point M comme point multiple d'ordre/? -^- ^r — i, on aura certainement
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lin polynôme en x^y^ z^ et nous pouvons par suite écrire
AB,-AiB=:/iQ(^,y,^),
Q étant un polynôme. Le degré de ce polynôme sera m — 4 ; on voit en effet, en se reportant aux formes de A, B, G, que les polynômes figurant dans les premiers membres de la relation précédente sont de degré im — 5.
La surface d'ordre m — 4
est extrêmement intéressante; nous rencontrons ici pour la première fois, dans un cas particulier, une de ces surfaces d'ordre m — 4, que nous allons bientôt étudier d'une manière générale, et c|ui sont dites adjointes à la surface proposée. La surface Q passe par les lignes doubles de la surface, puisque les A et les B s'annulent pour les points de ces lignes doubles. Les surfaces A et B ayant pour points doubles un point triple de la courbe double, il est manifeste que la surface Q aura un tel point pour point double.
16. Ces remarques faites, cherchons si une surface du quatrième degré peut avoir deux intégrales de seconde espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Nous allons voir de suite que la chose est impossible. D'après ce que nous venons de dire, on a
ABi- AiB — Q/: =o, BGi-CBi -Q/^=:o, CAi- AG, _Q/; = o.
Q, qui est d'ordre m — 4 7 se réduira ici à une constante différente de zéro, puisque, par hypothèse, les deux intégrales ne sont pas fonctions l'une de l'autre. Ces relations ne sont, en général, satisfaites que pour les points de la surface; mais, dans le cas actuel, ce seront des identités, puisque le premier membre de chacune d'elles est un polynôme de degré inférieur à 4- On a donc l'identité
ox oy ôz
quels que soient x^ y^ z. Par suite, on a cette autre identité en x,
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dX dB dC
dx dy dz
Reportons-nous maintenant aux conditions, mises sous forme homogène, pour que la surface ait une intégrale de première espèce. On a
dx dy dz dt
et ^4 a pour expression
'''* = - \d^-^^--dzp
on aura par conséquent Bj = o; mais O4 est en définitive un quelconque des polvnomes 9, et nous arrivons ainsi à cette conclusion
absurde
L'hypothèse faite était donc inadmissible : une surface du quatrième degré ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions Vune de Vautre,
17. La même conclusion va s'étendre à une classe très étendue de surfaces du cinquième degré. Considérons une surface du cinquième degré ayant deux intégrales de seconde espèce qui ne sont pas fonctions l'une de l'autre.
On aura, d'après ce qui a été dit précédemment.
AB,- BAj = Q/i - v/(x, j, z), BG, - CB, = Q/i-h \f{x,y, i;),, GA,-AC,= Q/;-+-Hi/(x,^,5)';
Q étant un polynôme du premier degré, et A, a, v représentant trois constantes. De ces trois identités, en tenant compte des identités fondamentales
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on déduit
ày
dz
dx
ày
dz
Les constanles X, a, v sont reliées très simplement au polynôme Q. Posons, comme nous devons le faire,
k = x^{x,y,z)-\- h{x,f,z), Ai = :rcpi(a7,jK, ^)-H U{x,y,z), B=^yo{x,y,z)-h M{x,y,z), ^i=- ^ o^{x,y, z) -^M^{x,y, z), G= z^{x,y,z)+'^{x,y,z), Ci = z ^,{x,y, z)-v-'^i{x,y, z),
et admettons d'abord que cp et (p< ne soient pas identiquement nuls : soit o yé o. Dans la première des équations (2), en posant
Q = /.r -I- my -+- tiz -^ p^
les termes du degré le plus élevé seront
(p X [5{lx -^ fny -i- iiz)-^ Ix -\- iiy -hvz]: on en conclut
l ràQ. .^Q ^^Q
âx ^ ày dz
La même conclusion subsiste si o et cp, sont identiquement nuls. Considérons, en effet, dans ce cas, les relations (i); les premiers membres seront du quatrième degré, et l'on aura, par suite, en désignant par '|(^,JK, -s) les termes homogènes du cinquième degré dans/',
(Ix -+- my + nz)^'^ + v^^ = o,
{Ix -\- my -h- nz)<\)ic-\- X'ii =^ o,
{Ix -h my-^nz)^;^^ 1x^ = 0; d ou 1 on déduit
5{lx -h my -h- nz) = — (Ix -+- [ly -+- vz),
et la conclusion subsiste.
Nous pouvons admettre, en faisant un changement d'axes, que Q se réduise à z. Les équations (i) se réduisent alors à
/ ABi-BX^=zf^-5f(x,y,z), (3) BGi-GBi = z/;,
( GAi AGi = z fy,
et les équations (2) deviennent
dx dy dz j
dx dy ôz )
Nous avons pour A, B, G et A<, B,, G, les expressions indiquées plus haut. En les introduisant dans ces dernières équations, il vient
dx dy dz )
^ ■ ) • ) ,-5Ni = o. dx dy dz ]
Si donc nous posons
où les a et 6 sont des polynômes en x et y, de degré marqué pai l'indice, on aura
I fdai "■ 3 V c)a^
db,
ày .
[da^ \ dx
et
de
même,
en
posant
viendra
Ni
I fda\ ■6\dx
db\
ày
fda', \dx
Dit
en outre
o{x,y,z)= Co:;--f- CiZ + c,,
où les c sont des polynômes homogènes en œ,y de degré marqué par l'indice.
Geci dit, la première des équations (3) donne
dz[z^ z^
Nous allons tirer de celte dernière équation la valeur de /à un terme près de la forme G^^ où G sera une constante, car elle ne peut être une fonction de œ et j-, puisque/ doit être un poly-
nome du cinquième degré en œ, y^ z; f étant ainsi déterminé, on devra avoir, d'après les deux autres équations (3),
-, BGi-GBi „, GAi-AGi Jx - ~ ' Jy =
Introduisons maintenant une nouvelle hypothèse ; nous supposons que la surface possède une ligne double ne se réduisant pas à une seule droite. La ligne double sera alors nécessairement une conique située dans le plan ^ = o, car la surface Q 1=1 o contient la ligne double; on ne peut avoir comme ligne double de la surface deux droites ne se rencontrant pas, car alors la surface serait unicursale.
Les surfaces A = o, A, = o, B = o, B< = o doivent passer par cette conique, et nous pouvons mettre ses équations sous la forme
si elle est indécomposable; on ferait un calcul analogue à celui que nous allons faire pour le cas où elle serait décomposable. Les poljnomes
doivent être divisibles par x'^ H-JK^ -h i ; soit donc
C^_X -^ a^—{lX -i- P) (a?2-|-J/2_|_ i)^
les a, [3, Y étant des constantes; on peut tirer de ces identités ^2, ^27 C2 et «2, ^^, c!,.
Dans/(^, jr, z) le terme iudépendant de z sera
— ^ [(Co^ + «2)(C27 + 6'2 ) -(CaJ' -i- ^»2)(C2 ^ + «2 )]
ou
(5) -^^{^x'^-^y^-^-xr-\x[xi~a.'^^)-^y{^'^-'^'^)^^^(-^'^-\.
Cherchons d'autre part le terme indépendant de z dans
BGi-CBi
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ce sera
OU, en remplaçant les «07 ^i-, <^2 par leurs valeurs tirées des identités (4),
Cette expression doit être la dérivée par rapportât de l'expression (5); or, cela n'est possible que si
a' Y — 3cy' = a^'— a' P = fi' y — y' ? = o.
Dans ces conditions, l'expression (5) est nulle, et il en résulte que/(^,y, z) serait divisible par z et la surface serait, par suite, décomposable. Donc une surface de cinquième degré avec une conique double ne peut avoir deux intégrales de première espèce, qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Nous étendrons plus tard cette proposition à toutes les surfaces du cinquième degré de genre un, quand nous aurons défini le genre d'une surface algébrique.
DES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE SECONDE ESPÈCE ET DE TROISIÈME ESPÈCE {').
I. — Généralités. Théorème fondamental sur le nombre des intégrales de seconde espèce.
1. Après l'étude des intégrales de première espèce, nous abordons l'étude des intégrales de seconde espèce. Nous dirons qu'une intégrale
Jpdx-i-qdy [/(:r,y,z)=o]
est une intégrale rie seconde espèce, quand les conditions suivantes seront vérifiées. Prenons, comme nous l'avons fait pour les intégrales de première espèce, un point arbitraire (^o, JKo, 3o), et envisageons toutes les courbes passant par (^'0,^0, ^0) sur la surface, et susceptibles d'être représentées, dans le voisinage du point, parles équations
(2) x = Xo-f-lil), j=^^oH-!^(0, z = z,^v(t),
l, a., V étant holomorphes dans le voisinage de Z == o et s'annulant pour ^ = o. On substitue ces valeurs dans l'expression (i), et l'on a une intégrale
(3) fF{t)clt,
F(^) étant méromorphe autour de ^ = o ; le point ^ = o ne devra
(') E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales de seconde espèce {Journal de Mathématiques, 1886) ; Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes ( ibid., 1889 ) ; Sur la théorie des surfaces algébriques au point de vue de la Géométrie de situation et sur les intégrales de différentielles totales {Comptes rendus, t5 mars 1897). P. ET S.
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pas être un point singulier logarithmique pour cette dernière intégrale. Si cette condition est remplie pour tous les points de la surface, et pour toutes les courbes de la nature indiquée sur la surface, nous dirons que V intégrale est une intégrale de seconde espèce.
Si l'intégrale (i) est de seconde espèce, V intégrale prise le long de tout cycle susceptible de se réduire à un cycle nul, est égale à zéro; on suppose, bien entendu, que l'élément différentiel reste fini pour tout point du cycle considéré. La proposition est évidente pour un cycle très petit dans le voisinage d'un point simple de la surface/, car on pourra ramener le cycle à être plan tout en restant infiniment petit, et l'on aura alors un cycle infiniment petit sur une section plane de la surface; comme l'intégrale (i) sera nécessairement alors une intégrale abélienne de seconde espèce pour cette section, l'intégrale cherchée sera certainement nulle. Pour démontrer le théorème dans toute sa généralité, il suffit de se reporter à la surface S sans singularités, à laquelle nous avons fait correspondre la surface donnée/ dans un espace à cinq dimensions. Pour, tout cycle infiniment petit sur la surface S, l'intégrale sera nulle; on peut, en effet, faire correspondre à un point A de la surface S un point simple d'une certaine surface S dans un espace à trois dimensions, et nous sommes ramenés au cas qui vient d'être examiné. Si nous considérons alors sur S un cycle arbitraire susceptible de se ramener à zéro par une déformation continue, il pourra arriver, pendant cette déformation, que le cycle rencontre des points de S pour lesquels l'intégrale devienne infinie, mais l'intégrale ne change pas de valeur quand le cycle a traversé un tel point, car la diflérence de ces deux valeurs est égale à la valeur de l'intégrale le long d'un cycle infiniment petit, et, par conséquent, à zéro, d'après ce qui précède; le théorème est donc démontré.
La propriété qui vient d'être établie est caractéristique des intégrales de seconde espèce, et l'on peut la prendre comme définition de ces intégrales. Montrons que ces deux définitions sont équivalentes. Nous supposons donc l'intégrale telle que sa valeur soit nulle pour tout cycle susceptible de se ramener à un cycle nul. Si nous prenons d'abord un point simple de la surface (•^ojJKo) ^o)j on voit immédiatement que, x, y, z étant exprimés
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par les formules (2), l'intégrale (3) n'aura pas le point ^ = 0 comme point singulier logarithmique, car, dans le cas contraire, à une courbe infiniment petite autour du point ^ = o, dans le plan de la variable t, correspondrait sur la surface un cjcle infiniment petit autour du point simple Xq, yo, Zq, cycle susceptible, par conséquent, de se réduire à zéro, et pour lequel l'intégrale ne serait pas nulle. La démonstration sera la même si (^05 JKo, ^0) est un point multiple quelconque de la surface/; il suffit de recourir à la surface S. Les coordonnées des points de cette surface s'expriment rationnellement en fonction des coordonnées x, y^ z d'un point de/; en substituant dans ces expressions les valeurs (2), les coordonnées d'un point de S deviennent des fonctions de t ayant une limite déterminée quand t tend vers zéro, et l'on a ainsi sur S un point limite A. Pour l'intégrale (3), le point ^= o ne peut être un point singulier logarithmique, car autrement, un cycle infiniment petit correspondrait sur la surface à une petite courbe décrite autour de ^ = o, et à ce cycle infiniment petit correspondrait une valeur de l'intégrale différente de zéro. Mais ce cycle infiniment petit peut se réduire à zéro, puisqu'il lui correspond, sur la surface S, une courbe infiniment voisine du point A; il y aurait donc contradiction.
2. En se bornant aux singularités ordinaires de la surface, c'està-dire à des courbes doubles avec points triples, on peut définir plus rapidement les intégrales de seconde espèce. Dans une intégrale de différentielle totale, il peut y avoir des courbes le long desquelles l'intégrale devienne infinie. Soit G une de ces courbes et supposons qu'elle soit une courbe simple de la surface; je prends alors un cycle infiniment petit entourant cette courbe en un point arbitraire (on peut, par exemple, donner à y une valeur fixe et considérer dans le plan de la variable x un contour infiniment petit autour d'un point de la courbe G, répondant à la valeur prise pour jr); si l'intégrale le long de ce cycle est nulle, nous dirons que la courbe G est une courbe polaire. Une intégrale de seconde espèce ne possède que des courbes polaires.
Il a été supposé que la courbe G était une courbe simple de la surface. Le cas où elle serait une courbe double de la surface ne donne lieu à aucune difficulté; on peut de a même manière con-
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sidérer un cycle infiniment petit entourantla. courbe double dans le voisinage d'un de ses points. Un tel cycle doit donner une intégrale nulle.
On peut encore dire que l'intégrale de différentielle totale considérée est une intégrale de seconde espèce, au sens habituel de la théorie des courbes algébriques pour une section plane quelconque de la surface.
Si l'intégrale le long d'un contour infiniment petit, réductible à un cvcle nul analogue à celui dont nous venons de parler, n'est pas nulle, cette courbe G sera dite une courbe logarithmique, et l'intégrale sera de troisième espèce.
3. La première proposition, concernant les intégrales de différentielles totales de seconde espèce, consiste en ce qu'e/i général ces intégrales se réduisent à des fonctions rationnelles de x^ y et z.
Soient, en effet, une surface pour laquelle ^, =:^ i, et une intégrale de seconde espèce
•^(•r,„yo,-^o)
Cette intégrale n'aura qu'une seule valeur en un point arbitraire (^, jKî ^) de la surface. En effet, tout cycle qui se ramène à un cycle nul donne, par hypothèse, la valeur zéro pour l'intégrale, et, comme il n'y a pas de cycle linéaire effectif, toutes les périodes de l'intégrale sont nulles, et elle se réduit par suite à une fonction rationnelle de x^ y et z.
Nous devons alors nous poser la question suivante : Comment pourra-t-on reconnaître si une surface algéijricjue possède des intégrales de seconde espèce cjui ne soient pas des fonctions rationnelles de x^ y et 2, et comment pourra-t-on obtenir ces intégrales?
Nous dirons que des intégrales de seconde espèce sont distinctes quand aucune combinaison linéaire de ces intégrales ne se réduit à une fonction rationnelle de x^y et z.
-i. Avant de traiter ce problème, revenons aux considérations
développées dans le Chapitre IV, relativement au nombre/?,. Nous avons trouvé une intégrale
dx -\-'è dy.
Il résulte immédiatement des propriétés établies que cette intégrale ne pourra avoir de courbes logarithmiques. Il est tout d'abord impossible que l'on ait une courbe logarithmique G qui ne soit pas de la forme : soit x = const., %ç>\i y = const.
En effet, l'intégrale
^^{^,y, z)dx,
relative à la courbe f\x^y^ z)=.ç> aurait alors un ou plusieurs points singuliers logarithmiques aux points de rencontre de la courbe G avec le plan j^ =y-
D'autre part, il n'j a pas de courbe logarithmique de la nature indiquée plus haut, soit par exemple
X = Oi.
car l'intégrale
relative à la courbe /(x^y, z)^o^ aurait, pour jk arbitraire, les points correspondant k x = ol comme points singuliers logarithmiques, ce qui est contraire au fait que, pour jk arbitraire, l'intégrale précédente est de seconde espèce. Enfin, pour ce qui concerne les points à l'infini, la section de la surface par le plan de l'infini ne peut non plus être une courbe logarithmique, car la période logarithmique correspondante est égale à une période logarithmique pour le point à l'infini dans une section y = const., c'est-à-dire à zéro.
Jl résulte de là que l'intégrale
(4) fl\dx-\-Sdy
est une intégrale de seconde espèce, et, de là, nous allons conclure le théorème suivant déjà énoncé par avance à la fin du Chapitre IV.
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Une surface, dont la connexion linéaire est p^^ possède
intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce.
La démonstration est immédiate. Nous savons (Chapitre IV) qu'on peut prendre arbitrairement les r=^pi — i périodes de l'intégrale (4). Considérons une intégrale quelconque J de seconde espèce. Elle aura/?,— i périodes (dont quelques-unes pourront être nulles); formons alors l'intégrale (4) a;)ant ces périodes et désignons-la par 1. La différence
sera une intégrale de seconde espèce n'ayant pas de période; ce sera par suite une fonction rationnelle de œ,y et z. Le théorème est donc établi.
5. Nous arrivons maintenant à la recherche des intégrales de seconde espèce. Nous pouvons, en un certain sens, regarder ce problème comme déjà résolu; une solution, du moins, se déduit immédiatement des considérations développées dans la 3« Section du Chapitre IV et dans la première Section du présent Chapitre. Si, en effet, on a formé l'équation différentielle désignée par E, et si, ayant obtenu son groupe, on a formé le système des équations (t.), on pourra obtenir les /• intégrales distinctes de seconde espèce. Mais ce procédé, très bon pour établir les théorèmes généraux, est plutôt théorique, et des considérations différentes vont nous conduire à des calculs pratiques d'une nature tout élémentaire. Commençons par considérer une surface dont l'équation est de la forme
f(x, y) étant un polynôme, et soit l'intégrale
P dx-t-Q dv
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forme à laquelle peut se ramener toute intégrale de seconde espèce après suppression d'une fonction rationnelle de x, y et z. Les P, Q, M sont des polynômes en x ely, et l'on a la condition d'intégrabilité
en général M(x, y) sera le produit d'un certain nombre de facteurs
les polynômes A, B, ..., L étant irréductibles, et aucun d'eux, comme on peut le supposer en faisant préalablement sur œ et r une substitution linéaire, n'est divisible par y. Soit d'abord le cas le plus simple où
la condition d'intégrabilité s'écrira
Supposons que Ps.{x^y) soit premier avec f[x^y)\ on voit alors que
dx dy
est divisible par A(^, y).
Ceci posé, considérons l'intégrale
V{x,y)dx
en regardant^/ comme un paramètre. On peut, comme il est bien connu, retrancher de
une expression de la forme
d_ ["A y// (3-. 7)1 dx\^ A^-i J'
1. étant un polynôme en x, telle que la différence ne contienne
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plus A au dénominateur qu'à la puissance a — i . Le polynôme A de X aura ses coefficients qui seront des fractions rationnelles de y ; nous pourrons l'écrire sous la forme
a(^,jk) étant un polynôme en x et y. On aura alors nécessairement
tji(:r, jk) étant un polynôme, et, comme Q -^ P— est divisible
par A, il en résultera une identité de la forme
Retranchons maintenant de
V dx-\-Çi dy
la différentielle totale
Aa-i J '
?(7) la différence sera de la forme
V^dx-^ Qidy
Nous avons ainsi diminué d'une unité le degré dç A, et introduit seulement au dénominateur le polynôme '}(y). Nous pourrons évidemment continuer ainsi jusqu'à ce que nous arrivions à une différentielle totale de la forme
l\-idx-^Qa-idy
Puisque l'intégrale est de seconde espèce, il est nécessaire que I^a_i et Oa_< soient divisibles par A(^, y), car cette différentielle nous conduirait, dans le cas contraire, à une intégrale de troisième
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' espèce. Nous avons donc une intégrale de la forme
(5) rPd.-^Qdy ^
J X(7)//(-2^,JK)
après avoir extrait de l'intégrale initiale une partie rationnelle en
^^y^ w\-^^y) ; P et Q sont des polynômes en ce etjK, et y^(y) est un polynôme dépendant seulement dey.
La conclusion à laquelle nous venons d'arriver est entièrement générale; elle subsiste, comme on le voit aisément, si Ma plusieurs facteurs irréductibles, et aussi si f{x^y) n'est pas premier avec les facteurs A; dans ce cas, la réduction se fait encore plus facilement, comme on le sait, d'après la théorie élémentaire des intégrales hyperellip tiques.
6. Il suffit donc de partir d'une intégrale de différentielle totale de la forme (5), puisque toute intégrale de seconde espèce s'y ramène, comme on vient de le voir, aj)rès soustraction d'une fonction rationnelle de x,y^ ^f{x^y). En regardant jr comme un paramètre, arrêtons-nous d'abord sur l'intégrale
P(x,y) dx
ySy)^j\-^-^f )
On sait qu'en retranchant de cette intégrale la dérivée d'une expression de la forme
on peut ramener le degré de P à être /?2 — 2, si m est le degré de/. Les coefficients de Pi(^) dépendront nécessairement de jk, et ce seront évidemment des fractions rationnelles de jk, dont le dénominateur sera y{y). Écrivons donc cette expression sous la forme
où p, (^, y) est un polynôme. Considérons alors la différence V dx^(ldy
xiy)^J\^y)
Pi(^>.r)v//"(^, .r)"
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Elle aura la forme, où nous gardons les mômes notations,
açec la circonstance capitale que V{x,y) est, au plus, du des ré f^^ — i en x.
La condition d'inlégrabilité
montre de suite que ^1{jc,y) sera, par rapport à x, dé degré m — i au plus.
Nous avons donc une intégrale où les degrés par rapport à x sont limités. Écrivons cette intégrale sous la forme
V dx + Çldy
où
Q = èoa7"'-i+ byx"'-^-^. ..^b,n-i,
les a et 6 étant des fractions rationnelles dey. Telle est la forme à laquelle peut se ramener toute intégrale de seconde espèce, après soustraction d'une fonction rationnelle convenable de x,y,
Prenons maintenant la condition d'intégrabilité
pS-q|='^^(^'^K
/àP <)Q\
et soit
f(x, y)=x"'-{- ^liy)^"'-'^-^- • •+ ?m(7)-
Les deux membres de l'identité (6) vont être des polynômes en X de degré 2m — 2. Nous aurons à égaler 2m — i coefficients à zéro, et dans ces 2m — i équations figureront les 2 m — i fonctions dey
Nous formons donc un système d'équations différentielles linéaires auxquelles doivent satisfaire les fonctions a et b. Si la
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surface ^-=/(^,jk) admet d'autres intégrales de seconde espèce que des fonctions rationnelles de x^ y et z^ il sera nécessaire que ce système admette pour les a et b des solutions rationnelles.
8. Pour faire la discussion, supposons m impair et égal à ip -\-\. En égalant d'abord à zéro dans l'identité (6) les coefficients de
nous obtenons m identités c|ui nous permettent d'exprimer de proche en proche
à l'aide des a et de leurs dérivées premières. Portant ces valeurs dans les (m — i) autres identités que nous avons encore à écrire, et qui sont fournies par la considération des coefficients de ^"^~-, x^"'"^ ^ ..., ^^, nous obtiendrons m — i équations linéaires et homogènes entre
da^ dam-1
dy dy
les coefficients dans ces équations étant évidemment des polynômes en y. Nous trouvons donc un système de m — i équations linéaires du premier ordre auxquelles doivent satisfaire les m — i fonctions rationnelles «07 ci\i •••i <^^m-i- Nous sommes donc ramenés tout d^ abord à reconnaître si ce système admet des intégrales rationnelles ; c'est là un problème que l'on sait résoudre.
9. Les considérations précédentes ne nous donnent pas en réalité des résultats distincts de ceux auxquels nous avons été conduits au Chapitre IV (Section III). En nous plaçant au même point de vue qu'à cet endroit, nous devons envisager l'intégrale
slf{x,y)
relative à la courbe z-=^f\x^ y), où jk est un paramètre arbitraire, les a étant des fonctions pour le moment arbitraire de y. Cette intégrale est de seconde espèce pour jk arbitraire, et elle a ip pé-
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riodes qui dépendent de y. Cherchons à déterminer les ip fonctions
Oq, Cil, • • • ' Cl/ii-l^
de telle manière qne ces périodes soient indépendantes dey et soient égales à des constantes
Pi, Pg, . . . , Psyjî
pour les cycles Gj, G^, ..., Go/j.
En désignant par
wj, to'2, .... w'2/,, les périodes de
/cc»i-i-i clx «
correspondant à ip cycles G, on aura les 2/) équations
(I) «oCo/^-i- «iWj^4-. ..-}- rt/„_2C02^= P/, (A = I, '2, . . ., 2/?).
De ces équations, on peut tirer les a, et l'on aura
les Q étant des fonctions de y. Il est clair que les a ainsi obtenus satisfont à un système d'équations linéaires du premier ordre, et nous allons voir facilement que ce système n'est autre que celui qui a été formé il y a un instant.
Supposons, en effet, que les a soient des fonctions de y (rationnelles ou non), telles que les périodes de l'intégrale
sIK^^y)
ne dépendent pas dey; montrons qu'on peut former une inti
R dx 4- S dy ^
grale de différentielle totale
ou
S étant rationnelle en x et sjf^oc^y), tandis que y figure d'une manière quelconque. Il suffît de reprendre, dans ce cas particu-
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lier, l'analyse générale du n°24, Chap, IV. On doit avoir
dx dy
Nous prenons alors
en posant /o=/(^o, JK), et Xq désignant un nombre fixe arbitraire. On aura pour S ainsi formé une fonction rationnelle de x el ^f{x, y). On voit de suite que cette fonction rationnelle ne peut devenir infinie que pour les valeurs de ^ et jk annulant /(^,J^'), et, en outre, j^ étant arbitraire, elle est pour x très grand, d'ordre
m .Or- Tir
i; par conséquent ^ est nécessairement de la lorme
sIlK^^y)
les h ne dépendant que dej>^.
Il résulte de là que les relations difTérentielles trouvées au n'^ 8 donnent, pour les coefficients a, les mêmes valeurs que les équations (I). Il y a donc, au fond, identité entre la recherche que nous venons d'effectuer et celle que nous avions faite précédemment, mais nous avons ici le grand avantage d^ avoir un problème beaucoup plus facile à traiter. Des calculs immédiats et tout élémentaires nous permettent de former le système d'équations différentielles linéaires donnant les quantités «, et nous avons à chercher les intégrales rationnelles de ce système d'équations, problème facile à résoudre. On remarquera que, si les équations (I) donnent pour «o, .... ci„i_^ des fonctions rationnelles dejK, les constantes P satisfont nécessairement aux équations
(u) Vi=m\Vx-\-m\y..^...-\-m\pV,p (i -^ i, 2, . . ., 2/?),
ces équations correspondant à la substitution qui transforme to< , (L)2i •': ^2p quand jK décrit un chemin fermé dans son plan. Ce système des équations (tt) n'est d'ailleurs autre chose que celui qui a été considéré au n" 22 du Chapitre IV.
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10. Nous devons maintenant nous demander, dans le cas où l'on pourra déterminer rationnellement les a et les 6, si l'intégrale ainsi obtenue est de seconde espèce. Les valeurs dej^^ correspondant aux racines multiples de l'équation en x
sont les quantités désignées au Chapitre IV par h\ et désignons encore par a les racines multiples. Nous avons à reprendre la discussion du n" 23 du Chapitre IV; mais nous sommes ici dans un cas plus compliqué, car les points (a, o) pourront être des points doubles d'un degré arbitraire de complication pour la
courbe
z-^^^fi^x, h).
Il faut d'abord montrer que l'intégrale
j S (37, 7, z)dy
est une intégrale de seconde espèce pour la courbe ^-=/(x, y), quand x a une valeur arbitraire. On y parvient en suivant absolument la même voie qu'au numéro indiqué et il résultera de là que l'intégrale
n'a pas de courbe logarithmique passant par le point (a, ^, o). Si ce point est un point simple de la surface, comme il l'était à l'endroit cité, il n'y a aucune difficulté, car tout cycle infiniment petit autour du })oint (a, h-, o) se ramène alors à un cycle infiniment petit dans un plan quelconque très voisin de ce point et donne, par suite, une valeur nulle pour l'intégrale. Si le point (a, 6, o) est un point double, c'est un point double isolé de la surface, et il serait peut-être possible qu'un cycle infiniment petit autour de ce point fût réductible à un cycle nul et donnât une valeur de l'intégrale difTérente de zéro.
Pour décider s'il en est ainsi, il faudra avoir recours à la réduction du point singulier isolé. On se rappelle qu'on peut faire correspondre à ce point une ou plusieurs courbes d'une surface sans singularités dans l'espace à cinq dimensions. Cette réduction
faite, on verra immédiatement si ces courbes sont des courbes logarithmiques pour l'intégrale, auquel cas correspondrait alors, dans le voisinage du point double considéré de la surface
un cjcle infiniment petit, se réduisant à un cjcie nul, et pour lequel l'intégrale aurait une valeur différente de zéro. En écrivant que cette valeur est nulle, on pourra avoir de nouvelles relations entre les P, qui viendront s'ajouter aux équations (t.). Ces relations seront nécessairement aussi à coefficients entiers, puisque tout cycle pouvant se ramener à un cycle dans un plan y = consl., la période correspondante s'exprime à l'aide des P. On aura finalement, en opérant sur les différents points singuliers y compris ceux qui sont à l'infini, un ensemble de relations entre les P permettant de prendre un certain nombre d'entre eux arbitrairement, et l'on aura de cette manière le nombre des intégrales de seconde espèce linéairement indépendantes. Nous pouvons donc considérer que la recherche des intégrales distinctes de seconde espèce est complètement effectuée pour les surfaces dont l'équation est de la forme z- zz=fi^x,y).
11. Nous allons suivre une marche toute semblable pour obtenir le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce d'une surface dont l'équation est de forme quelconque
nous pouvons ici supposer que la surface n'a que des singularités ordinaires. Nous devons faire d'abord une digression relative aux intégrales de seconde espèce d'une courbe algébrique. Prenons donc la courbe de degré /?z
que nous supposons n'avoir que des points doubles à tangentes distinctes, les axes occupant d'ailleurs une position arbitraire. On ramène immédiatement les intégrales abéliennes relatives à cette courbe aux deux types
rV{x,y)dx ^^ rq(x,y)dx
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On n'approfondit généralement pas davantage cette réduction. M. Picard a montré dans le Tome I de son Traité cV Analyse, p. 5o, que, par une soustraction convenable, les intégrales du premier tvpe se ramènent au cas où le polynôme P est au plus de degré im — f\\ de même pour le second type, on peut le ramener de proche en proche au cas où l'entier a est égal à Tunité.
Allons maintenant plus loin en supposant que l'intégrale est de seconde espèce, et voyons ce que l'on peut dire des intégrales du type
Différents cas sont à distinguer suivant que la droite x ^= a rencontre la courbe en m points distincts, lui est tangente ou bien passe par un point double. Dans le premier cas, le polynôme Q devra évidemment s'annuler pour les ni points de rencontre de ^ = a avec la courbe, sinon chacun de ces points donnerait un infini logarithmique; il en résulte que le quotient
peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et j-, et nous sommes ramenés au premier type.
Supposons ensuite que x=a soit tangente à la courbe au point j' — b. il faudra, en appelant ^,, ..., brn-2 les m — 2 autres points de rencontre de x ■= a avec la courbe que Q(^,J^) s'annule pour ces m — 2 points; considérons l'expression
\{x^ y) s'annulant pour X =^ a^ y z= b^^ ^o, ..'., bni_2 c^ supposons de plus cjue à(<2, b) = o. Si nous représentons par
le développement de y dans ]e voisinage du point («, ^), nous
aurons le terme
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comme terme devenant intini dans le quotient — — Or dans
l'intégrale
Q (x, y) dx
{x-a)fl. '
qui n'a pas par hypothèse le point (a, b) comme point singulier logarithmique, nous aurons comme seul terme devenant infini un terme en
Nous pouvons choisir -^ de manière que les termes devenant
infinis soient identiques dans Tintcgrale et dans le quotient considéré ; on peut évidemment choisir le polynôme \{x,y) de manière à satisfaire à ces conditions. La différence
Çl{x, y) dx \(x, y)
{x — a)fy x—a
restera alors finie pour x --^ a^ et elle sera, par suite, de la forme
V{x,y)dx
P{x, y) étant un polynôme.
Il reste à examiner le cas où la droite x = a passe par un point double (<2, b). Désignons encore par ^< , b^^ •••, ^w-2 les ordonnées des autres points de rencontre de ^ = a avec la courbe, et reprenons l'intégrale
Q(a7, jk) dx
où Q(^, JK) s'annule toujours pour («, ^,)...(a, bm-2)'
Nous allons cette fois retrancher une expression de la forme
Choisissons d'abord X de telle sorte que ce quotient reste fini pour (a, bx)^ . .., {a, b,n_2)\ pour le point (a, 6), nous aurons deux développements correspondant à l'une et l'autre branches et
soit
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Si les deux développements dey sont
y-^b^ {^1(37 — a) — .. ., y — b = [i-iix — a)-r-...,
les développements de _^ .^ auront respectivement comme
terme devenant infini
d\ d\ dl d\
d^-^^'db d^'^^'db
On déterminera donc ^ et j^ de manière que ces termes soient égaux à ceux qui deviennent infinis dans l'intégrale. Le polynôme l{x,y) ayant été choisi de façon à satisfaire aux diverses conditions qui précèdent, la différence
Q(x,y)dx __ Kx, y) J {x — a)f; "~ (^ - a)2
restera finie pour ^ — a, et elle se réduira à une intégrale de la forme
P(j^, y) dx
fy
où P est un polynôme.
Il résulte de là que nous avons ramené toutes les intégrales de seconde espèce, par une soustraction convenable d'une fonction rationnelle de x ety, à la forme
rVix, y)dx
oit P(.r,y) est un polynôme en x et y de degré 2 m — 4.
D'après la façon dont nous avons opéré, il pourrait sembler que dans cette réduction nous introduisons des irrationalités par rapport aux coefficients de l'équation /(:r, jk) = o. En réalité, il n'en est rien, car, sans résolution d'équations de degré supérieur à un, nous pouvons ramener les intégrales de second type au
type
rQ(a:,y)dx
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OÙ X(^) est un polynôme en x n'ayant que des facteurs simples, et la réduction peut se faire aux intégrales du premier type sans avoir à résoudre l'équation X = o.
Comptons les coefficients restant arbitraires dans l'intégrale (A). La courbe P ==: o doit passer par les d points doubles; dans P(^, y) figurent alors
{im — 3 ) ( 2 /?! — 9. )
coefficients, mais nous pouvons retranclier de l'intégrale (A) le polynôme arbitraire X(^, y) de degré m — 2, qui peut s'écrire
d\ df d\ df dx dy à Y dx
dx
et qui contient alors au numérateur — ^ — — i paramètres arbi-
traires. Le numérateur de l'intégrale ne renfermera plus alors que
_^^_rm(m-i)_ ]
{im — 3 ) ( '2 /?? — 2 )
paramètres, et l'on peut encore réduire ce nombre, car le numérateur ne changera pas si l'on en retranche le produit
^^i(^, r)/(^, jk),
où )., est un polynôme de degré m — 4? ce qui diminue encore le nombre précédemment trouvé de
( ni~ 3) (m — 2)
En définitive, le nombre des paramètres restants sera
{im — 3)(2/?i — 2) m{m — t) (m — 3) (m — 2)
« hi = 7n'^—im-^i-~d,
Si, d'autre part, nous voulons que l'intégrale soit de seconde espèce, nous aurons à écrire que le point co n'est pas un point critique logarithmique, ce qui donne m — i conditions. Il reste donc, en résumé, un nombre de coefficients arbitraires égal à
m^—277i-\-i — d— (m — i) = {m — i){m — n) — d — ip ^ d
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En prenant arbitrairement ip intégrales de la forme indiquée, on est assuré d'avoir un système de ip intégrales de seconde espèce linéairement indépendantes.
12. Après cette digression, revenons aux intégrales de différentielles totales de seconde espèce relatives à une surface fÇx,y^z) = o. Il résulte du paragraphe précédent que nous pouvons, pour la courbe entre ^ et ^
trouver 2/> intégrales distinctes de seconde espèce
où les Q sont des polynômes en x,y et z. Reportons-nous alors au n° 23 du Chapitre IV.
INous avons cherché à déterminer les fonctions rationnelles
dejK, de manière que les périodes de l'intégrale
«iQi-f-. . .-h a^pQip ^^^
ne dépendent pas dejK* En désignant par R le coefficient de dx sous le signe d'intégration, nous avons vu que si la détermination indiquée des a est possible, il y aura pour la surface une intégrale correspondante
/ Kdx -hS dy
de seconde espèce dans laquelle on peut prendre, pour S, une expression de la forme
Or on peut trouver la forme de S considérée comme fonction de X et z. Une telle expression ne peut devenir infinie que pour les points {z, x) satisfaisant à la relation Z^' = o. D'autre part R est, pour X très grand, infini d'ordre m — 3 ; par suite S sera, dans ces conditions, infini d'ordre m — 2. Donc S est nécessai-
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rement de la forme
^' fi '
U étant un polynôme en ^ et ^ de degré 2 m — 3. On peut d'ailleurs donner à un polynôme en ^ et ^ de degré 2 /??, — 3 différentes formes quand œ et z vérifient une relation algébrique entre x et z, relation qui est ici/(^, jk, z) = o. On peut évidemment supposer que z entre seulement au degré 7ii — i, et prendre alors pour U une expression telle que
Oi étant un polynôme en x de degré au plus égal à m -f- i — 2, les coefficients de ces polynômes étant des fonctions dejK que nous désignerons par b. Nous sommes assurés, en reprenant les raisonnements du n" 23, Gliap. IV, que si les a sont des fonctions de j^ (rationnelles ou non) satisfaisant aux équations
(tt) «1 W|. + «2 0)2 _|_ _ _^ ^_^^^ ^2P ^ p^^ ( yt = 1 , 2, . . . , ip),
les P étant des constantes arbitraires, on pourra adjoindre à R une expression S dépendant de ^, jr, z et rationnelle en x et^, et telle que
R 6/a7 + S tfr
soit une différentielle tolale exacte. Or prenons pour S une expression de la forme—, les coefficients b des puissances de x
dans les polynômes o étant des fonctions indéterminées dejr, et écrivons la condition d'intégrabilité pour la différentielle précédente. Nous obtiendrons ainsi un système d'équations différentielles du premier ordre entre les fonctions a et les fonctions b de y. Sans qu'il soit nécessaire de faire aucune discussion, nous sommes assurés que l'on pourra, entre les équations de ce système, éliminer les fonctions b^ de manière à avoir un système de 2/? équations linéaires du premier ordre à coefficients rationnels Gny\ nous savons, en effet, que les a sont déterminées par les équations (tt), où figurent seulement ip constantes arbitraires et cela d'une manière linéaire. Nous sommes donc certains de pou-
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voir, par des calculs élémentaires, former un système d'équations linéaires L auquel satisfont les coefficients a. 11 ne reste plus alors qu'à reconnaître si ce système d'équations admet des intégrales rationnelles et, s'il en admet plusieurs, combien il en admet de linéairement indépendantes.
Nous n'avons ici aucune discussion à faire pour les points singuliers, comme nous avons pu avoir à le faire au n° 10, car la surface n'a ici que des singularités ordinaires. D'après les explications données au n" 4 de ce Chapitre, le nombre des solutions rationnelles linéairement indépendantes du système L sera égal à p\ — I, et l'on a ainsi ramené la recherche du nombre Pu à la question de reconnaître si un système faeile à former d^ équations linéaires ordinaires à coefficients rationnels admet des intégrales rationnelles. Nous pouvons donc regarder comme résolue la question qui a fait l'objet de cette Section : trouver le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce d'une surface donnée.
III. — Des intégrales de troisième espèce
13. Une intégrale de différentielle totale, pour une surface f{x.iy^ z) = o, n'ajant que des singularités ordinaires
Pdx-^Q dy,
où Pet Q sont rationnelles en ^,jK, ^', sera, comme nous l'avons dit au n« 2, une intégrale de troisième espèce, quand elle aura une courbe logarithmique. Le long de certains contours infiniment petits, réductibles à un cycle nul, l'intégrale aufa une valeur différente de zéro. Nous appellerons période logarithmique une période provenant d'une courbe logarithmique.
Si l'on a une surface, pour laquelle /?< = i, il est clair que V intégrale ne peut avoir d'autres périodes que des périodes logarithmiques, car tout cycle se ramène par une déformation continue aux cycles infiniment petits qui ne peuvent donner que des périodes logarithmiques. Dans le cas où Ton a une surface correspondant à /?, > i , on peut obtenir une intégrale de troisième
espèce ayant, en dehors des périodes logarithmiques, />^ — i périodes arbitrairement choisies; on peut, en effet, ajouter à une première intégrale de troisième espèce une intégrale de seconde espèce ayant /?< — i périodes arbitraires.
Nous avons dit qu'à chaque courbe logarithmique correspond une période logarithmique. Supposons, comme il est permis, qu'une courbe logarithmique irréductible G ne soit pas située dans un continuumy =: const. Si l'on considère l'intégrale
P(a7, jKo, z)dx.
relative à la courbe f\x^ y^^ z) ■=. o entre x et ^, cette intégrale aura un certain nombre de points singuliers logarithmiques correspondant aux points de rencontre de la courbe G avec le plan y^=.y^. Pour un quelconque de ces points, la période logarithmique sera une constante nécessairement indépendante de y^', donc, à chaque courbe logarithmique correspond une période logarithmique. Or on sait que, dans une intégrale abélienne, la somme des périodes logarithmiques correspondant aux divers points singuliers logarithmiques est nulle; par suite, si une intégrale différentielle totale a différentes courbes logarithmiques
irréductibles
Cl, G2, . . . , C>, de degrés respectifs
mi, ma, ..., m\,
on aura nécessairement, en désignant par Fi , F^, ..., Fx les valeurs des périodes logarithmiques correspondantes
/?2i Fi -f- ma Ta -4- . , . -h m> Tx = o.
14. Glierchons, autant qu'il est possible, à faire la réduction d'une intégrale de troisième espèce. Bornons-nous aux équations de la forme
Soit donc l'intégrale
ou nous avons
J Mv//(a7,y)' M = AaBP...L\
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les facteurs A. B, .... L étant irréductibles et premiers avec f{x^ y). En faisant les mêmes réductions que dans le cas des intégrales de seconde espèce, nous sommes ramenés à
V dx-^q dy
X(y)A.B...Lv//(^,/)
On peut établir une proposition intéressante relative aux polynômes A, B, ..., L qui figurent au dénominateur. Laissant jk constant, considérons la période logarithmique de l'intégrale
Vdx
X(7)A.B...Lv//\^,jK) relative à un point x racine de A(^, y)^= o'^ cette période sera
x^b...lv//k7)
Cette expression devra être indépendante àe y (x étant la fonction de y définie par A = o), soit /r sa valeur constante. On aura
( R étant le poljnome ky — - B...L j pour toutes les valeurs de x
àx
ely satisfaisant à l'équation A(^, )/):^o. Nous avons donc la conclusion suivante : La surface A(x^ y) = o coupe la surface proposée z^ =f(x, y) suivant les deux courbes distinctes
Ainsi ces polynômes A, ..., L ne peuvent être pris arbitrairement.
lo. La condition nécessaire que nous venons de trouver relativement aux polynômes A, B, ..., L vient compliquer singulièrement la discussion complète des intégrales de troisième espèce. Elle peut conduire à des résultats assez singuliers au premier
INTÉGRALES DE DIFFÉIlExMIELLES TOTALES DE SECONDE ESPÈCE. 1 69
abord, comme celui que je vais indiquer. Prenons le cas simple de
la condition d'intéorabilité sera
^H-^U-^f^^A^iS-'êh^'è-m
On peut se donner arbitrairement A(^,j/-), et Ton peut certainement satisfaire à cette équation en prenant pour P et Q des polynômes en x et y : il suffira de prendre ces poljnomes d'un degré suffisamment élevé. Mais si K{x,y) ne remplit pas la condition nécessaire qui vient d'être indiquée, c'est-à-dire si la surface
ne coupe pas la surface
suivant deux courbes distinctes, il ne sera pas possible que l'unique courbe d'intersection de ces deux surfaces donne une courbe logarithmique. Il faudra par conséquent nécessairement que P e^ Q soient divisibles par A.
La question inverse se pose alors d'elle-même : Gomment doit être choisi K{x^y) pour que l'on puisse trouver des poljnomes P etQ satisfaisant à l'équation (3), et qui ne soient pas divisibles par A.
Un cas simple est celui où l'on prendrait
A(a7, jr)-M2_N2/,
M et IN étant deux poljnomes, car il est évident alors que l'expression
M -f- N s/f répond à la question, c'est-à-dire peut se mettre sous la forme
r y dx~v-dy
J k{x,y)slf{x,y)
OÙ P et Q sont des poljnomes; les deux courbes logarithmiques
IN
sont les courbes d'intersection de la surface A = o avec la surface Z' =f{x^ y)y courbes qui ont respectivement pour équations
et
16. La condition nécessaire trouvée pour A{x, y) revient à dire que ce polynôme doit être un diviseur dhm polynôme de
la forme
W'-Wf{x.y\
en désignant par M et N des polynômes premiers entre eux. Il est évident, en effet, que si A désigne un diviseur d'une expression de cette forme, Ja surface A = o coupe la surface z-=^f{x^y) suivant les deux courbes distinctes
A(:r,r) = o, z = :h-' Si le polynôme A est de la forme
on pourra de l'intégrale
V dx-\-Çldy
k.B...\.s/J\x,y) retrancher un terme logarithmique, à savoir
(où K est une constante convenable), de telle sorte que la différence n'ait plus pour courbes logarithmiques les deux courbes
Les seules courbes logarithmiques à distance finie pour lesquelles on ne puisse pas faire une soustraction de cette nature sont celles qui proviendraient d'un polynôme A(^, y) diviseur d'une expression de la forme W- — ^' f{oc, y), où M et N sont
premiers entre eux, sans être lui-même de cette forme. Cette dernière circonstance algébrique peut effectivement se présenter; soit par exemple
Le polynôme xy \Ji — i divise
{x'^-{-y^f — (^^H- jK^ + i),
sans être de la forme M- — N-(^'* H-JK* + i).
Il serait intéressant de savoir si, A étant un polynôme jouissant de la propriété indiquée [n'étant pas de la forme M- — N-/(^, jr)], on pourra trouver une intégrale de différentielle totale
P <^^ + Q <ijK
sans que P et Q fussent divisibles par A. C'est un point que nous n'éluciderons pas, et nous allons seulement faire une remarque importante sur la réduction des intégrales de troisième espèce, qui pourra être utile pour la solution de la question posée.
Considérons l'intéerrale de différentielle totale
Nous supposons que dans le polynôme y(^, jk), de degré m, l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré o^x^y) n'ait que des facteurs simples; nous désignerons par a le degré de A.
Soit k le degré de P et Q; désignons par/? et q l'ensemble des termes homogènes en :r et j^ de degré k dans P et Q, et par a{x^y) l'ensemble des termes homogènes de degré a dans A. Nous supposons que a^x^y) est premier avec 'f (^, y)-, et que a{x,y) n'a que des facteurs simples.
En prenant dans la condition d'intégrabilité l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré, nous aurons évidemment
(4) «(i'5^-?^) = ^?(^'r)[«(|-|)+?^-/'g]' ^{x, y) désignant l'ensemble des termes homogènes de degré m
dans/ : cette équation peut s'écrire
/ ()'-û l \ fàp àq\ da da'\]
Or, d'après (4), puisque cp est premier avec a,
da àa
" àx ày
est divisible par a\ par suite, on peut diviser para Je second membre de l'identité (5) et la mettre sous la forme
d^ do • ,
et, comme -r^ et -^ sont premiers entre eux, on a
- do
a et X étant deux polvnomes homogènes en x et y, le premier de degré A — i, le second de degré k — m-{- i. En substituant ces valeurs de p et q dans l'équation (4), on obtient la relation
/d\ do dX do\ -s /^? ^«^ ^? ^^\
qui permet d'exprimer ji. en fonction de 1, si l'on a
En portant dans l'intégrale
p dx ~T- q dy
a{oc,y)s/^(,oo,y)
la valeur de a ainsi obtenue, on trouve que cette intégrale est
égale à
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Nous avons supposé que a{x^ y) n'a que des facteurs simples. Il faudra que \ soit divisible par a(x^y), car les infinis de l'intégrale provenant de a(x, y) = o ne peuvent être que logarithmiques {a et '-D étant premiers entre eux); il s'ensuit que p el ry
. ' • . A- ' 'w . d^D da do da sont nécessairement divisibles par a, car autrement ~ -^ —
^ ' ôy ox ax oy
aurait un facteur commun avec a, ce qui est impossible quand a et cp sont premiers entre eux et que a n'a que des facteurs simples. Posons
et retranchons de l'intégrale proposée l'expression
'1 k -\- •! — m — '1 a la différence sera de la forme
Pi dx -\- Q, dy
^\{^jy)\/f{^,y)
Hx,y)^f{oc,y)
où Pi et Qi seront au plus de degré k — ^ i. On a donc pu diminuer d'une unité le degré des polynômes qui figurent au numérateur. On continuera ainsi la réduction de proche en proche. Une valeur de k jouant un rôle important est évidemment
Supposons que m soit pair et égal à 2 m'; on pourra faire la réduction jusqu'à ce que
Arrêtons-nous sur le cas particulier de l'intégrale
F dx-hQdy
slf^x^y)
c'est-à-dire où a = i , et, par conséquent, a = o. Quand on fait la réduction telle qu'elle vient d'être indiquée, on rencontre une circonstance intéressante ; en réduisant de proche en proche il arrive un moment où k =^ m' — 1 . Le polynôme \ se réduit alors à une
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constante et l'équation, qui donne [i., indique que [i. = o. La réduction peut se faire, on a à retranclier de l'intégrale le terme
mais dans la nouvelle intégrale ainsi obtenue, le degré de P et Q ne sera pas m — \ car, dans cette hypothèse, \ doit être nécessairement nulle, et l'équation donnant p. montre que [i. = o, tant
que
Donc le degré de P et Q tombera à m'— i -, nous ramènerons donc l'intégrale ci-dessus à l'intégrale
Pi dx -4- Qi dy
dans laquelle le degré de P, et Q, est égal à m' — i , et la réduction se trouve terminée.
19. Nous avons supposé au numéro précédent que a(x, jr) n'avait que des facteurs simples. On pourra tirer parti de la réduction précédente, dans bien des cas où il en sera autrement. Soit, par exemple,
le terme «» (^, y) homogène et de degré maximum dans A, n'ayant que des facteurs simples, et supposons, comme plus haut, ciAx^y) premier avec cp(^,y). On pourra faire la réduction effectuée précédemment ; on aura ici
Le polynôme \ sera divisible par a, et, si l'on pose
)v — aiXi, le terme à retrancher de l'intégrale sera
[Ai(^, 7)]^'-^' cette modification près, l'analyse du numéro précédent subsiste.
20. Nous avons considéré plus haut un cas particulier, celui où l'on a
et nous avons indiqué que le polynôme
divisait une expression de la forme
M et N étant premiers entre eux, sans être lui-même de cette forme. Cherclions si l'on peut trouver une intégrale de différentielle totale de troisième espèce de la forme
P dx -{-Qdy
\Xf y/'2 — ï) s/x'' -h J* H- I
p et Q étant des polynômes. D'après le numéro précédent, il suffira, pour le vérifier, de supposer que P et Q sont des polynômes du troisième degré. En se servant de la formule (3) d'intégrabilité, on trouve la seule solution
on est donc assuré que toutes les intégrales de différentielles totales de la forme (6) (où P et Q sont des polynômes) se réduisent à des fonctions rationnelles de x^y^ \'f{^iy)'
21. Nous n'approfondirons pas davantage, pour le moment, l'étude des intégrales de troisième espèce. Une question intéressante devrait tout d'abord être résolue : Peut-il exister, pour une surface dont la connexion linéaire est égale à V unité, des intégrales de troisième espèce ne se réduisant pas à une combinaison algéhrico-lo garithmique de la forme
^(•^5 JK, z) 4- 2A,-logR/(a7,7, z)
les A étant des constantes, '} et les R étant des fonctions rationnelles de x^y, z7
Reprenons l'intégrale
P dx-^Qdy
Si K{x^y) admel un diviseur de la forme considérée plus haut
on pourra, de l'intégrale précédente, extraire une expression de la forme
alog
a étant une constante convenable, de telle sorte que la didérence n'admette plus les deux courbes logarithmiques
comme nous l'avons vu au n*^ 16. Ce serait seulement dans le cas oii A.{x^y) aurait un diviseur qui ne serait pas de la forme
sans que P et Q fussent divisibles par A, que l'on pourrait espérer avoir une intégrale ne se réduisant pas à une combinaison algébrico-logarithmique. Le cas particulier traité dans le numéro précédent ne nous fournit malheureusement pas l'exemple que nous aurions voulu donner.
DES INTEGRALES DOUBLES DE PREMIERE ESPEGIi: Eï DES INVARIANTS OUI S'Y RAPPORTENT.
1. Etant donnée une surface algébrique à laquelle nous ne supposerons d'abord que des singularités ordinaires
nous allons considérer les intégrales doubles de la forme
j I ¥{x f,z)dxdy,
o\x F est une fonction rationnelle de x, y et z. Nous rechercherons quelle doit être la forme de la fonction F, pour que cetteintégrale ait une valeur finie déterminée, quel que soit le continu um d'intégration. Nous nous bornons, d'ailleurs, pour bien fixer les idées, à des continu um formés de portions de surfaces analytiques en nombre fini. Nous appellerons une telle intégrale double une intégrale double de première espèce. Ecrivons l'in-
tégrale sous la forme
^ , .dxdy
(') r.es intégrales doubles de première espèce ont été, pour la première fois, considérées par M. Noether {Math. Annalen, t. II, p. 3oi), mais l'éminent géomètre pose ces intégrales, a priori, et ne fait aucune discussion sur leur forme nécessaire. Dans ses travaux ultérieurs, il ne revient plus sur le point de vue transcendant, qui a été surtout développé par M. Picard ( Comptes rendus, 1884, et Mémoires sur les intégrales de différentielles totales et les fonctions algébriques., 188.5-1889).
OÙ R est une fonction rationnelle. Remarquons d'abord que l'on
^ 1 !'• . , • 1 dx dy dy dz dzdx ,^
peut, dans J intégration, remplacer — — ^ par— — ou — j-, — li,n
J z Sx J y
effet, pour faire l'inlégration, on doit considérer .r, y el z comme fonctions de deux paramètres réels A et ui, el l'intégrale écrite
plus haut revient à
TKx,y)
ffR(x,y,z):^^dldi..
Des équations
df dx df dy df dz
è dî ~^ dy dl '^ dz dl ^^^
df dx df dy df dz dx d[x dy d\x dz d\i.
on conclut
T>{x,y) D(jK,-) D(^, .r)
D(X, ;jl) D(X, \x) D(X, |jl)
df df df '
dz dx dy
et, par suite, d'une manière abrégée,
dx dy _ dy dz _ dz dx Jz Jx J y
11 résulte de là qu'en tout point simple de la surface [)Our lequel R est finie, l'intégrale reste finie.
Nous allons montrer que, pour que V intégrale reste finie, il faut que R(^, 7, z) ne devienne infinie pour aucun point à distance finie. Il est d'abord évident que R ne peut être infinie en un point de/, sans être infinie le long d'une ligne de la surface. Supposons alors que R devienne infinie le long d'une ligne simple G de la surface. Prenons sur G un point arbitraire (a, 6, c), oii nous pouvons supposer /^ ^ o ; dans le voisinage de ce point, la courbe se projettera sur le plan des ^jk suivant une courbe
o(^, y) étant holomorphe dans le voisinage de ;r~a, y^^h : les axes ayant une direction quelconque, ^ ne s'annule pas pour
X ^^ a, y =^b. Faisons alors le changement de variable
En tirant de cette égalité x en fonction de y et X par un développement valable dans le voisinage de ;r = ^, X = o, l'intégrale prendra la forme
^, d\ dy
H — ïi—
H restant finie et ne s'annulant pas pour la courbe C, c'est-à-dire pour X = o.
Prenons comme champ d'intégration le continuum obtenu en associant à tous les points d'une ligne tracée dans le plan des X, entre o et Xo, une ligne tracée dans le plan des y entre h et y^^ Xq et y^ étant respectivement voisins de zéro et de h. Ce champ d'intégration aura une infinité de points communs avec le continuum C, et, par conséquent, d'après une remarque faite précédemment (Chap. III, n" 10), l'intégrale peut devenir infinie. Or envisageons l'intégrale
fjy-i
et laissant y fixe, faisons tendre X vers zéro ; l'intégrale augmentera indéfiniment. Nous voyons donc que l'intégrale
^ dx dy
augmentera indéfiniment quand on fera tendre, d'une certaine manière, le point (^, y^ z) vers un point de la courbe G.
On a supposé que G était une courbe simple de la surface ; la même conclusion subsiste si G est une courbe double, et, dans ce cas, la fonction R doit non seulement ne pas devenir infinie le long de la courbe double, mais elle doit, de plus, s'annuler le long de cette courbe. En eff'et, K(x,y^ z) contiendra X- en dénominateur,/J contiendra X en facteur ; si donc la valeur de R était différente de zéro pour X = o, l'intégrale se réduirait encore à une expression de la forme
r riidXdy^
et deviendrait infinie pour un certain continuum.
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Nous arrivons donc à la conclusion que R(^,y, z) reste Jinw pour tout point à distance finie et sUinnule le long des courbes doubles.
Or, si l'on prend d'abord une courbe y"(^,jK)=o, il résulte aisément du théorème cité de Noether (Cliap. V, n° 13) que toute fonction rationnelle R(^', y) restant finie pour tout point à distance finie et s'annulant aux points doubles peut se mettre sous la forme d'un polynôme entier en x et y. Cela résulte aussi de la discussion de la forme classique çles intégrales abéliennes de première espèce, où l'on rencontre une fonction rationnelle R jouissant de la propriété indiquée et qui se réduit à une fonction entière en X et y.
Si nous revenons maintenant à la surface proposée, on conclut du théorème précédent que R(^, y, z) peut se mettre sous la forme d'un polynôme Q(-^5jK7 ^) • nous avons donc à envisager l'intégrale
'Q.{^^y'.z)dxdy
CI
Q(x,tx,z)xdtdx .,
Faisons varier t dans un champ fini, et faisons grandir x indéfiniment : l'intégrale
^ Ç^ix, tx, z)x dx V-'
f'.{x, tx,z)
doit être une intégrale de première espèce pour la courbe définie par la relation entre ^ et ^
f{x, tx, z) — o,
où t est un paramètre arbitraire; car, dans le cas contraire, notre intégrale double deviendrait certainement infinie quand, t variant dans un champ fini, x grandirait indéfiniment. Il résulte de là
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<{iie, pour t arbitraire, le produit
Q(a7, tX^ Z)X
doit être un polynôme de degré m~Z en x et z. Par suite, Q(^,j-, z) est lin poljnomede degré m — 4 en ^, jr et ^, el nous avons donc la forme nécessaire de V intégrale
Q(.y, y, z)dx dy
ou Q(^, jr, z) est un polynôme de degré m — ^, tel que la surface
Q(^,JK,-)=o passe par la courbe double.
Î2. Si maintenant nous prenons l'intégrale précédente, nous devons nous demander si elle sera nécessairement de première espèce. D'après les raisonnements qui précèdent, on ne peut avoir de doute à ce sujet que pour un continuum dans le voisinage d'un point-pince sur la courbe double ou dans le voisinage d'un point triple de la courbe double, puisque, pour un point ordinaire de la
hgne double, jj est fini. Nous allons traiter ces cas, en procédant
comme nous l'avons fait pour les intégrales de différentielles totales de première espèce (Chap. V).
Soit un point-pince de la courbe double ; on ne diminue pas la généralité du raisonnement en supposant que l'axe des z est la courbe double, le point-pince étant à l'origine. Nous aurons ainsi l'équation, si le plan .r == o est le plan tangent au point-pince,
{a~-:LX-^^y-^-(z-^. . .)x^- -^{ol' x -\-^'y -r-^' z H-. . .)xy
Considérons l'intégrale double
(l{x, y, z)dx dy
fz
où nous supposons que la surface Q = o passe par l'axe des Zj c'est-à-dire que
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M et N étant des polynômes. Si l'on pose
l'équation de la surface montre immédiatement que u tend vers zéro quand le point (jr, j', z) tend vers l'origine. Or, en faisant dans l'intégrale le changement de variable x = uy^ nous avons
( M w -h N ) du dy
les termes non écrits au dénominateur s'aunulant pour ^ i= o, y = o, z = o. En supposant, comme nous pouvons le faire, que y^o(le point-pince étant général), nous avons une intégrale restant finie de quelque manière que u et y tendent vers zéro.
Plaçons-nous maintenant en un point triple de la courbe double; nous pouvons supposer que ce point est à l'origine et que les trois axes de coordonnées sont les droites doubles. On a alors
l'équation
xyz^^r,{x,y, ^) -+-... = 0,
tous les cônes 0/= o ayant pour courbes doubles les axes de coordonnées, et l'intégrale prend la forme
Q(x, y, z)dx dy
fj
la surface Q_(^x, y^ z)= o passant par les trois axes, et ayanl nécessairement, par suite, un point double à l'origine. En posantjK= ux, z = ^x, l'intégrale devient
Çl(x, iix, pa?)a? du dx
la relation entre w, v eV x étant
(l) UV -^ XO<^{\^ U^ v)-\- ...■=■ Q>^
OÙ les termes de moindre degré dans les c2/(i, u^ r) sont au moins du second degré. D'autre part, Q(^, ux^ v x^ contient x- en facteur et est certainement de la forme .^-(Mm + N(^). Donc, l'intégrale peut s'écrire
Ç r {JSlu-^^v)xdudx J J u-hx^l^,{i, u,v)+..
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Or, on peut supposer qu'on se trouve dans une région autour de l'origine pour laquelle u et ç restent finies, car, dans le cas contraire, on ferait un autre changement de variables en considérant d'autres rapports des trois lettres x^y^ z entre elles. Nous pouvons donc dire que nous avons une surface représentée par l'équation (i); nous avons à considérer ceux de ses points qui correspondent à des valeurs de x voisines de zéro et à des valeurs finies de ugIv, l'une au moins de ces dernières étant nécessairement voisine de zéro. Tous ces points sont des points simples de la surface (i), sauf les points correspondant à « = o, (^ = o : la surface (i) admet en effet la ligne double
Nous pouvons regarder l'intégrale (2) comme une intégrale double relative à (i), dans laquelle le coefficient de du dx au numérateur s'annule pour la ligne double. Nous sommes ainsi assurés, d'après ce qui précède, que Vintégrale reste finie.
Nous conclurons donc que la condition nécessaire et suffisante pour que ^intégrale double, ou O est un polynôme de
degré /?z — 4 ,
Q(3?. jK, z)dxdy f'z
ir
soit de première espèce est que la surface de degré m — 4
passe par la courbe double.
3. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface n'avait que des singularités ordinaires, c'est-à-dire une ligne double pouvant avoir seulement des points triples, ce qui correspond à la réduction générale des singularités d'une surface algébriques.
11 est d'un grand intérêt d'examiner certaines circonstances pouvant se rencontrer fréquemment, de façon à ne pas avoir à faire la réduction générale. Le cas le plus simple sera celui d'un point double isolé avec un cône de tangentes irréductible; nous allons voir que la présence d'un tel point n'entraîne aucune con-
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séquence pour le polynôme Q. En meltant le point double à l'origine, nous avons, pour l'équation de la surface,
Posons
l'équation de la surface devient
(3) (p2(X, Y, i)-f-5cp3(X, Y. i)-+-...= o.
Prenons l'intégrale double
'Q(x, y. z)dx dz elle devient
Lf
r rÇl{\z, Yz, z)dXdz
J J cp;^,(X,Y,i) + ^(~3
On peut supposer que X et Y restent finies, car, autrement, on ferait un autre changement de variables; nous avons donc à considérer, pour des valeurs très petites de ^, des valeurs finies de X et Y. Dans ces conditions, le point (X, Y, z) est certainement un point simple de la surface définie par l'équation (3), puisque cp2 est irréductible. L intégrale reste donc finie, et la présence du point double n'entraîne aucune conséquence pour le poljnome Q.
On peut discuter, avec les formules précédentes, beaucoup d'autres cas; tout d'abord, la même conclusion subsistera, en général, quand le cône
cp2(^, 7, :;)=o
se composera de deux plans distincts. Dans ce cas, l'équation
cp2(X, Y, i)=o .
donnera deux droites distinctes. Si, pour le point de renconlre de ces deux droites, on a
la surface (3) n'aura pas de points multiples pour z voisin de zéro et pour X, \ finis. On peut encore aller plus loin; lorsque les coordonnées (a, j3) du point de rencontre des droites cp2(X, Y, i) = o, annulent le polynôme -^-x^ la surface (3) aura le [)oint double
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(a, [i, o), mais, en généra J, le cône des tangentes sera irréductible, et nous n'avons aucune condition.
Il en est encore ainsi, en général, même quand le point est un point uniplanalre , c'est-à-dire quand cpo (^, jk, z) est un carré parfait. En effet, la surface (3) aura, comme points doubles correspondant à ^ =:= o, les points de rencontre de la droite double
cp2(X, Y, i)=.o
avec la courbe cp3(X, Y, i)— o; ces points doubles seront, en général, des points doubles isolés ordinaires pour la surface (3), et, par suite, nous ne trouvons aucune condition à imposer au poljnome Q par le fait de la présence d' un point uniplanaire général.
11 en sera autrement si l'on a cette sorte de point uniplanaire désigné par les géomètres anglais sous le nom de tacnode, et dont nous avons déjà parlé (p. -j^). L'équation est, dans ce cas, susceptible de se mettre sous la forme
'^2 est un polynôme homogène du second degré en x, y et ^, et '^4 est du quatrième degré; c'est le cas où cp^ est un carré parfait, et où cpg contient une foi'^ en facteur l'expression linéaire dont 0-2 est le carré. En posant
x = Xz, y=^Yz,
nous avons la relation
Cette surface S aura pour ligne double
L'intégrale
devient
Q(X.r. Yz, z)dX dz Fk
Pour que l'intégrale soit de première espèce, il est nécessaire que le polynôme, qui figure au numérateur, égalé à zéro, repré-
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sente une surface passant par la ligne double de 2. Il en sera ainsi
si la surface
passe par le tacnode. 11 est clair, d'ailleurs, que cette condition est suffisante pourvu que le tacnode soit un point général de celte sorte. Ainsi, la présence d^ un tacnode entraîne une condition pour les intégrales doubles de première espèce (^).
4. Nous avons, aux n°' 1 et 2, dans la recherclie des intégrales doubles de première espèce, supposé que la surface avait seulement, comme lignes multiples, des lignes doubles. Il est essentiel de voir c^nhine intégrale de première espèce a, dans tous les cas possibles, la forme précédemment trouvée. Nous aurons bientôt besoin de ce résultat pour arriver à la notion du genre dVine surface.
Reprenons l'intégrale sous la forme
dx dy
If
la surface avant, cette fois, des singularités entièrement arbitraires. Je dis d'abord que l'intégrale simple
qu'on peut regarder comme une intégrale abélienne relative à la courbe /'(.r, jr, ^) ^= o, est une intégrale de première espèce. Nous donnons 'k y une valeur arbitraire, de sorte que les points multiples de la courbe /"(.z", jk, ^)= o sont à l'intersection de la courbe avec le plan jK=y. Soit un de ces points de icncontre dont nous désignerons Vœ par a(y)^ la fonction a(y) étant une fonction liolomorphe dey dans un certain intervalle suffisamment petit.
On pourra, dans le voisinage de x = a^ développer -p ^^ ^^
( ' ) M. NocLlier a étudié rinflucncc de points singuliers d'espèce variée sur le genre d'une surface algébri(jue dans les Nachricliten de la Société Royale de Gottingen (1871).
manière suivante :
les coefficients des puissances de ^ — a non écrites étant supérieurs à — a, et le coefficient A étant une fonction holomorphe de y dans Tintervalle considéré. On a alors à prendre l'intégrale double
Posons
nous aurons alors l'intégrale
Si l'on avait
du dy.
on pourrait avoir un continuum d'intégration pour lequel l'intégrale sera infinie : on a donc
et, par suite, l'intégrale
fz
reste finie pour ^ = a. Ainsi, l'intégrale précédente relative à la courbe/(^, jK, ^) = o reste finie pour tout point à distance finie. Il en résulte que R(^, y^ z) est un polynôme en ^ et ^ ; on établirait de la même façon que R(^,y, ^) est un polynôme en y et z^ et par suite R(;r,j^, ^) est un polynôme en x^ y et z. Nous arrivons donc à la conclusion que, quelles que soient les singularités^ une intégrale de première espèce a nécessairement la
forme
'Q(.T, y. z)dx dy
et l'on voit, comme plus haut, que Q(.r, jr, z) est au plus du
deoré m — 4
INous avons là des conditions nécessaires; il faudra ensuite faire une discussion pour écrire les conditions supplémentaires. La
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surface pourra avoir des points multiples isolés qui nécessiteront une discussion spéciale; relativement aux lignes multiples, il résulte évidemment de l'analyse ci-dessus qu'un plan arbitraire
y = const.
coupera la surface Q = o suivant une courbe qui sera une adjointe d'ordre m — 4 de l'intersection de la surface proposée par le même plan, et, sous cette condition, l'intégrale restera certainement finie pour le voisinage d'un point pris arbitrairement sur la courbe multiple. Mais il pourra y avoir sur celle-ci certains points particuliers pour lesquels une discussion sera nécessaire; ainsi, par exemple, pour prendre un cas très simple, si une surface a, comme plus haut, une courbe double le long de laquelle les deux plans tangents sont, en général, différents, et qui a seulement certains points-pince de nature générale, il suffira que l'adjointe Q z= o passe par la ligne double, sans qu'il y ait aucune condition supplémentaire à ajouter pour les points-pince. Mais si le pointpince est spécial, il pourra y avoir des conditions supplémentaires à écrire; il en sera ainsi dans le cas où le coefficient ^" sera nul. On s'en convaincra en prenant la surface
(a -^r- ^(z)x^ ^{7.' X -\- '^' y ^'i z) xy -^ {a." X -^ '^" y)y^ = o,
qui admet la ligne double ^ = o,yr=o, avec un point-pince à l'origine. L'intégrale *
Q(a7, j, z)dxdy
Q(-^7 ,r, ^) étant un polynôme tel que la surface
Q(ir,jK,^)=o
passe par la ligne double, reste finie dans le voisinage de tout point de la courbe double à distance finie, sauf pour l'origine.
Dans tous les cas possibles, la recherche des conditions supplémentaires se déduit aisément de la réduction supposée effectuée des singularités, ou, ce qui revient au même, des expressions des coordonnées x,y, z des points de la surface dans le voisinage d'un point singulier, exprimées au moyen d'un nombre limité de développements holomorphes par rapport à deux paramètres.
Toute surface Q(^, y, z)=o d'ordre m — 4, pour laquelle le premier membre de V équation peut servir à former une intégrale double de première espèce, est dite une surface adjointe d'ordre m~ /{. Le système linéaire formé par ces adjointes est désigné sous le nom de système canonique.
5. Un cas simple et intéressant est celui d'une surface ayant des lignes multiples et des points multiples isolés; ces lignes et ces points étant de la nature suivante. En un point arbitraire de la ligne multiple, les plans tangents sont différents; il peut seulement y avoir certains points particuliers de la ligne multiple où deux plans tangents sont confondus, et l'on suppose que l'on soit dans le cas le plus général où cette circonstance se présente. Relativement à un point multiple isolé, on suppose que la surface ayant pour équation
'•^pi^^y^ ^) + ?P+i(^, jK^ ^) — .. .^ o,
la transformation
x = Xz, y = Xz
fait correspondre à ce point une courbe
s = o, cpp(X, Y, i)=o,
dont tous les points à distance finie sont des points simples pour la surface transformée.
11 résulte d'abord, de ce que nous avons dit plus haut, que la surface adjointe
aura une ligne multiple d' ordre p de la surface comme ligne multiple de degré p — i .
Pour voir la condition relative à un point multiple isolé d'ordre g, faisons dans l'intégrale
^Q(.r, jK. z)dx d'<
le changement de variable ^ = Xi;, JK = Y^ : l'intégrale devient
Q(X^. Y.-. z)zdXdc
ff
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et Ton voit de suite qu'au numérateur, le polynôme Q(X;:, Yz-, z) doit contenir z"^'- en facteur; donc la surface adjointe Q = o admet le point multiple isolé d'ordre q de la surface comme point multiple d'ordre ^— a-, c'est l'extension de ce que nous avons trouvé pour ^ = 2, cas dans lequel aucune condition ne se trouve imposée à l'adjointe.
6. Terminons cette Section par une remarque qu'on peut reoarder comme une extension du théorème d' Abel aux intégrales doubles de première espèce. Soit la surface
fix.y, 5)=-o,
et considérons les deux faisceaux de surfaces
A(a7,7, 5)-4-XB(:r, jK, ^)=o,
Supposons que les trois équations précédentes définissent un certain nombre m de points
variables avec ). et [jl, et décrivant toute la surface, c'est-à-dire que le déterminant fonctionnel de xi et yi, par rapport à \ et ]x, n'est pas identiquement nul. Nous désignons, comme plus haut, par
' Ç)( X. r. z) dx dv
une intégrale double de première espèce de la surface, et nous formons la somme
TT
C'est une fonction symétrique de {Xi^y^^ Zt), ..., (^m, Jw? ^m)', elle est donc une fonction rationnelle de ). et ij., soit
Or, si l'on prend un continuum arbitraire d'intégration dans le domaine des variables complexes ()., [^), il y correspondra un
continiuim pour (^/, y/, G/), et l'on aura
Or, quel que soit le continuum régulier pris dans l'espace (X, (jl), le premier membre restera fini; il en sera donc de même du second. Mais une intégrale double d'une fonction rationnelle de X et [A ne peut rester finie pour tout continuum d'intégration, à moins qu'elle ne soit toujours nulle. On a donc identiquement
et, par suite, V expression E est identiquement nulle, ce qui constitue une extension du théorème d'Abel aux intégrales doubles de première espèce. On voit que nous avons suivi absolument la même voie que celle qui est souvent employée pour établir le théorème d'Abel en se iimilant aux intégrales de première espèce; au point de vue analytique, celte extension est d'ailleurs plus curieuse qu'utile, et nous n'y insisterons pas (').
II. — Du genre géométrique {Fldcheng^escldecht) des surfaces algébriques (2).
6. Dans la théorie des courbes algébriques, la considération des intégrales de première espèce conduit à un nombre qui joue un rôle considérable : c'est le nombre habituellement désigné par />, et qui est égal au nombre des intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Considérons pareillement une surface
(') Dans deux Mémoires du Journal de Mathématiques (1887 et 1890), M. Humbert a fait d'élégantes applications géotnclriques de l'extension du théorème d'Abel aux intégrales multiples.
(-) La notion de genre a été introduite dans la théorie des surfaces par Clebsch dans une courte Note des Comptes rendus (décembre 1868). Elle a été ensuite approfondie par M. Noether dans un Mémoire du tome II des Math. Annalen, que nous avons déjà cité, et surtout dans son Mémoire fondamental du tome VIII de la même collection. Dans ce dernier Mémoire, M. Noether se place uniquement au point de vue algébrique.
algébrique irréductible quelconque de degré m et soit
sr
l'expression générale des intégrales doubles de première espèce. ]^e polynôme Q est un polvnome de degré m — 4? et dépend d'une manière linéaire et homogène d'un certain nombre de constantes arbitraires. Soit pg ce nombre, de telle manière que, si l'on désigne par
(S) Q„ Q2, ..., QV,
y?«- polynômes correspondant à des intégrales de première espèce, entre lesquels on n'a pas de relation homogène et linéaire à coefficients constants, l'expression générale de Q sera
les A étant des constantes. Quand nous disons qu'entre les termes de la suite (S) n'existe pas de relation homogène et linéaire, on peut entendre indifféremment qu'une telle relation
«1 Qi + «2 Q2 -^ •••-+- a/,^„ Q/7. = o
(où les a sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles) ne peut avoir lieu, soit qu'on y considère x^y^ z comme trois variables indépendantes, soit que le point (^, j^, z) appartienne à la surface /. Les deux points de vue reviennent au même, puisque les Q sont de degré inférieur à m.
Le nombre />o^ s'appelle le genre géométrique de la surface; Noether le désigne aussi sous le nom de Fldchengeschlecht ; il est l'analogue du genre riemannien p d'une courbe algébrique. Nous verrons bientôt (Chap. VII l) pourquoi nous ajoutons Findice g : c'est qu'il y aura lieu d'introduire dans certains cas, à côté de/?o^, un autre nombre qui sera désigné sous le nom de genre numérique.
7. Le genre pg est un nombre invariant, c'est-à-dire qu'il est le même pour deux surfaces qui se correspondent birationnel-
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lement. Soient
les équations de deux surfaces algébriques; on suppose que l'on ait simultanément
r-R2(X, Y, Z), z = R3(X, Y, Z) et
X=^ r,(a7, JK, 5), Y ^j\{x,y, z), Z = r^{x,y, z),
les R et r étant des fonctions rationnelles des lettres dont elles dépendent. Nous disons, dans ce cas, que les deux surfaces se correspondent par une transformation birationnelle. Il est immédiat que le genre géométrique sera le même pour les surfaces / et F.
En effet, à toute intégrale double de première espèce de /correspond une intégrale double de première espèce de F et inversement, comme le montrent de suite les substitutions birationnelles. Les genres des deux surfaces sont donc égaux ( ' ).
8. Indiquons quelques exemples simples. Soit tout d'abord la surface la plus générale de degré ni] comme cette surface n'a pas de points singuliers, on aura
(m -~-^)(ln — ').){m — 3) Ih^ = -^ >
ce nombre étant le nombre des arbitraires dans un polynôme d'ordre m — 4 à trois variables. D'après ce que nous avons dit dans la Section précédente, un point double isolé ne diminue pas en général le genre; nous avons vu qu'il en était ainsi, non pas
(*) La démonstration de ce théorème, qui est immédiate, comme on vient de le voir, quand on se place au point de vue transcendant, après avoir discuté complètement la forme des intégrales doubles de première espèce, est, au contraire, très délicate quand on se place au point de vue algébrique, comme l'a fait NoetUer (voir Math. Annalen, t. VIII, p. 5i4).
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seulement pour un point double à cône indécomposable, mais pour un ppint biplanaire général et même pour un point uniplanaire général. Au contraire, un lacnode général diminue le genre géométrique d'une unité.
Si, SU7' une surface, il existe une famille (^dépendant d^un paramètre arbitraire) de courbes unicursales, le genre de la surface sera nul.Danis ce cas, il j aura certainement sur la surface une courbe, dépendant d'un paramètre arbitraire w, susceptible d'être représentée par deux équations de la forme
'j étant un polynôme en x et j^, dont les coefficients dépendent algébriquement du paramètre u, et R étant rationnel en x Gly et algébrique en u.
En effet, la famille de courbes gauches pourra nécessairement se mettre sous la forme
les coefficients dans cp et R dépendant du paramètre arbitraire. Or, en laissant indéterminés tous les coefficients de cp et R et écri- \ant que cette courbe est située sur la surface, on aura un certain nombre de relations algébriques entre ces coefficients. Ces relations devront nécessairement permettre de laisser au moins un de ces coefficients arbitraires, et l'on a alors le résultat annoncé.
Si cette courbe est unicursale, on pourra exprimer .r, y, z rationnellement en fonction d'un paramètre \, les coefficients des puissances de \ dans ces fonctions rationnelles étant des fonctions nécessairement algébriques de u. C'est ce qui résulte de ce que, pour avoir ces expressions, il faut, en procédant comme on le fait d'habitude, prendre sur la courbe un certain nombre de points^ on pourra prendre, par exemple, des points dont on se donnera les x, les autres coordonnées dépendront alors algébriquement de u. Finalement, on pourra exprimer les coordonnées d'un point arbitraire de la surface sous la forme
X = Pi(X, u), y = l\a, u\
P3(>^, II
les P étant rationnels par rapport à X et algébriques par rapport à u. Supposons maintenant que la surface possède une intégrale double de première espèce; celle-ci sera de la forme
S ( X , u^ dk du,
S étant rationnel en \ et algébrique en u. Or, une telle intégrale ne peut être de première espèce. Prenons, en effet, une valeur arbitraire de u^ soit Wo; la fonction rationnelle S en X aura au moins un pôle correspondant à une valeur de u. On peut supposer ce pôle à distance finie et regarder son affîxe comme une fonction holomorphe a[u) de u dans le voisinage de Uq\ en posant alors
notre intégrale prend la forme
H dV du
If
m étant un entier au moins égal à un, et H une fonction finie et différente de zéro pour V = o, u = Uq.
Il est par conséquent visible que, pour un continuum convenable d'intégration, l'intégrale devient infinie, ce qui établit la remarque énoncée plus haut.
On en déduit, en particulier, que, pour une surface réglée, on a
9. Prenons, comme autre exemple, les surfaces déjà considérées, pour lesquelles on a
<4) . jK = R,(X, f., X', [^'),
( z = R2(X, IX, X', 1^'),
les R étant rationnelles par rapport aux X et aux ^ ; de plus, X et a sont liées par une relation algébrique de genre/»
et les deux paramètres V et ^' par une seconde relation algébrique
de genre/?'
Nous supposons, en outre, qu'à un point arbitraire de la surface ne correspondent qu'un seul système de valeurs ()v, jj.) et un seul système de valeurs ()/, u.').
Cherchons le genre pg de la surface définie par les équations (4). Soient
y*Pi(x, ix)cii, ..., jvp{\ ix)di,
p intégrales de première espèce linéairement indépendantes de la courbe/, et
J(^,{r,ix')di', ..., Jqjy{r, ix')
dl'
/?' intégrales de première espèce linéairement indépendantes delà courbe F. Formons l'intégrale double
JJ'^ii^. V-)-^kO'^ V-')dldV.
Elle sera évidemment de la forme
P(^, 7' ^)dx dy,
P étant rationnelle en x^ y^ z^ puisque, par hypothèse, les X et ^ sont rationnelles en x^ y et z. Nous formons ainsi pp' intégrales doubles de première espèce, qui sont linéairement indépendantes, et, par suite, le genre de la surface est au moins égal à pp'.
Il est aisé de montrer que ce genre est précisément égal k pp' . Toute intégrale double de la surface est, en effet, de la forme
JJ^{\\J-,l\\x')d\dl'.
Supposons-la de première espèce. Il sera d'abord nécessaire que l'intégrale simple
cp(X, [x, X', ix')dl
(// et ik' étant considérés comme des constantes) soit une intégrale
de première espèce pour la courbe Oa a donc
les A ne dépendant que de V et jji' dont ils sont nécessairement des fonctions rationnelles. On voit ensuite que
doit être une intégrale de première espèce de la courbe ■
F(V, ^')=o, et, par suite,
les B étant rationnels en \ et a. Donnons à ()., [x) p systèmes de valeurs fixes arbitraires; on pourra tirer, par des équations du premier degré, les A,(V, uJ) en fonctions linéaires des Qâ(^A p-')5 donc cp(X, a, )/, [a') est de la forme
cp(X, II, \', ;jL') = ^a//,P/(X, [a).Q/,(X', il'),
les a étant des constantes; il en résulte que toutes les intégrales doubles de première espèce sont de la forme trouvée plus haut. En définitive, nous avons, pour la surface définie par les équations (4),
III. — Digression sur les systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface ( ^ ).
10. Avant de continuer l'étude des surfaces adjointes d'ordre
(M Les points essentiels de cette section sont empruntés à deux Mémoires remarquables de M. Enriques, sur lesquels nous aurons ultérieurement à revenir [Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche {Mémoires de l'Académie de Turin, 1894 ), et Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche {Mem. délia Societa Italiana d. Scienze, 3» série, t. X; 1896)].
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m — 4i il GSl nécessaire que nous fassions quelques remarques générales sur les systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface algébrique S. Nous considérons l'intersection de la surface S avec un système linéaire de surfaces, c'est-à-dire avec un système de surfaces
(L) ajLi-f- aaLa^-. . .4-a,,+iL;.+i= o,
les L étant des polynômes en {x,y^ z), et les a des constantes arbitraires. Il peut y avoir des courbes fixes d'intersection (c'està-dire indépendantes des a) du système L avec S; la courbe ou les coufbes qui nous intéressent sont les courbes de rencontre variables avec les a, et quand nous parlons de la courbe ou des courbes définies par L, il n'est question que de la courbe ou des courbes variables.
Le système linéaire sera dit réductible ou irréductible, suivant que la courbe variable d'intersection sera elle-même réductible ou non. La courbe générale d'un système linéaire peut avoir des points fixes que l'on appelle points-bases.
Un système linéaire sera dit d'ordre /', si par r points arbitraires de la surface passe une seule courbe du système \ c'est le cas où, dans l'équation écrite ci-dessus, les L sont des fonctions linéairement indépendantes sur la surface (*). Un système linéaire porte le nom de faisceau lorsque son ordre est égal à un, et le nom de réseau lorsque son ordre est égal à deux.
(') On peut se demander si une famille de courbes irréductibles, tracées sur une surface telle, que par r points arbitraires de la surface ne passe qu'une seule tourbe de la famille, forme nécessairement un système linéaire*. M. Enriques a montré {Rendiconti delta R. Accademia d. Lincei, 1898 ) que la réponse est affirmative si /• est supérieur à un. Pour le cas de r = i, il peut en être autrement, comme le montre l'exemple des génératrices d'une surface réglée. Il y a cependant des cas où le théorème de M. Enriques est encore applicable pour r = 1. C'est ce qu'a fait voir M. Castclnuovo [Alcuni resultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie algebrica {Societa Italiana délie Scienze, 1896)] pour les surfaces dont le genre géométrique égale le genre numérique; M. Humbert a aussi montré qu'il en est de même pour les surfaces qui n'ont pas d'intégrales de différentielles totales de première espèce [Sur quelques points de la théorie des surfaces algébriques {Journal de Math., 1894)]. Ces résultats intéressants semblent indiquer quelque dépendance entre la théorie du genre numérique et celle des intégrales de première espèce; nous aurons à y revenir.
On appelle degré D d'un système linéaire le nombre des points de rencontre variables de deux courbes du système L.
11. Faisons quelques remarques relatives aux intersections de deux courbes générales du système L, et qui nous permettront d'établir une distinction entre les différents systèmes que l'on peut avoir à considérer. Il est d'abord évident que si deux courbes quelconques du système ont toujours une partie commune, cette partie commune est fixe. Une remarque non moins évidente est relative au cas d'un faisceau linéaire [r =. i). Un point commun à deux courbes du faisceau doit être commun à toutes, comme le montre l'équation a< L, + ao Lo = o î ^^ point est donc un pointbase ^ il n'existe pas de points de rencontre variables et, par suite, D = o.
Supposons maintenant /'^ i . Le cas le plus général sera celui où, deux courbes générales du système ayant D points de rencontre variables, la condition de passer par un point de la surface n'entraîne pas, comme conséquence, pour ces courbes, l'obh'gation de passer par d'autres points déterminés par le premier. En d'autres termes, le svstème linéaire d'ordre /' — i, formé par les courbes L qui passent par un point arbitrairement donné de la surface, est de degré D — i . On dit alors que le système est simple.
Une autre circonstance moins générale peut se présenter : c'est celle où les courbes L, qui sont assujetties à passer par un point arbitraire, passent nécessairement par m — i autres points, et forment alors un système linéaire de degré D — m. Dans ce cas, les D points de rencontre se partagent en s groupes de m points, et l'on a D = ms. On dit alors que le système forme une involution \m. Il est clair que ce fait se présente toujours pour un réseau, si la surface n'est pas rationnelle.
Enfin, il peut arriver, r étant plus grand que un^ que deux courbes générales du système n'aient pas de points de rencontre variables. Imaginons toujours le système linéaire d'ordre /' — i , formé par les courbes L qui passent par un point. Toutes ces courbes n'ayant pas de points de rencontre variables auront forcément une courbe commune, passant par ce point, qui fera partie de la courbe générale et qui sera déterminée par un seul point. Assujettissons ce système d'ordre ;- — i à passer par un second
point fixe, nous délaclierons encore, de la courbe générale, une seconde courbe jouissant de la même propriété. En continuant ainsi de proche en proche, on voit finalement que la courbe générale se composera d'au moins r courbes distinctes, car il pourra encore rester, la réduction précédente étant achevée, un certain nombre de courbes composantes. Soit m le nombre total de ces courbes ; elles forment un ensemble dépendant de r paramètres, et qui est tel que par chaque point de la surface ne passe qu'une seule de ces courbes. On dit alors que le sjstème linéaire est formé de ?n[m^r) courbes d'un faisceau, et, dans ce cas, on a évidemment D = o.
Revenant au cas où D est plus grand que zéi^o, nous ferons encore la remarque importante que les D points d'intersection variables doivent décrire la surface tout entière. Supposons, en effet, que quelques-uns de ces points décrivent une courbe fixe (F) de la surface ; une courbe particulière quelconque du système L coupera F en un certain nombre de points. L'un au moins de ces points appartiendra à une autre courbe du système qui, dans l'hj- ])Othèse admise, ne pourra que rester fixe quand on la fera varier. Le point considéré serait donc un point fixe et non un point variable de rencontre, comme nous l'avons supj)osé.
Ajoutons finalement que l'on a, entre /• et D, si /' > i et D > o,
l'inégalité évidente
puisque par /' — i points arbitraires on peut certainement faire passer deux courbes L.
12. Tout système linéaire simple, d'ordre /' supçrieur à deux, permet d'effectuer une transformalion de la surface dans un espace S,.' à /•' dimensions (r'^r)^ pourvu que /-' soit^3. Prenons /•' -|- I surfaces L arbitraires et envisageons le système
X - ^-' Cette transformation fera correspondre à la surface S, dans l'es-
aiLi-i-aaLa-
posons
pace à trois dimensions, une surface S' dans l'espace à r' dimensions (Xi, Xo, . . ., X;^'). A un point arbitraire de S correspond un seul point de S', et réciproquement, car, quand les /•' équations précédentes en (x,jKj z) ont une solution commune correspondant à un point de la surface, elles n'en ont qu'une en général, puisque le système est simple et que r'^3.
Cette surface S' sera d'ordre D. En effet, envisageons dans l'espace S/.' deux hjperplans arbitraires
Al Xi -i- A2 X2 H- . . . -4- A,.'X;,' -i- A,.'_Hi = o,
A'i X, 4- Au.-T-. . .-f- a;..x,.'4- a;..+i = o,
qui déterminent une variété linéaire d'ordre r' — 2 ; elle coupera la variété S' d'ordre 2 en un certain nombre de points déterminés par les équations
AiLi -i-AsL,—.
. . 4- A,.'+i hr'+\ = 0,
A'i Li -h A2 L2 -f .
. .-H A,.'+lL;.'-j-l == 0,
qui ont, sur la surface S, D solutions communes variables avec les A. Le système linéaire étant simple, à ces solutions correspondront, en général, des points distincts de S'; par suite, la surface S' est bien d'ordre D.
Remarquons, en outre, qu'à une surface (L) correspond dansS/-un hyperplan
aiXi-i- «2X2-!-. . . 4- a,.'X,.'-i- a,.'+i = o
et réciproquement, et, par suite, que les sections hyperplanes d'ordre /• — î de S' correspondent à des courbes de S appartenant au système linéaire.
Si le système (L), au lieu d'être simple, appartenait à une involution \m, on pourrait encore effectuer la même transformation, mais alors cette transformation ne serait plus biunivoque. A chaque point de S correspondrait un point de S', mais à chaque point
de S' correspondrait m points de S, et l'ordre de S' serait égal à — •
On peut cependant, même dans le cas d'une involulion, modifier la transformation précédente, de manière qu'elle donne lieu à une correspondance biunivoque dans tous les cas.
Plaçons-nous toujours dans le cas général ; prenons /•' surfaces L
arbitraires Lj, Lo, . . ., L^', et envisageons le système
(L) aiLi+ aoLj-f-. . .-f- a,.'L,.' = o.
Adjoignons à ces surfaces deux surfaces déterminées Pi et Po, que l'on peut toujours supposer telles que la courbe du faisceau
(P) PlPl+3oP2=0
(les p désignant des constantes arbitraires) qui passe par un point quelconque A de S ne passe pas par les points conjugués de A dans l'involution L, si elle existe. Nous poserons alors
Al = - — , Ao = 7 j ' ' • ■> A,.'_i — — j j ^r — p
Cette transformation est biunivoque, comme il résulte immédiatement des hypothèses faites sur V^ et P2 : à la surface S dans l'espace S3 correspond une surface S' dans l'espace S/ et ces deux surfaces se correspondent point par point. Chaque point de S' peut être considéré comme obtenu par l'intersection d'une droite parallèle à une direction fixe, l'axe des X;. , avec un hyperplan PoX^ — Pi == o parallèle à un hyper plan fixe. Aux courbes (L) sur S correspondent sur S' les sections faites par les hyperplans
«1X1+ aaXa-l-. . .+ a,.'_iX,.'_i 4- ccr' = o,
parallèles à l'axe X^, et aux courbes (P) correspondent les seclions faites par l'hyperplan
PlX;.'-i- p2 = 0,
parallèle à un hyperplan fixe. Quant à l'ordre de S', il dépendra, en général, des fonctions P, mais, dans tous les cas, une variété linéaire d'ordre r' — i parallèle à l'axe des X^' cou]5era S' en D points. Si donc D = o, la surface S' devra se réduire à un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe des X,-'.
La transformation précédente peut être modifiée. On conçoit, en effet, que, par une transformation homographique, on puisse ' faire en sorte que chaque point de S' soit déterminé par l'intersection d'une droite, passant par un point fixe O, avec une variété linéaire ou hyperplan I>r-\ passant par une variété linéaire fixe ^r'-2 dans l'espace 2^' et ne passant pas par le point O. Dans ces conditions, aux courbes (L) de S correspondent sur S' les sections
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faites par des hjperplans passant par un point fixe O, et aux courbes (P) les sections faites par des hyperplans passant parla variété linéaire Sr'_2, et si D = o, la surface S' se réduit à un cône de sommet O.
On peut imaginer bien d'autres transformations analogues aux précédentes, qui s'indiqueront d'elles-mêmes d'après la nature du problème à traiter. C'est ainsi que, au lieu d'un faisceau auxiliaire (P), on pourra être conduit à prendre un système auxiliaire d'un ordre plus élevé ; nous en verrons, à la fin de cette Section, un exemple dans lequel on effectuera une transformation en prenant simplement un faisceau de courbes (L) et un réseau arbitraire. Le but principal qu'on se propose est de substituer aux courbes (L) des courbes planes.
13. Démontrons maintenant un théorème important relatif aux systèmes linéaires. Soit un système linéaire pour lequel la courbe variable d'intersection ne se compose pas des courbes d'un faisceau, c'est-à-dire pour lequel, comme nous l'avons vu, on a D > o. Nous allons établir que, dans cette hypothèse, la courbe variable d^ intersection est nécessairement irréductible.
Supposons que le théorème soit inexact, et faisons avec trois polynômes L la transformation générale indiquée au numéro précédent. On prendra
On aura alors, dans l'espace à trois dimensions, une surface S' dont toutes les sections planes parallèles à l'axe des Z seront formées de courbes réductibles, puisque ces sections correspondent à des courbes du système linéaire. INous avons donc à étudier une surface algébrique irréductible, telle cjue toutes ses sections planes, parallèles à une direction donnée, ou, ce qui revient au même, par une transformation homographique, telle que toutes ses sections planes correspondant à des plans passant par un certain point O sont des courbes réductibles.
Prenons le point O comme origine, et considérons une droite arbitraire passant par O, que nous prendrons un moment comme
axe des z. Si
désigne l'équation de la surface, la courbe plane définie par l'équation entre œ et s,
doit, par hypothèse, être réductible, quel que soit le paramètre X. Or, pour faire cette décomposition, il faudra résoudre une certaine équation d'un degré /?,
|JL« + A, [Ji«-i + . . . + A„ = o,
équation dont les coefficients A sont fonctions rationnelles de "k. A chacune des racines de cette équation correspondra une courbe composante, et les courbes composantes seront en nombre n pour \ arbitraire. Pour un nombre fini de valeurs de X, Téquation auxiliaire aura une racine double, et, par suite, on aura un nombre fini de plans passant par O-g, et tangents à la sur/ace le long d'une ligne. La droite O^ étant d'ailleurs une droite arbitraire passant par O, il y aura donc un système au moins simplement infini de plans touchant la surface S' suivant une ligne ; celte surface sera donc développable, et comme les plans tangents de ce système passent par un point fixe, ce sera un cône de sommet O. En revenant à la transformation initiale, on a un cylindre, et les courbes de S' correspondant au système linéaire sur S,
ai Lj -f- 7.2 L2 + «3 L3 = o,
sont les génératrices de ce cylindre : deux courbes du système n'ont pas alors de points variables de rencontré, ce qui est contre l'hypothèse que la courbe variable d'intersection ne se compose pas des courbes d'un faisceau. Le théorème est donc démontré.
14. Terminons ces considérations relatives aux systèmes linéaires tracés sur une surface, en démontrant un théorème relatif aux systèmes linéaires irréductibles, ou à chacune des courbes du faisceau dans le cas où D =: o. Nous allons montrer que cette courbe irréductible ne peut avoir, en dehors de certains points
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fixes {points bases du système)^ de points multiples qui n'appartiennent pas aux lignes multiples de la surface.
Supposons le contraire, et considérons un faisceau linéaire arbitraire de courbes du système (L). Par hypothèse, les courbes irréductibles de ce faisceau devraient posséder des points multiples variables décrivant une ligne C simple pour la surface S. Employons un mode de représentation analogue à celui employé au n'^ 12, mais dans laquelle, au lieu d'un faisceau auxiliaire, nous prendrons un réseau auxiliaire que nous pouvons supposer toujours tel que le svstème simplement infini de courbes de ce réseau passant par un point de la ligne G ne contienne pas, comme conséquence, d'autres points de cette courbe. A la surface S correspondra alors une surface S' : sur cette surface la courbe G aura pour image une courbe simple G'; aux courbes du faisceau (L) correspondront des courbes planes intersections de S^ avec des plans passant par une droite d, et, aux courbes du réseau correspondront des courbes planes intersections de S' avec des plans passant par un point. Par hypothèse, la surface S' serait telle que les sections planes passant par une droite auraient des points multiples variables en dehors des lignes multiples de la surface, sur une courbe simple G', ce qui est impossible.
En efï'et, un point arbitraire P de G', étant multiple pour une section plane déterminée sur S' par un plan passant par une droite d^ a comme plan tangent le plan Vd. Mais la tangente au point P à G', qui n'est pas située dans ce plan, coupe ce plan ; donc le point P est au moins un point double pour S', ce qui est contraire à l'hypothèse.
IV. — Du second genre {Curvengeschlecht) des surfaces algébriques, et du degré du système canonique.
15. INous avons vu comment la considération des intégrales doubles de première espèce conduisait au genre géométrique d'une surface [Flàchengeschlecht)^ introduit parGlebsch dans la théorie des surfaces algébriques. M. Noether (^) a appelé l'attention
(') Noether, Zur Théorie des eincleutigen Entspvechens algebvaischer Gebilde {Math. Annaten, t. VIII, p. 020).
sur un second nombre, jouissant du même caractère d'invariance, et qu'il a appelé le second genre de la surface ou Cur^^engeschlecht. C'est de ce nombre que nous allons maintenant nous occuper.
Considérons le système linéaire formé par les adjointes d'ordre m — 4 ; comme nous l'avons dit (page 1 89), on l'appelle le système canonique, et nous emploierons indifféremment cette expression pour désigner le système linéaire de surfaces ou celui des courbes correspondantes sur y*. Ce système linéaire de surfaces rencontre, en général, la surface /" suivant une courbe mobile irréductible /, les autres courbes de rencontre étant des lignes fixes parmi lesquelles se trouvent les courbes multiples de la surface. En nous plaçant dans ce cas général, nous pouvons alors parler du genre de celte ligne mobile irréductible, c'est le genre de cette courbe que M. Noether appelle le second genre ou Curvengeschlecht de la surface.
On voit bien aisément, par la considération des intégrales doubles de première espèce, ciue ce nombre est un invariant, c'est-à-dire est le même pour deux surfaces qui se correspondent par une transformation birationnelle, comme nous en avons considéré au n° 7. Reprenons les deux surfaces de ce numéro
se correspondant birationnellement, et désignons par
'(ai ^i-t- a2<72-i-. • .-+- ^Ps^rs) dx dy
ff
fz
l'intégrale double la plus générale de première espèce de la surface/, les a étant des constantes arbitraires et les cj les polynômes adjoints d'ordre m — 4- Si l'on fait la substitution
celte intégrale double doit se transformer en une intégrale double de première espèce relative à la surface F, et qui est, par suite,
(a, Q, + a2Q2 -4-. . .+ a,,,Q;,,) d\ dY
les Q étant des polynômes adjoints d'ordre M — 4 relatifs à la surface F que nous supposons de degré M. On aura donc une identité de la forme
= p(X, Y, Z)[a, Qi(X, Y, Z) +. . ,-^ap„Qp^{X, Y, Z)],
p étant une fonction rationnelle de X, Y, Z, ne dépendant que de la transformation, et nullement des paramètres a; son expression est évidemment
et dans le déterminant fonctionnel on doit considérer ^, R, et R2 comme fonctions de X et Y. De là résulte évidemment que la courbe mobile / d'intersection de la surface adjointe d'ordre m — 4
avec / a pour correspondante, par la transformation, la courbe mobile L d'intersection de la surface adjointe d'ordre M — 4
aiQi + a2Q2-}-...4-a/,^^Q^^,= o,
avec la surface F. Les deux courbes /et L se correspondent ainsi point par point et, par suite, elles ont même genre; le second genre est donc le même pour deux surfaces se correspondant point par point, comme nous l'avons énoncé plus haut. Nous désignerons le second genre (*) par/j^'^
16. Deux circonstances différentes peuvent se présenter relativement aux surfaces adjointes d'ordre m — 4- La surface adjointe générale de cet ordre peut ne passer par aucun point fixe ou aucune courbe fixe de la surface en dehors de certains points multiples ou des courbes multiples de la surface. C'est ce qui arrive, peut-on dire, le plus souvent; ainsi, pour la surface générale d'ordre /?z, les adjointes d'ordre m — 4 5 c[ui sont des surfaces
(') On ne confondra pas cet invariant /?^'^ et l'invariant /?^-^ qui va être introduit dans un moment avec les deux nombres p^ et /?2 antérieurement considérés et relatifs à la Géométrie de situation.
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quelconques de cet ordre, ne passent nécessairement par aucun point fixe de la surface. Mais une autre circonstance peut se rencontrer; il peut arriver que toutes les adjointes d'ordre m — 4 passent nécessairement par certains points simples de la surface ou par certaines courbes simples de la surface. 11 y a dans cette circonstance, comme nous aurons bientôt l'occasion de le voir, une source de complications assez sérieuses pour la généralité des énoncés de certains théorèmes.
Donnons un exemple de l'une et l'autre des circonstances indiquées. Une surface du cinquième ordre peut avoir deux points triples; la droite D qui les joint appartient alors nécessairement à la surface. Les adjointes sont ici des plans passant par les deux points triples ; elles passent par la droite D.
Considérons en second lieu, avec M. Enriques, une surface du cinquième ordre avec deux points doubles A et B qui soient des tacnodes; il est aisé de voir que cette circonstance est réalisable. La droite AB percera la surface en un autre point G; toutes les adjointes d'ordre un sont des plans passant par AB, elles passent donc par le point G, et nous avons ainsi un exemple d'une surlace d'ordre m pour laquelle toutes les adjointes d'ordre m — 4 passent par un même point simple de la surface.
17. On a supposé expressément, dans la définition de/>^", que la ligne mobile / d'intersection de la surface avec une adjointe d'ordre m — 4 était une courbe irréductible. Dans l'hypothèse contraire, la définition de /j>^" n'a aucun sens. D'après le théorème du n'' 13, si la courbe / n'est pas irréductible, elle se composera des courbes d'un faisceau, et le nombre de ces courbes sera au moins égal à ,
M. Noether a établi que ces courbes sont en général de genre un. Il en sera certainement ainsi quand on ne se trouvera pas dans les circonstances spéciales signalées au numéro précédent; il peuty avoir exception pour ces cas particuliers. Nous ne sommes pas en mesure de donner maintenant la démonstration de ce théorème; nous la renverrons au Ghapitre suivant comme application des diverses généralités que nous allons développer sur la théorie des courbes gauches.
Indiquons seulement un exemple particulier où la courbe l est réductible. Reprenons à cet effet les surfaces considérées au n« 9, en supposant que le genre p^ de la courbe
F(X', [jl')=o
soit égal à l'unité. La partie variable de l'intersection de la surface avec le système canonique sera alors donnée par l'équation
aiPi(X, jj.)-t-...-i-apPp(X, [Ji) = o, équation qui, avec
donnera ip — i systèmes de valeurs (X, ^), On aura donc, comme partie variable de l'intersection, un faisceau de
np — '2 courbes du genre un.
18. Nous donnerons encore la définition d'un autre nombre invariant introduit par M. INoether dans la théorie des surfaces algébriques, en même temps que/>^'\ Ce nouvel invariant est le degré du système canonique, en entendant par degré d'un système linéaire, comme dans la Section précédente, le nombre des points de rencontre mobiles de deux courbes /. Désignons ce degré par /?(2) j les courbes / jouissant de la propriété d'invariance, il en est évidemment de même de leurs points de rencontre mobiles. Nous avons donc bien un nombre invariant, c'est-à-dire un nombre qui reste le même pour deux surfaces se correspondant point par point. Il est d'ailleurs bien entendu que /j^^) ^'a, comme/>^^', de sens que si la ligne /, intersection mobile du système canonique avec la surface, est irréductible. Il faut aussi que pg soit supérieur à l'unité j pour p„ = 2, on aura /?^-' = o.
M. Noether a établi que l'on avait
de sorte que l'on n'a pas, en réalité, un nouvel invariant; cette conclusion suppose toutefois que l'on ne se trouve pas dans les cas spéciaux du n" 16 : on peut alors avoir simplement l'inégablé
Nous nous bornons ici à ces énoncés, qui seront justifiés dans le Chapitre suivant; mais, quitte à renvoyer à un Chapitre ultérieur la démonstration de quelques points particuliers, nous avons tenu à introduire ensemble dans ce Chapitre les trois nombres fondamentaux
particulièrement étudiés par M. Noether.
19. Terminons ce Chapitre par une remarque générale sur la transformation d'une surface/au moyen de ses surfaces adjointes d'ordre m — 4- Plaçons-nous dans le cas général où le système canonique est un système linéaire simple (au sens de la Section précédente), et soit
Prenons alors quatre polynômes adjoints quelconques d'ordre m — 4
que nous assujettirons seulement à passer par /?.- 4 points pris arbitrairement sur la surface.
Nous pouvons nous servir de ces polynômes pour faire, comme au n« 12, une transformation de la surface; on posera
Nous aurons ainsi une surface F qui correspondra point par point à la surface /; son degré sera égal au degré du système linéaire
(■I^) ai Qi + a,Q2 + aaQs + «vQ* = o,
c'est-à-dire à
On peut donc transformer birationnellement la surfaee f en une surface de degré M ; c'est là un ihéorème tout à fait analogue à la proposition de la théorie des courbes algébriques, d'après laquelle une courbe plane de genre;, peut (sauf le cas hypcrelliplique) être transformée en une courbe de degré /> + i.
Les sections planes de la surface F correspondent aux courbes du système linéaire (L); elles seront donc de genre p^^ K
Pour indiquer un exemple, considérons une surface du septième degré avec une conique triple G et un point triple isolé A. Les adjointes du troisième degré, que nous avons à considérer, se composent des surfaces du troisième degré ayant G pour conique double et passant par le point A. Ges surfaces se décomposent nécessairement et sont formées du plan de la conique et d'une quadrique passant par G et par A; on aura donc
On a ICI
comme on le voit, en considérant la conique intersection de deux quadriques passant par G. Elle a quatorze points de rencontre avec la surface; or, deux de ces points sont sur G, et chacun d'eux compte pour trois, un autre est en A et compte également pour trois; on aura donc seulement cinq points de rencontre mobiles. D'après ce qui a été dit ci-dessus, la surface considérée du septième ordre correspond point par point à une surface du cinquième ordre.
SUR LES COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES ET LA FOR- MULE SUSCEPTIBLE DE DONNER LE GENRE D'UNE SUR- FACE.
I. — Quelques formules relatives aux courbes gauches algébriques; surfaces adjointes à une courbe gauche.
\. Avant d'étudier les surfaces passant par une courbe gauclie, nous avons besoin de rappeler quelques théorèmes et formides relatifs aux courbes gauches (*). Nous nous limiterons essentiellement aux parties qui nous seront utiles pour la théorie des surfaces algébriques.
Une courbe gauche algébrique G est dite d'ordre ou de degré m, si sa perspective prise d'un point arbitraire de l'espace sur un plan quelconque est nne courbe algébrique d'ordre /??. Si l'on suppose cette perspective faite parallèlement à l'axe des z. on aura évidemment pour tous les points de la courbe
/représentant une courbe plane irréductible d'ordre m, et o et ^ étant des polynômes en ^ et y de degrés respectjfs n el n — i, tels que la courbe cp = o passe par les points d'intersection de f= o et 6 ^ o. Telle est la représentation employée par Cayley pour une courbe gauche. Les deux équations précédentes ne sont pas vérifiées seulement par la courbe, mais par un certain nombre
(') On trouvera dans la Géométrie à trois dimensions, de Salmon, la bibliographie des travaux de Cayley et de Salmon sur les courbes gauches algébriques. Deux Mémoires considérables sur ce sujet ont été publiés en 1882; ce sont les travaux d'Halphen (Journal de l'École Polytechnique, 1882) et de Noether {Mémoires de l'Académie de Berlin, 1882).
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de droites parallèles à O^, qui correspondent aux solutions communes aux trois équations /*= o, cp r= o, -^ = o.
Le fait que toute courbe gauche devient ainsi, par l'adjonction de lignes droites, l'intersection complète de deux surfaces, rend évidente cette propriété, souvent admise sans démonstration, qu'une courbe gauche de degré ni rencontre en 7n]x points une surface d'ordre [Jl.
Au lieu de la représentation de Cajley on peut se servir d'une représentation paramétrique. Il est possible de faire correspondre uniformément les points d'une courbe gauche à ceux d'une courbe plane
On aura alors pour un point arbitraire {x^y, z) de la courbe gauche
les R étant rationnelles en (^, 't\). On peut supposer, en effectuant une transformation homographique arbitraire, que les trois fonctions rationnelles R ont les mêmes pôles sur la surface de Riemann définie par l'équation cp = o et que ces pôles sont simples. Si [x est leur nombre, le degré de la courbe gauche sera égal à |j., comme on le voit de suite en cherchant l'intersection de la courbe avec un plan quelconque.
Ces généralités indiquées, nous allons considérer une courbe gauche G d'ordre m, n'ayant d'autres singularités qu'un certain nombre t de points triples à tangentes distinctes. Deux nombres jouent un rôle important dans l'étude des courbes gauches. Le premier est le nombre h des sécantes doubles de la courbe passant par un point arbitraire A de l'espace; dans ce nombre h ne figurent pas les droites passant par A et les points triples de la courbe; on appelle h le nombre des points doubles apparents de la courbe. Le second est le rang r de la courbe, c'est-à-dire le degré de la développable formée par les tangentes à la courbe gauche. Il est facile d'avoir l'expression de r à l'aide de m, h et /. Considérons, en effet, le cône ajant pour sommet A et pour directrice la courbe; la classe de ce cône sera égale à /*, car, par une
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droite arbitraire D passant par A, on peut mener autant de plans tangents à ce cône qu'il y a de tangentes à la courbe rencontrant D ; on a donc, d'après la formule de Plûcker relative à la classe,
puisqu'une section plane du cône est une courbe de degré m avec h points doubles et t points triples.
2. Considérons, en particulier, le cas où G est l'intersection complète de deux surfaces
de degrés a et v. Nous nous plaçons d'ailleurs dans le cas le plus général correspondant aux hypothèses faites sur la nature de la courbe. Par suite, si G avait un point triple, les deux surfaces auraient chacune un point conique ordinaire en ce pomt, et d y aurait pour l'intersection de / et cp quatre branches de courbes passant par ce point; la courbe G ne serait pas alors l'intersection complète. Nous devons donc, dans cette hypothèse, considérer une courbe sans points triples. Pour calculer r et h, on peut procéder de diverses manières; commençons par le calcul de r. Soient
Xcp;^-f-Ycp;.+ Zcp;,-+-cpi = o
les équations d'une tangente à la courbe G intersection de /et cp. Nous avons à chercher le nombre de ces tangente? rencontrant une droite arbitraire
On aura l'équation
AX + BY -4-GZ +
cette équation est de degré [j. + v — 2, et par suite r = [j(.v([J!. + V — 1), La formule, donnée plus haut pour r (en y faisant ^ = o),
r = m{m — i) — 2 h ( /n = [xv),
donne alors
^^ [xv([^ — i)(v — 0_ '1
Il ne sera pas inutile de vérifier ce nombre par un calcul direct. Cherchons l'équation du cône ayant pour sommet un point {œ',y, z') de la courbe et ayant celle-ci pour directrice; soit x, y^ z un point quelconque de ce cône. La droite passant par les deux points (^,JK, z^ t) et {x' ^ y\ z' ^ t'), a pour coordonnées d'un quelconque de ses points
x'-^-Xx^ y-+-'^y, z'-hl-Zj t'-hlt.
On devra donc avoir pour une valeur de 1
f(x' -+-lx, jk'h- ly, z'-h Xz, t'-h 11)= o, o{x'-h Ix, y'-h ly, z'-hlz, t'-hlt)= o,
ce qui peut s'écrire
dx' / i . '^A ^^
En éliminant 1 entre ces équations, on a une équation qui, on le vérifie aisément, est de degré
en {x\y, z). Donc, pour (^, y, z) donné arbitrairement dans
l'espace, on aura
[av([x — i)(v — I)
valeurs de (^',y, z') correspondant à des points de G (qui est de degré ji-v), telles que la droite joignant (^,JK, z) et {x'^y', z')
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rencontre la courbe en un second point. Par suite
UvCtJL — I)(V — l) h= -^ ,
comme nous l'avions trouvé plus haut.
3. Supposons maintenant que la courbe G de degré m soit seulement l'intersection partielle de deux surfaces de degrés ji. et v; désignons par C la courbe complémentaire d'intersection dont m! désignera le degré : on a
m 4- m'= [jLv.
Si la courbe G a un point triple, la courbe G' passera par ce point triple, qui sera pour elle un point simple dans les circonstances générales oii nous nous plaçons. Revenons à la surface (i) considérée au numéro précédent. Les
m(iJL H- V — 2)
points de rencontre de cette surface avec la courbe G se composent des points de rencontre de r tangentes de la courbe avec la droite arbitraire; mais, de plus, la surface (i) passe par les points de rencontre de G et de G', puisqu'en ces points les deux surfaces/" et cp sont tangentes et que, par suite, les dérivées premières de/ et 0 sont proportionnelles. Soit 0 le nombre des points de rencontre de G et de G' en dehors des points triples de G; d'autre part, la surface (i) passe par les ^points triples de G et aces points pour points doubles. On a donc
m ( [JL -t- V — -2 ) = r -t- 0 + G ^ formule qui va nous être utile dans un moment.
4. Nous pouvons maintenant définir les surfaces adjointes à une courbe gauche. Soit toujours la courbe gauche G, et considérons comme ci-dessus deux surfaces / et cp de degrés respectivement égaux à [ji et V passant par cette courbe gauche. Ges surfaces auront en commun une seconde courbe G'. Envisageons une surface S arbitraire de degré
passant par G' et ayant comme points doubles les t points triples de G. Gherchons quel va être le nombre des points de rencontre de la surface S avec G, en dehors des t points triples et des B autres points communs à G et à G'. Ge nombre sera égal à
m(ij. 4- V — 4)— 0 — 6^,
OU, d'après la formule du numéro précédent, à
m([jL-t-v — 4) — m([JL + v — 2)+/-, c'est-à-dire
r — im.
Or, le rang de G est donné (n° 1) par
r =■ m {m — i ) — ih — 6 ^.
On aura donc pour le nombre cherché
m {m — 3)— ih — (jt = (m — i)(fn — 2 ) — 2 A — Gt — o.,
nombre qui est égal à
en désignant par p le genre de la courbe gauche de G, c'est-à-dire le genre de sa perspective sur un plan arbitraire et d'un point de vue arbitraire. La surface S considérée rencontre donc la courbe G en ip — 2 points en dehors des points communs à G et à G'.
On donne aux surfaces S le nom de surfaces adjointes à la courbe gauche G; il y a, comme on voit, un très grand degré d'arbitraire dans leur définition, puisqu'on peut prendre arbitrairement les surfaces / et cp passant par G. Ges surfaces adjointes rappellent les courbes adjointes d'ordre m — 3 dans la théorie des courbes algébriques par cette propriété remarquable d'avoir, en dehors de certains points assignables a priori, un nombre '2p — 2 de points de rencontre avec la courbe, en désignant par/> le genre de la courbe ( ' ).
(') La notion de surface adjointe à une courbe gauche est due à M. Noether {Math, Annalen, t. VIII, p. 5io). M. Noether ne démontre pas seulement qu'une surface arbitraire S passant par G' rencontre G en ip — 2 points; il établit de plus que ce groupe de 2jo — 2 points sur la courbe G dépend de /> — i arbitraires. Nous n'aurons pas besoin, dans la suite, de ce dernier point, dont la démonstration est assez délicate.
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Comme exemple, prenons le cas général où G serait l'inlersection complète de deux surfaces /et cp d'ordre |jl et v; une surface arbitraire d'ordre a-j-v — 4 est alors une surface adjointe de G. On a bien
ip — 1 — \vt ( a -h V — 4 ),
p étant le genre de la courbe G. On peut le vérifier, si l'on veut, avec les formules du n° 2, puisque
5. On peut présenter d'une manière plus large la définition des surfaces adjointes à une courbe gauclie en se plaçant dans le cas plus général oii les deux surfaces /et cp auraient la courbe G', ou, d'une manière plus générale, les courbes G', si la courbe désignée par G' se décompose, comme courbes multiples d'un degré quelconque de multiplicité. On doit supposer que la surface d'ordre a + V — 4? passant par les courbes G', se comporte d'une manière convenable aux points de rencontre a des courbes G' avec G. On évitera toute difficulté en considérant la surface S
déjà envisagée au n° 2. Gette surface S est de degré [i. + v — 2, et elle se comporte d'une certaine manière aux points a, chacun de ces points comptant pour un nombre déterminé d'unités dans l'évaluation du nombre des points de rencontre de S avec G. Or, supposons maintenant que l'on considère une surface S, d'ordre {jL + v — 4, passant par les points a, et se comportant, relativement à son intersection avec G en ces points a, comme la surface S. Une telle surface S aura, en dehors des a, un certain nombre de points de rencontre qu'il est facile d'évaluer. En effet, le nombre des points de rencontre de S avec G est, en dehors des points a, égal à /' ; par suite, en désignant par a la part des points a dans l'évaluation du nombre des points de rencontre de G avec
S, on a
Pour la surface S, le nombre des points de rencontre en dehors
des a sera
m([jn- V — 4)— «,
d'après l'hypothèse faite sur la manière dont S se comporte aux points a. On aura donc, pour le nombre cherché,
r — im,
c'est-à-dire ip — 2. Nous retombons donc sur le même résultat que plus haut, en envisageant les surfaces adjointes à la courbe gauche sous un point de vue plus général.
II. — Sur une relation entre les invariants />^^^ et jo^2) d'une surface algébrique.
6. Nous ferons de suite une application de la notion des surfaces adjointes à une courbe gauche, en démontrant un résultat relatif aux invariants />^^^ ei p^-^ définis au Chapitre précédent. Nous considérons l'adjointe générale Q d'ordre m — 4 d'une surface/ de degré m, et nous nous plaçons dans le cas où la partie variable / de l'intersection de Q avec /est irréductible.
Supposons d'abord, comme il arrivera en général, que l'adjointe générale Q n'ait aucune partie fixe commune avec /en dehors des lignes multiples et des points multiples isolés de la surface. Si donc nous nous bornons au cas des singularités que nous appelons ordinaires, nous supposerons que la seule ligne commune à /et à toutes les surfaces du système canonique est la ligne double de la surface. Envisageons une ligne déterminée, d'ailleurs quelconque, /o, intersection partielle de / avec une certaine adjointe Qo- Les surfaces adjointes à la courbe Iq sont d'ordre
Les points triples de la courbe double, si elle en a, ne présenteront aucune particularité, car la ligne Iq ne passe pas en général par ces points. Les points a de rencontre de Iq avec la courbe double devront compter pour deux dans l'évaluation du nombre des points de rencontre de Iq avec ses surfaces adjointes; on vérifie en effet facilement que la surface (S) du n° 5 est tangente en
un point a à la nappe de la surface passant par ce point qui contient la ligne Iq. Ceci posé, parmi les surfaces adjointes à /q se trouvent les surfaces
(2) SA,aQ/Qa = o
(les A étant des constantes), Q/ et Q^ étant deux polynômes adjoints du système canonique. En particulier, la surface décomposable
peut jouer le rôle d'une surface adjointe à la ligne Iq. Le nombre des points de rencontre de cette surface avec Iq^ en dehors de la courbe double, et, par conséquent, le nombre des points de rencontre variables avec les A de la surface (2) sera
puisqu'il j a/?^-^ points pour chacune des surfaces Q, et Q/^. Mais
nous savons, d'autre part, d'après le numéro précédent, que ce
nombre est égal à
ip^^^ — 2.
On a, par suite, la relation importante (')
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que toutes les adjointes Q ne passent pas par un même point simple ou n'ont pas en commun une même ligne simple À de la surface. Prenons d'abord le premier de ces cas particuliers. Les points simples isolés communs à toutes les surfaces Q figureront parmi les
points de rencontre de Iq avec une surface adjointe à cette courbe ; ils ne seront pas compris, au contraire, parmi les
points de rencontre (variables avec les A) de la surface (2) avec Iq.
(') Cette relation est due à M. Noether {Math. Annalen,t. VIII, p. 52i); les cas d'exception qui vont être signalés ont été indiqués par MM. Castelnuovo et Enriques {Math. Annalen, t. XLVIII, p. 281).
On aura donc et, par suite,
S'il y avait une ligne simple \ qui rencontrât /« en dehors de la ligne multiple, un point de rencontre ^ ne compterait pas parmi les 2»^'^ — 2 points variables de rencontre de Iq avec une de ses adjointes, et il compterait seulement pour un dans le nombre total des points de rencontre de /« avec cette dernière surface. Pour la surface (2), le point p compte pour deux dans le nombre total des points de rencontre de cette surface avec /«• Par conséquent, les ip^-^ points de rencontre variables de (2) avec Iq sont en nombre inférieur à 2/>(^^— 2, et Von retombe encore sur V iné- (^ alité
qui remplace V égalité de Noether dans le cas particulier indiqué.
Un exemple de cette dernière circonstance nous sera fourni par la surface déjà considérée du cinquième degré possédant deux tacnodes (Ghap. VH, n^ 16). On a pour cette surface
puisque les adjointes d'ordre m — 4 s^ont ici des plans pivotant autour de la droite joignant les tacnodes, et que ces sections sont alors des courbes du cinquième degré ayant deux points doubles aux points où la courbe a un contact avec elle-même (points équivalents à deux points doubles ordinaires). On a, d'autre part, évidemment
et, par suite, on a l'inégalité ci-dessus et non l'égalité. Nous sommes dans le cas où il existe un point simple commun à toutes les adjointes Q; c'est le point où la droite joignant les tacnodes rencontre la surface.
Dans l'exemple donné {lac. cit.) d'une surface du cinquième degré avec deux points triples, on a
et l'égalité est vérifiée; il y a bien ici une ligne 1 (la droite joignant les deux points triples), mais la ligne / ne rencontre pas ). en dehors des points multiples.
Reprenons pareillement l'exemple également considéré antérieurement, d'une surface du septième ordre avec une conique triple et un point triple isolé. On avait alors
Il y a ici une droite simple par laquelle passent toutes les adjointes d'ordre trois, mais il est visible que les lignes / ne rencontrent pas cette droite : on aura donc
et, par suite,
7. Nous avons, dans le numéro précédent, considéré le cas où la courbe variable d'intersection / de la surface / avec le système canonique est irréductible. Voyons ce que l'on pourrait dire dans le cas où la ligne / serait décomposable. D'après un théorème général du Chapitre précédent (n« 13), nous savons que la ligne / se composera des courbes d'un faisceau, et ces courbes seront en nombre au moins égal à
On peut établir que, si nous ne sommes pas dans le cas exceptionnel visé plus haut où toutes les surfaces du système canonique passent par certains éléments simples de /, toiftes ces courbes sont de genre un. Prenons une de ces courbes, soit G; on peut encore considérer comme surfaces adjointes à la courbe G la surface
mais cette surface n'a aucun point commun avec G puisque par un point simple de la surface ne passe qu'une courbe du faisceau. Le nombre 2/?(') — 2 se réduit donc à zéro, et l'on a
Quant au nombre des courbes G, il est au moins égal à /?.- i ; il peut lui être supérieur, comme le montre l'exemple du n'^ 17 du Ghapitre précédent.
La conclusion yo^*^ = i peut être inexacte, si l'on se trouve dans le cas exceptionnel. L'exemple, déjà plusieurs fois considéré d'une surface du cinquième degré avec deux tacnodes, suffit à le montrer. Nous avions alors Pg=^ 2 et, par suite, un faisceau linéaire; nous avons vu que l'on avait /?^'^= 2.
Il a été implicitement supposé, dans tout ce qui précède, que Pg était supérieur à un. Quand /?o^= i, on aura une seule adjointe
La courbe d'intersection l de Qi avec la surface, en dehors de la ligne double, étant supposée irréductible, il arrive, dans bien des cas, que cette courbe est unicursale. Mais l'exemple suivant, indiqué par M. (]astelnuovo, montre que cette conclusion n'est pas nécessaire.
Considérons, en effet, une surface du cinquième ordre passant par une section conique, et ayant trois tacnodes A, B, C situés sur cette courbe. Cette surface n'a qu'une seule surface adjointe d'ordre m — 4i à savoir le plan ABC, puisque l'ordre des surfaces adjointes est ici égal à 5 — 4 = i ? et qu'elles doivent passer par les trois points A, B, C. L'intersection du plan ABC avec la surface se compose de la section conique et d'une cubique passant par le point A, B, C, considérés comme simples, et cette dernière courbe, ayant un genre plus grand que zéro, n'est pas unicursale.
III. — Sur le nombre des conditions exprimant qu'une surface passe par une courbe gauche.
8. La recherche du nombre des conditions exprimant qu'une surface algébrique de degré donné passe par une courbe gauche donnée présente d'assez grandes difficultés. Commençons par démontrer un théorème qui fera connaître une limite supérieure pour ce nombre de conditions.
Beprenons, à cet effet, la représentation paramétrique indiquée au n° 1 . Nous aurons, pour la courbe gauche,
cp(^, 7j) = o, (d'un degré X et d'un genre /?), les R étant des fonctions rationnelles de (ç, '/",) ayant d pôles
simples communs sur la surface de Riemann cp ; la courbe gauche sera de genre p et de degré d.
Soit un polynôme arbitraire F(^, r, z) de degré m en ^, jr, -; substituons dans F à ^, y, z les valeurs précédentes. L'expression
devient alors une fonction rationnelle de (?, '^i) avec <i pôles d'ordre m, ce qui équivaut à md pôles simples. Or le nombre des arbitraires figurant dans une fonction rationnelle ayant md pôles donnés est, d'après le théorème de Riemann-Roch,
md — p H- a H- I,
0- désignant le nombre des adjointes d'ordre À — 3 passant par les m<i pôles. Par suite, si
nul > '2/? — 2,
a- sera nécessairement nul, et le nombre des arbitraires sera
// = jnd — p -T- 1.
L'expression F pourra alors se mettre sous la forme
ai Ji+ a2J2 -^- • • -+- 2C/iJ/i,
les J étant des fonctions rationnelles déterminées de (?, yi), les a dépendant des coefficients du polynôme F : si l'on veut que la surface
passe par la courbe gauche, il faudra que
ai = o, «2 = 0? • • •> '^/t = *'•
On aura donc un nombre de conditions égal à A, ou à wn nombre inoindre, s'il se trouvait que ces équations ne soient pas distinctes. Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante :
Le nombre des conditions N„,, exprimant qu'une surface de
degré m passe par une courbe gauche de degré d et de genre
p, est au plus égal à
md — p -\- \,
en supposant que Von ait
mdy- ip — 2.
9. Le théorème précédent ne donne qu'une limite supérieure. Dans des cas très étendus, cette limite supérieure représente le nombre véritable. Bornons-nous, pour le moment, au cas où la courbe gauche n'a aucun point multiple; on peut alors affirmer
que
N,n= md — p H-i,
si, la courbe gauche étant donnée, le nombre m est pris suffisamment grand.
La démonstration de ce théorème est assez délicate. Nous allons d'abord examiner le cas particulier où la courbe serait l'intersection complète de deux surfaces
y étant de degré [a et cp de degré v. Deux circonstances sont à examiner suivant que m est inférieur ou supérieur à [jl --}- v ; soit
d'abord
m = [Jl -t- V — 0.
D'après un théorème dont nous avons déjà plusieurs fois fait usage, toute surface passant par l'intersection de / et cp a son équation de la forme
?//-(- pcp =o,
u étant de degré v — B, et p de degré jjl — 8. Le nombre des arbitraires figurant dans l'équation de la surface est donc au plus
égal à
^^ (l^ — o-Hi)(;x — o-H-2)([^ — 0 + 3)
Par suite le nombre N/^^ des conditions exprimant qu'une surface de degré m passe par la courbe est au moins égal à
([JL + V — 0 +l)([J. + V — 0 + 2)(;JL + V — 0 + 3)
et, en réduisant cette expression, on trouve
I ^ . ,^ (5 — 1)(5-2)($-3 -f^v(ja + v-20 + 4)+ ^ g ■ •
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Or il est facile d'évaluer le genre p de la courbe, puisque (n^ 2) le nombre des points doubles apparents est égal à
i;av(|^ — 1)(V — l).
D'autre pari, comme on a r/— av, l'expression précédente devient
et nous trouvons ainsi
Supposons maintenant que m soit supérieur à p^ -H v, soit m = \x + V -h 0.
Les surfaces, passant par la courbe, sont toujours de la forme
llf -\- V^ =z o.
Il étant de degré v + o, et v de degré |ji 4- o. Mais on peut remplacer u par u + wp, et v par v — to/*, le poljnome (o étant de degré o; le nombre des arbitraires figurant dans l'équation de la surface est alors au plus
et la différence
cV\ ([^ + V-i-0 -^ l)('[a + VH-0 -f-2)([-t-h V + C + 3) ,
représente le minimum du nombre N/„ cberché des conditions, pour qu'une surface de degré m passe par la courbe; cette expression se réduit ici à
nul — p H- I, et l'on aura par suite
l\ous concluons de l^ analyse précédente que l'inégalité {2) a
lieu pour les surfaces de degré supérieur à
Mais, d'autre part, nous savons, d'après le numéro précédent, que l'on a
(3) ^,^<md~p-\-\, dans le cas où
(4) md^ ip — 1.
Or, en posant in r= jj. _|- v + 8 , l'inégalité précédente donne
f^v( ^ _|_ V + S) >( ^V — l) (|JtV - 2 ) — [JIV( [JL — I) (v — I) — 2,
qui se réduit à
Par conséquent, la condition (4 ) sera vérifiée pour les surfaces de degré supérieur à |j.-f-v_4^ et nous pouvons déduire des inégalités (2 ) et (3)
N;„ = md —p -h\, dans le cas où
Le théorème énoncé est donc démontré pour le cas particulier considéré, et nous avons une limite du nombre îh.
10. Examinons maintenant le cas où la courbe C n'est pas l'intersection complète de deux surfaces, et supposons qu'on puisse faire passer, parla courbe C, deux surfaces de degré |ji et v, l'mtersection de ces surfaces se complétant par une courbe irréductible G' sans point singulier, dont nous désignerons le degré par d'. Envisageons une surface arbitraire S, passant par G, et de degré m supérieur à |j. + v— 4. Une telle surface coupe G^ en dehors des Q points communs à G et à G', en un nombre de points égal à
comme il résulte de suite des considérations présentées au n" 5. Les surfaces 2 déterminent donc sur G' un groupe linéaire de points dont le nombre est égal à l'expression précédente, et ce
groupe de points dépend, d'après un corollaire du théorème de Riemann-Roch (<), au plus de
û?' [ m — ( ,u + V — 4 )] 4- yo' — 2
constantes arbitraires. Le nombre des conditions pour qu'une surface S, passant par G, passe aussi par G' sera donc au plus égal à
car, si l'on fait passer la surface 2 par des points arbitraires de G' en nombre égal à ce dernier nombre, la surface devra contenir G' •puisque le groupe des points de rencontre dépend d'une arbitraire de moins.
Geciposé, le nombre des conditions pour qu'une surface 2, de degré m, passe par G est
( • ) Le corollaire du théorème de Riemann-Roch dont nous nous servons ici est Je suivant. Soit considéré sur une courbe C un groupe linéaire de points variables en nombre (J- ( [J- > 2/? — 2 ); l'ordre de ce groupe, c'est-à-dire le nombre des points qui peuvent être pris arbitrairement dans un groupe, est au plus égal à [x — /?. On peut d'ailleurs démontrer directement ce résultat en le rattachant au théorème d'Abcl. Supposons, en effet, que l'ordre du groupe soit supérieur à [X— /?, par exemple soit égal à [x— jt? + i; prenons sur la courbe/? points arbitraires A,, A2, ..., Ap. Par ces points on peut faire passer au moins une courbe du système linéaire, puisque
cette courbe rencontrera C en un certain nombre de points B (en dehors des points bases du système linéaire) égal à [x— 7?, et comme
on pourra, par les points B, faire passer une courbe du système Ifnéaire dépendant d'au moins un paramètre. Appliquons alors aux p points de rencontre variables de cette courbe avec la courbe G le théorème d'Abel ; nous aurons, en appelant ces points (^,,^1)» •••> i^y^Xp),
Q.i^i, ri)dx,-h...-h Q. (^,„ y^, ) da:^, = 0 (/ = i , 2, ...,/? ),
les Q étant les adjointes relatives aux intégrales de première espèce. Mais des égalités précédentes on conclut que le déterminant
est nul, ce qui est absurde puisqu'une position particulière des 7? points coïncide avec les A pris arbitrairement au début.
d'autre part, le nombre des conditions pour qu'une surface de degré m, passant déjà par G, passe par C est, comme nous venons de le voir,
d'[m — (|a -f- V — 4)] +/)'— I — £■', (s'^o). On suppose d'ailleurs que l'on a les deux inégalités md ^ ip — 2, />? > [JL -h V — 4.
Le nombre des conditions pour qu'une surface de degré m passe par G et G' est donc représenté par l'expression
( 5 ) md — jj -\- 1 -^ d' [m — ( [J^ + v — 4 )] ^- />' — i — s — s'.
Mais nous savons (n" 9) que le nombre des conditions pour qu'une surface de degré m passe par l'intersection de deux surfaces de degrés respectifs ^ et v a pour minimum l'expression E du numéro précédent : ce nombre est, par suite, égal à
Nous devons donc égaler (5) et (6), ce qui donne, en se rappelant que d -\- d' =^ [j.v.
Or il est facile d'avoir la valeur du premier membre; si /-' et h désignent le rang de la courbe G' et le nombre de ses points doubles apparents, comme r et h désignent les mêmes nombres pour la courbe G, on a
r=:d{d—[) - ih, r'^d'(d'—i) — -ih\ ou
7^ = i{d — i)-^'ip, r'= 2{d'—\)-\-ip';
Mais des égalités obtenues au n^ 3,
<f ( [JL -h V — 2 ) — /' -h 0 , d'{\L-T-V — 2 ) = /-' -^ 6 ,
on déduit
r — 7^' =^ ( <i — t/' )( |jn- V — 2 ) ;
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donc
et le premier membre de l'équation (7) se réduit à
c'est-à-dire à zéro. On a, par suite, d'où nous concluons enfin
£ = Ô = Tj = o,
puisque ces trois quantités sont positives. Le nombre des conditions pour q II une surface S de degré m passe par la courbe considérée C est donc représenté exactement par
md — /? -i- I .
On suppose, bien entendu, remplies les conditions du commencement de ce numéro, c'est-à-dire que G est une partie de l'intersection de deux surfaces de degré \k et v, celle intersection se complétant par une courbe irréductible G', et de plus m satisfait aux deux inégalités
ind > ip — 2, ni^ \j. -\-v — 4-
Nous voyons donc que, pour m suffisamment f^rand^ on a exactement le nombre cherché de conditions (').
11. Nous allons indiquer une autre méthode pour établir le théorème précédent-, elle donnera, dans bien des cas, une limite de m supérieure à celle que nous venons de trouver, mais elle a l'avantage d'être plus rapide. Nous l'empruntons à un Mémoire de M. Gastelnuovo (-).
(') M. Noether énonce et démontre rapidement le résultat précédent à la p. 4^ de son Mémoire cité plus haut sur les courbes gauches ^Mémoires de l'Académie de Berlin, 1882); quelques points de la démonstration nous ayant paru avoir besoin de développements, nous avons suivi une tout autre voie.
(2) G. Gastelnuovo, Sui multipli di una série lineare di gruppi di piinti appartenente ad una curva algebricha {Rendiconti del circolo niatheniatico di Palermo, 1893).
Prenons un point de vue arbitraire et projetons la courbe gauche C sur un plan quelconque ; la perspective sera une courbe T ayant h points doubles correspondant aux couples de points {a^^a^)^ {b^^ b^)^ . . . , de la courbe G. Considérons les adjointes d'ordre k à r, c'est-à-dire les courbes d'ordre k passant par les h points doubles {k^d — 2); ces adjointes rencontrent, en dehors des points doubles, la courbe F en
kd — ih
points variables, et l'on sait que Vordre de ce groupe de points
kd — ih — /? ,
est égal à
c'est-à-dire que, parmi les kd — ih points, on peut en prendre arbitrairement kd — ih — />, les/? autres étant déterminés par ceux-ci. On a alors un ensemble correspondant de cônes d'ordre /c ajant pour sommet le centre de projection, et pour directrices les adjointes d'ordre k à F.
Considérons, d'autre part, l'intersection de la courbe avec une surface quelconque d'ordre k{k^d — 2) passant par les 2 A points («,,«2)5 {p\i^'i)i •••• Nous aurons kd — ih points en dehors des points fixes.
Cet ensemble de points dépend d'au moins
kd — ih — p
arbitraires, puisque les cônes considérés ci-dessus font partie des surfaces qui nous occupent ; d'autre part, le nombre des arbitraires, dans l'ensemble de points, ne peut pas dépendre de plus de kd — 2 A — p arbitraires, d'après la remarque dont nous avons déjà fait usage au n° 10 {yoir\-à. note).
Ainsi donc le groupe de points variables, détachés sur la courbe C par toutes les surfaces passant par les points (a,, «o), (6,, èo), . . ., dépend exactement de kd — ih — p arbitraires, c'està-dire que kd — 2 A — p de ces points peuvent être pris arbitrairement, la position des autres en résultant.
Nous allons déduire de là le nombre de constantes arbitraires dont dépend réellement le groupe de points détaché sur la courbe C par l'ensemble des surfaces d'ordre k. Montrons que ce
nombre est égal à kd — p. Il suffît, pour cela, de montrer que le nombre des conditions pour qu'une surface passe par (a,, a^)^ (6,, 62), . . . est précisément égal à 2^ et ne lui est pas inférieur ; nous n'aurons donc qu'à ajouter ih au nombre des conditions déjà trouvé kd — ih — p et nous trouverons ainsi kd — p. Il en résultera que le groupe des points de rencontre de G avec une surface d'ordre A' dépend d'au moins A<3? — p arbitraires, et, comme il ne peut lui être supérieur, la proposition sera établie. Or, il est aisé de voir que les iJi points
sont bien indépendants les uns des autres au point de vue du nombre des conditions imposées à une surface d'ordre k passant par ces points ; en effet, dans le cas contraire, une surface d'ordre k passant par 2/1 — i de ces points passerait nécessairement par le dernier. Mais cela n'est pas possible, car on peut avoir, par exemple, une surface d'ordre k passant par «21 ^n ^2> • • • et ne passant pas par a,: Pour le montrer, prenons un cône avant pour sommet le point projetant considéré plus haut, et pour directrice une adjointe d'ordre k — i (qui est au moins égal à d — 3). Ce cône peut passer par />, , ^2, ••• et ne pas passer par a^-, car ou sait, d'après la théorie des courbes planes^ qu'une courbe d'ordre supérieur ou égal k d — 3 peut passer par certains points doubles de la courbe sans passer par les autres. A la surface conique précédente adjoignons un plan quelconque passant par ao, on aura une surface cherchée passant par tous les points (a, b^ • • • ), sauf par le point a,.
En résumé, nous pouvons affirmer que le groupe des points de renconli^e de la courbe G avec une surface d^ ordre k dépend exactement de kd — p arbitraires. Ges raisonnements
supposent
Il résulte du théorème précédent qu'une surface d'ordre /i,
assujettie à passer par
kd— p -k-v
points choisis arbitrairement sur G, contient nécessairement la courbe. Ainsi se trouve établi le théorème que nous avions en
vue : le nombre des conditions exprimant qiûune surface d^ ordre k[k^d — 2) passe par la courbe G est égal à
kd — /» -t- I.
Nous avons supposé que la courbe gauche G n'avait pas de
points singuliers; il est intéressant, pour l'application à la théorie
des surfaces, de considérer le cas où la courbe gauche G aurait un
certain nombre t de points triples Ai, A2, . • ., A^. Gonsidérons
toutes les surfaces d'ordre k{k^d — 2) passant par les points
triples et rencontrant G en six points confondus en chacun des
points triples. On va voir facilement, en faisant usage d'un mode
de raisonnement analogue à celui qui a été employé plus haut, que
le groupe des
kd — 6 1
points variables est d'ordre
kd—Ç)t—p.
En effet, parmi les surfaces remplissantla condition précédente
se trouvent les cônes ayant pour sommet un point pris comme
point de vue et pour bases les adjointes d'ordre k à la courbe F
projection de G sur un certain plan. En désignant par h le nombre
des points doubles apparents, on aura alors sur F un groupe de
points en nombre
kd — ih — 6 ^, dont l'ordre sera
kd — ih — 6 ^ — /?.
Or, les ih points (a<, a^), (^<, ^o), . . . sont indépendants les uns des autres au point de vue du nombre des conditions imposées à une surface d'ordre k les contenant (on le verrait par un raisonnement analogue à celui du numéro 'précédent); il en résulte que les surfaces d'ordre k ayant six points de rencontre confondus avec chacun des points triples. A, comme il arrive aux cônes qui viennent d'être considérés, détachent sur G un groupe de points
en nombre
kd—6t,
dépendant exactement de
kd — 6 ^ — p
arbitraires. Or, soit u. le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré k rencontre la courbe G en six points confondus en chacun des points triples, le nombre des conditions pour qu'une surface de degré k passe par la courbe sera
fi. H- Âr/ — 6 / — /»-+-!
puisque, avec ce nombre de conditions, nous exprimons qu'une surface d'ordre /r, rencontrant la courbe aux points triples de la manière indiquée, rencontre la courbe en
kd — 6 ^ — /> + I
points arbitrairement pris sur elle, ce qui est impossible.
La question proposée revient donc à évaluer ^k ; à cet effet, on peut, par exemple, écrire que la surface doit passer par un point A et être tangente, en ce point, à chacune des branches de la courbe G passant en A. On a ainsi, pour chaque point triple, quatre conditions, si les trois tangentes à C au point A ne sont pas dans un même plan. D'autre part, les quatre conditions imposées en chacun des points singuliers A,, Ao, . . ., Absout eertainement indépendantes, car le fait, pour une surface d'ordre A(Â-^<i— 2), de rencontrer G en un certain nombre de points triples A, soit qu'elle n'ait de contact avec aucune branche, soit qu'elle ait un contact avec quelqu'une des branches passant en ces points, n'entraîne nullement comme conséquence que la surface ait en ces points un contact plus intime que celui qui résulte des conditions écrites, ou qu'elle passe par un autre des points triples. Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que, pour les courbes d'ordre k, dans le plan de F, les conditions relative^ aux nombres des points de rencontre confondus en un point triple sont indépendantes.
Nous pouvons donc écrire
et nous avons, par suite, pour le nombre cherché des conditions exprimant qu'une surface d^ ordre k{k'^d— 9.) passe
par G,
kd ^ '1 1 — P -\- \ '
Il est clair que cette formule pourra souvent être exacte quand k sera inférieur k cl — 2, et, en employant des considérations analogues à celle du n" 10, on aura, dans bien des cas, une limite beaucoup moindre ; mais il est inutile d'insister : le point que nous avons surtout en vue est que la formule précédente est applicable à partir d^une valeur suffisamment grande de k.
IV. — Expression numérique de pg ; du genre numérique d'une surface.
13. De même que, dans la théorie des courbes planes, on exprime le genre de la courbe par une formule où figurent le nombre des singularités, supposées ordinaires, de la courbe (points doubles ou points multiples d'ordre quelconque à tangentes distinctes), on peut chercher à trouver une formule numérique donnant le genre géométrique /?o. d'une surface.
Gomme il est bien connu, en désignant par kt le nombre des points multiples d'ordre i, on a, pour une courbe d'ordre m,
La diminution du genre due aux singularités, par rapport au
genre a une courbe sans points singuliers, se trouve
représentée par le terme soustractif
Considérons maintenant une surface de degré m sans singularités : son genre géométrique égal à
(jn — I ) ( /n — i){m — 3 )
Si la surface a des singularités, le genre pg peut se trouver diminué; nous écrirons
£ élant la diminution provenant de Vensemble des singularités.
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Mais ici de^i circonstances pem^ent se présenter, qui ne se rencontraient pas dans la théorie des courbes.
44. Nous prendrons d'abord un cas particulier extrêmement simple ; nous avons dit que la présence d'un point multiple isolé d'ordre q irréductible entraîne, en général, pour la surface du système canonique, un nombre de conditions égal à
q{q — ^Mq — '^-)
Donc, pour une surface d'ordre /??, avec un point multiple isolé d'ordre q^ on aura
{m — x^ini — 2) (m — 3 ) g ( g — i ) ( ^ — 2 ) Pff- G G
Appliquons cette formule au cas d'un cône d'ordre //z, sans ligne double ; nous avons q = /?z, et la formule donne
(m — i)( ni — '2 )
Nous arrivons donc à ce résultat, que pg est négatif. Nous avons ainsi un exemple où la formule donne pour pg un nombre négatif, tandis qu'il est clair que />^, d'après la définition même, est un nombre positif ou nul, et l'on a ici pg = o.
Cette circonstance n'est pas la seule qui puisse se présenter. On pourra avoir, dans d'autres cas, une formule fournissant, en général, la valeur de pg^ mais donnant, dans certains exemples, une valeur différente et inférieure à /?^, tout en étaht positive. Il pourra notamment arriver,, les singularités se composant de diverses courbes multiples ou de divers points multiples isolés, que la diminution totale e dans la valeur de /> «^ ne soit pas la somme des diminutions partielles provenant des diverses singularités partielles. C'est là un fait qui ne se présente jamais dans la théorie des courbes, où, dans la diminution du genre, chaque point singulier agit comme s'il était seul, comme le montre le terme
soustractif
dans la formule rappelée plus haut relative aux courbes planes. Prenons, pour vérifier cette assertion, le cas particulier suivant (^). Considérons les trois c[uadriques quelconques
Elles ont huit points communs A^ , Ao, . . ., Ag. En désignant par z)n une forme homogène arbitraire de degré n en u^ ç^ ^p, formons l'équation
Elle représentera une surface d'ordre 2/?, ayant comme points singuliers isolés les points A qui sont des points multiples d'ordre /2, ne présentant d'ailleurs aucune particularité. Un point multiple isolé général d'ordre n diminue, s'il est seul, le genre géométrique d'une surface de
unités. Donc ici, si dans la diminution du genre géométrique, chaque point A agissait comme s'il était seul, on aurait pour le genre de la surface
{'in ~ i){in — 2){2n — 3) o ^(^^ — i)( n ~ 1) g- 8 ^n-,.
Le genre géométrique de la surface considérée serait donc n — i . Mais on voit aisément que ce résultat est inexact; les polynômes adjoints Q d'ordre 2/1 — 4 7 dont le nombre donne />^, satisfont à la seule condition que la surface
ait les points A comme points multiples d'ordre ii — 2. Or, la surface d'ordre 2/2 — 4
fn-2{u, V, W)= O,
oi\ fn-2 est un polynôme arbitraire de degré n — 2, homogène en
(') Cet exemple est emprunté à un Mémoire de M. Castelnuovo, Osservazioni intornoalla Geometria sopra una superficie {Rendic. Istituto Lombardo, iSgO-
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w, {f, w, remplit ces conditions, et elle dépend de
paramètres; on a, par suite,
Pff~ ô. '
résultat bien différent de la formule trouvée plus haut, qui donnait p„z= n — I. Ainsi on voit, par cet exemple, que les conditions imposées aux adjointes du système canonique par les diverses singularités peuvent ne pas être indépendantes, et, par suite, la formule gui, dans d'autres cas, aurait donné exactement pg, donne une valeur moindre.
lo. Dans l'exemple du numéro précédent, nous avions seulement des points singuliers isolés. Pour donner un exemple dans lequel se trouvent des lignes singulières, prenons une intéressante surface du sixième ordre étudiée par M. Noelher (*). C'est une surface du sixième ordre ayant pour courbes doubles une courbe gauche G du quatrième ordre de genre un, et une droite D qui ne la rencontre pas. Nous formerons facilement, dans un moment, l'équation d'une telle surface^ il est clair que l'on a pour cette surface ,
car il ne peut y avoir de quadrique passant par G et D, puisque D ne rencontre pas G. D'autre part, voyons ce que nous trouverions pour/7o^ en retranchant de
i Ll il i ou lO
le nombre des conditions exprimant qu'une quadrique passe par G, augmenté du nombre des conditions exprimant qu'une quadrique passe par D; cette somme est égale (d'après la formule kd — /> + I ) à
(') NoETiiER, Ueber eine Flàche G'^' Ovdnung vom Flàchengeschlecht — i {Math. Jnnalen, i883).
nous trouverions donc pour le genre
10 — II ou — I.
Voici donc encore un exemple, à rapprocher de celui du cône d'ordre m, où la formule fournit pour le genre un nombre négatif. Indiquons maintenant la forme de l'équation de la surface.
Soient
les équations de deux plans donnant la droite D, et
les équations des deux quadrlques dont l'intersection donne G. La surface du sixième degré, qui aura pour courbes doubles G et D, a pour équation
(«0^2+ «lAB -+- A2B2)cp2
+ (èoA2+ ^^1 AB -\- ^2B2)cp4; _H( C0A2-H Cl AB -4- C2B2)62^ o,
les <2, b, c étant des constantes. On peut démontrer que cette surface correspond point par point à un cône du troisième ordre sans droite double.
16. Les exemples précédents montrent que l'on ne peut s'attendre à trouver une formule numérique qui donne, dans tous les cas, le genre géométrique/?^ d'une surface algébrique. Après les cas particuliers que nous venons de traiter, revenons au cas général d'une surface ajant comme singularités une ligne double G, dont nous désignerons le degré par d et le genre par/», cette ligne double ayant t points triples qui sont aussi des points triples pour la surface. Le genre /?^ de la surface est égal au nombre
diminué du nombre des conditions qui exprime qu'une surface de degré m — 4 passe par la courbe G. Or nous avons cherché, dans la section précédente, le nombre exact des conditions exprimant qu'une surface de degré k passe par une courbe G; nous avons trouvé, pour représenter ce nombre de conditions, l'expression
(a) kd—^A — p-^i, .
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pourvu que k dépasse une certaine limite; dans le cas contraire, l'expression précédente n'est qu'un maximum pour le nombre des conditions. Par suite, si k = /n — 4 est assez grand pour que l'on puisse avoir, par ]a formule ci-dessus, le nombre exact des conditions pour qu'une surface de degré m — 4 passe par la courbe double, on aura
pg= g — '- ' —{m — \)d-^-it+p— I.
Si, au contraire, il n'était pas légitime de se servir de l'expression (a) pour k = m — 4? le second membre de l'égalité précédente ne représenterait pas/?^, mais un nombre plus petit ; nous poserons, dans tous les cas,
Pn= ^ ^ — —(in — ^)d-+-9.t-^p — i :
on appelle pn le genre numérique de la surface, et l'on a nécessairement, d'après ce qui précède,
Pn ^Pg-
Tandis que pg est essentiellement positif (ou nul), le nombre pn peut avoir un signe quelconque.
17. C'est M. Gajley ( ^ ) qui a remarqué le premier que la formule, trouvée pour pg, en se servant sans précaution de l'expression (a), pouvait donner un nombre négatif (-). Cet exemple, très généra], est celui des surfaces réglées algébriques quelconques. Avant de l'indiquer, reprenons l'expression de pn en introduisant, au lieu du genre/?, le rang r de la courbe double C. On 'a, comme nous l'avons vu,
r = d{d — i) — ih — 6^; et d'autre part,
( ' ) A. Cayley, On the Deficiency of certain surfaces {Math. Annalen, t. III, 1871).
(^) Nous avons vu plus haul qu'un cùnc suffit pour fournir un exemple de surfaces à genre négatif.
On en déduit pour/?/^
(m — i)(m — i)(m—'i) on , ''
Pn= ç {m ~ 3)d-+- - -\-it.
Ceci posé, si l'on considère une surface réglée algébrique générale, elle a une courbe double, et sur cette courbe double un certain nombre de points triples. Dans un Mémoire sur les surfaces réglées algébriques, Salmon a montré que l'on avait entre le degré cl, le rang r et le nombre t des points triples de cette courbe double, les relations
3^^(m — 4)[3t/— m(w — 2)], r = m(m — '2)(m — 5)—-2{7n~6)cl.
Eu se servant des formules de Salmon, on trouve, pour/;,/
Pn = ; h a.
On voit que p,i ainsi obtenu est négatif, et égal au genre, pris avec le signe moins, d'une section plane quelconque delà surface.
18. La considération du genre numérique d'une surface, quand il ne coïncide pas avec le genre géométrique, n'offrirait que peu d'intérêt si ce genre numérique n'était pas, comme p., un nombre invariant. Or, il résulte des remarquables recherches de M. Zeuthen (•), que p,i est un invariant; pour énoncer avec précision le beau théorème de M. Zeuthen, nous devons ici nous borner à considérer deux surfaces / et f se correspondant point par point et n'ajant que les singularités ordinaires. Si m, />, d, t d'une part, et m!, p' , d\ t' d'autre part, représentent les nombres relatifs aux surfaces /et/', on peut établir que
{m — \){m - 2)( m — 3 ) ^ , _ ^ —{m — f^)d-^it-^p — v
— g {fn — \)d -H 2 ^ -+-/>— I ,
sui
( 1 ) Zeuthen, Études géométriques de quelques-unes des propriétés de deux -faces dont les points se correspondent un à un {Math. Annalen, t. IV). P. ET s. j6
c'est-à-dire que
Pn=p'n,
résultat qui est évident si pn ^'^ p'n sont respectivement égaux ^ Pg et/?'^, mais qui, dans les autres cas, exige une démonstration spéciale. La démonstration de M. Zeutlien, comme celle de M. Noeiher ('), qui a repris la question après l'éminent géomètre danois, sont fort longues. Nous ne les suivrons pas dans cette voie. Dans des travaux récents (-), M. Enriques a étudié à un point de vue nouveau, extrêmement fécond, le genre numérique d'une surface; ses belles reclierclies trouveront place dans le Tome II de cet Ouvrage.
Le fait que l'on n'a pas toujours y?,; =i/?^ introduit dans la théorie des surfaces un élément de classification qui n'avait pas son analogue dans la théorie des courbes. Un premier tjpe de surfaces, le tjpe général, correspond aux surfaces pour lesquelles
Pn^Pg-
La surface, dans ce cas, est dite régulière; on appellera irrégulière une surface pour laquelle
Pn<Pg'
19. Après avoir indiqué la formule susceptible (au moins dans certains cas) de donner/?^, indiquons les formules susceptibles de donnery?^'^ elp^-K Nous nous plaçons dans le cas général où ne se présente pas la circonstance spéciale indiquée au n° 0 et où l'on a, par suite,
Il suffira de calculer l'un de ces deux invariants; c'est />^2' que nous allons obtenir le plus rapidement. Nous supposons que/>^^ 2, et nous considérons deux adjointes distinctes du système canonique; elles ont en commun, en dehors de la courbe double C, une courbe Y qui coupe G aux t points triples, et, en outre, en 0
(') NoETHER {Math. Annalen, t. VIII; Mémoire déjà cité). (^) Enriques (Mémoires cités au Chap. VII, p. 197).
autres points, et nous avons vu au n"^ 2, que l'on a
r — d{im — lo) — 0 — 6^, 7' étant le rang de G. On en déduit
0 = û?(2m — 10)— /• — 6^. Or, la courbe F est de degré
elle coupe donc la surface/ en un nombre de points égal à
mais, parmi ces points, il y en a, sur G, qui représentent un nombre de points d'intersection égal à
26 + 3^, et, par suite.
En réduisant et substituant au rang r le genre p de la courbe gauche, on trouve
^(2)== /77(m — 4)2 — (5 m — i^)d-{- 'ip -^ 9^ — 4,
et l'on a, pour le second genre />^'^ de la courbe,
Il peut arriver ici quelque chose d'analogue à ce qui s'est présenté pour la formule donnant/?^ ; alors rjiême qu'il n'y a pas d'adjointe d'ordre m — 4 (/>^= o) et, par suite, quand le second genre p^^\ tel que nous l'avons défini, n'a aucune signification, la formule précédente n'en continue pas moins à donner un nombre déterminé positif ou négatif. Il y a donc encore lieu d'introduire, à côté du second genre {C urçengeschlecht) ^ un autre nombre qu'on peut appeler le second genre numérique, mais nous n'insistons pas, pour le moment, sur ces notions que nous devrons plus tard approfondir. Ge qui précède suffit pour montrer quelles surprises réserve la théorie des surfaces algébriques; en particulier, la distinction qu'il peut y avoir lieu de faire, comme nous l'avons
montré sur des exemples, entre le genre géométrique et le genre numérique d'une surface, distlnclion qui n'a pas d'analogue dans la théorie des courbes planes, montre sous un nouveau point de vue la différence profonde qui existe entre le cas de deux variables et celui d'une variable, différence que nous avions déjà rencontrée dans le domaine de la Géométrie de situation et dans l'étude des intégrales de différentielles totales.
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INTRODUCTION
Le premier fascicule (Ghap. I à VII) de ce Tome II de notre Théorie des fonctions algébriques de deux variables a paru au commencement de 1900; le second fascicule (Chapitre VIII à XI) au commencement de 1904 ; nous terminons aujourd'hui cette publication qu'ont retardée diverses circonstances. Ces retards m'ont permis de compléter divers points de mes recherches, en particuher la théorie des intégrales doubles de seconde espèce, intimement liée à la périodicité de ces intégrales; elle tient une place importante dans ce Volume et se trouve, je crois, fixée maintenant dans ses parties essentielles. Sur des sujets aussi nouveaux, on ne s'étonnera pas de rencontrer de nombreuses questions qui ne sont qu'amorcées; parmi elles je signalerai, entre plusieurs autres, ce qui concerne les intégrales de différentielles totales de troisième espèce, où j'ai introduit un entier p, qui, considéré récemment par M. Severi sous un nouveau point de vue, demandera une étude plus complète.
La théorie des fonctions algébriques de deux variables, tracée aujourd'hui dans ses grandes lignes, a fait dans ces derniers temps, surtout en Italie, l'objet de recherches importantes. Le point de vue fonctionnel et le point de vue géométrique se rejoignent en plusieurs endroits de la théorie ;
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on en a des exemples dans les beaux travaux de M. Humbert, de MM. Gastelnuovo et Enriques, de M. Severi, et même dans la théorie des intégrales doubles qui paraît d'abord bien éloignée de la géométrie, où la recherche du nombre des cycles à deux dimensions m'a conduit à un invariant relatif déjà rencontré dans des études très différentes.
On trouvera à la fin de ce Volume quelques Notes où sont reproduites des recherches que je n'ai pas achevées et qui paraissent pouvoir être utilement poursuivies. Dans plusieurs Chapitres de cet Ouvrage, nous avions étudié diverses théories géométriques ayant leur origine dans les mémorables travaux de M. iNœther, qui fut là un précurseur, et de M. Zeuthen. MM. Castelnuovo et Enriques ont bien voulu nous donner une Note extrêmement intéressante qui complète notre étude et donne sur toutes ces questions l'état actuel de la Science. Nous les en remercions vivement; leurs indications bibliographiques, jointes à celles du texte, seront en outre très utiles à ceux qui désireront s'occuper des fonctions algébriques de deux variables et des surfaces algébriques.
Emile PICARD.
Paris, le i5 janvier 1906.
THÉORIE
THÉORÈME DE NŒTHER RELATIF AUX COURBES ET SURFACES PASSANT PAR L'INTERSECTION DE DEUX AUTRES.
I. — Cas des courbes
1. Soient deux courbes 0 = 0, ^ = 0, occupant une position arbitraire par rapport aux axes de coordonnées, et /(x,y) un polynôme. On se propose de rechercher, d'après la façon dont se comporte la fonction /(x, y) dans le voisinage de tout point {a^ b) commun aux deux courbes o et 6, s'il est possible de mettre /"sous la forme
A et B étant deux polynômes.
(1) Ce Uiéorème a été donné pour la première fois par M. Nœther dans le t. VI des Math. Annalen. Depuis, l'illustre géomètre y est revenu à diverses reprises {Math. Annalen, t. XXX, XXXIV et LX). La même proposition a fait aussi l'objet des très intéressantes recherches de M. Voss {Math. Annalen, t. XXVII), de M. Stickelbergcr {Id., t. XXX), de M. Bertini {Id., t. XXXIV)' et de Halphen {Bulletin de la Société Math, de France, t. V).
Nous allons chercher d'abord une condition, nécessaire et suffisante, pour que /soit de la forme (i), et où ne figurera pas le comportement (') de/ dans le voisinage des points de rencontre (a, b).
Soit <l>{x) le résultant de cp et de <L
(2) *(a7)=Xcp-r-[xJ;,
et supposons que ^{x) contienne {x—-a)k la puissance k. D'autre part, divisons >/ par ^, et soit n le degré de t];; on aura
où X est un polynôme en x eiy, de degré n — i en j au plus.
Si / est susceptible de se mettre sous la forme (i), on conclut immédiatement des relations (2) et (3) Tidentité
Le premier membre est au plus du degré n — 1 en 7, le second membre est au moins du degré n. Les points d'intersection de la courbe X = o avec la droite x -- a = o se trouvent aux points d'intersection de ^l (Bà — A u — v) = o avec la droite {x — a) = o, et comme ^ ne contient pas {x — a) en facteur, le nombre de ces points est au moins égal à n. On en conclut que X, de degré /i — lauplusen j, est divisible par ^ —« : donc aussiBA — Aa — v.
Efi'ectuant la division, et continuant le même raisonnement de proche en proche, on arrive à la conclusion que X est divisible par {x — a)K Donc finalement X est divisible par ^.
3. Réciproquement si X est divisible par $, on pourra mettre/ sous la forme (1). En effet, soit X^..?^, on aura identiquement
X/=PXcp-+-t];(v-T-Pi^);
donc A divise le produit ^ (v -i- P ^). Or, en vertu de la relation (2), A et ^ ne peuvent avoir en commun que des polynômes en ^ seul, ce qui est impossible puisque 6 n'admet pas de diviseur ne renfer-
(•) Nous demandons la permission d'introduire ce mot un peu vieilli, pour ne pas répéter toujours « la manière dont se comporte la fonction ».
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mant que œ. Par suite, v + Pp. est divisible par A, el, en efïectuant la division, on obtient pour y une expression de la forme (i).
Donc /a condition nécessaire et suffisante pour que f soit susceptible d^être mis sous la forme Acp +B'| est que X soit divisible par <I>.
4. A cette condition nous allons en substituer une autre relative au comportement de /dans le voisinage des points (a, b) de rencontre des deux courbes cp et '^.
Supposons que le point {a, b) soit un point multiple d'ordre r pour J;, d'ordre q pour cp, avec <7^r, et que la droite ^ = <2, qui coupe ^ en r points confondus en (a, b), la coupe, en outre, en n~r autres points simples c<, Co, ..., c,^_r, n'appartenant pas à o.
A' et B' étant des polynômes d'abord arbitraires, effectuons la différence
(5) /-A'cp-B't|;r.G',
et soit k' -^ I le degré des termes de moindre degré dans G' supposé développé suivant les puissances croissantes de ^ — <2 et y-—b- Désignons par l le degré des termes de moindre degré dans le polynôme ). [figurant dans (2)] supposé développé suivant les mêmes puissances. Nous allons montrer que si X est divisible par <ï>, on pourra toujours trouver en chaque point (a, b) des polynômes A' et B' de manière que V inégalité
(6) l^k'^ilr-\-k—i
soit satisfaite, et que réciproquement, si Von peut déterminer A' et B^ pou/' chaque point (a, b) de manière que cette relation soit satisfaite, X sera divisible par <ï>.
5. La première partie de la proposition est évidente, puisque, si X est divisible par $, on peut déterminer A et B de manière à avoir identiquement
f — ko — Bij; = o.
La réciproque s'établit de la manière suivante : Par une série de calculs analogues à ceux faits précédemment, on arrive à une iden-
lité de la forme en posant
(y) G = B'X--A'[JL -V.
Soit (ï) = (^ — ay^'j nous allons montrer que X est divisible par (x — aY du moment que la relation (6) est satisfaite. Partons de l'identité
dont nous supposerons les deux membres développés suivant les puissances croissantes de {x — a) et {y ~ h). Par hypothèse, C'\ commencera par des termes de degré au moins égal à r 4- A — i ,
donc à r.
Les points de rencontre de la droite x — a avec X==o sont aux points de rencontre de cette droite avec la courbe C^!; -4- C'"X — o. Or cette courbe possède déjà, en vertu de l'hypothèse faite, un point d'ordre au moins égal à r au point («, h). D'aulre partX, en vertu de la relation (2), s'annule aux points c,, Co, .••, Cn-r- Donc la courbe X = o est coupée par la droite ^ = a en au moins n points, et comme X est au plus du degré n — \ en y, il s'ensuit que X est divisible par x — a. La démonstration est achevée
ainsi, si A* = i .
Si A->i, on posera X=:(^ — a)X,, X, étant encore de degré Al — i au plus en j, d'où l'on conclut que G(]> + C'X contient i^x — a) en facteur; donc tous les termes homogènes du même degré en {x — a), {y — b), et en particulier les termes de G^ d'ordre inférieur à / 4- A'4- i , contiennent x- a en facteur. Or ^ ne contient pas {x — a) en facteur; par suite, on peut écrire
G =.(^-a)Gi-+-G",
ÇJ' étant de degré au moins égal à /+ A"'— r; en sorte que nous pouvons substituer à la relation (9), la relation
(9) (a7-a)X,= A'(ir — a)^*'+(^ — «)Gi4;-t-G"'V-HXG',
d'où l'on conclut que G"^ -4- \C' contient {x — a) en facteur
(10) G"4>-i-XG'=(^ — a)G'i,
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et que C'^ commence par des termes de degré au moins égal à A'+ /. Or de la relation (6) il résulte /:'+/>> r; donc la droite x^=a coupe la courbe G', = o au point (a, b) en au moins r points confondus. Mais C'^ s'annule aussi aux points ((2,c); en effet, de la relation $ =r 'Xcp 4- pnj; il résulte que si [x^y) se déplace sur la courbe ^{x, y) = o dans le voisinage du point (a, c), la fonction \ contiendra [x ~ a)^ en facteur, quand on aura remplacé y — cpar son développement en x — a, puisque O contient (^ — a)^ en facteur et que cp(a, c) :^^o. Donc G'^ , qui est défini par la relation (10), contiendra (x — a)^~^ en facteur et s'annulera aux points (<2, c); on en conclut finalement que la courbe
qui est de degré au plus égal kn — i en y, est coupée par la droite ^ = <2 en /z points au moins, donc que Xi est divisible par {x ■ — a).
La démonstration est achevée si k r=^ 1.
Si A" > 2, on continuera le même mode de raisonnement, sans qu'il y ait rien à j changer.
Ainsi, en défînitiv^e, X sera divisible par <ï>, et par suite / sera susceptible de se mettre sous la forme Acp 4- B4;, si en chaque point [a, b) de rencontre des courbes o et ^ on peut déterminer des polynômes A' et B' tels que la différence f ^ A'o — B'^l; ordonnée suivant les puissances croissantes de {x — a) et {y — b) commence par des termes d^ ordre k' -\- i satisfaisant à V inégalité
l-^k'^ilr-hk — i.
6. Gette relation est susceptible d'une forme plus simple dans le cas où les deux courbes cp et ^ n'ont pas de tangentes communes en leurs points de rencontre, c'est-à-dire dans le cas où k = qr. Reprenons la relation
^ = Xo -t- [i<i^ ou
<î> = (X/-4-X/+,-f-.. . )(cp^+cp^+i -4-...) H- (fz,„ -!-...)(<];;. H-. . .),
en mettant en évidence les termes homogènes de même degré, dans le développement suivant les puissances croissantes de {X — a) el {y — b). Si <ï> contient (x — a)^ en facteur, le second
membre doit commencer par un terme en (^x — a)^. Si donc I -^- q <^k, on devra avoir
X/Py- [x,„ <!;;.== o, et comme Oq et 'Ir sont premiers entre eux, on aura
a étant un polynôme.
Mais on peut écrire
et alors nous avons une forme analogue pour ^, mais dans laquelle le degré de X a augmenté d'une unité. On peut donc faire en sorte que l -\- q^k.
Dans ces conditions, si l'on peut déterminer A' et B' de manière
que
(II) k'^i^r^q — i
la relation (6) sera satisfaite.
7. Voici encore une remarque intéressante. La fonctioji / étant de la forme AcpH-B'i;, désignons par a, m, n les degrés respectifs de/, cp, ^ et supposons que les termes homogènes de plus haut degré, t:^m et ^„, dans '^ et ^, soient sans facteurs communs. Dans ce cas, on peut toujours faire en sorte que A et B soient d'ordre p. — m et [A — n.
Supposons, en effet, que A et B soient de degrés respectifs ^^m-\-^ et [JL — /i + p et désignons par Aj;._,„t^p, B^^ ..„+p l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré, on devra avoir
donc, en désignant par a un polynôme,
A(x-;«+p^ «"T^rt. B|;._„+p:^ — «cp„, ; D'où l'on conclut en écrivant/ sous la forme /= (A — a<];)cp + (B-i-ao)'V, que les degrés des coefficients de cp et ^ peuvent être diminués
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d'une unité au moins. Continuant ainsi de proche en proche, on arrive ainsi au résultat annoncé.
II. — Quelques applications
8. Une première application importante du théorème de Nœther est la suivante : z> et 'i> étant deux courbes qui n^ ont pas de tangentes communes en leurs points de rencontre, et q et r ayant la même signification que précédemment, supposons que la courbe f ait, pour points multiples d'ordre cj -{- r — i, chaque point de rencontre de ^ et ^\ dans ce cas on aura certainement
En effet, on peut, en chaque point de rencontre, choisir A' et B'
de manière que
/-A'cp = B'^
commence par des termes de degré q -h r — i : il suffît de prendre
9. Proposons-nous en second lieu de reconnaître si une expression de la forme
oii P désigne un polynôme, est susceptible de se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y^ y étant une fonction algébrique de X définie par V équation
f{x,y)=o supposée de degré m.
Nous supposerons d'ailleurs que la courbe /n'a que des points doubles et est orientée arbitrairement par rapport aux axes.
11 s'agit, en d'autres termes, de savoir siP(^, y) peut se mettre sous la iorme
P(a7, y) ^^ kf{x, y) -r- B(a^ ^ ^y -^ Y)''-
Supposons d'abord que la droite olx -f- py -1- y = o ne soit pas tangente à la courbe f et ne passe pas par un point double. Soit («, b) un point commun à y et à 7.x -+- '^y -1- y == o ; ce point est
d'ordre ^ =^ I pour/ et d'ordre /-pour la eourbe(a^-|- '^y-^-^Y-'O. Appliquons la formule (6) du n° 5. Dans le cas actuel, on voit en formant le résultant de / et de {eux -+- ^y -\- ^Y que le nombre désigné par / est au moins égal à /' ^- i , que k est égal à r : on en déduit A' H- I ^r. Pour que la représentation soit possible, on devra donc pouvoir déterminer A' et B' de manière que l'expression
dans le voisinage de tout point de rencontre («, b) commence par un terme de degré /■.
Posons, en mettant en évidence les ensembles de termes homogènes de même degré en ^ — a et y — b :
P-Pi -P2+ ••,
On devra avoir les relations
Pi-A'o,A-o,
P2--A'o/2— A',/i=-0, P,._-l — A'o/;._, — . . . - A'r-ifi = o.
Telles seront, par conséquent, les formes de P,, Po, •• -, Pr-i pour que la représentation soit possible.
Supposons maintenant que ax -f- J^j 4- y == o soit tangente à la
Fig. I.
courbe /en un point (a, ^)et que le contact soit simple. Bornonsnous d'ailleurs au cas où r ^ i . Pour les points en dehors du point de contact, P(x,y) doit simplement y passer.
Ptelativement au point de contact (a, b) on a k^=.i^ r--i , /^^o, donc k -^- I — 2. On devra pouvoir déterminer A' et B' de manière que l'expression
P- A'/— B'(a;r H- [ijK-;-T)
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développée suivant les puissances de ^ — «, y — b, commence par des termes du second degré. V^ est, par suite, de la forme
c'est-à-dire que la courbe P(^, y) -~ o doit être tangente en (<2, b)
Finalement considérons le cas où la droite y.x -+- py -{- y = o passe par un point double, en supposant toujours /•=-!. On a /{• = 2 , / = o , r = i , donc /:' -f- 1 = 2 .
Vis. ?..
Par suite
doitcommencer par des termes du second degré, ce qui exige que l'on ait
donc que la courbe P(^, j-) --- o soit tangente en (a, b) à la droite.
La question précédente nous conduit à rechercher quelle
est V expression générale des fonctions rationnelles^ de x ety,
restant finies toujours à distance finie, y étant une fonction algébrique de x définie par l'équation j\x^y) = o. Nous aurons plusieurs fois à faire usage du résultat dans le cours de ce Volume.
Remarquons tout d'abord que l'expression ^ peut se mettre sous la forme d'une somme de termes telle que
{x — aY
et considérons en premier lieu Je cas où la droite ^=:^<2 ne correspond pas à un point de contact ou à un point double de la courbe /.
. . P fa? y)
Dans ces conditions, — ^-^' -^^ devra tarder une valeur finie aux ^ X — a ^
points de rencontre à distance finie de la droite x = a avec la
courbe/ : donc, P(x, y) devant s'annuler en ces points, on pourra
P(.r, v) mettre — ' sous la forme d'un poljnome; et, en continuant le
raisonnement de proche en proclie, il en sera de même de — i— lZ2.
Dans le cas où la droite x — « =-- o est tangente à la courbe /, au
P(a". r) point (rt, h), il faudra encore que _^ reste finie au point
(a, h) et aux autres points de rencontre c de la droite et de la courbe y. Ce qui exige, en posant
que l'on ait B ;::= o. La courbe P doit donc passer par les points c et être tangente à la droite x=^a au point («, b). Les conclusions
sont encore les mêmes, et l'expression - — '-^- — se réduit encore
à un poljnome.
Supposons enfin que la droite œ — a -- o passe par un point double (<7, b) de la courbe /. Dans le cas où a = i , l'expression
n'est susceptible, en général, d'aucune réduction. Soit alors a ^> i, l'expression précédente devra s'annuler au point (a, b) et aux points c. Posons
et soient
y — b = fx (x — a ) - r- . . .
y—b^- IX (x — a) -^- . . .
les équations des deux branches de la courbe /' qui passent par le point (a, b). On aura
A--B{ji = o, A-t-B[ji'=o
donc A = B = o, d'où l'on conclut que la courbe P a, au point («, b), un point double. P doit d'ailleurs s'annuler aux points c,
et, par suite, ^^'^'^ sera un polynôme. En continuant de proche
en proche, on réduit l'expression _ 'L-x ^ ""^ expression de la
T* ( X v^ forme ^'^ et ici la réduction est achevée.
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Finalement les fonctions rationnelles de x et y^ où x et y sont liées par V équation f{x^ y) = o, qui restent toujours finies à distance finie sont de la forme
P(.r,JK)
a^^ a^^ . . -, Cid étant les abscisses des points doubles de la courbe y, et P étant un polynôme qui s'annule aux points de rencontre des droites x — «/= o avec la courbe.
III. — Définition générale des adjointes. Théorème du reste (').
11. Dans le cas d'une courbe n'ayant qne des points multiples à tangentes distinctes, la notion dC ad j ointe à une courbe donnée y(.r, y') = o, est la suivante : c'est une courbe ayant au moins comme point multiple d'ordre i— i un point multiple d'ordre / de la courbe y\
12. Considérons maintenant le cas d'une courbe / ayant des singularités arbitraires, et soit x=^o, j' :- o un point multiple d'ordre n : il s'agit de définir la façon dont se comporte une adjointe en ce point. Cette adjointe \(x,y) jouira des propriétés suivantes :
D'abord elle doit avoir le point O comme point multiple d'ordre n — I . Ensuite il faut, lorsqu'on effectuera la réduction de la singularité, que les transformées successives de l'adjointe X aient comme points multiples d'ordre r — i les points multiples d'ordre /• des transformées successives de / qui correspondent au point O de cette dernière courbe.
Il nous reste à voir si, ces conditions étant satisfaites, la transformée de la courbe \, après la résolution de toutes les singularités, se transformera en une adjointe dans le sens défini au paragraphe précédent. Nous avons donc à montrer que, dans toutes les transformations successives, les courbes transformées de X
(') Le théorème du reste a été donné par MM. Brill et Nœther dans leur Mémoire fondamental [Ueber die algebraischen Functionen iind ihre Aiiwendung in der Géométrie {Math. A?inalen, t. VII)].
satisfont aux conditions d'une adjointe pour tous les nouveaux points multiples introduits.
Soit, en employant des coordonnées homogènes,
^^^ YZ ~ ZX XY
la transformation quadratique qui commence la réduction de la singularité O. La courbe /se transformera en F, la courbe X en A, ces courbes étant définies par les équations
X(;r,jK,^)-Z«-i A(X,Y,Z);
et si m et [jl désignent les ordres respectifs de /"et)., F sera d'ordre 2 m — n el A d'ordre 2 a — /? -H i .
Or, pour F, les points multiples introduits par la transformation sont le point X = o, Y — o d'ordre m, le point X = o, Z = o d'ordre m — /?, le point Y — o, Z -~:^ o d'ordre m — n; et pour A ces points seront respectivement d'ordre jj., d'ordre ]x — n -{- i , d'ordre [jl — /i -|- i .
Soit d'abord [x > m — i , alors À satisfera en ces points aux conditions d'une adjointe à F. D'ailleurs on a, entre les ordres de A et F, la même inégalité qu'entre les ordres de A et/, puisque de l'inégalité jjl>/?< — i, on déduit 2 y. — /i -{- i ^ 27?z — /i — i . En continuant la série des transformations, on arrivera donc bien au résultat énoncé.
Dans le cas où |i. < m — i , soit jjl == m — i — o, on ajoutera à l'adjointe primitive une courbe arbitraire de degré p. On aura ainsi une courbe composée d'ordre m — i qui se transformera en une adjointe après les résolutions de toutes les singularités.
13. Il ne sera pas inutile, en terminant ces généralités sur les adjointes, de revenir sur la définition transcendante de ces courbes. On verra comment, par une application convenable du théorème de Nœther, on arrive, presque sans calculs, à donner aux intégrales de première espèce leur forme canonique. Nous montrerons ensuite que la définition algébrique et la définition transcendante de r adjointe sont équivalentes.
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Nous avons à chercher les conditions pour que l'intégrale
{x-aYfy
reste finie pour tout point de la courbe f.
Considérons en premier lieu le cas où la courbe f n'a que des points multiples à tangentes distinctes, et soit i l'ordre de l'un de ces points.
Nous avons d'abord à exprimer que pour tout point <à distance
finie, le quotient — — — — reste fini. Si Ja droite ^ = a ne passe
pas par un point multiple, nous avons vu que ce quotient doit se réduire à un polynôme.
Si la droite x ^= a passe par un point multiple (a, h) d'ordre i, alors f y. doit contenir (^ — a)'"', en facteur, sur l'une quelconque des branches de/ passant par ce point, et l'on en conclut immédiatement que Q(^,jk) doit admettre le point {a,b) au moins comme point multiple d'ordre i, si a > o. Dans ces conditions, appliquant encore le théorème de Nœther, le quotient
Oix y) ^
y._^ devra se réduire à un polynôme. On passe ainsi de a à a — i, et, finalement, on arrive à une intégrale de la forme
où Q admet alors le point (a, b) comme point multiple d'ordre i — I .
La considération des points à l'infini de / permet ensuite facilement de déterminer le degré de Q(^,j). Si l'on suppose, comme il est toujours licite de le faire, que les directions asvmptotiques de /sont distinctes entre elles et distinctes des axes, il suffit de faire la perspective
Aux points à Tinfini de/ correspondent alors certains points à distance finie (X = o, Y = a)^ et comme on a
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OQ en déduit de suite que le degré ). de Q est, au plus, égal à m — 3.
Il y a lieu de se demander maintenant si, lorsque la courbe a des points singuliers quelconques, les intégrales de première espèce sont encore de la forme
qdx
Q étant un polynôme de degré m — 3.
Effectuons la transformation déjà étudiée (a)
qui fait correspondre à la courbe /d'ordre m la courbe
de degré 'im — n^ qui admet m ~ n asymptotes de la forme Z = C. Il s'agit de montrer, comme l'on s'en rend compte immédiatement, que si la courbe F a toutes ses intégrales de première
espèce de la forme
rQ(Y,Z)dZ
Q étant un polynôme adjoint de degré 2m — /î — 3 au plus, il en sera de même pour la courbe/. Exprimons successivement que le polynôme Q admet le point (Y ^i:::^ o, Z=^o) comme point multiple d'ordre m — /i — i , et qu'il a comme asymptotes les m — n droites (Z = C). On en conclut que ce polynôme peut se mettre sous l'une et l'autre des deux formes suivantes :
Q(Y, Z) = cp,„_„_i( Y, Z) -i-. . .-h <ï>2.n-«-3CY, Z),
Ceci posé, on trouve d'abord, en prenant Q sous sa première forme, et en tenant compte de l'équation f= o, la relation
rq{Y,z)dz rQ^(-^,.r) dx
dans laquelle on a
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D'autre part, en envisageant la seconde forme de Q, on trouve
(2) q(^^,a^\=y::iz:!iiS^A-iy),
Q2 étant un polynôme. Le rapprochement des expressions (i) et (2) de Q montre que Q^ {^,,r) doit contenir jk"'"""' en facteur, d'où l'on déduit le résultat annoncé : les intégrales de première espèce de/, dans le cas où les points singuliers sont quelconques, sont de la forme
'P(rr, y) dx
et si, comme on peut le supposer, les points à l'infini de / sont des points singuliers ordinaires, on en conclura comme précédemment que le degré de P est au plus égal à wi — 3.
Il nous reste à montrer que les deux définitions algébrique et transcendante de l'adjointe sont équivalentes. La même transformation (a) va nous servir pour arriver à ce résultat. Au point de vue transcendant, une courbe X(^, y) = o est une adjointe si, pour tout point singulier, l'intégrale
\{x, y) dx Ty
Yesie finie, en supposant les points singuliers à distance finie. Or on a, en tenant compte de F = o, la relation
l{x, y)dx __ _^ A (Y, Z)dZ f'y YV-'^'n-t) F^- '
Y n'étant pas nul pour les transformées du point {x ^ o, y = o), on en conclut, en continuant de proche en proche jusqu'après résolution de toutes les singularités, que la courbe transformée finale de X jouit bien des propriétés de l'adjointe selon la définition algébrique et qu'il en est par conséquent de même de la courbe l.
44. Le théorème du reste, dûàBrill etNœther, dont nous aurons à faire un usage fréquent dans le cours de ce Volume, est le suivant :
Soit f{x, y) = o une courbe de degré m, que nous supposerons d'abord n'avoir que des points doubles, et soit 9 une
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adjointe d'ordre ii. La courbe cp coupe en générai ia courbe f, en deliors des points doubles, en un certain nombre de points que nous diviserons en deux groupes P et Q. Cela posé, soient 'b et y deux autres adjointes arbitraires d'ordre n, la première passant par P, la seconde par Q; elles détacheront respectivement sur la courbe f des groupes de points Q' et F.
Fis. 3.
La proposition que nous avons en vue consiste à montrer que les points P' et Q' sont sur une même adjointe d'ordre n.
Envisageons le polynôme tly; il s'annule aux points Pet Q, et a comme points doubles les points doubles de /. Appliquant alors la remarque fondamentale du n" 8, on en conclut qu'on peut écrire ce polynôme sous la forme
et Ton voit de suite que la courbe ';!> =^ o doit passer parles points doubles ; c'est donc une adjointe. D'autre part, elle passe par les points P' et Q', puisque la courbe cp n'y passe pas, et son degré est égal à n, si, comme il arrive en général, les termes de plus haut degré dans /et cp n'ont pas de facteurs communs : la démonstration est ainsi achevée.
Dans le cas où la courbe / a des points multiples à tangentes distinctes, la démonstration précédente s'applique de même. La courbe ^y a en chaque point multiple d'ordre i un point multiple d'ordre 2 i — 2 = i -^ i — i — • •
La remarque fondamentale du n« 8 s'applique encore et l'on peut écrire la relation (i). Il reste à voir que ^ a un point multiple d'ordre /— i. Or soit, en groupant les termes homogènes,
cp = (p/_i -t- cp,- + . . . .
a = ax -f- «X+i + • • • >
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et supposons, comme il arrive en général, que /,• et cp/_, n'ont pas
de facteurs communs : si l'on avait u < ? — i et X < « 2 il
faudrait que l'on eût
ce qui est impossible. La conclusion est la même que précédemment.
11 nous reste à considérer le cas où la courbe/ a des singularités arbitraires.
Mais nous avons montré qu'une adjointe se transforme en une adjointe après la résolution de toutes les singularités; cela suffit à faire voir que le théorème du reste subsiste dans les cas les plus généraux, car on peut remonter du cas des singularités ordinaires aux singularités quelconques.
IV. — Cas des surfaces. Surfaces sous-adjointes. Théorème du reste.
lo. Le théorème de Nœther s'étend au cas des surfaces de la manière suivante :
Soient cp(^,j/,^) = o, ^i,x,y,z)=o, f{x,y,z) = o trois surfaces; les axes étant supposés quelconques, il s'agit de trouver les conditions poCir que le polynôme f{x,y, z) puisse se mettre sous la forme
A et B étant des polynômes entiers en x, jk, z.
Si la représentation (i) est possible, elle le sera pour le cas des courbes d'intersection des surfaces cp, (j;, / par un plan arbitraire.
Réciproquement, supposons que, dans un plan arbitraire z=zZq, la représentation soit possible, c'est-à-dire que le polynôme f\x,y, ^0) soit susceptible de se mettre sous la forme k{x, y, zo) o(x, y, zo) -hB(x, y, Zo) ^(x, y, zo),
OÙ A et 13 sont des polynômes entiers en x et y, mais qui peuvent contenir rationnellement ^0 • on aurait donc une identité
(2) R(zo)f(x, y, Zo) = M{x,y, Zo)o(x, y, Zo) -^N(x, y, z^) ^(^, y, z,),
où M, N, R sont maintenant entiers par rapport à z, P. ET S., II.
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Soit ::o= ^- "ne racine de R(-3o) -- o, on aura identiquement
M(x, y,y.)o(x, y,u)-~ ^{x, j, cL)^(x,y, a) ::r. o.
Or cp(^,y, a) et (L(^,y, a) n'ont pas de facteur commun, car autrement une partie de l'intersection des deux surfaces serait une courbe plane dans le plan jz = t., ce qui n'est pas, les axes étant arbitraires.
Il faut donc que N(^, y, a) soit de la forme
N(x,x, a) = cp(.r, JK, a) Q(^, JK, a ) -= o{x, j, ^o)Q -+- (-0— a)Qi,
en remplaçant a par ^0+ (^- — ^o)- Mais on a
N(x,y,Zo) ^ N{x, y,cc)-+-{zQ— :c)l(.x,y, Zo, a),
donc
N{x,y,Zo) ^- o{x,y, so)Q -^(-0— a)Q2,
Q et Q2 étant des polynômes en œ, y, z^- Substituant dans (2), il vient
l\{zo) /{x, y, zo) = o{x, y, Zo)P -\- (z,— ce) ^{x, y, Zo)l'u
P et Pi étant des polynômes en x, y, z-^. De là résulte que P doit être divisible par ^o — «• On peut donc supprimer ainsi successivement tous les facteurs de K(^o), et l'on aura finalement
f(x, JK, so ) = o{x, y, Zo)S{x, y, Zq) + <];(^, y, zo)T{x, 7, ^0),
S et T étant des polynômes en x, y, Zq; et la démonstration est
achevée (^ ).
Appliquant une remarque faite relative aux courbes, on voit que si, en particulier, les surfaces o et 'h ont une coui:be commune qui soit multiple d'ordre q pour cp et d'ordre r pour ^, et si les deux surfaces n'ont pas de plan tangent commun en un point arbitraire de la ligne multiple, la surface /satisfera aux conditions voulues si celte courbe est pour elle multiple de Tordre rj -^ r — i.
Nous avons défini algébriquement plus haut les courbes
(') Dans son Mémoire déjà cité {Math. Annalen, t. VI), M. Nœther étend aux surtaces le théorème relatif aux courbes, mais sa démonstration est entièrement diflérente de celle que nous venons de donner.
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adjointes. Pour les surfaces, il y a lieu de considérer des adjointes et des sous-adjointes ( ' ).
Nous nous borneroQS pour le moment à la définition des surfaces sous-adjointes à une surface donnée y*(^, y, z) = o.
Nous dirons qu'une surface (p(ji", y, z)=^o est sous-adjointe à la surface / si une section plane arbitraire de /= o a pour adjointe la section plane correspondante de la surface o (section par le même plan). Il résulte de cette définition qu'une surface sous-adjointe passe par les lignes multiples de la surface et, en particulier, si ces lignes multiples sont telles qu'en un point arbitraire les plans tangents sont différents, une surface sous-adjointe aura une ligne multiple d'ordre/? de la surface comme ligne multiple d'ordre p — i. Relativement aux points multiples isolés, les surfaces sous-adjointes ne sont soumises à aucune condition.
17. Le théorème du reste relatif aux courbes s'applique aussi aux surfaces. Soit /(^ jr, -s) — o une surface d'ordre m, et soit ^(^, y^z)^=o une sous-adjointe d'ordre n. Supposons que cette sous-adjointe coupe la surface /, en dehors des lignes multiples, suivant deux groupes de courbes P et Q. Envisageons deux autres sous-adjointes arbitraires d'ordre /^, soient 'i> = o et y = o, la première passant par P et la seconde par Q : elles détacheront respectivement sur la surface /deux nouveaux groupes de courbes Q' et P'; il s'agit de montrer que les courbes V et <^ sont sur une même sous-adjointe d'ordre n.
La démonstration est immédiate. Considérons les trois surfaces ']^X— ^'/— ^? 0 = 0; un plan quelconque, soit g = ^o, coupe ces trois surfaces suivant trois courbes, pour lesquelles on peut appliquer le théorème de Nœther^ on a alors
¥.^'. y, -0) X(^' J, ^0) = a(^, J, z,)f{x, j,Zo)-i- ?(.r,.jK, ^0) o{x,y, Zq),
a et p étant a priori des polynômes entiers en x et y qui peuvent contenir rationnellement ;jo- On montre, comme précédemment, que a et [^ sont bien des polynômes en Zq, et l'on en conclut que la surface '^(x,y^ z)z= o est une surface, en général d'ordre n,
(^) Cette distinction paraît avoir été faite pour la première fois d'une manière S3^stématiquc par M, Enriques.
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passant par P' et Q', et telle que sa section parles plans :; = const. est l'adjointe de la section plane correspondante de la surface/; nous verrons plus tard que s'il en est ainsi, un plan arbitraire coupe encore la surface ^ suivant une adjointe de la section plane correspondante de/, et le théorème est démontré.
Le théorème du reste s'étend aux surfaces dites adjointes : nous le montrerons quand nous aurons défini ces surfaces.
I. — Série linéaire de groupes de points sur une courbe plane. Série complète. Somme de deux séries.
i. Soilf(x^ y) = 0 une courbe plane algébrique irréductible.
Un système linéaire de courbes de dimension r est défini par une relation de la forme
OÙ les ^ sont des fonctions entières de x^ y et les Ji des constantes arbitraires. Nous supposons que les fonctions ^ sont linéairement indépendantes relativement à y, c'est-à-dire qu'il n'existe pas entre elles de relation linéaire identique de la forme
(2) ao'|^o+ «i»!^!^. ••-+-«/• ^/-^ 6/,
G étant un poljnome, et les a des constantes.
Les courbes ^ peuvent d'ailleurs passer par des points fixes de la courbe/', et l'on peut supposer que ces points sont simples.
Cela posé, l'équation (1) définit, sur la courbe /, une série linéaire de groupes de points g^^^. Le nombre n des points est le degré de la série; ;- est sa dimension.
Le plus souvent, n désigne le nombre des points variables d'intersection. Mais on peut leur adjoindre un certain nombre de points fixes.
Dans tous les cas, on a évidemment la relation
11 est évident que par r + i points arbitraires de la courbe f,
(') La théorie géométrique des séries linéaires de groupes de points est due à MM, Brill et Nœttier {Math. Annalen, t. VII). Nous avons utilisé aussi dans notre rédaction un Mémoire de M. Segrc {Annali di Matematica, t. XXII; 1894) et un Mémoire de M. Bertini (même Volume).
on ne peut faire passer une courbe (i), car il existerait alors entre les fonctions 6 une relation identique (2).
2. Avant d'exposer les propriétés principales des séries linéaires de groupes de points, montrons qu'une série linéaire quelconque o;;, définie par le système (i), petit toujours être obtenue par un système linéaire de courbes adjointes cp, à /, d'un ordre convenable ne dépendant que d'un groupe de points de la série, assujetties, s'il est nécessaire, à passer par un certain nombre de points fixes de la courbe /.
Soit G' un certain groupe de ^•;,, déterminé par une courbe ^ du système (i). Par G', faisons passer une adjointe -/, ce qui se toujours possible, si son ordre est suffisamment élevé.
IMS. 4.
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Cette courbe d coupera encore/, en dehors des points multiples, en un certain nombre de points, dont l'ensemble Y' forme ce qu'on appelle un résidu. Soit G un second groupe déterminé par une courbe 'h. Envisageons le produit
qui s'annule pour G, G' et Y' et qui passe par sli'itc par l'intersection de /et 'V. On aura donc, en appliquant le théorème de
Nœther,
.Vf'=o'y+0/;
d'où l'on conclut que cp est une adjointe de même ordre que cp' et qui passe par G et T. On aura donc, sur la courbe /,
d'où
et, par suite, le système^-;;, déterminé par (i), est aussi déterminé
par le système linéaire d'adjointes
dans lequel toutes les courbes o passent par T' .
3. On dit qu'une série g';^ est contenue totalement dans une autre g'^^ lorsque, aj^ant le même degré /i, tout groupe G' de la première est un groupe delà seconde.
Une série linéaire est normale ou complète lorsqu'elle n'est pas contenue totalement dans une série de même degré, mais de dimension supéiieure.
Lorsqu'une série n'est pas complète, on désigne sous le nom de défaut de cette série, la différence entre les dimensions de la série complète et de cette série.
Le théorème fondamental relatif aux séries linéaires est le suivant :
Si une série linéaire n'est pas complète, il existe une série linéaire complète et une seule, de même degré, cjui la contient totalement.
En effet, soit G un groupe d'une série ^^^, toute série linéaire contenant totalement G est déterminée par un système linéaire d'adjointes, assujetties à couper/, en dehors des points multiples, en un certain nombre de points fixes, le résidu T considéré plus haut.
(considérons toutes les adjointes indépendantes passant par F, elles formeront un certain système linéaire de dimension r'
|S| aoÇo-H aicpi-^. . .^ a/.'cp,.'=^ o,
et de degré n. Ce système détermine une série linéaire g''^ qui contient nécessairement ^>^^ et toutes les séries qui ont avec g^, un groupe commun, d'où l'on conclut immédiatement le théorème énoncé.
De ce qui précède résulte encore qu'un groupe arbitraire de n points détermine complètement une série complète, et que le système linéaire de toutes les adjointes d'un ordre donné, assujetties ou non à passer par des points fixes de la courbe /, déterminent sur cette courbe une série complète.
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La démonstration précédente nous indique en même temps le procédé qu'il faudra employer pour reconnaître si une série gj"^ déterminée par un système linéaire donné est complète ou non. Il suffira de la comparer à la série déterminée par le système linéaire des adjointes d'un ordre convenable qui passent par le groupe résiduel F de points fixes défini plus haut.
Faisons encore la remarque que le système linéaire de toutes les courbes d'un ordre donné ne découpe pas nécessairement sur une courl)e donnée une série complète. On s'en rend compte en considérant par exemple la série déterminée sur une courbe par toutes les droites du plan, et appliquant les considérations précédentes.
4. Si une série complète a des points fixes, la série que V on obtient en retranchant ces points fixes en partie ou en totalité est encore complète, car si cette série était contenue totalement dans une autre, en ajoutant à cette deuxième les points retranchés, on obtiendrait une série contenant totalement la série proposée.
La réciproque de cette proposition n'est pas vraie : Si, à une série complète, on ajoute des points fixes, la série nouvelle peut n'être pas complète. Ainsi, soit une courbe d'ordre m sans singularités; toutes les adjointes d'ordre n <^m — \ (qui sont des courbes arbitraires d'ordre n) déterminent une série linéaire com-
plète f^ - . Si, à cette série, on ajoute m points fixes en ligne
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droite, on obtiendra une série ^ ^ qui ne sera pas complète,
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puisqu'elle est évidemment comprise dans la série ^ ^ , déterminée par toutes les adjointes d'ordre /? -H i <C m.
5. Somme de deux séries complètes. — Soient deux séries complètes g'„\, ^'„; que nous supposerons d'abord telles que deux groupes généraux n'ont pas de points communs (fixes, par conséquent). Pour définir la somme de ces deux séries, on prend un groupe G„^ de la première, un groupe G„., de la seconde : ces 7i,-i-/i2 points forment un groupe G,,^^;^., qui individualise une série complète, gn,+n, q"i est appelée la somme des deux séries. Elle contient évidemment tous les groupes que l'on peut former
en associant un groupe arbitraire de la première à un groupe arbitraire de la seconde. Nous exprimerons souvent cju'une série complète est la somme de deux autres par l'égalité symbolique
Le cas où il y a des points communs est un cas limite facile à traiter.
Soit, par exemple, à additionner (^;^ + ^;;:), tous les groupes des séries^;; et ^;;'- ayant un point commun P nécessairement fixe, • il faudra, pour définir cette somme, employer des adjointes tangentes en P à y.
Dans le même ordre d'idées, une série normale définie par le point P compté r fois et par un groupe de points G, sera déterminée par des adjointes passant par G et rencontrant la courbe en r points confondus en P.
6-. Série contenue partiellement dans une autre. — Soit g'^^ une série linéaire, et G^ un groupe de points {s <i n). Ce groupe sera un groupe partiel de la série, si G^ est contenu dans un groupe G„ de points appartenant à ^J^. Il y aura donc au moins un groupe G„_^ appartenant à ^j; et tel que
Il pourra exister une infinité de groupes G//_^ : ils formeront une série linéaire résiduelle de G^ par rapport ci g'^^. On l'obtiendra en prenant toutes les courbes du système
définissant ^;^, qui passent par G^. Cette série sera complète si la première est complète ; son degré sera égal k n — 5 et sa dimension sera /' — p, en désignant par p le nomljre de conditions auxquelles doit satisfaire une courbe du système (a) pour passer par les s points du groupe G^.
7. Étant données deux séries complètes g'^^ et g';^, (n' < n), si le groupe général G„' de la deuxième est un groupe partiel de la première, on dira que la série g'^. est contenue partiellement dans la série g'^^ .
Soil G/i' lin groupe de ^^'i; considérons la série résiduelle de G,/par rapport à g^^^. Nous allons montrer que cette série résiduelle gn-n' est indépendante de G„', d est-à-dire qiûelle est la même, quel que soit le groupe On' de g'^,î< dont on est parti. Cette proposition est une conséquence du tliéorème du reste. Considérons un groupe de ^J"^
formé de Q,i' et d'un groupe de gn-n''
Par G,i, faisons passer une adjointe qui coupera encore / en un groupe résiduel F. La série ^'^ sera définie par tontes les adjointes passant j)ar F- la série ^^' sera définie par toutes les adjointes passant par F et par (jn-n''-, ^'^ série gn-n' sera définie par toutes les adjointes passant par F et (ja'- Désignons par H/^ un autre groupe de g'n, et par G)j_„. un groupe arbitraire de gn-n'' »Il suffira de démontrer que les groupes F, G,',_„. et H„' sont sur une même adjointe. Or, F, (j,i^n' et Çx,i' sont sur une même adjointe \ il en est de même de F, (jn-n' et H,^', et de F, G^_„, et Çfn'\ donc F, Gij_„'et H/^' sont aussi sur une même adjointe.
II. — Degré et dimension d'une série complète; séries spéciales et non spéciales.
8. Nous nous occuperons en premier lieu du degré et de la dimension des séries complètes déterminées par toutes les adjointes d'un ordre donné et qui, par ailleurs, ne sont assujetties à aucune autre condition.
Soit une courbe / d'ordre m (avec d points doubles) : nous remarquerons d'abord que la dimension du système linéaire des adjointes d'ordre v est égale ou supérieure à
suivant que les conditions auxquelles la courbe générale du système doit satisfaire pour passer par les points doubles, sont ou ne sont pas indépendantes.
Dans le cas de l'égalité, le système est dit régulier.
Relativement à la dimension r^ de la série des groupes de
points déterminée par le système de tontes les adjointes d'ordre v sur la courbe y, nous distinguerons deux cas, suivant que v est plus grand ou inférieur à m.
Si V <C /^«, il est évident que la dimension de la série sera égale à la dimension du système linéaire des adjointes d'ordre v; on aura donc
Si V ^ m, il n'en est plus ainsi, car le système des adjointes contient alors le système linéaire formé par / et tontes les courbes d'ordre v — m. Le nombre de ces courbes linéairement indépendantes doit évidemment être défalqué et l'on aura dans ce cas la
relation
Ces deux expressions coïncident pour v =^ m — i et v = wi — 2. Mettons en évidence le nombre m — 3, et introduisons le
nombre
Pour V zr= m — 3 -f- a (ai! i), on aura la relation
f'v^p — 1 -^ ma;
pour V = m — 3 — a (ar;o), on aura la relation
^ a ( a -^ 3 ) J\--P — I — ma.- ^ -'
10. Quant au degré lu^ de la série, il est égal à mv — id. Donc, pour v =:^ m — 3 -f- a, on a
et, par suite,
Uy— f\^p,
et pour y zz= m — 3 — a, on a
et
a(a-f-3) n.,— r^Lp — i '-.
11. Soit maintenant une série complète quelconque ^J"^. Nous savons qu'on peut la considérer comme déterminée par un système linéaire de courbes adjointes cpv passant par un groupe fixe T sur/. Soit g2 la série complète déterminée par toutes ces adjointes d'ordre v; en assujettissant celles-ci à passer par T, n^ sera évidemment diminué du nombre X des points de T, et j\ sera diminué de ce nombre ou d'un nombre moindre, suivant que les conditions imposées par le passage des adjointes en ces 1 points seront ou ne seront pas indépendantes. On aura donc les relations
et, par suite,
On en conclut encore que, pour les séries déterminées par des adjointes d'ordre supérieur à 7?i — 3, on a (i) fi — rip,
et, pour les séries déterminées par des adjointes d'ordre inférieur
ou égal à m — ^ 3 ,
12. Parmi les séries de groupes de points, il j a lieu de distinguer celles qu'on peut obtenir au moyen d'un système d'adjointes d'ordre m — 3; elles portent le nom de séries spéciales; dans le cas contraire, ime série est non spéciale.
La série canonique est la série spéciale déterminée par toutes les adjointes d'ordre m — 3 (^ ).
Le degré d'une série spéciale est inférieur ou'egal à 2/? — 2, et une série dont le degré surpasse 2/? — 2 est certainement non spéciale.
Nous allons démontrer sur les séries spéciales deux théorèmes fondamentaux d'où nous déduirons ensuite quelques conséquences importantes.
C») Une série, qui peut être déterminée par des adjointes d'ordre m — 3 — a inférieur à m - 3, est spéciale, puisque l'on peut adjoindre à ces adjointes une courbe fixe arbitraire d'ordre a. De sorte que les séries non spéciales sont celles qui ne peuvent être déterminées que par des adjointes d'ordre supérieur à m - 3.
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13. Soit ^J] une série spéciale complète, et soit P un point fixe de /n'appartenant pas à toutes les ^ms qui déterminent un groupe G^ de la série. Le premier théorème que nous avons en vue est le suivant :
La série complète somme du point P et de g^^ est de dimension r, et non de dimension supérieure.
Pour le démontrer, menons par le point P une droite quelconque L qui coupe f en. m — i autres points a. Par P et par un groupe G« de la série, on peut faire passer une 0^-2 , formée d'une ^m-3 passant par G^ et de la droite L; d'ailleurs l'adjointe zim-^i rencontrera/ en dehors de G„ en des points ^ qui, par hypothèse, ne comprennent pas P. La série complète somme de P et de g'I^ s'obtiendra a^ moyen de toutes les adjointes d'ordre m — 2 passant par les points a et p. Or, ces adjointes d'ordre m — 2 ayant m — I points a sur L, contiendront cette droite, et il ne restera à considérer que les adjointes d'ordre m — d qui déterminent précisément la série ^J^ complète. La série complète somme de P et de ^^^ est donc bien de dimension r et non de dimension supérieure.
Symboliquement, nous pouvons donc écrire
On doit remarquer que si P appartenait aux points ^, les (d„i_2 se décomposeraient bien encore en la droite L et en les adjointes '^m_3, mais celles-ci ne seraient plus assujetties à passer par P; donc la dimension de (P -j- g^^) serait supérieure à r.
14-. Nous avons vu que si la série complète g'^^ était spéciale, on avait n — r^p — i (n" M). Le second théorème fondamental sur les séries spéciales est en quelque sorte la réciproque de cette proposition. Son énoncé est le suivant :
Soit g^i^ une série quelconque {complète ou non)^ si Von a
la série est spéciale.
Il suffit évidemment de supposer que la série est complète. Soit donc g^]^ une série complète pour laquelle n — ■ r^p — i . Suppo-
sons que le théorème soit démontré pour les séries de groupes de moins de n points. Prenons un groupe G de g']^^ et soit P un de ses points non commun à tous les groupes formant ^J"^ ; désignons par a les autres points de G. Ces points a déterminent une série complète «-^^ij de degré n — \ et de dimension /• — i , et, par hypothèse, cette série sera spéciale puisque
Cela posé, si les adjointes d'ordre m — 3, passant par les points a, ne passaient pas par P, la série normale somme de P et de ^^ij qui est ^^^ serait de dimension /■ — i seulement, en vertu du premier théorème, ce qui est contraire à Fhjpothèse. Par suite, le groupe G est sur une adjointe d'ordre m — 3 et le théorème est démontré.
1o. Voici quelques conséquences importantes des théorèmes précédents :
La série canonique a la dimension p -- i . — Cette dimension est tout d'abord au moins égale à p—v [n" H, inégalité (2)]. Supposons qu'elle surpasse ce nombre. 11 existera alors une série spéciale ^^^î-, (s^^)- En lui adjoignant un point fixe, on aurait, en vertu du premier théorème, une série ^Çj;i,; celle-ci serait spéciale, en vertu du second théorème, puisque l'on a
ip — \ — p — E Cp — 1 ,
ce qui est impossible, puisque son degré est 2/? — i.
// ji'y a pas d'autre série gf!j,L qiic la série canonique. — En effet, une telle série satisfaisant à l'inégalité
est spéciale; elle doit donc être contenue dans la série canonique, et, par suite, coïncider avec elle, puisqu'elle est de la même dimension.
La série canonique n'a pas de points fixes. — Supposons en effet que cette série ait un point fixe A sur/. En retranchant A, on aurait une série ^f^!,, et, en adjoignant alors à cette dernière
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un point arbitraire P, on obtiendrait une série g^p-2 distincte de la série canonique, puisque tous ses groupes ne contiennent pas A, ce qui est impossible.
Remarquons d'ailleurs que les Om-3 ^^^li déterminent la série canonique peuvent avoir des points communs fixes en dehors de f: telles sont, par exemple, les '-^m-^i d'une courbe du sixième ordre avec huit points doubles.
Pour une série complète non spéciale^ on a n — r=p. — On a, en effet, dans ce cas (n° 11 ),
Si donc n — r était inférieur à p, il serait égal k p — i au moins et la série serait spéciale. Comme exemple, la série non spéciale ^2»— 2-h/na déterminée par toutes les adjointes d'ordre m — 3 + a (a> i) a pour dimension r = p ~ 2 -^ ma..
16. Voici encore une conséquence importante relative au genre d'une courbe algébrique irréductible. Pour une courbe ayant seulement des points multiples à tangentes distinctes d'ordre /, le genre/? a pour expression
Lorsqu'il s'agit d'une courbe ayant des singularités quelconques, son genre p est, par définition, celui d'une courbe n'ayant que des points multiples à tangentes distinctes à laquelle elle correspond par la succession étudiée de transformations quadratiques. Mais, pour que cette définition soit acceptable, il faut être assuré que les genres p et p' de deux courbes à singularités ordinaires (pour lesquelles par suite ces nombres sont définis) sont égaux, si les courbes se correspondent point par point. Pour établir ce théorème fondamental, il suffit de considérer sur la première courbe une série complète non spéciale g'^^ et dont tous les points sont mobiles.
Nous prendrons n supérieur k 9.p — 2 et à 2/7— 2; à cette série correspondra sur la deuxième courbe une série g'^^^ non spéciale et complète. D'où l'on conclut
et, par suite,
Remarquons encore que, lorsque des courbes se correspondent point par point, une série spéciale complète g'',^ se transforme en une série spéciale.
On a, en effet, sur la première courbe,
donc aussi sur la seconde. Ainsi la série canonique se transforme en une série canonicjue.
III. — Théorème de Riemann-Roch
17. On connaît le théorème de Riemann-Roch relatif au nombre des constantes arbitraires dont dépendent les fonctions rationnelles qui ont comme pôles simples /2 points donnés sur une courbe algébrique.
Considéré au point de vue de l'étude des séries linéaires de groupes de points, ce théorème s'énonce de la manière suivante :
Si g'^,^ est une série complète, la difjérence \i,-~ p -\- r— n, où p désigne le genre de la courbe f^ est égale au nombre des adjointes d'ordre m — 3 linéairement indépendantes passant par un groupe de la série.
Le théorème est évident dans le cas des séries complètes non spéciales.
Envisageons donc le cas d'une série spéciale. ,Cette série g^^ est alors comprise partiellement dans la série canonique ^J^lo- ^^ existe par suite une série résiduelle g2p-.2-n ^^ ^n P^^ rapport à g^~pL, et le nombre /•' est égal, d'après ce que nous avons vu, au nombre ia des adjointes cp„,_3 linéairement indépendantes passant par un groupe de ^J], diminué d'une unité. Soit
r'= {JL — f.
( ' ) Nous étudions ici le ihcorème de Riemann-Uoch sous sa forme géométrique, dans l'ordre d'idées de Brill et Nœther.
Or, par un groupe G de g'',^ et par r' points arbitraires de / (mais non par r' ^ i), on peut faire passer une o„,_3. Appliquons successivement le théorème du n^ 13. Soient ?<, Po, . .., P^, les points arbitrairement choisis; la série
est complète, d'ordre /z + i , de dimension r, et de plus elle est spéciale.
11 en est de même de la série
(^r.+i + P2) = gW2.
Finalement, on arrivera ainsi à une série g^+r'+i qui sera encore complète, mais ne sera plus spéciale, d'où l'on conclut l'égalité
et, en tenant compte de l'égalité précédente ;•'= |jl — i ,
ce qu'il fallait démontrer.
On donne souvent au nombre ^ le nom ({'indice de spécialité de la série ^J^.
18. La loi de réciprocité de Brill et Nœther se conclut immédiatement de ce qui précède. On considère deux séries
^n. S'n' (n-hn'=ip — -2),
résiduelles l'une de l'autre par rapport à la série canonique; des égalités
n ~ r = p ~ IX,
on déduit
n-{- r'—r = p — i OU
19. Il ne sera pas inutile de montrer comment on peut, de la forme géométrique que nous venons de donner au théorème de Riemann-Roch, passer à la forme analytique rappelée au début.
Soildonc R(^,y) la fonction rationnelle la plus générale ayant n infinis simples en des points A<, Ao, .. ., k.,i de la courbe /. Nous remarquerons d'abord que cette fonction dépend linéairement àiQ constantes arbitraires, car, en désignant par a, , ^2, ....a„ les abscisses des A, le produit
{x — ax) ... (.r — a,i) R(57, jk),
qui doit rester fini à distance finie, sera de la forme
(^- - bi) .. . {x- - ba)'
^1, b.2', ■ ■ -, bd étant les abscisses des points doubles, le polynôme V{œ^y) s'annulant aux points de rencontre des droites x =^ h avec la courbe /, et son degré étant déterminé par la condition que R reste aussi finie à l'infini : toutes ces conditions s'expriment par des relations linéaires et homogènes.
Cela posé, envisageons l'équation R(^,j)') ^a, où a est un paramètre variable, et où R est maintenant une fonction rationnelle déterminée devenant infinie en Ai, A^, . . ., A/^. Cette équation définit une série linéaire g]^^ dont un groupe particulier est le groupe Ai, Ao, ..., A/^ qui correspond à la valeur a zr:= oc. Si cette série n'est pas complète, elle sera contenue dans une série ^J^ complète qui sera définie par un système linéaire d'adjointes
en désignant par cpo une adjointe s'annulant en A,, Ag, . . ., A,/. Par suite, la fonction rationnelle
est l'expression générale des fonctions ayant les infinis simples A, , A2, -, ., A.,1' Et c'est la fonction la plus générale jouissant de cette propriété, car, autrement, cette fonction plus générale définirait un groupe d'ordre n, contenant A,, Ao, ..., A/^ et de dimension supérieure à /•. Ce nombre r est donné par la relation
et, par suite, le nombre des constantes figurant dans l'expression
cherchée est
C'est V expression analytique du théorème de Riemann-Roch.
IV. — Des courbes normales
20. La théorie des séries linéaires de groupes de points sur une courbe pLnne trouve son application dans l'étude des courbes algébriques dans un espace à un nombre quelconque de dimensions. Après avoir défini ce qu'on entend par courbe normale, nous allons montrer, en effet, que cette notion n'est autre que celle d'une série linéaire normale ou complète.
21. Commençons par rappeler quelques généralités sur les espaces à n dimensions, qui se trouvent déjà développées au Chapitre IV du premier Volume de cet Ouvrage.
Nous avons vu que dans un espace à /^ dimensions (^< , ^2, • • • , ^/i), un espace à /• dimensions était défmi par n — r relations linéaires distinctes
Ui^o, ..., U;,_;.= o;
puis généralisant la notion de perspective d'un point, nous avons montré comment, en prenant comme point de vue un espace S;^, on pouvait projeter un point A sur un espace S,,_^_^, en prenant l'intersection de ce dernier avec un espace S,.+ , passant par A et S;-.
22. Rappelons encore que dans l'espace à n dimensions, une courbe est une multiplicité à une dimension, qu'on peut définir en
disant que ^,, ^o, oc,^ sont des fonctions algébriques d'un
paramètre. Or, d'après un théorème élémentaire d'algèbre, un nombre quelconque d'irrationnelles algébriques s'exprime rationnellement à l'aide d'une seule. On en déduit que, pour une courbe, ^<, ^2, • • •. ^/^ peuvent être regardées comme des fonctions rationnelles de deux variables x etj)/ liées entre elles par la relation algébrique f{x, y) = o, et cela de telle manière qu'à un point arbitraire x^,x,_, . . . , x,, de la courbe ne corresponde qu'un point {x,y).
Dans cette théorie, quand on parle d'une courbe dans un espace d'ordre /z, il est entendu que cette courbe n'est pas contenue
dans un espace linéaire d'ordre moindre, c'est-à-dire qu'il n'y a pas entre les x de relation identique de la forme
Ao^- Ai^i-f-. . .T- A„a7,i = o,
les A étant des constantes, et en vertu de la relation y (^, y') = o.
Enfin, le degré d'une courbe est le nombre des points de rencontre de cette courbe avec un hj^perplan arbitraire.
Ces notions préliminaires conduisent de suite à quelques remarques intéressantes (^).
On voit d'abord qii^une courbe d'ordre n est toujours contenue dans un espace à n dimensions ou dans un espace moindre, car si elle est dans un espace de dimension supérieure, par n -|- i points de la courbe, on pourra mener un bjperplan qui devra la contenir. On peut donc abaisser le nombre des dimensions jusqu'à n.
Une courbe d' ordre n dans un espace à k dimensions {et non moins) correspond point par point à une courbe d'ordre n — k -^ 1 située dans un plan. On le voit immédiatement pour /: r= 3 en faisant une perspective avec le point de vue sur la courbe. Le procédé est général : dans l'espace à k dimensions, en projetant la courbe sur un espace d'ordre k — i, on obtient une courbe d'ordre n — i, et en continuant ainsi de proche en proche, on arrive finalement à une courbe d'ordre n — /c + 2 sur un plan.
Une courbe d'ordre n dans un espace d'ordre n {et non d'ordre moindre) est unicursale, puisqu'un hjperplan passant par n — i de ses points n'a avec elle qu'un point de rencontre.
23. Définissons maintenant ce qu'on enten^ par courbe normale. Une courbe algébrique dans un espace (^,, x^, ••., Xr) d'ordre r est normale, si elle n'est pas la perspective sur cet espace d'une courbe du même degré, contenue dans un espace d'ordre supérieur (^,, ^27 • • -^ ^r)^ (''>'')•
Soient
C) Les questions qui nous occupent ici trouvent leur origine clans un petit Mémoire de Cliiïord [On the classification of loci {Philosophical Trans., 1878)].
les équations de cette courbe qu'on suppose ne pas être contenue dans un espace à dimensions moindres, c'est-à-dire que l'on n'a pas entre les ^ de relations identiques telles que
les a étant des constantes. Si n désigne le degré de cette courbe, il résulte de ce que nous avons dit que ce degré sera déterminé par le nombre des points d'intersection de l'hjperplan
^0 -+~ ^'1 ^1 -^ • • • +■ à,-cr,. = o
avec la courbe. Ce nombre est donc précisément égal au degré de la série linéaire de groupes de points déterminée, sur la courbe /= o, par le système linéaire
(a) ho^o-^ hi'ii^i + ...-}- hr'^r=o.
Si la courbe (G) n'est pas normale, cette série g'^^ ne sera pas complète. En effet, s'il existe une courbe de mêiiie degré n^ contenue dans un espace à r' (/•'> /') dimensions et dont la courbe donnée soit la perspective, on peut toujours faire en sorte, par une série de transformations homographiqnes convenables, que la courbe (G) soit la perspective, sur l'espace ^^^, = o, ..., Xf^o-, d'une courbe (G') dans l'espace (^,, ^o, . . ., Xf), en prenant comme point de vue l'espace ^^ = o, ^0=0, ..., ^,,==0, U = o, où U= o désigne l'équation d'un hjperplan, qu'on pourrait réduire à ^r.f , =^ o, .r,-^i étant la variable d'homogénéité. Dans ces conditions, les équations de la courbe (G') s'obtiendront en adjoignant aux équations (G) des relations telles'que
d'où l'on conclut immédiatement qu'on peut former sur/ une série linéaire ^•';^' de même degré que la première et la contenant totalement : la série g^^ n'est donc pas complète.
Réciproquement, on verrait de suite, sans qu'il soit besoin d'insister, que si la série g\^ n'est pas complète, la courbe (G) n'est pas normale.
Ainsi donc ces deux notions de courbe normale et de série normale se ramènent l'une à l'autre.
24. Gomme application des considérations précédentes, proposons-nous la question de savoir si une courbeplanef{œ, J')=^ o est normale on non, c'est-à-dire si elle peut être considérée, ou non, comme la perspective d'une courbe gauche du même degré de l'espace à trois dimensions. Les équations de cette courbe gauche peuvent se mettre sous la forme
et si n est le degré de/", et par suite de (F), le système linéaire
définira sur /une série linéaire g^^. La question revient donc à savoir s'il j a sur la courbe f une série linéaire de dimension 3 et de degré n. D'autre part le système précédent ([3) contient le système
(y) hox -^ hiy-^ hs= o
formé de toutes les droites du plan, qui définit surj^une gf^. Tout revient finalement à reconnaître si cette série est complète ou non. On appliquera, dans chaque cas, le procédé indiqué plus liaut (n*' 3).
On peut faire la remarque générale que si la courbe/ a au plus n — 3 points doubles, elle est normale. En effet, par n points en ligne droite A faisons passer une adjointe d'ordre n — a formée de la droite A, de d droites passant par les d points doubles, et de n — 3 — d droites arbitraires (n — o^l d). Nous avons à considérer ensuite le système linéaire de toutes les adjointes d'ordre n — a qui passent par le résidu F formé de tous les points où toutes ces droites, non compris la droite A, rencontrent la courbe/. Or chacune de ces droites an — i points communs au moins avec cette adjointe, donc elle en fait partie, et par suite, il ne reste qu'wne droite mobile arbitraire. On retombe sur le système considéré g^ qui est, par suite, complet.
2o. Nous venons de donner un exemple [n — '6^d) où la courbe est nécessairement normale. Nous allons maintenant exa-
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miner un cas où la courbe n^est pas normale. C'est le cas où le
nombre des points doubles d est supérieur à -^~~ ^ - "-"— ^ .
Une courbe gauche, dont /est la projection, a ses équations de la forme
Il suffit de montrer qu'on peut disposer de a et ç de manière que cette courbe soit une courbe gauche de degré n. Prenons pour p» ri o une adjointe d'ordre n — 2, et pour u une adjointe d'ordre n — i passant par les points de rencontre simples de v et de /. Ces derniers sont en nombre nP- — in — id et le nombre des arbitraires dans u est donc égal à '
SI ce nombre est supérieur à deux, c'est-à-dire si
on pourra prendre pour u une fonction qui ne soit pas de la forme v{kx -]- Ey -u C), et l'on est assuré alors que la courbe (F)
est gauche : car - n'est pas un poljnome en {x,y) pour ^ et j'
arbitraires; et il ne peut l'être non plus pour {x, y) sur/, car /est irréductible et, par suite, on ne peut avoir u -— v{kx H- Bj- -- C) pour tous les points de /, sans que ceci ait lieu identiquement.
D'autre part, la courbe précédente est bien de degré ^, comme on le voit en la coupant par le plan a.x -\- ^jy -r- z i- v :rr o : le degré est égal au nombre des points de rencontre variables des deux courbes /" o, {ax -^^y -^ y) i^ -^ ?^ — o, et comme u et v ont, en commun avec/, n{n — 3— ar/— 2^/ — /zfn — 3) points, le degré sera égal à n(n — 2) — n{n — 3 ) — /z.
Gomme application, on voit qu'une cubique plane qui n'a pas de points doubles est normale; et qu'elle n'est pas normale si elle a un point double.
4o CHAPITRE II.
V. — Série linéaire de groupes de points sur une courbe gauche. Série déterminée sur une courbe gauche par toutes les surfaces d'un ordre donné.
26. Les séries linéaires de groupes de points que nous avons envisagées jusqu'à présent sont relatives à des courbes planes. Ces notions s'étendent immédiatement au cas des courbes gaucbes ou, plus généralement, des courbes dans un espace à n dimensions.
Soit, par exemple, dans un espace S,i, la courbe définie par
Le système linéaire des surfaces
détermine sur cette courbe une série linéaire de groupes de points à laquelle correspond, point par point, une série linéaire sur la courl)e/, dans le plan {x^y).
L'étude de l'une revient à l'étude de l'autre ; d'où l'on conclut, sans qu'il soit besoin d'insister, la signification qu'il faut attribuer à ces expressions àe série complète, régulière, spéciale, elc, lorsqu'il s'agit d'une série linéaire sur une courbe gauche. Ainsi l'étude d'une série linéaire sur une courbe gauche revient à l'étude de la série correspondante sur la perspective de la courbe sur un plan arbitraire.
La dimension de la série sera égale à la dimension du système des surfaces (i), si, parmi ces surfaces, il n'en existe aucune passant par la courbe : cette condition est l'analogue de celle que nous avons exprimée, pour les courbes planes, en disant que les fonctions ^ du système linéaire de courbes étaient linéairement indépendantes, relativement à la courbe considérée/.
27. Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, au cas d'une courbe gauche dans l'espace à trois dimensions. Soit G une telle courbe de degré n et de genre/?. Nous nous proposons d'étudier la série linéaire déterminée par le système linéaire formé par Vensemhle de toutes les surfaces d'ordre k. Elles déterminent
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une série de groupes gnk-, et la dimension r^ de cette série serait connue si l'on connaissait le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré k passe par la courbe, ce nombre étant évidemment égal à r^-f- i • Nous avons déjà traité ce problème dans le premier Volume (Ghap. VIII). Nous croyons devoir revenir sur ces considérations, en nous plaçant plus particulièrement au point de vue de la théorie des séries linéaires de groupes de points, ce qui nous conduira à quelques conclusions importantes (^ ).
28. Voici d'abord une définition qui nous sera utile : Nous dirons que v points sont indépendants^ sur la courbe G, par rapport aux surfaces de degré k, Sa, si l'on peut faire passer par V — I quelconques d'entre eux une surface Sa, qui ne passe pas par le v''""^.
Envisageons alors un groupe G,i de n points, obtenu en coupant la courbe G par un plan arbitraire. Parmi les points de G„, il y en aura un nombre max imu m y ^ qui seront indépendants par rapport à une Sa, tel par conséquent que le passage d'une Sa par va points quelconques de G,i entraîne son passage par les /i — va autres, mais qu'on puisse par va — i points ou un nombre moindre faire passer une Sa ne passant pas par les autres points du groupe.
Ge nombre va est évidemment compris entre o et n.
Si 2 A" + I <^ /i, on aura
car on peut faire passer /: plans par k groupes de deux points pris dans G/i, et qui ne passeront pas par les autres points du groupe si la courbe n'est pas plane. On aura ainsi une Sa passant par '2k points du groupe sans passer par les autres; donc va — 1^2 A".
Si 2 A- 4- ir!/2, on aura
VA = Al ;
cela est évident d'après ce qui précède.
Ges remarques faites, nous allons commencer par chercher
(^) La méthode que nous suivons dans cette section est empruntée à un élégant Mémoire de M. Castelnuovo, Sui multipli di una série lineare {Rend, dl Palermo, t. VII).
une relation entre /'a- et ;>.,. Dans ce but, considérons la série résiduelle de G« par rapport à g^, - elle aura la dimension /^ — va, puisque le fait pour une Sa de passer par G,, vaut précisément VA conditions. Mais la série résiduelle considérée contient évidemment la série g'^l;z\^^ ou coïncide avec elle; on aura donc
et par suite
( I ) r/, - r/,_, ? 2 X: -f- I , si k < '—— y
(2) /'A— /'A-l^W, SI
30. Proposons-nous maintenant de trouver une valeur limite de h à partir de laquelle on soit assuré que la série g';,\ n'est pas spéciale. Nous en déduirons un résultat extrêmement intéressant relatif au maximum du genre p d'une courbe gauche de degré n.
Considérons toutes les valeurs de k jusqu'à l'entier -/^ immédiatement inférieur à ^'^~ et satisfaisant par suite aux inégalités
n — I ^ ^ n — 1 il Y < —
Ce nombre -/ est le nombre cherché. Nous allons montrer, en effet, que la série découpée sur C par les surfaces de degré /^ n'est
pas spéciale. On a
Supposons que la série gj^ soit spéciale. Projetons la courbe C sur un plan en prenant comme point de vue un point A de cette courbe. Nous aurons une courbe C d'ordre /i — i et sur cette courbe une série ^[l^-, projection de la série considérée qui devrait être spéciale. Une droite D arbitraire du plan détermine avec le point A un plan qui coupe C suivant une G„ qui a v.^ points indépendants. Donc, un groupe au moins de la série g' pourrait contenir v-^-i points de CJ pris sur la droite D sans contenir les autres points de rencontre. La chose est impossible si la série est spéciale, puisque v-/— i est au moins égal à ai — 3, et qu'une
adjointe d'ordre {n — i) — 3 qui passe par n — 3 points en ligne droite doit contenir la droite. La série g'^^i- n'est donc pas spéciale.
31. Appliquons le théorème de Riemann-Roch. La série peut ne pas être complète; désignons par d^/^^o son défaut. On a, puisque la série n'est pas spéciale,
D'autre part, écrivons toutes les inégalités (i) depuis la valeur r^ = 3 jusqu'à r^ et ajoutons-les-, on trouve
donc
dx=yJn — '^ — yj-p,
d'où la conclusion que nous avions en vue, puisque d^^^o; un maximum du genre p d'une courbe gauche de degré n est donné par la relation
Ce remarquable résultat est dû à M. Gastelnuovo (Mémoire cité).
32. IJ est intéressant de comparer ce résultat avec un théorème obtenu par Halphen. Celui-ci a établi ( ' ) que le nombre maximum des points doubles apparents d'une courbe gauche de degré n^ sans points singuliers, est le plus grand entier contenu dans
Comparons ces deux résultats : soit h le nombre des
points doubles apparents de la courbe C, supposée sans points
singuliers. On a alors
donc
h> ^ ^^ -' - xin - '1 - x)-
Si AZ =r^ 2À + i, on a
( ' ) HALniEN, Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques {Journ. de l'École Polytechnique, 1882).
et
les résultats sont identiques.
Si n = 2 À, on a encore
y ^ X — I , et
Le théorème d'Halphen se trouve établi et est donc compris, comme cas particulier, dans le résultat obtenu par M. Castelnuovo.
On peut remarquer que le minimum de h (ou le maxnnum de p) peut être atteint. Si n = 9A, il suffit, pour le voir, de considérer une surface du second degré et une surface d'ordre X. Le nombre des points doubles apparents de la courbe d'intersection étant, dans le cas général, donné par la formule connue
on aura, pour v = 2,
Si n = 2I + I, on considère une quadrique et une surface de degré 1 -[- i passant par une droite de la quadrique. Il y a, en dehors de la droite, une courbe d'intersection de degré 2 A -h i : appliquant alors la formule
•2{h — h') = (m — m' ) ( [JL — I) ( V — I)
relative aux deux courbes d'intersection des surfaces S^., Sv, d'ordres j?i et m' {m -h m' = [xv), ayant respectivement h et h' points doubles apparents, on trouve, en faisant /i'=o, m'=i, p. = >. + i,
La réciproque est vraie; pour toute courbe gauche sans point double, ayant le minimum du nombre des points doubles apparents, on peut faire passer une surface du second degré {voir Halphen, loc. cit.), mais la démonstration de ce beau théorème nous entraînerait trop loin de notre sujet.
33. Revenons à la série ^J^*.. Nous avons dit que cette série pouvait ne pas être complète, ce dont on se rend très bien compte, puisque, pour déterminer si cette série est complète ou non, il faut envisager la perspective de la courbe sur un plan arbitraire et considérer la série des groupes de points projetés. Une question se pose alors : comment varient les défauts dk de ces séries quand k augmente? INous allons montrer que les défauts d^ vont en diminuant ou restent fixes, quand k augmente^ et qu'il arrive par conséquent un certain moment à partir ducjuel dk reste fixe.
Nous avons vu qu'à partir de la valeur y de A", on est assuré que la série ^-^J. n'est pas spéciale. D'ailleurs, on a
à partir de A" = y 4- i . Donc, en posant
rk= kn—p — dk, on a la relation
kn—p ~dk— [{k — i)/i—p— d/c-i]^n, ou
dkS.dk-i.
En désignant par ti le nombre y {n — 2 — y) considéré plus
haut, on a
dk'^dyj-iz — p.
Par suite, à partir d'une valeur de k assez grande^ on a rfc= kn — p — d^ o'^d'^Tz — />,
d étant un nombre fixe compris entre o et t: — p.
34. On pourrait se proposer de trouver une valeur de A" à partir de laquelle dk a atteint certainement son minimum d. M. Gastelnuovo a démontré (Mémoire cité) que cela a certainement lieu pour
Nous ne démontrerons pas ce résultat; nous allons seulement chercher à obtenir une expression de d^ en prenant pour k un nombre supérieur ou égal à n — 2.
Considérons la perspective F de la courbe gauche C sur un plan, en prenant un point de vue arbitraire O. La courbe F a un certain nombre li de points doubles apparents a^b^c^ . . . correspondant aux couples de points (a,, ^2), (^<, ^2): • • • delà courbe G, puis des points multiples «, projections des points multiples I de cette courbe. Les courbes d'ordre k^n — 2 adjointes à F déterminent
une série complète g^) non spéciale, et l'on a, par suite
Donc, les cônes d'ordre k et de sommet O passant par ces adjointes définissent sur la courbe G une série linéaire de même ordre et de même dimension. Ges cônes passent par les points (a<, «2), ... et par les points multiples L En chaque point I ils coupent la courbe G d'une manière bien déterminée, c'est-à-dire qu'il y a sur chaque branche de la courbe gauche en I autant de points de rencontre qu'en a une adjointe au point i avec la branche correspondante de la courbe F. Considérons alors toutes les surfaces Yl,. d'ordre k passant par («,, «o), • • . par les points I et se comportant, en ces points, de la manière bien déterminée indiquée pour les cônes de même ordre.
Ges surfaces détermineront sur G la même série linéaire g'^^
puisque la série linéaire correspondant à S,, est de même ordre que pour les cônes et que la série relative aux cônes est complète. Envisageons maintenant toutes les surfaces S^ d'ordre k mais passant seulement parles points I, et de la manière indiquée; elles détermineront sur G une série d'ordre
Nous allons montrer que cette série est complète. Il suffit d'établir que le fait, pour une surface S/f, de passer par (^a^^a^)-, (6<, 62), ... équivaut exactement kih conditions ou, en d'autres termes, que ces 2 A points sont bien indépendants relativement à une 2^. Nous avons donc à faire voir qu'une surface 2^ peut passer para,, (/?<, ^^2)7 (^M Co), ... sans passer par <22. Pour cela, considérons dans le plan de F une courbe d'ordre k — \{k — \^n — 3) passant par ^, c, ... et se comportant aux points i comme une adjointe, ce qui est toujours possible, mais ne passant pas
par a. Oo aura alors un cône d'ordre k — t ne passant pas par Oa et rentrant dans les Sy^_i. En lui adjoignant un plan passant par a,, et non par a^, on a bien une S/t qui passe par «1, {b^ , ^v), (ci, Co), ... et non par a^.
Donc, les S/f déterminent sur G une série non spéciale complète, d'ordre /^/^,-T- ih et de dimension /^/,. + ih — p.
INous sommes maintenant en mesure de répondre à la question, que nous nous sommes proposée, d'obtenir une expression du défaut d\ nous y parviendrons en prenant pour k un nombre supérieur ou égal à n — 2.
Soit d'abord le cas le pins simple où la courbe gauche G est supposée n^ avoir pas de points multiples. Dans cette hypothèse, les surfaces S^ sont alors les surfaces arbitraires S^ de degré k. Les surfaces S^ déterminent donc sur G une série non spéciale et complète ir''^ : on a
rik = nk^ rk = nk - p
et, par suite, dans ce cas
D'où nous concluons le résultat déjà obtenu au Ghapitre VIII du tome P' : le nombre N/f des conditions exprimant qu'une surface d'ordre k passe par une courbe gauche d'ordre n sans points multiples est égal à
Gonsidérons maintenant le cas où la courbe G a des points multiples. Soit a le nombre des points de rencontre d'une Sa avec G confondus aux points I : si ces points sont à tangentes
distinctes, on a
Les surfaces H^ déterminent sur G une série non spéciale complète. Or on a
n^, = nk — ih — jji..
L'ordre de cette série est donc nk — |jl et sa dimension nk — \^—P' Désignons par va le nombre des conditions qu'il faut imposer à une Sa pour qu'elle devienne une Sa, c'est-à-dire qui expriment qu'une Sa se comporte aux points I de la manière spécifiée plus haut. La dimension /> de la série «j;^. déterminée sur G par toutes
les surfaces Sa- d'ordre k sera alors
TA- r= A/i — [x — /) — v/, ^ /en —p — (\x — V/c).,
et comme nous savons que celte série n'est pas spéciale {k^n — 2), il en résulte que son défaut d/( est
di^.
VA
nombre positif, puisqu'on a évidemment [i-^v^- Or d/( diminue ou reste constant quand k augmente, donc Vyt ne diminue jamais quand k augmente, et, à partir d'une valeur assez grande, garde une valeur constante v. A partir de cette valeur de k, on a toujours le même défaut a — v.
Supposons que les points I soient des points doubles à tangentes distinctes, en nombre 0 : on aura [a = 10. Or v/f représente le nombre des conditions pour qu'une surface Sa passe par les 0 points, en tout 8 conditions indépendantes, puisque k^n — 2. On a donc va= 0, et par suite
d= IX — vk = ô.
Supposons finalement le cas d'une courbe avec des points triples à tangentes distinctes, qui est le plus intéressant à considérer pour la théorie des surfaces. Il appelle l'attention sur la complication du problème de la recherche du nombre va.
Soit I un point triple ordinaire de G. Une surface Sa doit couper chaque branche de courbe passant par T en deux points, puisqu'une adjointe à une courbe plane en un point triple i coupe chaque branche de cette courbe en deux points confondus en i : donc, six points de rencontre. Il s'agit maintenant de savoir combien de conditions entraîne pour la surface le fait de passer en I et de couper en deux points, confondus en I, chacune des trois branches de G qui passent par I. Deux circonstances dij/'érentes sont possibles.
Si les trois tangentes à C en l ne sont pas dans un même plan, la surface S aura en I trois tangentes non situées dans un même plan; le point I sera un point double pour S, donc quatre conditions. D'ailleurs les points triples donnent des conditions indépendantes, comme on le voit en raisonnant sur les adjointes
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planes [k^n — 2). On a donc
d = IX. —V — it, et !',,= kii— p — 1 1,
t étant le nombre des points triples.
Si les trois tangentes sont dans le même plan, la surface S, tangente en I à deux des tangentes, est tangente à la troisième; le nombre des conditions se réduit à trois, et l'on aura
c? = fA — V = 3 ^, rk=kn— p — Zt.
ET S., ir.
DES SYSTÈMES LINÉAIUES 1)E COUliBES DANS UN PLAN.
I. — Systèmes linéaires de courbes irréductibles dans un plan.
1. Les systèmes linéaires de courbes que nous avons envisagés jusqu'à présent étaient définis a priori par une relation de la forme
OÙ les ^ sont des fonctions entières de x, y, et les h des constantes arbitraires.
Dans ce qui va suivre, nous considérerons un système linéaire comme défini ])ar la manière dont se comportent les courbes qui le composent en des points donnés du plan. Il y a lieu de j)réciser cette définition.
Soit o un point du plan, considérons les courbes passant par o et telles que, leur équation étant mise sous la forme
où C5/ désigne l'ensemble des termes bomogènes de degré i, il existe entre les coefficients des o jusqu'à un certain rang À un certain nombre de relations linéaires et bomogènes. Ces relations peuvent être regardées comme définissant une certaine manière de se comporter de ces courbes en o. En particulier, on exj)rimei'a d'une telle façon que les courbes ont en o, avec une courbe déterminée passant par ce point, un certain nombre d'éléments communs, parmi lesquels en premier lieu le degré de multiplicité. Ceci posé, l'ensemble des courbes d'ordre n, se comportant de manières données en des points donnés o,, Oo, . . . , o^ du plan, constitue un système linéaire, soit
(t) aoQo-f- alQl-^...^-a,.Q,.= o;
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et si entre les polynômes Q, de même degré n^ n'existe pas de relation linéaire, homogène et à coefficients constants, on dira que le système est de dimension /•.
Le degré D de ce système linéaire est le nombre des points d'intersection variables de deux courbes arbitraires du système.
Le système linéaire sera complet ou incomplet ^mwdinl que l'on considère l'ensemble tout entier ou une partie de l'ensemble des courbes se comportant de la manière indiquée aux points donnés 0, ... Oh, qui sont appelés les points-bases du système.
La propriété d'un système linéaire
(2) Ao 4^0 + /îi 4^1 + .•.+ /? ,4/-= o,
défini par des fonctions données 'i^o • • • '\r de ^ et jr d'ordre /?, d'être complet ou incomplet, est donc toute relative. 11 faut, pour que cette définition ait un sens, formuler, parmi les points communs à toutes les courbes ^{/, ceux que l'on considère comme pointsbases et le comportement des courbes en ces points. Suivant que l'on prend la totalité ou quelques-uns de ces points, et suivant le comportement choisi, le même système (S) pourra être complet ou incomplet. Il nous arrivera de dire que le système (S) définit un système complet : il faut entendre par là qu'on considère le système qui a comme points-bases tous les points communs aux courbes ^ avec, en ces points, le même comportement que la courbe générale du système (S). Le système complet ainsi défini a alors même genre et même degré que le système (S).
En vertu du théorème de INiJtlier, ces conditions se réduisent toujours à exprimer qu'une courbe a, en des points donnés, une multiplicité ordinaire donnée; c'est ce que nous supposerons dans la suite.
2. Démontrons d'abord que la courbe générale d'un système linéaire irréductible n'a pas de points multiples mobiles. Notons dans (i) un/a/5C<?«^^ arbitraire que nous pouvons écrire
où Qo, Qi sont deux polynômes irréductibles de degré n. On va montrer que les points multiples de (2) ne se déplacent pas quand
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le rapport ^ varie. Or, en nn point multiple (^o,J"o) de (2), on a
et, par suite, les points multiples appartiennent aux deux courbes
Si ces deux courbes n'ont pas de partie commune, la proposition est démontrée. Supposons donc que ces deux courbes aient une partie commune, soil F = o, qui ne peut être ni Qo, ni Q,, car si Qo était partie commune, il en serait de même de Q,, à moins que tous les points de la courbe Qo ne satisfassent aux deux
relalions — — = o, - — = o, ce qui n a pas lieu, l^osons
en lous les points de la courbe F, on a, en vertu de (3),
dR _ dR _
dx ' dy
et, par suite, sur cette courbe, la fonction R garde une valeur constante soit R = Ko- La courbe F appartient donc à
(4) Qo-RoQi = o.
D'autre part, la courbe F est une courbe dont tous les points
sont multiples, puisqu on a sur l , \x = Ko, -— = o, — = o. Un
en conclut que Rq est une constante telle que la courbe (4) admette au moins un facteur carré, et est, par suite, une valeur
particulière de la constante — — • Ainsi un point arbitraire d'une courbe F commun aux courbes (3), s'il en existe une, ne peut être point multiple de [XoQo-h H^» Qi = o, quand ^ est arbitraire, et le théorème est démontré.
3. Soit |G«| un syslè me complet d'ordre n. Désignons par A-/^ Je nombre des conditions auxquelles doit satisfaire une courbe d'ordre n pour passer de la manière indiquée parles points-bases. La dimension de |G,/| sera donnée parla formule
_ (ai +[)(/! + a)
11 peut arriver que A„ dépende de n. Tout d'abord ce nombre ne peut pas décroître avec n, puisque parmi les courbes du système |G,i^, I se trouvent les courbes |C«| et une droite arbitraire. En second lieu le nombre k,i est évidemment au plus égal à la somme des conditions relatives à chaque point-base pris isolément. Il a donc un maximum fini, soit k. Donc à partir d'une certaine valeur de n, on a kn^= k, et l'on a alors
Quand n a la valeur à partir de laquelle k„= k, le système est dit régulier; quand le système n'est pas régulier, la différence k — k,i porte le nom de surabondance.
Indiquons un exemple où kn variera au début avec n. On sait que toutes les courbes du troisième ordre passant par huit points ont un neuvième point commun. Si donc on prend les neuf points communs à un faisceau de courbes du troisième ordre, comme points-bases simples d'un système linéaire, on aura, pour n = 3, rn= I et kn= 8, tandis que, pour n > 4> on a k,i^= 9.
4. Soient \Cn\ un système complet, régulier et irréductible, Tz le genre de la courbe générale, D le degré du système, et r„ sa dimension : // existe une relation importante entre D, ir et rn- On a, en effet, en désignant par \ le degré de multiplicité d'un point-base,
d'où Ton conclut la relation cherchée
T. -f- rn = D +
5. Sur chaque courbe d'un système linéaire complet, régulier ou non, les autres courbes du système déterminent une série re de groupes de points qui porte le nom de série caracté-
mean
ris tique.
La série caractéristique est complète, que le système soit régulier ou non. En effet, l'ensemble des courbes du système forme, par rapport à l'une d'entre elles, l'ensemble des adjointes d'ordre n qui, ayant déjà par définition chaque point multiple d'ordre \ comme point d'ordre X— i, sont, en outre, assujetties à avoir A points d'intersection réunis en un seul en chacun de ces pointsbases. En vertu du théorème démontré précédemment (Ghap. H, n" -4) la série linéaire ainsi déterminée est complète.
Si, en outre, le système linéaire est régulier, la série caractéristique sera non spéciale; car sa dimension est /•,, — i et l'on a
rn
Si le système linéaire n'est pas régulier, la série caractéristique sera spéciale. On a, en eff^et, en désignant par £« la surabondance
'où
Donc : La série caractéristique sera non spéciale ou spéciale suivant que le système linéaire de courbes sera régulier ou
non{*).
La réciproque est évidente : Un système linéaire est régulier ou non suivant que la série caractéristique est non spéciale ou spéciale. En particulier le système linéaire des courbes adjointes d'ordre > m — 3 est régulier.
(') Pour l'étude de la série caractéristique dans l'étude des systèmes linéaires de courbes planes, voir Segrk, Rendiconti di Palevmo, 1887, et Castelnuovo, Mémoires de V Académie de Turin, série II, t. XLII.
6. Le système adjoint à un système linéaire est formé par Fensemble de toiiles les adjointes d'ordre /^ — 3 à une courbe arbitraire du système.
Le système adjoint détermine donc sur chaque courbe du système la série canonique g'^:^!'^.
Il ne faudrait pas croire que Je système adjoint à un système |C„| soit toujours le seul système linéaire pouvant détacher sur Ci la série canonique. Voici un exemple du contraire : Considérons une cubique /^ et une quartique/^ quelconques : elles ont douze points communs A,, Ao, ..., A,2. Prenons ces j)oints comme pointsbases simples d'un système de quartiques. Ces quartiques seront de la forme
(5) (a^+Pj-i-X)/3+/4 = o,
soit un système de dimension 3. Une courbe quelconque de ce système, qu'on peut sup|)oser être y*/,, est découpée par toutes les autres suivant la série caracléristique, laquelle en vertu de l'équation (5) est aussi déterminée par les droites arbitraires
ax + F^7 + 7 = o,
et l'ensemble de ces droites forme le système canonique.
Dans ce cas, la série canonique et la série caractéristique coïncident, et le système linéaire |C/?| est coupé par lui-même suivant la série canonique.
7. Un système complet, somme de deux systèmes complets |C< I et IC2I d'ordres respectifs jn et n, est, par définition, un système d'ordre m -t- n^ ayant comme point-base d'ordre a + v un point base d'ordre [jl de l'un et d'ordre v de l'autre.
Désignons par D,, Do les degrés respectifs des deux systèmes, et soit i le nombre des points d'intersection d'une courbe C, avec une courbe C2 : le degré D du système-somme sera évidemment
D = Di-+-D2-f-2i.
Soient, en effet
aoQo-+- aiQi + . . .= o,
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les deux systèmes donnés. Le système
2A//.Q/Pa = o
appartient au système-somme. Il suffît alors de compter le nombre des points d'intersection, en dehors des points-bases, des deux courbes
Le genre de la courbe somme de deux autres, supposée irréductible, est donné par la formule
ainsi qu'il résulte immédiatement des trois relations
8. Tout système algébrique S de courbes planes indécomposables^ tel que, par k points arbitraires du plan^ passe une seule courbe du système, est un système linéaire. — Il existe plusieurs démonstrations de ce ihéorème dues à MM, Gastelnuovo et Enriques, et à M. Humbert ; voici la démonstration de M. Humbert : Admettons que la proposition soit vraie pour A- — i points, nous allons montrer qu'elle est vraie pour A points. En effet, considérons l'ensemble des courbes du système 2 passant par un point A; ce système est infini de l'ordre k — i et, par su,ite, linéaire. Soit
(a) Xi/i+ X2/2 + . . '^'>^kfk= o
ce système. Envisageons alors une courbe fo{oc^ y) z=z o de S ne passant pas par A, et soit B (^05^0) un point quelconque de cette courbe. L'ensemble des courbes de S passant par B forme encore un système linéaire de dimension k — i, qui contient la courbe /„ et les courbes de (a) passant par B : il appartient donc au système linéaire à k dimensions
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dans lequel les constantes A sont assujetties à la seule relation
^^ 1 /l ( '^"o , J'o )-!-...-+- Ik//, ( .To , .7o ) == O ,
les coordonnées Xq^ j^o tl" point B satisfaisant seulement à l'équation/o(^, y) = o. On en conclut que toute courbe du système (p), quels que soient les )., appartient à S. Car, pour des \ donnés arbitrairement, on peut choisir un point .rojKo, tel que l'o.n ait à la fois
Toutes les courbes du système (p) appartiennent donc à S et comme par k points du plan ne passe qu'une courbe de ^, on en conclut réciproquement que toute courbe de S appartient à (j3), c'est-à-dire que le système 2 est linéaire.
Il reste à démontrer que le théorème est vrai pour A- = i . Dans ce cas, deux courbes du système ne peuvent se couper qu'en des points fixes. Soient /, et /. deux de ces courbes d'ordre n\ elles ont n- points communs, et toute courbe -i; du système passe par ces points. Or, on peut choisir \ de manière que la courbe
passe par un point de ^|^ en dehors de ces points; cette courbe aura alors n--\- i points communs avec ^ et, par suite, coïncidera avec elle, c'est-à-dire qu'on aura
et le théorème est démontré.
Nous étudierons bientôt pour les surfaces une proposition comprenant comme cas particulier le théorème précédent quand k est supérieur à l'unité.
II. — Systèmes linéaires de genre zéro. Surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales.
9. Parmi les systèmes linéaires, il y a lieu de mentionner ceux de genre zéro. Nous en ferons une application à la recherche des surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales.
Soit doue un système complet de genre zéro et d'ordre n. On aura d'abord la relation
et, en désignant par /• la dimension du système et D son degré, on a en outre
la surabondance £ étant nulle si le système est régulier. On va voir de suite que s = o. En effet, dans le cas contraire, prenons D + £ points arbitraires du plan ; on pourra, par ces points, faire passer un faisceau de courbes du système. Le nombre des points de rencontre de deux courbes de ce faisceau sera au moins égal à 1').- + D -+- £ ou à n- + £, ce qui exige que l'on ait £ = o.
10. Les transformations de Crcnwna dans le plan fournissent un })rcmicr exemple de systèmes linéaires de genre zéro. Ces transformations sont définies, en coordonnées homogènes, par les équations
(a) I pY r^cp(a-, 7, ^),
( pZ = <\>(or^ y,z),
où p est un facteur de proportionnalité, et où /, cp, 'b désignent trois fondions homogènes de même degré n en œ, y, z, linéairement indépendantes. Elles sont telles qu'à un point (X, Y, Z) ne correspond qu'un ])oint {œ^y,z) et réciproquement. Les deux faisceaux '
n'auront alors qu'un point commun variable avec ). et |a, et des équations (a), on pourra déduire le système (j^)
(?) ' aj:=*(X,Y,Z),
( az= VF(X,Y,Z),
les fonctions F, *, W étant du même ordre v et sans facteur commun.
D'ailleurs, on a évidemment v = /«, puisque, aux points de rencontre de
aa? -F Pj + Y^ = o, avec la courbe
A/+Bcp + G4^= o,
en nombre /i, correspondent les points de rencontre de
avec
AX -t- BY + CZ = o.
De plus, dans le plan (x.y^z), le réseau
A/(a7, jK, ^) + B cp(:r, j, ^) 4- G '^{x, /, ^) = o
est un réseau linéaire de courbes de genre zéro, puisque celte courbe est évidemment unicursale.
11. Nous allons faire une application des résultats qui précèdent à l'élude des siu^f aces dont toutes les sections planes sont unicursales (<). Tout d'abord, on voit aisément qu'^^/ze telle surface est unicursale et peut être représentée par des équations de la forme
Prenons en effet sur la surface supposée d'ordre /?, n — 3 points en ligne droite, et par celte droite faisons passer un plan quelconque. Soit À le paramètre variable dont dépend la position du plan. La courbe d'intersection de la surface et du plan est unicursale; si donc, dans ce plan, on considère un faisceau d'adjointes d'ordre n— i passant parles n — 3 points considérés, ce faisceau rencontrera en un seul point mobile la courbe d'interseclion, dont les coordonnées seront par conséquent des fonctions rationnelles du paramètre variable \k des courbes du faisceau. D'autre part, les coefficients de l'équation du faisceau contiennent rationnellement le paramètre A dont dépend la position du plan; et la conclusion est immédiate.
(•) É. Picard, Siu^ les surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales {Bulletin de la Société philomathique de Paris, 1878, et Journal de Crelle, t. 100).
Envisageons maintenant, dans le plan (a, [5, y), le système linéaire
Ce système, par hypothèse, doit être de genre zéro.
Le système linéaire complet (S), défini par le système (S), et dans lequel ce dernier est compris, est de genre zéro et a même degré D que (S).
D'après ce que nous avons dit plus haut, le système complet (S) sera de dimension D + i (' ), et D sera en outre, comme on le voit de suite, égal au degré n de la surface.
Prenons, dans le plan (a, ji, y), D — i points arbitraires
(«1,^1,71), •••• (a])_i, Pi)_i, Yi,_i)
distincts entre eux et différents des points communs aux quatre courbes /. Si m désigne l'ordre des courbes /, nous pouvons trouver une courbe d'ordre m appartenant au système (S) et passant par ces points; cette courbe dépendra de deux paramètres et aura une équation de la forme
X U(a, p, Y) + IX V(a, [i, y) + ^ W(a, [i, y) = o.
Ce réseau est de degré un; il définit par suite une transformation birationnelle, soit
a =33 Ui (X, Y, Z), ji == Vi (X, Y, Z), Y -= W, (X, Y, Z).
Les points fondamentaux de cette transformation, dans le plan (a, P, y), sont d'une part les points-bases du sys|,ème (S) et d'autre part les D — i points fixes (a/, ^/, y,).
En effectuant cette transformation, une courbe arl)itraire de (S) se transforme en une partie fixe commune à toutes les courbes du système, que nous pouvons laisser de côté, et en une partie
(') Dans les Mémoires cités, M. Picard admettait implicitement ce résultat, c'est-à-dire qu'un système complet de genre zéro est régulier : la démonstration en est intuitive, comme on l'a vu au n° 9. M. Guccia a repris depuis, à un tout autre point de vue, l'étude de la réduction des systèmes linéaires de courbes dans plusieurs Mémoires des liendiconti di Palermo (t. I).
variable avec les paramètres du système (S), soit (Si) F(X,Y,Z) = o.
Quant aux courbes particulières
(a) XU -i-[jiVh-vW = o
qui appartiennent à (S), mais qui passent par les points (a/, [B/, y/), elles se transforment, en laissant toujours de côté la partie fixe précédente, en une droite arbitraire XX + piY -l- vZ = o et en D — I droites fixes distinctes correspondant aux points fondamentaux (a/, Pi, y/). Désignant par ^(X, Y, Z) l'ensemble de ces D — i droites, la transformée de (a-) est donc
(a,) (XX + [jlYh-vZ)*(X, Y, Z) = o.
Or, les courbes (S) et (a-) ont D points de rencontre variables, auxquels correspondent évidemment, puisque la courbe générale de (S) ne passe pas par les points (a/, ^3/, y/), les points de rencontre de la courbe F avec la droite XX + uiY-j- vZ = o. D'où l'on conclut déjà que la courbe F est de degré D.
D'autre part, la courbe F est la courbe générale d'un système linéaire de genre zéro, puisque le système (S) est de genre zéro. Elle doit donc avoir un nombre de points multiples fixes équiva-
. ,(D — i)(D — 9.) . , , (D — t)(D — 9.) lent a ^ -> et qui ne peuvent être que les ^^ —
points de rencontie des D — i droites distinctes $ = o.
Le point capital à établir maintenant est que les Y) — i droites formant 4>, sauf le cas D = 4 5 passent par un même point O, et, par suite, que la courbe F a en O un point multiple d'ordre D-i.
Prenons en effet une des D — 1 droites, soit AB, et supposons qu'il V ait sur AB un point multiple d'ordre /?, c'est-à-dire que p — I droites viennent se rencontrer en un même point G de AB. Il reste D — p — i droites qui devront couper AB au même point, car si une des D — p — i droites en question ne coupait pas AB au même point que les autres, ce point serait un point double pour F et il y aurait sur AB un point multiple d'ordre />, un point multiple d'ordre D — p — i, plus un point double, soit en tout
1) _|_ , points. 11 y a donc, dans celte hypothèse, sur AB un point C multiple d'ordre D — p.
Mais prenons une droite CD parmi celles qui passent en G'. Il y a sur C^D, p — i points doubles, plus un point multiple d'ordre D— y9, donc en tout D -+-/? — 2 points de rencontre avec F, et
comme p
faut (lue p =^ 1 pour que ce nombre ne dépasse
Fig. 5.
pas D. Dans ce cas, nous avons sur AB un point double G et un point G' d'ordre D — 2. Mais alors, sur la droite GD, il y aurait D — 2 points doubles, soit fi(D — 1) points de rencontre avec F. Ge nombre n'est inférieur à D que si D = 4, ou D = 3.
D'ailleurs, pour D — 3, il n'y a évidemment pas d'exception. Donc, sauf pour D=:4, 'es droites O, en nombre D — i, concourent en un même point, et ce point est pour F un point multiple d'ordre D — i .
Revenant maintenant aux fonctions/, , /o, /s, /', q"i définissent notre surface, elles se transforment en quatre fonctions F<, Fo, F;,, F.., telles que les quatre courbes F/=o (tî= 1, 2, 3, 4) ont en commun un point multiple d'ordre D — i, on peut supposer que ce soit le point X = o, Y = o, et la surface est alors représentée par des équations de la forme
a;- A,(X, Y) + ZBi(X, Y),
j^ = A,(X,Y) + ZB2(X,Y),
^=.A3(X,Y) + ZB3(X,Y;,
t = A4(X,Y) + ZBi(X, Y),
où les vV sont des fonctions homogènes d'ordre D et les B d'ordre \) — i , c'est-à-dire que la surface est réglée.
Pour D = 4, les trois tlroiles ^I> peuvent former un triangle. J^a surface est alors représentée par les équations
^ = Fi(X,Y,Z), jK = F-2(X, Y,Z), z--=F,{X,Y,Z), / = F,(X,Y,Z),
Pis. 6.
où les F sont des courbes du quatrième ordre avec trois points doubles A, B, C. De telles courbes sont des transformées de coniques, comme on le voit en posant
Les équations de la surface se mettent finalement sous la forme
X = Xi(X', Y', Z'), 7 = X2(X', Y', Z'), z = 1,{X\ Y', Z'), t = Xv(X', Y', Z'),
les X étant des coniques. C'est une surface de Steiner. En résumé :
Les seules sai-faces algébriques dont toutes les sections planes sont unicursales sont les surfaces réglées unicursales et la surface du quatrième degré de Steiner (*).
III. — Des involutions sur les courbes algébriques
12. La considération des systèmes linéaires va se présenter dans l'étude intéressante des involutions sur une courbe algébrique.
Soit, sur une courbe /(.^,j) = o, une série de groupes de n points, tels que cbaque groupe soit déterminé d'une manière unique et sans exception, si l'on en donne k points. On dira que
(1) Ce théorème pourrait encore être regardé comme un cas particulier d'une proposition énoncée en i88G par Kronecker : Toute surface algébrique irréductible possédant une double infinité de sections planes réductibles est réglée ou est une surface de Steiner {voir pour la démonstration de ce théorème une Note de M. Castelnuovo daLUS les Bendiconti délia Accademia dei Lincei, 189^).
64 CIIAPITRK m.
ces points forinenl luie invohuion d'ordre ii et de dimension k : \)^.
D'après cette définition, les n points jouent un rôle symétrique dans la détermination du groupe, c'est-à-dire que si l'on prend A- points au hasard, ces A- points déterminent sans ambiguïté les Il — /,■ autres, ce qui exclut le cas où deux groupes de la série, ajanl en commun un ou plusieurs points, en nombre inférieur à X-, auraient en conséquence d'autres points communs. Cette circonstance peut d'ailleurs se présenter pour une série de dimensions au moins égale à deux, mais alors la série est formée de groupes dont chacun est composé d'un nombre entier /' >> i de groupes arbitraiies d'une même involation, comprise dans le sens que nous lui avons donné.
Dans le premier cas, nous dirons que Vinvolulion est simple et dans le second cas qu'e//e est composée.
Or, considérons une série linéaire ^-^^ simj)le, c'est-à-dire telle que l'obligation de contenir un point n'entraîne pas comme conséquence, pour ses groupes, l'obligation de passer par d'autres points déterminés par le premier. Cette série est évidemment une involution \']^ simple.
La question suivante se pose alors : Puisque toute série linéaire simple est une involution, réciproquement toute involution simple est-elle une série linéaire?
Il en est bien ainsi lorsque la dimension k de Tinvolulion est supérieure à un. Mais pour A* i= i , il existe des involutions qui ne sont pas linéaires. Telles sont, par exemple, les séries découpées par les génératrices d'une surface réglée irrationnelle sur les courbes appartenant à la surface. '-*
13. Nous nous proposons donc de montrer (pi'une involution simple J^^ peut être obtenue linéairement, c'est-à-dire que ses groupes sont ceux que déterminent sur la courbe f des courbes formant un système linéaire, sauf peut-être pour la valeur
(') La dcmonstraLion qui suit est due à iM. llumbcrt {Sur quelques points de la théorie des courbes et des surfaces algébriques {Journal de Mathématiques, 1894)].
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Soit G(x,, .x.y, ..., J^n) "n groupe de rinvoliilion, et soit gÇ^^r) une fonction rationnelle telle que l'intégrale
■{x,y)dx,
relative à la courbe /, soit de première espèce. Formons la somme
g{Xi, J, ) dj^i -I- . . . -f- ^{x„, y-a) dXn ;
elle peut s'exprimer en fonction des coordonnées et des différentielles de k points du groupe, soient les points (r,,jK)) ^{^k^ fk),
d'où l'équation
(I) ^(^1- yi)dXi-h...-h g(^Xn,Yn)dXn= A^ dx^^ . . .+ k/^dx/,,
les A étant des fonctions rationnelles de (^,, i'i), . . ., (^^-,j)/^).
Des propriétés des intégrales de première espèce, il résulte d'abord que A,- ne dépend que de (^z, JK/), puisque l'intégrale
(S) / A/(a7i, 7i. . . . , X,,, y/,:) dxi
devant être de première espèce est nécessairement de la forme
[ccigi(Xi,yi) + ,,-^oc^,g^,(x^,yi)] dxi,
où les gi sont relatifs à p intégrales de première espèce linéairement indépendantes de la courbe /, supposée de genre /?, et où les a sont a priori des fonctions rationnelles de
(^i,7i), .... (.r,-_i, jv7_i), (^,-^1, JK/+,), ..., {xk.yk)-
Or ces fonctions ne peuvent être que des constantes, puisque rititégrale (S) doit rester finie quelles que soient ces variables.
Donc ki est simplement fonction de (^/, y/). D'autre part, le second membre de (i) doit être symétrique en (.r, ,j^^,), ..., (.r^, v/,), donc on a
Ai=r. X(a7i, jTi), A2=X(a:2,72), ..., A/,-^ X(:r/,, jK/,).
Mais on peut définir le groupe G au moyen de
le premier membre ne change pas, et par suite on a le système P, ET S., II. 5
d' équation s
Si \ Il est pas identiquement nul, ces équations, pour un groupe initial Go, déterminent x., ..., Xn en fonction de .r, , et par suite, on doit avoir A' = i . Le système peut ne pas être linéaire. C'est le cas exceptionnel que nous avons mentionné.
1-4. Supposons donc /• > i ; les \ sont identiquement nuls. On aura alors, pour les p intégrales de première espèce gt, les p équations
(2) gi{Xi, yi)clx^'^...-\- gi{Tn,yn)dXn=0 ( i = 1 , 2, . . . , /?).
Ces équations déterminent sur/ une série de groupes de points dans laquelle notre série sera évidemment comprise. Or, en vertu d'un théorème bien connu, tous les groupes de points vérifiant uniquement les relations (a) sont découpés sur /par des adjointes qui ne rencontrent en outre /qu'en des points fixes. Soit
(3) Xo^O+ ^•t^l+- • •-^- ^rÇr= O
la série linéaire complète satisfaisant à ces conditions, les cp étant, bien entendu, linéairement indépendants sur la courbe : on a
puisque la série des groupes en involution (I) est comprise dans la série déterminée par le système (3), et l'on aura l'involution en assujettissant les ). à /■ ~ A" relations algébriques et homogènes convenables. Il faut montrer que ces relations sont linéaires, sous la condition admise que k points arbitraires de /déterminent un seul groupe de l'involution.
Considérons le système S formé, dans le système linéaire (3), par les courbes de ce système qui découpent sur /les groupes de l'involution (l). La courbe générale de S est d'abord indécomposable, sinon les groupes de (l) seraient formés de points jouant un rôle dissymétrique, ou bien chaque groupe de (I) se composerait de groupes d'une involution d'ordre inférieur, cas que nous avons écarté.
De plus, par k points pris au hasard sur / ne passe qu'une
courbe du système S. Supposons en effet qu'il en passe deux. Ces deux courbes passeraient aussi par les n — k points de/ qui, avec les k points primitifs, forment un groupe de I, et comme toutes les courbes de S coupent/ aux mêmes points fixes, on pourrait, en désignant par S, = o, So= o les équations des deux courbes, trouver une constante 9 telle que 84 + 082=0 passât par un nouveau point de /, ce qui nécessite que 8,-1-682 soit divisible par/. Il existerait alors une combinaison des cp divisible par/, ce qui n'a pas lieu.
Ceci posé, deux cas peuvent se présenter. Ou bien par k points quelconques du plan ne passe (\\\une courbe du système 8, et alors celle-ci est linéaire en vertu du théorème démontré plus haut.
Ou bien par k points quelconques du plan passe un certain nombre ;- >> i de courbes de S. Prenons k — 1 points quelconques du plan et un point quelconque sur la courbe/. Deux hypothèses pourront encore être faites: On peut supposer que par ces points passent moins de /' courbes distinctes du système ou qu'il en passe /'.
Dans la première hypothèse, deux au moins des courbes passant par les k points ainsi choisis coïncident, et alors on voit que/ serait l'enveloppe des courbes du système qui passent par k — i points arbitraires du plan, ce qui revient à dire que toutes les courbes du système 8 touchent / en un ou plusieurs points mobiles. Or chacune de ces courbes ne coupe / qu'en n points mobiles qui constituent un groupe de l'involution, et les points d'un groupe général sont évidemment distincts deux à deux. Cette hypothèse est donc inadmissible.
Dans la deuxième hypothèse, nous distinguerons encore deux cas, suivant que par k — 2 points arbitraires du plan et par deux points de /il passe moins de /• courbes ou r courbes de 8. On verrait comme précédemment que le premier de ces deux cas est impossible. On ne peut donc adopter que le second. Et en continuant ainsi de proche en proche, on arriverait à la conclusion que par A" points de /passent plusieurs courbes distinctes de 8, ce que nous avons démontré être impossible.
Donc le système 8 est linéaire et le théorème est établi.
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lo. Comme exemple à'involution composée, considérons une série linéaire «J"^ non simple, c'est-à-dire telle que tous les groupes qui ont en commun un point arbitraire A,, ont en conséquence 0 — I autres points communs A2, ..., Ap. Ces p points jouent d'ailleurs un rôle symétrique, de sorte que les groupes qui passent par Ao, par exemple, ont en commun A,, A3, . . ., Ap et aucun autre point : ils forment donc une involution simple IJ de dimension un. La série g'^ ainsi définie est une involution composée dont chaque groupe est formé d'un nombre entier k de groupes appartenant à une involution simple Tp, et l'on a
n = Ap, p ^2.
Voici quelques conséquences de celte définition : Supposons qu'une telle série g'^^ soit complète et non spéciale : on a alors
iJ'autre part, comme /• points arbitraires déterminent un groupe
de la série, on a
kàr,
par suite
et
]3onc une série complète et non spéciale est toujours simple si /i > 2p. En particulier, les adjointes d'ordre supérieur à m — '5, m étant le degré de la courbe /, déterminent une série sim])le, l)uisque n est égal au moins à 2p — 2 -\- m (adjointes d'ordre /n — 2).
Les adjointes d'ordre m — ?> peuvent donner naissance à une involution composée.
11 faut pour cela, puisque n = ip — 2 et /• — /? — 1 , que Ton ait
avec
kir
et
P ^ '2, d'où
Par suite, si la série canonique est une involution composée, son groupe est formé d'un nombre p — i d'involutions simples IJ d'ordre deux. Considérons alors le système linéaire de toutes les adjointes d'ordre m — 3 qui passent par p — i points fixes de la courbe, elles détermineront une g\ : ce sont des courbes hyperelliptiques, car elles peuvent évidemment être transformées point par point en courbes telles que
Il suffit pour s'en assurer de considérer le faisceau P + XQ = o des adjointes qui déterminent la g\.
Réciproquement, il est clair que les courbes liyperelliptiques y'' — ^(-'V = o contiennent une série linéaire «^ formée par les droites x =r const.
SURFACES SOUS-ADJOINTES ET SURFACES ADJOINTES
1. Nous avons défini, dans le Chapitre précédent, les systèmes linéaires de courbes planes par leur comportement en des points donnés du plan, les points-bases, et nous avons insisté sur la manière dont il fallait comprendre cette définition.
Les systèmes linéaires de surfaces, d'ordre donné, sont définis par leurs comportements suivant certaines lignes-bases et en certains points-bases donnés.
Pour les lignes-bases nous supposerons que ce comportement est défini par le comportement, en un point O arbitraire de la ligne-base, de la courbe intersection de la surface par un plan arbitraire passant par le point O.
Quant ^u^ points-bases, que nous désignerons plus particulièrement sous le nom àe points-bases isolés, qui sont en nombre fini, et qui peuvent être d'ailleurs soit des points extérieurs aux lignes-bases, soit des points particuliers des lignes-bases, on procédera comme pour les courbes planes. Soit O un.de ces points, que nous supposerons être l'origine des coordonnées, après avoir mis les équations des surfaces passant par ces points sous la forme
o = cpi(a?,jK, z) -h o,{x,y,z) 4-. . .,
OÙ cp/ désigne l'ensemble des termes homogènes de degré ;, le comportement de ces surfaces en ces points sera défini par un certain nombre de relations linéaires et homogènes entre les coefficients des cp jusqu'à un certain rang)..
Un système linéaire de surfaces d'ordre donné n i
sera corn-
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plet OU incomplet suivant que l'on considère l'ensemble tout entier ou une partie de l'ensem])le des surfaces d'ordre n se comportant de la manière indiquée aux points-bases donnés et le long des lisfnes-bases données.
3. En restant toujours dans les hypothèses bien nettement spécifiées plus haut, envisageons un système linéaire complet de surfaces d'ordre /i, soit \^" \^ défini seulement par certaines lignes-bases.
Si l'on considère l'intersection de ce système par un plan général a, on obtiendra ainsi, dans ce plan, un système linéaire de courbes d'ordre /i, qui a ses points-bases aux points d'intersection du plan et des lignes-bases, et qui s'y comporte de la manière donnée. Mais ce système de courbes planes pourra être complet ou incomplet. Dans tous les cas, il est contenu dans un système complet | FJJ |, complètement défini par les points-bases.
4. Étant données des lignes-bases et un comportement défini dans un plan arbitraire, considérons d'une part le système linéaire I ^'^ I ainsi défini, et d'autre part le système linéaire | W'^ j défini par la condition que ses surfaces se comportent de la manière voulue, le long des lignes-bases, mais seulement dans le plan général passant par une droite donnée A. Le système | <ï>" | est évidemment compris dans le système | ¥" |, s'il ne coïncide pas avec lui. Nous allons montrer que ces deux systèmes coïncident.
Sur un plan général a de l'espace, les courbes découpées par I <ï>" I appartiennent à un système complet de courbes | rjj |, et les courbes découpées par | ^" | appartiennent à un système complet |Aa|. Supposons que | ^F" | et | <ï>'' | ne coïncident pas, il faudrait que, pour un plan arbitraire a, les comportements de la section correspondante de | ^" | aux points de rencontre avec les lignesbases exigeassent moins de conditions que pour \^'^\. Or les courbes A et r étant de même ordre /?, il faudrait que le degré (nombre des points d'intersection en dehors des points-bases) du système I A'a I fut supérieur à celui du système [r^ |. Or ces deux systèmes ont même degré : en effet, le degré du premier système est l'ordre de la courbe d'intersection de deux surfaces <ï>, et le degré du second l'ordre de la courbe d'intersection de deux surfaces ^; et
ces deux ordres sonl égaux, car ces deux courbes coupent en un même nombre de points un plan arbitraire passant par A. Les deux systèmes | <ï>" | et | W" \ coïncident donc bien.
o. On conchit de la proposition précédente le moyen de construire une surface ayant le^ comportement voulu le long de lignes-bases données. Envisageons, dans un plan arbitraire passant par une droite fixe A, le système | F'^J | complet de courbes d'ordre n ayant le comportement voulu aux points de rencontre du plan et des lignes-bases. Fixons une de ces conrbes au moyen d'un certain nombre de points déterminés rationnellement en fonction du paramètre qui détermine la position du plan. Cette courbe, quand le plan tournera autour de A, engendrera une surface se comportant de la manière voulue le long des lignes-bases. Quant à Tordre de cette surface, il pourra être supérieur à /i, et sera égal à n + A', si la droite est une droite multiple d'ordre k de la surface.
6. Revenons aux systèmes de courbes déterminés par V intersection d\ui système linéaire de surfaces a^'cc un plan. Nous allons démontrer le tbéorème suivant (') :
Des lignes-bases étant données avec comportement donné ^ le système linéaire des surfaces d^ ordre suffisamment élevé ^ passant avec le comportement voulu le long de ces lignes, découpe sur un plan général un système linéaire complet et régulier de courbes.
7. Commençons par établir un lemme relatif au^ systèmes linéaires de courbes planes: Soient j C'' | et | C"-*^ ' | deux systèmes complets et réguliers, d'ordres /i et /i + ï , ayant les mêmes points-bases et le même comportement en ces points. On forme toutes les courbes C''+- composées d'une C"+' et d'une droite variable; nous allons montrer que le système linéaire IC""*""!, de dimension minimum contenant toutes ces courbes C""^-, est le sys-
(') Ce Uiéoièmc et la démonslralion que nous en donnons sonl dus à M. Caslelnuovo [Alcune proprietà fondamentali dei systenii lineari di ciirve tracciati sopra una superficie algebrica (^Annali di Mnlematica, 1897 )].
tènie complet cV ordre ?i -\- 2 défini par les mêmes points-bases et les mêmes comportements en ces points que les systèmes primitifs.
Désignons par 0,^, ^/z+i, P//+2 '^s dimensions des trois systèmes I C" |, I G''+' |, I G''+-|, et soient a et b deux droites du plan. Les conrbes de | C"+- 1 qui passent par le point de rencontre de a et b forment un système de dimension p«+) — i, qui contient, par hypothèse, les deux systèmes obtenus en réunissant d'une part les conrbes de | G""^^ | à la droite a, et d'autre part les courbes du même système | G"+' | à la droite b. Ges deux systèmes sont de dimension p//_^, et ont en commun le système de dimension 0,1 obtenu en réunissant les courbes de | G" | aux deux droites a et b. On a donc la relation
Or, en désignant par k le nombre maximum de conditions auxquelles doit satisfaire une courbe algébrique pour passer avec le comportement voulu aux points-bases donnés, on a, puisque les systèmes | G" | et | G''+^ | sont réguliers et complets.
donc
et par suite
/iM- 7 n + 8 , ■^o„4 1 — p,, -^ k,
/i2 + 7 Al -+- 8 , . ( /i -4- ?. ) ( n -h 5 ) ,
Qn+1 = K -h l /C.
Mais la dimension d'un système de courbes d'ordre n-\-2, ayant les points-bases et le comportement donnés, est au plus égal à
k, donc on doit avoir
'ft+2 — /i,
et par suite le système ! 0"+^ | est complet et régulier, puisque les deux premiers le sont. Notre lemme est établi.
De ce lemme résulte évidemment que, sous les hypothèses faites, le système de dimension minimum | 0"+'' | contenant le système obtenu en formant toutes les courbes composées d'une G"+*
et d'une courbe d'ordre / — i fixée arbitrairement est aussi complet.
8. Voici maintenant la démonslration du théorème fondamental énoncé au n° 6. Pour nn groupe-base donné (li-nes-bases et comportement), on peut choisir Tordre n du système des surfaces assez élevé pour que les systèmes complets de courbes |P' | relatifs à un plan sécant arbitraire soient réguliers, et qu'il en soit de même pour les systèmes |r"-' | déterminés par les systèmes de surfaces d'ordre /i — i , et il en sera de même pour les systèmes d'ordre supérieur. Gela posé, partons d'une position arbitraire, mais fixe, du plan a, et fixons dans ce plan une droite arbitraire g. Considérons le faisceau d'axe g et soit | P' | le système complet de courbes d'ordre n déterminé par les points-bases dans le plan a. On peut, comme nous l'avons vu, construire une surface <I>'*+^, ayant la droite ^ comme ligne multiple d'ordre k, qui se comporte de la manière voulue le long des courbes-bases données et dont l'intersection avec le plan a soit une courbe d'ordre n fixée à l'avance parmi les courbes du système | F" | correspondant.
Répétons la même construction en faisant varier dans le plan de départ aussi bien la droite g que la courbe Y initiale. Nous obtiendrons ainsi une infinité de surfaces 4>«+^^ qui appartiendront à un système linéaire complet [ <Iî"+^ |. Toutes les surfaces de ce système se comportent de la manière voulue le long des courbesbases et découpent sur le plan a un système linéaire de courbes d'ordre n + A", comprenant toute courbe composée d'une Y" et de la droite générale g comptée k fois.
En vertu du lemme précédent, ce système dq. courbes d'ordre /z -h A- est complet et régulier. Donc le système complet | ^'^+^ | découpe sur le plan a un système complet de courbes. La même chose a lieu a fortiori pour tout plan de l'espace et notre théorème est démontré.
9. Ces résultats peuvent s'étendre au cas ou il y a des pointsbases isolés. On peut, en effet, en parlant d'une surface ^ qui se comporte de la manière voulue le long des courbes-bases données, construire une surface particulière qui satisfasse aux conditions imposées par les points-bases, par exemple en adjoignant
à^, pour chacun de ces points singuliers O, un cône de sommet O et d'ordre suffisamment élevé. De la sorte, en partant du système I (|)«+/f I obtenu précédemment, et faisant varier tous les éléments arbitraires, on obtient un système linéaire complet | ^^"^ | de surfaces d'ordre 7?i > /z + /c qui découpe sur tout plan un système complet et régulier de courbes; on le voit par le même raisonnement.
10. Pour montrer l'intérêt du théorème précédent, indiquons des exemples de systèmes linéaires de surfaces qui ne découpent pas sur un plan un système complet et régulier de courbes.
Considérons toutes les surfaces du second degré passant par un groupe-base formé d'un cubique gauche et d'un point A extérieur à cette cubique. Elles dépendent de deux paramètres et déterminent, sur un plan arbitraire, un système de coniques qui n'est pas le système complet des coniques passant par les trois points où la cubique rencontre le plan, car elles doivent passer par un quatrième point fixe, le point double apparent de la perspective de la cubique sur le plan, avec le point de vue A.
Soit, en second lieu, le système des quadriques passant par huit points; elles déterminent, sur un plan arbitraire, un système de coniques dépendant d'un paramètre, qui n'est, par conséquent, pas le système complet des coniques du plan.
11. — Sur la dimension d'un système complet de surfaces (^ ).
11. Considérons un système complet de surfaces d'ordre A^, défini par des lignes-bases et des points-bases. Ce système | <ï>" | détermine, sur un plan général a, un système de courbes planes ayant un comportement déterminé aux points oiî a rencontre les lignes-bases. Ce système peut n'être pas complet; il est compris alors dans un système complet | F" | et il a un certain défaut co„. Le système | F'^ | peut ne pas être régulier : soit Sn sa surabondance. La dimension ^a du système | F" | sera
p« = ~ I — A- + Sa,
k ne dépendant pas de n. Alors le système | <l>" | de surfaces dé-
(') Voir Castelnuovo {Mémoire cité diU n° 6),
termine sur a un système de courbes dont la dimension est
Pu— W„
— I — /t -hi^t— Ma.
Si l'on assujettit une surface ^" à passer par p„ — co,^ + i points pris arbitrairement dans le plan a (en supposant cela possible), cette surface se décomposera en le plan a et une surface du système |4>"~' I défini par le même groupe-base. Si donc /'„ et /'//_, désignent les dimensions des deux systèmes [ (I>" [ et \(b"-^ |, on aura
/•«-l = f'n— (pn— W,i+ l),
d'où
(E) /•, - /■„- , ^ ^ ^^ + ' \^^ ^ ^ "■ ^ - A- + .. - co, {s,,lo, co„>o).
Dans le cas où le système |<ï>«~' | n'existerait pas, on aurait alors r„= o„ —iOn^ ce qui revient à poser, dans l'expression précédente, /•/,._ I = — I .
Gela posé, parlons de la plus petite valeur de n pour laquelle |0«! existe, et écrivons toutes les égalités (E). Quand n atteint une certaine valeur/, le système [ r"\ devientrégulier, c'est-à-dire que s,i est toujours nul. Puis n continuant à croître, il arrive une valeur />/, à partir de Inquelle on a à la fois, .Ç/, = o, co,, = o, d'après le théorème fondamenlal, et alors on a
On a donc les égalités
ri-x — /V-2 = /i^" — W/-1)
En ajoulant, on obtient la formule très intéressante valable ou égal à l — I
(A ) rn = -F-^ —i-kn + k,
où k' désigne une nouvelle constante {positive ou négative) (jui, comme /:, ne dépend pas de n. Ces deux constantes k et k' dépendent du groupe-base; mais, tandis que la recherche de k se ramène à un problème de Géométrie plane, la recherche de A', cpii dépend à la fois des lignes-bases et des points-bases, est beaucoup plus difficile.
Comme exemple, considérons le cas particulier où le groupebase se réduit à une courbe simple de degré t/, de genre/?, avec t points triples. INous avons vu que le nombre des conditions pour fpi'une surface d'ordre n suffisamment grand passe par cette courbe est égal à
nd — p — ■?.t -\-\] donc
( Al. -f- [ U /i -+• 2 ) ( Ai + 3 )
— I — nd -+- f) -i- 'li
cl, par suite,
1:2. Connaissant k et k' , relatifs à un groupe-base donné, la formule (A) ne donne la dimension du système des surfaces I ^'^ I cjue pour n suffisamment grand.
Pour n^l — 1 , la formule est exacte.
Pour n<^l— \, il faut ajouter à la valeur (A) la dlIFérence
hz=n-hl II -/1-+I
et l'on a
(az -I- i)('a? -h -Of/i -f- 3 )
— 1 — kn + // -i- V to/, — \ sn ,
la première somme s'annulant à |)arlir de /« = / — i , et la seconde à parlii- de /« = / — i .
III. — Du système linéaire des surfaces sous-adjointes
13. Nous avons déjà défini les surfaces sous-adjointes à une surface donnée /(^, y, ^) = o. Une surface cp(j7,)', 3) = o est sous-adjointe à /, si une section plane arbitraire de / a pour adjointe la section plane correspondante de la surface o.
L'ensemble des surfaces sous-adjointes à / d'un ordre donné forme évidemment un système linéaire de surfaces, dont la dimension peut être supérieure ou égale à zéro.
Il existe toujours des surfaces sous-adjointes d'ordre r^n — i, ji étant l'ordre de la surface /, puisque telles sont les surfaces polaires des points de l'espace par rapport à/, jointes à une surface d'ordre /* — /i + i .
14. Nous reportant à ce que nous avons dit relativement aux intégrables doubles de première espèce au Chapitre VU du premier Volume, on peut montrer que si '.p est une sous-adjointe, l'intégrale double
r r oi X, y, z) dx dz
est finie à distance finie, sauf peut-être en un certain nombre Limité de points singuliers de la surface. Le seul point à établir est évidemment que cette intégrale reste finie en général le long des lignes multiples. Or, sur une ligne multiple, Vx d'un point est une fonction a[z) de z holomorphe dans le voisinage d'une valeur Y, d'ailleurs arbitraire, de z. Cela posé, envisageant la section plane f{x^y^ z) = o, l'intégrale
relative à cette courbe restera finie au point multiple, intersection du plan z^=z avec la ligne multiple, puisque o est une
(1) Dans la dcfiniLion des surfaces sous-adjointes, comme dans celle des surfaces adjoinlcs qui sera donnée dans la Section suivante, nous nous plaçons à un point de vue transcendant entièrement didérent du point de vue algébrique de M. Enriqucs.
adjointe. D'autre part, le quotient -J- est susceptible, sur la sur-
face, d'un certain nombre de développements suivant les puissances croissantes fractionnaires de ^ — a{z), soit
Jy
On a évidemment a> — i, puisque l'intégrale (2) doit rester finie, et les coefficients A sont des fonctions holomorphes de z. En posant
l'intégrale (1) devient
(A a^4- . . .)duch
et, sous cette forme, on voit bien qu'elle reste finie autour du point u^=. o, z = v.
La réciproque est d'ailleurs immédiate. Si l'intégrale (i) reste finie en général le long de toute ligne multiple, la fonction cp définit une sous-adjointe; il faudra, en effet, que l'intégrale
reste finie autour des points de rencontre du plan z = z avec la ligne multiple, sinon le nombre a, considéré plus haut, serait < — I, et l'intégrale double ne serait pas finie.
15. Nous avons défini les surfaces sous-adjointes à / par la condition que leurs sections, par des plans arbitraires généraux, soient des adjointes de la section correspondante sur /. On peut se borner, dans la définition, à considérer seulement des sections planes passant par une droite arbitraire donnée.
Soit A une droite occupant, par rapport à la surface, une position arbitraire, la coupant, par exemple, en des points distincts; on suppose qu'une surface '^ soit telle que sa section, par un plan général passant par A, soit une adjointe de la section correspondante de/. Il faut montrer qu'un plan général de l'espace coupe -^ suivant une adjointe de la section correspondante de/.
Ce théorème est évident pour les lignes multiples ordinaires.
8o CHAPITRK IV.
Si, par exemple, la surface a une ligne multiple d'ordre ui, avec des plans tangents en général distincts, la surface ^ aura certainement cette ligne comme ligne multiple d'ordre p. — i, puisque les plans passant par A donnent des adjointes, c'est-à-dire des lignes avec points multiples d'ordre u. — i. La surface ^ admet donc, en un point général de la ligne multiple, |i. — i plans tangents, d'où la conclusion indicpiée.
La proposition est moins immédiate si les lignes multiples sont de nature quelconcpie. Ou peut faire le raisonnement de M. Enriques, qui demanderait peut-être à être un peu plus développé.
Nous avons dit qu'il existait toujours des surfaces sous-adjointes d'ordre r^ n — i , soit /' = /i — 3 + p ^ /i — i . Considérons, d'une part, toutes les surfaces o sous-adjointes d'ordre /■, coupant de la manière voulue un plan général de Fespace, et, d'aulre part, les surfaces 'i; coupant de la manière voulue seulement un plan général passant par la droite A. Les surfaces cp et les surfaces 'l forment deux svstèmes linéaires de surfaces, et le système 'l contient le système cp. Il faut montrer que ces deux systèmes coïncident. En effet, si l'on désigne par t: le genre d'une section plane générale de /, et, par suite, d'une section plane passant par A, une surface cp coupe, en dehors des lignes multiples, la surface /suivant une ligne y dont Tordre est égal au nombre des points d'intersection dey avec un plan arbitraire, qu'on peut supposer passer par A; ce nombre est égal à 27: — 'A-{-on^ en vertu de l'hypothèse faite. 11 est le même pour la courbe y' d'intersection d'une surface ^ avec /. Les courbes y et y' sont donc de même ordre. Cela [)Osé, un plan cpielconque a coupant la surface /suivant une courbe K, coupera les cp suivant un système linéaire de courbes adjointes à K, et les ^ suivant un système linéaire qui contiendra le premier. Or, une courbe de l'un et l'autre système coupe Ken 27: — -2-\-;^n points en dehors des points multiples. Ces points multiples absorbent donc le même nombre de points de rencontre avec K pour l'un et l'autre système, donc l'intersection des J> par un plan arbitraire est une adjointe.
Dans le cas où l'ordre des cp serait < /i — i , il suffirait d'adjoindre à cp un nombre sufhsant de plans arbitraires, de manière à avoir un ordre supérieur k n — i , et de répéter le même raisonnement.
SYSTEMES LINEAIRES DE SURFACES, ETC. 8l
16. On peut donner, de la proposition précédente, une démonstration presque intuitive, avec les intégrales doubles.
On peut supposer que la droite A est à l'infini dans le plan xy\ le faisceau de plans est alors -3 = const. Soit un plan arbitraire qu'on peut prendre sous la forme x ^= Xq'^ l'intégrale
ip
o(.T,y, z) d.T riz
reste finie en général le long des lignes multiples, puisque, par hypothèse, la courbe :p(^, j, z) ^=^ o est une adjointe de la courbe f\x^y,z)^^o. Or, l'intégrale précédente peut s'écrire sous la
forme
r r o( x, y, z) dy d.v
elle est finie, en général, pour tout point à distance finie ^ donc
/ 7^^ — {xq arbitraire)
l'intégrale
relative à/(a7o-jK, ^) = o est finie pour le voisinage du point multiple considéré de la ligne multiple, et, par suite, la courbe '•d[xo, y, ^) = o est une adjointe delà courbe /(^o> JK? ^) = o. Le plan x = Xq pouvant être regardé comme un plan arbitraire de l'espace, le théorème est démontré.
17. La dimension d'un 'système linéaire | $v | de surfaces sousadjointes d'ordre v s'obtiendra en appliquant la formule (A) du n" 11. Supposons qu'il s'agisse des surfaces dont l'ordre v^m — ^3, m étant l'ordre de la surface /. Le système des courbes planes déterminé par les | $v | sur un plan général a peut ne pas être complet, mais il est certainement régulier^ et l'on a par suite ^Sh= G. Soit- le genre d'une section plane de la surface, on aura
En désignant, comme précédemment, par l>m — 3 le nombre à
partir duquel le système des courbes planes est complet, on a
Tv = I — A:v ^ '^ ^ 2d ^"^''^
en convenant que le terme I(o^ s'annule pourvu / — i, et les w^ étant les défauts relatifs aux systèmes des adjointes planes d'ordres v-j-i^ v4-2, ..., / — i. Dans cette formule, A' désigne une constante indépendante de v.
IV. — Du système linéaire des surfaces adjointes et du genre numérique.
18. Le système des surfaces sous-adjointes est un système de surfaces dont le groupe-base ne contient que des lignes. Il est défini par le comportement d'une de ses surfaces le long des lignes multiples de la surface àonnée f[x, y, z) = o, de degré m, sans qu'il soit question des points multiples isolés, que peut posséder la surface, par lesquels une surface sous-adjointe arbitraire ne passera pas en général. Lors donc qu'on effectuera une transformation birationnelle, une surface sous-adjointe ne se transformera pas en une surface sous-adjointe, si, à la surface /, correspond une surface F, telle qu'à un point multiple isolé de /correspond sur F une courbe multiple d'ordre au moins égal à deux.
19. Envisageons maintenant les surfaces adjointes d^ ordre m — 4 q^ie nous avons définies au Gliap. VII du premier Volume, à propos des intégrales doubles de première espèce. Elles forment un système linéaire, désigné sous le nom de syMème canonique, de dimension /?^ — i ,
dans lequel chaque surface cj d'ordre m — 4 peut servir à former une intégrale double de première espèce
^j^ r rq(.T,r,z)d.vdr
Nous avons vu que le nombre /J>o., genre géométrique de la surface, était un nombre invariant (t. I, p. t93), c'cst-à-dirc
qu'il est le même pour deux surfaces qui se correspondent birationnellement, et la même démonstration (t. I, p. 207) établit V invariance du système canonique. Cette invariance est exprimée par l'identité
(a) \ fl D(X, Y)
les Q étant les polynômes adjoints d'ordre M — 4 relatifs à la surface F, supposée de degré M.
Le système |K| appartient évidemment au système des sousadjointes d'ordre m ~ 4, mais avec des points-bases en plus. Ce système est défini par la condition que sa surface générale se comporte le long- des lignes multiples de /comme une sous-adjointe, et ^v\i. points multiples isolés de manière qu'en ces points l'intégrale (I) reste finie. Cette dernière condition se traduit toujours d'ailleurs par un certain nombre de relations homogènes et linéaires entre les coefficients.
Nous sommes donc bien dans les conditions où nous nous sommes placés au début de ce Chapitre, relativement au comportement d'un système de surfaces le long de lignes-bases données (ît en des points-bases donnés.
20. Nous avons défini les surfaces adjointes d'ordre //? — 4 au moyen des intégrales doubles de première espèce. Des considérations du même genre vont nous permettre, en restant toujours au point de vue transcendant, de définir les surfaces adjointes, à une surface donnée/, d'ordre supérieur à m — 4.
On peut d'abord, par une transformation préalable, faire en sorte que la surface / ne présente à l'infini aucune singularité isolée, c'est-à-dire que tous les points multiples isolés soient à distance finie. Cela posé, le polynôme q\x^y,z), d'ordre m ~ 4 H- r, étant le plus général de son degré, envisageons l'intégrale double
q{x, y, z ) dx dy
et cherchons les conditions auxquelles ce polynôme q doit satisfaire pour que cette intégrale reste finie et déterminée pour tout
point à distance finie. Nous arrivons d'abord à la conclusion que la surface q{x,y,z) = o doit se comporter le long des lignes multiples comme une sous-adjointe. Quant au comportement en un point multiple isolé O, que nous supposerons être l'origine des coordonnées, on mettra la fonction q sous la forme
où 'f/ désigne l'ensemble des termes homogènes de degré /, et effecluant alors successivement les transformations qui permettent de réduire la singularité, on arrivera nécessairement à un certain nombre de relations linéaires et homogènes entre les coefficients des cp jusqu'à un certain rang, et qui seront les mêmes, quel que soit ï'ordre m — ^\ -\- r de la fonction q. ^Jous arrivons donc à cette conclusion que les surfaces adjointes forment un système linéaire de surfaces qui se comportent le long des bgnes multiples comme les surfaces sous-adjointes et qui, en outre, aux points multiples isolés, se comportent d'une manière déterminée indépendante de leur ordre. Si donc la surface f admet des adjointes d'ordre /?? — 4 , on pourra dire que les adjointes d'ordre m — 4 + r ont le long des lignes multiples et aux points multiples isolés le même comportement que le système canonique | K|.
Remarquons que nous ne disons rien relativement au comportement des surfaces q à l'infini. En exprimant que l'intégrale (I) reste finie à l'infini, on retomberait sur les adjointes d'ordre
En particulier, si la surface / n'a d'autres singularités que des courbes multiples ordinaires d'ordre i et des points multiples isolés ordinaires de l'ordre A, les surfaces adjointes sont déterminées par la condition d'avoir ces lignes comnAe lignes multiples d'ordre « — I, et ces points comme points multiples d'ordre
Le système adjoint et le système sous-adjoint peuvent coïncider. Cela a lieu, par exemple, lorsque la surface/ne possède pas de points multiples isolés, ou lorsque ces points sont d'ordre 2. Il en est de même pour une surface / qui possède une courbe double et, sur cette courbe, un certain nombre de points multiples isolés d'ordre A, qui soient d'ordre !lll!-Zlll pour la courbe double, par exemple un point triple de la courbe double.
21. Rappelons encore une remarque faite (l. I, p. 207) relative aussi bien aux sous-adjointes qu'aux adjointes. Ces surfaces, en dehors des lignes multiples et des points isolés qu'elles doivent contenir, peuvent encore, de ce fait, passer par certains points simples ou par certaines courbes simples de la surface, du moins tant que leur degré ne dépasse pas une certaine limite. Nous en avons donné des exemples. Voici, sur le même sujet, une observation importante.
Supposons que, considérant/ et sa transformée F, il j ait sur/ un \^o\ni fondamental, c'est-à-dire un point simple de la surface qui se transforme en une courbe, courbe exceptionnelle (en général une droite) de la surface F. Soit la courbe A correspondant au point a. Nous allons démontrer que toutes les adjointes d^ ordre M — 4 ^^ F passent par A. Supposons le point a a l'origine des coordonnées. Dans l'entourage de ce point, z est une fonction holomorplie de x et y. A un point de la courbe A
correspond une valeur de -, et l'on aura
P et S étant holomorphes en X et Y dans le voisinage du point considéré de A, et S s'annulant pour les points de A. Partons alors de l'identité (a)
des équations (P) on déduit
D(X, Y) ~ [dX âY ôYàx)'
et l'on en conclut que les adjointes a, Q, +...-1- ^-/,„Q^„=o passent bien par la courbe A.
22. De la définition que nous avons donnée des surfaces adjointes, on peut conclure que le théorème du reste, établi au Gbap. I dans le cas des surfaces sous-adjointes, s^ étend aux surfaces adjointes. En effet, les surfaces adjointes étant des sousadjointes si l'on désigne par cp, d», y trois adjointes dont la pre-
inlère passe par deux groupes de courbes P el Q, la seconde par P et Q', la troisième par P' et Q, on a l'égalité
•^(^, y, z) yjT, y,z) = a(.r. y, ^)/(.r, y, z) -\- {ii(^, r, z)o(a:, y, z).
Nous pouvons d'ailleurs supposer que l'adjointe cp ne se comporte pas d'une manière spéciale aux divers points singuliers isolés, c'est-à-dire qu'elle se comporte en chacun de ces points comme une adjointe arbitraire d'un degré suffisamment élevé. Cela posé, nous avons sur la surface, d'après l'identité précédente,
^{cp,y,::-)yj-r,y,z) ^ '^{t, y, z) <^(x, y, z).
La surface [S = o, qui est nécessairement une sous-adjointe, doit être de plus une adjointe. Pour montrer qu'il en est bien ainsi, envisageons un point singulier isolé A; on sait que le voisinage de ce point sur la surface peut être représenté par un certain nombre de développements où .r, y, z sont des fonctions bolomorplies de deux paramètres u et v dans le voisinage de n = o, vz=o. Prenons l'un de ces développements, et considérons l'intégrale double
'* o ( .X. y, z ) cl.T c/y
fj
On peut écrire, en appliquant un théorème classique de AVeier-
strass sur la décomposition en facteurs d'une fonction de deux
variables,
dr dy _ P ( m, c^ ) du d^>
0(f<, v) étant un polynôme en u, dont les coCÏÏicients sont liolomorphes en v dans le voisinage de t^ = o ; de plus, P(^/,(') et Q(w, (^) n'ont pas de facteur commun holomorj)he en u et i^, s'annulant pour f^ — o, v =^ o. D'autre part, soit
pour que l'intégrale reste finie, il faudra (jue ^\>{u,v) contienne en facteur Q(/^ v). Avec ])lus de précision, si
les q étant des polynômes en u irréductibles, <1> contiendra r/,,
^2, " -, qm en facteur aux puissances respectives Les deux fonctions
contiendront ^o ^2, • • -, Ç'n «w mom5 aux puissances respectives \^i, [^2, ■ ■ -, y-rm et si Ton pose
on déduit de l'identité
que B(i^, v) contient cji, q., --•, qm au moins aux puissances ji., ao, . . ., [J^m et, par suite, au moins aux puissances a,, ao, . . ., y-m Or l'intégrale double
pouvant s'écrire
B{u, v) P{u^ ^) du dv
restera alors finie pour le voisinage de A correspondant au développement considéré; il en est par suite de même des autres, et enfin nous pouvons conclure que
Ux,y,z)^o
est une surface adjointe.
23. La dimension ^m-k^r d'un système linéaire de surfaces adjointes d'ordre v := m — 4 + /* est donnée, comme pour les sous-adjointes, par la formule
dans laquelle on a
r, étant le genre d'une section plane de la surface, et k'^ une constante indépendante de v ; en général, le nombre k" est différent du
nombre // qui se présentait dans la formule analogue relatif aux sous-adjointes.
Appliquant la formule (E) du n" 11, on a
d'où, en tenant compte de la valeur de /r, la relation qui nous sera bientôt utile
dans laquelle to s'annule à partir d'une valeur suffisamment grande de r,
24. Considérons en particulier le cas des surfaces adjointes d'ordre ?7i — 4 5 ^^ dimension N;„_/, est alors égale au f^enre géométrique de la surface, /?o^, diminué d'une unité; on a donc
/>.-!= ^_i_/,v.-i-//+ 2^ to/,.
Introduisons maintenant un nouveau nombre /?,ï, que nous appellerons le genre numérique de la surface, et qui est défini par l'égalité
Pu — I — 7; I — A V -4- A- ;
on a la relation
qui, pg étant déterminé, défînit/?„, résultat que l'on énonce de la manière suivante :
La différence entre le genre géométrique et le genre numérique d^une surface f d^ ordre m est égale à la somme des défauts des systèmes de courbes découpées sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes à f d'ordre supérieur ou égal à m — 3 .
Pour établir V invariance du genre numérique pn, il suffira
donc d'établir r invariance de la somme ^w^. C'est une ques-
lion que nous traiterons dans un Chapitre suivant, après avoir fait l'étude des systèmes de courbes sur une surface. U égalité fondamentale
a été introduite dans la théorie des surfaces par M. E nriques (^ ).
25. La surface est dite 7'e^w/«è/'e quand on a/?^ = /?,^, et, dans ce cas, tous les défauts f^m-zi ^m-'i.', • • • sont nuls.
Nous allons établir, avec M. Castelnuovo (^), que si to,„_3 = o et tO;;j_o= o, tous les autres co seront nuls et par suite que la surface sera régulière. Dans cette hypothèse, les surfaces adjointes d'ordre m — Set d'ordre m — 2 déterminent sur un plan des systèmes I r^^~^ I et I T^~'- \ qui sont complets et réguliers, cette dernière propriété appartenant, comme nous l'avons vu, à toutes les adjointes à partir de l'ordre m — 3. Faisons d'abord seulement l'hypothèse iù,n_2 = o : on en conclut, en appliquant le lemme du n° 7, que le système composé d'une courbe T"^~- et d'une droite variable est complet. Or, une surface adjointe 0'"~' coupe le plan suivant un système linéaire jouissant de la propriété précédente, puisque une <b^~^ comprend en particulier une $"^~- et un plan- donc le système | <î>'"~^ | découpe sur un plan arbitraire un système complet et régulier, et par suite
on démontrerait de même que tous les autres défauts sont nuls. Ainsi de la seule hypothèse (o„i_2= o, on conclut
Si donc on fait à la fois l'hypothèse iùm_^=: o et lliypothèse tOrfi_2 = o, on aura
to — o.
et la surface sera régulière.
(') Enriques, Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche {Mem. delta Societa italiana d. Scienze, t. X; 1896). (^) Mémoire cité au n" 6.
26. En réalilé, M. Caslelnuovo a étal^li (/oc. cit.) que la condition (o,„_3=o suffit pour qu'une surface soit régulière, c'està-dire que cette condition entraîne tO/„_2=<^- Nous ne démontrerons pas cette élégante proposition et nous ferons seulement, en terminant, la remarque que si (.o„i_-;i= o et si la section de f par un plan arbitraire est une courbe normale, la surface sera régulière.
Nous avons vu (Gliap. II, n" 24) qu'une courbe plane normale est une courbe telle que la série g]^^^ déterminée par les droites du plan soit comj)lète. Soit donc une telle courbe que l'on peut supposer n'avoir que des points doubles, et soit d leur nombre. Nous avons vu que la courbe n'est certainement pas normale, si l'on a
la relation
Nous ne pouvons donc que faire les deux livpollicses
ou
Supposons d'abord qu'il n'y ait pas d'adjointe d'ordre ni — 4 ou qu'il n'y en ait qu'une seule, ce qui entraînera nécessairement
La dimension /•,„_3 des adjointes d'ordre m — /6 est - — i; soit /•la dimension de la série niininium L, somme de gl^ et de g'^^l^t on aura
C'est ce qui résulte de la considération de la série minimum L, quand on Tassujettità contenir deux points fixes A et B arbitrairement pris sur la courbe. Sa dimension est alors /• — 2. D'autre part, elle doit contenir la série linéaire de groupes de points obtenue avec les adjointes d'ordre m — 3 passant par A et les droites passant par B, ce qui donne une série linéaire de dimension r„i_^] on peut avoir une seconde série en intervertissant le rôle des points
A et B. Les deux séries ainsi trouvées n'ont d'ailleurs pas de série linéaire commune, puisqu'il n'y a pas d'adjointe d'ordre m — 4 ou cju'il n'y en a qu'une, ne dépendant pas par cons('quent de paramètres arbitraires.
On a donc bien
Or
{ni-—\){ m — 2 ) ,
Mais la dimension du système complet des adjointes d'ordre
supérieur à 2m — 4, et par suite
m — 2 est — ci ou im — 4- iJonc r ne peut être
Le système minimum est donc le système complet. On en déduit que les surfaces adjointes d'ordre m — 2 coupent le plan suivant le système complet : donc (o,„_2=^ o-
Supposons maintenant qu'il y ait des adjointes d'ordre m — 4? et en ayant toujours
{in — i) { m — 9, )
la dimension de ce système d'adjointes sera
/' — rf -h î,
£ étant supérieur ou égal à zéro suivant que le système n'est pas régulier ou est régulier. Nous allons montrer que s = o.
La série ^r^.o-,^ déterminée par les adjointes d'ordre ni — 4 est contenue dans la série canonique g^:^!., : il existe par suite un système résiduel g'^'^.\ or, d'après la loi de réciprocité de Brill- Nœther, on a
2 ( /• — r ) — m -— {9.T. — 2 — m ) OU
d'où l'on déduit, en tenant compte des valeurs de /• et de t:,
Si donc £ n'était pas nul, la série gl, ne serait pas complète, puisqu'il existerait un système ^;;;(/''> 2), la comprenant. La conclusion est la même que précédemment, le système des adjointes d'ordre m — 4 est régulier.
On peut appliquer alors le lemme fondamental en partant des adjointes d'ordre m — 4, et la démonstration est immédiate. Il faut seulement remarquer que, dans le cas de
la condition s = o nous apprend qu'il n'y a qu'une seule adjointe d'ordre m — 4, ce qui nous ramène au cas précédent.
I. — Remarques générales concernant les systèmes linéaires de courbes sur les surfaces.
1. INous avons déjà parlé dans le premier Volume (Gh. VIII, § III) des systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface algébrique /(x,y, ^)=:o. Nous nous sommes bornés alors à quelques remarques générales importantes que nous allons rappeler succinctement.
Un système linéaire | G | de courbes sur la surface /se compose de l'ensemble des courbes d'intersection de la surface / avec le système linéaire des surfaces
1L| aoLo-^-alLl-^. ..-f-a,.L/. = o.
Le système |G| aura même dimension r que le sjstème |L|, s'il n'existe aucune relation linéaire entre les L sur la surface/.
La courbe générale d'un système linéaire peut être réductible ou irréductible. Dans le cas où elle est réductible, elle se composera en général d'une partie fixe et d'une partie variable. Gette partie variable peut, elle-même, être réductible ou non : nous avons démontré que, si elle est réductible, elle se compose nécessairement des courbes d'un faisceau. Si la courbe variable générale est irréductible, elle peut d'ailleurs se décomposer pour certaines relations entre les paramètres a.
La courbe générale d'un système peut avoir aussi des points fixes, points-bases. On peut toujours supposer que ces points sont des points simples de la surface /, en effectuant une transformation convenable. Pour la courbe générale du système, ces points peuvent être simples ou multiples.
2. Lorsqu'on parle d'un système linéaire de courbes |G| sur la surface/ on ne considère en général que V ensemble des courbes variables. Par système irréductible nous entendrons par conséquent un système dont la courbe variable générale est irréductible, sans nous occuper de la partie fixe, si elle existe. Dans certains cas il y a lieu pourtant, comme nous le verrons, de distinguer les systèmes irréductibles avec ou sans partie fixe.
Rappelons encore que la courbe variable d'un système ne peut pas avoir, en dehors des points-bases, des points multiples qui n'appartiennent pas aux lignes multiples de la surface/, et que les points variables d'intersection doivent décrire la surface tout entière. Le de<^ré n du système est le nombre des points d'intersection variables de deux courbes générales du système : on a ,. _ , <ji^ et, pour /' = I , Al = o. Cette définition du degré suppose naturellement que la dimension du système est supérieure ou égale à un, r^ i .
Le système est simple si la condition de passer par un point de la surface n'entraîne pas, comme conséquence, pour les courbes du système, l'obligation de passer par d'autres points déterminés par le premier.
3. Disons quelques mots relativement aux courbes fondamentales d'un système. Cette notion nous sera utile dans le Chapitre suivant lorsque nous aborderons l'étude des courbes adjointes à un point de vue géométrique. On entend par courbe fondamentale d'un système |C| une courbe qui n'impose qaune condition aux courbes de ce système qui peuvent la contenir. Une courbe C assujettie à passer par un point arbitraire d'une courbe fondamentale doit la contenir tout entière, sauf le cas ou ce point serait un point fixe du système |C|. Une courbe fondamentale n'est donc pas coupée en des points variables par la courbe générale du système, et réciproquement une courbe qui n'a, avec la courbe générale d'un système |C|, aucune intersection variable ne peut être qu'une courbe fondamentale pour ce s;ystème. Le système de toutes les courbes C qui contiennent une courbe fondamentale, c'està-dire ce que l'on appelle le système résiduel de la courbe fondamentale par rapport au système |C|, est de dimension / — i , si r est la dimension de |C|, comme il résulte de la définition
DES SYSTÈMES LINÉAIRES DE COURBES SUR LES SURtACES. Cj5
même. Ce système résiduel aura avec la courbe fondamentale des points d'intersection variables.
On dit qu'une courbe fondamentale est propre ou impropre suivant que le système résiduel de cette courbe par rapport à |C| a lin genre inférieur ou égal au genre t: de la courbe générale C.
4. Rappelons encore qu'on donne le nom de courbes exceptionnelles aux courbes de la surface qui, par une transformation birationnelle, peuvent correspondre à des points simples de la surface transformée. Nous avons déjà eu occasion de considérer ces courbes dans le Chapitre précédent.
O. On peut, comme nous Tavons vu (T. [, Cliap. VU), obtenir des transformées de la surface considérée au moyen des surfaces qui déterminent le système |G|, soit dans l'espace S^, /' étant la dimension de |G|, soit dans un espace de dimensions moindres. Ce sera, par exemple, dans l'espace S/-, la surface définie par
L, U _ Lr
ou, dans l'espace S3, une surface définie par
Les sections planes, ou hyperplanes, d'une transformée ainsi obtenue correspondent aux courbes C du système |C|. Nous aurons souvent à faire usage de pareilles transformations.
Si le système |C| a des courbes fondamentales, à l'une de ces courbes correspondra, sur la surface F transformée que nous venons de définir, un point, en général multiple. Les sections hyperplanes passant parce point correspondront au système résiduel de la courbe fondamentale par rapport à | G|. Leur genre sera donc inférieur ou égal à t: suivant que la courbe fondamentale sera propre ou impropre.
6. Parmi les systèmes linéaires que l'on peut tracer sur une surface y, il y a lieu de distinguer en particulier ceux qui, étant simples et irréductibles, ne possèdent ni points-bases, ni courbes
fondamentales, et qui permeltent de transformer la surface donnée en une surface sans singularités dans riivpcrespace, donc en une surface n'ayant que des singularités ordinaires dans l'espace à trois dimensions. La question de l'existence de pareils systèmes se rattache étroitement à celle de la réduction des singularités d'une surface algébrique (T. I, Ghap. IV), que nous avons traitée précédemment. Que l'on envisage en effet les seize fonctions
qui nous ont servi (T. I, p. 79) pour transformer une surface/ en une surface sans singularités dans l'espace à quinze dimensions,
le système
aoPi-r -+- aiPo-r-i- . .. +«131^4=0
déterminera sur la surface primitive / un système qui n'aura pas de courbes fondamentales propres, puisque si l'une de ces courbes existait elle donnerait Heu à un point multiple.
Il n'est donc pas douteux, sans entrer dans les détails d'une démonstration minutieuse, qu'on peut toujours, en prenant des surfaces L, qui déterminent un système [G| d'ordre suffisamment grand, faire en sorte que ce système soit simple, Irréductible, sans point-base, sans courbes fondamentales, et qu'il permette de transformer la surface donnée en une surface sans singularités dans l'hypcrespace, donc en une surface n'ayant que des singularités ordinaires (courbe double et points triples) dans l'espace à trois dimensions. Nous donnerons à un pareil système le nom de système pur et non singulier.
7. Faisons encore quelques remarques essentielles relativement aux transformations blrationnelles. Lorsqu'on effectuera sur la surface/une transformation blrallonnelle, le système | G | se transformera en un système |G'|; si le premier système est complet, le second le sera, et il est évident que les principaux caractères du système, à savoir sa dimension r, son degré n, et le genre 71 de la courbe générale G, supposée irréductible, seront des invariants. Une remarque pourtant est nécessaire relativement aux courbes exceptionnelles, courbes qui correspondent, sur la surface transformée/', à des points simples de/. Si à un point-base O de |G|
correspond une courbe exceptionnelle sur/', on ne devra pas considérer cette courbe comme faisant partie de la courbe transformée C de C, en sorte que C peut être regardée comme le lieu des points correspondants aux points de G, excepté le point O. Mais si le pomt de /qui donne lieu à une courbe exceptionnelle n'est pas un point-base de |C|, il faudra considérer cette courbe exceptionnelle comme faisant partie de la courbe G^ transformée de la courbe G qui passe par ce point.
Ges définitions, au premier abord arbitraires, sont choisies, comme nous le verrons plus tard, de façon à pouvoir conserver à certains énoncés toute leur généralité.
8. Enfin, si l'on envisage sur la surface/ deux systèmes |G, | et I G2 1, le nombre des points d'intersection variables d'une courbe G, et d'une courbe G2 est aussi un invariant, et la série de groupes de points déterminée par toutes les courbes de | G^ |, par exemple, sur une courbe générale G< aura aussi ce caractère. Telle est, en particulier, la série caractéristique g''~' d'un système |G|, qui est découpée sur une courbe G par toutes les autres courbes du système.
9. Donnons, avant d'approfondir l'étude des systèmes linéaires, la démonstration d'un théorème que nous n'avions fait qu'énoncer (T. I, p. 198) et qui va se présenter comme la conséquence presque immédiate de la proposition relative aux involulions établie au Ghap. III, nM3.
Il s'agit de montrer que, sur une surface algébrique, un système algébrique de dimension k de courbes irréductibles qui est tel que par k points arbitraires ne passe qu'une seule courbe du système, forme nécessairement un système linéaire, pourvu que k soit supérieur à un.
Soit f{x, y., z)=z o l'équation de la surface S; en la coupant par un plan :; == ^0, l'équation de la courbe d'intersection sera /(^,y, ^o)=o. Le système algébrique envisagé déterminera sur cette courbe une involution, rentrant dans la catégorie de celles que nous avons étudiées. Elle pourra donc être obtenue par une équation linéaire telle que
p. ET S., II. . „
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dans laquelle les cp peuvent a priori dépendre algébriquement de Zq. Mais alors, pour des À arbitraires, en faisant varier ^o et revenant à la valeur initiale, on pourrait obtenir une autre involution, et k points arbitraires à^ f[x,y^ z^)=^ o appartiendraient à deux groupes. Les cp, ou du moins leurs rapports, contiennent donc 3o rationnellement, et le système algébrique étudié se réduit bien à un système linéaire.
10. Le ihéorème précédent n'est pas toujours vrai pour A- = i , comme le montre l'exemple des surfaces réglées sur lesquelles il existe un système algébrique de génératrices, tel que par un point quelconque de la surface ne passe qu'une courbe génératrice, et qui, en général, n'est pas liuéaire.
M. Humbert a montré, comme nous l'avons dit, que le théorème subsiste pour /r = i , lorsque la surface n'a pas d'intégrale de première espèce; et, d'après M. Gastelnuovo, il subsiste pour les surfaces régulières (^^z=^,^), mais la démonstration de ces résultats nous entraînerait trop loin.
11. Le théorème établi au n" 9 est du à M. Enriques; sa démonstration est d'une tout autre nature. Nous nous bornerons à la donner pour Je cas de â= 2.
Fis. 7.
Am
Soit m le nombre des points variables de rencontre de deux courbes quelconques du système. Toutes les courbes du système, passant par un point A,, passeront par /n — 1 autres points r/c'terminés Ao, . . ., h.,n, car les m — i autres points de rencontre de deux courbes passant par A,, ne peuvent être mobiles, sinon plus de deux courbes du système passeraient par deux points arbitraires.
Donc à chaque point de la surfacey*correspond un groupe bien
déterminé G„i de jn points, et deux tels groupes déterminent une courbe G du système.
Aux groupes G,n, on peut faire correspondre uniformément une surface F, par exemple de la manière suivante : Soit
un groupe arbitraire; prenons trois polynômes quelconques ^('^iXi -), ^ii^^r^ ^), R2(^,r?-)^ et posons
Y = Ri{a:,y, z) -^ ^ g, (:p, jK, ^),
On fait correspondre ainsi à la surface/ une surface F(X, Y, Z). A chaque point de/ correspond un point de F, et à chaque point
Fiff. 8.
de F un groupe G,„ de m points de/. Au système de courbes sur/ correspond un système de courbes sur F, et ce second système est
Fij
déterminé d'une manière unique par deux points arbitraires ; le degré de ce système est égal à un. Par suite, si Ton considère sur F deux faisceaux du système pivotant autour de O et O', il n'y aura qiiun point de rencontre : la surface F sera unicursale. Soient
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aet ^ les coefficients angulaires des tangentes OT, O'T'. Les courbes du faisceau correspondent à a = const., ^ = const., c'està-dire à deux systèmes de droites pivotant autour de ù et ù' . Toute courbe C du réseau sur F sera déterminée par une relation homographique entre a et p, et comme la droite ÙQ' se correspond à elle-même, cette relation sera du premier degré et non fractionnaire. La courbe G a donc pour correspondante une droite
Aa + Bp-I-G= o,
d'où, sur la surface F, une équation de la forme
AX(X,Y,Z)+B[jl(X,Y,Z)+Gv(X,Y,Z) = o.
Il suffit de remplacer X, Y, Z par leurs valeurs en x,y, z, et le théorème est démontré.
II. — Des systèmes complets
12. Ces préliminaires étant posés, nous allons, pour faire l'étude des systèmes linéaires de courbes sur une surface/, suivre la même marche que pour les séries linéaires de groupes de points sur une courbe (Chap. II, p. 23). Soit donc un système linéaire (quelconque de courbes |C| défini sur la surface f{x,y^z)— o parle système de surfaces
(L) aoLo-l- aiLi -^. ...-^ a;,L,,— o.
Nous avons vu que le théorème du reste relatif aux courbes s'étend aux surfaces. En appliquant ce théorème, nous montrerons d'abord qu'w/i système linéaire quelconque |C| peut toujours être obtenu au moyen d'un système linéaire de surfaces sous-adjointes ou de surfaces adjointes d'un ordre suffisamment élevé, assujetties, s'il est nécessaire, à passer par un certain nombre d'éléments fixes (courbes ou points) de lasurface.
Soit G' une certaine courbe de | G | déterminée par une surface L' de (L). Par G', faisons passer une sous-adjointe ^' , ce qui sera toujours possible en prenant son degré assez élevé ; on obtient ainsi une courbe résiduelle Y' .
Soit maintenant L une autre surface de (L) qui détermine une
courbe G du système : envisageons le produit
qui s'annule pour G, G' et T'. Gette surface composée passe par l'intersection defei U, et l'on a donc, en appliquant le théorème du reste,
D'où l'on déduit que cp est une sous-adjointe, passant par G et r', du même ordre que o' . Par suite, on a, sur la surface S,
L/cp'= L'cp/ (i = o, i, . . ., r), donc
cp'(aoLo-- ^i Li + . . .+ a,,L,,) = L'(aoCpo-l-. . .-}- cCrOr),
les surfaces cp passant toutes par T'. Par conséquent, l'équation (L) peut être remplacée par l'équation
(*) ao9o-^.• --^ a/-Ç/-= o,
qui détermine comme la première sur S le système linéaire de courbes | G].
Les surfaces sous-adjointes cp passent par les points-bases du système |G|, et elles ont, en ces points, avec la surface / des contacts qui dépendent du comportement des courbes du système. Si le système contient une partie fixe, elles passent par cette partie fixe.
13. Nous nous sommes servis de surfaces sous-adjointes, dans le raisonnement précédent; on peut tout aussi bien employer des surfaces adjointes, puisque le théorème du reste s'applique à ces surfaces. Il résulte d'ailleurs de l'égalité
Lcp' L'O rri: O,
que si cp' est une adjointe, il en est même de i:p ; on n'aurait qu'à reproduire les raisonnements faits au § 22 du Ghapitre IV.
Dans la plupart des démonstrations qui vont suivre, on pourra indifféremment employer l'un ou l'autre des deux systèmes de surfaces.
Une notion importante est celle de système complet
Soient |G| et |C'| deux systèmes, que nous supposerons d'abord irréductibles, ayant les mêmes points-bases et même comportement en ces points. Si la courbe générale C du second est une courbe totale du premier, et si la dimension du premier est supérieure à celle du second, ce second système | C | sera dit contenu totalement dans le premier. Ces deux systèmes ont évidemment même degré.
Cela posé, un système linéaire irréductible de degré n{n >o) est complet ou normal, relativement au degré, s il n est pas contenu totalement dans un autre système irréductible, de même degré et à un plus grand nombre de dimensions.
15. Démontrons maintenant un théorème fondamental (^ ) : Si un système linéaire irréductible n'est pas complet, il existe un système complet et un seul, qui le contient totalement.
Soit C une courbe générale d'un système linéaire irréductible I C'|. Tout système linéaire contenant totalement C est déterminé par des adjointes d'un certain ordre v, passant par une courbe résiduelle T, et se comportant en outre d'une manière convenable aux points-bases de | C |. Si donc l'on considère toutes les adjointes d'ordre v, linéairement indépendantes, ainsi spécifiées, on obtiendra un certain système linéaire | C | de dimension r^r\ défini par
dont le degré sera le degré n du système | C'|. Le système proposé I C'I est nécessairement contenu dans le système | C |, s'il ne coïncide pas avec lui, et tout système contenant totalement | C| et par suite C sera aussi contenu totalement dans \C\.Le système |C| est donc le système normal ou complet cherché; il est complètement déterminé et unique.
Ce système complet ne dépend ni de l'ordre des adjointes cp employées, ni de la courbe G du système | VJ \ d'où l'on part.
Donnons quelques exemples de systèmes complets
(1) Ce théorème paraît avoir été établi pour la première fois par M. Enriqucs (Mémoire cité de la Société italienne des XL), mais sa démonstration est assez compliquée. L'emploi du lemme du n" 12 rend au contraire le théorème pour ainsi dire intuitif.
Toutes les surfaces adjointes ou sous-adjointes d'un même ordre déterminent un système com|)let de courbes.
On obtient encore un système complet en assujettissant ces surfaces à passer par des points ou des courbes assignés à l'avance sur/avec un comportement donné, et en retrancJiant ensuite les courbes fixes des courbes du système.
Une courbe G, avec points-bases et comportements donnés, suffit })our déterminer un système complet.
Pour Je construire, on fera passer par cette courbe une adjointe <ï> d'ordre v. Soit T la courbe résiduelle. Toutes les adjointes <ï> d'ordre v passant par T et ayant aux points-bases donnés, avec la surface/, le comportement donné, détermineront le système.
Un faisceau irréductible [n = o, r= i) est toujours normal.
Sur une surface générale d'ordre donné, les sections planes déterminent un système complet; et il en est de même sur une surface qui n'a pas de lignes multiples.
D'une manière plus générale, si une surface est telle que, sur une section plane arbitraire, les droites du plan déterminent sur la courbe une série ^7„ complète, les sections planes de la surface formeront un système complet.
Considérons en effet une section plane arbitraire G. INous devons faire passer par G une adjointe. Prenons, par exemple, une adjointe d'ordre v + i formée par le plan P de G et une adjointe arbitraire d'ordre v qui coupe la surface / suivant une courbe F, en dehors des lignes multiples. 11 nous faut envisager toutes les adjointes d'ordre v -f- i passant par Y : elles coupent toute section plane en m points variables, m étant l'ordre de/, et ces points doivent être en ligne droite, car autrement ces groupes de m points formeraient une série linéaire contenant la série ^7,, déterminée par les droites du plan, qui alors ne serait pas complète.
De là, on conclut que la courbe y d'intersection des adjointes précédentes d'ordre v + i avec la surface/ est nécessairement d'ordre m et qu'elle est telle qu'un plan quelconque la rencontre en m points en ligne droite. La courbe y est donc plane et la proposition est démontrée.
Gomme exemple de surfaces à sections planes formant un système incomplet, citons la surface réglée du troisième ordre, laquelle admet une droite double.
M. Soit encore, sur une surface, un système complet, simple, de dimension /* et de degré n, défini par
ajLo-}-. . .H- a,.L/,= o.
Nous avons vu qu'on peut faire correspondre à la surface /* dans l'espace à /- dimensions une surface/' définie par
Cette surface est d'ordre n, et elle est normale^ en ce sens qu'elle ne peut être la perspective d'une surface du même ordre située dans un espace à un plus grand nombre de dimensions.
Une surface normale intéressante du quatrième degré dans l'espace à cinq dimensions est la surface de Véronèse, définie par les équations
où les L représentent six polynômes du second degré en a et [î>. Cette surface correspond au système linéaire de toutes les coniques du plan.
III. — De l'addition des systèmes complets
18. Définissons ce qu'on entend par système normal somme de deux systèmes donnés, en supposant toujours que ces deux systèmes soient irréductibles.
Soient deux systèmes | C< | et IC2I irréductibles et complets définis respectivement par les deux systèmes de surfaces
aoPo-^ «1 Pi-f-. . .H- a/.P^ :r= o,
PoQo-?lQl + --.-HPr'Qr'=0.
Le système
(I) ^ljj,Vj(l,,^o {/ = i, 1, ..., /•; /rr-i, 2,
définit un système irréductible qui contient totalement toutes les courbes composées C, + Co, mais qui peut ne pas être complet. Envisageons alors le système complet | C | défini par une courbe
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Ci -+- Co, ayant comme points-bases les points-bases de | Ci | et de I C2I, de telle sorte qu'un poinl-base d'ordre )., pour | C, | et d'ordre ^2 pour | C2 1 soit de l'ordre X, + Xo pour | C |. Ce système complet |C| est, par définition, la somme des deux systèmes donnés et on le désigne par la notation
Il est complètement déterminé par une courbe C\ et par une courbe Go et, en plus, par les points bases des deux systèmes et le comportement spécifié en ces points.
19. On définit de même un système somme de plusieurs systèmes donnés. Soient | G, |, | G2 |, | G3 1 trois systèmes. Leur somme sera désignée par le symbole
! C ! = i C-f-Go-t-Cal,
et il résulte de la définition même qu'on peut, pour la former, effectuer d'abord la somme de | G< | et de | Go | et ajouter [Gs], qu'on peut intervertir l'ordre des opérations, et remplacer un des systèmes par la somme des systèmes qui peuvent le composer.
Un système double d'un autre |G|, qu'on désigne par la notation I 2G I est le système | G + G |.
Un système multiple d'ordre k de | G |, soit | A G |, est la somme de k systèmes égaux à | G |.
20. Evaluons le degré du système | G | : ce sera celui du système (i), c'est-à-dire le nombre des points d'intersection variables de deux courbes composées telles que G, + G2. Si «< et 723 sont les degrés respectifs de | G, | et |Go|, et si i est le nombre des points variables de rencontre d'une courbe G, et d'une courbe G2, on aura évidemment pour le degré n cherché de | G |
(a) « — /Il -T- n=)-\- 1 i.
21. Une autre relation importante est celle qui lie entre eux les genres des systèmes | G< | et | G2I et du système somme | G|. On l'obtient de la manière suivante :
Soient t:, et tt. les genres respectifs des deux systèmes | G, | et I G. 1, q^ le degré d'une courbe G, et q. le degré d'une courbe G. sur la surface/; soient en outre X, et Xo les ordres respectifs d'un même point-base pour les deux systèmes.
Effectuons la perspective de deux courbes G, et Go et d'une courbe G sur un plan arbitraire. On aura pour la perspective de la courbe G,
/i, étant la part provenant des points multiples situés sur les bgnes multiples de la surface/, et k, le nombre des points doubles apparents.
On aura de même pour la courbe G^
^^ ^ (£^:^0(iizL^ _ /,^_/,,_ y
La courbe G, étant déterminée par une surface appartenant au système de surfaces adjointes dont l'une détermine la courbe composée G, -h Go, son degré sera égal kq,-\-q.r, elle aura comme points multiples provenant des lignes multiples un nombre de points équivalent à A, + h. points doubles, et ceux provenant des points-bases seront d'ordre \, + A. ; q«ant aux points doubles apparents, leur nombre sera égal à k, + /c,+ H, en désignant par H le nombre des points doubles apparents provenant des droites qui, passant par le point de vue, rencontrent à la fois G, et Go- l^ar suite, on aura ,
^ _ {qi±q^zill!^JA±^i^-^ __ 1,^ __ /,2 - k, - k. - II 'i
D'ailleurs, si l'on désigne par i le nombre des points mobiles de rencontre d'une G, et d'une Go, on a évidemment
Des relations précédentes, on déduit de suite
C'est la relation que nous avions en vue (*).
22. Les définitions que nous avons données précédemment de système complet et de système somme, et les formules qui s'y rapportent, sont relatives à des systèmes irréductibles bien déterminés, dont la dimension, par conséquent, est au moins égale à un, sans tenir compte de la partie fixe qui se trouve appartenir alors à la courbe résiduelle que nous avons désignée par F. Il y a lieu de voir comment les définitions précédentes devront être modifiées lorsque les systèmes envisagés ne peuvent plus être considérés comme irréductibles.
Tout d'abord, s'il s'agit des systèmes réductibles, sans partie fixe, c'est-à-dire composés des courbes d'un faisceau, on peut; comme pour les systèmes irréductibles, définir un système complet. La notion de système complet somme de deux autres s'ensuit immédiatement, si les deux systèmes ne sont pas relatifs au même faisceau, c'est-à-dire différents. Le système défini par l'équation (i) du n" 18 est alors irréductible, et il existe un système irréductible normal ICj + Gol, somme des systèmes donnés, et dont le degré est égal à 2/, i étant toujours le nombre des points de rencontre variables d'une courbe C| et d'une courbe G2. Si, au contraire, les systèmes | Ci | et | Co | sont tous les deux composés des courbes d'un même faisceau, le système (i) est réductible, et le système somme peut n'être plus irréductible.
IV. — Addition d'un système complet à une courbe fixe ou à un point.
23. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'un système irréductible avec partie fixe, qu'on peut représenter par la notation
Go+I G, 1,
(') Cette relation est identique à celle que l'on rencontre dans la théorie des systèmes linéaires de courbes planes. Elle a été étendue aux courbes sur les surfaces par M. Enriqucs qui a fait usage à cet effet de considérations assez délicates sur la connexion des surfaces de Riemann; la vérification directe est immédiate, comme le montre le calcul qu'on vient de lire.
dans laquelle Go désigne la partie fixe et | Ci | l'ensemble des courbes irréductibles.
Par système complet contenant totalement le système précédent, nous entendrons le système le plus ample ajant la courbe composée Co-f-G, comme courbe totale, et comme points-bases les points-bases de | G, |, sans rien spécifier relativement à la courbe Gq. Pour construire ce système, il suffit par Go + G, de faire passer une adjointe 4) d'ordre v suffisamment élevé; soit F la courbe résiduelle en dehors de Go -4- G,; l'ensemble des adjointes d'ordre v passant par Y et ayant, avec la surface /, aux points-bases de | G, |, le comportement voulu, déterminera ce système d'une manière unique. On peut le représenter par lGo-hG< |, Go étant supposé un système de dimension zéro, sans points-bases. U est évident que dans ce cas le degré du système complet n'est pas le même en général que celui du système proposé.
Le système |GoH- Gi | peut d'ailleurs être réductible ou irréductible. G'est ainsi que le système de toutes les surfaces adjointes d'ordre m — 4, qui passent toujours par les courbes exceptionnelles de la surface/, détermine un système complet qui sera réductible si ces courbes existent.
La définition du système somme s'étend d'elle-même. | G, | etlG^I étant deux systèmes quelconques réductibles m non, la somme |C,4-Gol est le système complet le plus ample ayant comme points-bases les points-bases des parties variables de | G, | et de I Gol avec leur comportement.
Remarquons enfin que les formules (a) et ([i), qui donnent le degré et le genre d'un système somme, dans le cas où les systèmes composants sont irréductibles, ne peuvent pas en général être appliquées sans modifications.
24. Donnons encore quelques explications relativement à l'opération qui consiste à ajouter un point à un système linéaire de courbes. Gette locution est fréquemment employée dans les Mémoires de M. Enriques; toutefois, l'éminent géomètre ne nous paraît pas avoir explicitement donné la véritable origine de cette opération.
Envisageons sur la surface / un système linéaire irréductible simple et complet |G| défini par le système de surfaces aoLo -f- aiLi -^. . ,-f-a,.L,. = o,
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les surfaces L/ étant des surfaces générales du système, ce que l'on peut toujours supposer. Soit O un point simple de / qui soit un point-base d'ordre A du système | G |, et pour simplifier nous admettrons que ce point-base soit unique. Effectuons la transformation birationnelle
qui admettra le point O comme point fondamental. A la surface/ d'ordre m va correspondre une surface /' d'ordre n, si n est le degré du système |G|; au système |G| va correspondre le système I G' I des sections planes de /', qui n'aura pas de points-bases -, au point O correspondra, comme on le voit facilement, une courbe unicursale ù d'ordre )^, qui n'aura pas, en général, de points multiples. Gela posé, par une courbe G' et par ù faisons passer une surface adjointe <ï>' d'ordre v', qui coupe la surface/' suivant une courbe résiduelle F', et envisageons le système de toutes les adjointes d'ordre v' passant par Y'; elles déterminent un système complet I G'-i- Q I de courbes dont le genre iz' se détermine par la formule (P) : si tï est le genre des courbes G et G', comme la courbe ù est de genre zéro, on aura
De plus, la courbe générale de ce système coupe une courbe G' en /z 4- A points, et le système | G' | est déterminé par celles des adjointes <ï>' qui contiennent ù.
Au système | G'+ 0 | correspond sur/ un système complet que l'on désigne par la notation symbolique
IG-f-0|,
et qu'il est facile de définir. Remarquons d'abord que les courbes G sont des courbes particulières quelconques de ce système, bien qu'elles ne soient pas des courbes générales. De plus, ce système ne peut pas avoir d'autres points-bases, s'il en a, que le point O, puisque, sur/', le système |G'-+- 0| n'a pas de points bases; sa courbe générale doit couper une courbe G en /i -H A points variables, et son genre doit être égal à t: + A — i . Gela posé, par une courbe G faisons passer une adjointe ^ d'ordre v, et soit F la
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courbe résiduelle. Le système | C -f- O | sera défini par l'ensemble des adjointes <ï> d'ordre v passant par F et qui se comportent au point O de telle sorte que la courbe générale d'intersection coupe une courbe G en n-]-\ points variables, ce qui exige que le point O soit pour cette courbe générale d^ intersection un point multiple d^ ordre a — \ et non moindre, puisque, s'il était d'ordre A — 2, il j aurait /i -H 2 A points d'intersection variables. Le genre de cette courbe est d'ailleurs bien égal à tt -[- )v — ^ i , et ce système contient les courbes C comme courbes particulières.
Il résulte de là que le système | C -f- O |, sur /, est le système des courbes de même ordre que les courbes C, et ayant comme points-bases les points-bases de | C |, mais avec un degré de multiplicité inférieur dhine unité. Si donc le point O est de multiplicité un pour I C |, il ne sera pas point-base pour | C -j- O |.
Revenant au système | C'4- Q | sur/', on en conclut encore que ce système coupe Q en X — i points au moins.
Pour évaluer le degré n^ du système | G + O |, on remarquera que le nombre total des points d'intersection de deux courbes (] est égal au nombre total des points d'intersection de deux courbes I G -t- O I ; on aura donc
n -f- a2== ni-\-(l — i;^ d'où
/Il = /i — I -h î X .
Gette valeur est celle que Ton déduirait de la relation (a) en attribuant au point O ou à la courbe 0 un degré égal à — i.
2o. De la définition précédente, on conclut celle du système qu'on représente symboliquement par
iG + OP| (p^X).
Soit d'abord le système | G + O^ | : on formera le système I G -h O 1 = G,, et le système | G -f- O- 1 sera par définition le système I G, + O |. On définira de même | G H- O^ | et ainsi de suite.
On en déduit que le système |G-1-0p|, sur/, est le système des courbes de même ordre que les courbes G, ayant comme pointsbases les points-bases de | G |, mais avec un degré de multiplicité égal à )v — p.
Le degré et le genre du système |G4-0p| se déterminent de suite. On a
et
Pour p = )., ces deux formules donnent
V. — Soustraction des systèmes complets ; systèmes résiduels.
26. Nous avons défini précédemment ce que l'on devait entendre par système contenu totalement dans un système donné. Nous allons définir maintenant ce que l'on entend par système contenu partiellement dans un système donné.
Soit d'abord un système | C| irréductible et complet défini par des adjointes <ï> qui passent par une courbe résiduelle F et ont, en outre, avec la surface /des comportements convenables en certains points. Une courbe G, qui n'est pas une courbe totale de système | G |, mais par laquelle on peut faire passer au moins une surface <ï>, sera dite une courbe partielle du système; il existe alors au moins une courbe résiduelle G2 de | G | par rapport à Gi , telle que la courbe composée G^+G, soit une courbe G; l'ensemble des courbes G2 forme un système qui est le résiduel de Q\ par rapporta | G |, ce que l'on exprime par la notation symbolique
I G2 I - I G ! —Cl.
Envisageons maintenant deux systèmes irréductibles et complets |G| et |Gi| telles que la courbe générale de |G, | soit une courbe partielle de | G |, on dira que le système \ G, | est contenu partiellement dans |G|. Quelques explications sont nécessaires pour bien préciser cette définition. Nous avons défini ce que l'on entend par système somme | G | de deux systèmes donnés | G, | et | Go |
I G I = ! Cl + C2 I et il résulte de cette définition que chacun des systèmes | G^ | et | Co
est contenu partiellement dans | G | et que chacun d'eux est le résiduel d'une courbe arbitraire de l'autre par rapport à | G|. Nous avons défini aussi ce que l'on devait entendre par système
IGj - IC-f-OPl, (p^X),
O étant un point-base d'ordre ). pour | G, | : dans ce cas, bien que la courbe G, soit une courbe totale de | G |, le système | Gi | sera dit contenu partiellement dans | G|, parce que la courbe générale de I G, I n'est pas une courbe générale de | G |, et | G, | sera dit le système résiduel de Op par rapport à | G |.
Dans le premier de ces deux cas, le système | G) | n'a pas d'autres points-bases que ceux de |G|, et avec une multiplicité au plus égale; dans le second, il a un point-base avec une multiplicité supérieure. D'une manière générale le système | Gi | peut avoir des points-bases qui ne soient pas bases pour | G |, ou des pointsl)ases communs avec multiplicité différente, et la courbe générale de |G| I peut être une courbe totale de |G|. De ces explications, il résulte que de l'égalité
IG2I - :ci-c,
on ne peut pas, en général, déduire
mais que, réciproquement, si la seconde égalité peut être posée, on peut, comme conséquence, écrire la première, ce qui a lieu dans les deux cas spécifiés plus haut. Nous verrons tout à l'heure comment on peut modifier cette représentation symbolique de manière à comprendre tous les cas. ''
27. Démontrons maintenant, relativement aux systèmes linéaires irréductibles contenus partiellement dans un autre, un théorème complètement analogue au théorème démontré au (^hap. II, n" 7, relatif aux séries linéaires dégroupes de points sur une courbe.
Soit un système linéaire irréductible | G | défini par
oij les cp sont des adjointes d'un certain ordre passant par une courbe
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résiduelle F, et par des points-bases avec, en ces points, le comportement convenable. Soit | G, | un second système complet irréductible contenu partiellement dans | C|. Il existe, par conséquent, des surfiiccs du système (cp) qui passent par une courbe donnée de I C, |, soit G', , et par les points-bases de ce système avec le comportement voulu. Toutes ces surfaces déterminent un système linéaire complet | G^, |, résiduel de G', par rapport à |G|. Nous allons démontrer que ce sjstème résiduel \ C, \ est indépendant de la courbe C\ de | G| | choisie.
Soit I G!; I le système résiduel d'une seconde courbe Q!\ de | G, 1 par rapport à | G |.
Il suffit évidemment de montrer que T, G', et une courbe G^ sont sur une même adjointe du système (cp). Or, le système j G| est déterminé par les adjointes cp passant par F et une courbe G^. Les trois groupes de courbes ci-dessous sont donc respectivement, par définition, sur une même adjointe es,
ou
et
ou
et
ou
et
Par suite, en appliquant le théorème du reste, on en conclut que (r, G'!,) et G', sont sur une même adjointe, donc que le système résiduel de G', par rapport à | G | est le même que le système résiduel de G'; par rapport à | G | ; c'est ce que nous voulions établir.
En représentant par | G2 | sans accent, le système résiduel, on pourra écrire symboliquement
IG2I- iC i -Ci== I C-G, i.
28. Il résulte aussi de la démonstration précédente^ qu'une courbe G, et une courbe Go étant sur une surface adjointe | cp L la courbe composée G, -\- G2 est une courbe totale de |C|, et que les points-bases pour |G| qui ne sont pas points-bases pour | G, | sont bases pour | Go | avec le degré de multiplicité voulu. La somme I G, -i- Go I différera donc du système |G|, en ce que le premier système a, en outre des points-bases du second, les points-bases de I G, I non bases pour | G |. Désignant par A ces points et par [7. P. ET S., II. 8
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leur degré de miiltiplicilé, et nous rcpoilanl à ce que nous avons dit relativement à l'addition d'un point, on voit que l'on peut
écrire
|G ! =1g,-+-sa'"-.-Co|
et en déduire
I C2! - IG-G,— ^A[J
29. Des raisonnements analogues à ceux que nous avons faits au n" 21 montrent alors sans difficulté comment les relations (a) et (?) doivent être modifiées. En désignant par n, ai,, /loles degrés respectifs des trois systèmes et par tt, t:, , 71, leurs genres, on a
30. Faisons encore une remarque dont nous aurons à faire usage dans la suite. SoitlC] un système linéaire irréductible ayant des points-bases O de multiplicité \. Nous avons vu que ce système pouvait être déterminé au moyen d'un système de surfaces adjointes ou sous-adjointes. On fait passer par une courbe G une adjointe cp d'ordre v qui détermine une courbe résiduelle T, et l'on envisage parmi toules les adjointes d'ordre v qui passent par Y celles qui se comportent en O de telle sorte que l'intersection avec la surface donnée ait en ce point un point multiple d'ordre X. Laissant de côté cette dernière condition, toutes les adjointes (l'ordre v qui passent par F déterminent un système linéaire, soit [ L|, qui, si l'ordre V est pris suffisamment élevé, est irréductible, n'a
pas de points-bases, et est ce que l'on appelle un^ystème pur. Le système | L | contient partiellement le système 1 G [, et l'on a
|L1 - jG-;- SO^I
I C| = i L- .SO>-i.
Ainsi on peut, et d'une infinité de manières, considérer un système irréductible \C\comme le système résiduel de ses pointshases par rapport à un système pur.
Plus généralement on peut, et d'une infinité de manières, trouver un système pur | L [ contenant partiellement le système | G | et, en désignant par I G, I le système résiduel de 1G| par rapport à |L|, on
aura
I Lj = ! G-f-Gi-f-SO^ I ou
I G| = i L-Gi— S0>^|.
31. Terminons ce Chapitre par une observation importante. Les expressions symboliques dont nous avons fait usage et que nous emploierons encore dans la suite ne sont qii^ un moyen de simplifier le langage et de résumer par un symbole une série d^ opérations faites sur des systèmes linéaires de courbes. Elles n^ ont de valeur qu^ autant que V on a reconnu auparavant que ces opérations ont un sens et qu^ elles sont possibles. Il est donc important de ne jamais leur faire subir une modification sans se reporter aux définitions. Donnons quelques exemples :
Nous avons vu que de l'égalité
|G, |.^|G1-Gi,
on ne peut, en général, pas conclure à l'égalité réciproque
lG|^|Gi-G2|.
Il faut, pour passer de la première égalité symbolique à la seconde, vérifier auparavant que les points-bases de | G | se composent des points bases de | Ci | et des points-bases de | G2 | avec le comportement convenable.
Soit encore le système défini par
! Gi I = I G ^- OH
où O est un point base d'ordre À pour | G |. On le forme en faisant passer par une courbe G une surface adjointe d'ordre v; soit F la courbe résiduelle. Le système | G, | est défini par l'ensemble des surfaces adjointes d'ordre v, passant par F, et par les points bases de I G I avec un comportement convenable, sauf le point O. Or, il peut se faire que, de ces conditions, résulte pour ces surfaces adjointes la nécessité d'avoir le point O comme point-base, et alors le symbole précédent n'a pas de signification.
Considérons encore le cas où quatre systèmes | Gi |, | G2 L 1 G3 1, I G/, I seraient tels que le système somme | G, -f- G2 | serait équivalent au système | G3 + G4 |, en sorte que l'on peut écrire sjmboli-
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quement
On ne peut en déduire l'égalité
que si l'on sait, par ailleurs, que le système | C, | contient partiellement I C3 |, ce qui peut ne pas avoir lieu.
Ces quelques exemples suffiront pour montrer quelles précautions il faut apporter quand on fait usage des expressions symboliques, constamment employées par M. Enriques dans son Mémoire déjà plusieurs fois cité [Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche, J896).
DU SYSTÈME ADJOINT A UN SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ET DU GENRE NUMÉRIQUE.
I. - Du système adjoint à un système linéaire sur les surfaces de genre géométrique supérieur à zéro.
\ . Nous nous proposons dans ce Chapitre de définir le système adjoint à un système linéaire de courbes sur une surface, et d'étudier ses propriétés. Cette opération d'adjoiictio/i'^oue unrôJe fondamental dans la théorie des systèmes linéaires de courbes snr une surface. Des relations qui existent entre un système et son adjoint nous déduirons, en particulier, l'invariance du genre numérique d'une surface.
2. Voici d'abord une définition générale : soit sur la surface /(^, y, z) =^ o d'ordre m un système linéaire irréductible | C | de genre tz et de degré n ; on donne le nom de courbes sous-adjointes d'ordre n --Z ^- r au système |C| aux courbes qui jouissent de la propriété de couper une courbe générale C en un groupe de points appartenant à une série g-n^-^-irm-
Cela posé, envisageons en premier lieu le cas où \q système |C| est celui des sections planes de la surface f. Le système des surfaces sous-adjointes d'ordre m — 3 -H r découpe sur cette surface un système de courbes sous-adjointes d'ordre m — 3 + r au système |C|, et nous démontrerons plus tard que réciproquement toute courbe sous-adjointe d'ordre m — 3-+-/' au système des sections planes appartient à ce système. Parmi ces sous-adjointes, les plus intéressantes sont celles d'ordre w — 3, et parmi ces dernières, celles qui sont découpées par les surfaces adjointes d'ordre m — 3 constituent le système adjoint proprement dit au système ] C | des sections planes de /. Ce système est évidemment
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compris dans le système sous-adjoint d'ordre m — Set peut coïncider avec lui, si les systèmes des surfaces adjointes et sousadjointes coïncident.
3. Avant de définir le syslcme adjoint à un système linéaire irréductible |C| quelconque sur la surface /, rappelons la définition du système canonique.
Le système canonique | K | sur une surface est déterminé par le système des surfaces canoniques, c'est-à-dire par le système des surfaces adjointes d'ordre m — 4- Ce système peut être réductible : nous avons vu, en effet, qu'il contenait cerrainement comme partie fixe l'ensemble des courbes exceptionnelles d(t la surface/. Sa courbe variable pourrait être elle-même réductible et se décomj)Oser, par suite, en un certain nombre de courbes d'un même faisceau. Ce dernier cas donne lieu à des observations intéressantes, comme nous l'avons vu au Chapitre VllI du Tome I.
4. Soit maintenant |C| un système linéaire donné sur la surface y, que nous supposerons complet, irréductible, simple, de genre t: supérieur à zéro, et de degré n. Nous aurons plus tard quelques restrictions à faire sur ce système. Considérons le système de surfaces qui détermine | C |, soit
(0 aoLo-^ «iLi -•"••• — «rLr^ o
les surfaces L étant des surfaces arbitraires du système, ce que l'on peut toujours supposer. Envisageons un système quelconque à trois dimensions, tel que
{•>■) aoLo-^ «iLi-i- aoLî-H ajLs— o, ^,
et effectuons la transformation
Lio •-'0 ^-'0
A la surface / d'ordre m va correspondre une surface /' d'ordre n. Au système (si) correspondront les sections planes de /', et au système (i) le système complet | C | contenant ces sections planes.
Sur la surface/' le système | G' j a un système adjoint | C^ | dé-
terminé par les surfaces adjoiotes d'ordre n — 3. Le système |Ga| correspondant sur f k | G^| est, par définition, le système adjoint au système | G |.
5. Le svsLème adjoint, ainsi défini, dépend d'une opération effectuée sur une surface-image ; d'où une certaine indétermination apparente, et une difficulté pour établir les relations d'invariance qui existent, sur la surface/, entre un système et son adjoint. On conçoit donc Pintérêt qu'il J a à modifier cette définition de manière à ne faire dépendre le système adjoint que d^ opérations effectuées sur la surface même. On y arrive facilement dans le cas où la surface donnée/ a un genre géométrique pg différent de zéro. G'est ce que nous supposerons tout d'abord dans la suite des théorèmes que nous allons établir. JNous nous réservons de traiter ensuite le cas où le genre géométrique pg de la surface est nul.
6. Gommençons par démontrer l'importante proposition suivante : Une courbe canonique arbitraire Ys. sur f découpe sur la courbe générale d'un système irréductible |G1 un groupe de points qui, ajouté à un groupe de la série caractéristique de |G| et aux points-bases de |G], comptés avec leur degré de multiplicité.^ constitue un groupe de la série canonique g ^-k-i-, Tc étant le genre d'une courbe G.
Soit |K'| le système canonique de la surface/', image de / effectuée au moyen de la transformation (3), et soit O un pointbase multiple d'ordre), du système |G|. A. ce point correspond sur /', comme nous le savons, une courbe exceptionnelle û, unicursale et de degré )v, qui est coupée en), points par une courbe G' image de G. Le système |K'|, déterminé par les adjointes d'ordre n — 4 à/', contient comme partie fixe les courbes 0; on peut le considérer comme la somme |SO-;-K"| des courbes Q, et d'une partie résiduelle |K"| qui peut avoir ou ne pas avoir de partie fixe. D'autre part, il résulte de la relation d'invariance qui existe entre les surfaces adjointes d'ordre m — \ à /et les surfaces adjointes d'ordre n — 4 de la transformée f que le système |R| sur /correspond au système |K.''j sur f .
D'ailleurs les points de rencontre d'une K' et d'une G' sont, dans le plan de G', sur une adjointe d'ordre n — 4> et ces points,
avec n points en ligne droite, c'est-à-dire avec les points de rencontre de deux C, sont snr une adjointe d'ordre /? — ^ 3 à G'. Ils forment, par conséquent, un groupe spécial de 27t — :>. points.
Revenant alors à la surface /, le groupe spécial que nous venons de définir correspondra aux points de rencontre de K et de G, aux points-bases comptés chacun avec leur degré de multiplicité et aux points de rencontre variables de deux courbes G, d'où la proposition énoncée.
7. Nous sommes en mesnre maintenant de définir le système adjoint \Ca\ au système |G;, sur la surface /, par nne série d'opérations elFectuées sur cette surface même, sans recourir à une surface-image. Dans ce but remarquons que, sur la surface y, la courbe composée G' -h K.', ou G' -h 2Q H- K", déterminée par un plan et une adjointe d'ordre n — 4^ est sur une adjointe d'ordre Il — 3 à/'; donc la somme |G' -h K'j, ou la somme |G'-t- SQ ]- K"|, est le système adjoint à '|G'|, comme il résulte de la définition d'un système somme, et à ce système |G'^J correspond sur/ le système adjoint |G„| à |Gj. Or, pour effectuer la somme |G' -t- SU + K"|, on peut, d'après ce que nous avons dit au Ghapitre précédent (Ghap. V, n" 14), effectuer d'abord la somme |G'-|-SO| et lui ajouter [K'' , ce qui, sur la surface /, revient à considérer le système jG-+-SOj et à lui ajouter le système IRj. Le premier de ces deux systèmes n'est autre que le système des courbes d(î même ordre que les courbes G, sur la surface /, et ayant comme points-bases les points-bases de |G;, mais avec un degré de multiplicité inférieur d'une unité, le second système est le svsième canonique de la surface/. ,.
Le système adjoint IG^j est donc la soniuie de ces deux systèmes. // a nécessairement, d'après cette définition, comme points-bases d'ordre A — i tout point-base d'ordre \ de jG] et, en outre, les points-bases de |K| avec leur degré de multiplicité, si ce dernier système en possède. On pourra donc représenter symboliquement le système adjoint par la formule
(a) lGa!-iG-:-20^- Kl
qui résume toutes les opérations qu'il faut effectuer sur la surface/ pour l'obtenir.
SYSTEMIi ADJOINT A UN SYSTEME LINEAIRE DE COURBES. l '2 1
8. De celle définition des adjointes, exprimées par la relation symbolique (a), nous allons déduire nne série de conséquences importantes.
En verln du théorème de l'addition, le système |C^/| étant la somme des deux systèmes |Gm-SO| et ]K', chacun de ces systèmes est le système résiduel de |G^/| par rapport à l'autre. Nous pouvons donc énoncer le résultat précédent de la manière suivante :
Sur toute surface de genre géométrique différent de zéro, tout système linéaire irréductible, qui admet un système adjoint, est contenu dans cet adjoint et, le système résiduel d' un système par rapport à son adjoint est le système canonique.
Ce résultat peut être exprimé par l'égalité symbolique
9. Soient |C,| et jC^I deux systèmes irréductibles et |G| leur
somme
G! --= {G, -CI
En efTectuant les opérations définies par l'égalité (a), on a IG«! - |Gi-T-G2^^-S0i -SOoH-Ki,
O, étant un point-base de |G|| et Oo un point-base de jG^I. Remplaçant successivement |G,-h20, ^K| et IGo -r SO2-H K|, qui sont les systèmes adjoints à jG, | et à |GJ, par |G,«| et [Ga^l, on en conclut
|Ga|-|Gi«^-G.2-l02| -!G2a-'-G,-;-S0i|,
d'où ce théorème fondamental au point de vue où se place M. Enriques :
Si |G,| et IG2I sont deux systèmes linéaires irréductibles de courbes sur une surface, le système \0\a\ adjoint au premier, additionné au second IG^I, donne un système |G,rt+ G2I qui est contenu dans le système adjoint \Ca\ à |G| et en diffère seulement en ce que tout point-base d'ordre \ pour IG2I et non pour IG,| est d'ordre \ pour \C\a-\-^-i\ et d'ordre A — i pour |G«|.
10. Soit encore |G,1 un système irréductible, cl A un de ses points-bases d'ordre ui, le système défini par
C,~AM-IG
est le système des courbes du même ordre que €< sur/, mais avec le point base A en moins. Le système adjoint à 1C| différera donc du système adjoint à [Cil en ce que le second admet le pointbase A avec un degré de multiplicité ix — i et que le premier n'admet pas ce point comme point-base; on pourra donc écrire
|Ga|-|Cia--AH--M et ICiai- iCa-AH'-ii.
11. Les opérations précédentes sont relatives à l'addition. Supposons maintenant qu'un système jG,] soit contenu partiellement dans un système |Ci : ce système, comme nous le savons, peut avoir des points-bases A d'ordre \k qui ne soient pas bases pour |C|. Soit jCil le système résiduel de |G1 par rapport à ICJ,,
IG2I - ICI- G
Nous avons vu que le système |G'| n'est pas égal à la somme jC;, _1_ C2I en général, mais à la somme du système jG, -- S At^j et
du système iG>l,
|G1 - [Gi-SAH-^-Gal;
Soit B les points-bases de IGo], c'est-à-dire les points-bases de |G1 qui ne sont point bases pour |G,|. On aura alors, en appliquant le théorème de l'addition,
1G«1 :.. !(G,-2AH-)a-t-G2 -SBl- lGi«-SA!^-i-^G2-HXBi,
d'où
lG,a|-lGa-SAlx-'-G2-2B|.'-
Sur une inégalité fondamentale relative à un système
contenu partiellement dans un autre.
12. Le système adjoint jG«| détermine sur une courbe générale du système |G| une série de groupes de points appartenant à la série canonique ^.JT-,, mais qui peut ne pas être complète. Désignons par 8(G) son défaut qui va jouer dans la suite un rôle capital, La dimension de cette série sera alors
et c'est aussi la dimension de la série déterminée sur Ja courbe plane G', image de G sur la surface-image/^ de /dont le système des sections planes correspond à |G|, par le système |G^| ou, ce qui revient au même, par les surfaces adjointes d'ordre n — 3 à celte surface /\
La dimension du système |G«| ou du système jG'J est évidemment égale à la dimension de ce système de surfaces adjointes. Gherchons quelle est son expression en fonction de la dimension "^ — ^ I — ô(G) de la série précédente.
Il suffit de remarquer que, si l'on assujettit une surface adjointe d'ordre /Z--3 à passer par tt — 8(G) points pris arbitrairement sur la courbe plane G' de/', en supposant cela possible, cette surface se décomposera en le plan de G' et en une surface adjointe d'ordre /i — 4 que nous supposons exister. Or, p^ étant le genre géométrique delà surface, la dimension du système canonique est/;^— i, et l'on a, par conséquent, pour dimension du système des surfaces adjointes d'ordre ai -^3, ou du système adjoint jG^j de |G|, l'expression
/?^— l-r-- — 0(Gj.
13. Soient |G| et |Gi| deux systèmes linéaires irréductibles sur la surface f^ et soient o(G) et o(G,) les défauts des séries déterminées sur une courbe G et sur une courbe Gi par leurs systèmes adjoints respectifs. Si |Gi| est contenu partiellement
dans |G|, on a
Cet important théorème se démontre de la manière suivante : Soient IG2I le système résiduel de |G,| par rapport à |G|, 71:2 son genre, / le nombre des points de rencontre d'une G, et d'une G. en dehors des points-bases. A, B et a ayant les mêmes significations qu'au n° 11. On a
Remarquons tout d'abord que si l'on considère le système
G'1 = 1G-SA
dont le système adjoint \C[^\ est défini par
le défaut o(C') correspondant au système \C\ est égal au défaut o(G) correspondant au système |G| : on le vérifie de suite. Substituant le système jC'l au système jCl, on a alors les relations
|G'; = lGi-G2l.
1G;i-|Gi,-G2--SB:,
tt' — TTi -h t:2 -~ i — I , la dimension du système adjoint |C'^1 étant
/> „ -4- Tl' — I — 0 ( G ") ,
et celle du système \Cko\
Or le système \C:^\ étant la somme des deux systèmes \C,a\ et |Co-f-SBi, le système \C,a\ est le résiduel de |G;| par rapport à ICo^-SB;, c'est-à-dire, d'après le théorème démontré (Ghap. V, n^''^i2), le résiduel de |G;,| par rapport à une courbe arbitrairement choisie parmi celles du système IG^+SB] et, par conséquent, par rapport à une courbe Go, puisque, v désignant le degré de multiplicité des points B, le système IGo + SBl est, par définition, le plus ample système ayant les points B comme points-bases d'ordre v — i et que, par conséquent, une courbe G, est une courbe totale de ce système.
La dimension du 'système |G,«1 sera alors égale à la dimension du système |G;,1 diminuée du nombre des conditions qu'il faut imposer à une courbe G'^ pour qu'elle contienne une courbe G,. Ge dernier nombre est égal à la dimension augmentée d'une unité de la série de groupes de points découpés sur une courbe G. par le système |G'^'. Or, une courbe G'^ coupe une courbe G, + Go en '27i'—2 points en dehors des points multiples, et elle coupe une courbe G, en ir., - 2 -h i points, ce nombre étant égal au nombre des points d'intersection de la courbe composée G,«-i-Go+SB
qui définit le sjslènie |C^| et la courbe G, ne passant pas par les points B. La série déterminée par le système |G^| sur C2 est donc de degré
'1 IZ — '2 — ( 2 TIi • — '). -\- i) = -2 71.2 — 2i -|- i.
C'est une série non spéciale, qui peut avoir un défaut s et dont la dimension est, par suite,
•JT2 — -2 H- i-\- Z.
On a donc l'égalité
Pg- -f- TTl I S ( Cl ) — />«. -f- TT I — 0 ( G ) ( TC2 I -h i -h £ ),
d'où
et le théorème est démontré.
III. — Maximum du défaut de la série découpée sur la courbe générale d'un système par son système adjoint.
14. Envisageons sur la surface /"le s^'stème irréductible |G| et ses différents multiples
|'2G|, i3G!, ..., IrGI
A chacun de ces systèmes, soit \f^C\, correspond un système adjoint |(r G)a| qui est défini sur la surface/ par l'égalité symbolique
|(rG)«|=:IrG + K-4-20|.
Mais, en vertu du théorème fondamental de M. Enriques,
puisque
!(rG)| = |G-^(/--i)Gi,
on peut, pour définir le système adjoint à |(/'G)|, écrire
i(rG)«|-;Ga + (/--l)C|.
A ce système correspond, sur la surface-image/' dont le système des sections planes |G'| correspond à |G |, le système
!(/-G')j-Ig;-+-(/'^i)G'|,
et comme une courbe G^^+ (/* — i)G' est déterminée par une sur-
face adjointe d'ordre /i — 3 et par une surface arbitraire d'ordre r — I , on en conclut que le système tout entier est défini sur la surface f par le système des surfaces adjointes d'ordre n — 4 -^ r.
IS. Désignons par o(rC) le défaut de la série des groupes canoniques déterminés sur la courbe générale de |/'G| par son système adjoint. Le système |rG| étant contenu partiellement dans |(r-f-i)C|, on a, en vertu du théorème du n"" 13,
o[r-r-i)G]^S(rG),
c'est-à-dire que le nombre positif ô(/'G), s'il n'est pas nul, ne décroît pas quand r augmente. Nous nous proposons de démontrer que le défaut ô(rG), lorsque r augmente, atteint un maximum, donc que, pour r suffisamment grand, on a l'égalité
Nous venons de voir que le système adjoint l(/'G)a| était défini sur la surface transformée/' par le système des surfaces adjointes d'ordre /i — 4 — '' j'»/'- Soit N„_;^;.la dimension de ce système de surfaces; la dimension du système |(rG)a| sera, si /•>4, égale à ce nombre- diminué de la dimension du système de ces surfaces qui contiennent/' et qui sont de la forme 8/', G étant un polynôme arbitraire en x^ r, z d'ordre r — 4. Donc, la dimension du système |(rG)«| est
^^ rt— 4-(-r — ,, •
D'autre part, si, usant d'un procédé bien des 'fois employé, on assujettit une courbe du système adjoint à contenir i:^ — o(/'G) ])oints d'une courbe rG, elle se décomposera en cette courbe et en une courbe du système canonique, si ce système existe, ce que nous supposons. On aura donc, N„_i ^= Pg — i étant la dimension du système canonique,
^n-\^r -^ — JN;i_4-T- TC,. — ô(/'G).
Changeant /- en /• -f- i et retranchant, on a
N/t-v4-r-f-i — N/i_4^.^= 7r,.+ i — TT/.-f- o(/-G) — o[(r + i)G] -• — ^- 1
et, en tenant compte de la relation
on obtient finalement Tégalité
Or, nous avons déjà obtenu une expression de cette différence au Chap. IV, n" 23, à propos de l'évaluation de la dimension du système des surfaces adjointes. En désignant par iSi,i-\^r le défaut du système des adjointes planes d'ordre n — 4 -;- r déterminé sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes d'ordre n — 4 H~ ''7 nous avons trouvé la relation
AT ivT r(r — 3)
En égalant cette expression à la précédente, on a finalement la relation
(A) 8[(rH-i)G]-8(rG)-(o„_,^,^i.
La conclusion est alors immédiate. JNous savons en effet que pour une valeur suffisamment grande de /•, le défaut w s'annule; donc pour une valeur suffisamment grande de /•, on aura l'égalité
o[(/'H-i)G] — o(rG) -G.
16. Ainsi, lorsque r augmente, le défaut 5(rG) relatif au système |rG| ne diminue jamais et atteint un maximum pour une certaine valeur de a*, à partir de laquelle il reste constant. Supposons que le système |G| soit le système des sections planes de la surface f considérée. Quel que soit le système linéaire de courbes |G,| que l'on envisage sur la surface, on peut toujours choisir l'entier r suffisamment grand pour que le système |Gi | soit contenu partiellement dans le système |/G| et, par suite, lel que
l'on ait
8|Gi|5.S(rG).
Mais S (/'G) garde une valeur maximum constante à partir d'une valeur de r suffisamment élevée; donc :
Quel que soit le système |G,| irréductible envisage sur une surface/, le défaut de la série découpée sur la courbe générale de ce système par son système adjoint a une valeur maximum indépendante du système considéré.
De plus, cette valeur maximum est un invariant, car il est bien évident, par la manière même dont nous l'avons définie, qu'elle ne peut pas clianger quand on passe d'une surface à une autre par une transformation biralionnelle.
17. De r invariance du maximum du défaut o(C) résulte r invariance du genre numérique pn de la surface. Reportonsnous au Chap. IV, n° 24 : nous avons trouvé pour le genre géométrique d'une surface d'ordre m, une expression de la forme
et, par définition, le genre numérique /;„ est déterminé par l'égalité ^^^^_^
h =rm— 3
/ étant la valeur de h à partir de laquelle les w s'annulent.
Pour montrer l'invariance de /;„, l'invariance de pg élant établie, il suffit de prouver l'invariance de la somme
des défauts des systèmes de courbes découpées sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes à / d'ordre supérieur ou égal à m— 3. On y arrive de suite en partant de la relation (A) du
o[(r-;-i)]C— o(/-C) =:to«..4+,.+i
et faisant varier /• depuis la valeur zéro jusqu'à celle qui correspond à 0JA= o. On trouve en ajoutant les relations ainsi obtenues
2 to/,= o(/-G),
8(/'G) étant la valeur maximum considérée qui est invariante. La somme des défauts w est donc an invariant et il en est de même de p,t : c^est ce que nous voulions établir.
IV. — Généralités sur les courbes sous-adjointes
18. Nous avons défini, dans les pages qui précèdent, le système adjoint à un système linéaire après avoir défini d'abord les surfaces adjointes et, en particulier, les surfaces canoniques. Puis, supposant l'existence d'un système canonique sur la surface, et nous appuyant sur la propriété d^invariance de ce système qui résultait pour nous de considérations de nature transcendante, nous avons démontré le théorème fondamental de M. Enriques d'où nous avons déduit l'invariance du défaut o(G) et, par suite, l'invariance du genre numérique/?,/.
Lorsque le genre géométrique est nul, si l'on veut suivre la même méthode, on peut bien encore, en se servant de la surfaceimage/' de /, dont le système des sections planes correspond au système donné | C|, définir les courbes adjointes au moyen des surfaces adjointes d'ordre /z — 3 à/'. Mais, revenant ensuite à la surface /, il est difficile de définir, sur cette surface même, les opérations qui permettent de construire les courbes adjointes et d'en déduire ensuite, comme nous l'avons fait, le théorème fondamental de M. Enriques.
Pour éviter cette difficulté, et aussi dans le but d'établir l'invariance du système canonique qu'il n'admet pas comme démontrée, M. Enriques a suivi une voie tout à fait différente de celle que nous avons adoptée, dans la section précédente, pour définir les courbes adjointes. Cette méthode, purement géométrique et algébrique, qui est applicable dans tous les cas (que le genre géométrique soit ou ne soit pas nul), est basée sur l'étude préliminaire des courbes sous-adjointes. Des propriétés fondamentales de ces courbes on conclut d'abord à la définition des courbes adjointes et, contrairement à la voie que nous avons suivie, on définit ensuite les surfaces adjointes et les surfaces canoniques.
Nous allons exposer les principaux points de cette méthode, en ayant en vue surtout le cas où la surface a un genre géométrique nul. Nous montrerons ensuite que, quelque soit le procédé em-
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ployé, algébrique ou transcendant, on arrive à un même système canonique et nous aurons établi ainsi un lien entre ces deux manières différentes d'aborder Vétude des surfaces algébriques.
19. Une première remarque, dans cet ordre d'idées, est relative aux surfaces sous-adjointes. Nous avons vu (Chap. IV, n"^ 13 et 14) que les deux définitions, algébrique et transcendante, que l'on peut donner de ces surfaces étaient les mêmes, en ce sens qu'une surface cp qui est telle que sa section plane par un plan arbitraire est l'adjointe de la section plane correspondante de la surface donnée / est telle aussi que l'intégrale double
reste finie à distance finie, sauf en un nombre limité de points, et réciproquement.
Abordons maintenant l'étude des propriétés des courbes sousadjointes.
20. Soit toujours, sur la surface /(^, j, ^) ^ o d'ordre m, un système linéaire irréductible 1 G 1 de genre u et de degré n. Nous avons défini au commencement de ce Chapitre ce que l'on doit entendre par courbes sous-adjointes d'ordre n — '6 -\- r au système jGl. Ce sont des courbes qui jouissent de la propriété de couper une courbe générale C en un groupe de points appartenant à une série g^^^^+m- Nous les désignerons par la notation S,, et par S celles qui sont d'ordre n - 3.
Nous bornant d'abord au cas oii le système \ C | est celui des sections planes de la surface/, nous avons vu que le système des surfaces sous-adjointes d'ordre m-3-+-/- découpait sur cette surface un système j S, | de courbes sous-adjointes, de même ordre, au système | C j des sections planes. Cela résulte de leur définition même. Nous allons montrer que réciproquement toute courbe qui jouit de la propriété de couper un plan arbitraire suivant un 'groupe de la série g2n-2+rm appartient à une surface sousadj ointe d'ordre m - 3 H- r, sauf le cas oii la surface f donnée serait réglée ou serait une surface de Steiner.
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21. Supposons d'abord r<3. Par une droite arbitraire a qui coupe la surface en m points en dehors de la courbe envisagée S;^, faisons passer un plan a : il coupera la surface suivant une courbe plane G, et les points d'intersection de G et de S,., qui sont ceux de S,- et de a, appartiennent à une série «.Tv-o+^^r- Ges points, dans le cas considéré /•<3, déterminent donc, dans le plan a, une courbe adjointe Cm-'^^.r d'ordre m — 3 + r à G. Lorsque le plan a tourne autour de a, cette courbe engendre une surface sousadjointe à/, qui pourra contenir p fois la droite a, et dont l'ordre sera m — 3 + /• -j- p. Il nous suffit de prouver que p est nécessairement nul.
En effet, dans le cas contraire, l'intersection de la surface sousadjointe que nous venons de construire avec la surface/, se composerait, en dehors de S;, et des courbes multiples, d'une ou de plusieurs courbes passant par les points d'intersection de/et de a, qui, par lijpothèse, n'appartiennent pas à S^. Or, ces courbes ne peuvent être que planes et appartenir à des plans passant par a, sinon un plan quelconque passant par cette droite couperait la courbe S;^ en un point de plus. Ges courbes planes sont, en outre, d'un ordre inférieur à m, puisque l'intersection de la surface sousadjointe par un plan a se compose de la droite a comptée p fois et d'une courbe dont l'ordre est égal à m — 3 + r< /^. Il existerait donc, quelle que soit la droite «, des plans passant par cette droite et coupant la surface /' suivant une courbe réductible, propriété qui n'appartient, d'après ce que nous avons dit (p. 63), qu'aux surfaces réglées et aux surfaces de Steiner du quatrième ordre. Sauf ces cas, on a donc bien p ^= o et le théorème est démontré.
Supposons maintenant r>3. On fixera sur la droite a
r— 2 points arbitraires B<, B., B^_2 en dehors de /, et par
/• — 3 de ces points, soit Bo, . . . , B^_o, on fera passer /• — 3 plans arbitraires p^, • • -, ^^r-^ ne contenant pas a. Les courbes adjointes à la section plane de G de / par un plan a passant par <2, et qui contiennent les points de rencontre de S^ et de a, forment alors un système linéaire de dimension — ~^^ ~l2l. Qn fixera l'une
de ces courbes en l'assujetissant à passer par les points B, à avoir au point Bo deux points confondus avec le plan [^o, etc., et au
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point B^_o, r — 2 points confondus avec le plan ^r-i- Cette courbe ne peut d'ailleurs se décomposer en la courbe C et en une courbe d'ordre /• — 3, car il n'existe pas de courbe d'ordre /* — 3 passant parles points B et ayant en ces points avec les plans 3 le contact spécifié. Donc la courbe adjointe que nous venons de définir, quand le plan a tournera autour de a, sera une surface sous-adjointe d'ordre au moins égal à m — 3 -h /', et l'on démontrera, comme précédemment, que cet ordre est précisément égal à m — 3 4- /', sauf dans les cas exceptionnels que nous avons spécifiés. Le théorème est encore démontré.
23. En nous reportant à un tliéorème démontré au Chap. IV, 11" 15, il résulte encore de la démonstration précédente, qxv ime courbe qui coupe tous les plans cV un fcdsceau suivant un groupe de la série g^r.-^+rmjouit de cette propriété pour un plan arbitraire et est, par suite, une courbe sous-adjointe d'ordre /7i -— 3 -f- /' au système des sections planes de la surface/.
En résumé, toutes les courbes sous-adjointes S^ d'ordre ;^ __ 3 _4- /■ au système des sections planes \(^\ de la surface f forment un système linéaire défini par le système de toutes les surfaces sous-adjointes de même dimension /?2 — 3 -1- /•. Ce système est donc un système complet ] S^ |.
24. Considérons maintenant^ sur la surface /', un système linéaire arbitraire | C j, complet, irréductible, simple, de genre tt supérieur à zéro, de degré «, et tel, en outre, qu'il n'existe pas, sur la surface, de faisceaux de courbes ayant, avec ce système, un seul point variable d'intersection. Soit
(i) «oLo-t- «il-i -+-•••" «iI^6--= o
le système de surfaces qui détermine | C | : on peut toujours faire en sorte que les surfaces L soient des surfaces arbitraires du système. Envisageons le système à trois dimensions
(2} aoLo+ «iLi-- ajLa-l- a^Ls^ o
et effectuons la transformation habituelle
Lio L-O ^0
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qui transforme la surface/en la surface/' d'ordre ii dont le système complet contenant les sections planes correspond au système | G|. Le genre du système transformé sera d'ailleurs égalai, et, d'après les hypothèses faites, la surface/' ne sera pas réglée.
A une sous-adjointe d'ordre n — 3 -i- /' au système | G | sur / correspondra sur/' une sous-adjointe de même ordre au système des sections planes de /', et réciproquement. Donc le système complet I S',, I de toutes les sous-adjointes d'ordre /? — 3 + /• au système |G'| des sections planes de/' a pour correspondant sur/ un système complet | S^ | qui contient toutes les courbes S^ sousadjointes d'ordre n ~ ?> -\~ r au système | G |.
L'indétermination, qui semble exister dans cette définition, par suite du choix particulier des surfaces L qui ont servi à effectuer la transformation, disparaît d'ailleurs d'elle-même, si l'on tient compte de la remarque faite au n" 23, à savoir qu'une courbe qui coupe tous les plans d'un faisceau suivant un groupe de la série ^27i-2+r// jouit de cette propriété pour un plan arbitraire. Si donc, dans la transformation [)récédente, on modifie seulement les surfaces Lo ^"^ Lg, le système | S^. | ne changera pas, et comme d'ailleurs on peut toujours passer d'une surface transformée aune autre par une série de surfaces ayant deux à deux un faisceau commun, on en conclut bien que l' ensemble de toutes les sousadjointes d'ordre n — 3 -|- /• au système \ G | sur f forme un système complet \ S,. | qui est complètement déterminé par le système de toutes les surfaces sous-adjointes d'ordre n — '6 -^ r relatives à une surface d'ordre n image de la surface donnée, que l'on obtient au moyen de quatre surfaces arbitraires linéairement indépendantes du système des surfaces qui détermine le système donné } G |.
25. Si l'on impose aux surfaces sous-adjointes des conditions supplémentaires, si par exemple on considère, au lieu des surfaces sous-adjointes, les surfaces adjointes, il est évident que l'on obtiendra d'autres systèmes complets, d'après la définition même de ces systèmes, qui seront composés uniquement de sousadjointes.
Il résulte du théorème précédent que ces systèmes seront compris partiellement dans le système complet défini au numéro pré-
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cèdent, qui est formé de toutes les sous-adjointes et que nous appellerons le système total complet des sous-adjointes d'ordre n — 3 -f- /■.
De là résulte encore, et ceci est important, que le système résiduel d'un système partiel de sous-adjointes par rapport au système total ne pourra se composer que de courbes n'ayant avec le système donné ] G| aucune intersection variable, ou bien que le système partiel aura quelques points-bases non bases pour le système total. D'autre part, des courbes n'ayant avec le système |G| aucune intersection variable ne peuvent être que des courbes fixes fondamentales par rapporta ce système. Donc le système résiduel d'un système partiel de sous-adjointes par rapport au système total de ces sous -adjointes ne peut se composer que d' un ensemble de courbes fondamentales et de points fixes.
Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, auK sous-adjointes d' ordre n — 3, que nous désignerons par S sans indice.
26. Voyons maintenant quelles relations existent entre les systèmes sous-adjoints de deux systèmes dont l'un est le résiduel d'une courbe ou d'un troisième système par rapport à l'autre.
Soit 1 G, 1 le système résiduel d'une courbe G^ par rapport à un
système ] G |
j Cl I -- I C ! — Ca.
Si le système \ S ] des sous-adjointes à | G | contient la courbe G., le système résiduel ] S | — G. constitue un système de sous-adjointes à | G|, qui pourra être partiel.ou total, c'està-dire que les courbes de ce système découperont sur une courbe G, arbitrairement clioisie un groupe de la série g-m.-^i^ "^i étant le genre de | G, |.
Pour démontrer ce résultat, remarquons que parmi les surfacesimages/' de / dont le système des sections planes correspond au système | G |, nous pouvons en choisir une telle que l'une de ses sections planes se décompose en deux courbes C\ et G'^ correspondant à la courbe G, arbitrairement choisie et à la courbe Go. Or les points multiples d'une courbe plane G' transformée d'une courbe G appartiennent aux lignes multiples de la surface/'. Il en est de
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même pour la courbe C'^ -t- G^, mais elle aura, en outre, i points doubles correspondant aux i points d'intersection variables d'une G, et d'une Ga- Le système | S ] des sous-adjointes à j G | est, par définition, déterminé sur /' par l'ensemble des surfaces sousadjointes <ï>' d'ordre n — 'i. Soient n^ et n^ les ordres respectifs de G'^ et de G', sur/^, en sorte que l'on di n^^n^-^ n^. Gelles des surfaces ^' qui passent par G^, ce qui est possible par hypothèse, détermineront sur f le système |Sj — G'^. Or, chacune de ces surfaces découpe sur le plan de G'^ -i- G'^, en dehors de G.,, une courbe d'ordre n — 3 -- /Zo^^ /^^ — 3, qui est évidemment adjointe à G'^ et coupe, par conséquent, G'^ en 2714-2 points en dehors des i points d'intersection de G'^ et de G^. Or, ces points sont ceux où la courbe d'intersection S — G'^ de la surface ^' envisagée et de f coupe la courbe G'^ ; donc cette courbe S — C^ (et, par suite, sur la surface /, la courbe S — G2) est une sous-adjointe à G,, ce qu'il fallait démontrer.
27. Envisageons encore le cas où un système j Gi | se déduit d'un système j G| par l'adjonction de nouveaux points-bases. Il nous suffira de supposer que l'on adjoint au système | G | un seul pointbase O d'ordre )., en sorte que le système | G, j est défini par
IGil -i G-OM.
Dans cette hypothèse, les sous-adjointes à \ G \ qui ont le point O comme point-base d'ordre ). - i , si cette opération est possible, sont des sous-adjointes à \d\ \.
La démonstration est immédiate. Les sous-adjointes S, sur/, coupent toutes les courbes G, et, par conséquent, la courbe Gi, qui est une courbe totale de | G ], en un même nombre de points. Donc les sous-adjointes S qui ont le point O comme point multiple d'ordre A — i couperont G,, en dehors de ce point multiple et d'une partie commune à toutes les courbes G, en
•2 71 - 1 — XÇk l)
points. Or, si 7u, désigne le genre de G,, on a
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d'où
2 TT — 2 X ( X I ) — 2 TTi — 2,
et, par suite, les courbes du système \ S — 0^'~' | sont liien des sous-adjointes à | C, |.
28. Si le système | C, | se déduit du système j G j, en imposant au point-base O de j G !, supposé de multiplicité )., une multiplicité supérieure X 4- p, on verrait, par un raisonnement analogue au précédent, que les courbes du système | S — 0? | sont sousadjointes à I G, |.
29. En résumé, soit un système \ C^ \ que l'on déduit d'un système G], en retranchant de ce système un système | Go | et imposant au système résiduel des nouveaux points-bases O d'ordre \ non bases pour | G |, en sorte que l'on peut écrire symboliquement
I Cil :=. I G--Go-lOX|:
si I S I désigne le système total des sous-adjointes à | G j, ou un système partiel, les courbes du système
I S — G,— SQX-i i,
si l'opération ainsi définie est possible, forment un système complet de sous-adjointes à | G, | , qui peut être total ou partiel. S'il est partiel, le système total | S, | sera la somme de ce système partiel et d'un groupe B, de courbes fondamentales pour Gi et parmi lesquelles nous supposerons compris les points-bases appartenant au système partiel et pas au système total. Nous écrirons donc
j Si I - jS— G2-SO>-i-6i i.
30. Les remarques précédentes se rapportent à la soustraction d'une courbe du système sous-adjoint. Envisageons maintenant l'opération de l'addition.
Soit 1 G j — i G, -4- G2 1 le système complet, somme des deux systèmes irréductibles ] G, | et ] G2 !• Nous savons que chacun de ces systèmes peut être considéré comme le résiduel de l'autre par rapport à ] G | (Ghap. V, n° 21). On peut, en particulier, considérer le système ] G, ] comme le résiduel de ] G | par rapport à une
SYSTÈME ADJOINT A UN SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES. iSj
courbe C,
Soient I Si I le système total des sous-adjointes à | G/| , et | S } celui des sous-adjointes à | C |, Qi un groupe de courbes fondamentales pour'l G, |, on a, en vertu des remarques précédentes (n*" 29),
I Si ! = i S-G2-f-8i I,
puisque le système | G, | n'a pas de points-bases qui n'appartiennent pas à I G |. Ainsi le système | Si | est le résiduel du système I S ^ B, I par rapport à | G2 |.
Supposons, en outre, et cela suffit pour le résultat que nous voulons mettre en évidence, que le système | G2 1 n'ait pas de pointsbases : alors le système | S -f- Qi | sera la somme des deux systèmes |Si 1 et I G^KGhap. V, n-25),
I Si-f-Ca i - i S-f-Gi |,
d'où l'on conclut que si les courbes 64 fondamentales pour | Gi | ne sont pas fondamentales pour | G |, une courbe S.-l- 9i coupera une courbe G en plus de 2 tu— 2 points, donc que le système ] Si H-Go | lie sera pas formé de sous-adjointes à | G|. Ainsi, tandis que le système | S — G2 1 résiduel du système des sous-adjointes \'è\ de I G I pat- rapport à | Go | forme un système de sous-adjointes à I G, |, réciproquement le système | Si -f Go | somme du système des sous-adjointes à\Q^\ et du système \ Go | ne forme pas, en général, un système de sous-adjointes à |G|. Gette remarque est capitale pour ce qui va suivre.
V. — Des courbes adjointes à un point de vue purement géométrique.
31 . Nous sommes en mesure maintenant de donner la définition du système adjoint à un système donné, telle que l'a formulée M. Enriques (^), sans supposer faite préalablement l^ étude du système canonique.
(') Frederigo Enriques, //i^/'oc^as/o/ie alla Geometria sopra le superficie algebi'ictie (11° 25) [Memojne delta Società ilaliaiia délie Scienze (delta dei XL). série IV^, t. X.
G. Castelnuovo et F. Enriques, Sur quelques résultats récents dans la théorie des surfaces algébriques {Matheni. Annalen, t. XLVIII).
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En outre des propriétés du système sous-adjoint que nous venons d'établir, il faut admettre, comme point de départ de ces recherches, la possibilité de transformer une surface quelconque en une autre sans singularités dans l'hyperespace, c'est-à-dire en une autre n'ayant que des singularités ordinaires, courbe double et points triples, dans l'espace à trois dimensions. En nous reportant à ce que nous avons dit précédemment sur ce sujet, nous admettons donc la possibilité de définir, sur toute surface, lUi système pu?' non singulier, c'est-à-dire simple, irréductible, sans points-bases ni courbes fondamentales et qui permet d'effectuer la transformation précédente. Il existe une infinité de ces systèmes; nous les désignerons par la notation | M |.
32. Gela posé, le système adjoint \Ma\'A un système |M| pur, non singulier, est, par définition, le système total des sousadjointes à ce système, et les surfaces sous-adjointes qui le déterminent sur la surface transformée (qui n'a que des singularités ordinaires) sont considérées comme des surfaces adjointes.
Cette définition des surfaces adjointes concorde bien, dans ce cas particulier, avec celle que nous avons donnée antérieurement (Chap. IV, n''20).
Appliquons à ces courbes adjointes |M«| les remarques faites dans la section précédente.
Soient |M,j et IMo] deux systèmes purs non singuliers; leur
somme
|M|== IMi+M,]
sera aussi un système pur non singulier. On aura donc, d'après ce que nous avons dit (n" 30), entre les systèmeè'adjoints, qui se confondent avec les systèmes sous-adjoints, non seulement la relation
lM,al = |Ma-M2!,
mais aussi la relation réciproque
lMal = |Mi«-f-Mol-|Mi-f-M2aI,
puisque ces systèmes n'ont pas de courbes fondamentales.
Nous avons supposé que le système |Ma| n'a pas de pointsbases. C'est ce qui a lieu le plus souvent, puisque le système-
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somme d'un système de sous-adjointes et de ses points-bases forme évidemment un système de sous-adjointes, et que nous avons supposé que le système \Ma\ était le système total des sous-adjointes. Mais, en restant dans la plus grande généralité, il se pourrait que cette opération de l'addition ne fût pas possible, et que le système |M«| eût nécessairement des points-bases. Nous devons donc supposer que les égalités symboliques précédentes sont écrites à des points-bases près.
33. Considérons maintenant un système irréductible arbitraire |G|. On peut toujours supposer que ce système est obtenu au moyen d'un système pur non singulier |Mi| en retranchant de ce système un système irréductible |G'J, et imposant au système résiduel les points-bases O de |G| avec leur degré de multiplicité X, en sorte que l'on peut écrire symboliquement les deux égalités
ICI - |Mi-g;-20^I
et
|Mi| = |G-f-G'i-i-SO^i.
Or, nous avons vu (n° 29) que le système défini par
est un système complet partiel de sous-adjointes à |G|, mais qu'il n'est pas, en général, le système total si le système |G| a des courbes fondamentales.
On donne le nom de système adjoint à jGj à ce système partiel. Il est donc défini symboliquement par
|Gial = IMi«-G;-SO^-M.
Pour que le système adjoint à |G| existe, il faut donc, d'après cette définition, que le système |M<«} contienne partiellement |G'J.
Il faut, en outre, pour que cette définition ait un sens précis, montrer qu'elle est indépendante du système particulier |Mi| pris comme point de départ. Soit donc [Mo] un second système pur non singulier, tel que l'on ait
IM2I = I G 4- g; 4- 2 0)^-1 1.
Formons le système-somme
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On a
lMaI-lM,a--M,! -IM,-M2«|
et, par suite,
Mais, par hypothèse, le système \M^a\ contient partiellement ]C', j : on peut donc, de cette relation, conclure (Ghap. V, n« 26)
et
;M,a-G;-SO>>-iI -lM,«-G^-SO>-i|.
Parla se trouve bien justifiée la définition du système adjoint \Ca\ à un système |C irréductible quelconque.
34. Nous arrivons maintenant au tliéorème fondamental de M. Enriques que nous avons déjà énoncé (n° 9) :
Soient \Ci \ et ICo] deux systèmes linéaires de courbes sur une surface, le système |C,«| adjoint au premier^ additionné au second, donne un système [G, «-h Go] qui est contenu dans le système |G«1 adjoint à \C\ - [G, -+- G^l et cjui en dijj'ère seulement en ce que tout point-hase d^ ordre Xo pour jGol et non hase pour jG<| est d'ordre 1^ pour |G,a-4-GJ| et d'ordre À.— i pour jGrt|.
Ge théorème est une conclusion immédiate des définitions précédentes. Il suffit d'effectuer les opérations de l'adjonction sur les systèmes définis par les égalités symboliques
1M,1 ^iGi-^G'i-i-SOl-!,
|M2j-|G2-f-G;-i-EOVl,
1M| = Mi-i-Mal - iG-i-G\-i-G'2-f-20V-^SO"^'|.
On en conclut
lGa!= iG,a^-G2+^02| = |G2«+G,+ 20,', ce qui est l'expression du théorème énoncé.
35. De ce théorème on conclut, comme aux n"* 10 et 11, que si IG2I est le système résiduel d'un système |G| par rapport à un
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système |G,1 qui y est contenu partiellement, en sorte que l'on a
le système adjoint |G«| de |G| se déduit du système |C,«| adjoint à |Ci| par l'opération
A désignant les points-bases de iC,| non bases pour |C|, et B les points-bases de |G| non bases pour jG,! et, par conséquent, bases pour|G2|.
36. Remarquons encore que, des développements précédents, il résulte que dès que l'on connaît le système adjoint à un système donné, on peut, par de simples opérations d'addition et de soustraction efïectnées sur la surface, en déduire le système adjoint à un système arbitrairement donné.
37. Au point où nous en sommes, il ne sera pas inutile de mettre de nouveau en évidence les différences qui existent entre les deux méthodes qui nous ont servi à définir le système adjoint.
Dans la première, nous plaçant au point de vue transcendant, nous avons commencé par définir les surfaces canoniques et les surfaces adjointes. Puis, supposant qu'il existe un système canonique^ c'est-à-dire que/?o^>o, et partant de la propriété d'invariance de ce système, déduite de l'étude des intégrales doubles de première espèce, nous avons défini alors le système adjoint; nous nous sommes placés dans cette première méthode à un tout autre point de vue que M. Enriques.
Dans la seconde méthode, au contraire, laissant absolument de côté le point de vue transcendant, et n'employant que des opérations purement algébriques et géométriques, nous avons d'abord, avec M. Enriques, étudié les propriétés des systèmes sous-adjoints et nous en avons conclu une définition des systèmes adjoints, sans faire jusquà présent aucune hypothèse sur r existence ou la non-existence du système canonique qui n'est pas encore défini, et nous sommes ainsi arrivés au théorème fondamental.
Avant d'aborder la question du genre numérique des surfaces de genre géométrique nul, il y a évidemment lieu de voir com-
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ment, ayant défini le système adjoint par ce dernier procédé, on arrive ensuite à la notion du système canonique et si ce système est le même que celui aucpiel nous avons donne ce nom en nous appuyant sur des considérations de nature transcendante. En d'autres termes, il s'agit de voir si les deux définitions du genre géométrique auxquelles on arrive par des procédés différents sont bien les mêmes.
Puis il nous restera encore à définir les surfaces adjointes.
38. La définition du système canonique, au point de vue algébrique, est une conséquence du théorème fondamental. De l'égalité
on déduit en effet que si le système |G|a] adjoint à |G| | contient ce système, on pourra écrire
d'où la conclusion suivante, qui est la réciproque d'une proposition énoncée (n" 8) :
Si, sur une surface, un système irréductible est contenu dans son système adjoint, tout autre système irréductible est aussi contenu dans son adjoint. Chaque système sur la suif ace a donc, par rapport à son adjoint, un système résiduel qui, à des points-bases près, est indépendant du système choisi pour le construire.
Ce système résiduel est, par définition, le système canonique de la surface, et sa dimension augmentée d'une unité est le genre géométrique de la surface.
On a donc, pour définir ce système, |C| étant un système arbitraire et O ses points-bases, l'égalité
iKl=.iG«-G-SO!.
Considérons, en particulier, un système pur non singulier |M| qui permet d'effectuer la transformation de la surface en une surface n'ayant que des singularités ordinaires; le système canonique !K| est aussi le résiduel du système |M| par rapport à son
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adjoint |M«|
|K[-|Ma-Ml.
Or, par définition (n° 32), le système adjoint à un système pur non singulier est le système total de ses sous-adjointes. Soit n le degré du système |M|, qui est l'ordre de la surface transformée/"'. Sur la surface/'', le système adjoint |M^| est défini par le système des surfaces sous-adjointes d'ordre n — 3, et par conséquent le système |K| est défini par le système des surfaces sous-adjointes d'ordre n — l\.
D'autre part, d'après ce que nous avons dit (Chap. IV, n° 20 et n° 19 de ce Chap.), ces surfaces sous-adjointes, puisque la surface/' n'a que des singularités ordinaires, ne sont autres que les surfaces adjointes du même ordre définies par voie transcendante. De là on conclut, sans qu'il soit besoin d'insister, que le système canonique |K| défini par voie transcendante est bien le même que le système canonique défini par voie algébrique, que les dimensions de ces deux systèmes sont aussi les mêmes, et cette seconde méthode établit comme la première l'invariance du genre géométrique/?^..
39. Au point de vue algébrique et géométrique où nous nous sommes placés dans cette section, il nous reste encore à définir les surfaces adjointes à une surface ayant des singularités quelconcjues. Lorsque la surface n'a que des singularités ordinaires les surfaces adjointes sont par définition les surfaces sous-adjointes.
Soit |G| le système des sections planes d'une surface /d'ordre m et |G^| son système adjoint. Ce système est découpé sur /par un système particulier de surfaces sous-adjointes d'ordre m — 3, auxquelles on donne le nom de surfaces adjointes d'ordre m — 3 à /. Elles diffèrent des sous-adjointes par leur comportement aux points multiples isolés de/
De cette définition on conclut à celle des surfaces adjointes d'ordre m — 3 4-r(r^o) : ce sont les surfaces sous-adjointes de même ordre qui se comportent comme les surfaces adjointes d'ordre m — 3 le long des lignes multiples et aux points multiples isolés de / Elles jouissent de la propriété de découper sur / le système adjoint au système |('/' -H i)G|. En effet, on a, en vertu du théorème
fondamental,
|[(/---i)G]aj-|Ca-+-/-Gi:
or, une courbe C^-r- 'C étant déterminée par une surface adjointe d'ordre m — 3 et par une surface arbitraire d'ordre /•, le système tout entier sera évidemment défini par le système des surfaces adjointes d'ordre m — 3 -f- r. C'est le raisonnement que nous avons déjà fait (n° 14).
Partant de cette définition des surfaces adjointes, M. Enriques montre que les surfaces adjointes d'ordre m — 4 ne sont autre chose que les surfaces canoniques de Nœther, c'est-à-dire celles que nous avons définies tout d'abord. Les considérations qu'il emploie, dans lesquelles les courbes fondamentales jouent un rôle important, sont délicates; comme la question est pour nous évidente d'après notre première méthode, nous renvoyons pour ce point le lecteur aux mémoires originaux de l'auteur.
VI. — Du genre numérique des surfaces dont le genre géométrique est nul.
40. Revenons maintenant à la question qui nous intéresse, c'est-à-dire à la démonstration de l'invariance du genre numérique/'/i, quand le genre géométrique est nu], pg^:^ o. Il nous reste peu de chose à dire, du moment que la propriété du système adjoint est établie.
En désignant toujours par ô((^) le défaut de la série canonique déterminée par |C«| sur la courbe générale de IGj, de sorte que la dimension de cette série est ,
on voit d'abord que, dans le cas où /?^=rzo, ce nombre est aussi la dimension de |C^|. En efiet, la dimension de \Ca\ est, comme pour le cas de p^^o, celle du système des surfaces adjointes d'ordre n — ^ 3 à la surface /', image de /, dont le système des sections planes est l'image du système |C|. Mais, dans le cas actuel, il n'existe pas de surface adjointe d'ordre n — 3 passant par 71 — 5(G) points pris arbitrairement sur une courbe plane C image de C. Donc la dimension de ce système de surfaces, et par
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suite la dimension de IC^I, est bien égale à
TT-I — 0(G
il. Quant au théorème établissant la relation
du moment que le système |C) | est contenu partiellement dans | G|, il se démontre sans aucun changement.
Pour démontrer ensuite que Le défaut o(rC) lorsque r augmente atteint un maximum, il suffira de remarquer que, dans le cas oix p^^=z o, il n'existe pas de courbe du système adjoint pouvant contenir iZr — S(''G) points d'une courbe /G. La dimension du système |(/'G)«| est donc égale à
et l'on en déduit l'égalité
puis, en passant par les mêmes intermédiaires, la relation
(A) ô[(r--i)G]-S(rG)=:w,,_,+,^i
et finalement
OÙ o(/'G) a sa valeur maxima invariante. Donc le genre numérique p,i a bien une valeur invariante dans le cas oùy?,r= o.
Faisons encore une dernière remarque. Nous n'avons établi l'identité qui doit exister entre les surfaces adjointes définies, soit par le procédé transcendant, soit par le procédé algébrique, que dans le cas où la surface n'a que des singularités ordinaires. Mais peu importe, puisque la valeur maxima deû(G) est un invariant, qui convient par conséquent à toutes les surfaces-images, et en particulier à la surface-image qui n'a que des singularités ordinaires. On trouvera donc toujours la même valeur pour/?,;.
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VII. — Du système bicanonique
42. Une notion très intéressante, et sur laquelle M. Enriques est le premier à avoir appelé l'attention, est celle du système bicanonique, qui joue un rôle fondamental dans la théorie des surfaces rationnelles, et peut fournir, dans bien d'autres cas, de nouveaux caractères invariants de la surface, distincts des nombres pg et pn étudiés précédemment. Nous nous bornerons à donner la définition d'un pareil système et à mettre en évidence ses principales propriétés.
Soient |C,| et IG2I deux systèmes linéaires de courbes sur une surface, et reportons-nous au théorème fondamental de M. Enriques (n« 34) qui est exprimé par la relation symbolique ICa+Go+SO^l-lCoa^-Ci-i-^Oil
d'où l'on conclut
Si le système |C,«| adjoint à |C,| contient ce système, c'est-à-dire si la surface possède un système canonique (/?^-> o), il résulte de la deuxième égalité que le système
(k) |2Gi«-2G,--'2S0i| = |-2G2«-2C2-2S02l
est le double du système canonique; et il ne peut évidemment donner lieu à aucune considération nouvelle.
Mais supposons, au contraire, que la surface soit de genre/?^= o, c'est-à-dire que le système |C,a| ne contienne pas |C, |, il pourra arriver cependant, comme nous le verrons tout à 1 heure par des exemples, que le système |2G,«! contienne le système |2C,|, et qu'on puisse, par conséquent, de l'égalité (i) conclure à l'égalité (A); d'où cet énoncé :
Si une surface algébrique, le double d'un systè/ne linéaire irréductible |Cj, est contenue dans le double de son système adjoint |G«|, il en sera de même pour tout autre système linéaire sur la surface, et le système résiduel de \iC\ par rapport à\'iCa\ est, à des points bases près, le même quel que soit le système |C|.
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Le système
l2Ga— 2G — 220|
est donc un système parfaitement déterminé. C'est à ce système que M. Enriques a donné le nom de système hicanonique. Le nombre P des courbes bicanoniques linéairement indépendantes est évidemment un invariant et s'appelle le higenre de la surface. On pose P = o si le système |2G| n'est pas contenu dans |2C«|, etP=:i, si le système résiduel |2G«— 2G| se compose d'une seule courbe ou si le système 2G« coïncide avec le système 2 G.
43. Relativement à la série de groupes de points qu'une courbe bicanonique découpe sur la courbe générale d'un système irréductible, on a l'énoncé suivant :
Une courbe bicanonique arbitraire découpe sur la courbe générale d'un système irréductible |G| un groupe de points qui, ajouté à deux groupes de la série caractéristique de |G| et aux pointsbases de |G| comptés avec le double de leur degré de multiplicité, constituent un groupe de la série ^^u-/,, r, étant le genre d'une courbe G.
44. Proposons-nous maintenant de construire le système bicanonique sur une surface, s'il existe. Bornons-nous au cas d'une surface qui n'aurait que des singularités ordinaires, courbe double avec points triples, ou plus généralement une courbe multiple ordinaire d'ordre i, sans points isolés, en sorte que les systèmes des surfaces adjointes et sous-adjointes coïncident. Soit |G| le système des sections planes d'une pareille surface. Gherchons quel est le système de surfaces adjointes qui déterminera le système bicanonique. Or, chaque courbe bicanonique coupe une courbe G en 4'n: — 4— 2/^ points, comme il résulte de la remarque précédente (n°43). Ge dernier nombre peut s'écrire sous la forme
\- — \ — in --z^ 2 - — 'H- 2 7: — >. — 111 ~ iT. — 1 -\- ni^n ~ W) — ii^i — i),
d'où l'on conclut que le système bicanonique est découpé par des surfaces adjointes d'ordre n — 3 + /i — 0 = 2/1 — 8, mais non par le système total de ces surlaces. Il faut envisager seulement celles qui, le long de la ligne multiple d'ordre i, ont un comportement tel que les sections, par un plan général, de la surface
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considérée et de l'iine de ces surfaces adjoiiiLes aient, aux points de rencontre avec la ligne multiple, i{i— i) points de rencontre condensés en plus des ^(i — 0 points qui s'y trouvent déjà, en vertu de la définition des surfaces adjointes. C'est donc un total de 2i(f — 0 points, qui se réduit, pour i =- 2, à /,. Donc, dans le cas d'une surface n'ayant qu une courbe double avec points triples, le système bicanonicjue est déterminé par celles des surfaces adjointes d'ordre 2/1 — 8 qui admettent la courbe double comme ligne double. Le nombre de ces surfaces biadjointes, linéairement indépendantes et ne contenant pas la surface f, est égal au bigenre (^).
4o. Donnons quelques exemples de surfaces avant le genre géométrique nul et un bigenre P > o.
Considérons d'abord, avec M. Enriques, une surface du sixième ordre ayant pour lignes doubles les six arêtes d'un tétraèdre, et par suite les quatre sommets comme points triples. Une telle surface a une équation de la forme
/2(Xi^3^4, X^X^X;, X^X.X!,, X^X,_X^) + ^i ^Ts ^3 ^i ?2 (^1 , ^2, -2^3, -^ ) = «J
où /; et cpo sont des formes quadratiques : la première des produits x.XiXr,,\. . la seconde des variables x^, x., x-.^, Xr,, les faces du tétraèdre ayant pour équations x, ^x.=^ x^, =:x,= o. Cette surface n'a pas de points multiples isolés, et sa section par un plan arbitraire, même passant par un des sommets, est une courbe de genre constant égal à 4- Les surfaces adjointes à une pareille surface doivent passer simplement par les six arêtes du tétraèdre. Il n'existe pas de surface adjointe du second degré;'c'est-à-dire de surface canonique, donc/?^— o.
D'autre part, le nombre des conditions pour qu'une surface de degré n contienne les six arêtes du tétraèdre est égal à 6 /i — 2; le
(') L'importance du bigenre P ressortira suffisamment d'un théorème extrêmement remarquable dû à M. Castelnuovo, que nous ne pouvons malheureusement qu'énoncer ici : La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit unicursale est que l'on ait p^^- o,V ^-o (Castelnuovo, Memona preniiata dalla Società Italiana délie Scienze, 1S96). " est bien curieux que l'égalité à zéro de deux nombres invariants relatifs à la surface suffise pour (ju'elle soit unicursale.
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genre numérique de la surface est donc égal à
(6-0(6 — 9.)(fi — 3) .
Il existe, au contraire, une surface adjointe d'ordre 2n — 8 = 4 passant deux fois par chaque arête du tétraèdre, c'est le système des quatre faces de ce tétraèdre, donc
46. Voici un second exemple dû à M. Caslelnuovo : une surface du septième ordre ayant une droite triple, une conique double ne coupant pas la droite, et trois tacnodes dont les plans tacnodaux passent par la droite, a les caractères pg = p,i= o, et P= a. De plus les courbes bicanoniques variables sont des quartiques elliptiques sur des plans passant par la droite triple.
Voyons d'abord comment on peut construire une pareille surface. Sur une surface cubique générale /a = o, fixons une droite r et une conique A" n'ayant pas de points communs avec la droite. Par /', comme on le voit facilement, passent cinq plans qui sont tangents à /";$ en des points extérieurs à /•. Soient a = o, p = o, Y = o trois de ces plans, A, B, G leurs points de contact, et o = o un plan arbitraire passant par r. La surface
est bien une surface du seplième ordre satisfaisant à l'énoncé.
Une deuxième s'obtient en considérant une surface du. quatrième ordre /, = o, passant doublement par la conique A, touchant les plans a, [^, y, en A, B, G, et à laquelle on adjoint les trois plans aj^Y = o, soit
La surface générale du faisceau
est une surface indécomposable du septième ordre satisfaisant à l'énoncé.
Les surfaces adjointes à une pareille surface sont d'ordre 3, elles doivent passer simplement par la conique A, doublement par
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la droite /-; chacune de ces surfaces doit donc déjà se décomposer en le plan de la conique k et en deux plans passant par r. Mais la surface possédant trois tacnodes A, B, C, les surfaces adjointes doivent passer par ces points, c'est-à-dire que les deux plans passant par /• devraient les contenir, ce qui n'a pas lieu généralement. Donc il n'existe pas de surface du troisième ordre adjointe à F7, et l'on a par suite
Calculons /?„. Une surface du troisième degré dépend de vingt coefficients. Le nombre des conditions pour qu'une pareille surface ait comme courbe double une droite donnée est égal à 10, pour qu'elle passe par la conique k est égal à 7, et pour qu'elle passe parles points A, B, G égal à 3; soit 20 conditions simples, donc
Pn ■= O.
Une surface biadjointe sera de l'ordre 6, devra passer deux fois ]3ar la conique k et par la droite /', de manière que le nombre des points de rencontre des sections planes correspondantes de cette surface et de la surface F7, condensés au point de rencontre de la dioiteetduplan, soit de 2i(i — i) = 12 (i = 3) : ce qui exige que la surface biadjointe passe trois fois par la droite /' et ait, en outre, en chaque point de cette droite, les mêmes trois plans tangents que la surface F7. Elle doit, en outre, toucher les plans a, p, y aux points A, B, C.
Ces conditions exigent que la surface biadjointe se décompose en le plan de k et en une surface du cinquième ordre cp^ passant trois fois par r avec les mêmes plans tangents que^pT en chaque point de cette droite, une fois par k, et tangente aux plans a, p, y en A, B, C. Or un plan arbitraire passant par r touche F7 en quatre points variables avec le plan puisque la surface F7 n'a pas, comme on le voit facilement, de points quadruples sur /•. Donc ce plan doit toucher aux mêmes quatre points la surface cp5 qui passe trois fois par r. Cela exige que cette surface passe non seulement trois fois mais quatre fois par /•, et par suite, en tenant compte des autres conditions, elle devra se décomposer en le plan de k et en quatre plans passant par r, à savoir les trois plans a, (^, y, et un quatrième plan variable qui détermine sur F7 la partie va-
riable de la courbe bicanoniqiie générale. On a donc bien
et la courbe bicanoniqiie est une qiiartique avec deux points doubles.
47. De la notion de système bicanonique on passe naturellement, ainsi que l'a montré M. Enriques, à la notion des systèmes i fois canoniques^ et qui sont définis de la manière suivante : partant toujours de la relation fondamentale I Gi«-^ G2 1 — I Gsrt H- G]| , en supposant pour plus de simplicité que les systèmes |G| | et IG2I n'ont pas de points-bases, on tire
\iCia-iC,\--^ \iG,a—iC,\ - |K/|, si le système |jGia| contient le système \iCi |, et ce système jouit de la propriété d'invariance. Il se peut que le système |C«j ne contienne pas |G|, ni le système |2G«| le système |2G|, mais qu'on puisse déterminer l'entier i de manière que le système \iCa\ contienne \iC\. Le système i fois canonique ainsi défini fournira alors de nouveaux caractères invariants de la surface, en particulier le nombre P^- des courbes i fois canoniques qui sont linéairement indépendantes, le genre de ces courbes, etc.
11 peut arriver que le système |K/| n'existe pas, quel que soit i. On le vérifie de suite pour le plan, pour une surface réglée quelconque et, en général, pour toute surface contenant un système | G| de genre tû, dont deux courbes ont plus de au — 2 intersections variables.
Quelques remarques relatives aux surfaces réglées (i).
48. Nous avons laissé de côté, dans la section précédente, les surfaces réglées et plus généralement les surfaces sur lesquelles existent un système linéaire de courbes | G | et un faisceau de courbes | D |, linéaire ou non, tels que la courbe générale du premier ne soit coupée qu'en un point par la courbe générale du se-
(1) Voir à ce sujet différents passages de Vlntroduzione de M. Enriques, particulièrement les n°' 21 et 24.
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oond D, qui est alors forcément uniciirsalc. De pareilles surfaces ont d'ailleurs évidemment pour images des surfaces réglées sur lesquelles les courbes correspondant au système | C | sont des directrices.
Nous avons déjà vu (t. I, p. 194) qwe pour ces surfaces, sur lesquelles il existe un faisceau de courbes unicursales, le genre géométrique pg était nul, et nous avons trouvé, pour les surfaces réglées (t. 1, p. 241), une valeur de />„ égale à — i:, tt étant le genre d'une section plane quelconque de la surface.
Pénétrons un peu ^lus avant dans l'étude de ces surfaces, cl demandons-nous si les différents théorèmes qui nous ont servi, dans ce Chapitre, pour établir l'invariance de pn sont applicables aux surfaces réglées. En d'autres termes, l'égalité fondamentale
Pff — Pn= ^W/i
est-elle applicable aux surfaces réglées?
Pour l'établir nous sommes partis de ce fait, à savoir que sur une surface / de degré m, dont | C | est le système des sections planes, le système adjoint au système |(/+i)^l était déterminé parles surfaces adjointes d'ordre ni — 3 + r(Ghap. VI, n°* 14 et 39). Si cette propriété s'applique aux surfaces réglées, on verra facilement, sans qu'il soit besoin d'insister, comment on peut conclure à l'invariance de o(/*C) et aux autres formules fondamentales qui y sont relatives.
Nous nous proposons donc de démontrer que :
Sur une surface réglée d'ordre m, les courbes adjointes au système \{r -^ \)Q\^ |G| étant le système des sections planes, sont les intersections de cette surface, en dehors des courbes multiples, avec les surfaces adjointes d'ordre ni — 3 + r.
49. Voici d'abord un premier lemme relatif aux surfaces qui possèdent un faisceau de courbes unicursales D. Ce faisceau peul ne pas être linéaire, mais il est évident qu'on peut former avec ses courbes un faisceau linéaire de courbes dont chacune sera composée d'un certain nombre s suffisamment grand de courbes D; soit (1) aoMo+aiMi= o,
le système de surfaces, qui détermine ce faisceau.
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Soit alors sur la surface un système linéaire irréductible | G | de courbes, dont la courbe générale coupe une courbe D en p >- i points variables, et soit
(2) aoLo-r-aiLi-f- o:2L2 + . . .— o,
le système de surfaces qui le détermine, et dont nous ne considérerons qu'un réseau. Au moyen des deux systèmes précédents, on peut, comme nous l'avons vu (t. I, p. 202), obtenir une image F de la surface qui soit telle que les courbes du faisceau (i) correspondent aux sections planes faites sur la surface F par un faisceau de plans passant par une droite a et que les courbes du système |C| soient représentées par les sections planes d'un réseau de plans passant par un point O pris en dehors de a.
La droite a pourra d'ailleurs être une droite multiple de Ja surface F; soit ? son degré de multiplicité. Un plan quelconque passant par a coupera la surface suivant s courbes D, et un plan passant par O coupera une courbe D en p points, de sorte que chacune de ces courbes est, sur la surface F, d'ordre p, cl l'ordre tn de la surface est par suite égal à
De plus, la surface F n'est pas réglée. Le système des courbes adjointes à | G | sera donc compris dans le système des courbes sous-adjointes déterminées par des surfaces sous-adjointes M^w-.t à F, lesquelles ont la droite a comme courbe multiple d'ordre i — I. Une surface ^F„i_3 coupera donc un plan arbitraire passant par a suivant une courbe d'ordre m — 2 — i qui devra être adjointe à la courbe plane correspondante de la surface F, composée de s courbes D. Or une pareille adjointe appartient, comme nous l'avons vu, au système somme de 5 — -i courbes D et d'une adjointe d'ordre m — 2 — i — (>? — i)pz=p — 2 à la çieme courbc D situéc dans le plan considéré. De plus, deux courbes D, qui n'ont aucun point variable d'intersection, ont en commun leurs points multiples, qui appartiennent aux lignes multiples de F, et dont le nombre, puisque la courbe D est unicur-
sale, est équivalent à — — points doubles.
Le nombre des points d'intersection variables d'une pareille
adjointe avec une courbe D sera donc égal à
D'où l'énoncé du lemme que nous avions en vue :
Suj' une surface possédant un faisceau de courbes rationnelles D, les courbes adjointes à un système linéaire irréductible I G I dont la courbe générale est coupée en p points variables par une cou/'beli), coupent cette courbe D en ^ — 2 points au plus.
Nous disons au plus puisque nous avons considéré le système des surfaces sous-adjointes.
50. Gomme première conséquence de ce lemme nous vojons que si 0 = i (c'est le cas des surfaces réglées), le système \ G | n'admettra pas de courbes adjointes. Si, en effet, le système |G| admettait un système adjoint | G^ | le système | 2G | aurait pour système adjoint | G -|- G^ ], dont la courbe générale couperait la courbe D en un point au moins, ce qui est impossible puisqu'une courbe 2 G coupe une courbe D en deux points et qu'une courbe adjointe à | 2G | ne peut couper cette courbe D qu'en p — 2=0 points au plus.
Par suite encore une su/face réglée d'ordre m ne possède pas de surface adjointe d'ordre m — 3.
51. Ge dernier résultat peut d'ailleurs se déduire immédiatement d'une remarque générale relative au nombre des points de rencontre d'une surface adjointe ^m-3+r à F, si elle existe, avec une génératrice de F. Un plan passant par une gérieratrice a coupe en outre la surface F suivant une courbe G d'ordre m — i, qui coupe la génératrice, en deliors des courbes multiples, en un seul point variable avec le plan, de sorte que le nombre des points de rencontre de la génératrice avec les courbes multiples est équivalent km — 2.
D'autre part, la section par ce plan d'une surface adjointe ^,„_3+r est une courbe d'ordre m — 3 -f- /' qui passe parles points multiples fixes de G sur la droite a, et s'y comporte comme cette courbe; donc elle eoupe a en r — i points, et, par conséquent :
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Les surfaces ^ni-.^+r cidjointes à une surface réglée F d'ordre ni coupent les génératrices, en dehors des courbes multiples, en r — i points variables.
52. Ces préliminaires étant posés, nous sommes en mesure de démontrer la proposition énoncée au n^ 48. Soit G^^^ une courbe adjointe au système |(7' -f-i)G|, c'est-à-dire au système découpé par les surfaces d'ordre r -\- \ . On verrait d'abord facilement qu'elle coupe la section plane générale G en un groupe de points qui appartiennent à une adjointe plane d'ordre m — 3+r. Reprenons alors la proposition démontrée précédemment (n° 20 de ce Ghapitre); en vertu de laquelle toute courbe qui jouit de la propriété de couper un plan arbitraire suivant un groupe de la série §'2n-2+rm appartient à une surface sous-adjointe d'ordre m — 3 4-/^ sauf le cas, laissé de côté, où la surface serait réglée. En procédant de la même manière, on voit d'abord que la courbe G^^^ est la section partielle de F, en dehors des courbes multiples, avec une surface adjointe <ï>„^_3^,^^p(p ^ o), et qui peut contenir encore une ou plusieurs courbes planes, appartenant à des plans passant par l'axe d du faisceau de plans qui a servi à construire la surface <I>.
Ges courbes, qui rencontrent la droite <i aux points où elle coupe la surface F, ne peuvent être, dans le cas actuel, que des génératrices de la surface, et, dans tous les cas, ce sont des courbes qui n'ont aucune intersection variable avec le plan général du faisceau. Les points de rencontre variables de la surface ^^ms+r+p avec une génératrice arbitraire, en nombre /* 4- p — ^ i (n" 51), sont donc les points de rencontre variables de cette génératrice et de la courbe G^^^. Or la courbe générale du système [(r -f- i)G | coupe une génératrice en z^- i points, par suite, en vertu du lemme du n° 49, la courbe G^"^^ ne peut couper la génératrice qu'en {r -\- \) — 2 = 7' — i points au plus, ce qui exige p = o, d'où le théorème énoncé (n" 48) et qui complète le théorème du n° 20 :
Sur une surface réglée ou non d' ordre ni, les courbes adjointes au système découpé par les surfaces d^ ordre r-\-\ (r >> o) sont les sections de cette surface, en dehors des courbes multiples, par des surfaces adjointes d'ordre m — 3 + r.
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53. De ce lliéorème résulte, comme nous Tavons dit, que les différentes propositions que nous avons énoncées relativement à rinvariance de /?« s'appliquent aux surfaces sur lesquelles existe un système linéaire de courbes dont la courbe générale n'est coupée qu'en un point par la courbe générale d'un faisceau de courbes unicursales. Nous en ferons une application au calcul du genre numérique d'une surface réglée.
Une surface réglée d'ordre m a des équations qui peuvent toujours s'écrire sous la forme
X — az -.-p, y =-bz-^ q, ?(^, ?) = o,
a, 6, p, q étant des fonctions rationnelles de a et [ii, et cp(a, p) = o étant une courbe algébrique plane dont le genre tt est le genre d'une section plane de la surface.
A cette surface correspond donc birationnellement le cylindre C2(a, ^f) = o, ou plus généralement un cône d'ordre m, et dont la section plane est de genre -, et dont le genre numérique pn sera celui de la surface réglée.
Nous sommes ramenés ainsi à calculerle genre numérique/? ,; d'un cône d'ordre m avec d droites doubles. Or une surface adjointe d'ordre [Ji a le sommet comme point multiple d'ordre j?i — 2, soit
conditions. Elle doit contenir, en outre, chacune des d droites
doubles, soit
d[ix —I — (rn — •>.)]
conditions. Donc la dimension augmentée de un du système des adjointes d'ordre a est numériquement
(ix-^i)(ix-r~i)(ix-^-^) _ m(m-i)(m — 2) _ • > _ ,^^->
et par suite le genre numérique /^/^([j. = /?i — 4) est égal à
(m — i){fn — o.)(m — 3)
résultat que nous avions obtenu par une autre voie ( t. 1, p. 241).
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54. Cherchons quelles sont, pour une surface réglée, les valeurs des défauts o(/-G) et W/^.
De la formule
N,„_,+,.-.i - ^,«-44-;--+- T. ^ rni -4- a(/-C) — Ô[('r + i)C] + ^l^^fl^,
on conclut, puisqu'une surface réglée n'a ni surface adjointe d'ordre m — 4j ni surface adjointe d'ordre /?^ — 3 (N,„_4 == N/„_3 = — i),
en faisant /• =: o,
Appliquant ensuite la relation
on trouve
S(G) --^ to„i--i= t;
et enfin de la relation
P^~-Pn= 2 10/,,
qui se réduit ici à
on conclut et par suite
o(G)r-o(2G).^...^ o(rG) = :r.
La valeur maximum de o(/'C) est donc tt, et tous les défauts w/, sont nuls à partir de h =^ m — 2, le premier tOm-z ayant une valeur virtuelle égale à t:.
5o. Terminons par une remarque relativement au système de courbes déterminé sur une surface réglée par les surfaces adjointes d'ordre m — 2. En vertu du théorème démontré (n°51), ces surfaces adjointes ne peuvent couper la surface que suivant des génératrices, puisque le nombre /■ — i des points d'intersection variables est ici égal à zéro (r =: i). D'autre part, nous venons de voir que les surfaces adjointes d'ordre m — 2 coupent un plan arbitraire suivant le système total des adjointes planes de même ordre à la section plane correspondante de la surface réglée (w/»-2=o). Donc le système des surfaces adjointes d^ ordre m — 2 détermine sur cette surface un système de dimension
-^ _ 2 _l- ,71 dont chaque courbe est composée de i-— 2 -y- m génératrices.
Les systèmes de courbes déterminés par les surfaces adjointes d'ordre m — 2 -{- h s'obtiendront successivement en ajoutant au système précédent le système des sections planes jC], le système 1 2C|, . . ., le système \hC\.
Nous avons dit que sur une surface réglée il n'existait pas de système adjoint au système des sections planes d'ordre ni — o, mais il est possible de construire un système de courbes sousadjointes à ces sections planes, composées chacune d'un nombre convenable de génératrices. Le point à remarquer est qu'un pareil système ne peut être obtenu comme la section totale^ en dehors des courbes multiples, de la surface réglée par un système de surfaces adjointes.
I. — Première définition des intégrales de seconde espèce
1. On sait combien, dans la théorie des fonctions algébriques, la distinction des intégrales abéliennes en trois espèces joue un rôle important. Dans un grand nombre de questions, les intégrales de première et de seconde espèce sont particulièrement intéressantes à considérer. Il est naturel de chercher à faire pour les intégrales doubles attachées à une surface algébrique, c'està-dire pour les intégrales doubles
Jj^{x,y,z)dxdy [f{x,y,z) = o]
(où R est rationnelle en x, y et z), une classification plus ou moins analogue. Nous avons vu, dans le cours de cet Ouvrage, l'importance des intégrales doubles de première espèce attachées à une surface.
Nous nous proposons, dans ce chapitre, de poser les bases d'une théorie des intégrales doubles de seconde espèce dans la théorie des surfaces algébriques, et de montrer comment la notion d'intégrale de seconde espèce conduit à un nombre invariant, qui paraît distinct de ceux qui ont été considérés jusqu'ici.
Considérons une surface algébrique
(ME. Picard, Sur les intégrales doubles de seconde espèce {Comptes rendus, 6 décembre 1897 et 24 janvier 1898; Journal de Mathématiques, 1899 Comptes rendus, 10 octobre 1899).
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el soil une intégrale double relative à cette surface
(i) / / K{x,y,z)dxdy,
R étant rationnelle en x^ y et ::. Nous allons tout d'abord définir ce que nous entendons par intégrale double de seconde espèce. Prenons sur la surface un point arbitraire A, que l'on peut toujours, par une transformation préalable, supposer à distance finie. Si le point A est un point simple, nous dirons que l'intégrale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si l'on peut trouver deux fonctions rationnelles U et V de x,y^ z^ telles que, après avoir formé l'intégrale double
la différence des intégrales (i) et (2) reste finie au voisinage de A (on considère, bien entendu, z comme fonction de x et y quand on prend les dérivées partielles de U et V par rapport à ^ et y). Si le point A est un point multiple de/, on sait que l'on peut partager le voisinage de A en un certain nombre de régions, telles que chacune d'elles corresponde birationnellement à une région R située sur une surface F, et ne comprenant que des points simples de F; l'intégrale (i) présentera en A le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si ses transformées, par chacune des substitutions birationnelles à employer, présentent, en tous les points de la région correspondante R de la surface correspondante F, le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Si, en tout point A de la surface/ (à distance finie ou à l'infini), l'intégrale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, cette intégrale sera dite une intégrale double de seconde espèce. Il est clair que les fonctions rationnelles U et V à employer pourront varier avec le point A.
2. Il importe tout d'abord de remarquer que la forme des expressions (2) est de nature invariante relativement aux transformations birationnelles. On s'en assure de la manière suivante. Envisageons d'abord l'intécrrale
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OÙ ^ — '- — - représente le déterminant fonctionnel des deux fonc-
tions P et Q de ^ et y; si l'on remplace les variables ^ et j^ par de nouvelles variables x' etjr', l'intégrale devient évidemment
et garde par suite la même forme. Or, l'intégrale (3) rentre manifestement dans le type (2), puisqu'on peut l'écrire
Ceci posé, on peut donner à (2) la forme suivante :
en faisant un changement de variables, on aura
JJ D(a7',jK) -^ J J D(^',y) ^
et, d'après ce que nous venons de dire, chaque terme de cette somme et, par suite, la somme se mettent sous la forme
L'intégrale (2) a donc conservé la même forme quand on a remplacé les variables ^ et jr par les variables x' et y'; c'est l'invariance que nous voulions établir.
3. Remarquons, avant de continuer, qu'une définition analogue à celle que nous venons de donner pour les intégrales doubles de seconde espèce peut être adoptée pour les intégrales simples de seconde espèce dans la théorie des courbes algébriques. Si l'on a la courbe
les intégrales abéliennes de seconde espèce
K{x,y)dx,
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relalives à celle courbe sonl telles que, pour tout point A de la courbe, on peut trouver une foncllon rationnelle U(^,y), telle Que la différence
resle finie dans le voisinage de A.
4. On sait que, pour une courbe algébrique, il n'existe qu'un nombre limité d'intégrales abéliennes dislincles de seconde espèce, c'est-à-dire qu'il existe un nombre limité d'intégrales abéliennes J de seconde espèce, donl aucune combinaison linéaire n'est de la forme
(-) /sï"'"
(U étant rationnelle en x etj), et telles que toute autre intégrale de seconde espèce est «ne combinaison linéaire des intégrales J, à un terme additif près de la forme (a).
Nous devons nous demander s'il en est de même dans la théorie des surfaces algébriques. Nous allons montrer, pour répondre à cette question, qu'jï existe un nombre limité o dhntegralesi de seconde espèce, dont aucune combinaison linéaire n est de la forme
/P et Q étant rationnelles en .^, j cl z), et telles que toute autre 'intégrale de seconde espèce est une combinaison linéaire des intégrales J, à un terme additif près de la forme (?). La démonstration de ce résultat sera la conséquence d une longue suite de transformations de calculs qui vont faire 1 objet des sections suivantes. Nous aurons ensuite à montrer qu une intégrale double de seconde espèce relative à une surface / se change, auand on transforme birationnellcment / en une surface F, en une intégrale de seconde espèce de la surAice F. Ce fait ne resuite pas seulement du calcul du n"2 et demandera quelques explications complémentaires.
II. — Remarques générales
5. Commençons par éludier les intégrales de seconde espèce ayant la forme particulière
r rV{x.y,z)dx dv
I I — (^'_._ a)'^f' ^^" > 0 et P étant un polynôme),
en supposant que la surface de degré m
occupe une position arbitraire par rapport aux axes de coordonnées. Envisageons l'intégrale simple
(5^ rP(a;,y,z)dx
rPU,y,z) J {x-a)\
relative à la courbe entre x el z
où y est un paramètre. On sait que, par la soustraction d'une expression de la forme
dcû \{x — ay^-\
on peut ramener l'intégrale (5) à une intégrale analogue, où a est remplacé par a — i . Toutefois les coefficients du polynôme Q(^, z) en ^ et ^ étant des fractions rationnelles de jk, il figurera dans la nouvelle intégrale, au dénominateur, un polynôme en y. Il importe d'examiner de quelle manière y figure dans ce dénominateur. Soient Zi^ Zo, . . . ^ z^ les m racines de l'équation
le polynôme Q(^^^) est seulement assujetti à vérifier les équations
(a — i)/^(«, J, Zi) Q (a, Zi) -f- P (a, 3^, zt) = o (^ = i, 2, . . ., m).
11 suffira de prendre pour Q(^,z) un polynôme en z de degré
ni — I, et il est clair que ses coefficients contiendront, en dénominateur, le résultant des deux équations
Noire dénominateur admettra donc pour racines simples les valeurs à.e y correspondant aux points de la courbe
où la tangente est parallèle à l'axe des ^, et pour racines doubles les valeurs àe y correspondant aux points doubles de cette courbe, si la courbe n'a que des poinls doubles. Soit d'une manière générale A(j') ce résultant; l'intégrale (4), par la soustraction d'une intégrale de la forme
— - clx dy
dx
(où U est rationnelle en x^y^ z)^ se trouve ramenée à une intégrale de la forme
r r P(.r, v,z) dx rfv
En continuant de la même manière, on arrivera évidemment à une intégrale de la forme
r r P(.r, r, z)dx dy
J J W-ci)\My)V-'jV
P étant toujours un polynôme.
6. Puisque l'intégrale précédente est de seconde espèce, on peut, dans le voisinage d'un point arbitraire de la courbe (')
(y) x^a, fix.y, z)== o,
(*) On peut supposer que cette courbe est indécomposable, car, les axes de coordonnées étant arbitrairement choisis, les plans
X = coast.
coupent tous la surface suivant une seule courbe, en laissant de côté la surface de Steiner et les surfaces réglées, d'après un résultat précédemment énoncé.
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reiranclier une inlégrale double de la forme
^ ~c- ) dx dy
^^ôx ùy '
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. Les fractions rationnelles U et V sont nécessairement de la forme
{X ~ ay^ ' (x — a)V'
A et B étant encore des fractions rationnelles, mais qui ne deviennent pas infinies, et nous supposons que B ne s'annule pas identiquement sur la courbe y.
Six est supérieur à p. — i, A s'annule nécessairement pour X = a^ et par suite on peut, de proche en proche, réduire \ à p. — I. On peut d'ailleurs dans tous les cas supposer
en multipliant, s'il est nécessaire, les deux termes de U par une puissance de x — a.
Nous avons donc l'expression
(3) A r A_(^r.^) ] ^ d_ rB(x,y,z)-]
dxl{x~~a)V--^j dyl (x — a)\'' j
Si a est supérieur à un^ la différence
{lj. — i)A(x,y,z)-i- —B(x,y,z)
s'annulera nécessairement pour la courbe (y), c'est-à-dire que l'on aura
-([^-i)A(a,jK,0--|;B(«,7,r)-o [avec /(a, j^, Q ^ o].
On en conclut que l'expression (o), qui peut s'écrire
dx\^{x— a)[^-i fjL — 1 dy (x
^ à rB{x,y,z) ^ I d ^7l{^ — ^)^ IJ- — i àx {
à rBix,y,z) I d_ B(x,y,z)-\
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est de même forme que (o), sauf que [x j est remplacé par ^ — i. Donc, en allant de proche en proche, on peut supposer jj. = i, et, par suite, la différence
doit s'annuler pour x = a. On en conclut que
[A(7)J-7^ ày ^ '•^''''
î; étant la fonction de y définie par /(«, y, ^ == o. La fonction rationnelle B(a,y, ^) pourra nécessairement se mettre sous la forme
S et U étant des polynômes, et les racines de V (y) appartenant à A(jk). Ceci posé, formons la différence
JJ {x-a){ù.yr-'fl J J ày {x-a)\}{y) Elle sera de la forme
Q et V étant des polynômes et les racines de W{y) appartenant
àA(jK).
in. — Première réduction, dans le cas des surfaces sans singularités.
7. Les transformations précédentes vont bientôt nous être utiles. Nous allons maintenant revenir à l'intégrale
JJ (^=^F/r"^^'
supposée de seconde espèce, en supposant que la surface n'ait pas de singularités. Considérons d'abord le cas où le plan x^a
n'est pas tangent à la surface. Il va être facile dans ce cas d'effectuer une réduction en supposant a > i. Je dis qu'on peut déterminer deux />o/jK/zom6^5 A (^, JK, ^) et B(^,7, ^), de telle sorte que l'intégrale
JJ l{^ — a)^f'z àx{x-ay^-^ Oy{x — a)^i
soit de même forme que l'intégrale initiale, a étant remplacé par a — I . Il suffira que
passe par la courbe x=^ a, /(^, y-, z) = o.
Prenons pour A et B des polynômes en y et t^; l'expression
P{a,r, 0 + (a ~ ,) A/;'-(/^g -/; dç)
devra être divisible par f{a, y, Ç); ou bien encore, y et Ç étant deux lettres indépendantes, il faut mettre le polynôme P(«, JK, Ç) sous la forme
P(«, y, 0 = ^fy -^ l^fi + '^f [où/ désigne /(a,7, 0];
\j |ji et V étant des polynômes en y et Ç.
Or, puisque le plan x = a n'est pas tangent à la surface, la courbe /(«, JK, Ç) = o n'a pas de points multiples : les trois polynômes f, fr^fi ^^ s'annulent pas simultanément. De plus on peut toujours supposer que les solutions communes aux deux équations
/=zo, fi = o
sont des solutions simples; il suffit que l'axe des Ç ne soit pas parallèle à une tangente d'inflexion de la courbe /(a, jk, 0 ==" ^* Ceci posé, on peut choisir le polynôme )^(jK, Q de manière que la différence
s'annule pour les points communs à
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On aura donc
a et V étant des polynômes en y et t, et de là se tirent A et B.
Nous pouvons donc conclure que, sous les hypothèses faites, l'intégrale proposée se ramène à
r rP{x,y,z)dxdj
8. L'intégrale étant de seconde espèce, nous pouvons faire une réduction encore plus complète. En raisonnant comme au n° G, on voit que l'on doit avoir
La fraction rationnelle B(rt, j, t) sera nécessairement un polynôme S(y,0 en y etÇ [la courbe /(«,j, 0 = 0 n'ayant pas de point double]. Si Ton considère alors la différence
elle sera de la forme
r rP(.T, r,z) dx dy
JJ
où P est un polynôme. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
La surface f{x, y, z) = o n'ayant pas de singularités, et le plan x^a n'étant pas tangent à la surface, une intégrale de seconde espèce de la forme
r / V{x^y,z)dxdy^ ,^^^^ ^^ polynôme)
JJ {x-a)y-/:
se ramène par la soustraction d'intégrales du type
f f (^ -h — ) dxdy (U et V rationnels en x,y et z)
à une intégrale de la forme
ff
fz
P étant toujours un polynôme.
9. Le même théorème subsiste si le plan x =a est tangent à la surface. Nous pouvons le démontrer très facilement en nous reportant au résultat du n'^ 6. Par la soustraction d'une intégrale de forme convenable, nous avons ramené l'intégrale
à la forme
P(a7, jK, z) dx dy {x-a)^fl~
Ç){x,y^ z) dx dy
y^{y)fz
chaque racine b de W(y) correspondant à un point où la courbe
a sa tangente parallèle à l'axe des z. Or, les axes occupant une position arbitraire par rapport à la surface, on peut supposer qu'aucun des plans y = b n'est tangent à la surface. Nous sommes donc ramené au cas précédent (^ el y étant permutés), et nous avons le théorème énoncé à la fin du numéro précédent, même si le plan x ^= a est tangent à la surface.
10. Nous avons supposé que les axes occupent une position arbitraire par rapport à la surface; les plans considérés x =^ a coupaient alors la surface suivant une courbe irréductible. Il est facile d'examiner le cas où il en serait autrement. Supposons que le plan ^ = a coupe la surface suivant une courbe décomposable en deux autres, et soit A un point commun à ces deux courbes. Reprenons l'intégrale
V {x,y, z)dx dy
{x — ayfl
IP
Nous pouvons d'ailleurs, comme plus haut, faire les réductions
qui nous ramèneront à l'intégrale
'F{jr,y, z)dx dy
On peut, dans le voisinage de A, retrancher une intégrale double de la forme
dx ôy I -^
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. En raisonnant comme au n" 6, on voit que cette dernière intégrale est de la forme
X — a ôy
B{x,y,z)dxdy,
la fraction rationnelle \^{x,y, z) ne devenant pas identiquement infinie sur la section plane x = a. Il n'y a dans tout ceci aucune diflerence avec le n° 6, si ce n'est que dans ce numéro nous nous placions au voisinage d'un point quelconque de la section plane, tandis que nous nous plaçons ici au voisinage du point particulier s\ ; d'ailleurs, la courbe désignée {loc. cit.) par (y) est l'ensemble des deux courbes passant par le point A. On aura donc
\y(y)/z{ci,y,z) Oy
pour l'une et l'autre courbe que définit l'équation /(a, y, z) = o. Or, on peut toujours mettre la fonction rationnelle B{x,y,z) sous la forme
B(x, y, z) = 9lf:-^'^l (Q étant un polynôme),
le polynôme K(^,y) ne contenant pas {x — a) en facteur (sinon È serait infinie au moins sur uue des courbes de la section x = a). Si donc de l'intégrale proposée
P(.r, j, z)dx dy (^ — «)W(7)/I
on retranche
f f± [-1- "l^-^tn d. dy, JJ Oylx-a ii(a,y) J
on aura une intégrale de la forme
Q(x,y, z)dx dy
W(jk) étant un polynôme en jj/." Comme le plan des zx peut être supposé avoir une direction arbitraire, on peut admettre qu'aucun plan de la forme
ne coupe la surface suivant une courbe décomposable (en faisant abstraction de la surface de Steiner et des surfaces réglées), et finalement nous arrivons à la même conclusion qu'au numéro précédent.
Les considérations précédentes peuvent servir, d'une manière plus générale, à faire la réduction de l'intégrale de seconde espèce
P(a7,y, z)dx dy
le polynôme R(^,y) ne contenant pas x — a en facteur; on ramènera cette intégrale, par la soustraction d'une intégrale de la forme déjà plusieurs fois indiquée, à l'intégrale
P(x,y, z)dx dr y{y)H^,y)fy
11. En restant toujours dans le cas d'une surface sans singularités, nous allons considérer une intégrale arbitraire de seconde espèce. Les axes étant pris arbitrairement, nous pouvons supposer que l'intégrale reste en général finie dans le voisinage d'un point pour lequel /_2= 05 ^^ P^"s G étant une ligne irréductible de la surface pour les points de laquelle l'intégrale peut devenir infinie,
soit
la courbe irréductible qui est la projection de la ligne G sur le plan des xy. La surface cylindrique
pourra couper la surface / suivant une autre ligne irréductible que la ligne G.
Soit r celle seconde ligne; les courbes C et F ont au moins un point commun à distance finie que nous désignerons par A. L'intégrale double considérée peut évidemment se mettre sous la forme d'une somme d'intégrales du type
(c\ ce ^{^,.r^^)d-vdy
^ ^ JJ W(.r)LK(^,j)JVc'
En effet, toute fraction rationnelle de O!^, y, ^ peut s'écrire
Aix,y,z)
A et B étant deux polynômes, le yjremier en x, y, z, le second en œ ely. En regardant
comme une fraction rationnelle de ^•, on la décomposera en fractions plus simples, dont les dénominateurs, en tant que polynomes en Xy soient premiers entre eux et puissances d'un polynôme en œ et y; mais dans cette décomposition pourront s'introduire au dénominateur des polynômes en j% figurés par W(jk)- Considérons donc l'intégrale (e); dans le voisinage du point A, on doit [)Ouvoir trouver deux fractions rationnelles S(x, y^ z) elT(œ,y^ z) telles que la différence
fjln
\\{y)Yi\{x,r)\y- ôx ùy\ -^
reste finie dans le voisinage de A. En décomposant S et T en frac-
ù'è en
Ox ôy
lions simples, nous avons, pour la somme •- ^' ^^s cléments
de la forme
Wi(7;[p(^,r)P/c
En se bornant, dans S etT, au terme renfermant nécessairement
en dénominateur une puissance de R, nous avons une intégrale de
la forme
P(a7, jK, z)dx dy
W(jK)[K(^,7)j;V'^
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qui, dans le voisinage de A (ce point pouvant être exclu), ne devient pas infinie sur la courbe
R(^,jk) = o,
c'est-à-dire sur les deux courbes G et F; il faut donc que
reste finie pour R(^, i^) = o, dans le voisinage de A, et, par suite, soit un polynôme en ^, j^ et ^ (on peut appliquer ici le théorème classique de Nœther, puisque G et F forment l'intersection complète de R = o avec la surface f).
On voit donc que finalement l'intégrale sera ramenée à
et finalement à
Pf.r, r, z)dx dy
SI
fz
Nous avons donc la proposition fondamentale suivante : Si Inéquation
représente une surface sans singularités, toutes les intégrales de seconde espèce relatives à cette surface sont de la forme
If
(ssr ^ S) ^^^ ''^ ^//-'tP^'^^ ''-'''
U etY étant des fonctions rationnelles en x, y et z, et P(^, jK, ,:;) représentant un polynôme.
IV. — Même réduction pour les surfaces quelconques
12. Le théorème que nous venons d'établir est général. Une partie de la démonstration précédente subsiste entièrement; c'est celle qui est contenue dans le numéro précédent et qui s'arrête
à la forme (tj). En permutant x et jk, nous voyons donc que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent aux intégrales
P(.^, j, z)dx dy
el nous devons donc étudier les intégrales de la forme
P(.r, 7. z)dx dy
{x-~a)^fL
La surface, nous pouvons le supposer, n'a que des singularités ordinaires (une ligne double avec points triples). On peut, de plus, admettre que l'intégrale initiale ne devient pas, en général, infinie le long de la ligne double (il suffirait, s'il en était autrement, de faire une transformation birationnelle convenable); it en résulte que P s'annule le long de la courbe double. Enfin les axes de coordonnées ont une position arbitraire par rapport à la surface.
Supposons d'abord que le plan x^= a ne passe pas par un point-pince ou par un point triple de la courbe double. Il y a alors peu de modifications à faire à la réduction du n° 7. Reprenons les notations et les calculs de ce paragraphe ; nous devons chercher à mettre P(«, y, Ç) sous la forme
Le polynôme P(<7,y, Ç) s'annule d'ailleurs pour les points doubles de la courbe
Ici les trois polynômes /,/J.,/ç' s'annulent simultanément, mais on peut supposer que /et/' n'ont de tangente commune en aucun de leurs points de rencontre. Il s'agit alors de savoir si l'on peut déterminer un polynôme ijl an y et Ç, de telle sorte que la différence
soit de la forme )^/^+ v/ Les points communs à /=o et /;=o
sont de deux sortes; les uns sont des points simples de /et n'appartiennent pas, par suite, à/^= o. On peut choisir le polynôme \k de telle sorte que la différence P — ^k/^ s'annule en ces points. Les autres sont points doubles de/; la différence précédente s'annule en ces points; mais il faut de plus que, pour chacun de ces points, la courbe
ait même tangente que la courbe fy= o, et il est clair que l'on peut choisir tj. de façon qu'il en soit ainsi, puisque /^= o et /'rzr o ne sont pas tangentes en ces points.
Nous pouvons donc encore conclure que le cas de ol quelconque se ramène à a = i .
13. On ne peut pas faire la même réduction si le plan x =i a passe par un point-pince. Pour qu'elle soit possible, c'est-à-dire pour qu'on puisse mettre P(a, j^, Ç) sous a forme voulue, il faut et il suffît que la tangente à la courbe
au point-pince, soit la tangente au point de rebroussement dans la section plane x ^= a ( ^ ).
Or, pour l'intégrale considérée
V{x,y, z)dxdy {x-a)y-fl
la condition relative à la tangente pour la courbe P(<2,jr, Ç) = o n'est pas remplie en général. Nous allons montrer que l'on peut,
(>) On établit facilement, à l'aide du théorème de Nœther, que, si
représente une courbe ayant des points doubles et des points de rebroussement ordinaires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme \* {x, y) soit susceptible de se mettre sous la forme
'kf-\- V'fy'^-'^f'x (^' î^' "^ étant des polynômes),
est que la courbe P = o passe par les points doubles de /, et aussi par les points de rebroussement avec la tangente à / en ces derniers points comme tangente.
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par une soustraction convenable, être ramené à une intégrale de même forme, mais où la condition voulue sera remplie. Commençons par quelques remarques très importantes pour la suite.
J'envisa<;e les expressions de la forme
U et V étant des polynômes en œ, y, z.
Cherchons à quelle condition cette expression est de la forme
M(^,y, z) étant un polynôme en x,y et z. En développant l'expression ci-dessus, on a
.)U dV r)U ,., ^)V
Il n'y aura pas de terme en -^ si U/;-r V/; est divisible par/;', c'est-à-dire si l'on a l'identité en x, y et z,
A. et B étant deux polynômes. Nous allons voir que, dans ces conditions, l'expression proposée a la forme demandée. 11 suffit de montrer qu'il ne reste pas alors de terme en-^; or le coefficient
de -^ est égal à
En différentiant par rapport à z l'identité à laquelle satisfont U et V, on voit de suite que ce coefficient est de la forme
K et 11 étant des polynômes, et l'on a
Donc, V expression (a) sera de la forme ((3), si U ^^ V satisfont à V identité (y) en x,y et z.
15. Revenons maintenant au n« 13. Pour pouvoir ramener au cas de a =: I, en suivant la méthode employée aux n°* 7 et 12, il faudrait que dans l'expression
V{x, y, z) dx dy
r rV{x, y, z) dx ,1 J (x — a)'^fl
le polynôme P(^, y, z), qui s'annule le long de la courbe double, fût tel que la courbe
eût, comme tangente au point-pince, la tangente au point de rebroussement de la courbe /(a, y, z) = o. S'il n'en est pas ainsi, nous allons montrer qu'on peut faire une première transformation réalisant cette condition. Formons la combinaison
{^ — <f)y", Oy \{x — a)^-\lL\ ,7I'[ (,r — aj^-i/ij' qui peut s'écrire
P(.r, j-, .:;)^(a — ,)\^ r f ^ / jj. \ _ ^ / V '' "
( ^ — « y-fz ( ■'• — (( )^-^ L 4;' \j"z' ' ô^'K/l) '
Prenons pour U un polynôme tel que la surface U = o passe par la courbe double et par la courbe simple de rencontre de/= o ^•^/J— o; de même, prenons pour V un polynôme satisfaisant aux mêmes conditions, en ajoutant, en plus, la condition que la surface
P{x,y, z)-^{oc — i)\ = o
soit tangente au point-pince à la tangente à f{a, y, z) =^ o dans le plan x = a, et cette dernière condition peut évidemment être réalisée. D'autre part la surface
a pour ligne double la courbe double de /et passe, comme U = o et V = o, par la ligne simple de rencontre de/= o et/'r= o • on P. ET S., II.
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a donc
Enfin y, et -., restant finies en un point arbitraire de la courbe double, l'expression
sera de la forme
ày\fLl
M étant un poljnome s'annulant sur la courbe double. Donc, pai la soustraction effectuée, l'intégrale
fl
Pf.r, y, z) dx dy
est remplacée par l'intégrale
Q( .r, j)/, z) dx dy
où a a la même valeur mais où le poljnome Q satisfait à la condition nécessaire pour notre réduction ultérieure, condition à laquelle ne satisfaisait pas P.
Nous concluons de là que, 5/ le plan oc - = a passe par unpoini-
piiice, V intégrale
P(a7, y, z) dx dy
If
ix^-ayfl
peut, comme quand le plan ne passait pas par un point-pince, être ramenée au cas de a -- i .
Une démonstration analogue s'applique, avec peu de modifications, au cas où le plan x -- a passe par un point triple de la courbe double, et nous pouvons, par conséquent, conclure que toutes les intégrales considérées de seconde espèce se ramènent à la forme
ff'li^r^^dxdy.
16. Allons encore plus loin, et établissons que l'on peut faire disparaître le facteur x — a du dénominateur. Nous partons de
'intégrale supposée de seconde espèce
P(-r, y, z) dx dy
If
{x--a)fi
[P(^,jK, ^) s'annulant sur la courbe double].
Nous savons (n« 6) que, dans le voisinage d'un point de la section plane x — a^ on obtiendra une intégrale restant finie dans le voisinage de ce point en retranchant de l'intégrale précédente une intégrale de la forme
Sih^-^^^V-"
[B(^, jr, z) étant une fonction rationnelle de x^ y ^l z ne devenant pas identiquement infinie pour x =: a]. Il résulte de là que l'on a
La courbe /(a, jK, K)=o ayant des points singuliers, nous ne pouvons pas conclure, comme au n" 8, que B(rt,y, Ç) est un polynôme enjK et Ç, mais il résulte des théorèmes les plus simples sur les fonctions algébriques d'une variable, que l'on peut écrire
M(y, V) étant un polynôme en j- et Ç qui s'annule pour les points de la courbe /{a, y^ '() = o, qui correspondent k f^= o (si la courbe a un point triple, la courbe M{y^ t) =^ o aura ce point comme point double). Ceci posé, nous allons chercher à former un polynôme Q ( x, jk, z) tel que la surface
passe par les deux courbes de rencontre des surfaces
/ ^ o, fi=o
(dont l'une est la courbe double que nous appellerons T, tandis (jue l'autre G représentera le lieu des points simples de la surface où le plan tangent est parallèle à Taxe des z), et que l'on ait
Q(a,y, z) = M(y, z)r-(}(y, ^)f(.cc,y, z).
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0(y, z) étant un polynôme arbitraire, et où, comme nous Tavons dit, le polynôme M(y, z) s'annule aux points doubles de la courbe
et aux points simples de cette courbe où la tangente est parallèle à O^. [Dans le cas où le plan x = a passerait par un point commun à G et F, la tangente à la courbe M(jk, :;) = o en ce point serait parallèle à l'axe des :;.] La question revient à trouver une surface
passant par G et F, et coupant à distance finie le plan x ^= a seulement suivant la courbe M(y, ^) + B(y, ^ )/(a, y, ^) = o. La possibilité de cette recherche résulte du théorème général de M. Castelnuovo sur les s^^stèmes linéaires de surfaces établi dans un Gliapitre précédent : Un système linéaire complet de surfaces défini par des lignes-bases et par des points-bases découpe sur un plan arbitraire un système complet {régulier) de courbes, pourvu que le degré des surfaces dépasse une certaine limite. Nous appliquerons ce théorème au système linéaire complet S des surfaces de degré \ passant simplement par G et F, et aux sections par le plan ^ — a. Le système linéaire S découpe sur le plan x-=a\e système complet i des courbes de ce plan passant par les points où il rencontre G et F (si x ~ a passe par un point P commun à G et à F, les courbes du système plan ont une tangente déterminée, intersection du plan tangent à la surface en P avec le plan ^ — - a), pourvu que le degré ). des surfaces soit assez grand. Parmi les courbes du système a se troi^ve, si \ est pris assez grand, la courbe composée formée de la courbe
et de la droite à l'infini répétée un nombre convenable de fois. Il y aura donc, d'après le théorème de M. Gastelnuovo, une surface
coupant le plan x =^ a suivant la courbe (a) et la droite à Finfini
ec un certain degré les conditions requises.
avec un certain degré de multiplicité; le polynôme Q remplira
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On voit alors que l'intégrale à soustraire peut être prise égale à
D'ailleurs, l'expression
à rQ(.T,y.z)l
ày L A J
sera de la forme
lU.^, r, z) ~~7z
(R étant un polynôme)
puisque le poljnome Q/J. sera nécessairement (n" li) de la forme
notre intégrale, par la soustraction de l'intégrale ci-dessus, est donc ramenée à
r rP{x,y,z)dxdy
Nous arrivons donc finalement au théorème déjà obtenu pour les surfaces sans singularités :
Etant donnée une surface
que Von peut supposer à singularités ordinaires {une ligne double avec des points triples), toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à cette surface se ramènent par la soustraction d' une intégrale de la forme
(U et V rationnelles en x^y et z) au type
V {x. y, z) dx dv
SI
^{^-^y^^') étant un polynôme qui s'annule pour la courbe double.
V. — Théorème fondamental sur le nombre limité des intégrales de seconde espèce.
17. Il s'agit maintenant de montrer que les intégrales de seconde espèce
r rV(x, y. z)dx dy
Partons de l'intégrale (1), où le polynôme
est de degré 7^, et désignons par V,{x,y, ..) l'ensemble des termes homogènes et de degré/? dans P. Posons
(*) I V ^.rPi+K.
H et R étant des polynômes de degré p en .r, y et z. On peut choisir, si p est assez grand, les polynômes H et K de degré p. de telle manière que Von ait V identité
U/',-f- V/; =- kf- ^ B/ ( A et B étant des polynômes ),
identité qui peut s'écrire
Pi(7/;+^)-'-H/;^"K/;-=A/:-B/ .
Pour légitimer cette assertion, nous n'avons qu'à nous appuyer sur la proposition de M. Gastelnuovo dont nous avons déjà fail usage (n° 16). Considérons la surface $ représentée par l'équation
Elle passe par les deux courbes définies par les équations
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L'une de ces courbes F est la ligne double de /; désignons l'autre par C. Les axes ayant été pris arbitrairement, on peut supposer que G et F sont des lignes simples de rencontre de /^r=:o, /' =.0. Ensuite $ coupe le plan de l'infini, suivant la ligne
(y) ^=-0, Pl(jK?j-:-.2;Cp^) rr^ g,
en introduisant la quatrième coordonnée homogène f^ et en désignant par cp l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré m dans f. Réciproquement, toute surface de degré p passant par les courbes G et F et contenant la ligne plane (y) a le premier membre de son équation de la forme
où U et V sont des polynômes de la forme (a).
D'autre part, la surface <I> est aussi représentée par l'équation
Elle passe donc par la courbe simple D de la surface /, définie par les équations
De plus, elle passe, comme nous le savions déjà, par la ligne double, mais nous voyons maintenant que <ï> est tangent à la surface
le long de la ligne double F; réciproquement, toute surface passant par D et par F, et étant tangente à /^ -: o le long de F, a le premier membre de son équation de la forme
Gonsidérons alors le système linéaire S des surfaces de degré m-\-p défini par les lignes-bases simples G, D et F, avec la condition que le long de F ces surfaces soient tangentes à/^— - o. Si/? est assez grand, et par suite m +/?, ce système linéaire découpera
sur le plan de l'infini
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le système linéaire complet de courbes de degré m +/?, caractérisé par les points-bases simples qui sont les intersections du plan de l'infini avec les courbes C, D et T, avec la condition supplémentaire qu'aux points d'intersection du plan de l'infini avec la courbe F, la courbe soit tangente à la surface /^= o. Or la courbe (y), considérée plus haut, définie par les équations
satisfait bien à ces diverses conditions, car la courbe
qu'elle contient partiellement, passe par les points à l'infini de C, D el r. Les points à l'infini de F satisfaisant aux équations
/ — o, Cil =r o, Cp = O,
la courbejK'fl + «2^^r^^ ^^ dont l'équation peut s'écrire
est bien tangente à 0^=0 aux points doubles de o.
Donc, sl/> est assez grand, nous pourrons certainement trouver une surface du système linéaire S, donnée soit par l'équation
soit par l'équation qui lui csl identi(jue
où U et V ont la forme (a).
19. Nous allons facilement achever la démonstration. Après avoir déterminé U et V comme il vient d'être dit, formons la différence
fL p - m -r- •} L Oy l /: / ' 0.r \ fi )
nous allons voir qu'elle est de la forme
où Q est seulement de degré p — i , tandis que P était de degré p
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On a l'identité en a:,y^ z
A et B étant des polynômes respectivement de degré/; H- i et p. D'après le calcul du n" 14, on a sur la surface /= o
r) / U \ à / Y \ __ ày ' éx ôz
Or, soient dans U, V, A, B les termes homogènes de plus haut
degré en x^ y, z représentés respectivement par m, (^, «, b\ on
aura d'ahord
donc
d'où l'on déduit
P 1 ( — zo'~-^- m Z' ) r= a 'f 3 -T- bo, on en conclut
a r-^ — Pj ^ -T- X'-p ) . , , , , ,
; ( A polyn. homog. en a:-, jK. -^ de degré /? -r- 1 — m).
b = mPi — lo'. )
On aura donc, comme on le vérifie immédiatemenl,
du ôv <)a , , ., , ,^ r)X
dy dx ôz ^ ^ Oz '
On pourra par suite, sur la surface f^ écrire
5^ -^ 5^ ^ 5J - '' = ^^ - '" ^ 3)P,(x, j-, . , -,- (liœ,y, z),
Q_(x^y^ z) étant un poljnome de degré/? — i au plus. Nous con cluons donc de là c[u'on peut passer de l'intégrale
fr
p ( X, y, z ) dx dv
fz
où P est un poljnome de degré /?, à une intégrale de même forme où P sera seulement de degré y> — i, pourvu que p dépasse une certaine limite.
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20. Nous pouvons enfin déduire de toutes les transformations précédentes le théorème fondamental relatif au nombre limité des intégrales distinctes de seconde espèce. Convenons de dire que des intégrales de seconde espèce sont distinctes, si aucune combinaison linéaire de ces intégrales n'est de la forme
dx dv
\ ôx dy j
U et V étant rationnelles en x, y, z.
Le théorème fondamental sur les intégrales doubles de seconde (.'spèce est alors le suivant :
// n'y a pour une surface algébrique qu'un nombre limité d' intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
Ou encore :
// existe pour une surface algébrique un certain nombre p d'intégrales doubles distinctes de seconde espèce
II. L. ..., Jp
telles que toute autre intégrale double de seconde espèce est de la foi' me
' ' JJ \0x OyJ -^
les a étant des constantes, et \^ et^ des fonctions rationnelles
de x^ î', :;.
21. La démonstration précédente s'applique a tous les cas. Pour établir crue les intéerrales
V ix, y, z) dx dy
se réduisent à un nombre fini d'entre elles, on pourrait se borner au cas où la surface est la plus générale de son degré.
En prenant pour/(j;,y, z) un polynôme arbitraire de degré m, on peut trouver facilement une limite du degré p. Reprenons l'identité fondamentale
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en supposant que U et V sont de degré p -h i . On a alors
Q étant un polynôme de degré p. Nous avons vu que dans Q(.r, j, ;3) l'ensemble des termes homogènes de degré p sera égal à un polynôme homogène donné P< (^, y^ z), si l'on a
U — rPi- H )
•^ (H et K polynômes de degré p ).
Formons alors l'identité
Dans H/^.+ K/^, où H et R sont des polynômes arbitraires de degré />, le nombres des arbitraires est égal à
D'autre part, pour avoir une identité de la forme (O), il faut et il suffit que la surface obtenue en égalant à zéro le premier membre de cette identité, que nous appellerons la surface $, passe par la courbe gauche
Or, on sait que le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré ^ passe par une courbe gauche sans point singulier de degré d et de genre t: est égal à
ixd — t: -h I ,
si ^K est assez grand; dans le cas où la courbe est l'intersection complète de deux surfaces de degrés a et (3, on doit avoir
Dans la question actuelle
De plus, la surface <ï> a, quels que soient les arbitraires qui y figurent, un nombre de points communs avec la courbe (y) égal à
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m{m — i), et qui sont les /??( m — i) points à l'infini de (y); le nombre des conditions est donc à diminuer de m{m — i). Le nombre des paramètres sera au moins égal au nombre des conditions qui expriment que la surface $ passe par la courbe (y), si l'on a
?n [m — I ) ( '2 m — 5 ") >( /? -h ni — \)m(m — \) ^— — •
Si Pq désigne le plus grand nombre entier positif pour lequel cette inégalité n^est pas vérifiée, on pourra ramener toute intégrale
P(.r. jK, z) dx dy
à une intégrale de même forme, où le degré de P sera au plLis/?o- On ne peut pas trouver pour /?o une expression simple, mais on vérifie facilement que
et l'on est par suite assuré de pouvoir réduite à im — 4 ^^ degré du polynôme qui figure au numérateur de l'intégrale double.
VI. — Recherche des conditions pour qu'une intégrale doubl'e soit de seconde espèce.
2^. Nous venons de montrer que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent par une soustraction convena-ble à la forme
l*(.r,y, z) dx dy
(le poljnome P s'annulant sur la courbe double), où le degré /> du polynôme P est limité. Mais toutes les intégrales doubles de cette forme ne sont pas de seconde espèce. 11 faut maintenant exprimer que cette intégrale est de seconde espèce.
Nous n'avons rien à exprimer pour ce qui regarde les points à
distance finie de la surface
Nous avons seulement à examiner les points à l'infini, en supposant d'ailleurs, comme il est permis, qu'avant toute réduction on ait fait une transformation homographique.
Posons
et soit alors F(X, Y, Z) = o l'équation de la surface transformée. L'intégrale prendra la forme
H(X, Y, Z) désignant un polynôme qui s'annule pour la courbe double de F. Si p est au plus égal à m — 4? l'intégrale est de première espèce. Soit donc
Par la soustraction d'une intégrale convenable de la forme (n"* 7 et 12)
r r\ à rAfx.Y,z)-| â [B(X,y,Z)1} ^^ ^^
JJ \ àX l )i,'-Ou-.> J "" JY L \l'-un-.> J ( ^^ ^^'
on obtient une intégrale
I KfX, Y. ZjdXdY X F.
K(X, Y, Z) étant un polynôme s'annulant pour la courbe double. D'après le n" 16, pour que cette intégrale ait sur la ligne X = o le caractère d'une intégrale de seconde espèce, il faut et il suffît que l'expression
Fz(o, Y,Z;
soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. On pourra reconnaître s'il en est effectivement ainsi, ce qui entraînera en
général
conditions, en désignant par tc le genre d'une section plane quelconque de la surface et par suite de la courbe F(o, Y, Z) = o. Les
conditions reviennent en effet à écrire que Tintégrale abélienne K(o,Y, Z)r/Y
Fz(o, Y,Z;
est algébrique ; les 2 7r périodes cycliques doivent être donc nulles, ainsi que les ni résidus relatifs aux points à l'infini, qui donnent seulement m — i conditions. On sait d'ailleurs que toutes ces conditions s'expriment sous forme algébrique.
23. Toutes ces conditions étant remplies, nous sommes assuré que pour les points à l'infini de la surface
qui correspondent à
X - o, Y - une valeur finie
les conditions pour que l'intégrale proposée soit de seconde espèce se trouvent vérifiées. Si l'on avait posé
^"YT' ''"^y7' """Y/
on aurait eu l'intégrale
Hi(Xi, Yi.Z,)
d\,d\, [Fi(Xi, Y,,Zi) -ol.
Pour les points de la courbe Y< = o, elle devrait en général avoir le caractère d'une intégrale de seconde espèce, puisque cette courbe correspond à X-— o. Donc pour tous le^ points à l'infini de la surface F< qui correspondent à Yi = o et à une valeur finie de Xi se trouvent vérifiées les conditions pour que l'intégrale soit de seconde espèce. Mais on a
donc aux points de F exclus plus haut pour lesquels
X - une valeur finie, jk
comme ils correspondent nécessairement sur F^ à des points pour lesquels
Yi — o, X, — o,
la conclusion est immédiate, et les conditions voulues sont vérifiées. Ainsi donc nous savons exprimer que U intégrale double
(le polynôme P s'annulant sur la courbe double) est une intégrale double de seconde espèce.
Ceci revient à exprimer qu'une certaine intégrale abélienne est algébrique; le nombre des conditions est en général égala
-iz désignant le genre d'une section plane quelconque de la surface.
VII. — Caractère invariant de l'intégrale de seconde espèce
24. Nous avons maintenant à montrer qu'une intégrale double de seconde espèce reste une intégrale de seconde espèce quand on effectue sur la surface une transformation birationnelle. Nous avons déjà vu (n° 2) que la forme des expressions
est invariante relativement à toute transformation birationnelle, mais cela ne suffit pas pour établir l'invariance des intégrales deseconde espèce. La difficulté provient des points fondamentaux
que peuvent posséder les transformations biralionnelles. Soil, sur la surface
un point A, que Ton peut évidemment supposer simple, qui soil lin point fondamental de la transformation, c'est-à-dire qu'au point A de / correspond sur la surface transformée
une certaine ligne. Envisageons une intégrale I de seconde espèce
de la surface F et reclierclions si sa transformée i relative à la
surface / possède au point A le caractère d'une intégrale double
de seconde espèce. L'intégrale i pourra devenir infinie le long de
certaines lignes
Fi, r,, .... F/,
passant par le point A; il résulte de ce que i est la transformée d'une intégrale de seconde espèce de la surface F, que l'on peut retrancher de l'intégrale i une intégrale double de la forme
r r/dl],, à\,A [ (Ua et Va ration-
ià = ^,'->^,....^) J J [-Jjr--^)d^dy j nellescn:r,7etz)
telle que la différence de ces deux intégrales reste finie dans le voisinage de A sur la courbe F^ (en dehors de A). Nous allons voir que cela suffit pour affirmer que l'intégrale i présente en A le caractère d'une intégrale de seconde espèce.
Les axes des coordonnées étant supposés arbitrairement situés par rapport à la surface, nous écrirons i sous la forme
ce A(.r, >', ^) , ,
^'^ JJ rÏM(-,7;J«..T:rK.(x,^)j^.y] ^?^' ^'^'
les polynômes R de ^ et / étant irréductibles et premiers entre eux, et s'annulant en A, tandis que A{x,y^z) est une fraction rationnelle de x,y, z qui reste finie en ce point. On peut, par hypothèse, retrancher de i une intégrale
— ^ H ^ ) clx dy.
ox Of ' -^ '
telle que la différence des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A sur la ligne T, (en dehors de A ) ; nous supposons que
pour r< on ait Ri{x,y)=zo. En décomposant, comme nous l'avons fait à plusieurs reprises, U^ et ¥< en éléments simples, nous ferons ainsi disparaître R.< du dénominateur, mais en introduisant à la place une certaine puissance de ^ — a (on désigne par a l'abscisse de A). En continuant ainsi de proche en proche, nous retranchons de i une intégrale de la forme
de telle sorte que la différence soit de la forme
(y ) / / ; '" '^ ,., dx dy,
la fraction rationnelle B étant finie en A. Cette dernière intégrale / est évidemment telle que l'on peut en retrancher une intégrale de la forme tant de fois considérée, de façon que la différence reste finie dans le voisinage de A (en dehors de A) sur la ligne x =z a. En faisant les réductions les plus élémentaires, nous sommes ramené au cas de a =z i et nous avons, par suite, en ayant fait seulement des soustractions du type voulu, l'intégrale
C(^, y, z) étant finie et déterminée en A. Nous pouvons d'ailleurs supposer que la courbe pour laquelle on a
ne rencontre pas le plan ^ z:^ a en un point dont la coordonnée y soit égale à b (en désignant par b la seconde coordonnée de A); dans le cas contraire, en effet, il suffirait de faire tourner les axes Oy et O;:; dans le plan des zy sans changer l'axe Ox.
Ceci posé, d'après nos hypothèses, on peut retrancher de l'intégrale (2) une intégrale de la forme
//é[^ss^]**
[où R(x, y, z) est une fonction rationnelle], et telle que la différence des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A (en P. ET S., IL ,3
dehors de A) sur la ligne ûcz= a. Ceci entraîne Tidenlité
JiC^^y, O ^ ô}^^""'^^^^ t'""''^^ courbe/(«,jK,n-o].
D'après ce que nous avons dit, la fonction rationnelle C(a,y, Ç) reste finie pour les points de la courbe /(rt,j^, Ç) = o, qui correspondent k y = b. Donc, on peut mettre l'expression
sous la forme
M étant un polynôme en y et Ç, et R(y) ne s'annulant pas pour y=b. Par suite, si l'on retranche de l'intégrale (2) l'intégrale
on aura une différence qui sera de la forme
S{x,y, z)dxdy,
la fraction rationnelle S étant finie et déterminée au point A. Ceci montre que l'intégrale (2) et, par suite, l'intégrale initiale i présentent en A ce que nous açons appelé le caractère dUine intégrale double de seconde espèce.
Ainsi se trouve établi le caractère invariant de ^intégrale double de seconde espèce; le nombre désigné par p au n" 20 est , donc un nombre invariant pour toute transformation birationnelle. ^t
VIII. — Quelques exemples
25. Considérons d'abord les intégrales de fonctions rationnelles
(1) jJS{x,y)dxdy,
S étant une fonction rationnelle de deux variables indépendantes X et y. Il résulte immédiatement du théorème général du n° 11, que de telles intégrales, quand elles sont de seconde espèce.
SUR LES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. iÇfj
peuvent par la soustraction d'une expression
être ramenées à la forme
(3) ffv{x,y)dxdj,
Pétant un poljnome. En effet, on peut regarder (i) comme une intégrale relative à la surface
z ^^ ax -\- by -- c.
D'autre part, il est manifeste que l'intégrale (3) peut s'écrire
dx
dx dy.
Q étant un polynôme en x et jk, car on peut toujours poser P :== ^.
^ ôx
Donc, toutes les intégrales doubles de seconde espèce de fonctions rationnelles de x et y sont de la forme (2). Le nombre désigné plus haut par p est ici égal à zéro.
Il ne sera pas inutile de reprendre directement la démonstration du résultat précédent, sans s'appujer sur aucun théorème général. Soit
[RK^,jk)J^>...[R,„(^,jk)J'^".'
les R étant des polynômes irréductibles en x et y, que nous pouvons supposer contenir à la fois x ely, et premiers entre eux. Puisque l'intégrale ([) est de seconde espèce par hypothèse, on doit pouvoir retrancher de (i) une intégrale de la forme (2), telle que la différence reste finie dans le voisinage d'un point appartenant à la courbe
Si nous décomposons U et V en éléments simples par rapport à jK, relativement à chacun des polynômes R, nous avons
"jLt[Ri{x,y)]^'.' ZL[Riix,y)\^-r
Ai et Bi étant des polynômes en y k coefficients rationnels en x.
La différence
^^^•-' ^ ôx \ [R,(^,7)yM ^' ôf { \\\y{x,y)\'c. \
ne doit pas être identiquement infinie dans le voisinage d'un point arbitraire satisfaisant à la relation
Par cette soustraction, nous faisons donc disparaître R, du dénominateur, en introduisant cependant à la place un polynôme en X seul. En opérant maintenant relativement à Ro» et ainsi de suite, nous voyons que, par la soustraction d'une intégrale (2), nous ramenons l'intégrale de seconde espèce (1) à l'intégrale
-7 — '^— dx dy,
P étant un polynôme en x ety, et V(^) un polynôme en x. Cette dernière intéo:rale est la somme d'inté£:rales
ff
R{x)y"' dx dy
[oùR(^)est une fraction rationnelle de x^ et mwn entier positif] que l'on peut écrire
7 rr;^['^(^)^'""^']^^^^;
elle est donc de la forme (2), et nous retrouvons bien le résultat annoncé.
26. IVenons encore, comme exemple, une surface qui correspond birationnellement à l'ensemble de deux courbes '.p et ^, c'est-à-dire une surface pour laquelle on a
les R étant rationnelles en a, j^, a' et [3', et cela de telle manière qu'à un point arbitraire (x^y^z) de la surface corresponde un
seul couple (a, [^) et (a^ ^') ; nous désignerons par/(^, y, z) — o l'équation de la surface.
Soit
(4) yR(a, P)r/a
une intégrale abélienne de seconde espèce, non rationnelle, de la
courbe
cp(a, P) = o,
que nous supposons de genre supérieur à zéro, et soit pareillement
(5) rS(a', pV)û?a'
une intégrale de seconde espèce, non rationnelle, relative à la courbe de genre supérieur à zéro,
J'envisage l'intégrale double
rrR(a, 3)S(a', ^')d'xd(x', qui est manifestement de la forme
(6) fji:{x,y.z)dxdy,
T étant rationnelle en ^, y et z. Nous allons voir que cette intégrale est une intégrale de seconde espèce de la surface /. Les lignes, le long desquelles l'intégrale (6) devient infinie, correspondent aux pôles de l'intégrale (5). Si A est un pôle de (4) sur la courbe cp (on peut le supposer à distance finie), on a, dans le voisinage de ce point,
p et U étant rationnelles en a et p, et p restant finie en A. L'intégrale peut donc s'écrire
ff{§^p)H^:?')i^ci.',
c'est-à-dire
rr-^[U(a, 3)S(a', [i')l duch' - i jpSdoLdoi';
le premier terme seul devient infini pour un point de la surface / pris arbitrairement sur la ligne T qui correspond au point A de la courbe cp. Or, ce premier terme, d'après les généralilés du n" 2, est nécessairement de la forme
U, et V, étant rationnelles en ^, y et z. Donc, en nn point arbitraire de la ligne F, l'intégrale (6) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Pour les pôles de à on raisonnerait de la même manière, et aussi pour les points correspondants à la fois aux p(jles de cp et aux pôles de à, et nous arrivons bien à la conclusion que rintégrale (6) est une intégrale double de seconde espèce.
Une question intéressante se pose immédiatement. Peut-on affirmer que l'intégrale (6) n'est pas réductible à une intégrale
Il en est bien ainsi, du moins en général; c'est là un point assez délicat à établir, qui appellera notre attention sur certaines circonstances intéressantes relatives à la périodicité des intégrales doubles.
27. Nous commencerons par l'examen d'un cas particulier remarquable, qui se rapporte à la théorie des intégrales hjperelliptiques. On connaît, dans la théorie de ces intégrales d'après Weierstrass, l'importance de l'identité
d r y/P?^ 1 ô\ ^'Vry~) 1 U(a:,r)
y}s/\'(jc)\ s/^ioos/ï'iy
où P(.r) désigne un polynôme arbitraire ayant des racines distinctes «,, «o, . . . , a,t, et où \]{x, y) est un polynôme en x ely défini par cette identité même.
Si nous envisageons la surface
on aura
ÔX \ i V —
Nous allons considérer l'intégrale double
UCr, y)
dx cly^
prise le long d'un cycle à deux dimensions formé par une courbe fermée G du plan de la variable x qui comprenne à son intérieur deux des points a, et par une courbe fermée G^ analogue dans le plan de la variable y. Si les deux courbes G et G', tracées sur le même plan, offrent la disposition de la fig. a, c'est-à-dire si les
contours G et G' ne se coupent pas (ou peuvent être ramenés à des contours ne se coupant pas sans traverser les points à)^ on aura de suite, d'après l'identité (i), la relation
kJ c. 'Jc.<
- dx dy
puisque, tous les éléments restant finis dans les deux intégrales
on n'a qu'à faire la première intégration dans chacune de ces intégrales et l'on obtient ainsi zéro.
Le résultat précédent ne subsiste pas si les deux contours ont la disposition de la fig. (3. Les contours G et G' ont deux points communs p et ^, et le maniement des intégrales (2) demande quelques précautions à cause des deux éléments qui y deviennent
infinis. Prenons sur C deux points Xi et x.2 de part et d'autre de/?, et deux points x^ et Xj^ de part et d'autre de q.
Fig. p.
Nous allons calculer la valeur de l'intégrale
l'intégration par rapport à y étant faite le long de C, et l'intégration par rapport à x étant faite dans le sens de la flèche le long de l'arc XiX^ et le long de l'arc ^4^0. Le radical s/\-\j^) a une valeur bien déterminée le long de C, et le radical \/\-\y) une valeur bien déterminée le long de C; nous pouvons supposer qu'ils sont égaux en p, ils auront alors des valeurs de signe contraire en q. Ceci posé, l'intégrale est manifestement égale à
Pour calculer l'intégrale qui forme la première ligne, traçons un arc mrn. Une intégrale prise le long de C est égale à la somme d'une intégrale prise le long du conlour /nqnr m et d'une intégrale relative au contour nirnpm. Or, pour l'intégrale de la première ligne, la première de ces deux intégrales est très petite si Xt est très voisin de Xo ; la seconde se réduit à
v/pt^;}^^^^
prise le long du contour mrnpm : elle a donc pour valeur 2tzi. L'intégrale de la seconde ligne se calculera de même ; sa valeur est
encore itù^ en se rappelant qu'en ç', les radicaux y/P(^) et \l^{y) sont de signes contraires.
Si l'on calcule maintenant l'intégrale
JItAî^^]"'"'^
dans les mêmes conditions, on trouve évidemment zéro.
Donc l'intégrale (I) prise le long de G' et des arcs œ^ X'^ et ^4^0 de G diffère très peu de l^izi.
On a, par suite ('), pour layt^-. [^,
RcTmons maintenant à nos intégrales
(3) rrR(a, P)S(a', pO^a^a'
et supposons, pour plus de simplicité, que les courbes cp et ^J; soient des courbes arbitraires de leur degré. On peut supposer que les coefficients de Ret les coefficients de S dépendent respectivement d'une manière algébrique des coefficients de cp et ^\ nous supposerons de plus que l'intégrale
l'RCa, p)^a,
prise le long d'un cycle G de cp, n'est pas une fonction algébrique des coefficients du polynôme cp, et pareillement l'intégrale
fi
S (a', p')^«', prise le long d'un cycle G' de ^ n'est pas une fonction algébrique
( ' ) Ce résultat est bien d'accord avec la relation capitale obtenue par Weierstrass d'une tout autre manière, et que l'illustre auteur formule de la manière suivante :
[x+i r"\i.+2 F {x, y) dx dy t.
Voir Beitrag zur Théorie der Abelschen Intégrale (Tome I des Œuvres de Weierstrass, p. 117). Le polynôme R{x) est désigné dans notre texte par P(^)
et F = -.
(les coefficienls du polynôme J>. Nous disons qu'il est impossible que Ton ait une relation de la forme ( ' )
U et V étant des fonctions rationnelles de a, 3, cfJ et ^'. Si une telle identité est possible, il est clair que les coefficients de U et de V peuvent être supposés'dépendre algébriquement des coefficients de C5 et de 'l. Si U et V ne devenaient pas infinies en certains points du continuum (GC), l'intégrale double (3) prise le long de G et de G' serait nulle. Gomme il n'en est pas ainsi, il faut qu'il y ait un certain nombre limité de couples de points (AA') (A étant sur G, et A' sur G') pour lesquels U et V deviennent infinies. Si les cycles G et G' sont, comme on peut toujours le supposer, formés de morceaux de lignes algébriques, les coordonnées de A et A^ seront des fonctions algébriques des coefficients de o et ^. Un tel point ; A A') va jouer ici le même rôle que le point p de G et de G' au numéro précédent; on prendra sur G deux points Xi et ^2 de part et d'autre de chaque point A, et, en faisant un calcul tout analogue à celui qui a été fait plus haut, on voit que l'intégrale (3) prise le long de G et G' peut être calculée d'une manière purement algébrique, et, par suite, la période correspondante s^ exprimerait algébriquement à Vaide des coefficienls de cp et (L. Mais il n'en est pas ainsi, puisque la période d'une intégrale abélienne de seconde espèce est, en général, une fonction transcendante des coefficients de l'équation de la courbe. Nous sommes donc assuré d'avoir des intégrales doubles de seconde espèce ^ / y\{x, y, z)dxdy
qui ne se réduisent pas à une intégrale
■r)U dM
, dx dy.
â.v ùy ' •^'
comme nous voulions l'établir.
(') En prenant -— on considère, bien entendu, [i comme fonction de a, et de
d\ même dans le calcul de -r— , > on considère 3' comme fonction de a'. ôx
IX. — Seconde définition des intégrales de seconde espèce
29. On peut donner, des intégrales de seconde espèce, une définition qui fait intervenir la considération des résidus de l'intégrale double. Nous nous bornons d'ailleurs à une surface ne présentant que des singularités ordinaires. Soit
I 1 R{x,y, z)dxdy
une intégrale double attachée à la surface
On peut toujours supposer, en effectuant préalablement une transformation birationnelle convenable, que l'intégrale devienne infinie seulement le long de certaines courbes simples de la surface ne passant pas par les points triples et pour les points à l'infini. Pour chacune de ces lignes et pour la ligne à l'infini, l'intégrale aura un certain nombre de résidus qui sont des périodes d'intégrales abéliennes. Leur définition résulte de ce cjuenous avons vn (t. T, p. 49) en étudiant les résidus des intégrales doubles de fractions rationnelles. Soit C une ligne le long de laquelle R devienne infinie, représentée par
prenons, y étant regardé comme un paramètre, le résidu de la
fonction de x^
Mx,y,z).
Ce sera une quantité de la forme
^ étant rationnelle en x et y. Les périodes (polaires ou cycliques) de l'intégrale abélienne
~ijyS^^y)dy
relatives à la courbe '^ sont les résidus de l'intégrale (i) relatifs à 1; courbe G.
2o4 CIIAPITRK VU.
30. Supposons que l'intégrale (i) soit de seconde espèce ; ]e d\s, qu'alors tous les résidus relatifs à C sont nuls. Réciproquement, si tous les résidus relatifs à G sont nuls, l'intégrale (i) présente, en un point arbitraire de G, le caractère d'une intégrale de seconde espèce.
La démonstration de ces deux propositions va se faire à la fois. Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que la courbe G est une section plane ou une portion d'une section plane de la surface. Nous avons alors, en supposant que le plan de la section soit ^ = o, l'intégrale double
■ ■ dx av.
xJ-
la fraction rationnelle S ne devenant pas identiquement infinie pour ^ = o. En employant les réductions dont nous avons fait si souvent usage dans ce Ghapitre, on peut supposer que a = i, et l'on a alors l'intégrale
Soit G la courbe (ou une des courbes) suivant laquelle le plan X == o coupe la surface. Les résidus relatifs à la courbe G seront tous nuls, si toutes les périodes de l'intégrale abélienne
relatives à la courbe G sont nulles, s étant la fonction de y correspondant à la courbe G. Mais on a alors pour 1 intégrale précédente une fraction rationnelle
K(7, O et, ])ar suite, en retranchant de (2) l'intégrale (3) JJ -—^-dxdy,
la différence des intégrales (2) et (3) reste finie en un point arbitraire de la courbe G, et^ en tout point de la courbe G, elle reste finie sur cette courbe dans le voisinage de ce point (le point pouvant être exclu).
Réciproquement, si l'intégrale est une intégrale de seconcl( espèce, on pourra retrancher de (2) une intégrale de la forme
T(x, r, z) j dx dy
ôy X
telle que la différence reste finie dans le voisinage de C ; on a donc
pour la courbe C, et tous les résidus relatifs à G sont nuls.
De là nous concluons que, si pour toutes les courbes C et pour la courbe à l'infini de la surface, tous les résidus sont nuls, l'intégrale est telle que, dans le voisinage de tout point d'une de ces lignes, on peut retrancher une intégrale de la forme voulue, de telle sorte que la différence des deux intégrales reste finie sur la ligne dans le voisinage du point. D'après les résultats de la Section VII, cela suffît à établir que l'intégrale est de seconde espèce. La réciproque est d'ailleurs évidente d'après ce que nous avons vu plus haut.
Ainsi donc nous sommes conduit à une seconde définition des intégrales de seconde espèce par la considération des résidus de V intégrale double.
31. Terminons ce Chapitre par une application des considérations qui précèdent aux intégrales de fonctions rationnelles, en recherchant à quelles conditions l'intégrale
où P et Q sont des polynômes (dont le second est supposé irréductible), est une intégrale de seconde espèce. D'après ce qui précède, il est nécessaire que l'intégrale abélienne
relative à la courbe Q^{Xj y) = o, se réduise à une fraction rationnelle de X ety; c'est la condition pour que les résidus correspondant à la courbe Q = o soient tous nuls. La condition est suffi-
•>o6 CHAPITRE VII. — SUR LES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE.
santé; on va voir, en effet, que, si elle est remplie, on peut retrancher de (4 > une intégrale convenable, et la différence mettra en évidence la nature de l'intégrale.
D'après rhypothèse faite, on peut mettre l'intégrale abélienne(5) sous la forme
iM(;, Tj ) et R-(^) étant des polynômes. Formons l'intégrale
r fsêQ â r M(^,j) -] OQ à r M{x,:y) ij
elle est, comme nous savons, de la forme
(jH..g)rf^rf,,
Un calcul facile montre que la différence des intégrales (4) et (6) est de la forme
If-
dx dy,
S et V étant des polynômes : l'intégrale (4) est donc bien de seconde espèce, puisqu'il en est ainsi de l'intégrale que nous venons de trouver en dernier lieu.
I. — Quelques remarques complémentaires sur la réduction des intégrales doubles de seconde espèce.
1 . Prenant toujours, comjne au Chapitre précédent, une surface
à singularités ordinaires, nous avons vu que, par des soustractions du type voulu, on pouvait ramener toute intégrale double de seconde espèce à la forme
V{x, y, z) dx dy
où V(^x,y^z) est un polynôme.
Il a été démontré ensuite (p. 182 et suiv.) que, par la soustraction d'une intégrale de la forme
sm^y^m^-"-
où U et V sont des polynômes en x^ y et 5, on pouvait ramener l'intégrale (i) à l'intégrale
(2) r rq(x,r,z)dxdy^
où le degré du polynôme Q est limité.
La réduction précédente ne suppose en rien que le polynôme P s'annule sur la courbe double de la surface, quoique ce soit à ce
c2o8 CHAPITRE VIII.
cas que l'on puisse toujours se trouver ramené. Mais si P s'annule sur la courbe double, il n'en est pas nécessairement de même pour Q, du moins si l'on fait la réduction telle que nous l'avons présentée. Il est cependant exact que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent au type (2), où Q s'annule sur la courbe double et où son degré est limité (quoique cette limite puisse être plus élevée qu'avec la réduction primitive). On pourrait le démontrer directement en modifiant un peu l'analyse des n°* i8 et 19 du Chapitre précédent : on assujettirait les polynômes U et V qui V figurent à s'annuler sur la courbe double, ce qui n'entraîne pas de modifications importantes dans les raisonnements; la limite, je le répète, pour le degré du polynôme Q, pourra être plus élevée que dans le premier cas.
2. On peut arriver au même résultat par une voie indirecte. Effectuons sur la surface/ une transformation birationnelle telle que la courbe double de / devienne sur la surface transformée F une ligne simple L, nécessairement composée à'' une ou de deux courbes irréductibles; la transformation birationnelle peut d'ailleurs être prise de telle sorte que F n'ait que des singularités ordinaires. L'intégrale transformée ne devient plus alors infinie sur la ligne double; on peut donc faire les réductions habituelles, et, en revenant à la surface/, on a une intégrale double qui ne devient plus infinie sur la ligne double : par suite, toute intégrale double de / se ramène à la forme (2), où le degré du polynôme Q est limité et où ce polynôme s'annule sur la courbe double.
Nous venons de dire que la ligne L de F correspondant à la ligne double de /se composait d'wAie ou de deux courbes irréductibles. Si l'on considère en effet la ligne double G de /, les deux plans tangents en un point arbitraire de G dépendent rationnellement de
^, y, Z et ^{flyY—fhfy^-
Il arrivera en général que le radical précédent ne sera pas une fonction rationnelle de {x^yyZ) quand ce point est sur G, mais il pourra en être ainsi dans certains cas particuliers, et ces deux circonstances correspondent aux deux cas visés. Quand on se trouve dans le premier cas, que l'on peut regarder comme le cas
général, on ramènera une intégrale de seconde espèce de la forme (i), où P ne s'annule pas sur la courbe double, à une intégrale de même forme, mais où P s'annule sur cette courbe par la soustraction d'une intégrale de la forme
r r/dk dB\ , , , , ^
\ j {—' ^ j~ \ axdy (A et B rationnels en x, y et z).
La raison en est qu'en faisant disparaître dans (i) autour d'un point de la courbe double la ligne d'infini envisagée comme appartenant à une des nappes, on fait disparaître en même temps cette ligne regardée comme appartenant à l'autre nappe; car, avec l'hjpothèse faite, une fonction rationnelle de x^ y eV z restant finie sur l'une des nappes de la surface, dans le voisinage d'un point pris arbitrairement sur la courbe double, reste encore finie sur l'autre nappe de la surface.
3. Les considérations suivantes se rattachent au même ordre d'idées. Supposons que P(^, JK, z) étant un polynôme s'annulant sur la courbe double, on ait une identité de la forme
U et V étant des polynômes en x, y et z. Je dis que U et V s'annuleront nécessairement sur la courbe double, si nous sommes dans ce que j'ai appelé plus haut le cas général.
Prenons sur la courbe double un point arbitraire A; dans le voisinage de ce point, sur une nappe déterminée de la surface, l'expression
fz
est une fonction holomorphe de x et y. On peut donc écrire sur la nappe considérée et dans le voisinage de A
f. ~ày' 1 étant holomorphe en x el y autour de A. Par suite, d'après (3),
Donc l'inléjifrale
\] dy—{y -'kf.i)dx
estime intégrale de différentielle totale, parfaitement définie autour de A sur la nappe considérée de la surface. La courbe double peut être une courbe logarithmique de cette intégrale, et la période logarithmique correspondante est la période logarithmique de l'intégrale abélienne _
J — rr^'
relative à la courbe entre y et z, f[x^y, z) = o. Elle est, par suite, égale à la valeur de
2TTt'U(a7, y, z)
pour les points doubles de la courbe /(^, y, ;:;) :^ o. On en conclut de suite que l'expression
sj{fLy?-fhf;
a une valeur constante sur la courbe double de la surface. Si nous sommes dans le cas général {voir numéro précédent), le radical sera susceptible d'avoir changé de signe, quand {x^y.z) ])artant d'un point de la courbe double y reviendra après avoir décrit un chemin convenable. La valeur constante de l'expression précédente sera donc alors nécessairement nulle, et par suite U s'annulera sur la courbe double, comme nous voulions l'établir; il en sera nécessairement de même de V.
II. — Sur le nombre des conditions exprimant que certaines intégrales doubles sont 'de seconde espèce.
4. Toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à une surface de degré m
se ramenant, comme on l'a vu (p. 188 et suiv.), par une soustiac-
tion convenable, à une intégrale de la forme
P(x, y, z) dx dy
SI
fz
P étant un polynôme de degré limité s'annulant sur la courbe double, il restait alors à exprimer que l'intégrale précédente est de seconde espèce; c'est ce que nous avons fait, et nous avons montré que le nombre de ces conditions est, en général,
-K désignant le genre d'une section plane quelconque de la surface. En fait, m — i de ces conditions sont remplies d'elles-mêmes, de sorte qu'il reste 27: conditions; c'est ce que nous allons montrer maintenant en même temps que nous présenterons sur ces conditions diverses remarques (^).
o. Ces conditions sont relatives aux points à l'infini de la surface. Posons
et soit alors F(X, Y,Z) = o l'équation de la surface transformée. L'intégrale devient
H(X, Y, Z) étant un polynôme de degré/) s'annulant sur la courbe
double. Si p est au plus égal km — 4 l'intégrale est de première
espèce. Soit donc
par la soustraction d'une intégrale convenable de la forme
rr[ d rA(X,Y,z)i à rB(X,Y,Z)-[/
où A et B sont des polynômes, on obtient une intégrale
^X dY,
(') E. Picard, Sur le noniO/e des conditions exprimant qu'une intégrale double est de seconde espèce {Annales de l'École normale, 1902).
K(X, Y, Z) étant un polynôme s'annulant sur la courbe double. Pour que cette intégrale soit de seconde espèce, nous avons montré {loc. cit.) qu'il faut et il suffit que la fonction algébrique de Y,
soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Si le polvnome K n'était pas soumis à certaines conditions, par suite de la manière même dont il a été obtenu, il y aurait manifestement
conditions exprimant que l'expression (3) est la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Mais le polynôme K(X, Y, Z) se trouve soumis à certaines conditions. Pour approfondir davantage la question, remarquons que, l'intégrale double (2) étant de seconde espèce, tout résidu relatif à la courbe X = o doit être nul. Parmi ces résidus se trouvent les m résidus correspondant à un petit cercle autour de X = o et à un très grand cercle dans le plan de la variable Y, ou plus exactement dans un feuillet de la surface de Riemann F(X, Y, Z) = o. Nous allons montrer que ces résidus sont nuls.
Cherchons à cet effet le développement de
pour Y très grand. L'équation F = o peut s'écrire
cp(Y,Z)-4-Xoi(Y,Z)+... = o,
cp, cp,, . . . étant des pol^'nomes en Y et Z de degrés /?î, ni — i,
Si l'on pose
on aura
*(7],0-+-XYi<ï>i(r,, Q-f-...= o.
Les m racines Ç,, Ç25 •••??/« de l'équation
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sont dislincLes, les axes ayant été choisis arbitrairement. La racine Ç devenant égale à Ç/ pour r, == o se développe de la manière suivante :
et l'on reconnaît facilement que les a sont des polynômes en X de degrés marqués par les indices, de sorte que a/j est un polynôme de degré h en X. Nous avons donc pour la branche considérée
et, par suite
Z = — -f- aj H- a2 rj
Z=3 0Y + ai-f- ^■-H...-i
Soit maintenant
H(X, Y, Z) = H^(Y, Z) + XH,,_i(Y, Z) +. . .:
son développement suivant les puissances de Y sera de la forme
les jS étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices. De même, le développement de Fy^ sera de la forme
To Y'"-i -\- Yi Y'"-^ -- . . . ^- Y,«_, + ^ H- . . . ,
les y étant encore des polynômes en X de degrés marqués par les indices. On voit alors que, si l'on développe
suivant les puissances de Y^ on a
H(X, Y, Z) ^ , ,/. Oi rj, \
les 8 étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices. Le coefficient de
dans ce développement est o^_w+2-
En revenant à l'intégrale double
, inxvt2)^^,„
une première intégration autour d'un très grand cercle dans le plan de la variable Y nous donne
ir.i -^ r j
^p—in-\-'*
et, en intégrant cette expression amour de X :== o, on obtient zéro.
Si nous nous rappelons maintenant l'identité I H(X, Y, Z
d rA(X, Y, Z)] d rB(X, Y, Z)1 2
et si nous faisons dans les deux membres l'intégration double précédemment indiquée, les deux premiers termes du second membre donneront zéro, et par suite l'intégrale double
ffk
I K(iy^z)^_„,,
sera nulle pour le continuum indiqué. Or sa valeur est précisément
IMf^ [^(o,V,Z) = o,
cette intégrale simple étant prise sur un très grand cercle F dans un feuillet de la surface de Riemann F(o, Y, Z) = o. Donc l'expression
K(o, Y, Z) Fi(o,Y, Zl
a tous ses résidus nuls pour Y = co. Par suite, quand on écrira que cette expression est la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z, ou, ce qui revient au même, quand on écrira que l'intégrale abélienne
Sèrrll'" i'<°''''^'-i
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est une fonction rationnelle de Y et Z, on n'aura pas besoin d'écrire que les périodes polaires correspondant aux points à l'infini sont nulles. Il suffira d'écrire que les 2t, périodes cycliques sont nulles, ce qui d'ailleurs n'exigera, comme il est bien connu, que des opérations algébriques.
8. Le résultat que nous venons d'obtenir aurait pu être démontré encore plus simplement, on du moins on aurait pu y arriver, en restant dans le même ordre d'idées, sans passer par les développements en séries dont nous avons fait usage. Reprenons l'intégrale primitive
JJ
et posons
Aux valeurs X = o, Y = go considérées tout à l'heure correspondent (puisque X.' = —, Y' = y)
L'intégrale primitive se transforme en
en désignant par F(X', Y', 7J) = o la nouvelle équation de la surface.
Cette seconde intégrale, prise le long de deux petites circonférences autour de X'= o. Y' = o, est nulle, puisque l'intégrale
Fi.
(Y' étant constant et très petit), prise le long d'une petite circonférence autour de X'= o, est manifestement nulle. Or, puisque
aux deux cercles très petits C et C, autour de X'= o, Y'=o correspondent dans le plan Y un cercle très grand, et dans le
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plan X un cercle très petit si les rayons de G', et G' sont eux-mêmes dans un rapport très petit; nous retrouvons donc le résultat obtenu dans un des paragraphes précédents.
9. On peut encore retrouver à un autre point de vue les 2 t: conditions exprimant que l'intégrale double (i) est de seconde espèce. Si nous envisageons la courbe entre ^ et 5
les périodes de l'intégrale abélienne
rp(x, y, z)dx
seront nécessairement des fonctions dey.
Parmi ces périodes se trouvent les périodes logarithmiques correspondant aux divers points à l'infini de la courbe précédente. Examinons d'abord la nature de ces périodes logarithmiques. Soit prise l'équation de la courbe sous la forme
f,n{x, z) ^yf,n-x{x, z) ^ . . .-\- y'^f^^ o,
les / étant des polynômes en ^ et c de degrés marqués par l'indice.
Si nous posons
l'équation deviendra
(7) F,„(X, Z)-f-7XF,,_,(X, Z)-4-...-^7-X'«Fo=o.
D'après nos hypothèses sur la disposition arbitraire de la surface par rapport aux axes, l'équation ,
aura ses m racines distinctes que j'appellerai Z,, Zo, . . ., Z,„. La courbe (^) passe, quel que soit y, par m points fixes
(O, Zi), (O, Z2), . . ., (O, Z,n).
Dans le voisinage du point (o, Z/), le développement de Z suivant les puissances de X sera de la forme
les a étant des polynômes par rapport à y, comme le montre
immédiatement le calcul des dérivées successives de Z pour X :=: o. Si Ton cherche alors le résidu de l'intégrale (6) pour le point (o, Z/), on trouve immédiatement que ce résidu est un polynôme en y. II en résulte que les périodes logainthmiques correspondant aux points à r infini sont, pour l'intégrale (6), des polynômes en y.
10. Outre ces m résidus (se réduisant évidemment km — i), l'intégrale (6) a en général iiz périodes cycliques qui sont des fonctions de^, et l'ensemble de ces périodes satisfait à une équation différentielle linéaire E^ d'ordre
dont les coefficients sont rationnels en y. En raisonnant comme à la page 97 du Tome I, on voit de suite que le point y —-00 n'est pas un point critique de l'équation E'; toutes les intégrales de cette équation ont ce point comme pôle ou comme point ordinaire. Soit
CO2, ..., W2U
un système de périodes cycliques. Toutes ces fonctions w de y doivent avoir leur résidu nul à Tinfini, si l'intégrale (i) est de seconde espèce; dans le cas contraire, en effet, en prenant l'intéerrale
dy
autour du pointjK = ^7 on aurait un résidu de l'intégrale double, qui par suite ne serait pas de seconde espèce.
En écrivant donc que les au périodes co ont un résidu nul à l'infini, on doit nécessairement retrouver les 271: conditions dont il a été parlé plus haut. On peut d^ailleurs vérifier directement qu'il en est bien ainsi. Si l'on part en effet de la surface
et qu'on fasse
l'intégrale
se transforme en
P(ir, jK, z) dx dy
■ "<'".'■ 'iiïjï.
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D'après ce que nous avons dit plus haut (il y a seulement permutation de X et Y), l'intégrale double est de seconde espèce si toute période de l'Intégrale abélienne
relative à la courbe entre X et Z
a son résidu nul pour Y = 0. Mais ceci revient à dire que toute période de l'intégrale abélienne
^g^ rP(:r,y, z)d.T
relative à la courbe entre ^ et 3
a son résidu nul pour j)/ = co, car les deux courbes (8) et (10) se correspondent point par point. Nous retrouvons donc bien les ("onditions déjà trouvées.
Si l'intégrale double
P(.r, jK, z)dxdy
fj
fz
était de première espèce, l'intégrale (9) serait une intégrale de première espèce pour la courbe (10) et les m — i périodes polaires seraient nulles.
III. — Des intégrales doubles de fonctions rationnelles de seconde espèce.
11. A la fin du Chapitre Vil (n" 25) nous avons dit un mot du cas où l'on considère seulement des intégrales doubles de fractions rationnelles de x ely. D'après la théorie générale, si
(i) Jj¥{x,y)dxdy,
F étant une fonction rationnelle de x et y, est une intégrale double
de seconde espèce, on aura nécessairement
P et Q étant des fonctions rationnelles de x et jk. On peut en effet considérer que cet4.e intégrale double est relative à la surface
z — ax -\- by -\- c^
et, par suite, si elle est de seconde espèce, elle peut se ramener par la soustraction habituelle à
p{x,y)dxdy,
p étant un polynôme en x et jk, et l'on a bien par suite pour F la forme indiquée.
Il est intéressant cependant de traiter la question à un autre point de vue sans se reporter à aucun théorème général sur les surfaces algébriques, et nous allons nous poser la question suivante (' ) :
Quels sont les caractères dUtne intégrale double de fonction rationnelle dont tous les résidus sont nuls ?
Une question analogue se pose dans les éléments quand, étant considérée une fonction rationnelle d'une variable F(x), on demande à quelles conditions les résidus de l'intégrale simple
F ( ^ ) dx sont nuls. La réponse est alors que
U étant une fonction rationnelle de x.
Nous allons avoir, pour notre problème, une réponse présentant une analogie intéressante avec la question élémentaire que je viens de rappeler.
( ' ) E. Picard, Sur les intégrales doubles de fondions rationnelles dont tous les résidus sont nuls {Bulletin des Sciences mathématiques, 1902).
La condition nécessaire et suffisante pour que tous les résidus de r intégrale double (i) soient nuls est que l'on ait
V et Çl étant des fonctions rationnelles de x et y.
On aura ainsi en même temps une manière élégante d'exprimer les conditions pour qu'une fonction rationnelle Ae x eV y puisse se mettre sous la forme (2).
12. Il est d'abord très aisé de montrer que la condition est suffisante. On va voir en efTct que les résidus de
sont nuls, P et Q représentant des fonctions rationnelles de x ely. La chose est immédiate poui
-—- dx dy,
dx -^
])uisqu'on doit prendre d'abord, pour une valeur constante donnée à y^ l'intégrale
, dx
dx
le long d'un contour fermé, ce qui donne zéro. En ce qui concerne la seconde intégrale, soit
AaB^..I>
A, B, . . ., L étant des polynômes irréductibles en x et jk, contenant la lettre ^; a, .. ., X sont des entiers positifs; et désignons par .r, la fonction algébrique de jk correspondant à K{x^j y) =^ o. Le résidu de la fonction Q de x^ pour ^ = ^;,, sera visiblement une fonction rationnelle
de x^ et j^ , et le résidu de y^? pour x =r x^^ sera
Un résidu de l'intégrale double
—-- dx dy
dy ^
par rapport au continuum A(^^,JK) = o sera donc une période de l'intégrale abélienne
c'est-à-dire zéi^o.
Passons à la réciproque. Il s'agit de démontrer que
itégrale do m
¥{x,y)dxdy
Si tous les résidas de V intégrale double
sont nuls, on aura
YetyV étant rationnelles en x et y.
En posant comme plus haut
on peut tout d'abord, d'après les éléments de la théorie des fractions rationnelles d'une variable, mettre F sous la forme
les TT étant des polynômes en ^ à coefficients rationnels en y et 'y^ une fonction rationnelle de x et y. Les résidus de F relatifs au continuum A(x^ y) z= o sont les périodes de l'intégrale abélienne
/TZi{x,y) ,
relative à la courbe algébrique A(.T,y) = o. D'après les hypothèses faites, l'intégrale précédente est une fonction rationnelle de X ely, et l'on peut par suite écrire
'■'•■/"'■'. li,„.r).
Il étant un polynôme en x, à coefficients rationnels en j^.
De là résulte que l'on a
m dk _dH dX
T^ii^^y) _ ^H ^^ ^ïï _ ^y ^^ ^^ ^y
A^ ~ dx dy dy C'A
dx
Celle identité a d'ailleurs lieu en vertu de la relation A(^, jk) ^^ o. On peut dire par conséquent que le polynôme en x
est divisible, quel que soitjr, par A{x^y), et nous pouvons écrire l'identité en x ely
/dU dk dl] dA\ ^.
\ây dx dx dy I v :^ y \ ^j j^
C étant un polynôme en x^ à coefficients rationnels en y. Ceci posé, envisageons l'expression
~ dx dy\X/ dy dx\\.
1 1 r dP dO 1 ' • c
qui est de la lorme -t h -— ? comme tout dclerminant lonc-
^ dx dy
tionnel. D'ailleurs
àj^dn _dkm_
_ dx dy dy dx ~ A
Si donc nous retranchons U de F, le terme ^ se trouvera remplacé par
C(^,JK),
, ^ 1 • -1 1 ' c dV dq ou c est un polynôme en .r , qui est par suite de la lorme ^ 'Â~'
Nous avons donc ainsi fait disparaître, par une soustraction d'un
terme de la forme voulue, l'expressiou ^- On fera le même calcul
pour ~i ' • -, ',- et finalement nous trouvons bien
'■ri L
, dY dW
•^ dx dy
V et W étant rationnelles en x et y, comme nous voulions l'établir.
14. La recherche des conditions, pour qu'une fonction rationnelle F(^,y) soit de la forme précédente, se trouve donc ramenée à la recherche des conditions pour qu'une intégrale abélienne soit algébrique; c'est un problème classique, sur lequel nous n'avons pas à insister. Le problème proposé se trouve alors très élégamment résolu.
On pourrait traiter la question relative à la fonction F, sans se reporter à la théorie des résidus des intégrales doubles. Le problème paraît en effet tout élémentaire; sa solution directe est cependant moins immédiate qu'on pourrait d'abord le penser. C'est cette solution directe que nous allons maintenant exposer.
Tout d'abord, comme nous l'avons dit plus haut, F peut être
supposé de la forme
M étant un polynôme en x^ rationnel en jr, et A, B, . , ., L des polynômes en x et y, irréductibles et renfermant x. Soit donc
^^ AB...L ^ â^'^ dy''
Pet Q doivent devenir infinies pour A = o, pour B := o, ..., L =r o et peuvent aussi devenir infinies pour d'autres courbes A4 :^ o, B, == o, . . ., N, = o.
Je dis d'abord qu'on peut supposer que P et Q renferment seulement à la première puissance A, B, . . . , L et, s'ils existent, A,,B,, ...,N,.
Supposons en effet que Q renferme A^' (a>>i) au dénominateur; on peut, d'après les éléments, trouver une fraction rationnelle
A«-i ' y étant un polynôme en x, rationnel en y, de telle sorte que
contienne seulement dans son dénominateur A à la première
puissance. Or on peut écrire le second membre de (3) sous la
P. ET S., IL i5
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forme
On a alors une expression de la forme
dx dy
où Q, et par suite P, deviennent seulement infinies comme — • Le même raisonnement s'applique à tous les autres dénominateurs. Nous pouvons donc supposer que notre identité a la forme
^*^ AB...L " dr LAB...LAiB,...NiJ ' d^ [ AB. . .LAiBi . . .Ni J ^
H et K sont des polynômes en x^ rationnels en y. Les polynômes au dénominateur sont irréductibles, distincts et renferment x. Nous ne savons rien des pol^ynomes A,, B, , . . . , Nj , mais on peut heureusement, comme nous l'allons voir, les faire disparaître, et c'est là le point essentiel dans la recherche que nous effectuons.
Soit (xo, JKo) Lin point arbitraire de la courbe
\xix,y) --z o.
Le premier membre de (4) est une fonction holomorphe des deux variables indépendantes x Qi y dans le voisinage de (jCqî ^o); nous pouvons, dans le voisinage de cette valeur, l'écrire sous la
forme -p^ en désignant par cp une fonction holomorphe autour
de (^O)JKo)- Nous aurons donc
(^a7\AB...LA,...]Ni '/ d^ V AB. . .LA, . . .Nj Envisageons alors l'intégrale de did'érentielle lolale K , / II
AB...LA,....\,'''^ VAB...LA,...N
^ - ,) 'ly
c'est une intégrale de difTérentielle totale possédant, dans le voisinage de (-PoîJKo)) toutes les propriétés d'une intégrale de difTérentielle totale de fonctions rationnelles. En particulier, les périodes
de V intégrale de fonction rationnelle de x
(5) T— ^ ^dx
J AB...LA,...Ni
ne dépendent pas du paramètre y . C'est là pour nous un point capital; nous en concluons que l'expression
AB...L^B,...N
OX
qui, pour x racine de l'équation A<(^,jk) = o, représente une période de l'intégrale (5), ne dépend pas dejr. On a donc
ab...l£;^b....n.^"^'
Y étant une constante convenable, et x et y étant liées par la relation Al {x, y) ^ o; on peut encore dire que le poljnome en x
K-Y.AB...L^B,...Ni
est divisible par k,{x,y). Envisageons alors le second membre de (4) niis sous la forme
AT Hj-^r) , ..^losA.] , .; r -^{x.y) c^logAil
r;^LAB...LA,...Ni ' '^ dy \ J^ LâbT . . LA^ . . .N^ " ^ -^^- J ^
on voit de suite, d'après ce qui précède, que la fraction rationuelle sous le signe ^ ne renferme plus k, au dénominateur, et il en est par suite de même de la fraction rationnelle sous le signe — • On peut ainsi faire disparaître tous les dénominateurs A^ B^, ..., Ni et, par suite, nous pouvons admettre que, dans Je second membre de (4), les polynômes connus A, B, . . . , L figurent seuls au dénominateur.
lo. La question proposée se résoudra maintenant aisément. Désignons par P le produit AB. . .L; nous avons l'identité
^,_y) _ à rE(x,y)-} à \K{x,y)l
où M, H el K sont des polynômes en x. Soit v le degré de P en ^ ; on sait que, d'une fraction rationnelle en x
K(.r,jK)
OQ peut retrancher une expression j- ( V étant un polynôme en x, ici rationnel en y), de telle sorte que, en posant
K(;r,jK) _ày_^ M^ vT ) P dx P '
le degré de K, en x soit au plus v — i . D'ailleurs, par une soustraction analogue, nous pouvons supposer que M est en x de degré v — i au plus. Par suite, dans l'identité (6), nous pouvons supposer que la fonction donnée M, polynôme en x et rationnelle eny, est de degré v — i en x^ el qu'il en est de même pour les deux fonctions inconnues H et K.
Les inconnues dans l'identité (()) sont alors les coefficients des diverses puissances de x dans H et K. Si le problème est possible, on devra pouvoir choisir pour ces coefficients des fonctions rationnelles dey.
Or comptons le nombre des inconnues et le nombre des conditions. Nous avons dans H et K un nombre de coefficients égal à 2v. On doit égaler le second membre de (6) à
M MP
Les numérateurs sont de part et d'autre des polynômes de degré 2v — i; on a donc à identifier deux polynômes de degré 2v — I, ce qui donne 2v relations entre les 2v fonctions rationnelles inconnues de y. Ces relations constituent un système d'équations différentielles linéaires, car les dérivées premières des V fonctions dey se trouvant dans K figurent dans ces relations. On est donc ramené, en dernière analyse, à reconnaître si une équation différentielle linéaire à coefficients rationnels en y admet comme solution une fonction rationnelle de y. C'est là un problème que l'on sait résoudre.
On voit que la solution de la question proposée prend une tout autre forme, en suivant cette voie directe, qu'avec la méthode
d'abord indiquée où l'on envisageait les résidus d'une intégrale double; l'énoncé des conditions se présente sous une forme beaucoup moins élégante.
16. Tl est intéressant de se rendre compte du degré d'indétermination de la solution (H, K) de l'identité (6), quand elle est susceptible de solution, en supposant toujours, comme ci-dessus, que H et K sont de degré v — i en x. Avec deux solutions différentes, on peut former une solution, non identiquement nulle, de l'identité
Alors l'intégrale
est une intégrale de différentielle totale. En posant, comme plus
haut,
P = AB...L
elle est nécessairement de la forme
alogA 4- p logB -f-. . .-+- X logL,
a, j3, ...,). étant des constantes. Inversement, en mettant l'expression précédente sous forme d'intégrale (7), ou aura des valeurs admissibles de H et K.
Il résulte de là que, si l'identité (6) a une solution, cette solution renferme les constantes arbitraires a, ^, . . . , X en nombre égal à celui des facteurs irréductibles de P.
IV. — D'une difficulté qui se présente quand on veut exprimer que des intégrales doubles de seconde espèce sont distinctes.
17. Nous avons dit que des intégrales doubles de seconde espèce relatives à une surface algébrique sont distinctes, quand il n'existe pas de combinaison linéaire à coefficients constants de ces intégrales qui soit de la forme
U et V étant rationnelles en x^y et z. Il serait donc facile de reconnaître si des intégrales doubles de seconde espèce sont distinctes, si Ton savait résoudre le problème suivant :
Reconnaître si une intégrale double
(2) I ^{■'^iy-:^)^^^y
est de la forme (i ), ce qui revient à reconnaître si Von a
d\] dY
(3) Ri.,y,.)^--^^,
R étant une fonction rationnelle donnée de œ, y et z; les deux fonctions U et V doivent être rationnelles en œ, y et z.
18. Nous avons vu que le problème précédent pouvait être facilement résolu, si l'on est dans le champ rationnel, c'est-à-dire si R est simplement fonction rationnelle de x et j>', les fonctions t' et V étant aussi des fonctions rationnelles de x ely. C'est le problème traité dans la section précédente; ce qui nous a permis de résoudre assez facilement ce problème, c'est que, dans l'identité
^ ^U dY ^ ' -^ ùx ày
on a le droit, comme nous l'avons montré, de supposer que U et V n'ont d'autres lignes d'infini que celles de R, à l'exception toutefois de lignes correspondant à y = const. Nous avons pu alors limiter la manière dont x figure dans U et V, et des opérations en nombre fini nous ont montré si le problème était ou non possible.
Les circonstances sont tout autres dans le cas d'une surface algébrique. Il peut n'être pas permis de supposer que, dans l'identité (3), U et V n'ont d'autres lignes d'infini que celles de R, en dehors de lignes correspondant à jk = const. C'est ce que nous allons montrer sur un exemple ( ' ).
Nous avons d'ailleurs déjà, dans un autre but, parlé de cet
(') E. PrcARD, Comptes rendus, octobre 1899.
exemple (page 198 de ce volume). Reportons-nous à l'identité de la page 199
^^^ z '^ àx\_{Y-x)z\ ôyY{x~y)zy
OÙ U(.^, y) est un polynôme en x et y, et où
z2 ^ P(:p) P(jk),
P(.r) désignant un polynôme arbitraire ayant des racines distinctes «,, (72, . . ., cia- Nous allons montrer qu'on ne peut avoir une identité de la forme
en représentant par r: et tî, des polynômes entiers en x^ à coefficients rationnels en y. Considérons en effet, comme nous l'avons fait pages 199 et 200, l'intégrale double
ffl^jj^},.,^,
prise le long d'un cycle à deux dimensions formé par une courbe fermée G du plan de la variable x qui comprenne à son intérieur deux des points <2, et par une courbe fermée G' analogue dans le plan de la variable y, et supposons que nous soyons dans le cas de la figure de la page 200; dans ce cas l'intégrale double a une valeur différente de zéro. Or si nous avions l'identité (5), l'intégrale serait nécessairement nulle (en évitant toutefois de faire passer le contour G^ par une valeur de y rendant infini tc ou -ii,). En effet, chacune des intégrales
se calcule immédiatement; car, tous les éléments restant finis dans les deux intégrales sur le domaine d'intégration, on n'a qu'à faire une première intégration, par rapport à x pour l'une et par rapport à y pour l'autre, et l'on obtient ainsi zéro. Il est clair que nous ne pourrions pas raisonner de la même manière en nous reportant à l'identité (4) : c'est, au surplus, ce qui est exposé avec détails pages 199 et suivantes.
CHAP. Vfll. — SUITE DES INTÉGRALES DOUBLES.
Dans l'identité (5) nous avons supposé que les fonctions sous les
signes ;j:;; et — étaient de la forme
âx
'ix,y)
et
On aurait dû, d'une manière plus générale, les supposer de la forme
r-izix^y) et L^Tz\{x,y),
t:' et Tz\ étant des polynômes en x, à coefficients rationnels en j', mais il est manifeste que l'identité
lU^', r)
àx l
entraîne nécessairement
'izi(x. r)
àx Oy
On voit, par ce qui précède, la difficulté qui va se présenter, quand il s'agira d'évaluer exactement le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. Nous verrons bientôt comment cette difficulté se rattaclie à une question très im])ortante concernant les intégrales de difTérentielles totales de troisième espèce; c'est de l'étude de ces dernières intégrales que nous allons maintenant nous occuper.
I. — Théorème fondamental sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce (').
Considérons une surface algébrique
n'ayant que des singularités ordinaires et n'occupant pas de position spéciale par rapport aux axes de coordonnées. Nous allons étudier les intégrales de différentielles totales de troisième espèce relatives à cette surface.
Si l'on envisage un certain nombre |ji de courbes algébriques irréductibles sur la surface, il est possible qu'il n'existe pas d'intégrale de troisième espèce ayant seulement comme courbes logarithmiques ces a lignes ou quelques-unes d'entre elles, mais nous allons montrer que cette circonstance ne se présentera pas si a dépasse une certaine limite dépendant uniquement de la surface.
Une courbe G de la surface peut en général être définie par les
deux équations
kix.y) ^ o
z = R(^, JK),
A désignant un polynôme irréductible, et R une fraction rationnelle de X et y, le cylindre
( ' ) E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce dans la théorie des surfaces algébriques {Annales de l'École Normale,
coupe la surface y suivant la courbe C et une ou plusieurs autres courbes. Celles-ci ne doivent pas être des courbes logarithmiques.
2. Considérons sur la surface/ de degré m une courbe C de degré c^ définie par les deux équations précédentes. Envisageons la famille de courbes définie par la relation entre x et z
où y représente un paramétre arbitraire; on peut former une intégrale abélienne relative à cette courbe jouissant des propriétés suivantes : Elle n'a d'autre points singuliers à distance finie que les points (3, x) de la courbe correspondant aux équations
et la période polaire correspondant à chacun de ces points singuliers logarithmiques est égale à + i . De plus, relativement aux /?? points de la courbe à l'infini (pour lesquels les m développements sont distincts (*^), l'intégrale a seulement comme point singulier logarithmique l'un d'entre eux, et la période correspondante est égale à — d; enfin, elle est de la forme
(\) I S(x, y,z) dx,
S étant une fonction rationnelle de .r, y et z.
On se rend compte aisément qu'il est possible de satisfaire aux diverses conditions qui précèdent. On peut, par exemple, procéder de la manière suivante. Soient
Ml, M,, ..., M,/
les <i points de la courbe C pour une valeur donnée dey, et désignons par M le point à l'infini de la courbe (i) qui doit être pouil'intégrale un point logarithmique.
Formons une intégrale de troisième espèce de la courbe
C) On se reportera au ChapiLre précédent ( n" 9); les m développements de z suivant les puissances de x ont pour coefficients des polynômes en y.
ayant les points logarithmiques
M, et M
avec les périodes polaires respectives
on peut s'arranger de manière que les coefficients de cette intégrale soient fonctions rationnelles de y et de (zi, xi). En faisant la somme de ces intégrales pour
on obtiendra une intégrale du type cherché T.
Ceci posé, si la courbe (i), entre x qI z (poury arbitraire), est de genre/?, l'intégrale I a, outre les périodes polaires provenant des singularités logarithmiques, ip périodes cycliques que nous désignerons par
de telle sorte que Tensemble des périodes de I est
Elles sont, sauf la dernière, des fonctions de y. Nous avons supposé quejK avait une valeur fixe, d'ailleurs arbitraire. Si Ton fait varier y et qu'on revienne au point de départ, l'ensemble des périodes (2), pour un contour déterminé, se transformera en
et l'on aura la substitution S
o) = jn\ W] -4- /?i| 0)2-!-.
■ --t- fn\pW2p-^ IJ-',
tOj — mf Wi -h m-l w.j-^-
• -+- rnlpiii^p -^ [J.-,
oi\p= m]Pix>i -+- m.|^^W2 -H .
..^mlf/,oi,p-\-lx^i'
-hi.
les m et les [a étant des entiers. Les m des 2/? premières colonnes ne dépendent nullement de la courbe G, c'est-à-dire du polynôme A et de la fraction rationnelle R. Ils sont les mêmes que ceux que nous aurions obtenus si, au lieu de considérer l'inté-
grale I, nous avions pris l'intégrale de seconde espèce
J fz
relative à la courbe (i), comme nous l'avons fait, Tome I, page 94 ; les
m{ , m'2, . . . , m',j, (i^i, î, .. . , ip)
sont les mêmes que ceux de la substitution S de la page 99 (/oc. cit.). Au contraire, les iji^ dépendent essentiellement de la courbe G.
Les points singuliers des to considérés comme fonctions de y ne dépendent nullement de la courbe G; c'est là un point très important pour la suite. Ges points singuliers ne peuvent être, en effet, d'une part, que ceux correspondant aux valeurs de r pour lesquelles le genre de la courbe
s'abaisse, d'autre part, que ceux correspondant aux valeurs de y ])Our lesquelles un des points logarithmiques se confond avec un point critique de la courbe. Les premiers sont les points critiques de l'intégrale (3), les seconds ne sont pas en réalité des points criliques. Gar, soient a,, «o, «3, .... les points critiques de la courbe (4), et b un point singulier logarithmique; b et les a dé-
Fiir. V.
pendent de y, et l'on suppose que, pour une certaine valeur a de y, le point b coïncide avec le point «,. Soit to une période correspondant à un contour F et enveloppant par exemple trois points a\ à une petite courbe autour du point logarithmique ^correspondra la période polaire -h 1. Quand j tourne autour de a et
revient à sa position initiale, il faut montrer que to revient à la même valeur; ceci est immédiat, puisque la période to -+- i , correspondant à un contour qui entoure les quatre points «j, «o, «3 et 6, ne change pas quand y tourne autour de a.
Les substitutions S, faisant connaître l'ensemble des valeurs des Cl) pour toutes les circulations de y autour des divers points critiques, sont donc en un certain nombre k indépendant de la courbe G.
3. Ces résultats obtenus, considérons maintenant ip intégrales distinctes de seconde espèce !<, lo, . . ., I2P de la courbe
en désignant par/? le genre de cette courbe, pour y arbitraire. Soient aussi 1 courbes G,, G2, . . . , Gx et formons X intégrales
du type [, relatives respectivement aux courbes G,, G2, G;}, . .., G>.. Gherchons à déterminer, s'il est possible, les fonctions /rationnelles de y
et les constantes c^^ c^, • • • , Q de telle sorte que l'intégrale abélienne, relative à la courbe (i)
(5) «ili +. , .-^- a^pl^p — C1J1+. . .+ c\i\j
ait toutes ses périodes indépendantes dey.
11 en est bien ainsi pour les périodes polaires. Pour les périodes cycliques, il n'en sera pas ainsi, en général. Désignons par
les périodes, supposées indépendantes dey, correspondant aux ip cycles initiaux, pour lesquels nous avons les substitutions fondamentales, désignées d'une manière générale par S. Supposons que cette substitution S soit relative à la modification des périodes de Ji pour une certaine circulation de y ; avec la même circulation de y, on aura la même substitution pour J2, . . . , J),, sauf que les [xse trouveront remplacés par d'autres entiers v, ...,7:.
Dans ces conditions, on devra avoir, puisque l'on suppose que les R ne dépendent pas àey^
K, = m'i Kl -+- mi Ko -+- . . . -^ m'jp K^j, ~ Ci ;jl' -h Cg v^' h- ... -h cxti'
(/=I,2, ...,ip).
On aura 2/? relations analogues pour chacune des k substitutions fondamentales du type S.
Ceci posé, admettons qu'on puisse trouver ip -f- X constantes
K,, Ko, ..., Kj/,, Cl, c,, ..., ex,
/lo/i toutes nulles, et satisfaisant aux ipk relations qui viennent d'être écrites : Nous allons montrer qu'o/i pourra alors former une intégrale de dijjérentielle totale ayant précisément les périodes précédentes. C'est, comme on voit, la généralisation de l'analjse développée (t. I, p. 98), pour étudier les intégrales de différentielles totales de seconde espèce.
Ecrivons, en effet, que les périodes de l'intégrale
«ill + «2 12 + . . .-h «2/J2/; + C, Ji-^. . .-i- CXJX,
correspondant aux ip cycles initiaux, sont égales aux constantes K,, R2, ..., K2;,. Nous aurons ainsi 9.p équations qui vont déterminer
il faut montrer que les a ainsi déterminés sont des fonctions rationnelles de y. Désignons par Ei, Eo, . . ., Eo^ les premiers membres de ces équations, nous aurons
E, -Kl, E2-K2, ..., E2;,-=K
il suffît de faire voir que ce système d'équations reste invariable quand on fait décrire à y un contour fermé quelconque, par exemple le contour auquel correspond la substitution S. Or, ces équations deviennent
ni\ E, -hm^ E2H-...+m|^E2^,-}-Ci|ji(i) -^-Cgvd^ ^_. . . + cxtt^»^ = K,, m\ E,-4-m| Ej-^. . .^mr:,,E,/, ^-c,;ji(2) -^c,v(2) ^^^^^i^ii) ^^ K,,
système équivalent au système
El = Kl, E2 = K2, . • . , ^2p = K2P,
d'après les équations que nous supposons vérifiées par les constantes K etc.
Nous avons donc obtenu une intégrale de troisième espèce, relative à la courbe entre x el z
dont les périodes cycliques et polaires
Kl, K2, ..., Ksp, Cl, Ci, ..., ex,
sont indépendantes dey; désignons cette intégrale par
5. Il va être facile maintenant de former une intégrale de différentielle totale de troisième espèce, relative à la surface
ne pouvant avoir d'autre courbe logarithmique que les courbes
Cl, Ga^ . . . , Gx,
avec les périodes polaires correspondantes
Cl, C2, ..., ex,
et peut-être, en outre, la courbe à l'infini de la surface. On va voir, en effet, qu'on peut déterminer une fonction rationnelle S(^,y, z) telle que l'intégrale
j R{x,y, z)dx -i- S{x, y, z)dy
satisfasse à ces diverses conditions.
La fonction S (^, y, z)^ considérée comme fonction de x et y, doit vérifier la condition
^ _ ^ àx ày
On y satisfera de la manière suivante : Soit Xq une valeur fixe arbitraire et désignons par ^,, ^2, . . . , Zm les m racines de l'équation
f{xo,y,z) == o {m étant le degré/).
Posons
S = -1 |- r ' R(^,7, z)dx-^...-^ ^ Kix,y,z)dx\;
S, ainsi déterminée, a une valeur unique en chaque point {x^y^ z) de la swvîdiCQ^ puisque les périodes des intégrales ne dépendent vas de y. Par suite, cette expression sera une fonction rationnelle de {x^y^ 5), car les points singuliers de cette fonction ne peuvent être des points singuliers essentiels. De plus, on voit immédiatement que
dx m dy ^ v ? y ' / 1 ^^
comme il doit être.
Nous avons donc une intégrale de diflerentielle totale
R dx -t- S dy,
où R et S sont rationnelles en x^y et z.
L'intégrale précédente ne pourra visiblement avoir d'autres courbes logarithmiques que les courbes
Cl, Ci, . . . , Gx,
la courbe à l'infini sur la surface, et peut-être aussi des sections planes de la surface correspondant à des plans
y = const.
Il serait aisé d'établir qu'il n^y a pas de lignes logarithmiques de cette dernière catégorie; il suffirait, pour cela, de répéter le raisonnement fait pages io4 et io5 du Tome I, pour une circonstance analogue, mais il est inutile d'insister sur ce point, car si la section
donnant dans la surface une courbe indécomposable (ce qu'on
peut toujours supposer, puisque les axes sont arbitraires), était une courbe logarithmique avec la période correspondante B, il suffirait de retrancher de notre intégrale
log(y — b)
pour avoir une intégrale possédant la propriété voulue.
En résumé, si les constantes K et c satisfont aux ^pk relations à coefficients entiers du n" 3, nous pouvons former une intégrale de différentielle totale
Kdx '^'è dy
ayant les ip + X périodes
Kl, K2, ..., ..., K2/;, Cl, C2, ..., ex,
les \ dernières étant des périodes lo garithmiques correspondant aux courbes données à V avance
Cl, G2, . . . , Cx-
Certaines quantités c peuvent être nulles, auquel cas il n'y aurait pas de courbe logarithmique correspondante. Si tous les c étaient nuls, nous aurions une intégrale qui ne pourrait avoir d'autie courbe logarithmique que la courbe à l'infini de la surface /; mais une intégrale ne pouvant avoir une seule courbe logarithmique, notre intégrale n'en aurait alors aucune^ et nous aurions alors une intégrale de seconde espèce, conclusion qui est bien d'accord avec notre théorie des intégrales de seconde espèce.
6. Au point de vue des possibilités qui peuvent se présenter pour une surface donnée, quelques observations intéressantes sont à faire. Désignons, d'une manière générale, par relations (a) les ipk relations du n° 3. Envisageons sur la surface une courbe algébrique irréductible quelconc/ue Ci ; il peut arriver, ou non, que les équations (a) correspondant à la seule courbe Ci soient vérifiées pour une valeur de c< difierente de zéro. Dans le premier cas, on aura une intégrale de troisième espèce ayant pour courbes logarithmiques la courbe G, et la courbe à l'infini; dans P. ET S., IL 16
le second cas, il n'y aura pas de telle inlégrale. Si Ton est dans ce second cas, envisageons, outre Ci, une seconde courbe algébrique irréductible quelconque Co, et concevons les équations (a) relatives aux deux courbes C, et Go. Deux cas peuvent encore se présenter : il peut arriver ou non qu'on puisse satisfaire à ces équations, sans que Co soit nul. Dans le premier cas il y aura une intégrale de troisième espèce avec les deux courbes logarithmiques d et C2 et peut-être la courbe à l'inlini ; il est visible que Ci aussi ne sera pas nul. Dans le second cas, il n'y aura pas de telle intégrale. On peut ainsi continuer, mais non pas indéfiniment, car lorsque X est assez grand, on pourra nianilestement satisfaire aux équations (a), sans que tous les c soient nuls.
D'une manière plus précise, supposons que pour A courbes
Cl, C,, .... Cx,
il ne soit pas possible de satisfaire aux équations (a) sans que c^, C2, . . . , c\ soient nuls. Considérons une X -f- i^''""' courbe arhitiaire Cx^-i de la surface et formons les équations (a) relatives à Cl, Co, . . . , C),+i ; si \ est assez grand, il arrivera que ces dernières équations pourront être vérifiées sans que cx+i soit nul. En effet, pour X assez grand, les équations (a), dont le nombre ipk ne d(ipend pas de A, peuvent être vérifiées pour des valeurs des K et des c, les c n'étant pas tous nuls; d'autre part, pour les équations (a) relatives à C,, C2, • • • , Cx+j on ne peut avoir CX+) =0, car alors les équations (a) relatives à Ci, Co, • • -, Cx pourraient être vérifiées, c,, Co, . . . , cx n'étant pas tous nuls. INous aurons donc alors une intégrale de troisième espèce ayant certainement pour courbe logarithmique Cx+i et de plus.quelqu'une ou la totalité des courbes C, , Co, • • , Cx et de la courbe à l'infini. Ceci nous conduit au théorème suivant :
On peut, sur une surface f, tracer A courbes algébriques irréductibles particulières
Cl, C2, . . • , Gx
telles quil n'existe pas d'intégrales de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques une ou plusieurs de ces courbes C et de la courbe à l'infini^ mais
telles qiie^ si Von envisage une A -H i"''"'^ courbe arbitraire Gy^.! , il existera une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques la courbe Gx+i et la totalité ou une partie des courbes Ci, . . ., C>, et de la courbe à l^ infini.
Nous pouvons modifier renoncé, de manière à De plus avoir à parler de la courbe à l'infini. Supposons que, pour 0x^.1 arbitraire, l'intégrale I dont il vient d'être question admette la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. En prenant une autre courbe CJ^j, nous aurons une intégrale F, ayant pour courbe logarithmique G).^! et la totalité ou une partie des G|, Go, ■ . . , Gx, et de la courbe à l'infini; on peut évidemment choisir la constante A
de manière que l'intégrale
AI
n'ait pas la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. Gette considération conduit au théorème fondamental que nous avions en vue.
Sur la surface f, à singularités ordinaires, on peut tracer p courbes algébriques irréductibles particulières
Cl, G2, . . . , Gp
telles quHl n^ existe pas d^ intégrale de différentielle totale de troisième espèce, ayant seulement pour courbes logarithmiques la totalité ou une partie de ces courbes G, mais telles quHl existe une intégrale ayant seulement pour courbes logarithmiques une p -t- i'^"^^ courbe quelconque F de la surface, et la totalité ou une partie des courbes G.
7. Les déductions du paragraphe précédent supposent que toutes les intégrales de différentielles totales peuvent être obtenues par des combinaisons analogues à celles du n*' 3. On se rend compte aisément qu'il en est bien ainsi. Soit
Kdx '^'è dy
une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques les lignes
Cl, G.j, . . . , G[x
de degrés r/, , d^, . . . , d^ avec les périodes logarithmiques c,, Co, • . . , C[i. On aura la relation
Cl fl?i -h C2«?2 -+- • • • - c^d^. = o. En désignant par
les intégrales formées avec ces courbes comme au n*' 3, la différence / ï{{x,y, z) dx -- CiJi — . . .— c^Jjj,
est une intégrale de seconde espèce relative à la courbe
elle est donc égale à une expression de la forme
«ili-i- . . .-H ai,,\-ipy
plus la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de x^ y, z. Nous avons donc la forme envisagée au n° 3, et la démonstration du théorème fondamental est maintenant complète.
8. D'après sa nature même p est au moins égal à un. L'analyse quenous venons de développer pour établir l'existence de ce nombre en donne une limite supérieure mais ne donne pas le moyen de le calculer complètement. La recherche précise de ce nombre paraît, d'une manière générale, devoir être assez difficile, car elle est liée à l'étude des courbes algébriques tracées sur une surface donnée; c'est en ce point que notre étude n'est pas complète. Nous examinerons plus loin quelques exemples assez étendus.
Pour deux surfaces qui se correspondent birationnellement, le nombre p n'a pas nécessairement la même valeur. C'est seulement quand la correspondance entre les deux surfaces ne présente pas de po\nis fondamentaux et de courbes exceptionnelles qu'on peut, d'une manière générale, affirmer l'invariance du nombre p ; il est clair alors qu'à une courbe G de la surface S on peut faire correspondre une courbe G' de la surface S', et que le nombre des lignes est le même de part et d'autre. Il peut en être autrement quand il y a des courbes exceptionnelles, parce qu'à une courbe logarithmique G passant par un point fondamental peut corres-
pondre, outre la courbe C, la courbe exceptionnelle transformée du point fondamental; il J a alors sur S' deux courbes logarithmiques correspondant à la courbe logarithmique G de S. On le voit bien nettement de la manière suivante. Soit x =o, y = o le point fondamental sur S; la transformation de S en S' se trouve définie (p. 85 de ce Volume) par des équations de la forme
la courbe S^x'^ y') ^= o correspondant sur S' au point ^ =: o, y=zo. Soit sur cette courbe un point (a, j3) pour lequel P(a, [i) a la valeur /7î\ nous pouvons supposer que S et P sont holomorphes autour de x' = y.^y' = [3. La fonction
\o^r^(y — 7nT) se transforme en
IogS(:r', y) H-log[P(a7', jk') — m|; elle a pour courbes logarithmiques les deux courbes
S(^"'îJK'J = o et F{x\ y ) — 771 = o, passant au point (a, j3).
9. Faisons encore une remarque générale ('). On sait qu'il y a dans la théorie des surfaces algébriques de nombreux problèmes où la présence de courbes exceplionnelles vient amener des complications; nous l'avons vu notamment dans ce Volume en étudiant les systèmes linéaires de courbes tracés sur les surfaces. Un théorème, récemment démontré par MM. Castelnuovo et Enriques [Annali di Matematlca^ t. VI, 3^ série), est de grande importance : d'après ce théorème, dans toute classe de surfaces se correspondant birationnellement il existe des surfaces sans courbes exceptionnelles (-), en laissant de côté toutefois les classes qui comprennent des surfaces réglées.
Dans le problème qui nous occupe, le nombre o sera évidem-
( ' ) E. Picard, Suj^ la tra7isfo7'mat'L07i des siu-faces algéb/'lques {Co7nptes rendus, t. CXXXIV, 1902).
(-) l^our une telle surface S, la correspondance birationnelle entre S et une surface quelco/ique S de la classe se fait de telle manière qu'il n'y a pas de courbe de S correspondant à un point de S.
meut le même pour toutes les surfaces de la classe a'ayant pas de courbes exceptionnelles.
Le nombre p relatif à ces surfaces sans courbes exceptionnelles est donc un nombre invariant pour la classe de surfaces algébriques considérées.
II. - Sur les surfaces pour lesquelles toutes les intégrales de différentielles totales sont des combinaisons algébrico-logarithmiques (').
10. Nous avons vu dans le Tome I que, pour une surface algébrique dont la connexion linéaire /?, est égale à un (ce qui est le cas général), toutes les intégrales de dififérentielles totales de seconde espèce sont des fonctions rationnelles de x^ y et z. La question se pose alors de savoir si, pour une telle surface, toute inte'grale de différentielle totale ne serait pas une combinaison algébrico-logarilhmique, c'est-à-dire une expression de la forme
(i) ^ A/, lo«^n{/,(.r-, jK, z )-;- V(T, r, ^ ),
les R et V étant des fonctions rationnelles de x^ y et z^ et les A des constantes. En fait, les seuls exemples connus de surfaces ayant des intégrales qui ne soient pas de cette forme correspondent à /?, >> c ; mais, malheureusement, nous ne sommes pas en mesure de répondre à la question posée. Nous allons seulement démontrer une propriété curieuse des surfaces dont toutes les intégrales de différentielles totales ont la forme précédente.
11. Soit donc une surface /*, pour laquelle toutes les intégrales de différentielles totales sont par hypothèse de la forme ci-dessus. Soient
Ci, C-i. . . . , Cp
les p courbes du théorème démontré dans la section précédente et r une courbe irréductible quelconque tracée sur la surface. Il existe, d'après ce théorème, une intégrale de différentielle totale
( ' ) E. PiCAUD, Sur quelques points fondamentaux dans la théorie des fonctiens algébriques de deux variables (Acta mathematica, t. XW'I).
ajant pour courbes logarithmiques la courbe F et la totalité ou une partie des courbes C. Cette intégrale est de la forme (i); on peut supposer tout d'abord que les termes logarithmiques sont réduils à leur moindre nombre, c'est-à-dire qu'entre les A. on n'a pas de relations
les m étant des entiers qui ne sont pas tous nuls. Il est clair en effet que, si l'on avait une telle relation, on pourrait réduire l'expression à avoir un terme de moins. Soit, pour fixer les idées,
une
relation
entre
trois
coeffi
cients
Aj , Ao, A3
; on
pourra
[ écrir
On
a donc
ma
Ail
ogRi-^A;
ïlogRs
logRa
=^Ail
logl
et il y a, par suite, une réduction dans le nombre des logarithmes. Les logarithmes ayant été ainsi réduits au moindre nombre, si l'intégrale se réduit à
1 A/, logR/Ax, y,z)-^ P(^, jK, ^ ),
on est assuré que les fonctions rationnelles R n'auront d'autres lignes de zéros et d'autres lignes d'infinis que les courbes G et la courbe F.
Si, en effet, une des fonctions R s'annulait le long d'une autre ligne X, comme celle-ci n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale, il faudraitque d'autres fonctions rationnelles R (une au moins) devinssent nulles ou infinies le long de X; et en écrivant que la ligne \ n'est pas une courbe logarithmique pour la somme, on obtiendrait une relation homogène et linéaire à coefficients entiers entre les A, contrairement à ce que nous avons supposé.
Une des fonctions R, au moins, est nulle ou infinie le long de F, et elle a comme autres lignes de zéros et d'infinis la totalité ou une partie des courbes G, avec des degrés quelconques d'ailleurs (entiers) de multiplicité. Ainsi, étant envisagées les courbes
Cl, C2, . . . , Cp,
et une courbe irréductible arbitraire F, il existera certainement
une fonction rationnelle n'ayant d'autres lignes de zéros et d'infinis que la courbe F et la totalité ou une partie des courbes C. Ajoutons que cette fonction sera unique, ou, plus exactement, deux fonctions rationnelles R et R' possédant cette propriété sont telles que deux de leurs puissances entières convenables sont dans un rapport constant. Supposons, en effet, que R ait F pour ligne de zéros d'ordre [jl, et que R' ait la même courbe pour ligne de zéros d'ordre [x' , le quotient
ne pourra avoir d'autre ligne de zéros et d'infinis que G| , C2, . • • ,
Cp. Ce quotient se réduira à une constante, car autrement la
fonction
pourrait être mise sous la forme d'une intégrale de différentielle totale de troisième espèce qui n'aurait pas de ligne logarithmique en dehors de G,, Go, •••, Gp, ce qui est impossible d'après les propriétés de ces courbes G.
12. Ges points établis, prenons sur notre surface p + i courbes irréductibles entièrement arbitraires F,, F2, ..., Fp_j.,. On peut, d'après ce qui précède, former une fonction rationnelle R, ajant pour ligne de zéros la courbe F, et pour lignes de zéros et d'infinis la totalité ou une partie des courbes G. Soient de même Ro, . • • , Rp+t des fonctions rationnelles correspondant à F.,, ..., Fp_,_, ; formons le produit
r — rv^ n, ... Op^j ,
OÙ les |ji. sont des entiers positifs ou négatifs. On peut choisir ces entiers (non tous nuls) de manière que, pour la fonction rationnelle F, les courbes G ne soient plus ni lignes d'infini ni lignes de zéros. La fonction F, ainsi obtenue, ne se réduira pas à une constante, et elle aura pour lignes de zéros et lignes d'infinis la totalité ou une partie des courbes F.
Nous sommes donc ainsi conduits à la conclusion suivante, qui est assez curieuse : étant prises sur la surface p -f- i courbes algébriques irréductibles arbitraires, il existe une fonction rationnelle s annulant le long de certaines de ces courbes et devenant
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infinie le long des autres [avec des degrés convenables de multiplicité) et n'ayant aucune autre ligne de zéros ou dHnfinis.
Il est bien entendu qu'il s'agit ici d'une surface dont, par hypothèse, toutes les intégrales de différentielles totales se ramènent à des combinaisons algébrico-logarithmiques.
Pour les courbes algébriques il n'existe évidemment pas de proposition analogue, dans laquelle les courbes F seraient remplacées par des points] pour une courbe algébrique non unicursale on ne peut évidemment pas trouver une fonction rationnelle des coordonnées dont les pôles et les racines seraient compris parmi un certain nombre de points arbitrairement donnés, les degrés de multiplicité n'étant d'ailleurs pas fixés à l'avance.
13. Les résultats précédents conduiraient donc plutôt à penser que les intégrales de différentielles totales de troisième espèce ne se ramènent pas en général pour une surface algébrique à des combinaisons algébrico-logarithmiques, mais, comme nous l'avons dit plus haut, nous ne pouvons pas indiquer de surface, de connexion linéaire égale à l'unité (c'est-à-dire sans intégrale de différentielle totale de seconde espèce), possédant une intégrale de troisième espèce qui ne soit pas du type algébrico-logarithmique.
Indiquons seulement pour le moment un exemple d'une surface, dont toutes les intégrales de différentielles totales se réduisent à des logarithmes.
Il sera fourni par la surface célèbre du quatrième degré qui porte le nom de Kumnier. M. Humbert a démontré, au sujet de cette surface, une proposition très élégante (' ) : toutes les courbes algébriques tracées sur cette surface sont de degré pair, et si im désigne le degré d'une telle courbe, on peut le long de cette courbe circonscrire à la surface une surface de degré m, ne la coupant pas en dehors de la courbe considérée. Ici le nombre p des énoncés précédents est égal à un-^ de plus, si l'on prend sur la surface deux courbes algébriques quelconques
Ti et Ta,
(' ) G. Humbert, Théorie générale des surfaces hyper elliptiques {Journal de Mathématiques, iSgS, p, 72).
il existera une intégrale de troisième espèce, ayant ces deux seules courbes logarithmiques, et réductible à un logarithme. Si, en effet,
fi{x,y,z) -:o et fi(.T, r,z}^o
représenlent les deux surfaces de degrés m, et m.2 donnant les deux courbes d'après le théorème de M. Humbert, la fonction
peut être regardée comme une intégrale de troisième espèce possédant la propriété demandée.
III. Quelques cas particuliers
14. Les considérations générales développées plus haut, pour une surface n'ayant que des singularités ordinaires, s'appliquent avec des modifications peu importantes aux surfaces données par les équations de la forme
où /est un polynôme en x et y.
Toute intégrale de différentielle totale relative à cette surface est, en dehors d'une intégrale de fonction rationnelle, de la forme
K dj^ -h S oTk
R, S et M étant des polynômes en .r ety. Des réductions simples (t. I, p. i68) permettent de la ramener à ,
R dx ^^dr
y{y)XB...L^f(x,y)
ySy) ^^^^^ ^^ polynôme en y, et A, 13, . . ., L des polynômes en j^; ely irréductibles et premiers avec /(^, y)-
De plus, la surface
coupe nécessairement la surface proposée
suiwanl deux courbes distinctes, c'est-à-dire qu'on peut trouver deux polj-nomes P et Q premiers entre eux et tels que
soit divisible par A(^,j)'). Les deux courbes sont alors
A(a7, jK) --= o, ^=: — -.
Pour un polynôme donné /(^,jr), l'étude complète des polynômes irréductibles A(^, y) serait de grande importance. La remarque suivante va nous être utile :
Supposons qu'un polynôme irréductible cp(^, y) divise une expression
u et ç étant deux polynômes en x et y^ premiers avec cp, et désignons par /nie degré de/*» Alors, pour
o (X, y) ~ o, on aura
R étant rationnelle en x et y. Ceci posé, cherchons à déterminer des polynômes U et V en x^ à coefficients rationnels en y, tels que
(a) IJ — \Hix; y)
s'annule quand cp(^, jk) == o- Pour de tels polynômes, on a certainement le polynôme en x
divisible par le polynôme en x, cp(^, y)\ la lettre y entre rationnellement dans les opérations. On pourrait prendre
mais arrangeons-nous de façon que le quotient de U- — ^^f{^0') par o[x^ y) soit en x de degré le plus petit possible.
Si uest le degré de cp, on peut s'arranger de façon que l'exprès-
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sion (a) s'annule pour o(.r,y) = o, en faisant V = i , et en prenant pour U un polynôme en x de degré u. — i . Alors
sera un polynôme de degré 2 tj. — 2 au plus, si
2 tX — 2 ^ 7)1,
et le quotient de U- — V-/ par cp sera de degré li. — 2 au plus. Donc du polynôme o de degré a, nous passons à un polynôme (Di {oc^ y) de degré a — 2 au plus par rapport à .r et à coefficients rationnels en y. De cp, {x^y) on passera à un polynôme cpo {x^y) et ainsi de suite.
Il V a maintenant à distinguer suivant que m est pair ou impair.
Soit m impair. Si
2 [JL — 2 — m -H I,
on pourra encore faire la réduction, et l'on arrivera à un polynôme
de degré
Si l'on a
2 [JL — % — m-^-
on obtient un polynôme de degré
Mais on peut passer d'un polynôme o de degré — ^ — à un polynôme de degré ^^^— ^- au moyen du même raisonnement. On peut choisir un polynôme U de degré — ^ — de manière que
soit divisible par cp (division par rapport à ^, bien entendu); le quotient est de degré
ou
Donc, pour/n impair, la réduction peut se faire jusqu'à ce que le polynôme soit en x de degré —
Soit m pair. Pour 2^ ~ i =^ /n, nous ferons la réduction au
degré
Pour 2[ji — 2 = m + 2, nous ferons la réduction au degré
m IX — 1
Nous sommes donc ramenés au degré — ou au degré — — i, et il n'est pas possible ici de faire en général d'autre réduction.
Toutefois il est possible de passer du premier cas au second si, dans /(^, y), le coefficient de x est un carré parfait que l'on peut supposer être l'unité. Supposons en effet que, pour x satisfaisant à l'équation
x^ -T- (XiX^ +. . .-T- a,„ — o (les a étant rationnels en y),
le radical \/j\^, y) se mette sous la forme d'une fraction rationnelle en X et y. On pourra choisir les A rationnels en y de manière que
s'annule pour les — racines de l'équation précédente. Le quotient de cette expression par
Ces préliminaires posés, soit l'identité
U, V, cp et ^ étant des poljnomes en x k coefficients rationnels
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en y, l'expression
(P) Alog^p
const. )
n'aura, à dislance finie, d'antres courbes logarithmiques que des
courbes de la forme
y — const.,
et les courbes
Si donc une intégrale de troisième espèce a pour courbes logarithmiques les deux lignes
quand on en retranchera l'expression ([6) avec une valeur convenable de A, on fera disparaître les courbes logarithmiques (y) pour les remplacer par les courbes logarithmiques
Une conséquence importante se déduit immédiatement de ce résultat. Si, pour le polynôme donné /(^, y), que nous supposerons, pour fixer les idées, de degré impair m en x, il n'esL pas possible de trouver un polynôme en x irréductible
avec coejfficients rationnels en y et de degré -7-^ — - au plus, tel que y pour
^fi^oc^y) soit susceptible de se mettre sous la forme d^ une fonction rationnelle en x et y, on pourra, par la soustraction dUin certain nombre de logarithmes, faire disparaître d"* une intégrale de différentielle totale toutes les courbes logarithm,iques à distance finie, à l'exception de courbes
y = const.
s' il peut y en avoir.
De plus, par des raisonnements analogues à ceux que nous avons employés dans la section précédente pour la démonstration du théorème fondamental, on est conduit à la conclusion suivante :
S^il existe des polynômes <hi répondant à la condition précédente, on pourra trouver un nombre p tel qu'il n'y aura pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement , pour courbes logarithmiques à distance finie la totalité ou une partie des couples de courbes répondant aux p polynômes
mais tel qu'il existera une intégrale ayant seulement pour courbes logarithmiques le couple de courbes correspondant à
et la totalité ou une partie des couples de courbes correspondant à 'h^, t|;2, . . ., '}p.
Nous ne parlons pas dans cet énoncé de courbes logarithmiques qui coriespondraient 'd y = const., qui ne sont pas exclues.
Dans cet énoncé, le nombre o pourrait être nul, c'est-à-dire qu'il pourrait arriver dans certains cas qu'à tout couple de courbes répondant à 'bi correspondît une intégrale.
On voit, étant donnée l'équation
l'importance des relations
•hier, y) = o,
telles que, au moyen de ces relations, z soit susceptible de se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y.
Le cas le plus simple est évidemment celui de m = "i. On a alors l'équation
z- ^ ci{y) x^ -!- b{y) x'^ -i- c{y ) x h- d{ y),
a, &, 6', d étant des polynômes en y. 11 s'agirait de rechercher s'il existe des fonctions rationnelles ^ et ;r de y ^ satisfaisant à l'équation précédente.
La question est beaucoup plus complexe qu'elle ne le semble au premier abord; c'est ce que montrera de suite un cas 1res simple ('). Je suppose que la relation se réduise à
f étant un polynôme de troisième degré en x n'ayant que des racines simples, et F(jk) un polynôme de degré .ip -{- i sans racines multiples. Nous allons montrer qu'il n'existe pas en général de fractions rationnelles z el x àe y satisfaisant à l'équation précédente, sauf les solutions immédiates
a étant une racine de f{x) = o. Supposons qu'il existe d'autres
solutions; on aura
dcc dx ¥{y) dy
De là on déduit que l'intégrale de première espèce
dx
se transforme, en prenant pour x une fonction rationnelle de y, en l'intégrale
^^Hy)
R (y) étant rationnelle en y. Gomme cette intégrale doit être aussi de première espèce, il faut que R(j') se réduise à un polynôme de degré p — i , et, par suite, une fonction rationnelle x dey répondant à la question doit satisfaire à la relation
P(jk) étant un polynôme de degré p — i au plus. Réciproque-
(') E. Picard, Sur la résolution de certaines équations à deux variables et sur un théorème de M. Nœther {Bulletin des Sciences mathématiques, 1901). — Sur certaines surfaces dont toutes les intégrales différentielles totales se ramènent à des combinaisons algébrico-logarilhmiques {Annales de l'Ecole Normale supérieure, l'joS).
ment d'ailleurs, si une fonction rationnelle x de j satisfait à une telle relation, on aura
dx
v//(^)F(jK) = F(j)
dy
et, par suite, z sera rationnelle en y.
Des considérations précédentes il résulte tout d'abord que, pour un poljnome donné du troisième degré, si le polynôme F(jr) est arbitraire, il ne sera pas possible de déterminer une fonction rationnelle ^ de^^(ne se réduisant pas à une constante) satisfaisant aux conditions voulues. En effet, il ne sera pas possible de trouver une intégrale de première espèce relative au radical y/F(r) ajant seulement pour périodes les deux périodes de l'intégrale
ch
Par salle, en général, pour la surface
[f{x) étant du troisième degré, et F(jk) de degré 2/?-f-i], toutes les intégrales de différentielles totales se ramèneront à la forme
v//(^)F(jK)
oii P et Q sont des polynômes en x, à coefficients rationnels en y.jy\{\\e\ivs, en retrancliant de l'intégrale une fonction rationnelle convenable en x, y et z, on peut supposer que P est de la forme
Aa7-+-B,
A et B étant des fonctions rationnelles dey. Alors les périodes de l'intégrale relative à x
(A.r + B) dx
ne doii^ent pas dépendre dey. Or il est aisé de voir que l'on ne
peut choisir des fonctions rationnelles A et B de j)^ (sauf A=:B=:o)
telles que les périodes de cette intégrale satisfassent à la condition
P. ET S, Ti. ^^
indiquée. Soient, en effet, les deux intégrales
/dx r X dx
dont nous désignerons par co,, Q, et too, 0^ les périodes correspondantes. On devra avoir
Al>,-hBto,
A 1>2 -h B to
G, et Go étant des constantes; or les valeurs de A et B ainsi déterminées ne sont évidemment pas fonctions rationnelles àe y.
17. Nous concluons, de l'étude du paragraphe précédent, rpie les intégrales de différentielles totales relatives à la surface
se ramènent toutes en général à des combinaisons algébricologarithmiques.
11 y a un cas particulier, où nous ne sommes pas assurés de cel te conclusion, c'est celui où l'on peut trouver un poljnome P(jr) de degré p — i , de telle sorte que l'équation
soit susceptible d'être vérifiée par une fonction rationnelle .r de j^ (ne se réduisant pas à une constante).
Approfondissons le cas où le poljnome F(jk) se réduirait à /{y)] alors P(jk) doit être une constante G (puisque p= i), et nous avons l'équation
dx dy
— — — = G (G étant une constante).
Gettc équation se rencontre dans la théorie de la multiplication des fonctions elliptiques. Supposons que les fonctions elliptiques correspondant au poljnomedu troisième degré/(^') n^ admettent
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pas la multiplication complexe; alors C sera nécessairement un nombre entier réel m, et si, avec les notatioQS de Weierstrass, on pose
et que p(a) dési-ne la fonction elliptique correspondante, on aura d'abord la solution
y^p(u), x = p(mu);
X ainsi obtenue est une fonclion rationnelle de y. On a en outre
m dy
qui est bien rationnelle en y. Nous désignerons par R„,(jk) l'expression de X en fonction de y; on a évidemment
J^'équation
dx dy
H\oo) "' \ff{y)
admettra d'autres solutions x fonctions rationnelles de j/; il est facile de trouver leur expression générale. Si l'on pose
•^ = P(^), r = P("), Téquation précédente devient
dç = m du.
d'où
v = inu-{-K (K étant une constante.) Or, comment doit être choisie la constante K pour que de
X =p{niu-\-K), y^pi^n^^
on tire pour x une fonction rationnelle de jk- H faut et il suffît que
/?iu + K et — mu 4- K donnent pour ^ la même valeur, quel que soit a. Ceci exige que
^ vw H- v'w' ï^ — j
V el v' étant des entiers, w et to' étant les périodes de p{u). INous aurons donc pour K quatre valeurs conduisant à des fonctions rationnelles distinctes ; le cas de v = v' = o est ceUii qui a été considéré ci-dessus.
Nous allons étudier la disposition sur la surface des différenis couples de courbes correspondant aux diverses fonctions rationnelles X dejK, qwe nous venons de trouver.
Prenons d'abord la première série ( v =: v' =z o).
-18. Pour la courbe du troisième degré entre z et œ
on a la représentation paramétrique (avec le paramètre ( )
Si l'on coupe la courbe par une droite quelconque, la somme des valeurs des v correspondant aux points de rencontre est égale à zéro à un multiple près des périodes.
Les valeurs v ^= ± u correspondent à x=^y^ et les valeurs ç = zt:mu correspondent à la fraction rationnelle œ de r, dont nous avons parlé plus haut. On obtient ainsi, sur la courbe précédente, une succession de points; il est facile d'obtenir pour ces points une «génération géométrique, qui va nous être très utile.
Si l'on mène la tangente au point A correspondant à
x=^y, z=J{y), elle rencontre la courbe en un troisième point B pour lequel on a
V = — 'lu;
le symétrique B' de B par rapport à O^ correspond à
En joignant le point A. au point B', le troisième point C d'intersection de la droite AB' avec la courbe correspond à
Prenons le symétrique G' de G par rapport à Ox, pour lequel
r = 3^^; la droite ACJ donne un troisième point pour lequel
V = — Ui,
et, ainsi de suite, on obtiendra tous les points correspondant à V = ±1 mu.
Considérons les deux points correspondant à u et — mii^ la droite qui les joint coupe encore la courbe au point correspondant à (m — i)u. Soit
z — ace + b,
Téquation de cette droite, où a el b sont manifestement des fonctions rationnelles de y.
Le polynôme du troisième degré en x
(ax-^-bY-f{x)f{y) aura pour racines
Ri(7), R,„-i(7) et R,„(jK).
Si donc nous revenons à la surface
1 expression
/ N . , ax -\-b -{- Z , . ,
(a) A loff ï ( A étant une constante )
^ ^ ^ ax -^ b — z ^ '
aura, comme courbes logarithmiques, les trois couples de courbes
z = ±:<yax-\-b), ;r = R/,(jk),
OÙ A* a les trois valeurs i , m — i et m.
Donc si une intégrale de différentielle totale admet le couple de courbes logarithmiques correspondant à /• = /?«, on pourra, par la soustraction de l'expression (a) avec une valeur convenable de la constante A, faire disparaître ce couple de courbes et le remplacer par les couples de courbes correspondant à A' = i et k = ;?i — I. En allant ainsi, de proche en proche, on arrivera à n'avoir plus, comme courbes logarithmiques, que les couples de courbes correspondant à
k — I et k =■ 2; mais, pour ce dernier cas, on peut, d'après la construction in-
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(Ilqiiée plus haut, déterminer a et h rationnelles en y, de telle sorte que
admette Ri (y) comme racine double, et Ro(j^) comme racine simple, et alors k = •>. est ramené à A* = i .
19. Nous n'avons encore considéré que la première série de couples de courbes, celle qui correspond à
L'étude des trois autres séries sera très facile. Prenons par exemple la série correspondant à
Ç = ± 7}IU -h - j
■jt et désignons par
la fonction rationnelle correspondante.
Considérons, comme plus haut, sur la courbe entre z el x
Le point A correspondant à
les coordonnées de A sont
X — -pi 77X11 -+- -^ J j z — p i 17111 -h — j .p'( M).
Envisageons aussi le point B correspondant à v = -• Ses coordonnées sont
X = 1, z — o (a étant une racine de /).
l^a droite joignant A et B rencontre la courbe en un troisième point correspondant à
Désignons par
z = ax + b
la droite joignant ces points {a et b sont rationnels en y). L'équa-
lion du troisième degré en x
(ax-^by--f{x)f{y)=^o
admettra, pour racines a, Ojn{y) etR;„(jK). Si donc on revient à la surface
l'expression
ax -^ b -\- z ^ ax -^ b — s
admettra, comme courbes logarithmiques, les deux couples de courbes correspondant à
^ = ?>n{y) et x=R,n{y)-
On peut donc, par une soustraction convenable, ramener le premier couple de courbes logarithmiques au second. Mais les couples de ce type viennent d'être étudiés, et nous avons vu que l'on pouvait se borner à envisager les couples de courbes correspondant à X = y.
Finalement, toute intégrale de différentielle totale relative à la surface
et de la forme
V dx ^(l dy
oii P et Qsont rationnelles en x et y, peut^ par la soustraction d'expressions algébrico-logarithmiques convenables^ être ramenée à n'avoir à distance finie d'autres courbes logarith iniques que le couple de courbes correspondant à
Nous ne parlons pas des courbes correspondantes à ^ = a [où a serait nécessairement racine de /(^)J, qui ne peuvent être des courbes logarithmiques pour les intégrales envisagées.
L'intégrale sera donc de la forme
P dx -^ Qdy
{x-yyn^f{x)f{yy P et Q étant des polynômes en x, à coefficients rationnels en y.
Enfin des réductions tout élémentaires permettent de ramener cette intégrale au cas de m ^= \ .
20. Or il est aisé de voir qu'il ne peut y avoir, pour la surface d'intégrale de différentielle totale de la forme
^{oc, y)dx -\- Çlix, y) dy
où Pet Q sont des polynômes en .r, à coefficients rationnels en y. Avant de le démontrer directement montrons que cela résulte indirectement des remarques faites dans le Chapitre précédent au sujet de l'identité étudiée précédemment (p. 199),
dx
S'il existait une intégrale de la forme indiquée, on aurait nécessairement
<) ùx
[-Q(^,y)-| ù r l'(.r,7)-|_ D'ailleurs, on a évidemment
G (G étant une constante).
Si donc de (i) on retranche l'identité (2) multipliée par C, on obtiendra une identité de la forme
fiy) ^^l - J ^7 L - J
où P, et Q, sont des polynômes en x, et cette identité est impossible, car l'intégrale double
dx dy.
prise le long du continuum envisagé (loc. cit.)^ serait nulle, ce qui est inexact.
21. Démontrons maintenant directement qu'il ne peut j avoir, pour notre surface, d'intégrale de la forme
P d.r -^ Q dy
{^x—y)ij\x)f{y)
Les périodes de l'intégrale relative à x
V {t, y) dx
ne doivent pas dépendre du paramètre y . En particulier, l'expression
doit se réduire à une constante^ cette constante est différente de zéro, sinon les deux lignes correspondant à x '= y ne seraient pas des courbes logarithmiques, et nOus serions dans le cas étudié plus haut. On peut supposer que la constante est égale à un.
Si l'on considère d'une manière générale l'intégrale ci-dessus, P étant de la forme indiquée, et avec la condition
les périodes cycliques de celte intégrale sont des fonctions dejK? la période polaiie étant iizi. Les points singuliers de ces périodes regardées comme fonctions de y sont les Irois racines de f{y) et le point à l'infini.
Envisageons dans le plan de la variables le cjcle F comprenant à son intérieur deux des racines a et 6, et laissant j^ à son extérieur, et supposons jK voisin de «.
Nous avons pour une détermination de \J f{oc) en un point A du contour {Jig. S), et pour une détermination de sjf{y)> "ne
période délerminée to. Supposons, pour fixer les idées, que la délerminalion de \Jf{oc) en A soit celle qui devient \if{y), quand ^ va de A en jK par un chemin rectiligne. Faisons maintenant décrire à r "n chemin fermé autour de a. Le cycle F va se déformer, fuyant en quelque sorte devant jr, et nous aurons, quand j sera revenu à sa position initiale, une nouvelle position V du cycle F correspondant à la seconde figure où l'on a supposé, comme il est permis, que seulement la portion de F comprise entre le point A et nu autre point B s'est modifiée.
Au point de départ S^ifig- t), le signe de \/f{y) n'est pas le même dans les deux cas, puisque y a tourné autour de a\ les éléments de l'intégrale ont donc des signes différents au départ.
Il est alors aisé de voir ce que devient (o, quand )^ a tourné autour de a\ on reconnaît de suite, en comparant les deux figures, que
w se transforme en — w — \r^L
Faisons maintenant décrire k y un autre chemin enveloppant
les trois points a^ 6, c. Quand y revient à son point de départ, le
radical \lf{y) a changé de signe, rien par ailleurs n'étant modifié ;
par suite
w se transforme en — w.
Or 03 doit rester invariable, puisqu'il est Indépendant djy; on a
OJ = o.
D'autre part, la circulation dey autour de a changeant m en — 0) — L\rû, on voit que l'on arrive à un résultat absurde. Nous en concluons que l'intégrale, dont nous avons supposé l'existence, ne saurait exister. Donc toutes les intégrales de différentielles
totales relatives à la surface
s'expriment par des combinaisons algébrico-logarithmiques . On a seulement supposé que les fonctions elliptiques correspondant au poljnome f{x) n'admettent pas de multiplication complexe.
22. Relativement à cette dernière circonstance, faisons seulement Tétude d'un cas particulier ; des considérations analogues s'appliqueraient à tous les cas de multiplication complexe. Soit
l'équation
djr ^ ^ dy
\/f{^) \/7îF)
ne pourra être vérifiée par une fonction rationnelle x de jk, que si
(s racine cubique imaginaire de l'unité).
Les fonctions rationnelles x àe y se déduisent, en raisonnant comme plus haut, des équations
OÙ K est une demi-période.
A ces fractions rationnelles peuvent correspondre des couples de courbes logarithmiques pour les intégrales de dififérentielle s totales considérées. On verrait, comme ci-dessus, que l'on peut se borner à K = o, et considérer par suite les fractions rationnelles x de y correspondant à
y =z jp{u)^ X z= p\^{ m -\- m ) ii\.
En particulier, pour /?2 = i , n=z o, on a la solution déjà considérée X =^ y, et, pour /?2 =r o, /i = i , on a ^ = zy.
On va voir que tous les couples de courbes logarithmiques peuvent être rajnenés auK deux couples de co irbes correspondant à
X =■ y et X = zy.
Tout cr abord le raisonnement fait plus haut, pour montrer que tons les conples de courbes correspondant à
y = p(u), x = p{mu)
se ramènent à x =y, est encore applicable.
On verra pareillement que tous les couples de courbes correspondant à
y = p{u), T = p(nzil)
se ramènent au cas de /i — i , c'est-à-dire à ^' = zy. Soit enfin le cas général correspondant à
y=:p{ii), x=:p(v), OÙ V = {jn-^ ni)a.
Nous considérons sur la courbe entre ;:; et ^
z'^=f(x)p'HiO
le point
x = p{v), z =p'{v)p'{u) [v = {m-\- ni)ii\.
Il est en ligne droite avec les deux points avant les coordonnées
x = p{mu), z ^p'{—mu)p'{u),
X = p{mu), z = p'(—nzu)p'{u),
puisque la somme des arguments
{m -i- m)ii, — mu, — nza
correspondant à ces trois points est nulle. Soit
z = ax -^ b ^'
l'équation de la droite joignant ces trois points, où a et b sont des fonctions rationnelles dey. Alors, en revenant à la surface
l'expression
ax -^ b — z
^ ax -\- b -\- z
permet de ramener le couple de courbes logarithmiques correspondant à
ç = (771 -{- m)ii
aux couples qui correspondent à
p = mil et V ^^ nzu.
C'est toujours le même mode de raisonnement, et, finalement, nous sommes rauiené aux deux couples relatifs à
X — y et X = zy.
23. Par suite, dans notre exemple actuel, on voit immédiateiiient que l'on peut se borner à envisager les intégrales de dilTérentielles totales de la forme
P dx -^ Q dy
{x—y){x — ty)s/j\x)f{y)'
P et Q étant des polynômes en x à coefficients rationnels en y.
L'intégrale diffère de celle que nous avons étudiée au § 21 par la présence au dénominateur du facteur x — zy. Mais les raisonnements faits [loc. cit.) vont encore être applicables avec peu de modifications, et nous arriverons à la même conclusion, à savoir que toutes les intégrales relatives à la surface
se ramènent encore à des combinaisons algébrico-logarithmiques. Reportons-nous en effet à la figure faite plus haut; a, b^ c représentent les trois racines de \x'^ — i. 11 faudrait encore marquer le point correspondant di yz. Sijresl voisin de a, le point yz sera voisin de l'un des deux autres points. Supposons qu'il soit voisin de c. Toutes les parties du raisonnement fait au § 21 sont encore applicables, puisque le point j)/£ restant voisin de c n'amène aucune modification dans P, quand y tourne autour de a. On arrive donc encore à une contradiction, et, par suite, l'intégrale dont nous avons admis l'existence ne peut être construite, et les seules intégrales sont des combinaisons algébrico-logarithmiques.
Examinons quelques autres cas. Soit la surface
z^- = a{y)x^-^b{y), % OÙ a et b sont des poljmomes en y. Il n'y a pas en général de
fondions rationnelles ^ et ^ ^^ y satisfaisant à cette relation. Admettons en effet qu'il en soit autrement et posons
■i/b Va
z= v/6 Z ; on aura
(3) Z^ = XJh-i.
X et Z sont visiblement des fonctions rationnelles de^ et de 0, ne se réduisant pas à des constantes, en posant
(4) 06 = ba\ L'intégrale de première espèce
de la courbe (3) doit donc se Iran sformer en une intégrale de première espèce de la courbe (4). Or a et ù étant des polj'nomes arbitraires, il n'y a pas d'intégrale de première espèce de la courbe (4) ii^ ayant que deux périodes; l'hjpothèse laite est donc inadmissible. Ce mode de raisonnement permettrait même, en approfondissant davantage, de reconnaître dans quels cas il serait possible de trouver x ^l z rationnelles en y el satisfaisant à l'équation de la surface.
i2o. Du cas particulier précédent on c onclut que, en général, on ne peut satisfaire à l'éc] nation
(où rt, ^, c, d sont des polynômes arbitraires en jk) en prenant pour z ç,\. X des fractions rationnelles de y. On exclut, bien entendu, ici comme plus haut, le cas de .r et ^ identiquement infinies. Comme, en général, une telle surface n'a pas d'Intégrales de différentielles totales de seconde espèce non rationnelles, on arrive à la même conclusion (jue plus hnut pour toutes les intégrales de différentielles totales de cette surface.
A la vérité, l'étude complète des cas où l'on peut satisfaire à
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Téqualion (4) par des fonctions rationnelles ^ et ^ de jk ne semble pas facile. A cet é^ard, le calcul des nombres des constantes indéterminées se présentant dans le problème n'est pas sans intérêt. On ne diminue pas la généralité en supposant que «, Z>, c, cl sont des poljnomes de degré pair ini en y. Soit, de plus,
u et V étant des polynômes de degré jjl en y. On devra pouvoir choisir ces polynômes de manière que le produit
[aiy)u^ -i- b(y) ii^v -+- c(y) uv^ -+- d{y)v^]ç
soit un carré parfait. Comme le polynôme précédent est de degré 2m-i- /\ [JL, on aura
conditions à écrire. Or le nombre des constantes figurant dans u et i> (d'une manière non homogène) est
L'inégalité
montre qu'en général le problème est impossible.
En général, la surface (4) sera de genre géométrique supérieur à zéi-o, et les fonctions rationnelles ^ et ^ de y, cpii pourraient satisfaire à la relation (4), ne dépendront pas alors d'un paramètre arbitraire; car, sur une surface algébrique pour laquelle />^>> o, on ne peut avoir une suite continue de courbes unicursales. Les solutions (^, z), en nombre fini ou infini, ne pourront donc former qu'une suite discontinue. C'est ce que nous avons trouvé pour le cas étudié plus haut en détail: il y avait alors une infinité de solutions dépendant d'un entier arbitraire.
D'ailleurs, en général, pour la courbe (4), on pourra déduire d'une solution rationnelle une infinité d'autres, car, en menant la tangente au point correspondant, on aura par son intersection avec la courbe un second point à coordonnées rationnelles, et ainsi de suite, en remarquant de plus que deux points en donnent
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un troisième. C'est ainsi, en fait, que se sont trouvés obtenus tous les points clierchés sur la courbe z- =^ f [x) f i^y) (').
26. x\rrétons-nous encore sur un cas particulier, celui de la surface
a elb étant des poljnomss arbitraires en y. D'après notre théorie générale, nous avons à étudier les équations
(G) x^- -^-P{y)x -{-(l(y) = o ( P et Q raiionnelles en 7),
telles que, ^ ei' y satisfaisant à une telle relation, z soit fonction rationnelle de x et y. Glierclions les équations (6) jouissant de cette propriété, en supposant que a et b sont des polynômes noft spéciaux.
On aura, pour x satisfaisant à l'équation (G),
(7) sjax'^ — b ^-Mx ^ N,
M et N étant des fonctions rationnelles de J^ Soit maintenant
Si donc nous posons
on pourra écrire
on aura
ax' — b = «2(37 — 0)(a7H-0)(^-i-0i)(a7— On.
ax''— b = -.- ('îX + I) [X(i — i) -h r] [X(i -^ /) ^- i
L'identité (7) devient alors
(7'>'-^) y/^(.^X-+-i)[X(i — M-^ij[X(n-o^- 'I --- M0(n-X)X + NX2.
(^) Il csl intéressant de noter que la question à laquelle nous venons d'être conduits, de satisfaire à l'équation (4) par des fonctioas rationnelles a; et ;; de y, peut être regardée comme une généralisation du problème de la transformation des fonctions elliptiques.
ceci sons la condition que X satisfasse à la relation (8), transformée de (6),
(8) X2(02 + P0 + Q)-t-X(202 + P0)-i-62=:o. En se servant de (8), la relation (7^''^) peut s'écrire
v/^(2X-hi)[X(i-o + i][X(n-j) + ij
Par conséquent, le polynôme du troisième degré en X
est divisible par le premier membre de (8) ; il admet donc un diviseur de premier degré en X à coefficients rationnels en y et 9, Si donc nous posons
Z2 = (,,x + T) [X(i - 0 4-ij [X(i + i) H- [],
on pourra exprimer Z et X en fonctions rationnelles de jr, Sety/'^". La fonction X (nécessairement finie) ainsi déterminée doit nécessairement se réduire à une constante, car autrement l'élément différentiel
dX
/(Tx + 1) [X(i — i) ^riY[x(r^^j~^]
par la substitution de cette valeur de X, prendrait la forme
R étant rationnel en jK,, 9 et yjb. Il y aurait donc une intégrale de première espèce, relative à la courbe gauche dans l'espace (Ç, ^ 7)
n'ayant que deux périodes, ce qui n'a pas lieu pour a et 6 polynômes quelconques en y.
Le polynôme (9) en X doit donc s'annuler pour une quantité X, indépendante dey. Cette constante X doit annuler le polynon^e P. ET S., IL j3
du troisième degré
car aiUremenl y/^ s'exprimerait alors rationnellement à l'aide de 8 et de y.
Si alors X est une des racines du polynôme précédent, on aura
ox
Cette équation du troisième degré en Q doit être une identité, car 6 ne peut satisfaire à une équation du troisième degré à coefficients rationnels en y.
En développant cette équation en 8, on trouve de suite
il faut donc que
L'équation (6) est donc de la forme
et l'on a alors
Donc, s'il existe des solutions au problème posé, on a, dans l'équation
z et X-, qui sont fonctions rationnelles de j^
Posant ^- = r, nous sommes donc ramenés -â reconnaître si l'équation
peut êlre vérifiée en prenant pour (^ et i; des fonctions rationnelles de r- On peut établir facilement qu'il en est ainsi ('). Il y a même
(') Dans l'ariicle ciLé page ?54, M. Picard démontre ce fait, auquel il raUache un théorème bien connu de M. Nœther sur certaines surfaces unicursales, en faisant l'énuméralion des constantes arbitraires. On peut supposer que a et b sont de degré pair 2 m, et soit v - -, en désignant par u et w des polynômes de de-
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une infiaité de solutions se déduisant de l'une d'entre elles; il suffit en effet de faire pivoter une droite autour d'un premier point à coordonnées rationnelles de cette conique, pour exprimer z el ç en fonctions rationnelles de jk et d'un paramètre m. En prenant pour m une fonction rationnelle de y, on aura toutes les expressions de 5 et p en fonctions rationnelles dey.
En retranchant d'une inté.;rale de différentielle totale de troisième espèce relative à la surface
-' = ^if)^'' — b(y)
des expressions de la forme
Clog(^-h P:r2 + R),
G étant une constante, et P et R des fonctions rationnelles de jr, on ramènera l'intégrale à n'avoir, en dehors peut-être de lignes y = consl., que les deux courb3s logarithmiques correspondant à une équation déterminée
du type envisagé plus haut. L'étude des intégrales de différentielles de la surface peut alors être effectuée complètement, puisque toutes ces intégrales sont susceptibles de se ramener à la forme
k dx -^-B dy
ix'^+q{y)\z'
A et B étant des polynômes en x^ à coefficients rationnels en y. En général (c'est-à-dire pour a el b polynômes arbitraires en jk), ces intégrales sont algébrico-logari ihmiques.
gré [X. Le polynôme
a{y) lû — b{y)w-
doit être un carré parfait. Comme il est de degré 2/n + 2 ;x, le nombre des conditions sera /n + [x. D'autre part, le nombre des constantes figurant dans u et (v est 2 ;x -f- i ; comme
à partir d'une certaine valeur de a, il est possible de satisfaire au problème proposé.
IV. — Sur des classes de surfaces dont toutes les intégrales sont algébrico-logarithmiques (^ ).
27. Les cas particuliers que uoiis venons d'examiner se rapportaient à des surfaces donnant des sections du genre un, pour y=^cons\.. Voici des cas plus généraux et mettant en évidence des circonstances intéressantes.
Envisageons la surface
f{x) étant un polynôme de degré 2/? + i (à racines simples) et F(j') un polynôme arbitraire. D'après la théorie générale, développée précédemment (page 260), nous avons à rechercher les courbes
de degré /j> au plus en x, telles que, pour {œ,y) satisfaisant à cette dernière équation, z soit fonction rationnelle de x et de y. Nous allons démontrer que de telles courbes n'existent pas, en dehors des courbes x = a, en désignant par a une racine de/(^). Soit
z = v/fTj) t., on aura
el l'on pourra satisfaire à cette équation en prenant pour Ç une fonction rationnelle de x^y et y/F (y), les deux lettres ^ et j étant liées par la relation ^ == o, que l'on suppose exister. Donnons à r une valeur déterminée et considérons une 'détermination de v/1' (jOî o" ^^"^^' P<^"^' -^5 les p racines x^, x^, . • . , Xp, en supposant z> de degré p et irréductible. Fornions les sommes
^U'. ^\dxi x\dx.:, x],dxp ..
Puisque \jf{xi) est une fonction rationnelle de Xi^ y ci y F {y).
(') E. Picard, Comptes rendus, t. GXXXVI, et Annales de l'École Normale. Oo3.
les sommes préeédentes seront de la forme
les Rx étant rationnelles en j et \/F(y)^ et les intégrales
seront des intégrales de première espèce. Toutes les fonctions Rx ne peuvent être identiquement nulles (à moins que les œ ne soient constants); car, des équations obtenues en égalant à zéro les expressions (E), on déduirait que deux des x sont égaux, ce qui estcontradictoireavecl'irréductibilité supposée de l'équation 'j = o. Ceci posé, nous aurons donc au moins une intégrale de première espèce relative à la courbe
qui aura les mêmes périodes qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe
Cette circonstance ne peut se présenter si le polynôme F(j/) est arbitraire, ce qui démontre l'impossibilité de la relation :2 = o jouissant de la propriété indiquée.
Nous avons supposé le poljnomc irréductible o de degré p par rapport à x\ la même démonstration s'appliquerait si cp était d'un moindre degré que p.
De cette analyse nous concluons [en remarquant de plus que la surface
s2=/(:r)F(jK)
n'a pas d'intégrale de seconde espèce] que toutes les intégrales relatives à cette surface sont algébrico-logarithniiques. On suppose, bien entendu, que F(jk) est un poljnome arbitraire.
28. Les conclusions précédentes s'étendraient immédiatement (en raisonnant comme au n'^ 24) aux équations de la forme
z^ = a{y)x^^P^^^b(yy),
a et b étant des polynômes arbitraires en y.
29. Nous avons donc ainsi obtenu des cas particuliers assez étCDdiis pour lesquels les intégrales de difTérentielles totales de troisième espèce peuvent être étudiées. Si l'on cherche à traiter le cas d'une surface de degré m (à singularités ordinaires)
on devra considérer les courbes gauches tracées sur cette surface. Sou une telle courbe de la surface; elle coupe la courbe définie par la relation entre x et z
en un certain groupe de points dépendant rationnellement du paramètre y. Il faudrait donc étudier les groupes de points sur la courbe \)\écédei\ie qui dépendent rationneUement de j. On peut supposer que ces groupes de points ne contiennent pas plus de p points (/> désignant le genre de la courbe / pour y arbitraire); c est ce que nous allons commencer par démontrer.
Envisageons en effet un groupe de \ points 0^>p), et rappelons-nous que la dimension des adjointes d'ordre /^? — 3 + a(a^i) est
p — 2 -{- /ncL.
Or on peut choisir un nombre a dans la suite
de telle sorte que l'on ait
À-f-|a^/> — ?.-+-moL (a entier ^1).
Ceci posé, nous avons vu que les ni points à l'infini de la courbe /sont à considérer comme distincts au point de vue de la rationalité par rapport à j^. Joignons alors aux X points du groupe considéré, ji. des points à l'infini; nous pouvons dire que nous avons un groupe de À -+- iji points dépendant rationnellement de jk- Par ces A 4- a points on peut faire passer une adjointe au moins d'ordre
et, en dehors des 1 -\- a points et des points doubles, nous avons p points de rencontre. Nous sommes donc ramenés à un groupe
de p points (dont quelques-uns pourraient être à rinfîni); c'est ce que nous voulions montrer.
30. L'étude générale des groupes de p points sur la courbe /, dépendant rationnellement dey, ne paraît pas facile. Nous allons étudier seulement le cas particulier de la courbe
où P(jk) est un poljnome arbitraire de degié m. Nous considérons donc sur la courbe (a) entre :3 et ^ un groupe de p points
/? étant ICI '- dépendant rationnellement de y\
posons
on aura
ini
Sur la courbe (;3) correspond au groupe des p points de la courbe (a) un groupe àe p points dépendant rationnellement dey et de \/V{y) . Désignons ces p points par
et soit une intégrale de première espèce de la courbe ((i)
la somme
y/ii-1 "■" y/ii~i H- . . . -1- r/n—i
( OÙ les différentielles sont relatives à la variable y) sera nécessairement de la forme
Ri étant une fonction rationnelle dey et y/P(y), et l'intégrale sera nécessairement une intégrale de première espèce relative à
la courbe entre a ci y
Nous avons donc les/? équations
y,n-\ ^^ rm-l -i- . . . r- yni-\ ^^ L^ ) V \J n J
pour / = I, 2, . . . , /?.
Si ces équations admettent une solution donnant pour toute fonction symétrique des p points (ç,, Çj). • .(ç;,, S/0 ""^ fonction rationnelle de y et '\/P(yj, il est nécessaire que les périodes des intégrales
J^i{y. VP(7)] cly (.• = 1,9.,...,/))
soient des périodes correspondantes des intégrales
Or ceci est impossible, quand le polynôme P(jk) est un polynôme arbitraire de degré m (en supposant 7?^>3); car alors il ne peut arriver qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe
n ait d'autres périodes que colles d'une intégrale de première espèce relative à la courbe
On en conclut que tous les R sont identiquement nulles, et nous avons les relations
^1/ rm-1 ^^ rni-V -r...-r- v-m-i V ' ' l'
SI S
On peut énoncer ce résultat sous une autre forme. Soient
les valeurs dés {\. 'r{) pourjr=J^o et une certaine détermination de 's/^\yii)\ ^^ somme des intégrales
^Çn -=1 »' -Mil ^2 Ç/" V
on nous n'avons pas écrit l'élément
rm-i. '
sera une fonction de jk, dont la dérivée est nulle. Elle est donc égale à une constante (à des périodes près), et cette constante est nulle (d'après sa valeur pour y =yo)-
Les équations (y) nous apprennent d'ailleurs, si les (ç, '/"i) dépendent dey, que le déterminant
et, par suite, les points
sont sur une adjointe d'ordre m — 3.
Ceci posé, considérons une telle adjointe passant par ces points ; elle rencontre encore la courbe ( p) aux p — 2 points
(«1, pi), •••' ( 2^/^-2, P/;-2)-
Pour y = Yf^, on aura en particulier
On aura évidemment, pour toute intégrale de première espèce,
Or, si l'on a une courbe de genre p el ip — 2 points de cette courbe situés sur une adjointe d'ordre in — 3,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que ip — 2 autres points
{\\.i ^1)? • • ■ ■) (;2/j-2j "nsp-s)
soient sur une adjointe d'ordre ni — 3 s'expriment par les p relations
formées avec les/? intégrales de première espèce.
Si nous appliquons ce résultat, nous voyons que les ip — 2 points
sont sur une adjointe d'ordre J7i — 3. Par suite, si nous revenons à la courbe entre z et x^
nous aurons sur elle le groupe des p points, dont nous sommes parti, situé sur une adjointe d'ordre m — 3, et cette adjointe rencontrera la courbe en p — 1 poinls dont les coordounées seront
La correspondance entre les deux courbes
-m = j[,n _^ Viy) et l"' = ç"' ■+- l
est d'ailleurs telle qu'à un point de la première correspondent m points de la seconde [suivant la détermination de V^P(j^)J, et les coordonnées de ces m points dilïèrent par un facteur qui est une racine /7i''"'*' de l'unité.
Il résulte de là que, pour la surface
on peut trouver une surface
de degré /?î — 3 en ^ et 3, rencontrant la surface à distance finie suivant la courbe initiale considérée (correspondant au groupe des p points), et suivant les p — 2 courbes planeç
a; — liZ = o I ).,■ = -M {l = i, -?.,..., p — 2);
il pourra y avoir aussi des courbes de rencontre correspondant à y =const., ces constantes étant racines de ^(7) = o.
Remarquons que V-^ est différent de u/i^ à cause de la relation
nous supposons ici le point (a)?, [i") à distance (inic; s'il était à
l'infini, le point (j^, z) serait à rinfnii pour j^ arbitraire, et, par suite, sans intérêt pour nous. De ce que X.- n'est pas une racine ^^^ième jg l'unité, il résulte que le plan
a; — liz = o coupe la surface suivant une courbe irréductible.
31. De ces résultats nous allons pouvoir tirer des conclusions intéressantes sur les intégrales de différentielles totales relatives à la surface de degré m
oix V{y) est un polynôme arbitraire de degré m. Par la soustraction d'expressions de la forme
Glo-
où R a la signification du paragraphe précédent et où C désigne une constante convenable, nous pouvons ramener l'intégrale à n'avoir plus à distance finie d'autres lignes logarithmiques que des courbes correspondant à jr = const. Nous faisons, en effet, disparaître parées soustractions toutes les courbes logarithmiques à distance finie, en n'introduisant peut-être que des courbes logarithmiques correspondant à des équations de la forme J = «, a étant une racine de P(r)-o, valeur pour laquelle la courbe entre z el x se décompose en m droites.
En résumé, par des soustractions de logarithmes de fonctions rationnelles, nous sommes assuré de pouvoir ramener toute intcgrale de différentielle totale relative à la surface
à une intégrale ne pouvant avoir, à distance finie, d'autres courbes logarithmiques que les droites correspondant aux sections de la surface par les plans r.= a [a étant racine de P(y)]. On n'oubliera pas d'ailleurs que toute l'analyse précédente suppose que le polynôme P(y) n'est i)as un polynôme particulier de degré ni.
Soit donc l'intégrale de différentielle totale
(E) fp{^,r, z)dx-\-q{x,y,z)dy,
n'ajanl d'autres lignes logarithmiques que les droites sections de la surface par les plans y z= a, où a est racine de P(jk)- L'intégrale
(a) fp{x,J,z)d.r
sera une intégrale abélienne pour la courbe entre z el .x
[y étant arbitraire et différent des r/), n'ayant pas de point singulier logarithmique à distance finie, puisque l'intégrale (E) n'a d'autres lignes logarithmiques que les droites sections de la surface parles plans jk = <7. On sait d'ailleurs que, par la soustraction d'une expression de la forme
on ramènera l'intégrale (a) à la forme
F (.r, Y, z ) dx
F étant un polynôme en ^ et z à coefficients rationnels en y, et l'on peut supposer que le degré de ce polynôme en ^ et 3 est au plus 'i m — 4-
Los périodes (polaires ou cycliques) de cette intégrale no doivent pas dépendre de y. L'intégrale précédente est de la forme
(if-j^'^^x-^ Z? dx
7. et j3 étant des entiers positifs (a + [^^ 2/?z — 4), et les ««p ^tant des fonctions rationnelles dey. Considérons d'abord les termes pour lesquels a 4- [i a la valeur A', comprise entre o et m — 4^ et la valeur k + m.
En posant dans l'équation de la courbe
Z'n = x'n + V {y), z = 1^ Vi^'jÔ ^t X = '^ 'VKF),
nous aurons une intégrale où
sera un facteur, et qui sera de la forme
(I) ^^iy)'" 1 \:.:,
ao^^ étant encore rationnelle en y et ne représentant pas nécessairement la même fonction que plus haut.
Envisageons ensuite les termes où a -f- ^ a la valeur /n — 3 ; on est alors conduit à l'expression
II) ^^(7)'" J
Enfin, les termes où a + [j = m — 2 conduisent à
La somme des périodes des intégrales (I), (II) et (III) doit être une constante indépendante de y. Il s'ensuit que la somme des périodes des intégrales (I) et (II) doit être nulle; sinon
satisferait à une équation d'ordre m — 1 au plus, dont les coefficients seraient rationnels en y.
Nous concluons de là que, dans l'intégrale
F (ir, X, -s) dx
\es termes qui correspondent à a 4- [B ^ m — 2 donnent une fonction rationnelle de ^, y et z. On peut retrancher celle-ci de l'intégrale de différentielle totale envisagée, et nous avons alors une intégrale de différentielle totale, dans laquelle le coefficient de dx est
Les périodes de l'intégrale
a^jo.x^z^^ dx , r • • II V
— ' ; (rtaS Iraction rationnelle)
ne doivent pas dépendre de y.
Il en sera ainsi si les Oy^o, sont des constantes, et il esl facile dans ce cas d'avoir la valeur de l'inlëgrale. Désignons pars une racine /?î''''"'^de l'unité et écrivons
log(.:; — zx)
SOUS la forme d'une intégrale de différentielle totale, et nous raplant que
^m — x"^ 4- P(jO-
Le coefficient de dx sera
r lèz \
z-zx\dx "1
ou
1 37'"—! ss'""! r 3'"— 1 t"i—'^ x"^~^ I
Z.—ZX ^'«-1 £'«-1 Z — ZX Z»'-
et Ton a, par suite, l'intégrale
dx
qui est de la forme des intégrales considérées plus haut. En prenant successivement pour £ les m racines //i"^'"*^^ de l'unité, nous aurons ainsi ni intégrales dont la somme est nulle, et l'on voit immédiatement que toute intégrale
j ~iii-ï ^ ' •'
est la somme de ni — i des intéi^rales précédenles, et s'ex[)rime
par conséquent par les logarithmes de z — zx en prenant pour £ [m — i) racines /n'''""^ £, , £0, . -, £/«_» de l'unité,'
Nous avons supposé.que les a^p ne dépendent pas de y. Si les «a^ dépendent de y^ l'intégrale considérée
«aS-^^^i^ dx
aura pour valeur
les '^ étant des fonctions lationnelles àiO. y. On aurait donc une in-
légrale de différentielle LoLale
relative à la surface dans laquelle
A dx -r- B dy.
i=zin — 1 /=1
les '^ étant rationnelles en y. Mais ceci est impossible, si les cp ne sont pas des constantes, car on aurait, a cause de y- — — -?
B = — - ^ oi log(^ — s/a;) -f- fonction de y,
et cette fonction B ne peut être rationnelle en x, y el z que si les cp sont des constantes. Il en résulte que les intégrales considérées de la surface sont nécessairement de la forme
se, log(^ - ZiX) + SA log(jK - a) + R(r),
les G et les A étant des constantes, et R(jk) une fonction rationnelle de y.
Nous pouvons donc conclure :
Toutes les intégrales de différentielles totales relatives à la
surface
[où P(r) est un polynôme arbitraire de degré m], s'expriment par des combinaisons algébrico-logarithmiques.
33. Terminons en cherchant le nombre des courbes irréductibles sur la surface précédente répondant àl'énoDcé du théorème fondamental de la page 241. Étant considérée une courbe irréductible quelconque de la surface, on peut, d'après tout ce qui précède, former une intégrale de dlirérentiellc totale n'ayant d'autres courbes logarithmiques que cette courbe, et la totalité ou une partie de la courbe à Pinlîni et des droites sections de la surface
par les plans
[a étant racine de P(j')].
Or de cette intégrale on peut faire disparaître comme courbes logarithmiques les m droites obtenues en coupant la surface par le plan
<7, étant une racine déterminée de P(j^), et les m — i droites sections de la surface par le plan
£, étant une racine m'''""*^ déterminée de l'unité (la m''"'^ droite d'intersection figurant déjà parmi les m précédentes). On peut, en effet, retrancher de l'intégrale l'expression
A2 log ( j^ — «2 ) H- . • . + A,;, log {y — a,n )
-^ Bi l0g(^— £137)+ 13-2 log(^ — £0^) -+-...+ B,„l0g(^ — Z,nX),
les A et les B étant des constantes convenablement choisies de façon à faire disparaître les im — i lignes logarithmiques indiquées. Donc, en considérant les {^m — i)- lignes droites A de la surface situées dans les plans
y ^= ai ( t = '2, 3, . . . . m)
et non situées dans le plan
z — ôi.r = o,
il existe certainement une intégrale de troisième espèce ayant comme lignes logarithmiques une courbe arbitrairement choisie, et la totalité ou une partie des lignes A et de la C9urbe à l'infini. D'ailleurs, il n'existe pas d'intégrale ayant seulement comme courbes logarithmiques la totalité ou une partie des lignes A et de la courbe à l'infini. En effet, d'après le paragraphe précédent, une telle intégrale serait, à une fonction rationnelle près, de la forme
Gll0g(- - £lJ7)-f-G2l0g(^ — £237)4-...-;- G,;Jog(5— t,nX)
-f- Al log(jK — a,) +...-;- A/„ \o^{y — a„i). Or les droites de la surface dans le plan
ne doivent pas être des courbes logarithmiques. Donc, on doit avoir
Cl 4- Al = 0, C2-+-Ai=o, ..., G//î-i-Ai = o;
l'expression est donc de la forme
— Al P(j-) -h Al logCj/ — «i) -4-. . .-4- A,„ Iog(j/ — a,„), car
Donc, l'expression peut encore s'écrire
K log(j- — a,) H-. . .4- A'„, log(j/ — a,n), et, comme les droites situées dans le plan
Z — ci^C = o
ne doivent pas être des courbes logarithmiques, tous les A' sont nuls.
Le nombre désigné par o clans V énoncé du théorème fondamental est donc ici égal à
3i. Nous venons de déterminer le nombre p pour les surfaces de degré m supérieur à trois, dont l'équation est de Ja forme
Une question se pose de suite : Quelle est la valeur de o pour une surface donnée?
Nous ne sommes malheureusement pas en état de répondre toujours à une telle question, et c'est là une lacune importante dans la théorie. On pourrait seulement indiquer aisément une limite supérieure, résultant de la démonslration même du théorème fondamental, mais cette limite manque de précision. C'est surtout, comme on va le voir dans les Chapitres suivants, pour la théorie des intégrales doubles de seconde espèce que cette lacune est regrettable.
Quant à la question déjà plusieurs fois soulevée, de savoir si, pour une surface, les intégrales de différentielles totales se ramènent en général à des combinaisons algébrico-logarithmiques, P. ET S., II.
Jes exemples assez étendus qui viennent d'être indiqués tendent à faire pencher vers l'affirmative. Toutefois, le théorème assez sinf^ulier de la page 2 ^i rend hésitant dans Ténoncé d'une probabilité.
l*our ce qui concerne les surfaces dont l'équation est de la forme
z'*-=f{x,r) (tic degré 2/^ -h i en x),
il semble que l'étude des relations
o(:r, j)^) = o (de degré/? en x),
telles que z se mette sous la forme d'une fraction rationnelle de x et y [quand on a cp(jr, j) — o] ne soit pas inabordable, au moins pour des valeurs assez petites de p.
D'après les exemples donnés dans cette section, il ne paraît ])as douteux qu'il n'existe pas en général de telles relations. S'il en est bien ainsi, on a des exemples extrêmement étendus de surfaces pour lesquelles toutes les intégrales de difTérentielles totales sont algébrico-logarithmiques.
ET CELLE DES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES
I. — Quelques remarques préliminaires sur la forme de certaines '
identités.
1. Nous avons vu (Chapitres VII et VIII) que toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface
se ramènent aux intégrales
le poljnome Q s'annulant sur la courbe double. Le degré de ce polynôme Q est limité et ses coefficients satisfont à certaines relations que nous avons appris à former. Mais toutes les intégrales doubles ainsi obtenues ne sont pas distinctes, et il faut indiquer la marche à suivre pour trouver exactement le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce (-), c'est-à-dire des intégrales
(•) K. ViCAUD, Sur quelques points fondamentaux dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Acta niatheniatica , t. XXVI); Sur les relations entre la théorie des intégrales doubles de seconde espèce et celle des intégrales de dijférentielles totales {Comptes rendus, t. CXXXVII, et Annales de V École Normale, 1900 ).
(^) Le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce a été désigné par p (p. 186). Dans le Chapitre précédent figure, d'autre part, un nombre p relatif aux intégrales de différentielles totales de troisième espèce. Il ne faut pas faire de confusion entre ces deux nombres ; aussi désignerons-nous dorénavant par p^ le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
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clonl aucune combinaison linéaire n'est de la form
dx dy j
A et B étant des fonctions rationnelles de ^,r et z. On répondra aisément à cette question si l'on sait reconnaître à quelles condlllons l'expression donnée
est de la forme
Ox oy
A et Bêlant rationnelles en œ.yelz: bien entendu g est regardée *comme fonction de a: et y, quand on lait les dllTérenlialions partlelles. Mais nous avons déjà indiqué à la fin du Chapitre \ III (p. 228) quelles circonstances venaient compliquer la question : c'est que l'on ne sait pas a priori, dans l'idcnllté
Qjx.y.z) _ ô\ _^^ On^
pour quelles courbes A et B peuvent devenir infinies.
Supposons donc que l'on ait l'identité précédente. Dési
«2 non s par
la projection de la courbe double sur le plan des xy, et par
la projection sur le même plan de la courbe de co^ntact de la surface avec le cjUndie parallèle dOz.
Dans l'identité ci-dessus, A et B peuvent devenir infinies pour diverses courbes de la surface, et l'on peut avoir a priori pour ces fonctions des expressions de la forme
■{x,y)'>'G{x,y)^'oi{x,y)^'^...'^r{'f,y)-'rfl
où 'f,, '^„ - . ., '^r représenlent des polynômes irréducliblcs en x
et r, premiers enlre eux et avec ^el G, et contenant x ; les lettres À, [7., a,, . . . , a;, représentent des entiers positifs. Quant aux numérateurs U et V, ce sont des polynômes en x et :;, à coefficients rationnels en jj^
Nous allons montrer tout d'abord que Ton ne diminue pas la généralité en supposant que les entiers a, , . . . , a,., a', , . . . , a^ sont égaux à un. En effet, considérons l'expression B comme une fonction rationnelle de x et z^ relative à la courbe entre x et ^,
on sait, par la théorie élémentaire de la réduction des intégrales abéliennes ('), que l'on peut de B retrancher une expression qui soit la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle II de x^ y gV z, de manière que
ax'
soit de la même forme que B, sauf que a', =: al = . . . =: a^'. =: i . Or écrivons l'identité
J"z " Ox '^ df
sous la (orme
ôx ^
~ ôx )
nous avons réalisé la substitution cherchée, car on a
fz ~~ àx ' âf
et, dans le numérateur de B, , les polynômes z^ , 'Jo, . . . , o,. figurent seulement à la première [)uissance. Il faut donc qu'il en soit de même dans A,, puisque
reste finie le long des diverses lignes de rencontre de z>i(^Xyy) = o avec la surface y, , et que ces lignes sont des lignes simples de rencontre pour les deux surfaces
( ' ) Pour cette réduction, on pourra consulter le Tome I de cet Ouvrage (p. 160) et aussi le Tome I, 2" éd., du Traité d'Analyse de M. Picard (p. 66).
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On le voil immédiatement de la manière suivante. Supposons que A, renferme au dénominateur cp, à la puissance a, supérieur
à un. Alors -~ contiendra le terme ax
Or -^ est premier avec cp, (pour j arbitraire). Si donc U ne s'annule pas pour les courbes d'intersection du cvlindre o, avec la surface, ce terme aura une ligne d'infini d'ordre a, + i, que ne
renferme pas l'expression -—^f ce qui est impossible.
3. Ces considérations ne sont pas immédiatement applicables pour ce qui concerne^- et G. On peut bien dans B ramener encore, au moyen des mêmes considérations élémentaires, les puissances de ^ et G à être égales à lui, mais dans A les puissances de ^ et G pourraient être égales à deux. Soit en elfet l'identité
Tz" àx ôf' oii A et B ont les valeurs écrites plus haut, en supposant
Nous allons voir que X et a sont au plus égaux à deux. Considérons G; le cylindre
coupe la surface suivant la courbe doubler et une, autre courbey. ].e premier membre ne devenant pas infini pour un point arbitraire de l'une ou l'autre de ces courbes, il en est de même du second. Par suite, B ayant Y comme ligne d'infini double, il faudra que A ail seulement T comme ligne d'infini double. Quant à y qui est ligne d'infini simple pour B, elle sera ligne d'infini simple pour A. Il résulte de là que
ne peut avoir les lignes F et y q"e comme lignes d'infini simples.
Soit jji supérieur à deux; alors U(^,j', :;) devra avoiry comme ligne de zéro double, et il en sera de même pour F. Il en résiille que le quotient
pourra se mettre sous la forme d'un polynôme en x et z^ à coeflîcients rationnels en j^. Par suite, on passera de jjl à jji — i jusqu'à ce que jji = 2.
On ne peut faire plus loin la rédaction, puisque, pour que
ait r pour ligne d'infini simple, il suffit que U ait F pour ligne de zéro simple et, par suite,
Gix.y)
ne se mettra pas en général sous la forme d'un poljnome en x et z.
Les conclusions que nous venons de formuler pour la ligne double se projetant suivant G sont applicables à la ligne de contour apparent qui se projette suivant g.
Donc, en suivant la méthode indiquée, on voit que l'on peut
supposer
À' = ji.' = 1 et X =: a = 2.
4. En modifiant légèrement les considérations précédentes, on va voir que l'on peut supposer également que X et [x sont égaux à l'unité.
Commençons par faire une remarque relative à une courbe algébrique
Si a correspond à un point double A de /, on sait que, d'une
expression
{x — aYf'y
(P étant un polynôme en x et jk)j on peut retrancher la dérivée d'une fonction rationnelle de x et y, de manière à être ramené
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à a=i; c'est un résultat sur lequel nous nous sommes appuyés tout à l'heure.
On peut aller plus loin et supposer que, après cette réduction, le polynôme P(.r,y) s'annulera au point double.
Supposons en cfTel la réduction faite à a = i. Si P ne s'annule pas au point double, la fonction
a, au point A, un pôle double sur chacune des branches de courbe passant en A. On peut trouver une fonction rationnelle de x el y ayant à distance finie seulement deux pôles simples qui soient précisément le point A regardé comme appartenant à l'une et l'autre branche, les résidus, de plus, ayant pour ces doux pôles les valeurs données. Il suffira de retrancher de (i) la dérivée d'une telle fonction (en prenant pour les résidus des valeurs convenables) pour avoir une expression de la même forme, et où \^{-r^r) s'annulera au point double.
Une remarque analogue peut être faite pour le cas où la droite x = a serait tangente à / en un point A. On ])eut faire d'abord la réduction habituelle ramenant à a = i -, soit alors l'expression que nous appellerons encore (i). On voit de suite que l'on peut retrancher de (i) une expression convenable de la forme
où M(:r, j) est un polynôme s'annnlant en A et aux autres points de rencontre àe x ^=^ a avec la courbe, de telle sorte que la différence de (i) et (2) soit encore de la forme (i),mais avec cette condition que P(.r, j') s'annule en A.
5. Ces remarques faites, nous pouvons raisonner comme aux n"' 2 et 3; mais nous pourrons maintenant supposer que nous avons, dans B, non seulement
À' = tji' = r , a'i = «; = ... =: a',. = i ;
mais que, de plus, \{x,y, z) s'annule pour la courbe double et pour la courbe de contour apparent.
THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. 2g)
Il en résulle qu'on peut compléter le raisonnement du n" 3. Dans
ia coiirljc double F ne doit plus être une ligne d'infini et, par suite, on peut supposer que [j. est égal à l'unité; il en est de même pour )..
Finalement, après ces réductions élémentaires, nous arrlçons à la conclusion que l' identité admise peut prendre la forme
ou
U et V étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y, s" annulant sur la courbe double et sur la courbe de contour apparent de la surface sur le plan des xy.
Nous pouvons faire diverses remarques au sujet de A et B
En raisonnant comme au n" 3 du Chapitre VIll (p. ^=^09), on
déduit de l'identité (3) que les périodes logarithmiques de l'inté-
grale abélienne
se rapportant à la courbe entre y et z
et se rapportant à un point double de cette courbe, doivent être des constantes, c'est-à-dire indépendantes de x. Or le calcul du résidu de A relatif à un point double de la courbe précédente est facile; ce résidu est égal à la valeur de
au point double, multipliée par
Or la valeur de (4), en un point double, dépend de la branche
de courbe que l'on envisage passant au point double, puisque U et G s'annulent sur la courbe double. Cette valeur est égale à
au _^ OVj ôz_ I dy ' dz Oy
Quant à -^ il a pour valeurs les racines de l'équation du second degré
La valeur cherchée est donc la valeur de l'expression suivante sur la courbe double
I y-- dy -^'-y dz 1^ ôz
en posant
ôy^-
^ = ^{flyY-f^J'y
D'après ce que nous avons dit, l'expression (5) doit avoir une valeur conslanle sur la courbe double. Si nous sommes dans ce que nous avons appelé le cas général [voir p. 208) où R n'est pas nne fonction rationnelle de x, y^ z quand le })oint (^, j', z) se déplace sur la courbe double, le radical Pi sera susceptible d'avoir changé de signe, quand (^,y, ^) parlant d'un point déterminé de la courbe double j reviendra, en étant restée sur cette courbe. Donc, dans ces conditions, pour que (S) reste constant, on devra avoir, en désignant par G la valeur constante de (5) sur la courbe double,
ces identités ajant, bien entendu, lieu sur la courbe double.
De là nous allons tirer une conséquence importante. Nous pouvons mettre -^, sous la forme
et celle expression est de la forme
en posant
dx dy
^i=-^ ir. Bi =
OÙ l'on a
U< est, comme U, un polynôme en ^ et g qui s'annule sur la courbe double, mais, de plus, nous allons voir que
s'annule sur la courbe double. Ceci résulte de ce que
■ et — -!^
ôy ôz
sont nuls sur la courbe double, comme on le voit immédiatement d'après les relations (6).
Ainsi donc, nous avons un résultat plus complet qu'au n*' o. Nous pouvons dire que l'on a l'identité (3), où, non seulement U et V s'annulent sur la courbe double, mais où de plus
s^ annulent sur cette courbe. On peut encore dire que les deux surfaces U = o, et V=o ont, comme ligne double, la ligne double de /.
7. Nous allons faire une remarque analogue concernant la ligne de contour apparent G de la surface relative au plan des xy.
Partons toujours de l'identité (3). Nous coupons la surface par le plany i=y, et nous envisageons un des points de rencontre M de ce plan avec la courbe G. Considérons alors ce point M sur la courbe
En intégrant les deux membres de (3) dans le plan de la variable
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complexe œ le long d'un clrcuiL qui entoure deux fols le point M, nous aurons zé/'O dans le premier membre; le premier terme du second membre donnera également zéro. Pour le second terme, la quantité, sous le signe -r— > donne au facteur 4'^^ pi'ès la valeur parfaitement déterminée en M
- (j ©iCi., , . .0,. /-
La dérivée par rapport à y de celte valeur devant être nulle, il en résulte qiie, le long de la courbe G, l'expression précédente a une valeur constante C.
Or, désignons par^, et 3, Vx et le z du point INI. Si l'on développe y"(^, j)', :?) suivant les puissances de ^ — x^ et ^ — ^i,on aura
et soit de même pour V(^, j', z) développé suivant les puissances de :r — x^ al z — z^
Gomme z — z^ est de l'ordre de y/.c — ^, , d'après l'équation fz=z o, il résulte de là que la valeur de l'expression (6^) au point M
est égale à
en entendant que, dans cette expression, jc et :; sont remplacées par x^ et :;,; cette valeur est précisément égale à G'. Écrivons alors l'identité (3) de la manière suivante :
J"z àx \ ^- J ày
Elle est de la forme
Q _ c)Ai , ()Bi f'.^ dx ~^ dy
en posant
avec
v. = v- ego. ,.....,/•:.
Il résulle de la valeur de C que, dans le dévcioppement de V, suivant les puissances de x — x^ et z — ^j, il n'y aura pas de
terme du premier degré qv\ z — ^,. Donc — a une valeur finie le long de la courbe G, et il en est de même de -^•
Par suite, eu rapprochant ce résultat de celui que nous avons obtenu au paragraphe précédent, nous [)ouvons dire, en revenant à l'identité (3) du n'' 5, qu'il est permis de supposer que, dans
cette identité,
s'annulent sur la couibe double, et que
ont des valeurs finies le long de la courbe de contour apparent. INous allons voir maintenant comment on peut réduire encore les éléments arbitraires dans l'identité (3).
II. — Réduction plus complète et introduction du nombre o. 8. Nous supposons toujours que l'on ait l'identité (3)
fz ~ ^^- "^ ^7 ' où
A = — vm 77 ' ^-> ^=^ — 7^ 7^ *
.^'"Gcp,0.. . .'^rjz ô' GcpiCp.,.. .^rjz
A et B peuvent être infinies le long des courbes se projetant sur le plan des xy suivant
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Nous allons faire disparaître ces lignes d'infini de A et B, et les remplacer par un nombre déterminé de lignes d'infini.
D'après le théorème fondamental du Chapitre IX (p. 241), on peut tracer sur la surface 0 — i courbes particulières
Cl, 0-2, ..., Gp_i,
telles qu'il existe une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques une autre courbe arbitrairement choisie, et la totalité ou une partie des courbes C,, ..., C._, et de la courbe à l'infini; de plus, d'après la démonstration même, cette intégrale n'aura aucune autre ligne d'infini en dehors de lignes du type y = const.
Soit A une courbe de la surface se projetant suivant
et le long de laquelle A et B deviennent infinies. On pourra former une intégrale de troisième espèce ayant pour courbe logarithmique A et la totalité ou une partie des courbes G précédentes et de la courbe à l'infini. Cetle intégrale sera de la forme r P dx -+- Q dy
en désignant par
les projections des 0 — i courbes C, et par P et Q des polynômes en ^ et ^ à coefficients rationnels en y. Les fonctions P et Q s'annuleront le long des courbes de la surface se projetant suivant
distinctes de A et des courbes C^, et sur la courbe double. On aura d'ailleurs la condition d'intégrabilité
et, de plus, le long de la courbe A, l'expression
dcp, .,
THÉORIE DES IM'ÉGRALES DOUBLES DE SEGOADE ESPÈCE. 3oi
se réduira à une constante dlfierente de zéro, puisqu'elle représente, au facteur irù près, une période logarithmique de l'intégrale.
Revenons à l'identité (3)
fi ^ ùx ôy'
et supposons que le point {x,y,z) reste dans le voisinage d'un point M d'ailleurs arbitraire de la courbe A. Le premier membre de l'identité précédente ne devenant pas infini dans ces conditions, on pourra écrire
dx ' dy ~ dx'
). étant une fonction holomorplie de^ et jr dans le voisinage de M.
Bdx — {J^ — l)dy
est une intégrale de différentielle totale a^ant autour du point M la courbe A comme courbe logarithmique, et l'on en déduit de suite que l'expression
se réduit à une constante sur la courbe A, car elle représente au facteur i>.rù j)rùs une période logarithmique de l'intégrale. Or le second membre de l'identité (3) peut s'écrire
ôx
C désignant une constante arbitraire. Or on peut choisir la constante C de manière que
s'annule sur A, d'après les deux remarques ci-dessus. Par suite, pour un tel choix de C, la fonction sous le signe y- dans l'expression (a) ne deviendra pas infinie le long de A, et alors il en sera nécessairement de même pour la fonction sous le signe — •
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Nous avons ainsi fall disparaître la li-ne A comme ligne d'infini pour les fonctions figurant dans l'identité (3). En allant ainsi de proche en proche, nous arrivons à une identité
Q _ 0\ on où A et B ont la foi me
M et N étant des poljnomes en x et z à coefficients rationnels
en r.
AI N
- et —
deviennent infinies le long de la courbe C/, mais non suivant les autres courbes Ca- De plus, comme il arrivait au paragraphe précédent, ^^ ^
s'annulent sur la courbe double F, et
— et -
restent finies le long de la courbe de contour apparent C considérée plus haut.
9. Nous avons en somme remj)lacé toutes les lignes d'infini (jiii n'étakni pas connues a priori par des lignes déterminées
Cl, G,, ..., Gp- 1- ^f
Il reste encore à envisager, comme lignes d'infini de A et B, les lignes T et C suivant lesquelles les deux cvlindres
coupent la surface, en dehors respectivement de la courbe double F et de la courbe de contour apparent C. Les considérations précédentes sont applicables sans modifications; on peut se débarrasser de ces deux lignes par des soustractions de même nature, et il arrive alors que, dans les expressions (7) de A et B, les polynômes
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Met N, en gardant Jes propriétés indiquées, sont, de plus, tels qu'ils s'annulent le long des courbes Y' et C.
Il en résulte une propriété essentielle des quotients
CCS quotients se réduisent à des polynômes en x et z. En effet, soit le quotient
il s'annule en général (c'est-à-dire pour un point arbitraire) sur la courbe double F, et, de plus, il reste fini sur la courbe V . Ceci
suffit à établir, d'après des propositions classiques, que ' est im polynôme (en x et z). La façon dont M se comporte sur les courbes C et C montre de môme que ^-^ est un polynôme. Il résiiUe de là que V IdenlUé (3) du début peut s'écrii-e
fz ~ àx- "^ ây ' OÙ
OÙ M et \ sont des polynômes en ^ et :; (à coefficients rationnels Gïi y) s'annulant sur la courbe double. Les polynômes g\^ g.,^ .. , ^'p t correspondent aux projections sur le plan des xy de o — i courbes déterminées G, , Cj, . . . , Cp_, et, pourj/ arbitraire, \ci quotients
INI i\
— et —
deviennent infinis seulement suivant la courbe C/.
Nous aidons ainsi éliminé toute courbe d^injini de A et 1> en dehors des courbes déterminées C,, C^, . . . , Cp_., (e/i laissant de côté, bien entendu, les courbes y = const.).
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III. — Recherche du nombre des intégrales doubles de seconde
espèce.
10. Les récluclions précéticntcs élant supposées effecLuces, la recherche théorique du nombre des intégrales doubles de seconde «spèce ne présente plus de difficulté essentielle.
D'après ce que nous avons vu, toutes les intégrales doubles de seconde espèce sont réductibles à la forme
Q(t, y, z) dx dy
où le degré du polynôme Q en x,y, z, qui s'annule sur la courbe double, est liuiité {voir Chap. VIII). Il s'agit de reconnaître, pour un polynôme Q donné, si l'on peut satisfaire à l'identité
Q _ JA , ()B
A et B ayant nécessairement les formes indiquées au paragraphe précédent.
Prenons d'abord le cas le plus simple, où pour la surface /,
on a
Alors A et B ont la forme
M et N étant des polynômes en j; et ::, à coefficients rationnels «n jk; d'ailleurs, M et N comme Q s'annulent le long de la courbe double.
11. Avant d'aller plus loin, indicpions une propriété des fonctions algébriques d'une variable. Soit
une courbe algébrique, et considérons l'intégrale
.., ax,
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OÙ Q est un polynôme en ^ et y s'annulant aux points doubles. L'intégrale deviendra, en général, infinie aux m points à l'infini, et aura en ces points des périodes logarithmiques. Appelons O,, O2, . . . , 0,n les m points à l'infini. On peut former une intégrale de troisième espèce
où qi est un polynôme, et ayant comme seuls points singuliers logarithmiques O, et O,-, avec périodes égales à -j- i et — i. Il est clair alors qu'en choisissant convenablement les constantes
l'intégrale ,
dx
n'aura plus de points singuliers logarithmiques à l'infini, et sera, par suite, une intégrale de seconde espèce. On aura donc, en désignant par
les coefficients de dx dans un système de ip intégrales distincte.' de seconde espèce
fy en posant
— — «lIl+...-f-a2/JL'/>+t'2J2 -f-. . .-\-C,ni,n -1- -r-y Jy dx
et R désignant une fonction rationnelle de x et y. 12. Appliquons ceci à la courbe entre x qX, z
renfermant le paramètre y. Toutes les opérations précédentes peuvent être appliquées à la fonction rationnelle de x et ::,
elles sont elles-mêmes rationnelles, les ni points à l'infini étant
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tlisfincls au point de vue de la rationalité par rapport a y. Dans Ja réduction précédente, les I et J seront des fonctions rationnelles déterminées de .r, y et z, les a et les c seront des fonctions rationnelles dey^ et R sera une fonction rationnelle de .t, r et z. Soit donc, dans ces conditions,
-77 == «1 1 1 -T- . . . -T- Cl-2p t-2i>-r- C-yJ^-r-- • .-r- C,n J /« -i r— J
et écrivons l'identité sous la forme
fz '
On
voit
que
l'on
en posant
Bi
Les I et J sont détermines; il s'agit de voir si l'on peut satisfaire à l'identité (8) en prenant pour A, une fonction rationnelle de x^ y et Zy et pour les a et les c des fonctions rationnelles de^'. iNous avons maintenant à écrire que la différence
Q _ oB^
J'i ày
est la dérivée par rapport à a: d'une fonction rationnelle de x, y et z. Dans ce calcul, JK joue le rôle de paramètre, et nous avons à écrire qu'une fonction rationnelle de x et z relative à la courbe /'{.T^y, z) ^= o est une dérivée de fonction rationnelle. Les conditions exprimant ce fait sont bien connues; elles nous don-
j)ent ici
relations linéaires entre
et leurs dérivées premières. xVucune irrationalité par ra[)port à y ne s'introduit et ces relations contiennent rationnellement >'. Ces relations sont bien distinctes, et l'on pourra certainement
en tirer
cla, (1(1 1 da-ip d('i (lc„i
dy (ly ciy cly dy
en fonclion linéaire des a et des c, les coefficients étant rationnels en y. Les m — i relations concernant les points à l'infini contiendront seulement les dérivées des c, dont elles donneront les valeurs en fonction dej)^; les ip autres relations contiendront les a et les c ( ' ).
Soit (S) le système de relations que nous venons de former. Si Ton peut y satisfaire en prenant pour les a et les c des fonctions rationnelles de y^ on pourra mettre ^ sous la forme demandée.
C) Il n'est pas sans intérêt de remarquer que le pi-oblènie que nous venons de traiter généralise le problème fondamental relatif à l'existence des intégrales de différentielles totales de seconde espèce (transcendantes). Reportons-nous au Tome I (page 164 ). Il faut chercher si l'on peut déterminer les fonctions rationnelles «1, «2' •••5 <^2» tle jK, de manière que les périodes de l'intégrale
«iQjH-. . .4- «2,,Qj,,
dx
f'z ne dépendent pas de jk. Avec nos notations actuelles, on aura
D'autre part, soit
B, dx — A, dy
une intégrale de seconde espèce (transcendante). On peut supposer, comme il a été vu, que
B, = «il, -!-... + «,^J,,„ et nous avons l'égalité
ôx ôy
C'est l'égalité du texte, en supposant Q identiquement nul, ainsi que les c.
Profitons de l'occasion pour compléter l'analjse de la page iG5 du Tome I, relative à la formation des équations différentielles linéaires devant donner les a. On y parviendra de suite en remarquant que l'intégrale abélienne
"".-- ( a, I, -;-... + «.,„ I.,„ ).dx^
relative à la courbe entre ^ et -
doit se réduire à une fonction rationnelle. En appliquant les conditions classi(iues dans la théorie des fonctions abéliennes, pour qu'une intégrale abélienne soit algébrique (par exemple les conditions données par Weierstrass), on formera de la manière la plus simple le système des équations différentielles linéaires relatif aux rt.
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Ceci résulte de ce que si une fonction rationnelle
de ^,y, 3 remplit les conditions pour qu'elle soit la dérivée d'une fonction rationnelle de .x et z^ ces lettres étant liées par la relation
elle pourra être regardée comme la dérivée par rapport à œ d'une fonction rationnelle de ^,. y et J3. Soient, en effet, pour x = Xi)^ les m racines ^i, ^2, . . ., -/« de l'équation
formons la somme
)dT,
la lettre y étant regardée comme un paramètre dans l'intégration. La fonction U est une fonction rationnelle de ^, y et z-, et l'on a
ox
On a donc simplement à rechercher si un système de
écjiiations différentielles linéaires à coefficients rationnels entre les a et les c peut être vérifié par des fonctions rationnelles. C'est là un problème classique. On est naturellement conduit à se demander si Ton pourrait trouver plusieurs systèmes de valeurs rationnelles des « et c satisfaisant aux relations (S); s'il existait deux tels systèmes de valeurs, leur différence conduirait à une expression B de la forme
B = a. Il +. . .-r- a2/, l-ip-r- Y2J2 + ' • • "^ '^mhiii
les a etv étant rationnels en y, à laquelle on pourrait associer une fonction rationnelle A de ^, y et ^, telle que
^)A on
Ox Oy •
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L'intégrale
Bdx — Ady
serait une intégrale de différentielle totale, ne pouvant avoir à distance finie cjne des courbes logaritliniic[ues correspondant aux équations y = const. On peut faire disparaître ces dernières en retranchant de A la dérivée d'une expression convenable de la forme
ZGilog(jK — cii) (les G et les a étant des constantes).
Supposant l'intégrale ainsi préparée, celle-ci ne pourra avoir que la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. Or^ une intégrale ne pouvant avoir une seule courbe logarithmique, elle sera nécessairement une intégrale de seconde espèce, et, par snite, on devra avoir nécessairement
Si la surface ne possède pas d'intégrale de seconde espèce (transcendante), il faudra enfin que les a soient nuls, et, par suite, il ne peut j avoir deux solutions différentes pour notre problème, II en serait autrement si la surface avait des intégrales de seconde espèce, mais on voit alors immédiatement quelles seraient les formes de B et A.
13. Dans le problème posé au n° 10, nous avons supposé p ==i . Dans le cas où p est quelconque, la solution va reposer sur une analyse analogue. Considérons la courbe G/ et formons, relativement à cette courbe, une intégrale comme celle de la page 182 (Ghap. IX, n^ 2)^ si H^ est le coefficient de da: dans celte intégrale, nous avons donc une intégrale abélienne
Hidx (H/ rationnelle en x,y,z),
relative à la courbe entre x et z
ayant pour points singuliers logarithmiques le point à l'infini 0<, et les points de la courbe G/ avant la valeur considérée du paramètre y.
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Ceci dil, revenons à Tidentilé
Q _ à\ _^ on
fi ~ d.c Oy '
OÙ A el B ont les valeurs considérées au n" 9. On pourra mellre B sous la forme
(9) B = aif,H-.. .-f-a2/J2/;+ Y2.Ï2^-..
-+- '(m J /« -r- '^( I II 1 -r- . . . -1- T, p_i IIp-i
lu-
B étant rationnelle en x, y, z ; pour l'établir, il suffit de s'appuyer sur une extension immédiate du résultat énoncé au n" 11, en remarquant que, pour la fonction B regardée comme fonction rationnelle de X et ^, les résidus correspondant aux points M de la courbe C/ correspondant à une valeur arbitraire de y sont égaux entre eux et indé[)endants de j'. Ce dernier point se démontre en recourant à une considération dont nous avons déjà fait souvent usage sous des formes variées. En intégrant, pour une valeur fixe donnée à y^ dans le plan de la variable x autour d'un point M les deux membres de l'identité
fi '~ 'ôx "^ 'dy'
le premier membre donne zéro, ainsi que -— > et, par suite, la dérivée par rapport ix y du résidu de B relatif au point M est nulle, c'est-à-dire qu'il ne dépend pas dey.
De là résulte que dans l'identité (9) les r^ sont des consLantes^ les a et les y des i'onctions rationnelles dey.
En écrivant comme plus haut
y: dx\ ' dy ) ' Oy\ ôx I nous avons une identité de la même forme
Oo)
Q _ ()A, ^ dB, /- ~ Ox ' ùy
avec
Bi = :rili + .
. .^- '3.-ip\.ip-\-
CiHi -I-.. . 4-Cp_iIIp_
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les c élant des constantes, les a et les v des fonctions rationnelles
de y.
14. La question est donc de savoir si l'on pent satisfaire à l'identité (lo), avec une valeur de B, de la forme indiquée. Nous n'avons qu'à j)rocéder, comme au n" 10, en écrivant que la différence
fz ^y
est la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de x,y
et z. Ceci nous donnera
ip -T- m — i
relations linéaires entre lésa, les y, leurs dérivées premières et les constantes c,, c.>^ . . ., Cp_i ; les coefficients de ces relations sont rationnels en y.
Le problème est donc ramené à reconnaître si l'on peut déterminer les constantes c, de manière que les équations linéaires précédentes puissent être vérifiées par des fonctions rationnelles a et V de y; cette question ne présente aucune difficulté théorique.
On reconnaîtra, de plus, par un raisonnement analogue à celui du n"" 12, que, s'il est possible de satisfaire à l'identité (lo), ceci ne peut en général se faire que d'une seule manière.
En résumé, si l'on connatl un système de courbes C, il est possible de reconnaître si une expression
() peut se mettre sous la jorme
et l'on peut, par suite, dénombrer les intégrales distinctes de seconde espèce.
lo. Ajoutons quelques remarques importantes. A chaque urbe G/ correspond une expression —j où C en x^ y et ^, susceptible de la forme indiquée.
courbe G/ correspond une expression —j où Q est un polynôme
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Considérons en efTet les courbes
Cl. Co, • • • • Cp— 1,
cl adjoignons à ces courbes une courbe déterminée, d'ailleurs arbitraire, ". On peut former une intégrale de troisième espèce ayant pour courbes logarithmiques les lignes C/, la courbe y et la courbe à l'infini. Si la courbe v est prise arbitrairement, chacune des courbes C/ sera eiïéctivement une courbe logarithmique, c'està-dire que la période logarithmique correspondante ne sera pas nulle. Dé?ignons cette intégrale par
r étant un polynôme en x et y qui, égalé à zéro, donne la projection de y dans le plan des xy. P et Q sont des polynômes en x et z à coefficienls ralionnels en j>^, s'annulant sur la courbe double et sur les liirnes d'intersection avec les surfaces des cylindres
on dehors de C,, Co, . . . , Cp_i et y. La condition d'intésfrabilité nous donnt
ôx \ A'-, fTi . . . ,^p-i Tfz / <->r \ .^1 ^ 2 . • • A'-p-i lYz Décomposons la fraction rationnelle de x et y
.^Vii^
en éléments simples, en la regardant comme nne fonction rationnelle de X. On aura
I Al Ao , , ^p-i ^ B
^"iff-î- • ',^p~l 1' A'I .^'':
n et les A étant des polynômes en x à coefficients rationnels en j)'. Nous avons alors
Ute7~^l»//JJ ''^Vr/cV ày{vfj
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Envisageons maintenant l'expression
â /QA/\ à /P.\/
Elle ne devient pas infinie le long de la courbe C,-, puisque, d'après l'identité précédente, elle est égale à une expression n'ajant pas G/ comme ligne d'infini. Elle ne devient infinie à distance finie (en dehors de courbes y = const.) que ponr les points de la courbe de contour apparent désignée par G (n*^ 9).
Ecrivons l'expression sous la forme
<^^\S'i.fz/ ' '\v\gifz
]M et N étant des ])olynomes en ^ et ^, à coefficienls rationnels enj)', et s'annulant sur la courbe double ainsi que sur la seconde courbe de rencontre du cylindre gi[x, y) = o avec la surface.
La forme de Fexpression (i i), quand on ne développe pas les opérations, est immédiate; c'est
S étant un ])olynome en ^ et ^, à coefficients rationnels en y. (^ette expression n'a pas la forme, habituelle pour nous, où /J figure au premier degré au dénominateur. Nous allons voir que l'on peut déterminer deux poljnomes U et V en x el z tels que la somme
soit de la forme voulue
T étant nn poljnome en ^ et ^, à coefficients rationnels en y^ s'annulant sur la courbe double. Inij^osons d'abord à U et V de s'annuler sur la courbe double; ensuite l'expression (12) peut s'écrire
_ _r_ /dg^ M _^ ^ N \ _ _•_ (agi U^- dgj^ \gi\ g}\àJ^ :n ■ ày f'J gj\ôx f','^~'dy f, J
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Nous réaliserons la condilion cherchée, si
M4-U^>-/ et N + V,i?v
s'annulent sur la courbe G de conlour apparent, et celte condition est évidemment réalisable. De là nous lirons la conclusion qu'à une courbe G/ on [)eut faire correspondre une expression
égale à
les polynômes M, et N| en x et :3 s'annulant sur la courbe double, et les quotients — et -— élant infinis seulement le Ions: de la courbe G/ (en dehors de courbes ^v = const.).
On peut aUer un peu plus loin. Le polynôme T^ en x et z contient^ seulement rationnellement; soit
P étant un polynôme en x^y et :;, et "(jk) un polynôme en y. On a donc le quotient
Gomme l'inlé^rrale double
est manifestement de seconde espèce, on peut (i;o//' Ghapilre VU) soustraire de (i3) une expression
ùx \
fMT,y,z)\ ^ ù_ /\Mx,y,z)\
A et B étant des polynômes en x^y et c-, et r:, un polynôme en y, de lelle sorte que la différence ait la forme
qi{x,y,z) Qi étant un polynôme en x^y^ z s nnnulànl sur la courbe double.
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Finalement, nous avons une idenlUé de la j orme
k)'^àj{g-/fl)
J'z àx \S-ifz
Mi el Nf ajaiiL les mêmes propriétés que les polynômes désignés [)lus haut par M, et N,. Le poljnome Q/ n'est d'ailleurs certainement pas nul identiquement sur la surface, car l'intégrale
serait une intégrale de différentielle totale, n'ajant (en dehors de courbes jK = const.) d'autres courbes logarithmiques que la courbe C^ et la courbe à l'infini, ce qui est impossible. [La courbe C, sera bien une courbe logarithmique effective, car elle l'est pour l'intégrale auxiliaire (2'.).]
De plus, et pour une raison analogue, aucune combinaison linéaire à coellicients constants
CmQi-t-...-^-Cp-,Qp_,
fi
ne peut se mettre sous la forme
(les G n'étant pas tous nuls),
les U et V étant des polynômes en x et :;, à coefficients rationnels eny.
16. Aux courbes C,, C^, .-•, Cp_) correspondent ainsi des expressions
O, Q.. Qo-i
71' jT ••" -yT'
réductibles à la somme de deux dérivées partielles. Toule auiie expression
(Q polynôme en x, y el z s'annulant sur la courbe double) réduc^ tible à une telle somme sera de la forme
A,Q^-^...-^Ao-1Qp-l Li^\^:H'L
fz ox\f:) ôy\f:
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les A étant des constantes, \] et \ étant des polynômes en x et z {à coefficients i-ationnels en y) s^ annulant sur la courbe double.
On s'en rend complc aisément, en se reportant à la forme de ^7 donnée au n^ 9. Il suffira de décomposer le (juotieuL
en éléments simples (en le regardant comme une fonction rationnelle de x') pour avoir la forme ci-dessus.
17. Toutes les considérations que nous venons de développer sont utilisables quand on a pu déterminer un svstème de courbes
Cl, C„ ..., Gp_,
jouissant des propriétés fondamentales relativement aux intégrales de diflerentielles totales de troisième espèce. Elles sontnuméri- (fuemeut applicables sur un exemple donné, mais elles ne permettent guère d'énoncer, sur le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce, des propositions générales. C'est en les combinant avec l'étude des périodes des intégrales doubles, que nous obtiendrons dans le Chapitre suivant quebiues lois importantes. Pour le moment, nous allons faire quelques applications à des cas particuliers très simples, qui nous donneront l'occasion de faire une remarque générale sur le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
IV. — Étude de quelques cas particuliers
18. Nous avons déjà eu Toccasion d'utiliser la facilité avec laquelle s'applicpient les théories générales aux surfaces dont l'équation est de la forme
A la vérité, elles ne rentrent pas dans la catégorie des surfaces <{ue nous avons a[)pelées à siagulai'ltés ordinaires, jnais cependant avec peu de modifications les théorèmes généraux trouvent encore leur application [voir, en particulier, Cliap. IX, p. 2/î8). Ainsi, tt)ules les intégrales doubles de seconde espèce, relatives à
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la surface précédente, sont réductibles à la forme
dx dy
P étant un polynôme en x et y.
De plus, le dei^ré du polynôme P est limité. On le montre par une analyse analogue à celle de la page 182 de ce Volume, en soustrayant des expressions de la forme
U et V étant des polynômes en x et jk^
11 sera, en général, simple d'écrire que l'intégrale double (i4) est de seconde espèce. Prenons, par exemple, le cas où f[x^y) serait un polynôme en x ci y de degré 2/?, en supposant rpie la courbe
réductible ou non, n'ait que des points doubles à tangentes dis- .linctes, et n'ait que des points simples à l'infini. L'intégrale reste finie pour X et jK finis (le cas des points doubles de la c()urbe/=z u se traite comme le cas des points doubles isolés d'une surface, page 121, du Tome I). Il reste à étudier les points à l'infini; on posera à cet effet
Si l'on a
f{^.y)= -\jj7- ■
l'intégrale se trouvera ramenée à
ff
Q(X,Y)d\dY
xhVi^(x7y]
Le seul cas à examiner est celui où l'entier tx est positif. En appliquant les indications de la théorie générale, on ramènera, par des soustractions convenables, ce cas à celui où [j. -^ 1, et l'on doit alors écrire que les résidus de l'intégrale
oj8 chapitre X.
relalifs à X = o, sant nuls, ce cjui se fera eii écrivant que l'inlé-
craie hypereUipllciue
Q(0,Y)rfV
se réduit à une fonction al<;ébrique.
On a supposé plus haut (juey (.r,r) était de degré 2 p] si /est de degré 2 /? -h i dans la surface
il suffira de poser
|)Our avoir une surface
où/, sera de degré pair et jouira des propriétés indiquées.
19. Nous nous bornerons, pour le moment, à examiner un cas très particulier, où nous pourrons utiliser quelques résultats du Chapitre précédent. Faisons seulement une remarque générale. Nous avons envisagé (p. :>.53) le nombre p relatif aux surfaces spéciales (' )
Si ce nombre 0 est égal à zi'ro, on aura le résultat suivant :
Toute expi ession
Pf.r, y')
susceptible de se mettre sous la forme
pourra s'écrire
JNI et N étant des polynômes en ^ à coefficients rationnels en y,
(') Pour ces surfaces spéciales, le nombre 0 présente une grande analogie avec le nombre désigné par la même lettre pour les surfaces à singularités ordinaires ; aussi avons-nous conservé la même notation, quoiqu'il n'y ait pas d'identité à établir entre les deux nombres. Ici le nombre 0 peut être égal à zéro, tandis que l)récédemment il était au moins égal à un.
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20. Envisageons, en parliculier, les surfaces de la page 274,
oh f{x) el /(y) sont des polynômes arbitraires de degrés 2p + i et 2^ + I .
Par des réductions tout élémentaires, il est clair que toute intégrale double de seconde espèce est réductible à la forme
P{£C,y) da^ dy
où P(x, y) est un polynôme en x ely, de degré 2/? — i par rapport à ^, et de degré iq — \ par rapport à y. On va montrer que, si les polynômes /et F ne sont pas particuliers, aucune intégrale de ce type n'est réductible à la forme
— -r-^^\dxd âx dy ' "^ '
En effet, pour les surfaces précédentes, les seuls cylindres
cp(a7, r) = o
(où cp est un polynôme en x, de degré au plus égal à /?), qui coupent la surface suivant deux courbes, se réduisent k x ^ a^ a étant racine de/. Donc A et B peuvent être ramenés à la forme
f{xYsJf{x)¥{y)
U étant un polynôme en x à coefficients rationnels en jk- Mais le facteur f{xY du dénominateur peut lui-même disparaître, en retranchant, par exemple, de B une dérivée partielle convenable par rapport à x. Finalement, en appliquant à ce cas particulier les méthodes générales de la section précédente, on voit que B peut être supposé de la forme
v//(^)F(j) les a étant rationnels ^ny. Si donc
est susceptible de la forme
dA dB dx ~^ dy
on devra pouvoir déterminer les a rationnellement en j, de telle sorte que la difTérence
regardée comme fonction de x, soit la dérivée, par rapport à x, d'une fonction rationnelle de x et s!f{x). Mais ceci est impossible, car, P(^,y) étant par rapport à x de degré 2/? — i , cette différence est de la forme
èi£r2p-t-h.. .+ b
les (2 dépendant dey seul. Or, une telle expression ne peut êlre la dérivée d'une fonction algébrique que si tous les /; sont nuls. Donc, si l'on pose
les A. étant des polynômes en y de degré 2^ — 1, on devra avoir
Hy) ^y Lv/F(.r)J
mais ceci est impossible, car
où A, est un polynôme en y de degré 2^ — i, ne peut être la dérivée d'une fonction algébrique.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Pour la surface
:,^=.fioo)¥{y\
le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce est égal à
Ceci suppose que les polynomes/(^) et ¥ {y) sont des polynômes arbitraires de degrés 1 p -\- \ et 2^ -h i .
'21. Arrêtons-nous plus parliculièrement sur le cas où f{x) et Y {y) sont du troisième degré. Nous pouvons énoncer alors avec plus de précision que la surface
aura quatre intégrales doubles distinctes de seconde espèce,
ou que
po = 4,
si l'on ne peut satisfaire à l'équation
dx p dy
^f{oc) s/V{y)
G étant une constante convenable, par une fonction rationnelles dejK, ne se réduisant pas à une constante (vo«> p. 256).
Soient, en particulier, les polynômes F et /identiques. Nous ne serons pas alors dans le cas précédent. On a vu que, en laissant de côté les sections x = a {a étant racine de /), le nombre p est égal à l'unité. Nous aurons alors une intégrale de la forme
B a- + GjK -+- D 3".x
dx dy
(A, B, G, D étant des constantes), qui sera réductible à la forme
;^ 4- .— ) dx dy.
dx dy '
Gette intégrale, qui ne se rencontrait pas tout à l'heure, pourrait se déduire d'une analyse analogue à celle du n« lo de ce Ghapitre; cette analyse fait correspondre au couple de courbes correspondant à
une intégrale de la forme indiquée. On l'obtient encore en appliquant l'identité classique déjà rencontrée {voir notamment page 262)
s/f{x)f{y) ^^[{y-^)^Ay)\ ^^L(^-7)//(^)J Le polynôme U(s,y) en s et/ n'est pas du premier degré par
rap|)()rt à x el par rapport à y, mais par la soustraction d'une
expression
â_ dx
I \//(^)/(jK)J "^ ^y Lv//(^)/(r)J
où M et N sont des poljnomes en x et j^^ on peut ramener U à avoir la forme
A -4- B r -4- Cy -H D xy (A, B, G, D étant constantes), et l'on a alors une identité
OÙ R et S sont des polynômes en x el y. D'ailleurs R et S ne sont évidemment pas nuls identiquement, et il eu est, par suite, de même du premier membre, comme il résulte du n'' 21 du Chapitre IX (p. 203).
U j a donc une intégrale de la forme (i5) qui est réductible, et, par suite, le nombre Oq est diminué d'une unité. Il n'est pas diminué de plus d'une unité ; c'est ce qui résulte de ce que l'on peut former une intégrale de différentielle totale ajant comme courbes logarithmiques le couple de courbes correspondant à x =^y, et un couple quelconque de courbes correspondant à un cylindre (d(x, y) = o (page 261). Nous avons donc pour la surface
le nombre Oq égal à trois ( Oq^ 3). Ceci suppose toutefois, rappelons-le, que, pour le poljnome du troisième degré /(x), les fonctions elliptiques correspondantes n'admettent pas la multiplication complexe.
Les conclusions sont différentes si nous sommes dans un
cas de multiplication complexe. Bornons-nous comme plus haut
(page 205) à
Il J a alors deux couples de courbes logarithmiques, pour une intégrale de troisième espèce, jouant le rôle fondamental dans la
réduction. Il n'j avait tout à l'heure que le couple correspondant à
Nous avons ici en plus le couple correspondant à
X =yt (e racine cubique de l'unité),
à ce couple correspond une seconde intégrale du type (i5) qui est réductible. Sans qu'il soit nécessaire d'insister, on a ici
pour la surface
Le résultat précédent est général quand le poljnomey(.r) correspond à la multiplication complexe.
23. Ces exemples nous suffiront pour le moment. Ils appellent l'attention sur une circonstance extrêmement remarquable, je veux parler du caractère arithmétique de V invariant po- Ce nombre ne dépend pas seulement de questions de configurations et de singularités relatives à la surface algébrique. La nature arithmétique des coefficients de l'équation influe sur sa valeur.
Ainsi, pour la surface
le nombre po est égal à trois en général. Ce nombre s'abaisse à deux, quand les coefficients de f{x) satisfont aux conditions arithmétiques relatives à la multiplication complexe. L'invariant po est donc, à ce point de vue, bien différent du genre riemannien p relatif aux courbes planes, ou des genres géométrique et arithmétique pg et pn que nous avons précédemment étudiés. On comprend combien cette circonstance rend difficile la recherche de lois générales. Nous ferons dans le Chapitre suivant l'étude des périodes des intégrales doubles, qui a de nombreux points de contact avec les questions qui nous ont occupés dans ce Chapitre. Terminons, pour le moment, par quelques remarques sur la réduction des intégrales doubles, en revenant à la surface à singularités ordinaires.
V. — Quelques remarques générales sur la réduction des intégrales doubles.
24-. Reprenant la surface à sing-iilarités ordinaires, nous reviendrons un moment sur la question de la réduction des intégrales doubles de seconde espèce. Rappelons les résultats obtenus. 1! a été démontré au Chapitre Vil que toutes les intég^rales doubles de seconde espèce pouvaient être ramenées, par la soustraction d'une intégrale
(A et B rationnelles en x^ y et s), à la forme
OÙ P est un polynôme s^ annulant sur la courbe double.
On a ensuite procédé (même Chapitre) à la réduction de ces intégrales; elles ont, par la soustraction d'une intégrale
//[àœ^-jOi)]-*
(U et V étant des polynômes en x^ y et ^), été ramenées à la forme
(.7) JJ9àJ^a.ar,
OÙ le polynôme Q en x^ y ei z ne s'annulait pas nécessairement sur la courbe double, mais était de degré limité. Il a été ensuite indiqué (Chap. VIll, p. 208) que ces dernières intégrales pouvaient elles-mêmes se ramener, par la soustraction d'une intégrale (16), à la même forme, avec degré limité, mais le polynôme Q s'annulant alors sur la courbe double. La démonstration de ce résultat est très simple, en passant par l'intermédiaire d'une transformation birationnclle qui dissout la courbe double, transformant la surface donnée S en une surface S. On a alors pour la surface S
une intégrale double qui ne devient plus infinie sur la courbe double. On peut faire la réduction en faisant disparaître la ligne d'infini, qui est la transformée de la courbe double, et, en revenant à S, on a une intégrale qui reste finie sur la courbe double. Les transformations du Chapitre VII nous amènent à une intégrale de la forme (17), mais où Q s'annule sur la courbe double.
25. Nous venons de rappeler le résultat précédemment obtenu, à savoir que toutes les intégrales doubles de seconde espèce se ramènent par la soustraction d'une intégrale (i6) à la forme (17), oîi le degré dit polynôme Q est limité, ce polynôme s' annulant sur la courbe double.
Allons plus loin, en nous servant des résultats du Chapitre actuel. Nous avons un nombre fini d'intégrales
R/i dx dy
(le polynôme R^ s'annulant sur la courbe double) auquel se ramènent toutes les autres. Une intégrale quelconque de seconde
espèce
r rV^x,y,z)dxdy
(le polynôme P s'annulant sur la courbe double) sera alors de la forme
les \ étant des constantes. La forme de A et B nous est connue, car
appartient au type étudié dans les sections précédentes. On aura donc (n" 16)
P-SX/.R/, AiQ,-^-...+ Ap_iQp_i d (\}\ df\
A ~ fz àx\fU^ dy\fL
U et V étant des polynômes en x el z {k coefficients rationnels en y) s'annulant sur la courbe double.
Nous avons donc la conclusion suivante : Toute intégrale double de seconde espèce
If
P( X, y^ z) dx dy
(P étant un poljnome s'annulant sur la courbe double) se ramène à un nombre limité d' intégrales de seconde espèce
(i8) r rni(x,y^z)dxdy
(le polynôme M/ s'annulant sur la courl)e double) par la soustraction d'intégrales de la forme
\]et\ étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y et s' annulant sur la courbe double.
On peut évidemment supposer qu'aucune combinaison linéaire des intégrales (18) n'est de la forme (19).
26. Supposons maintenant que l'intégrale double (.0) ^JV(x,y,z)d.dy
(P polynôme s'annulant sur la courbe double) ne soit pas de seconde espèce. Cette intégrale aura ij) résidus relatifs à la ligne à l'infini de la surface. Admettons qu'on puisse trouver ip intégrales doubles
Ji, J2, . . . , J2/;
de la forme précédente, telles que le déterminant d'ordre ip formé avec l'ensemble des résidus de ces intégrales soit différent de zéro. On pourra alors de l'intégrale (20) retrancher une intégrale convenable
AiJi+A2J2-i-..+ A2/;J2/>
les A étant des constantes), de telle sorte que la différence soit
une intégrale de seconde espèce. On a donc la conclusion sui-
vante :
On peut trouver un certain nombre s d^ intégrales de la forme (20), soient
fr-i^^.r
les polynômes P/ en (^, y, z) s^ annulant sur la courbe double, de telle sorte que toute intégrale (20) soit susceptible de se mettre sous la forme
.,,.^...+.,,,^yy|^^(|) + i_(V)]rf,
dy,
les OL étant des constantes, U e^ Y étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y, s' annulant sur la courbe double.
On peut d'ailleurs supposer que 5 est le nombre minimum, c'est-à-dire qu'aucune combinaison linéaire des I n'est susceptible de la forme (19).
27. Nous avons admis qu'on peut trouver une intégrale de la forme (20), dont les 2/? résidus relatifs à la ligne à l'infini de la surface ont des valeurs arbitrairement données. Pour l'établir, considérons une intégrale abélienne arbitraire de seconde espèce de la courbe entre x et z^
qui soit de la forme
P étant un polynôme en x. y et ^, s'annulant sur la courbe double. Envisageons l'équation différentielle linéaire E d'ordre 2.p, relative aux 2/? périodes de cette intégrale regardées comme fonctions de y, nous avons déjà bien des fois considéré cette équation E, qui a joué un rôle essentiel dans nos théories. Plaçons-nous dans le cas, qui est le cas général, où cette équation n'admet pas comme intégrale un polynôme en y.
En désignant par w(^) une période arbitraire de l'intégrale abé-
lienne (21), nous avons vu (Chap. VJII) que
^{y)dy,
prise autour du point à l'infini, était un résidu de l'intéj^rale
double
P(^, jK, -S) dx dy
SI
Considérons ip périodes distinctes
Wi, CO2, ..., Wsp
de (21). On a les développements autour de y = 00
>■ IJ l -y y yi yk
Les ip fonctions (0/ sont linéairement indépendantes. De plus, il n'y a pas de combinaisons linéaires des w/ qui se réduisent à un poljnome en y.
Il en résulte que, pour A" pris suffisamment grand, les ip expressions linéaires
aux indéterminées
sont linéairement indépendantes, car si, pour toute valeur de A", ces expressions linéaires n'étaient pas indépendantes, tous les déterminants d'ordre 2/> formés avec les a7^ seraient unis, et l'on pourrait former une combinaison linéaire des to/ se réduisant à un polynôme. Le nombre k étant pris suffisamment grand, envisageons l'intégrale double
JJflllll^lZllldrdy,
OÙ Ton pose
cp(^) = a^yi'^-^ -\- aoj^^^ -i- . . . -r- a^-i r -f- a/.:,
les a étant des indéterminées. Les ip résidus de cette intégrale double sont, au facteur iizi près, les expressions (22). D'après
ce qui précède, on peut choisir les indéterminées a de manière que ces expressions aient telles valeurs que l'on veut, puisqu'elles sont linéairement indépendantes. Il est doue établi qu'on peut trouver une intégrale double (20) ayant ip résidus arbitrairement choisis.
Cette remarque jouera dans la suite un rôle important (*).
(') Nous nous sommes servis dans ce Chapitre du théorème fondamental de la page 2^1 où figure le nombre p. On peut faire, au sujet de l'analyse développée sur cette question au Chapitre IX, la remarque suivante, qui simplifie la démonstration de ce théorème. Il a été formé (page 289) une intégrale de diiïérentielle totale
( a ) Rdx-hSdy
Nous avons dit que l'intégrale (a) ne pouvait avoir d'autres courbes logarithmiques que les courbes
Cl, C2, ..., Cl
et la courbe à l'infini sur la surface. En fait, la courbe à l'infini n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale. En effet, l'intégrale abélieiine
da;
{y ayant une valeur fixe arbitraire f ), relative à la courbe entre x et z, f{x,y, z) — o ne peut avoir, comme point singulier logarithmique à l'infini, que le point M {voir page 282); les m — 1 autres points de la courbe à l'infini ne sont pas des points singuliers logarithmiques pour l'intégrale. Or les m périodes logarithmiques de ( p ) doivent être les mêmes pour les m points à l'infini de la courbe, puisque (a) est une intégrale différentielle totale, et que par suite pour les m points de rencontre de la ligne de l'inlini de la surface avec le plan y=y la période logarithmique doit être la même. Il résulte de là que cette ligne à l'infini n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale. Ceci exige que l'on ait
Cjâ?! -t- C2<io -h. . .+ c,^d-^ — o,
en désignant par d^, d.,, . . ., d-^ les degrés des courbes Cp C.^, C-,, et cette relation sera nécessairement une conséquence des relations de la page 286 entre les K et les c.
SUR LES PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES ET LEURS RAPPORTS AVEC LA THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE (M.
I. — Sur les périodes des intégrales doubles de première espèce.
1. Nous avons déjà dit un mot au Tome ï de cet Ouvrage sur les périodes des intégrales doubles, et notre point de départ a été le suivant. Prenons l'intégrale double de première espèce
Qfa?, jK, -z) dx dy
et envisageons la courbe entremet z de genre/;, pour y arbitraire (i) /(^,7, -)=o.
Les 2/? périodes de l'intégrale (ici de première espèce)
^'^ J fi
sont des fonctions de y, satisfaisant à l'équation différentielle linéaire que nous appelons E, et dont les points critiques b correspondent aux points sim[)les de la surface où le plan tangent est parallèle au plan des zx. Considérons un cycle Y de la courbe (i),
(' ) b:. Picard, Sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Comptes rendus, i8 novembre et 23 décembre 1901, et Annales de l'École Normale supérieure, 1902).— Sur les périodes des intégrales doubles et leurs rapports avec la théorie des intégrales doubles de seconde espèce {Comptes rendus, t. CXXXVII, 1900, et Annales de l'École Normale supérieure, 1908 ).
se déformant avec y et revenant à sa position initiale quand j-, ayant décrit un certain chemin fermé G, revient lui-même à son point de départ. On obtient évidemment de cette manière un cycle à deux dimensions, qui donnera naissance à une |)ériode de l'intégrale double. Le cycle Y sera caractérisé par ce fait que la période correspondante
de l'intégrale (2) revient à sa valeur initiale, quand y décrit la courbe G. Ges considérations généralisent celles que nous avons employées pour obtenir les résidus des intégrales doubles; dans ce cas,^le cycle F se réduisait à un contour infiniment petit autour d'un pôle.
iNous allons étudier la forme analytique de l'intégrale
prise le long du contour G. Gette étude nous fera connaître certaines expressions analytiques remarquables, qui nous conduiront d'elles-mêmes à généraliser le mode de génération des périodes de notre intégrale double.
Désignons par
les points critiques de l'équation différentielle E (N désigne ici la classe de la surface).
ISous joignons ces points à un point «du plan de la variable y, et nous considérons Jes différents lacets a6,, ab^-, .-., ab^ formés,
commed'habitude, d'un cercle infiniment petit autour d'un point b et d'un chemin allant de a à ce cercle {Jig- i5).
Pour chaque poiat crilique y = b^ l'équation fondamentale déterminante de E a une racine double. Cette racine double correspond (^voir T. I, p. qS) à une intégrale holomorphe Û(y), et une intégrale non holomorphe ^' {y) contenant un terme logarithmique log(y — 6), de telle sorte que l'on ait
^'(r ) =/(r ) -H -!-. o(jK) iog(7 - 6),
/{y) étant, comme ^(y), holomorphe autour dey =: b. Les ip — 2 autres intégrales, formant avec ù et Q' un système fondamental, sont holomorphes autour de y = b.
Ceci rappelé, tout chemin C partant de a et y revenant, se ramène à une somme de lacets parcourus dans un ordre quelconque. Désignons d'une manière générale par
la période de l'intégrale (2), holomorphe autour du pointy = 6/, et qui correspond à la racine double : elle est parfaitement définie de bi en a sur le lacet.
Une j)ériode quelconque w(y) de l'intégrale (2), quand y tourne autour du point />/, se reproduit à un terme additif près de la forme
miili(y) (m^ étant un entier),
comme il résulte immédiatement de la forme de la période appelée tout à l'heure d'une manière générale Q'(jk), toutes les autres périodes étant holomorphes autour de bi.
Donc, quand y décrivant un chemin fermé C revient au point de départ, l'intégrale considérée w(j)/-) de l'équation linéaire E s'augmente d'une expression de la forme
^^ni^î^il),
la sommation s'étendant à un certain nombre de points bi. Si l'intégrale w revient à sa valeur initiale, on devra avoir
Quant à la valeur de l'intégrale
(3) f^(r)dy,
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le long du contour C, elle est facile à calculer; sur le lacet abi^ il reste, après suppression de termes se détruisant à l'aller et au retour,
rrii I ili{y)dy, et, par suite, la valear de V intégrale (3) est
Dans cette expression ùi(y) est définie sans aucune ambiguïté le long du chemin bia. D'ailleurs l'expression (4) ne dépend pas du point choisi a, comme il résulte immédiatement de l'identité
(5) 2]m/i2,(jK)=:0.
3. Les considérations précédentes appellent donc notre attention sur les expressions de la forme (4), correspondant à une identité de la forme (5). Une question se pose d'elle-même :
Une expression (4), l'identité (5) étant supposée satisfaite, peut-elle être envisagée comme une période de l'intégrale double
'Q(a?, jK, z) dx dy,^ fz
If
Nous entendons par période de l'intégrale double, de la manière la plus générale, l'intégrale prise le long d'un cycle à deux dimensions, c'est-à-dire d'un continuum fermé à deux dimensions à chaque point duquel ne correspond qu'une seule valeur
de(^,j/, s).
La réponse à la question posée est affirmative, comme nous allons l'établir. Soit donc l'identité
(6) miQi(jK) +. . .^ m,,l>,,(jK) = o (les m étant entiers),
entre un certain nombre de fonctions Û, on va montrer qu'il existe un certain cycle à deux dimensions, tel que la valeur de U inté orale double
Qfir, 7, z) dx dy
piise le long de ce cycle est égale à
(7) m, f il,{y)dy-^...+ ni, f il,(r) dy.
Cette valeur est d'ailleurs manifestement indépendante de la constante a.
Considérons rinté*;raie
m,il\{y)
de l'équation E, en désignant par ù\ l'intégrale relative au point ^, déjà envisagée au n" J. Quand y partant de a décrit le lacet 6,, l'intégrale m^ù\ s'augmente de
tn^iliiy).
Il faut interpréter ce fait analytique au point de vue de la géométrie de situation. Soient d'une manière générale sur la surface de Kiemann entre ^ et 5 donnée par l'équation
pour la valeur )', r< le contour correspondant à ^K^y) et Y\ le conlour correspondant à 0',. Partons du contour
pour y = a; le cliemlnement de y se produisant, ce contour se déplace en se déformant, et, (juandy revient en a, on a le contour
11 est clair que, pendant la déformation, on engendre ainsi une surface ouverte, mais avec le seul bord
et la valeur de l'intégrale double correspondant à cette surface ouverte est
f ^'-r{y)dy.
De la même façon, les différents autres termes de la somme (7) correspondront à des surfaces ouvertes avec les bords
r^ ajaiit la signification analogue à Y^[ quand bi remplace b^ .
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iXoiis avons donc s surfaces ouvertes avec les s bords indiqués. D'autre part, pour jk arbitraire, les s contours
limitent, sur la surlace de Kiemann,
une certaine portion 1^ de la surface, comme il résulte de l'identité (6) (|ui exprime que les s intégrales
ne sont pas distinctes.
Considérons, en particulier, la portior) P^% sur la surface correspondant ky = a. Cette portion P«, avec les s surfaces ouvertes envisagées ci-dessus, forme une surface fermée, qui est un cycle à deux dimensions; la valeur de l'intéi^rale double sur cette surface est précisément l'expression (7) donnée par les s surfaces ouvertes, puisque sur la portion P«, correspondant k y ^= a^ l'intégrale est nulle. Le théorème énoncé est donc établi.
Il est important de remarquer que nous n'avons pas à nous préoccuper de savoir si la portion P« contient ou non des points à l'infini, puisque l'intégrale double dont nous sommes partis est de première espèce. 11 eu serait autrement pour une intég-rale double qui deviendrait infinie à l'infini puisque l'intéo^rale suivant P« pourrait n'avoir aucun sens. Nous parlerons de ce cas dans la section suivante.
i. On peut se demander si toutes les périodes de l'intégrale double peuvent être engendrées au moyen des cycles à deux dimensions que nous venons de considérer. Nous allons établir que tout cycle à dimensions, situé tout entier à distance finie, est susceptible de la génération précédente. Nous emploierons, à cet effet, quoique dans des circonstances plus compliquées le même genre de raisonnements qu'à la page 58 du Tome I de cet Ouvrage, quand nous avons étudié les périodes d'une intégrale double de l'onction rationnelle pour un continuum fermé à distance finie.
Concevons donc relativement à la fonction algébrique ^ de :r P. ET S., TI. „
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et y définie par
un cycle à deux dimensions situé à distance finie. Posons
toute surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre ^,, ^2, Xi et r^-
De même, le continuum critique G sera représenté dans l'espace à quatre dimensions réelles
par deux relations entre les quatre lettres ^,, ^2,r< ^^ X'^' ^^"'' une valeur donnée àjo, nous avons sur ce continuum un ensemble à une dimension de valeurs de .r,, œ. et y,, que l'on peut regarder comme représentant un certain nombre de courbes gauches a dans l'espace à trois dimensions
(a?!, Xi, ji);
il faut d'ailleurs à chaque valeur de .^i, x., y<, Jo associer la valeur correspondante de z, de sorte que nous entendons par courbe a le lieu de points (^^ ^2, jO P^"^ ""^ valeur de JK2 avec association des valeurs correspondantes de z.
Chaque plan
y^ = consl.
rencontre les courbes a en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir: le nombre des points de rencontre de G avec un plan arbitraire parallèle au plan des z:p.
Sauf pour certaines valeurs de y^ en nombre fini, l'ensemble des courbes a ne présente pas de points multiples; les valeurs de JK2, pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de / dans les valeurs de y pour lesquelles le plan correspondant parallèle au plan des zx est langent à la courbe G (et en même temps à la surface). Ges valeurs de y sont celles que nous avons constamment désignées par 6, et qui ont joué dans toutes nos recherches un rôle capital. Pour les valeurs de JK2 correspondant au coefficient de / dans un des by
deux courbes a auront an point commun, formant un ^ç>\tvI double pour l'ensemble des courbes a. Soit, ))Oiir la valeur h considérée
b =: bx-\- Ib-i;
pour JK2 voisin de b.^ et un peu inférieur, les courbes a dans l'espace [x^^ œ.y^ y\ ) n'ont pas de point double, mais deux branches passent très près l'une de l'autre. PourjKo^ ^2^ ces deux branches se rencontrent, etpourjK2 supérieure b^, elles ne se rencontrent pas, de sorte que, au moment du passage de y 2 par 6^, les deux branches se sont traversées; ce fait est à retenir pour ce qui va suivre.
Revenons à notre cycle S à deux dimensions. Cette surface étant tout entière à distance finie, il n'y aura de points de la surface que pour des valeurs de ^^2? comprises entre deux limites a^ et a^ (rt, <i a-2)' Qiiand y 2 en croissant devient égale à a, , une courbe fermée correspondante de S commence à paraître, et l'on peut la représenter dans l'espace [x^^ x^^yi).
Deux cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans toute autre hypothèse, la surface S ne serait pas fermée. On peut faire abstraction de la première hypothèse, car, si pour y 2= n\ la courbe se réduisait à un point, il arriverait que, pour y^ arbitraire, la courbe correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des courbes a, et l'on pourrait, par une déformation continue, réduire à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface qui pourrait être supprimée. Nous avons donc, pour y2= ai^ une certaine courbe enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y2 croît, cette courbe se dédouble, et l'on a ainsi, pour y2 arbitraire, des couples de courbes qui, pendant la variation continue de JK2, ne peuvent disparaître que deux à deux en venant à coïncider. Nous désignerons par C une de ces courbes, correspondant à une valeur d'ailleurs quelconque de y2- Faisons croître j)/"2 depuis a, ; on aura ainsi une suite continue de courbes G, et la surface S pourra être ainsi décrite tout entière en faisant varier d'une manière continue y2 (non pas nécessairement toujours dans le même sens) et en revenant en a, avec la position initiale de C
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o. Nous allons malmenant déformer S, en déformant cliacnne des courbes C. Figurons {fig. i6), pour une valeur de ]., la courbe C et les lignes a dans l'espace {x^ , ^2, Ji )•
Tant que y^ ne rencontre pas une valeur singulière désignée plus haut d'une manière générale par b.>, on peut faire glisser en (juelciue sorte la courbe C, sans rencontrer les lignes correspondantes a, de manière à lui faire prendre une position F dans le plan
j/j = K (K étant une constante fixe),
cette opération se faisant elle-même d'une manière continue (|uand y 2 varie. Mais pour j-2= ^2, o" a deux lignes a, se rencontrant, et il peut arriver que l'on ne puisse plus déformer C en l'amenant dans le planjKi = K, sans traverser a. C'est ce qui arri-
vera dans les figures 17 et 18, en supposant, dans la figure 17, que le plan y^ — ^ soit au-dessous du point double A de a. Les deux figures précédentes représentent d'ailleurs les deux circon-
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Stances essentiellement différentes pouvant se présenter; les autres €as étant des combinaisons de ces deux cas.
Pour y2 voisin de h.>, on pourra bien faire glisser C de manière à ramener dans le plan y, — K., mais voici la circonstance qui va se présenter. L'opération qui amène C dans ce plan ne se fera pas «l'une manière continue à l'instant du passage dejK2 parla valeur 62- En d'autres termes, pour jk2= ^2 — ^ et pour JK2 = ^2 + s' (î et £' très petits), la courbe Co et la courbe infiniment voisine CJ, correspondant à ces deux valeurs de y.^, n'auront pas été ramenées dans le plan y, = K à deux courbes infiniment rapprochées.
La raison en est que deux branches de la ligne a se sont traversées quand JK2 est passée par 63. Il est facile de voir dans quelle dépendance sont les deux transformées Y^ et r'„ de Co et G'„ après les glissements les amenant dans le plan y^ = K.
Prenons d'abord la figure 17. Le dessin suivant est fait dans le plan j^, = K; on désigne par m^ et m^ les points de rencontre
avec ce plan des lignes a qui correspondent à JK2 = ^2 — £ et par m\ €t Tn[, les points de rencontre avec le même plan des lignes a correspondant à ^'2= ^2+ s'. L'un des dessins corres|)ondàjv'2= ^2 —£ €t l'autre à )'2 = ^2+ £•
On voit de suite que le cvcle F'^, est équivalent au cycle Y^^ plus
ie cvcle correspondant à nne courbe tournant autour de m^ elm^.
Fig. 20.
Fifif. .i\.
Les circonstances sont différentes avec la figure 18. On a alors les dessins ci dessus (/?.i?. 20 et 21) : les contours Fq et FJ, sont les mêmes, mais le sens de la flèche est changé.
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6. Ceci posé, suivons la déformation de la surface S obtenue en ramenant chaque courbe C dans le plan j^, = K. Cette déformation se fait d'une manière continue, sauf quand j^o passe par une valeur désignée par b-i et que l'un ou l'autre des cas du paragraphe précédent se présente. Supposons que nous soyons dans le cas de la figure 17, et gardons les notations du paragraphe précédent. Dans la surface déformée les lignes Fq et Y'^ qui correspondent à deux valeurs très voisines de y.>^^ sont pas très voisines l'une de l'autre ; on passe d'une manière continue de l'une à l'autre en déformant To de Fo en Cq dans l'espace [x^ , x,, jKi , à._, — c), puis en allant de C^o en GJ) sur notre surface initiale S, et enfin amenant CJ, en FJ, dans l'espace (^j, x^i jKn ^:> + ^')- Or, on peut réaliser autrement et d'une manière équivalente ce passage de F,, en F'^. Considérons, à cet effet, le cycle F,, qui est dans le continuuni
et qui est sur la surface de Riemann entre x et z
Faisons partir j" de la valeur ci-dessus, et faisons décrire à cette variable dans son plan un contour fermé autour du point 6, dans un sens convenable, et en supposant (|ue sur ce contour la valeur de j'2 s'éloigne peu de 62. Le cycle Fq se transformera, d'après ce que nous avons vu dans bien des circonstances, par cette circulation en un cycle ayant la forme de FJ,, et qui sera, si l'on veut, Fjj dans l'espace (^, , X2, .> , , b., — s) ; la surface engendrée pendant ce déplacement augmentée de celle qui corresjjond au transport de la courbe F„ de l'espace (^1 , x.*-, y\ , b-» — z) à la courbe F^ de l'espace (.r<, x^, jKi, b^-Y- ^'). Ce second mode pour passer de F,> à F'jj est équivalent au premier, c'est-à-dire donne la même valeur pour l'intégrale double sur les surfaces correspondantes. Nous avons donc fait disparailre la disconllnidté dans la déformation de la surface obtenue en déformant la courbe C en cycles dans le plan de la variable x pour
et, par suite, nous pouvons substituer à la surface S une surface connexe formée de lignes F, à la corulition d'ajouter la [)ortion
dont il vient d'être parlé et qui est elle-même formée de cycles correspondant à jk == const. De là résulte que nous n'avons à envisager, pour le calcul de la période, qu'une intégrale de la forme
prise pour un chemin convenable de la variable y. Si donc, en décrivant notre surface cyclique S avec la courbe G, nous ne rencontrons, pour les valeurs singulières de y^i ^ue le cas de la figure i-, la période sera obtenue par Tintégrale précédente, où o)(jk) est une période de
'Q(a", r, z) clx
prise le long d'un chemin fermé convenable, ce qui démontre bien le résultat énoncé et nous conduit aux formes étudiées au n° 3. Les choses se présentent sous une forme un peu différente dans le cas de la figure i8. Il n'est pas possible, en effet, de trouver un chemin dans le plan de la variable jk menant de Fo à T',. Nous allons calculer directement la valeur de l'intégrale double prise le long de la surface engendrée par le déplacement de la courbe T^ de l'espace (x',, x.,ys, b.— i)'à la courbe r'„ du même espace, après avoir passé par les courbes Gq et G„. Nous ne changerons pas la valeur de l'intégrale double si nous substituons à Gq et CJ, deux courbes de même forme mais très voisines de A, et les supposant respectivement dans les espaces
{x^, x^_, yx, b.-,— t) et {xy, x,,yx, h.-^- z ).
La surface en question pourra alors être engendrée en laissant d'abord JK2 égal à 60 — £ et faisant varier j, et déformant en maintenant Tq, de manière que, JK< étant très voisin de 6, (en posant comme plus haut b =^ b,-}- ib.,elb, étant l'y, du point double A), la transformée F, de Fo so'l^ de dimensions très petites et très voisines de A, puis ensuite avec y 2= b.^ s', on aura une surface résultant de la déformation de F;, et se terminant à une courbe F'^ , avec y, très voisin de ^,, qui est de dimensions très petites et très voisine de A; outre ces deux surfaces, il y aura des surfaces de dimensions très petites reliant F, à G,, puis G, à G', et enfin G', à F',.
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L'intégrale prise le l()ni;(les trois dernières surfaces est négligeable, c'est-à-(iii'e (iirclle donne zéro quand les dimensions de C,, C, , r, et r'^ tendent vers zéro, et il reste comme valeur de notre intégrale sur la surface limite
iHr)dy
Q(r') corresj)ondant au cjcie F (c'est la notation déjà employée), et en posant
Les deux portions de l'intégrale ne se détruisent pas, il y a au contraire multiplication par deux, parce (jue le sens sur le contour a changé, comme l'indique lafii;uie i8. En définitive, le passage de y.y par ^2 amène le changement de signe de 0, en même temps qu'il faut ajouter l'intégrale ci-dessus: il revietil au même de dire que l'on intègre
f^My)dy
le long d'un ch(Mnin (pii passe parle point singulier )" m />, (^(j^) arrivant au voisinage de ce point avec la détermination ^{y)'-, mais, après le passage de y par />, on doit changer le signe de iù{y).
On poui'rait donner une forme analogue au résultat trouvé plus haut relatif à la figure i6, en disant que l'on prend l'intégrale
(0 iy ) dy
le long d'un chemin passant par le poir)t critique b'^i en ce point, co (j/-) devient alors infinie (comme un logarithme), et, après le passage dej^ par b^ on doit augmenter (o(jk) de û( )).
En combinant les résultats précédents, nous voyons que Tinlégrale double prise le long du cycle S peut s'obtenir de la manière suivante : Soit w(y) une période (;onvenable de l'intégrale
Q(3-, y, z)dx
on formera l'intégrale
iù(y) dy
dans le plan de la variable complexe y le long d'un chemin D pouvant passer par les points singuliers désignés d'une manière générale par b. Quand D tr-averse le point singulier 6/, on doit augmenter <o(r) de
;jL/ étant un entier positif ou négatif, el ^i{y) ayant la signification du n" 2. De plus, en revenant au point de départ O sur le chemin D, on doit retrouver la détermination initiale de (ji(y), puisqu'on revient à la même courbe C sur la surface S. La valeur de l'intégrale est alors facile à calculer. Figurons le chemin D avec trois points />,, Aj, />;$ ( flg. ^a) pour fixer les idées et le point
les
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de départ O. Soit, eu outre, a un point quelconque dans le plan ;
traçons
abi, abi^ <^^;{,
que l'on va regarder comme des lignes doubles. Au lieu de prendre l'intégrale
j Lù{y)dy
sur le contour D, on peut la prendre sur le contour
Ob^abx b^a b^ b-.^ab-^O,
en supposant que, aux points correspondants de abi et de bia^ la différence des valeurs de w(r) est [j(./0/(7'), le saut brusque ayant
alors lieu en a. D'ailleurs, comme on doit retrouver la même valeur en o, il faut manifestement que l'on ait l'identité
Enfin la valeur de l'intégrale sera
Par suite, toutes les périodes de notre intégrale double peuvent être obtenues au moyen des combinaisons envisagées au /i" 3. Le résultat énoncé au commencement du n'* 4 est donc établi.
7. Dans la forme analytique que nous avons donnée aux périodes de l'intégrale double figurent les fonctions ^{y) relatives à chaque point singulier.
On pourrait, sans parler de ces périodes particulières de l'intégrale abélienne
/-Q(.r,.x, z)dx
donner encore la forme suivante aux périodes de l'intégrale double. Soit toujours a un point arbitrairement choisi; considérons une intégrale w/(jk) de l'équation différentielle linéaire E relative aux périodes de (8), et supposons que j^ partant de a y revienne après avoir décrit un chemin C/ autour de bi et avec la détermination (oJ(y); on fait ainsi pour un certain nombre de points singuliers 6. Supposons enfin que l'on ait l'identité ^t
Alors l'expression
(10) y\ I M,(y)dy
est une période de l'intégrale double. 11 est clair, d'après l'identité (9), que l'expression (10) ne dépend pas de a.
Dans tous les numéros précédents, nous avons supposé, comme il était permis, que la surface algébrique / avait une position
quelconque par rapport aux axes de coordonnées; dans ces conditions, les points singuliers b de l'équation différentielle linéaire E, qui a joué un rôle capitfil dans toutes nos recherches, possèdent des propriétés d'une remarquable simplicité qui nous ont été très utiles. Enonçons seulement pour le moment une remarque importante pour le cas, peu intéressant au point de vue théorique général, mais qui peut se rencontrer dans des applications particulières, où les axes de coordonnées auraient une position particulière par rapport à la surface. Les points singuliers de l'équation (E) peuvent être alors de nature plus compliquée, mais les expressions (lo), sous la condition (q), sont encore évidemment des périodes de l'intégrale double. Toutefois, et c'est là le point que nous venons signaler, tous les cycles à deux dimensions de lu surface algébrique ne pourront pas toujours être engendrés de cette manière, en ramenant à un seul plan jk == <^<5, contrairement au théorème que nous venons de démontrer plus haut, dans la démonstration duquel la nature simple des points singuliers b a joué un rôle. Nous le montrerons sur un exemple dans la section suivante.
Revenons aux périodes précédemment trouvées
y^nii / ili{y)cly avec la condition
^miiliiy)^ i).
Elles se ramènent immédiatement à un nombre limité d'entre elles. Tout d^abord, parmi les 0/(jk), il J en aura, en général, ip qui sont linéairement indépendants. Ceci arrivera en particulier si l'équation E est irréductible (ce qui est le cas général). Supposons, en effet, que, parmi lesQi( r), il yen ait moins de ip linéairement indépendants, soient
il,, il,, ..., 12, (.s<2/?)
et supposons tracées toujours dans le plan de la variable y les coupures allant de a aux points singuliers b (comme au n'' 2). Considérons l'intégrale ù^[y), elle n'aura en a que s déterminations linéairement indépendantes, puisque la circulation autour
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d'un lacet correspondant à 6, augmente simplement, d'une manière générale, to{_)-) d'un multiple de Qi(y), et que, parmi ceux-ci, il n'y en a que s linéairement indépendantes. L'équation E aurait donc une intégrale qui n'aurait dans tout le plan que s déterminations linéairement indépendantes; elle serait donc réductible, contre rhypothèse faite. Dans les généralités qui vont suivre, il sera supposé qu'il y a a p fonctions il linéairement indépendantes.
Soient alors, pour fixer les idées,
les li correspondant respectivement aux points critiques
linéaiiement indépendants. Si h est supérieur à >,/>, on a nécessairement une identité
mti>,
m^^,,ii,,,-^m,^il,^^^o
{ln,^^ o ).
Envisageons alors les expressions An=--ni'{ i il,{y)dy -\-...-\-ni'lj, l iU,>{y)dy-\- nin t iluiy)dv
•^/'. '^,,, dl„^
qui sont des périodes. Or, si V est une période de l'intégrale double, on a
= yixi / ili(r)dy
2t^/ii/(^)-oj:
on pourra manifestement trouver une relation entre les P et les A, par l'élimination des quantités
/ iln(y)dy (/< = ■>./> + I, ..., M j,
ce qui conduit à une relation de la forme
/l=:2p-hl
À, les A/t et les Ov étant des entiers, et a étant difïerent de zéro. Puisque P et les A ne dépendent pas de r^, iJ en sera de même de
ce (jui entraîne la relation
Mais les ùy[y) (pour v = i , >,, . . . , 'i p) sont linéairement indépendants par hypothèse; par suite, on aura
Ov = O ( V = I , '2, . . . , ip ).
W résidte delà que, entre Pet les A, il _y a une relation homogène et linéaire à coenicients entiers. Donc, nous sommes déjà assurés que le nombre des périodes est au plus égal au nombre des quantités A, c^ est-à-dire N — ip.
9. Nous pouvons aller plus loin. Il existe des relations homoj;ènes et linéaires à coefficients entiers entre les A, d'où résulte une diminution du nombre des périodes. Puisque l'intégrale double dont nous sommes partis est de première espèce, loules les solutions de l'équation E, désignées d'une manière générale par (o(j)/), ont leurs résidus nuls pour le point à l'infini. Soit alors to( y) une solution arbitraire de l'équation E; en prenant
ixi{y)dy
le long de l'ensemble des lacets b^, 62, ..., 6>, on obtiendra le même résultat que pour un contour autour du point à l'infini, c'est-à-dire zéro. La valeur de l'intégrale précédente est manifestement de la forme
I il^{y)dy-^...-^\t.y l ils{y)dy.
En l'égalant à zéro, on obtient une relation homogène et linéaire à coefficients entiers entre les A. En prenant pour w(jk) succès-
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sivementa/? solutions indépendanles (o,, (o,. .... to.^p de E, on obtient 2p relations de cette nature.
La valeur de l'intégrale
^h(r)dx
autour du point ce, exprimée en fonclion des A, prend la forme
4p+i '^-ip+i + •..-+- V.N Ax.
les V étant des nombres rationnels. On obtiendra donc les 2 /> rela-
lons
( 1 ) vj,,^, A2/,-M ^ . . . -h vi^Ay =0 ( A = I , 9., . . . . 9,/)).
Une question imporlante se pose immédiatement : ces ip relations ^sont-elles (Ustinctes, c'est-à-dire peut-on en tirer ip des A en fonction des N — \p autres? INous allons démontrer que la réponse est affirmative, en raisonnant comme à la page 328.
Considérons, à cet effet, une intégrale arbitraire de seconde
îspèce
P(,r, j-, z) dx
(P polynôme en .x, y el z s'annulanl sur la courbe double) de la courbe entre .v et z représentée par l'équation
Les périodes de cette intégrale sont des fonctions de jk? satisfaisant à une équation linéaire du t^pe E. Les ip déterminations to,, cl)2, .... ^^xp linéairement indépendantes sont uniformes à l'infini, et l'on a par exemple les développements
(0/, = %lyn + rxl-^yn -1 +. . .^ ^ +. . .+ ^ _l_. . .
autour dej)' = ce. Comme nous l'avons vu, les ip résidas de l'intégrale double
(M) r rV{T,y,z)dxdy
relatifs à la courbe à l'infini de la surface, sont les valeurs de l'in-
légrale
autour du point à l'infini; ils ont donc pour valeur
Nous avons vu (p. 828) que, en nous plaçant dans un cas très général, on pourra certainement déterminer un poljnome
tel que les ip résidus de l'intégrale double
r r9(y)^'(^, r, z)dxdy
JJ Jï~ '
aient des valeurs arbitrairement choisies.
Ses ip résidus par rapport à la courbe à U infini de la surface algébrique seront donc linéairement indépendants au point de vue arithmétique.
Désignons alors par (j.^) r r<^'{oo.y.z)dxdy
(Q^ poljnome en x. jk, ^, s'annulant sur la courbe double), une intégrale double jouissant de la propriété ci-dessus. Elle va nous servir à démontrer que les 1 p relations S sont distinctes.
10. Les équations différentielles linéaires E et E' relatives aux périodes de l'intégrale abélienne (8)
et de l'intégrale
ont même groupe.
Désignons par
les expressions formées avec l'intégrale (i 2) de la même manière que
Qf.r,
z)dx
Qi(:r
z)dx
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les A des n'"^ 7 el 8 avec Tinlégrale (2). Les i p résidus de (12), relalifs à la courbe à l'infini, seroni égaux à
(1,3) v5,,+ ,A|/,^,-r-...-^v(;A; {h = i,->., ....-ip),
les nombres rationnels v étanl les mêmes qu'au n" 9, puisque les ^^'oupes des équations difrérentielles linéaires E et E' sont les mêmes; désignons par tc/i l'expression (i3).
Nous allons voir de suite que les 'i p relations S du n"* 9 sont distinctes. Si, en efVet, celles-ci ne pouvaient être résolues par rapport à 1 p des A, on pourrait trouver des entiers k^. (non tous nuls) tels que l'on ait
identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les lettres A. 11 en résulte que Ton aurait
ce qui est contre l'iiypothèse que les u^ ne sont liés par aucune relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
La réponse à la question posée au numéro précédent est donc bien affirmative. Par suite, le nombre des périodes de notre intégrale double de première espèce est au plus
puisque, entre les IN — ip périodes A, il existe ip relations distinctes homogènes et linéaires à coefficients entiers.
La question qui se poserait maintenant serait la recherche du nombre des périodes, distinctes de l'intégrale double la plus générale de première espèce d'une surface donnée. Mais c'est une question que nous n'aborderons pas en ce moment et c'est dans une tout autre direction que nous allons nous engager.
Nous allons voir dans les sections suivantes que c'est la combinaison
qui est véritablement intéressante, et nous trouverons une rela-
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tion remarquable entre les deux nombres p^ et o et la combinaison précédente.
II. — Généralisation des résultats précédents; sur certains cycles à deux dimensions de la surface, situés à distance finie.
11. Nous sommes, dans la section précédente, partis d'une intégrale double de première espèce. Que deviennent les considérations, dont nous avons fait usage, quand, au lieu d'une intégrale de première espèce, on considère une intégrale double quelconque de la forme
'• f \'{.r,y, z)d.T dy
If
^(•^5 r» -) étant un poljnome quelconque s'annulant sur la courb( double. Les périodes de l'intégrale abélienne
P(x,j^, z)dx
fi
relative à la courbe f[x, y, z)=^o entre x el z sont alors des fonctions de y. Ces périodes sont au nombre de
et satisfont à une équation linéaire E'. Parmi ces périodes, m — i correspondent aux points à l'infini et sont des polynômes eny{voin page 217 de ce Volume). Ainsi, l'équation E' d'ordre ip-\-jn — \ admet comme solutions m — \ polynômes tt^, -7^:3, ..., tt,/,, qui n'existaient pas tout à l'heure pour l'équation E.
En chacun des points singuliers existe toujours une intégrale li avec les mêmes propriétés, et si entre Q< , Û., . . . , il^ il existe une relation
mi^i H-. . .4- uisils = 0 (les m entiers),
l'expression
mi
/ iii dy -H //I2 / ^l^dy -^...^ rris \ ils dy
ne dépendra pas de. a. 11 pourrait arriver que la portion P« de la
surface de Riemann correspondant à /(^, «, :;) = o {voir n'^ 3), limitée par les bords
contînt un ou plusieurs points à l'infini; dans ce cas, l'intégrale double n'aurait pas de sens à cause des points à l'infini, mais l'expression précédente n'en aurait pas moins un sens.
Faisons maintenant l'hypothèse, correspondant au cas général (•), que pour une intégrale arbitraire de la forme indiquée il y ait ip-^-ni — i fonctions ^{y) linéairement indépendantes, soient
correspondant respectivement aux points singuliers b de même indice; elles formeront un système fondamental de l'équation différentielle linéaire E'. Envisageons une autre lettre 0, soit 1)^, où s est supérieur à ip -^ m — i. On aura la relation identique
et l'expression correspondante, indépendante de a^ (i3) mi ril,{y)dy-r-...-\-ni, f il,{y)dy.
11 est facile de voir que les contours
limitent, sur la surface de Riemann /(^, y, :;) =o, une portion de surface ne comprenant pas de points à l'infini, et, par suite, l'expression (i5) est une période correspondant à un cycle à distance finie. Pour le démontrer, rappelons que, sur une surface de Riemann à m feuillets, on peut tracer 2/? + m — i contours à regarder comme distincts, si dans la déformation ces contours doivent nécessairement rester à distance finie, et que tout autre contour peut se ramener à une somme de ceux-là, les déformations se faisant toujours sans passer par l'infini.
(') Dans tout ce qui va suivre celte condition sera supposée satisfaite. Nous la discuterons dans la Section IV de ce Chapitre.
Les contours répondent bien à ces conditions puisque les >.p-\-ni-—\ fonctions
sont linéairement indépendantes. Ensuite, tout autre contour T^ (ou un de ses multiples) peut se ramènera une combinaison des F précédents, sans passer par l'infini. Donc nous aurons sur la surface de Riemann une portion P, n'ayant pas de points à l'infini et limitée par
cette portion P adjointe aux 2/? -f- m surfaces ouvertes, que nous avons fait correspondre aux contours précédents, nous donnera le cycle fermé à deux dimensions, tout entier à distance finie, qui donne la période (lo), comme nous voulions l'établir. Nous obtenons donc de cette manière
périodes pour notre intégrale double.
La théorie développée plus haut (n«8) a ici son analogue. Toute période P de l'intégrale double correspondant à un cycle, situé à distance finie, est encore de la forme
y II, f ilk{y)cly avec l'identité
A chaque valeur s plus grande que 2/? -h ni ~ 1 correspond, d'après ce qui précède, une période P^, et il y a entre P et les P^ une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
Nous avons considéré l'intégrale double
(^6) r rP{x,y,z)dxdy
où p est un polynôme quelconque s'annulant sur la courbe double.
Nous nous rapproclicroiis des résultais obtenus dans la section précédente, si nous supposons que l'intégrale abélicnnc
rV(:v,y,z)
^''^ J -^rr '
relative à la courbe /(^^ 7", ^) = o entre x et z, est de seconde espèce. L'équation E' est alors seulement d'ordre 2/;, et nous
avons de nouveau
N — ip,
expressions correspondant à 2/j -h 1 fonctions 1>. A la vérité, elles ne peuvent être toutes considérées comme des périodes, à cause des points à l'infini du cycle correspondant, à moins que l'on ne veuille élargir le sens du mol période.
Il résulte de ce que nous avons dit au numéro précédent que, i)our m — 1 des N — 2/> expressions trouvées, le cycle correspondant s'étend à l'infini, de telle sorte que l'on ne peut ])as dire en général que l'intégrale double prise sur ce cycle ait un sens.
Un cas particulier n'est pas sans intérêt.
Supposons que l'intégrale abélienne (17) soit de première espèce. Alors il n'y ;i plus aucune difficulté relative aux points à l'infini, et les > — 'Ap cvcles à deux dimensions conduisent à une intégrale double ayant un sens déterminé. Parmi les IN — 2/> valeurs de ces intégrales, il y en a 2/9 qui sont les résidus de l'intégrale double par rapport à la courbe à l'infini de la surface. Nous avons rappeléà ce sujet (n"9) les résultats de la page 217, d'après lesquels ces résidus sont les valeurs de l'intégrale
(.r)dy
autour du point ce.
13. Revenons au cas général du n" 11. Les N — 2/y — {/n — 1) périodes, que nous a^ons ti'ouvées, sont-elles distinctes?
Nous allons démontrer que ces périodes sont distinctes, c'està-dire ne sont liées par aucune relation bomogène et linéaire à coefficients entiers, si Vintégrale double
r rv{x, y, z) . .
est arbitraire (P étant toujours un polynôme s'^annulant sur la courbe double). Tout d'abord, dans une telle intégrale double, on peut, comme on l'a vu (p. 327), supposer le degré du polynôme P limité, puisque par la soustraction d'une expression de la forme
U et V étant des polynômes en j;, 3 à coefficients rationnels en y (s'ann niant sur la courbe double), on peut limiter le degré de P, et que dans la nouvelle intégrale les périodes seront les mêmes (pour ce point voir la section suivante de ce Chapitre). Soit alors l'intégrale double (18), ainsi réduite, renfermant s paramètres essentiellement distincts a,, ao, ..., Xs, c'est-à-dire telle que, quand les a ne sont pas tous nuls, elle ne se réduit pas à la forme (19). Admettons maintenant que les périodes trouvées de (18) soient liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. 11 est presque évident que ces coefficients entiers ne varieront pas avec les paramètres a qui sont susceptibles de variation continue. Pour le voir bien nettement, désignons par
Pî, Pf, ..., PJJ- [;a=N-.2/>-(m-uJ
les périodes de (18) quand on fait a, = r et 7.0 = ...= 7.^=1 o, et d'une manière générale par
les périodes quand y./= i, les autres a étant nuls.
Les P', Y^f, . . ., P^, pour une valeur fixe de /, ne seront pas nulles à la fois, car alors l'intégrale correspondante à y.i= 1, les autres a étant nuls, n'aurait pas de périodes et serait par suite réductible à la forme (kj), comme il sera démontré dans la section suivante.
Si les périodes de (18) ne sont pas distinctes, on aura, par hypothèse, quelles f[ue soient les constantes arbitraires a,
les M étant des entiers qui ne sont pas tous nuls. Les P sont des nombres tixes; les entiers M pourraient-ils dépendre des variables continues a? Donnons à a des valeurs déterminées, mais arbi-
Iraireiiienl choisies. On a l'égalité ci-dessus. H faudra nécessairement que tous les coefficients des a soient nuls, c'est-à-dire que
En effet, dans le cas contraire, on pourrait exprimer un des a à l'aide des autres et des quantités P^ or, ceci est impossible, car on peut certainement trouver s nombres irrationnels a^ tels qu'aucun d'eux ne soit susceptible de s'exprimer rationnellement à l'aide des autres et de nombres déterminés P (en nombre fini). Do là résulte que la relation supposée entre les périodes de (18) est toujours la même, quelle que soit cette intégrale double.
Envisageons alors une intégrale déterminée, d'ailleurs prise arbitrairement, du type (18). En conservant aux 0 la même signiiicalion que dans tous les numéros précédents, une relation entre ces périodes se traduirait par une égalité de la forme
nii I ili{y) dy-r~...-h /m / ^^.n ( f ) dy
les m étant des entiers qui ne sont pas tous nuls (' ).
Supposons alors qu'au lieu de l'intégrale (18), nous partions de
riutégrale
^ /• ro{y)V(x,y,z)dxdr^
cp(.')-) élant un polynôme en r. D'après ce qui précède, nous aurons, (|uel que soit ce polvnome, la relation
//Il
f '^{y)ili{y)dy-\-...-r-/ny i o(y)ilyiy)fJy = o
avec les mêmes entiers m que dans la relation (^o).
Ainsi, en changeant seulement un peu les notations, ou aurait (//<,'. 23) des fonctions déicrminées B,(r), •••, B^ij), holo-
(') Il esL essentiel de remarquer qu'aueun des ii,(y) n'est identiquement nul, comme on le reconnaît en calculant ii,(^) qui est dillerent certainement de zéro, si, comme on peut le supposer, le polynôme P(a7, y, z) ne s'annule pas aux points de la surface / où le plan tangent est parallèle au plan des zx.
morphes respectivement de a eu ^< , de a en 6^, . . . , de a en h^ (dont la somme est d'ailleurs identiquement nulle et qui ne sont pas toutes nulles), avec la relation,
J^a pli
qui aurait lieu, quel que soit le polynôme 'f (jk). H est aisé de voir que cela est impossible. Ceci entraînerait en elFet les relations en nombre infini
<R) / y'nB,{y)dy^...+ / y'n\^^{y) dy = o
Or, envisageons la somme
dy
Bn(j)
I. V — se
où œ est une variable arbitraire, correspondant à un point non situé sur les courbes d'intégration abi , . . • , aby. Il est certain que la somme précédente représente une fonction de x, qui n'est pas identiquement nulle. En effet, d'après une théorie élémentaire, ia fonction de x
dy
éprouve l'accroissement
i'Ki^h{x) quand le point x va d'un bord à l'autre de la coupure bha.
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Ceci posé, pour x trrs grand, on pent développer l'expression ('2 ^) suivanl les puissances croissantes de -> et les coefficients des différentes puissances de ; sont précisément les premiers membres des relations (R). L'expression (20») serait donc identiquement nulle, ce qui est contradictoire. Le théorème est donc démontré.
1 i. PariJii les N — 2 p — [ni — 1) périodes distinctes que nous venons de trouver, il y en a 2/? qui sont les résidus de l'intégrale double relatifs à la ligne à l'infini de la surface; ces résidus correspondent à l'intégrale
i,i( y)(tf
prise autour du point od, en prenant pour w(y), 1 p intégrales de l'équation E' formant un système fondamental avec les m — i polynômes désignés par 7: au n" 11. Si l'intégrale double est arbitraire, ces 1 p résidus sont certainement distincts ; on le démontre en raisonnant comme au n° 9.
Nous concluons de là, qu'e/i ne comptant pas les périodes correspondant aux résidus relatifs à la courbe à l^ infini de la
surface, nous avons
N — ip — (m — \)
périodes distinctes correspondant à des cycles à distance finie. En particulier, envisageons une intégrale double générale de seconde espèce, du type des intégrales précédentes.
P(:/', y^ z) dx dy
comme cette intégrale, étant de seconde espèce, n'a pas de résidus, le nombre de ses périodes correspondant à des cycles à distance finie est égal à
N — 4P — (ni — i).
15. Dans tout ce qui précède, il a été essentiellement supposé que la surface occupait une position arbitraire par rapport aux axes; d'une manière plus précise, les plans tangents à la surface, parallèles au plan des zx, correspondent à des valeurs y z=^ b qui
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sont des points singuliers de l'équation difiTérentielle E' jouissant des propriétés très simples sur lesquelles nous nous sommes appuyés. Nous avons déjà énoncé au n" 7 la remarque, que les choses seraient moins simples si la surface avait une position particulière par rapport aux axes.
Vérifions-le sur la surface
qui nous donnera d'ailleurs l'occasion d'exemples d'une autre nature particulièrement instructifs (^). Envisageons la courbe entre x et z représentée par l'équation précédente. Nous avons, pour cette courbe, deux cycles T, et F^ ; en faisant décrire k y dans son plan un chemin fermé convenable, nous ramenons l\ et T., à leurs positions initiales, et ainsi se trouvent engendrés deux cycles à deux dimensions pour S situés à distance finie. Les points criti([iies relatifs k y sont ici les trois racines d<
le
mais ces points singuliers ne sont pas de la nature de ceux que nous avons rencontrés dans le cas général. On ne trouve ici que deux cycles à deux dimensions. D'ailleurs ces cycles existent bien elfectivement, je veux dire ne se ramènent pas à zéro. Envisageons en effet l'intégrale double
X dx dy
If
(pi'on vérifie aisément être de seconde espèce, ce ([ue nous allons retrouver d'ailleurs plus bas. Calculons sa valeur le long du cycle précédent. Posons à cet effet
d'où se déduit
^ :^ y l — yi ,^ l — t'i.
L'intégrale double devient alors
JT^'-^'-v-h-^"^"-
(') E. Picard, Sur les périodes d'une intégrale double de fraction rationnelle [Annales de l'École Normale supérieure^ '9<^^)-
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Sous celle forme, les périodes sonl calculées de suile. I^n effet, désignons par to et (.oz des périodes de l'intégrale simple
/ V^—y^'f^yi
et par Q el i>£ les périodes de l'intégrale simph
t dt
r t dt
J VT^t
Nous aurons pour périodes de l'intégrale double correspondant aux. deux cycles à deux dimensions indiqués plus liaul
toil el toile.
(s =: racine cubique imaginaire de l'unité); ces expressions étant différentes de zéro, les deux cycles existent effectivement.
En permutant x et y on a deux autres cycles à deux dimensions, et l'on peut montrer qu'ils ne se ramènent pas aux deux premiers. En effet, l'inlégiale double
r Çydxdy
prise le long de l'un ou l'autre des deux premiers cycles est nulle, puisque l'intégrale double ex[)rimée à l'aide de t' et l devient ici :
Vi - /^
qui est nulle le long des cycles à deux dimensions de la première catégorie. Au contraire, en considérant l'intégrale double
y dx dy
le long des cycles de la seconde catégorie, on aura des valeurs dillerentes de zéro. Par suite, tous les cycles à deux dimensions ne peuvent être formés en faisant la réduction avec un plan y ^=. a ., comme nous voulions le montrer. Mais ceci n'est pas en opposition avec le tbéorème général démontré au n" 6, car les plans
y = consl.
occupent une position spéciale par rapport à la surface.
sera intéressant de faire, sur la surface
une vérification du théorème général du n" 14 sur le nombre des ])ériodes d'une intégrale double générale de seconde espèce correspondant à des cycles à distance finie.
Pour une surface générale du troisième degré, on a
/M — 3, N == lA, /> — ' ;
l'expression
sera ici égale à 6. Nous devons donc pouvoir trouver .v/x périodes distinctes pour une intégrale double arbitraire de seconde espèce de la surface (1"). Or. envisageons l'intégrale double
'■''^ ff
^:fZ±lZ±^^l^d^dr
A, B, C étant trois constantes arbitraires.
Nous montrerons d'abord que cette intégrale est de seconde espèce. Prenons par exemple,
ffi
— dx dy (qai correspond à A — G — o).
L'identité
rend manifeste que l'intégrale est de seconde espèce. Les deux autres intégrales se déduisant de celle que nous venons d'examiner par des permutations de lettres, il n'est pas douteux que l'intégrale (23) est de seconde espèce. La possibilité de cette permutation est évidente pour
"^ ' '^ dxdy (A = B = o).
l^our la troisième intéiirale
-^ dx dy
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il suffît <Ic remnr(|iier que rélémeiit
prnt se remplacer par
dv dz
;l nous avons par suite Tintëgrale
(jui est (Je même type que les précédentes.
Calculons maintenant les périodes de ( 23). La première catégorie de cycles à deux dimensions, dont nous avons parlé au n° 15, donne les périodes
(24) Ccoii, Ctoils,
les intégrales doubles ayant pour coefficients A et B, donnant des périodes correspondantes égales à zéro.
Les CNcles de la seconde catégorie (pour lesquels la réduction est faite avec un plan j; == a) donneront, dans les mêmes conditions, les périodes
(23) lîwli, lîouilî.
Lnlin, on pourra encore former deux autres cycles, en faisant la réduction avec un plan :: = a, et cela toujours de la même manière. Ils donneront les périodes
(2(i) Aco<>, Aw<>£.
Par suite, nous twoiis Jornic, pour C intégrale double de seconde espèce (l>.'3), six périodes distinctes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie, représentées par les expressions {'■i\), {'J'-^)^ ('■^^)-
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III. — Comparaison entre le nombre des périodes des intégrales doubles de seconde espèce et le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce; relation fondamentale entre ces deux nombres.
17. Nous allons revenir mainlenaul au j3roblème dout nous nous sommes occiijjés au Cliapilre précédeuL : reconnaître, étant donnée une expression
fz
(Q s'annulant sur la courbe double), si elle est susceptible de se mettie sous la Ibrnie
dk d^
dx oy
Comme nous l'avons signalé au Chapitre précédent, le nombre p joue un rôle important dans ce problème.
Le cas le plus simple est celui de ^ =^ i , dont nous nous occuperons tout d'abord, en nous reportant particulièrement pour les notations au n^ 10 du Chapitre précédent. Nous avons, si le problème est possible, l'identité
Q àki dHi /: ~ ôx ' ôr '
où Bi
est de la forme
Bi ^ «lii 4-.
. .-+- a^^iA^p -+-c^J^
les acte étant rationnels en y. Les 1 et les J sont déterminés, comme il a été expliqué aux n'"* 10 et 12 du Chapitre précédent. On a
les Q et ^ étant des polynômes en ^ et ^ à coefficients rationnels en y. Quant à A,, c'est une fonction rationnelle oc^y^ z, dont il est inutile de donner la forme.
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Posons, pour abréger,
Q' étant un polynôme en j;et :; à coefficients rationnels en y.
18. Pour une valeur Cwe, arbitraire d'ailleurs de y, intégrons les deux membres de l'identité (27) le long d'un cycle relalif à la courbe /(^, y, z) =^ o entre x et z. Nous aurons d'une manière générale ^
to et lù' étant les périodes correspondantes des deux intégrales abéliennes
Jln '' J-fT-
J.a variable y partant de a, tournant autour d'un point bi et revenant à son point de départ, nous déduisons de suite par intégration de l'identité (28)
(■2(j) f ili{y)dy=H\{a),
en prenant pour to(jK) une période augmentant de ^^(7) par une rotation de y autour de bi (nous nous servons des notations du commencement de ce Chapitre). Quant à OJ (y) il a la même signification par rapport a l'intégrale
C Q' dx (30) _/^,
(jue ili{y) par rapport à l'intégrale
Les égalités (29) relatives aux divers points singuliers b vont nous permettre de faire une remarque importante. ï)'après la première section de ce Chapitre, les périodes étudiées de l'inté-
lale double
Q(a7, y, z)dx dy
sont de la forme
^ {jL/ / il,(y) dy avec l'identité ^ \>-i^li{y) = o .
Les équations différentielles linéaires relatives aux. deux intégrales (3o) et (3i) ont le même groupe. Si, entre certains 0^- , on a l'identité
on aura nécessairement l'identité
Or on a
Par conséquent, toutes Les périodes {^) de V intégrale double sont nulles. Ainsi, l'identité (27) entraîne la conséquence que toutes les périodes de l'intégrale double
r r(^Jc,y,z)clxdy
sont nulles. 11 s'agit d'ailleurs, on ne doit pas l'oublier, de surface pour laquelle 0 = 1.
19. Nous démontrerons maintenant la réciproque du théorème précédent :
Si toutes les périodes sont nulles pour P intégrale double qui précède, on peut mettre —, sous la forme
dx Oy
Nous allons d'abord chercher si, les périodes étant supposées
(') Quand nous parlons de périodes, nous parlons toujours des périodes étudiées plus haut, relatives à des cycles tout entiers à distance finie, et qui sont en nombre IN — 2/? — {m — i ).
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iiulles, on peut délerniiner les a el les c lalionnellemeiil en j^, d( lelle sorle que
^ h, 12^ (jk) correspoiidaul à l'inléj^rale
(y dx
r (y cL J ~7I
ou
•-rr = «1 11 -h . . .-r <^2y.> ^2/^ -H C2 J2 "i- . . . -r- C^^ J /«,
avec les nolalions rappelées au n" 17. Désij^nons d'une manière générale par
i>J; et Yf les valeurs, analogues à 11/, se rapportant aux intégrales
écrivons les JN relations
qui vont déterminer les xp + m — *^ fonctions dejK
«1, •.., ^'2/;, Co
l^es IN relations (R) se réduiront à ip-\-m — i d'entre elles, puisque toutes les périodes sont supposées nulles; car, en ajoutant plus de '2p-\-m — i des relations précédentes multipliées par des entiers (xtels que Su./Q/(jk) = o, on obtiendra zéro identiquement. Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait des relations distinctes en faisant i successivement égal à
I, •>., . . ., ip -{- m — I.
Le déterminant des coefficients des ip-{-m — i inconnues a et c dans ces relations ne sera pas identiquement nul, car alors il y aurait une combinaison linéaire des intégrales
r Qj,dx^ r qj^dx
J fi J fi
cjui, n'a}'anl pas de période, serait algébrique, ce qui est incompatible avec la façon dont ont été formées ces intégrales.
Les relations (R) permettent donc de déterminer les a et les c, mais les valeurs ainsi obtenues sont-elles fonctions rationnelles de y"^. Il est aisé de voir qu'il en est bien ainsi; il suffit de montrer que ces fonctions sont uniformes, car aucune singularité essentielle ne se trouve dans les expressions figurant dans les calculs qui précèdent. Or, quand on fait décrire à y \\n chemin fermé entourant le point singulier bg, les
et l'intégrale
f' ^Hy)dy se reproduisent respectivement aux termes additifs près
v^Q^^, v.,rf et v^s- / ildy)dy (v,, entier).
L'ensemble des relations (H) n'a donc pas changé, quand on substitue aux coefficients des a et des c leurs nouvelles valeurs après que y^ partant d'un point, v revient après avoir décrit un contour quelconque. Ceci suffit évidemment à établir que les a et les c sont des fonctions uniformes, et, par suite, rationnelles dejK.
Nous avons donc déterminé une fonction rationnelle B, dex,y et 5, en posant
'''-fi-
Montrons maintenant que l'on peut déterminer une fonction rationnelle A, de x^y^ ^, telle que
Q _ (^Bi _ dXi
/- ~ ày ~" àx '
11 suffit défaire voir que l'intégrale abélienne
regardée comme appartenant à la courbe entre ^ et ::,
n'a pas de période. Or c'est précisément ce fait qu'expriment les relations (R), qui nous ont servi à déterminer les a et c figurant dans B,, ou du moins ce (ail résulte de leur dérivation par rapport à y. Il est donc certain que nous pourrons déterminer rationnellement B, en x,y et :; satifaisant à la relation précédente, comme nous voulions l'établir.
Il est important de remarquer que, dans la démonstration de la réciproque, nous ne nous sommes pas servi de ce que p = i . Quand les périodes sont toutes nulles pour l'intégrale double
ISt/^'"
l«0 J: Ci
on peut mettre -~ sous la forme indicpiée. INous pouvonc donc énoncer la proposition suivante :
Pour que L'expression ^, puisse se mettre sous la forme
â\ ôB dx ôy
il suffit que toutes les périodes de l'intégrale (a) soient nulles. Cette condition suffisante sera, de plus, nécessaire s'il s'agit d'une surface pour laquelle le nombre p égale l'unité.
^0. Le théorème précédent va nous conduire à une proposition très importante relative aux surfaces pour lesquelles p = i.
En écrivant que toutes les périodes de l'intégrale (a) sont nulles,
nous avons
N — ( ip -+- m — i)
égalités à écrire. Ces égalités sont-elles bien distinctes? C'est une question qu'il nous faut examiner tout d'abord. iNous avons rappelé (n" lo) que toutes les intégrales de la forme (a), où Q est un polynôme en x^ y et z s'annulant sur la courbe double, se rapmènent par la soustraction d'une intégrale
(j[m)-mh"
(U et V étant des polynômes en .r et ^ à coefficients rationnels en y) à une expression de la même forme, mais où le degré du
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poljnome Q est limité. Soit donc
r rVix.y, z)dxdy ^
P étant un polynôme, s'annulant toujours sur la courbe double, dont Je dej^ré soit ainsi limité. Le [)oijnome P ainsi réduit renferme un certain nombre de paramètres essentiellenjent distincts a,, a,, .... a^ {voir n" 13). La question est la suivante :
Les N — 2/j — (m — i) périodes de l'intégrale ([i) sont des polynômes linéaires et homogènes en a,, ao, . . . , a^; ces polynômes sont-ils algébriquement distincts, c'est à-dire aucune combinaison linéaire à coefficients constants de ces polynômes n'est-elle identiquement nulle par rapport aux paramètres a? Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi. Plaçons-nous, en eft'et, dans l hypothèse où les polynômes en a,, a^,, . . ., a^ ne seraient pas distincts. Pour une intégrale double arbitraire de la forme (a), les périodes se ramènent aux périodes d'un(; intégrale ( ^), puisque l'intégrale soustraite pour faire la réduction n'a pas de périodes; les périodes de Tintégrale ([3) étant, dans notre hypolhèse, liées par une certaine relation linéaire dont les coefficients sont indépendants de a<, 7.0, . . . , ^.5, il en sera de même poui- les périodes de (a). Nous arrivons donc à la conclusion que les périodes
Hi, P2, ..., P.N-
1p—{tn—\)
de l'intégrale (a), où Q est un polynôme uniquement assujetti à passer par la courbe double, sont liées par une relation
(3-2) X,Pi-H X2P2 + . • .H- X.\_2/^-(,«-i)PN-2/^-(//i-l) = O,
les A n'étant pas tous nuls et étant indépendants de Q. Oi-, il est aisé de voir que cela est impossible. Nous emploierons un raisonnement tout à fait semblable à celui qui nous à réussi au n^ 13 pour un but analogue. Q ayant d'abord une valeur déterminée, nous envisageons une intégrale double où Q est remplacé par
en désignant par 'f(jK) un polynôme arbitraire. Alors, en raisonnant comme au n° 13, la relation précédente entre les périodes
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nous conduit à une relation devant être vérifiée, quel que soit le poljnonie 'f (y),
les m étant des constantes (et non pas des entiers, comme au n" 13) qui ne sont pas toutes nulles. Les Q sont des fonctions déterminées, qui correspondent à l'intégrale fa) dont on est parti. Il est essentiel de remarquer que tous les termes du premier membre ne peuvent disparaître, par suite de ce que les m seraient nuls. Soient en effet, pour l'intégrale (a) dont on est parti, les périodes P formées de la façon suivante, en supposant
linéairement indépendants. On pose
l'entier uo^4.,„_,+a n'étant certainement pas nul. Si donc, dans la relation (P)2),X/, n'est pas nul, on trouvera certainement dans (33) un terme en
et, par suite, la constante m^p+m-i+h n'est pas nulle. D'ailleurs, aucun des Q n'est identiquement nul.
La relation (33) devrait être vérifiée, quel que soit le polynôme C2( r); il n'v a qu'à raisonner, comme au n" 13, pour voir que cela est impo*^5sible. Par suite, il est bien établi que, en écrivant que les N — -A/) — (w — i) périodes de l'intégrale
V(x, y, z)dxdy
sont nulles, on obtient N - 2^_(/;^ — i) relations distinctes
Il résulte de là que l^on a
<> = N — ip — (ni — i).
Si en effet s était inférieur à N — ip — {m— i), on n'aurait pas ]\ — 2/> — {m — i) relations distinctes, en écrivant que les périodes de l'intégraJe (a) sont nulles. D'autre part, si s était supérieur à N — 2p — {m — 1), il y aurait au moins une intégrale de la forme (,â), où tous les paramètres a ne seraient pas nuls, et qui se réduirait à une intégrale du type
ce qui est en contradiction avec la définition du nombre s.
Proposons-nous de calculer le nombre p» des intégralei
doubles distinctes de seconde espèce. Ces intégrales rentrent dans
les intégrales du type (p), dépendant des s paramètres a. Il faut
écrire d'abord que les intégrales de ce type sont de seconde espèce;
ceci donnera exactement 2/> relations, car nous avons vu que,
sans des conditions très générales, les i p résidus d'une intégrale
double de la forme en question par rapport à la courbe à l'infini
de la surface ne peuvent être liés par aucune relalion. Nous avons
donc le nombre
s — ip
d'intégrales du type (^), qui sont de seconde espèce. Par suite, s — ip représente le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. D'où le théorème suivant qui est fondamental dans la théorie :
Soit une surface f pour laquelle p=i- Le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde espèce est donné par
l'égalité
Po=N — 4/0 — (/^ï — I).
ou encore :
Le nombre po est égal au nombre des périodes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance Jinie de l'intégrale double générale de seconde espèce de la forme toujours considérée dans notre analyse
P(.r, j, z)dx dy
Il osL remarquable que cet (-nonce ait préciscment la même fornu' que dans la théorie des courbes algébriques, où le nombre des intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce est précisément égal au nombre des périodes d'une intégrale de seconde espèce. Mais la généralisation n'était pas immédiate, et elle est43lulôt dans la (orme que dans le fond, les périodes n'ayant pas des deux côtés absolument le même caractère; elle n'est d'ailleurs exacte que quand p=i. Il nous resle à examiner le cas où p est différent de l'unité.
22. Reportons-nous au n" lodu Cbapilre précédent. On javu que, à un ensemble de lignes
Cl, G2, . . ., -Cp-i
correspondant au théorème fondamental de la page 24' > <^" peut faire correspondre des expressions
71' jV •••' TT
(Qi polynôme en x, y, z s'annalant sur la courbe double), réductibles à une somme de deux dérivées partielles de la forme tant de fois écrite (les fonctions sous ces signes de dérivation devenant infinies pour une ligne C). De plus, toute autre expression
(Q polynôme en ï", JK, z s'aunulaut sur la courbe double), réductible à une somme de deux dérivées partielles, sera de la forme
7J ' àj- [fl ) -^ ày \f,
les UL étant des constantes, U et V des polynômes en x el z, d
coefficients rationnels en jk, sannulant sur la courbe double.
Ceci rappelé, nous pouvons reprendre avec les modifications
nécessaires l'analyse du numéro précédent. INous avons toujours le
nombre
des intégrales de seconde esj)èce du type (^'i), dont aucune (;ombi-
naison linéaire n'esl réductible à une intégrale du tjpe envisagé plus haut
Mais, parmi ces s — ip intégrales, figurent des intégrales de la forme
r Th dx dy,
où l'on a
„ _ iaiQ,+...-+-ap-iQp-, ^ ^ / U \ _^ / V N 7z àx\f\) ' dy\fL
Il faut donc retrancher le nombre p — i de s — ip pour avoir le nombre des intégrales doubles distinctes à^ seconde espèce, ce qui nous conduit de suite à la formule
po = N — 4 /? — ( /« — I ) — ( p - 0-
On voit que le nombre p intervient dans l'expression de po- Nous pouvons alors énoncer le théorème fondamental suivant qui comprend comme cas particulier le théorème du numéro précédent.
Le nombre po est égal au nombre des périodes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie de r intégrale double générale de seconde espèce de la forme
If
^lix, y, z)dx dy fi
(Q poljnome en x^y^ z s'annulant sur la courbe double), dimi
nué de ^ — i .
Dans la formule qui exprime le théorème précédent, le nombre po est un invariant absolu, c'est-à-dire un invariant pour toute transformation birationnelle. Nous avons déjà dit qu'il n'en était pas de même de o.
i^d. Nous avons vu ( n" 19) que, si toutes les périodes d'une in-
tégrale double
fl
sont nulles, on a une identité de la forme
Q(^, V, ^) dA àB ^ -'' /c ~ àx ^ dy'
mais cette condition, suffisante pour l'identité précédente, n'est nécessaire que si p = i .
Quand p est supérieur à un, une intégrale
^^P^dxdy,
où -^ a la forme (34), peut avoir des périodes difterentes de zéro. Il est intéressant de voir à quel fait analytique est due cette circonstance.
On a vu, au n" 15 du Chapitre précédent, qu'à chaque courbe G du théorème fondamental qui conduit à la définition du nombre p (p. 2/ji), correspond une fonction
-^ ( Qi polynôme en x, y et ^),
telle que
fz àx\gifU ày\§: if- Mi et N/ étant des polynômes en x et z^ k coefficients rationnels en y. Quant à gi c'est un polynôme en x et y, et la courbe j^/ = o donne la projection de G, sur le plan des xy. Les deux quotients
M, ^ N, — et —
deviennent seulement infinis à distance finie sur la courbe G/ (en dehors de lignes r = const.).
De plus, il résulte de l'identité (35) la conséquence suivante : pour une valeur donnée de y, l'intégrale
relative à la courbe entrer et^, f{x, y, z) = o a, comme points singuliers logarithmiques à distance finie, les points de la courbe G/ correspondant à la valeur envisagée dey; pour tous ces points la
période logarithmique a la même valeur qui est une constante T indépendante de y. Pour l'établir, il suffit d'intégrer les deux membres de l'identité (35), multipliés par dx dans le plan de la variable complexe {y ayant la valeur envisagée d'ailleurs arbitraire) le long d'un petit contour entourant un point M. Le premier membre donne zéro et le second nous apprend que la dérivée par rapport à jk de la période logarithmique en question est nulle, ce qui justiiie bien la remarque énoncée.
Ceci posé, à l'intégrale (36) correspondent des fonctions que nous allons appeler Q', jouant par rapport à (36) le même rôle que les Q par rapport à l'intégrale
mais, taudis que pour cette dernière il y avait entre plus de .) p -1- /?^ — 1 fonctions Q une relation linéaire et homogène à coefticients entiers, soit
la relation correspondante pour l'intégrale (36) sera
^ ;jL/ L>',- ( y ) -i- kV =o {k cntierj ;
caria constante T est une période de l'intégrale (36)^ qui n'avait pas son correspondant dans l'intégrale ci-dessus.
Il est alors facile de se rendre compte que certaines périodes de l'intégrale double
ff^;d^cly
puissent être différentes de zéro, en reprenant l'analyse du n" 18. Nous avons, comme dans ce numéro,
y^ a, y iliiy ) dy - ^ Vi'^l't{a) [^^ V-i'-^iiy) = o] ;
mais, ici, le second membre n'est plus nul nécessairement ; il est égal à — kY qui f)eut être différent de zéro. On se rend donc bien compte que toutes les périodes puissent n'être pas nulles dans le cas actuel correspondant à p > i ; de plus, on voit que l'inté-
grale (3-) a une seule période qui est multiple de la quantité Y relative à l'intégrale (36).
2i. On pourrait vérifier les conclusions précédentes sur l'inlégrale double de seconde espèce
X d.r dy
SI
relative à la surfjjce
.r3 + y-^ -t- 5^ = I , déjà considérée au n" 14. On a ici l'identité
d_ dx
V z ! ôy l{x—x-^)z\
L'intégrale double considérée a deux périodes différentes de zéro, quoique le coefficient de dx dy sous le signe d'intégration soit la somme de deux dérivées partielles.
Il en est de même |)Our la surface
P(^) étant un polynôme en x^ et cet exemple a appelé le premiei* l'attention sur la circonstance qui nous occupe; nous avons formé incidemment (p. 199 de ce Volume) une intégrale double
■ïi^'-'rf,,«.,
où U repré^ente un certain polynôme en x et y, qui avait des périodes différentes de zéro, et l'on avait la relation
ôx
qui définissait d'ailleurs le polynôme U. Il nous suffira d'appeler l'attention du lecteur sur ces exemples, où l'on vérifiera sans peine les remarques générales que nous venons de faire.
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IV. — Discussion des hypothèses générales faites dans ce Chapitre.
25. Jl a été admis, dans tout ce qui précède [voir rk" 11), que pour l'équation linéaire E' correspondant à une intégrale arbitraire
P(.r, y, z) dx
(Je polynôme Ps'annulant sur la courbe double), on pouvait trouver •ip-\-m — I fonctions 0 qui ne soient pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Cette condition, avonsnous dit, est en général vérifiée. Pour préciser, nous allons montrer qu'elle est cerlainement vérifiée si la surface algébrique n'a pas d'intégrales de diliérenlielles totales de seconde espèce (transcendantes), c'est-à-dire si sa connexion linéaire se réduit à l'unité.
il6. (iOmmençons par prendre une intégrale abélienne
Q(.r, y. z ) dx
(le polynôme Q s'annulant sur- la courbe double) qui soit une intégrale arbitraire de seconde espèce pour la courbe entre x et ^3,
fix, r, ^) == o.
INous avons alors pour ses [)éri()des une équation différentielle linéaire E d'ordre 'ip, considérée déjà bien des fois; soit toujours Çii la fonction Û correspondant au point singulier ht.
Supposons que parmi les 0/ il y en ait moins de 2/?, soient
entre lesquelles il n'existe |)as de relation homogène et linéaire à coefficients entiers, mais telles que les autres ù sont liées à cellesci par une telle relation. Aux h cycles correspondant à 11,, ..., ii/,, on peut associer ip — h autres cycles, de manière à avoir pour la surface de Riemann entre x et ^,
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2yp cjcles distincts; désignons ces ip — Il cycles, ou plutôt les intégrales correspondantes par
lOi, W2, ..., M-ip-h.
Pour les 2/> intégrales distinctes de seconde espèce (38) / \xdx. ..., / \.2pdx^
formons le Tableau des périodes correspondant à ces cjcles,
^2p-/i'^lp~h • • ' ^Ifj-h
Le déterminant de ce Tableau n'est pas identiquement nul, car autrement on pourrait trouver une combinaison linéaire des intégrales (38), qui serait sans période, ce qui est impossible. Ceci posé, formons les équations
a,<>{ -^a,Qf +...-i-a2/;i>p' = o,
a^pillP =0,
«1 w^/^-A -r- «•2w|,,_/, -^. . .+ aipOil'/,..,, = G2/.-/J,
les 2/? — h lettres G représentant des constantes arbitraires. Ces équations définissent les a comme fonctions de y ; nous allons voir que ce sont des fonctions rationnelles. En efTet, les Q et les (o se reproduisent, par une circulation quelconque de y, à une somme près de multiples des 12; ainsi, par exemple, (o^ se change en
les a étant des nombres rationnels indépendants de A. 11 en résulte que le système des équations en a reste invariable pour une circulation quelconque de y, donc lésa sont uniformes en y, et, par
suite, rationnels (aucune singularité essentielle ne figurant dans les fonctions envisagées).
Nous concluons de là que les ip périodes de l'intégrale abélienne
(a. Il H- rtolo -t-. . .-I- «2/J2//)0?^,
relative à la courbe entre x et z, f{x.}\ ^) = o, ne dépendent pas de r, et, en raisonnant comme nous l'avons fait plusieurs fois, on voit que la surface aura des intégrales de différentielles totales de seconde espèce (transcendantes). Nous pouvons donc dire que, si la surface a une connexion linéaire égale à l'unité (ce qui arrive en général), il y aura certainement ip fonctions 0 qui ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
27. Plaçons-nous dans le cas qui précède. Nous allons démontrer que, pour une intégrale arbitraire du type toujours considéré
(39) rv{oo.r.z)dT^
il y a ip -{- m ~ i fonctions Ù qui ne sont pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
Tout d'abord il j en aura au moins 2/^, puisque, d'après ce qui précède, il en est ainsi quand l'intégrale abélienne (39) est de seconde espèce.
Supposons d'abord qu'il yen ait seulement 2/?; nous allons êtreconduits rapidement à une contradiction. Reprenons à cet effet les intégrales des numéros précédents
I lidx, .. ., I J2/, dp, I S-idx, . . ., 1 ]„i dx
avec les Qf et Tj correspondants (/= 1,2, . . ., ip). Écrivons les équations
(4o) a,o^-i-...-ha,pQ;^+c,V2 ^-...H-c,«r;" = o (^ == i, 2, . . . , si/>
En \j considérant les c comme des constantes arbitraires, ces équations déterminent
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le déterniiiiant de ces équations du premier degré en a étant certainement différent de zéro. D'ailleurs, d'après un raisonnement analogue à celui du numéro précédent, les a ainsi déterminés seront rationnels en j, puiscjue le système d'équations ne change pas pour une circulation quelconque de y.
Les relations (4o), où les c sont des constantes, expriment que les ip -^ m — j périodes de l'intégrale abélienne
/ (ail,+. . .-4- «2/>l2/^ ^ C2J2 -T-- • .^ Cni^ni) dx
sont indépendantes de y. 11 y en a ip qui sont nulles, et les m — i périodes logarithmiques sont les constantes arbitraires c^, . . ., Cm- On pourra par suite former une intégrale de différentielle totale de la surface de nature transcendante et n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie. Or ceci est impossible, et par suite l'hypothèse faite qu'il y ait seulement ip fonctions Q distinctes est inadmissible.
î28. Supposons alors qu'il y ait seulement, pour l'intégrale (39),
ip -T- m — \ — z ( 0 < T < />i — 1 )
fonctions désignées d'une manière générale par Q, qui ne soient pas liées par une relation linéaire et homogène à coefficients entiers (les égalités étant exclues des inégalités ci-dessus j.
Considérons 2/? des 0 correspondant à 2/? cycles distincts de la surface de Riemann entre x et ^, /(^, y-> z) =^ o, puis m — i — t 'des autres Ù linéairement indépendants entre eux et avec les premiers. On aura donc, pour une intégrale (39) arbitraire,
ii-n
Envisageons d'autre part les polynômes 7:2, - - -, "^m, correspondant aux points logarithmi(|ues à l'infini. Les
peuvent s'exprimer à l'aide de 0, , . . . , 0^;, et des 7:. Soit ainsi
il,, = V} iii -t- . . . -+- Kj,, iUp 4- [Jli* TT, -i- . . . -^ IJ-i'n -^m
( A = '2 jy -f- I , . . . , ip -^ m — 1 — 'c )j
les À et les a étant rationnels. D'ailleurs, tous les déterminants d'ordre m — i — t formés avec les a ne sont pas nuls, car, s'il en était ainsi, on aurait une relation linéaire entre
i>i, ..., iU,, et les i>/,,
ce qui est contre l'hypothèse. On pourra donc, par exemple, des m — I — T équations du premier degré en c^, . . . , 6',,^,
tirer Co, . . . , Cm^x en fonction de Cm^x+s, • • • , c,„. Ceci posé, reprenons les intégrales
/ Il dx, . . . , Updx, I i,dx, . . . , fj,,, dx
avec les
oh
et \'î (i ^ i, -2, ,.. .^ '2p -\- oi — i~- x).
Écrivons les 2p -^ m — i équations du premier degré entre les a et les c
/n—z-hl — '*^ni-z-hli
les k étant des constantes prises arbitrairement. Si les a et les c satisfont à ces équations, les ip ^ m — i périodes de l'intégrale abélienne
/ («il, -i-.. .+ a2>Dl2p-i- C2J2 -f-. . .+ Cni^m)dx
sont indépendantes des j, et il y en a t qui ne sont pas nulles. Le système des équations précédentes peut se remplacer par le système équivalent
[0.^* c, -f- . . . -h \iJ^n Cm =0 {h = 2p ^ l, . . . ^ 2p -^ m — l — z ),
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Sous cette dernière forme on voit immédiatement, à cause des remarques faites plus haut sur certains déterminants différents de zéro, que les équations peuvent être résolues. Ou a d'abord les c qui sont des constantes, puis les a. Or la première forme du svstème d'équations montre que ce système reste inaltéré pour une circulation quelconque de y. Les a seront par suite des fonctions rationnelles de y. •
Donc, sous l'hypothèse que t n'est pas nul, on forme une intégrale abélienne (42) dont les périodes ne dépendent pas de y, et t d'entre elles sont arbitraires. On pourra alors former une intégrale de différentielle totale de la surface (de nature transcendante n'ayant aucune ligne logarithmique à distance Hnie, et nous avons la même contradiction qu'à la fin du n'* 27. Le théorème énoncé au commencement de ce paragraphe est donc démontré.
Nous parlerons plus tard des cas particuliers où la surface aurait une connexion linéaire supérieure à l'unité, et où certaines hypothèses d'un caractère général failes dans les deux derniers Chapitres ne seraient pas vérifiées.
V. — Remarques sur les périodes d'une intégrale double de fonction rationnelle (M-
29. INous terminerons ce (Chapitre en revenant sur certaines intégrales doubles de seconde espèce relalives à la surface
dont nous avons déjà parlé aux n"* 15 et 16. Il s'agissait de l'intégrale double de seconde espèce
SI
-^ LZ \ dùc dy.
où a, ^, V sont trois constantes arbitraires. Nous avons trouvé les six périodes de cette intégrale correspondant à six cycles à deux dimensions tout entiers à distance finie. Or la surlace S étant unicursale, on peut exprimer x^ y et z en fonction rationnelle de deux
(') Iv FicAUD, Sur les périodes d'une intégrale double de fonctions rationnelles {Annales de l'École Normale supérieure, 1908 ).
paramètres u el ^. L'inlégrale double devient alors une intégrale double de fonction ralionneile
/ / R(a, (^) du dv,
R étant rationnelle en u, v. Cette intégrale double étant de seconde espèce, on a certainement
' ^ ^ ^ du ôv
A et B étant rationnelles en u et ç. Tous les résidus de cette intégrale double sont donc nuls. D'autre part, on est porté naturellement à regarder comme étant des périodes de cette intégrale les six périodes de l'intégrale relative à la surface S, dont elle est la transformée. C'est une question de mois; mais il ne faut pas faire de confusions avec les dénominations employées plus haut; les six cycles à deux dimensions dans l'espace {x, j, z), qui ont donné les six périodes en question, se transforment dans l'espace («, ç) en six cycles; mais, ou bien ces cvcles ont des points à l'infini, ou bien ils passent par des points pour lesquels R devient infinie ou indéterminée.
Indiquons le résultat du calcul dans le cas de Tintégrale
(43) JJU^ (a = T = o),
pour laquelle les six cycles donnent seulement, comme nous l'avons vu plus haut, deux périodes.
On peut, pour la surface
exprimer x^ y ei z en fonctions rationnelles de deux paramètres et V par les formules
^=D' -^"d' ^'"D' où
A = PS- -H î^£ H- U'^V'^,
B = — p' î — we2 — a2 p2,
C = i^ uvivz^U'J), D = I + uv{vz' -\- uz),
£ étant une racine cubique imaginaire de l'unité.
En substituant dans l'intégrale, on trouve le résultat très simple
i^-^) f f%ïdudv,
et tous les résidus de cette intégrale sont nuls.
Les deux cycles donnant des périodes pour notre intégrale dans l'espace (^, r, ^) peuvent être définis de la manière suivante. Posons
en faisant décrire à ^ et à / dans leurs plans respectifs des contours ne se réduisant p?«s à zéro et ramenant respectivement
y/l — 373 et y\ — f^
à leurs valeurs initiales, on engendrera un cycle à deuTi dimensions P de la surface S. Au cycle P de l'espace (^, J, z) correspond un continuum Q à deux dimensions de l'espace (w, v)\ l'intégrale double (44) prise sur ce continuum est en un sens une période de (44), puisqu'elle est une période de l'intégrale (43), mais elle n^a rien de commun avec un résidu, et avec les périodes envisagées plus haut.
La correspondance entre l'espace {x^ y, z) et l'espace (w, v) est établie par les relations écrites plus haut
ABC
Il v a certains points de l'espace (w, v) qui sont des points fondamentaux dans la représentation. Tels sont, à distance finie,
Il = z, p = £,
A chacun de ces points de l'espace ( w, v) correspond une courbe de l'espace (jc, y, :;); on conçoit que, si une de ces courbes rencontre le cycle à deux dimensions P, le continuum Q dans (w, v) passera par le point correspondant que nous appellerons A. Or un tel point A appartient au continuum
pour lequel l'intégrale est en général infinie, ce qui fait que le continuum Q est d'une tout autre nature que ceux que nous avons envisagés dans la théorie des résidus des intégrales doubles. Il n'y a donc aucune contradiction. On peut encore remarquer que, quand le cycle P se déforme dans l'espace (.2;, y, z)^ son correspondant Q, qui se déforme aussi, passe néanmoins constamment par le point A. Il y a aussi des points fondamentaux à l'infini, auxquels s'appliquent des considérations analogues.
' CHAPITRE Xll.
SUR L4 FORMULE GÉNÉRALE DONNANT LE NOMRRE DES INTÉGRALES DOUBLES DISTINCTES DE SECONDE ESPÈCE (i).
Sur une propriété des surfaces dont la connexion linéaire est supérieure à un.
1. Dans le Chapitre précédent il a été supposé que l'on avait affaire à une surface, pour laquelle ne se présentaient pas certaines circonstances exceptionnelles. On supposait que la connexion linéaire de la surface était égale à Vanité (t. 11, p. 3^'y ), et, en outre (p. 32^), que l'équation E n'admettait pas comme solution un polynôme en y. Examinons de plus près ces deux conditions; cette étude va nous conduire d'abord à une propriété intéressante caractéristique des surfaces dont la connexion linéaire dépasse l'unité.
2. Reprenons l'équation différentielle linéaire E, déjà tant de fois considérée, à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne arbitraire de seconde espèce
(l{x, y,z)clx A
relative à la courbe entre x ei z
(M t>. Picard, Sur un théorème général concernant Les surfaces algébriques de connexion linéaire supérieure à l'unité ( Comptes rendus, 21 novembre 1904). — Sur la formule générale donnant le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce {Comptes rendus^ 5 déc. 1904, et Annales de l'École Normale supérieure, igojj.
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Q(^7 y, z) étant un polynôme en x, JK, ^ s'annulant sur la courbe double. Désignons toujours par Q/ la période correspondant au point bi. L'analyse développée (t. II, p. 877) nous permet, avec un léger complément, de formuler une conclusion générale.
Supposons que, parmi les 11,, il y en ait h{h^ip) linéairement indépendants ; je dis que la surface aura alors exactement
2n h intégrales de différentielles totales de seconde espèce
distinctes.
Le raisonnement du n° 26 (t. Il, p. 877) montre d'abord immédiatement que la surface possède certainement ip — h intégrales de différentielles totales de seconde espèce distinctes, les constantes arbitraires étant G,, G., ..., C.p^h- Inversement, supposons que la surface possède ip — A' intégrales distinctes de seconde espèce, h' étant inférieur ou égal à h. Reprenant les intégrales
j \,dx (X = I, 9, ..., '2/>)
de la page 878, on peut, évidemment, trouver un cycle pour lequel la période correspondante s'augmente de
quand y tourne autour du point singulier b^. Si donc le coefficient de dx dans une intégrale de différentielle totale est égal à
les a étant des fonctions rationnelles de j', on aura nécessairement, puisque les périodes de
ne dépendent pas de y, les relations
«1 Qji. + a.tip. +. . .+ a^pQu/' ^ o (;a = i, '2, . . . , h).
Nous avons là h équations entre les a, et il y aura à adjoindre à ces équations (comme à la page 878) ip — h autres équations, où ne pourront figurer plus de ip — h constantes arbitraires. Nous aurons donc simplement ip — h intégrales distinctes de seconde espèce, et l'on a, par suite, A' = h.
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11 Y a donc un lien très étroit entre le nombre des ùi linéairement indépendants relatifs à l'écjiiation E et le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce de la surface : Si h est le nombre des premiers j le nombre des secondes sera ip — h.
3. Nous pouvons aller plus loin et donner la forme la plus simple à la condition pour que la surface ait un nombre déterminé d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce. Le théorème c|ue nous avons en vue est le suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour quhine surface ait r intégrcdes distinctes de différentielles totcdes de seconde espèce est cjue V équation E soit vérifiée par r polynômes en y linéairement indépendants.
La démonstration de ce théorème va nécessiter cjuelques remarques préliminaires.
i. Reportons-nous à la page 99 du Tome I, où nous avons déjà considéré l'équation différentielle linéaire E, correspondant à une intégrale ( i) arbitraire. Désignons maintenant par
{ a) w'/ = m\ wi 4- m', o)^ ~ . . . H- m'.-,,, m.,,, {i = t , '2, . . ., ip )
une substitution quelconque du groupe de l'équation E; les m sont des entiers réels. En désignant par
les périodes correspondant aux mêmes cycles que les to d'une intégrale de différentielle totale de seconde espèce (transcendante), nous avons vu {loc. cit.) qu'elles satisfaisaient aux relations
( 1 ) P/ = m\ Pi -I- mj P. -4- . . . H- m^i, P.j.,, (/ =^ i ,■>.,... , ._yp )^
et il y a autant de ces relations qu'il y a de substitutions fondamentales dans le groupe de E. Il a été démontré que, si l'on peut satisfaire à toutes ces relations, /• étant le nombre des lettres Prèstant arbitraires, il y a pour la surface /• intégrales distinctes de seconde espèce (transcendantes).
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Ceci rappelé, cherchons à quelles conditions l'équation E admettra comme solution un polynôme. Celui-ci serait de la forme
AiWi -f- X2W2 -4-. ..-)- ^^ip^ipi
les 1 étant des constantes. 11 faut et il suffit que l'expression précédente ne change pas quand on effectue sur les o) toutes les substitutions du groupe de E; car, dans ces conditions, elle est uniforme et, par suite, rationnelle, puisqu'il n'y a pas de points singuliers essentiels. D'ailleurs, cette fonction rationnelle se réduira à un polynôme, puisque chaque point singulier est seulement de nature logarithmique. On aura donc
-{- )v2(mï w,H- m'iou -h. . .-1- /n|/,W2/;) -H..., ce qui entraîne les équations
Si le théorème énoncé au paragraphe précédent est exact, la possibilité de satisfaire à l'ensemble des équations {/a) entraîne la même possibilité pour l'ensemble des équations (3), et le nombre des arbitraires, pour les P et les A, sera le même. Telle est la question algébrique à latiuelle nous sommes ramené.
o. Il est manifeste que, si le groupe de E était quelcoucp.e, il n'y aurait, au point de vue qui nous occupe, aucune connexion entre les systèmes (2) et (3), mais ce groupe n'est pas quelconque. Il résulte, en effet, de- propositions classiques sur les relations entre les périodes de deux intégrales abéliennes, cp.e les' co peuvent être choisis de manière que le groupe des substitutions (a-) satisfasse à la condition suivante : Soient
('),, (Oo, W:i, ..., (O2/,, •jj, '->2, '->;}. •••» "^if
deux séries de variables; toutes les substitutious (t) transformeront en elles-uièmes la forme bilinéaire
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quand on eftectue simultanément sur les w et sur les u la même substitution du groupe. Ce point important peut se démontrer avec précision de la manière suivante. Considérons pour une valeur particulière j)^o ^^^ .Yi sur la surface de Riemann R correspondant à la relation entre .x el z
(R) /(\r, jKo, ^)==o,
le contour de Riemann formé de p rétrosections (C, D) réunies deux à deux à la manière d'une cliaine. C'est le contour désigné par K dans le Traité d'A nalyse de M. Picard ( t. Il, p. 4-^45 2° édit.). Quand y partant de Yq revient en ce point après avoir décrit un contour quelconque, le contour Iv s'est déformé et est devenu un autre contour K' du même type formé des rétrosections (C, D') réunies deux à deux en chaîne.
Considérons, sur la surface R, deux intégrales arbitraires de seconde espèce U et V aux périodes respectives (L)^, ..., lOoy? et 'j,, 'J.j, ..., 'Jo/?; l'intégrale classique
dY prise le long du contour K. donne, comme on sait, la combinaison
(a) 0)1 'Jo (Oo'J, -!-...-}- W2y,-1 'Jo/;
II) -'ïp-X
elle est, d'autre part, égale à la somme des résidus des pôles de
dW U-7-- Avec le contour K', on obtiendra la com])iuaison
(a') COj u; W^'j'l -i-. . .-I- W'o^j-l'Jg/; — (Oop-Jo/;-,,
qui sera égale à la somme des mêmes résidus, il y a donc égalité entre les deux expressions (a) et (a'); d'ailleurs, les co' sont des fonctions linéaires des to, et les u' sont égales aux mêmes expressions linéaires des u. En écrivant l'égalité de (a) et (a'), on a une identité par rapport aux to et aux u, car on a pu choisir U et V de manière que ces périodes soient arbitraires ; l'égalité est donc une identité, ce qui revient à dire que la forme (a) est transformée en elle-même. C'est à cette propriété de toute substitution du groupe de E qu'est due, comme nous allons le voir, la dépendance entre les systèmes (2) et (3).
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(). Si, clans la forme F, nous posons ( 'j, =--0.,, 'j,^—Q,,
la forme F clcNient
F = WiOi -f- 102 12-2 -i-. . .^ W2/,t22/v
D'après ce qui précède, celte forme bilinéaire se transforme en elle-même, quand on effectue sur les to la substitution a-, et que Ton effectue en même temps sur les ù la substitution correspondante résultant du changement de variables (4), la substitution (a-) avant été effectuée sur les u en même temps que sur les w. Nous appellerons S la substitution correspondant à la substitution g-, elléctuée sur les Q. Désignons cette dernière par
(v^ 0; = i\l'^<>,-^MÙ>2-r...-^Mî,/;Q2/> (^'=1,^., ...,•>.//).
On a identiquement
et de là se déduisent immédiatementdes relations entre les m et les M. On voit bien aisément que, en vertu de ces relations, la substitution inverse de S, c'est-à-dire l'expression des ù en fonction des ly, correspond à
Or posons maintenant, dans les équations (2),
ï>2= Q„ ..., ï\,, = Q2/.-1; le système de ces équations (>.) devient manifestement
(5) Q,= M'iQi-f-MiQa-h.-.+ M^/.Qs/, ( t = i ,•>,,..., 2/>),
d'après la manière même dont on passe de la substitution a- à h» substitution S.
Dans la question qui nous occupe, on peut donc remplacer le système des équations (2), pris bien entendu pour toutes les substitutions du groupe de E, par le système des équations (5); on doit
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établir que, pour les équations (5) et les équations (3), le degré d'indétermination dans la solution (les Q et les X étant considérées comme les inconnues) est le même.
La chose est immédiate si nous transformons encore le système (5) en résolvant par rapport aux lettres Q du second membre, ce qui nous ramène à la substitution inverse et donne le système (5)'
(5)' Q, = mJQi-+-m|Q2+...-l-/;i?/'Q,;, (i = i, 'i, ..., 2p).
Or, le système (5)' n'est autre que le système (3); il suffit de poser
On voit ainsi bien nettement que, à toute solution du système (2), correspond une solution du système (3). 11 y a donc le même degré d'indétermination dans les deux systèmes et le théorème est établi. Nous pouvons dire que, à toute intégrale de différentielle totale de seconde espèce [transcendante) , correspond un système de quantités P; par suite ^ à toute intégrale de cette nature correspond un certain polynôme en y^ solution de E et^ inversement, à tout polynôme en y, solution de E, correspond, pour la surface, une intégrale de différentielle totale.
Puisque les X s'expriment à l'aide de /■ d'entre eux par des formules homogènes et linéaires à coefficients commensurables, on peut affirmer que \' intégrale cjui a servi à former V écpcation E admet r périodes distinctes ciui sont des polynômes en y.
On le voit de suite; car, en changeant, s'il est nécessaire, les indices, on peut supposer queX,.^,, ..., Xo;, s'expriment de la manière indiquée à l'aide de X<, Xo, . . ., X^, l'expression générale de nos polynômes sera
H- X,.(a),. — Il W/.H_i — . . . — hp—r^'^2p)i
les A", ..., l étant des nombres rationnels : les coefficients des X sont r polynômes nécessairement indépendants, puisque les w forment un système de solutions distinctes de E.
7. Il ne sera pas sans intérêt de faire une vériiicatioii directe pour p = 2. Ecrivons la substitution a- sous la forme
Co'j = «1 (Oi :- h] 0)2 -h Cl CO:j + di OJ',, tOq = a.) tOi -+- b-2 M.i -+- €-2 0)3 -+- ch (O4, o/.j = <73Wi -i- /'^.-jWo -h C3t03 -+- rAjO);,
w'^ = n<^ coi -i- ^j, (02 -+- C4 103 -h f/i (0-, .
Celte substitution effectuée à la fois sur les o) et les u transformant en elle-même la forme bilinéaire
on aui-a les relations
c, «Yo — Co dx-\- c^d,, — cr^ds = r ,
C/l C-7 — a-2 Cl -T- <73 Cv — «4 C3 — o,
a^d^ — a.ydi -\- «3 <n^v — « v <^3 = o,
/>lC2 — ^>2Ci -+- l^.^C'^ ^4^3 — O,
bid^ — b%dx H- b^,d'^ — b-^d^ — o.
Le système des écjuations (2) est ici
/ Pi == rt, P, -f- b, P2 -i- Cl P3 -i- di l\, \ I»., = rt., P, H- /?, P, -f. c, P3 -i- fl', P.V,
I P3 = rt:jl\ i-^>3 1*2 -f- ^'3 1^3+^/3 P'o [ \\ ^ a,,Vi-}- 64 P2 H- C4 P3 + <i?4 P4
et le système des équations (3) est
X, = rt, Xj ~ a.2\.2 + «3^-3 -^ <T^4^^45 À2 = bi Xj -{- /^2^>2 -^ ^3^>3 + ^4^VV, X3 == CiXi -1- C2X2 -h C3X3 H- C4X4, Xv = <^i X, -+- c/2 ^2 -+- <^^3 ^^3 -+- <:A ^^4-
Ce sont les systèmes (a) et ([i) que nous avons à comparer. Or, si l'on pose, dans les équations (a),
Pi = -Q2, P3--Q4,
P,:^ Qi, P4= Q3,
Qi- b,Q,
-a,Q,-+-d,qs-c,q,
Q2 = -^iQi
+ «lQ2-^/lQ3 + ^'lQv
Q3 = M-^4Ql
Qv^-^sQi
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on a les équations du type des équations (5)
et l'on trouve les équations correspondant aux équations (5) en résolvant les équations (y) par rapport aux lettres Q qui sont dans le second membre et en se servant des relations entre les a, b^ c, d. On a ainsi
Q, = «1 Qi -i- a-i Qs 4- «3 Q.j + «4 Q4,
Q2-^lQl-^-62Q2-^ ^'3Q3-1-^4Q4, Qs == Cl Qi -h C.,Q2 + C3 Q3 + CvQ4,
Q^ = 6/1 Qi + fl?2 Q2 + ^4 Q3 -i- ^4 Q4- Ces dernières équations sont les équations (j3) quand on pose
Xi-Q,, X, = Qo, X3 = Q3, >^4-Q4
et cela est bien conforme à la démonstration générale du paragraphe précédent. La vérification est donc complète.
8. Le théorème général, qui vient d'être établi sur les intégrales de différentielles totales de seconde espèce, aurait pu être démontré par une autre voie. D'après ce que nous avons vu antérieurement, la recherche des intégrales de diOereutlelles totales de seconde espèce peut être faite de la manière suivante. Soient, comme habituellement, 2/? intégrales distinctes de seconde espèce
r Q/ii ^1 y^ ■^) dx in= I -^ — ^/ ^ (A=.t, -2, ...,'./0
de la courbe entre œ cl z
f{x,y, z) = o\ désignons par
(0^, CO?, ..., 04/,_i, (oj/,
les 2/> périodes de 1^^ prises suivant le système des p rétrosections (C, D) de Riemann, un to d'indice impair et le suivant cor-
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lespondant respectivement aux parties G et D de la rétrosectioii. On doit considérer le système d'équations en a
les P étant des constantes satisfaisant aux relations rappelées plus haut. Ces équations donnent, pour lesrt, des fonctions rationnelles dey.
Rappelons-nous maintenant que, si l'on a les périodes
tO^', W5, ..., Wi'/;_1, t0j,„
CO I , CO 2 , . . . , W 2 /;- I , 'i p
correspondant à deux intégrales U et I^', l'expression
reste invariable par l(?s substitutions du groupe tant de fois considéré et est, par suite, un polynôme en y. On déduit alors des équations (S) que la combinaison
est une fonction rationnelle de y et, par suite, un polynôme, puisque autour d'un point singulier r = h elle est nécessairement de la forme
\ et |JL étant holomorplies, et qu'il faut alors que jj.(r) soit identiquement nul. Si donc il y a ;• arbitraires parmi les constantes P, il y aura /• combinaisons distinctes (o) qui donneront des polynômes; par conséquent, \ équation E admettra comme solutions r polynômes distincts.
Le même raisonnement démontre la réciproque. Supposons qu'il y ait r expressions (8) distinctes se réduisant à des polynômes pour des valeurs des constantes P (bien entendu, quel que soit A= I, 2, ..., ip). Le système des équations (S) peut être remplacé par un système équivalent S de la forme
les - et les U étant des polynômes en y; de là on tire pour les a
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des fractions rationnelles de y. A chaque système de valeurs convenables des constantes P correspond donc une intégrale de diflérentielle totale de seconde espèce, ce qui démontre la réciproque. J'ajoute quelques remarques importantes sur les périodes des I. D'après le § II, il y a 2/? — /• quantités 0 linéairement indépendantes, soient
Quand la variable y partant d'un point y revient, une substitution linéaire à coefficients entiers se trouve effectuée sur les 0. Celles-ci satisfont à une équation linéaire d'ordre ip — r à coefficients rationnels ('). Outre les ip — r cycles, correspondant à ces 12, de la surface de Riemann f{x,y, ^) = o, il y a r autres cycles qui correspondent précisément aux r polynômes dont il vient d'être question; ces /' cycles ne se modifient pas par une circulation dejK-
Considérons maintenant les équations analogues à (S), donnant les a, en supposant que les périodes
coî, 0)^', ..., ^'ip
soient relatives aux cycles ci-dessus : soient
pour les ip — ;• d'abord considérés, et
pour les /• derniers. Écrivons alors de nouveau les équations
( S' ) «1 ^\ -4- «2 w;. -^ . . . -H a.2;; w J/ = P/, ( A- = I , 2, . . . , ip ).
11 est très facile de voir ce que doivent être les constantes P^, pour que les a tirés de (S) soient rationnels en y. Les expressions (a) étant transformées par des substitutions linéaires les concernant seules, et les expressions (P) n'étant pas modifiées, on aura né-
(') Au lieu de l'équation (lifTércntielle linéaii^e E on pourrait donc considérer l'équation dilTérentielle linéaire E^ d'ordre 2/>— r à laquelle satisfont les Q ; nous reviendrons sur l'équation E^ au Chapitre suivant.
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cessairement
tandis que V.>p-r+\, • • - ^^ip -^^''^ ^^^^ consLantes arbitraires.
Sur le nombre des périodes de certaines intégrales doubles.
9. Nous venons d'étudier, dans la Section précédente, l'équation E à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne de
seconde espèce
/Q(a-, y, z)dx 7l
Nous avons envisagé précédemment (par exemple, I. H. p. 3iet 35 1) une autre équation diiïérentielle linéaire qui a été a))pelée E'; c'est l'équation à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne arbitraire (n'étant pas nécessairement de seconde espèce)
P [)assant toujours par la courbe double. Cette équation est d'ordre
ip -\- m — I
et, parmi les périodes de (6), se trouvent ni — i polynômes.
Qu'arrive-t-il pour l'équation F quand la surface possède /' intégrales de diflerentielles totales de seconde espèce? 11 y a, pour l'équation E', une intégrale particulière relative à chaque point critique bi que nous continuons à dénommer Q/.
Nous allons montrer que, parmi les 0/, il y en a
•>.p ~i- m — I — /' linéairement indépendantes, et inversement, s'il y a
ip -i- m — I — /'
Ù linéairement indépendants^ la surface possède r intégrales simples de seconde espèce. C'est une propriété de l'équation E' analogue à la propriété de l'équation E démontrée au n'' 2 de ce Chapitre.
10. Parmi les 0 il j en a certainement au moins ip — /• linéairement indépendants, c'est-à-dire qui correspondent à des cycles distincts sur la surface de llicmann relative à l'équation entre x
et z
puisqu'il en est ainsi dans le cas de l'équation E. Désignons par
les 0 correspondant à ces cycles. A ces ip — r périodes de (6) adjoignons /• autres périodes to,, o)^, ..., w,. correspondant sur la surface de Piiemann à des cycles formant, avec les cycles qui sont relatifs aux 12 précédents, un système complet sur la surface de Riemann. Nous aurons alors pour l'équation E' les 'ip-\-m — i intégrales indépendantes
les 7: clésignanl, comme dans tout le Chapitre XI (t. II), les polynômes correspondant aux points logarithmiques à Pinfini. Soient maintenant
(7) '-'-u ih,
■ip-
2/> -\~ m — I — -: fondions 12 linéairement indépendantes, formées des 2p — /• fonctions 12 déjà considérées et d'un certain nombre d'autres. Ces dernières, cjue nous avons désignées par
(8) i>2/>-/.+ i, ..., iii/i+m-l—xt
correspondent à des cycles de la surface de Riemann qui, sur celle-ci regardée comme fermée, se ramènent aux cycles relatifs à 0,, 12o, . .., ii.2p-r'', P^ii* suite, les expressions (8) s'expriment linéairement à l'aide de
/qq chapitre XII.
Soient ainsi
(9) Qu = >^îûi -^ à5Û2 -i-- . •-+- ^P-r^'-
ip-r
( /i = 9./? - r + I , . . . , 2/? -i- m — I — -), les 1 el les jjl étant rationnels. Le nombre des équations (9), c'est-
à-dire
doit être au plus é^al à m - i, car, autremenl, on aurait une relation linéaire entre les fonctions (7), ce qui n'a pas lieu^ on a donc nécessairement
Ajoutons encore que, si l'on envisage les équations avec les indéterminées c
on pourra certainement j satisfaire, les c n'étant pas tous nuls (sauf dans le cas où -::=/•) et, sur les c, on pourra certainement en prendre t — /' arbitrairement.
Nous voulons précisément démontrer que z est égal à r. D'après ce qui précède, il faut montrer que t n'est pas supérieur à /•.
11. Plaçons-nous donc dans l'hypothèse t > /'. Nous n'avons à peu près qu'à généraliser l'analyse de la page 38 1 (t. II) s'appliquant à la même question, mais dans le cas où r = o.
Reprenons les intégrales {loc. cit.)
f\,dx, ..., JUpdx, Ji,dx, ..., J ^,ndx
avec les ''
lî -S ^'/" (A = 1 . 2, . . . , 2/? ; A- = 2, . . . . m),
l'indice i étant relatif au cycle. Envisageons, en outre, les périodes
correspondant, pour les intégrales précédentes, à w,, co., ...,tOr. Les périodes de l'intégrale abélienne
f (aiîi-4-.. .^aipl'îp^Cih -4-... H- c,ni,n)dx
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ne dépendront pas de y, si les c sont des constantes et si les a (pouvant dépendre de y) et les constantes c satisfont aux conditions suivantes (où les Cy sont des constantes arbitraires)
oj/^
coj
(^li— xp — r ^ \, . . . , 2/? 4- /;?, — I — -u ).
Si les a et les c satisfont à toutes ces conditions, on aura nécessairement, d'après les équations (9),
ai Q\ + «2 i^A + . . . -+- «2;; û//' + C2 r J, -f- . . . H- c,;, r;;' = o
[h = ip — / -t- I , . . . , -ip -\- ni — I — T ).
Il est aisé de voir que l'on peut satisfaire à toutes les conditions S. Les équations de la troisième ligne dans S font connaître les c, dont t — /- restent arbitraires; les deux premières lignes, dont le nombre total est 2/?, déterminent les a. Ceux-ci sont bien des fonctions rationnelles dey. En effet, les équations ne changent pas quand j^ décrit un contour fermé quelconque. Ceci est immédiat quand y tourne autour d'un des points singuliers ^^, b^^ . • ., b-ip-ri et pour les points
c'est une conséquence des équations (9) et de la troisième ligne des relations ^. Quant aux autres points critiques, les 0 qui leur correspondent étant fonctions linéaires des ip -\- m — i — t premiers, la chose est manifeste.
Il n'y a [)lus maintenant qu'à raisonner comme à la page 882 (t. II). On formera en se servant de l'intégrale
/ («lll 4-.. .-[- a2/J27;+ C2J2 -I-...+ C/„J„î) f/a?
une intégrale de différentielle totale de la surface de nature transcendante (puisque tous les c ne sont pas nuls) et n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie; de plus, puisque tous les c ne
^02 • ClIAPirilE XII.
sont |)as nuls, elle ne sera pas une intégrale de seconde espèce. Or ceci est impossible, et celte contradiction montre que l'hypollièse -:> /• est inadmissible; on a donc
C'est le théorème que nous avons énoncé (n" 6).
12. Oue devient la démonstration précédente, cpiand t = r. Les équalions
sont alors en nombre m — i, et elles donneront pour tous les c la valeur zéro. 11 est impossible, en effet, que le déterminant des a soit nul, car alors, d'après les équations (9), les Ù de la ligne (7) ne seraient pas linéairement indépendants. Tous les c étant nuls, l'analyse du paragraphe précédent conduit à une intégrale de différentielle totale de seconde espèce, avec les /• arbitraires
Gj , G2, • • • 1 G;-,
ce qui est bien d'accord avec le fait que la surface a /• intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce.
Prenons maintenant l'intégrale double
r r V(cp, r, z) dx dy
le polynôme P(^,y, -) étant uniquement assujetti à passer par la courbe double. D'après l'étude faite dans la Section II du Chapitre XI (t. Il, p. ooi), et en nous servant des rés^tiltats précédents, nous sommes assuré que, si la surface n'a pas d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce, il y a ip-^-ni— i fonctions ù linéairement indépendantes, et, par suite, un 'nombre de périodes {au sens où nous les avons entendues dans toutes nos recherches antérieures) égal à
n — 'ip — {m — \).
C'est le théorème fondamental de la page 354 (t- H)- Q^ie devient ce résultat, quand la surface a, comme ci-dessus, ;• intégrales
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de diirérentielles totales de seconde espèce? Il y a alors seulement, comme il vient d'être établi,
'ip -I- m ~ \ — /•
O linéairement indépendants. On voit bien facilement la modification que ceci amène dans tons les raisonnements. Le nombre des périodes est alors égal à
N — {op-^ ni — \ — r), c'est-à-dire
iV — 5>/? — {m — 1)4- /•.
On trouve ces périodes par les mêmes combinaisons que plus haut, et l'on démontre par la même voie leur indépendance.
Sur le nombre des conditions exprimant qu'une intégrale double est de seconde espèce.
14. Nous avons recherché i^récédcmment (t. H, p. 210) quel est le nombre des conditions exprimant (i\v{ une intégrale double de la forme
(10) r rnx^y^z)dxdy
est de seconde espèce. Nous avons trouvé que ce nombre est au plus égal à 2/>.
Ce résultat a été ensuite précisé (t. II, p. 828), et il a été démontré que ce nombre est certainement égcdà '>./?, quand l'équation E n'admet pas comme solution un polynôme.
Nous sommes maintenant en mesure d'approfondir encore davantage la question et d'arriver à un résultat défmitif.
15. Supposons que la surface admette /• intégrales de différentielles totales de seconde espèce. Nous avons vu (Section I) que l'équation E admet comme solutions /-polynômes linéairement indépendants. Que va-t-il arriver pour l'équation E'? Nous allons
montrer qu'elle admet coinine solutions r polynômes en y, en outre des m — i polynômes eorrespondant aux points à V infini. Dans le voisinage d'un point singulier 6, l'équation E' admettra le système fondamental qui pourra être formé des fonctions
les t: étant des polynômes, les to' étant tous liolomorplies autour de h^ sauf l'un d'eux to!,^^ qui a un point singulier logaritlimique en h. A ces (o' correspondent ip cycles distincts sur la surface de Riemann.
D'autre part, si nous revenons à l'équation E, elle admettra autour de h le système fondamental
les co coiTCspondant aux mêmes cycles que les to', et étant holomorphes autour de b^ sauf le dernier (Oo^,.
On peut associer deux à deux les intégrales des équations E' et E, nous voulons dire les intégrales de E' et E correspondant à un même cyxle. Soit, pour une valeur non singulière A de jk (et son voisinage), deux intégrales
u et u^
ainsi associées et correspondant à un cycle F; allons dans le plan de j^ par un chemin déterminé du point A à un point 3 voisin du point singulier b. On aura, en [i,
U = 7*1 COi -i- /i2t02 +. . .4- h.ypOioj,^
les h et les k étant des entiers; il est essentiel de reiparquer que les h sont les mêmes pour u' et pour m, mais que pour u, il y aura en général de plus des termes en tt, car il est possible que le passage du cycle F aux cycles correspondant aux w (et aux to') se fasse en traversant des points à l'infini, et c'est de là que ])roviennenl les termes en tz.
Ceci posé, supposons que le cycle F corresponde à une solution de E qui soit un polynôme, l^'intégrale u étant dans ces conditions un polynôme, il faudra nécessairement que, dans l'expression de u^
à l'aide des w, on ait
hij, = o
pour que b ne soit pas un point singulier logarithmique. Mais alors u' sera aussi holomorphe autour du point b. Celui-ci étant un point singulier quelconque, u' sev^ holomorphe autour de tous les points singuliers et, par suite, sera an polynôme.
Ainsi, à tout polynôme vérifiant l'équation E, correspond un polynôme vérifiant l'équation E'. La réciproque résulte d'ailleurs de la même analyse. Nous aurons donc comme solutions distinctes de l'équation E', en dehors des m — i polynômes tt, un nombre de polynômes précisément égal à r, comme il a été énoncé.
Il résulte de là que les résidus de l'intégrale double
P(ir, JK, -s) dx dy
relatifs à la courbe à l'infini, ne sont pas en nombre supérieur à ip — r. Ces résidus sont en effet égaux aux valeurs des intégrales
J ^Ky)dy et I T./Ay)dy
prises autour du point à l'infini, et il ne peut y en avoir manifeste me /H plus de ip — r distinctes.
Il faut montrer maintenant que l'on peut choisir le polynôme P(^, y^ z) (passant bien entendu par la courbe double) figurant dans (6), de manière que ces ip—r résidus aient telles valeurs que l'on veut. Il sera par cela même établi que le nombre des conditions, exprimant que V intégrale double (lo) est de seconde espèce, est précisément ip — r,
17. Nous n'avons qu'à raisonner à peu près comme à la page 828 (t. II) quand nous avons démontré ce théorème pour r= o. Prenons une intégrale (10) déterminée d'ailleurs arbitrairement, et soient, autour de y ::=co^ les développements
y y~ y'' ' \ 'ip — ^
Pour k pris assez grand, les ip — ;■ expressions linéaires
(11) ai a7^^' -h «2 «7^''"*^ -+-...-+- a/, a7i (t = i, 2, . . ., 2/? — r)
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aux indéterminées
«1, <72, ..., ai-
sont linéairement indépendantes; car si, pour toute valeur de /» , ces expressions linéaires n'étaient pas indépendantes, tous les déterminants d'ordre 2/9 — /• formés avec les rjr^^ seraient nuls, et l'on pourrait former une combinaison linéaire des (o/ se réduisant à un polynôme, ce qui est impossible. Le nombre k étant pris donc de manière que les expressions (11) soient distinctes, envisageons l'intégrale douille
C5 {y ) I' ( -^1 y'i -3 ) dx dy
Jz où l on pose
«(7) = «i7''~* H- ci-iy''-^ -i-. . .-I- ai,^^y -^ a/,,
les a étant des indéterminées. Les 2/? — /' résidus de cette intégrale double sont, au facteur 'ird près, les expressions (i i).
D'après ce qui précède, on peut choisir les indéterminées a de manière que ces expressions aient telles valeurs que l'on veut. I^e théorème énoncé est donc établi, c'est-à-dire que :
Le nombre des conditions exprimant qu^ une intégrale double de la forme (10) est de seconde espèce, est exactement égal à ip — /'.
Si nous revenons au nombre /?, relatif à la connexion linéaire
de la surface, on a
et le nombre des conditions est ip — (/;i — i). Ce résultat va nous être très utile pour obtenir le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde espèce quand p^ est supérieur \< un.
Calcul général du nombre po des intégrales doubles distinctes.
18. De tout ce qui précède, il résulte que la formule fondamentale
(12) Po = N ~4/? — (m — i) — (p — i),
établie (t. II, p. 3^3), sauf pour certains cas réservés, est toujours applicable quand la connexion linéaire est égale à V unité.
11 nous reste à examiner le cas où la connexion linéaire est supérieure à un, c'est-à-dire quand il y a un nombre /' d'intégrales de seconde espèce (/•>> o). La question sera facile, avec les résultats des sections précédentes.
Les deux points essentiels dans l'établissement de la formule cidessus ont été les suivants : en premier lieu, l'expression
du nombre des périodes (au sens où nous entendons ce mot) de l'intégrale double du type toujours considéré
V {x, y, z) dx dy
et, en second lieu, le nombre des conditions exprimant que l'intégrale double considérée est de seconde espèce, nombre égal à
La dilTérence de ces deux nombres donne le nombre po, à l'expression près p — I, dont l'origine n'a rien à voir avec la connexion linéaire.
Ces deux nombres doivent être modifiés comme nous l'avons vu dans les numéros précédents; le premier est à remplacer (n" 13)
par
et le second doit être remplacé (n" 17) par
ip — ;•.
En faisant la différence de ces deux nombres, nous trouvons
et, par suite, la formule (12) doit être remplacée par la suivante :
Po = N — 4/? — (/^î — i)-H2r — (p — 1).
Nous pouvons donc énoncer le résultat fondamental suivant : Le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde
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espèce est donné par la formule
Po = N — 4/> — (/H — i) + ^'- — (p — 0-
Je rappelle la signification des lettres autres que /* figurant dans celte formule : N est la classe de la surface, p le genre d'une seclion plane arbitraire, m le degré de la surface; quant à p, c'est le nombre relatif à la surface, tel qu'il est défini parle théorème fondamental sur les intégrales de difîerenlielles totales de troisième espèce et dont je rappelle la définition : On peut tracer sur la surface p courbes algébriques irréductibles C, telles qu'il n'y ait pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des courbes G, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algébrique irréductible quelconque de la surface, il y ait une intégrale de troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmiques que cette dernière courbe et la totalité ou une partie des courbes C.
19. Dans toutes ces études, il a été supposé que la surface n'avait que les singularités dites ordinaires, c'est-à-dire une courbe double avec points triples sur cette courbe qui ne présente d'ailleurs aucune particularité exceptionnelle. C'est dans ces conditions qu'ont été établies toutes les formules des pages précédentes.
Si, outre ces singularités, la surface possédait des points doubles coniques isolés, la complication ainsi introduite ne serait pas grande ; nous allons examiner ce cas.
11 nous faut revenir aux singularités de l'équation (E), que nous avons discutées dans le Tome 1 (p. go et suivantes). La surface étant rapportée à des axes placés arbitrairement, les points singuliers correspondaient aux valeurs b telles que le plaù y =^ b fût tangent à la surface. Maintenant, aux véritables plans tangents parallèles au plan des xz^ c'est-à-dire aux plans tangents en des points simples de la surface, il faut ajouter les plans parallèles au plan des xz passant par les points doubles isolés. Un tel plan, que nous désignerons par jk = c, correspond bien à un point singulier de féquation (E) ; pour jk voisin de c, la courbe entre x el z
f{oo,y,z) = o
a deux points de ramification voisins, qui se confondent avec le
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point double isolé de la surface. Les circonstances seront donc les mêmes que pour le planjK = 6. Les points c sont, pour l'équation (E), des points singuliers logarithmiques de même nature que les points h {^). Donc, en désignant toujours par N la classe de la surface et d le nombre des points doubles isolés, le nombre total des points singuliers de (E) sera
On se rappelle d'ailleurs que l'intégrale double
Çl{or, y, z) d.v dy
restera finie à distance finie, pourvu que le polynôme Q s'annule sur la courbe double; aucune condition n'est relative aux points doubles isolés (points coniques), comme on l'a vu (t. 1, p. i84). Il résulte de là c[ue, dans tous les calculs et tous les raisonnements faits dans ce Chapitre et les précédents, N doit seulement être remplacé par N -^ d. Nous aurons donc, au lieu de la formule donnée au /?/* 18, la formule plus générale, relative au cas où la surface a, outre la ligne double^ d points doubles isolés
po = N -H rf — 4/? — ( /?l — l) H- '->. /' — ( p — l).
Telle est l'expression générale du nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. Quant au nombre des périodes telles que nous les envisageons, de V intégrale double
If
<i(x,y,z)d.rdy
où le polynôme Q est assujetti seulement à passer par la courbe double, il est égal à
N -}- 0? — ip — {m — i) -f- r,
qui est le nombre du n° 13, en remplaçant N par N + «i.
(*) Il y a seulement la différence suivante par rapport à ce que nous avons vu (t. I,p. 97) : Pour un point 6, nous avions une certaine intégrale holomorphc qui a été désignée plus tard par Q,, et toute période de l'intégrale envisagée se reproduisait, après une circulation autour de b, à un multiple prés defl;ice multiple pouvait être de parité quelconque (il pouvait être notamment égal à Q). Pour un pointe, le multiple sera toujours pair; mais cela n'a aucune importance pour toutes les déductions relatives au nombre p„.
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Sur certaines expressions invariantes.
20. Le nombre po, dont nous venons de donner ici l'expression j;(''nérale, est un invaiiant absolu de la surface, comme il a été vu précédemment. Si donc l'on considère deux surfaces /' et /*' se correspondant point par point, et ayant seulement chacune comme singularités une ligne double avec points triples, et, en outre, des points doubles isolés, on aura, en marquant par un accent les lettres relali\es à la surface /",
et, par suite, |)uis([ue évidemment /• = /•',
^ -r- d — 4/> — ('^i — 0 — p = jN'+ c?' — 4/'»' — (ni — i) — p'. Cette formule appelle plusieurs remarques intéressantes.
21. Supposons ([ue, dans la substitution (pii transforme /en /', il y ait F points fondamentaux A (points simples ou points doubles isolés) sur/, et F' points fondamentaux A' (points simples ou points doubles isolés) sur y. Nous allons facilement obtenir une relation entre p, p', F et F'.
D'après la définition de p, on peut tracer, sur /, p courbes algébriques irréductibles C (qu'on peut supposer ne pas passer par les points A) telles qu'il n'y ait pas d'intégrales de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des courbes C, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algébrique irréductible quelconque de la surface, il y ait une intégrale de troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmicpies que cette dernière courbe et la totalité ou une partie des courbes G.
Ceci pos('', envisageons sur /'' les courbes
Cj , Gj, . • • , Cp correspondant à
INTÉGRALES DOLBLKS DISTINCTES DE SKCONDE ESPÈCE. ^I'
Aux points A de / correspondronl sur /' des courbes <ï>' en nombre F, et aux points A/ de /' correspondront sur / des courbes <ï> en nombre F'. On peut former, pour la surface/, F' intégrales de troisième espèce K,, Ko, ..., Kp correspondant aux courbes G et à cbacune des courbes $. Ces intégrales, sur la surface /', ont en totabté ou en partie, comme lignes logarithmiques, les courl)es G' et $' (qui sont en nombre p + F). Désignons-les,
sur la surface /', par
K'i, K',, ..., Kp.
Il n'est pas possible que
car alors on pourrait former (en annulant les périodes logarithmiques ) une combinaison linéaire
A 1 K'i -f- A2 K 2 -h . . . -h A F Kj. ',
où les A ne seraient pas tous nuls, et qui n'aurait pas de courbes logarithmiques sur /', tandis cju'elle en aurait sur f. Goncevons maintenant que l'on forme le tableau des périodes logarithmiques de
k;, k;, ..., Ki,
pour les courbes
G',, g;, ..., Gp *'i, *;, ..., *r,
en mettant sur une même ligne horizontale les périodes correspondant à une même courbe. Il n'est pas possible, pour la même raison que plus haut, que tous les déterminants d'ordre F' formés avec F' lignes de ce tableau soient nuls. Soient donc, parmi les G' et les ^\ des courbes que nous appellerons F en nombre F', pour lesquelles le déterminant correspondant n'est pas nul.
Nous allons montrer aisément que, si des G' et $' on supprime
les F, on a
courbes F', pouvant être prises pour les 0' courbes de/"' répondant sur cette surface au théorème fondamental sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce, de sorte que l'on aura
En eilet, tout d'abord il n'y aura pas d'intégrale de troisième espèce correspondant aux courbes T', car, en revenant à/, l'on voit qu'une telle intégrale serait nécessairement de la forme
A, K'i -H. . .+ Ai.'Kf' (les A non tous nuls),
et, par suite, le déterminant des périodes logarithmiques formées avec les courbes F serait nul.
D'autre part, soit une courbe U quelconque de /', on peut former une intégrale de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que L' et la totalité ou une partie des courbes V . Si l'on revient, en effet, à /, on pourra former une intégrale correspondant à la transformée L de L' et aux courbes C; en revenant ensuite à /', on a une intégrale J', ayant comme courbes logarithmiques 17 et la totalité ou une partie des courbes G' et ^h'. Formons alors la combinaison
J' -f- Al K'i -+- . . . -I- Al- Kf ;
on peut choisir les A de manière à faire disparaître dans cette combinaison, comme lignes logarithmiques, les courbes T (le déterminant relatif aux F n'étant pas nul), et il reste seulement les courbes F', comme nous voulions le montrer.
Nous avons donc la relation suivante, iniporlante pour notre
objet y
^2. Revenons maintenant à la relation du n" 20; elle pourra s'écrire
C'est une relation d' invariance relative d' une forme remarquable entre deux surfaces se correspondant point par point; il y figure, comme l'on voit, les nombres des points fondamentaux de la correspondance sur Fune et l'autre surface.
On vient de voir l'importance de la combinaison
dans la théorie des intégrales doubles de seconde espèce. Or cette combinaison s'est déjà présentée dans la théorie géométrique des
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surfaces algébriques. Dans le Mémoire de M. Nuther [^w/- Théorie des eindeiiligen Eatspvechens algebraisclier Gebilde {Math. Annalen, t. VIH)] on trouve (notamment p. 007) la combinaison (*)
Avec nos notations, on a
ce qui donne
n' — '2 rt -i- 3 n = N — 4/? — '" + 4 •
On trouve, à la page citée du Mémoire de M. Nother, la formule relative à deux surfaces / et /< se correspondant point par point,
(i4) 1^ — 2 a -H 3 /i -f- Z [j. = n'i — 2»! -I- 3^1 -f- SjJii.
Dans cette formule, S|ji désigne la somme des multiplicités de tous les points fondamentaux de /*, augmentée de la somme des multiplicités des points multiples de / qui ne sont pas points fondamentaux (tous les points multiples envisagés étant des points isolés), et pareillement pour Su., relativement à f\.
Notre formule (i3) coïncide avec la formule (i4) de M. Notlier, sauf que, dans le cas de M. Nother, peuvent se trouver des points multiples isolés d'ordre supérieur à deux, cas que nous n'avons pas examiné dans notre théorie (-).
Il est bien remarquable de voir ainsi établi un lien entre deux points de vue si différents, celui de MM. Zeutlien et Notlier et des géomètres qui les ont suivis dans l'étude géométrique des surfaces, et le point de vue transcendant auquel se rapportent nos recherches sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables.
(1) M. Zeuthen {Math. Annalen, t. IV, p. 87) avait déjà formé un invariant relatif analogue, qui a été aussi étudié par M. Segre. Beaucoup plus récemment, MM. Castelnuovo et Enriques ont aussi rencontré la môme combinaison {Annali di Matematlca, 1901) dans une étude remarquable sur les systèmes linéaires de courbes d'une surface.
(-) Il serait intéressant et sans difficultés réelles de combler cette lacune, mais ceci demanderait quelques développements. Il nous suffît, dans l'exposé de la théorie générale, de considérer les singularités ordinaires.
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!23. Nous terminerons ceCliapitre en faisant une application de la formule générale établie ci-dessus. On peut tout d'abord se demander quelle est la valeur de Oo pour la surface la plus générale de degré m. Pour répondre à cette question, il faut avoir la valeur de 0 pour cette surface. On peut montrer que pour cette surface, quand m est au moins égal à quatre, on a
Ce résultat peut se déduire d'un théorème donné par M. Ncither dans son célèbre Mémoire relatif aux courbes gauches algébriques (Mémoires de r Académie de Berlin, 1882, n"*^!! et lî2), à savoir que, sur la surface la plus générale de degré m{ml4), toute courbe algébrique est r intersection complète de la surface avec une autre surface algébrique (•). En effet, soit une courbe C, de la surface, intersection de celle-ci avec la surface de degré /?«,
Fi(a.-, jK, 5) = 0.
Prenons une autre courbe quelconque Go; celle-ci sera l'intersection de la surface avec une autre surface de degré mo,
Il suffit de prendre
log —
pour avoir une intégrale de différentielle totale n'ajant d'autres courbes logarithmiques que C, et C-, ; donc p = i . En appliquant la formule
on trouve, puisque l'on a
(m — 1 ) ( m — 9.) N := mi m — 1)2, p = '
(t) A la vérité, la démonslralion de M. Nolher fondée sur une énumération de constantes ne peut être rej,'ardée que comme rendant le théorème très vraisemblable, et il y aurait lieu de revenir sur la question. On conclut encore de ce théorème que, pour la surface la plus générale de degré m(m>4), toute intégrale de différentielle totale est une combinaison algébrico-logaritlimique {voir une N..lc de M. Picard publiée dans les Comptes rendus, 2. février 1904, où sont d'ailleurs indiquées diverses applications particulières sur lesquelles nous reviendrons au Chapitre XIV).
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le résultat suivant
po = (m — i) ( m- — 3 /n H- 3 )
comme nombre Oq pour la surface gênéi'ale de degré in(^jii^/\).
24. Nous avons déjà insisté (voir, par exemple, t. II, p. SaS) sur la dépendance entre p et la nature arithmétique des coefficients de la surface. Aussi ne faudrait-il pas conclure de ce qui précède que l'on a p = i pour toute surface de degré m sans points multiples. Ainsi nous avons montré (t. II, p. 28-) que, pour la surface
^m — xni _|_ P(^) ( m '^: î ),
où P(jk) est un polvnome arbitraire de degré m, on a
ce qui donne
po = [in — i){in — •2)2.
2o. Prenons encore quelques surfaces particulières. Soit la surface unicursale /définie en coordonnées homogènes parles équations
^i=fi{'^^ .S, Y) (* = ', 2, 3, 4),
f\ ^ fil fi et fi, étant des polynômes homogènes de degré n en a, [ii et V. On suppose que les courbes
aient a points simples communs ne répondant d'ailleurs à aucune dispdsition particulière.
On a manifestement pour la surface
Cherchons la valeur de p. Aux a points fondamentaux àv\ plan (a, [ii, y) que nous désignerons par /' correspondent sur la surface f des courbes distinctes
Cl, C2, . • . , Ca ;
de plus, il n'y aura pas sur / de points fondamentaux. Appliquons
la formule du n" 21
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on a
Par suite
Il ne reste plus qu'à calculer la classe N de la surface; ceci est élémentaire. Les axes ayant une disposition quelconque par rapport à la surface, il suffira de chercher, la surface étant représentée par
les points de la surface où le plan tangent est parallèle au plan des yz. Ils sont donnés par les deux équations
àfx dj, dU
d% d^ do
dont les solutions communes sont en nombre 3(/i — i)-; on a
donc
La formule donne alors
po = o,
ce qui devait être, puisque la surface est unicursale et n'a pas par suite d'intégrale double de seconde espèce qui ne se ramène à la forme
dV à\\ j , ôx dy I -^
Uel V étant rationnelles en x.y et z.
D'UNE SURFACE
Sur une inégalité entre /- et w,;j_3, relative à la connexion linéaire.
1. Nous allons établir une inégalité importante relative à la connexion linéaire d'une surface. Commençons par quelques remarques concernant les courbes algébriques, d'où se déduira l'inégalité cherchée.
Tout d'abord les p intégrales abéliennes de première espèce d'une courbe algébrique ne peuvent avoir dans leur ensemble moins de ip périodes; d'une manière générale, soient {q <i p) q intégrales de première espèce distinctes
II, 1.2, ..., I
d'une courbe algébrique; nous allons montrer que le nombre de leurs périodes (dans leur ensemble), ou, si l'on aime mieux, que le nombre des périodes, arithméiiquement distinctes, d^ une combinaison linéciire arbitraire de ces intégrales , ne peut être inférieur à 9.q. Supposons, en effet, qu'il en soit autrement et qu'il y ait seulement 2^ — s périodes; on pourra avoir, pour les I, un Tableau de périodes, correspondant à ip cycles distincts de la courbe algébrique (ou de la surface de Riemann correspondante), qui sera de la forme
an
• • aq.tq-s
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le nombre des zéros dans chaque ligne étant ip — 'iq-\-s. Si l'on prend maintenant d'autres intégrales de première espèce l^.,.,, •••?!/? formant avec les I,, I2, . . . , I^ un système de p intégrales distinctes de la même espèce, le Tableau des périodes se complétera par
2. Ceci posé, rappelons-nous que l'on peut former, étant donnée une courbe algébrique, une intégrale de première espèce, pour laquelle les parties réelles des périodes relatives à 2/> cjxles distincts ont des valeurs arbitrairement choisies; c'est là un point classique dans la théorie de Riemann. Or formons la combinaison
(i) (ai+f{3i)I,-f-...-i-(a/, + fP/,)J/>;
on doit pouvoir choisir les constantes réelles a et [3 de manière que les parties réelles des périodes de (1) aient telles valeurs que l'on voudra, pour les ip cycles correspondant aux ip colonnes verticales du Tableau ci-dessus. Or, si l'on égale à
2/> — iq -+- s
valeurs données les parties réelles des périodes correspondant aux 2/> — iq -\- s dernières colonnes du Tableau, on aura2/J — 'iq -\- s équations linéaires entre les inconnues
qui sont en nombre
•ip — nq. ''
Le nombre des inconnues est inférieur de s au nombre des équations; ceci entraîne nécessairement des relations entre les parties réelles données des périodes, ce (pii nous conduit à une contradiction. // est donc impossible de supposer que s est différent de zéro, et le théorème énoncé au n" 1 est établi (').
(') Sur celte (jueslion on peut consulter le Mémoire de AI. E. Picaiîd [Sur la dëlerminalion du nombre des périodes des intégrales abéliennes ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. XI, i883)].
3. Considérons maintenant, en premier lieu, une surface algébrique régulière, c'est-à-dire pour laquelle p^^=ip,i (^voif, pour cette définition, t. II, p. 89). L'ensemble des adjointes d'ordre m — 3, de la surface donne, sur le plan
l'ensemble des adjointes d'ordre /n — 3 de la courbe
la surface étant, bien entendu, représentée pnrf(x,y, z) = o.
Les intégrales de première espèce de la courbe précédente (2) seront représentées par
^Ih = o représentant une surface adjointe d'ordre m — 3 de la surface /. Je suppose que la surface admette r intégrales distinctes de seconde espèce. D'après ce que nous avons démontré antérieurement, il y a /■ cycles distincts {voir Chapitre précédent, n" 6) donnant des ])ériodes qui s'expriment par des polynômes en y. Prenons nos intégrales (3); |)armi leurs àj) périodes, il y en qui sont des polynômes en y. Or développons dans le voisinage ie y = 00 une période d'ailleurs quelconque de (3). Cela sera
facile, en posant
Si l'on a, en groupant par termes homogènes,
Q/,(a7,j-, z) =3 qu{x,y, z)^.. .,
on voit de suite qu'une période quelconque de (3), pour y trè;
grand, est de la forme
où a représente une période de l'intégrale
cji, {x. [, :; ) dx
[relative à la courbe o(x, r, z) = o\. r. KT S., II. 28
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Or considérons les r périodes de (3), qui sont des polynômes eny. D'après la forme précédente (4), elles sont identiquement nulles. Nous sommes donc conduits à cette conclusion, que les p intégrales (3) de première espèce ont /• périodes nulles, correspondant à /• cycles distincts de la courbe entre x et z représentée par y(^,JK, -) = o. Nous pouvons maintenant appliquer les remarques faites plus haut; la courbe précédente a toutes ses intégrales de première espèce, qui ont seulement '2p —r périodes.
Ceci entraine
Ainsi se trouve établi le théorème suivant :
Une surface régulière n'a pas d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce {transcendantes).
Cet intéressant théorème a été démontré pour la première fois par M. Severi (') en se plaçant au point de vue de la théorie géométrique des systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface. La démonstration C^) qu'on vient de lire rattache très simplement le théorème aux méthodes des Chapitres précédents.
i. Allons plus loin et appliquons le théorème préliminaire du n° 1 dans toute sa généralité. Supposons que la surface/ se présente dans les conditions suivantes : elle est irrégulière, et sur un plan quelconque les adjointes d'ordre m — 3 de / découpent un système linéaire de courbes d'ordre m — 3 dépendant seulement de/> — to,„_3 paramètres arbitraires (co,„_:, >o). Nous pouvons former p — w,„_, intégrales distinctes de première espèce de la courbe entre ^ et ^ représentée par/== o, qui seraïit de la forme
où i)h = o est une adjointe d'ordre m — 3 de la suriace.
(') F. Seveui. Sidla supcrjicie algebriche che possegono inlegrali di Picard délia secunda specie {Rendiconti delta R. Acadenila dei Lincei, septembre
' {■') E. PiCAiiD, Sur quelques théorèmes relatifs aux surfaces algébriques de linéaire supérieure à V unité {Comptes rendus, iG janvier igoô).
connexion
Or, en raisonnant comme ci-dessus, il est clair que Fensemljle des intégrales (5) a seulement 2/> — /• périodes arithmétiquement distinctes, puisque /• périodes correspondant à des cycles distincts sont des polynômes s'annulant pour jk = x, et, par suite, identiquement nuls.
Nous pouvons alors appliquer le théorème préliminaire du n" 1. Nous avons /> — co,„._3 intégrales d'une courbe algébrique avec ip—r périodes seulement; le nombre des périodes étant au moins double du nombre des intégrales, on a
ip — r::^-?Ap — LOni-i), c'est-à-dire
C'est une inégalité importante {^); couime, d'ailleurs, d'après la définition même de Pg—pn (page 88 de ce volume), on a
^m-Z^Pfr — pn,
il en résulte que
(7) r<-î(p,.—pn).
Nous reviendrons à la fin de ce Chapitre sur l'inégalité (6), [)Our en déduire un théorème relatif aux adjointes d'une surface algébrique.
Sur une propriété de l'équation linéaire E, et sur une inégalité
qui s'en déduit.
o. Indiquons une propriété de l'équation différentielle linéaire E, <|ui va nous être très utile. En prenant 2p périodes distinctes
(^) OJi, tOo,
d'une intégrale de seconde espèce du type toujours envisagé.
nous
•) E. Picard, Sur une inégalité relative à la connexion linéaire et sur le calcul du genre numérique d'une surface algébrique {Comptes rendus, 3 juillet igoS).
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avons vu au Gliapitro précèdent ([ue le groupe de l équation E laissait invariable une expression, classique dans la théorie des fonctions abéliennes, de la tornie
C//,CO/-J
les c étant des entiers de déterminant un (ci/i = — Cfd)^ quand on efFectue à la fois sur les (o et les 'j une substitution du groupe. Or il y a ;• périodes, soient
(pii sont des polvnonies en y. D(''signons, comme nous l'avons fait
antérieurement, [)ar
!>,, i>o, .... il-,,,.,
les 2/> — /■ autres périodes distinctes, soumises entre elles à des stdjstitutions linéaires par la circulation de )'. Le groupe qui nous occupe a ses substitutions de la forme
0/, =to,,
^2/> /■ = «2/.-/Mii| -T- «2/,-,.. 2^22^- . .-i-r/2/;-^,2/*-/•Û2/^-^.
Avec ces nouvelles notations, il faut (considérer dans l'expression (9) que
(0,-4 1, . . . , LO-ip
sont res[)ectivemenl ('gaux à ^r
Uappelons (pie nous avons établi (p. 3()-) (pie les tl satisfont à une équation dillérentielle liiK'aireEo d ordre >.p — /à coefficients rationnels en y: en réalité, c'est r équation Eq qui joue Le principal j Ole dans notre tliéorie, plus encore que l équation E.
Il y a dans (()) des termes où i et k sont tous deux au [)lus ('gaux à /•, d'autres termes où ils sont tous deux supérieurs à /•, et enfin des termes où l'un de ces nombres est au plus égal, l'autre su[)érieur à /■.
Soit k<r et «■>/•. Pour que la forme (9) soit invariante, on devra avoir la somme
2^Ci/."h-
(où k reste fixe, et i varie de /•-!- i à 2/?) elle-même invariante,
c'est-à-dire que la somme précédente sera une fonction uniforme
dey, par suite un polynôme. Mais, si r a été bien choisi, il n'y a
pas de combinaison linéaire des il, qui se réduise à un polynôme
en /, sauf le cas où tous les coefficients sont nuls. On a donc
nécessairement
Donc, dans la somme (9), il y a deux catégories de termes, ceux qui dépendent des co et ceux qui dépendent des Q. Nous jiouvons donc l'écrire sous la forme
/A rfi'
i et A- variant de un à /', tandis que l' et A' varient de un à 27; — /*, et l'on a toujours
Ci/c = C/ci, Ci'/,' = C /,',-'.
Le déterminant total des c est éi^al à l'unilé; or il est visiblement égal au produit des deux déterminants
|c//, 1 et \ci'/,'\.
Ceci entraine tout d'abord que /• soit /)ai/-, car un déterminant symétrique gauche d'ordre impair est nul. Nous avons donc ce théorème :
Le nombre r des intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce est nécessairement pair.
6. Nous pouvons encore tirer des considérations précédentes une autre conséquence. Il est d'abord bien connu qu'en effectuant sur les (0 (et les u) une substitution à coefficients entiers et de déterminant un, on peut ramener la première somme figurant dans (10) à la forme canonique
et l'on peut înoir la forme canonique analo«;iie pour la seconde soninic. Delà, nous concluons qu'avec les /' cycles co/'/espondanf aux w, on peut faire - réivosections de Riemann
puis avec les xp — r cycles correspondant aux t2 on peut faire p rétrosections
Ce résultat précise bien la disposition de ces différents cycles.
7. Nous allons en déduire de suite une inégalité entre le nombre /• des intégrales simples de seconde espèce, et le nombre /'o des intégrales simples de première espèce. Soient
II, J2, . . ., Ip
les /) intégrales de première espèce de la courbe entre x et :?, f{x,y^ z) = o. Si la surface a des intégrales de prcjnière espèce, on pourra trouver, d'après un raisonnement fait bien des fois, des fonctions rationnelles «,, a-j, ..., a^ de y, telles cjuc l'intégrale abélienne
relative à la courbe précédente ait ses j)ériodes indépendantes dej'. Or, poui' une intégrale de première espèce^ on ne peut se donner que les périodes relatives à p cycles, appartenant à p rétrosections de Rieuiann^ soient ici les G/ et les G/.. Mais pour les G]^. les [)ériodes de toute intégrale de diUerenticllc totale d(ï seconde espèce sont nécessairement nulles (ainsi que [)ourles DJ^) ; nous pouvons donc nous donner seulement tout au [)lus les - constantes relatiNcs aux G/. Ce cjui nous donne l'inégalité
Quelques théorèmes sur les nombres des intégrales de première et de seconde espèce.
8. Etablissons encore une inégalité intéressante. Tout d'abord nous ne diminuons ])as la généralité en supposant qu'il s'agisse d'une surface pour laquelle
c'est-à-dire pour laquelle tous les défauts co^ (voi/' p. 88) sont nuls quand h^m — '2 ; ceci résulte (voir p. 128) de ce que l'on peut tracer sur une surface un système linéaire S de courbes, pour lequel le système adjoint découpe sur chaque courbe un groupe de points avec le défaut maximum pg. — p^. Si alors on fait la transformation habituelle, en utilisant un système à trois paramètres faisant partie de S, on aura réalisé la condition supposée. Pour éviter toute confusion, nous poserons dans la suite oj,„_;5 = o. Les p intégrales de première espèce de la courbe entre œ et z
sont alors susceptibles d'être représentées par
J 'fz
les Q représentent des polynômes adjoints d'ordre m — 3 ; les l* représentent des polynômes correspondant à des adjointes particulières d'ordre m — 2, qui sont seulement de degré /// — 3 en ^ et s, et de degré m — 1 ei\ x^ y el z.
Nous désignerons d'une manière générale une intégrale de première espèce par
les intégrales (12) correspondront à h=p — o + i, . .., p\ le; inlégrales ([ 1) à A = i , 2, ...,/:> — 0.
Coniine précédemment, nous représentons par
OJ
/' #..A ,ji
les périodes de \h. On peut supposer que les [)éri()des correspondant aux indices inférieurs I, 2, ..., 2y>, sont, pour les indices 1 et 2, 3 et 4. . • ., '^p — I et 2/?, relatives aux/> rétrosections (G, D ) et(G', DV) diin»6.
Ceci posé, supj)osons que le coefficient de dx dans une intégrale <lc différentielle totale de première espèce soit
«1 Q, -h Cl', O) -f- . . . -I- a,, Qp
les a ne dépendant que de y. On aura nécessairement les 2/; équations auxquelles devront satisfaire «,, ..., ap
ai(xi\ -î-rt2f"? -]- . . .-h ap(of' =1*1, ai oj| -f- aoMl -i- . . . -H «/> w{^' = P2,
<2i0j/. -+- ailOf. -h. . .-h «y, Cl)/' = P;.,
^ ■ «iW/.+ i -+-«2 0);,^, -f-. ..-!-«/; (o'f^j =0,
P,, Poi • • -, P/ sont des constantes qui représentent les périodes de lintégrale de différentielle totale pour les rétrosectioiis
<raprès nos notations, P, correspond à G, cl P^ à Di/puis P;, à Cj et Pj à Do, et ainsi de suite. Les périodes de l'intégrale relatives aux (G', J^') sont nécessairement nulles. Remarquons encore que les
SO
nt des constantes (puisque ce sonl des polynômes de degré zéro
au plus). De plus, pour
ces constantes seront nulles (car le degré du polynôme serait — i). Des équations (i 3 ), il résulte que l'on a
^^ 1 4 ) l^ w^ — Pa m{' + P3 o) J — P^ (0 J -f- . . . -^ P,._ 1 M^i — P/. coff_ 1 =n o ;
c'est une conséquence de la relation entre les ])ériodes de deux intégrales de première espèce. Les ét[uations (i/\), où les coeflicients des P sont des constantes, sont seulement en nond)re 0, puisque les équations sont des identités pour /i= i, 2, ...,/> — 0, d'après ce que nous venons de dire.
10. Nous allons établir réciproquement que, si l'on a /• constantes P,, P2, ..., P/ satisfaisant aux 0 relations (i4)? 'es 'ip équations (i3) en ^1, a-i, . . ., ap seront compatibles, et qu'il en résultera une intégrale de dilïerentielle totale de première espèce^ dont les périodes seront précisément P,, Po, . . ., P, .
Tout d'abord, on voit immédiatement que les équations (i3) sont seulement en nombre />, quand les conditions (i4) sont vérifiées. Il suffit, pour s'en assurer, de multiplier respectivement les équations par
10^', —0)^', ..., m'I,,, — wJ/,_^,
(Il étant compris entre un et p) et de faire la somme; on a une combinaison identiquement nulle. •
Les équations (i3) reviennent donc à /> d'entre elles, convenablement choisies, par exemple à celles qui correspondent aux cycles C et G', et qui, par suite, correspondront aux équations prises de deux en deux,
IWJ H- «2^1 -i- . . . -T- «/; (0^1^ =1^1,
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On sait que le délermiiiant d'ordre p formé avec les co^^^, n'est pas identiquement nul.
11 est clair que les équations (i3) et, par suite, les équations (i 5) donnent pour les «des fonctions uniformes (et, par suite, rationnelles) dejr; en efl'et, les /• premières équations (i3) restent invariables, (juand y partant d'un point y revient, puisque les to qui y figurent sont des constantes, et les ip — r autres sont seulement remplacées par des combinaisons linéaires d'elles-mêmes.
Gherclions maintenant quelle est la nature des fonctions rationnelles a de r, satisfaisant aux équations (i5). Nous aurons à distinguer, relativement à lu suivant que h appartient à la suite
ou à la suite
(fi) p-l^u ..., r-
Si h est dans la suite (a) on a pour y très grand
et a^ est manifestement égale à une période de l'intégrale
relative à la courbe o{x, i , 5) = o, en désignant par ^/^(jp, y, 3) et cp (^, r, z) les termes homogènes de plus haut degré (respectiveinentm — 3 et m) dans QA(x,y, z) et dans /(^, y, z). Si h est dans la suite ( [i), on aura
Jl — r.h
et a^. a la même signification que plus haut, sauf que qh{oc^y^ z) est un polynôme homogène de degré m — 2.
De cette signification des a^, il résulte que le déterminant
■ip \
n'est pas nul d'après une proposition classique dans la théorie des intégrales aljéliennes de première espèce; car ce déterminant représente le déterminant des périodes pour les cycles G et G' des
intégrales
q,,{x, y, z)dx
(h = 1, 2, ...,yj_S), {h == p — 5-i-l, ...,/)),
quand on y fait j/ == co, ce qui donne alors (avec le changement de variables fait plus haut) des intégrales relatives à la courl^e cp(.r, i, z) = o.
Il résulte de là que le développement des a suivant les puissances descendantes de y commence par un terme, qui est au plus (ki premier degré en y pour
et qui est une constante pour les autres fonctions a.
11. Nous allons montrer maintenant que a^, a^, ..., «/>_5 sont des polynômes du premier degré en y, et que les autres a sont des constantes. Il suffira de voir qu'ils ne sont infinis pour aucune valeur finie dey. Or le déterminant
reste évidemment Tmi et différent de zéro^ quand jr n'est pas en un point singulier h de l'équation E. Les seules valeurs à examiner sont donc les valeurs b.
Donnons à y une valeur voisine de b. On peut supposer que les cycles donnant les périodes marquées par les indices r, 3, .. ., 2y> — I sont formés, le premier par un petit contour y enveloppant les deux points singuliers de la courbe fi^x^ y, z)= o voisins de b^ et les autres de p — i contours ne passant pas dans le voisinage de b^ et qui deviendront, quand jk sera égal à b, /> — i cycles de la courbe de genre yv — i
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appartenant respectivement aux rétrosections d'une division canonique de Riemann.
Les adjointes ()/i de la surface / ici considérées dépendent de p paramètres ; on peut donc supposer que p — i d'entre elles
passent par le point de la surface où le plan tancent est donné par
la dernière Q^ ne passant pas par ce point.
(^ue deviennent dans le déterminant (i6) les différents termes pour j^ = h'] Dans la première ligne, on aura
{\iO\i\y = b).
D'autre part, le déterminant d'ordre/? — i
(pour y = b)
ojj '
n'est pas nul, puisque c'est le déterminant de p — i périodes appartenant chacune à une rétrosection du type canonique pour la courbe /"(/•, 0, z)^= o de genre p — i .
11 résulte de là (jue le déterminant (i<)) est diliérent de zéro pour y =6. I^es fonctions rationnelles a sont donc finies pour loute valeur finie dey, et l'on aura donc, d'aj)rès ce (pii a été dit au numéro précédent.
les a et les 3 étant des constantes.
12. Le théorème énoncé est maintenant immédiat, car l'expression
est le coefficient de dx dans une intégrale de différentielle totale de seconde espèce, et, d'après la forme des rt, cette intégrale de
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seconde espèce est de première espèce. Nous pouvons donc dire que :
Le nombre des intégrales simples distinctes de première espèce d' une surface algébrique e^t égal au nombre des constantes V pouvant être prises arbitrairement dans les o équations
[h prenant les valeurs p — o + i , ...,/>). Dans ces équations les (0 sont des constantes.
13. Si les premiers membres des équations précédentes regardés comme des polynômes en P sont indépendants, on pourra prendre arbitrairement
des P, et alors le nombre /•„ des intégrales de première espèce sera précisément /• — g. On aura donc
mais ce raisonnement rend seulement ce résultat vraisemblable. Si les polynômes en P se réduisaient à un moindre nombre, il j aurait plus de /• — 0 lettres P arbitraires. Nous pouvons donc seulement en toute rigueur conclure à Vinégalité
ro^r — 0.
()u'arriverait-il, si les équations du numéro précédent n'étaieni pas indépendantes? 11 est visible qu'il y aurait une intégrale abélienne de la forme
(les X étant des constantes non toutes nulles) dont les /• péi-iodes relatives aux rétrosections (C, D) seraient nulles.
Ainsi, il y aurait une intégrale de première espèce du second type [le type (12)] dont les r premières périodes seraient nulles, comme il arrive à toutes les intégrales du type (ri). Dans la note citée au n° 3, M. Picard, pensant avoir démontré que cette
circonstance est impossible, énonce que Ton a
Mais, cette démonstration ayant besoin d'être complétée, nous ne nous y arrêterons pas. D'ailleurs, l'égalité (17) a été établie, en se plaçant à un tout autre point de vue, par M. Severi dans un 1res intéressant Mémoire auquel nous renverrons (* ).
1-4. Nous énoncerons encore un théorème extrêmement remarquable du à M. Castelnuovo relatif aux nombres des intégrales de (Uficrentielles totales de preuiière et de seconde espèce (-). Ce théorème consiste en ce que L'on a VégaUté
(18) r = 'xrj^
d'où résulte en outre, en vertu de la relation (17),
INous ne donnerons pas la démonstration de M. Castelnuovo; elle s'appuie sur un théorème fondamental de M. Enriques, (pu n'a pas été établi dans cet Ouvrage et dont l'étude nous entraînerait troj) loin (='). En utilisant aussi ce théorème, M. Severi ( ' ) a donné une autre déuionstration de la relation (18 ).
(Hie faudrait-il faire pour établir le théorème de M. Castelnuovo, en se servant de la proposition que nous avons démontrée au n'' 1^. Pour le voir, cherchons d'abord (juelles conséquences résulteront du théorème de M. Castelnuovo, pour le Tableau des périodes des intégrales (11) et (12) de la page 4^5, qui forment les/> intégrales de première espèce de la courbe entre x et, g.
( ' ) V. Sevkri, Sulla dlJJ'erenza tra i niimeri degli integrali di Picard detla prima et delta secunda specie appartenenti ad ana superficie algebrica {Accademia Reale dette Scieiize di Torinu, 18 janvier kjoS).
(2) G. Castelnuovo, Sugli integrati aemptici appartenenti ad iina superjicie irregolare {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, janvier hjoS, et Rendiconti delta R. Accademia dei Lincei, mai-juin igoS).
(3) F. Enriques, Sulla proprieta caratteristica dette superficie algebriche irregolari {Atii delta R. Accademia dette Scienze delV Istituto di Rologna, 1 1 déc. 1904 ).
(^) F. Seveui, Il teorema d'Abel suite superficie algebriche {Annali di Ma- Lematica, 3" série, t. XII).
Pour les p — 0 intégrales du type (i i), on a un Tableau des périodes que l'on peut écrire
tp-r
les /• premières colonnes correspondant aux cycles (C, D).
Quant aux- intégrales (12), on peut évidemment supposer qu'elles
correspondent aux - intégrales de différentielles totales de première espèce, nous voulons dire qu'elles représentent ces intégrales quand on j fait dy = o. Dans ces conditions, les périodes des intégrales (12) relatives aux cycles (C, D') sont nulles, et l'on a alors pour ces intégrales le Tableau
air
où les a sont des constantes.
Si, maintenant, [)renant deux intégrales quelconques parmi les p intégrales de première espèce (i i) et (12), on forme la relation bilinéaire entre les périodes de ces intégrales, on aura une relation qui sera identiquement vérifiée si l'on prend une intégrale du Tableau (71,) et une Intégrale du Tableau (^to); cette relation ne contiendra que les périodes relatives aux cycles (C, D') si l'on envisage deux intégrales du Tableau (tc,), et enfin elle ne contiendra que les périodes relatives aux cycles (C, D) si l'on prend deux intégrales du Tableau (^to).
De là nous concluons, toujours en admettant le théorème de M. Gastelnuovo, que, si l'on prend deux Intégrales abéllennes quelconques de première espèce
et
K(x, y, z) dx RV,r, V,
) dx
fi
de la combe entre x el z
où K et IV sont des polynômes en x^ y et ^, on a entre les solutions
w,.^i, ..., Lû-i,, et «0;.+ ,, ..., Wj;,,
des équations E„ et E'„ relatives à ees deux intégrales (en revenant aux notations des n'" 9 et suivants) la relation bilinéaire
iNous savons, d'après ce qui a été établi dans la Section II de ce Chapitre, que le groupe de l'équation £« laisse invariable le premier membre de (19) quand on edectue simultanément sur les (o et les oj' les substitutions de ce groupe, mais nous n'avons pas réussi à dc'inontrer directement que ce premier membre est nul ( * ) ; il nous semble toutefois très probable qu'on pourra un joury parvenir.
( hioi qu'il en soit, si Von admet ce fait, nous allons voir que l'on peut démontrer facilement, en se servant des tliéorèmes établis dans les paragraphes précédents, que le nombre des intégrales
de diflerentielles totales de première espèce est égal à -•
Tout d'abord, on aura évidemment
( '>a ) (Oi Wj — W.2 10', -H .... -f- o),._i to^. — CO/. to',._ , = o,
puisque la somme des preun'ers membres des égalités (19) et (20) est nulle.
11 s'agit de savoir combien nous pourrons prendre tle constantes P arbitraires dans les équations (i3) du n" 9, poui- (pie ces ip équations aux p inconnues r;,, a.^, . . ., Up soient conq)atibles.
Considérons les écpiations (i5) du n" 10, en donnant à
(') iM. Picard pensait avoir obtenu une telle dénioiistration à l'aide de considérations délicates empruntées à Y Analysis *«7m,s dans l'espace à quatre dimensions, mais celle démonstration nous semble maintenant sujelle à des objections, et nous nous contenions d'appeler l'attention sur la lacune qui reste à combler.
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des valeurs arbitraires; nous déterminons ainsi «,, «o? •••7 ctp- Nous allons voir que les valeurs des autres périodes, pour l'intégrale correspondant à ces valeurs des <7, sont des constantes déterminées Po? •••, Pr pour les cycles D, et sont nulles pour les cycles 1)', de telle sorte ([ue l'on a des écjuations de la forme (i3).
Désignons par P^^ • • •? IV les périodes relatives aux cycles D d<; l'intégrale de ])remière espèce formée avec les a. Soient aussi P/-4.2, P/-f',, •• -, Pj/? les périodes de la même in!(''grale relative aux (cycles D' . 11 faut démontrer que Po, P/, , . . ., P,- sont des constantes et que P/4.0, . . ., Po^, sont nuls.
C'est ce que vont nous donner les relations (19) et (20). Nous pouvons écrire les équations
cil w} -!- ao (0 1 -T- . . . -7- aj,iù'l ==^ Pj, (i I (0 1 -i- (-r^ (..) r, H- . . . -f- a„ oj'.', = 1 '., .
<7i W ), -f- «2 W"^. H- . . , -f- (Ij, Oij! — 1*/..
On en déduit, d'après les relations (20),
(21) I»i w^' — p, oi'l ~ P3 toj — P4 cof/ -f- . . . -f- P/. -1 w^'. — I»,. tù^/._ 1 ^ o,
A étant un quelconque des nomhi-es i, 2, ..., />»; tous les to figurant dans ces i-elations sont d'ailleurs des constantes (c'est-à-dire indépendantes dey). Or tous les déterminants formés, en pi-enaut
ignés dans le Tableau
wî, coj, ..., to^_, (A -!,•>, ,.../>),
ne sont pas nuls, vîiv alors le déterminant d'ordre p formé avec les j)ériodes relatives aux cycles G et C serait nul, ce qui n'a pas lieu d'après un théorème classic[ue. Les équations (21) déterminent alors certainement
Po P' P,
en fonction des arbitraires
Pi, P3, ..., P.-.,
et il ne s'introduit que des constantes dans ces expressions. Nous avons donc le résultat voulu.
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Considcrons de même les équations
a^M\,, -\~aiiM\,> -\-...-^ apM'.l,, = l*2/>,
OÙ les seconds membres sont alternativement zéro et une lettre P à indice pair. Nous aurons, d'après les relations (19),
Or tous les déterminants formés en prenant p — '- l'^i^es dans le Tableau , . , x
ne sont pas nuls, car alors le déterminant d'ordre /j formé avec les périodes relatives aux cycles G et C serait nul. Des équations (22) on conclut donc qu(;
Donc, dans les 2/> équations (i3) du n" 9, on peut prendre arbitrai rement
Pi, P., ..., IV-i^
et, en choisissant convenablement P,, P4, ..-, Pr au moyen des écpiations (21) nécessairement compatibles, il est possible de tirer des équations (i3) les a de manière à avoir une intégrale de première espèce. Il se trouve ainsi établi, sous le bénéfice des relations admises (u) ou 20), que le nombre des intégrales de dl^(j érenliellcs totales de première espèce est -•
Sur une propriété des adjointes d'une surface algébrique.
16. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une propriété intéressante des adjointes d'une surface algébrique (').
Revenons à cet effet à la première section de ce Gliapitre. Nous n'j avons fait aucune hypothèse sur les adjointes au point de vue de leur section par un plan quelconque. Nous avons, dans le Chapitre IV de ce volume, considéré, avec M. Enriques, les adjointes (ledifférents ordres A(A>m — 3). L'ensemble des adjointes d'ordre h forme un système linéaire de surfaces. Celui-ci découpe sur un |)lan pris arbitrairement un système linéaire de courbes planes qui font évidemment partie des adjointes d'ordre A de la section plane correspondante de la surface. Mais il se peut que ce système linéaire de courbes planes ne forme pas Fensemble de ces adjointes, et qu'il y ait un défaut, qui a été désigné par toy^. Nous avons vu que, à partir d'une certaine valeur de A, tous les w sont nuls. En supposant que de li^=m — 3 à A = / — i les to soient différents de zéro, nous avons établi la formule de M. Enriques (p. 88)
(•23) Ps—Pn ^ ^O^A.
Or nous avons démontré, dans la Section I de ce Chapitre, l'inégalité
Or, d'après ('-^3),
Pg—P,iù^,n^%,
puisque les co sont positifs. Rapprochons les deux inégalités précédentes, en écrivant
(') E. Picard, Sur quelques questions se rattachant à la connexion linéaire clans la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Crelle, Band 129, igoo).
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Mais, d'après le lliëorènie de M. Casteliiuo\o.
/• = -Xip^r — Pu)-
Il faut donc que les deux iné<;alltés soient des éj>alilés, et l'on a, par suite.
Donc on a, pour toulcs les adjointes d'ordre h [h^m — 2),
(/est là le théorème cpie nous voulions établir.
Ainsi, dans le calcul du genre d'une surface algébricjue, il n'y a (pie le défaut to„^_:} à envisager. Nous pouvons encore énoncer le théorème sous la forme :
Les adjointes d'une surface d'ordre m, qui sont d'ordre supérieur ou égal à ni — 2, donnent sur un plan arbitraire le système complet des adjointes du même ordre de la section plane.
Ce résultat complète les belles recherches de M. Enricpies sur les adjointes d'une surface algébric|ue. Nous l'avons obtenu par une voie détournée ; on pourra sans doute le démontrer direclemenl en restant à un point de \ue ])uroment géométricjue.
SUR LES SURFACES HYPERELLIl^TIQUES.
Quelques propriétés des surfaces hyperelliptiques générales.
1. Nous ne nous proposons pas de faire dans ce Cliapitre une étude approfondie des surfaces hyperellipticpies; notre but est seulement d'appliquer à ces surfaces quelcpies-uns des résultats généraux donnés dans cet Ouvrage.
On appelle surfaces Iiypaelliptiques les surfaces pour les- ([uelles les (Mjordonnées d'un point quelconque s'expriment par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres. L'étude de ces surfaces a été commencée par M. Picard ('), qui a étal)li leurs propriétés les plus siuiples. Une étude très approfondie en a été faite par M. Humbert dans son beau Mémoire Sut' la théorie géiiérale des surfaces Iiyperellijftiques (-).
!2. On sait qu'entre trois fonctions uniformes quadruplement périodiques de deux variables u et i', ayant partout à distance finie le caractère d'une fonction rationnelle, il existe une relation algébrique. Deux cas peuvent se présenter; il peut arriver qu'à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul système
( " ) K. PiCAUD, Sur les intégrales de dijférentielles totales algébriques de première espèce (Journal de Mathématiques, t. I, /"f sér., i(SS5); Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, t. V, 4*^ sér., 1S89).
(-) G. IIuMBEHT, Théorie générale des surface.-^ hyperelliptiques {Journal de Mathématiques, t. I\, 4" sér., 1890).
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de valeurs de a et t^, abstraction faite de multiples des périodes, ou bien il y aiir a plusieurs systèmes de valeurs de u et r dans un prismatoïde de périodes.
Plaçons-nous dans la première hypothèse. Soit
une surface hyperelliptique jouissant de la propriété indicpiée ; on établit alors que toute fonction quadruplement périodique de u et V et avant partout à dislance finie le caractère d'une fonction rationnelle est une fonction rationnelle de x^y et z.
3. Il est facile de montrer que la surface possède deux intéfrrales de différentielles totales de première espèce. Soient
les trois équations donnant la représenlation paramétrique de la surface.
IN ou s avons
du ov
dy =^ —^ du -\- —— dv.
^ du dv
Or les coefficients de du et dv sont des fonctions quadruplement périodiques de u et ('; elles peuvent donc s'exprimer par des fonctions rationnelles de x, y et z. En résolvant les deux équations ])récédentes par rapport à du et dv, on aura donc
du = P dx^Q dy, dv = \\dx -{-Qidy,
les P et Q étant des fonctions rationnelles de x, y et ;. Les deux intégrales
Cvdx-i-Ody et i \\ dx -\- (^x dy
sont évidemment des inté-rales de dlfTérentielles totales relatives à la surface/, et elles sont de première espèce, puisque à tout point {x,y, z) doivent nécessairement correspondre des valeurs finies de u et v. Ces deux intégrales sont distinctes et Hnéairement indépendantes.
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En second lieu, toute intégrale de première espèce de la surface est nécessairement une combinaison linéaire à coefncients constants des deux précédentes.
En effet, soit une intégrale de première espèce
\\dx-^q,dy-
en remplaçant .2-,^, z j)ar leurs valeurs en u et r, cette intégrale de^ienl
du -h 4^ dv,
'Si et '\j étant des fonctions quadruplement périodiques de u et c. Puisque l'inlégralc reste toujours finie, il faut que les fondions uniformes o et '| restent toujours finies; elles doivcnl donc se réduire à des constantes, et notre intégrale se réduit
a du. -i- £ <rA',
a et [i étant des constantes. Elle est donc une combinaison linéaire des deux preuiières.
i. On montre aisément (|ue le genre gêoinétrique de la surface est égal à un, c'est-à-dire qu'^V 7 a une seule intégrale double de première espèce. Soit une telle intégrale double
(•>.) J f\\[T,y,z)d.Tdy.
En remplaçant x, y et z ]iar leurs valeurs en u et r, l'intégrale devient
/ / Z("^ ^')dit
y étant une fonction uniforme quadruplement périodique de u et v. Si y ne se réduit pas à une constante, il est manifeste que, dans un prismatoïde de périodes, on pourra choisir un continuum d'intégration pour l'intégrale double, tel que celle-ci soit infinie. Il faut donc et il suffît d'ailleurs que y se réduise à nne constante. L'in-
téiirale double
du dv.
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(jiii est l)icii de la ronnc (.>.), quand on revient à x, y et z^ est l'intégrale double de première espèce de la surface /. Elle est, comnie nous savons, de la forme [^
ff
Q(.r, y, z) d.r dy
() étant une adjointe d'ordre ?n — /\, nécessairement unique, de la surface / supposée d'ordre m.
T). Nous avous considéré (t. I, p. i3()) une surface ayant plusieurs intéi^rah's de première espèce ({ui ne soient pas fonctions Tune de raulre. Soient deux telles intégrales
/•''■'•^•-'' P> dx — A dv ' /^"J-.^' 1^, ,/.,. __ A , dy
(3) U--= j, et V^ -r, -.
Jl a été établi [toc. cit.) que l'on avait sur la surface l'identité
ABi-AiB = /,:.Q(.r,.r, :;),
()(j7, y, z) étant un polynôme adjoint d'ordre m — \. Ici le polynôme Q correspondra à l'unique adjointe d'ordre m — /\ de la surfaces /. Celle adjointe coupera la surface suivant la li<;ne doubb' cl suivant une ou plusieurs courbes simples que nous appellerons les courbes T.
Pour la surface que nous ('ludions, les équations
du,
lî dr
fi
Xdv
<io
IN les
nnent nécessairement pour ^ et r' (et::) des fondions unifoi de u et r. On \oit de suite que c'est seulement (piand le |)()int (.r, 1', z) s'aj)proche d'un point d'une courbe F, que r, y et :; |)ourraient cesser d'être des fondions uniformes de u et r. Soit M un point d'ailleurs quelconque (.r,,, y», -o) d'une telle courbe; d'après les équations (4), on voit que le ra[)port --— est indépendant de ^^ (piand {jo,r^ z) s'approche de M.
Donc les valeurs ^^o. <^o des intégrales u et (^ correspondant au point M ne donnent pas pour les fonctions x et y un point ordi-
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nairo; ceci n'est pas douteux, puique x et )' ne j)ourroiit tendre \ ers x^) et j/'o ^^e si l'i limite du rapport à une valeur déterminée.
Par suite, les équations précédentes étant satisfaites par des fonctions quadruplement périodiques de u et r, le point ( «o? ^o) ^^''^ pour ces fonctions un point d'indétermination. Mais, quand M se déplacer.i sur la courbe F, le système des valeurs (f/07 ^'0) i^^ pourra pas varier d'une manière continue; car une fonction uniforme de deux variables indépendantes, qui présente, pour tout système de valeurs finies des variables, le caractère d'une fonction rationnelle, ne peut pas avoir une suite de points d'indétermination se suivant d'une manière continue. Par conséquent, u et v gardent une valeur constante, quand (^0, JK07 ^0) se déplace sur une courbe T.
Il résulte de là que toute cout'be V est une couibe unicursule. C'est une de ces lignes de la surface que, dans un Cba[)itre précédent, nous avons appelée une courbe exceptionnelle.
6. M. Humbert, dans le JVIéuioire cité pUis liaut, a fait une étude approfondie des courbes algébriques tracées sur les surfaces liyperelliptiques. Il représente d'abord ces surfaces en coordonnées homogènes par des équations de la forme
.Ti = e/(?/, p) («■ = I, 2, 3, 4),
les B/ étant des fonctions thêta normales de même ordre, de caractéristique nulle.
En supposant que les fonctions abéliennes ne sont pas singulières (c'est-à-dire qu'il n'y a pas entre certaines combinaisons de leurs périodes une relation homogène et linéaire à coefficients entiers), il établit (pie toute courbe algébrique tracée sur la surface est représentée par une équation de la forme
A et ijL étant des constantes, et 0 une fonction tliéta normale de caractéristique nulle.
x\ous renverrons à son Mémoire pour la déuionstration de cet important théorème.
7. Nous avons \u ])lus haut que le genre géométrique pg de 1;
surface est égal à un. En s'appuyant sur le throrèmc de M. Gaslelnuovo (t. Il, p. /\'^i) nous avons ici
puisqu'il y a deux intégrales de première espèce. On en déduit
Ce résultat a été antérieurement établi ]^ar M. Humbert au moyen d'un calcul direct {Journal de Matli., 1890, p. 429).
Ajoutons encore que la surface possède quatre intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce, puisque le nombre des cycles linéaires est é\idemment égal à quatre et que par suite r est égal à ce nombre.
On peut enfin se demander quel est le moindre degré d'une surface liyperelliptique du type qui vient de nous occuper. M. Picard a démontré qu'une surface de genre géométrique ('gai à un ne peu! avoir deux intégrales de diiïerentielles totales de premier ' espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre, si son degré n'atteint pas six {Journalde Math., i885; voir aussi t. I, p. i4»)' mais il s'est borné aux singularités que nous avons appelées o/t//- /?<7«/'<?5 dans tout cet Ouvrage. Le théorèuie compléta été établi par M. A. Berry, et l'on trouvera dans les additions placées au commencement de ce Volume les renseignements bibliographiques à ce sujet. Ce résultat admis, il est clair qu'/7 ne peut exister de surface hyper elliptique de degré égal ou inférieur à cinq telle quà un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul système de valeurs des paramètres aux périodes près.
On peut indi(|uer une surface du sixième degré reritrant au contraire dans ce type. Prenons en elfet la surface
/et o étant des polynômes arbitraires du troisième degré. En d<'signant par P(f^)etQ((^) les fonctions elliptiques correspondant à
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on aura évidemment
et la surface rentre jjien dans le type voulu.
Ici les fonctions abéliennes sont très spéciales, puisqu'elles se ramènent aux fonctions doublement périodiques pour chacun des paramètres. Relativement aux fonctions abéliennes générales, M. Humbert a indiqué une surface tijperelliptique du liuitiènie degré [Journal de Math., 1898, p. f\M\). On ne sait s'il en existe pour les sixième et septième degrés.
Sur les valeurs des nombres p et po pour une surface hyperellip tique non singulière.
8. Nous allons calculer les valeurs des nombres p et p(, pour une surface hyperelliptique non singulière, en désignant par p le nombre correspondant au théorème fondamental dans la théorie des intégrales de différentielles totales de troisième espèce (p. a4i), et par po le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce (|). 289).
Soit, comme plus haut, la surface/ donnée en coordonnées homogènes par les équations
Xi = &i(u, v) rt= I, 2, 3, 4),
les 0 étant des fonctions thêta normales du même ordre et de caractéristique nulle. Nous nous plaçons dans l'hypothèse où les quatre B ne s'annulent pas simultanément pour un même système de valeurs de u et r, c'est-à-dire que la surface est représentable point par point, sans exception, sur le champ hyperelliptique; il n'y a pas alors dans cette correspondance de courbe exceptionnelle sur la surface.
Envisageons sur la surface une courl)e algébrique irréductible. D'après ce que nous avons rappelé, elle sera représentée par une
équation de la forme
S {a — À, V — < jjl) = o,
A et a étant deux constantes, et (-) une fonction thêta normale de caractéristique nulle, dont nous désii>nerons l'ordre ])ar ?n.
Ceci posé, soit 8(;/, v) la fonction thêta normale, de caractérislique nulle, et d'ordre /f/i: la fonction
sera d'ordre f)i, et, par suite, le quotient
e(u— À, r — [jl) 0"'{u — À, <• — ;ji)
sera une fonction quadruplement périodique de u et r, et, par suite, uue fonction rationnelle des coordonnées non homogènes cZ", r et c d'un point arbitraire de la surface. Si donc nous considérons
rexj)ression
^^ e(u — \, y — jx)
ce sera une intégrale de dilférentielle totale de troisième esi)cce (réductible manifestement à un logarithme), ([iii aura sur la surface les deux courbes logarithmicjues
e( a — À, r — ;JL) — o et ^){ii —- A, v — a ) = o.
Ceci nous permet de nous borner, [)our l'étude des lignes de la surface donnée /, en tant c/iic courbes logarithmiques d'intégrales de troisième espiicc, aux lignes données par une équation
où ). et !JL sont deux constantes arbitraires.
Nous allons montrer (pie, si Ton prend c/e^/.r quelconques de ces lignes correspondant aux é(|uations
0(/^_À,, ('_ |j.,) r= o et 0(// — A,. i>— ;j.2) = ^>,
(pie nous désignerons par C, et Co, il y aura une intégrale de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement ces deux lignes comme courbes logarithmiques. Supposons, en edel, que Ao et -j... soient respectivement très voisins de X, et ij., ; les deux courbes C, et C. de même degré sont alors très voisines l'une de l'autre sur la surface. Par conséquent, les substitutions du type S
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envisagées au n" 2 (Chap. IX, p. 233) et se rapportant respectivement à la courbe G, et à la courbe G., sont identiques, c'est-à-dire que l'on aura {^voir n' 3, même Ghapitre)
Par suite, les ipk relations considérées dans le n'* 3 (Ghapitre cité) entre les K et les e pourront être satisfaites en prenant tous les K nuls, et
Cl + C2 = O.
Nous aurons alors une intégrale de troisième espèce, conformément à la théorie générale des intégrales de cette espèce, ayant les deux seules courbes logarithmiques Gi et G2 ; la ligne à l'infini de la surl'ace f ne peut être une courbe logarithmique [)our cette intégrale, puisque G| et Go sont du même degré, et que c, = — ^2- En faisant varier À et |jl |)ar degrés assez ])etits, on voit que deux courbes quelconques du type
sont courbes logarithmiques d'une intégrale convenable de troisième espèce. On a par suite pour la surjace hyperelliptique considéi'ée f sans courbes exceptionnelles (')
9. Ayant ainsi obtenu le nombre p correspondant à la surface/", nous allons chercher le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce relatif à cette surface. Il est donné par la formule fondamentale de la page 4o8
(6) Po = N — 4/? — (/^i — 0 + ■^''•— (p — 0- La surface est définie par les écpiations
les (piatre 0 étant des fonctions ihêta normales, de caractéristique nulle, dont nous désignons maintenant par /z le degré; de plus,
(') E. PiCAUD, Annales de l'Ecole Normale, t. XVIII, 1901, p. [\\\.
ces fonctions n'ont pas de racines communes. 11 faut calculer les
nombres
Nous savons que p = i et /• = 4-
Or il résulte des formules du Mémoire cité de M. Hum])ert {Journal de Math., 1893, p. 43o) que l'on a
Il reste à évaluer la classe N de la surface. On voit de suite que N est éi^al au nombre des solutions distinctes des deux équations
e _ Jm _ ^ 0" ~" UîT ~ ~W '
Ou Ov
en désignant par 6 et G deux fon(Uions thêta normales d'ordre A, de caractéristique nulle, sans zéro commun, et d'ailleurs arbitraires. En s'appujant sur un théorème de M. Poincaré relatif aux racines communes à deux fonctions thèla, on trouve sans difficultés
Nous pouvons maintenant appliquer la formule (()); comme il devait être, la valeur de li disparaît, et Ton trouve immédiatement
po = 5.
Tel est le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce pour les surfaces hjperelliptiques non singulières. Si la surface hyperelliptique était singulière, c'est-à-dire '^i les périodes satisfaisaient à une ou plusieurs relations singulières (au sens de M. Humbert), il y aurait lieu de rechercher ce que devient le nombre Oq, qui peut être différent, car cet invariant, ainsi que nous l'avons déjà remarqué plusieurs fois dans ce Volume, n'est pas seulement géométrique et algébrique, mais a aussi un caractère aritliniêtique.
10. Les surfaces hjperelliptiques peuvent être rattachées au courbes de genre deux. Soit une courbe de genre deux
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OÙ fi^x) est un polynôme du cinquième degré; nous considérons les équations classiques de la théorie des fonctions abéliennes
On sait que toute fonction rationnelle
symétrique en (.2^, , j^, ) et (^2, ^^2) est une fonction quadruple-
ment périodique de a et v.
Les équations
l ^ = ip, -I- ^2,
OÙ x^ et ^2 sont deux paramètres arbitraires, définissent une surface hyperelliptique /, et il est manifeste qu'à un point arbitraire (^5 fi -) ^^ cette surface ne correspond qu'«/z couple de points
{X,, ) ,), {x.,y.) de la courbe ^'^ ^/(j?) et, par suite, un seul système de valeurs de u et v (aux périodes près).
11 . Glierclions à former les intégrales doubles de seconde espèce de cette surface. Envisageons à cet elïet les quatre intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce de la courbe bypereUiptique
rdx l'xdx rx-'-dr fx-^dx
et formons l'intégrale doul)le
(8) J J -J-y--L-^dx,dx, (/>,5r=o, 1,2,3).
D'après sa formation méine, cette intégrale double a les caractères d'une intégrale double de seconde espèce. Exprimons-la à Faide des variables u et v. On a
, , du de dit dv dx.dx. = -^^ ---rxy-i —'
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L'intégrale devient alors
Le coefficient de dudv est nne fonction rationnelle sjmétricjuc (le J^i et x^ et, par suite, une fonction quadruplenient périodique; de II et r. 11 en résulte que Tintégrale (8) est de la forme
(9) / j K{x,y,z)dxdy,
Il étant rationnelle en x^y et c, et il serait d'ailleurs facile de la calculer; c'est donc une intégrale double de seconde espèce de la surface y définie par les équations (^).
11 y a .S7.r combinaisons de la forme (8); nous obtenons donc ainsi six intégrales doubles (9) de seconde espèce de notre surface, juais nous allons montrer qu'elles ne sont pas distinctes.
Reportons-nous en efï'et à la formule fondamentale dans la théorie des fonctions abéliennes de Weierstrass, que nous avons utilis('e précédemment pour unautre objet(page i98dece Volume), et que nous (''crirons
^1 \_{x,-x,)>Jf{x,)f{x,)\
fix.)
^■■2)Vj\^l)A^2)_
vf^-n)A-r;)
[] étant un polvnoine en Xf et x.2, défini ])ar cette identité même, qui est du troisième degré par rapport à Xf et par rapport à x-^.
Elle montre qu'on ])eut former une combinaison linéaire à coefficients constants (non tous nuls) des expressions ; '
^P ^<l ^7 rr.V
y\yi
qui se réduit à une somme de dérivées partielles. On en déduit qu' y a une combinaison linéaire des intégrales (9) ([ui est de la form
\- -— \ dx dy,
ôx dy ' ^ '
U et V étant rationnelles en x^ y et ^, c'est-à-dire que les intégrales formées se réduisent à citicj. On vérifiera facilement que l'on
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obtient ainsi cinq intégrales doubles distinctes de seconde espèce de la surface j\ si le polynôme f{x) est arbitraire, et le théorème établi précédemment, à savoir que
pour une surface hyperelliptique, se trouve établi par une tout autre voie.
Sur la surface de Kummer et les nombres p et po qui lui correspondent.
12. Dans les deux Sections précédentes, il a été question de surfaces hyperelliptiques telles qu'à un point arbitraire de la surface ne correspond qu'un système (m, t^), abstraction faite de multiples des périodes.
Il existe des surfaces dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres, et pour lesquelles correspondent à un point arbitraire de la surface deux systèmes distincts de valeurs u et v.
Il est facile d'en donner un exemple en reprenant les équations abéliennes du n° 10. Envisageons, avec les mêmes notations, la surface définie par
y =^xix.i,
A un point arbitraire [x, y^ z) de cette surface correspondront un système de valeurs (:r<, X2) et le produit j^4jK2- On aura pour y^ ely2 deux systèmes de valeurs
yi, JK2 et — jKi, —72;
donc, à un point arbitraire de la surface correspondent deux systèmes de valeurs de u et ç.
13. Parmi les surfaces jouissant de la propriété précédente, la plus célèbre est la surface de Kummer, surface du quatrième degré P. KT S., IL ' 3o
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ayant seize points doubles. 11 ne serait pas dans notre sujet d'en faire une étude, même superficielle; nous allons seulement calculer les nombres p et po q^ii lui correspondent.
Le nombre p est facile à calculer, si nous nous reportons à une proposition extrêmement intéressante de M. Humbert relative aux courbes al<;ébriques tracées sur une surface de Kummer (non singulière). D'après ce tbéorème, toutes les courbes algébriques tracées sur une surface de Kummer sont de degré pair, et, si 2 n désigne le degré d'une telle courbe, on peut le long de cette courbe circonscrire à la surface une surface de degré n ne la coupant pas en dehors de la courbe considérée. On déduit de là immédiatement que 0=1. Car, si une courbe G, de degré 2/z, est l'intersection de la surface de Kummer avec la surface
f^{x,y,z) = 0, et, si une courbe Go de degré 2 n.2. est donnée par la surface
on a une intégrale de dilTérentielle totale de troisième espèce représentée par le logarithme
avant comme uniques lignes logarithmiques G, et Go. On déduit de là que p est égal à un pour la surfiice de Kummer.
H. Gherchons le nombre po relatif à cette surface. Jl nous faut appliquer ici la formule générale de la page /\oi)
p^^ = N -^ d — /ip — ( m — \) ^ '}. r—(p — i)
aj)pllcable au cas où, outre la ligne double, la surface a cl points isolés.
L'ap[)llcalion en est facile à la surface de Kummer.
On sait (pie
;• — o, p = I ; de plus on a
La formule donne alors
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Nous trouvons le même nombre que pour la surface hyperellipdque générale.
lo. En suivant une marche analogue à celle du n" dl, nous pouvons former facilement cinq intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface du n" 12 définie par les équations
Ces intégrales doubles ont toujours la même forme
' ' - dxxdx^ {p, q = o. i, 2, 3).
Cette intégrale peut s'écrire dans le cas actuel
'x'I x'( — x'{t^[ dx dy
Xi — Xo z
11 est clair que
x'ix'i— x'[x'l
Xi X2
est un polynôme P(^, jr), et l'on a donc une intégrale
V {x^ y) dx dy
ff
l'équation de la surface étant
¥[x^y) étant un polynôme en x et jr.
Pour les mêmes raisons que plus haut, ces six intégrales doubles de seconde espèce se réduisent à cinq ; elles sont distinctes si le polynôme f{x) du cinquième degré ne satisfait pas à certaines conditions particulières.
Sur les conditions pour qu'une surface soit kyperelliptique.
J6. Nous avons indiqué plus haut (Section 1 de ce Chapitre) certaines propriétés d'une surface hyperelliptique, pour laquelle il
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y a correspondance uniforme avec le prismatoïde des périodes. On peut se poser la (juestion inverse, et se demander comment on reconnaîtra si une surface donnée de degré m
est susceptible d'a\oir les coordonnées (x, r, ô) d'un quelconque de ses points exprimées par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres, de telle sorte qu'à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul système de valeurs de ces paramètres (aux périodes près).
On devra tout d'abord avoir pour la surface /' = 4 ? il T aura alors pour la surface deux intégrales de dillerentielles totales de première espèce; soient
V> dx — kdy r Bj dx — Aj dy
rV>dx — Kdy r B,
Ces deux intégrales devront n'être pas fonctions l'une de l'autre. En outre, la surface doit être du genre géométrique un\ enfin, nous a\ons montré que l'adjointe d'ordre m — 4 coupe, en dehors de la ligne double, la surface / suivant des courbes simples F de/' (pii sont unicursales (ces courbes peuvent manquer).
17. On peut montrer que ces conditions nécessaires sont suffisantes (' ); nous allons indiquer sommairement la démonstration. Soient
COi CO2 W3 t04 •J( 'J2 U3 U;
les quatre couples de périodes des deux intégrales précédentes. En se servant des théorèmes classiques dans la théorie des intégrales abéliennes, on obtient la relation entre ces périodes
- c//,co,'j/, = o (c//, = — c/,/) (f, k= I, '2, 3, 4 ),
(*) Comparez : E. Picard, Journal de Math., i885, p. 334; ^t i^^9i P- 224. Dans le second Mémoire, M. Picard, s'appuyant sur une proposition de M. Nôther, dit que la condition relative à l'unicursalité des courbes T est remplie d'elle-même ; mais la proposition de M. Nother est sujette à des restrictions, et la condition doit être maintenue. C'est ce qui résulte d'un exemple de M. Castelnuovo, que nous avons cité (t. I, p. 223), relatif à une surface du cinquième ordre avec trois tacnodes.
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les c étant des entiers, et le déterminant symétrique gauche
\cijA
n'étant pas nul, comme on le déduit de l'inégalité de Piiemann fondamentale dans ce genre de cjuestion.
18. En effectuant simultanément sur les w et les -j une substitution à coefficients entiers, dont le déterminant différent de zéro peut être a priori supérieur à un, on obtient de nouvelles périodes
( Qi î>o Q3 à., M^ 1% Ta n
avec la relation
Qi V2 — i>2 \\ 4- 12,3 ^\ — ^^i ^'3 = t) •
Il est alors possible de former avec un polynôme du cinquième degré convenable y (^) deux intégrales distinctes de première espèce
roLx
cLt,
t dx.
dont le tableau des périodes corresponde à (9'), Considérons alors les équations
1 r*^-^-* -^dx — l^dy
et les équations
^(.rO,j;) J\ J(,r.n,jn) J^2
En égalant entre eux leurs premiers membres, on voit que toute fonction rationnelle
symétrique par rapport à (.r,,y,)et (x-2^y-2)i est racine d'une éqiialion algébrique dont les coefficients sont fonctions rationnelles de {x<,y, :j). 11 en résulte que
T, y et z
sont des racines d'équations algébriques dont les coefficients sont des fonctions uniformes quadruplement périodiques de u et v.
Ainsi .r,j' et z définies par les équalions (lo) n'ont, pour chaque \aleur de u et r, f[u'un nombre limité de valeurs, et ont pour toute valeur finie de u et i' le caractère d'une fonction rationnelle ou d'une fonction algébrique.
^ous ne nous sommes pas servis jusqu'ici de la condition relative aux courbes Y . On se rappelle que l'on a
ABi-BA,=/i.Q(.r,j,.~),
()(jr,>', ^) étant f adjointe d'ordre m — /\. Tout d'abord, les courbes F étant unicursales, elles satisferont nécessairement aux équations dilïerentielles
B dx — A dy = o, B i dx — Aj dy = o,
puisque les deux intégrales de différentielles totales de première espèce, se réduisant pour une courbe F à des intégrales de fonctions rationnelles d'un ])aramètre, doivent être des constantes. Or,
d'après les équations
B dx — \ dy
f-i B,r/.r- Ai^/r
Te '"
./;, y, z ne pourront cesser d'être des fonctions uniformes de u et (* ([ue quand le point (^,.X, ^) viendra sur une courbe F. Mais, pour tous les points d'une courbe F, u et v se réduisent à deux constantes à des périodes près; nos fonctions algébroïdes de u et r ne pourront donc avoir de ligne critique pour laquelle deux ou plusieurs branches se permutent. Elles seront donc des fonctions uniformes, et, par suite, des fonctions quadruplement périodi({ues de u et r, comme nous voulions l'établir.
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Sur une classe d'équations aux dérivées partielles se rattachant à la théorie des fonctions abéliennes (i).
19. Arrêtons-nous un moment sur les équations différentielles de la forme
du du
âx'' dy ^
(12) f{ih
/étant un polynôme, et u désignant une fonction de deux variables indépendantes x et y.
Si II est une fonction quadruplement périodique de deux variables, qui ne se réduise pas à une fonction d'une combinaison linéaire de x et y, il y aura une relation algébrique de la forme (12) entre
du du dx dy et, si l'on pose
du du
p = -— et (p = -— , dx dy
à un point arbitraire de la surface
ne correspondront évidemment qu'un nombre limité de valeurs de (x^ y) dans un parallélépipède des périodes.
Nous allons établir d'abord que ce nombre limité de valeurs se réduit à un seul système de valeurs.
20. Admettons qu'il y ait m valeurs de (^, y) correspondant à un point arbitraire («, (^, w) de/, soient
(^\,y\), (^2,72), '-1 {Xm,ym)-
Les sommes
.2-1 + .7', -4-, ..^X,n., yi -hy-2 -+-. . .H-JKm
seront nécessairement des intégrales de différentielles totales rela-
(^) E. Picard, Journal de Mathématiques, i885, p. 338.
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tives à la surface f
/(;/, t',U') ^(//, 4', tv)
les P et Q étant rationnelles en (;/, r, (v).
Différents cas peuvent se présenter relativement à ces deux intégrales.
!21. Supposons en premier lieu que ces deux intégrales se réduisent à des constantes. Faisons un peu varier et arbitrairement (m, r, w) de manière à passer à (;^', r', tr'), on aura les nouvelles valeurs de :r ety voisines des précédentes
Nous aurons ici
^ X\ -f- 370 -î- . . . — r- X ifi = a"| — h a^2 "^ . . . -f- ^//; »
Les quantités x\ — xi sont de l'ordre de {^ii! — ?/) et (r' — (^). On a
, , , . . du , , ^ du, , , .
les termes non écrits étant d'ordre supérieur au premier, et des égalités analogues en remplaçant l'indice un par les indices deux, trois, .... Comme on a
du du dxi ~~ dx.2
du
' ' dx„
du du
^ri ~ ^t^2
du
et les égalités analogues avec les accents, il viendra, en additionnant et tenant compte des égalités (i4);
inYu{x\, y\) — w(^i, J'i)] = quantité du deuxième ordre.
Or ceci est impossible, puisque [x\ — x^) et {y\ — y,) sont du premier ordre; il faudrait que l'on eût, j)our toute valeur de x^
ce qui n'a pas lieu.
du du
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22. Les deux inlégrales (i3) ne se réduisent pas toutes deux à des constantes. Or, nous allons montrer d'abord que ces deux intégrales ne peuvent être distinctes. En effet, en remplaçant w, v^ w par leurs valeurs en ^ et jk, elles deviennent respectivement
les a, [^, Y étant des constantes. Si les intégrales sont distinctes, ap'_ [^a' n'est pas nul; il en résulte que a^ -h j3/ et 'yl x -\- ^'y et, par suite, x ely n'ont qu'une valeur pour u^ v, w donnés, aux périodes près.
L'une des intégrales est donc égale à une fonction linéaire de l'autre ; on peut supposer que
Pj du + Qi dç = X{F du -f- Q dç),
A étant une constante. Gardons x comme variable, et prenons y — Ax comme seconde variable, que nous continuerons à désigner par y. La somme
est alors variable avec (w, t^, tv) et elle est une intégrale de première espèce, tandis que
yi-^r-2-^-- • +7/» = const.
L'intégrale de première espèce qui représente .^,4-^^ sera susceptible de la forme
La constante a n'est pas nulle, car alors j^ n'aurait qu'une valeur (étant une intégrale de première espèce) et, par suite, on aurait
jKi = jKo = . . . -- y m = const. ,
ce qui est absurde.
Prenons enfin, au lieu de la variable x, la combinaison cf.x-\-'^y-\-y comme variable ; nous la désignerons encore par x, pour ne pas multiplier les notations. Alors, avec les deux variables x ely définitivement choisies, jious aurons
iPj = X-2 = . . . = •2^/«5
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et, par suite, à un point arbitraire (w, r, iv) de / correspondent
X étant le même partout.
Reprenons le raisonnement du numéro précédent en considérant lin point arbitraire (u', r', iv') de /, voisin de (u, i>, w). On aura alors
s au 11'
7ti[u(.r\,y\) — «(^i,ri)] = m{T[ — Xi) — -i- termes de degrés supérieurs.
Mais ceci entraîne
au
pour un système arbitraire de valeurs de Xi et j,, ce qui est impossible, car u serait une fonction d'une seule lettre combinaison linéaire des variables primitives x ely.
Nous avons épuisé toutes les suppositions, et il nous faut donc
conclure cfue
comme nous l'avons énoncé.
23. Posons-nous maintenant la question suivante : Etant donnée l'équation aux dérivées partielles
/ du du \
peut-on y satisfaire en prenant pour u une fonction uniforme quadruplement périodique de x et y1 Tout d'abord la surface
f(u, r, iv) — o
devra satisfaire aux conditions de la Section précédente. On aura donc tout d'abord à rechercher si l'on peut exprimer u, ^, w par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres x et y. La surface précédente devra admettre deux intégrales de première espèce
B r/u — A r/r T Bi du — A , dv
r n du — A dr r
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On doit pouvoir trouver deux combinaisons linéaires indépendantes de ces intégrales, telles que les deux équations aux différentielles totales
( /B -i- m Bi) du — (IX-+- niXj ) dv ^ ^^
/te
( nB -h pB\) du — (nX-+- pXj) dv _ ,
Jl " ^
donnent, pour «, ç, (r, des fonctions quadruplemenl périodiques
de X ety, et telles que
du du
Ox dy
Cherclions à quelles conditions on pourra déterminer les quatre constantes /, m, /i, p de façon qu'il en soit ainsi : nous n'aurons
qu'à calculer -^ et -r^ à l'aide des équations précédentes. On trouve
de suite, en posant comme plus liant BA, — AB, ■=■ fl^- Q("7 *^ ^'^)»
du _ /iA-+-/?Ai du _ IX -h mXi
'dx ~~ ( Ip — m II ) Q * ày ~ (Ip — m?i)(l
Nous devrons avoir
/lA-f- pAi— {Ip — m/i)Q,v, IX -h mAi — — ( Ip — mn) Q. ip,
et ces relations, devant avoir lieu, pour tout point de la surface, seront des identités en u, r, çv, puisque les degrés des polynômes qui y figurent sont moindres que le degré de la surface. Nous pouvons donc enfin écrire
A = — (^.{inv -\- pw), Xi= Q.{ Iv -^ nw).
Ainsi les polynômes A et A, doivent être divisibles par Q(w, r,(T'), et les quotients doivent être homogènes et linéaires en v et iv. Lorsque ces conditions seront remplies, on aura par les divisions mêmes de A et de A, par Q les quatre constantes /, m, /«, /?, et les équations aux différentielles totales qui doivent donner a en fonctions de ^ et j^ seront complètement déterminées; on est donc ramené à la question traitée dans la Section précédente.
Sur une surface algébrique admettant une infinité discontinue de transformations birationnelles.
24. Les surfaces liyperelliptiques i^énérales dont nous nous sommes occupés dans ce Chapitre donnent un exemple de surfaces admettant der transformations birationnelles en elles-mêmes dépendant de deux paramètres. Nous ne voulons pas nous occuper ici de l'intéressante question relative à la transformation birationnelle des surfaces en elles-mêmes. Nous terminerons seulement ce Cliapitre en montrant que, pour une surface, contrairement à ce qui arrive pour une courbe ('), il peut y avoir une infinité discontijiue de transformations birationnelles de la surface en ellemême, sans qu'il y existe une transformation continue, c'est-à-dire dépendant de un ou plusieurs paramètres arbitraires.
Ce fait a été si<;nalé pour la première fois par M. Humbert, qui a indiqué un exemple emprunté à la théorie de la surface de Kummer {(Comptes rendus, 3o janvier 189-). Peu après, M. Painlevé a donné un exemple plus simple (-) : nous allons indiquer l'exemple de M. Painlevé, où nous retrouverons quekjues-unes des notions relatives aux surfaces algébriques étudiées dans cet Ouvrage.
En désignant par p{z) la fonction elliptique, telle que la considère Weierstrass, envisageons la surface déterminée parles équations
A un point arbitraire de la surface correspondent deux valeurs distinctes des paramètres, à savoir :
(u, v) et (— w, — p),
(*) Pour ce point, on peut consulter le Traité d'Analyse de M. Picard (t. II, 2« édit., p. /|83).
(^) P. Painlevé, Sur une surface admettant une infinité discontinue de transformations birationnelles {Comptes rendus, i'\ février 1897).
SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 4^3
à des multiples près des périodes. Posons
U = m w H- nv.
V = pu ^ q ç^
m, n^ p et g étant des entiers satisfaisant à la relation
m q — np = d= i .
A un point [x^y^ z) de la surface correspondent les valeurs (w, <^), ( — w, — v) et, par suite, les valeurs (U, V), ( — U, — V). Si donc on pose
X, Y, z seront des fonctions rationnelles de x^ y^ z et inversement. Nous avons donc ainsi une infinité discontinue de transformations birationnelles de la surface en elle-même.
On voit de suite que la surface possède une infinité de courbes unicursales. Tout d'abord, pour u = (^, on a une droite de la surface. La transformation S donne la courbe correspondant à
\} =:z [m -\- n)u = [xu, V =: (/? -h q)u = ^^u.
Or jji et V peuvent être pris arbitrairement (entiers), pourvu qu'ils soient premiers entre eux. La courbe
étant de degré aussi élevé qu'on le veut, nous sommes assurés d'avoir sur la surface des courbes unicursales dont le degré est aussi grand que l'on veut.
Ceci posé, nous allons montrer que la surface ne peut posséder une transformation birationnelle en elle-même dépendant d'au moins un paramètre arbitraire.
CHAPITRE XIV. — SURFACES HYPERELLIPTIQUES
on voit immédiatement, en l'écrivant de la manière suivante :
dx dy
cjii'elle est de la forme
R(^, jK, z)dxdy,
If'
R étant rationnelle en x^ y el z] de plus, elle est de première espèce, d'après la forme (i5).
Nous avons vu (t. I, p. 194) qu'une surface sur laquelle il existe une famille (dépendant d'un paramètre arbitraire) de courl)es unicursales a nécessairement son genre géométrique nul. Il ne peut donc exister sur notre surface une telle famille de courbes unicursales.
Or suj)posons que la surface admette la transformation biralionnelle
(S) x' =^i{f, X, y,z), y = p.i(t; x,y,z), z' = p^if, x, y, z),
où l'on peut admettre que le paramètre t entre algébriquement dans les fonctions rationnelles p de x^y et z. Il faudra que cette transformation (S) transforme en elle-même chaque courbe unicursale de la surface, sans quoi la surface admettrait une famille de courbes unicursales, dépendant d'un paramètre arbitraire /. Donc, pour un point (ûOq, y^^ Zo) d'une telle courbe, la transformation (S) donne, en faisant varier ^, la courbe elle-même; son degré est donc limité. Mais il y a là une contradiction, puisque la surface contient des courbes unicursales dont Iç degré est aussi grand que l'on veut. Nous avons donc bien un exemple d'une surface possédant la propriété indiquée.
SUR CERTAINES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ET SUR UNE CLA.SSE DE SURFACES ALGÉBRIQUES,
Par M. Emile Picard (').
1. Dans un article sur une classe de surfaces algébriques dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres {Bulletin de la Société mathématique, t. XXVIII, 1900), j'ai appelé l'attention sur certaines surfaces algébriques. Ayant traité récemment celte question dans mon cours, je me suis aperçu que les considérations employées pouvaient être présentées sous une forme plus générale. C'est ce que je vais indiquer, en reprenant la question dès le début.
Envisageons d'abord une substitution rationnelle sur les m lettres
Ix'^ Ri {x, y, ..., O,
On suppose que ^ = y = ...= ^=:o est un point double de cette substitution et que, dans le voisinage de ces valeurs, on peut écrire
x' = ax -^ Çli (ce, y, .... t),
y'=f>y-^Qi {^, y, •••, 0:
t' = It -HQ,«(ir, JK, ..., ^),
les Q étant des séries entières, commençant par des termes au moins du second degré; il est admis de plus que
\a\>i, \b\>i, ..., K|>i, (1) Comptes rendus, 4 juillet 1904.
et enfin, on n'a pas entre deux quelconques des coefficients a, h, ...,/,
soit par exemple a et h, de relations de la forme
af^ = b ou b^'^ = a (A et /.• entiers positifs). -2. Ceci posé, on peut trouver des fonctions de m lettres u,i^, , . .,iv,
holomorphes dans le voisinage de .^ :- r =: . . . - ^v = o, méromorphes dans les plans de ces variables complexes, et satisfaisant aux équations fonctionnelles
fiau.bv, ...,/(p) = Ri (/'?' •••.'4^).
o{aa,bK^, ...,/îv)-R2 (/,?, •••,4^), C^) \[ ,
La démonstration de ce résultat peut se faire de différentes manières, soit par le calcul direct des coefficients des développements autour de l'origine, soit en procédant par approximations successives, comme je l'ai fait dans le cas beaucoup plus difficile où se présentent à l'origine des singularités essentielles {Acta mathematica, t. X\ III et XXIII, Suî' une classe de transcendantes nouvelles).
On part de la remarque que l'équation fonctionnelle
f{au,bv, ,..,lw) = af{u,ç, . . ., t^) 4- P( ", ^', ...,^^).
où P{u, r, ..., ^v) est une fonction liolomorphe donnée autour de l'origine, commençant par des termes du second degré, détermine complètement/, si l'on suppose que le coefficient de la première puissance de ./ a une valeur donnée (soit l'unité). Il est alors facile de montrer que les approximations successives ^
/„(««, bv. . . ., hv) = afn {U, P, . . ., iv) + Qi [/«-i, c?„-i, . . ., 'l'"-!]:
0„(//7<, 6(^ ...,/cV^) = 6cp„(a, i', ...,tï^) + Q2 [/«-n?«-l' •••.4^«-l]'
.i;„(^ï«, bv, ,..Jw) = l^n{u, V, ..., iV)-^(l,nUn-U ^ n-U • • • , 4^«-l l
OÙ l'on part de
et où, dans/,,, o,„ . . ., ^., les termes du premier degré sont respectivement u, V, ..., iv, convergent uniformément vers une limite. Un obtient ainsi la solution des équations (2), holomorplie autour de
ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ET SURFACES ALGÉBRIQUES
l'origine; on fait enfin aisément, au moyen de ces équations fonctionnelles elles-mêmes, le prolongement analytique des fonctions pour toutes valeurs de m, (^, . . ., w, de manière à avoir des fonctions partout méromorphes.
3. Le résultat précédent s'étend au cas où Ton aurait, au lieu des m lettres indépendantes a:, y, . - ., t, ces m lettres liées par une relation algébrique admettant une transformation rationnelle en ellemême. Il suffira de prendre le cas d'une courbe et celui d'une surface algébrique.
Soit une courbe algébrique
admettant la transformation rationnelle (3^
Nous supposons que l'origine soit un point simple de la surface et un point double de la transformation précédente. Alors, autour de l'origine, les équations (3) se ramènent à l'unique équation
x' = ax -t- Qi(:r),
Qi ne renfermant pas de terme du premier degré, et nous faisons l'hypothèse que \a\ est supérieur à un. Dans ces conditions l'analyse du paragraphe précédent est applicable, et l'on a finalement, pour la courbe F,
/"et cp étant des fonctions méromorphes de ii dans tout le plan, satisfaisant aux. équations fonctionnelles
^{au)=^ R2[/(w), o(w)].
Mais ce résultat ne donne rien de nouveau. En effet, de ce que \ a \ est différent de m/i, il résulte que la courbe F admettra une infinité de transformations rationnelles en elles-mêmes et, par suite, elle sera du genre zéro ou un. Si la courbe est du genre un, la constante a sera nécessairement un entier (sauf le cas de multiplication complexe).
h. Que donnent les considérations précédentes pour une surface algébrique? Nous supposons que, pour une surface algébrique
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il V ait une transformation rationnelle en elle-même
x' = Ri (a'-, jK, z).
susceptible, dans le voisinage de l'origine (point simple de la surface)^ de se mettre sous la forme
x' = ax -\- Qi(.r, jk),
y = ^y-^Qi{^, y),
Qi et Q., commençant par des termes au moins du second degré, en admettant de plus que
On pourra alors exprimer les coordonnées œ, /, z d'un point quelconque de la surface par les formules
/, cp, 'l étant des fonctions méromorplies de u et r, satisfaisant aux. équations fonctionnelles
/{au, bv) = Ril/(^^ ^)' ?("' ^0^ 4^(««» <')]' o{au, bv) = R2[/(w, V), o(w, v), ^{u, v)\, ^[aa, bv) = ]\:i[f{u, v), o(u, v ), 6 (a, (')].
Quelle est retendue de la classe des surfaces que nous venons de rencontrer? C'est une question à laquelle je ne puis malheureusement répondre.
La surface admettra manifestement une infinité de transformations en elles-mêmes, que l'on obtient en prenant les puissances successives de la transformation initiale. Quand il s'agissait d'une courbe, nous pouvions conclure qu'elle était de genre zéro ou un, mais on ne connaît rien de général sur une surface admettant une \n{\n\lè discontinue de transformations rationnelles. On sait seulement, comme l'a montré le premier M. Humbert, qu'il existe des surfaces admettant une infinité discontinue de transformations rationnelles sans admettre une infinité continue, et M. Painlevé en a donné un second exemple extrêmement simple (^).
(') Voir sur ce point le dernier Chapitre de ce Volume (dernière Section).
IMPOSSIBILITÉ DE GROUPES DE POINTS SUR UNE SURFACE ALGÉBRIQUE
Les surfaces hyper elliptiques rentrent évidemment dans le type précédent, sans parler bien entendu des surfaces unicursales. Pour les surfaces hyperelliptiques générales, la multiplication par un entier p des arguments conduira au cas de
Il serait, je crois, intéressant de rechercher s'il y a d'autres surfaces que les précédentes (avec leurs dégénérescences) rentrant dans la classe sur laquelle certaines équations fonctionnelles appellent ainsi l'attention.
SUR l'impossibilité de certaines séries de groupes de POINTS SUR UNE SURFACE ALGÉBRIQUE,
Par M. Emile Picard (^).
1. On sait que l'on peut trouver sur une courbe algébrique une série de groupes de n points dépendant de /i paramètres et correspondant uniformément à des fonctions abéliennes (non dégénérescentes) de n variables u^^ u^, .... w„, c'est-à-dire de telle manière qu'à un système de valeurs des ii ne corresponde en général qu'un groupe de points et que, inversement, à un groupe arbitraire de la série ne corresponde qu'un seul système de valeurs des w, abstraction faite des périodes. Le nombre /i, comme il est classique, est égal au genre/? de la courbe.
Une question analogue peut être posée pour les surfaces algébriques :
Est-il possible de trouver sur certaines surfaces algébriques des séries de groupes de n points, dépendant de in paramètres, et cor-
(^) Journal de Mathématiques, h" série, t. IX.
O NOTE II
respondant uniformément à des fonctions abéliennes {non dégénérescentes) de in variables ^^,, ^2, ..., iii,i-> c'est-à-dire de telle m,anière qu'à un système de valeurs des u ne corresponde, en général, qu'un seul groupe de points, et que, inversement, à un groupe arbitraire de la série ne corresponde qu'un seul système des u, aux périodes près?
Cette circonstance peut se présenter pour /i r= i, et l'on a alors les surfaces hyperelliptiques. Il paraissait vraisemblable que, pour d'autres valeurs de /i, on aurait des classes de surfaces algébriques jouissant de la propriété indiquée. En réalité, il n'en existe pas; c'est ce que je me propose de montrer ici.
Considérons donc la surface
/(a7, jK, 5) = o (de degré m),
et, en supposant n supérieur à un^ soient (^1, jKi, ^i), •••, {^ n-^ y nt ^ ri) les coordonnées de n points arbitraires de la surface. Désignons par
ÇI1 Ç2i • • • ) Ç2/1-+-1
in-\-\ fonctions rationnelles symétriques des {x^ y, s), prises d'ailleurs arbitrairement, on aura une hjpersurface
dans l'espace à 2/1 -f-i dimensions, et, de plus, puisque les fonctions symétriques ^ sont arbitrairement choisies, cette surface correspondra uniformément au groupe des n points.
D'après les hypothèses faites, les coordonnées d'un point arbitraire de la surface F s'exprimeront uniformément par des fonctions abéliennes de 2n variables Wj, Uç,^ . . ., u^n- I^a notion d^ genre géométrique s'étend immédiatement des surfaces de l'espace à trois dimensions aux hypersurfaces dans l'espace à un nombre quelconque de dimensions. Notre surface F ne pourra posséder qu'une seule intégrale multiple de première esjjèce d'ordre 2/î, et cette intégrale correspondra à l'intégrale multiple
dui duo. . .da^/i ;
le genre géométrique de la surface F est donc égal à un. De plus, la surface F aura ■>, /^ intégrales de différentielles totales de première espèce, dont l'inversion donnera les ç en fonctions abéliennes des u.
IMPOSSIBILITÉ DE GROUPES DE POINTS SUR UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. [\'J
A chaque intégrale de différentielle totale de première espèce de la surface F correspond une intégrale de différentielle totale de première espèce de la surface / et inversement. 11 en résulte que la surface/ possédera in intégrales de différentielles totales de première espèce linéairement indépendantes
J P/ dx H- Q,- dy
(i) / Fidx-^Çlidy . (t = I, 2, .. ., 2/1),
les P et Q étant rationnelles en x, y qI z\ ces in intégrales auront 4 n périodes. On voit de plus aisément, à cause de la symétrie des ,^ par rapport à (^i, /i,^i), . . ., (^,n yn, ^n)j que le groupe des n points sera donné par les in équations
(2 ) ' ^ PK^/o Vh, -A.) dxu -h QK^A, y/n Zk) dy,, = dui
3. Ceci posé, montrons que la surface / ne peut être d'un genre géométrique supérieur à l'unité. Soit, en effet,
S ( X , jK , z) dx dy
une intégrale double de première espèce de/. Formons l'intégrale multiple d'ordre m
où S,- et f.. désignent respectivement S (^/, jk/, ^t) et f'-.{xi, y,, z-i). On peut écrire
d^id^q^_...d^^n dxi dyi... dxa dy,, = -pr-7 — -, > — - >
D(^i,jKi, ...,y„)
le dénominateur étant le déterminant fonctionnel de ^1, ^2: • • •> ^2« P^ï" rapport aux m variables indépendantes x^^ y^^ . . ., x^^y^^. Or il est aisé de vérifier que ce déterminant fonctionnel est une fonction rationnelle et symétrique de (^1, Ji,^i), ..., (-^ra, Vre? ^// )• C'est évidemment une fonction rationnelle et, pour voir qu'elle est symétrique, il
^pj2 NOTE H.
suffit de remarquer que le déterminant
. . il -m
by
OÙ les lettres («r, b,
, /) sont en nombre /i, ne change pas si l'on permute entre eux deux couples de lignes associées, par exemple si Ton permute les lignes {a, a') et les lignes (6, b'). On remarquera
^ areille circonstance ne se présenterait pas dans le cas d'une urbe, et d'une manière plus générale dans le cas d'une fonction algébrique d'un nombre impair de variables indépendantes. Il résulte de là que l'intégrale (3 ) est de la forme
que p co
f C... C^dUd\^...dUn.
où e est une fonction rationnelle symétrique de (^i,Ji,-i)j ■ - •> {^m y m -«) et, par suite, une fonction rationnelle de ^,, ^2, • • -^ ^2«-i-i- Elle' est donc une intégrale multiple d'ordre in de première espèce pour F. Si /-est de genre supérieur à un, il est clair alors que l'on pourra former pour l'hypersurface F plus d'une intégrale multiple d'ordre in de première espèce, ce qui est en opposition avec ce que nous avons dit plus haut.
k. Le genre géométrique de / est donc au plus égal à un; mais, d'autre part, il ne peut être égal à zéro. On démontre en effet {voir t. 1, p. 137) que si
fPidx-^Qidy et fVkdx-^Qkdy
sont deux intégrales de différentielles totales de première espèce relatives à la surface/, on a l'identité
où M(x,/, z) est un polynôme adjoint d'ordre m- 4, c'est-à-dire
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un polynôme tel que Tintégrale double
est de première espèce. Si le genre géométrique de / était nul, on
aurait nécessairement
par suite, les 2 /i intégrales (i) seraient fonctions les unes des autres, €t les in équations (2) ne pourraient être distinctes.
En désignant donc, comme plus haut, par (a) l'intégrale double de première espèce relative à la surface / de genre un, nous aurons les identités
P/Q/t— P/.Qf = ^ik 7? '
les A,7, étant des constantes qui ne sont pas toutes nulles. On peut supposer A^/, différent de zéro pour i — i, k—-i\ nous écrirons
Pi Q2 — Po Q2 = <^ Ji '
C étant une constante différente de zéro, et soient
A et B étant deux constantes. De ces identités on conclut
APi-f-BPs-l-GPg = 0, AQi-i-BQa+GQa-o,
et ces relations sont inadmissibles, puisque les trois intégrales
/ Pi ^^ -+- Qi dy, TPs dx -H Q2 dy, j P3 dx -4- Q3 dy
sont linéairement indépendantes. Nous arrivons donc à une contradiction, et, par suite, on doit répondre par la négatiçe à la question posée au n° 1.
5. La question que nous venons de traiter soulève d'autres problèmes qu'il serait intéressant d'examiner. H a été expressément
mentionné que la série de groupes des n points devait correspondre uniformément à des fonctions abéliennes non dégénérescentes. On pourrait s'affranchir de cette dernière restriction. On aurait toujours la surface F et 2n intégrales de différentielles totales relatives à cette surface, mais qui ne seraient plus alors nécessairement de première espèce. De plus, tandis que tout à l'heure une intégrale de différentielle totale relative à F devait nécessairement, quand on remplaçait les \ par leurs valeurs en {x,, y,, z,), . . ., (^„, y„, Zn), se ramener à la forme
conséquence nécessaire de ce que l'intégrale est de première espèce, maintenant l'intégrale transformée pourrait a priori èlre de la forme
fPi dxi-\-Qidyi-h V.dx^^-^(ltdyi^...-^Pndxn-^Q.ndyn,
les P et Q dépendant rationnellement de l'ensemble des coordonnées (^1, yu -^i). • • -, i^n. fn, -«); on aurait là une intégrale de différentielle totale mêlée relative à n points arbitraires de la surface et symétrique par rapport à ces n points. Quoi qu'il en soit, il y a là un point à discuter, et d'une manière plus générale ces intégrales mêlées peuvent présenter quelque intérêt.
6. On peut encore se poser une autre question. En restant dans le cas des fonctions abéliennes non dégénérescentes, on pourrait considérer une fonction algébrique de trois variables indépendantes donnée
par une équation
et se poser pour cette hypersurface le problème que nous avons traité pour les surfaces de l'espace à trois dimensions : existe-t-il sur certaines hypersurfaces algébriques des séries de groupes de n points, dépendant de 3n paramètres et correspondant uniformément à des fonctions abéliennes (non dégénérescentes) de 3 ai paramètres. La parité du nombre des variables indépendantes jouait un rôle important dans la démonstration qu'on a lue plus haut; ici, avec trois variables indépendantes au lieu de deux, la démonstration du théorème (à supposer qu'il soit exact) devra être assez notablement modifiée. La même question se pose pour les fonctions algébriques d'un nombre impair quelconque de variables indépendantes.
SUR LES FONCTIONS RATIONNELLES DE TROIS VARIABLES COMPLEXES
Par M. Emile Picard.
1. Quand on passe du domaine de deux variables complexes à celui de trois variables, on peut de deux manières différentes étendre les notions relatives aux intégrales multiples. Bornons-nous ici au cas des fonctions rationnelles.
Nous pouvons, en premier lieu, considérer l'intégrale double
/ / K dy dz -\- B dz dx -]- G dx dy
(où A, B, G sont des fonctions rationnelles de x^ y et z)^ étendue à un certain continuum à deux dimensions dans l'espace à six dimensions relatif aux trois variables complexes; le sens de cette intégrale se détermine en employant toujours les mêmes considérations. La condition pour que le théorème de Gauchy s'étende à une telle intégrale, c'est-à-dire pour que cette intégrale étendue à une surface fermée soit nulle quand on peut, par une déformation continue, réduire cette surface à une courbe ou à un point sans rencontrer de valeurs de ^, y, z pour lesquelles A, B, G cessent d'être continues, est ici, comme dans le cas des quantités réelles,
dk dB dC dx dy âz
En supposant vérifiée cette condition à'intégrabiUté, nous allons chercher quels seront les résidus àe cq\.Iq intégrale double, c'est-à-dire les diverses valeurs de cette intégrale prise sur une surface fermée à deux dimensions. Nous allons d'ailleurs nous borner au cas où l'on aurait
(') Journal de Mathématiques, 1889, p. Gi.
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P, Q, R, S étant des polynômes en x^ y, ^, le dernier étant supposé irréductible. La condition d'intégrabilité s'écrira alors
^ ^ Ocr ây oz \ôx oy az
Supposons d'abord que nous laissions à œ une valeur constante, d'ailleurs arbitraire; notre intégrale double se réduit alors à
Prenons alors, dans le domaine des deux variables complexes y et z, les résidus de cette intégrale double. Ceux-ci seront les périodes de
intégrale abélienne ordinaire
relative à la relation algébrique entre y et ^,
S(^, JK, z) = G.
Dans tout ceci, x figure comme un paramètre d'ailleurs arbitraire. Mais les résidus de l'intégrale double (i), si la condition d'intégrabilité est remplie, doivent être des constantes; il faut donc que les périodes de l'intégrale (3) ne dépendent pas de œ. Il est essentiel de le vérifier, et cette vérification va précisément nous ramener à certain ordre d'idées qui a joué un rôle important dans plusieurs parties de cet Ouvrage.
La relation (2), en effet, n'est pas nouvelle pour nous; elle joue un rôle fondamental dans l'étude des intégrales de différentielles totales relatives auv surfaces algébriques. Je dis que l'intégrale
\> dy — (l dx
est une intégrale de différentielle totale relative à la surface algébrique S(^,/, ^) = o.
Il faut donc montrer, comme conséquence de l'identité (2), que
ày dx
x^ y ^1 z étant liés par la relation S (^, j', ^ ) rz::: o.
FONCTIONS RATIONNELLES DE TROIS VARIABLES COMPLEXES
En développant l'égalité précédente, on a
/ dP ôP \
+ ( ;^ SI - — S:,j Si- P(S':,S1- S^S',) = G.
Nous pouvons remplacer PS^ H- QS^ par — RS^ d'après l'identité (2). Nous avons alors S^ en facteur, et la relation à vérifier devient
Or différentions maintenant l'identité (2) par rapport à z^ et faisons dans le résultat S = o, nous aurons précisément la relation précédente.
Nous avons ainsi vérifié que les périodes de l'intégrale (3) ne dépendent pas de JT, puisque ces périodes sont des périodes de l'intégrale
de différentielle totale
P dy — Qdcc
Donc les périodes de cette intégrale simple seront des résidus de l'intégrale double (i). Réciproquement, d'ailleurs, tout résidu de (i) sera une période de l'intégrale précédente, car tout résidu peut toujours se ramener à l'intégrale prise le long d'une sorte de tore enveloppant un cycle linéaire de la surface algébrique S(.t, y, ^) =0.
On voit que l'étude des intégrales de la forme (i), quand A, B, G sont des fonctions rationnelles, se rattache étroitement à la théorie des surfaces algébriques.
2. Il va en être de même pour la seconde catégorie d'intégrales multiples que l'on peut encore considérer. Envisageons maintenant l'intégrale triple
, , r r rP dxdydz
P et Q étant des polynômes en ^, /, s; la définition de cette intégrale, étendue à un continuum à trois dimensions, se fait toujours d'après les mômes principes. Nous n'avons ici aucune condition d'intégrabilité; cette intégrale, étendue à un continuum /<?rme^ est nulle, quand ce continuum peut se réduire à un continuum de moins de trois dimensions sans rencontrer de systèmes de valeurs ^, y^ ^, pour lesquelles Q s'annule.
4^8 KOTE III.
Cherchons quels sont les résidus de cette intégrale, c'est-à-dire les diverses valeurs qu'elle prend, quand on l'étend à un continuum fermé quelconque à trois dimensions.
Donnons d'abord à ^ et à y des valeurs fixes, et considérons une racine de l'équation en z
Le résidu ordinaire correspondant de l'intégrale simple
Fdz
sera manifestement
Nous avons donc maintenant à considérer l'intégrale double
P dcc dy
Quel devra être le champ de l'intégration? Cette intégrale double devra être étendue à un continuum fermé de points analytiques (^,.r, z) ou, en d'autres termes, d'après nos définitions précédentes, à un cycle à deux dimensions, de la surface Q.
Nous en concluons que les résidus de l'intégrale triple (i) sont les périodes de l'intégrale double (2), cette intégrale double étant relative à la surface algébrique Q(^, y, z) = o. Ces périodes ont été étudiées dans plusieurs Chapitres de ce Volume.
3. Nous avons (page 218 de ce Volume) cherché à quelles conditions une fonction rationnelle donnée F(^, /) des deux variables x et y est susceptible de se mettre sous la forme ,
dx dy
P et Q étant rationnelles en x et y; dans cette question sont intervenus les résidus de l'intégrale double
l j ¥{x,y)dxdy.
Une question analogue, mais moins simple, se pose pour une fonction
rationnelle donnée
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des trois variables œ, y ç^i z, à savoir de rechercher les conditions sous lesquelles on a
T7/ ^ àV dq dR
P, Q et R étant rationnelles en ^, / et z. Nous laissons au lecteur le soin de l'étudier.
SUR CERTAINES SURFACES POUR LESQUELLES LES COORDONNÉES d'un point s'expriment par DES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX PARAMÈTRES,
Par M. Emile Picard.
1. On sait, depuis les célèbres travaux de M. Poincaré sur les (onctions fuchsiennes, que les coordonnées d'un point d'une courbe algébrique peuvent s'exprimer par des fonctions d'un paramètre qui sont uniformes dans tout leur domaine d'existence. Comme je l'ai montré (^) autrefois, il n'est pas possible que, dans une telle représentation paramétrique, les fonctions employées aient des points singuliers essentiels isolés, quand le genre de la courbe est supérieur à l'unité.
La représentation paramétrique des surfaces algébriqu-^s par des fonctions de deux paramètres qui soient uniformes dans tout leur domaine d'existence est au contraire bien peu avancée. La seule classe bien étudiée des surfaces jouissant de cette propriété sont les surfaces hyperelliptiques et leurs dégénérescences. Exi>te-t-il d'autres surfaces pour lesquelles les coordonnées d'un point quelcon(jue s'expriment par des fonctions analytiques de deux variables ayant partout à
(1) E. Picard, Bulletin des Sciences mathématiques, i883, et Acta Mathematica, t, XI.
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distance finie le caractère d'une fonction rationnelle ? C'est une question à laquelle on ne peut actuellement répondre. Dans la Note I de ce Volume, j'ai indiqué des surfaces algébriques possédant une représentation paramétrique de cette nature, mais je ne suis pas certain qu'il en existe en dehors des surfaces hyperelliptiques et de leurs dégénérescences, quoique cela paraisse probable.
2. Les fonctions hyperf uchslennes et hyperahéliennes, dont je me suis occupé dans différents Mémoires, conduisent à des classes certainement très étendues de surfaces algébriques jouissant de la propriété cherchée.
J'ai appelé groupe hyperf uchsien relatif aux deux variables a: et y un groupe de substitutions linéaires de la forme
/ a^cc -h biv -^ Cl a^sc -{- hoV ■+-
^' \ ax-+-by-\-c ax-+-by-{-c
qui conservent l'hypersphère
^•^o-HjKJKo — I = o
(^0 6t /o désignant les quantités conjuguées de œ et y), ce groupe étant discontinu à l'intérieur de cette hypersphère (^).
Certains exemples de groupes liyperfuchsiens m'ont été fournis par des considérations arithmétiques relatives aux formes ternaires d'IIermite à indéterminées conjuguées. Les fonctions hypergéométriques de deux variables m'ont aussi donné des exemples intéressants de groupes hyperfuchsiens (-). Ces fonctions sont données par l'intégrale
w^.-i ( u — 1)^-1 ( u — x)V--^ ( u —y)^-^ du,
où g et h désignent deux des quantités o, i, jt, j et oo. On sait qu'elles satisfont à un système S de trois équations linéaires aux dérivées partielles, ayant trois solutions communes linéairement indépendantes. En désignant par toj, tog, W3 trois de ces solutions convenable-
(') K. Picard, ylc^a Mathematica, t. \, II et V. — Voir aussi Wirtingkr, Académie des Sciences de Vienne, 1899, et R. Alezais, Annales de l'École Normale, 1902.
(-) V,. Picard, Sur les fonctions hyper fuchsiennes provenant des séries hypergéométriques de deux variables {Annales de l'École Normale, i885).
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ment choisies, et posant
il correspondra au groupe de S un groupe de Ja forme (i), et ce groupe sera hyperfuchsien quand les conditions suivantes seront remplies ; prenons deux quelconques des quatre quantités X, [x, bi et b^, soit par exemple X et èj, la différence 1 -\- b^ — i doit être l'inverse d'un nombre entier positif, et pareillement, si l'on prend trois quelconques de ces quantités, soit X, [x et b^^ la différence 2 — X — [j, — b^ est encore égale à l'inverse d'un entier positif. Je citerai l'exemple
\=z ix=zbi = b^— -
pour lequel \q polyèdre fondamental du groupe est tout entier à l'intérieur de l'hypersphère limite.
Tout récemment M. Hurwitz(^) a développé des considérations importantes sur la formation générale des groupes hyperfuchsiens, et l'on peut consulter aussi sur ce sujet des Mémoires intéressants de M. Fubini dans les Annall di matematica (avril 1906) et {Rendicontl del circolo matemalico di Palermo, t. XXI, 1906).
3. A chaque groupe hyperfuchsien correspondent des fonctions hyperfuchsiennes restant invariables par les substitutions du groupe, et entre trois fonctions relatives à un même groupe il existe une relation algébrique. C'est ainsi que l'on est conduit, pour chaque groupe, à une classe de surfaces algébriques.
Il n'a été formé jusqu'ici aucun exemple effectif àe. surface hyperfuchsienne. Nous avons cherché, M. Alezais et moi (2), à préparer le terrain pour une telle recherche dans un cas très particulier, en faisant une étude arithmétique préliminaire.
Considérons la forme ternaire à indéterminées conjuguées
UUq -I- VWq -h Vq w
et le groupe des substitutions à entier complexe du type a -h bp {où p est une racine cubique imaginaire de l'unité). Un groupe hyper-
( ' ) HuRWiTZ, Zur Théorie der autoniorphen Funktionen von beliebig vielen Variabeln {Math. Annalen, t. LXI).
(2) l^. Picard, Comptes rendus, 1882. — R. Alezais, Annales de l'École Normale, 1904.
fuchsien G se trouve ainsi défini. Envisageons en outre les substitutions à coefficients de même espèce, qui reproduisent cette forme multipliée par l'entier réelX: et qu'on peul appeler substitutions d'ordre A; appelons U et Y deux^ telles substitutions. On dira qu'elles sont équivalentes, quand il existe une substitution T d'ordre un telle que
l'on ait
TU = V
Il n'y a qu'un nombre limité de substitutions non équivalentes d'ordre /c, et ce nombre est égal à 2{k^-{- k ■+■ i), quand A est premier et de la forme 3m -}- t. 11 joue un rôle important dans l'évaluation du degré des surfaces hyperfuchsiennes qu'on peut faire correspondre au groupe G.
k. J'ai appelé groupe hyperabélien (^ ) relatif aux deux variables x
et y un groupe discontinu dont les substitutions sont de l'une et
l'autre forme
ax-\-h ci'y^h'\
ex
ex. y -f- p oi' X -h ^'
les variables x et y restant respectivement dans un demi-plan (ou
dans un cercle).
L'étude arithmétique des formes quaternaires réelles réductibles au
type
u\-\- ul — ul — ul
m'a donné des exemples de groupes hyperabéliens.
Antérieurement, certaines fonctions abéliennes du genre deux m'avaient permis de définir facilement des groupes hyperabéliens. Désignons, suivant l'usage, par
I o G II, G i n G'
le Tableau des périodes des intégrales normales d'une courbe de genre deux, et supposons qu'on ait la relation
(i) II2-GG'=D,
D étant un entier positif. Dans l'ensemble des transformations du
(') E. Picard, Journal de Mathématiques, i885. — II. Bourget, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898.
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premier ordre correspondant à la fonction abélienne de genre deux, on peut détacher un groupe de transformations V laissant invariable la relation (i).
Ceci dit, on satisfait à (i) en posant
Or on démontre qu'au groupe V correspond pour a: et y un groupe hyperabélien. L'étude de ce groupe a été approfondie par M. H. Bourget. Dans ses profondes recherches sur les fonctions abéliennes singulières, M. Humbert (^) a étudié des relations entre G, H et G' plus générales que la relation (i).
M. Blumenthal (^) s'est occupé de la recherche des substitutions fondamentales de groupes hyperabéliens, d'un type étendu et relatif à un nombre quelconque de variables.
5. Achaque groupe hyperabélien correspondent des fonctions hyper abéliennes, et entre trois de ces fonctions il existe une relation algébrique conduisant à une surface hyperabélienne.
La théorie des fonctions abéliennes singulières correspondant à la relation (i) pour D r= 2 a conduit M. Humbert à quelques exemples effectifs tvès simples de surfaces hyperabéliennes (Comptes rendus, J899; Sur les surfaces hyperabéliennes).
Ainsi la surface du quatrième degré
xy -f- z xz 4- y xy — z ~ x—yz
est hyperabélienne, et l'on a pour elle la représentation paramétrique
les ?S désignant les fonctions thêta normales du premier ordre d'argutnents nuls.
6. Quel est le degré de généralité des surfaces hyperfuchsiennes et hyperabéliennes? C'est une question à laquelle je ne puis répondre. 11 est extrêmementpeu probable que l'on obtienne ainsi toutes les surfaces algébriques, car les groupes hyperfuchsiens et hyperabéliens
(1) G. Humbert, Les fonctions abéliennes singulières {Journal de Mathématiques^ de 1899 à 1904).
('-) O. Blumenthal, Matheniatische Annalen, t. LVI.
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sont en fait très particuliers. II n'en est pas dans le cas de deux variables comme dans celui d'une seule variable, où, avec les groupes de substitutions du tvpe
ax X,
on avait tous les cas de substitutions biralionnelles.
Dans le cas de deu\ variables, il faudrait considérer tous les groupes discontinus dont les substitutions sont birationnelles
Dans les groupes hyperfuchsiens, R et Rj sont linéaires (fractionnaires) ; déjà les groupes liyperabéliens appartiennent au type quadratique où R et Ri sont du second degré.
11 n'est d'ailleurs pas certain qu'à tout groupe discontinu de la forme précédente correspondent des fonctions restant invariables par les substitutions de ce groupe, comme le montre l'exemple du groupe
(.r,jK; x-^ ai, y -\-hi) (t = i, 2, 3, 4)
d'après le théorème classique sur les fonctions quadruplement périodiques.
Dans un ordre d'idées voisin, je rappellerai, en terminant, une question que j'ai posée autrefois {^ Journal de Mathématiques, 1889, p. 009) et où figuraient des groupes de substitutions de la forme
(ir, jk; ax-\-h^ cy -\- d).
Les progrès faits depuis dans la théorie des cycles linéaires permettraient probablement de la résoudre.
SUR QUELQUES RÉSULTATS NOUVEAUX DANS LA THÉORI^^^ DES SURFACES ALGÉBRIQUES,
Par MM. Gastelnuovo et Enriques.
M. Picard a bien voulu nous demander d'ajouter à son Traité une courte exposition des résultats sur les surfaces algébriques, qu'on a obtenus dernièrement en Italie, et qui n'ont pas trouvé place dans son Ouvrage. Il a voulu ainsi nous fournir le moyen de faire connaître à un public plus large l'état actuel de la théorie des fonctions de deux variables suivant notre point de vue géométrique.
Nous tacherons de répondre par cette Note, aussi bien qu'il nous sera possible, à la proposition très aimable de M. Picard.
PREMIÈRE PARTIE
1. Il convient d'abord de rappeler brièvement les concepts et les résultats fondamentaux, auxquels se rapportent les développements des Chapitres IV, V, YI du Tome II de ce Traité, en y ajoutant quelques remarques plus récentes.
On sait d'abord ce que c'est qu'un système linéaire de courbes (algébriques) tracées sur une surface (algébrique) (i); on sait de même qu'on appelle complet un système linéaire | G | de courbes, qui n'est pas renfermé dans un système linéaire plus ample de courbes du même ordre douées des mêmes points-base (^).
(') Tome II, Chapitre V, page (j3 et suivantes, (-) Page loi.
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Une courbe C étant donnée sur la surface F, un syslèuie linéaire complet |C| (de dimension îio) auquel C appartient, est déterminé, pourvu que l'on donne sur G les points-base qu'on veut imposer à |C| ('); il convient d'ajouter- que |C| pourra bien posséder de nouveaux points-base accidentaux (qu'on peut regarder comme virtuellement inexistants), en dehors de ceux qui lui ont été imposés.
Rappelons encore qu'on opère sur les systèmes complets, tracés sur une surface, par addition {^) et par soustraction (^), et qu'on est toujours amené à de nouveaux systèmes complets, pourvu toutefois (dans le second cas) que l'opération soit possible.
II convient d'ajouter que pour chaque système linéaire on peut définir, en relation avec ses points-base imposés, deux nombres entiers, invariants vis-à-vis des transformations biralionnelles de la surface : le genre (virtuel) t de la courbe générale du système; le degré (virtuel) du système, c'est-à-dire le nombre des intersections de deux courbes générales du système, en dehors de ses points-base imposés (il est sous-entendu que chaque intersection doit être évaluée en ayant égard à sa multiplicité pour les courbes en question).
Si l'on somme deux systèmes | Ci |, | Cj |, dont les genres et les degrés soient respectivement t:,, -,, /^l, ti^, le genre et le degré de I Cj-h C.2 1 s'expriment par les formules
TT = Tli -I- 7:2 + î — l,
n = n^-h n.2 -\-ii,
où i désigne le nombre des intersections d'une courbe C^ et d'une courbe G2 (*).
Au moyen de ces formules on peut définir le genre et le degré d'un système quelconque, réductible ou même composé d'une seule courbe (dimension /-rrro), ce qui permet d'éliminer tout cas d'exception dans les calculs (^).
2. La notion des courbes adjointes à un système linéaire |C|, sur une surface F, se trouve établie dans le Chapitre VI (p. 117 et suiv. ).
C) Cf) page 102. L'énoncé ci-dessus est un peu plus général que celui donné dans le texte. On peut l'établir par la même voie, ou bien par le raisonnement Irè» simple (et presque immédiat) donné par M. Enuiques dans sa Note : Intorno ui fondamentl delta geoinetria sopra le superficie algebriche {Atli délia R. Accademia dette Scienze di Torino, 1901).
(2) Page 104.
(^) Page III.
(*) Cf., pour la première formule, page 107.
(^) Enriques, //i^or/io ai fondamenti. . . toc. cit., n" 12.
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On a donné récemment une définition très simple de ces courbes (^).
Supposons d'abord que le système | C| renferme (totalement) les sections planes de F. On sait alors que les courbes adjointes O sont découpées sur F par les surfaces adjointes <p„_3 de Tordre n — Z {n désignant l'ordre de F). Or on peut obtenir les O en construisant d'abord le système complet | K ] découpé sur F par les surfaces polaires cp/i_i (en faisant abstraction des points-base qui tombent dans les points-pince de la courbe double de F, points qu'on doit envisager comme accidentaux), et puis en considérant le système résiduel de deux courbes G par rapport à K
G'| = IK — 2CI
Mais les courbes K (particulières) qui sont découpées par les surfaces polaires de F jouissent de cette propriété remarquable : cliacune d'elles est le lieu des points doubles des courbes d'un réseau de sections planes de F; c'est, comme on dit, la courbe jacobienne du réseau.
Maintenant, si l'on donne sur F un système quelconque de courbes |G|, qui ne renferme plus les sections planes de la surface, on peut considérer d'une manière analogue les jacobiennes K des léseaux contenus dans |C1 (pourvu que la dimension de |G| soit ^2); on démontre que ces courbes K appartiennent à un même système linéaire complet, qui possède un point-base de l'ordre 3 « — i en chaque pointbase d'ordre i pour |G|. Par la soustraction de deux courbes G, on obtient ainsi les courbes G'' adjointes à | G ]
G' + LI = IG + L
On sait que cette propriété renferme le caractère invariant des courbes canoniques, découpées sur la surface F par ses adjointes cp„_4 d'ordre n — 4? d dehors des courbes exceptionnelles ; car (lorsque les cp„_4 existent, à savoir lorsque le genre géométrique pg > o) le système qu'elles découpent sur F est représenté par
ir/-G|=.|L'-Ll (2).
(1) Enriques, loc. cit., n" 13 et suiv.
(2) Tome II, page 142.
Mais la propriété du système adjoint^ que nous venons de rappeler, nous apprend davantage ; en effet, elle nous amène à définir toute une série de systèmes invariants, qui peuvent exister sur des surfaces de genre /?^ :^ o, et qui peuvent même être utiles dans l'étude des surfaces de genre /^^ !> o (surtout en ce qui touche aux premières valeurs du genre), quoique dans ce cas ils se réduisent aux systèmes multiples du système canonique (^).Les systèmes invariants, auxquels nous venons de faire allusion, sont les systèmes
ilsjouissent tous également de la propriété d'invariance vis-à-vis des transformations birationnelles de la surface, pourvu qu'on en retranche (comme on le fait d'ordinaire) les courbes exceptionnelles qui en font partie. On leur donne les noms de système bicanonique, système trois fois canonique, etc. Le nombre des courbes bicanoniques indépendantes s'appelle bigenre; pareillement on peut envisager le trigenre,
Si l'on veut obtenir, par exemple, les courbes bicanoniques sur une surface F„ (d'ordre /i), dans le cas le plus simple où elle est douée d'une courbe double et de points triples (2), il suffit de retrancher deux sections planes, du système qui est découpé sur F,i par les surfaces biadjointes *2rt -e d'ordre in — 6, passant doublement par la courbe double (puisque ce système est justement le double de celui qui est découpé par les surfaces adjointes ^«-a); on obtient ainsi des surfaces *^2«-8 biadjointes à F„, qui découpent sur F„ les courbes bicanoniques.
Les sections des surfaces biadjointes d'ordre in — 8 (en dehors de leurs parties exceptionnelles) jouissent donc de la propriété d'invariance vis-à-vis des transformations birationnelles de F^j.
On trouve l'exposition de ces résultats à la page 1/46 et suivantes du texte (t. II), et Ton peut voir à la page i49 les premiers exemples qu'on a donnés de surfaces de genre /j»^ = o, et de bigenre F2!> ^'
D'autres exemples nombreux se présentent en étudiant certaines classes de surfaces z^ ^=zf{jc, y) (^).
(') C'est ainsi, par exemple, qu'on a pu donner une classificalion complète des surfaces de genre />> > o, et de genre linéaire />(') = 2,3. — {Cf. Enriuuks, liendiconti delta B. Ace. d. Lincei, 1897).
(^) Tome I, pages 71 et suiv.
( ^ ) Enriques, Sut piaiil doppi dl génère lineare /^^'^ = i ( Reiidic. delta R . Accad. d. Lincei, 1898),
L'importance des plurigenres ressortira de la seconde partie de cette Note, lorsqu'il s'agira d'établir si une surface donnée est rationnelle, ou si elle peut être transformée en un cylindre, etc. {voir
Il résultera en ijarticulier que, pour les surfaces qui ne se ramènent pas à la famille des cylindres, il y a toujours des plurigenres P, qui ne s'annulent pas pour des valeurs assez grandes de i (/ =: 4 ou / =: 6).
3. De la propriété fondamentale du système adjoint découlent encore les résultats concernant le genre numérique p,i ou p^ d'une surface, qui se trouvent largement développés dans le texte ( t. II, p. 82-92, 125-129). Il nous suffira de rappeler que, lorsque />„ </?^,, la série (canonique) découpée sur la courbe générale d'un système irréductible I G I de F par le système adjoint, n'est pas complète; cette série g^~}_J^ a donc un défaut 0; mais ce défaut^ pour les différents systèmes de courbes tracés sur la surface, a un maximum qui est précisément pg. — pa ( ^ ).
11 y a une autre manière, en quelque sorle analogue, de définir le caractère invariant 7;^, — pa,.
Considérons, à cet eflet, la série linéaire {caractéristique) qui est découpée sur la courbe générale de | G | par les autres courbes du même système; c'est une série ^'i~S si l'on désigne par /i, /', respectivement, le degré et la dimension de | G |. Eh bien! la série caractéristique d' un système complet tracé sur une surface n'est pas complète {en général, au moins), lorsque Pa<.Pfr'^ mais, pour les différents systèmes existant sur F, le défaut de la série atteint un maximum qui est précisément p^r — pa (^)-
rJe ce théorème découle une relation importante entre les caractères d'un système linéaire j G | donné sur une surface, dont les deux genres (géométrique et numéri([ue) sont représentés par p^r^ Pa- En désignant par /«, T, /• respectivement le degré, le genre et la dimension du système, et en supposant que celui-ci ne soit pas renfermé dans le système canonique, on a toujours
(M Page 128. D'après un théorème démontré tout dernièrement par M. Picard {t. II, p. 4"^*^)? OD a l'égalité 0 = p„ — />„ pour tout système j G 1 existant sur la surface. On n'est pas encore parvenu à retrouver ce théorème par les méthodes géométriques.
(2) Gastelnuovo, Alciine proprietà fondamentali. . , {Aiinali di Matemat'ica, 1" série, t. XXV, 1897). Une démonstration très simple a été donnée par M. Severi {Rendiconti delta R. Ace. d. Lincei, octobre 1908 ).
Lorsque le système | C | est renfermé dans le système canonique, en désignant par i le nombre des surfaces adjointes cp^..^ indépendantes qui passent par une courbe G, on a, au lieu de la relation qui précède, la suivante
T. — i — n-i-r ^pa — i.
La relation, que nous venons d'écrire, constitue Vextension aux surfaces de la propriété relative aux courbes qu'on appelle le théorème de Riemann-Roch.
C'est M. Nôlher qui a énoncé cette extension dans une Note publiée en 1886 (^). Mais, dans le court essai de démonstration qu'il en a donné, il suppose que la série caractéristique d'un système complet soit toujours complète, ce qui est vrai seulement lorsque p^^^p^. M. Enriques s'est occupé d'abord de justifier la formule en question dans le cas /;« =y:>^; ensuite M. Gastelnuovo est parvenu au résultat général pour tous les systèmes linéaires irréductibles de dimension ^ 2, tracés sur une surface quelconque.
On a cherché ensuite à étendre ce théorème aux systèmes de courbes réductibles (-), et l'on est parvenu au résultat suivant, qui a été démontré d'une façon précise par M. Severi (^) : si les caractères t:, /i, i dhine courbe, Irréductible ou réductible, tracée sur une surface de genres pg, pa-, satisfont à V inégalité
Pa+ n — 7: -I- I — j^ o, la courbe appartient à un système linéaire de dimension
h. Nous avons eu l'occasion de parler des surfaces {irrégulières), c'est-à-dire des surfaces pour lesquelles pa<ip^r.
Le premier exemple de telles surfaces est fourni par les surfaces réglées dont les sections planes ont le genre tt > o ;'en ce cas on a
La classe des surfaces réglées {t.'^o) est renfermée dans la classe plus générale des surfaces possédant un faisceau irrationnel de
(') Comptes rendus de l'Acad. des 6'c., t. Clll.
(^) Castklnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali. . .^ n° 4 {Annali di Matematica^ 3* série, t. VI, 1901).
(•'') Sut teorema di Riemann-Roch {Atti deW Accad. délie Scienze di Torino, mai igoS).
(*) Tome I, p. 241 ; tome II, page i55.
courbes de genre quelconque ; toutes ces surfaces sont irrégulières, parce que les séries caractéristiques des systèmes linéaires tracés sur elles ne sont pas complètes (^).
On a généralisé cet exemple, en démontrant que : toute surface possédant un système de courbes qui n'est pas contenu (totalement) dans un système linéaire est une surface irrégulière (-).
A cette famille de surfaces appartiennent tous les exemples de surfaces irrégulières auxquels on est parvenu par des procédés différents. Citons, j^ar exemple, les surfaces qui représentent (point par couple) le système des couples de points appartenant à deux courbes algébriques distinctes ou à une même courbe, surfaces dont les caractères invariants ont été déterminés d'une façon complète (^).
Cette remarque a conduit à penser que toute surface irrégulière rentrerait dans la famille citée. C'est ce qu'on a démontré dernièrement (■'). Ainsi donc, sur toute surface irrégulière, on trouve des systèmes algébriques de courbes qui ne sont pas contenus dans des systèmes linéaires.
Ce théorème peut être précisé davantage. Rappelons à cet effet que la notion de la série caractéristique d'un système linéaire de courbes sur une surface peut être étendue à un système continu non linéaire, de la façon suivante (^) : les courbes infiniment voisines d'une courbe générale du système découpent sur celle-ci une série, qu'on appellera série caractéristique du système donné. On a maintenant le théorème (^) : tout système continu de courbes algébriques existant sur une surface est renfermé en un système {linéaire ou non linéaire) dont la série caractéristique est complète.
Le dernier système sera linéaire, d'après un théorème de M. Castelnuovo (n° 3), si la surface est régulière (/?„ = />^). Au contraire, si/?^>>/j»«, il existe sur la surface des systèmes linéaires complets, de
(^) Castelnuovo, Alcwii risultati. .., n'> 10 {Mem. délia Società italiana délie Scienze, 1896).
(2) Enriques, Una proprietà. . . {Renclic. del Circolo Malematico di Palermo, t. XIII, 1899).
(•^) Maroni, yli^i delV Accad. d. Scienze di Torino, 1908. — Seyerï, Ibidem, et Memorie dell' Accad. d. Scienze di Torino, igo3. — De Franchis, Bendic. del Circolo Mateni. di Palermo, 1908.
(*) Enriques, Sullà proprietà caratteristica délie superficie algebriche irregolari {liendic. délia R. Accad. d. Scienze di Bologna, 1904); Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 16 janvier 1905.
(=^) Severt, Osservazioni sui sistemi continui ... {Atti délia R. Ace. d. Scienze di Torino, 1904).
(6) Enriuues, loc. cit.
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* genre t, degré n et dimension r =: p^-h n — ti-I-i, dont la série caractéristique a le défaut maximum p^. — pa] ces systèmes sont donc /^enfer/fiés en des systèmes co/iti/ius de dime/islo/i
P =/>^-^/^— - + 1, composés par acPg~Pa systè/nes linéaires complets de dime/isio/i
r=9—iPi,r — Pa)'
Si Ton assujettit les courbes d'un tel système continu à satisfaire à /• conditions linéaires, on obtient u/ie série cct^s~P^^ de courbes no /i équivale/ites, série dont la courbe générale n'appartient à aucun système linéaire contenu dans la série. Mais on ne saurait pas construire sur la surface une série de dimension p^r — />«+ i douée de la même propriété.
Comment pourra-L-on reconnaître si une courbe <t\ant des caractères assignés, sur Une surface de genres y^^r, /?«, appartient à une desdites séries co^^""^^» ? Voici la réponse : il sufjit que les caractères ir, /i, / de la courbe (nommés au n« 3) satisfassent à V inégalité
Pa-\- ti — iz -\- \ — î _: o.
Ce résultat, auquel M. Enriques est arrivé en s'appuyant sur Textension du théorème de Riemann-Roch, a reçu une démonstration directe assez simple de M. Severi (^).
5. Considérons sur une surface irrégulière un système continu S de courbes, composé par ccPg-Pa systèmes linéaires complets | C |, |Ci|, I C2I, .... Si Ton construit le système linéaire
|G'| = lC-i-G,-G2l,
on reconnaît de suite que | C | appartient aussi au système S, et possède les mêmes caractères que | C |, ....
On voit donc que Vopératio/i | Ci — C2I transforme tout système linéaire complet | C | de S en un autre système linéaire complet | C'|, qui est aussi renfermé dans S. Or, on peut former ccI's~P'' opérations analogues, et l'on reconnaît aisément qu'elles forment un groupe continu de transformations deux à deux permutables. Il convient d'énon-
(') Sut leorenia di Riemann-Rock {toc. cit.).
cer ce résultat de ]a manière suivante (*) : les ccPg-J''^ systèmes linéaires complets renfermés dans un système continu peuvent être représentés par les points d'une variété algébrique à pp — pa dimensions, qui admet un groupe permutable ccf's"''"^ de transformations birationnelles en elle-même.
C'est la variété de Picard attachée à la surface. D'après un théorème établi par ce savant (2), les coordonnées d'un point général de la variété peuvent être exprimées à l'aide de fonctions abéliennes ["iiPff — Pa) fois périodiques] de /?^ — /?a variables. En transportant cette propriété aux systèmes de courbes sur la surface considérée, on arrive à la conclusion {^) que les p^ — pa paramètres non linéaires, dont dépend une courbe d'une série complète donnée sur la surface, peuvent être introduits de telle façon que les coefficients des équations de la courbe soient des fonctions abéliennes de ces paramètres.
On a ainsi une extension aux surfaces de la propriété des groupes de points d'une courbe, qui est exprimée par le théorème d'inversion de Jacobi. On pourrait rechercher une autre extension de cette même propriété dans un sens plus direct; c'est ce qu'a fait M. Picard en parvenant à une réponse négative {voir la Note II de ce Traité).
0. En résumant les résultats rappelés dans les n°^ 3, 4, 5, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Si l'on envisage sur la surface une courbe, dont les caractères ti, /i, i satisfont à l'inégalité
Pa-i- n — t: -h I — i =o;
cette courbe sera renfermée dans une série complète dépendant de
paramètres ; et ces paramètres seront de deux sortes : les uns, au nombre de r — {p^ — pa), entrent linéairement, de sorte que la courbe est un système linéaire par rapport à ces paramètres; les autres paramètres, au nombre de p^r — Pa-, entrent d'une façon irrationnelle, et précisément les coefficients des équations de la courbe sont des fonctions i{pa — Pg) fois périodiques de ces derniers paramètres.
(*) Castelnuovo, Sugli integrali semplici ... {Rendiconti délia li. Ace. d. Lincei, mai-juin igoS, ou bien Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 23 janvier igoS).
(2) PiCAiiD, Rendiconti del Circolo matem. dl Palermo, t. IX.
(3) Castelnuovo, toc. cil.
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7. II convient maintenant de rapprocher ces résultats, relatifs aux surfaces irrégulières, à d'autres résultais qui se rapportent au\ surfaces douées d'intégrales de diflérentielles totales de première espèce.
M. Ilumbert, en appelant le premier l'attention des géomètres sur les systèmes non linéaires de courbes, a remarqué (^) que toute surface, sur laquelle existe un système de courbes qui lïest pas contenu dans un système linéaire, possède quelques intégrales de différentielles totales de première espèce.
On a cherclié à inverlir ce résultat. M. Enriques v est parvenu d'abord (^) en ajoutant l'iiypolhèse que les ç > o intégrales appartenant à la surface aient iq périodes, hypothèse qui, à cette époque, devait être regardée comme restrictive. Ensuite i\I. Enriques, en s'appuyant sur un théorème important de M. Severi, que nous allons citer tout à l'heure (n° 8), et profilant du résultat qu'il a établi dernièrement sur les surfaces irrégulières (n° 4), a pu démontrer, sans introduire aucune restriction (^), que toute surface possédant q '> o intégrales de différentielles totales de première espèce possède des systèmes algébriques de courbes, qui ne sont pas contenus dans des systènies linéaires.
8. On n'a maintenant qu'à comparer les résultats des n°* i et 7 pour faire ressortir la vérité de la proposition suivante :
Les surfaces irrégulières et les surfaces douées d'intégrales simples de première espèce forment une seule famille.
Ce théorème renferme deux propositions réciproques dues respectivement à MM. Severi et Enriques. En vue de l'importance du résultat, il est bon peut-être de lappeler ici l'ordre dans lequel ces propositions ont été découvertes, et les étapes successives qui ont amené au résultat quantitatif, qui a permis de compléter le théorème énoncé.
En septembre 1904 M. Severi, en s'appuyant sur les résultats généraux de M. Picard, a examiné la courbe polaire d'une intégrale simple de seconde espèce (transcendante), et a remarqué que la série caractéristique, découpée sur cette courbe parles courbes qui appartiennent au même système linéaire, n'est pas complète; il en déduit que {'*)
(') Journal de Mathématiques, 4° série, l. X, 1893, p. 190.
(^) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1" série, t. III.
(^) Enriquks, Rendic. délia R. Accad. di Bologna, décembre 1904.
(*) Rendicontl delta R. Accad. d. Lincei, septembre 1904; Mathein. Anna-
toute surface douée d'intégrales simples de seconde ( ou de première) espèce est ir régulière.
En décembre 1904 M. Enriques, en s'^appuyant sur la construction de systèmes non linéaires sur une surface irrégulière (n°4), parvenait à la conclusion réciproque que (') les surfaces irrégulières possèdeiit des intégrales simples de première espèce.
Ensuite M. Severi (-), en profitant du théorème de M. Enriques sur les systèmes non linéaires (n^ 4), a pu démontrer l'égalité
où r et q sont les nombres des intégrales simples de seconde et première espèce de la surface.
Enfin, une étude plus approfondie des systèmes non linéaires nommés, étude où le rôle essentiel est joué soit par la considération de la variété de Picard (3) ( n^ 5), soit par l'extension du théorème d'Abel C^) (dont nous allons parler au n° 10), a permis à MM. Castelnuovo et Severi de préciser de la manière suivante le lien qui existe entre l'irrégularité d'une surface et le nombre des intégrales simples qui lui appartiennent :
Une surface ayant les genres /;^., pa, possède exactement p^ — pa intégrales simples distinctes de première espèce et i{pg — Pa) intégrales simples distinctes de seconde espèce; le nombre des périodes des unes et des autres intégrales, et le nombre des cycles linéaires distincts de la variété de Riemann à quatre dimensions attachée à la surface est 2 {pn- — pa).
Ce résultat est donc le fruit d'une longue série de recherches, auxquelles ont également contribué les méthodes transcendantes de M. Picard et les méthodes géométriques employées en Italie.
9. Le théorème d'après lequel une surface irrégulière possède des systèmes non linéaires de courbes (n° k) peut être précisé davantage dans quelques cas particuliers remarquables.
len, t. LXI. Une autre démonstration a été donnée par M. Picard (Comptes rendus, x6 janvier igoS; voir aussi ce Traité, t. II, p. ^ig).
(^) Reiidiconti delta Accad. d. Scienze di Bologna, loc. cit.
(^) Atti delta R. Accad. d. Scienze di Torino, janvier i(jo5; voir aussi Picard, loc. cit.
(3) Castelnuovo, Comptes rendus, 28 janvier 1900; Rendic. délia R. Accad. dei Lincei, mai-juin 190.5.
C) Severi, Comptes rendus, 3 avril 1900; Annali di Matematica, 3* série, t. XII.
En 1900, M. Castelnuovo communiquait à M. Enriques (^) une construction d'après laquelle, étant donné sur une surface de genre /?^,= o un système de courbes non équivalentes, on est amené à un faisceau irrationnel. En 1904 (aii moyen du résultat du n" 4-) M. Enriques en a déduit (^) que :
Toute surface de genres
Ps = o, />« < o
renferme un faisceau irrationnel de courbes.
Ce résultat peut être généralisé, en remarquant que le point essentiel de la construction précédente, c'est le fait que les intégrales simples de la surface sont fondions Tune de l'autre.
Or on reconnaît, en général (^), que, si, parmi les intégrales simples attachées à une surface, il y en a plusieurs qui sont fonctions de l'une d'entre elles, alors la surface renferme un faisceau irrationnel de courbes. Il s'ensuit que toute surface ayant pg^ 2{pa-+- 2) possède un faisceau irrationnel de courbes {'*). Cette propriété appartient donc à toute surface dont le genre aritlnnélique Pa<i — I (^); (on verra ensuite que les courbes du faisceau sur une telle surface sont rationnelles).
Le même ordre de considérations a permis à M. de Franchis d'établir un théorème remarquable (^) :
Si la surface z'^:^f{Xy y) possède q intégrales simples distinctes de première espèce, la courbe plane f^œ^ y)^=zo est formée par iq -^ 1 ou iq -\-\ courbes appartenant à un même faisceau: toute courbe du faisceau est la projection dé deux courbes de la surface qui varient en un faisceau hyper elliptique de genre q.
Le théorème réciproque subsiste aussi.
f 10. La démonstration très simple, par laquelle M. Severi a établi le théorème du n^ 8, s'appuie sur une proposition qui doit être regardée
(') Annates de Toulouse, 2' série, t. III.
(-) Hendic. Accademia di Bologna, toc. cit.
(') De Franchis, Rendic. delta R. Accad. dei Lincei, juin 1904; Rendic. det Circolo matem. di Palermo, t. XX, 1906, p. 49-
(*) Castelnuovo, Rendic. det Circolo matem. di Palermo, l. XX, p. 55.
(^) De Franchis, Rendic. det Circolo matem. di Palermo; toc. cil.
(^) De Franchis, Rendic. delta R. Accad. dei Lincei, toc. cit.; voir aussi une extension de ce théorème dans les Rendic. det Circolo malem. di Palermo, t. XX, p. 33 1.
comme l'extension aux séries de courbes tracées sur une surface du théorème d'Abel relatif aux séries de groupes de points d'une courbe. Il s'agit de décider, en recourant aux intégrales simples de première espèce de la surface, si une série continue de courbes tracées sur elle est contenue dans un système linéaire. Ou peut énoncer la condition cherchée de différentes façons, mais on doit toujours envisager la somme des valeurs que chaque intégrale acquiert aux points d'un certain groupe variable. Bornons-nous à rappeler la première forme sous laquelle M. Severi énonce son théorème (^) :
Pour qu'une série algébrique de courbes sur une surface appartienne à un système linéaire, il est nécessaire et suffisant que la somme des valeurs que chaque intégrale simple de première espèce prend aux points d'intersection de deux courbes de la série, garde une valeur constante lorsque Us deux cour bes varient dans la série.
Une autre extension du théorème d'Abel a été donnée aussi par M. Severi dans le Mémoire cité. La voici. Supposons que deux surfaces F, F' soient liées par une correspondance algébrique (i, n)\ on aura alors sur F' une involution d'ordre /i, formée par oo^ groupes de n points correspondant aux points de F. Eh bien, la condition pour que V involution sur F' {c'est-à-dire la surface F) soit régulière, est que la somme des valeurs de chaque intégrale simple de première espèce de F' aux points d'un même groupe reste constante quand ce groupe varie.
11. Aux systèmes algébriques de courbes tracées sur une surface s'étendent immédiatement les notions de système complet, d'addition et de soustraction de systèmes, que nous avons exposées lorsqu'il s'agissait de systèmes linéaires. Si l'on désigne par (G), (Ci), ... des systèmes algébriques complets, on pourra donc attribuer une signification précise à une relation telle que celle-ci :
(i) A(G) = /ii(Gi) + /i2(G-2) H- . . .+ Ap(Cp),
où les A, Al, /i2, /'p sont des nombres entiers, dont le premier et
quelqu'un des autres sont certainement positifs; on suppose naturellement que les soustractions relatives aux coefficients négatifs sont possibles. Si la relation (i) a lieu, on dira que les systèmes (C), (Cl), ..., (Gp) sont algébriquement dépendants. Or M. Severi est
(1) Comptes rendus, 3 avril 1906, Annali di Matematica, 3« sér., t. XII. On trouvera un rcsullat plus expressif dans une Note de M. Severi parue tout dernièrement dans les Rendic del Circolo matent, di Palermo, t. XXI, 1906.
parvenu à démontrer un théorème extrêmement remarquable, qui se rapporte aux. notions rappelées tout à l'heure ( ^ ) :
Sur une sur/ace algébrique on peut toujours fixer un nombre Jini p de systèmes algébriques complets (G/), algébriquement indépendants, tels que tout autre système algébrique (G), tracé sur la surface, dépende algébriquement des systèmes nommés.
Tous les s^'stèmes (C) existant sur la surface sont donc fournis par la relation (i), en attribuant aux coefficients h des valeurs entières. On dit que les systèmes ((^j), . . . , (Gp) forment une base de la totalité des systèmes tracés sur la surface. Si celle-ci est régulière, la base est formée par des systèmes linéaires.
Le nombre p, qui entre dans le dernier théorème, ne diffère pas du nombre que M. Picard a désigné par la même lettre à la page 2/1 1 du Tome II de ce Traité, et qui joue un rôle important dans sa théorie des intégrales simples de troisième espèce. Vax effet, si Ton prend une courbe G,, G2, . . . , Gp de chacun des systèmes formant la base, il n'existe aucune intégrale simple de troisième espèce ayant ces seules courbes pour courbes logarithmiques; mais on peut former une intégrale qui a pour courbes logarithmiques les p courbes nommées et une courbe ultérieure G arbitrairement fixée.
La connexion existant entie la théorie de la base et celle des intégrales simples de troisième espèce permet à M. Severi de répondre à une question importante posée par M. Picard (^). Il démontre en effet que la condition nécessaire et sujfisante pour que toutes les intégrales simples attachées à une surface algébrique se réduisent à des combinaisons algébrico-logarithmiques, c'est que la surface soit régulière.
12. Revenons maintenant à la recherche des caractères invariants d'une surface. A côté des invariants (absolus) que no,us avons considérés jusqu'ici, il convient de prendre en considération de nouveaux caractères, qui ne jouissent pas d'une invariance rigoureuse vis-à-vis de toutes les transformations birationnelles de la surface; ce sont les invariants relatifs.
On parvient à cette conception très féconde, en partageant les transformations qu'on peut faire subir à une surface en deux classes :
1° Attribuons à la première classe les transformations qui font cor-
(') Complet rendus de i'Acad. des Se 6 février i()()5; un Mémoire ])liis détaillé sur ce sujet paraîtra procliaincniciit dans les Matlieni. Annalen. (2) Ce Traiié, t. II, p. 144.
respondre sans ea^ception un point à chaque point simple de la surface donné, et une courbe à chaque courbe de celle-ci (^);
2° Attribuons, au contraire, à la seconde classe les transformations qui foiit correspondre à un ou à plusieurs points (en nombre fini) des courbes (exceptionnelles), ou vice versa.
Nous appelons alors Invariant relatif de la surface tout caractère de celle-ci, qui est invariant vis-à-vis des transformations biralionnelles de la première classe. Une transformation de la seconde classe modifie en général ce caractère, à moins que la transformation ne change autant de points de F en courbes exceptionnelles, que de courbes exceptionnelles de F sont transformées en points.
Voici maintenant quelques invariants relatifs fondamentaux qui appartiennent à une surface algébrique quelconque.
Parlons d'abord d'une surface F^^ d'ordre /i, de genre y9^> o. Une surface <p„_4, d'ordre n — 4? adjointe à F„, coupe celle-ci (en dehors de sa courbe double) suivant une courbe composée par une courbe canonique et les courbes exceptionnelles qui peuvent exister surF/j(^ ). Or, la première partie jouit de la propriété d'invariance (en une acception absolue); son genre />(') constitue donc un invariant absolu de la surface, qu'on appelle, d'après M. Nother, le genre linéaire (^).
Mais si, en ne faisant pas abstraction des courbes exceptionnelles, on évalue le genre de la courbe composée qui constitue (en dehors de la courbe double) l'entière intersection de F,j avec o„_4, on obtient un nombre ^ù qui est un invariant relatif de la surface.
Or le nombre to peut être évalué en fonction des caractères d'un système linéaire quelconque tracé sur la surface F„, et de ceux de son adjoint, soit, par exemple, en fonction du genre u des sections planes de F,j, de l'ordre /î, et du genre tJ des intersections de F,i avec les surfaces adjointes ('f,i_3) de l'ordre n — 3; on a, en effet,
a> = 7r' — 3(71 — i)-hn.
L'importance de cette formule découle de la remarque suivante :
L'expression rJ — 3(7r — i) -\- n a un sens, même dans le cas oà la surface donnée a le genre p^z=o: elle conserve d'ailleurs toujours son invariance relative, vis-à-vis des transformations de la
(') Nous passons sur la difficulté inhérente aux points singuliers, dont il est permis d'ailleurs de faire abstraction.
( 2) Tonne II, page ii8.
(•') Tonne I, page 2o5.
première classe. Ce fait est une conséquence presque immédiate de la propriété fondamentale du système adjoint {^).
Ou pourrait de même former avec le degré n' du système découpé sur F„ par les surfaces (p,i_3 une expression qui jouit aussi d'une invariance relative, à savoir
cette expression, lorsque 7J>^ > o et que la surface F„ ne possède pas de courbes exceptionnelles, exprime le degré du système canonique.
Mais on a toujours
ce qui donne une généralisation d'une formule bien connue de M. Nôther (2).
13. Un autre invariant relatif, qui va jouer un rôle important dans rétude des surfaces appartenant à la classe des surfaces réglées, peut être obtenu, d'après MM. Zeuthen et Segré, delà manière suivante : prenons sur la surface F un faisceau linéaire de courbes C, de genre ir, doué de /i points-base (simples ou multiples); il y aura, en général, un certain nombre o de courbes C douées d'un point double, en dehors des points-base; or Pexpi^ession
ne dépend pas du faisceau considéré, mais seulement de la surface F, dont elle constitue un invariant relatif {^).
ik. Comparons maintenant les deux invariants relatifs o et I, d'une surface F.
Lorsqu'on transforme F par une transformation birationnelle, qui fait correspondre une courbe exceptionnelle à un point de F, le nombre w diminue d'une unité; au contraire I augmente d'une unité par la même transformation.
Il s'ensuit que l'expression w -h I ne change pas, c'est-à-dire qu'elle constitue un invariant absolu de F; on a d'ailleurs (d'après une formule de M. Nôther)
(') Enriques, Introduzione alla geometria sopra una superficie algebrica, n" 41 {Memorie délia Società italiana délie Scienze, 3« série, t. X, 1896).
{') Loc. cit.
(3) Cf. Castelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali. . ., loc. cit., n° 6.
(*) Castelnuovo et Enriques, loc. cit.
RÉSULTATS NOUVEAUX DANS LA THÉORIE DES SURFACES ALGÉBRIQUES. 5oi
On trouvera dans le texte (page 4i2) un invariant relatif lié aux précédents et qui se rattache au nombre des cycles à deux dimensions d'une surface.
15. Uétude des invariants relatifs appartenant à une surface nous amène à considérer de plus près les courbes exceptionnelles.
Tous les géomètres qui se sont occupés des surfaces algébriques savent bien que la présence de ces courbes, qui peuvent se transformer en points, introduit dans la théorie une difficulté systématique. C'est, d'ailleurs, une difficulté propre aux surfaces, qui n'a rien d'analogue dans la théorie des courbes. Aussi plusieurs efforts ont été faits jiour éliminer cette difficulté, autant que possible. Depuis son premier Mémoire (de 1898) l'un de nous (Enriques) avait prévu que toute surface F(quelques cas particuliers exceptés) aurait pu se transformer en une nouvelle surface F' dénuée de courbes exceptionnelles; il est revenu ensuite sur le même sujet, en 1896.
Mais ces résultats partiels n'ont plus d'intérêt aujourd'hui, puisque la question vient d'être résolue heureusement d'une façon précise et complète.
On démontre, en effet, qu'étant donnée une surface F, on peut faire disparaître l'une après l'autre ses courbes exceptionnelles, par un procédé qui s'arrête nécessairement (en faisant disparaître toutes ces courbes), si la surface F ne possède aucun système linéaire de genre tt (juelconque et de degré n >» 2tc — 2. Mais si, au contraire, un tel système existe (ainsi que nous le dirons plus loin), la surface F peut être transfoimée en un plan ou en un cylindre, c'est-à-dire qu'elle appartient à la classe générale des surfaces réglées (rationnelles ou irrationnelles). On a donc le théorème (^) :
Toute surface F, qui it appartient pas à la classe des surfaces réglées, peut être transformée en une nouvelle surface F' qui n'aaniet aucune courbe exceptionnelle, de sorte qu'à chaque point et à chaque courbe exceptionnelle de F corresponde sans exception un point sur ¥' .
Par suite, en dehors de la classe des surfaces réglées, il ne peut y avoir sur une su/face quelconque qu'un nombre fini de courbes exceptionnelles ; au contraire, il y en a un nombre infini sur les surfaces rationnelles et sur les réglées et leurs transformées.
10. Si Ton transforme une surface F par deux transformations différentes, de façon à éliminer ses courbes exceptionnelles, on obtient
(') Gastelnuovo et Enriques, toc. cit., w" 18.
deux surfaces F', F% qui se correspondent />o//i^ /;>«/■ />om^, sans exception. En d'autres termes, toutes les correspondances birationnelles entre des surfaces qui n'ont pas de courbes exceptionnelles appartiennent à la première classe des transformations, au moyen desquelles nous avons introduit les ifïvariants relatifs.
On voit maintenant comment on peut déduire un invariant absolu de chacun des invariants relatifs w, 1, (jue nous avons définis.
Soit F une surface douée d'un nombre fini e de courbes exceptionnelles, et soit F' une surface transformée de F ne possédant aucune courbe exceptionnelle. Calculons, par exemple, l'invariant relatif to par rapport à F, et formons l'expression
Elle a la même valeur que l'invariant w calculé par rapport à F'. Elle est donc un invariant absolu de F, qu'on appelle genre linéaire p^^^ ('), parce qu'elle se réduit au genre des courbes canoniques, lorsque le genre /?^, de F est plus grand que zéro. On a d'ailleurs />(^)^i.
11 est aisé de comprendre l'importance de la définition plus étendue du genre linéaire d'une surface que nous venons de donner. 11 suffit de remarquer qu'en désignant par Vi le /-genre de la surface, on établit la formule
Ut pour les surfaces régulières {pg ^=^pa =/^)
yi=p-r-'-^^-^{p^'^-l)-^i.
pourvu qur l'on ait/)^*)>i (-).
17. Dans la définition qui précède nous avons dû laisser de côté les surfaces rationnelles et les réglées ou leurs transformées. Car en ce cas on ne peut plus se reporter à une image convenable de la surface, dénuée de courbes exceptionnelles.
Mais on étend aisément à ces cas la définition du genre linéaire />(*\ en appelant p^^^ le maximum que peut atteindre le caractère to pour une transformée quelconque de la surface (^).
(') Castelnuovo et Exriquks, toc. cit., n" 20.
(2) Pour /»(') = I on peut construire des surfaces pour lesquelles P, >/? + i.— C/. ExniQUKS, rtendic. délia R. Accad. d. Lincei, 1898. (•^) Castei.nl'ovo et I'^nriques, /oc. cit., n" 21.
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On trouve alors que dans la classe des surfaces ralionnelles le maximum /?(^) de co est atteint par le plan {p^'^^ =: lo), et, dans la classe de surfaces représentables sur une réglée de genre /?, le maximum est atteint par cette dernière surface [/9^') = — S {p — O + O- ^'^ a ainsi une définition tout à fait générale du genre linéaire. L'évaluation de ce nombre dans les cas concrets se rattache à la question de reconnaître si une surface donnée peut être transformée en une réglée. Cette question sera résolue dans la seconde partie de cette Note.
SEGOiNDE PARTIE
18. La théorie générale des surfaces, dont nous venons de parler, montre sa fécondité lorsqu'on cherche à en appliquer les résultats à des classes particulières de surfaces. Parmi celles-ci, nous allons étudier maintenant les surfaces réglées, et celles qui admettent un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes.
Rappelons qu'une surface /(^, /, ^)=:o est dite rationnelle (ou unicursale), si Ton peut exprimer les coordonnées x, r. z de chacun de ses points par des fonctions rationnelles de deux paramètres u^ (% de telle sorte que u, v s'expriment à leur tour rationnellement à l'aide de œ, y, z.
La famille des surfaces rationnelles rentre comme cas particulier dans celle des surfaces réglées ou leurs transformées ; poui* ces surfaces [/(^, y, z) =:o] les coordonnées d'un point sont des fonctions rationnelles d'un 23aramétre ^, et de deux variables X, Y liées par une relation algébrique de la forme
(équation d'un cylindre).
Au point de vue algébrique, la détermination de la famille des surfaces réglées et, en particulier, des surfaces rationnelles, fournit la réponse au problème suivant :
Etant donnée une équation algébrique
5o4 >OTE y.
entre trois inconnues, reconnaître si elle peut être transformée
rationnellement de façon à éliminer une, ou, en particulier, deux
inconnues.
Dans celte recherche, on peut se placer à deux points de vue :
a. On cherche d'abord à obtenir la transformation demandée, en construisant sur / certaines fonctions rationnelles de oc, y, z par ui> procédé qui permet de décider toujours par un nombre fini d'opéralions si la transformation est possible ou non. On arrive ainsi à établir une détermination des surfaces rationnelles et réglées à l'aide de caractères qualitatifs.
h. On cherche à établir les conditions d'existence delà transformation demandée, en évaluant les caractères invariants de la surface. On arrive ainsi à une détermination des surfaces rationnelles et réglées à l'aide de caractères quantitatifs.
19. Examinons d'abord un cas particulier. Supposons que l'équation de la surface ait la forme z'z=f{x^ y).
Nous allons expliquer en quel sens on est parvenu à résoudre en ce cas la question proposée, soit en se plaçant au point de vue «, soit au point de vue b.
Il s'agit de chercher les conditions auxquelles doit satisfaire la courbe plane /r=o pour que la surface z-^=^f{x^ y) soit rationnelle; on donne à cette surface le nom de plan double qui a la courbe limite /= o.
Glebsch a posé ce problème et en a examiné un cas; M. N()ther, en reprenant la question, dans toute sa généralité, est parvenu au résultat suivant :
Pour que la surface z-—f{x, y) soit rationnelle, il faut et il suffit que la courbe f puisse se ramener, par une transformation birationnelle du plan x, y, à l'un des types suivants :
1'^ Courbe d'ordre in quelconque douée d'un point multiple d'ordre in — 2 ;
2" Courbe générale du quatrième ordre;
3^ Courbe du sixième ordre douée de deux points triples infiniment voisins.
On peut, d'ailleurs, décider « /?/7o/'i' si une courbe donnée/ peut être transformée en un des types nommés.
Supposons que l'ordre de la courbe / et les multiplicités de ses points singuliers distincts soient des nombres pairs 2/i, 2fi, 2^2, . • • ?
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on peut toujours satisfaire à ces conditions en recourant, s'il est nécessaire, à une transformation birationnelle préalable de la courbe/.
Appelons maintenant courbe adjointe d'indice /i(=::i, 2, . . .) à la courbe /une courbe d'ordre in — 3/v assujettie à passer avec ii — k branches par tout point 2 iP^*^ de/. On reconnaît alors que, si la courbe/ peut se ramener à l'un des types de Clebsch-Nother, elle ne possède aucune courbe adjointe dont l'indice soit ^2, et vice versa; donc, la non-existence des courbes adjointes d indices -2^ Z, ... à la courbe f est la condition pour que la surface ^^rr:/(^, y) soit rationnelle, ou puisse être transformée birationnellement en une surface réglée (^). La seconde éventualité regarde certains cas de réduction de la courbe/', précisément le cas où la courbe/se compose d'un certain nombre de courbes rationnelles appartenant à un même faisceau.
Au moyen des relations qui existent entre les courbes canoniques, bicanoniques, . . . d'une surface z'^-=:zf{x, y) et les courbes adjointes des différents indices à la courbe/, on peut transformer ce résultat en le suivant, plus expressif que le théorème de Clebsch-Nôther :
Une surface z^zizf{x,y), dont le genre géométrique p^, le bigenre V^? ^^ trigenre P3, . . . sont nuls, est rationnelle ou peut être transformée en une surface réglée (-).
D'après la condition qualitative qui précède, il suffit même de vérifier que
^^„ = P2 = ...=Pv=o,
où V est le plus grand entier ^ ^, /i étant l'ordre de / et l'on en
déduit Pv-Hi = 0, ....
Mais des conditions plus expressives découlent du n° 26. Il est à souhaiter qu'on y parvienne d'une façon élémentaire, en développant l'analyse des courbes adjointes d'ordre k sur le plan.
20. Ces théorèmes nous amènent à quelques applications remarquables en elles-mêmes, et qui constitueront le point de départ de l'analyse générale que nous nous proposons d'établir.
Supposons qu'une surface / possède un système linéaire co^ de courbes rationnelles. On peut d'abord, d'après M. Nôther, transformer birationnellement la surface en une autre/ possédant un système 00*
(*) Gastelnuovo et Enriques, Sulle condizioni di razionalità dei plant doppi {Rendic. del Circolo tnatem. di Palenno, t. XIV, 1900). (-) Loc. cit.
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de coniques, découpées par les plans passant par une droite, qui aura la multiplicité n — 2 si la surface /a l'ordre n. Or, cette surface/', à Taide dune projection elTectuée d'un point de la droite nommée, se représente sur un plan double, dont la courbe limite a un certain ordre lin et possède un point multiple d'ordre iin — 2.
11 résulte, d'après le théorème de Clebsch-Notlier, que la surface/' et, en conséquence, la surface/, est rationnelle; d'où le théorème de M. Nôther :
Une surface qui possède un système linéaire 00* de courbes rationnelles est rationnelle (^).
Supposons, en second lieu, qu'une surface possède un système linéaire 00* de courbes elliptiques, système ayant (au moins) un pointbase simple. L'existence de ce système fait voir d'abord que la surface a le genre géométrique/?^ et les plurigenres P2, F3, . . . nuls; elle permet en outre de représenter la surface sur un plan double, en représentant, sur les points d'une droite variable d'un faisceau, les couples de points de la série g\^ qui appartient à Tune des co^ courbes elliptiques et qui possède un point double au point-base nommé. En recourant au dernier théorème du n** 19, on a donc :
Une surface qui possède un système linéaire 00' de courbes elliptiques ayant {au moins) un point-base simple, est rationnelle ou peut être transformée birationnellement en une surface réglée^ qu'on voit d'ailleurs être elliptique {'^).
Enfin, d'une manière analogue, on démontre qu'une surface contenant un système linéaire 00' de courbes hyperelliptiques de genre tt quelconque, système ayant des points-base dont les multiplicités donnent une somme supérieure à i-k — 2, est rationnelle ou peut être représentée sur une surface réglée (').
De ces théorèmes résultent des propositions, dont l'e lecteur verra de suite l'importance, quoiqu'elles soient moins expressives que les tdéorèmes primitifs.
Une surface dont les sections planes sont des courbes rationnelles est elle-même rationnelle.
(') M. NoTHER {Math. Annalen, t. III) y parvient d'une manière directe, en construisant sur la F' une courbe qui rencontre en un seul point cliacunc des oc* coniques. Voir aussi page 272 de ce Traité (en note).
(^) Castklnuovo et Enriques, Suite condizioni di razionalità. . ., toc. cit.
(•'; Loc. cit.
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Une sur/ace dont les sections planes sont des courbes elliptiques est rationnelle ou réglée (').
Une surface dont les sections planes sont des courbes hyperelliptiques de genre quelconque est rationnelle ou réglée {'^).
On peut voir une démonstration du premier théorème à la page 69 du Tome TI. Aux deux autres nous étions déjà parvenus par des procédés directs, tout à fuit différents, avant d'avoir démontré les propositions générales d'où nous venons de les déduire.
21. A côté des résultats précédents, on peut placer d'autres théorèmes, en quelque sorte analogues, où, étant donnés sur une surface des systèmes particuliers de courbes, on conclut que la surface peut être transformée en une réglée.
Une surface réglée, ou une surface qui peut être transformée birationnellement en celle-ci, contient un faisceau de courbes rationnelles, c'est-à-dire une série 00^ telle que par tout point de la surface passe uue seule courbe de la série. Inversement, pourra-t-on affirmer que toute surface contenant un faisceau de courbes rationnelles peut être transformée en une surface réglée? M. Nôther (») a abordé cette question; il a démontré qu'on peut, par une transformation préalable, changer la surface en une autre contenant un faisceau de droites ou de coniques. Dans le premier cas la question est tranchée; dans le second il s'agit encore de chercher si l'on peut tracer sur la surface une courbe qui découpe chaque conique eu un seul point. Or l'existence d'une telle courbe a été démontrée par xM. Nôther dans fliypothèse que le faisceau soit rationnel, ainsi que nous l'avons dit au no 20; et dans l'hypothèse d'un faisceau quelconque la démonstration a été donnée par l'un de nous.
On a donc le théorème :
Toute surface contenant un faisceau de courbes rationnelles peut être transformée birationnellenient en une surface réglée (*).
Une autre propriété de toute surface réglée c'est qu'on peut construire sur elle des systèmes linéaires de courbes (coupant en un
(') Castelnuovo, liendic. delta R. Accad. d. Lincei, iSg'^.
(-) Enriquks, Rendic. délia R. Accad. d. Lincei, 1898 ; Mathem. Annalen, t. XLVI.
(') Math. Ami., t. Ilï.
(^) Enriques, Sopra le superjicie algebriclie che contengono un fascio di curve razionali {Math. Ann., t. LU).
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seul point chaque génératrice), ayant le même genre et les dimensions aussi grandes que l'on veut. Or celte propriété caractérise entièrement la famille des surfaces réglées et de leurs transformées.
Plus précisément : une surface contenant un système linéaire de courbes de genre r. > 'a et dimension r^3- — 5, peut être transformée en une suif ace réglée rationnelle ou irrationnelle (pour TT = 1, 2, voir le n^ 20) (^).
En effet, si Ton impose aux courbes du système les 3(t: — 2) conditions de passer doublement par 7: — 2 points arbitraires de la surface, on obtient ou bien un système linéaire de courbes de genre 2, auquel on appliquera un théorème du n° 20, ou bien un système de courbes réductibles auquel on peut appliquer le théorème énoncé cidessus.
22. Nous supposons maintenant qu'une surface /(^r, /, ^) =r o soit donnée sans aucune restriction apriori\ nous ne connaissons, par conséquent, sur celle-ci aucun système remarquable de courbes. Nous allons développer un procédé général, d'après lequel il sera toujours possible de reconnaître si la surface/ appartient à la famille des surfaces rationnelles et réglées.
Envisageons le système linéaire | G | constitué par les sections planes de la surface/.
Construisons le système | C'| adjoint à | G |, puis le système \0"\ adjoint à | G'|, et ainsi de suite. On parvient ainsi à une série de systèmes adjoints successifs, |G|, | G'|, |G"|, •••• Deux cas peuvent se réaliser. Ou bien la série a un nombre infini de termes; ou bien elle s'arrête après un nombre fini d'opérations, parce qu'on arrive à un système | G' | qui ne possède aucun système adjoint. Gette distinction est essentielle, car elle ne dépend pas des transformations birationnelles qu'on peut appliquer à la surface /. D'une manière précise, si l'on Iransfornje birationnellemenlla surface/ en une nouvelle surface/, et si l'on construit les systèmes adjoints successifs en partant du système des sections planes \0^\ de /i, on parvient à une nouvelle série, qui sera infinie ou finie, selon que le premier ou le second cas se présente pour la série relative àf{^). On est donc porté à répartir les surfaces en deux familles, l'une composée des surfaces sur lesquelles le pro-
(') Cf. Emuques, Sulla massinia dimensione . . . {Atii deW Accad. délie Scienzedi Torino, 189 'j).
(^) Gastelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondamentall. . ., toc. cit., n° 12.
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cédé cradjonclion peut se poursuivie à l'infini, l'autre des surfaces sur lesquelles ledit procédé a un terme après un nombre fini d'opérations. A la première famille appartient, par exemple, toute surface d'ordre > 3 n'ayant aucun point singulier, ou, d'une manière générale, toute surface dont le genre géométrique ou le bigenre... est supérieur à zéro.
La seconde famille comprend les surfaces rationnelles et les surfaces représentables birationnellement sur les surfaces réglées; elle ne comprend pas d'autres surfaces en dehors de celles-ci, et c'est là un résultat essentiel de la théorie, que nous nous proposons de résumer.
11 y a lieu de faire de suite la remarque suivante : une surface qui renferme un système | G | au moins de courbes de genre tt quelconque, dont le degré est n'> -iiz— 2, appartient à la seconde famille; en effet les courbes adjointes successives G', G", . . . rencontrent la G en des groupes composés d'un nombre décroissant de points. Vice versa, sur toute surface de la seconde famille on peut construire un système tel que |G|; il suffit de prendre, dans la série des systèmes adjoints successifs à un système quelconque, un terme assez éloigné de celui-ci.
Une surface/dela seconde famille a, d'après ce qui précède, 7V = ^ et, par conséquent, Pa~o\ posons /?«= — /?(/> ^ o). Nous allons fixer notre attention sur le dernier système | G'I, de dimension r,^ i, qu'on rencontieen parcourant une série de systèmes adjoints successifs, par exemple la série qu'on obtient en partant des sections planes de/. On voit de suite que ce système a le genre rr^ ^/? -h i. Mais un examen plus approfondi, où le théorème de Riemann-Roch ( n*» 3) et l'invariant 1 de Zeuthen-Segre vont jouer un rôle essentiel, permet d'établir que la dimension du système | G' | est /-j^St^ — 5, si le système est irréductible. Si, au contraire, |G' | est réductible, les composantes irréductibles des courbes G', ou bien forment un système linéaire satisfaisant à l'inégalité qui précède, ou bien sont des courbes rationnelles qui appartiennent à un faisceau de genre p. Si l'on se reporte maintenant aux résultats des n^^* 20, 21, on parvient à établir le théorème fondamental suivant :
Toute surface, sur laquelle le procédé d'adjonction s'épuise par un nombre fini d'opérations, peut être transformée birationnellement en une surface réi^lée rationnelle {pa^=^o) ou irrationnelle
{Pa<0)C).
Le problème de reconnaître si une surface appartient à la famille
(^) Castelxuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondanientali. . ., loc. cit., n° 15.
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des surfaces rationnelles et réglées, se trouve résolu par le théorème énoncé, au point de vue qualitatif (a) du n" 18.
Ce théorème conduit à des conséquences remarquables; parmi celles-ci, quelques-unes avaient été déjà établies avant de posséder le théorème cité, par une application plus limitée du même procédé d'adjonction, qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration rappelée ci-dessus.
D'abord nous sommes maintenant en mesure de donner plus de précision aux. résultats du n** 21.
Il suffit, en elFet, de rappeler la remarque du n** 13, pour qu'on puisse énoncer le théorème suivant :
Toute surface qui renferme un système au moins oo* de courbes de genre r quelconque et de degré n~:>ir^ — 2, peut être transformée en une surface réglée rationnelle (/>^ = o) ou irrationnelle {pa<.<^) ' on peut même supposer le système ck)^, si 7: > o.
Ce théorème renferme les cas particuliers concernant les surfaces dont les sections planes ont le genre t: = o, i, 2, que nous avons cités au n« 20.
En faisant 71=: 3, on obtient déjà un résultat nouveau, à savoir : les surfaces d'ordre > 4, dont les sections planes ont le genre 3, sont rationnelles^ ou peuvent être transformées en une surface réglée de genre pS3,
23. Voici maintenant une conséquence remarquable du dernier théorème, qui regarde la définition même d'une surface rationnelle.
Supposons que les coordonnées d'un point variable sur une surface s'expriment par des fonctions rationnelles de deux, paramètres
la surface est certainement rationnelle si l'on peut résoudre les (1) en exprimant u, ç par des fonctions rationnelles de œ, y, z. Mais il n'en est pas toujours ainsi. Il peut se faire qu'à tout point (^, /, z) de la surface correspondent /« > i points (w, r) d'un plan; dans ce cas la surface se représente sur une involution plane de 00^ groupes de n points. Est-ce que la surface sera encore rationnelle? 11 s'agit de voir si Ton peut remplacer u^ v par deux, nouveaux paramètres u'^ v' (fonctions rationnelles de u, (^), tels que œ, j, z s'expriment rationnellement par «', ('', et u' , v' s'expriment à leur tour rationnellement par .r, y, z.
Remarquons, à cet efiet, qu'aux droites du plan (m, c) correspon-
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dent sur la surface des courbes G, d'un certain genre ti, appartenant à un même système complet.
Or on démontre : i° que ce système a la série caractéristique complète; 2° que le degré du système est /i^'iir — 2, ce qui j)ermet d'appliquer le théorème du n'^ ^2. On conclut donc que : une surface, dont les coordonnées d' un point variable s'expriment par des fonctions rationnelles de deux paramètres, est rationnelle {^).
Il y a lieu de généraliser ce résultat de la façon suivante :
Supposons que les coordonnées x, y, z du point général d'une surface _/ s'expriment par des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, t d'un point variable sur une surface réglée (cylindre) o
A tout point de /correspondent, au moyen des relations (i), n^i points de cp, formant un groupe d'une involution 00- sur la surface réglée. Inversement à tout point de cp corresjjond un point de f; et si le premier point parcourt une droite X r= //, Y = A' [oi^i cp(A, A) =: o], le second point parcourt une courbe rationnelle de/. La surface /contient donc cc^ courbes rationnelles formant une série algébrique. Or, si par tout point de /passe une seule courbe de la série, la surface/ est représenlable birationnellement sur une surface réglée (n^ 21). Dans le cas contraire, on démonlre que les cc^ courbes rationnelles appartiennent à un même système linéaire, dont les courbes générales ont un certain genre tt et se rencontrent deux à deux en /i > 271 — 2 points variables; on conclut (n'^^â) que la surface/esl rationnelle, puisque l'éventualité qu'elle puisse être transformée en une surface réglée irrationnelle doit être exclue par la présence de co^ courbes rationnelles ne formant pas un faisceau. On parvient ainsi au théorème :
Si les coordonnées d' un point variable sur une surface sont des fonctions rationnelles des coordonnées d' un point d' une surface réglée, la première surface elle-même peut être ramenée à une réglée {rationnelle ou irrationnelle) par une transformation birationnelle.
Ou bien :
Les groupes d' une involution quelconque située sur une surface
(*) Castelnuovo, Sulla razionalità délie iiwoluzioni plane {MatJiem. Annale/i, t. XLIV).
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réglée peuvent être représentés bi rationnellement sur les points d'un plan ou d'une nouvelle surface réglée (^).
On peut exprimer Je même résultat sous une autre forme, en disant que :
Une surface possédant une série algébrique {tin moins oo^) de courbes rationnelles, peut être transformée birationnellement en une surface réglée, si la série est un faisceau, ou bien elle est rationnelle.
Une autre conséquence du théorème du n<^ 22 a été déjà énoncée au sujet des courbes exceptionnelles (n» 10).
En efl'et, dès qu'on a démontré qu'une surface, qui ne renferme aucun système de genre tt et de degré /i > 2 7r — 2, possède un nombre fini de courbes exceptionnelles, on conclut que toute surface possédant un nombre infini de telles courbes peut être transformée en une surface réglée (rationnelle ou irrationnelle) (^).
2i. Nous nous plaçons maintenant au point de vue {b) du n» 18, en cherchant à déterminer la famille des surfaces rationnelles et réglées par les valeurs de leurs caractères invariants.
Il y a lieu dans cette recherche de recourir à des méthodes différentes, suivant que la surface est régulière ou irrégulière (surfaces rationnelles et surfaces irrationnelles).
Soit d'abord une surface régulière de genre Pfr :rrp^r=r o. A partir de ses sections planes G, nous construisons les systèmes adjoints successifs
Puisque l'on a ^^=r o, le système | G' | ne contient pas | G | ; mais il peut se faire que | G" | renferme | G |; dans ce cas le bigenre Pj ^ i, et la surface n'est certainement pas rationnelle. Supposons au contraire P2 = o; en examinant alors la série des points que | G" | découpe sur une courbe G, on trouve une inégalité arithmétique entre les genres de trois systèmes adjoints successifs, d'où il résulte que les genres r, ir', tt", . . . des systèmes adjoints forment, à partir d'un certain terme, une série décroissante, qui a nécessairement un nombre fini de termes. On en déduit le théorème :
La condition nécessaire et suffisante pour (j u' une surf ace soit ra-
(') Castelnuovo et Enriques, loc. cit., n" 17. (^) Castelnuovo et Enriques, loc. cit., n° 18.
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tionnelle est que le genre arithmétique et le bigeiire soient nuls (^ ). (La relation p^. = o résulte de P2 = o).
On a donc le moyen de caractériser la classe des surfaces rationnelles par les valeurs particulières que prennent certains invariants, en un sens analogue à celui qui permet de caractériser les courbes rationnelles par la valeur du genre/? r= o. Toutefois, le résultat établi pour les courbes ne s'étend pas aux: surfaces de la manière qu'on pourrait supposer, car on peut donner des exemples de surfaces ayant j0^r=:/?^=: 0 et P2 >> o, qui ne sont pas, en conséquence, rationnelles. Le lecteur pourra les trouver à la page 1^8 et suivantes du tome IL
25. Avant de passer au cas pa < o, nous nous arrêterons un moment sur la remarque suivante.
Au sujet des surfaces rationnelles il convient de faire la distinction qui suit.
Soit /(:r, /, s) =: o une surface rationnelle; on pourra donc exprimer ^, y, ^ par des fonctions rationnelles invertibles de deux paramètres u, r. Mais il arrivera généralement que, dans les coefficients de ces fonctions, entreront des irrationalités arithmétiques. A ce point de vue on est porté à établir, parmi les surfaces rationnelles, une classification ultérieure d'après la nature de ces irrationalités. On y parvient en s'appuyant encore sur le procédé d'adjonction, car il suffit d'examiner le dernier système adjoint (au moins 00-) qu'on obtient en partant des sections planes de la surface.
On est porté ainsi à distinguer des types de suj^faces rationnelles^ dont la représentation sur un plan dépend respectivement de racines carrées ou cubiques, et des irrationalités définies par une des équations que Von rencontre dans la dissection des fonctions hyperelliptiques de genre /? = j , 2, 3. . . ou des fonctions abéliennes du genre 3 ou 4 {^)-
26. Soit maintenant une surface irrégulière de genres /?^, zzo, Pa<. o. A partir des sections planes G, construisons la série des systèmes adjoints successifs
IG'I, |C
Cette série ne s'arrête pas si l'on a, pour quelques valeurs de «,
Pt>o;
( ' ) Gastelnuovo, Suite superficie di génère zéro, loc. cit.
(') Enriques, Sulle irrazionalità. ■ . {Matheni. Annalen, t. XLIX).
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c'est ce qui arrive certainement si la surface / a un nombre fini de courbes exceptionnelles, lorsque
Mais on ne peut pas être assuré directement de la non-existence d'une surface n'appartenant pas à la famille des réglées et ayant, par conséquent, un nombre fini de courbes exceptionnelles, pour laquelle
Ainsi le critérium ({ualilalif établi au n" 22 ne fournit pas une détermination de la famille des suifaces réglées {pu<io) à l'aide de caractères invariants.
Un tel critérium serait fourni, il est vrai, dans le cas pa <C. — i, par l'inégalité
mais le calcul du genre linéaire défini au n" 17, de façon à comprendre le cas des surfaces réglées, exige d'établir le maximum d'une certaine expression formée avec les caracléres des systèmes linéaires appartenant à la surface, et amène, en pratique, à elTectuer les mêmes opérations que Ton doit effectuer d'après le n" 22.
11 convient donc de traiter la question proposée par une autre méthode, en prenant comme point de départ la propriété caractéristique des surfaces irrégulières ( n'' ï), d'après laquelle on sait, en particulier (n" 9), (ju'une surface de genres p^r = o, Pa<. o, renferme un faisceau irrationnel de courbes K.
Il y a lieu de distinguer deux cas :
I . pa< — i
En ce cas, il suffit d'évaluer l'invariant de Zeutlien-Segre à l'aide du faisceau des courbes K, en tenant compte de Tirrationalité de celui-ci (*); on en déduit (|ue le genre des K est o et, par suite (n° 21), que la surface peut être rame»j|ée à une réglée (-).
Donc : Toute sur/ace de genres p^r =zo, pa<^ — ^ /^6'«^ être transformée en une réglée,
Ce cas est beaucoup plus difficile.
(') Gastp:lnuovo et Enhiques, toc. cit., n" G, Oss.
(-) Kniuques, Sulle superficie algebriche di génère geonietrico zéro {Rendic, del Circolo Matern. di Palermo, t. \X, 5 marzo).
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En supposant que les K aient le genre •Tt>o, on peut envisager sur la surface la série non linéaire des courbes K'', secondes adjointes aux courbes K.
L'examen de certaines courbes K'', qui se décomposent en une courbe K et en une courbe résiduelle elliptique, conduit à construire sur la surface un faisceau rationnel de courbes elliptiques, qui découpent les K en /i > I points. On remarquera que ce second faisceau existe même lorsque tt = o, car alors la surface se ramène à une réglée elliptique: seulement on peut avoir ici /i = i.
Maintenant on peut représenter les surfaces de genres /?^ = o, yy« =— I, sur des cylindres elliptiques multiples, de façon qu'à un point du cjlindre correspondent n points de la surface.
Par l'étude de cette correspondance la construction de toutes les surfaces de genres p^ =: o, /?«— — i se trouve ramenée à une transformation de déterminant d'ordre n des fonctions elliptiques.
Dans le cas où n est un nombre premier, on peut transformer birationnellement la surface en une surface
où X, Y, Z s'expriment à l'aide de deux paramètres w, v par des formules de la forme suivante :
Z = p, Y = p'(wl w, w'),
hi<.n^ \ Ai = o (modAi),
V = ce, G, I
p^(w) = p(w I /zco, w'), Wv=to pour v = oc,
j)^(w) = p(t^ I co — vw', o)'), wv=w' pour v = o, [, -2, . . . , /i — i
Si l'on envisage maintenant les plurigenres des surfaces que nous venons de construire, on trouve que
P4>o, ou P6>o, ou bien
Pj= o (t = I, 2, 3, 4, 5, 6, ...),
ce dernier cas correspondant à l'hypothèse ir = o et conduisant par conséquent aux réglées elliptiques.
P. KT s., II. V,
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En rapprochant ce résultat du précédent {pa<— 0 et de celui du n° 'Ik concernant le cas /?^=o, on obtient enfin le théorème général suivant (^ ) :
Les conditions pour cjiiiine surf ace puisse être transformée birationneUement en une réglée {rationnelle ou irrationnelle) peuvent être exprimées en annulant les deux genres d'ordre 4, 6 :
11 convient de remarquer que ces conditions ne peuvent être simplifiées ultérieurement, car il y a effectivement des surfaces pour lesquelles
^^z=Po=: P3= P4=P5=0, P6=I, 2, (/?«= — !;,
et d'autres pour lesquelles
p^^= ?,= P3=Pg= Po=o, P4 = i, (pa = -i),
27. 11 y a lieu seulement d'ajouter quelques remarques au sujet du cas particulier
Nous avons vu que toute surface de genres Pg= (), Pa<—^
peut être ramenée à une réglée.
Or si, dans la discussion qui précède, on introduit le théorème du n° 9 sous sa forme la plus expressive, on réussit à simplifier le résultat en montrant que la condition /;^,= o est superflue. MM. Castelnuovo (2) et Enriques (^) ont fait en même temps cette remarque, d'après laquelle il résulte que :
Toute surface de genre numérique pa <— i peut être ramenée à une réglée.
Ces conditions peuvent aisément être exprimées d'une façon transcendante. En effet, d'après le n" 8, on voit (\\ïil s'agit de reconnaître que la surface possède p > i intégrales simples de première espèce
(1) Enriques, toc. cit.
(2) Castelnuovo, Rendic. del Circolo Mateni. dl Palermo, t. XX, p. 55 (■^) Enriques, ibid., t. XX, p. 6i.
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et qu'elle ne possède aucune intégrale double de première espèce
Sons celte forme (avec la restriction superflue que les p intégrales simples aient ^.p périodes), les conditions énoncées avaient été trouvées antérieurement, c'est-à-dire en 1900 ( ^ ).
28. Le problème général de déterminer les surfaces qui admettent une infinité continue de transformations birationneiles en elles-mêmes a été posé par M. Picard en i885,
Il y a lieu d'abord de distinguer deux, cas, suivant que les transformations données engendrent un groupe d'ordre fini (au sens de Lie), ou qu'elles engendrent par multiplication une série de transformations dépendant d'un nombre infini de paramètres.
L'analyse de M. Picard se rapporte au premier cas. Elle aboutit aux résultats suivants :
Les surfaces qui admettent un groupe continu fini de transformations birationneiles en elles-mêmes se partagent en trois familles :
i** Surfaces hyperelliptiqaes, douées d'un groupe oo^ de transformations échangeables;
2° Surfaces possédant un faisceau de courbes rationnelles ; 3° Surfaces possédant un faisceau de courbes elliptiques.
Le premier cas, à plusieurs égards le plus important, est caractérisé par M. Picard d'une façon complète : les coordonnées d'un point de la surface sont des fonctions quadruplement périodiques de deux variables, ou, si l'on aime mieux, la surface peut être représentée sur la variété des couples de points de la courbe de genre deux (^).
Dans le second cas, M. Painlevé a remarqué que la surface peut être transformée en une réglée, ce qui résulte à présent du théorème général du n° 21.
Dans le troisième cas il y a lieu de pousser plus avant l'analyse des conditions pour lesquelles une surface, qui renferme un faisceau de courbes elliptiques, admet un groupe de transformations dont ces courbes sont les trajectoires.
Cette question délicate a été résolue par M. Painlevé {^). Il résulte
(') ExRiQUKS, Annales de Toulouse, 2" sér., t. III. (2) Voir ce Traité, t. II, Chap. XIV.
(') Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles (Paris, Heimann, 1897), p. 285.
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de ses recherches que si une surface admet un groupe continu de transformations birationnelles, dont les trajectoires sont des courbes elliptiques, les coordonnées des points de la surface peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles de
p( w -h Xw + [j(.cô' I aco 4- èco', cw -f- f/w'), p' et de r, iv liées par une relation algébrique
Les surfaces qui jouissent d'une telle représentation paramétrique ont été appelées surfaces elliptiques; elles sont caractérisées géométriquement par le fait de renfermer : j° un faisceau, rationnel ou irrationnel, de courbes elliptiques ayant le même module; 2^ un autre faisceau elliptique de courbes de genre quelconque, coupant les premières en n:= ad — bc points ( ^ ).
Il y a lieu d'ailleurs de déterminer les différentes classes de surfaces elliptiques par une analyse de l'équation
Parmi ces classes, il faut nommer les surfaces de genres
Ps = o, pa=—i,
dont nous avons donné les types au n° 26.
Nous pouvons maintenant résumer les résultats que nous venons d'exposer, en énonçant le théorème suivant :
Les sur/aces qui admettent un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes rentrent dans trois familles :
i** Surfaces Iiyperelliptiques, douées d'un groupe transitif oo^ do transformations échangeables;
2° Surfaces réglées, douées (au moins) d'un groupe de transformations, dont les trajectoires sont des courbes rationnelles;
3° Surfaces elliptiques, admettant un groupe (au moins) de transformations, dont les trajectoires sont des courbes elliptiques.
Parmi ces surfaces, il y a en particulier les surfaces douées d'un groupe transitif de dimension r >2; nous avons remarqué qi\''elles
(•) Enriques, Rendic. del Circolo di Palermo {toc. cit., 5 marzo).
RÉSULTATS NOUVEAUX DANS LA THÉORIE DES SURFACES ALGÉBRIQUES. 5ig
se réduisent aux surfaces rationnelles et aux réglées elliptiques {}').
29. La question se pose maintenant de reconnaître si une surface donnée rentre dans une des familles de surfaces douées d'un groupe, qui sont classifiées dans le numéro précédent.
Nous allons rendre compte brièvement de l'analyse, qui a permis de répondre à cette question par la simple évaluation des caractères invariants de la surface (^).
On remarquera d'abord (avec M. Picard) que les surfaces hyperelliptiques ont
et, ensuite, que les surfaces elliptiques ont
et que leur genre pg est égal au genre du faisceau des trajectoires elliptiques du groupe.
Soit maintenant une surface, dont le genre arithmétique
Pa< o.
Si />a<C — ^1 OH tombe sur la famille des surfaces réglées (n° 27). Envisageons le cas
Il faut distinguer les hypothèses
/^^=o^ /?.->ii Ps=^'
Lorsque /?^,=:o, la surface renferme un faisceau elliptique de courbes^
et un second faisceau rationnel de courbes elliptiques (n°26); elle
est par conséquent une surface elliptique, ce qui résulte d'ailleurs de
sa représentation paramétrique.
Lorsque />^r >» I , puisque
la surface renferme un faisceau irrationnel de genre > i de courbes
(') Castelnuovo et Enrioues, Comptes rendus, juillet i8(j5.
(-) Enriques, Suite superficie algebriche di génère geometrico zéro; Suite superficie algebriche che aininettono un gruppo continua {Rendiconti del Circolo mateniatico di Palernxo, t. XX).
(n» 9), qui sont d'jiilleurs elliptiques. Une analyse approfondie montre que le genre du faisceau est précisément/?^.
Envisageons maintenant les /?^,-l- i intégrales simples de première espèce, qui appartiennent à la surface (n° 8); parmi celles-ci il y en a pg^ correspondant au faisceau nommé, dont les périodes se réduisent à 2/?^; on aura par suite une intégrale avec deu\ périodes distinctes, qui nous fournira sur la surface un second faisceau irrationnel, et précisément elliptique, de courbes. La surface est donc elliptique.
Soit enfin
11 y a deux intégrales simples de première espèce (n° 8), et, s'il n'y a pas de courbe canonique proprement dite, en dehors des courbes exceptionnelles, on sait que la surface est liyperelliptique (^).
Mais il peut se faire qu'il y ait une courbe canonique de genre /?^'>=r:i; en ce cas, on trouve deux intégrales réductibles aux intégrales elliptiques et, par suite, deux faisceaux elliptiques de courbes, dont Tun est composé de courbes elliptiques, l'autre de courbes ayant un genre t^i. La surface admet en ce cas un groupe elliptique oo^ ; elle admet un second groupe analogue, et rentre comme cas particulier dans la famille des surfaces hyperellipticjues, seulement dans le cas - r= I .
Or, comment pourra-t-on distinguer les deux cas des surfaces liyperellipliques et des surfaces elliptiques correspondant aux mêmes valeurs /?^= i, y»„= — i ?
11 suffira, pour cela, d'évaluer le genre d'ordre 4i 1^4 1 on a, en efTet,
dans le premier cas,
dans le second.
On peut résumer les résultats obtenus en énonçant le théorème suivant (2) :
La condition nécessaire et suffisante pour quiine surface non rationnelle admette un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes, c'est que le genre arithmétique
Pa < O.
( ') Picard; voir ce Traité, t. Il, Chap. XIV, n° 17. (-) Enriques, voir le second Mémoire cité ci-dessus.
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On a des surfaces admettant un groupe rationnel {famille de réglées) pour Pa<. — J, et des surfaces elliptiques ou hyperellip^ tiques si
Pa=—i;
le cas hyperelliptique étant déterminé par les valeurs
Et, en rapprochant ce théorème de celui énoncé au n° 26, on peut dresser le Tableau suivant :
Pa= — ^-
réglées de genre — /?«
réglées elliptiques
réglées rationnelles
impossible
surfaces elliptiques admettant un groupe oci
impossible
surfaces hyperelliptiques
30. Il reste enfin à examiner les surfaces admettant une série continue de transformations, qui n'engendrent pas un groupe d'ordre fini.
Il y a lieu de remarquer d'abord qu'on peut construire une telle série sur les surfaces rationnelles et réglées. Or, le théorème du n° 23 nous a permis de démontrer réciproquement que ce cas est le seul possible.
Partons du système | C | des sections planes de la surface/, et transformons-le, en lui appliquant successivement un certain nombre r de transformations arbitraires de la série; nous parvenons ainsi à un nouveau système \Cr\, qui doit avoir nécessairement des points-base multiples, si la série n'est contenue en aucun groupe fini. En faisant abstraction de ces points, on peut calculer le genre virtuel ir^. et le
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degré virtuel N;. de | C,.j. Or, on démontre que la dififérence N,.— 27:,. peut être rendue aussi grande que l'on veut, en choisissant /• assez grand.
Sur la surface existe donc un système tel que .\ > 271,. — 2, d\ni le théorème ( *) :
Une surfae admettant une série continue de transformations birationnelles en elles-mêmes, qui n'appartiennent à aucun groupe (d'ordre fini), peut être transformée en une surface réglée (rationnelle ou irrationnelle).
Si la série est transitive, la section plane de la surface réglée aura le genre o ou i.
(') Castklnuovo cl Kniuoi-ks. Sopra alcuiie questioiii foadanientnli /oc
cit., n° 19.
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ERRATA ET ADDITIONS DU TOME I
Page 26. Quand nous disons qu'une variété d'ordre n — i dans un espace à n dimensions est toujours simple, il est entendu, comme il résulte des hypothèses du n° 2, que la surface n'a pas de ligne multiple. Autrement le théorème peut n'être pas exact; on sait qu'il existe, dans l'espace à trois dimensions, des surfaces fermées n'ayant qu'un côté, mais elles ont des lignes multiples.
Pages 74 et suivantes. La démonstration du théorème général relatif à la réduction des singularités d'une surface algébrique est incomplète. Aux Mémoires cités page 74, ajoutons les travaux de M. Reppo Levi {Aniiali di Matetnatica pura ed appUcata, 2« série, t. XXVI, 1897, ^^ Comptes rendus, t. GXXXIV, 1902, j). 222 et ')4- ) *ïui résolvent complètement la question.
Page 118, ligne 4, Hi^^ B -y- au lieu de B-j^-
Page 118, dernière ligne, lire f'. au lieu de fi.
Page ii(), ligne 7, lire -7— au lieu de -r- •
Oy ox
Page 120. M. Arthur Berry a démontré {Acta mathematica, t. XXVII) différents théorèmes relatifs à l'impossibilité pour une surface d'admettre des intégrales de première espèce. En particulier, une surface, dont les seules singularités sont des points doubles diminuant la classe de deux ou trois unités, ne peut avoir d'intégrales de première espèce.
Page 123, ligne 5 en remontant, lire z?-^ au lieu de zv .
Page i36. La méthode pour déterminer les surfaces du quatrième degré aj^ant des intégrales différentielles totales de première espèce a été seulement indiquée. Ce sujet a été complètement traité depuis par M. Arthur Berry ( Comptes rendus, st^lemhYe. 1899 et Cambridge philosophical Transactions^ vol. XVIII), par M. de Franchis {Rendiconti di Palermo, t. XIV), et par M. Lacaze dans sa thèse {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1901).
Page 189, ligne 2 du n° 16, lire première au lieu de seconde.
Page i4o, ligne 3 du n° 17, lire première au lieu de seconde.
Page i44' Nous avons démontré qu'une surface du cinquième degré avec une conique double ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Dans un de ses Mémoires, M. Picard avait énoncé plus généralement le même Lhéorème pour toutes les surfaces du cinquième degré de genre géométrique égal à un. M. Arthur Berry a fait récemment une étude très complète des surfaces du cinquième degré ayant des intégrales de première espèce {Cambridge philosophical Transactions, vol. XIX, part II, 1902, et vol. XX, part I, 1904). Il a établi, en particulier, sans faire aucune hypothèse
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sur le genre, qu'une surface du cinquième degré ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre.
Page i65, ligne 9, supprimer le dénominateur fl. Pour une formation plus explicite des équations relatives aux a, voir t. II, page 807.
Page i8'|, ligne 5, lire x — \z au lieu de z — \z.
Page i85, ligne 3 en remontant, lire Xs au lieu de Xx.
Page 186, ligne 5 en remontant, lii'e surface au lieu de courbe.
Page 188, lignes 7 et 8 en remontant. II est dit qu'une certaine intégrale double reste finie, sauf pour l'origine. On vérifie aisément que cette intégrale reste finie même à l'origine en faisant le changement de variable
u et z étant les nouvelles variables.
Page 223. Les questions étudiées dans la Section III ont fait l'objet d'une étude plus approfondie dans le Tome II ( Chapitre II. Section V).
ERRATA ET ADDITIONS DU TOME II
Page 43, à la seconde ligne du n° 32, lire minimum «m lieu de maximum. Page 128. Les icsultats de cette page sont à rapprocher du théorème établi page 438.
Page i65, ligne 7, au lieu de ne deviennent pas infinies, lire ne deviennent pas infinies pour x — a.
Page 186. Le nombre désigné par p dans le Chapitre VII a été ultérieurement désigné par pj. Voir d'ailleurs, sur ce changement de notation, page 280, en note. Page 207. Nous avons supposé en différents endroits du Chapitre VIII que nous nous trouvions dans le cas général où les deux nappes se croisant le long de la courbe double n'éiaienl pas distinctes. On peut toujours le supposer, en faisant une transformation birationnelle préalable. L'étude directe du cas où il en serait autrement ne présente, d'ailleurs, aucune difficulté dans les réc^uctions faites ultérieurement,
f'age 3G6. Dans l'égalité (B) mettre la limite inférieure b- dans l'intégrale
f ^K{y)ày.
•- 'alpage 371, ligne G du n° 21, lire ]sous des conditions, au lieu de sans des conditions.
Page 412. D'après ce qui a été vu page 358, on peut dire que la [relation (i3) exprime le caractère invariant (au ?cns relatif) des cycles à deux dimensions d'une surface algébrique.
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