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Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes
Le premier fascicule (Chap. I à MI) de ce Tome II de notre Théorie des fonctions algébriques de deux variables a paru au commencement de 1900 ; le second fascicule (Chapitre VIII à XI) au commencement de igo/j; nous terminons aujourd'hui cette publication qu'ont retardée diverses circonstances. Ces retards m'ont permis de compléter divei-s points de mes recherches, en particulier la théorie des intégrales doubles de seconde espèce, intimement liée à la périodicité de ces intégrales; elle tient une place importante dans ce\olumeet se trouve, je crois, fixée maintenant dans ses parties essentielles. Sur des sujets aussi nouveaux, on ne s'étonnera pas de rencontrer de nombreuses questions qui ne sont qu'amorcées; parmi elles je signalerai, entre plusieurs autres, ce qui concerne les intégrales de différentielles totales de troisième espèce, où j'ai introduit un entier p, qui, considéré récemment par M. Severi sous un nouveau point de vue, demandera une étude plus complète.
La théorie des fonctions algébriques de deux variables, tracée aujourd'hui dans ses grandes lignes, a fait dans ces derniers temps, surtout en Italie, l'objet de recherches importantes. Le point de vue fonctionnel et le point de vue géométrique se rejoignent en plusieurs endroits de la théorie ;
INTRODLCriON.
on en a des exemples dans les beaux travaux de M. Humbert, de MM. Castelnuovo et Enriques, de M. Severi, et même dans la théorie des intégrales doubles qui paraît d'abord bien éloignée de la géométrie, où la recherche du nombre des cycles à deux dimensions m'a conduit à un invariant relatif déjà rencontré dans des études très difîérentes.
On trouvera à la fin de ce Volume quelques Notes où sont reproduites des recherches que je n'ai pas achevées et qui paraissent pouvoir être utilement poursuivies. Dans plusieurs Chapitres de cet Ouvrage, nous avions étudié diverses théories géométriques ayant leur origine dans les mémorables travaux de jVI. Nœther, qui fut là un précurseur, et de M. Zcuthen. MM. Castelnuovo et Enriques ont bien voulu nous donner une Note extrêmement intéressante qui complète notre étude et donne sur toutes ces questions l'état actuel de la Science. Nous les en remercions vivement; leurs indications biljliographiqucs, jointes à celles du texte, seront en outre très utiles à ceux qui désireront s'occuper des fonctions algébriques de deux variables et des surfaces aigé- " biiques.
Emile PICARD.
Paris, le i5 janvier 1906.
I. — Cas des courbes
I. Soient deux courbes 0=^0, '!; = o, occupant une position arbitraire par rapport aux. axes de coordonnées, elj\x,y) un poljnome. On se propose de rechercher, cV après la façon dont se comporte la fonction f[x^ y) dans le voisinage de tout point (a, b) commun aux deux courbes o et 6, s'il est possible de mettre /"sous la forme
(,) /=--Ao--B-^
A et B étant deux poljnomes.
(') Ce lliéorème a été donné pour la première fois par M. Nœther dans le t. VI des Math. Annaleii. Depuis, l'illustre géomètre y est revenu à diverses reprises {Math. Annalen, t. XX\, XXXIV et LX). La même proposition a fait aussi l'objet des très intéressantes recherches de M. Voss {Math. Annalen, t. XXVII), de M. Stickelbergcr {Id., t. XXX), de M. Bertini {Id., t. XXXIV). et de Halphen {Bulletin de la Société Math, de France, t. V).
Nous allons chercher d'abord une condition, nécessaire et suffisante, pour que /soit de la forme (i), et où ne figurera pas le comportement (') de y dans le voisinage des points de rencontre (<2, b).
Soit <I>(^) le résultant de o et de 'i
( '2 ) * ( ^ ) = X'J — wh,
et supposons que ^[x) contienne [x — a) à la puissance /. . D'autre part, divisons Ày* par <Ij. et soit n le degré de 6; on aura
(3) ),/=vI. — X
où X est un polynôme en x et j)/", de degré n ■ — i en y au plus.
Si f est susceptible de se mettre sous la forme (i), on conclut immédiatement des relations (a) et (3) Tidentité
(4) X = A*-^6(Ba — Â[JL — v).
Le premier membre est au plus du degré n — i en r, le second membre est au moins du degré n. Les points d'intersection de la courbe X = o avec la droite x — a =^ o se trouvent aux points d'intersection de ^ (B A — A y. — v) = o avec la droite (.r — a) = o, et comme à ne contient pas (x — a) en facteur, le nombre de ces points est au moins égal à n. On en conclut que X, de degré // — ^ I au plus en j>', est divisible par x — et : donc aussi BÀ — Aa — v.
Effectuant la division, et continuant le même raisonnement de proche en proche, on arrive à la conclusion que X est divisible par (x ■ — «)^. Donc finalement X est divisible par <!►.
3. R.éciproquement si X est divisible par O, on pourra metlrey' sous la forme (\). En effet, soit X = P<Ï>, on aura identiquement
donc ). divise le produit ^(v-j- P[J>-)- Or, en vertu de la relation (2), ). et à ne peuvent avoir en commun que des polynômes en ^ seul, ce qui est impossible puisque à n'admet pas de diviseur ne renfer-
(') Nous demandons la permission d'introduire ce mot un peu vieilli, pour ne pas répéter toujours « la manière dont s'i comporte la fonction ».
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manl que .r. Par suite, v -f P'x est divisible par )., el, en enfectuant la division, on obtient pour /' une expression de la forme (i ).
Donc /a condition nécessaire et sujjisanle pour que f soit susceptible cVètre mis sous la forme A'^ -f-B'j/ est que X soit divisible par ^K
i. A cette condition nous allons en substituer une autre relative au comportement de /"dans le voisinage des points («, b) de rencontre des deux courbes o et -l.
Supposons que le point (a, b) soit un point multiple d'ordre /■ pour •!>, d'ordre q pour 'j, avec q^r, et que la droite x = a, qui coupe '1 en /• points confondus en (ci, b), la coupe, en outre, en // — /• autres points simples C|, Co. ..., c,t_r, n'appartenant pas à c
A' et B' étant des polynômes d'abord arbitraires, eifectuons la difl'érence
et soit A" — I le degré des termes de moindre degré dans C supposé développé suivant les puissances croissantes de x — a et )' — b. Désignons par l le degré des termes de moindre degré dans le polynôme À [figurant dans ('>■)] supposé développé suivant les mêmes puissances. Nous allons montrer que si X est divisible par <ï>, on pourrcL toujours trouver en chaciue point («, b) des polynômes A' et B' de manière cjue V inégalité
soit satisfaite, et cjue réciprociuement, si l'on peut déterminer V etB' pour chaque point (a, b) de manière que cette relation soit satisfaite, X sera divisible par $.
o. La première partie de la proposition est évidente, puisque, si X est divisible par <î>, on peut déterminer A et B de manière à avoir identiquement
La réciproque s'établit de la manière suivante : Par une série de calculs analogues à ceux faits précédemment, on arrive à une iden-
tité de la forme
en posant
(7) C = B'X -^ A'[JL --V.
Soit <ï) = (^ — <2 )*<!>', nous allons montrer que X est divisible par [x — af du moment que la relation (G) est satisfaite. Partons de l'identité
(8) X = A'(^- a)^-*'-(- CJ; -f- G'X
dont nous supposerons les deux membres développés suivant les puissances croissantes de {x — a) et [y — b). Par hypothèse, C). commencera par des termes de degré au moins égal k r ^~ 1^ — i , donc à /■.
Les points de rencontre de la droite x^^a avec X=i--o sont aux points de rencontre de cette droite avec la courbe C'i H- C'X = o. Or cette courbe possède déjà, en vertu de l'hypothèse faite, un point d'ordre au moins égal à /• au point (a, b). D'autre part)v, en vertu de la relation (2), s'annule aux points c,, Co, ..., c„_,.. Donc la courbe X = o est coupée par la droite x = a en au moins Il points, et comme X est au plus du degré n — i en y, il s'ensuit que X est divisible par x — • a. La démonstration est achevée ainsi, si A' = i .
Si A" >> 1 , on posera X ^ (x — rt)X,, X, étant encore de degré n — I au plus en y, d'où l'on conclut que C'Ji-t-C')v contient i^x — a) en facteur; donc tous les termes homogènes du même degré en {^x — a), {y — ^), et en particulier les termes de C^ d'ordre inféïùeur à / -h A'+ 1 , contiennent x — a en facteur. Or '^ ne contient pas [x — a) en facteur; par suite, on peut écrire
G = (a; — rt) Cl -r- G",
C" étant de degré au moins égal à l + k' — r; en sorte que nous pouvons substituer à la relation (9), la relation
(9) {x — a)Xi= X' (x — a)^- <i>' -^ (ce — a) Ci<b -^ C" 'h -^ IC, d'oîi l'on conclut que C'a -h aC contient (x — a) en facteur
(10) G"'j/ -f- XC'= (x — «)Gi,
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et que C\ commence par des termes de degré au moins égal à A'— /. Or de la relation (6) il résulte /r'-l- />- /•; donc la droite ^■zrra coupe la courbe C, = o au point (a, b) en au moins /• points confondus. Mais C, s'annule aussi aux points (a^c); en effet, de la relation <I> =^ A'i -|- [j.'1i il résulte que si [x,y) se déplace sur la courbe 'bi^x, y) = o dans le voisinage du point («, c), la fonction À contiendra {x — aY en facteur, quand on aura remplacé y — c par son développement en x — «, puisque <ï> contient (x — aY en facteur et que '-^{ci.^ c) ~ o. Donc C, , qui est défini par la relation (lo), contiendra ix — aY~^ en facteur et s'annulera aux points (rt, c); on en conclut finalement que la courbe
Xi^- A'(.r — r//-' *' -G,'!/ — C;=^ o,
qui est de degré au plus égal k n — i en y, est coupée par la droite x =^ a en n points au moins, donc que X, est divisible ]iar ix ■ — a).
La démonstration est achevée si A' = 2.
Si k ~> 2, on continuera le même mode de raisonnement, sans ([u'il y ait rien à y changer.
Ainsi, en définitive, X sera divisible par <ï>, et par suite f sera susceptible de se mettre sous la forme K's, -^ B'I/, si en chaque point (a, b) de rencontre des courbes o et 'l on peut déterminer des polynômes A' et B' tels que la différence f — A'cp — B''^ ordonnée suivant les puissances croissantes de {x — a) et i^y — b) commence par des termes d^ ordre A'— i satisfaisant à l^ inégalité
6. Cette relation est susceptible d'une forme plus simple dans le cas où les deux courbes ç; et 'Ij n'ont pas de tangentes communes en leurs points de rencontre, c'est-à-dire dans le cas où A rzr qr. Reprenons la relation
* = À'^ — [ri ou
en mettant en évidence les termes homogènes de même degré, dans le développement suivant les puissances croissantes de > X — a) et (y — b). Si <1> contient [x — aY en facteur, le second
fi CHAPITRE 1.
membre doit commencer par un terme en (a* — ay. Si donc / ~\- q <^ k, on devra avoir
et comme ç^ et .!/,■ sont premiers entre eux, on aura
a étant un polynôme.
Mais on peut écrire
et alors nous avons une forme analogue pour <ï>, mais dans laquelle le degré de A a augmenté d'une unité. On peut donc faire en sorte que l ^- q^ k.
Dans ces conditions, si l'on peut déterminer A' et B' de manière que
(II) A-' -^ 1 1' r — ^ — I
la relation (G) sera satisfaite.
7. Voici encore une remarque intéressante. La fonction / étant de la forme A'»:; -hB'L, désignons par u, /«, n les degrés respectifs de/, C2, 'h et supposons que les termes homogènes de plus haut degré, o,„ et 'l,,-, dans o et 6, soient sans facteurs communs. Dans ce cas, on peut toujours faire en sorte que A et B soient d'ordre \x — m el \x. — n.
Supposons, en effet, que A et B soient de degrés respectifs <j. — tn -|- p et [JL — n -h p et désignons par Ap._,„^p, B^ „^p l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré, on devra avoir
^ij.— rri-^Çi'-? m ~' i^u.— «4-p V" ^^ ^'
donc, en désignant par a un polynôme,
D'où Ton conclut en écrivant/ sous la forme
/=(A — ad^)o-T- (B — ao)6,
que les degrés des coefficients de cp et •} peuvent être diminués
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(l'une unité au moins. Continuant ainsi de proche en proclie. on arrive ainsi au résultat annoncé.
II. Quelques applications
8. Une première ajjplication imjjortanle du théorème de Nœthcr est la suivante : 'j; cl ']> ('tant deux courbes qui nonl pas de tangentes communes en leurs poi/its de reneonde, et cj et r ayant la même signification que précédemment, supposons <jue la courbe f ail, pour points multiples d^ ordre q ~\- r — i, chaque point de rencontre de o et -v ; d((ns ce cas on aura certainement
En effet, on peut, en chaque point de rencontre, ciioisir A' et B'
de manière f[ue
commence par des termes de degré q -^ r — i : il suffit de prendre
9. Proposons-nous en second lieu de reconnaître si une expression de la forme
oii P désigne un polynôme, est susceptible de se mettre sous La forme d' un polynôme en x et y, >- étant une fonction algébrique de X définie par V équation
f{x, y) =0 supposée de degré m.
Nous supposerons d'ailleurs que la courbe/' n'a que des points doubles et est orientée arbitrairement par rapport aux axes.
Il s'agit, en d'autres termes, de savoir si P(.r, r) peut se mettre sous la forme
^'{■'\ y) =' A/{.r, y) — B(a.r — 'ir -r- y)'".
Supposons cPabord que la droite y.x -h [jJ' — v ^^ o ne soit pas tangente â la courbe / et ne passe pas par un point double. Soit (a, b) un point commun à /' et à y.x -r ^j' -j- y ^ o ; ce point est
d'ordre ^^1:^1 pouryet d'ordre /• pour la courbe (a^-+- ^jr-j-y)'"^©. Appliquons la formule (6) du n° o. Dans le cas actuel, on voit en formant le résultant de /et de [v.x ^ ?J^ + Y)'^ ^^"^^ Js nombre désigné par / est au moins égal à ;■ - — i , que k est égal à r : on en déduit A' -f- \^i\ Pour que la représentation soit possible, on devra donc pouvoir déterminer A' et B' de manière que l'expression
dans le voisinage de tout point de rencontre [a, h ) commence par un terme de degré r.
Posons, en mettant en évidence les ensembles de termes homo-
gènes de même degré en x — a et y
P ■-. Pi - P.,
On devra avoir les relations
Pi-a;/,-o,
X'ofi— A\fi'- o,
Telles seront, par conséquent, les formes de P,, Po, .... P^_, pour que la représentation soit possible.
Supposons maintenant que y.x -f- ,3j'-- y = o soit tangente à la
Fig.
courbe/' en un point (a, b) et que le contact soit simple. Bornonsnous d'ailleurs au cas où r = i . Pour les points en dehors du point de contact, P(.r, j') doit simplement j passer.
Pvclativement au point de contact («, b) on a /r^2, ;■ = ! , /=r^o, donc k' -- I =-^ 2. On devra pouvoir déterminer A' et B' de manière que l'expression
P- k'J'—E'{oix-^'iy — ^()
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développée suivant les puissances de x -— c/, y - A, commence par des termes du second degré. P, est, par suite, de la forme
c'est-à-dire que la courbe P(x, y) = o doit être langenle en («, b) hf{a\r) = o.
Finalement considérons le cas où la droite y.j- -+- '^^y -t- " =^ o passe par un point double, en supposant toujours /■ = i . On a A' = ?,, / = o. /■ ^= I , donc A' -f- i r:^ 2 .
Fis. 3.
Par suite
P — A'/ —B'(%x-^ 'iy - Y )
doit commencer par des termes du secoud degré, ce qui exige que Ton ait
donc que la courbe P(x, j'') ^^ o soit tangente en u/. 6) à la droite.
10. La (|uestiou précédente nous conduit à recherclier quelle
est r expression générale des fonctions rationnelles -^ de x et y.
lestant finies toujours à distance finie, y étant une fonctioi} algébricjue de x définie par l'érjuation f{x^ y) = 0. Nous aurons plusieurs fois à faire usage du résultat dans le cours de ce Volume.
Pvemarquons tout d'abord que l'expression ^ peut se mettre sous
la forme d'une somme de termes telle que
et considérons en premier lieu le cas où la droite .r^:= a ne correspond pas à un |)oint de contact ou à un point double de la courbe /.
Dans ces conditions, — ^ '-^ devra garder une valeur finie aux
points de rencontre à distance finie de la droite .r = « avec la courbe / : donc, P(.r, y) devant s'annuler en ces points, on pourra
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mettre — ^--^ — sous la forme d'un nolvnome; et, en continuant le
raisonnement de proche en proche, il en sera de même de — Lîl_Zl. ^ ' (a? — a)a
Dans le cas où la droite x — ■ a =^ o est tangente à la courbe /", au
point («, b ), il faudra encore cjue — ' ' - reste Unie au point
(a, b) et aux autres points de rencontre c de la droite et de la courbe/". Ce qui exige, en posant
que l'on ait B = o. La courbe P doit donc passer par les points c et être tangente à la droite x = a au point («-, b). Les conclusions
sont encore les mêmes, et l'expression — — — se réduit encore
à un polynôme.
Supposons eniîn que la droite x — a--=^o passe par un point double (<7, b') de la courbe /. Dans le cas où a = i, l'expression
n est susceptible, en général, d'aucune réduction. Soit alors a >> i , l'expression précédente devra s'annuler au point (c/, 6) et aux points c. Posons
V{x, y) = k^x — a)—Y>[y — b) - . . . et soient
les équations des deux branches de la courbe / qui passent par le point (rt, b). On aura
A -^ B ;jL -= o, A -+- B a' = o
donc A = B = o, d'où l'on conclut que la courbe P a, au point
(«, b), un point double. P doit d'ailleurs sannuler aux points c,
et, par suite, — ^ — ^^ sera un polynôme. L^n continuant de proche ^ X — a i ^ 1
en proche, on réduit l'expression ^^ — à une expression de la
lorme — — -^^-^ et ici la réduction est achevée.
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Finalement les fonctions rationnelles de x et y, ofi x et y sont liées par l'équation ,/(.?", y) = o, (/ni restent ton jours Ji nies éi distance finie sont de la forme
{x - (II) {a- — a^) ... yJ7 — a^ )
r/,,, rto. . • ., (/,/ étant les abscisses des points doubles de la courbe y, et 1* étant un polynôme qui s'annule aux points de i^eneontre des droites ./■ — <7/=^ o avec la courbe.
III. — Définition générale des adjointes. Théorème du reste ( ' ).
U . Dans le cas d'une courbe n'ayant que des points multiples à tangentes distinctes, la notion (V adjointe à une courbe donnée f(x,y) = o^ est la suivante : c'est une courbe ajanl an moins comme point multiple d'ordre i — i un point jnultiple d ordre / de la courbe f.
12. ^Considérons maintenant le cas d'une courbe /" avant des singularités arbitraires, et soit x ^^ o, y -^ o un point multiple d'oixbe /i ; il s'agit de définir la façon dont se comporte une adjointe en ce point. Cette adjointe A(^x, y) jouira des propriétés suivantes :
D'abord elle doit avoir le point O comme point multiple d'ordre n — I . Ensuite il faut, lorsqu'on effectuera la réduction de la singularité, que les transformées successives de l'adjointe ). aient comme points multiples d'ordre /• — i les points multiples d'ordre /• des transformées successives de /' qui correspondent au point O de cette dernière courbe.
[1 nous reste à voir si, ces conditions étant satisfaites, la transformée de la courbe A, après la résolution de toutes les singularités, se transformera en une adjointe dans le sens défini au paragraphe précédent. Nous avons donc à montrer que, dans toutes les transformations successives, les courbes transformées de A
(') Le lliéorènic du reste a été donné p;ir MM. tîrill cL Nutlier clans leur Mémoire fondamcnlal [Ueber die algebiaisclieii rimctioncii iiiid ilirc A/nvendung in der Géométrie {Matli. Anualcn, t. A'II)].
satisfont aux conditions d'une adjointe pour tous les nouveaux points multiples introduits.
Soit, en employant des coordonnées homogènes,
^ ' YZ ZX XY
la transl'ormation quadratique qui commence la réduction de la singularité O. La courbey" se transformera en F, la courbe \ en A, ces courbes étant dr-finies par les équations
)>(>, jK, 5) = Z"-i A(X, Y, Z 1;
et si m et [j. désignent les ordres respectifs de /et)., F sera d'ordre im — n et A d'ordre 2 'j. — n ~- \ .
Or, pour F, les points multiples introduits par la transformation sont le point X = o, Y - - o d'ordre m, le point X=:o, Z = o d'ordre m — /?, le point Y = o, Z =; o d'ordre m — n ; et pour A ces points seront respectivement d'ordre p., d'ordre îjl — n -\- \ , d'ordre [jl — n -\- y .
Soit d'abord ^ Im — i, alors À satisfera en ces points aux conditions d'une adjointe à F. D'ailleurs on a, entre les ordres de A et F, la même inégalité qu'entre les ordres de À et/", puisque de l'inégalité [J. 1 /^/ — i, on déduit au. — n — i^'km — n — i. En continuant la série des transformations, on arrivera donc bien au résultat énoncé.
Dans le cas où \x <C m — 1 , soit [j. = />2 — i — p, on ajoutera à l'adjointe primitive une courbe arbitraire de degré p. On aura ainsi une courbe composée d'ordre m — 1 qui se transformera en une adjointe après les résolutions de toutes les singularités.
13. Il ne sera pas inutile, en terminant ces généralités sur les adjointes, de revenir sur la définition transcendante de ces courbes. On verra conunent. par une application convenable du théorème de Nœther, on arrive, presque sans calculs, à donner aux intégrales de première espèce leur forme canonique. Nous montrerons ensuite que la déjlnition algébrique et la définition transcendante de V adj oinle sont équivalentes.
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Nous avons à chercher les conditions pour que l'inlégralc
dx
reste finie pour tout point de la courbe f.
Considérons en premier lieu le cas oii la courbe f n'a que des points multiples à tangentes distinctes, et soit i l'ordre de l'un de ces points.
Nous avons d'abord à exprimer que pour tout point à dislance
finie, le quotient , reste fini. Si la droite x = a ne passe
pas par un point multiple, nous avons vu que ce quotient doit se réduire à un polvnomc.
Si la droite x ^= a passe par un point multiple (r/, h) d'ordre /. alors /doit contenir [x — -a)'*', en facteur, sur l'une quelconque des branches de/' passant par ce point, et l'on en conclut immédiatement que Q(^, J^) doit admettre le point (a^b) au moins comme point multiple d'ordre i, si a >> o. Dans ces conditions, appliquant encore le théorème de Nœther. le quotient
-^— devra se réduire à un polynôme. On passe ainsi de a à
a — ■ T, el, finalement, on arrive à une intégrale de la forme
où Q admet alors le point [a ^ h) comme point multiple d'ordre / — I .
La considération des points à l'infini de f permet ensuite facilement de déterminer le degré de Q_{x^y). Si l'on suppose, comme il est toujours licite de le faire, que les directions asvmptotiques de/ sont distinctes entre elles et distinctes des axes, il suffit de faire la perspective
Aux points à l'infini de/ correspondent alors certains points à distance finie (X = o, Y = a), et comme on a
Q (x. y) dx \X A/
on en déduit de suite que le degré À "de Q est, au plus, égal à
Il V a Jieu de se demander maintenant si, lorsque la courbe a des
points singuliers quelconques, les intégrales de première espèce
sont encore de la forme
rOdx
■J yv'
Q étant un polynôme de degré m — 3.
Effectuons la transformation déjà étudiée (a)
qui fait correspondre à la courbe/ d'ordre m la courbe
de degré 0.771 — n, qui admet m — ■ /i asymptotes de la forme Z =: C. Il s'agit de montrer, comme l'on s'en rend compte immédiatement, que si la courbe F a toutes ses intégrales de première
espèce de la forme
'Q(Y.Z)dZ
Q étant un polvnome adjoint de degré 2771 — /i — 3 au plus, il en sera de même pour la courbe/'. Exprimons successivement que le polynôme Q admet le point (Y = o, Z=^o) comme point multiple d'ordre 77i — 7i — i , et qu'il a comme asymptotes les ni -^ n droites (Z = C). On en conclut que ce polynôme peut se mettre sous l'une et l'autre des deux formes suivantes :
Ceci posé, on trouve d'abord, en prenant Q sous sa première forme, et en tenant compte de l'équation f ^= o, la relation
0\( T, y) dx
0(Y, Z) = --^-iiJiZj.
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D'autre pari, en envisageant la seconde forme de O, on trouve
(2) Q (;.' ■^' j = JinT-'J^i — '
( K étant un polynôme. Le rapprochement des expressions (i) et (2) de (^ montre cpie Qi(-P,.r) doit contenir j'-'''""^' en facteur, d'où ]'on déduit le résultat annoncé : les intégrales de première espèce de /', dans le cas où les points singuliers sont quelconques.
sont de la forme
iV.r, y) dx
et si. comme on peut le su[)poser, les points à 1 infini de / sont des points singuliers oïdinaires, on en conclura comme ])récédemment que le degré de P est au plus égal à t?i — o.
Il nous reste à montrer que les deux définitions algébrique el transcendante de l'adjointe sont équivalentes. La même transformation (y.) va nous servir pour arriver à ce résultat. Au point de vue transcendant, une courbe a(x-, r' = o est une adjointe si, pour tout point singulier, l'intégrale
'!( .r, y) dx
reste Jinie, en supposant les points singuliers à distance finie. Oion a, en tenant compte de F r= o, la relation
'iAx,y)dx \(Y,Z)dZ
Y n'étant [)as nul pour les transformées du point (.r =; o, )' = o), on en conclut, en continuant de proche en proche jusqu'après résolution de toutes les singularités, que la courbe transformée finale de A jouit bien des propriétés de l'adjointe selon la définition algébrique et qu'il en est par conséquent de même de la courbe À.
14. Le lliéorèniedu reste, dûàBrill etNœlher, dont nous aurons à faire un usage fréquent dans le cours de ce Volume, est le suivant :
Soit f{jc, y) = o une courbe de degré /??, que nous supposerons d'abord n'avoir que des points doubles, et soit :p une
adjointe cV ordre n. La courbe -^ coupe en général la courbe f. en dehors des points doubles, en un certain nombre de points que nous diviserons en deux groupes V et Q. Cela posé ^ soient 'h et 7 deux autres adjointes arbitrcnres (r ordre /?, la première passant par P, la seconde par Q; elles détacheront respectivement sur la courbe f des groupes de points Q' et P'.
La proposition que nous avons en vue consiste à montrer que les points V et O' sont sur une même adjointe d'ordre n.
Envisageons le poljnome d'y ; il s'annule aux points Pet Q, et a comme points doubles les points doubles de /'. Appliquant alors la remarque fondamentale du n" 8, on en conclut qu'on peut écrire ce polynôme sous la forme
et Ton voit de suite que la courbe p = o doit passer parles points doubles; c'est donc une adjointe. D'autre pari, elle passe par les points P' et Q', puisque la courbe cp n'y passe pas, et son degré est égal à n, si, comme il arrive en général, les termes de plus haut degré dans f et. z> n'ont pas de facteurs communs : la démonstration est ainsi achev^ée.
Dans le cas où la courbe / a des points multiples à tangentes distinctes, la démonstration précédente s'applique de même. La courbe 'iy a en chaque point multiple d'ordre / un point multiple d'ordre 2i — q. = i -^ i — i — i .
La remarque fondamentale du n" 8 s'applique encore et l'on peut écrire la relation (i). Il reste à voir que ,3 a un point multiple d'ordre i — i. Or soit, en groupant les termes homogènes,
a = ax — ax+i — . . . ,
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et supposons, comme il arrive en yéncral, que fi et .5/_, n'ont pas de facleias communs : si l'on avait y. <C « — i et \<^i — ;i, il faudrait que Ton eût
ce (|ui est impossible. La conclusion est la même que précédemment.
Il nous reste à considérer le cas où. la courbcy a des singularités arbitraires.
jMais nous avons montré qu'une adjointe se transforme en une adjointe après la résolution de toutes les singularités; cela suffît à faire voir que le théorème du reste subsiste dans les cas les p las généraux ^ car on peut remonter du cas des singularités ordinaires aux singularités quelconques.
IV. — Cas des surfaces. Surfaces sous-adjointes. Théorème du reste.
lo. Le théorème de jNœtlier s'étend au cas des surfaces de la manière suivante :
Soient oi^x, y^ z)=^ o, 'i>(x, jr, 3) = o, f(^x,y,z):^o trois surfaces; les axes étant supposés quelconques, il s'agit de trouver les conditions pour que le polynôme f[x,\\ z) puisse se mettre sous la forme
A et B étant des poljnomes entiers en x, j', z.
Si la représentation (i) est possible, elle le sera pour le cas des courbes d'intersection des surfaces o, 'i;, / par un plan arbitrai»e.
Ptéciproquement, supposons que, dans un plan arbitraire z = Zq, la représentation soit possible, c'est-à-dire que le poljnome f\JC,y\ Zo) soit susceptible de se mettre sous la forme ^(•^, r> -0) 9(.î^, y-, ^0) + B(.P, y, z^) ^|>(^% y, zo),
où A et B sont des poljnomes entiers en x et j^, mais qui peuvent contenir rationnellement Co • on aurait donc une identité
(2) l\{z^)fix,y,z^) = U{x,y, z^) o{x, y, z^) -^-'^{x, y, Zq)<1[x, y, Zq),
où M, N, R sont maintenant entiers par rapport à z.
r8 CHAPITRE I.
Soit ::o= ^- une racine de R(^o) = o, on aura identiquement
M(x, j, a)cp(ar, j-, a) — N(a7. 7, a)4/(ar-,j, a) = o.
Or 's(x,y,y.) et 'J;(jr,j^, a) n'ont pas de facteur commun, car autrement une partie de Tintersection des deux surfaces serait une courlie plane dans le plan z = a, ce qui n'est pas, les axes étant ai'bitraires.
Tl faut donc que N(:r, y, ol) soit de la forme
N(^, j, a) = o{x,y,<x)(l{x,y,x) = ■:^(x,j,Zo)Q -h(zo—y.)Qi,
en remplaçant a par Z(, -^ (a — ^o).
Mais on a
^{x,y,Zo) = N{x, y,cc)^(zo~ a)X(.r, j-, ôq, a),
donc
N(x,y,Zo) = 'f (.r, 7, ;o)Q -^(^o— '^)Q2,
Q et Qo étant des polynômes en x, y, Zq- Substituant dans (2), il vient
R{zo)f(x,y,Zo) = o{x,y,Zo)P ^(z„—!x)6{x, y, Zo)Pi,
P et P, étant des polvnomes en x^ y, z^. De là résulte que P doit être divisible par z^^ — a. On peut donc supprimer ainsi successivement tous les facteurs de R(;;o)? et l'on aura finalement
fix, y^zo) = o{x,y, z„) S{x, y, Zo) ^ '!^{x, y, Zo)T{x, y, Zq).
S et T étant des polvnomes en x, y, z^', et la démonstration est achevée (' ).
Appliquant une remarque faite relative aux courbes, on voit que si, en particulier, les surfaces o et à ont une courbe commune qui soit multiple d'ordre q pour '^ et d'ordre /■ pour 6, et si les deux surfaces n'ont pas de plan tangent commun en un point arbitraire de la ligne multiple, la surface /"satisfera aux conditions voulues si cette courbe est pour elle multiple de Tordre q -t- r — 1 .
Nous avons défini algébriquement plus haut les courbes
(') Dans son Mémoire déjà cité {Math. Annalen, t. VI), M. Nœther étend aux surlaces le théorème relatif aux courbes, mais sa démonstration est entièrement différente de celle que nous venons de donner.
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adjointes, l'our les surfaces, il y a lieu de considérer des (uljoirit.es et des sous-adjointes ( ' ).
Nous nous bornerons pour le moment à la définition des surfaces sous-adjointes à une surface donnée /"(x, y, z) = o.
Nous dirons qu'une surface o[x, y^ z) ^ o est sous-adjointe à la surface f si une section plane arbitraire de _/=; o a pour adjointe la section plane correspondante de la surface o (section par le même plan). Il résulte de celte définition qu'une surface sous-adjointe passe par les lignes multiples de la surface et, en particulier, si ces lignes multiples sont telles qu'en un point arbitraire les pians tangents sont différents, une surface sous-adjointe aura une ligne multiple d'ordre/? de la surface comme ligne multiple d'ordre p — i. Relativement aux points multiples isolés, les surfaces sous-adjointes ne sont soumises à aucune condition.
17. Le théorème du reste relatif aux courbes s'applique aussi aux surfaces. Soit /'(x j', ;;) = o une surface d'ordre /??, et soit o(j:, K, ::) = o une sous-adjointe d'ordre n. Supposons que cette sous-adjointe coupe la surface /*, en dehors des lignes multiples, suivant deux groupes de courbes P et Q. Envisageons deux autres sous-adjointes arbitraires d'ordre /î, soient •!( = o et y = o, la première passant par P et la seconde par (^ : elles détacheront respectivement sur la surface /'deux nouveaux groupes de courbes Q' et P'; il s'agit de montrer que les courbes V et (y sont sur une même sous-adjointe d'ordre n.
La démonstration est immédiate. Considérons les trois surfaces 'V/ = o, y= o, '^ = o;un plan C|uelconque, soit :: = ;„, coupe ces trois surfaces suivant trois courbes, pour lesquelles on peut appliquer le théorème de Nœlher; on a alors
^(^;7,-o)z(^' J, -0) = y.{x,y\z-o)f(x,y,z.^)^ ^jix^y, z^,) o{x,y, z^),
a et [j étant a priori des polynômes entiers en x et y qui peuvent contenir rationnellement ^„- On montre, comme précédemment, que a et ^ sont bien des polynômes en ::o, et l'on en conclut que la surface [3(x,j^,c) = o est une surface, en général d'ordre n,
(') Cette distinclion pai-ait avoir été faite pour la première fois d'une manière systématique par M. Enriques.
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passant par P' et Q', et telle que sa section parles plans : =:= const. est l'adjointe de la section plane correspondante de la surface/; nous verrons plus tard que s'il en est ainsi, un plan arbitraire coupe encore la surface p suivant une adjointe de la section plane correspondante de f, et le théorème est démontré.
Le théorème du reste s'étend aux sur/aces dites adjointes : nous le montrerons quand nous aurons défini ces surfaces.
LA GÉOMÉTRIE SUR UNE COURBE ALGÉBRIQUE
I. — Série linéaire de groupes de points sur une courbe plane. Série complète. Somme de deux séries.
J . Soilf(x, y) = G une courbe plane algébrique irréductible.
Un système linéaire de courbes de dimension /* est défini par une relation de la forme
OÙ les 'h sont des fonctions entières de x., y elles h des constantes arbitraires. Nous supposons que les fonctions <l sont linéairement indépendantes relativement à y", c'est-à-dire qu'il n'existe pas entre elles de relation linéaire identique de la forme
(•2) aoJ^o-^ «l'I'i — • • •-^«/■'{^/•= 0/,
6 étant un poljnome, et les a des constantes.
Les courbes -i; peuvent d'ailleurs passer par des points fixes de la courbe /", et l'on peut supposer que ces points sont simples.
Cela posé, l'équation (i) définit, sur la courbe y", une série linéaire de groupes de points g^^. Le nombre n des points est le degré de la série; r est sa dimension.
Le plus souvent, n désigne le nombre des points variables d'intersection. JNIais on peut leur adjoindre un certain nombre de points fixes.
Dans tous les cas, on a évidemment la relation
Il est évident que par /' + i points arbitraires de la courbe /",
(' ) La théorie géométrique des séries linéaires de groupes de points est due à MM. Brill et .Nœther (Math. Annalen, t. VII). Nous avons utilisé aussi dans notre rédaction un Mémoire de M. Segre {Annali cli Matematica, t. XXII; 1894) et un :Mémoirc de M. Bertini (môme Volume).
on ne peut faire passer une courbe (i), car il existerait alors entre les fonctions 'l une relation identique (2).
2. Avant d'exposer les propriétés principales des séries linéaires de groupes de points, montrons qu'une série linéaire quelconque «•^^, définie par le système (i), pe/it toujours être obtenue peuun système linéaire de courbes adjointes o, à /, d'u/i ordre convenable ne dépendant cjue d'un groupe de points de la série, assujetties, s'il est nécessaire, à passer par un certain nombre de points fixes de la courbe f.
Soit G' un certain groupe de o)], déterminé par une courbe -V du système (i). Par G', faisons passer une adjointe :i', ce qui sera toujours possible, si son ordre est suffisamment élevé.
Fig. 4-
Cette coui'be '■:>' coupera encore/, en debors des points multiples, en un certain nombre de points, dont l'ensemble F' forme ce qu'on appelle un résidu. Soit G un second groupe déterminé par une courbe 'i. Envisageons le produit
qui s'annule pour G, G' et F' et qui passe par suite par Tintersection de y et 'V. On aura donc, en appliquant le tbéorème de Nœtlier,
d'où l'on conclut que C2 est une adjointe de même ordre que 'J et qui passe par G et F'. On aura donc, sur la courbe y,
d'où ' ' ' '
et, par suite, le système g'^^, déterminé par (1), est aussi déterminé
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par le sjslème linéaire d'adjointes
dans lequel toutes les courbes '^ passent par F'.
3. On dit qLi'une série g',^ est contenue totalement dans Line aulVe g'n lorsqne, 'ayant le même degré /i, tout i,^roupe G' de la première est un groupe de la seconde.
Une série linéaire est normale ou complète lorsqu'elle n'est pas contenue lolalenient dans une série de même degré, mais de dimension supérieure.
Lorsqu'une série n'est pas complète, on désigne sous le nom de défaut àe cette série, la différence entre les dimensions de la série complète et de cette série.
Le théorème fondamental relatif aux séries linéaires est le suivant :
Si une série linéaire n'est pas complète, il existe une série linéaire complète et une seule, de même degré, qui la contient totalement.
En elfet, soit G un groupe d'une série ^'^,, toute série linéaire contenant totalement G est déterminée par un système linéaire d'adjointes, assujetties à couper y, en dehors des points multiples, en un certain nombre de points fixes, le résidu F considéré plus haut.
(^Considérons toutes les adjointes indépendantes passant par F, elles formeront un certain système linéaire de dimension /•'
I S j aoço-r- ='rfi-+-- • --^ '^r''^V—' o,
et de degié n. Ce système détermine une série linéaire g'',', qui contient nécessairement g''^^ et toutes les séries cjui ont avec g^ un groupe conimun, d'où l'on conclut immédiatement le théorème énoncé.
De ce qui précède résulte encore qu'un groLipe arbitraire de n points détermine complètement une série complète, et que le système linéaire de toutes les adjointes d'un ordre donné, assujetties ou non à passer par des points fixes de la courbe /, déterminent sur cette courbe une série complète.
i4 CHAPITRE II.
La démonstration précédente nous indique en même temps le procédé qu'il faudra employer pour reconnaître si une série g''^ déterminée par un système linéaire donné est complète ou non. Il suffira de la comparer à la série déterminée par le système linéaire des adjointes d'un ordre convenable qui passent par le groupe résiduel F de points fixes défini plus haut.
Faisons encore la remarque que le système linéaire de toutes les courbes d'un ordre donné ne découpe pas nécessairement sur une courbe donnée une série complète. On s'en rend compte en considérant par exemple la série déterminée sur une courbe par toutes les droites du plan, et appliquant les considérations précédentes.
4. Si une série complète a des points fixes, la série que C on obtient en retranchant ces points Jixes en partie ou en totalité est encore complète, car si cette série était contenue totalement dans une autre, en ajoutant à cette deuxième les points retranchés, on obtiendrait une série contenant totalement la série proposée.
La réci|)ro(jue de cette proposition n'est pas vraie : Si, à une série complète, on ajoute des points fixes, la série nouvelle peut n'être pas complète . Ainsi, soit une courbe d'ordre m sans singularités; toutes les adjointes d'ordre n <i m — i (qui sont des courbes arbitraires d'ordre n) déterminent une série linéaire com-
|)lète g - . Si, à cette série, on ajoute m points fixes en ligne droite, on obtiendra ime série " - qui ne sera pas complète,
■- m[ii+ 1)1 '
puisqu'elle est évidemment comprise dans la série g - , déterminée par toutes les adjointes d'ordre n -\- i <^, /n.
5. Somme de deux séries complètes. — Soient deux séries complètes g''„\, g'^^ que nous supposerons d'abord telles (pie deux groupes généraux n'ont pas de points communs (fixes, par conséquent). Pour définir la somme de ces deux séries, on prend un groupe G„^ de la première, un groupe G„, de la seconde : ces ni-\-n.2 points forment un groupe G„__^„, qui individualise une série complète, g^^^n. ^\^^ est appelée la somme des deux séries. Elle contient évidemment tous les groupes que l'on peut lormer
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en associaul un groupe arbitraire de la première à un groupe arbitraire de la seconde. Nous exprimerons souvent qu'une série complète est la somme de deux autres par légalité symboliipie
Le cas où il y a des points communs est un cas limite facile à traiter.
Soit, par exemple, à additionner (5^, + i?'^), tous les groupes des séries ^^^ et i?^ ayant un point commun P nécessairement fixe, il faudra, pour définir cette somme, employer des adjointes tangentes en P à f.
Dans le même ordre d'idées, une série normale définie par le point P compté /' fois et par un groupe de points G, sera déterminée par des adjointes passant par G et rencontrant la courbe en /• points confondus en P.
6. Série contenue partiellement dans une autre. — Soit g^] une série linéaire, et G^ un groupe de points {s <i n). Ce groupe sera un groupe partiel de la série, si G^- est contenu dans un groupe G« de points appartenant à g']^. 11 y aura donc au moins un groupe G„_5 appartenant à ^-^^ et tel que
Il pourra exister une infinité de groupes G//_ç : ils formeront une série linéaire résiduelle de G^ par rapport à g^^. On l'obtiendra en prenant toutes les courl)es du système
définissant ^ï',, qui passent par G^-. Cette série sera complète si la première est complète ; son degré sera égal à n — 5- et sa dimension sera r — p, en désignant parp le noml)re de conditions auxquelles doit satisfaire une courbe du système (a) pour passer par les s points du groupe G^.
7. Etant données deux séries complètes g^^ et ^•',, {n' <i n\ si le groupe général G„' de la deuxième est un groupe partiel de la première, on dira que la série g'„. est contenue partiellement dans la série s^,, .
Soit Gu' un groupe de g''„'; considéroDS la série résiduelle de G// par rapport à ^•']. Nous allons montrer que cette série résiduelle gn-n' est indépendante de G„', c'est-à-dire qu'elle est la même, quel que soit le groupe G„' de g'^, dont on est parti. Cette proposition est une conséquence du théorème du reste. Considérons un groupe de ^'^
'j/; ^= ^ II' '^ '^ll — n'l
formé de Q^' et d'un groupe de gn-n'-
Par G/,, faisons passer une adjointe qui coupera encore / en un groupe résiduel F. La série g\^ sera définie par tontes les adjointes passant par F; la série ^^. sera définie par toutes les adjointes passant par r et par G„_/,/; la série g„_n' sera définie par tontes les adjointes passant par Y et G,,-. Désignons par fî„ un autre groupe de g^, et par G^_„. un groupe arbitraire de gn^u'- H suffira de démontrer que les groupes F, G,',_„. et H„' sont sur une même adjointe. Or, F, G„_„' et G,,' sont sur une même adjointe; il en est de même de F, Gn-n' et H„', et de F, G,',_„. et G»; donc F, G),_„. et Wn' sont aussi sur une même adjointe.
II. — Degré et dimension d'une série complète; séries spéciales et non spéciales.
8. Nous nous occuperons en premier lieu du degré et de la dimension des séries complètes déterminées par toutes les adjointes d'un ordre donné et qui, par ailleurs, ne sont assujetties à aucune autre condition.
Soit une courbe /" d'ordre m (avec d points doubles) : nous remarquerons d'abord que la dimension du système linéaire des adjointes d'ordre v est égale ou supérieure à
suivant que les conditions auxquelles la courbe générale du système doit satisfaire pour passer par les points doubles, sont ou ne sont pas indépendantes.
Dans le cas de l'égalité, le système est dit régulier.
Relativement à la dimension r^ de la série des groupes de
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points déterminée par le système de toutes les adjointes d'ordre v
sur la courbe y^, nous distinguerons deux cas, sui\ant que v est
plus grand ou inférieur à m.
Si V -< /??, il est évident rpie la dimension de la série sera égale
à la dimension du système linéaire des adjointes d'ordre v; on
aura donc
Si v^m, il n en est plus ainsi, car le svstème des adjointes contient alors le système linéaire formé par /" et toutes les courbes d'ordre v — m. Le nombre de ces courbes linéairement indépendantes doit évidemment être défalqué et Ion aura dans ce cas la
relation
Ces deux expressions coïncident pour v = m — i ei^/ ^= m — 2. Mettons en évidence le nombre m — ô, et introduisons le
nombre
( jn — i) i m — ■?. ) ,
Pour V = m — 3 -f- a (a^ 1), on aura la relation
n^^p — 2 -T- ni'j.;
pour '/ ^= ni — 3 — a (a^o), on aura la relation
10. Quant au degré n., île la série, il est égal à /;r/ — -id. Donc, jiour V -= m — 3 ^- a, on a
et, par suite,
rh— ry^p — i —
11. Soit maintenant une série complète quelconque o'^. Nous savons qu'on peut la considérer comme déterminée par un système linéaire de courbes adjointes o^ passant par un groupe fixe F sur f. Soit g','^!, la série complète déterminée par toutes ces adjointes d'ordre v; en assujettissant celles-ci à passer par F, n^ sera évidemment diminué du nombre X des points de F, et /\ sera diminué de ce nombre ou d'iin nombre moindre, suivant que les conditions imposées par le passage des adjointes en ces X points seront ou ne seront pas indépendantes. On aura donc les relations
et, par suite,
On en conclut encore que, pour les séries déterminées par des adjointes d'ordre supérieur à m — 3, on a
(i) n — rllp,
et, pour les séries déterminées par des adjointes d'ordre inférieur ou égal à /?? — -3,
12. Parmi les séries de groupes de points, il j a lieu de distinguer celles qu'on peut obtenir au moyen d'un système d'adjointes d'ordre m — 3; elles portent le nom de séries spéciales; dans le cas contraire, une série est non spéciale.
La série canonique est la série spéciale déterminée par toutes les adjointes d'ordre îu — 3 (' ).
Le degré d'une série spéciale est inférieur ou égal à 2/? — 2, et une série dont le degré surpasse ip — i est certainement non spéciale.
Nous allons démontrer sur les séries spéciales deux théorèmes fondamentaux d'où nous déduirons ensuite quelques conséquences importantes.
( ' ) Une série, qui peut être déterminée par des adjointes d'ordre m — 3 — a inférieur à m — 3, est spéciale, puisque l'on peut adjoindre à ces adjointes une courbe fixe arbitraire d'ordi'e a. De sorte que les séries non spéciales sont celles qui ne peuvent être déterminées que par des adjointes d'ordre supérieur à m — 3.
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13. Soit g',] une série spéciale complète, et soit I* un point lixc (le /n'appartenant pas à toutes les 'fms qui déterminent un groupe G„ de la série. J^e premier théorème que nous avons en vue est le suivant :
La série complète somme du point P et de g^^ est de dimension /■, et non de dimension supérieure.
Pour le démontrer, menons par le point P une droite quelconque L (|ui coupe f en m — i autres poinis a. Par V et par un groupe G„ de la série, on peut faire passer une '^m-^-, formée d'une '■?'«-3 passant par G,2 et de la droite L; d'ailleurs l'adjointe ':im-^ rencontrera y en dehors de G„ en des points [î qui, par hypothèse, ne comprennent pas P. La série complète somme de P et de g^n s'obtiendra au mojen de toutes les adjointes d'ordre m — 'i passant par les points a et |B. Or, ces adjointes d'ordre m — -i ajanl m — I points a sur L, contiendront cette droite, et il ne restera à considérer que les adjointes d'ordre m — 3 qui déterminent précisément la série g^^^ complète. La série complète somme de P et de g''n est donc bien de dimension /• et non de dimension supérieure.
Symboliquement, nous pouvons donc écrire
On doit remarquer que si P appartenait aux points |3, les 'o„^_2 se décomposeraient bien encore en la droite L et en les adjointes 'f /«_:!) mais celles-ci ne seraient plus assujetties à passer par P; donc la dimension de (P -f- g'^^) serait supérieure à ;•.
li. ~Nous avons vu que si la série complète ^^^ était spéciale, on avait n — /'=/> — i (n" M). Le second théorème fondamental sur les séries spéciales est en quelque sorte la réciproque de cette proposition. Son énoncé est le suivant :
Soit o'^ une série quelconque [complète ou non)^ si l'on ci
n — r i^p — 1 , lu série est spéciale.
Il suffit évidemment de supposer que la série est complète. Soit donc g"^^ une série complète pour laquelle n — ''~p ■ — i • Suppo-
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sons que le théorème soit démontré pour les séries de groupes de moins de n points. Prenons un groupe G de ^^^, et soit P un de ses points iion commun à tous les groupes formant g'^/, désignons par 7. les autres points de G. Ces points a déterminent une série complète g^^Zl de degré n — i et de dimension /■ — i , et, par hypothèse, cette série sera spéciale puisque
Cela posé, si les adjointes d'ordre m ■ — 3, passant par les points a, ne passaient pas par P, la série normale somme de P et de g^iZ\ qui est g'^^ serait de dimension /■ — i seulement, en vertu du premier théorème, ce qui est contraire à l'hypothèse. [*ar suite, le groupe G est sur une adjointe d'ordre m — 3 et le théorème est démontré.
io. Voici quelques conséquences importantes des théorèmes précédents :
La série canonique a la dimension p — \ . — Cette dimension est tout d'abord au moins égale k p — i [n" 11, inégalité (:i)]. Supposons qu'elle surpasse ce nombre. Il existera alors une série spéciale ^^tïo (^ = o)- En lui adjoignant un point fixe, on aurait, en vertu du premier théorème, une série g^^Vi^', celle-ci serait spéciale, en vertu du second théorème, puisque l'on a
ip — i — p — zZp — x,
ce qui est impossible, puisque son degré est ip — i.
Il n'y a pas d'autre série g^ZL, qii^e l(i série canonique. — En effet, une telle série satisfaisant à l'inégalité
{lp — '2) — {p~l)Zp — i,
est spéciale; elle doit donc être contenue dans la série canonique, et, par suite, coïncider avec elle, puisqu'elle est de la même dimension.
La série canonique n'a pas de points fixes. — Supposons en effet que cette série ait un point fixe A sur y. En retranchant A, on aurait une série g^p-;n et, en adjoignant alors à cette dernière
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lin poinl arhilralrc P, on oliliendrail une série g'!!',L, distincte de la série canonique, puisque tous ses groupes ne contiennent pas A, ce qui est impossible.
Remarquons d'ailleurs cjue les cp„;„:j qui déterminent la série canonique peuvent avoir des |)oints communs fixes en dehors de/: telles sont, par exemple, les '-p,„_:î d'une courbe du sixième ordre avec huit points doubles.
Pour une série complète non spéciale, on a n~ r^=p. — On a, en effet, dans ce cas (n" \\ ),
Il — /• ^-/).
Si donc n — ■ r était inférieur à /?, il serait égal h p — i au moins et la série serait spéciale. Comme exemple, la série non spéciale i,''2^,_2-H///a déterminée par toutes les adjointes d'ordre m — - 3 -f- a (a^' i) a pour dimension /■ = p — ■ y + ma.
16. Voici encore une conséquence imjiortante relative au «e/i/Y^ (V une courbe algébi-ique irréductible. Pour une courbe ayant seulement des points multiples à tangentes distinctes d'ordre /, le genre y^ a pour expression
Lorsqu'il s'agit d'une courbe ayant des singularités quelconques, son genre /> est, par définition, celui d'une courbe n'ayant que des points multiples à tangentes distinctes à laquelle elle correspond par la succession étudiée de transformations quadratiques. Mais, pour que cette définition soit acceptable, il faut être assuré que les genres p et p' de deux courbes à singularités ordinaires (pour lesquelles par suite ces nombres sont définis) sont égaux, si les courbes se co/respondent point par point. Pour établir ce théorème fondamental, il suffit de considérer sur la première courbe une série complète non spéciale «^^ et dont tous les points sont mobiles.
Nous prendrons n supérieur à o.p — 2 et à 2p' — 2; à cette série correspondra sur la deuxième courbe une série g''^^ non spéciale et complète. D'où l'on conclut
Il — /• = p, n — /• = p' ,
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et, par suite,
Remarquons encore que, lorsque des courbes se correspondent point par point, une série spéciale complète g',] se transforme en une série spéciale.
On a, en effet, sur !a première courbe,
donc aussi sur la seconde. Ainsi la série canonique se transforme en une série cnnonicjue.
III. — Théorème de Riemann-Roch
17. On connaît le théorème de Riemann-Roch relatif au nombre des constantes arbitraires dont dépendent les (onctions rationnelles qui ont comme pôles simples n points donnés sur une courbe algébrique.
Considéré au point de vue de l'étude des séries linéaires de groupes de points, ce théorème s'énonce de la manière suivante :
Si g'n est une série complète, la différence ^ z:zz p -^ r — n, cil p désigne le genre de la courbe f^ est égale au nombre des adjointes d^ ordre m — 3 linéairement indépendantes passant par un groupe de la série.
Le théorème est évident dans le cas des séries complètes non spéciales.
Envisageons donc le cas àhine série spéciale. Cette série g^|^ est alors comprise partiellement dans la série canonique g^ZL^. H existe par suite une série résiduelle ^"'i „_.,_„ de g'^^ par rapport à ô"jp->5 6t le nombre /■' est égal, d'après ce que nous avons vu, au nombre [x des adjointes cp,„_3 linéairement indépendantes passant par un groupe de g^^, diminué d'une unité. Soit
( ' ) Nous étudions ici le Uiéorème de Riemann-Roch sous sa foi-me géométrique, dans l'ordre d'idées de Brill et Nœther.
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Or, par un groupe G de g''^^ et par /■' points arl)itraires de f (mais non par /■'-}- i), on peut faire passer une 'fw_:i. Appliquons successivement le théorème du n° 13. Soient P,, Po, ..., IV, les points arbitrairement choisis; la série
r^-;;^ Pi) = *-,';+,
est complète, d'ordre « -r- i , de dimension r, et de plus elle est spéciale.
11 en est de même de la série
Finalement, on arrivera ainsi à une série g'„^,..^i qui sera encore complète, mais ne sera plus spéciale, d'où l'on conclut l'égalité
et, en tenant compte de l'égalité précédente /'= u — i ,
n — r =p^ IX,
ce qu'il fallait démontrer.
On donne souvent au nombre p. le nom (Vindice de spécialité de la série ^''^.
18. La loi de réciprocité de Brill et Nœlher se conclut immédiatement de ce qui précède. On considère deux séries
gn, g'n' {n-^ Il =ip-'l),
résiduelles l'une de l'autre par rapport à la série canonique; des
égalités
on déduit
n -\- ?•' — r = p — i, d'où
2(r' — r) =^ II' — n.
19. Il ne sera pas inutile de montrer comment on peut, de la forme géométrique que nous venons de donner au théorème de Riemann-Roch, passer à la forme analytique rappelée au début.
Soit donc R(\r,jK) la fonclion rationnelle la plus générale ayant n infinis simples en des points A( , A._>, .. ., A,^ de la courbe f. Nous remarquerons d'abord que celte fonclion dépend linéairement ^ç. constantes arbitraires, car, en désignant par «,, ao? ••■•,CLn les abscisses des A, le produit
{x — ax) ... ix ~ a,i) R(37, y),
qui doit rester fini à distance finie, sera de la forme
b,, bof ■ ■ -, b(i étant les abscisses des points doubles, le polynôme P(^,y) s'annulant aux points de rencontre des droites o" = b avec la courbe /", et son degré étant déterminé par la condition que R reste aussi finie à l'infini : toutes ces conditions s'expriment par des relations linéaires et homogènes.
Cela posé, envisageons l'équatiou R(x,j)— -a, où a est un paramètre variable, et où R est maintenant une fonction rationnelle déterminée devenant infinie en A,, Ao, . . ., A„. Cette équation définit une série linéaire _<^l, dont un groupe particulier esl le groupe A), Ao, . . ., A« cjui correspond à la valeur y.= x. Si cette série n'est pas complète, elle sera contenue dans une série o"^, complète qui sera définie par un système linéaire d'adjointes
hoOo-T-. . .— hrOr= O,
en désignant par Oo une adjointe s'annulant en A,, Ao. . . ., A„. Par suite, la fonction rationnelle
est l'expression générale des fonctions ayant les infinis simples A) , Ao, . ; .. A,;. Et c'est la fonction la plus générale jouissant de cette propriété, car, autrement, celte fonction plus générale définirait un groupe d'ordre n, contenant A|, Ao, ..., A„ et de dimension supérieure à /■. Ce nombre r est donné par la relation
n — r = p ^ IX,
et, par suite, le nombre des constantes figurant dans l'expression
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cherchée est
C'est V expression analytique du théorème de Ricmann-Roch.
IV. — Des courbes normales
20. La théorie des séries linéaires de groupes de points sur une courbe plane trouve son application dans l'étude des courbes algébriques dans un espace à un nombre quelconque de dimensions. Après avoir défini ce qu'on entend par courbe normale, nous allons montrer, en effet, que cette notion n'est autre que celle d'une série linéaire normale ou complète.
21. Commençons p^r rappeler (juelques généralités sur les espaces à n dimensions, qui se trouvent déjà développées au Chapitre IV du premier Volume de cet Ouvrage.
jNous avons vu que dans un espace à n dimensions (Xi j.r^, ..., j;„),
un espace à /■ dimensions était défini par n — ;■ relations linéaires
distinctes
Ui=o. ..., U„_,.= o;
puis généralisant la notion de perspective dun point, nous avons montre comment, en prenant comme point de vue un espace S^-, ou pouvait projeter un point A sur un espace S/^_r_i, en prenant l'intersection de ce dernier avec un espace S^-^i passant par A et S^.
22. Rappelons encore C[ue dans l'espace à n dimensions, une courbe est une multiplicité à une dimension, qu'on peut définir en
disant que ^"i, x^ Xn sont des fonctions algébriques d'un
paramètre. Or, d'après un théorème élémentaire d'algèbre, un nombre quelconque d'irrationnelles algébriques s'exprime rationnellement à l'aide d'une seule. On en déduit que, pour une courbe, .r,, .To, .... x,i peuvent être regardées comme des fonctions rationnelles de deux variables x ei y liées entre elles par la relation algébrique f{x, y) = o, et cela de telle manière qu'à un point arbitraire Xt, x^, . . . , Xn de la courbe ne corresponde qu'un point (x, y).
Dans cette théorie, quand ou parle d'une courbe dans un espace d'ordre n, il est entendu que celte courbe n'est pas contenue
dans un espace linéaire d'ordre moindre, c'est-à-dire qu'il n'j a pas entre les x de relation identique de la forme
Ao— Aiari-t-. . . — A„a?„= o,
les A étant des constantes, et en vertu de la relation y (.r, jk) = o.
Enfin, le degré d'une courbe est le nombre des points de rencontre de cette courbe avec un hyperplan arbitraire.
Ces notions préliminaires conduisent de suite à quelques remarques intéressantes ( ' ).
On voit d'abord q^ une courbe d^ordre n est toujours contenue dans un espace ci n dimensions ou dans un espace moindre, car si elle est dans un espace de dimension supérieure, par n -T- 1 points de la courbe, on poui'ra mener un bvperplan qui devra la contenir. On peut donc abaisser le nombre des dimensions jusqu'à n.
Une courbe cV ordre ndans un espace à k dimensions {et non moins) correspond point par point à une courbe d'ordre n — k ~ 1 située dans un plan. On le voit immédiatement pour /: = 3 en faisant une perspective avec le point de vue sur la courbe. Le procédé est général : dans l'espace à k dimensions, en projetant la courbe sur un espace d'ordre k — i, on obtient une courbe d'ordre n — i, et en continuant ainsi de proche en proche, on arrive finalement à une courbe d'ordre n — A" H- 2 sur un plan.
Une courbe d'ordre n dans un espace d'ordre n [et non d'ordre moindre) est unicursale, puisqu'un hjperplan passant par n — i de ses points n'a avec elle qu'un point de rencontre.
23. Définissons maintenant ce qu'on entend par courbe normale. Une courbe algébrique dans un espace (a^i , Xo, ..., Xr) d'ordre r est normale, si elle n'est pas la perspective sur cet espace d'une courbe du même degré, contenue dans un espace d'ordre supérieur (5:, , Xo, . . . ^ Xr)i (r''^ r).
Soient
(G) /(.,y) = o, .,^^^^- ..., ^,.= tT^
(') Les questions qui nous occupent ici trouvent leur origine dans un petit Mémoire de Clifford [On the classification of loci (Philosophical Trans., 1878)].
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les équations de cette courbe qu'on suppose ne pas être contenue dans un espace à dimensions moindres, c'est-à-dire que l'on n'a pas entre les 6 de relations identiques telles que
ao'%-i- ai«l;i — . . .-i- a,.'J;,. = 0/,
les a étant des constantes. Si n désigne le degré de cette courbe, il résulte de ce que nous avons dit que ce degré sera déterminé I)ar le nombre des points d'intersection de l'hjperplan
avec la courbe. Ce nombre est donc précisément égal au degré de la série linéaire de groupes de points déterminée, sur la courbe f:^ o, par le système linéaire
(a) /«o'%— /'l'^'i-^- • --^ }ii'\r= o.
Si la courbe (C) n'est pas normale, cette série ^'^ ne sera pas complète. En effet, s'il existe une courbe de même degré «, contenue dans un espace à ;•' (/''> ;') dimensions et dont la courbe donnée soit la perspective, on peut toujours faire en sorte, par une série de transformations homographiques convenables, que la courbe (C) soit la perspective, sur l'espace ^,_,_i =: o, ..., jr,.==o, d'une courbe (C) dans l'espace (.Ti, .To, . . ., Xr-), eu prenant comme point de vue l'espace Xi = o^ ^2=0, ..., t,-=o, U =: o, où U= o désigne l'équation d'un hjperplan, qu'on pourrait réduire à^/-V|.i = o, Xr^x étant la variable d'homogénéité. Dans ces conditions, les équations de la courbe (C) s'obtiendront en adjoignant aux équations (C) des relations telles que
d'où l'on conclut immédiatement qu'on peut former sur y une série linéaire ^'^ de même degré que la première et la contenant totalement : la série g''^ n'est donc pas complète.
Réciproquement, on verrait de suite, sans qu'il soit besoin d'insister, que si la série g^^ n'est pas complète, la courbe (G) n'est pas normale.
Ainsi donc ces deux notions de courbe normale et de série normale se ramènent l'une à l'autre.
24". Comme application des considérations précédentes, proposons-nous la question de savoir si une courbe plane f (^x , >) = o est normale on non, c'est-à-dire si elle peut être considérée, ou non, comme la perspective d'une courbe gauche du même degré de l'espace à trois dimensions. Les équations de celte courbe gauche peuvent se mettre sous la forme
et si n est le degré de/", et par suite de (F), le système linéaire
définira sur /une série linéaire g\. La question l'evienl donc à savoir s'il y a sur la courbe f une série linéaire de dimension 3 et de degré n. D'autre part le système précédent (|3) contient le système
(y) Kx — hiy-^hi=o
formé de toutes les droites du plan, qui définit sur/" une g'^^. Tout revient finalement à reconnaître si cette série est complète ou non. On appliquera, dans chaque cas, le procédé indiqué plus Iiaut (n'^ 3).
On peut faire la remarque générale que si la courlje/ a au plus n — 3 points doubles, elle est normale. En effet, par n points en ligne droite A faisons passer une adjointe d'ordre n — 2 formée de la droite A, de cl droites passant par les d points doubles, et de n — 3 — d droites arbitraires [n — Z^Zd). Nous avons à considérer ensuite le système linéaire de toutes les adjointes d'ordre n — 2 qui passent par le résidu F formé de tous les points où toutes ces droites, non compris la droite A, rencontrent la courbe/". Or chacune de ces droites a /i ^ i points communs au moins avec cette adjointe, donc elle en fait partie, et par suite, il ne reste (\\\''une dz'oite mobile arbitraire. On retombe sur le système considéré gj^ qui est, par suite, complet.
25. Nous venons de donner un exemple (/« — '6±d) où la courbe est nécessairement normale. Nous allons maintenant exa-
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minei" un cas où la courbe ii'esi pas normale. C'est le cas où le
1 1 • 1 II / ■ • ^ ('i — '■^){f^ — 3) nombre des points doubles a est supérieur a
Lne courbe gauche, dont _/' est la projection, a ses écpiations de la forme
Il suffit de montrer qu'on peut disposer de a et v de manière que cette courbe soit une courbe gauche de degré n. Prenons pour 1^ ::t^ o uuc adjointe d'ordre n — 2, et pour a une adjointe d'ordre n — i passant par les points de rencontre simples de v et de f. Ces derniers sont en nombre n- — 2/? — id et le nombre des arbitraires dans a est donc éi^al à
Si ce nombre est supérieur à deux, c'est-à-dire si
on pourra prendre pour u une fonction qui ne soit pas de la forme v{Kx -i- By -— C ), et l'on est assuré alors que la courbe (F)
esl gauche : car - n'est pas un poljnome en (^,1) pour .r eti'
arbitraires ; et il ne peut l'être non plus pour (x, y) sur J\ car /'est irréductible et, par suite, on ne peut avoir u -^=^ t'(A.r -r-By — C) pour tous les points de /, sans que ceci ait lieu identiquement.
D'autre part, la courbe précédente est bien de degré /z, comme on le voit en la coupant par le plan y.x -- ^y -~ z -r- ^' =~- o : le degré est égal au nombre des points de rencontre variables des deux courbes f= o, (xx -{- ,3j' -^ v) i^ -4- m = o, et comme u et u ont, en commun avec^', /i (n — 3 — 2 «-/ ~ 2 d = n \[n — 3) points, le degré sera égal à n( n — ij - n(n — 3 1 ^= n.
Comme application, on voit qu'une cubique plane qui n'a pas de points doubles est normale; et qu'elle n'est pas normale si elle a un point double.
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V. — Série linéaire de groupes de points sur une courbe gauche. Série déterminée sur une courbe gauche par toutes les surfaces d'un ordre donné.
26. Les séries linéaires de groupes de points que nous avons envisagées jusqu'à présent sont relatives à des courbes planes. Ces notions s'étendent immédiatement au cas des courbes gauches ou, plus généralement, des courbes dans un espace à n dimensions.
Soit, par exemple, dans un espace S/,, la courbe définie par
Le système linéaire des surfaces
(l) hoFoiXi, Xi, X„) — . . .-^ /lrF,.(Xi, X2, X,i) = o
détermine sur cette courbe une série linéaire de groupes de points à laquelle correspond, point par point, une série linéaire sur la courl)ey, dans le plan (x,y).
L'étude de l'une revient à l'étude de l'autre; d'où l'on conclut, sans qu'il soit besoin d'insister, la signification qu'il faut attribuer à ces expressions de série complète, régulière, spéciale, elc, lorsqu'il s'agit d'une série linéaire sur une courbe gauche. Ainsi l'étude d'une série linéaire sur une courbe gauche revient à l'étude de la série correspondante sur la perspective de la courbe sur un plan arbitraire.
La dimension de la série sera égale à la dimension du système des surfaces (i), si, parmi ces surfaces, il n'en existe aucune passant par la courbe : cette condition est l'analogue de celle que nous avons exprimée, pour les courbes planes, en disant que les fonctions 'h du système linéaire de courbes étaient linéairement indépendantes, relativement à la courbe considérée y.
27. Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, au cas d'une courbe gauche dans l'espace à trois dimensions. Soit C une telle courbe de degré ii et de genre />. Nous nous proposons d'étudier la série linéaire déterminée par le système linéaire formé par V ensemble de toutes les surfaces d'ordre k. Elles déterminent
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une série de groupes gak-, et la dimension r^ de celte série serait connue si l'on connaissait le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré k passe par la courbe, ce nombre étant évidemment égal à r/f-f- i . Nous avons déjà traité ce problème dans le premier Volume (Chap. VIÏI). Nous crovons devoir revenir sur ces considérations, en nous plaçant plus [)articulièrement au point de vue de la théorie des séries linéaires de groupes de points, ce qui nous conduira à quelques conclusions importantes (' ).
28. V^oici d'abord une définition qui nous sera utile : Nous dirons que v points sont indépendants^ sur la courbe C, par rapport aux surfaces de degré k, S/;-, si l'on peut faire passer par V — I quelconques d'entre eux^ une surface Sa, qui ne passe pas par le v" ""^^.
Envisageons alors un groupe G,i de n points, obtenu en coupant la courbe C par un plan arbitraire. Parmi les points de G,,, il y en aura un nombre /;îa.ri/?iz/w v^ qui seront indépendants par rapport à une Sa, tel par conséquent que le passage d'une S/, par v^ points quelconques de G„ entraîne son passage par les /i — v/, autres, mais qu'on puisse par va — i points ou un nombre moindre faire passer une Sa ne passant pas par les autres points du groupe.
Ce nombre v^ est évidemment compris entre o et n.
Si 2 A' H- i <^ Al, on aura
car on peut faire passer k plans par k groupes de deux points pris
dans G„, et qui ne passeront pas par les autres points du groupe
si la courbe n'est pas plane. On aura ainsi une Sa passant par
'2k points du groupe sans passer par les autres; donc va — i^2A'.
Si 2A "4- ir!/i, on aura
VA = n ;
cela est évident d'après ce qui précède.
Ces remarques faites, nous allons commencer par chercher
(') La méthode que nous suivons dans cette section est empruntée à un élégant Mémoire de INI. Castelnuovo, Sui multipli di una série lineare {Rend, di Palermo, t. VII).
une relation entre l'k et rh-\- Dans ce but, considérons la série résiduelle de G„ par rapport à g'j^)^ : elle aura la dimension ;> — va, puisque le fait pour une S^ de passer par G„ vaut précisément VA conditions. Mais la série résiduelle considérée contient évidemment la série ^[);*Zi,„ ou coïncide avec elle; on aura donc
rk— VA^rA_i, et par suite
( I ) r/, — TA-j £2 A- — I , SI A- < — ^— , (?) f'k—rk-iùn, SI A^
30. Proposons-nous maintenant de trouver une valeur limite de h à partir de laquelle on soit assuré que la série ^^^. n^est pas spéciale. Nous en déduirons un résultat extrêmement intéressant relatif au maximum du genre p d^ une courbe gauche de degré n.
Considérons toutes les valeurs de k jusqu'à l'entier y immédiatement inférieur à et satisfaisant par suite aux inégalités
Ce nombre y est le nombre cherché. Nous allons montrer, en effet, que la série découpée sur C par les surfaces de degré y n'est pas spéciale. On a
Vy^ay -!- I ^n — 2.
Supposons que la série g''J- soit spéciale. Projetons la courbe C sur un plan en prenant comme point de vue un point A de cette courbe. Nous aurons une courbe C d'ordre n — i et sur cette courbe une série g'j-^ projection de la série considérée qui devrait être spéciale. Une droite D arbitraire du plan détermine avec le point A un plan qui coupe C suivant une G„ qui a Vy points indépendants. Donc, un groupe au moins de la série g' pourrait contenir Vy — I points de C pris sur la droite D sans contenir les autres points de rencontre. La chose est impossible si la série est spéciale, puisque Vy — i est au moins égal à n — 3, et qu'une
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adjointe d'ordre {n — i) — ô qui passe par n - ?) points en ligne droite doit contenir la droite. La série g''J: n^est donc pas spéciale.
31. Appliquons le théorème de Riemann-Roch. La série peut ne pas être complète; désignons par dy2o son défaut. On a, puisque la série n'est pas spéciale,
D'autre part, écrivons toutes les inégalités (i) depuis la valeur /•, = 3 jusqu'à /'-^ et ajoutons-les; on trouve
donc
d'où la conclusion que nous avions en vue, puisque dy^o; un maximum du genre p d'une courbe gauche de degré n est donné par la relation
plyS'i — '^ — 'O' Ce remarquable résultat est dû à M. Caslelnuovo (Mémoire cité).
32. Il est intéressant de comparer ce résultat avec un théorème obtenu par Halphen. Celui-ci a établi ( ' ) que le nombre maximum des points doubles apparents d'une courbe gauche de degré «, sans points singuliers, est le plus grand entier contenu dans
/ - — j • Comparons ces deux résultats : soit h le nombre des
points doubles apparents de la courbe C, supposée sans points singuliers. On a alors
(n — \) in — 2) , p = -^ ^ h.
^(re — i)(n — 2)
2 A H- I , on a
( ' ) Halphen, Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques {Journ. de l'École Polytechnique, 1882).
et
les résultats sont identiques.
Si n = 2 À, on a encore
et
Le théorème d'Halphen se trouve établi et est donc compris, comme cas particulier, dans le résultat obtenu par M. Castelnuovo.
On peut remarquer que le minimum de h (ou le maximum de/?) peut être atteint. Si n= a)^, il suffit, pour le voir, de considérer une surface du second degré et une surface d'ordre X. Le nombre des points doubles apparents de la courbe d'intersection étant, dans le cas général, donné par la formule connue
on aura, pour v = 2,
Sii n = 2). 4-1, on considère une quadrique et une surface de degré A -r i passant par une droite de la quadrique. Il y a, en dehors de la droite, une courbe d'intersection de degré 2A-i- t : appliquant alors la formule
relative aux deux courbes d'intersection des surfaces Sj^, Sv, d'ordres ;;i et m' (m-l-m' = av), ayantrespectivement A et A' points doubles apparents, on trouve, en faisant /i'=o, m'=i, ;jl^À-1-i, y =2,
La réciproque est vraie ; pour toute courbe gauche sans point double, ayant le minimum du nombre des points doubles apparents, on peut faire passer une surface du second degré (voir Halphen, loc. cit.), mais la démonstration de ce beau théorème nous entraînerait trop loin de notre sujet.
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33. Revenons ù la série ^''^J^. Nous avons dit que cette série pouvait ne pas cire complète, ce dont on se rend très bien compte, puisque, pour déterminer si cette série est complète ou non, il faut envisager la perspective de la courhe sur un plan arbitraire et considérer la série des groupes de points projetés. Une question se pose alors : comment varient les défauts dk de ces séries quand k augmente? Nous allons montrer que les défauts di^ vont en diminuant ou restent fixes, quand k augmente^ et qu'il arrive par conséquent un certain moment à partir duquel d^ reste fixe .
Nous avons vu qu'à partir de la valeur y de A, on est assuré que la série ^'^J;, n'est pas spéciale. D'ailleurs, on a
à partir de A' = y -4- i. Donc, en posant
/•/, = kn^ p — dk, on a la relation
kn — p — dk — [(A- — i) H — p — <i^-i]^/i, ou
dk'SdA-i-
En désignant par tz le nombre y (n — 2 — y) considéré plus
haut, on a
d/c^dyfr. — p.
Par suite, à parti/- d'une valeur de k assez grande, on a /•^.= A/i- — p — d^ o'^d%iz — />,
d étant un nombre fixe compris entre o et ~ — p.
Si. On pourrait se proposer de trouver une valeur de A" à partir
de laquelle dk a atteint certainement son minimum d. M. Castel-
nuovo a démontré (Mémoire cité) que cela a certainement lieu
pour
Nous ne démontrerons pas ce résultat; nous allons seulement chercher à obtenir une expression de d, en prenant pour k un nombre supérieur ou égal k n ■ — 2.
Considérons la perspeclive Y de la courbe gauche C sur un plan, en prenant un point de vue arbitraire O. La courbe F a un certain nombre h de points doubles apparents a, 6, c, ... correspondant aux couples de points (a,, «o), (6,, 6o), ... delà courbe C, puis des points multiples i, projections des points multiples I de cette courbe. Les courbes d'ordre k^n — 2 adjointes à Y déterminent
une série complète g''^ non spéciale, et l'on a, par suite
Donc, les cônes d'ordre k et de sommet O passant par ces adjointes définissent sur la courbe G une série linéaire de même ordre et de même dimension. Ces cônes passent par les points («<, «2^1 ... et par les points multiples L En chaque point I ils coupent la courbe C d'une manière bien déterminée, c'est-à-dire qu'il j a sur chaque branche de la courbe gauche en I autant de points de rencontre qu'en a une adjointe au point i avec la branche correspondante de la courbe Y. Considérons alors toutes les surfaces 'm'j. d'ordre k passant par («,,«2)1 • • • par les points I et se comportant, en ces points, de la manière bien déterminée indiquée pour les cônes de même ordre.
Ces surfaces détermineront sur C la même série linéaire s'';,
puisque la série linéaire correspondant à S'^. est de même ordre que pour les cônes et que la série relative aux cônes est complète'. Envisageons maintenant toutes les surfaces '^k d'ordre k mais passant seulement parles points I, et de la manière indiquée; elles détermineront sur C une série d'ordre
Nous allons montrer que cette série est complète. Il suffit d'établir que le fait, pour une surface S/j, de passer par (a,, «2)5 (6i, 62), ... équivaut exactement k 2/1 conditions ou, en d'autres termes, que ces 2/1 points sont bien indépendants relativement à une S/;. Nous avons donc à faire voir qu'une surface Sy^ peut passer par «1, (/>,, 60), (c,, C2), ... sans passer par «a- Pour cela, considérons dans le plan de Y une courbe d'ordre k — i(k — i^/i — 3) passant par b, Cj ... et se comportant aux points i comme une adjointe, ce qui est toujours possible, mais ne passant pas
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par a. On aura alors un cône d'ordre A — i ne passant pas par Oa et rentrant dans les Sa_,. En lui adjoignant un plan passant par «,, et non par «o, on a bien une Sa qui passe par a,, {h^^b-^), (c,, Co), ... et non par a..
Donc, les S/t déterminent sur C une série non spéciale complète, d'ordre ///,-!- 2 A et de dimension n',.— ih — p.
Nous sommes maintenant en mesure de répondre à la question, que nous nous sommes proposée, d'obtenir une expression du défaut <i; nous y parviendrons en prenant pour k un nombre supérieur ou égal k n — 2.
Soit d'abord le cas le plus simple où la courbe gauche C est supposée n avoir pas de points multiples. Dans cette hypothèse, les surfaces 'Zh sont alors les surfaces arbitraires Sa- de degré k. Les surfaces Sa déterminent donc sur G une série non spéciale et complète i'''* : on a
iii. = n k, /•/, = nie - p
et, par suite, dans ce cas
D'où nous concluons le résultat déjà obtenu au Chapitre VIII du tome P' : le nombre Na des conditions exprimant qu'une surface d'ordre A' passe par une courbe gauche d'ordre n sans points multiples est égal à
Considérons maintenant le cas où la courbe C a des points multiples. Soit a le nombre des points de rencontre d'une Sa avec C confondus aux points I : si ces points sont à tangentes distinctes, on a
;jL = X i ( i — i ) .
Les surfaces Sa déterminent sur C une série non spéciale complète. Or on a
«'^. = nk — ih — u.
L'ordre de cette série est donc nk — a et sa dimension nk — 'J-—p- Désignons par va le nombre des conditions qu'il faut imposer à une Sa pour qu'elle devienne une Sa, c'est-à-dire qui expriment qu'une Sa se comporte aux points I de la manière spécifiée plus haut. La dimension /'a de la série g-'^^). déterminée sur C par toutes
les surfaces Sk d'ordre /.- sera alors
/•/, = kn — \x — p -^^tk= kii—p — ( [-1 — VA-);
et comme nous savons que celte série n'est pas spéciale {k^n — 2), il en résulte que son défaut di^ est
dk = IJ. — VA-,
nombre positif, puisqu'on a évidemment [jl^Va. Or c/a- diminue ou reste constant quand k augmente, donc va ne diminue jamais quand /,• augmente, et, à partir d'une valeur assez grande, garde une valeur constante v. A partir de cette valeur de A, on a toujours le même défaut u — V.
Supposons que les points I soient des points doubles à tangentes distinctes, en nombre 0 : on aura jji = 10. Or va représente le nombre des conditions pour qu'une surface Sa passe par les 0 points, en tout 0 conditions indépendantes, puisque k^n — 2. On a donc va= 0, et par suite
X — VA
Supposons finalement le cas d'une courbe avec des points triples à tangentes distinctes, qui est le plus intéressant à considérer pour la théorie des surfaces. 11 appelle l'attention sur la complication du problème de la recherche du nombre va.
SoitI un point triple ordinaire de C. Une surface Sa doit couper chaque branche de courbe passant par ï en deux points, puisqu'une adjointe à une courbe plane en un point triple i coupe chaque branche de cette courbe en deux points confondus en i : donc, six points de rencontre. Il s'agit maintenant de savoir combien de conditions entraîne pour la surface le fait de passer en I et de couper en deux points, confondus en I, chacune des trois branches de C qui passent par 1. Deux circonstances différentes sont possibles.
Si les trois tangentes à Q en 1 ne sont pas dans un même plan, la surface S aura en I trois tangentes non situées dans un même plan; le point I sera un point double pour II, donc quatre conditions. D'ailleurs les points triples donnent des conditions indépendantes, comme on le voit en raisonnant sur les adjointes
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planes {k^n — i). On a donc
d = ;j. — V = i f, el /•/, = /, /i — /) — 2t,
I élanl le nombre des points Iriplcs.
SI les trois tangentes sont dans le même plan, la surface -, langente en I à deux des langenLcs, est tangente à la troisième; le nombre des conditions se réduit à trois, et l'on aura
d = u — V = j /. r/i- r= k II — p — ] t.
DES SYSTÈMES LINÉAIKES DE COURBES DANS UN PLAN
I. — Systèmes linéaires de courbes irréductibles dans un plan.
1. Les systèmes linéaires de courbes que nous avons envisagés jusqu'à présent étaient définis a priori ])ar une relation de la Ibrme
où les 'b sont des fonctions entières de x, y, et les h des constantes arbitraires.
Dans ce qui va suivre, nous considérerons un système linéaire comme défini par la manière dont se coraporlcnt les courbes qui le composent en des points donnés du plan. Il y a lieu de préciser cette définition.
Soit o un point du plan, considérons les courbes passant par o et telles que, leur équation étant mise sous la forme
o = cp/(a7,jK)-^..--t-'f«(^, J)+....
OÙ Ci/ désigne l'ensemble des ternies homogènes de degré i, il existe entre les coefficients des es jusqu'à un certain rang A un certain nombre de relations linéaires et homogènes. Ces relations peuvent être regardées comme définissant une certaine manière de se comporter de ces courbes en o. En j)arliculier, on exprimera d'une telle façon que les courbes ont en o, avec une courhe déterminée passant par ce point, un certain nombre d'éléments communs, parmi lesquels en premier lieu le degré de mulliplicité. Ceci posé, l'ensemble des courbes d'ordre n, se comportant de manières données en des points donnés 0|, Oo, . . . , o/j du plan, constitue un système linéaire, soit
(I) aoQo-l- aiQi4-. . .-^ a,.0,.= o;
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et si entre les polynômes Q, de même dci;ré n, n'existe pas de relation linéaire, homogène et à eocfficieuts constants, on dira que le système est de dimension r.
Le degré D de ce système linéaire est le nombre des points d'intersection variables de deux courbes arhiliaires du système.
Le système linéaire sera complet ou incomplet ■^u'wwnl que l'on considère l'ensemble tout entier ou une partie de Tensemble des courbes se comportant de la manière indiquée aux points donnés o, ..,0/1, qui sont appelés les points-bases du système.
La propriété d'un système linéaire
défini par des fonctions données -i;,) • • • '■!>/• de x et y d'ordre n. d'être complet ou incomplel, est donc toute l'elative. Il faut, poui- (pie cette définition ait un sens, formuler, parmi les points communs à toutes les courbes '!/, ceux que l'on considère comme pointsbases et le comportement des courbes en ces points. Suivant que l'on j)rend la totalité ou quelques-uns de ces points, et suivant le comportement choisi, le même sjstème (]S) pourra être complet ou incomplet. Il nous arrivera de dire que le système (!') définit un système complet : il faut enlendrc par là cpi'on considère le sjstème qui a comme |)oints-bases tous les points communs aux courbes -y avec, en ces points, le même comportement que la courbe générale du sjstème {^). Le sjstème complet ainsi défini a alors même genre et même degré que le sjstème (I! ).
En vertu du théorème de Nijther, ces conditions se réduisent toujours à exprimer qu'une courbe a, en des points donnés, une mulliplicité ordinaire donnée; c'est ce que nous sup[)oserons dans la suite.
2. Démontrons d'abord que La courbe générale d' an système linéaire irréductible na pas de points multiples mobiles. Notons dans (i) un yrt/^Cfrt m arbitraire que nous pouvons écrire
on Qo, Qi sont deux polynômes irréductibles de degré n. On \a montrer que les points multiples de (2) ne se déplacent pascpiand
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le rapport — varie. Or, en un point multiple (j--o,jKo) de ( 2), on a
et, par suite, les points multiples appartiennent aux deux courbes
Si ces deux courbes n'ont pas de partie commune, la proposition est démontrée. Supposons donc que ces deux courbes aient une partie commune, soit T = o, qui ne peut être ni Qo, ni Q,, car si Qo était partie commune, il en serait de même de Q,, à moins que tous les points de la courbe Qo ne satisfassent aux deux
relations — ^ =^ o, — =^ o, ce qui n'a pas lieu. Posons
en tous les points de la courbe T, on a, en vertu de (3),
ÔR dW
âx ày
et, par suite, sur celte courbe, la fonction K garde une valeur constante soit R = B,,. La courbe Y appartient donc à
(4) Qu— RoQi = o.
D'autre part, la courbe T est une courbe dont tous les points sont multiples, puisqu on a sur l , 1\ = Ko, 'J'c ^ ^ ' ly ~ ^ en conclut que Ry est une constante telle que la courbe (4) admette au moins un facteur crt/Te, et est, par suite, une valeur |
particulière de la constante — î^- Ainsi un point arbitraire t^ P-o
d'une courbe r commun aux courbes (3), s'il en existe une, ne peut être point multiple de [^oQo+ l^i Q. = ^^^ quand j^ est arbitraire, et le théorème est démontré.
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3. Soit|C«| un syslème complet d'ordre n. Désignons par A-« le nombre des conditions auxquelles doit satisfaire une courbe d'ordre n pour passer de la manière indiquée parles points-bases. La dimension de |C«| sera donnée parla formule
11 peut arriver que A„ dépende de n. Tout d'abord ce nombre ne peut pas décroître avec n, puisque parmi les courbes du syslème |C„+, I se trouvent les courbes |C«1 et une droite arbitraire. En second lieu le nombre Â« est évidemment au plus égal à la somme des conditions relatives à chaque point-base pris isolément. Il a donc un maximum fini, soit k. Donc à partir d'une certaine valeur de n, on a Av;= A', et l'on a alors
Quand n a la valeur à partir de laquelle k„= k, le système est dit régulier; quand le système n'est pas régulier, la difterence /;- — Ici^ porte le nom de surabondance.
Indicpions un exemple où kn variera au début avec n. On sait que toutes les courbes du troisième ordre passant par huit points ont un neuvième point commun. Si donc on prend les neuf points communs à un faisceau de courbes du troisième ordre, comme points-bases simples d'un système linéaire, on aura, pour n = 3, r,i=^ I et kn^ 8, tandis que, pour n >4> on a A-«= 9.
4. Soient ]C„| un système complet, régulier et irréductible, - le genre de la courbe générale, D le degré du système, et r« sa dimension : Il existe une relation importante entre D, tî et /«. On a, en effet, en désignant par ), le degré de multiplicité d'un point-base,
{n — \)(ii — 'i) __ ^ >-(X — 1)
d'où Ton conclul la relalion cherchée
5. Siii' chaque courbe d'un système linéaire complet, régulier ou non, les autres courbes du système déterminent une série linéaire de groupes de points qui porte le nom de série caractères ligne.
La série caractéristique est complète, que le système soit régulier ou non. En effet, Tensemble des courbes du système forme, par rapport à l'une d'entre elles, l'ensemble des adjointes d'ordre n qui, ayant déjà par délînition chaque point multiple d'ordre ). comme point d'ordre À — i, sont, en outre, assujetties à avoir \ points d'intersection réunis en un seul en chacun de ces pointsbases. En vertu du théorème démontré précédemment (Chap. II, n" 4) la série linéaire ainsi déterminée est complète.
Si, en outre, le système linéaire est régulier, la série caractéristique sera non spéciale ; car sa dimension est r,i — i et l'on a
Si le système linéaire n'est pas régulier, la série caractéristique sera spéciale. On a, en effet, en désignant par s„ la surabondance
rt ( n -+- 3 ) •s^').{\ -\- i)
d'où
Donc : La série caractéristique sera non spéciale ou spéciale suivant que le système linéaire de courbes sera régulier ou non (' ).
Ija réciproque est évidente : Un système linéaire est régulier ou non suivant que la série caractéristique est non spéciale ou spéciale. En particulier le système linéaire des courbes adjointes d'ordre ^/?? — 3 est régulier.
(') Pour l'étude de la série caractéristique dans l'étude des sj'stèmes linéaires de courbes planes, voir Segrk, Rendiconti cli Palerino, 1887, et Castelnuovo, Mémoires de l' Académie de Turin, série II, t. XLII.
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6. Le système adjoini à un syslème linéaire est formé par l'ensemble de toutes les adjointes d'ordre ii — î à une courbe arbitraire du système.
Le système adjoint détermine donc sur cliaque eoui'be du système la série canonique g^^^l^,.
Il ne faudrait pas croire que le système adjoint à un système |C,/| soit toujours le seul système linéaire pou\aut détacher sur C„ la série canonique. Voici un exemj)le du contraire : Considérons utie cubique y^ et une quartique /"-, quelconques : elles ont douze points communs A,, A^, •■ -, A|o. Prenons ces points comme pointsbases simples dun système de rpiarlicpies. Ces quartiqucs seront de la forme
soit un système de dimension 3. Une courbe quelconque de ce système, qu'on peut supposer être y,, est découpée par toutes les autres suivant la série caractéristique, laquelle en vertu de l'équation (5) est aussi déterminée par les droites arbitraires
'J.X -T- 'iy -r- Y = o,
et l'ensemble de ces droites forme le système canonique.
Dans ce cas, la série canonique et la série caractéristique coïncident, et le système linéaire jC/, | est coupé par lui-même suivant la série canonique.
7. Un système complet, somme de deux systèmes complets |C| j et |Co| d'ordres respectifs m et /«, est, par définition, un système d'ordre m -\- n, ayant comme point-base d'ordre u. -j- v un point base d'ordre jx de l'un et d'ordre v de l'autre.
Désignons par D,, Do les degrés respectifs des deux systèmes, et soit i le nombre des points d'intersection d'une courbe C( avec une courlie Ci : le deçiré D du svstème-somme sera évidemment
D = Di+DoH-i/.
Soient, en ellet
XuQo-i- aiQi-i-. . .= o, SoPo+3,Pi-...= o
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les deux systèmes donnés. Le système
appartient au système-somme. Il suffit alors de compter le nombre
des points d'intersection, en dehors des points-bases, des deux
courbes
Q.Pa=o, QrP/.. = o.
Le genre de la courbe somme de deux autres, supposée irréductible, est donné par la formule
ainsi cpi'il résulte immédiatement des trois relations
{m — I ) ( "' — '' ) X^ \^iV- — 0
8. Tout système algébrique S de courbes planes indécomposables, tel que, par k points arbitraires du plan ^ passe une seule courbe du système, est un système linéaire. — II existe plusieurs démonstrations de ce théorème dues à MM, Castelnuovo et Enriques, et àM.Humbert; voici la démonstration de M.Humbert : Admettons que la proposition soit vraie pour A' — i points, nous allons montrer qu'elle est vraie pour /. points. En effet, considérons l'ensemble des courbes du système S passant par un point A; ce système est infini de l'ordre k — i et, par suite, linéaire. Soit
(a) Ài /i + \.J\ + . . . ^ À/,//, = o
ce système. Envisageons alors une courbe Jo{x. r) = o de S ne passant pas par A, et soit B (.To, ro) un point quelconque de cette courbe. L'ensemble des courbes de S passant par B forme encore un système linéaire de dimension k — i, qui contient la courbe /q et les courbes de (a) passant par B : il appartient donc au système linéaire à A" dimensions
ni;s svsTiî.MKS mnkmiU'S 1)1-: coirbks dans l.n im.an. J7
dans IcqurJ les couslanles A sont assujellies à In seule relaliou
les coordonnées ^„, j',, du |)oinl B satisfaisant sculemcnL à l'équalion fj^x,y) = o. On en conclut que toute courbe du système ((3), f/i/e/s que soient les A, appartient à S. Car, pour des \ donnés arbitrairement, on peut choisir un point rf'o Jo, tel que l'on ail à la fois
/„(^„ ,-„) = o, Xi/i(.ro,.r.,) ^. . .-^ À/../a(^^o, ro) = o.
Toutes les courbes du système {^) appartiennent donc à Z et comme par /. points du plan ne passe qu'une courbe de i\ on en conclut récipioquemenl que toute courbe de S appartient à (^), c'est-à-dire que le système S est linéaire.
Il reste à démontrer que le théorème est vrai pour A' = i . Dans ce cas, deux courbes du système ne peuvent se couper qu'en des points fixes. Soient /, et /. deux de ces courbes d'ordre n\ files ont n- points communs, et toute courbe '\ du système passe par ces points. Or, on peut choisir A de manière que la courbe
passe par un point de -} en dehors de ces points; cette courbe aura alors n-H- i points communs avec 'h el, jiar suite, coïncidera avec elle, c'est-à-dire qu'on aui-a
et le théorème est démontré.
Nous étudierons bientôt pour les surfaces une proposition comprenant comme cas particulier le théorème précédent quand /, est supérieur à l'unité.
II. _ Systèmes linéaires de genre zéro. Surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales.
9. Parmi les systèmes linéaires, il y a lieu de mentionner ceux de genre zéro. Nous en ferons une application à la recherche des surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales.
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Soit donc un système complet de genre zéro et d'ordre n. On aura d'abord la relation
et, en désignant par ;■ la dimension du système et D son degré, on a en outre
la surabondance s étant nulle si le système est régulier. On va voir de suite que s = o. En eflTet, dans le cas contraire, prenons D + î points arbitraires du plan ; on pourra, par ces points, faire passer un faisceau de courbes du système. Le nombre des points de rencontre de deux courbes de ce faisceau sera au moins égal à l'À"--T- D -i- c ou à /i-4- £, ce qui exige que l'on ait s = o.
10. Les transfonnalions de Crcmona dans le plan fournissent un premier exemple de systèmes linéaires de genre zéro. Ces transformations sont définies, en coordonnées homogènes, par les équations
(a) pY ^o{x,y,z),
{ pZ =<ij{x,y,z),
OÙ p est un facteur de proportionnalité, et oîi /, es, '!> désignent trois fonctions homogènes de même degré n en x, y, z, linéairement indépendantes. Elles sont telles qu'à un point (X, Y, Z) ne correspond qu'un point ia:,y,z) et réciproquement. Les deux faisceaux
y -r- ). o = o , y -I- iji 6 = o
n'auront alors qu'un point commun yariable avec ), et [/, et des équations (a), on pourra déduire le système (^)
les fonctions F, <1>, W étant du même ordre v et sans facteur commun.
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D'ailleurs, on a cvidcmmentv = /?, puisque, aux points de rcnconlre de
avec la courbe
en nombre /?, correspondent les points de rencontre de
stF-^ 3* + Y y = o avec
AX H- BY -^ CZ = o.
De plus, dans le plan i'^', j', z-), le réseau
est un réseau linéaire de courbes de genre zéro, puisque cette courbe est évidemment unicnrsale.
11. Nous allons faire une application des résultats (|ui précèdent à Télude des surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales ( ' ). Tout d'abord, on voit aisément c\n' une telle surface est unicursale et peut être représentée par des équations de la foi'me
■^=/i('A3,Y), _^=y-(a. 3,Y), z=f,U,^ri).. / =/a'A P, ï)-
Prenons en elTet sur la surface suj)posée d'ordre tt. n — o points en ligne droite, et par cette droite faisons passer un plan quelconque. Soit À le paramètre variable dont dépend la j^osition du plan. La combe d'intersection de la surface et du plan est unicursale; si donc, dans ce plan, on considère un faisceau d'adjointes d'ordre n — 2 passant parles n — 3 points considérés, ce l'aisceau rencontrera en un seul point mobile la courbe d'intersection, dont les coordonnées seront par consé(juent des fonctions rationnelles du paramètre variable [j. des courbes du faisceau. D'autre part, les coefficients de l'équation du faisceau contiennent rationnellement le paramètre À dont dépend la position du plan; et la conclusion est immédiate.
(') É. Picard, 5m/- les surfaces dont toutes les sections planes sont unicursales {Bulletin de ta Société pliitomatliique de Paris, 18-8, et Journal de C relie, t. 100).
Envisageons mainlenant, dans le plan (a, ^,v), le système linéaire
Ce système, par liypolhèse, doit être de genre zéro.
Le système linéaire complet (S), défini par le système (S), et dans lequel ce dernier est compris, est de genre zéro et a même degré D que (S).
D'après ce que nous avons dit plus haut, le système complet (S) sera de dimension D -}- i ('), et D sera en outre, comme on le voit de suite, égal au degré n de la surface.
Prenons, dans le plan (a, [i, «O- ^ — ' points arbitraires
(2ti,3i,Yi), (a|,_i. ^„_,, Y„_i)
distincts entre eu\ et différents des points communs aux quatre courbes /. Si ?7i désigne l'ordre des courbes /, nous pouvons trouvei- une courbe d'ordre m appartenant au système (S) et passant par ces points; cette courbe dépendra de deux paramètres et aura une équation de la forme
X U(a, ^, Y) -t- IX V(a, S, y) ^- ^ W(a, {i, y) = o.
Ce réseau est de degré un; il définit par suite une transformation biralionnelle, soit
a = Ui(X,Y,Z), p = \\{X.,\,Z). Y = W,(X, Y,Z).
Les points fondamentaux de cette transformation, dans le plan (a, p, y), sont d'une part les points-bases du système (2) et d'autre part les D — i points fixes (a/, ^i, y,).
En effectuant cette transformation, une courbe arbitraire de (S) se transforme en une partie fixe commune à ioz//e5 les courbes du système, que nous pouvons laisser de côté, et en une partie
(') Dans les Mémoires cités, M. Picard admettait implicitement ce résultat, c'est-à-dire qu'un système complet de genre zéro est régulier : la démonstration en est intuitive, comme on l'a vu au n" 9. M. Guccia a repris depuis, à un tout autre point de vue, l'étude de la réduction des systèmes linéaires de courbes dans plusieurs Mémoires des Rendiconti di Palermo (t. I).
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variiible a\ec les paramètres du système (S), soil (S,) F(X, Y,Z) = o.
Quant aux courbes particulirrcs
qui apparliennenL à (S), mais qui passent par les points (a/, Ti/, y,), elles se transforment, en laissant toujours de côté la partie fixe précédente, en une droite arbitraire ÀX + -j.Y -{- vZ = o et en D — I droites fixes distinctes correspondant aux: points fondamentaux (a/, |3,, Y/). Désignant par <Ï>(X, Y, Z) l'ensemble de ces D — i droites, la transformée de (a*) est donc
Or, les courbes (S) et (t) ont D points de rencontre variables, auxquels correspondent évidemment, puisque la courbe générale de (S) ne passe pas par les points (a/, ,j^> Y^), les points de rencontre de la courbe F a\ec la droite ÀX-f- 'j.Y + vZ = o. D'où l'on conclut déjà que la courbe F est de degré D.
D'autre part, la courbe F est la courbe générale d'un svstènK; linéaire de genre zéro, puisque le système (S) est de genre zéro. Elle doit donc avoir un nombre de points multiples fixes équiva-
lent a ? et qui ne peuvent être que les —
points de rencontre des D — i droites distinctes $ = o.
Le point capital à établir maintenant est que les D — i dioilcs formanl <I>, sauf le cas D = 4i passent par un même point O, et, par suite, que la courbe F a en O un point multiple d'ordre D-i.
Prenons en effet une des D — i droites, soit AB, et supposons qu'il V ait sur AB un point multiple d'ordre /), c'est-à-dire (|iie [) — I droites viennent se rencontrer en un même point C de AB. Il reste D — p — i droites qui devront couper AB au même point, car si une des D — p — i droites en question ne coupait pas AB au même point que les autres, ce point serait un point double pour F et il y aurait sur AB un point multiple d'ordre/», un point multiple d'ordre D — p — i, plus un point double, soit en tout
cnAPiTRn: m.
D + I points. 11 y a donc, dans celle hypothèse, sur AB un point C multiple d'ordre D — p.
Mais prenons une droite CD parmi celles qui passent en C. Il j a sur CD, p — i points doubles, plus un point multiple d'ordre D — p, donc en tout D -\- p — 2 points de rencontre avec F, et comme />^2, il faut que p =^ 1 pour que ce nombre ne dépasse
Fis. 5.
pas D. Dans ce cas, nous avons sur AB un point double C et un point C d'ordre D — 2. Mais alors, sur la droite CD, il y aurait D — 2 points doubles, soit •j(D — 2) points de rencontre avec F. Ce nombre n'est inférieur à D que si D = 4, ou D = 3.
D'ailleurs, pour D = 3, il n'y a évidemment pas d'exception. Donc, sauf pour D^ /i, les droites <I>, en nombre D — i, concourent en un même point, et ce point est pour F un point multiple d'ordre D — 1 .
Kevenant maintenant aux fonclionsy'i , f.^-, fi-, //, qui définissent notre surface, elles se transforment en quatre fonctions F,, Fo, F3, F/,, telles que les quatre courbes F/= o (/ = i , 2,3,4) ont en commun un point multiple d'ordre D — i, on peut supposer que ce soit le point X = o, 1.' = o, et la surface est alors représentée par des équations de la forme
^ = Ai(X, Y) + ZBi(X, Y),
jK = A,(X,Y)-f-ZB,(X,Y),
^ = A3(X,Y) + ZB3(X,Yj,
f = Ai(X, Y) + ZBi(X, Y),
oîi les A sont des fonctions homogènes d'ordre D et les B d'ordre D — I , c'est-à-dire que la surface est réglée.
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Pour D = 4) ^cs trois droites <I> pciivenl former un triangle. La surface est alors représentée par les équations
:r = F,(X. Y, Z), j- =: Fo(X, V, Z ), z ^ V.iX.Y, A), t = ¥.j\,Y/A).
P\çr. 6.
où les F sont des courbes du quatrième ordre avec trois points doubles A, B, C. De telles courbes sont des transformées de coniques, comme on le voit en posant
Les équations de la surface se mettent finalement sous la forme
les A étant des coniques. C'est une surface de Steiner. En résumé :
Les seules surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont unicursales sont les surfaces réglées unicursales et la surface du quatrième degré de Steiner (').
III. — Des involutions sur les courbes algébriques
12. La considération des svstèmes linéaires va se présenter dans l'étude intéressante des involutions sur une courbe algébrique.
Soit, sur une courbe f{x,r) = o, une série de groupes de /? points, tels que cbaque groupe soit déterminé d'une manière unique et sans exception, si Ion en donne A" points. On dira que
(') Ce ihéorème pourrait encore être regardé comme un cas particulier d"une proposition énoncée en i886 par Kronecker : Toute surface algébrique irréductible possédant une double infinité de sections planes réductibles est réglée ou est une surface de Steiner {voir pour la démonstration de ce théorème une Note de M. Castelnuovo Adin%\t% Rendiconti délia Accademia dei Lincei, iSg^).
ces points fornienl une iin'olution d'oidie n et de dimension k ; T^,.
D'après cetLe définition, les n points jouent un rôle symétrique dans la détermination du groupe, c'est-à-dire que si l'on prend A" points au hasard, ces A' points déterminent sans ambiguïté les n — /. autres, ce qui exclut le cas où deux groupes de la série, ayant en commun un ou plusieurs points, en nombre inférieur à A', auraient en conséquence d'autres points communs. Cette circonstance peut d'ailleurs se présenter pour une série de dimensions au moins égale à deux, mais alors la série est formée de groupes dont chacun est composé d'un nombre entier /• >> i de groupes arbitraires d'une même invo/ufion, comprise dans le sens que nous lui avons donné.
Dans le premier ("is, nous dirons que l invohilion est simple et dans le second cas qu'e//e est composée.
Or, considérons une série linéaire g'^^ simple, c'est-à-dire telle que l'obligation de contenir un point n'entraine pas comme conséquence, pour ses groupes, l'obligation de passer par d'autres points déterminés par le premier. Cette série est évidemment une involution 1^'^ simple.
La question suivante se pose alors : Puisque toute série linéaire simple est une involution, réciproquement toute involution simple est-elle une série linéaire?
11 en est bien ainsi lorsque la dimension A" de l'involution est supérieure à un. Mais pour A r= i , il existe des involutions qui ne sont |)as linéaires. Telles sont, par exemple, les séries découpées ])ar les génératrices d'une surface réglée irrationnelle sur les courbes appartenant à la surface.
13. Nous nous proposons donc de montrer qu'une involution simple l,j peut être obtenue linéairement, c'est-à-dire que ses groupes sont ceux que déterminent sur la courbe f des courbes formant un système linéaire, sauf peut-être pour la valeur
( ' ) La démonsli'alion qui suit est due à M. Iluriihcrl ySur quelques points de la théorie des courbes et des surfaces algébriques {Journal de Mathématiques, 189^)].
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Soit G(x, , X21 . • ., x,i) un groupe de l'involulion, el soit g(x, y) une fonction rationnelle telle que Tintégrale
relative à la courbe /, soit de première espèce. Formons la
somme
g{xi, yi)dxi-\-. . .-^ gix„, y,i)dxu\
elle peut s'exprimer en fonction des coordonnées et des différen-
lielles de k points du groupe, soient les points (r,, j-,) ^{xk. fh)^
d'où l'équation
(I.) g{^i: yi)dxi^...^ g{x„,y„)dxn^ A, rfr, ^ . . . -f- .\,,dx/„
les A étant des fonctions rationnelles de (^,,1,), ..., (^Xh^yi^).
Des propriétés des intégrales de première espèce, il résulte d'abord que A/ ne dépend que de {xi, yt), puisque l'intégrale
(S) / ki{xi, jTi . . . . , r/,, yi,) dxi
devant être de première espèce est nécessairement de la forme
/ [^K^iC^i, rO -I- ..^:t.i,g,,(Xi,yi)\dxi,
où les gi sont relatifs à p intégrales de première espèce linéairement indépendantes de la courbe /, supposée de genre /?, et où les a sont a priori des fonctions rationnelles de
(^i,7i)> •••■ {xi-uyi-\)^ (^/+i,r/-Hi), ■••, {xk.yk)-
Or ces fonctions ne peuvent être que des constantes, puisque lintégrale (S) doit rester finie quelles que soient ces variables.
Donc Ai est simplement fonction de (xi,Yi). D'autre part, le second membre de (1) doit être svmétrique en {x^^y^). ..., (xii,yh), donc on a
Ai= X(ar-i, jKi), A2= X(:ri,7.2), ..., A^- = A(:r/,, jka).
Mais on peut définir le groupe G au moven de
le premier membre ne change pas, et par suite on a le système P. ET S-, II. 5
d'équations
X ( a?! , j'i ) dx^ = À ( X, , y--i ) dx^_ = ... = >. f J^« , j« ) d^n ■
Si ). Il est pas identiquement nul, ces équations, pour un groupe initial Go, délerminent .ro, .... x,i en fonction de x^^ et par suite, on doit avoir A" = i . Le système peut ne pas être linéaire. C'est le cas exceptionnel que nous avons mentionné.
14. Supposons donc /. > i; les A sont identiquement nuls. On aura alors, pour les p intégrales de première espèce gi^ les p équations
(2) giiXu yi)dx^-^...^ gi{Xn,yn)dXn = 0 ( l = 1 , 2, . . . , /)).
Ces équations déterminent sur/" une série de groupes de points dans laquelle notre série sera évidemment comprise. Or, en vertu d'un théorème bien connu, tous les groupes de points vérifiant uniquement les relations (2) sont découpés sur y par des adjointes qui ne rencontrent en outreyqu'en des points fixes. Soit
la série linéaire complète satisfaisant à ces conditions, les o étant, bien entendu, linéairement indépendants sur la courbe : on a
puisque la série des groupes en involution (I) est comprise dans la série déterminée par le système (3), et l'on aura l'involution en assujettissant les ), à /• — /.' relations algébriques et homogènes convenables. 11 faut montrer que ces relations sont linéaires, sous la condition admise que A" points arbitraires de y déterminent un seul groupe de l'involution.
Considérons le système S formé, dans le système linéaire (3), par les courbes de ce système qui découpent survies groupes de l'involution (I). La courbe générale de S est d'abord indécomposable, sinon les groupes de (I) seraient formés de points jouant un rôle dissymétrique, ou bien chaque groupe de (I) se composerait de groupes d'une involution d'ordre inférieur, cas que nous avons écarté.
De plus, par A" points pris au hasard sur / ne passe qu'une
DES SYSTiblES LINÉAIRES DE COURBES DANS IN PLAN. ()7
courbe du système S. Supposons en effet qu'il en passe deux. Ces deux courbes passeraient aussi par les n — k points de / qui, avec les k points primitifs, forment un groupe de I, et comme toutes les courbes de S coupent/ aux mêmes points fixes, on pourrait, en désignant par S, = o, So = o les équations des dcuv courbes trouver une constante 9 telle que S, + 082=0 passât par un nouveau point de/, ce qui nécessite que S, + 882 soit divisible par/. Il existerait alors une combinaison des cp divisible par / ce qui n'a pas lieu.
Ceci posé, deux cas peuvent se présenter. Ou bien par k points quelconques du plan ne passe qu'?^ne courbe du svstème 8, et alors celle-ci est linéaire en vertu du ihéorème démontré plus haut.
Ou bien par /,• points quelconques du plan passe un certain nombre r > i de courbes de S. Prenons k — 1 points quelconques du plan et un point quelconque sur la courbe/. Deux hvpolln'ses pourront encore être faites: On peut supposer que par ces j)oints passent moins de /• courbes distinctes du système ou qu'il en passe /■.
Dans la première hypothèse, deux au moins des courbes passant par les A" points ainsi choisis coïncident, et alors on voit que/ serait l'enveloppe des courbes du système qui passent par /.■ — i points arbitraires du plan, ce qui revient à dire que toutes les courbes du système S touchent / en un ou plusieurs points mobiles. Or chacune de ces courbes ne coupe / qu'en n points mobiles qui constituent un groupe de l'involution, et les [)oints d'un groupe général sont évidemment distincts deux à deux. Cette hypothèse est donc inadmissible.
Dans la deuxième hypothèse, nous distinguerons encore deux cas, suivant que par k — 2 points arbitraires du plan et par deux points de /il passe moins de /■ courbes ou /• courbes de 8. On verrait comme précédemment que le premier de ces deux cas est impossible. On ne peut donc adopter que le second. Et en continuant ainsi de proche en proche, on arriverait à la conclusion que par A- points de /passent plusieurs courbes distincles de 8, ce que nous avons démontré être impossible.
Donc le système 8 est linéaire et le théorème est établi.
15. Comme exemple ôi'involution composée, considérons une série linéaire g'^ non simple, c'est-à-dire telle que tous les groupes qui ont en commun un point arbitraire A,, ont en conséquence p — I autres points communs Ao, ..., Ap. Ces p points jouent d'ailleurs un rôle symétrique, de sorte que les groupes qui passent par A2, par exemple, ont en commun A), A3, . . ., Ap et aucun autre point : ils forment donc une involution simple I' de dimension un. La série g'^^ ainsi définie est une involution composée dont chaque groupe est formé d'un nombre entier k de groupes appartenant à une involution simple Ip, et l'on a
Voici quelques conséquences de celte définition : Supposons qu'une telle série g'^^ soit complète et non spéciale : on a alors
D'autre part, comme /• points arbitraires déterminent un groupe
de la série, on a
k l /•, par suite
et
Donc une série complète et non spéciale est toujours simple si n >> ip. En particulier, les adjointes d'ordre supérieur à tJi — 3, m étant le degré de la courbe /", déterminent une série simple, |Hiisque n est égal au moins à ip — 2 H- m (adjointes d'ordre ni — 2).
Les adjointes d'ordre m — ') peuvent donner naissance à une involution composée.
Il faut pour cela, puisque n ^ ip — 2 et r =^ p — 1 , que l'on
ait
•ip — 2 = A p avec
k^r et
pi->.
d où
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Par suite, si la série canonique est une involution composée, son groupe est formé d'un nombre p — i d'involutions simples I' d'ordre deux. Considérons alors le système linéaire de toutes les adjointes d'ordre m — 3 qui passent par p — i points fixes de la courbe, elles détermineront une g\ : ce sont des courbes hjperelliptiques, car elles peuvent évidemment être transformées point par point en courbes telles que
Il suffit pour s'en assurer de considérer le faisceau P -h ÀQ = o des adjointes qui déterminent la g!-,.
Réciproquement, il est clair que les courbes byperellipliques y- — R("') = o contiennent une série linéaire gi formée par les droites x = const.
SYSTEMES LINÉAIRES DE SURFACES : SURFACES SOUS-ADJOINTES ET SURFACES ADJOINTES.
i. Nous avons défini, dans le Ciiapitre précédent, les s^'stèmes linéaires de courbes planes par leur comportement en des points donnés du plan, les points-bases, et nous avons insisté sur la manière dont il fallait comprendre cette définition.
Les systèmes linéaires de surfaces, d'ordre donné, sont définis par leurs comportements suivant certaines lignes-bases et en certains points-bases donnés.
Pour les lignes-bases nous supposerons que ce comportement est défini par le comportement, en un point O arbitraire de la ligne-base, de la courbe intersection de la surface par un plan arbitraire passant par le point O.
Quant aux points-bases, que nous désignerons plus particulièrement sous le nom de points-bases isolés, qui sont en nombre fini, et qui peuvent être d'ailleurs soit des points extérieurs aux lignes-bases, soit des points particuliers des lignes-bases, on procédera comme pour les courbes planes. Soit O un de ces points, que nous supposerons être l'origine des coordonnées, après avoir mis les équations des surfaces passant par ces points sous la forme
o = ox{x, y, z) -t- Oi{x,y. z) -^. . ..
OÙ Oi désigne l'ensemble des termes homogènes de degré ?', le comportement de ces surfaces en ces points sera défini par un certain nombre de relations linéaires et homogènes entre les coefficients des cp jusqu'à un certain rang /..
Un système linéaire de surfaces d'ordre donné n sera com
plel on incomplcl suivant que lou considère l'ensemble loul entier ou une partie de l'ensemlile des surfaces d'ordre n se comportant de la manière indiquée aux points-bases donnés et le long des lignes-bases données.
3. En restant toujours dans les hypotlièses bien nettement spécifiées plus haut, envisageons un système linéaire complet de surfaces d'ordre /?, soit |$"|; défini seulement par certaines lignes-bases.
Si l'on considère l'intersection de ce système par un plan général a, on obtiendra ainsi, dans ce plan, un système linéaire de courbes d'ordre n, qui a ses |)oints-bascs au\ |)oints dintersection du ])lan et des lignes-bases, et qui s'y comporte de la manière donnée. IMais ce système de courbes planes pourra être complet ou incomplet. Dans tous les cas, il est contenu dans un système complet 1 F^ [, complètement défini par les points-bases.
4. Etant données des lignes-bases et un comportement défini dans un plan arbitraire, considérons d'une part le système linéaire I O" I ainsi défini, et d'autre part le système linéaire | W" , défini par la condition que ses surfaces se comportent de la manière voulue, le long des lignes-bases, mais seulement dans le [)lan général j)assant par une droite donnée A. Le système | <ï>" | est évidemment compris dans le système | ^F" |, s'il ne coïncide pas avec lui. Nous allons montrer que ces deux systèmes coïncident.
Sur un plan général a de l'espace, les courbes découpées par I <I>" I appartiennent à un système complet de courbes j Y'^ |, et les courbes découpées par | W" \ appartiennent à un système complet |A^|. Supposons que | ^'" | et \^"\ ne coïncident })as, il faudrait que, pour un plan arbitraire a, les comportements de la section correspondante de | ^F" | aux points de rencontre avec les lignesbases exigeassent moins de conditions que pour i^ï^"]. Or les courbes A et r étant de même ordre /z, il faudrait que le degré (nombre des points d'intersection en dehors des points-bases) du système I Al[ j fût supérieur à celui du système 1F^|. Or ces deux systèmes ont même degré : en effet, le degré du premier système est l'ordre de la courbe d'intersection de deux surfaces $, et le degré du second l'ordre de la courbe d'intersection de deux surfaces W; et
ces deux ordres sont égaux, car ces deux courbes coupent en un même nombre de points un plan arbitraire passant par A. Les deux systèmes ] <ï>" | et ] W" | coïncident donc bien.
o. On conclut de la proposition précédente le moyen de construire une surface ayant le comportement voulu le long de lignes-bases données. Envisageons, dans un plan arbitraire passant par une droite fixe A, le système | F^ [ complet de courbes d'ordre n ayant le comportement voulu aux points de rencontre du plan et des lignes-bases. Fixons une de ces courbes au moyen d'un certain nombre de points déterminés rationnellement en fonction du paramètre qui détermine la position du plan. Cette courbe, quand le plan tournera autour de A, engendrera une surface se comportant de la manière voulue le long des lignes-bases. Quant à l'ordre de cette surface, il pourra être supérieur à n, et sera égal à n -f- A , si la droite est une droite multiple d'ordre k de la surface.
6. Revenons aux systèmes de courbes déterminés par V intersection dhin système linéaire de surfaces a^'ec un plan. Nous allons démontrer le théorème suivant (' ) :
Des lignes-bases étant données avec comportement donné, le système linéaire des surfaces d ordre suffisamment élevé.^ passant avec le comportement voulu le long de ces lignes, découpe sur un plan général un système linéaire complet et régulier de courbes.
7. Commençons par établir un lemme relatif aux systèm.es linéaires de courbes planes : Soient i C" | et | C""* ' | deux systèmes complets et réguliers, d'ordres /i et n + i , ayant les mêmes points-bases et le même comportement en ces points. On forme toutes les courbes C"+- composées d'une 0"+' et d'une droite variable; nous allons montrer que le système linéaire IC""*"-], de dimension minimum contenant toutes ces courbes C"+-, est le sys-
{') Ce théorème et la démonstration que nous en donnons sont dus à M. Castelnuovo \Alcune proprietà fondamentali dei systemi lineari di curve tracciati sopra una superficie algebrica {Annali di Matematica, 1897)].
tème complet d'ordre n + 2 défini par les mêmes points-bases elles mêmes comporlements en ces points (|iie les syslèmes primitifs.
Désignons par p„, p„+,, o„^.2 les dimensions des trois systèmes I C" I, I C"+' 1, I C"+- 1, et soient a et b deux droites du plan. Les courbes de j C"+- 1 qui passent par le point de rencontre de rt et 6 forment un système de dimension p,;^_.2— i, qui contient, par hypothèse, les deux systèmes oi)tenus en réunissant d'une part les courbes de [ G"+' | à la droite a, et d'autre part les courbes du même système j C"+' | à la droite b. Ces deux syslèmes sont de dimension p«^., et ont en commun le système de dimension p„ obtenu en réunissant les courbes de | C" | aux deux droites a et b. On a donc la relation
Or, en désignant par k le nombre maximum de conditions auxquelles doit satisfaire une courbe algébrique pour passer avec le comportement voulu aux points-bases donnés, on a, puisque les systèmes ] G" 1 et | C"+* | sont réguliers et complets.
« ( rt -f- 3 "> , _ _ ( n -^i)( n -r- ^ ) ,.
donc
et par suite
«2 -i- 7 /l -i- 8 ^ ( /t -1- '3 ) ( At -f- J ) _
Mais la dimension d'un système de couibes d'ordre n-\- 2, ayant
les points-bases et le comportement donnés, est au plus égal à
(/i + 2) (n -I- 5) , , 1 • -^ — A-, donc on doit avoir
et par suite le système \ C"+- 1 est complet et régulier, puisque les deux premiers le sont. Notre lemme est établi.
De ce lemme résulte évidemment que, sous les hypothèses faites, le système de dimension minimum | 0'^+'" [ contenant le système obtenu en formant toutes les courbes composées d'une G"+'
et d'une courbe d'ordre /■ — i fixée arbitrairement est aussi complet.
8. Voici maintenant Ja démonstration du théorème fondamental énoncé au n° 6. Pour un groupe-base donné (lignes-bases et comportement), on peut choisir Tordre n du système des surfaces assez élevé pour que les systèmes complets de courbes | F" | relatifs à un plan sécant arbitraire soient réguliers, et qu'il en soit de même pour les systèmes [F""' | déterminés par les systèmes de surfaces d'ordre n — i. et il en sera de même pour les systèmes d'ordre supérieur. Cela posé, partons d'une position arbilraire, mais fixe, du plan a, et fixons dans ce plan une droite arbitraire^. Considérons le faisceau d'axe g et soit | F" j le système complet de courbes d'ordre n déterminé par les points-bases dans le plan a. On peut, comme nous l'avons vu, construire une surface $''+*, ayant la droite » comme ligne multiple d'ordre /r, qui se comporte de la manière voulue le Ions: des courbes-bases données et dont l'intersection avec le plan a soit une courbe d'ordre n fixée à l avance parmi les courbes du système | F'^ | correspondant.
Répétons la même construction en faisant varier dans le plan de départ aussi bien la droite g que la courbe F initiale. Nous obtiendrons ainsi une infinité de surfaces $"+* qui appartiendront à un système linéaire complet | <ï>"+* [. Toutes les surfaces de ce système se comportent de la manière voulue le long des courbesbases et découpent sur le plan a un système linéaire de courbes d ordre n —r /.", comprenant toute courbe composée d'une F" et de la droite générale g comptée k fois .
En vertu du lemme précédent, ce système de courbes d'ordre 7^ 4- A" est complet et régulier. Donc le système complet |$''+*| découpe sur le plan a un système complet de courbes. La même chose a lieu a fortiori pour tout plan de l'espace et notre théorème est démontré.
9. Ces résultats peuvent s'étendre au cas oii il y a des pointsbases isolés. On peut, en effet, en partant dune surface ^ qui se comporte de la manière voulue le long des courbes-bases données, construire une surface particulière qui satisfasse aux conditions imposées par les points-bases, par exemple en adjoignant
àO, pour chacun de ces points singuliers O, un cùne de sommet O et d'ordre suffisamment élevé. De la sorte, en partant du srstème I (|)H+A- 1 obtenu précédemment, et faisant varier tous les éléments arbitraires, on oi)tient un système linéaire complet [(!>''' j de surfaces d'ordre /?i >- /î + A* qui découpe sur tout plan un système complet et régulier de courbes; on le voit par le même raisonnement.
10. Pour montrer l'intérêt du théorème précédent, indiquons des exemples de svstèmes linéaires de surfaces qui ne découpent ])as sur un plan un système complet et régulier de courbes.
Considérons toutes les surfaces du second degré passant par un groupe-base formé d'un cubique gauche et d'un point A extérieur à cette cubique. Elles déj)endent de deux paramètres et déterminent, sur un plan arbitraire, un système de coniques qui n'est pas le système complet des coniques j)assant par les trois points où la cubique rencontre le plan, car elles doivent passer par un quatrième point fixe, le point double apparent de la perspective de la cubique sur le plan, avec le point de vue A.
Soit, en second lien, le système des quadriques passant par huit points; elles déterminent, sur un plan arbitraire, un système de coniques dépendant d'un paramètre, qui n'est, par conséquent, pas le système complet des coniques du plan.
II. — Sur la dimension d'un système complet de surfaces (* ).
H. Considérons un svstème complet de surfaces d'ordre n, défini par des lignes-bases et des points-bases. Ce système | <î>" | détermine, sur un plan général a, un système de courbes planes ayant un comportement déterminé aux points où a rencontre les lignes-bases. Ce système peut n'être pas complet; il est compris alors dans un système complet [F" | et il a un certain défaut to,,. Le système I F" j peut ne pas être régidier : soit Sn sa surabondance. La dimension o,i du système j F" j sera
k ne dépendant pas de n. Alors le système \^"\ de surfaces dé-
(') Voir Castelnuovo {Mémoire cité diU n" 6).
termine sur a un système de courbes dont la dimension est
On W,, =
Si l'on assujettit une surface <I>" à passer par p„ — co„ + i points i pris arbitrairement dans le plan a (en supposant cela possible), cette sui^face se décomposei'a en le plan a et une surface du système !<!)""' I défini par le même groupe-base. Si donc r„ et r„_^ désignent les dimensions des deux systèmes | ^" | et j<ï)"-^' [^ on aura
f'n-l = l'n— (On— W,j+ l).
d'où
( E ) ;•„ — /■„- 1 = '^ -!- hi — w« ( s, 1^0, (o„ £ o ).
Dans le cas où le système |<î>""' | n'existerait pas, on aurait alors ;-„=o,; — to,j, ce qui revient à poser, dans l'expression précé- ' dente, /•«._! = — i •
Cela posé, partons de la plus petite valeur de n pour laquelle
I <ï>" [ existe, et écrivons toutes les égalités (E). Quand n atteint
une certaine valeur /, le système [ F" ] devient régulier, c'est-e\-dire
que s,i est toujours nul. Puis 11 continuant à croître, il arrive une
valeur /^/, à partir de laquelle on a à la fois, 5„ = o, (o„=o,
d'après le théorème fondamental, et alors on a
r„— /•„-i= ; k [Jiûl)-
On a donc les égalités
+ 5^ — -1- Sa+i
ri
ri-i r/-i
CO
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En ajoutant, on obtient la fornuile très intéressante valable pour n supérieur ou égal à l — i
I \ ) r,i = ;; I — kn -^ A- ,
"// W désigne une nouvelle constante [positive ou négative) tpii, comme A\, ne dépend pas de n. Ces deux constantes A' et k' (l(''|)endent du groupe-base; nuiis, tandis que la recherche de k se ramène à un problème de Géométrie plane, la recherche de /.', qui dépend à la fois des lignes-bases et des points-bases, est beaucoup plus difficile.
Comme exemple, considérons le cas particulier où le groupebase se réduit à une courbe simple de degré d, de genre p, avec / |)oints triples. Nous avons vu que le nombre des conditions poiufpi'une surface d'ordre n suffisamment grand passe par cette courbe est égal à
nd — p — •?.? -1- i; doue
/•„ = — I — /ici ^- p -^it — I .
et, par suite,
k — d, k' = it -\- p — \.
12. Connaissant /, et /,', relatifs à un "rouoe-base donné, la formule (A) ne donne la dimension du système des surfaces I <I>" [ que pour n suffisamment grand.
Pour n^l — I, la formule est exacte.
Pour n <^ l — I . il faut ajouter à la valeur (A) la différence
h—n + V /i^ii-+l
et Ton a
(A') /-,;= I— A7H-/,-h 2^ oin— 2d ^'"
Il première somme s'annulant à parlir de /? = / — i , -'t la seconde à partir de /? = / — i .
III. — Du système linéaire des surfaces sous-adjointes
13. Nous avons déjà défini les surfaces sous-adjointes à une surface donnée f{x,y, z) = o. Une surface cp(a:r,j)', 3) = o est sous-adjointe à y, si une section plane arbitraire de / a pour adjointe la section plane correspondante de la surface cp.
L'ensemble des surfaces sous-adjointes à / d'un ordre donné forme évidemment un système linéaire de surfaces, dont la dimension peut être supérieure ou égale à zéro.
Il existe toujours des surfaces sous-adjointes d'ordre /"^/i — 1, n étant l'ordre de la surface f, puisque telles sont les surfaces polaires des points de l'espace par rapport à/", jointes à une surface d'ordre /■ — n -^ \ .
14. Nous reportant à ce que nous avons dit relativement aux intégrables doubles de première espèce au Chapitre VII du premier Volume, on peut montrer que si o est une sous-adjointe, l'intégrale double
o( .r, V. z) dx dz
If'
est finie à distance finie, sauf peut-être en un certain nombre limité de points singuliers de la surface. Le seul point à établir est évidemment que cette intégrale reste finie en général le long des lignes multiples. Or, sur une ligne multiple, Vx d'un point est une fonction a[z) de z liolomorphe dans le voisinage d'une valeur y, d'ailleurs arbitraire, de ;•. Gela posé, envisageant la section plane /( ^,y, z) = o, l'intégrale
(2) / ■;, '-^^ Jdx
relative à cette courbe restera finie au point multiple, intersection du plan r=G avec la ligne multiple, puisque 'j est une
(') Dans la définition des surfaces sous-adjointes, comme dans celle des surfaces adjointes qui sera donnée dans la Section suivante, nous nous plaçons à un point de vue transcendant entièrement différent du point de vue algébrique de M. Enriques.
adjointe. D'autre part, le quotient -p est susceptible, sur la sur-
face, d'un certain nombre de développements suivant les pui^ssances croissantes fractionnaires de x — ff{~-), soit
On a évidemment a> — i, puisque Tinlégrale (2) doit rester finie, et les coefficients A sont des fonctions holomorjihes de ;. En posant
l'intégrale (1) devient
(Au^^. . .)clu dz,
et, sous celle forme, on voit bien quelle reste finie autour du point « = o, ; = V.
La réciproque est d'ailleurs immédiate. Si l'intégrale (i) reste finie en général le long de toute ligne multiple, la fonction -o définit une sous-adjointe; il faudra, en effet, que l'intégrale
reste finie autour des points de rencontre du plan r = :; avec la ligne multiple, sinon le nombre a, considéré plus liaut, serait < — ^ T, et l'intégrale double ne serait pas finie.
15. Nous avons défini les surfaces sous-adjointes à / par la condition que leurs sections, par des plans arbitraires généraux, soient des adjointes de la section correspondante sur /. On peut se borner, dans la définition, à considérer seulement des sections planes passant par une droite arbitraire donnée.
Soit A une droite occupant, par rapport à la surface, une position arbitraire, la coupant, par exem[)le, en des points distincts; on suppose qu'une surface •!> soit telle que sa section, par un plan général passant par A, soit une adjointe de la section correspondante de/. Il faut montrer qu'un plan général de l'espace coupe 'l suivant une adjointe de la section correspondante de/.
Ce théorème est évident pour les lignes multiples ordinaires.
8o CHAPITRE IV.
Si, par exemple, la surface a une ligne multiple d'ordre [jl, avec des plans tangents en général distincts, la surface à aura certainement cette ligne comme ligne multiple d'ordre pi — i, puisque Jes plans passant par A donnent des adjointes, c'est-à-dire des lignes avec points multiples d'ordre ui. — i . La surface 'l admet donc, en un point général de la ligne multiple, [j. — i plans tangents, d'où la conclusion indiquée.
La proposition est moins immédiate si les lignes multiples sont de nature quelconque. On peut faire le raisonnement de M. Enriques, qui demanderait peut-être à être un peu plus développé.
Nous avons dit qu'il existait toujours des surfaces sous-adjointes d'ordre r^ n — i , soit r = n — 3 -f- p > /r — i . Considérons, d'une part, toutes les surfaces o sous-adjointes d'ordre /', coupant de la manière voulue un plan général de l'espace, et, d'autre part, les surfaces à coupant de la manière voulue seulement un plan général passantpar la droite A. Les surfaces cp et les surfaces -j/ foi'ment deux systèmes linéaires de surfaces, et le système 'h contient le système cp. Il faut montrer que ces deux systèmes coïncident. En effet, si l'on désigne par - le genre d'une section plane générale de f, et, par suite, d'une section plane passant par A, une surface cp coupe, en dehors des lignes multiples, la surface /suivant une ligne y dont l'ordre est égal au nombre des points d'intersection deyavec un plan arbitraire, qu'on peut supposer passer par A; ce nombre est égal à 27: — 2 H-o/i, en vertu de l'hypothèse faite. Il est le même- pour la courbe y' d'intersection d'une surface -y avec f. Les courbes y et y' sont donc de même ordre. Cela posé, un plan quelconque a coupant la surface /' suivant une courbe K, coupera les o suivant un système linéaire de courbes adjointes à K, et les 'h suivant un système linéaire qui contiendra le premier. Or, une courbe de l'un et l'autre système coupe K en stû — i-^-on points en dehors des points multiples. Ces points multiples absorbent donc le même nombre de points de rencontre avec K pour l'un et l'autre système, donc l'intersection des à par un plan arbitraire est une adjointe.
Dans le cas où l'ordre des 'j serait <i n — i . il suffirait d'adjoindre à o un nombre suffisant de plans arbitraires, de manière à avoir un ordre supérieur k n — i , et de répéter le même raisonnement.
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16. On peut donner, de la proposition précédente, une d('monslration presque inluilive, avec les intégrales doubles.
On peut supposer que la droite A est à l'infini dans le plan xy\ le faisceau de plans est alors z- = const. Soit un plan arbitraire qu'on peut prendre sous la forme x ^^ x^; l'intégrale
A.r. y, z) r/.r dz
reste finie en général le long des lignes multiples, puisque, par hypothèse, la courbe :i( J",j', ;: ) = o est une adjointe de la courbe f[x^j',z-)=^o. Or, l'intégrale précédente peut s'écrire sous la forme
•:>( T. y, c) 'Iv fJ.r
elle est finie, en général, pour tout point à distance finie; donc
/•^Tr,,. y z) rlv , , . .
^-r ^ (CTo arbitraire)
l'intégrale
relative k f(xQ.y, c) = o est finie pour le voisinage du point multiple considéré de la ligne multiple, et, par suite, la courbe o[Xo, y, Z-) = o est une adjointe de la courhe /(x^, y, z) = o. Le plan a: = .To pouvant être regardé comme un plan arbitraire de l'espace, le théorème est démontré.
17. La dimension d'un système linéaire ] <î>v 1 de surfaces sousadjointes d'ordre v s'obtiendra en appliquant la formule (A) du n" il. Supposons qu'il s'agisse des surfaces dont l'ordre v^/« — 3. m étant l'ordre de la surface /'. Le système des courbes planes déterminé par les 1 ^v | sur un plan général a peut ne pas être complet, mais il est certainement régulier, et l'on a par suite Ï5^= o. Soit- le genre d'une section plane tle la surface, on aura
En désignant, comme précédemment, par l^m — 3 le nombre à P. ET S., II. 6
partir duquel le syslème des courbes planes est complet, on a
fv -4-- lUv -i- T.Uv /"v = ^
— — I — Av H- A ^ > to/,.
en convenant que le terme -to/^ s annule pourvî^/ — i, et les w^ étant les défauts relatifs aux systèmes des adjointes planes d'ordres v-i-i, v-^^t. .... / — i. Dans celte formule, /'désigne une constante indépendante de v.
IV. — Du système linéaire des surfaces adjointes et du genre numérique.
18. Le système des surfaces sous-adjointes est un système de surfaces dont le groupe-base ne contient que des lignes. Il est défini par le comportement d\ine de ses surfaces le long des lignes multiples de la surface donnée f(x, y, z-) = o, de degré m, sans qu'il soit question des points multiples isolés, que peut posséder la surface, par lesquels une surface sous-adjointe arbitraire ne passera pas en général. Lors donc qu'on effectuera une transformation birationnelle, une surface sous-adjointe ne se transformera pas en une surface sous-adjointe, si, à la surface /, correspond une surface F, telle qu'à un point multiple isolé de /correspond sur F une courbe multiple d'ordre au moins égal à deux.
19. Envisageons maintenant les surfaces adjointes d'ordre m — 4 q'^iG nous avons définies au Cliap. ^ II du premier Volume, à propos des intégrales doubles de première espèce. Elles forment un système linéaire, désigné sous le nom de système canonique, de dimension p„ — i ,
1 K I 'J-xq^ir, r, -) -f- a2^,(.r, r, -) -^. • .4- ^p^q^J^, y, -) = o,
dans lequel chaque surface cj d'ordre m — 4 peut servir à former une intégrale double de première espèce
r r q( T, y. z) d.r cl Y
Nous avons vu que le nombre /)o-, genre géométricjue de la surface, était un nombre invariant (t. I, p. igS), c'est-à-dire
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(ju'il est, le Jiiêiiie j)oiir deux, siiihices (|iii se correspoiitlciil hiralioriiielIcnienL cl la même déinoiislia(ion (t. f, p. 20-) élablil V invaiidnce du système canonuiue. Celle invariance est exprimée [) a r l k1 e n 1 1 1 (i
les Q étani les poljnomes adjoints d ordre JM — 4 relatifs à la surface F, supposée de degré M.
Le système |K| appartient évidemment au svslcme des sousadjointes d'ordre m — 4^ mais avec des points-bases en plus. Ce syslème est défini par la condition que sa surface générale se comporte le long des lignes multiples de /comme une sous-adjointe, et auxpoints multiples isolés de manière qu'en ces points l'intégrale (1) reste finie. Cette dernière condition se traduit toujours d'ailleurs par un certain nombre de relations homogènes et linéaires entre les coefficients.
Nous sommes donc bien dans les conditions où nous nous sommes placés au début de ce Chapitre, relativement au comportement dun système de surfaces le long de lignes-bases données et en des points-bases donnés.
20. Nous avons défini les surfaces adjointes d'ordre m — 4 i^'i' moyen des intégrales doubles de première espèce. Des considérations du même genre vont nous permettre, en restant toujours au point de vue transcendant, de définir les surfaces adjointes, à une surface donnée y^, d^ ordre supérieur à m — 4-
On peut d'abord, par une transformation préalable, faire en sorte que la surface f ne présente à l'infini aucune singularité isolée, c'est-à-dire que tous les points multiples isolés soient à distance finie. Cela posé, le poljnome q[x^j',z), d'ordre m — 4 ^ f\ étant le plus général de sori degré, envisageons l'intégrale double
qix, r, ^ ) dx dv
If-
fl
et cherchons les conditions auxquelles ce poljnome q doit satisfaire pour que cette intégrale reste finie et déterminée pour tout
point à distance finie. ISowi arrivons d'abord à la conclusion que la surface </(^, -)-, c) = o doit se comporter le long des lignes multiples comme une sous-adjointe. Quant au comportement en un point multiple isolé O, qne nous supposerons être l'origine des coordonnées, on mettra la fonction fj sous la forme
oîi c3/ désigne l'ensemble des termes homogènes de degré i, et effectuant alors successivement les transformations qui permettent de réduire la singularité, on arrivera nécessairement à un certain nombre de relations linéaires et homogènes entre les coefficjents des Ci jusqu'à un certain rang, et qui seront les mêmes, quel que soit r ordre m — 4 -r- '" '^^ ^<^' fonction cj. ?sous arrivons donc à cette conclusion que les surfaces adjointes forment un système linéaire de surfaces qui se comportent le long des lignes multiples comme les surfaces sous-adjointes et qui, en outre, aux points multiples isolés, se comportent d'une manière déterminée indépendante de leur ordre. Si donc la surface f admet des adjointes d'ordre m — ■ ^, on pourra dire que les adjointes d'ordre m — ■ ^ + r ont le long" des lignes multiples et aux points multiples isolés le même comportement que le svstème canonique [ K j.
Remarquons que nous ne disons rien relativement au comportement des surfaces q à l'infini. En exprimant que l'intégrale (1) reste finie à l'infini, on retomberait sur les adjointes d'ordre m — 4 •
En particulier, si la surface / n'a d'autres singularités que des courbes multiples ordinai/-es d'ordre i et des points multiples isolés ordinaires de l'ordre h. les surfaces adjointes sont déterminées par la condition d'avoir ces lignes comme lignes multiples d'ordre «— J, et ces points comme points multiples d'ordre A — 2.
Le système adjoint et le système sous-adjoint peuvent coïncider. Cela a lieu, par exemple, lorsque la surface/nepossède pas de points multiples isolés, ou lorsque ces points sont d'ordre 2. Il en est de même pour iine surface f qui possède une courbe double et, sur cette courbe, un certain nombre de points multiples
isolés d'ordre h, qui soient d'ordre pour la courbe
double, par exemple un point triple de la courbe double.
SYSTEMES MNKAIIŒS DE SIRFACES, ETC. 8j
21. Rappelons encore une remarque faile (l. I, |). 20-) relative aussi bien aux sous-adjointes qu'aux adjointes. Ces surfaces, en dehors des lignes multiples et des points isolés qu'elles doivent contenir, peuvent encore, de ce fait, passer par certains points simples ou par certaines courbes simples de la surface, du moins tant que leur degré ne dépasse pas une certaine limite. Nous en avons donné des exemples. Voici, sur le même sujet, une observation importante.
Supposons que, considcrant/"et sa transformée F. il v ait sur^" un \io\nl fondamental, cest-à-dire un point simple de la surface qui se transforme en une courbe, courbe exceptionnelle (en général une droite) de la surface F. Soit la courbe A correspondant au point a. Nous allons démontrer que toutes les adjointes d'ordre M — 4 (i^ F passait par A. Supposons le point a à l'origine des coordonnées. Dans leutourage de ce point, :; est une fonction holomorplie de x et y. A un point de la courbe A
correspond une valeur de -, et l'on aura
P et S étant holomorplies en X et \ dans le voisinage du point considéré de A, et S s'annulant pour les points de A. Partons alors de l'identité (a)
des équations (^3) on déduit
D(>, jK) _ ç. (d?_ ^ _ ^ <^S N D(X, Y ) ~ \d\ ,)\ ~ JY d\)'
et l'on en conclut que les adjointes a, (^1 -f-...-|- a^,Q^,= o passent bien par la courbe A.
22. De la définition que nous avons donnée des surfaces adjointes, on peut conclure que le théorème du reste, établi au Chap. I dans le cas des surfaces sous-adjointes, s'étend aux surfaces adjointes. En effet, les surfaces adjointes étant des sousadjointes si l'on désigne par cp, <}, y trois adjointes dont la pre-
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mirre passe par deux groupes de courbes P et Q, la seconde par P el Q', la troisième par P' et Q, on a l'égalité
Nous pouvons d'ailleurs supposer cjue l'adjointe es ne se comporte pas d'une manière spéciale aux divers points singuliers isolés, c'est-à-dire qu'elle se comporte en chacun de ces points comme une adjointe arbitraire d'un degré suffisamment élevé. Cela posé, nous avons sur la surface, d'après l'identité précédente,
•]/(.r, r, z)-/j.r, y, z) = '^(.r. y, z) cp(.r. r, z).
La surface (j = o, qui est nécessairement une sous-adjointe, doit être de plus une adjointe. Pour montrer qu'il en est bien ainsi, envisageons un point singulier isolé A; on sait cpie le voisinage de ce point sur la surface peut être représenté par un certain nombre de dévelopjiements où x, r', z sont des fonctions holomoiphes de deux paramètres ii et c dans le voisinage de u = o, ç = o. Prenons l'un de ces développements, et considérons l'intégrale double
/* o(.x. y, z) d.r dy
if
On peut écrire, en appliquant un théorème classique de Weierstrass sur la décomposition en facteurs d'une fonction de deux
variables,
(Ir dv V i u. (• ) du c/i'
0(//, (') étant un polynôme en », dont les coefficients sont liolomorphes en r dans le voisinage de v^o\ de plus, P(w,r) et (^(«, r) n'ont pas de facteur commun bolomorphe en u et i', s'annulant pour a = o, c ^ o. D'autre part, soit
cp(.7-, j-, z) = <!>(«, v) :
pour que l'intégrale reste finie, il faudra que ^{u.k-) contienne en facteur Q(?^ v\ Avec plus de précision, si
les q étant des polynômes en u irréductibles, <1> contiendra //i,
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fj-ii • • •- 7w t:'î facteur aux puissauces respectives
Les deux fondions
conlientlronl ^, , i^o, . ... q„i cm moins aux puissances respectives UL,, 'j-o, . . ., [J-nii et si l'on pose
on déduit de l'identité
W{u, v) X(u, v) = B(u, v)'l>(ii, r)
(jue B(«, v) contient ^i, q-2, • ■ -, qm aw moins aux puissances u.,, y.2, • ■ ., [-"-«i et, par suite, au moins aux puissances a,, 7.0, .... a,„. Or l'intégrale double
Tr- ?
pouvant s'écrire
B(u, v) P(i(, v) du dv
SI
restera alors finie pour le voisinage de A correspondant au développement considéré; il en est par suite de même des autres, et enfin nous pouvons conclure que
J3('.i:, r, z) = o est une surface adjointe.
23. La dimension ^„i_;j^r d'un système linéaire de surfaces adjointes d'ordre v=m — 4 + '" est donnée, comme pour les
sous-adjointes, parla formule
dans laquelle on a
_ (m — \){in 7) _ _
t: étant le genre d'une section plane de la surface, et k" une constante indépendante de v; en général, le nombre k" est différent du
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nombre A' qui se présentait dans la formule analogue relatif aux sous-adjointes.
Appliquant la foiuiiule (E) du n" 11, on a
d'où, en tenant compte de la valeur de A", la relation qui nous sera bientôt utile
dans laquelle tu s'annule à partir d'une valeur suffisamment grande de ;•.
24. Considérons en particulier le cas des surfaces adjointes d'ordre /7i — 4? l^^ dimension ^m_i est alors égale au genre géométrique de la surface, /?o-, diminué d'une unité; on a donc
h = i-\ (m — i)(m — i)(ni — o) , ,„ v'
Introduisons maintenant un nouveau nombre pni que nous appellerons le genre numérique de la surface, et qui est défini par l'égalité
{m — \){m — i^im — "i) , ,„
/)„— I = -. I — Av -f- A- ;
on a la relation
qui,/?o^ étant déterminé, définit/»^, résultat que l'on énonce de la manière suivante :
La différence entre le genre géométrique et le genre numérique d'une surface f d'ordie m est égale à la somme des défauts des systèmes de courbes découpées sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes à f d' ordre supérieur ou égal à m — 3.
Pour établir V invariance du genre numérique p,,, il suffira
donc d' établir r invariance de la somme 2,^^h- C'est une ques-
lion que nous traiterons dans un Chapitre suivant, après a\oir fait l'étude des systèmes de courbes sur une surface. U égalité fondamentale
P^— Pn— 7_L^''
a été introduite dans la théorie des surfaces par AI. E nriques (' ).
2o. La surface est dite régulière quand on a, pg:=: p,,^ et, dans ce cas, tous les défauts co,„_3, (jJ/«_2, • • • sont nuls.
Nous allons établir, avec ]M. Castelnuovo (^), que si to,„_:j=o et cl),»_2 = O5 tous les autres oj seront nuls et par suite que la surl'ace sera régulière. Dans cette hypothèse, les surfaces adjointes d'ordre m — 3 et d'ordre m — •?. déterminent sur un plan des systèmes j F'""-^ I el j F'""^- [ qui sont complets et réguliers, celte dernière propriété appartenant, comme nous l'avons vu, à toutes les adjointes à partir de l'ordre m — 3. Faisons d'abord seulement l'hypothèse i.0ni--2 =^ o : on en conclut, en appliquant le lemme du n" 7, que le système composé d'une courbe F"'~- et d'une droite variable est complet. Or, une surface adjointe <ï>"'~' coupe le plan suivant un svstème linéaire jouissant de la propriété précédente, puisque une <I)'"~' comprend en particulier une O'"'- et un plan; donc le système |$'"^' | découpe sur un plan arbitraire un système complet et régulier, et par suite
on démontrerait de même que tous les autres défauts sont nuls. Ainsi de la seule hypothèse ^ni-i^=^ o, on conclut
Si donc on fait à la fois V hypothèse cO/w_3= o et C hypothèse (L),„_o= o, on aura
> to = o.
et la surface sera régulière.
(') Enriques, Introduzione alla Geometria sopra te superficie atgebriche {Mern. delta Societa itatiana d. Scienze, l. X; 1896). (-) Mémoire cité au n° G.
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26. En réalité, M. Caslelnuovo a étal)1i [loc. cit.) que la condition cl)„,_3 = o suffit pour qu'une surface soit régulière, c'està-dire que cette condition entraîne w,„_^,= o. Nous ne démontrerons pas cette élégante proposition et nous ferons seulement, en terminant, la remarque que si (o„,_3= o et si la section de f par un plan arbitraire est une courbe normale, la surface sera régulière.
Nous avons vu (Chap. il, n° 21) qu'une courbe plane normale est une couri^e telle rpie la série g',^^ déterminée par les droites du plan soit complète. Soit donc une telle courbe (pie Ton peut supposer n'avoir t[ue des points doubles, et soit cl leur nombre. Nous avons vu que la courbe n'est certainement pas normale, si l'on a
la relation
Nous ne pouvons donc tpie faire les deux l)vj)ollièses
Supposons d'abord qu'il n'j ait pas d'adjointe d'ordre m — 4 ou qu'il n'y en ait qu'une seule, ce qui entraînera nécessairement
La dimension ri„_i des adjointes d'ordre ni — 3 est - — i; soit /•la dimension de la série miiiiinuni L, somme de g'f^^ et de g'^T^l^,-, on aura
C'est ce qui résulte de la considération de la série minimum L, quand on l'assujettit à contenir deux points fixes A et B arbitrairement pris sur la courbe. Sa dimension est alors /• — a. D'autre part, elle doit contenir la série linéaire de groupes de points obtenue avec les adjointes d'ordre m — 3 passant par A et les droites passant par B, ce qui donne une série linéaire de dimension r„i_:^] on peut avoir une seconde série en intervertissant le rôle des points
. ni -
ni —
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A et B. Les deux séries ainsi lroiiv(''CS n'ont d'ailleurs pas de s('rie linéaire commune, puisqu'il n'y a pas d'adjointe d'ordre m — 4 ou qu'il n'y en a qu'une, ne dépendant pas par conséquent de |)arainètres arbitraires.
On a donc l)ien
Or
donc
Mais la dimension du système complet des adjointes d'ordre
m — 2 est a ou 2/?? — 4. IJonc /• ne peut être
supérieur à 'im — 4i et par suite
Le système minimum est donc le système complet. On en déduit que les surlaces adjointes d'ordre m — •>. coupent le plan suivant le système complet : donc (.),„_._,—- o.
Supposons maintenant qu'il y ait des adjointes d'ordre m — 4? et en avant toujours
la dimension de ce système d'adjointes sera
£ étant supérieur ou égal à zéro suivant que le système n'est pas régulier ou est régulier. IVoits allons, montier que s =1 o.
La série gi.~^_,^_,„ délerminée [)ar les adjointes d'ordre m — 4 est contenue dans la série canonique .i??^i.j : il existe par suite un système r(''siduel g'în\ ^^'^ d'après la loi de réciprocité de Brill- Nœiher, on a
•>. ( /• — r ) — m — ( ■> - — "i. — m ) ou
r — /•' —ni — - H- I ,
d'où l'on déduit, en tenant compte des valeurs de /• et de -,
Si donc £ n'était pas nul, la série g'^^ ne serait pas complète, puisqu'il existerait un système ^'iJ(/'> 2), la comprenant. La conclusion est la même que précédemment, le système des adjointes d'ordre m — 4 6st régulier.
On peut appliquer alors le lemme fondamental en partant des adjointes d'ordre m — 4î et la démonstration est immédiate. 11 faut seulement remarquer que, dans le cas de
f _ (ffi — 3) (m — -2)
cl — 5
la condition : = o nous apprend qu'il n'y a qu'une seule adjointe d'ordre m — 4; ce qui nous ramène au cas précédent.
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I. — Remarques générales concernant les systèmes linéaires de courbes sur les surfaces.
I. jNous avons déjà parlé clans le premier Volume (Ch. VIll, § III) des sjsLèmes linéaires de courbes tracées sur une surface algébrique /Çx,y,z)^o. Nous nous sommes bornés alors à quelques remarques générales imporLanles que nous allons rappeler succinclement.
Un système linéaire [ G | de courbes sur la surface/" se compose de l'ensemble des courbes d'intersection de la surface /' avec le système linéaire des surfaces
I L I ^(ol-o^ aiLi — . ..4-o:,.L,. = o.
Le système |C| aura même dimension r cpie le système |L|, s'il n'existe aucune relation linéaire entre les L sur la surface /'.
La courbe générale d'un système linéaire peut être réductible ou irréductible. Dans le cas où elle est réductible, elle se composera en général d'une partie fixe et d'une partie variable. Cette partie variable peut, elle-même, être réductible ou non : nous avons démontré que, si elle est réductible, elle se compose nécessairement des courbes d'un faisceau. Si la courbe variable générale est ii^réductible, elle peut d'ailleurs se décomposer jjour certaines relations entre les paramètres a.
La coui'be générale d'un système peut avoir aussi des points fixes, points-bases. On peut toujours supposer que ces points sont des points simples de la surface /, en efiectuant une transformation convenable. Pour la courbe générale du système, ces points peuvent être simples ou multiples.
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2. Lorsqu'on parle d'un système linéaire de courbes | C| sur la surfacey"on ne considère en général que ^ensemble des courbes variables. Par système irréductible nous entendrons par conséquent un système dont la courbe variable générale est irréductible, sans nous occuper de la partie fixe, si elle existe. Dans certains cas il y a lieu pourtant, comme nous le verrons, de distinguer les systèmes irréductibles avec ou sans partie fixe.
Rappelons encore que la courbe variable d'un système ne peut pas avoir, en dehors des points-bases, des points multiples qui n'appartiennent pas aux lignes multiples de la surface/", et que les points variables d'intersection doivent décrire la surface tout entière. Le degré n du svstènie est le nombre des points d'intersection variables de deux courbes générales du système : on a /• — I </«, et, pour ;• = I , /i = o. Cette définition du degré suppose naturellement que la dimension du système est supérieure ou égale à un, /-^ i .
Le système est simple si la condition de passer par un point de la surface n'entraîne pas, comme conséquence, pour les courbes du système, l'obligation de passer par d autres points déterminés par le premier.
3. Disons quelques mots relativement aux courbes fondamentales d'un système. Cette notion nous sera utile dans le Chapitre suivant lorsque nous aborderons l'étude des courbes adjointes à un point de vue géométrique. On entend par courbe fondamentale d'un système |C| une courbe qui n'impose oyx'une condition aux courbes de ce système qui peuvent la contenir. Une courbe C assujettie à passer par un point arbitraire d'une courbe fondamentale doit la contenir tout entière, sauf le cas où ce point sérail un point fixe du système [ C |. Une courbe fondamentale n'est donc pas coupée en des points variables par la courbe générale du système, et réciproquement une courlje qui n"a, avec la courbe générale d'un système |C|, aucune intersection variable ne peut être qu'une courbe fondamentale pour ce système. Le système de toutes les courbes C qui contiennent une courbe fondamentale, c'està-dire ce que l'on appelle le système résiduel de la courbe fondamentale par rapport au système |C|, est de dimension ;■ — i, si ;• est la dimension de |C|, comme il résulte de la définition
DES SYSTEMES LINEAIRES IJE COLRCES SLR LES SLRl'ACES. [)J
même. Ce système résiduel aiiia avec la courbe fondamentale des |)oints d'intersection variables.
On dit qu'une courbe fondamentale est />rop/-c ou I inpropre suivant (|iie le svstème résiduel de celte courbe par rapport à |C| a lin i^enre inférieur ou éyal au yenre ~ de la coufbe générale C
•4. Rappelons encore qu'on donne le nom de courbes exceptionnelles aux courbes de la surface qui, par une transforniation birationnelle, peuvent correspondre à des points simples de la surface transformée. Nous avons déjà eu occasion de considérer ces courbes dans le Clia|jitre précédent.
o. On peut, comme nous l'avous vu (ï. i, Clia|t. V 11), obtenir des trauslorinées de la surface considéiée au moven des surfaces qui déterminent le svstème jC|, soit dans l'espace S^, /■ étant la dimension de I C |, soit dans un espace de dimensions moindres. Ce sera, par exemj)le. dans lespace S,-, la surface délinie par
ou, dans l'espace S3, une surface définie [)ar
Les sections planes, ou hvperplanes, d'une transformée ainsi obtenue correspondent aux courbes C du système |C|. Nous aurons souvent à faire usage de pareilles transformations.
Si le système |C| a (\e> courbes fondamentales, à l'une de ces courbes correspondra, sur la surface F transformée que nous venons de définir, un point, en général multiple. Les sections hyperplanes passant parce point correspondront au système résiduel de la courbe fondamentale par rapport à | C|. Leur genre sera donc inférieur ou égal à - suivant que la courbe fonilamenlale sera propre ou impropre.
6. Parmi les systèmes linéaires que l'on peut tracer sur une surface /, il y a lieu de distinguer en particulier ceux qui, étant simples et irréductibles, ne possèdent ni points-bases, ni courbes
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fondamentales, et qui permettent de transformer la sui^face donnée en une surface sans singularités dans riivperespace, donc en une surface n'avant que des singularités ordinaires dans Tespace à trois dimensions. La question de l'existence de pareils systèmes se rattache étroitement à celle de la réduction des singularités d'une surface algébrique (T. I, Chap. IV), que nous avons traitée précédemment. Que l'on envisage en effet les seize fonctions
PiX,P,_X.ViZ,Pi(, (<• = !, 2, 3, 4)
qui nous ont servi (T. I, p. -g) pour transformer une surface y en une surface sans singularités dans l'espace à quinze dimensions, le système
aoPl J' H- ai Po.î" -r- . . . H-2|5 Pi =o
déterminera sur la surface primitive f un système qui n'aura pas de courbes fondamentales propres, puisque si l'une de ces courbes existait elle donnerait lieu à un point multiple.
Il n'est doGC pas douteux, sans entrer dans les détails d'une démonstration minutieuse, qu'on peut toujours, en prenant des sui'faces L, qui déterminent un système |C| d'ordre suffisamment grand, faire en sorte que ce système soit simple, irréductible, sans point-base, sans courbes fondamentales, et qu'il permette de transformer la surface donnée en une surface sans singularités dans riiyperespace, donc en une surface n'ayant que des singularités ordinaires (courbe double et points triples) dans l'espace à trois dimensions. Nous donnerons à un pareil système le nom de système pur et non singulier.
7. Faisons encore quelques remarques essentielles relativement aux transformations bii'ationnelles. Lorsqu'on effectuera sur la surfacey"une transformation birationnelle, le système | C | se transformera en un système |C'|; si le premier système est complet, le second le sera, et il est évident que les principaux caractères du système, à savoir sa dimension r, son degré n, et le genre — de la courbe générale C, supposée irréductible, seront des invariants. Une remarque pourtant est nécessaire relativement aux courbes exceptionnelles, courbes qui correspondent, sur la surface transformée y, à des points simples de/. Si à un point-base O de |C|
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correspond une courbe exceptionnelle sur/', on ne devra [)as considérer cette courbe comme faisant partie de la courbe transformée C de C, en sorte que C peut être regardée comme le lieu des points correspondants aux points de C, excepté le point O. Mais si le point de /qui donne lieu à une courbe exceptionnelle n'est pas un point-base de |C|, il faudra considérer cette courbe exceptionnelle comme faisant partie de la courbe C transformée de la courbe C qui passe par ce point.
Ces définitions, au premier abord arbitraires, sont choisies, comme nous le verrons plus tard, de façon à pouvoir conservera certains énoncés toute leur généralité.
8. Enfin, si l'on envisage sur la surface^" deux systèmes |C| | et I Co |, le nombre des points d'intersection variables d'une courbe Cj et d'une courbe C2 est aussi un invariant, et la série de groupes de points déterminée par toutes les courbes delC^I, par exemple, sur une courbe générale Ci aura aussi ce caractère. Telle est, en particulier, la scj-ie caractéristique g"^!' ^ d'un système ]C|, qui est découpée sur une courbe C par toutes les autres courbes du svstème.
9. Donnons, axant d'approfondir l'étude des systèmes linéaires, la démonstration d'un théorème que nous n'avions fait qu'énoncer (T. I, p. ig8)etquiva se présenter comme la conséquence presque immédiate de la proposition relative aux involutions établie au Chap. III, n" 13.
Il s'agit de montrer que, sur une surface algébrique, un système algébrique de dimension k de courbes irréductibles qui est tel que par k points arbitraires ne passe cju une seule courbe du système, forme nécessairement un système linéaire, pourvu que k soit supérieur à un.
Soit y(^, y, ^)= o l'équation de la surface S; en la coupant par un plan 3 = ;o> l'équation de la courbe d'intersection sera y'(^, j', ;;o)^= t). Le système algébrique envisagé déterminera sur cette courbe une involution, rentrant dans la catégorie de celles ([ue nous avons étudiées. Elle pourra donc être obtenue par une équation linéaire telle que
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clans laquelle les o peiivenL a pilori dépendre algébriquement de So- Mais alors, pour des À arbitraires, en faisant varier z-^ et revenant à la valeur initiale, on pourrait obtenir une autre involution, et k points arbitraires de /"i .r.j', r,) j = o appartiendraient à deux groupes. Les cp, ou du moins leurs rapports, contiennent ji donc ^0 rationnellement, et le système algébrique étudié se réduit bien à un système linéaire.
10. Le théorème précédent n'est pas toujours vrai pour /,• =r i , comme le montre l'exemple des surfaces réglées sur lesquelles il existe un système algébrique de géiiératrices, tel que par un point quelconque de la surface ne passe quune courbe génératrice, et qui, en général, n'est pas linéaire.
M. Humbert a montré, comme nous l'avons dit, que le théorème subsiste pour h=i^ lorsque la surface n'a pas d'intégrale de première espèce; et, d'après M. Castelnuovo, il subsiste pour les surfaces régulières (^^^^„), mais la démonstration de ces résultats nous entraînerait trop loin.
11. Le théorème établi au n" 9 est du à M, Enriques; sa démonstration est d'une tout autre nature. Nous nous bornerons à la donner pour le cas de A" = 2.
Fis. 7-
Soit m le nombre des points variables de rencontre de deux courbes quelconques du système. Toutes les courbes du système, passant par un point Ai, passeront par m — i autres points <:/etenninés Ao, .... A,„, car les m — i autres points de rencontre de deux courbes passant par A,, ne peuvent être mobiles, sinon plus de deux courbes du système passeraient par deux points arbitraires.
Donc à chaque point de la surface^correspond un groupe bien
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délerininé G,« de ni points, et deux tels groupes déterminent une courbe G du système.
Aux groupes G,„, on peut faire correspondre uniformément une surface F, par exemple de la manière suivante : Soit
G/„(^.j, «; ^i, ji,
^ in—\i y in — \: ^m—l)
un groupe arbitraire; prenons trois polynômes quelconques R(T,jr, -), R)(^,:>'', z), Ro(,2:,r, ^), et posons
\= K{x,y,z) -r-R(j",,_7'i.^,)4-. . .-T-R(;.r„,_i.jK,«-i,-/«-i)= S{x,y,z),
Y = Ki{x,y,z)-\- = S,(x,r, ^),
Z = Ki{x,y,z.)-^ ^ 'èi(x,y,z).
On fait correspondre ainsi à la surface y une surface F (X, \, Z). A chaque point de/" correspond un point de F, et à chaque point
Fig. 8.
de F un groupe G,„ de m points dey'. Au système de courbes sur/ correspond un système de courbes sur F, et ce second système est
Fii
déterminé d'une manière unique par deux points arbitraires ; le degré de ce système est égal à un. Par suite, si l'on considère sur F deux faisceaux du système pivotant autour de O et O', il n'y aura mxuii point de rencontre : la surface F sera unicursale. Soient
ton CHAPITRE V.
a et [i les coefficients angulaires des tangentes OT, O'T'. Les courbes du faisceau correspondent à a = const., '^ = const., c'està-dire à deux systèmes de droites pivotant autour de ù et ù'. Toute courbe C du réseau sur F sera déterminée par une relation homographique entre a et ^, et comme la droite QQ' se correspond à elle-même, cette relation sera du premier degré et non fractionnaire. La courbe C a donc pour correspondante une droite
d'où, sur la surface F, une équation de la forme
AX(X, Y,Z)-hBiJi(X, Y, Z)H-Gv(X, Y, Z) = o.
Il suffit de remplacer X, Y, Z par leurs valeurs en ^,y, z-, et le théorème est démontré.
II. — Des systèmes complets
12. Ces préliminaires étant posés, nous allons, pour faire l'étude des systèmes linéaires de coui^bes sur une surface y, suivre la même marche que pour les séries linéaires de groupes de points sur une courbe (Cliap. II, p. 23). Soit donc un système linéaire fjuelconque de courbes |C| défini sur la surface /{x, y, z)=^ o parle système de surfaces
(L) KoLo-t- aiL, -4- . . .— a,.L,. — o.
Nous avons vu que le théorème du reste relatif aux courbes s'étend aux surfaces. En appliquant ce théorème, nous montrerons d'abord qu'w// système linéaire quelconque |C| peut toujours être obtenu au moyen d'un système linéaire de surfaces sous-adjointes ou de surfaces adjointes d'un ordre suffisamment élevé, assujetties, s'il est nécessaire, à passer par un certain nombre d'éléments fixes (courbes ou points) de lasurface.
Soit C une certaine courbe de | C | déterminée par une surface L' de (L). Par C, faisons passer une sous-adjointe '^', ce qui sera toujours possible en prenant son degré assez élevé ; on obtient ;iinsi une courbe résiduelle F'.
Soit maintenant L une autre surface de (L) qui détermine une
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courbe C du système : envisageons le produit
qui s'annule pour C, G' et T'. Cette surface composée passe par l'intersection de/ et L', et l'on a donc, en appliquant le théorème; du reste,
D'où l'on déduit que o est une sous-adjointe, passant par C et r', du même ordre que o' . Par suite, on a, sur la surface S,
L/r'= I-''f; (''= o, I. . . ., /•), donc
'^'(auLo— a, Li-^. . .-^ 7.,.L,.; = L'(ay'-po-h. . .-— y-r'fr),
les surfaces o passant toutes par F', l'ar conséquent, l'équation (L) peut être remplacée par l'équation
(*) ao'fo — • • --r- a,.-^,. — o,
qui détermine comme la première sur S le système linéaire de courbes | C].
Les surfaces sous-adjointes 'Si passent par les points-bases du système 1C[, et elles ont, en ces points, avec la surface y des contacts qui dépendent du comportement des courbes du système. Si le système contient une partie fixe, elles passent par cette partie fixe.
13. Nous nous sommes servis de surfaces sous-adjointes, dans le raisonnement précédent; on peut tout aussi bien employer des surfaces adjointes, puisque le théorème du reste s'applique à ces surfaces. Il résulte d'ailleurs de l'égalité
Lcp'— L'cp =^o,
cjue si cp' est une adjointe, il en est même de o; on n'aurait qu'à reproduire les raisonnements faits au § 22 du Chapitre IV.
Dans la plupart des démonstrations qui vont suivre, on poiirr.i indifféremment employer l'un ou l'autre des deux systèmes de surfaces.
li. Une notion importante est celle de système complet.
Soient [C| et [C'I deux systèmes, que nous supposerons d'abord irréductibles, ayant les mêmes points-bases et même comportement en ces points. Si la courbe générale G' du second est une courbe totale du premier, et si la dimension du premier est supérieure à celle du second, ce second système [ C | sera dit contenu totalement dans le premier. Ces deux systèmes ont évidemment même degré.
Cela posé, un système linéaire irréductible de degré n(n'^o) est complet ou normal, relativement au degré, s'il n'est pas contenu totalement dans un autre système irréductible, de même degré et à un plus grand nombre de dimensions.
lo. Démontrons maintenant un théorème fondamental (' ) : Si un système linéaire irréductible n'est pas complet, il existe un système complet et un seul, qui le contient totalement.
Soit C une courbe générale d'un système linéaire irréductible I C'|. Tout système linéaire contenant totalement C est déterminé par des adjointes d'un certain ordre v, passant par une courbe résiduelle F, et se comportant en outre d'une manière convenable aux points-bases de | C |. Si donc l'on considère toutes les adjointes d'ordre v, linéairement indépendantes, ainsi spécifiées, on obtiendra un certain svstème linéaire | C | de dimension /•^/■', défini par
^0 Ço "+"••• "^ ^r 'f/- = O,
dont le degré sera le degré n du système | C'j. Le système proposé I C'I est nécessairement contenu dans le système | C |, s'il ne coïncide pas avec lui, et tout système contenant totalement | C'| et par suite C sera aussi contenu totalement dans |C|. Le système |C| est donc le système normal ou complet cherché ; il est complètement déterminé et unique.
Ce système complet ne dépend ni de l'ordre des adjointes '::; employées, ni de la courbe C du système j C | d'où l'on part.
Donnons quelques exemples de systèmes coniplets
(') Ce théorème paraît avoir été établi pour la première fois par M. Enriques (Mémoire cité de la Société italienne des XL), mais sa démonstration est assez compliquée. L'emploi du lemme du n" 12 rend au contraire le théorème pour ainsi dire intuitif.
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Toutes les surfaces adjointes ou soiis-adjoinles dim iiicaie ordre déterminent un système com[)let de courbes.
On obtient encore un système complet en assujettissant ces surfaces à passer |)ar des points ou des courbes assignés à l'avance sui-Zavec un comportement donné, et en rcliancliant ensuite les courbes fixes des courbes du système.
Une courbe C, avec points-bases et comportements donnés, suffit pour déterminer un svslème complet.
Pour le construire, on fera passer par cette courbe une adjointe 4> d'ordre v. Soit F la courbe résiduelle. Toutes les adjointes <I> d'ordre v passant par F et ayant aux points-!)ases donnés, avec la surface /, le comportement donné, détermineront le système.
Un faisceau irréductible (/^ =^ »), /• = i) est toujours normal.
Sur une surface générale d'ordre donné, les sections planes déterminent un système complet; et il en est de même sur une surface qui n'a pas de lignes multiples.
D'une manière plus générale, si une surface est telle que, sur une section plane arbitraire, les tlroites du plan déterminent sur la courbe une série g'j,^ complète, les sections planes de la surface (ormeronl un système complet.
Considérons en effet une section plane arbitraire C. JNous devons faire passer |)ar C une adjointe. l*reuons, jiar exemple, une adjointe d'ordre v -f- i formée |)ar le plan P de (] et une adjointe arbitraire d'ordre v qui cou[)e la surface _/ suivant une courbe F, en debors des lignes multiples. Il nous faut euMsager toutes les adjointes d'ordre v -h i passant j)ar F : elles coupent toute section plane en m points variables, m étant l'ordre de/', et ces points doivent être en ligne droite, car autrement ces groupes de m points formeraient une série linéaire contenant la série i,';,, déterminée par les droites du plan, qui alors ne serait pas complète.
De là, on conclut que la courbe "' d'intersection des adjointes précédentes d'ordre v + i avec la surface / est nécessairement d'ordre m et qu'elle est telle qu'un plan quelconque la rencontre en m points en ligne droite. La courbe y est donc plane et la proposition est démontrée.
Comme exemple de surfaces à sections planes formant un système incomplet, citons la surface réglée du troisième ordre, laquelle admet une droite double.
J7. Soit encore, sur une surface, un système complet, simple, (le dimension /■ et de degré n, défini par
auLo-i-. . .— a,.L;. = o.
Nous avons vu qu'on peut faire correspondre à la surface y dans l'espace à /• dimensions une surface y définie par
J"! = 7-' • ••' ■Vr= -JT-
Celte surface est d'ordre n, et elle est normale^ en ce sens qu'elle ne peut être la perspective d'une surface du même ordre située dans un espace à un plus grand nombre de dimensions.
Une surface normale intéressante du quatrième degré dans l'espace à cinq dimensions est la surface de Véronèse, définie par les équations
oîi les L représentent six polynômes du second degré en a et |j. Celle surface correspond au système linéaire de toutes les coniques du plan.
III. — De l'addition des systèmes complets
18. Définissons ce qu'on entend par système normal somme de deux systèmes donnés, en supposant toujours que ces deux systèmes soient iri-éductibles.
Soient deux systèmes | Cj | et [Co] irréductibles et complets définis respectivement par les deux systèmes de surfaces
aoPo-^ 3Ci Pj -r-. . .-I- a,.?,. = o,
poQo-?iQi + -.--i-p,.'Q,.'=o.
Le système
définit un système irréductible qui contient totalement toutes les courbes composées C, -f- Co, mais qui peut ne pas être complet. Envisageons alors le système complet | C | défini par une courbe
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(^j-j-Co, ayant comme points-bases les points-bases de [ G| | et de I Co|, de telle sorte qu'un poinl-base d'ordre ).| pour | C| | et d'ordre Ao pour | Co | soit de l'ordre /^ -f- Ào pour | G |. Ce système complet |C[ est, par définition, la somme des deux systèmes donnés et on le désigne par la notation
i C ' = I G,^Col.
Il est complètement déterminé par une courbe C, et par une courbe Co et, en plus, parles points bases des deux systèmes et le comportement spécifié en ces points.
J9. On définit de même un svstème somme de plusieurs systèmes donnés. Soient | C| |, | Co |, | C3 1 trois systèmes. Leur somme sera désignée par le symbole
! G I = ; C- Co-f-C;,!,
et il résulte de la définition même qu'on peut, pour la former, effectuer d'abord la somme de | C| | et de | Co | et ajouter i C3 1, qu'on peut intervertir l'ordre des opérations, et remplacer un des systèmes par la somme des systèmes qui peuvent le composer.
Un système double dun autre jC[, qu'on désigne par la notation I 2 C [ est le système | C + C |.
Un système multiple d'ordre k de | C |, soit [ AC |. est la somme de /." svstèmes égaux à | C|.
20. Evaluons le degré du système | C | : ce sera celui du système (i). c'est-à-dire le nombre des points d'intersection variables de deux courbes composées telles que C, 4- Co. Si n^ et n^ sont les degrés respectifs de | Ci | et |Co[, et si i est le nombre des points variables de rencontre d'une courbe C( et d'une courbe Co, on aura évidemment pour le degré 11 cherché de | C |
(a) n ^= rii^ ti^-^ ii.
21. Une autre relation importante est celle qui lie entre eux les genres des systèmes | d [ et | Co] et du système somme | C |. On l'obtient de la manière suivante :
Soient —, et tto les genres respectifs des deux systèmes | C) | et I Co |, ^1 le degré dune courbe C, et q-i le degré d'une courbe Co sur la surface y"; soient en outre L^ et Ao les ordres respectifs d'un même point-base pour les deux systèmes.
Effectuons la perspective de deux courbes C, el Co et dune courbe C sur un plan arbitraire. On aura pour la perspective de la courbe C,
fr/i — [)( <7, — 9.) -^/.lO., — Il
/i, étant la part provenant des points multiples situés sur les lignes multiples de la surface y, et k^ le nombre des points doubles apparents.
On aura de même pour la courbe C^
La courbe C, étant déterminée par une surface appartenant au système de surfaces adjointes dont l'une détermine la courbe composée C( + Co;, son degré sera égal '<i. q^ — q-x'-, elle aura comme points multiples provenant des lignes multiples un nombre de points équivalent à A, -^ h-i points doubles, et ceux provenant des points-bases seront d'ordre ).) + Ào ; quant aux points doubles apparents, leur nombre sera égal à /,', -j- Ao — II, en désignant par H le nombre des points doubles apparents provenant des droites qui, passant par le point de vue, rencontrent à la fois G) et Co- Par suite, on aura
().,-f- À2)(Ài— À.— Ij
D'ailleurs, si Ion désigne par i le nombre des points mobiles de rencontre d'une Ci et d'une Co, on a évidemment
DES SYSTÈMES LINÉAIRES DE f:OlRItES SUR LES SURFACES. I07
Des relalions précédentes, on déduit de suite
C'est la relation que nous avions en vue (').
22. Les définitions que nous avons données précédemment de système complet et de système somme, et les formules qui s'y rapportent, sont relatives à des systèmes irréductibles bien déterminés, dont la dimension, par conséquent, est au moins égale à un. sans tenir compte de la partie fixe qui se trouve apjiartenir alors à la courbe résiduelle que nous avons désignée [)ar Y . Il y a lieu de voir comment les définitions précédentes devront être modifiées lorsque les systèmes envisagés ne peuvent plus être considérés comme irréductibles.
Tout d'abord, s'il s'agit des systèmes réductibles, sans partie fixe, c'est-à-dire composés des courbes d'un faisceau, on peut, comme pour les systèmes irréductibles, définir un système complet. La notion de système complet somme de deux autres s'ensuit immédiatement, si les deux systèmes ne sont pas relatifs au même faisceau, c'est-à-dire différents. Le système défini par l'équation (i) du n" 18 est alors irréductible, et il existe un système irréductible normal jCi-r-Col, somme des systèmes donnés, et dont le degré est égal à 2^, i étant toujours le nombre des points de rencontre variables dune courbe Ci et d'une courbe Co. Si, au contraire, les systèmes | Ci | et | Co| sont tous les deux composés des courbes dun même faisceau, le système (i) est réductible, et le système somme peut n'être plus irréductible.
IV. — Addition d'un système complet à une courbe fixe ou à un point.
23. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'un svstème irréductible avec partie fixe, qu'on peut représenter par la notation
(') Celte relation est identique à celle que l'on rencontre dans la théorie des systèmes linéaires de courbes planes. Elle a été étendue aux courbes sur les surfaces par M. Enriques qui a fait usage à cet efl'et de considérations assez délicates sur la connexion des surfaces de Riemann; la vérification diiecte est immédiate, comme le montre le calcul qu'on vient de lire.
dans laquelle Go désigne la partie fixe et |C,| l'ensemble des courbes irréductibles.
Vsi^Y système complet contenant totalement le système précèdent, nous entendrons le svstènie le plus ample avant la courbe composée C(i-f-C( comme courbe totale, et comme points-bases les points-bases de | G) |, sans rien spécifier relativement à la courbe Go- Pour construire ce système, il suffit par Go-r-G, de faire passer une adjointe <ï> d'ordre v suffisamment élevé; soit F la courbe résiduelle en dehors de Go-4-G,; TensemlDle des adjointes d'ordre v passant par Y et ayant, avec la surface /, aux points-bases de | G( |, le comportement voulu, déterminera ce système d'une manière unique. On peut le représenter par | Go-h G, |, Go étant supposé un système de dimension zéro, sans points-bases. Il est évident que dans ce cas le degré du système complet n'est pas le même en général que celui du système proposé.
Le système |Go-l- G) | peut d'ailleurs être réductible ou irréductible. G'est ainsi que le système de toutes les surfaces adjointes d'ordre m — 4; q'^'i passent toujours par les courbes exceptionnelles de la surface y, détermine un système complet qui sera réductible si ces courbes existent.
La définition du système somme s'étend d'elle-même. |G) | et | Go| étant deux svstèmes quelconques réductibles ju non, la somme I G, -f- GoJ est le système complet le plus ample ayant comme points-bases les points-bases des parties variables de ) G| | et de I Go] avec leur comportement.
Remarquons enfin que les formules (a) et (|3), qui donnent le degré et le genre d'un système somme, dans le cas où les systèmes composants sont irréductibles, ne peuvent pas en général être appliquées sans modifications.
2i. Donnons encore quelques explications relativement à l'opération qui consiste à ajouter un point à un système linéaire de courbes. Getle locution est fréquemment employée dans les Mémoires de M. Enriques; toutefois, l'éminent géomètre ne nous paraît pas avoir explicitement donné la véritable origine de cette opération.
Envisageons sur la surface f un système linéaire irréductible simple et complet | G | défini par le système de surfaces
aoLo -r- ai L] -^. . .-r- a,.L,. = o,
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les surfaces L/ étant des surfaces i^énérales du système, ce que l'on peut toujours supposer. Soit O un point simple de y Cjui soit un point-base d'ordre À du système | C [, et pour simplifier nous admettrons que ce point-base soit unique. Effectuons la transformation biralionnelle
Ijo Iju lJ^)
(pii admettra le point O comme point fondamental. A la surface y d'ordre/?? va correspondre une surface _/"' d'ordre n, si n est le degré du système | C [; au système |Cj va correspondre le système I C'I des sections planes de/', qiii n'aura pas de points-bases; au point O correspondra, comme on le voit facilement, une courbe unicursale Q d'ordre X, qui n'aura pas, en général, de points niuliiples. Cela posé, par une courbe C et par 12 faisons passer une -uri^ace adjointe ft> d'ordre v', qui coupe la surface y' suivant une ( ourbe résiduelle F', et envisageons le système de toutes les adjointes d'ordre v' passant par F'; elles déterminent un système complet I C'-î- Q [ de courbes dont le genre "' se détermine par la formule (p) : si - est le genre des courbes C et G', comme la courbe ù est de genre zéro, on aura
De plus, la courbe générale de ce système coupe une courbe C en /i 4- A points, et le système | C | est déterminé par celles des adjointes $' qui contiennent 0,
Au système |C'-t- 0| correspond sur/" un svstème complet que I on désigne par la notation symbolique
et qu'il est facile de définir. RemarqLions d'abord que les courbes C sont des courbes particulières quelconques de ce système, bien qu'elles ne soient pas des courbes générales. De plus, ce svstème ne peut pas avoir d'autres points-bases, s'il en a, qiie le point O, puisque, sur/*', le système |C'+ 0| n'a pas de points bases; sa courbe générale doit couper une courbe C en /i + ), points variables, et son genre doit être égal à t: -h a — i . Cela posé, par une courbe C faisons passer une adjointe <P d'ordre v, et soit F la
courbe résiduelle. Le système j C + O | sera défini par l'ensemble des adjointes ^ d'ordre v passant par Y et qui se comportent au point O de telle sorte que la courbe générale d'intersection coupe une courbe C en /? + A points variables, ce qui exige que le point O soil pour celte courbe générale cV intersection un point multiple d^ ordre a — i et non moindre, puisque, s'il était d'ordre \ — 2, il y aurait n + 2 A points d'intersection variables. Le genre de cette courbe est d'ailleurs bien égal à - -j- 1 — i, et ce système contient les courbes C comme courbes particulières.
Il résulte de là que le système | C -j- O |, sur /", est le système des courbes de même ordre que les courbes C, et ayant comme points-bases les points-bases de ] C |, mais avec un degré de multiplicité inférieur dhine unité. Si donc le point O est de multiplicité un pour I C |, il ne sera pas point-base pour | C -{- O ].
Revenant au système | C'-f- 0 | sur y"', on en conclut encore que ce système coupe Q en A — i points au moins.
Pour évaluer le degré /?, du système | C -[- O |, on remarquera que le nombre total des points d'intersection de deux courbes C est égal au nombre totaldes points d'intersection de deux courbes I C 4- O I ; on aura donc
d'où
Hi = n — I -f- -2 À .
Cette valeur est celle que l'on déduirait de la relation (a) en attribuant au point O ou à la courbe 0 un degré égal à — i.
2o. De la définition précédente, on conclut celle du système qu'on représente symboliquement par
IG-+-OPI (?^>0-
Soit d'abord le système | C + O- ] : on formera le système j G H- O I = C, , et le système | C -h O- 1 sera par définition le système I C| + O |. On définira de même | C -|- O'' | et ainsi de suite.
On en déduit que le système |Ch-Op|, sur y, est le système des courbes de même ordre que les courbes C, ayant comme pointsbases les points-bases de | C |, mais avec un degré de multiplicité égal à ). — 0.
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Le degré et le j^^enre du syslème |G~Op| se délerminenl de
siiile. On a
iir^ = n ^ -iAp — p-, et
Pour 0 = A, ces deux formules donnenf
V. — Soustraction des systèmes complets ; systèmes résiduels.
26. Nous avons défini précédemment ce que l'on devait entendre par syslème contenu tolalement dans un svstème donné. Nous allons définir maintenant ce que Ton entend j)ar système contenu parliellement dans un système donné.
Soit d'abord un système |C| irréductible et complet défini par des adjointes <ï> qui passent par une courbe résiduelle F et ont, en outre, avec la surface /'des comportements convenables en certains points. Une courbe C( qui n'est pas une courbe totale de système | C |, mais par laquelle on peut faire passer au moins une surface <I>, sera dite une courbe paitielle du système; il existe alors au moins une courbe résiduelle C2 de | C| par rapport à C), telle que la courbe composée Co+Ci soit une courbe G; l'ensemble des courbes Co forme un système qui est le résiduel de C, par rap|:iort à | C|, ce que 1 on exprime par la notation symbolique
I G, I = ! Gj— C,.
Envisageons maintenant deux systèmes irréductibles et complets |C| et |Gi| telles que la courbe générale de |G( | soit une courbe partielle de I G |, on dira que le système | G) | est contenu partiellement dans |G|. Quelques explications sont nécessaires pour bien préciser cette définition. Nous avons défini ce que l'on entend par système somme | G | de deux systèmes donnés | G| | et | Go |
I G i = ! G, -+- Go I et il résulte de cette définition que chacun des systèmes |G^ | et [C^
est contenu partiellement dans | C | et que chacun d'eux est le résiduel d'une courbe arbitraire de l'autre par rapport à |C|. Nous avons défini aussi ce que l'on devait entendre par système
I G i = I G,H- op ;. (o^l),
O étant un point-base d'ordre A pour | C, | : dans ce cas, bien que la courbe C, soit une courbe totale de |C|, le système j C, | sera dit contenu partiellement dans | C |, parce que la courbe générale de I C| I n'est pas une courbe générale de j C |, et | C) j sera dit le système résiduel de Op par rapport à | C |.
Dans le premier de ces deux cas, le système | C, | n'a pas d'autres |)oints-bases que ceux de |G|, et avec une multiplicité au plus égale; dans le second, il a un point-base avec une multiplicité supérieure. D'une manière générale le système | C) j peut avoir des points-bases qui ne soient pas bases pour | C j, ou des pointsbases communs avec multiplicité différente, et la courbe générale de |G| I peut être une courbe totale de |C|. De ces explications, il résulte que de l'égalité
on ne peut pas, en général, déduire
mais que, réciproquement, si la seconde égalité peut être posée, «m peut, comme conséquence, écrire Ja première, ce qui a lieu dans les deux cas spécifiés plus haut. Nous verrons tout à l'heure comment on peut modifier cette représentation symbolique de manière à comprendre tous les cas.
27. Démontrons maintenant, relativement aux svstèmes linéaires irréductibles contenus partiellement dans un autre, un théorème complètement analogue au théorème démontré au Ghap. II, n° 7, relatif aux séries linéaires de groupes de points sur une courbe.
Soit un système linéaire irréductible | C ] défini par
où les o sont des adjointes d'un certain ordre passant par une courbe
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résiduelle F, el par des poiiils-bases avec, eu ces points, le comportemenl convenable. Soil |(^i [ nn second sjsLème complet irréductible contenu partiellement dans C . Il existe, par conséquent, des surCiices du svslème (-j) f(ui passent par une courbe donnée de |C| |, soit C, , et par les points-bases de ce système avec le comportement voulu. Toutes ces surfaces déterminent un système linéaire complet ■ C!> , résiduel de C, par rapport à |Cj. Nous allons démontrer que ce système résiduel | C!, est indépendant de la courbe C, de \ Ci \ choisie.
Soit I C!', 1 le système résiduel d'une seconde courbe C, de \ Ci 1 par rapport à | C |.
Il suffît évidemment de montrer que T, C, et une courbe C!', sont sur une même adjointe du système ('^). Or, le système [Cj est déterminé par les adjointes •:> passant par F et une courbe C!,. Les trois groupes de courbes ci-dessous sont donc respectivement, par définition, sur une même adjointe '^.
Cm-
ou
et
iF.
Go )
et
ou
et
Par suite, en a|:)pliquant le théorème du reste, on en conclut que (^r, C", ) et C, sont sur une même adjointe, donc que le svstème résiduel de C, par rapport à IC| est le même que le svstème résiduel de C'( par rapport à C ; c'est ce que nous voulions établir.
En représentant par | Co | sans accent, le syslèaie résiduel, on pourra écrire svmboliquement
; G, |_ i C . -Ci= I G-G, .
28. Il résulte aussi de la démonstration précédente, (|u'une courbe C| et une courbe Co étant sur une surface adjointe | 'o [, la courbe composée C| -;- C2 est une courbe totale de jC , et que les points-bases pour jC^ qui ne sont pas points-bases pour jC| | sont bases pour , Cj i avec le degré de multiplicité voulu. La somme C, -- C2 j différera donc du système |C', en ce que le preniier système a, en outre des points-bases du second, les points-bases de i C| j non liases pour | C |. Désignant par A ces points et par a P. ET S., II. 8
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leur degré de multiplicité, et nous reportant à ce que nous avons dit relativement à l'addition diin point, on voit que l'on peut écrire
i G ; = I cTTsÂi^- G, I
et en déduire
! G, : - I C-G,— ZASJ-i.
29. Des raisonnements analogues à ceu:s que nous avons faits au n" 21 montrent alors sans difficulté comment les relations (a) et (, 3) doivent être modifiées. En désignant par /?, /?,, /z^ les degrés respectifs des trois systèmes et par -. -, . t.._, leurs genres, on a
( a' ) n — n i — n^ -^ 1 i -1- I. [JL- ,
„ U- l^ — il
30. Faisons encore une remarque dont nous aurons à faire usage dans la suite. SoitjCj un système linéaire irréductible ayant des points-bases O de multiplicité )>. Nous avons vu que ce système pouvait être déterminé au moyen d'un système de surfaces adjointes ou sous-adjointes. On fait passer par une courbe C une adjointe es d'ordre v qui détermine une courbe résiduelleT, et l'on envisage parmi tontes les adjointes d'ordre v qui passent par F celles qui se comportent en O de telle sorte que l'intersection avec la surface donnée ait en ce jjoint un point multiple d'ordre À. Laissant de côté cette dernière condition, toutes les adjointes d'ordre v qui passent par F déterminent un système linéaire, soit [L|, qui, si l'ordre V est pris suffisamment élevé, est irréductible, n'a pas de points-bases, et est ce que l'on appelle un système pw. Le système | L | contient partiellement le système | C |. et l'on a
! L I = G — S 0>- i ou
I G| = L-SO'-i.
Ainsi on peut, et d'une infinité de manières, considérer un système irréductible | Gj comme le système résiduel de ses pointsbases par rapport à un système pur.
Plus généralement on peut, et d'une infinité de manières, trouver un système pur | L j contenant partiellement le svstème | C ! et, en désignant par |C, | le système résiduel de |Cj par rapport à [L|, on
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aura
■ L 1 = ' G-^Gi-f-SO>' I
ou
31. Terminons ce Cliapilie par une observation importante. Les expressions symboliques dont nous avons fait usage et que nous emploierons encore dans la suite ne sont qu'un moyen de simplifier le langage et de résumer par un symbole une série d'opérations faites sur des systèmes linéaires de courbes. Elles n'ont de iKileur qw autant que Von a reconnu auparavant que ces opérations ont un sens et qu'elles sont possibles. Il est donc important de ne jamais leur faire subir une modification sans se reporter aux définitions. Donnons quelques exemples :
Nous avons vu que de régalilé
on ne peut, en général, pas conclure à l'égalité réciproque
I G I = i Gi-^G. |.
Il faut, pour passer de la première égalité symbolique à la seconde, vérifier auparavant que les points-bases de | G | se composent des points bases de | C, | et des points-bases de | Co | avec le comportemenl convenable.
Soit encore le système défini par
I Gi 1 = G ^ 0>^ I
où O est un point base d'ordre A pour | C |. On le forme en faisant passer par une courbe C une surface adjointe d'ordre v; soit T la courbe résiduelle. Le système | C, | est défini par l'ensemble des surfaces adjointes d'ordre v, passant par F, et par les points bases de I C ] avec un comportement convenable, sauf le point O. Or, il peut se faire que, de ces conditions, résulte pour ces surfaces adjointes la nécessité d'avoir le point O comme point-base, et alors le symbole précédent n'a pas de signification.
Considérons encore le cas où quatre systèmes | C| |, j C2 |, 1 C3 1, I (>i { seraient tels que le système somme [ C, -h C2 j serait équivalent au système | C;( + G/, |, en sorte que l'on peut écrire symboli-
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quement
On ne peuL en déduire rëgahlé
que si Ton sait, par ailleurs, que le système | G, [ contient partiellement I C3 |, ce qui peut ne pas avoir lieu.
Ces quelques exemples suffiront pour montrer quelles précautions il faut apporter quand on fait usa^^e des expressions symboliques, constamment employées par M. Enriques dans son Mémoire déjà plusieurs fois cité {Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche, 1896).
DU SYSTÈME ADJOINT A UN SYSTEME LINEAIRE DE COURBES ET DU GENRE NUMÉRIOUE.
1. — Du système adjoint à un système linéaire sur les surfaces
de genre géométrique supérieur à zéro.
J. NJous nous proposons dans ce Cliapitre de déiimr le systè/ue adjoint à un système linéaire de courbes sur une surface, et (Tétudier ses propriétés. Cette opération à ad j onction ^oue un rôle fondamental dans la théorie des systèmes linéaires de courbes sur une surface. Des relations qui existent entre un système et son adjoint nous déduirons, en particulier, l'invariance du genre numéricpie d'une surface.
2. Voici d'abord une définition générale : soit sur la surface /(x, j-, z\ -=■ o d'ordre m un svstème linéaire irréductible C [ de genre:: et de degré n ; on donne le nom de courbes sous-adjointes d'ordre n — 3 — /' au système C| aux courbes qui jouissent de la propriété de couper une courbe générale C en un groupe de points appartenant à une série g'2T.-2+rn-
Cela posé, envisageons en premier lieu le cas où \e sjstème |C| est celui des sections planes de la surface f. Le sjstème des surfaces sous-adjointes d'ordre m — 3 -i- /' découpe sur cette surface un système de courbes sous-adjointes d'ordre ?n — 3 — /• au système |Cj, et nous démontrerons plus tard (|ue réciproquement toute courbe sous-adjointe d'ordre m — .5 -f- /• au svstème des sections planes appartient à ce système. Parmi ces sous-adjointes, les plus intéressantes sont celles d'ordre ni — 3, et parmi ces dernières, celles qui sont découpées par les surfaces adjointes d'ordre m — 3 constituent le système adjoint proprement dit au système C des sections planes de /". Ce svstème est évidemment
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compris dans le système sous-adjoint d'ordre m — 3 et peut coïncider avec lui, si les systèmes des surfaces adjointes et sousadjointes coïncident.
3. Avant de définir le srs/ème adjoint à un système linéaire irréductible Cj quelconque sur la surface /, rappelons la définition du système canonique.
Le système canonique j K | sur ime surface est déterminé par le système des surfaces canoniques, c'est-à-dii'e par le système des surfaces adjointes d'ordre m — 4- Ce système peut être réductible : nous avons vu, en effet, qu'il contenait certainement comme partie fixe l'ensemble des courbes exceptionnelles âc la surface y. Sa courbe variable pourrait être elle-même réductible et sedécom- ])Oser, par suite, en un certain nombre de courbes d'un même faisceau. Ce dernier cas donne lieu à des observations intéressantes, comme nous l'avons vu au Chapitre \ III du Tome I.
4-. Soit maintenant |C| un système linéaire donné sur la surface y, que nous supposerons complet, irréductible, simple, de genre - supérieur à zéro, et de degré n. Nous aurons plus tard cpielques restrictions à faire sur ce système. Considérons le système de surfaces qui détermine [Cj, soit
(l) 'XqLo— 'J-iLi — . . . — !XrLr= o
les surfaces L étant des surfaces arbitraires du système, ce que l'on peut toujours supposer. Envisageons un système quelconque à trois dimensions, tel que
(->-) 'jloLq— XiLi-^ 'x^Li^ 7.3L3— o,
et effectuons la transformation
i-to '-'0 '^0
A la surface /' d'ordre /n va correspondre une surface /' d'ordre n. Au système (2) correspondront les sections planes de f, et au système (1) le système complet ' C contenant ces sections planes.
Sur la surface/' le système | C' | a un système adjoint | C^ j dé-
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termine par l(!S surfaces adjointes d'ordre n — 3. Le système [Gfl| correspondant sur f à | C^[ est, par définition, le système adjoint au système j G [.
5. Le système adjoint, ainsi dt'fini, dépend d'une opération effectuée sur une surface-image ; d'où une certaine indétermination apparente, et une difficulté pour établir les relations d'invariance qui existent, sur la surface /", entre un système et son adjoint. On conçoit donc l'intérêt qu'il y a à modifier cette définition de manière à ne lau'e dépendre le système adjoint que cV opérât ions effectuées sur la surface même. On y arrive facilement dans le cas où la surface donnée y a un genre géométrique p^ différent de zéro. C'est ce que nous supposerons tout d'abord dans la suite des théorèmes que nous allons établir. A^ous nous réservons de traiter ensuite le cas où le genre géométrique p^ de la surface est nul.
6- Commençons par démontrer l'importante proposition suivante : Une courbe canonicjue arbitraire ¥^ sur f découpe sur la courbe générale cV un système irréductible |C un groupe de points cjui, ajouté à un groupe de la série caractéristique de 'Cj et aux points-bases de ICI, comptés avec leur degré de multiplicité., constitue un groupe de la série canonicjue g^T.^^i - étant le genre d'une courbe C.
Soit |K'| le système canonicpie de la surface y, image de / effectuée au moven de la transformation (3), et soit O un pointbase multiple d ordre À du système jC|. A ce point correspond sur /', comme nous le savons, une courbe exceptionnelle ^, unicursale et de degré \, qui est coupée en A points par une courbe C image de C. Le système jK'], déterminé par les adjointes d'ordre n — I à y, contient comme partie fixe les courbes 0; on peut le considérer comme la somme |I!Q-i-K"| des courbes ù et d'une partie résiduelle |K"| qui peut avoir ou ne pas avoir de partie fixe. D'autre part, il résulte de la relation d'invariance qui existe entre les surfaces adjointes d'ordre m — \ à / et les surfaces adjointes d'ordre n — \ de la transformée f que le système |K| sur y correspond au système |K."| sur /'.
D ailleurs les points d(; rencontre d'une K' et d'une C sont^ dans le plan de C, sur une adjointe d'ordre n — \, et ces points.
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avec n points en ligne droile, c'esl-à-dire avec les points de rencontre de deux C, sont sur une adjointe d ordte n — 3 à C. Ils forment, ])ar conséquent, un groupe spécial de itz — • ?, points.
Revenant alors à la surface f^ le groupe spécial que nous venons de définir correspondra aux points de rencontre de K et de C, aux points-bases comptés chacun avec leur degré de multiplicité et aux points de rencontre variables de deux courbes C, d'où la proposition énoncée.
7. ?Sous sommes en mesure maintenant de définir le système adjoint C^ au système jC , sur la surface /, par une série d'opérations efifectuées sur cette surface même, sans recourir à une surface-image. Dans ce but remarquons que, sur la surface/"', la courbe composée G ~ K', ou C'-f- SQ -h K", déterminée par un plan et une adjointe d'ordre n — 4? est sur une adjointe d'ordre a — 3 à/'; donc la somme \G ~ R' , ou la somme \G — SQ — K"j, est le système adjoint à jCj, comme il résulte de la définition d'un système somme, et à ce système '|C'^^| correspond sur /" le système adjoint |C„1 à |C|. Or, pour effectuer la somme }C'-t- SQ -— K"}, on peut, d'après ce que nous avons dit au Chapitre précédent (Chap. V, n" 14). efifectuer d'abord la somme jC-i-SOl et lui ajouter K" . ce qui, sur la surface /', revient à considérer le système C-f-}LO| et à lui ajouter le système |Kj. Le premier de ces deux s_)stèmes n'est auti-e que le système des courbes" de même ordre que les courbes C, sur la surface f, et ayant comme points-bases les points-bases de [CI, mais avei; un degré de multiplicité inférieur d une unité, le second système est le svstème canonique de la surface/.
Le système adjoint \0a\ est donc la somme de ces deux systèmes. IL a nécessairement , d'après cette définition, comme points-bases d'ordre/. — i tout point-base d^ ordre /, de |Cj et. eu outre, les points-bases de [K^ avec leur degré de multiplicité, si ce dernier système en possède. On pourra donc représenter symboliquement le système adjoint jjar la formule
{%) lGa|=- :G — SO- Kl
qui résume toutes les opérations qu'il faut etlectuer sur la surlace / pour lobtenii-.
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8. !3e celle défînilion des adjoiiilcs, exprimées par la relation symbolique (a), nous allons déduire une série de conséquences imporlanles.
Eu verlu du théorème de l'addilion, le syslème \C(i\ étant la somme des deux systèmes IG-l-SO| et !K', chacnn de ces systèmes est le système r('siduel de |C„| par rapport à l'autre. Nous pouvons donc énoncer le résultat |)récédent de la manière suivante :
Sur toute surface de genre géométrique diJJ'ércnt de zéro^ tout système linéaire irréductible, qui admet un système adjoint, est contenu dans cet adjoint et, le s) stème résiduel d' un système par rapport à son adjoint est le système canonique.
Ce résultat peut èlre exprimé par l'égalilé svmboli(|ue
|K| =. \Ca-C-I.O\.
9. Soient |C|i el iCo| deux systèmes irréductibles et Cj leur somme
iG! -- :c,— c.i.
En eftccluanl les opérations définies par l'égalité (a), on a ICI - |C,^G,-^^SO,-- SOo-K|,
O) étant un point-base de [Cil et 0^ un point-base de [Co • Remplaçant successivement |C,--SOi--Kj et jCj -r SOo -i- K], qui sont les systèmes adjoints à |Ci et à |C^', par lC(^,j et Goal, on en
conclut
|G„| - \Cu,-C,-y.O,\ -!G,«--G,-.-SO,l,
d où ce théorème fondamental au point de vue où se place M. Enriques :
Si |G,| et |Go| sont deux systèmes linéaires irréductibles de courbes sur une surface, le système \0\a\ adjoint au premier, additionné au second |Go|, donne un système |G,rt-i- G?] qui est contenu dans le système adjoint \0a\ à |G| et en diffère seulement en ce que tout point-base d'ordre A pour jGol et non pour IG,| est d'ordre A pour Gi^-i-Go et d'ordre A — i pour IGrtl.
10. Soit encore iC|! un système irréducLJble, et A un de ses points- bases d'ordre u, le système défini par
|Cl-A^■ = |C|
est le système des courbes du même ordre que C| sur/", mais avec le point base A en moins. Le système adjoint à [Cj différera donc du système adjoint à |Cij en ce cpie le second admet le pointbase A avec nn degré de multiplicité a — i et que le premier n'admet pas ce point comme point-base; on pourra donc écrire
1G«: - -Ci^-Ai^-'l et iCiai- ,Ca-A!^-i .
\\ . Les opérations précédentes sont relatives à l'addition. Supposons maintenant qu'un système Ci] soit contenu partiellement dans ut) svstème C : ce système, comme nous le savons, peut avoir des points-bases A d'ordre u. qui ne soient pas bases pour 1C|. Soit 1C2I le système résiduel de jC, par rapport à |C)',
!C,î ^ |Ci-c,.
Nous avons vu que le système jC n'est pas égal à la somme jC| — C2I en général, mais à la somme du système IQ, -^ ^AH[ et du svstème C>',
Soit B les points-bases de ICoj, c'est-à-dire les points-bases de jCj qui ne sont point bases pour jC,j. On aura alors, en appliquant le théorème de l'addition,
|C«1 = |(C, .- ^k\>-)a-^ C,--:î:Bi - lG,«-SA!A-'--C,-~XB,.
d'où
1C,„|- |Ga-lA!x-i_C,-5:B|.
Sur une inégalité fondamentale relative à un système
contenu partiellement dans un autre.
12. Le système adjoint jCai détermine sur une courbe générale du système IC] une série de groupes de points appartenant à la série canonique gf^l-2, mais qui peut ne ])as être complète. Désignons par o(C) son défaut qui va Jouer dans la suite un rôle capital. La dimension de cette série sera alors
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et e'est aussi la dimension de la série délerminée sur la courbe plane G', image de G sur la surface-image/' de /dont le système des sections planes correspond à |Gj, par le système |C]^j ou, ce (pii revient au même, par les surfaces adjointes d'ordre /i — o à celte surface/"'.
La dimension du système jG^j ou du système jG^^| est évidemment égale à la dimension de ce système de surfaces adjointes. Gherchons quelle est son expression en fonction de la dimension t: — I — • S(G) de la série précédente.
Il suffit de remarquer que, si Ton assujettit une surface adjointe d'ordre /? — î à passer par- — ^^(G) points pris arbitrairement sur la courbe plane G' de/"', en supposant cela possible, cette surface se décomposera en le plan de G' et en une surface adjointe d'ordre n — 4 cji'c nous supposons exister. Or, p^ étant le genre géométrique de la surface, la dimension du système canonique esl/>n^ — ■ i , et l'on a, par conséquent, pour dimension du système des surfaces adjointes d'ordre n — 3, ou du système adjoint [G^j de jG|, l'expression
Pff — 1 -^ ■J^ — ^(t^ )■
13. Soient |G| et |G| | deux systèmes linéaires irvédiictibles sur la surface f\ et soient ZiCA et o(G, j les défauts des séries déterminées sur une courbe G et sur une courbe G, par leurs systèmes adjoints l'espect ifs. Si |G)| est contenu partiellement
dans jGj, on a
Get important tbéorème se démontre de la manière suivante : Soient jGoj le système résiduel de |G|| par rapport à |G|, 7:2 son genre, i le nombre des points de rencontre d'une G) et d'une Gj itn dehors des points-bases, A, B et y. ayant les mêmes signiHcations qu'au n" 11. On a
71 = TTi -!-
yv- ( :->■ - 1 )
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Remarquons tout d'abord que si Ton considère le système
|G'| = IC — :iAH-|.
dont le système adjoint |C^J est délini par
le défaut o(C') correspondant au système jC'| est égal au défaut 5(C) correspondant au système |Cj : on le vérifie de suite. Substituant le svstème [Ci au système 1C[, on a alors les relations
lC'i=|C,-C.3|
Tt' = ~j -^ 712 — i — I ,
la dimension du système adjoint |C^' étant
/>o--!-7r'— I — o(G), et celle du système \d\a\
Pg-^ TTi— r — o(Gi:i.
Or le système |C^J étant la somme des deux systèmes \^\a\ et ICo + SB , le système \^\a\ est le résiduel de |C^| par rapport à iCo^-SB , c'est-à-dire, d'après le théorème démontré (Cbap. V, n"2l2j, le résiduel de jC^j par rapport à une courbe arbitrairement choisie parmi celles du système [Co— SB] et, par conséquent, par rapport à une courbe Co, puisque, v désignant le degré de multiplicité des points B, le système jCj-r^BI est, par définition, le plus ample système avant les points B comme points-bases d'ordre v — i et que, par conséquent, une courbe C.. est une courbe totale de ce système.
La dimension du système \^\a\ sera alors égale à la dimension du système |C^| diminuée du nombre des conditions qu'il faut imposer à une courbe G^ pour qu'elle contienne une courbe Co. Ce dernier nombre est égal à la dimension augmentée dune unité de la série de groupes de points découpés sur une courbe Co par le système jC^j. Or, une courbe C'^ coupe une courbe Ci -h Co en -^Tî' — 2 points en dehors des points multiples, et elle coupe une courbe C| en 27î, — i ^- i points, ce nombre étant égal au nombre des points dinLersection de la courbe composée C,rt-^Co-l-IiB
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qui définit le système C^J et la courbe C| ne passant pas par les
points B. La série déterminée par le système jC^ sur C> est donc
de degré
C'est une série non spéciale, qui peut avoir un défaut î et dont la dimension est, par suite.
On a donc I égalité
p„— -i — I — o(Ci I =/>g-— - — r — o(C) — ( -^2 — I — « H- e),
d"où
o(C; ^ ô(Ci; -!- t.
et le théorème est démontré.
III. - Maximum du défaut de la série découpée sur la courbe générale d'un système par son système adjoint.
14. En\isageous sur la surface /"le système irréductible 'Gj et ses dift'érents multiples
A chacun de ces systèmes, soit j/'G . correspond un système adjoint |(/'C)flj qui est défini sur la surface/' par l'égalité symbolique
Mais, en vertu du théorème fondamental de M. Enriques,
puisque
;(rG); = !C^i/-— i)C;,
on peut, pour définir le système adjoint à |(rC)', écrire
i(/'G)ai = ; Ca-^(/' — I)C|.
A ce système correspond, sur la surface-image y"' dont le système des sections planes jG'| correspond à |C , le système
!(,-G')ai = lG:,+ (r--i)G'!,
et comme une courbe G^^-h (/• — i)G' est déterminée par une sur-
face adjointe d'ordre n — 3 et par une surface arbitraire d'ordre r — I , on en conclut que le système tout entier est défini sur la surface f par le système des suif aces adjointes cV ordre n — 4 -^ ''•
15. Désignons par o(/-G) le défaut de la série des groupes canoniques déleraiinés sur la courbe générale de j/'Cj par son système adjoint. Le système \rQ\ étant contenu partiellement dans !(/■-:- i)^p on a, en vertu du théorème du n" 13,
o[r-i)G]^o(rG).
c'est-à-dire que le nombre positif o(rC). s'il n'est pas nul, ne décroît pas quand /■ augmente. Nous nous proposons de démontrer que le défaut o(/-C), lorsque r augmente, atteint un maximum, donc que, pour /■ suffisamment grand, on a l'égalité
o[(/--i)G] = o(rG).
Nous venons de voir que le système adjoint |(/"C)aj était défini
sur la surface transformée/' par le système des surfaces adjointes
d'ordre n — 4 -t- /' ^ /''. SoitN,j_.._^,la dimension de ce système de
surfaces; la dimension du système |(/'C)a| sera, si /■.■>4> égale à ce
nombre diminué de la dimension du système de ces surfaces qui
contiennent y et qui sont de la forme 8/', 8 étant un polynôme
arbitraire en x, j»', z d'ordre r — 4- Donc, la dimension du système
\{rC)a\ est
D'autre part, si, usant dun procédé bien des fois employé, on assujettit une courbe du système adjoint à contenir—^- — 0('/-C) points d une courbe /'C, elle se décomposera en cette courbe et en une courbe du système canonique, si ce système existe, ce que nous supposons. On aura donc, N«_i =^ Pg — i étant la dimension du système canonique,
N , - 0^-^)ir--2)(r--i) _ , „ _ _ 5 ,, ,c ,
Changeant /• en /• — i et retranchant, on a
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et, en tenant compte de la relation
71,.+ 1 -- TT,.-:- TU -- /'/l I ,
on obtient finalement régalité
N„-;. ,.+ ,- N„_,^,- 7: -H rn ^ o(/-G) - o[(r-x-i)G] ^ ''^''~^^-
Or, nous avons déjà obtenu une expression de cette différence au Chap. IV, n" 23, à propos de l'évahiation de la dimension du système des surfaces adjointes. En désignant par to„_;^r le défaut (lu système des adjointes planes d'ordre n — 4 — /■ déterminé sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes d'ordre /> — /j -+- /•, nous avons trouvé la relation
En égalant cette expression à la précédente, on a finalement la relation
(A) o[(r + i)G] - o(;-G) - co„_,^,^,.
La conclusion est alors immédiate. JNous savons en effet que pour une valeur suffisamment grande de /•, le défaut w s'annule; donc pour une valeur suffisamment grande de /•, on aura l'égalité
o[(/---i)Gl-o(rG)-o.
16. Ainsi, lorsque /• augmente, le défaut o(/G) relatif au système \rC\ ne diminue jamais et atteint un maximum pour une certaine valeur de /•, à partir de laquelle il reste constant. Supposons que le système |C1 soit le système des sections planes de la surface / considérée. Quel que soit le système linéaire de courbes |C,| que l'on envisage sur la surface, on peut toujours choisir l'entier /■ suffisamment grand pour que le système |C(| soit contenu partiellement dans le système l'C] et, par suite, tel que
l'on ait
o|Gi|-_-o(/-G).
Mais ô(/"C) garde une valeur maximum constante à partir d'une valeur de r suffisamment élevée; donc :
Quel que soit le système jC,| irréductible em-isagé sur une surface j\ le défaut de la série découpée sur la courbe générale de ce système par son système adjoint a une valeur maximum indépendante du système considéré.
De plus, cette valeur maximum est un invariant , car il est bien évident, [)ar la manière mêinc dont nous l'avons définie, (juelle ne peut pas changer quand on passe d'une surface à une autre par une transformation biralionnelle.
17. De r invariance du maximum du défaut o(C) résulte r invariance du genre numérique pn de la surface. Reportonsnous au Cliap. IV, n** 24 : nous avons trouvé pour le genre géométrique d'une surface d'ordre m, une expression de la forme
( 171 — \){ m — %){in — î I , , , , „ 'V^
Pg = -. k[ m — 4 } — A- -4- > oj/j
et, par définition, le genre numérique p,, est déterminé par
l'égalité
Pg — Pn= 2 W/,,
/ étant la valeur de h à partir de laf[uelle les oj s'annulent.
Pour montrer l'invariance de />„, l'invariance de pg étant établie, il suffit de prouver l'invariance de la somme
des défauts des systèmes de courbes découpées sur un plan arbitraire par les surfaces adjointes à / d'ordre supérieur ou égal à /;/ — 3. On V arrive de suite en partant de la relation (A) du
o[(/- — i)]C— oO-Gj = oj„..i+,.+ ,
et faisant varier /• depuis la valeur zéro jusqu'à celle qui correspond à (0A=o. On trouve en ajoutant les relations ainsi obtenues
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o(/'C) élauL la valeur niaximiim consicK'Tt'C ([ui est iiivariaiile. La somme des défauts oj est donc un invariant et il en est de nirine de pn '■ c'est ce que nous voulions établir.
IV. — Généralités sur les courbes sous-adjointes
18. Nous avons défini, dans les pages qui précèdent, le système adjoint à un système linéaire après avoir défini d'abord les surfaces adjointes et, en particulier, les surfaces canoniques. Puis, supposant l'existence d'un système canonique sur la surface, et nous appuyant sur la propriété d'invariance de ce système qui résultait pour nous de considérations de nature transcendante, nous avons démontré le théorème fondamental de M. Enriques d'où nous avons déduit l'invariance du défaut o(C) et, par suite, l'invariance du genre numérique/?,,.
Lorsque le genre géométrique est nul, si l'on veut suivre la même méthode, on peut bien encore, en se servant de la surfaceimage /' de /", dont le système des sections planes correspond au système donné | C|, définir les courbes adjointes au moyen des surfaces adjointes d'ordre n — 3 à/'. Mais, revenant ensuite à la surface y, il est difficile de définir, sur cette surface même, les opérations qui permettent de construire les courbes adjointes et d'en déduire ensuite, comme nous l'avons fait, le théorème fondamental de M. Enriques.
Pour éviter cette difficulté, et aussi dans le but d'établir l'invariance du système canonique qu'il n'admet pas comme démontrée, M. Enriques a suivi une voie tout à fait diflerente de celle que nous avons adoptée, dans la section [précédente, pour définir les courbes adjointes. Cette méthode, purement géométrique et algébrique, qui est applicable dans tous les cas (que le genre géométrique soit ou ne soit pas nul), est basée sur l'étude préliminaire des courbes sous-adjointes. Des propriétés fondamentales de ces courbes on conclut d'abord à la définition des courbes adjointes et, contrairement à la voie que nous avons suivie, on définit ensuite les surfaces adjointes et les surfaces canoniques.
Nous allons exposer les principaux points de cette méthode, en ayant en vue surtout le cas où la surface a un genre géométrique nul. Nous montrerons ensuite que, quel que soit le procédé em-
l3o CHAPITRE VI.
plojé, algébrique ou transcendant, on arrive à un même système canonique et nous aurons établi ainsi un lien entre ces deux manières différentes d'aborder Vétude des surfaces algébriques.
19. Une première remarque, dans cet ordre d'idées, est relative aux surfaces sous-adjointes. JNous avons vu (Chap. IV, n"*^ 13 et 14) que les deux définitions, algébrique et transcendante, que l'on peut donner de ces surfaces étaient les mêmes, en ce sens qu'une surface cj qui est telle que sa section plane par un plan arbitraire est l'adjointe de la section plane correspondante de la surface donnée/ est telle aussi que l'intégrale double
fy{x,y, z)
resle finie à distauce finie, sauf en un nombre limité de points, et réciproquement.
Abordons maintenant l'étude des propriétés des courbes sousadj ointes.
20. Soit toujours, sur la surface /(a:, jK, z) ^= o d'ordre m, un système linéaire irréductible | C | de genre tx et de degré n. Nous avons défini au commencement de ce Cbapitre ce que l'on doit entendre par courbes sous-adjointes d'ordre n — 3 H- /• au système [ C |. Ce sont des courbes qui jouissent de la propriété de couper une courbe générale C en un groupe de points appartenant à une série g'2-K~-i+rif Nous les désignerons par la notation S,-, et par S celles qui sont d'ordre n 'i.
Nous bornant d'abord au cas où le système \ G j est celui des sections planes de la sur/ace f, nous avons vu que le système des surfaces sous-adjointes d'ordre m — 3 H-/' découpait sur cette surface un système | S;-] de courbes sous-adjointes, de même ordre, au système | C j des sections planes. Cela résulte de leur définition même. Nous allons montrer que réciproquement toute courbe qui fouit de la propriété de couper un plan arbitraire suivant un groupe de la série g^Tt-'i+rm appartient à une surface sousadjointe d'ordre m — ^ 3 -h /•, sauf le cas oii la surface f donnée serait réglée ou serait une surface de Steiner.
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21. Supposons d'abord r<^.). Par une droite arbitraire a qui coupe la surface en m points en dehors de la courbe envisagée S,-, faisons passer un jjlan y. : il coupera la surface suivanlunc courbe |)lane C, et les points d'intersection de (^ et de S,-, qui sont ceux de S,- et de a, appartiennent à une série ^^-.o.^^,;.. Ces points, dans le cas considéré /•<^3, déterminent donc, dans le plan a, une courbe adjointe C,„_;j^,. d'ordre m — 3 — r à C. Lorsque le plan a tourne autour de c/, cette courbe engendre iinc surface sousadjointe à y, qui pourra contenir p fois la droite «, et dont l'ordre sera m ■ — 3 — r -h p. Il nous suffit de prouver que o est nécessairement nul.
En effet, dans le cas contraire, l'intersection de la surface sousadjointe que nous venons de construire avec la surface y, se composerait, en dehors de S^ et des courbes multiples, d'une ou de plusieurs courbes passant par les points d'intersection de/'et de «, qui, par lijpothèse, n'appartiennent pas à S,-. Or, ces courbes ne peuvent être que planes et appartenir à des plans passant par a, sinon un plan quelconque passant par cette droite couperait la courbe S,, en un point de plus. Ces courbes phines sont, en outre, d'un ordre inférieur à ni. puisque l'intersection de la surface sousîidjointe par un plan a se compose de la droite a comptée o fois et d'une courbe dont l'ordre est égal à ni — 3 -t- /•<; m. Il existerait donc, quelle que soit la droite «, des plans passant par cette droite et coupant la surface /" suivant une courbe réductible, propriété qui n'appartient, daprès ce que nous avons dit (p. 63), qu'aux surfaces réglées et aux sui-faces de Steiner du quatrième ordre. Sauf ces cas, on a donc bien p ^= o et le théorème est démontré.
22. Supposons maintenant r^S. On fixera sur la droite a, r — a points arbitraires B,, Bo, .... B/-_2 en dehors de /", et par /•• — 3 de ces points, soit Bo, .... B;._j, on fera passer /• — .'> plans arbitraires |3o. . . .. jJ^_o ne contenant pas a. Les courbes adjointes à la section plane de C de f par un plan a passant par <;/, et qui contiennent les points de rencontre de S,- et de a, forment alors
un système linéaire de flimension ^ On fixera 1 une
de ces courbes en l'assujetissant à passer par les points B, à avoir au point Bo deux points confondus avec le plan |io, etc.. et au
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point B,_o, /• — 2 points confondus avec le plan '^^r~-2- Cette courbe ne peut d'ailleurs se décomposer en la courbe C et en une courbe d'ordre /• — 3, car il n'existe pas de courbe d'ordre /' - — 3 passant parles points B et avant en ces points avec les plans 3 le contact spécifié. Donc la courbe adjointe que nous venons de définir, quand le plan a tournera autour de a, sera une surface sous-adjointe d'ordre au moins égal à ni — 3 -h /•, et l'on démontrera, comme précédemment, que cet ordre est précisément égal à j7i — 3 -4- f\ sauf dans les cas exceptionnels que nous avons spécitiés. Le théorème est encore démontré.
23. En nous reportant à un théorèiiie démontré au Chap. I^ , u" lo, il résulte encore de la démonstration précédente, c\a une courbe quieoupe tous les plans d' un faisceau suivant un groupe de la série g-2T.~2+rm jouit de cette propriété pour un plan arbitraire et est, par suite, une courbe sous-adjointe d'ordre ni — 3 — /• au système des sections planes de la surface y.
En résumé, toutes les courbes sous-adjointes S^ d'ordre m — d -^ r au système des sections planes | C | de la surface f forment un système linéaire défini par le système de toutes les surfaces sous-adjointes de même dimension m — 3 -^ /■. Ce système est donc un système complet j S,-|.
24. Considérons maintenant^ sur la surface /, un système linéaire arbitraire | C , complet, irréductible, simple, de genre t supérieur à zéro, de degré /?, et tel, en outre, qu'il n'existe pas, sur la surface, de faisceaux de courbes ayant, avec ce système, un seul point variable d'intersection. Soit
(i) aoL(,-f- «iLi— . . .— a,.L,. = o
le svstème de surfaces qui détermine | C , : on peut toujours faire en sorte que les surfaces L soient des surfaces arbitraires du système. Envisageons le svstème à trois dimensions
(>) aoLu— XiLi— aoLi;— a3L3= o
et effectuons la transformation habituelle
, Li , L, , U
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qui Iransforme la surface /en la surface/' d'ordre // douL le sysLème complet contenant les sections ])lancs correspond au système |G|. f^e genre du système transformé sera d'ailleurs égal à t:, et, d'a|)rès les hypothèses faites, la surface/' ne sera pas réglée.
A une sous-adjointe d'ordre /i — 3 -r /" au système 1 C | sur J correspondra sur/' une sous-adjointe de même ordre au système des sections planes de /', et réciprocpiement. Donc le système complet 1 S,, j de toutes les sous-adjointes d'ordre n — 3 H- /• au système | C j des sections planes de f a pour correspondant sur/' un système complet | S,- j qui contient toutes les courbes S,- sousadjointes d'ordre n — 3 -+- r au système | C |.
L'indétermination, qui semble exister dans cette définition, par suite du choix particulier des surfaces L qui ont seryi a effectuer la transformation, disparait d'ailleurs d'elle-même, si l'on tient compte de la remarque faite au n" 23. à savoir qu'une courbe qui coupe tous les plans d'un faisceau suiyant un groupe de la série .■?'2Tt_2+r« jouit de cette propriété pour un plan arbitraire. Si donc, dans la transformation précédente, on modilie seulement les surfaces Lj et L3. le système j S), j ne changera ])as, et comme d'ailleurs on peut toujours passer dune surface transformée à une autre par une série de surfaces ayant deux à deux nn faisceau commun, on en conclut bien que l'ensemble de toutes les sousadjointes d'ordie n — 3 — /- au système |Gj sur f forme un système complet j S,- 1 qui est complètement déterminé j)ar le système de toutes les surfaces sous-adjointes d'ordre 11 — 3 — /• relatives à une surface d'ordre n image de la surface donnée, que I on obtient au moyen de quatre surfaces arbitraires linéairement indépendantes du système des surfaces qui détermine le système donné | G j .
25. Si l'on impose aux sui'faces sous-adjointes des conditions supplémentaires, si par exemple on considère, au lieu des surfaces sous-adjointes, les surfaces adjointes, il est évident que l'on obtiendra d'autres systèmes complets, d'après la définition même de ces systèmes, qui seront composés uniquement de sousadjointes.
Il résulte du théorème précédent que ces systèmes seront compris partiellement dans le système com|)let défini au numéro pré-
cèdent, qui est formé de toutes les sous-adjointes et que nous appellerons le système total complet des sous-adjointes d'ordre n — i -h r.
De là résulte encore, et ceci est important, que le système résiduel d'un système partiel de sons-adjointes par rapport au système total ne pourra se composer que de courbes n'ayant avec le système donné | G| aucune intersection variable, ou bien que le système partiel aura quelques points-bases non bases pour le système total. D'autre part, des courbes n'ayant avec le système I C I aucune inferseclion variable ne peuvent être que des courbes fixes fondamentales par rapporta ce système. Donc le système résiduel d' un système partiel de sous-adjointes par rapport au système total de ces sous-adjointes ne peut se composer que cVun ensemble de courbes fondamentales et de points fixes.
Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, aux. sous-adj ointes d' ordre n — 3, que nous désignerons par S sans indice.
26. Voyons maintenant ([uelles relations existent entre les systèmes sous-adjoints de deux systèmes dont l'un est le résiduel d'une courbe ou d'un troisième système par rapport à l'autre.
Soit I G| I le système résiduel d'une courbe C^ par rapport à un
système | C j
I Cl ; ^ j C I — Ca.
Si le système \ S ] des sous-adjointes à j C ] contient la courbe Go, le système résiduel | S | — Go constitue un système de sous-adjointes à | G |, qui pourra être partiel ou total, c'està-dire que les courbes de ce système découperont sur une courbe G, arbitrairement choisie un groupe de la série ^^o^^^^o, —, étant le genre de | Gi |.
Pour démontrer ce résultat, remarquons que parmi les surfacesimages /"' de f dont le système des sections planes correspond au système | G ], nous pouvons en choisir une telle que l'une de ses sections planes se décompose en deux courbes 0\ et G!, correspondant à la courbe G| arbitrairement choisie et à la courbe Go. Or les points multiples d'une courbe plane G' transformée d'une courbe G appartiennent aux lignes multiples de la surface f . Il en est de
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même poui' la courbe C\ -f- Cl, mais elle aura, en outre, / points doubles correspondant aux c points d'intersection variables d'une Ci et d'une Co. Le système | S | des sons-adjointes à i C j est, par définition, déterminé sur /' par l'ensemble des surfaces sousadjointes <!>' d'ordre n — o. Soient n, et n-^ les ordres respectifs de C\ et de C, siiv f\ en sorte (|ue l'on a n ----- n^ -\- n,. Celles des surfaces <I>' qui passent par C, , ce qui est possible par hypothèse, détermineront sur y' le système |S — C,,. Or, chacune de ces surfaces découpe sur le plan de C, --C!^, en dehors de C!,, une courbe d'ordre n — 3 — /?2= n\ — o, qui est évidemment adjointe à C', et coupe, par conséquent, C, en o.~^ — 2 points en dehors des i points d'intersection de C, et de C',- Or, ces points sont ceux où la courbe d'intersection S — C, de la surface <!>' envisagée et de y' coupe la courbe C, ; donc cette courbe S — C'^ (et, par suite, sur la surface y, la courbe S — C2) est une sous-adjointe à C,, ce qu'il fallait démontrer.
27. Envisageons encore le cas où un système j Ct | se déduit d'un système j C j par l'adjonction de nouveaux points-bases. Il nous suffira de supposer que l'on adjoint au système | C | un seul pointbase O d'ordre 1, en sorte que le système } Ci \ est défini par
Dans cette hypothèse, les sous-adjointes à ; C ! qui ont le point O comme point-base d' ordre Ai, si cette opération esl possible, sont des sous-adjointes à j d .
La démonstration est imméiliate. Les sous-adjointes S, sur /', coupent toutes les courbes C, et, par conséquent, la courbe C|, qui est une courbe totale de | C |, en un même nombi'e de points. Donc les sous-adjointes S qui ont le point O comme point multiple d'ordre ). — i couperont C), en dehors de ce point multiple et d'une partie commune à toutes les courbes C, en
■ITZ - 1 — À ( X I )
points. Or, si tt, désigne le genre de C,, on a
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d'où
et, par suilCj les courbes du système , S — O^""' ] sont bien des sous-adjointes à | C, j.
128. Si le système [ C, se déduit du système G ;. en imposant au point-base O de , G ', supposé de multiplicité A, une multiplicité supérieure A-f-o, on verrait, par un raisonnement analogue au précédent, que les courbes du système j S — O? i sont sousadjointes à ^ G) j.
29. En résumé, soit un système \ G) j que l'on déduit d'un système ; G', en retrancliant de ce système un système j Go I el imposant au système résiduel des nou\eaux points-bases O d'ordre A non bases pour j G I, en sorte que l'on peut écrire symboliquement
si I S j désigne le système total des sous-adjointes à | G j, ou un système partiel, les courbes du système
I S — G, — :so>'-i i,
si l'opération ainsi définie est possible, forment un système complet de sous-adjointes à ] G, ] , qui peut être total ou partiel. S'il est partiel, le système total j S, sera la somme de ce système partiel et d'un groupe Q, de courbes rondamentales pour G, et parmi lesquelles nous supposerons compris les points-bases appartenant au système partiel et pas au système total. Nous écrirons donc
Si :- ; S — G.^^2:o>--i-ei ;.
30. Les remarques précédentes se rapportent à la soustraction d'une courbe du système sous-adjoint. Envisageons maintenant l'opération de l'addition. ,
Soit jG; = G, -i-Go { le système complet, somme des deux systèmes irréductibles | G, | et j Go I. Nous savons que chacun de ces systèmes peut être considéré comme le résiduel de Tautre par rapport à | C | (Cbap. V, n° 21). On peut, en particulier, considérer le système ] G, j comme le résiduel de ' G j par rapporta une
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courbe C-.,
iGH = !G|-C,.
Soient I S, le système total des sous-adjointes à | C| . et [ S , celui des sous-adjointes à ] C |, 0, un groupe de courbes fondamentales pour I Cl |. on a, en vertu des remarques précédentes (n" 29),
puisque le système j C| | n'a pas de points-bases qui u'apparliennent pas à ' G '. Ainsi le système | Si ' est le résiduel du système ! S — 0) I par rapport à | Co ' .
Supposons, en outre, et cela suffit pour le résultat que nous voulons mettre en évidence, que le système j C^ ' n'ait pas de pointsbases : alors le svstème S -!- B, | sera la somme des deux systèmes i Si j et i G2 i ( Chap. V. n" 2o),
Si^ Ci . - S--O1 '.
d'où Ion conclut que si les courbes f)i fondamentales pour j G| ' ne sont pas fondamentales pour j G ', une courbe S — 9i coupera une courbe G en plus de 2- — 2 points, donc que le svstème S, -h Go J ne sera pas formé de sous-adjointes à j G}. Ainsi, tandis que le système | S — G^ ] résiduel du système des sous-adjointes \ S j de I C| pai- rapport à Go | forme un système de sous-adjointes à j Gi . réciproquement le système | S,-r Go | somme du système des sous-adjointes « j G| [ et du système j Go | ne forme pas, en général, un système de sous-adjointes à jG|. Cette remarque est capitale pour ce qui va suivre.
V. — Des courbes adjointes à un point de vue purement géométrique.
31 . Nous sommes en mesure maintenant de donner la définition du système adjoint à un svstème donné, telle que la formulée M. Enriques ('), sans supposer faite préalablement l'étude du système canonique.
M) Frederigo Enriques, //i</'orf«c«o/ie alla Geometria sopra le superficie algebriche ( n° 25) [Memorie delta Società ilaliana délie Scienze (delta dei XL), série IV, t. X.
G. C.iSTELXUovo et F. Enkiqles. Sur quelques résultats récents dans la théorie des surfaces algébriques {Matheni. Annalen. t. XLVIII ).
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En outre des propriélés du système sous-adjoint que nous venons d'établir, il faut admettre, comme point de départ de ces recherclies, la possibilité de transformer une surface quelconque en une autre sans singularités dans l'hyperespace, c'est-à-dire en une autre n'ayant que des singularités ordinaires, courbe double et points triples, dans l'espace à trois dimensions. En nous reportant à ce que nous avons dit précédemment sur ce sujet, nous admettons donc la possibilité de définir, sur toute surface, un système pur non singulier, c'est-à-dire simple, irréductible, sans points-bases ni courbes fondamentales et qui permet d'eifectuer la transformation précédente. Il existe une infinité de ces systèmes; nous les désignerons par la notation ] M [.
32. Cela posé, le système adjoint |M„| à un système |M| pur, non singulier, est, par définition, le système total des sousadjointes à ce système, et les surfaces sous-adjointes qui le déterminent sur la surface transformée (qui n'a que des singularités ordinaires) sont considérées comme des surfaces adjointes.
Cette définition des surfaces adjointes concorde bien, dans ce cas particulier, avec celle que nous avons donnée antérieurement (Chap. IV, n"20).
Appliquons à ces courbes adjointes | M^ | les remarques faites dans la section précédente.
Soient 1M,| et jM^j deux systèmes purs non singuliers; leur
somme
|M|= |Mi-4-Mo|
sera aussi un système pur non singulier. On aura donc, d'après ce que nous avons dit (n" 30), entre les systèmes adjoints, qui se confondent avec les systèmes sous-adjoints, non seulement la
relation
|M,«| = |M«— Mol,
mais aussi la relation réciproque
puisque ces systèmes nonl pas de courbes fondamentales.
Nous avons supposé que le système jM^I n'a pas de pointsbases. C'est ce qui a lieu le plus souvent, puisque le système-
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somme d'un système de sous-adjolntes et de ses poinLs-bases forme évidemment un système de sous-adjoinles, et que nous avons supposé que le système I M^j était le système total des sous-adjointes. Mais, en restant dans la plus grande généralité, il se pourrait que cette opération de l'addition ne fut pas possible, et que le système |Mrt| eût nécessairement des points-bases. Nous devons donc supposer que les égalités symboliques précédentes sont écrites à des points-bases près.
33. Considérons maintenant un système irréducliljle arbi- Iraire |C|. On peut toujours supposer que ce système est obtenu au moyen d'un système pur non singulier |^I,I en retranchant de ce système un système irréductible |C', |, et imposant au système résiduel les points-bases O de [Cl avec leur degré de multiplicité )>. en sorte que l'on peut écrire symboliquement les deux égalités
I G I = I Ml — G'i — S 0>' 1 et
iMil = ;C--C', -SO>v
Or, nous avons vu (n° 29) f[ue le système défini par
;m,,-g',-so>-'i
est un système complet partiel de sous-adjointes à jCj, mais qu'il n'est pas, en général, le système total si le système }C} a des courbes fondamentales.
On donne le nom de système adjoint à iC à ce système partiel. Il est donc défini svmboliquement par
Pour que le système adjoint à |C| existe, il faut donc, d'après cette définition, que le système |M(„| contienne partiellement [CJ.
11 faut, en outre, pour que celte définition ait un sens précis, montrer qu'elle est indépendante du système particulier jM, | pris comme point de départ. Soit donc |Mol un second svstème pur non singulier, tel que l'on ait
I.M2I = :g-^g; — so>--i
Formons le système-somme
|M!= iMi-^M.I.
l4o CHAPITRE VI.
On a
iM„| = lM,«H-M,! -|M,-M,„|
et, par suite,
iMi„ - c -^ c,- so>-i = 1 M,a- G + c; ^ S0>-|.
Mais, par hypothèse, le système \Mia\ contient partiellement |C, I : on peut donc, de cette relation, conclure (Chap. V,
lM,«-C',h=|M.,„-G',| et
i M,« — g; — z o)^->i = 1 Mia - g; — s o>--!].
Parla se trouve bien j ustifiée la définition du système adjoint \Ca\ à un système |Gj irréductible quelconque.
34. Nous arrivons maintenant au théorème fondamental de M. Enriques que nous avons déjà énoncé (n° 9) :
Soient |G,| e^ |Co| deux systèmes linéaires de courbes sur une surface, le système \^\a\ adjoint au premier, additionné au second, donne un système lC|rt-f-Co| cjui est contenu dans le système \0a\ adjoint à |C1 = |C| h- Coj et qui en diffère seulement en ce que tout point-base d'ordre Xo pour {Co] et non base pour |C)| est d'ordre "k-y pour |C)a4-Ci)l et d'ordre Ao — i pour jCrt].
Ce théorème est une conclusion immédiate des définitions précédentes. Il suffit d'effectuer les opérations de l'adjonction sur les systèmes définis par les égalités symboliques
|M,| = iGi-G',^SO^!,
|M| ^'Mi^Mal - |G + G'i-H G;+20V-^S0V-|. On en conclut
|C„!= 1G,„^-G,-+- viOsI = |G,„-+-G,+ SOrs, ce qui est l'expression du théorème énoncé.
35. De ce théorème on conclut, comme aux n"^ 10 et 11, que si |Co| est le système résiduel d'un système |G| par rapport à un
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système |C,i qui y est contenu parllellement, en sorte (|ue Ion ;i
le système adjoint [C^ de [Cj se déduit du système iCia adjoint à |C, par l"o[)éralion
A désignant les points-bases de C,] non bases pour |C , et B les points-bases de C non bases pour C, et, par conséquent, bases pour jCo .
36. Remarquons encore que, des développements précédents, il résulte que dès que Ion connaît le svstème adjoint à un système donné, on peut, par de simples opérations d'addition et de soustraction efïectuées sur la surface, en déduire le svstème adjoint à un svstème arbitrairement donné.
37. Au point où nous en sommes, il ne sera pas inutile de mettre de nouveau en évidence les difierences qui existent entre les deux méthodes qui nous ont servi à définir le système adjoint.
Dans la première, nous plaçant au point de vue transcendant, nous avons commencé par définir les surfaces canoniques et les surfaces adjointes. Puis, supposant qu il existe un sjstènie canonique, c'est-à-dire que/>^r^o, et partant de la propriété d'invariance de ce système, déduite de l'étude des intégrales doubles de première espèce, nous avons défini alors le système adjoint; nous nous sommes placés dans cette première méthode à un tout autre point de vue que M. Euriques.
Dans la seconde méthode, au contraire, laissant absolument de côté le point de vue transcendant, et n'emplovant que des opérations purement algébriques et géométriques, nous avons d'abord, avec M. Enriques, étudié les propriétés des systèmes sous-adjoints et nous en avons conclu une définition des systèmes adjoints. sans faire jusquà présent aucune hypotlièse sur l'existence ou la non-existence du système canonique qui n'est pas encore défini, et nous sommes ainsi arrivés au théorème fondamental.
Avant d'aborder la question du genre numérique des surfaces de genre géométrique nul, il y a évidemment lieu de voir com-
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ment, ayant défini le sjslème adjoint par ce dernier procédé, on arrive ensuite à la notion du système canonique et si ce système est le même que celui auf[uel nous avons donné ce nom en nous appuyant sur des considérations de nature transcendante. En d'autres termes, il s'agit de voir si les deux définitions du genre géométrique auxquelles on arrive par des procédés différents sont bien les mêmes.
Puis il nous restera encore à définir les surfaces adjointes.
38. La définition du système canonique, au point de vue algébrique, est une conséquence du théorème fondamental. De
l'égalité
1G,„-G,^20,| =|G2«-^C,_vo,|,
on déduit en effet que si le système |C|a! adjoint à |C|| contient ce système, on pourra écrire
|G,«- Gi-SO,l = |G2«-G,-^0,|,
il'où la conclusion suivante, qui est la réciproque d'une proposition énoncée (n" 8 i :
Si, sur une surface, un système irréductible est contenu dans son système adjoint, tout autre système irréductible est aussi contenu dans son adjoint. Chaque système sur la surface a donc, par rapport à son adjoint, un système résiduel qui, à des points-bases près, est indépendant du système choisi pour le construire.
Ce système résiduel est, par définition, le système canonicjue de la surface, et sa dimension augmentée d'une unité est le genre géométrique de la surface.
On a donc, pour définir ce système, |Cj étant un système arbitraire et O ses points-bases, l'égalité
iKl = !C«-G-Z01.
Considérons, en particulier, un système pur non singulier |M| qui permet d'effectuer la transformation de la surface en une surface n'ayant que des singularités ordinaires; le système canonique |K.[ est aussi le résiduel du système jM| par rapport à son
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adjoint {M«|
Or, par définition (n° 32), le système adjoint à un système pur non singulier est le système total de ses sous-adjointes. Soit n le ' degré du système |Mj, qui est l'ordre de la surface transforméey. Sur la surface/', le système adjoint jM^I est défini par le système des surfaces sous-adjointes d'ordre ii — 3, et par conséquent le système |K' est défini par le système des surfaces sous-adjointes d'ordre n — 4-
D'autre part, d'après ce que nous avons dit (Chap. IV, n^ 20 et n" 19 de ce Chap.), ces surfaces sous-adjointes, puisque la surlace /"' n'a que des singularités ordinaires, ne sont autres que les surfaces adjointes du même ordre définies par voie transcendante. De là on conclut, sans qu'il soit besoin d'insister, que le système canonique |K| défini par voie transcendante est bien le même que le système canonique défini par voie algébrique, que les dimensions de ces deux systèmes sont aussi les mêmes, et cette seconde méthode établit comme la première l'invariance du genre géométrique/?o^.
39. Au point de vue algébrique et géométrique où nous nous sommes placés dans cette section, il nous reste encore à définir les surfaces adjointes à une surface ayant des singularités cjuelconcjues. Lorsque la surface n'a que des singularités ordinaires les surfaces adjointes sont par définition les surfaces sous-adjointes.
Soit 1C| le système des sections planes d'une surface /d'ordre m et |Grt| son système adjoint. Ce système est découpé sur /par un système particulier de surfaces sous-adjointes d'ordre m — 3. auxquelles on donne le nom de surfaces adjointes d'ordre m — 3 à /. Elles diffèrent des sous-adjointes par leur comportement aux points multiples isolés de/.
De cette définition on conclut à celle des surfaces adjointes d'ordre m — 3-i-r(r^o) : ce sont les surfaces sous-adjointes de même ordre qui se comportent comme les surfaces adjointes d'ordre ni — 3 le long des lignes multiples et aux points multiples isolés de /. Elles jouissent de la propriété de découper sur / le système adjoint au système \i r -4- i)C,. En effet, on a, en vertu du théorème
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fondamental,
or, une courbe Crt-h /"Celant déterminée par une surface adjointe d'ordre m — 3 et par une surface arbitraire d'ordre /•, le système tout entier sera évidemment défini par le système des surfaces adjointes d'ordre m — 3 H- /". (J'est le raisonnement que nous avons déjà fait (n° 14).
Partant de cette définition des surfaces adjointes, iNl. Enriques montre que les surfaces adjointes d'ordre m — 4 "e sont autre chose que les surfaces canoniques de Nœther, c'est-à-dire celles que nous avons définies tout d'abord. Les considérations qu'il emploie, dans lesquelles les courbes fondamentales jouent un rôle important, sont délicates; comme la question est pour nous évidente d'après notre première méthode, nous renvoyons ])Our ce point le lecteur aux mémoires originaux de l'auteur.
VI. — Du genre numérique des surfaces dont le genre géométrique est nul.
40. Revenons maintenant à la question qui nous intéresse, c'est-à-dire à la démonstration de l'invariance du genre numérique yj„, quand le genre géométrique est nul,y)D^=;o. Il nous reste peu de chose à dire, du moment que la propriété du système adjoint est établie.
En désignant toujours par o((^) le défaut de la série canonique déterminée par [C^] sur la courbe générale de |C[, de sorte que la dimension de cette série est
on voit d'abord que, dans le cas où /j>o.= o, ce nombre est aussi la dimension de \Ca\. En effet, la dimension de 1C«| est, comme pour le cas de pg^o, celle du système des surfaces adjointes d'ordre n — ^3 à la surface /', image de /, dont le système des sections planes est l'image du système |C|. Mais, dans le cas actuel, il n'existe pas de surface adjointe d'ordre n — o passant par 71 — S(C) points pris arbitrairement sur une courbe plane C image de G. Donc la dimension de ce système de surfaces, et par
Quant au ihéorème établissant la relation
du moment que le système |G| | est contenu partiellement dans | C|, il se démontre sans aucun cbangement.
Pour démontrer ensuite que le défaut o(/-C) lorsque r ougjnente atteint un maximum, il suffira de remarquer que, dans le cas où/)^= G. il n'existe pas de courbe du système adjoint pouvant contenir -^ — ^('"C) points d'une courbe /"G. La dimension du système j(/'C)«| est donc égale à
et l'on en déduit l'égalité
puis, en passant par les mêmes intermédiaires, la relation
A ) r: [( r _ , ) C ] — 0 ( /' G ) ^ OJ,;-i-r+l
et finalement
OÙ of/C) a sa valeur maxima invariante. Donc Le "enre numérique p,i a bien une valeur invariante dans le cas où pg^ o.
Faisons encore une dernière remarque. Nous n'avons établi l'identité qui doit exister entre les surfaces adjointes définies, soit par le procédé transcendant, soit par le procédé algébrique, que dans le cas où la surface n'a que des singularités ordinaires. Mais peu importe, puisque la valeur maxima deo(C) est un invariant, qui convient par conséquent à toutes les surfaces-images, et en particulier à la snrface-image qui n'a que des singularités ordinaires. On trouvera donc toujours la même valeur poury^,,.
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VII. — Du système bicanonique
42. Une notion très intéressante, et sur laquelle M. Enriques est le premier à avoir appelé l'attention, est celle du système bicanonique, qui joue un rôle fondamental dans la théorie des surfaces rationnelles, et peut fournir, dans bien d'autres cas, de nouveaux caractères invariants de la surface, distincts des nombres p^r et pn étudiés précédemment. Nous nous bornerons à donner la définition d'un pareil système et à mettre en évidence ses principales propriétés.
Soient |C|| et |Co| deux systèmes linéaires de courbes sur une surface, et reportons-nous au théorème fondamental de M. Enriques (n° 34) qui est exprimé par la relation symbolique
d'où l'on conclut
(l) l2C,«-2C,-'>,v0,|=:|2G,«-^-iC,^-2S0i|.
Si le système |C)rt| adjointe |C)| contient ce système, c'est-à-dire si la surface possède un système canonique (pg^ o), il résulte de la deuxième égalité que le système
(A) |2G,« -2C,---2S0i| = [2G,«— 2G2— 2ZO2I
est le double du système canonique; et il ne peut évidemment donner lieu à aucune considération nouvelle.
Mais supposons, au contraire, que la surface soit de genre^^o-^ o, c'est-à-dire que le système |C,a| ne contienne pas |C,|, il pourra arriver cependant, comme nous le verrons tout à l'heure par des exemples, que le système laCi^j coutienne le système |2 C, |, et qu'on puisse, par conséquent, de l'égalité (i) conclure à l'égalité (A); d'où cet énoncé :
Si une surface algébrique, le double d'un système linéaire irréductible [Cj, est contenue dans le double de son système adjoint \0a\, il en sera de même pour tout autre système linéaire sur la surface, et le système résiduel de \'i.C\par rapport à [aCrtl est, à des points bases près, le même cjuel que soit le système |C|.
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Le système
|2G„— 2G — ^:so|
esl donc un système parfaitement déterminé. C'est à ce système que M. Enriques a donné le nom de système bicanonique. Le nombre P des courbes bicanoniques linéairement indépendantes est évidemment un invariant et s'appelle le bigenre de la surface. On pose P ::!:: o SI Ic Système [aC] n'est pas contenu dans |'iG,,I, et P = I , si le système résiduel I^C^ — ^ aCj se compose d'une seule courbe ou si le système 'xQ^a coïncide avec le système aC.
43. Relativement à la série de groupes de points qu'une courbe bicanonique découpe sur la courbe générale d'un système irréductible, on a l'énoncé suivant :
Une courbe bicanonique arbitraire découpe sur la courbe générale d'un système irréductible |Cj un groupe de points qui, ajouté à deux groupes de la série caractéristique de |C| et aux pointsbases de jC| comptés avec le double de leur degré de multiplicité, constituent un groupe de la série g\T.^\^ tz étant le genre d'une courbe C.
44. Proposons-nous maintenant de construire le système bicanonique sur une surface, s'il existe. Bornons-nous au cas d'une surface qui n'aurait que des singularités ordinaires, courbe double avec points triples, ou plus généralement une courbe multiple ordinaire d'ordre /, sans points isolés, en sorte que les systèmes des surfaces adjointes et sous-adjointes coïncident. Soit |C| le système des sections planes d'une pareille surface. Cherchons quel est le système de surfaces adjointes qui déterminera le système bicanonique. Or, chaque courbe bicanonique coupe une courbe C en 47: — 4 — 2/i points, comme il résulte de la remarque précédente (n°43). Ce dernier nombre peut s'écrire sous la forme
4 ~ — 4 — 2/1 = 2- — 2 -i- 2 Tï — 2 2 n = 2 - — 1 ^ ii{n — J ) — i{i — 1 ),
d'où l'on conclut que le système bicanonique est découpé par des surfaces adjointes d'ordre n — 3 -f- /? — 5 = 2/i — 8, mais non par le système total de ces surfaces. I! faut envisager seulement celles qui, le long de la ligne multiple d'ordre /, ont un comportement tel que les sections, par un plan général, de la surface
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considérée et de l'une de ces surfaces adjointes aient, aux points de rencontre avec la ligne multiple, i[i — i) points de rencontre condensés en plus des i{i — i) points qui s'y trouvent déjà, en vertu de la définition des surfaces adjointes. C'est donc un total de 2f(/ — i) points, qui se réduit, pour ?= 2, à 4- Donc, dans le cas d'une surface n'ayant ciu une courbe double avec points triples, le système bicanonicjue est déterminé par celles des surfaces adjointes d'ordre 2/? — 8 qui admettent la courbe double comme ligne double. Le nombre de ces surfaces biadjointes, linéairement indépendantes et ne contenant pas la surface f^ est égal au bigenre (').
4o. Donnons quelques exemples de surfaces ayant le genre géométrique nul et un bigenre P > o.
Considérons d'abord, avec M. Enriques, une surface du sixième ordre ayant pour lignes doubles les six arêtes d'un tétraèdre, et par suite les quatre sommets comme points triples. Une telle surface a une équation de la forme
fi^X.X^X-^, XiXzX'^, X1X.2X:,, XjXoXz) -^ :ria^2-ï"3^i?2(-2"l. Xî, X3, Xi) = o,
où /a et Oo sont des formes quadratiques : la première des produits X2X3XJ,, ... la seconde des -variables ^,, ^To, x^, x.-,, les faces du tétraèdre ayant pour é(|ualions :r, = .To = x-^ = .r^ = o. Cette surface n'a pas de points multiples isolés, et sa section par un plan arbitraire, même passant par un des sommets, est une courbe de genre constant égal à 4- Les surfaces adjointes à une pareille surface doivent passer simplement par les six arêtes du tétraèdre. Il n'existe pas de surface adjointe du second degré, c'est-à-dire de surface canonique, donc/>o^= o.
D'autre part, le nombre des conditions pour qu'une surface de degré n contienne les six arêtes du tétraèdre est égal à Cm — 2 ; le
(') L'imporlance du bigenre P ressortira suffisamiiicnt il'un théorème extrêmement remarquable dû à iM. Castelnuovo, que nous ne pouvons malheureuse- | ment qu'énoncer ici : La condition nécessaire et suffisante pour qu'une sur- \ face soit unicursale est que l'on aitp^=o,P = o (Castelnuovo, Menioria \ premiata dalla Società Jtaliana dette Scienze, 1896). Il est bien curieux que l'égalité à zéro de deux nombres invariants relatifs à la surface suffise pour qu'elle soit unicursale.
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genre numérique de la surface est donc égal à
Pn = ■ jT b.-2—-2 = 0.
Il existe, au contraire, une surface adjointe d'ordre 2/? — 8 = 4 passant deux fois par chaque arête du tétraèdre, c'est le système des quatre faces de ce tétraèdre, donc
46. Voici un second exemple dû à M. Castelnuovo : une surface du septième ordre ayant une droite triple, une conique double ne coupant pas la droite, et trois tacnodes dont les plans tacnodaux passent par la droite, a les caractères pg = p,^^= o, et P= 2. De plus les courbes bicanoniques variables sont des quartiques elliptiques sur des plans passant par la droite triple.
Voyons d'abord comment on peut construire une pareille surface. Sur une surface cubique générale /s = o, fixons une droite r et une conique A" n'ayant pas de points communs avec la droite. Par r, comme on le voit facilement, passent cinq plans qui sont tangents à fs en des points extérieurs à /•. Soient a = o, ^ = 0, Y:= o trois de ces plans, A, B, C leurs points de contact, et 0 = o un plan arbitraire passant par /•. La surface
est bien une surface du septième ordre satisfaisant à l'énoncé.
Une deuxième s'obtient en considérant une surface du quatrième ordre /■, = o, passant doublement par la conique A", touchant les plans a, [i, y, en A, B, C, et à laquelle on adjoint les trois plans aSy = o, soit
La surface générale du faisceau
est une surface indécomposable du septième ordre satisfaisant h l'énoncé.
Les surfaces adjointes à une pareille surface sont d'ordre .J. elles doivent passer simplement par la conique A, doublement par
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la droite ;•; chacune de ces surfaces doit donc déjà se décomposer en le plan de la conique k et en deux plans passant par r. Mais la surface possédant trois tacnodes A, B, C, les surfaces adjointes doivent passer par ces points, c'est-à-dire que les deux plans passant par /• devraient les contenir, ce qui n'a pas lieu généi^alement. Donc il n'existe pas de surface du troisième ordre adjointe à F-, et l'on a par suite
Calculons p,i. Une surface du troisième degré dépend de vingt coefficients. Le nombre des conditions pour qu'une pareille surface ait comme courbe double une droite donnée est égal à lo, pour qu'elle passe par la conique k est égal à 7, et pour qu'elle passe par les points A, B, G égal à 3; soit 20 conditions simples, donc
Pn = O.
Une surface biadjointe sera de l'ordre (i, devra passer deux fois par la conique /•• et par la droite /•, de manière que le nombre des points de rencontre des sections planes correspondantes de cette surface et de la surface F7, condensés au point de rencontre de la droite et du plan, soit de 21(1 — i) = 12 (?' = 3) : ce qui exige que la surface biadjointe passe trois fois par la droite /' et ait, en outre, [ en chaque point de cette droite, les mêmes trois plans tangents que la surface F7. Elle doit, en outre, loucher les plans a, [j, y aux points A, B, C.
Ces conditions exigent que la surface biadjointe se décompose en le plan de /: et en une surface du cinquième ordre '^g passant ti'ois fois par /• avec les mêmes plans tangents que F^ en chaque point de cette droite, une fols par A, et tangente aux plans a, [3,, y en A, B, C. Or un plan arbitraire passant par ;• touche F7 en quatre points variables avec le plan puisque la surface F^ n'a pas, comme on le voit facilement, de points quadruples sur /■. Donc ce plan doit toucher aux mêmes quatre points la surface 05 qui passe trois fois par /'. Cela exige que cette surface passe non seulement trois fois mais quatre fois par /■, et par suite, en tenant compte des autres conditions, elle devra se décomposer en le plan de A' et en quatre plans passant par /-, à savoir les trois plans a, j3, y, et un quatrième plan variable qui détermine sur F7 la partie va-
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Viable de la courbe bicanonique générale. On a donc bien
el la courbe liicanonique est une quartique avec deux points doubles.
47. De la notion de système bicanonique on passe naturellement, ainsi que l'a montré M. iMiriques, à la notion des systèmes i fois canoniques, et qui sont définis de la maniè-re suivante : partant toujours de la relation fondamentale
en supposant pour plus de simplicité que les systèmes [Ci | et [Col n'ont pas de points-bases, on tire
I iCi,/ — i'Ci I — [ iC-2a — f C2 1 ~ I Ki|.
si le système U'Ci„| contient le système [/C| [, et ce système jouit de la propriété d'invariance. 11 se jjeut que le système jC„j ne contienne pas |C{, ni le système laC^I le système jaG], mais qu'on puisse déterminer l'entier i de manière que le système |fCrt| contienne \iC\. Le système i fois canonique ainsi défini fournira alors de nouveaux caractères invariants de la surface, en particulier le nombre P/ des courbes i fois canoniques qui sont linéairement indépendantes, le genre de ces courbes, etc.
11 peut arriver que le système [lx^| n'existe pas, quel que soit i. On le vérifie de suite pour le plan, pour une surface réglée quelconque et, en général, pour toute surface contenant un système |C| de genre -, dont deux courbes ont plus de 2- — 2 intersections variables.
Quelques remarques relatives aux surfaces réglées ( ' ).
48. Nous avons laissé de coté, dans la section précédente, les surfaces réglées et plus généralement les surfaces sur lesquelles existent un système linéaire de courbes | G | et un faisceau de courbes j D |, linéaire ou non, tels que la courbe générale du premier ne soit coupée qu'en un point par la courbe générale du se-
(') Voir à ce sujet difTt-ients passages de Vlntroduzione de M. Enriques, particulièrement les n"' 21 el 24.
oond D, qui est alors forcémenl unicursale. De pareilles surfaces ont d'ailleurs évidemment pour images des surfaces réglées sur lesquelles les courbes correspondant au système | C | sont des directrices.
Nous avons déjà vu (t. I, p. 194) q^e pour ces surfaces, sur lesquelles il existe un faisceau de courbes unicursales, le genre géométrique pçr était nul, et nous avons trouvé, pour les surfaces réglées (t. 1, p. 241), une valeur de />« égale à — tt, 7: étant le genre d'une section plane quelconque de la surface.
Pénétrons un peu plus avant dans l'étude de ces surfaces, et demandons-nous si les différents théorèmes qui nous ont servi, dans ce Chapitre, pour établir l'invariance de /?« sont applicables aux surfaces réglées. En d'autres termes, l'égalité fondamentale
est-elle applicable aux surfaces réglées?
Pour l'établir nous sommes partis de ce fait, à savoir que sur une surface y de degré m, dont j G | est le système des sections planes, le système adjoint au système |(/"4- i)C | était déterminé par les surfaces adjointes d'ordre m — ■ 3 -}- /-(Chap. \ I, n°^ 11 et 39). Si cette propriété s'applique aux surfaces réglées, on verra facilement, sans qu'il soit besoin d'insister, comment on peut conclure à l'invariance de o(rC) et aux autres formules fondamentales, qui y sont relatives.
Nous nous proposons donc de démontrer que :
Sur une surface réglée cV ordre m, les courbes adjointes au système \{r -\- \)Q,\, |Cj étant le système des sections planes, sont les intersections de cette surface, en dehors des courbes multiples, avec les surfaces adjointes d' ordre m — Z -\- r.
49. V^oici d'abord un premier lemme relatif aux surfaces qui possèdent un faisceau de courbes unicursales D. Ce faisceau peui ne pas être linéaire, mais il est évident qu'on peut former avec ses courbes un faisceau linéaire de courbes dont chacune sera composée d'un certain nombre s suffisamment grand de courbes D: soit
(1) aoMo-f-aiMi = o,
le système de surfaces, qui détermine ce faisceau.
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Soit alors sur la surface un système linéaire irréductible | C | de courbes, dont la courbe générale coupe une courbe D en o >» i points variables, et soit
(2) aol-o^ ^1 I>i" X2L2 -+-...= o,
le système de surfaces qui le détermine, et dont nous ne considérerons qu'un réseau. Au moyen des deux systèmes précédents, on peut, comme nous l'ayons yu (t. I, p. 202), obtenir une image F de la surface qui soit telle que les courbes du faisceau (i) correspondent aux sections planes faites sur la surface F par un faisceau de plans passant par une droite « et que les courbes du système |C| soient représentées par les sections planes d'un réseau de plans passant par un point O pris en dehors de a.
La droite a pourra d'ailleurs être une droite multiple de la surface F; soit i' son degré de multiplicité. Un plan quelconque passant par a coupera la surface suivant s courbes D, et un plan passant par O coupera une courbe D en p points, de sorte que chacune de ces courbes est, sur la surface F, d'ordre 0, el l'ordre m de la surface est par suite égal à
De plus, la surface F n'est pas réglée. Le système des courbes adjointes à | C | sera donc compris dans le système des courbes sous-adjointes déterminées par des surfaces sous-adjointes ^'ffî_:t à F, lesquelles ont la droite a comme courbe multiple d'ordre i — I . Une surface ^',„_3 coupera donc un plan arbitraire passant par a suivant une courbe d'ordre ni — ^2 — / qui devra être adjointe à la courbe plane correspondante de la surface F, composée de s courbes D. Or une pareille adjointe appartient, comme nous l'avons vu, au système somme de s — i courbes D et d'une adjointe d'ordre m — 2 — i — l^s — -1)0 = 0 — 2 à la çieme courbc D situéc dans le plan considéré. De plus, deux courbes D, qui n'ont aucun point yariable d'intersection, ont en commun leurs points multiples, qui appartiennent aux lignes multiples de F, et dont le nombre, puisque la courbe D est unicur-
sale, est équivalent à — — points doubles.
Le nombre des points d'intersection yariables d'une pareille
adjointe avec une courbe D sera donc égal à
D où renoncé du lemme que nous avions en vue :
Si/r une surface possédant un faisceau de courbes rationnelles!)^ les courbes adjointes à un système linéaire irréductible I C I dont la courbe générale est coupée en p points variables par une courbeT), coupent cette courbe D en p — 2 points au plus.
Nous disons au plus puisque nous avons considéré le système des surfaces sous-adjointes.
50. Comme première conséquence de ce lemme nous vojons que si 0 = i (c'est le cas des surfaces réglées), le système \ C | n'admettra pas de courbes adj ointes . Si, en effet, le système | C| admettait un système adjoint | C^ | le système j aC j aurait pour système adjoint | C -h C^ |, dont la courbe générale couperait la courbe D en un point au moins, ce qui est impossible puisqu'une coui'be 2C coupe une courbe D en deux points et qu'une courbe adjointe à | 2C | ne peut couper cette courbe D qu'en p — 2=0 points au plus.
Par suite encore une surface réglée d'ordre m ne possède pas de surface adjointe d'ordre m — 3.
51. Ce dernier résultai peut d'ailleurs se déduire immédiatement d'une remarque générale relative au nombre des points de rencontre d'une surface adjointe ^m-^+r à F, si elle existe, avec une génératrice de F. Un plan passant par une génératrice a coupe en outre la surface F suivant une courbe C d'ordre m — i, qui coupe la génératrice, en dehors des courbes multiples, en un seul point variable avec le plan, de sorte que le nombre des points de rencontre de la génératrice avec les courbes multiples est équivalent km — 2.
D'autre part, la section par ce plan d'une surface adjointe ^TO_3a./- est une courbe d'ordre m — 3 + /■ qui passe parles points multiples fixes de C sur la droite a, et s'y comporte comme cette courbe; donc elle eoupe a en /■ ^ i points, et, par conséquent :
SYSTEMK ADJOINT A UN SYSTEME LINEAIRE DE COURBES. l'jti
Les surfaces ^,n_v,j^r adjointes à une surface réglée F d'ordre m coupent les génératrices, en dehors des courbes multiples, en r — i points variables.
52. Ces préliminaires étant posés, nous sommes en mesure de démontrer la proposition énoncée au n" 48. Soit G'^j^' une courbe adjointe au système |(/'H-i)C|, c'est-à-dire au système découpé par les surfaces d'ordre ;■ + i . On verrait d'abord facilement qu'elle coupe la section plane générale C en un groupe de points qui appartiennent à une adjointe plane d'ordre jn — ?)-\-r. Reprenons alors la proposition démontrée précédemment (n° 20 de ce Chapitre); en vertu de laquelle toute courbe qui jouit de la propriété de couper un plan arbitraire suivant un groupe de la série g-2Tz-i+rm appartient à une surface sous-adjointe d'ordre m — 3 + r, sauf le cas, laissé de côté, où la surface serait réglée. En procédant de la même manière, on voit d'abord que la courbe C'^^' est la section partielle de F, en dehors des courbes multiples, avec une surface adjointe ^w-z+r^oi^-^)^ et qui peut contenir encore une ou plusieurs courbes planes, appartenant à des plans passant par l'axe d du faisceau de plans qui a servi à construire la surface <I>.
Ces courbes, qui rencontrent la droite «'Z aux points où elle coupe la surface F, ne peuvent être, dans le cas actuel, que des génératrices de la surface, et, dans tous les cas, ce sont des courbes qui n'ont aucune intersection variable avec le plan général du faisceau. Les points de rencontre variables de la surface ^m-?,+r+ç 3vec une génératrice arbitraire, en nombre /• -h p — i (n" 51), sont donc les points de rencontre variables de cette génératrice et de la courbe C'^"^'. Or la courbe générale du système !(/■ 4- i)C ] coupe une génératrice en / •+ i points, par suite, en vertu du lemme du n° 49, la courbe C'^^' ne peut couper la génératrice qu'en (/• + i) — Q.=L 1- — i points au plus, ce qui exige p = o, d'où le théorème énoncé (n" 48) et qui complète le théorème du n° 20 :
Sur une surface réglée ou non d'ordre m, les courbes adjointes au système découpé par les surfaces d'' ordre r-\-i (/' >• o) sont les sections de cette surface, en dehors des courbes multiples, par des surfaces adf ointes cV ordre m — 3 + ;•.
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53. De ce ihéorème résulte, comme nous lavons dit, que les différentes propositions que nous avons énoncées relativement à l'invariance de p,i s'appliquent aux surfaces sur lesquelles existe un système linéaire de courbes dont la courbe générale n'est coupée qu'en un point par la courbe générale d'un faisceau de courbes imicursales. \ous en ferons une application au calcul du genre numérique d'une surface réglée.
Une surface réglée d'ordre ?n a des équations qui peuvent toujours s'écrire sous la forme
X = az -^p, y = bz-^ q,
çi; a, [3) = o,
«, è, /j>, q étant des fonctions rationnelles de a et ^3, et es (a, |j) ^ o étant une courbe algébrique plane dont le genre t: est le genre d'une section plane de la surface.
A cette surface correspond donc birationnellement le cylindre ç/(a, |i) = o, ou plus généralement un cône d'ordre m^ et dont la section plane est de genre -, et dont le genre numérique /?„ sera celui de la surface réglée.
Nous sommes ramenés ainsi à calculer le genre numérique/» ,; d'un cône d'ordre m avec d droites doubles. Or une surface adjointe d'ordre ij. aie sommet comme point multiple d'ordre m — a, soit
conditions. Elle doit contenir, en outre, chacune des d droites
doubles, soit
c? [ ji. -i- 1 — (m — 'i )]
conditions. Donc la dimension au^rmentée de un du svstème des adjointes d'ordre ui est nuinéviqiiement
(a — i)( ;jL — 2)(a-^ 3) mim —\){m — 1) ,, ë 6 rf(:a-o-m),
et par suite le genre numérique />„('jl = /?? — 4) est égal à
mim — \)(m — 1) /_ . ('" — i)(/»— 2)_
résultat que nous avions obtenu par une autre voie ( t. I, p. 241).
svstèmp: adjoint a ln système i.inkaike di: col hues. liy
54. Cherchons quelles sont, pour une surface réglée, les valeurs des défauts o(/-C) et to/;.
De la formule
on conclut, puisqu'une surface réglée n'a ni surface adjointe d'ordre m — /(j ni surface adjointe d'ordre m — 3 (N„2_i =: N,„_3 = — i), en faisant /■ = o,
Appliquant ensuite la relation
o[(/'-^-i)C] — o(/-G ) = tO,„_,3_H,..
on trouve
et enfin de la relation
Pg— Pn= -WA,
qui se réduit ici à
on conclut et par suite
La valeur maximum de o(/-C) est donc t:, et tous les défauts co/, sont nuls à partir de h^= ni — 2, le premier (:o,„_3 ayant une valeur virtuelle égale à t:.
55. Terminons par une remarque relativement au svstème de courbes déterminé sur une surface réglée par les surfaces adjointes d'ordre m — 2. En vertu du théorème démontré (n° 51 ), ces surfaces adjoinles ne peuvent couper la surface que suivant des génératrices, puisque le nombre /■ — 1 des points d'intersection variables est ici égal à zéro {r = i). D'autre part, nous venons de \oir que les surfaces adjointes d'ordre m — 2 coupent un plan arbitraire suivant le système total des adjointes planes de même ordre à la section plane correspondante de la surface réglée (oj,„ o^^t))' Donc le système des surfaces adjointes d'ordre m — 2 détermine sur cette sur/ace un système de dimension
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— — 2 + m dont chaque courbe est composée de i~ — i -t- m génératrices.
Les systèmes de courbes déterminés par les surfaces adjointes d'ordre m — i -^ h s'obtiendront successivement en ajoutant au système précédent le système des sections planes |Cj, le système I 2C 1, .... le système | A C |.
Nous avons dit que sur une surface réglée il n'existait pas de système adjoint au système des sections planes d'ordre m — 3, mais il est possible de construire un système de courbes sousadjointes à ces sections planes, composées chacune d'un nombre convenable de génératrices. Le point à remarquer est qu'un pareil système ne })eut être obtenu comme la section totale, en dehors des courbes multiples, de la surface réglée par un système de surfaces adjointes.
I. — Première définition des intégrales de seconde espèce
1. On sait combien, dans la ihéorie des fonctions algébriques, la dislinclion des intégrales abéliennes en ti'ois espèces joue un rôle important. Dans un grand nombre de cjuestions, les intégrales de première et de seconde espèce sont particulièrement intéressantes à considérer. Il est naturel de cliercher à faire pour les intégrales doubles attachées à une surface algébrique, c'està-dire pour les intégrales doubles
R(^, j, z)dx dy [/(■r,7, - ) = o]
(où R est rationnelle en .r, y et ::), une classification plus ou moins analogue. Nous avons vu, dans le cours de cet Ouvrage, Timportance des intégrales doubles de première espèce attachées à une surface.
Nous nous proposons, dans ce chapitre, de poser les bases d'une théorie des intégrales doubles de seconde espèce dans la théorie des surfaces algébric[ues, et de montrer comment la notion d'intégrale de seconde espèce conduit à un nombre invariant, qui paraît distinct de ceux qui ont été considérés jusqu'ici.
Considérons une surface algébricpie
( ' ) E. Picard, Sur les intégrales doubles de seconde espèce ( Comptes rendus, G décembre 1897 ^t 24 janvier 1898; Journal de Mathématiques, 1899; Comptes rendus, 10 octobre 1899).
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el soil une intégrale double relative à cette surface
(I) JjK{x,y,z)dxdy,
R étant rationnelle en x^ y et z. Nous allons tout d'abord définir ce que nous entendons par intégrale double de seconde espèce. Prenons sur la surface un point arbitraire A, que l'on peut toujours, par une transformation préalable, supposer à dislance finie. Si le point A est un point simple, nous dirons que l'intégrale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si l'on peut trouver deux fonctions rationnelles U et V de :r, j', ^, telles que, après avoir formé l'intégrale double
la différence des intégrales (i) et (2) reste finie au voisinage de A (on considère, bien entendu, z comme fonction de x et y quand on prend les dérivées partielles de U et V par rapport à x et j^). Si le point A est un point multiple de/", on sait que l'on peut partager le voisinage de A en un certain nombre de régions, telles que chacune d'elles corresponde birationnellement à une région R située sur une surface F, et ne comprenant que des points simples de F; l'intégrale (i) présentera en A le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si ses transformées, par chacune des substitutions birationnelles à employer, présentent, en tous les points de la région correspondante R. de la surface correspondante F, le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Si, en tout point A de la surface/" (à distance finie ou à l'infini), l'intégrale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, celte intégrale sera dite une intégrale double de seconde espèce. Il est clair que les fonctions rationnelles U et V à employer pourront varier avec le point A.
2. Il importe tout d'abord de remarquer que la forme des expressions (2) est de nature invariante relativement aux transformations birationnelles. On s'en assure de la manière suivante. Envisageons d'abord l'intégrale
(3) /-/•"'''•Q'^.rfK.
SUR Li:S INTEGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPECE. iGl
, D(P,0) , , ,, . r ■ III r
OU T^ ^ represcnle le déterminant lonctionncl des deux tonc-
lions P et Q de .2; t;t )^; si Ton remplace les variables x et v par de nouvelles variables x' et >'', l'intégrale devient évidemment
et garde par suite la même forme. Or, l'intégrale (o) rentre manilestement dans le tvpe (2), puisqu'on peut l'écrire
Ceci posé, on peut donner à (2) la forme suivante :
en faisant un changement de variables, on aura
et, d'après ce que nous venons de dire, chaque terme de celte somme et, par suite, la somme se mettent sous la forme
JJ
Ox ày
L'intégrale (a) a donc conservé la même forme quand on a remplacé les variables x ei y par les variables x' et y'; c'est l'invdriance que nous voulions établir.
3. Ptemarquons, avant de continuer, qu'une définition analogue à celle que nous venons de donner pour les intégrales doubles de seconde espèce peut être adoptée pour les intégrales simples de seconde espèce dans la théorie des courbes algébriques. Si l'on a la courbe
les intégrales abéliennes de seconde espèce
/^ I R( x,y) dx.
l62 CHAPITRE VII.
relatives à celle courbe sont telles que, pour tout point A de la courbe, on peut trouver une fonction rationnelle \](x,y), telle que la différence
reste finie dans le voisinage de A
4. On sait que, pour une courbe algébrique, il n'existe qu'un nombre limité d'intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce, c'est-à-dire qu'il existe un nombre limité d'intégrales abéliennes J de seconde espèce, dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme
(U étant rationnelle en x et r), et telles cfue toute autre intégrale de seconde espèce est une combinaison linéaire des intégrales J, à un terme additif près de la forme (a).
Nous devons nous demander s'il en est de même dans la théorie des surfaces algébriques. Nous allons montrer, pour répondre à cette question, qu'iV existe un nombre limité o cV intégrales J de seconde espèce, dont aucune combinaison linéaire n^ est de la forme
(P et Q étant rationnelles en x^y et -3), et telles que toute autre intégrale de seconde espèce est une combinaison linéaire des intégrales J, à un terme additif près de la forme ([3). La démonstration de ce résultat sera la conséquence d'une longue suite de transformations de calculs qui vont faire l'objet des sections suivantes. Nous aurons ensuite à montrer qu'une intégrale double de seconde espèce relative à une surface / se change, quand on transforme birationnellement f en une surface F, en une intégrale de seconde espèce de la surface F. Ce fait ne résulte pas seulement du calcul du n° !2 et demandera quelques explications complémentaires.
II. — Remarques générales
5. Commençons par éludier les intégrales de seconde espèce ayant la forme particulière
r rVi.r.v.^^àx dv , r. • IN
C/i) / / •^- TT-^— (a>o et F étant un polynôme),
en supposant que la surface de degré m
occupe une position arbitraire par rapport aux axes de coordonnées. Envisageons l'intégrale simple
/' P{x. y, z)dx
relative à la courbe entre x el z
où y est un paramètre. On sait que, par la soustraction d'une expression de la forme
J dx\{x — ay^-^J
on peut ramener l'intégrale (5) à une intégrale analogue, où a est remplacé par a — i . Toutefois les coefficients du polynôme Q_{x,z) en a; et :; étant des fractions rationnelles dey, il figurera dans la nouvelle intégrale, au dénominateur, un polynôme enj-. Il importe d'examiner de quelle manière y figure dans ce dénominateur. Soient :;|, z-,, . . . . z„i les m racines de l'équation
le polynôme Q(x, z) est seulement assujetti à vérifier les équations
(oi-i)fi{a,y,Zi)Q(a, zi) - P (a, y, Zi) = o (i = i, 2, . . . , m). 11 suffira de prendre pour Q{x^z) un polynôme en z de degré
jn — I et il est clair que ses coefficienls contiendront, en dénominateur, le résultant des deux équations
Notre dénominateur admettra donc pour racines simples les valeurs de j correspondant aux points de la courbe
où la tangente est parallèle à l'axe des r, et pour racines doubles les valeurs de jk correspondant aux points doubles de cette courbe, si la courbe n'a que des points doubles. Soit d'une manière générale A^-) ce résultant; l'intégrale (4), par la soustraction d'une intégrale de la forme
— dx dy
Ox
(où U est rationnelle en .f,jK, :;), se trouve ramenée à une intégrale de la forme
P(.r, r,z) dx dy
(^,._a)a-iA(j)/:
En continuant de la môme manière, on arrivera évidemment à
une intégrale de la forme
P( .r, y, c) dx dy
P étant toujours un polynôme.
6. Puisque l'intégrale précédente est de seconde espèce, on peut, dans le voisinage d'un point arbitraire de la courbe (')
(») On peut supposer que cette courbe est indécomposable, car, les axes de coordonnées étant arbitrairement choisis, les plans
x = const.
coupent tous la surface suivant une seule courbe, en laissant de coté la surface de Steiner et les surfaces réglées, d'après un résultat précédemment énoncé.
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retrancher une intégrale double de la forme
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. Les fractions rationnelles U et V sont nécessairement de la forme
{X — a )'• { X — a iV-
A et B étant encore des fractions rationnelles, mais qui ne deviennent ])as infinies, et nous supposons que B ne s annule pas identiquement sur la courbe ^'.
Si A est supérieur à 'x — i , A s'annule nécessairement pour rr=«, et par suite on peut, de proche en pi'oche, réduire h à p. ^ 1 . On peut d'ailleurs dans tous les cas supposer
en multipliant, s'il est nécessaire, les deux termes de L par une puissance de j? — a.
Nous avons donc l'expression
g drA(x,j^,z)l drB(x.y,z)~i
dxl(x — ci)\^~i \ ' dfl {x — a)[>- j'
Si u. est supérieur à un, la différence
s annulera nécessairement pour la courbe (v), c'est-à-dire que l'on
— (,a--i)A(«, r.r) — ^B(«,7,0 ^ o [a\ccf(a,y.t) = o].
On en conclut que l'expression (o), qui peut s'écrire
[(a: — a)H-i ^ ^ i Oy [x — a)\^-^ ]
d rB(x,y,z) ^ _^ d_ Bix,y,z)-] ()y[_{x — a)\>- ' \J — \ dx {x — a)H--'J
dx !
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est de même forme que (o), sauf que a y est remplacé par jj. — i. Donc, en allant de proche en proche, on peut supposer jx = i, et, par suite, la différence
doit s'annuler pour x =^ a. On en conclut que
[A(r)J='-7'^ ày
Ç étant la fonction de/ définie pary((7, /, ^} := o. La fonction rationnelle B(cr, jK, Ç) pourra nécessairement se mettre sous la forme
S et U étant des polynômes, et les racines de U(y) appartenant à A(y). Ceci posé, formons la différence
Ç r V{x,y,z)dxdy _ rÇd Siy,z) ^^^ J J {x-a){^y)^-^fl J J dy {x-a)V{y) -^ '
Elle sera de la forme
Q(x. y,z) dx dy
Q et V étant des polynômes et les racines de W(jk) appartenant
àA(/).
III. — Première réduction, dans le cas des surfaces
sans singularités.
7. T^es transformations précédentes vont hientôt nous être utiles. Nous allons maintenant revenir à l'intégrale
ff-li^^-dxdy,
supposée de seconde espèce, en supposant que la surface n'ait pas de singularités. Considérons d'ahord le cas où le plan a: = a
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n'est pas langent à la surface. Il va être facile dans ce cas d'effectuer une réduction en supposant a^i. Je dis qu'on peut déterminer àen^ polynômes A.( X ^ y ^ z) el B(x, j-, z), de telle sorte que l'intégrale
soit de même forme que l'intégrale initiale, a étant remplacé par y. — I . Il suffira que
passe par la courbe x = a, f{x, y, z) = o.
Prenons pour A et B des polynômes en jk et ^; l'expression
devra être divisible par /{a, y, ^); ou bien encore, j^ et ^ étant deux lettres indépendantes, il faut mettre le polynôme I*{a, y, '^) sous la forme
P(«,J^, 0=- >•/;-!- V-fi-^'>f [où/ désigne /(a, j, ^)],
A, u. et V étant des polynômes en y et ^.
Or, puisque le plan x ^=. a n'est pas tangent à la surface, la courbe f{a^y^ "Ç) = o n'a pas de points multiples : les trois polynômes y, f'yif{ ne s'annulent pas simultanément. De plus on peut toujours supposer que les solutions communes aux deux équations
sont des solutions simples; il suffît que l'axe des "C^ ne soit pas parallèle à une tangente d'inllexion de la courbe /(a, j-, Ç) =: o. Ceci posé, on peut choisir le polynôme a(j/, 'C) de manière que la différence
S annule pour les points communs à
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On aura donc
a et V étant des polynômes en y et w, et de là se tirent A et B.
Nous pouvons donc conclure que, sous les hypothèses faites, r intégrale proposée se ramène à
Ij
P{x,y,z)dxdj
{Oi-~a)f,
8. L'intégrale étant de seconde espèce, nous pouvons faire une réduction encore plus complète. En raisonnant comme au n" 6, on voit que Ton doit avoir
^^""'/^ -^ = -f B(«, j-, r) Ui^t.y, -Ç) - o].
La fraction rationnelle B(<7, j)-, ^) sera nécessairement un polynôme S(j>^, l) en 1' et c [la courhe/(<7, j) , ^) = o n'ayant pas de point double]. Si Ion considère alors la différence
elle sera de la forme
JJ — '~f^ — '
où P est un polynôme. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
La surface f{x. y, z) = o ji' ayant pas de singularités, et le plan X = a /l'étant pas tangent à la sur/ace, une intégrale de seconde espèce de la forme
f / P{x,y. z) dx dy ,^, ,
/ / — ^ — =^- r-^— (P étant un nolvnome)
se ramène par la soustraction d^intégrales du type
rrfdM ô\\ , , ,,.,.. ,
/ / ; \ dx dy (U et A rationnels en x.y et z)
J J Kc'x Oy) -^
Pin LKs intkghalks doubles de sixonde espèce. ifig
à une inlégrale de la forme
ff
V( .r,y,z) dx dy
P étant toujours un polynôme.
9. Le même théorème subsisle si le plan x =^a est tangent à la surface. Nous pouvons le démontrer très facilement en nous reportant au résultai du n" 6. Par la soustraction d'une intégrale de forme convenable, nous avons ramené l'intégrale
P( T, Y, - ) d.r dy
à la forme
0(.r, >', z) dx dy
chaque racine h de W(y) correspondant à nn point où la courbe
a sa tangente parallèle à l'axe des z. Or, les axes occupant une position arbitraire par rapport à la surface, on peut supposer qu'aucun des plansj)^ = h n'est tangent à la surface. Nous sommes donc ramené au cas précédent (jc et y étant permutés), et nous avons le tliéorème énoncé à la fin du numéro précédent, même si le plan x = a est tangent à la surface.
10. Nous avons supposé cpie les axes occupent ime position arbitraire par rapport à la surface; les ])lans considérés x^a coupaient alors la surface suivant une courbe irréductible. Il est facile d'examiner le cas où il eu serait autrement. Supposons que le plan x ^= a coupe la surface suivant une courbe décomposable en deux autres, et soit A un point commun à ces deux courbes. Ileprenons l'intégrale
'P(x. y, z)dx dy
SP
{x-a)^fL Nous pouvons d'ailleurs, comme plus haut, faire les réductions
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qui nous ramèneront à l'intégrale
'P (a-, y, z)clx dy {x~a)\N{y)fV
On peut, dans le voisinage de A, retrancher une intégrale double de la forme
'dV d\
ff'
, . dx dy^
rjx ÔV '
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. En raisonnant comme au n" 6, on voit que cette dernière intégrale est de la forme
/ / — B( X. 7', z) dx dy,
J J X — a Oy '-
la fraction rationnelle R(.r,y, z) ne devenant pas identiquement infinie sur la section plane x = a. Il n'y a dans tout ceci aucune différence avec le n° 6, si ce n'est que dans ce numéro nous nous placions au voisinage d'un point quelconque de la section plane, tandis que nous nous plaçons ici au voisinage du point particulier K. ; d'ailleurs, la courbe désignée {loc. cit.) par (v) est l'ensemble des deux courbes passant par le point A. On aura donc
pour l'une et l'autre courbe que définit l'équation /(«, y, z) = o.
Or, on peut toujours mettre la fonction rationnelle B(^a:,y, z)
sous la forme
Q(x, Y- z) \i(x,y,z) = • (Q étant un polynôme),
le polynôme \X(jc,y) ne contenant pas (x — a) en facteur (sinon B serait infinie au moins sur une des courbes de la section x = ci). Si donc de l'intégrale proposée
V(x,y, z)dx dy
{^-ci)\\iy)A on retranche
rf±\^-'^jf:J^l]dxdy,
on aura une intégrale de la forme
'Q(x,y, z)iLv dy
If-
W(>') étant un polynôme en y. Gomme le plan des zx peut être supposé avoir une direction arbitraire, on peut admettre qu'aucun plan de la forme
ne coupe la surface suivant une courbe rlécomposable (en faisant abstraction de la surface de Steiner et des surfaces réglées), et finalement nous arrivons à la même conclusion qu'au numéro précédent.
Les considérations précédentes peuvent servir, d'une manière plus générale, à faire la réduction de l'intégrale de seconde espèce
fj
P( X, y, z\dx dy
^x-ar^'^ix.y)/^
le polynôme R(.r,jK) ne contenant pas x — a en facteur; on ramènera cette intégrale, par la soustraction d'une intégrale de la forme déjà plusieurs lois indiquée, à l'intégrale
P(.r, )-, z)d.v dy
n. En restant toujours dans le cas d'une surface sans singularités, nous allons considérer une intégrale arbitraire de seconde espèce. Les axes étant pris arbitrairement, nous pouvons supposer que l'intégrale reste en général finie dans le voisinage d'un point pour lequel yi = o ; de plus C étant une ligne irréductible de la surface pour les points de lacjuelle l'intégrale peut devenir infinie,
soit
la courbe irréductible qui est la projection de la ligne G sur le plan des xy. La surface cylindrique
R(-^>jk) = 0
pourra couper la surface f suivant une autre ligne irréductible que la lionne G.
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Soit r cette seconde ligne; les courbes C et T ont au moins un point commun à distance finie que nous désignerons par A. L'intégrale double considérée peut évidemment se mettre sous la forme d'une somme d'intégrales du type
^ rr P(x,y,z)dxdr
JJ W(,7)[R(^,j)JV"^' En effet, toute fraction rationnelle de x,j-, z peut s'écrire
A et B étant deux j>olynomes, le premier en x, y, z, le second en X et y. En regardant
comme une fraction rationnelle de x, ou la décomposera en fraclions plus simples, dont les dénominateurs, en tant que polynômes en X, soient premiers entre eux et puissances d'un poljnome en X et r; mais dans cette décomposition pourront s'introduire au dénominateur des polynômes en j-, figurés parW(j)'). Considérons donc l'intégrale (e) ; dans le voisinage du point A, on doit pouvoir trouver deux fractions rationnelles S{x,y, z) etT(^,j'', z) telles que la différence
' fz W ( r )[R{T,r)Y^ ÔT ôy \ -^
leste finie dans le voisinage de A. En décomposant S et T en frac-
dS rJT
lions simples, nous avons, pour la somme 1 , des éléments
^ ' dx dy
de la forme
W,(r)[p(:r,jK)]>/i
En se bornant, dans S etT, au terme renfermant nécessairement
en dénominateur une puissance de R, nous avons une intégrale de
la forme
P(a?, jK, z)dx dy
fj
W(j)[R(:r,7)jP/:
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qui, dans le voisinage de A (ce point pouvant être exclu), ne devient pas infinie sur la courbe
c'est-à-dire sur les deux courbes C et F; il faut donc que
reste Unie pour Pv.(^', r)^o, dans le voisinage de A, et, par suite, soit un polynôme en x^ y el z (on peut appliquer ici le ihéorème classique de Nœther, puisque C et F forment Tinterseclion complète de R := o avec la surface f).
On voit donc que finalement Fintégrale sera ramenée à
et finalement à
'P( .r. r. z)d.r rlv
Nous avons donc la proposition fondamentale suivante :
Si l'équation
représente une surface sans sinp;ularités, toutes les intégrales de seconde espèce l'elatives à cette surface sont de la forme
ff('^-%h''^-fP
U et V étant des fonctions rationnelles en ./•, y et z, et V{.r. y, z) représentant un polynôme.
IV. — Même réduction pour les surfaces quelcoiiques
12. Le théorème que nous venons d'établir est général. Une partie de la démonstration précédente subsiste entièrement: c'est celle qui est contenue dans le numéro précédent et qui s'arrête
à la forme (ti). En permutant x et jk, nous voyons donc que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent aux intégrales
P(a7, j', z-)dx cly
W{.r)fl
et nous devons donc étudier les intégrales de la forme
P (.T,y, z)clx dy
fP
(.r~ar\fl
La surface, nous pouvons le supposer, n'a que des singularités ordinaires (une ligne double avec points triples). On peut, de plus, admettre que l'intégrale initiale ne devient pas, en général, infinie le long de la ligne double (il suffirait, s'il en était autrement, de faire une transformation biralionnelle convenable); il en résulte qiieV s'annule le long de la courbe double. Enfin les axes de coordonnées ont vine position arbitraire par rapport à la surface.
Supposons d'abord que le plan x =^ a ne passe pas par un point-pince oupar unpoint triple de la courbe double. Ily a alors peu de modifications à faire à la réduction du n° 7. Reprenons les notations et les calculs de ce paragraphe ; nous devons chercher à mettre P(<r/, j', Ç) sous la forme
Le polynôme P(ft,r, Ç) s'annule d'ailleurs pour les points doubles de la courbe
Ici les trois polynômes y, /"^'., /!; s'annulent simultanément, mais on peut supposer que f ei f n'ont de tangente commune en aucun de leurs points de rencontre. Il s'agit alors de savoir si l'on peut déterminer un poljnome \k enjK et s, de telle sorte que la différence
P - îv;
soit de la forme \f' -h vf. Les points communs à / = o et /; = o
sonl de deux sortes; les uns sont des points simples de /et n'appartiennent pas, par suite, à/r= o. On peut choisir le polynôme ;j. de telle sorte que la différence P — a//' s'annule en ces points. Les autres sont points doubles de /'; la différence précédente s'annule en ces points; mais il faut de plus cpie, pour chacun de ces points,
la courbe
P — jx/; =: o
ait même tangente que la courbe /,. = o. et il est clair que 1 on peut choisir a de façon qu'il en soit ainsi, puisque f'^^o et fr = o ne sont pas tangentes en ces points.
Nous pouvons donc encore conclure que le cas de a quelconque se J'amène à a = i .
13. On ne peut pas faire la même réduction si le plan x^a passe par un point-pince. Pour qu'elle soit possible, c'est-à-dire pour qu'on puisse mettre P(«, )-, v) sous a forme voulue, il faut et il suffit que la tangente à la courbe
au point-pince, soit la tangente au point de rebroussement dans la section plane ^ = « ( ' ).
Or, pour l'intégrale considérée
'V {x, y, z) dx dy
la condition relative à la tangente pour la courbe P(<7,j)', ^)= o n'est pas remplie en général. Nous allons montrer que l'on peut,
(') On établit facilement, à l'aide du tliéorème de Nœther, que, si
/(jc. r ) = o
représente une courbe ayant des points doubles et des points de rebroussement ordinaires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme V {x, y) soit susceptible de se mettre sous la forme
a/— '.i-fy-r-^'/'j. ("'>, V-, '-' étant des polynômes).
est que la courbe P = o passe par les points doubles de /, et aussi par les points de rebroussement avec la tangente à / en ces derniers points comme tangente.
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par une soustraction convenable, être ramené à une intégrale de même forme, mais où la condition voulue sera remplie. Commençons par quelques remarques très importantes pour la suite.
l-i. J'envisage les expressions de la forme
^"-^ ày\f'J ' àx\fL
U et V étant des polynômes en jr, r, z.
Cherchons à quelle condition cette expression est de la forme
M(^,jr, z) étant un polynôme en jc, y et z. En développant l'expression ci-dessus, on a
ci; \fzy Jz- f I J-i--) [Jzx J z' fi
fz n y? y? f^\^' '^'/u /^k"-' ''^'n,'
Il n'y aura pas de terme en -^ si Uy .+ ^ f'x 6St divisible par /".', c'est-à-dire si l'on a l'identité en x^y et ;,
(T) uyy.+v/i^A/i^B/,
A. et B étant deux polynômes. iNous allons voir que, dans ces conditions, l'expression proposée a la forme demandée. Il suffît de
montrer qu'il ne reste pas alors de terme en-^; or le coefficient de -jT7^ est égal à
En difFéi'entiant par rapport à z l'identité à laquelle satisfont L et V, on voit de suite que ce coefficient est de la forme
K et H étant des polynômes, et l'on a
ÔZ
Donc, l'expression (a) sei^a de la forme (3), si U et V satisfont à l'identité (y) en x,y et z.
15. Revenons mainlenanl au n" 13. Pour pouvoir ramener au cas de a = i, en suivant la méthode employée aux n"^ 7 et 12, il faudrait que dans l'expression
fl
P(x, y, z) dx dy
le polynôme P(^, y, z\ qui s'annule le long de la courbe double.
fût tel que la courbe
eût, comme tangente au poinL-pincc, la tangente au point de rebroussement de la courbe y(/y, )', z) = o. S'il n'en est pas ainsi, nous allons montrer qu'on |)eut faire une première transformation réalisant cette condition. Formons la combinaison
{T — <t)'^J"- Oy
ui peut s'écrire
Prenons pour L un polynôme tel que la surface U = o passe
par la courbe double et par la courbe simple de rencontre def=: o
ety'_=o; de même, prenons pour ^'^ un poljnome satisfaisant
aux mêmes conditions, en ajoutant, en plus, la condition que la
surface
P(rc, y, z) -^ (oc — i ) V = o
soit tangente au point-pince à ia tangente k f(a,y, z-'j = o dans le plan x = a, et cette dernière condition peut évidemuienl être réalisée. D autre part la surface
a pour ligne dou!)le la courbe double de /'et passe, comme U ^ o et V = o, par la ligne simple de rencontie de y = o et/y := o ; on
a donc
Enfin -p et -7., restant finies en un point arbitraire de la courbe double, l'expression
sera de la forme
~ fz
M étant un poljnome s'annulant sur la courbe double. Donc, par la soustraction effectuée, l'intégrale
d dx
\fz
Pix, y, z) dx dy
(^ — «)V= est remplacée par l'intégrale
' (^i x, y, z) dx dy
IP
(.T-rt)V'^
oii a a la même valeur mais où le polynôme Q satisfait à la condition nécessaire pour notre réduction ultérieure, condition à laquelle ne satisfaisait pas P.
Nous concluons de là que, 5/ le plan x = a passe par unpoinlpiiice, V intégrale
'V {x, r, ^) dx dy
(x^ay^fl
peut, comme quand le plan ne passait pas par un point-pince, être ramenée au cas de a =— i .
Une démonstration analogue s'applique, avec peu de modifications, au cas où le plan x =z ci passe par un point triple de la courbe double, et nous pouvons, par conséquent, conclure que toutes les intégrales considérées de seconde espèce se ramènent à la forme
Vix.y. z
:-, dx dy.
16. Allons encore plus loin, et établissons que l'on peut faire disparaître le facteur x ■ — a du dénominateur. Nous partons de
SUR LES INTEGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. I jç)
rintégrale supposée de seconde esprce
'Pf.r, y, z) dx dy
fP
[P(.r, j)', :;) s'annulant sur ]a courbe double].
Nous savons (n" 6) que, dans le voisinage d'un point de la section plane x --= a, on obtiendra une intégrale restant finie dans le voisinage de ce point en retranchant de l'intégrale précédente une
intégrale de la forme
im'^m"'"^
[B(.r, r, jz) étant une fonction rationnelle de x, y et z ne devenant pas identiquement infinie pour x = a]. Il résulte de là que l'on a
— y; ;3^[B^«,j-, r.ij [./(«, j-, o = <->!•
La courbey\a, y, Ç) = o ayant des points singuliers, nous ne pouvonspas conclure, comme au n" 8, que B(r/, r, Z) est un polynôme en y et (^, mais il résulte des théorèmes les plus simples sur les fonctions algébriques d'une variable, que l'on peut écrire
M(j', V) étant un polynôme en j' et Ç qui s'annule pour les points de la courbe f(a, j', '( ) = o, qui correspondent à /{= o (si la courbe a un point triple, la courbe M(j', î^) ^ o aura ce point comme point double). Ceci posé, nous allons chercher à former un polynôme Q(^', JK, ^) tel c[ue la surface
Q( X, y, :.)=-- o passe par les deux courbes de rencontre des surfaces
(dont l'une est la courbe double que nous appellerons F, tandis (jue l'autre C représentera le lieu des points simples de la surface où le plan tangent est parallèle à l'axe des z-), et que l'on ait
e(j', z) étant un polynôme arbitraire, et où, comme nous Tavons dit, 'le polynôme mV: -) s'annule aux points doubles de la
courbe
et aux points simples de cette courbe où la tangente est parallèle à O::. [Dans le cas où le plan x = a passerait par un point commun à G et Y, la tangente à la courbe U{r, z) = o en ce point serait parallèle à l'axe des z.] La question revient à trouver une surface
passant par G et F, et coupant à distance finie le plan x=a seulement suivant la courbe U{y,z)^^{yj~-)f{a,y,z) = o. La possibilité de cette recherche résulte du théorème général de M. Castelnuovo sur les systèmes linéaires de surfaces établi dans un Ghapitre précédent : Un système linéaire complet de sLuiaces défini par des lignes-bases et par des points-bases découpe sur un plan arbitraire un système complet (régulier) de courbes, poiuTU que le degré des surfaces dépasse une certaine limite. Nous appliquerons ce théorème au système linéaire complet S des surfaces de degré À passant simplement par G et F, et aux sections par le plan x = a. Le système Hnéaire S découpe sur le plan ^ = « le système complet ^ des courbes de ce plan passant par les points où il rencontre G et F (si x = « passe par un point P commun à G et à T. les courbes du système plan ont une tangente déterminée, intersection du plan tangent à la surface en P avec le plan x = a), pourvu que le degré A des surfaces soit assez grand. Parmi les courbes du système ^ se trouve, si A est pris assez grand, la courbe composée formée de la courbe
et de la droite à Finfini répétée un nombre convenable de fois. U y aura donc, d'après le théorème de M. Gaslelnuovo, une surface
coupant le plan x = a suivant la courbe (a) et la droite à l'infini avec un certain degré de multipllcilé ; le polynôme Q rempbra les conditions requises.
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On voit alors que l'intégrale à soustraire peut être prise égale à D'ailleurs, l'expression
oy L n
sera de la forme
RCr.r, z)
(R étant un polynôme)
puisque le polynôme Q/|- sera nécessairement (n" li) de la forme
notre intégrale, par la soustraction de l'intégrale ci-dessus, est
donc ramenée à
FM .r, >', z) d.v dy
jNous arrivons donc finalement au théorème déjà obtenu pour les surfaces sans singularités :
Etant donnée une surface
que Ion peut supposer à singularités ordinaires [une ligne double avec des points triples), toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à cette surface se ramènent peu- la soustraction d\ine intégrale de la forme
(U et V rationnelles en x^y et z) au type
V {.T. 1', :;) dx dv
ir
\\x^y,z) étant un polynôme qui s'annule pour la courbe double.
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V. — Théorème fondamental sur le nombre limité des intégrales de seconde espèce.
17. Il s'agit maintenant de montrer que les intégrales de seconde espèce
Pf.r, y. z) dx dy
se ramènent à un nombre limité d'entre elles. Nous ferons cette réduction en retranchant de l'intégrale précédente une intégrale
ovi U et V sont des polynômes.
Partons de l'intégrale (I), où le polynôme
est de degré yj, et désignons par P,(j7,j)^, :r) l'ensemble des termes homogènes et de degré /> dans P. Posons
^ ( V =.rPi+K.
H et K étant des polynômes de degré p en x, y et :;. On peut choisir, si p est assez grand^ les polynômes H e^ K de degré p^ de telle manière que Von ait l'identité
U/j -1- Vy,. = AyV-r- B/ (A et B étant des polynômes), identité qui peut s'écrire
Pi(7/;---^/i)--H/;.-K/;=A/:-B/.
Pour légitimer cette assertion, nous n'avons qu'à nous appuyer sur la proposition de M. Castelnuovo dont nous avons déjà faiî usage (n° 16). Considérons la surface <I> représentée par l'équation
Elle passe par les deux courbes définies par les équations
SUR LES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. l83
L'une de ces courbes F est la ligne double de /; désignons Taulrc par C. Les axes ayant été pris arbitrairemenl, on peut supposer (pie C et F sont des lignes simples de rencontre de f^ = Oj J"^.=.o. Ensuite <ï> coupe le plan de l'infini, suivant la ligne
(y) ' = o, P,(>cp;.— j:o;. ) = o,
en introduisant la quatrième coordonnée homogène /, et en désignant par 'i l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré m dans f. Réciproquement, toute surface de degré p passant par les courbes C et F et contenant la ligne plane (v ) a le premier membre de son équation de la forme
où U et V sont des polynômes de la forme (a).
D'autre part, la surface <I> est aussi représentée par l'équation
Elle passe donc par la courbe simple D de la surface /, définie par les écjuations
De plus, elle passe, comme nous le sa^ions déjà, par la ligne double, mais nous voyons maintenant cjue $ est tangent à la surface
le long de la ligne double F; réciproquement, toute surface passant par D et par F, et étant tangente à /!= o le long de F, a le premier membre de son éc[uation de la forme
Considérons alors le système linéaire S des surfaces de degré m — p défini par les lignes-bases simples C, D et F, avec la condition cpie le long de F ces surfaces soient tangentes ày"^= o. Si/> est assez grand, et par suite m -h/?, ce système linéaire découpera
sur le plan de l'infini
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le sjstème linéaire complet de courbes de degré m -|-/?, caractérisé par les points-bases simples qui sont les intersections du plan de l'infîni avec les courbes C, D et F, avec la condition supplémentaire qu'aux points d'intersection du plan de l'infini avec la courbe F, la courbe soit tangente à la surface y^=^ o. Or la courbe (y), considérée plus haut, définie parles équations
satisfait bien à ces diverses conditions, car la conrije / = o, yo'y-^xo'_^=o
qu'elle contient partiellement, passe par les points à l'infini de C, D et F. Les points à l'infini de F satisfaisant aux équations
t =-. o, Cil = o, o = o,
la cowThe yo -r x-^\.--= o dont l'équation peut s'écrire
est bien tanoenle à a'.= o aux points doubles de 'j.
Donc, SI p est assez grand, nous pourrons certainement trouver une surface du système linéaire S, donnée soit par l'équation
soit par l'équation qui lui est idenlicjue
où U et V ont la. forme (a'.
19. Nous allons facilement achever la démonstration. Après avoir déterminé U et V comme il vient d'être dit, formons la différence
PCr, y. c )
OX \ f- )
f- p — ni -r- 3
nous allons voir qu'elle est de la forme
où Q est seulement de degré p — i , tandis que P était de degré/?.
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On a riclcntité en x^ J^', :;
A et B étant des poljnonies respectivement de degré p — i et p. D'après le calcul du n" 1 i, on a sur la surface /= o
f) / U \ () I \ \ _ ~i)y ~ ~ôx~ ~ol.'~
Or, soient dans U, \' , A, B les termes homogènes de plus haut degré en x, y, z rej^résentés respectivement par «, r, a^ b\ on aura d'abord
donc
d'où l'on déduit
on en conclut
./ - - P, c - ^ ] b = mPi — l'^- )
P I ( — z's'-. — /n '^ I — a o^ -I- i o , (X polyn. liomoii. en x, y. z de degré p — i
On aura donc, comme on le vérifie immédiatement,
au ôv (la , OA
dy ôx Oz ^ ' Oz '
On pourra par suite, sur la surface f^ écrire
Oy^dr - ^T — 1^ = • /^ — '" " 3) Pi{x,y, z) +- 0{x,y, z),
Q_{x^y^ Z) étant un poljnome de degré y; — i au plus. Nous con cluons donc de là qu'on peut passer de l'intégrale
ff
P( X, T. c ) dx dy
où p est un polynôme de degré /?, à une intégrale de même forme où P sera seulement de degré /> ^ i, pourvu que p dépasse une certaine limite.
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20. Nous pouvons enfin déduire de toutes les transformations précédentes le théorème fondamental relatif au nombre limité des intégrales distinctes de seconde espèce. Convenons de dire que des intégrales de seconde espèce sont distinctes, si aucune combinaison linéaire de ces intégrales n'est de la forme
U et V étant rationnelles en x, y, z.
Le théorème fondamental sur les intéixrales doubles de seconde espèce est alors le suivant :
Il n'y a pour une surface algébrique qu'un nombre limité d'intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
Ou encore :
// existe pour une surface algébrique un certain nombre p d^ intégrales doubles distinctes de seconde espèce
I., I- ..., Ip
telles que toute autre intégrale double de seconde espèce est de la forme
les a étant des constantes, et U et V des fonctions rationnelles dex, y,z..
21. La démonstration précédente s'applique à tous les cas. Pour établir que les intégrales
V ( X, y, z ) dx dy
se réduisent à un nombre fini d'entre elles, on pourrait se borner au cas où la surface est la plus générale de son degré.
En prenant poury(jc,y, z') unpolynome arbitraire de degré m, on peut trouver facilement une limite du degré p. Reprenons l'identité fondamentale
en supposant que U et V sont de degré p ^- i . On a alors
ày\r-J ■ àx\flj fl
Q étant un polynôme de degré p. Nous avons vu que dans 0_{x^y^z) l'ensemble des termes homogènes de degré y? sera égal à un polynôme homogène donné P, (^, j', z), si l'on a
U=7Pi-^H / . ,
(H et K polj^nomes de degré nj.
Formons alors l'identité
(*) P, iyfy - .r/;, ) H- H/,' -;- K /;; -- X/L + B/.
Dans llfy-^ ^/xi '^^^ ^^ ^^ ^ sont des polynômes arbitraires de degré p. le nombres des arbitraires est égal à
D'autre part, pour avoir une identité de la forme ( <I>), il faut et il suffit que la surfaee obtenue en égalant à zéro le premier membre de cette identité, que nous appellerons la surface <ï>, passe par la courbe gauche
Or, on sait que le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré ;j. passe par une courbe gauche sans point singulier de degré d et de genre t: est égal à
si jj. est assez grand; dans le cas où la courbe est l'intersection complète de deux surfaces de degrés a et [3, on doit avoir
Dans la question actuelle
;jt = /> -t- m ,
De plus, la surface <ï> a, quels que soient les arbitraires qui y figurent, un nombre de points communs avec la courbe (v) égal à
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m{m — i), et qui sont les m [m — i) points à l'infini de (y); le nombre des conditions est donc à diminuer de m{m —'i). Le nombre des paramètres sera au moins égal au nombre des conditions qui expriment que la surface <ï> passe par la courbe (y), si l'on a
ni [m — \)['i.ni — 5 ) '^ ( p -h 777 — i) 77H m — 1 ) ^ ■ •
Si po désigne le plus grand nombre entier positif pour lequel cette inégalité 11^ est pas vérifiée, on pourra ramener toute intégrale
V ( r. y, -s) dx dy
à une intégrale de même forme, où le degré de P sera au plus/?o- On ne peut pas trouver pour p^ une expression simple, mais on vérifie facilement que
et l'on est par suite assuré de pouvoir réduire à iin — 4 le degré du polynôme qui figure au niiméi'ateur de l'intégrale double.
VI. — Recherche des conditions pour qu'une intégrale double soit de seconde espèce.
2'2. Nous venons de montrer que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent par une soustraction convenable à la forme
JJ
P(.r, r, z) dx dy
(le poljnome P s'annulant sur la courbe double), où le degré /> du polynôme P est limité. Mais toutes les intégrales doubles de cette forme ne sont pas de seconde espèce. Il faut maintenant exprimer que cette intégrale est de seconde espèce.
Nous n'avons rien à exprimer pour ce qui regarde les points à distance finie de la surface
Nous avons seulemenl à examiner les points à l'infini, en sup- |)Osant d'ailleurs, comme il est permis, qu'avant toute réduction on ait fait une transformation homographique.
Posons
et soit alors F(X, \, Z ) = o l'équation de la surface transformée. L'intégrale prendra la forme
Xi'-'
f/X clY
H(X,\;Zi désignant un polvnome qui s'annule pour la courbe double de F. Si/? est au plus égal à m — 4, 1 intégrale est de première espèce. Soit donc
Par la soustraction dune intégrale convenable de la forme (n"* 7 et hi I
ff\±
ArX. Y,Z)
^^rE(X,Y.Zl1,
on obtient une intégrale
r ri K(X. Y. Z)d\ dY
K(X, Y, Z I étant un polynôme sannulant pour la courbe double. D'après le n" 16, pour que cette intégrale ait sur la ligne X i:^ o le caractère d'une intégrale de seconde espèce, il faut et il suffit que l'expression
K(n. Y. Z ) Fz(o, Y,Z,i
[F(o,Y,Z):=ob
soit la dérivée dune fonction rationnelle de \ et Z. On pourra reconnaître s'il en est effectivement ainsi, ce qui entraînera en
général
conditions, en désignant par - le genre dune section plane quelconque de la surface et par suite de la courbe F(o, 1 , Z) =^ o. Les
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conditions reviennent en effet à écrire que IHntégrale abélienne 'K(o.Y, Z)rfY
Fiio, Y, Z)
est algébrique ; les 271 périodes cjcliques doivent être donc nulles, ainsi que les m résidus relatifs aux points à l'infini, qui donnent seulement m — i conditions. On sait d'ailleurs que toutes ces conditions s'expriment sous forme algébrique,
23. Toutes ces conditions étant remplies, nous sommes assuré que pour les points à l'infini de la surface
f^x,y,z) =0 qui correspondent à
X = o, Y — une valeur finie,
les conditions pour que l'intégrale proposée soit de seconde espèce se trouvent vérifiées. Si Ion avait posé
■^-yt' '-y;' ''"y;'
on aurait eu l'intégrale
[ H,(Xi,Y,.Z,)
Yr*'""" Fi
f/X, fZYi [FiiX,, Yi,Z, ) =0].
Pour les points de la courbe \^^o, elle devrait en général avoir le caractère d'une intégrale de seconde espèce, puisque cette courbe correspond àX = o. Donc pour tous les points à l'infini de la surface F, qui correspondent à \ j ^=: o et à une valeur finie de X) se trouvent vérifiées les conditions pour que lïnlégrale soit de seconde espèce. Mais on a
donc aux points de F exclus plus haut pour lesquels
X = o, Y = ce, correspondent sur F,
Xi — o, Yj = o
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et par suite pour les points à l'infini de la surface y pour lesquels
X = o, Y — ce
les conditions relatives à la nature de Tintégrale double sont bien
vérifiées.
Il reste enfin à examiner les points à Tinfini de la surface/ pour
lesquels
X — une valeur finie. j^ = x:
comme ils correspondent nécessairement sur F) à des points pour
lesquels
Vi — o, Xj = o.
la conclusion est immédiate, et les conditions voulues sonl\érifiées. Ainsi donc noi/s savons exprime/- que f intégrale double
]' 1 .7-, y, z I d.r dv
ff'^^
(le polynôme P s'annulant sur la courbe double ) est une intégrale double de seconde espèce.
Ceci revient à exprimer qu'une certaine intégrale abélienne est algébrique; le nombre des conditions est en général égalii
~ désignant le genre cV une section plane quelconque de la surface.
"VII. — Caractère invariant de l'intégrale de seconde espèce.
24. Nous avons maintenant à montrer qu'une intégrale double de seconde espèce reste une intégrale de seconde espèce quand on effectue sur la surface une transformation birationnelle. Nous avons déjà vu (n° 2) que la forme des expressions
est invariante relativement à toute transformation birationnelle, mais cela ne suffit pas pour établir l'invariance des intégrales de seconde espèce. La difficulté provient des points fondamentaux
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que peuvent posséder les transformations biralionnelles. Soil, sur la surface
un point A, que l'on peut évidemment supposer simple, qui soil un point fondamental de la transformation, c'est-à-dire qu'au point A de f correspond sur la surface transformée
une certaine ligne. Envisageons une intégrale I de seconde espèce
de la surface F et recherchons si sa transformée i relative à la
surface / possède au point A le caractère d'une intégrale double
de seconde espèce. L'intégrale i pourra devenir infinie le long de
certaines lignes
jiassant par le point A; il résulte de ce que i est la transformée d'une intégrale de seconde espèce de la surface F, que l'on peut retrancher de l'intégrale i une intégrale double de la forme
(/. = ... A) fr('Jl'i.^'^)d.dj \ ^^;i ^^^'^' '•^^'«"-
J ^f \ o.r ôy j ^ ( nelles en x,yelz)
telle que la différence de ces deux intégrales reste finie dans le voisinage de A sur la courbe F/, (en dehors de A ). Nous allons voir que cela suffit pour affirmer que l'intégrale « présente çn A le caractère d'une intégrale de seconde espèce.
Les axes des coordonnées étant supposés arbitrairement situés par rapport à la surface, nous écrirons i sous la forme
les polynômes R de .r el y étant irréductibles et premiers entre eux, et s'annulant en A, tandis que A(x,j)', c) est une fraction rationnelle de x,y, z- qui reste finie en ce point. On peut, par hypothèse, retrancher de i une intégrale
ox Of J
telle que la diliérence des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A sur la ligne F, (e.i dehors de A); nous supposons que
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pour F) on ait R,(^,y)=:o. En décomposant, comme nous l'avons fait à plusieurs reprises, U| et V| en éléments simples, nous ferons ainsi disparaître R, du dénominateur, mais en introduisant à la place une certaine puissance de x — -a (on désigne par a l'abscisse de A). En continuant ainsi de proche en proche, nous retranchons de i une intégrale de la forme
de telle sorte que la différence soit de la forme ( / ) / / -, dx dy,
la fraction rationnelle B étant finie en A. Cette dernière intégrale/ est évidemment telle que l'on peut en retrancher une intégrale de la forme tant de fois considérée, de façon que la différence reste finie dans le voisinage de A (en dehors de A) sur la ligne jc =: a. En faisant les réductions les plus élémentaires, nous sommes ramené au cas de a ^ i et nous avons, par suite, en ayant fait seulement des soustractions du tjpe voulu, l'intégrale
C{x, y, z) étant finie et déterminée en A. Nous pouvons d'ailleurs supposer que la courbe pour laquelle on a
ne rencontre pas le plan x = a en un point dont la coordonnée y soit égale à b (en désignant par b la seconde coordonnée de A); dans le cas contraire, en effet, il suffirait de faire tourner les axes OjK et O^ dans le plan des zy sans changer l'axe Ox.
Ceci posé, d'après nos hypothèses, on peut retrancher de l'intégrale (2) une intégrale de la forme
ffêi'''^^]"^''-
[où Y{[x, y, z) est une fonction rationnelle], et telle que la ddférence des deux intégrales i*este finie dans le voisinage de A (en
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dehors de A) sur la ligne sl- = a. Ceci entraîne l'identité
■y- = — ^(/^ly^^.) [sur la courbe /(rt,^, !^) = o].
/{{a.y, l) cy
D'après ce que nous avons dit, la fonction rationnelle Cfrt,^'', "C) reste finie pour les points de la courbe/i «, j>', X,) = o, qui correspondent à y = b. Donc, on peut mettre l'expression
sous la forme
M étant un polynôme en i' et "C. et R(y) ne s'annulant pas pour y=^b. Par suite, si l'on retranche de lïntégrale (2) l'intégrale
J J ^y \:^'—a)K(f)] on aura une différence qui sera de la forme
ff-
la fraction rationnelle S étant finie et déterminée au point A. Ceci montre que l'intégrale (2) et, par suite, V intégrale initiale i présentent en A ce que nous avons appelé le caractère cV une intégrale double de seconde espèce.
Ainsi se trouve établi le caractère invariant de F intégrale double de seconde espèce ; le nombre désigné par p au n° 20 est donc un nombre invariant pour toute transformation birationnelle.
VIII. — Quelques exemples
25. Considérons d'abord les intégrales de fonctions rationnelles
(1) I / 'S{x,y)dxdy.
S étant une fonction rationnelle de deux variables indépendantes X ely. 11 résulte immédiatement du théorème général du n° 11, que de telles intégrales, quand elles sont de seconde espèce,
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peuvent par la soustraction d'une expression
être ramenées à la forme
( J ) / / Pi .r. y) d.r cly.
Pétant un poljnome. En effet, on peut regarder n) comme une intégrale relative à la surface
D'autre part, il est manifeste que l'intégrale (3) peut s'écrire
-^ dx dv,
Q étant un polynôme en x ety, car on peut toujours poser P = — i.
Donc, toutes les intégrales doubles de seconde espèce de fondions lationnelles de x et y sont de la forme (2). Le nombre désigné plus haut par p est ici égal à zéro.
Il ne sera pas inutile de reprendre directement la démonstration du résultat précédent, sans s'appuyer sur aucun théorème général. Soit
ii(x.j)=.
les R étant des polynômes irréductibles en x et y, que nous pouvons supposer con.tenir à la fois x et )', et premiers entre eux. Puisque l'intégrale (i) est de seconde espèce par hypothèse, on doit pouvoir retrancher de (i) une intégrale de la forme (2), telle que la différence reste finie dans le voisinage d'un point appartenant à la courbe
Hi (.r, r I = o.
Si nous décomposons U et V en éléments simples par rapport à y, relativement à chacun des polynômes R, nous avons
A./ et Rj étant des polynômes en y à coefficients rationnels en x.
La différence
Bi(x,y) 'i
ne doit pas être identiquement infinie dans le voisinage d'un point arbitraire satisfaisant à la relation
Ri ( .r, r) — o.
Par cette soustraction, nous faisons donc disparaître R) du dénominateur, en introduisant cependant à la place un polynôme en X seul. En opérant maintenant relativement à Ro, et ainsi de suite, nous voyons que, par la soustraction d'une intégrale (2), nous ramenons l'intégrale de seconde espèce (1) à l'intégrale
dx dy.
P étant un pohnome en x ely, et V(.r) un polynôme en x. Cette dernière inté"rale est la somme d'intégrales
/ / \\{x)r"> dx dy
[oùR(.r)est une fraction rationnelle de x, et mnn entier positif] que l'on peut écrire
f f^AH^)r"-^']dxdy:,
elle est donc de la forme (2), et nous retrouvons bien le résultat annoncé.
26. Prenons encore, comme exemple, une surface qui correspond birationnellement à l'ensemble de deux courbes '^ et J>, c'est-à-dire une surface pour laquelle on a
les R étant rationnelles en a, ['j, a' et [3', et cela de telle manière qu'à un point aihitraire (a", J', z) de la surface corresponde un
SIR LKS INlKCniALKS DOl BLES DE SECONDE ESPÈCE. 1 97
seul couple (a, |j i et (a', [î'); nous désignerons par/(^, j', -) = o l'équation de la surface.
Soit
dx
une intégrale abélicnne de seconde espèce, non rationnelle, de la courbe
(|ue nous supposons de genre supérieur à zéro, et soit pareillement
une intégrale de seconde espèce, non rationnelle, relative à la combe de genre supérieur à zéro,
J'envisage lïntégrale double
qui est manifestement de la forme
(6) / / T[x,j. z)dxciy.
T étant rationnelle en x, y et z. Nous allons voir que cette intégrale est une intégrale de seconde espèce de la surface f. Les lignes, le long desquelles l'intégrale (6) devient infinie, correspondent aux pôles de lintégrale (5). Si A est un pôle de (4 > sur la courbe cp (on peut le supposer à distance finie L on a, dans le voisinage de ce point,
p et U étant rationnelles en a et |3, et o restant finie en A. L'intégrale peut donc s'écrire
c'est-à-dire
le premier terme seul devient infini pour un point de la surface / pris arbitrairement sur la ligne F qui correspond au point A de la courbées. Or, ce premier terme, d'après les généralités du n" 2, est nécessairement de la forme
If
dx dy.
U| et V) étant rationnelles en x, y et z. Donc, en un point arbitraire de la ligne T, l'intégrale (6) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Pour les pôles de 'h on raisonnerait de la même manière, et aussi pour les points correspondants à la fois aux pôles de cû et aux pôles de 'i;, et nous arrivons l)ien à la conclusion que V intégrale (6) est une intégrale double de seconde espèce.
Une question intéressante se pose immédiatement. Peut-on affirmer que l'intégrale (6) n'est pas réductible à une intégrale
( -j : I dx dy'i
\ dx Oy J -^
Il en est bien ainsi, du moins en général; c'est là un point assez délicat à établir, qui appellera notre attention sur certaines circonstances intéi'essantes relatives à la péi^iodicité des intégrales doubles.
27. Nous commencerons par l'examen d'un cas particulier remarquable, qui se rapporte à la théorie des intégrales hjpereiliptiques. On connaît, dans la tbéorie de ces intégrales d'après Weierstrass, l'importance de l'identité
d dx
v/PC-^
ôy
oii P{x) désigne un polynôme arbitraire ayant des racines distinctes «,, «2, . . . , a„, et où l]{a), y) est un polynôme en x ely défini par cette identité même.
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Si nous envisageons la surface
>yj
on aura
Vi.T. y) _ à_r P(.r)
Nous allons considérer l'intégrale double
ff
dx dy^
prise le long dun cycle à deux dimensions formé par une courbe fermée C du plan de la variable x qui comprenne à son intérieur deux des points «, et par une coui'be fermée C analogue dans le plan de la variable y. Si les deux courbes C et C, tracées sur le même p^lan, offrent la disposition de la fig. a, c'est-à-dire si les
Im£. a.
contours C et G' ne se coupent pas (ou peuvent être ramenés à des contours ne se coupant pas sans lra\ erser les points «), on aura de suite, d'après l'identité (iV la relation
dx dy
puisque, tous les éléments restant finis dans les deux intégrales
J J àx\_{y-x)z\ •^' JJoyl(x~y)z\
on n'a qu'à faire la première intégration dans chacune de ces intégrales et l'on obtient ainsi zéro.
Le résultat précédent ne subsiste pas si les deux contours ont la disposition de \di Jig. [j. Les contours C et C ont deux points communs p et ^, et le maniement des intégrales (2) demande quelques précautions à cause des deux éléments qui y deviennent
infinis. Prenons sur C deux points Xt et X2 de part et d'autre de/?, et deux points X3 et Xj, de part et d'autre de q.
Fis. S.
Nous allons calculer la valeur de l'intégrale
\/pW)
l'intégration par rapport k y étant faite le long de C, et l'intégration par rapport à x étant faite dans le sens de la flèche le long
de l'arc Xj^s et le long de l'arc .r^Xo- Le radical y/P(\r) a une valeur bien déterminée le long de C, et le radical \J^{y) une valeur bien déterminée le long de C; nous pouvons supposer qu'ils sont égaux en p, ils auront alors des valeurs de signe contraire en q. Ceci posé, l'intégrale est manifestement égale à
- f\ ^^'^_ ^^Il^îl^dy
^ f\ V'*^^ /Î^Z^L^l dy.
Pour calculer l'intégrale qui forme la première ligne, traçons un arc nirii. Une intégrale prise le long de C est égale à la somme d'une intégrale prise le long du contour ;n^y/î/v?z et d'une intégrale relative au contour mrnpm. Or, pour l'intégrale de la première ligne, la première de ces deux intégrales est très petite si x^ est très voisin de jTo ; la seconde se réduit à
^^^^> -dy,
prise le long du contour mrnpm : elle a donc pour valeur ira. L'intégrale de la seconde ligne se calculera de même ; sa valeur est
encore ir.i^ en se rappelant qu'en ly, les radicaux y/P(5:) et \l^{y) sont de signes contraires.
Si l'on calcule maintenant l'intégrale
dans les mêmes conditions, on trouve évidemment zéro.
Donc l'intégrale (I) prise le long de C et des arcs .ri jr.j et Xi,Xj^ de C diffère très peu de ^t.i.
On a, par suite ( ' ), pour \a Ji^' . |ii.
ff
■ '■ — dx a y — 1 - ; .
RfTMions maintenant à nos intégrales
(3) / Tafx. ?)S(a', '^')cbxdy:
et supposons, pour plus de simplicité, que les courbes ci et (1> soieni des courbes arbitraires de leur degré. On peut supposer que les coefficients de Ret les coefficients de S dépendent respectivement d'une manière algébrique des coefficients de cp et -i; ; nous supposerons de plus que l'intégrale
prise le long d'un cycle G de es, n'est pas une fonclion algébrique des coefficients du polynôme '^, et pareillement l'intégrale
/S( a'. 3'j fh: .
prise le long d'un cvcle C de 'h n'est pas une fonction algébrique
(') Ce résultat est bien d'accord avec la relation capitale obtenue par ^Yeierstrass d'une tout autre manière, et que l'illustre auteur formule de la manièrf suivante :
''"■J-+- F ( X, y ) dx dy
r' :'-' /• ;^+2 F(j7, y) dx dy ___ tz
^'oi^ Beitrag zur Théorie der Abelschen Intégrale (Tome I des Œuvres de Weierstrass, p. 117). Le polynôme R(ir) est désigné dans notre texte par P{x) etF.H.
des coeffîcienls du polynôme 'i>. Nous disons qu'il est impossible que Ton ait une relation de la forme ( ' )
Rra,^)S,a',3'.= ^^f„
U et V étant des fonctions rationnelles de a, Jo, a' et [i'. Si une telle identité est possible, il est clair que les coefficients de U et de V peuvent être supposés*dépendre algébriquement des coefficients de o et de ^l». Si U et \ ne devenaient pas infinies en certains points du continuum (CC), l'intégrale double (3) prise le long de C et de C serait nulle. Comme il n'en est pas ainsi, il faut qu'il y ait un certain nombre limité de couples de points (AA') (A étant sur C, et A' sur C) pour lesquels U et V deviennent infinies. Si les cycles C et C sont, comme on peut toujours le supposer, formés de morceaux de lignes algébriques, les coordonnées de A et A' seront des fonctions algébriques des coefficients de o et (];. Un tel point (,AA' ) va jouer ici le même rôle que le point p de C et de C au numéro précédent; on prendra sur G deux points Xx et X2 de part et d'autre de chaque point A, et, en faisant un calcul tout analogue à celui qui a été fait plus haut, on voit que l'intégrale (3) prise le long de G et G' peut être calculée d'une manière purement algébrique, et, par suite, la période correspondante s'exprimerait algébriquement à l'aide des coefficients de c5 et 'h. Mais il n'en est pas ainsi, puisque la période d'une intégrale abélienne de seconde espèce est, en général, une fonction transcendante des coefficients de l'équation de la courbe. Nous sommes donc assuré d'avoir des intégrales doubles de seconde espèce
T(^, JK, z)dxdy
qui ne se réduisent pas à une intégrale
; dx av.
comme nous voulions l'établir.
( ' ) En prenant — on considère, bien entendu, [i comme fonction de x, et de (Jx
même dans le calcul de — ,, on considère S' comme fonction de a'. dx
IX. — Seconde définition des intégrales de seconde espèce
29. On peut donner, des intégrales de seconde espèce, une définition qui fait intervenir la considération des résidus de l'intégrale double. Nous nous bornons d'ailleurs à une surface ne présentant que des singularités ordinaires. Soit
/ / R( .r, y, z ) dx dy
une intégrale double attachée à la surface
On peut toujours supposer, en eftectuant préalablement une transi'ormation birationnelle convenable, que l'intégrale devienne infinie seulement le long de certaines courl^es simples de la surface ne passant pas par les points triples et pour les points à rinfinl. Pour chacune de ces lignes et pour la ligne à linfini, l'intégrale aura un certain nombre de résidus qui sont des périodes d'intégrales abéliennes. Leur définition résulte de ce que nous avons vu (t. J, p. 49) en étudiant les résidus des intégrales doubles de fractions rationnelles. Soit (^ une ligne le long de laquelle II devienne infinie, représentée par
z ^- Six, y), o(.r,7) = 0;
prenons, y étant regardé comme un paramètre, le résida de la
fonction de x,
Ce sera une quantité de la forme
7/^»r) ['-f;-^, jk) = o],
•/ étant rationnelle en x et y. Les périodes (polaires ou cycliques) de Tintéorale abélienne
'.Tzi ly(x,y)dy
relatives à la courbe '^ sont les i-ésidusàe l'intégrale (i ) relatifs à la courbe C.
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30. Supposons cpic rintégrale (i) soit de seconde espèce ; ie d'\5 qu'alors tous les résidus relalifs à C sont nuls. Réciproquement, si tous les résidus relatifs à G sont nuls, l'intégrale (i) présente, en un point arbitraire de G, le caractère d'une intégrale de seconde espèce.
La démonstration de ces deux propositions va se faire à la fois. Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que la courbe G est une section plane ou une portion dune section plane de la surface. Nous avons alors, en supposant que le plan de la section soit ^ =r o, rintégrale double
ff
Si. T. V, Z) , ,
: d.r av.
la fraction rationnelle S ne devenant pas identiquement infinie pour x^o. En employant les réductions dont nous avons fait si souvent usage dans ce Ghapitre, on peut supposer que a= i. et l'on a alors l'intégrale
Soit G la courbe (ou une des courbes) suivant laquelle le plan ^ = o coupe la surface. Les résidus relatifs à la courbe G seront tous nuls, si toutes les périodes de l'intégrale abélienne
/s(o, j, r)rfj-,
relatives à la courbe G sont nulles, ^ étant la fonction de y correspondant à la courbe G. Mais on a alors pour l'intégrale précédente une fraction rationnelle
et, par suite, eu retranchant de (2) l'intégrale
la différence des intégrales (2) et (3) reste finie en un point arbitraire de la courbe G, et^ en loul point de la courbe G, elle reste finie sur cette courbe dans le voisinage de ce point (le point pouvant être exclu ).
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Réciproquenieut, si l'intégrale est une intégrale de seconde espèce, on pourra retrancher de fa) une intégrale de la forme
fU^^^"-'y
telle que la différence reste Unie dans le voisinage de C; on a donc
pour la courbe C, et tous les résidus relatifs à G sont nuls.
De là nous concluons c[ue, si pour toutes les courbes C et pour la courbe à Tinfini de la surface, tous les résidus sont nuls, l'intégrale est telle que, dans le voisinage de tout point d'une de ces lignes, on peut retrancher une intégrale de la forme voulue, de telle sorte que la différence des deux intégrales reste finie sur la ligne dans le voisinage du point. D'après les résultats de la Section \I1, cela suffit à établir que l'intégrale est de seconde espèce. La réciproque est d'ailleurs évidente d'après ce que nous avons vu j)lus haut.
Ainsi donc nous sommes conduit à une seconde définition des intégrales de seconde espèce par la considéra lion des résidus de V intégrale double.
31. Terminons ce Chapitre par une application des considérations cjui précèdent aux intégrales de fonctions rationnelles, eu recherchant à quelles conditions l'intégrale
fj
l'(.r. r) , , ~ — cir dy .
où P et Q sont des polynômes (dont le second est supposé irréductible), est une intégrale de seconde espèce. D'api^ès ce qui précède, il est nécessaire que l'intégrale abélienne
A^^StT)^^"'
relative à la courbe Q(x, j^/ = Oj se réduise à une fraction rationnelle de X et r ; c'est la condition pour que les résidus correspondant à la courbe Q = o soient tous nuls. La condition est suffi-
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santé; on va voii', en effet, que, si elle est remplie, on peut retrancher de (4 » une intégrale convenable, etla différence mettra en évidence la nature de l'intégrale.
D'après l'hvpothèse faite, on peut mettre l'intégrale abélienne (5) sous la forme
]\I(;, Ti ) et R(i) étant des polynômes. Formons l'intégrale
elle est, comme nous savons, de la forme
dx dy
ûx ilj j "^
Un calcul facile montre que la différence des intégrales (4) et (6)
est de la forme
dx dy,
S et V étant des polynômes : l'intégrale (4) est donc bien de seconde espèce, puisqu'il en est ainsi de l'intégrale que nous venons de trouver en dernier lieu.
I. Quelques remarques complémentaires sur la réduction des intégrales doubles de seconde espèce.
1. Preiianl lou jours, comme au Chapilrc précédent, une surface
à singularités ordinaires, nous avons vu (jue, par des souslraclions du type voulu, on pouvait ramener toute intégrale double de seconde espèce à la forme
V (x, y, -z ) dx dy
où P(j:, y, z) est un poljnome.
11 a été démontré ensuite (p. 182 et suiv.) que, |)ai- la soustraction d'une intéirrale de la forme
J J v^^^Kfl) ' ^i\a).
dx dj,
OÙ U et V sont des polynômes en x, y et g, on j)Ouvail ramener l'intégrale ( \) à l'intégrale
Q(a7, Y, z) dx dy
OÙ le degré du poljnome Q est limité.
La réduction précédente ne suppose en rien que lepoiynome I* s'annule sur la courbe double de la surface, ([uoique ce soit à ce P. i;t s., II. 14
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cas que l'on puisse toujours se trouver ramené. Mais si P s'annule sur la courbe double, il n'en est pas nécessairement de même pour Q, du moins si l'on fait la réduction telle que nous l'avons présentée. Il est cependant exact que toutes les intégrales de seconde espèce se ramènent au type (2), où Q s'annule sur la courbe double et où son degré est limité (quoique cette limite puisse être plus élevée qu'avec la réduction primitive). On pourrait le démontrer directement en modifiant un peu l'analyse des n°' J8 et 19 du Chapitre précédent : on assujettirait les polynômes U et V qui v figurent à s'annuler sur la courbe double, ce qui n'entraîne pas de modifications importantes dans les raisonnements; la limite, je le répète, pour le degré du polynôme Q, pouiTa être plus élevée que dans le premier cas.
2. On peut arriver au même résultat par une voie indirecte. Effectuons sur la surface/ une transformation birationnelle telle que la courbe double de / devienne sur la surface transformée F une ligne simple L, nécessairement composée d'une ou de deux courbes irréductibles; la transformation birationnelle peut d'ailleurs être prise de telle sorte que F n'ait que des singularités ordinaires. L'intégrale transformée ne devient plus alors infinie sur la ligne double; on peut donc faire les réductions babituelles, et, en revenant à la surface/, on a une intégrale double qui ne devient plus infinie sur la ligne double : par suite, toute intégrale double de / se ramène à la forme (2), où le degré du polynôme Q est limité et où ce polynôme s'annule sur la courbe double.
Nous venons de dire que la ligne L de F correspondant à la ligne double de /se composait d'w/ie ou de deux courbes irréductibles. Si l'on considère en effet la ligne double C de /, les deux plans tangents en un point arbitraire de C dépendent rationnellement de
^, y. ^ et \/{fzy)--/hf"'.-
11 arrivera en général que le radical précédent ne sera pas une fonction rationnelle de {x,y,z) quand ce point est sur C, mais il pourra en être ainsi dans certains cas particuliers, et ces deux circonstances correspondent aux deux cas visés. Quand on se trouve dans le premier cas, que Ton peut regarder comme le cas
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général, on ramènera une intégrale de seconde espèce de la forme (i), où P ne s'annule pas sur la courbe double, à une intégrale de même forme, mais où P s'annule sur cette courbe par la soustraction d'une intégrale de la forme
/ / I -T" — T- I dx dv (A et B rationnels en x, v et -). J J \àx dy 1 -^ ^ -^ .
La raison en est qu'en faisant disparaître dans (i) autour d'un point de la courbe double la ligne d'infini envisagée comme appartenant à une des nappes, on fait disparaître en même temps cette Hgne regardée comme appartenant à l'autre nappe; car, avec l'hypothèse faite, une fonction rationnelle de x^ y et z restant finie sur l'une des nappes de la surface, dans le voisinage d'un point pris arbitrairement sur la courbe double, reste encore finie sur l'autre nappe de la surface.
3. Les considérations suivantes se rafetachent au même ordre d'idées. Supposons que P(:r, j% z) étant un polynôme sannulant sur la courbe double, on ait une identité de la forme
/-: àx\f:j ■ ùy\fL
L et \ étant des polynômes en x, y e\. z. Je dis que U et V s'annuleront nécessairement sur la courbe double, si nous sommes dans ce que j'ai appelé plus haut le cas général.
Prenons sur la courbe double un point arbitraire A: dans le voisinage de ce jDoint. sur une nappe déterminée de la surface,
l'expression
est une fonction holomorphe de x el )'. On peut donc écrire sur la nappe considérée et dans le voisinage de A
V{x. y, Z) _ OK
A étant holomorphe en x et y autour de A. Par suite, d'après (3). o> / U , 0 / \ ,\
rx[Â)-ry[z- '') = '■
Donc l'inlégrale
\J dy — {\ — lf:)dx
est une intégrale de différentielle totale, parfaitement définie autour de A sur la nappe considérée de la surface. La courbe double peut être une courbe logarithmique de cette intégrale, et la période logarithmique correspondante est la période logarithmique de l'in-
tégrale abélienne
\}{x, r, ^) dy
relative à la courbe entre y et ;, f{x, y, ^ ) = o. Elle est, par suite, égale à la valeur de
iT.iVyx, y. z)
pour les points doubles de la courbe y"( x, r, z) =^0. On en conclut de suite que l'expression
a une valeur constante sur la courbe double de la surface. Si nous sommes dans le cas général {voir numéro précédent), le radical sera susceptible d'avoir changé de signe, quand {x^y^z') partant d'un point de la courbe double y reviendra après avoir décrit un chemin convenable. La valeur constante de l'expression précédente sera donc alors nécessairement nulle, et par suite U s'annulera sur la courbe double, comme nous voulions l'établir; il en sera nécessairement de même de V.
II. — Sur le nombre des conditions exprimant que certaines intégrales doubles sont de seconde espèce.
4. Toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à une surface de degré m
se ramenant, comme on l'a vu (p. 188 et suiv. ), par une soustrac-
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Préface.
Les vingt Leçons que comprend ce Cours ont été consacrées à l'étude du développement de la notion d'intégrale. Un historique complet n'aurait pu tenir en vingt Leçons; au.ssi, laissant de côté bien des résultais importants, je me suis lout d'abord limité à l'intégration des fonctions réelles d'une seule variable réelle; le lecteur pourra rechercher si les résultats indiqués se prêtent facilement à des généralisations. Puis, parmi les nombreuses définitions qui ont été successivement proposées pour l'intégrale des fonctions réelles d'une variable réelle, je n'ai retenu que celles qu'il est, à mon avis, indispensable do connaître pour bien comprendre toutes les transformations qu'a reçues le problème d'intégration et pour saisir les rapports qu'il y a entre la notion d'aire, si simple en apparence, et certaines déiinitions analytiques de l'intégrale à aspects très compliqués.
On peut se demander, il est vrai, s'il y o quelque intérêt à s'occuper de telles complications et s'il ne vaut pas mieux se borner à l'étude des fonctions ([ui ne nécessitent que des définitions simples. Cela n'a guère que des avantages quand il s'agit d'un cours élémentaire, mais, comme on le verra dans ces Leçons, si l'on voulait toujours se limiter à la considé- '■ation de ces bonnes fonctions, il faudrait renoncer à résoudre des problèmes à énoncés simples posés depuis longtemps. C'est pour la résolution <le ces problèmes, et non par amour des complications, que j'ai introduit
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K(X, Y, Z) étant un polynôme s'annulant sur la courbe double. Pour cjue cette intégrale soit de seconde espèce, nous avons montré {loc. cit.) qu'il faut et il suffit que la fonction algébrique de Y,
soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Si le polvnome K n'était pas soumis à certaines conditions, par suite de la manière même dont il a été obtenu, il y aurait manifestement
conditions exprimant que l'expression (3) est la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Mais le polynôme K(X, Y, Z) se trouve soumis à certaines conditions. Pour approfondir davantage la question, remarquons que, l'intégrale double (2) étant de seconde espèce, tout résidu relatif à la courbe X =: o doit être nul. Parmi ces résidus se trouvent les m résidus correspondant à un petit cercle autour de X = o et à un très grand cercle dans le plan de la variable Y, ou plus exactement dans un feuillet de la surface de Riemann F(X, Y, Z) = o. iXous allons montrer que ces résidus sont nuls.
Cherchons à cet effet le développement de
pour Y très grand. L'équation F = o peut s'écrire
g(Y,Z)4-Xo,(Y,Z)-... = o,
Ci, Ci,, ... étant des polynômes en Y et Z de degrés m, m — i, . . .. Si l'on pose
on aura
<ï>(r,, r)-+-Xrj*i(r,, Q -i- . . . = O.
Les m racines Ci ? ^27 • • •• ^m de l'équation
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sont distinoles, les axes ayant été choisis arbitrairement. La racine Z devenant é£;ale à T, pour r, = o se développe de la manière suivante :
>j — •zl ''■l'i ■'■2 'i ■ ■ ■ 1
et l'on reconnaît facilement que les a sont des poljnomes en X de degrés marqués par les indices, de sorte que a^ est un polynôme de degré h en X. Nous avons donc pour la branche considérée
= r- aj ^ oc, r -^ . . .
et, par suite.
Soit maintenant
H ( X, Y, Z , = H/, ( Y, Z ) - XH/,_, ( Y, Z ) - . . . : son développement suivant les puissances de Y sera de la forme
,ooi'-— Pli'' ■ — ...--jpH ,
3oY/^— 3, Y/^-'^. - o. ^ ^f'^' -^ '^ l'a-
ies |3 étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices. De même, le développement de F^ sera de la forme
les V étant encore des polynômes en X de degrés marqués par les indices. On voit alors que, si l'on développe
H(X,Y, Z) suivant les puissances de \ , on a
les 0 étant des polynômes en X tle degrés marqués par les indices.
Le coefficient de
dans ce développement est Op_„,_^.,.
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En revenant à l'intégrale double
■ ""'•^•^>rfx.n-.
une première intégration autour d'un très grand cercle dans le plan de la variable Y nous donne
• '^/'—/ii-t-'î i-i~ r
et, en intégrant cette expression autour de X = o. on obtient zéro.
Si nous nous rappelons maintenant l'identité I H(X, Y. Z
_ d rA(X. Y. Z)"| ^ d_ rB(X, Y, Z)"! ^ £ K(X, Y, Z)
et si nous faisons dans les deux membres l'intégration double précédemment indiquée, les deux premiers termes du second membre donneront zéro, et par suite l'intégrale double
jJ^I<(y^)rfXrfV
sera nulle pour le continuum indiqué. Or sa valeur est précisé-
^^^jp-FR^TYTzy [F(o-Y,Z)=:o],
ment
cette intégrale simple étant prise sur un très grand cercle F dans un feuillet de la surface de Riemann F(o, Y, Z ) =: o. Donc l'expression
F^oJ, Z")
a tous ses résidus nuls pour Y;=x. Par suite, quand on écrira que cette expression est la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z, ou, ce qui revient au même, quand on écrira que l'intégrale abélienne
mé^)"^ lF(o,Y,Z, = o!
est une fonction rationnelle de Y et Z, on n'aura pas besoin d'écrire ([ue les périodes polaires correspondant aux points à l'infini sont nulles. Il suffira d'écrire que les 2- périodes cycliques sont nulles, ce qui d'ailleurs n'exigera, comme il est Ijien connu, que des opérations algébriques.
8. Le résultat que nous venons d'obtenir aurait pu être démontré encore plus simplement, ou du moins on aurait pu y arriver, en restant dans le même ordre d'idées, sans passer par les développements en séries dont nous avons fait usage. Reprenons l'intégrale
primitive
'P( X. y, z )dx dy
If-
fi
et posons
Aux valeurs X = o, \ = o) considérées tout à l'iieure correspondent (puisque X'^ y' Y' =: ^ j
L'intégrale primitive se transforme en
en désignant par F(X', Y', Z') = (> la nouvelle équation de la surface.
Cette seconde intégrale, prise le long de deux, petites circonférences autour de X'= o, Y'= o, est nulle, puisque l'intégrale
yH,(X\Y',Z')^^, ^p^^.^ - ^,^ ^ ^-j
(1' étant constant et très petit), prise le long d'une petite circontérence autour de X'= o, est manifestement nulle. Or, puisque
aux deux cercles très petits C et C, autour de X'= o, Y'= o correspondent dans le plan Y un cercle très grand, et dans le
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plan X un cercle très petit si les raj^ons de C, et C sont eux-mêmes dans un rapport très petit; nous retrouvons donc le résultat obtenu dans un des paragraphes précédents.
9. On peut encore retrouver à un autre point de vue les sti conditions exprimant que l'intégrale double (i) est de seconde espèce. Si nous envisageons la courbe entre x el z
les périodes de l'intégrale abélienne
^gs ,'P{x,y,z)dar
seront nécessairement des fonctions àe y.
Parmi ces périodes se trouvent les périodes logarithmiques correspondant aux divers points à l'infini de la courbe précédente. Examinons d'abord la nature de ces périodes logarithmiques. Soit prise l'équation de la courbe sous la forme
f,n ( a-, ^ ) + yfm-l ( .r, ^ ) -4- . . . ^- JK'"/o = O,
les f étant des polynômes en x ei z de degrés marqués par l'indice.
Si nous posons
l'équation deviendra
(7) F,„(X, Z)H-7XF,„_,(X, Z)H-...-7'"X'"Fo=o.
D'après nos hypothèses sur la disposition arbitraire de la surface par rapport aux axes, l'équation
aura ses m racines distinctes que j'appellerai Z,, Zo, ..., Z,„. La courbe (7) passe, quel que soit j^, par m points fixes
(o, Zi), (o, Z,), ..., (o, Z,„).
Dans le voisinage du point (o, Z/), le développement de Z suivant les puissances de X sera de la forme
les a étant des polynômes par rapport à y, comme le montre
immédiatement le calcul des dérivées successives de Z pour X = o. Si Ton cherche alors le résidu de l'intégrale (6) pour le point (o, Z/), on trouve immédiatement que ce résidu est un polynôme en y. Il en résulte que les périodes logcu^ithmiques correspondant aux points à r injini sont , pour l'intégrale (6), des polynômes en y.
10. Outre ces ni résidus (se réduisant évidemment à m — i), l'intégrale (6) a en général 'ir. périodes cycliques qui sont des fonctions dey, et l'ensemble de ces périodes satisfait à une équation différentielle linéaire E' d'ordre
dont les coefficients sont rationnels en >-. En raisonnant comme à la page g^ du Tome I, on voit de suite que le point y = x) n'est pas un point critique de l'équation E'; toutes les intégrales de cette équation ont ce point comme pôle ou comme point ordinaire. Soit
un système de périodes cycliques. Toutes ces fonctions w à.e y doivent avoir leur résidu nul à l'infini, si l'intégrale (i) est de seconde espèce; dans le cas contraire, en effet, en prenant l'intésrale
dy
autour du point j^ =^ ce, on aurait un résida de l'intégrale double, qui par suite ne serait pas de seconde espèce.
En écrivant donc que les 2- périodes to ont un résidu nul à l'infini, on doit nécessairement retrouver les 1- conditions dont il a été parlé plus haut. On peut d'ailleurs vérifier directement qu'il en est bien ainsi. Si l'on part en effet de la surface
et qu'on fasse
1 intégrale
se transforme en
Vix,y^ z)dx dy
SI
, n(XVilz^^„^v,
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D'après ce que nous avons dit plus haut (il y a seulement permutation de X et Y), l'intégrale double est de seconde espèce si toute période de l'intégrale abélienne
relative à la courbe entre X et Z
a son résidu nul pour Y = o. Mais ceci revient à dire que toute période de l'intégrale abélienne
relative à la courbe entre ^ et ;
(lo) y(,y^-^^)^o^
a son résidu nul pourj>' = x), car les deux courbes (8) et (lo) se correspondent point par point. Nous retrouvons donc bien les conditions déjà trouvées.
Si l'intégrale double
r r?(T,y, z)dTdY
JJ n
était de première espèce, l'intégrale (9) serait une intégrale de première espèce pour la courbe (10) et les m — i périodes polaires seraient nulles.
III. — Des intégrales doubles de fonctions rationnelles de seconde espèce.
11. A la fin du Chapitre ^ II (n" 2o) nous avons dit un mot du cas où l'on considère seulement des intégrales doubles de fractions rationnelles de x ety. D'après la théorie générale, si
(i) f fF(x,y)dxdy,
F étant une fonction rationnelle de a; et y. est une intégrale double
de seconde espèce, on aura nécessairement
•^ ^ dx dy
P et Q étant des fonctions rationnelles de x et j'. On peut en elTel considérer que cette intégrale double est relative à la surface
z = ax -\- by -^ c,
et, par suite, si elle est de seconde espèce, elle peut se ramener par la soustraction habituelle à
II
p{x,y)dxdy,
p étant un polynôme en x et j', et l'on a bien par suite pour F la forme indiquée.
11 est intéressant cependant de traiter la question à un autre point de vue sans se reporter à aucun théorème général sur les surfaces algébriques, et nous allons nous poser la question suivante ( ' ) :
Quels sont les caractères d'une intégrale double de fonction rationnelle dont tous les résidus sont nuls?
Une question analogue se pose dans les éléments quand, étant considérée une fonction rationnelle d'une variable F(x), on demande à quelles conditions les résidus de l'intégrale simple
F ( x j dx sont nuls. La réponse est alors que
U étant une fonction rationnelle de x.
Nous allons avoir, pour notre problème, une réponse présentant une analogie intéressante avec la question élémentaire cjue je viens de rappeler.
( ' ) E. FicAKD, Sur les intégrales doubles de fonctions rationnelles dont tous les résidus sont nuls {Bulletin des Sciences mathématiques, 1902).
La condition nécessaire et suffisante pour que tous les résidus de Vintégrale double (i) soient nuls est que l'on ait
P eZ Q étant des fonctions rationnelles de x et y .
On aura ainsi en même temps une manière élégante d'exprimer les conditions pour qu'une fonction rationnelle de x et y puisse se mettre sous la forme (2).
12. Il est d'abord très aisé de montrer que la condition est suffisante. On va voir en effet que les résidus de
fm-'^y-'y
sont nuls, P et Q représentant des fonctions rationnelles de x ety. La chose est immédiate pour
JJ^clxdy,
puisqu'on doit prendre d'abord, pour une valeur constante donnée à y^ l'intégrale
ox
le long d'un contour fermé, ce qui donne zéro. En ce qui concerne la seconde intégrale, soit
mx,y)
A^tBl^.-.U
A, B, . . ., L étant des polynômes irréductibles en x et jk? contenant la lettre x\ a, .... A sont des entiers positifs; et désignons par x^ la fonction algébrique de r correspondant à A(a;,, j') = o. Le résidu de la fonction Q de x^ pour x^x^., sera visiblement une fonction rationnelle
de x^ etj>', et le résidu de -y^-, pour .r = ^,, sera
Ua résidu de l'inléi^rale double
par rapport au conLÎnuuni A(j:,,jk) = o sera donc une période de l'intégrale abéiienne
c'est-à-dire zéro.
13. Passons à la réciproque. Il s'agit de démontrer que : Si tous les résidus de Vinté^rale double
ff^
¥{x, y)dx dy sont nuls, on aura
^ -^ <Jx dy
V et W étant rationnelles en x et y.
En posant comme plus haut
AaBhi...U
on peut tout d'abord, d'après les éléments de la théorie des fractions rationnelles d'une variable, mettre F sous la forme
^ -i(.r,.r ) -^(x.y) __ ^ -l{x,y^ ^ ^ ^ A "^ B • • ■ L dJ7 '
les - étant des polynômes en a: à coefficients rationnels en y et y une fonction rationnelle de x et y. Les résidus de F relatifs au continuum A(:z:, j/) ^ o sont les périodes de l'intégrale abéiienne
relative à la courbe algébrique A{x,y) = o. D'après les hypothèses faites, l'intégrale précédente est une fonction rationnelle de X ely, et l'on peut par suite écrire
.,(x.r)rfK_„(^^_^)^
II étant un polynôme en x, à coefficients rationnels en y.
De là résulte que l'on a
^ dÂ. _ dH ^ ■^iC-^jJ^) ^H dx t)H dy dx dx dy A^ dx dy dy ôA
dx
Celte identité a d'ailleurs lieu en vertu de la relation A(x ^ y) =-. o . On peut dire par conséquent que le polynôme en x
'•U-^îJ; — (^-^ ^ ~~ dr dy /
est divisible, quel que soit jy, par \(x,y), et nous pouvons écrire l'identité en x et y
/àH dk dU dA\
C étant un polynôme en x, à coefficients rationnels en y. Ceci posé, envisageons l'expression
dx dy\A/ dy dx\A/
1 1 r dP dO 1 . • f
qui est de la lorme 1 ^j comme tout déterminant lonc-
T dx dy
tionnel. D'ailleurs
<^ àU ^dA àH
dx dy dy dx
Si donc nous retranchons U de F, le terme ~ se trouvera
remplacé par
G(a",jK),
ou c est un polynôme en x, qui est par suite de la lorme \- -r— •
Nous avons donc ainsi fait disparaître, par une soustraction d'un terme de la forme voulue, l'expression ^. On fera le même calcul
pour —} • • •■> ~ el finalement nous trouvons bien
^ ' -^ ^ dx dy
V et W étant rationnelles en x et y^ comme nous voulions l'établir.
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1 i. La recherclie des condillons, pour qu'une fonction rationnelle F(x,y) soit de la forme précédente, se trouve donc ramenée à la i-echerche des conditions pour qu'une intégrale abélienne soit algébrique; c'est un problème classique, sur lequel nous n'avons pas à insister. Le problème proposé se trouve alors très élégamment résolu.
On pourrait traiter la question relative à la fonction F, sans se reporter à la théorie des résidus des intégrales doubles. Le problème paraît en effet tout élémentaire; sa solution directe est cependant moins immédiate qu'on pourrait d'abord le penser. C'est cette solution directe que nous allons maintenant exposer.
Tout d'abord, comme nous l'avons dit plus haut, F peut être
supposé de la forme
AB...L
M étant un polynôme en x^ rationnel en r, et A, B, . . ., L des polynômes en x et r, irréductibles et renfermant x. Soit donc
M (T. y) OV o"'.) _ ' ' -• A B . . . (. ^ '<)^ "^ Jy '
P et Q doivent devenir infinies pour A :— o, pour B =^ o, ..., Ij = o et peuvent aussi devenir infinies pour d'autres courbes A| =:= o, B, = (), . . ., N, = o.
Je dis d'abord qu'on peut supposer (pie P et Q renferment seulement à la première puissance A, B, . . . L et, s'ils existent, A , , B , , . . . N , .
Supposons en effet que Q renferme A^- (a >- i) au dénominateur; on peut, d'après les éléments, trouver une fraction rationnelle
A'^-i ' •/ étant un polynôme en x, rationnel eni', de telle sorte que
ox
contienne seulement dans son dénominateur A à la première puissance. Or on peut écrire le second membre de {'.V) sous la
P. ET S., II. l5
forme
dx \ ày j ' ày
On a alors une expression de la forme
ôx
ày
où Q, et par suite P, deviennent seulement infinies comme --• Le même raisonnement s'applique à tous les autres dénominateurs. Nous pouvons donc supposer que notre identité a la forme
^'^' AB...L d.T- [aB...LAiB,..
ày
Ai. ..LAiBj...NiJ'
H et K sont des polynômes en x, rationnels en y. Les polynômes au dénominateur sont irréductibles, distincts et renferment x. Nous ne savons rien des polynômes A), B,, . . . , N, , mais on peut heureusement, comme nous Talions voir, les faire disparaître, et c'est là le point essentiel dans la recherche que nous effectuons.
Soit (xo, J^'u) lin point arbitraire de la courbe
Le premier membre de (4) est une fonction holomorphe des deux variables indépendantes ^ et r dans le voisinage de(.ro,jKo)j nous pouvons, dans le voisinage de cette valeur, l'écrire sous la
forme -^> en désignant par cp une fonction holomorphe autour
de (.^05 J'o)- Nous aurons donc
dx V AB...LAi...lN|
ûi7\AB...LA,...N,
Envisageons alors l'intégrale de diOcrentielle totale
AB...LA,....Ni
dx —
AB...LA1...N
' ' àj \
0 r Kix.r)
dj'LAB...LA,...Ni
dlogA, Ox
on voit de suite, d'après ce qui précède, que la fraction rationnelle sous le signe — ne renferme plus A, au dénominateur, et il
in est par suite de même de la fraction rationnelle sous le siiine — On peut ainsi faire disparaître tous les dénominateurs A,, !>,, ..., N, et, par suite, nous pouvons admettre que, dans le -econd membre de (4), les polynômes connus A, B, . .., L figurent seuls au dénominateur.
lo. La question proposée se résoudra maintenant aisément. Désignons par P le produit AB. . .L; nous avons l'identité
__ 0 V\{ix,y)'\ 0 \\s.{x,y)~\
'" ôx i P J ~ dy L p J
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OÙ M, H et K sont des polynômes en a;. Soit vie degré de P en a:; on sait que, d'une fraction rationnelle en x
OQ peut retrancher une expression ^ ( V étant un polynôme en r, ici rationnel en y), de telle sorte que, en posant
P dx ^ P '
le degré de K, en x soit au plus v — i . D'ailleurs, par une soustraction analogue, nous pouvons supposer que M est en x de degré V — £ au plus. Par suite, dans l'identité (6), nous pouvons supposer que la fonction donnée M, polynôme en x et rationnelle en jK, est de degré v — i en x, et qu'il en est de même pour les deux fonctions inconnues H et K.
Les inconnues dans l'identité (0) sont alors les coefficients des diverses puissances de x dans H et K. Si le problème est possible, on devra pouvoir choisir pour ces coefficients des fonctions rationnelles dej'.
Or comptons le nombre des inconnues et le nombre des conditions. Nous avons dans H et K un nombre de coefficients égal à 2v. On doit égaler le second membre de (6) à
M MP
— on -rrr •
Les numérateurs sont de part et d'autre des polynômes de degré 2v — i; on a donc à identifier deux polynômes de degré yv — I, ce qui donne 2V relations entre les 2v fonctions rationnelles inconnues de y. Ces relations constituent un système d'équations difrérentielles linéaires, car les dérivées premières des V fonctions dey se trouvant dans K figurent dans ces relations. On est donc ramené, en dernière analyse, à reconnaître si une équation différentielle linéaire à coefficients rationnels^ en y admet comme solution une fonction rationnelle de y. C'est Li un problème que l'on sait résoudre.
On voit que la solution de la question proposée prend une tout autre forme, en suivant cette voie directe, qu'avec la méthode
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d'abord indiquée où l'on envisageait les résidus d'une intégrale double : renoncé des conditions se présente sous une forme beaucoup moins élégante.
16. ïl est intéressant de se rendre compte du degré d'indétermination de la solution (H, Ki de Fidentité (6), quand elle est susceptible de solution, en supposant toujours, comme ci-dessus, que H et K sont de degré v — i en x. Avec deux solutions différentes, on peut former une solution, non identiquement nulle, de
l'identité
Alors l'intégrale
est une intégrale de dilTérenlielle totale. Eu posant, comme plus
haut,
P = AB...L
elle est nécessairement de la forme
a log A — ^ log B — . . . ^- À log L.
a, 3, .... A étant des constantes. Inversement, en mettant l'exj)ressiou [)récédente sous forme d'intégrale i j), on aura des valeurs admissibles de H et K.
Il résulte de là que, si l'identité (6) a une solution, cette solution renferme les constantes arbitraires a, 3, . . ., )> en nombre égal à celui des facteurs irréductibles de P.
IV. — D'une difficulté qui se présente quand on veut exprimer que des intégrales doubles de seconde espèce sont distinctes.
17. Nous avons dit que des intégrales doubles de seconde espèce relatives à une surface algébrique sont distinctes, quand il n'existe pas de combinaison linéaire à coefficients constants de ces intégrales qui soit de la forme
(■) f f ^'tt- ---^ '"'■^'''
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U et V étant rationnelles en x^j et c. Il serait donc facile de reconnaître si des intégrales doubles de seconde espèce sont distinctes, si l'on savait résoudre le problème suivant :
Reconnaître si une intégrale double (2) / j Y{(x,y.z)dxdy
est de la forme ( i ), ce qui revient à reconnaître si Von a
^ ^ ^ -^ ôx dy
R étant une fonction rationnelle donnée dex, y et z; les âeus. fonctions U et \ doivent être rationnelles en x, y et z.
18. Nous avons vu que le problème précédent pouvait être facilement résolu, si l'on est dans le champ rationnel, c'est-à-dire si R est simplement fonction rationnelle de x et j', les fonctions L et V étant aussi des fonctions rationnelles de x ely. C'est le problème traité dans la section précédente; ce qui nous a permis de résoudre assez facilement ce problème, c'est que, dans l'identité
R{x,y) = — ^ — , •^ âx rjy
on a le droit, com?iie nous l'avons montré, de supposer que U et V n'ont d'autres lignes d'infiui que celles de R, à l'exception toutefois de lignes correspondant à y = const. Nous avons pu alors limiter la manière dont x figure dans U et V, et des opérations en nombre fini nous ont montré si le problème était ou non possible.
Les circonstances sont tout autres dans le cas d' une surf ace algébricjue. Il peut n'être pas permis de supposer que, dans l'identité (3), U et V n'ont d'autres lignes d'infini que celles de R, en dehors de lignes correspondaut à y = const. C'est ce que nous allons montrer sur un exemple (' ).
Nous avons d'ailleurs déjà, dans un autre but, parlé de cet
(') E. PrcARD, Comptes rendus, oclobre 1899.
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exemple (page 198 de ce volume). KeporLons-noiis à l'identité de la page 199
_ 'J r P(x) 1 or IN)
^ ûx L ( )- — .r ) ^ Oj [ ( .r — ^
où U(,r, y) est un polynôme en x et y, et où
i\x) désignant un polynôme arbitraire ayant des racines distinctes a,, a-j, . • -, «/z- Nous allons montrer qu'on ne peut avoir une identité de la forme
en représentant par - et -, des polynômes entiers en x, à coefficients rationnels en j'. Considérons en efifet, comme nous l'avons fait pages 199 et 200, l'intégrale double
ff
dx dy.
j)rise le long d'un cycle à deux dimensions formé par une courbe fermée C du plan de la variable x qui comprenne à son intérieur deux des points «, et par une courbe fermée C analogue dans le plan de la variable y, et supposons que nous soyons dans le cas de la figure de la page 200; dans ce cas l'intégrale double a une valeur différente de zéro. Or si nous avions l'identité (5), l'intégrale serait nécessairement nulle (en évitant toutefois de faire passer le contour G' par une valeur dey rendant infini tc ou tc,). En effet, chacune des intégrales
se calcule immédiatement; car, tous les éléments restant finis dans les deux intégrales sur le domaine d'intégration, on n'a qu'à faire une première intégration, par rapjjort à x pour l'une et par rapport à y pour l'autre, et l'on obtient ainsi zéro. Il est clair <[ue nous ne pourrions pas raisonner de la même manière en nous reportant à l'identité ('4)- c'est, au surplus, ce qui est exposé avec détails pages 199 et sui\antes.
Dans l'identité (5) nous avons supposé que les fonctions sous les L de la r
siffnes — et -— étaient de la lorme
On aurait dû, d'une manière plus générale, les supposer de la forme
-^ ii'ix, y")
tJ et Tï'j étant des polynômes en x, à coefficients rationnels en j', mais il est manifeste que l'idenlilé
lUx, y]
d V — ( X , y ) (Jx ^S
■'(>•, jk)
ày
entraîne nécessairement
Ot.
dx
On voit, par ce qui précède, la difficulté qui va se présenter, quand il s'agira d'évaluer exactement le nombre des inlégrales doubles distinctes de seconde espèce. Nous verrons bientôt comment cette difficulté se rattaclie à une question très importante concernant les intégrales de difTérenlielles totales de troisième espèce; c'est de l'étude de ces dernières inlégrales que nous alloùs maintenant nous occuper.
I. — Théorème fondamental sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce ( ' i.
Considérons une surface algébrique
n'ayanl que des singularités ordinaires et n'occiipanl pas de position spéciale par rapport aux axes de coordonnées. Nous allons étudier les intégrales de différentielles totales de troisième espèce relatives à celle surface.
Si Ton envisage un certain nombre u. de courbes algébriques irrédut;libles sur la surface, il est possible qu'il n'exisle pas d'inlégrale de troisième espèce avant seulement comme courbes logarithmiques ces a lignes ou quelques-unes d'entre elles, mais nous allons montrer que celle circonslance ne se présentera pas si y. dépasse une certaine limite dépendant uniquement de la surface.
Une courbe C de la surface peut en général être définie par les
deux équations
^ — R( .r, jK >•
A désignant un polvnome irréductible, et K une fraction rationnelle de X el y\ le cylindre
( ' ) E. Picard, Sur les intégrales de différentielles totales de troisième espèce dans la théorie des surfaces algébriques {Annales de l'École Normale, 1901).
coupe la surface y suivant la courbe C et une ou plusieurs autres courbes. Celles-ci ne doivent pas être des courbes logarithmiques.
2. Considérons sur la surface /de degré m une courbe C de degré c^ définie par les deux équations précédentes. Envisageons la famille de courbes définie par la relation entre x ei z
où r représente un paramètre arbitraire; on peut former une intégrale abélienne relative à cette courbe jouissant des propriétés suivantes : Elle n'a d'autre points singuliers à distance finie que les points (:;, .r) de la courbe correspondant aux équations
et la période polaire correspondant à chacun de ces points singuliers logarithmiques est égale à + i • De plus, relativement aux m points de la courbe à l'infini (pour lesquels les m développements sont distincts '"), l'intégrale a seulement comme point singulier logarithmique l'un d'entre eux, et la période correspondante esl égale -à ^ d\ enfin, elle est de la forme
(1) /s(.r, j', z) f/ar,
S étant une fonction rationnelle de x, y et c.
On se rend compte aisément qu'il est possible de satisfaire aux diverses conditions qui précèdent. On peut, par exemple, procéder de la manière suivante. Soient
M„ M,, .... Ma
les d points de la courbe C pour une valeur donnée de j', et désignons par M le point à l'infini de la courbe (i) qui doit être pouil'intégrale un point logarithmique.
Formons une intégrale de troisième espèce de la courbe
C) On se reportera au Chapitre précédent ( n° 9); les m développements de z suivant les puissances de x ont pour coefficients des polynômes en y.
ayant les points logarithmiques
M, et M
avec les périodes polaires respectives
^ r el — I :
on peut s'arranger de manière que les coefficients de cette intégrale soient fonctions rationnelles de y et de ( z/, Xi). En faisant la somme de ces intégrales pour
on obtiendra une intégrale du type cherché T.
Ceci posé, si la courbe (i\ entre a^ et :; ( pour jk arbitraire), est de genre/?, l'intégrale I a. outre les périodes polaires provenant des singularités logarithmiques, ip périodes cycliques que nous désignerons par
de telle sorte que l'ensemble des périodes de I est
\i) CO,, OJ.,. ..., t02/,, I.
Elles sont, sauf la dernière, des fonctions de r. Nous avons supposé que X avait une valeur fixe, d'ailleurs arbitraire. Si l'on fait varier y et qu'on revienne au point de départ, l'ensemble des périodes ( 2 ), pour un contour déterminé, se transformera en
et l'on aura la substitution S
les m et les a étant des entiers. Les m des ip premières colonnes ne dépendent nullement de la courbe C, c'est-à-dire du polynôme A et de la fraction rationnelle R. Ils sont les mêmes que ceux, que nous aurions obtenus si, au lieu de considérer Tinté-
— ni\ M-,-^ .
.^ nihpMop— ;jt.',
lOj -= ni] coi -
— ni l eu 2 -^ ■ .
.-^ nil,,W2p — 'X-,
(à'j^i,= ni\''iM\ -
— ni\i' LOj,-T- .
.— /7i|/Jw./,— [x^r
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grale 1, nous avions pris l'intégrale de seconde espèce
relative à la courbe (\\ comme nous l'avons fail, Tome ], page 94 ; les
;»',, 7?? 2, .... »>'ii) ( i ^= i, ■>,... . ip I
sont les mêmes que ceux de la substitution S de la page gg {^loc. cit.). Au contraire, les jj.' dépendent essentiellement de la courbe C.
Les points singuliers des lo considérés comme fonctions de r ne dépendent nullement de la courbe C; c'est là un point très important pour la suite. Ces points singuliers ne peuvent être, en effet, d'une part, que ceux correspondant aux valeurs de y pour lesquelles le genre de la courbe
s abaisse, d'autre part, que ceux correspondant aux valeurs de r pour lesquelles un des points logarithmiques se confond avec un point critique de la courbe. Les premiers sont les points critiques de l'intégrale (3), les seconds ne sont pas en réalité des points critiques. Car, soient a^, «o? <^3j -••• les points critiques de. la courbe (4), et b un point singulier logarithmique; b et les a dé-
ris.
pendent de y, et l'on suppose que, pour une certaine valeur a de y, le point b coïncide avec le point «,. Soit to une période correspondant à un contour F et enveloppant par exemple trois points «; à une petite courbe autour du point logarithmique ^correspondra la période polaire --f- i. Quand )■ tourne autour de a et
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revient à sa position initiale, il faut monlrer cjiic o) revient à la même valeur ; ceci est immédiat, puisque la période to -i- i , correspondant à un contour qui entoure les quatre points r/j, «o, r/.. et />, ne change pas quand y tourne autour de a.
Les substitutions S, faisant connaître l'ensemble des valeurs des w pour toutes les circulations de y autour des divers points critiques, sont donc en un certain nombre A" indépendant de la courbe C.
3. Ces résultats obtenus, considérons maintenant ip intégrales distinctes de seconde espèce fi, lo, . . ., lop de la courbe
en désignant par/) le genre de cette courbe, pour y arbitraire. Soient aussi A courbes (Jl|, Co C>. et formons A intégrales
du type I, relatives respectivement aux courbes (1|,C2, C:, , . . . . C) . (Cherchons à déterminer, s'il est possible, les fonctions rationne Lit s de jK
et les constantes C|, c^, • • • , c>. de telle sorte que l'intégrale abélienne, relative à la courbe (i)
(.i) «il, -i-. , . — a-iplip — CiJ,-T-. . .— cxJ),,
ail toutes ses périodes indépendantes àey.
Il en est bien ainsi pour les périodes polaires. Pour les périodes cycliques, il n'en sera pas ainsi, en général. Désignons par
K,, Ko, ..., Ko/,,
les périodes, supposées indépendantes de )', correspondant aux 2p cycles initiaux, pour lesquels nous avons les substitutions fondamentales, désignées d'une manièi'e générale par S. Supposons que celte substitution S soit relative à la modification des périodes de Ji pour une certaine circulation de j' ; avec la même circulation de j>', on aura la même substitution pour Jo, . . . , J> , sauf (pie les 'j.se trouveront remplacés par d'autres entiers v. ...,?:.
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Dans ces conditions, on devi-a avoir, puisque l'on suppose que ]es K ne dépendent pas de j',
(i = I, 2, ...,ip).
On aura 2/? relations analogues pour chacune des k substitutions fondamentales du type S.
Ceci posé, admettons qu'on puisse trouver ip — h constantes
Kl, Ko, ..., kj/,, c,, C2, ..., c),,
non toutes nulles, et satisfaisant auK 'iph relations qui viennent d'être écrites : Nous allons montrer qu'on pourra alors former une intégrale de différentielle totale ayant précisément les périodes précédentes. C'est, comme on voit, la généralisation de l'analyse développée (t. I, p. 98), pour étudier les intégrales de différentielles totales de seconde espèce.
4, Ecrivons, en effet, que les périodes de l'intégrale
rti II -T- aol? -r-. .. ^- a-ipl-ip -^ Cl J| — . . . — ex J)_,
correspondant aux ip cycles initiaux, sont égales aux constantes K), K2, .-., Ko;,. Nous aurons ainsi "ip équations qui vont déterminer
il faut montrer que les a ainsi déterminés sont des fonctions
rationnelles de y. Désignons par E, , Ej Eo,, les premiers
membres de ces équations, nous aurons
il suffît de faire voir que ce système d'équations reste invariable quand on fait décrire à y un contour fermé quelconque, par exemple le contour auquel correspond la substitution S. Or, ces équations deviennent
in\ El ■+- /?i| E2^.. .—m^ /,£,/, -.- Cl a*') -^c^vli^ —,_^c;tS^^ = K,, m\ E,^/n^ E., — . . .-(-/?i^',,E,/, -^ C| ui2) _^c.,v(2) _.-... -^ Q-â^^) = K.,
svslème équivalent au système
El = Kl, Eo -- K2, . . . , E2/, — K2/,,
craprès les équations que nous supposons vérifiées par les constantes K etc.
Nous avons donc obtenu une intégrale de troisième espèce, relative à la courbe entre x et ;
dont les périodes cycliques et polaires
K]. Ko, ..., K.2^,, Cl. C2, ..., c\, sont indépendantes àe y\ désignons cette intégrale par
j\\{.rj,z)d...
5. Il va être facile maintenant de former une intégrale de différentielle totale de troisième espèce, relative à la surface
ne pouvant avoir d'autre courbe logarithmique que les courbes
Cl, Go, . . . , Gx,
avec les périodes polaires correspondantes
Cl, Co. . . , ex,
et peut-être, en outre, la courbe à l'infini de la surface. On va voir, en effet, qu'on peut déterminer une fonction rationnelle S(^x,y^ :•) telle cpie l'intégrale
j?K{x,y, z)dx -^ 'è{x, y, ~)dy
satisfasse à ces diverses conditions.
La fonction S (.r, y, s), considérée comme fonction de x etjK, doit vérifier la condition
^ _ cm dx dy
On y satisfera de la manière suivanle : Soit x^ une valeur fixe arbitraire et désignons par z^, z-,^ ■ , z^ les m racines de l'équation
f{Xo,y, z) = o (m étant le degré/).
Posons
j R(x, y, z) dx -^ . . .-^ I R{x,f,z)dx
S, ainsi déterminée, a une valeur unique en chaque point (.zrjjK, z) de la surface, puisque les périodes des intégrales ne dépendent pas de y. Par suite, cette expression sera une fonction rationnelle de (.r, j)', 5 ). car les points singuliers de cette fonction ne peuvent être des points singuliers essentiels. De plus, on voit immédiatement que
dR
âS J d dx m dy
comme il doit être.
inK( x,y, ^)| =
ày
Nous avons donc une intégrale de diftérentielle totale
R dx
Sdy,
où R et S sont rationnelles en x, y et z.
L'intégrale précédente ne pourra visiblement avoir d'autres courbes logarithmiques que les courbes
Cx,
la courbe à l'infini sur la surface, et peut-être aussi des sections planes de la surface correspondant à des plans
y = const.
Il serait aisé d'établir cju'il n'y a pas de lignes logarithmiques de cette dernière catégorie; il suffirait, pour cela, de répéter le raisonnement fait pages io4 et io5 du Tome I, pour une circonstance analogue, mais il est inutile d'insister sur ce point, car si la section
donnant dans la surface une courbe indécomposable fce qu'on
peut toujours supposer, |)uis(|iie les axes sont arbitraires), était une courbe loo^arithmique avec la période correspondante B, il suffirait de retrancher de notre intégfrale
■ . loi; t y — fj )
pour avoir une intégrale possédant la propriété voulue.
En résumé, si les constantes K et c satisfont aux o-pk relations à coefficients entiers du n" 3, nous pouvons former une intégrale de différentielle totale
H (Ix ^- S dy
ayant les 2/? ^ /> périodes
Kl, Ko. .... .... K2/,, C|, c-,, .... Cl,
les ). dernières étant des périodes logarilhmiques correspondant aux courbes données à l'avance
G], Go. . . . , C>..
Certaines quantités c peuvent être nulles, auquel «as il n'v aurail pas de courbe logaritfimique correspondante. Si tous les c étaient nuls, nous aurions une intégrale qui ne pourrait avoir d'autre courbe logarithmique que la courbe à l'infini de la surface /"; mais une intégrale ne pouvant avoir une seule courbe logarithmique, notre intégrale n'en aurait alors aucune ;, et nous aurions alors une intégrale de seconde espèce, conclusion qui est bien d'accord avec notre théorie des intégrales de seconde espèce.
0. Au point de vue des possibilités qui peuvent se présenter pour une surface donnée, quelques observations intéressantes sont à faire. Désignons, d'une manière générale, par relations {y.) les -2pk relations du n" 3. Envisageons sur la surface une courbe algébrique irréductihle quelconque C, ; il jieut arriver, ou non, que les équations (a) correspondant à la seule courbe C, soient vérifiées pour une valeur de c, dilî'érente de zéro. Dans le i)rcinier cas, on aura une intégrale de troisième espèce ayant pour courbes logarithmiques la courbe C) et la courhe à l'infini; dans V. ET S., II. 16
le second cas, il n'y aura pas de telle intégrale. Si l'on est dans ce second cas, envisageons, outre C), une seconde courbe algébrique irréductible quelconque Co, et concevons les équations (a ) relatives aux deux courbes C| et Co. Deux cas peuvent encore su présenter : il peut arriver ou non qu'on puisse satisfaire à ces équations, sans que Co soit nul. Dans le premier cas il y aura une intégrale de troisième espèce avec les deux courbes logarithmiques C) et Ca et peut-être la courbe à l'infini ; il est visible que c, aus>i ne sera pas nul. Dans le second cas, il n'y aura pas de telle Intégrale. On peut ainsi continuer, mais non pas indéfiniment, car lorsque X est assez grand, on pouri'a manifestement satisfaire aux équations (a), sans que tous les c soient nuls.
Dune manière plus précise, supposons que pour A courbes
Cl, Co. C).,
il ne soit pas possible de satisfaire aux équations (a) sans que C(, c-2, ' ' ■ ■ Cl soient nuls. Considérons une À -j- i"^™' courbe arbitraire C),^) de la surface et formons les équations (a) relatives à Cl, Co, . . . , C)^., ; si ). est assez grand, il arrivera que ces dernières équations pourront être vérifiées sans que Cx^, soit nul. En efTet, pour À assez grand, les équations (a), dont le nombre ipk ne dépend pas de A, peuvent être vérifiées pour des valeurs des K et des c, les c n'étant pas tous nuls; d'autre part, pour les équations (a) relatives à C,, Co, . • • , Cx+i on ne peut avoir C), , =:: o, car alors les équations (aj relatives à C|, Co, . . ., C) pourraient être vérifiées, C|, Co, . . . , c\ n'étant pas tous nuls. Nous aurons donc alors une intégrale de troisième espèce ayant certainement pour courbe logarithmique C),+, et de plus quelqu'une ou la totalité des courbes C,, C2, • • -, Cx et de la courbe à l'infini. Ceci nous conduit au théorème suivant :
On peut, sur une surface f, tracer a courbes algébriques irréductibles particulières
Cl; Co, • • • , C).
telles quil n^ existe pas d'intégrales de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques une ou plusieurs de ces courbes C et de la courbe à l' infini, mais
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telles que, si Von envisage une a -f- i "-''"'' courbe iirbilraire C)^,, il existera une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques la courbe C).^) et la totalité ou une partie des courbes C|, . . .. C>, et de la courbe à l'infini.
Nous pouvons modifier renoncé, de manière à ne plus avoir à parler de la courbe à l'infini. Supposons que, pour C).j.| arbitraire, l'intégrale I dont il vient d'être question admette la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. En jirenant une autre courbe C)_^i, nous aurons une intégrale T, ayant pour courbe logarithmique C)^, et la totalité ou une partie des Ci, Co. . . . , C),, et de la courbe à l'infini; on peut évidemment choisir la constante A
de manière que l'intégrale
J- AI
n'ait pas la courbe à l'infini comme courbe logarithmique. Cette considération conduit au théorème fondamental que nous avions en vue.
Sur la surface f, à singularités ordinaires, on peut tracer 0 courbes algébriques irréductibles particulières
telles quil n'existe pas d' intégrale de différentielle totale de troisième espèce, ayant seulement pour courbes logarithmiques la totalité ou une partie de ces courbes C, mctis telles qu'il existe une intégrale ayant seulement pour courbes logarithmiques une p -f- i"^'""^ courbe quelconque F de la surface, et la totalité ou une partie des courbes C.
7. Les déductions du paragraphe précédent supposent que toutes les intégrales de différentielles totales peuvent être obtenues par des combinaisons analogues à celles du n° 3. On se rend compte aisément qu'il en est bien ainsi. Soit
dx — ^dy
une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logarithmiques les lignes
Co,
de degrés r/,, do, •••. d^_ avec les périodes logarithmiques C(, Co, • . . . Cp.. On aura Ja relation
C] f/) -H Cofl^a -T- ■ • • - Cu,c?u. = o. En désignant par
.1,. J.,, .... Ja
les intégrales formées avec ces courbes comme au n° 3, la diiTérence
( X. y, z ) dx — CiJi — ... — CjjJjj. est une intégrale de seconde espèce relative à la courbe
/[-P,!- -' = o; elle est donc égale à une expression de la forme
c/i II— . . .— «2/-I2/M
|)lus la dérivée par ra|)porL à x d'une fonction rationnelle de x, j-, z. Nous avons donc la forme envisagée au n° 3, et la démonstration du théorème fondamental est maintenant complète.
8- D'après sa nature même p est au moins égal à un. L'analyse quenous venons de développer pour établir l'existence de ce nombre en donne une limite supérieure mais ne donne pas le moyen de le calculer complètement. La recherche précise de ce nombre paraît, d'une manière générale, devoir être assez difficile, car elle est liée à l'étude des courbes algébriques tracées sur une surface donnée; c'est en ce point que notre étude n'est pas complète. Nous examinerons plus loin quelques exemples assez étendus.
Pour deux surfaces qui se correspondent birationnellement, le nombre p n'a pas nécessairement la même valeur. C'est seulement quand la correspondance entre les deux surfaces ne présente pas de po\n[s, fondamentaux et de courbes exceptionnelles qu'on peut, d'une manière générale, affirmer l'invariance du nombre p : il est clair alors qu'à une courbe C de la surface S on peut faire correspondre une courbe C de la surface S', et que le nombre des lignes est le même de part et d'autre. Il peut en être autrement quand il y a des courbes exceptionnelles, parce qu'à une courbe logarithmique C passant par un point fondamental peut corres-
[)Ondre, oulre la courbe C, la courbe exceptionnelle transformée (lu point fondamental; il y a alors sur S' deux courbes logarithmiques correspondant à la courbe logarithmique G de S. On le voit Lien nettement de la manière suivante. Soit x=^o,y^=o le point fondamental sur S; la transformation de S en S' se trouve définie (p. 85 de ce Volume) par des équations de la forme
X = S(x', y' ), y — Si x', y ) P(x'. y' ),
la courbe S(.r', 7') = o correspondant sur S' au point x^=.o^ y == o. Soit sur cette courbe un point i a, j^ ) pour lequel Pia, 3) a la valeur m^ nous pouvons supposer ([ue S et P sont holomorphes autour de x' ^^ a, i'= 3, La fonction
logir — DIX) se transforme en
I og S ( ^', y' ) H- I og [ P ( a-', y 1 — m \ : elle a pour courbes logarithmiques les deux courbes
S{x' . y' \ = o et P(.r', y' i — ■ m ^ o, passant au point i a, [ii ).
9. Faisons encore une remarque générale (').On sait qu'il y a dans la théorie des surfaces algébriques de nombreux problèmes où la présence de courbes exceptionnelles vient amener des complications; nous l'avons vu notamment dans ce ^ olume en étudiant les systèmes linéaires de courbes tracés sur les surfaces. Un théorème, récemment démontré par MM. Castelnuovo et Enriques Annali dl Matematlca, t. Yl, 3^ série), est de grande importance : d'après ce théorème, dans loale classe de surfaces se correspondant birationnellenient il existe des surfaces sans courbes exceptionnelles (-), en laissant de côté toutefois les classes qui comprennent des surfaces réglées.
Dans le problème qui nous occupe, le nombre p sera évidem-
(' ) E. Picard, Sur la transformation des surfaces alfçébriques {Comptes rendus, l. CXXXIV, 1902).
(-) Pour une telle surface î^, la correspondance birationneile entre S et une surface quelconque S de la classe se fait de telle manière qu'il n'y a pas de courLc (le £ correspondant à un point de S.
ment le même pour toutes les sui'faces de la classe n'ayant pas de courbes exceptionnelles.
Le nombre o relatif à ces surfaces sans courbes exceplionneiles est donc un nombre invariant pour la classe de surfaces algébriques considérées.
II. — Sur les surfaces pour lesquelles toutes les intégrales de différentielles totales sont des combinaisons algébrico-logarithmiques {').
10. Nous avons vu dans le Tome I que, pour une surface algébrique dont la connexion linéaire /?( est égale à un (ce qui est le cas général), toutes les intégrales de différentielles totales de seconde espèce sont des fonctions rationnelles de x^ y et z. La question se pose alors de savoir si, poiii- une telle surface, toute intégrale de dilTérenlielle totale ne serait pas une combinaison algébrico-logarilbniique, c'est-à-dire une expression de la forme
(i) - A/.. logR/, (.r, jK, - j— Vix, k, ;; ),
les R et P étant des fonctions rationnelles de x^ y et:;, et les A des constantes. En fait, les seuls exemples connus de surfaces avant des intégrales qui ne soient pas de cette forme correspondent à y?, > r ; mais, malheureusement, nous ne sommes pas en mesure de répondre à la question posée. Nous allons seulement démontrer une propriété curieuse des surfaces dont toutes les intégrales de différentielles totales ont la forme précédente.
11. Soit donc une surface /", pour laf|uelle toutes les intégrales de différentielles totales sont par bvpoihèsede la forme ci-dessus.
Soient
C,, C. Cp
les p courbes du théorème démontré dans la section précédente et r une courbe irréductible quelconque tracée sur la surface. 11 existe, d'après ce théorème, une intégrale de différentielle totale
( ' ) E. Picard, Sur quelques points fondamentaux dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables (Acta mathematica. t. XXVI).
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ayant pour courbes logariLlimiqiics la courbe F et lalolalilé ou une partie des courbes C Celle intégrale est de la forme ' i); on peut supposer tout d'abord que les termes logarithmiques sont réduits à leur moindre nombre, c'est-à-dire qu'entre les A. on n'a pas de relations
les m étant des entiers qui ne sont pas tous nuls. Il est clair en effet que, si l'on avait une telle relation, ou pourrait réduire l'expression à avoir un terme de moins. Soit, pour fixer les idées, une relation entre trois coefticienls Ai, Ao, A^ ; on pourra écrire
On a donc
A: logR, ^ A, iogR. - A3 logRa - A, log ( Ri -jr^ ) -^ A, loo( R, ll^ ) ,
et il y a, par suite, une réduction dans le nombre des logarithmes. Les logarithmes ayant été ainsi réduits au moindre nombre, si l'intégrale se réduit à
X A/, IogR/,(a7, y, z 1 -r- P(>, jk, - ',
on est assuré que les fonctions rationnelles R n'auront d'autres lignes de zéros et d'autres lignes d'infinis que les courbes G et la courbe Y.
Si, en effet, une des fonctions R s'annulait le long d'une autre ligne A, comme celle-ci n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale, il faudraitque d'autres fonctions rationnelles R (une au moins) devinssent nulles ou infinies le long de ), ; et en écrivant que la ligne A n'est pas une courbe logarithmique pour la somme, on obtiendrait une relation homogène et linéaire à coefficients entiers entre les A, contrairement à ce que nous avons supposé.
Une des fonctions R, au moins, est nulle ou infinie le long de F, et elle a comme autres lignes de zéros et d'infinis la totalité ou une partie des courbes G, avec des degrés quelconques d'ailleurs (entiers) de multiplicité. Ainsi, étant envisagées les courbes
G], Co, .... C5,
cl une courbe irréductible arbitraire F. il existera certainement
une fonction rationnelle n'ayant d'autres lignes de zéros et d'infinis que la courbe F et la totalité ou une partie des courbes C. Ajoutons que cette fonction sera unique, ou, plus exactement. deux fonctions rationnelles H. et R' possédant cette propriété sont telles que deux de leurs puissances entières convenables sont dans un rapport constant. Supposons, en effet, que R ail F pour ligne de zéros d'ordre u., et que R' ait la même courbe pour ligne de zéros d'ordre ;j.', le quotient
ne pourra avoir d'autre ligne de zéros et d infinis que Ci , Co. ■ • ■ , Gp. Ce quotient se réduira à une constante, car autrement la
fonction
RH-' ^ R
pourrait être mise sous la forme d'une intégrale de différentielle totale de troisième espèce qui n'aurait pas de ligne logarithmique en dehors de Ci, Go, .... Gp, ce qui est impossible d'après les propriétés de ces courbes G.
12. Ges points établis, prenons sur notre surface p -^ i courbes irréductibles entièrement arbitraires F,, F^, ..., Fp^,. On peut, d'après ce qui précède, former une fonction rationnelle R| ayant pour ligne de zéros la courbe F, et pour lignes de zéros et d'infinis la totalité ou une partie des courbes G. Soient de même Ro. • • • . Rp+i des fonctions rationnelles correspondant à F^, ..., Fp_(., ; formons le produit
F = R^'R^-... R^tT.
où les a sont des entiers positifs ou négatifs. On peut choisir ces entiers (non tous nuls) de manière que, pour la fonction rationnelle F, les courbes G ne soient plus ni lignes d'infini ni lignes de zéros. La fonction F, ainsi obtenue, ne se réduira pas à une constante, et elle aura pour lignes de zéros et lignes d'infinis la totalité ou une partie des courbes F.
Nous sommes donc ainsi conduits à la conclusion suivante, qui est assez curieuse : étant prises sur la surface p — i courbes algébriques irréductibles arbitraires, il existe une fonction rationnelle s' annulant le Ions de certaines de ces courbes et devenant
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infinie le long des autres (avee des degrés convenables de multiplicité ) et n'ayant aucune autre ligne de zéros ou d'infinis.
11 est bien entendu qu'il saisit ici d'une surface dont, par hypothèse, toutes les intégrales de difTc'rentielles totales se ramènent à des combinaisons algébrico-logarithnii(|ues.
Pour les courbes algébriques il n'existe évidemment pas de proposition analogue, dans laquelle les courbes Y seraient remplacées par des points; pour une courbe algébrique non unicursale on ne peut évidemment pas trouver une fonction rationnelle des coordounées dont les pôles et les racines seraient compris parmi un certain nomi)re de points arbitrairement donnés, les degrés de multiplicité n'étant d'ailleurs pas fixés à l'avance.
13. Les résultats précédents conduiraient donc plutôt à penser que les intégrales de différentielles totales de troisième espèce ne se ramènent pas e/i général pour une surface algébri(|ue à des combinaisons algébrico-logarilhmiques, mais, comme nous l'avons dit plus haut, nous ne |)Ouvons pas indiquer de surface, de connexion linéaire égale à l'unité (c'est-à-dire sans intégrale de différentielle totale de seconde espèce), possédant nne intégrale de troisième espèce qui ne soit pas du Ivpe algébrico-logarithmique.
Indiquons seulement pour le moment un exemple d'une surface, dont toutes les intégrales de différentielles totales se réduisent à des logarithmes.
Il sera fourni par la surface célèbre du quatrième degré qui porte le nom de Kamnier. M. Humbert a démontré, au sujet de cette surface, une proposition très élégante ( ' ) : toutes les courbes algébriques tracées sur celte surface sont de degré pair, et si ini désigne le degré d'une telle courbe, on peut le long de cette courbe circonscrire à la surface une surface de degré w, ne la coupant pas en dehors de la courbe considérée. Ici le nombre p des énoncés précédents est égal à un\, de plus, si l'on prend sur la surface deux courbes algébriques quelconques
Ti et r,,
(') G. HuMBEKT, TIléorie générale des surfaces liyperelliptiques {Journal de Maltiématiques, i8g3, p. 72).
il existera une intégrale de troisième espèce, ayant ces deux seules courbes logarithmiques, et réductible à un logarithme. Si, en effet,
fi{.r^y,z)-~-^o et /o ( .r, x, :; ,) = o
représentent les deux surfaces de degrés m^ et m.y donnant les deux courbes d'après le théorème de M. Humbert, la fonction
peut être regardée comme une intégrale de troisième espèce possédant la propriété demandée.
III. Quelques cas particuliers
14. Les considérations générales développées plus haut, pour une surface n'ayant que des singularités ordinaires, s'appliquent avec des modifications peu im[)ortantes aux surfaces données par les équations de la forme
où y est un polynôme en x et y.
Toute intégrale de différentielle totale relative à cette surface est, en dehors d'une intégrale de fonction rationnelle, de la forme
R dx -^ S dy
II, S et M étant des polynômes en x ely. Des réductions simples (t. I, p. 168) permettent de la ramener à
R rt'.r — S d\
yy)\B...L^f{x,y
X(y) étant un polynôme en y, et A, B, . . ., L des polynômes en x ely irréductibles et premiers avec f{x, y). De plus, la surface
coupe nécessairement la surface proposée
suivant deux courbes distincLcs, c'est-à-dire qu'on peut trouver deux polvnomes P et Q premiers entre eux et tels que
P- — Q2 /-, x,y ) soit divisible j)ar A(\3?,j)' ). Les deux courbes sont alors
A (57,71 = 0, z = -^-, Afar, j'i --= o, x; = — -.
Pour un polynôme donné /"(x', y), l'étude complète des polvnomes irréductibles K[x.,y) serait de grande importance. La remarque suivante va nous être utile :
Supposons qu'un polynôme irréductible '^{x, y) divise une expression
u et V étant deux polynômes en x et y, premiers avec '^. et désignons par w le degré de/". Alors, pour
o(.T, y ) = o, on aura
R étant rationnelle en x et y. Ceci posé, cberchons à déterminer des polynômes U etVenx, à coefficients rationnels en y, tels que
(a) U — VR(.r, jK)
s'annule quand '-^[x^y) ^ o. Pour de tels polynômes, on a certainement le polynôme en x
U2__V2/(.'r, ji.
divisible par le polynôme en x^ c;(x', j'); la lettre y entre rationnellement dans les opérations. On pourrait prendre
mais arrangeons-nous de façon que le (juotientde U- — V^/^l-r,!) par o(^, y) soit en x de degré le plus petit possible.
Si uest le degré de '^, on peut s'arranger de façon que l'exprès-
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sion (a) s'annule pour o[x^y) = o, en faisant V = i, et en prenant pour U un polynôme en x de degré \x — i. Alors
sera un polvnonie de degré 2 iji. — 2 au plus, si
2 jji — • 2 ^ m ,
et le quotient de U- — V-/" par :p sera de degré [Ji — 2 au plus.
Donc du polynôme 's> de degré u., nous passons à un polynôme O) (,-^y, jk) de degré u — 2 au plus par rapport à x et à coefficients rationnels' -^pn y. De c5,(jc,j^') on passeia à un polynôme c5o(a%jk) et ainsi de suite.
Il y a maintenant à ai'içtinguer suivant que m est pair ou impaii.
Soit ni impair. Si
on pourra encore faire la réduction, et IV -,n arrivera à un polynôme
de degré "^
Si Ton a \
on obtient un polynôme de degré
Mais on peut passer cl un polynôme -^ de degré — — • a. n^ polynôme de degré au moyen du même raisonnement. C^n peut
choisir un polvnome U de degré — ■_ — de manière que
U"- — fi .T, y )
soit divisible par o (division par rapport à .r, bien entendis^]; \q quotient est de degré
m — I ni — I
Donc, pour /« impair, la réduction peut se faire jusqu'à ce qu« [q
polynôme soit en x de degré — —
Soit m pair. Pouraij. — •i-^ni^ nous ferons la r(';(Jiiclion au
degré
[JL — 2 = I
l^our 2 u. — 2 = m — 2, nous ferons la réduction au degré
iNous sommes donc ramenés au degré — ou au degré — — i, et il n'est pas possible ici de faire en général d'autre réduction.
Toutefois il est possible de passer du premier cas au second si. dans/(^,j^), le coefficient de x est un carré parfait que Ton peut supposer être l'unité. Supj)osons en elTeL que, pour x satisfaisant à l'équation
tu ni
x''- -— %^x- -r-. . .-7- a,„ — o (Iiîs a étant rationnels en y).
le radical \'f\JC,y\ se mette sous la forme d'une fraction rationnelle en X et 9'. On pourra choisir les A rationnels en y de manière que
s'annule pour les — racines de l'équation précédente. Le quotient de cette expression par
m III
sera donc [dans /"(.r, jj^) le coefficient de x"'- est l'unité] un polynôme de degré
— — 1 an plus, •2
ce qui réalise la réduction cherchée.
lo. Ces préliminaires posés, soit lidenlité
U, V, '-i et 'l étant des poljnomes en x à coefficients rationnels
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en y, l'expression
(P) Alog-^-— ^^- (A^const.)
n'aura, à dislance finie, d'autres courbes logarithmiques que des
courbes de la forme
y = const.,
et les courbes
Si donc une intégrale de troisième espèce a pour courbes logarithmiques les deux lignes
quand on en retranchera l'expression ([i) avec une valeur convenable de A, on fera disparaître les courbes logarithmiques (y) pour les remplacer par les courbes logarithmiques
Une conséquence importante se déduit immédiatement de ce résultat. Si, pour le polynôme donné f(x, y), que nous supposerons, pour fixer les idées, de degré impair m en x, il n^ est pas possible de trouver un polynôme en x irréductible
avec coefficients rationnels en y et de degré — ^ — au plus, tel
que, pour
\Jf{x^y) soit susceptible de se mettre sous la forme d'une fonction rationnelle en x et y, on pourra^ par la soustraction d' un certain nombre de logarithmes, faire disparaître d^ine intégrale de différentielle totale toutes les courbes logarithmic^ues à distance finie, à L'exception de courbes
y = const.
s' il peut y en avoir.
De plus, par des raisonnements analogues à ceux que nous avons employés dans la section précédente pour la démonstration du théorème fondamental, on est conduit à la conclusion suivante :
S'il existe des polynômes -!/,■ rr/jondanl à la condition précédente, on pourra trompe/- un nombre p tel qu'il n'y aura pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement , pour courbes logarithmiques à distance finie la totalité ou une partie des couples de courbes répondant aux
p polynômes
<Li. 'L, 'ip,
mais tel qu'il existera, une intégrale ayant seulement pour courbes logarithmiques le couple de courbes correspondant à
et la totalité ou une partie des couples de courbes correspondant « '|), 'io. . . ., -Ir^.
Nous ne parlons pas dans cet énoncé de courbes logarithmiques qui correspondraient à j- = const., qui ne sont pas exclues.
Dans cet énoncé, le nombre p jiourrait être nul, c'est-à-dire qu'il pourrait arriver dans certains cas qu'à tout couple de courbes répondant à •}/ correspondit une intégrale.
On voit, étant donnée l'équation
l'importance des relations
telles que, au moyen de ces relations, z soit susceptible de se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y.
Le cas le plus simple est évidemment celui de m = 3. On a alors l'équation
z- — ai y ) x^ ^- b{y') x'^ ~ (^(y ) ^ -^ d,\ y \,
a^b^ c^ d étant des polynômes en y. Il s'agirait de rechercher s'il existe des fonctions rationnelles z et x de t, satisfaisant à l'équation précédente.
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La question est beaucoup plus complexe qu'elle ne le semble :iu premier abord; c'est ce que monti'era de suite un cas très simple ( ' ). Je suj)p05e que la relation se réduise à
z- ^ fix) ¥( y).
f étant un polvnome de troisième degré en x n'ayant que des racines simples, et Fi l'i un polvnome de degré xp — x sans racines multiples. Nous allons montrer qu'il n'existe pas en général de fractions rationnelles z ç,\. x à& y satisfaisant à l'équation précédente, sauf les solutions immédiates
(i étant une racine de f{x) = o. Supposons qu il existe d'autres
solutions ; on aura
dx clx F(j)') dy
De là on déduit que rint(''grale de première espèce
r dx
se transforme, en prenant pour .r une fonction rationnelle de )'.
dy
en l'intégrale
/Pij)
K(j') étant rationnelle en j'. Comme cette intégrale doit être aussi de première espèce, il faut que R(j') se réduise à un poljnome de degré /? ^ i , et, par suite, une fonction rationnelle x àe y répondant à la question doit satisfaiie à la relation
dx „ fl y
P(r) étant un polvnome de degré p — i au plus. Réciproque-
('; E. Picard, Sur la résolution de certaines équations à deux variables et sur un théorème de M. JSœther {Bulletin des Sciences mathématiques, 1901J. — Sur certaines sur/aces dont toutes les intégrales différentielles totales se ramènent à des combinaisons algébrico-logarithmiques {Annales de l'École Noiniale supérieure, 1908 ).
menl d'ailleurs, si une fonction ralionnelle x de jk satisfait à une
telle relation, on aura
dx
dy
^JJ•(x)V{y)^?{y)
et, par suite, z sera rationnelle en y.
Des considérations précédentes il résulte tout d'abord que, pour un poljnome donné du troisième degré, si le polynôme F(j^) est arbitraire, il ne sera pas possible de déterminer une fonction ralionnelle X de )' (ne se réduisant pas à une constante) satisfaisant aux conditions voulues. En efllet, il ne sera pas j^ossible de trouver une intégrale de première espèce relative au radical y/F (^') ayant seulement pour périodes les deux périodes de l'intégrale
r dx
J VÏÏ
Pa/' suite, en général, pour la surjace
c-i = f(x) Viy),
\_f{x) étant du troisième degré, et F(jk) de degré '>./?-!- i],
toutes les intégrales de différentielles totales se ramèneront
à la forme
Vdx^qdy
V//(^)F(JK)
où P et Q^ sont des polynômes en x, à coefficients rationnels e/i j^. D'ailleurs, en retranchant de l'intégrale une fonction rationnelle convenable en x^ y et c, on peut supposer que P est de
la forme
A et B étant des fonctions rationnelles de y. Alors les périodes
( A .r -4- B ) dx
(le l'intégrale relative à x
ne doivent pas dépendre de y. Or il est aisé de voir que l'on ne
peut choisir des fonctions rationnelles A et B de j' (sauf A ^B^ o)
telles que les périodes de cette intégrale satisfassent à la condition
P. ET S., Tl. 17
indiquée. Soient, en effet, les deux intégrales
dx C -2" àx
/dx r X dx
dont nous désignerons par to,, Q, et Wj, il-, les périodes correspondantes. On devra avoir
^ny)
C| et Co étant des constantes; or les valeurs de A et B ainsi déterminées ne sont évidemment pas fonctions rationnelles àe y.
17. Nous concluons, de l'étude du paragraphe précédent, que les intégrales de différentielles totales relatives à la surface
se ramènent toutes en général à des combinaisons algéhricologaritlimiques.
11 Y a un cas particulier, où nous ne sommes pas assurés de celle conclusion, c'est celui où Ton peut trouver un polvnome ^{y) de degré p — i , de telle sorte que l'équation
soit susceptible d'être vérifiée par une fonction lationnelle x àç, y (ne se réduisant pas à une constante).
Approfondissons le cas où le poljnome F(j') se réduirait à f(y)] alors P(r) doit être une constante C (puisque p= i), et nous avons l'équation
dx r^ dv ^ .
= c " ( L étant une constante).
Cette équation se rencontre dans la théorie de la multiplication des fonctions elliptiques. Supposons que les fonctions elliptiques correspondant au poljnomedu troisième degréy(.r) n admettent
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pas la niultlplicaium cv n/p /exe ; dlon^C sera nécessairemenl un nombre entier réel /Ji, el si, avec les notalioiis de Wcierstrass, on pose
et que p{a) dési-ne la lonelion eIlipLi(iue correspondanle, on aura d'abord Ja sobilion
^ = JK«), x = p(mu);
X ainsi ublenue est une lonelion rationnelle de y. On a en outre
m dy
(|ui est bien rationnelle en j-. Nous désignerons par K,„(j') l'expression de X en fonction dey; on a évidemment
L'équation
dr dy
admettra d'autres solutions x fonctions rationnelles de y; il est facile de trouver leur expression générale. Si l'on pose
Féquation précédente devient
dv = m du, d'où
<^ = /nu -r- K ( K élaiiL une conslanle.}
Or, comment doit être choisie la constante K pour que de
on tire pour x une fonction rationnelle dey. Il faut et il suffit que
mu -T- K et - - mu -i- K donnent pour x la même valeur, quel que soit u. Ceci exige que
V et v' étant des entiers, co et co' étant les périodes de p{u). Nous aurons donc pour K quatre valeurs conduisant à des fonctions rationnelles distinctes ; le cas de v = v' = o est celui qui a été considéré ci-dessus.
Nous allons étudier la disposition sur la surface des différents couples de courbes correspondant aux diverses fonctions rationnelles jr de r, que nous venons de trouver.
Prenons d'abord la première série (v = y' = o).
"18. Pour /a courbe du troisième désiré entre z tX, x
on a la représentation paramétrique (avec le paramètre r)
^^jHt-")» - = J^'(>,)P'(«)-
Si l'on coupe la courbe par une droite quelconque, la somme des valeurs des v correspondant aux points de rencontre est égale à zéro à un multiple près des périodes.
Les valeurs c = ziz /^ correspondent à x^^y^ et les valeurs v=^^ziinu correspondent à la fraction rationnelle x de t, dont nous avons parlé plus haut. On obtient ainsi, sur la courbe précédente, une succession de points; il est facile d'obtenir pour ces points une génération géométrique, qui va nous être très utile:
Si l'on mène la tangente au point A correspondant à
elle rencontre la courbe en un troisième point B pour lequel on a
r = — lit; le symétrique B' de B par rapport h O x correspond à
En joignant le point A. au point B', le troisième point C d'inter section de la droite AB' avec la courbe correspond à
Prenons le symétrique G' de C par rapport à Oa', pour lequel
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r = 3/<; la droite AC donne un troisième point pour lc([uel
et, ainsi de suite, on obtiendra tous les points correspondant à V = ± m u.
Considérons les deux points correspondant à n et — m«, la droite qui les joint coupe encore la courbe au point correspondant à (;;? — i)i!. Soit
z = ax -i- b,
Téquation de cette droite, où a et b sont manifestement des fonclions rationnelles de j'.
Le polynôme du troisième degré en jc
{ax^bf-—f{x)f{y)
aura pour racines
Ri(jK), R;„-i(7) et Ty.niy).
Si donc nous revenons à la surface
l'expression
. , ax -¥- b -^ z , . , ,
(a) A los -, ( A étant une constante)
ax H- o — ^
aura, comme courbes logaritbmiques, les trois couples de courbes
z — ±{ax-^b), x = '?yi;{y),
où A" a les trois valeurs i, m — i et m.
Donc si une intégrale de différentielle totale admet le couple de courbes logarithmiques correspondant à /.=/;?, on pourra, par la soustraction de l'expression (a) avec une valeur convenable de la constante A, faire disparaître ce couple de courbes et le remplacer par les couples de courbes correspondant à A" = r et /.- =z m — I . En allant ainsi, de proche en proche, on arrivera à n'avoir plus, comme courbes logarithmiques, que les couples de courbes correspondant à
/.- = I et k = i\
mais, pour ce dernier cas, on peut, d'après la construction in-
26o rnvpiTRE i\.
diqiiée plus huit, déterminer a et h lalionnelles en y, de telle
sorte que
{ax^hY-—f{x)f{y)
admette R,(y) comme racine double, et R2(j') comme racine simple, et alors k ^= 'i est ramené à /r =^ i .
19. Nous n'avons encore considéré que la première série de couples de courbes, celle qui correspond à
L'étude des trois autres séries sera très facile, l^renons par exemple la série correspondant à
V = ± mu -r- — , ■2
et désignons par
la fonction rationnelle correspondante.
Considérons, comme plus haut, sur la courbe entre c et x
Le point A correspondant à
(<> ç =z mu -h — > ■J.
les coordonnées de A sont
X = p ( mu -\- -^ \ , z = p' l mu 4- — \ p'(ii)-
Envisageons aussi le point B correspondant à v = -• Ses coordonnées sont
07 = a, ^ = o (a (kanl une racine de /).
La droite joignant A et B rencontre la courbe en un troisième
point correspondant à
V = — mu.
Désignons par
z = ax -f- 0
la droite joignant ces points {a et b sont rationnels en y). L'équa-
lion du troisième degré en x
(aT + hr--f(x)f{r) = o
admettra, jDoiir racines a. ^m{y) et F\„Jy). Si d )nc 0:1 revient à la surface
l'expression
, av -\- b -k- z loff
ax -i- b — z
admettra, comme courbes logarilhmirjues, les deux couples de courbes correspondan t à
On peut donc, par une soustraction convenalile, ramener le premier couple de courbes logarillimirpies au second. Mais les couples de ce type viennent détre étudiés, et no;is avons vu que l'on pouvait se borner à envisager les couples de courbes correspondant à X ^ y-
Finalement, toute intégrale de différentielle totale relative à la surface
et de la forme
p ,I.T ^ 0 dv
oit P et Q^sont rationnelles en x et y, peut^ par la soustraction d'expressions algéhrico-logarithmiqnss convenables^ être ramenée à n'avoir à distance finie d'autres courbes logarllh niiques que le couple de courbes correspondant à
Nous ne parlons pas des courbes correspondantes à x = a [où a serait nécessriireni?nt racine de y(j:)J, qui ne peuvent être des courbes logarithmiques pour les intégrales envisagées.
L'intégrale sera donc de la forme
V dx-r-(^dy
x-ry"^/{x)fiy)' P et Q étant des polynômes en x, à coefficients rationnels en y
Enfin des réductions tout élénientaires permettent de ramener cette intégrale au cas de m ^ i .
20. Or il est aisé de voir qu'il ne peut y avoir, pour la surface d'intégrale de différentielle totale de la forme
P ( a;, y) dx -f- Q ( 37, jK ) (^ {x—y)z
où Pet Q sont des polynômes en .r, à coetficients rationnels en_y. Avant de le démontrer directement montrons que cela résulte indirectement des remarques faites dans le Chapitre précédent au sujet de l'identité étudiée précédemment (p. 199),
sjj{x)
S'il existait une intégrale de la forme indiquée, on aurait nécessairement
VQ(x,y) 1 d V P(x,y) 1 ^^ L(^ — r)-J àjl{x — y)z\
dx \^( X — y)z D'ailleurs, on a évidemment
— -/: — =^ = G (G étant une constante).
Jiy)
Si donc de (i) on retranche l'identité (2) multipliée par C, on obtiendra une identité de la forme
^ à rPi(:r. r)] , 0 rQi(y, .r)1
Oxl z \'" àyl z J
où P, et Q, sont des polynômes en x, et cette identité est impossible, car l'intégrale double
JJ2!^,u,r,
prise le long du continuum envisagé (loc. cit.)^ serait nulle, ce qui est inexact.
21. Démontrons maintenant direclement qu'il ne peut v avoir, j)0ur notre surface, crintégrale de la forme
Les périodes de l'intégrale relative à x
\U .r, y ) dx
'■^-J')//(-2')/(jK)
ne doivent pas dépendre du paramètre y. En particulier, l'expression
doit se réduire à une constante 5 cette constante est différente de 7-éro, sinon les deux lignes correspondant à x ^=y ne seraient pas des courbes logarithmiques, et nous serions dans le cas étudié plus haut. On peut supposer que la constante est égale à un.
Si l'on considère d'une manière générale l'intégrale ci-dessus, P étant de la forme indiquée, et avec la condition
les périodes cycliques de cette intégrale sont des fonctions dey, la période polaii-e étant 27:?*. Les points singuliers de ces périodes regardées comme fonctions de y sont les trois racines de /{y) et le point à l'infini.
Envisageons dans le plan de la variable x le cycle Y comprenant à son intérieur deux des racines a et b, et laissant^)/- à son extérieur, et supposons jv' voisin dert.
Fig. o.
Nous avons pour une détermination de \f f{jc) en un point A du contour {Jîg. 0), et pour une détermination de \Jf{y)j une
période délerminée to. Supposons, pour fixer les idées, que la délerminalion de \Jj\x) en A soit celle qui devient \lf{y), quand a: va de A en y pir un chemin rectiligne. Faisons maintenant décrire à r lin chemin fermé autour de a. Le cycle F va se di-former, fuyant en quelque sorte devant j)', et nous aurons, quand jk sera revenu à sa position initiale, une nouvelle position Y' du cycle F correspondant à la seconde figure où Ton a supposé, comme il est permis, que seulement la portion de Y comprise entre le point A cl nn autre point B s'est modifiée.
Au point de départ A {/tg. t), le signe de \//{y) n'est pas le même dans les deux cas, puisque y a tourné autour de a; les élémenls de l'intégrale ont donc des signes différents au départ.
Il est alors aisé de voir ce que devient to, quand )' a tourni' autour de a; on reconnaît de suite, en comparant les deux figures, que-
w se transforme en
Faisons maintenant décrire à y un autre chem'u enveloppant
les trois points a, 6, c. Quand y revient à son point de départ, le
radical \^/{y) a changé de signe, rien par ailleurs n'étant modifié ;
par suite
w se transforme en — w.
Or (j) doit rester invariable, jiuisqu'il est indépendant à) y; on a
donc
to = o.
D'autre part, la circulation dey autour de a changeant to en — (0 — ^T.i, on voit que l'on arrive à un résultat absurde. Nous en concluons que l'intégrale, dont nous avons supposé l'existence, ne saurait exister. Donc toutes les intégrales de différentielles
INTÉCRAI-F-S I)K [)IFFÉRF,\TIELLi:s TOTALES DE TROISIÈME ESPÈCE. 26j
lotale.s relatives à la surface
se vprini'^.nl par les combinaisons algébi-lco-logarltJunùjiies. On a seulement supposé que les fonctions elliptiques correspondant au polynôme f\x) n'admettent pis de mulliplicatiDn complexe.
22. Relativement à cette dernière circonstance, faisons seulement 1 élude d un cas |iarticulier ; des considi'rations analogues s'appliqueraient à tous les cas de multiplication complexe. Soit
l'équation
ne pourra être vérifiée par une fonction rationnelle x de y, que si
(s racine cubique imnginaire de l'unité).
Les fonctions rationnelles x de y se déduisent, en raisonnant comme plus haut, des équations
J'==P(",K x = p[(m ^ ni)H^K].
où K est une demi-période.
A ces fractions rationnelles peuvent correspondre des couples de courbes logarithmiques pour les intégi'ale-i de différentielle s létales considérées. On verrait, comme ci-dessus, (|ue l'on peut se borner àK = o,et considérer par suite les fractions rationnelles x de y correspondant à
j' = p ( f< ), a: = J-) [ ( m -i- m ) Il j .
Eu particulier, pour /?? = i , /) =: o, on a l.i solution déjà considérée X =y', et, pour m = o, /? = i , on a x = ly.
On va voir que tous les couples de courbes logarithmiques peuvent être ramenés aux deux couples de coirbes correspondant à
X = y et X — ty.
266 CHAPITRK IX.
Tout d'abord le raisonnement fait plus haut, pour montrer que tous les couples de courbes correspondant à
J = P(«), .r = p(?nu)
se ramènent à x = r, est encore applicable.
On verra pareillement que tous les couples de courbes correspondant à
y = p(u), .T = p(ntii)
se ramènent au cas de /? r=r i , c'est-à-dire à x = ty. Soit enfin le cas général correspondant à
y=^p{u)^ .r = p(i'), où V = (?n -r- /Il \if.
Nous considérons sur la courbe entre :; et x
z-^=fix)p'Hii) le point
^ = P(*'), ^ =p'ii')p'(") [v = ( /n~^ ni)u\.
11 est en ligne droite avec les deux points avant les coordonnées
x = p(niu). j = jd' ( — mu) p'{u),
:r = p(nzu), z = p' ( — ntu)p'(u),
puisque la somme des arguments
{m -r- nt)u, — mu, — nzu correspondant à ces trois points est nulle. Soit
z = ax -I- b
l'équation de la droite joignant ces trois points, où a et h sont des fonctions rationnelles àc y. Alors, en revenant à la surface
l'expression
ax -\- b — z ^ ax -^-b -\- z
permet de ramener le couple de courbes logarithmiques correspondant à
aux couples qui correspondent à
V = mu et V = nzu.
C'est toujours le même mode de raisonnement, et, finalement, nous sommes ramené aux deux conples relatifs à
X =^ y et X =: E )-.
23. Par suite, dans notre exemple actuel, on voit immédiatement que l'on peut se borner à envisager les intégrales de difTérentielles totales de la forme
P clr — O dy
P et Q étant des polynômes en x à coefficients rationnels en y.
L'intégrale dilTère de celle que nous avons étudiée au § 21 par la présence au dénominateur du facteur a: — zj-. Mais les raisonnements faits (loc. cit.) vont encore être applicables avec peu de modifications, et nous arriverons à la même conclusion, à savoir que toutes les intégrales relatives à la surface
se ramènent encore à des combinaisons algébrico-logarithmiques. Reportons-nous en effet à la figure faite plus liant ; </, ù, c représentent les trois racines de 4-^'' — • • H faudrait encore marquer le point corresjiondant àyz. SijKesl voisin de «, le point j-£ sera voisin de l'un des deux autres points. Supposons qu'il soit voisin de c. Toutes les parties du raisonnement fait au § 21 sont encore applicables, puisque le point jô restant voisin de c n'amène aucune modification dans F, quand t tourne autour de a. On arrive donc encore à une contradiction, et, par suite, l'intégrale dont nous avons admis l'existence ne peut être construite, et les seules intégrales sont des combinaisons algébrico-logaritbmiques.
Examinons quelques autres cas. Soit la surface
où a et 0 sont des polynômes en y. Il n'y a pas en général de
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fonctions rationnelles ;; et x de y satisfaisant à celte relation. Admettons en effet qu il en soit autrement et posons
z= sj b'L; on aura
(3) Z-i=Xi + i.
X et Z sont visiblement des fonctions rationnelles de j/el de 0, ne se réduisant pas à des constantes, en posant
(4) ^^^ba^.
L'intégrale de première espèce
de la courbe (.j) doit donc se Iran sformer en une intégrale de première espèce de la courbe (4). Or a et b étant des polynômes arbitraires, il n'y a pas d'intégrale de première espèce de la courbe (4) n'ayant que deux périodes; Thypotlièse faite est donc inadmissible. Ce mode de raisonnement permettrait même, en approfondissant davantage, de reconnaître dans quels cas il serait possible de trouver x el z rationnelles en y et satisfaisant à l'équation de la surface.
2o. Du cas particulier précédent on conclut que, en géné/ri/^ on ne peut satisfaire à ré(jualion
(4) -- = a(y)x-'^-i-biy)xi + c{y)x^diy)
(où a, b^ c, d sont des polynômes arbitraires en y) en prenant pour z el X des fractions rationnelles de y. On exclut, bien entendu, ici comme plus baut, le cas de j; el 3 idenli<|uenient infinies. Comme, en général, une telle surface n'a pas d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce non rationnelles, on arrive à la même conclusion que plus baut pour toutes les intégrales de différentielles totales de celte surface.
A la vérité, l'étude complète des cas où l'on peut satisfaire à
IMÉ (.RALES DE DIFFÉKE.M lEI.I.KS TOTALES DE TIJOISIÈME ESPÈCE. .269
rt'([uylion (4) par des fondions rationnelles x el z de y ne semble pus facile. A cet éyard, le calcul des nombres des constantes indt:termintes se présentant dans le problème n'est pus sans intérêt. On ne diminue pas la généralité eu supposant que <:/, ù, c, d sont (les jiolvnonics de deyré [uiir 2 m en y. Soit, de plus,
Il et V étant des polynômes de degré ;j. en j'. On devra pouv(jir choisir ces polynômes de manière (pie le produit
[a( y)u^ -i- fj(y ) u- V -^ ci _/ ) u c- -+- d{y) v^ ] v
soit un carré parfait. Comme le polynôme précédent est de degré uni -\- 4 l^j on aura
conditions à écrire. Or le nombre des constantes figurant dans // et V (d'une manière non homogène) est
L'inégalité
montre qu'en général le problème est impossible.
En général, la surface (4) sera de genre géométrique supérieur à zéro, et les fonctions rationnelles x eX, z de y^ tpii |30urraient satisfaire à la relation (4), ne dépendront pas alors d'un paramètre arbitraire; car, sur une surface algébrique pour laquelle /Po^ >> o, on ne peut avoir une suite continue de eourl)es unicursales. Les solutions (.r, ;;), en nombre tîni ou infini, ne pourront donc former qu'une suite discontinue. C'est ce que nous avons trouvé pour le cas étudié plus haut en détail: \\ \ avait alors une infinité de solutions dépendant d'un entier arbitraire.
D'ailleurs, en général, pour la courbe (4), on pourra déduire d'une solution rationnelle une infinité d'autres, car, en menant la tangente au point cori'espondant, ou aura par son intersectioti avec la couibe un second point à coordonnées rationnelles, et ainsi de suite, en remarquant de plus (p.ie deux points eu donnent
un troisième. C'est ainsi, en fait, que se sont trouvés obtenus tous les points cherchés sur la courbe :;'- z=f[x)f{y) (' ).
26. Arrêtons-nous encore sur un cas particulier, celui de la surface
a elb étant des poljnonias arbitraires en >'. D'après notre théorie générale, nous avons à étudier les équations
(G) X- -r-P{y)cc -^ Q_(y) = o (P et Q ralionaelles en j),
telles que, a: el y satisfaisant à une telle relation, z soit fonction rationnelle de x et y. Cherchons les équations (6) jouissant de cette propriété, en supposant que a et b sont des polynômes no/i spéciaux.
On aura, pour x satisfaisant à l'équation (6),
(7) \/ax'* — 6 = M3'-f-N,
M et N étant des fonctions rationnelles de y. Soit maintenant
on aura
ax* — b — a{x — ^ ) { x -\- ^) {x -\- ^ i) {x — 6 n.
Si donc nous posons
on pourra écrire
ax'— 6 = ;^ (2X-^-i)[X(i — i)-Hi][-^(i — O-^i]-
L'identité (^) devient alors
{-bis) /^,(2X + i)[X(i — o — i][X([^0-^i] = ,Me(n-X)X-^NX2.
(') Il est intéressant de noter que la question à laquelle nous venons d'être conduits, de satisfaire à l'équation (4) par des fonctions rationnelles .r et z de y, peut être regardée comme une généralisation du problème de la transformation des fonctions elliptiques.
ceci SOUS la condition que X satisfasse à la relation (8), transformée de (6),
(S) X2(02^pO_^Q)H_X(-202-^ PO) ^62 = o.
En se servant de (8), la relation (7'^") peut s'écrire
Par conséquent, le polynôme du troisième degré en X
(MO-i-X)
rxao2
MOX
est divisible par le premier membre de (8); il admet donc un diviseur de premier degré en X à coefficients rationnels en y et H. Si donc nous posons
(•_iX-M)[X([ — o-^i][X(i^o-^ i_
on pourra exprimer Z etXen fonctions rationnelles de j)^, Bety/^. La fonction X (nécessairement finie) ainsi déterminée doit nécessairement se réduire à une constante, car autrement l'élément différentiel
[)ar la substitution de cette valeur de X, prendrait la forme
R étant rationnel en jK^ ^ et \jb. Il v aurait donc une intégrale de première espèce, relative à la courbe gauche dans l'espace (ç, ^, -:)
n'ayant que deux périodes, ce qui n'a pas lieu pour a et b polynômes cpielconques en y.
Le polynôme (9) en X doit donc s'annuler pour une quantité X, indépendante dey. Cette constante X doit annuler le polynonve
du troisième degré
(2X + .)[X(t-o-i][X(i + ij-i],
car aulrement \fb s'exprimcrail alors ralioiinellemenl à l'aide de 6 el de y.
Si alors X est une des racines du ]);)lynome précédent, on aura
pej
PfJ4_Q 0-H-P(J-4-Q
MOX = o.
Cette équation du troisième degré en H doit être une identité, car h ne peut satisfaire à une équation du troisième degré à coefficienls rationnels en y.
En développant celte équation en 9, on trouve de suite
M(X + i)6^+N(2X4-i)0=^0X(PX — QMj = o,
il faut donc que
L'équation (6) est donc de la forme
et l'on a alors
Donc, s'il existe des solutions au prob'cmc posé, on a. dans léquation
z et ^2, qui sont fonctions rationnelles dey.
Posant X- = v, nous sommes donc ramenés à reconnaître si Téquation
peut être vérifiée en prenant pour v et z des fonctions rationnelles de r. On peut établir facilement qu'il en est ainsi ('). Il y a même
(') Dans rarlicle cité page 2.34, ^^- Picard démonlie ce fait, auquel il ra'.tache un lliéoréme bien connu de M. Nœlher sur certaines surfaces unicursales, en faisant rénuméiation des constantes arbitraires. On peut supposer que a ut b sont
de degré pair 2 m, et soit t- = - , en désignant par u et iv des polynômes de de-
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nue infiiiilé de soIuLions se dédiiisanl de l'une d'entre elles; il suffit en effet de faire pivoLer une droite autour d'un premier point à coordonnées rationnelles de cette conique, pour exprimer z el V en fonctions rationnidles de r et d'un paramètre m. En prenant pour/;î une fonction rationnelle do y, on aura toutes les expressions de c- et i' en fonctions rationnelles 'de j-.
En retrancliint d'une intégrale de différentielle totale de troisième espèce relative à la surface
des expressions de la forme
CIog(^ + Vx-i^ R),
G étant une constante, et I' et R. des fonctions rationnelles àe y^ on raminera l'intégrale à n'avoir, en dehors peut-être de lignes j'=:zconst., ([ue les deux courbas logaritli:iiiques correspondant à une équalion détenninée
X- ^ Oi y) — o
du type envisagé plus haut. L'étude des intégrales de différentielles de la surface peut alors être effectuée complètement, puisque toutes ces intégrales sont susceptibles de se ramener à la forme
A et B étant des polynômes en x, à coeCficients rationnels en y. En général (c'est-à-dire pour a et b polvnonies arbitraires en y), ces intégrales sont algébrico-logari ihmiques.
;ré iji. Le polyaume
doit être un carré parfail. Comme il e?t de degré 2 m -r- 2 a, le nombre des conditions sera /» 4- ;x. D'autre part, le nombre des constantes figurant dans ti cl w '■>t 2 ;x ^ 1 ; comme
2 ;j- -)- I ^ m -\- li-
à partir d'une certaine valeur de ;j., il est possible de satisfaire au problème proposé.
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IV. — Sur des classes de surfaces dont toutes les intégrales sont algébrico-logarithmiques ( ' i.
27. Les cas particuliers que nous venons d'examiner se rapportaient à des surfaces donnant des sections du genre un. pour y = const. Voici des cas plus généraux et mettant en évidence des circonstances intéressantes.
Envisageons la surface
f{x) étant un polynôme de degré ip -— i (à racines simples) et F( )') un polynôme arbitraire. D'après la théorie générale, développée précédemment (page 25o), nous avons à rechercher les courbes
de degré /> au plus en x, telles que. pour (x,j-) satisfaisant à cette dernière équation, :; soit fonction rationnelle de x et de )'. Nous allons démontrer que de telles courbes n'existent pas, en dehors des courbes x = a, en désignant par a une racine de f{x).- Soit
on aura
et l'on pourra satisfaire à cette équation en prenant pour J^ une fonction rationnelle de x,y et y/F( r), les deux lettres x ely étant liées par la relation cp = o, que l'on suppose exister. Donnons à ^■ une valeur déterminée et considérons une détermination de ^/F(^j'); on aura, pour x, les p racines .r,, x-2, . • • , Xp, en supposant 'i de degré p et irréductible. Formons les sommes
(li) — 1= — -===4-...+ -^^=^ a = o, I, .... /? — I).
Puisque \}f{j-'i) est une fonction rationnelle de jc,-, jk et y/F(r i.
(') E. Picard, Coi» pies vendus, t. CXXXVI, el Annales de l'École .\orniale. MP3.
les sommes précédentes seront de la forme
les R>. élanl rationnelles en j- et \'F( r), et les intégrales
seront des intégrales de première espèce. Tontes les fonctions R). ne peuvent être identiquement nulles (à moins que lésa: ne soient constants); car, des équations oblenues en égalant à zéro les expressions (^E), on déduirait que deux des x sont égaux, ce qui estcontradictoireavec l'irréductibilité supposéede l'équation '^ = o. Ceci posé, nous aurons donc au moins une intégrale de première espèce relative à la courlje
(pii aura les mêmes périodes qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe
Celte circonstance ne jjeut se présenter si le polynôme F( )') est arbitraire, ce qui démontre l'impossibilité de la relation y = o jouissant de la propriété indiquée.
Nous avons sujjposé le polvnome irréductible '^ de degré p par rapport à x; la même démonstration s'appliquerait si cp était d'un moindre degré que p.
De celte analyse nous concluons [en remarquant de plus que la surface
n'a pas d'intégrale de seconde espèce] que toutes les intégrales relatives à cette surface sont algébrico-logarithmicjues. On suppose, bien entendu, que ^ (^y) est un polynôme arbitraire.
28. Les conclusions précédentes s'étendraient immédiatement (en raisonnant comme au n" 24) aux équations de la forme
a et b étant des polynômes arbitraires en y.
29. Nous avons donc ainsi obtenu des cas particuliers assez étendus pour lesfjuels les intégrales de différentielles totales de troisitme espèce peuvent être étudiées. Si l'on cherche à traiter le cas d'une surface de degré m (à singularités ordinaires)
on devia considérer les courbes gauches tracées sur cette surface. Soit une telle courbe de la surface; elle coupe la courbe d-'-finie par la relation entre x et ;
en un certain groupe de points dépendant rationnellement du paramètre y. Il iaudrait donc étudier les groupes de points sur la courbe précédenle qui dépendent rationnellenie/U de ]'. On peut supposer que ces groupes de points ne contiennent pas plus de p points (/> désignant le genre de la courbe/ pour y arbitraire); c'est ce que nous allons commencer par démontrer.
Envisageons en effet un groupe de À points (a >-/j), et rappelons-nous que la dimension des adjointes d'ordre /n — o-l-a(a^i) est
Or on peut choisir un nombre 'x daus la suite
de telle sorte que Ion ait
À H- ;ji = /< — 2 -r- /« X (a entier ^i).
Ceci posé, nous avons vu que les m points à l'infini de la courbe y sont à considérer comme distincts au point de vue de la rationalité })ar rapport à y. Joignons alors aux À points du groupe considéré, [jl des points à l'infini; nous pouvons dire que nous avons un groupe de A -f- p. points dépendant rationnellement àe y. Par ces a H- u points on peut faire passer une adjointe au moins
d'ordre
et, en dehors des A -h a points et des points doubles, nous avons p points de rencontre. Nous sommes donc ramenés à un groupe
de /> points (dont quelques-uns pourraient èlre à liiifini); c'est ce que nous voulions montrer.
30. L'élude générale des groupes de p points sur la courbe J\ dépecd;;nt ralionnellcmenl dej^, ne paraît pas facile. Nous allons étudier seulement le cas particulier de la courbe
où P(j') est un poljnome arbitraire de degié m. Nous considérons donc sur la courbe (a) enlje z et .r un groupe de p points
p étant ici depentiant rationnellement de y\
posons on aura
Sur la courbe (,3) correspond au groupe des p points de la courbe (a) un groupe àe p points dépendant ralionuellenicnt de j' et de v/l^(j)') • Désignons ces p points par
(çi, Ci), (?2, C2;, ..., (ç/. r/.), et soit une intégiale de premiô'e espèce de la courbe (,3)
la somme
yni-x Yin—\ 1 . . . . r«i— 1
( OÙ les différenlielles sont relatives à la \ariable jk) sera nécessairement de la forme
Ri étant une Jonction rationnelle de j^ et y" PO), et l'intégrale sera nécessairement une intégrale de première espèce relative à
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la courbe enlre u ci y
Nous avons donc les /> équations
pour i = i^ 1^ . . . ^ p.
Si ces écjualions admelLent une solution donnant pour toute fonction symétrique des p points (q,, ^i)* • •(^/" "^p) ""^ fonction rationnelle de y et \/P(y), il est nécessaire que les périodes des
intégrales
soient des périodes correspondantes des intégrales
Or ceci est impossible, quand le polynôme P(jk) est un polynôme arbitraire de degré /n (en supposant ;?? ^S); car alors il ne peut arriver qu'une intégrale de première espèce relative à la courbe
n'ait d'autres périodes que celles d'uîie intégrale de première espèce relative à la courbe
On en conclut que tous les R sont identiquement nulles, et nous avons les relations
U) ^^TJT^i — ~ "" rm^i r...-f- „_j — u i^t — 1 , 2, ...,/7;.
On peut énoncer ce résultat sous une autre forme. Soient
V ?1 ) Si /<) V-52' ^2 /' • • • ' VÇp) 'î/W
les valeurs des (^, y,) poury^j'o et une certaine détermination de 'v^P(yo) ) Isi somme des intégrales
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OÙ nous n'avons pas écril lY'lémcnt
sera une fonction de y, dont la dérivée est nulle. Elle est donc égale à une constante (à des périodes près), et cette constante est nulle (d'après sa valeur pour y ^=y„).
Les écpiations (y) nous apprennent d'ailleurs, si les (ç, y, ") dépendent de y, que le déterminant
IQ/(U, r/,)| = 0, eU par suite, les points
sont sur une adjointe d'ordre m — o.
Ceci posé, considérons une telle adjointe passant par ces points ; elle rencontre encore la courbe {[i) aux/? — 2 points
Pour j'= }'(,, on aura en particulier
Ou aura évidemment, pour toute intégrale de première espèce,
Or, si l'on a une courbe de genre p et 2/> — 2 points de cette courbe situés sur une adjointe d'ordre m — 3,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 2/? — ■>- autres points
soient sur une adjointe d'ordre m — 3 s'expriment par les p relations
formées avec les/? intégrales de première espèce.
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Si nous appliquons ce résultat, nous voyons que les 2/> — 2 points
sont sur une adjointe d'ordre /?i — 3. Par suite, si nous revenoi;s à la courbe entre :; et x,
nous aurons sur elle le groupe des p points, dont nous sommes parti, situé sur une adjointe d'ordre m — 3, et cette adjointe rencontrera la courbe en p — 2 points dont les coordonnées seront
^i vi'^y}, i^i V^iy) (/ = 1,2, ...,/> — 2).
La correspondance entre les deux courbes
est d'aillcuis telle qu'à un point de la première correspondent m
points de la seconde [suivant la détermination de v/^(.^')j5 ^^ '^^ coordonnées de ces jn points difFèreut par un facteur qui est une racine //i'*"""' de l'unité.
Il résulte de là que, pour la surface
on peut trouver une surface
de degré ni — 3 en jc et ;;, rencontrant la surface à distance finie suivant la courbe initiale considérée (correspondant au groupe des yD points), et suivant les p — 2 courbes planes
il j ourra v avoir aussi des courbes de rencontre correspondant à j- = coDst., ces constantes étant racines de P(>') = o.
Pvemarquons que \'p est différent de ii/i^ à cause de la relation
nous supposons ici le point (a", y^) à distance finie; s'il était à
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l'infini, le poinl (j;, :;) serait à rinfiru [)')ur j^ arbitraire, el, par suite, sans intérêt pour nous. De ce que À/ n'est pas une racine ^^^icnie jg l'nnilé, il résulte que le plan
coupe la surface suivant une courbe irréductible.
31. De ces résultats nous allons pouvoir tirer dos conclusions intéressanles sur les intégrales de diirérentielles totales relatives à la surface de degré m
où l*(^') est nn poljnonie arbitraire de degré m. Par la soustraction d'expressions de la forme
G logK(,r, y, z i — G V lo^( ,r - À, g),
où R a la signification du paragraphe précédent et où (ï désigne une constante convenable, nous pouvons ramener Tintégrale à n'avoir plus à distance finie d'autres lignes logarithmiques que des courbes correspondant à j)^ = const. Nous faisons, en elTel, disparaître parées soustractions toutes les courbes logarithmiques à dist.'ince finie, en n'introduisant peut-être que des courbes logarithmiques correspondant à des équations de la loriiie y = (t^ « étant une racine de P(j)/-)=o, valeur pour laquelle la courbe entre z el x ?<e décompose en m droites.
En résumé, par des soustractions de logarithmes de fonctions rationnelles, nous sommes assuré de pouvoir rameuer toute int( grale de différentielle totale relative à la surface
à une intégrale ne pouvant avoir, à distance finie, d'autres courbes 1 ogarithmiques que les droites correspondant aux sections de la s urface par les plansj(-=zrt [« étant racine de P(jk)]- On n'oubliera pas d'ailleurs que toute l'analjse précédente suppose que le polynôme P(j') n'est |)as un polynôme particulier de degré ni.
Soit donc l'intégrale de différentielle totale
(E) fP(T,y, z)dx + Q{r,j,z)dj,
n'ajanl d'autres lignes logarilhmiques que les droites sections de la surface par les plans y=: a, oh a est racine de P(j). L'intégrale
(a) jP{x,J,z)d.r
sera une intégrale abélienne pour la courbe entre c et .r
(y étant arbitraire et différent des a), n'ayant pas de point singulier logarithmique à distance finie, puisque Tintégiale (E) n'a d'autres lignes logarithmiques que les droites sections de la surface parles plans y ^ a . On sait d'ailleurs que, parla soustraction d'une expression de la forme
on ramènera l'intégrale (a) à la forme
F( .r, y. z) cl.7
F étant un polvnome en ^ et :; à coefficients rationnels en 1', et l'on peut su Imposer que le degré de ce ])olynome en .r et z est au plus '2 m — 4-
Les périodes (polaires ou cjcliques) de cette intégrale ne doivent pas dépendre de y. L'intégrale précédente est de la forme
c/-^3.7'^c? dx
0. et ^ étant des entiers positifs (a -4- [3^ 2m — 4)? et les «a? étant des fonctions rationnelles de y. Considérons d'abord les termes pour lesquels 7. -h ^ a la valeur A', comprise entre o et m — 4? et la valeur A" + m.
En posant dans l'équation de la courbe
z'" = X'"- -H P (jK ), - = ^ Vp ( J ) et X =\ "\/P {y),
nous aurons une intégrale oîi
^Kf)'"
sera un facteur, el qui sera de la forme
cirxK étant encore rationnelle en y et ne re|irésenlant pas nécessairement la même fonction que plus haut.
Envisageons ensuite les termes où v. -~r f-> a la valeur /n — o ; on est alors conduit à l'expression
Enfin, les termes où a — [ii ^ /» — 2 conduisent à
La somme des périodes des intégrales (I), (II) et(lll) doit être une constante indépendante de y. Il s'ensuit que la somme des périodes des intégrales (I) et (Il ) doit être nulle; sinon
satisferait à une éf[uation d'ordre m — i au plus, dont les coefficienls seraient rationnels en y.
Nous concluons de là que. dans Tintégraie
les termes f[ui correspondent à a -j- |5j ^ /;i — 2 donnent une fonction rationnelle de j;, y et z. On peut retrancher celle-ci de l'intégrale de diflférentielle totale envisagée, et nous avons alors une intégrale de diderentielle totale, dans laquelle le coeKicient de dx est
Les périodes de l'intégrale
I ■l'^.x"-'- z'? cLi
("a'i iVaction rationnelle)
ne doivent pas dépendre de y.
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Il en sera ainsi si les art^ sont des constantes, el il est facile dans ce cas d'avoir la valeur de l'intégrale. Désignons parc une racine m^""^^ de l'unité el écrivons
log(^ — zx)
sous la forme dune intégrale de difTérenlielle totale, el nous raplanl que
Le coefficient de dx sera
I fdz
zx \dx I
( - '« — 1 zin~\ j-m — X
c'it — l - - r
et Ion a, par suite, l'intégrale
-T=^v\ — '-^Tjih-i — '^^—^ — ' dx,
qui est de la forme des intégrales considérées plus haut. En |)renanl successivement pour s les m racines m"'""^"* de l'unité, nous aurons ainsi ni intégrales dont la somme est nulle, el l'on voit imm l'diatem L'nl que toute intégrale
x-^z':idx
est la somme de /n — i des intégrales précédentes, el s'exprime par conséquent par les logarithmes de z — zx en prenant pour s [tn — Il racines m""'"'^ ^i> ':>, • • : ^,>i-\ de l'unité.
Nous avons supposé que les ay,o ne dépendent pas de y. Si les '^'a,3 dépendent de y. l'intégrale considérée
aura pour valeur
2^ 0i\0Z{z. —ZiX),
les 'i étant des fonctions rationnelles àe y. On aurait donc une in-
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léirrale de dififérenlielle lolale
f Xdx+ Bdy., relative à la surface
dans laquelle
les oélanl ralionnelle> en ]'. Mais ceci est impossible, si les cp ne
sont r)as des constantes, car on aiirait, a cause de -— = -— j
i ' àx àj-
i ^iin — 1
B = — 2, ?' l0o(^ — -/■^■) + fonction de k,
cl celle fonction B ne peul être rationnelle en x, y et ;; que si les C3 soat des constantes. Il en résulte (pisj les intégrales considérées de la su:'race sont nécessaireniont de la forme
XC,- log(c — tiX) -f- i:A log(j' — a ; + R( k)-
les G et les A étant des constantes, et R.(.:»') une fonction rationnelle de y.
Nous pouvons donc conclure :
Toul(;s les intégrales de différentielles totales /-elatives à la surface
[oùP()-)est un polvnome arbitraire de degré m\ s'' expriment par des combinaisons algébrico-logarithmicjues.
33. Terminons en cherchant le nombre des courbes irréductibles sur la surface précédente ré])ondant à l'énoncé du théorème fondamental de la page 241 • Étant considérée une courbe irréductible quelconque de la surface, on peut, d'après tout ce qui précède, former une intégrale de diflerentiellf totale n'asant d'autres courbes logarithmiques que celle courbe, et la totalité ou une partie de la courbe à l'inlini et des droites sections de la surface
par les plans
[rt étant racine de P(j')].
Or de cette intégrale on peut faire disparaître comme courbes logarithmiques les m droites obtenues en coupant la surface par
le plan
a^ étant une racine déterminée de P(j'), et les m — i droites sections de la surface par le plan
^ — Ei.r = o,
£, étant une racine m'^""-^ déterminée de l'unité (la m''"'^ droite d'intersection figurant déjà parmi les ni précédentes). On peut, en effet, retrancher de l'intégrale l'expression
A, log(j — rto)-^. • --H A,„ logfr — a,n)
~ Bi log(;; — tix)-^ B-, 'ogi^ — t-^x) -t-. . .-i- B„j log(:; — tmx),
les A et les B étant des constantes convenablement choisies de façon à faire disparaître les im — i lignes logarithmiques indiquées. Donc, en considérant les [m — i)- lignes droites A de la surface situées dans les plans
y ^= ai {i ^^ 'JL^Z, . . . . ni)
et non situées dans le plan
z — Ei.r — o,
il existe certainement une intégrale de troisième espèce ayant comme lignes logarithmiques une courbe arbitrairement choisie, et la totalité ou une partie des lignes A et de la courbe à l'infini. D'ailleurs, il n'existe pas d'intégrale ayant seulement comme courbes logarithmiques la totalité ou une partie des lignes A et de la courbe à l'infini. En effet, d'après le paragraphe précédent, une telle intégrale serait, à une fonction rationnelle près, de la forme
Cl log(^ — ZiX) -^ C. Iog(^ — Z,_X) -f-. . .— C,„ l0g(^ — ZniX)
-I- Al \o^{y — ai) -H. . .— A,;j \o^{y— a,,,)- Or les droites de la surface dans le plan
IMK(ilt\LKS l)K l)ll"l"i:UE.NriELI,i;S TOl'ALKS UK TUOISltME KSI>fer;E, 287
110 dolveiiL pas clie des courbes logarilliini(nies. Donc, on doil
avoir
rcxpiesslon est donc de la forme
- A, V(j-) M- A, \o'^(j _ a, ) -. . .^ A,„ Ur^(y - a,,,). car
(- — tiX){z — t.2X). .. t z — i„,x) ^ P(r)-
Donc, l'expression peut encore s'écrire
\', log( )■ — «2 ) — ... -r- A',„ lo-( (■ — a,„ ),
el, comme les dioiles situées dans le j)lan
ne doivent pas èlre des courbes logarillimiques, tous le.-> A sont nids.
Le nombre désigné par o dans t'énonce du ihéorvnie fondamental est donc ici égal à
(ni — I )'- -i- I,
34. Nous venons de détei-mincr le nombre o pour les surfaces de degré ni supérieur à trois, dont l'étjuation est de la forme
Lue question se j^ose de suile : Quelle est la valeur ilr z pour une surface donnée?
Nous ne sommes malheureusement pas en état de répondre toujours à une telle (|uestion, et c'est là une lacune imporlanle dans la théorie. (Jn pourrait seulement indicpier aisément une limite supérieuie, résultant de la démonstration nn'me du théorème fondamental, mais celte limite manque de précision. C'est surtout, comme on va le voir dans les Chapitres suivants, pour la théorie des intégrales doubles de seconde espèce ([iie cette lacune est req:ret table.
Quant à la question déjà plusieurs fois soulevée, de savoir si, pour une surface, les intégrales de dilïérentiellcs totales se ramènent en général -A des combinaisons alg(''brico-logaritlimique>. V. 1:1 s., II. 1.^
Jes exemples assez étendus qui viennent d'être indiqués tendent à faire pencher vers l'affirmative. Toutefois, le théorème assez singulier de la page 2^0 rend hésitant dans 1 énoncé d'une prohabililé.
Pour ce qui concerne les surfaces dont Téquation est de la forme
^■- = /'(.r, T) (de degré 1/) -^ i en ./• 1.
il seniLle que l'étude des relations
o(a", >'; = <• (de degré/» en r),
telles que r se nielle sous la forme dune fraction rationnelle de x et r [quand on a c(.r, -)-) = o] ne soil pas inabordable, au moins ])Our des valeurs assez [)etites de p.
Daprès les exemples donnés dans celte section, il ne paraît jtas douteux qu'il n'existe pas en général de telles relations. S'il en est bien ainsi, on a des exemples exlrémement étendus de surfaces pour lesquelles toutes les intégrales de diflérenlielles totales sont algébrico-logarilhmiques.
ET CELLE DES INTÉCRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES
I. — Quelques remarqiies préliminaires sur la forme de certaines
identités.
1. Nous avons vu (Chapitres VII el VIII) que toutes les intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface
se ramènent aux intégrales
'0(,r, r, :;) dx dy
ff
le polynôme Q s'annulant sur la courbe duuble. Le degré de ce polynôme ( ) est limité et ses coefficients satisfont à certaines relations que nous avons appris à former. Mais toutes les intégrales doubles ainsi obtenues ne sont pas distinctes, et il faut indiquer la marche à sui\re pour trouver exactement le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce (-), c'est-à-dire des intégrales
(' ) !•>. Picard, Sur quelques points fondamentaux dans la tliéorie des fonctions algébriques de deux variables {Acla nialheniatica, t. XX^'I); Sur les relations entre la tliéorie des intégrales doubles de seconde espèce et celle des intégrales de différentielles totales {Comptes rendus, t. CXXWII, et Annales de l 'École Normale, 1 900 ) .
(-) Le nombre des inlégrales doubles distinctes de seconde espèce a été désigné par p (p. 186). Dans le Cliapitre précédent figure, d'autre part, un nonil)re p relatif aux intégrales de différentielles totales de troisième espèce. Il ne faut pas faire de confusion entre ces deux nombres ; aussi désignerons-nous dorénavant par p^| le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
CIIAIMTIÎK X
<!oiil aucune coinhinaison linéaire n'est de la forme
A et B étant des fonctions ralionnelles de x, y et z. On répondra aisément à cette question si l'on sait reconnaître à quelles condi-
lions l'expression donnée
est de la forme
(ix II y
A et B étant ralionnelles en x. yel c: bien entendu c est regardée comme fonction de x et r, quand on fait les dillérenlialions partielles. Mais nous avons déjà indicpié à la (in du Chapitre A III (p. 228) (pielles circonstances venaient compliquer la question : c'est que l'on ne sait pas a prioii, dans lidcntité
Q( T. y. -) _ t/A oW J"z ~ àx Oy'
|)Our cjtielles courbes A et B peuvent devenir infinies.
2. Supposons donc (pie l'on ait ridcnlilé [)réc('dente. Désignons par
la projection de la courbe double sur le plan des .rj', et par
la projection sur le même |)lan de la courbe de conlacl de la surlace avec le cylindii^ parallèle à O:;.
Dans ridenlilé ci-dessus, A el B peuvent devenir infinies pour diverses courbes de la surface, el Ton peut avoir a priori pour ces fonctions des expressions de la lornjc
UCr, )'. c)
■[x,y)'f-G(x,y)9-'oi(x,y)'<.. .■^rK-r^yV'dV •ii, 'io. . .. ■:,,. représcnlent des j)olvnoines irréductibles en x
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Cl r, premiers entre eux el avec i^ el (1, et conlenaiil j: ; les lettres ),, u, a,, . - ., "J-r représentent des entiers positifs. Quant aux numérateurs U elV, ce sont des polynômes en .r et ;, à coeflicienls rationnels en r.
jNous allons montrer tout d'abord que l'on ne diminue pas la
généralité en supposant que les entiers a,, ..., a,, a', a^ sont
égaux à un. En edet, considérons l'expression l] comme une fonction rationnelle de x et r, relative à la courbe entre x et c,
on sait, par la théorie élémcnlaire de la réduction des intégrales abéliennes ('), que l'on peut de B retrancher une expression qui soit la dérivée par rapporta x dune fonction rationnelle II de x^ y et r, de manière que
Or
soit de la même forme que B, sauf que y.\ = a,. ^ . . . = a^', = i .
Or écrivons F identité
O _ à\ OU
â^ ) ' nous avons réalisé la subsLituliou cherchée, car on a
et, dans le numérateur de B( , les pol vnomcs 'i, , o^ . . . . , '^/- figurent seulement à la première puissance. Il faut donc (pTd en soit de même dans A|. puisque
reste (înie le long des diverses lignes de rencontre de ■^i(^x^y) = L> avec la surface/',, et que ces lignes sont des lignes simples de rencontre |)our les deux surfaces
(' ) Pour celle réduclion, on poui-ra consuller le Tome I de col Ouvrage (p. iGo) el aussi le Tome I, 2' éd., du Jraiié d'Analyse de M. Picard (p. 6G).
sous la forme
ôx ^
On le voit immédiatement de la manière suivante. Supposons que A| renferme au dénominateur 'j, à la puissance y.) supérieur
à uti. Alors —7— contiendra le terme de
ôx
Or -y-* est premier avec cp, (pourj^ arbitraire). Si donc U ne s'annule pas pour les courbes d'intersection du cvlindre 'J| avec la surface, ce terme aura une ligne d infini d'ordre 7.1 + 1, que ne
renlerme pas 1 expression —-> ce qni est jmpossible.
3. Ces considérations ne sont pas immédiatement applicables pour ce qui concerne^' et G. On peut bien dans B ramener encore, au moyen des mêmes considérations élémentaires, les puissances de o- et G à être égales à un, mais dans A les puissances de ^ et G pourraient être égales à deux. Soit en ell'et l'identité
fl ~ â.r df ' OÙ A et B ont les valeurs écrites plus haut, en supposant
).'= ;jt' = I.
Nous allons voir que X et u. sont au plus égaux à deux. Considérons G: le cvlindre
coupe la surface suivant la courbe doubler et une autre courbey. Le premier membre ne devenant pas infini j^our un point arbitraire de l'une ou l'autre de ces courbes, il en est de même du second. Par suite, B ayant F comme ligne d'infini double, il faudra que A ail seulement F comme ligne d'infini double. Quant à v qui est ligne d'infini simple pour B, elle sera ligne d'infini simple pour A. Il résulte de là que
ne peut avoir les lignes F et y que comme lignes d'infini simples.
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Soit 'Jt. supérieur à deux; alors L(.r, )',:;) devra avoir*' comme ligne de zéro double, et il en sera de même pour F. Il en résulte
que le quotient
pourra se mettre sous la forme d'un pol vnomc en .r et z, à coeflicients rationnels en t. Par suite, on passera de 'x ii y. — i jusqu'à ce que y. = ^. .
On ne peut faire plus IdIu la réduction, [uiisque, pour que
ait r pour ligne d'infini sim]:)le, il suffit que U ail F pour ligne de zéro simple et. par suite,
ne se mettra pas en général sous la forme d'un jiolvnome en x et z.
Les conclusions que nous venons de Ibrmuler pour la ligne double se projetant suivant G sont applicables à la ligne de contour apparent qui se projette suivant q\
Donc, en suivant la métbode indicpiéf. on voit que l'on peut
supposer
À'= ;j.'=: I et }. = •/,= >.
i. En modifiant légèrement les considérations précédentes, on va voir c[ue l'on peut supposer également que ). et 'x sont égaux à l'unité.
Commençons par faire une remarque relative à une courbe algébrifjue
Si a correspond à un point double A de /, on sait que, d'une
expression
(l* étant un polvnome en .r et ri, on peut retranclier la dérivée d une fonction rationnelle de x et y, de manière à être ramené
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à a =^ I ; c'est un résultat sur lequel nous nous sommes appuyés tout à riieure.
On peut aller plus loin et supposer que, après celte réduction, le polvnome P(.r,j)') s'annulera au point double.
Sujiposons en effet la réduction faite à y. = f . Si P ne s'annule pas au point double, la fonction
a, au j^oint A, un pôle double surcliacune des branches de courbe passant en A, On peut trouver une fonction rationnelle de x et y avant à dislance finie seulement deux pôles simples qui soient précisément le point A regardé comme appartenant à lune et l'autre branche, les résidus, de plus, ayant pour ces deux pôles les valeurs données. Il suffira de retrancher de (i) la dérivée d'une telle fonctioi (en prenant pour les résidus des valeurs convenables) pour avoir une expression de la même forme, et où P(.r, i) s'annidera au point double.
Une remarque analogue ])eul élre faite pour le cas où la droite .r = a serait tangente à / en \\n |)oiiit A. On peut faire d'abord la réduction habituelle ramenant à a= i; soit alors I'exj)ression que nous appellerons encore (i). On voit de suite que l'on peut retrancher de (i) une expression convenable de la forme
(.) ^nU.r,y)l
' dx [_(jr — a) ]
où M(.r, j»') est un polvnome s'annulanl en A et auK autres points de rencontre de x = a avec la courbe, de telle sorte que la différence de (i) et (2) soit encore de la forme (1), mais avec cette condition que P(:c, j') s'annule en A.
5. Ces remarcjues faites, nous pouvons raisonner comme aux n"^ 2 et 3; mais nous pourrons maintenant supposer que nous avons, dans B, non seulement
mais que, de plus, V(r,j)-, z) s'annule pour la courbe double et pour la courbe de contour apparent.
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Il en résullc qu'on peut com[)l('lcr le raisonnenicnl du ii" '.). Dans
|G(.r. r il!-»-'
la courbe double Y ne doit |)lus èlre une lii;iie d'inOni cl, par snile, on jieut supposer (|ue v. esl <''i;al à lunilé; il en esl de même |)0ur )>.
Finalenieiil, après ces réduclions élémenlaires, iwf/s arrivons à la co/ic/asion que V idcnlilc iidinisc pcul prendre la forme
O _ f)\ ÔV>
oli
U el \ étant des polynômes en x et z à eoejjlcienls rallimneh en y, s^tnnulant sur la courbe double ci sur la courbe de contour apparent de la surface sur le plan des xy.
6. Nous pouvons (aire diverses reniaicjiies au sujel de V et B.
En raisonnant comme au n'' 3 du Cbapitre VII l (|). '^»>()), on déduit de ridenlité (.'>) que les périodes logarithmiques de Tintéiirale abélienne
fk (ly se rapportant à la courbe entre j)' et r
cl se raoportant à un point double de cette courbe, doivent être ties constantes, c'est-a-dire indépendantes de x. Or le calcul du résidu de A relatif à un point double de la courbe précédente est facile; ce résidu est égal à la valeur de
au point double, multipliée par
Or la valeur de (4). en un point double, dépend de la brandie
de courbe que Ton envisage passant au point double, puisque U et G s'annulent sur la courbe double. Cette valeur est éaale à
dU dV dz dy dz dy
. 0,. dG
Quant à -^ il a pour valeurs les racines de léqualion du second
Oy 1 1
degré
La valeur cbercliée est donc la valeur de Texpression suivante sur la courbe double
r ''^^" dy -^-y dz I ■ dz (5) — — :
dy-^en posant
D'après ce que nous avons dit, l'expression (5) doit avoir une valeur constante sur la courbe double. Si nous sommes dansée que nous avons appelé le cas général (voir p. 208) où 11 n'est pas une fonction rationnelle de x^ j', :• quand le point [x, j', z) se déplace sur la courbe double, le radical R sera susceptible d'avoir changé de signe, quand (^, J', :;:) partant d'un point déterminé "de la courbe double y reviendra, en étant restée sur cette courbe. Donc, dans ces conditions, pour que (S) reste constant, on devra avoir, en désignant par G la valeur constante de (5) sur la courbe double,
i oV ^ dG
ces identités ajant, bien entendu, lieu sur la courbe double.
De là nous allons tirer une conséquence importante. Nous pouvous mettre -p-, sous la lorme
<lx \ L, / oy \ G /
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et celle expression est de lii loriiic
Ox
■ oy '
en posant
^' é'Gciio,...-^,./-'
■■^rfi
où l'on a
U| est, comme U, un polynôme en x et r qui s'annule sur la courbe double, mais, de plus, nousaUons voir que
s'annule sur la courbe double. Ceci résulte de ce que
^)Ui ^ t)U,
sont nuls sur la courbe double, comme on le voit immédiatement d'après les relations (6).
Ainsi donc, nous avons un résultai plus complet qu'au n" o. Nous pouvons dire que l'on a l'identité (3), où, non seulement U et V s'annulent sur la courbe double, mais où de plus
s'annuletït sur celle courbe. On peut encore dire cpic les deux surfaces U ^ o, et V = o ont, comme li^^ne double, la ligne double de f.
7. Nous allons faire une remarque antilogue concernant la ligne de contour apparent G de la surface relative au plan des xy.
Partons toujours de l'identité (3). Nous coupons la surface par le plan j^r=j/, et nous envisageons un des points de rencontre M de ce plan avec la courbe C. Considérons alors ce point M sur la courbe
En intégrant les deux membres de (3) dans le plan de la variable
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complexe x le long d'un circuit qui enloure deux fols le point M, nous aurons zéro clans le premier membre; le premier terme du second membre donnera également zéro. Pour le second terme, la (juantlté, sous le signe -— > donne au facteur 4"' pi't^s la valeur parfailemcnl déterminée en M
La dérivée par rapport à r de celte valeur devant être nulle, il en résulte que, le long de la courbe C, l'expression précédente a une valeur constante C.
Or, désignons par^, et ;, 1'^' et le ; du point M. Si Ion dévelo))pe y"(^. r, ^) suivant les puissances de x — .r, et c — ^),on aura
f{x,y,z) =f'j:,{x~xx )
et soit de même pour ^ (r. r, ::) développé suivant les puissances de X — Xi et c — ;;,
\{x,y, z) .:= V;/,r — ,r, )-+-yi/5 — ;, )^.. ..
Comme c — ;, est de l'ordre de \/ x — Xi. d'après réquation
y= o, il résulte delà que la valeur de l'expression (6') au point JM
est égale à
dx ' ' '
en entendant que, dans cette expression, x el z sont remplacées par ^, et ^,; celte valeur est précisément égale à C. Ecrivons alors l'idenlllé (.3) de la manière suivante :
Elle est de la forme
Q dXi OBi
f'.~dx ' ôf
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er) posant
A O -^1 o^ . . . o, _/- .- <j '^1 . . . 'fr J;.
a\ec
Il résullc «Je la Naleiir rie ('/ <|ii('. dans le déveiopixinent de V( suivant les puissances de .r — ./•, cl c — ;,, il n'v aura pas de
terme du pieruii.T degré en c — c,. Donc — a une \;dcur Unie le lonj; de la courbe C. et il en est de même de ~-
Par suite, en ra|)j)rocliant ce résultat de celui que nous avons
obtenu au paragraphe précédeni, nous pouvons duc en revenant
à l'identité (3) du n" ,'), <[u'il est peiniis de su|)j)0.^cr que, dans
celle idenlilé,
sannulcni sur di courbe double, cl que
ont des valeurs Jinies le long de la courbe de c<>ninur ajtparent. iXous allons \oir maintenant comment on jjphI réduire encore les éléments arbitraires dans l'identité (3).
II. — Réduction plus complète et introduction du nombre
8. Nous supposons toujours que l'on ait l'ideiililt- (•>) () _ OS. <)\\
fi " '^-i- ■ <Jy '
où
A et B peuvent être inlinics le long des courbes se projelanl sur le plan des xy sui\aiil
30O CIIAPITRK X.
Nous allons faire disparaître ces lignes d'infini de A el B, et les remplacer par un nombre déterminé de lignes d infini.
D'après le ihéorème londamental du Chapitre IX (p. a'ji), on peut tracer sur la surface p — i courbes particulières
C„ G,. .... Cp_i,
telles qu'il existe une intégrale de troisième espèce ayant seulement pour courbes logaritlimiques une autre courbe arbitrairement choisie, et la totalité ou une partie des courbes C^,, .... Cp_i et de la courbe à l'infini; de plus, d'après la démonstration même, cette intégrale n'aura aucune autre Ugne d'infini en dehors de lignes du type y = const.
Soit A une courbe de la surface se projetant suivant
et le long de laquelle AelB deviennent infinies. On pourra former une intégrale de troisième espèce avant |)our courbe logarithmique A et la totalité ou une partie des courbes C précédentes et de la courbe à linlini. Cette intégrale sera de la forme
en désignant par
les projections des z — i courbes C, el par P el Q des poivnomes en X et ^ à coefficients rationnels en y. Les fondions P et Q s'annuleront le long tles couibes de la surface se j)rojclant suivant
distinctes de A et (\i'> courbes C/,, et sur la courbe double. On aura d'ailleurs la condition d'intégrabilité
el, de plus, le long de la courbe A, l'expression
lllfiolUK DI'S IMfaiUALKS DOLBI.FS DK SKCOM)!-; l'SI'kCE. 3o I
se rédiiiiM à une consliuile diHéreiilo de zéro, |)iii.S([ii'ellc représente, au facteur irù [)rès, une p(''riod(.' l()f;arithnii(jue de l'intégrale.
Revenons à l'idenlité (3)
Q _ çU. o\\ J'z ~ '>.r ^ Of'
et supposons que le p(jint (.^, .)', z) reste dans le \oisinagc diin point .M d'ailleurs arhilraiie de la courbe A. J^e premier niendjrc de l'identité [)récédente ne devenant j)as infini dans ces conditions, on j)ou rra écru'C
ôx ôy O.r
y.étaiil une fonction lioloinorplie de x' et -)-• dans le \ oisinage de M. Donc
est une intégrale de diflérentielle tolale a\ant autour du point !M la courbe A comme courbe logarillimi([ue, et l'on en déduit de suite <pie lexpression
i; G -^ ce. ...-fr./,
se réduit à une constante sur la courbe A, car elle re[)résenle au ilicteur ■'.-/ près une période logarithmirpie de l'intégrale. Or le second membre de l'identité (3) peut s écrire
^■^- \ ? 1 é."! • • • i'\o - 1 ./c / '>r V ? 1 A'i • • • A' 0 Jj
(] désignant une constante arbitraire. Or on peut choisir la con- >lante (> de manière que
s'annule sur A, d'après les deux remar([ues ci-dessus. Par suite, pour un tel choix de C, la fonction sous le sig'ne — dans l'expression (aj ne deviendra pas infinie le long de A, et alors il en sera nécessairement de môme pour la fonction sous le signe -— •
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Nous avons ainsi fait disparaître la ligne A couinie ligne d infini pour les jonctions (igurant dans 1 identité (3). En allant ainsi de j)roclie en proche, nous arrivons à une identité
O _ à\ oW où A el B ont la tornie
A' G^i ^^.,... gç.-\fz A' G A'i A'2- • • A'o-i/:
M cl \ étant des polvnonies en x el ; à coeflicieiils rationnels
en )'.
- et —
dcsiennent inlinies le l(jng de la courbe ('./. mais non suivant les autres courbes C/(. De plus, comme il arrivait au paragraphe ])récédenl,
sannulent sur la courbe double F, el
— et -
resleuL Hnies le long de la courba de contour apparent C considérée plus haut.
i). Nous avons en somme remplacé loules les lignes d'infini <jiii n'étaient pas connues a priai t par des lignes déterminées
Il reste encore à envisager, comme lignes d iiitiui de A et B, les lignes F' et C suivant lesquelles les deux cvlindres
cou[)enL la surlace, en dehors respcctn euiruL de la courbe double F el de la courbe de contour apparent C. Les considérations pi'écédenles sont applicables sans modifications; i^i\ peut se débarrasser de ces deux, lignes par des souslraclions de même nature, el il arme alors que, dans les expressions (7) de A et B, les polynômes
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Met N, eu garclaiil les propriélés indiquées, sont, de plus, lels (pi'ils s'annulent le long des courbes V et C.
11 en résulte une propriété cssenlielle des quotients
ces quotients se réduiseut ù des jiolvnomes en ^ el ;. En cfTel,
soit le quotient
il s'annule en gi'néral (c'est-à-dire pour un point arbitraire) sur la courbe double F, et, de plus, il reste fini sur la courbe F^ Ceci
suffit à établir, d'après des proj)Ositions classiques, que -„ est un polynôme (en x et z). La façon dont M se comporte sur les courbes C et C montre de même que — -r est un polvnome.
// résulle de là que V ulenlilé i 3 i du débat peut s'écrire O _ <)\ o\\
où
lM(.r. r. 3 ) ^ i\(.r. y. z )
fz f;-:ff,...irp-,fz
où M et N sont des polynômes eu ,r et z (à coefficients ralionnels en 1') s'annulant sur la courbe double. Les polynômes ^i , ^^^., .. , gr,_i corres[)ondent aux |)rojections sur le plan des xy de o — i courbes déterminées G|, Cj, . . ., Co_i et, pourj)^ arbitraire, les
quotients
— et —
deviennent infinis seulement suivant la courbe C^.
A'otis avons ainsi éliminé loiiie courbe d' infini de A cl 15 en deliois des courbes ■déterniiaées C,, Cj, . . ., Cp.i i^en laissanl de côté, bien entendu, les courbes y =:■ const.).
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III. — Recherche du nombre des intégrales doubles de seconde
espèce.
10. Les rédiiclions précédentes étant supposées efTectuées, la recherche théorique du nombre des intégrales doubles de seconde espèce ne présente plus de difficulté essentielle.
D'après ce que nous avons vu, toutes les intégrales doubles de seconde espèce sont réductibles à la forme
O C^r, )'. z) dx dv
où le degré du polvnome O en x,y^ z, qui s'annule sur la courbe double, est limité (voi/' Chap. VIII). Il s'agit de reconnaître, pour un poljnome Q donné, si l'on peut satisfaire à 1 identité
Q _ c)A dB
A et B ajant nécessairement les formes indiquées au paragraphe précédent.
Prenons d'abord le cas le plus simple, où pour la surface y,
on a
Alors A et B ont la forme
M et N étant des polynômes en x el z, à coefficients rationnels en y, d'ailleurs, M et N comme Q s'annulent le long de la courbe double.
11. Avant d'aller |jlus loin, indiquons une propriété des fonctions algébriques d'une variable. Soit
une courbe algébrique, et considérons l'intégrale
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()îi Q est un polynôme en x et y s'annulant aux points doubles. L'Intégrale deviendra, en général, infinie aux //i points à l'infini, et aura en ces points des périodes logarilliaii([ues. Appelons O,, O:., . . . , 0,„ les m points à l'infini. On |)cut former une intégrale (le troisième espèce
qiix, y)d.r .
-jT-, (i = •>,..., /«),
où qi est un polynôme, et ayant comme seuls points singuliers logarithmiques 0| et O,, avec périodes égales à + i et — i . Il est clair alors f[u'en choisissant con\enablement les constantes
rintéîirale
Ci'll — . . — c,„(/,„
- cIm
n'aura plus de points singuliers logarithmiques à l'infini, et sera, par suite, une intégrale de seconde espèce. On aura donc, en désignant par
II, h. ..., U„
les coefficients de dx dans un système de ip intégrales distinctes de seconde espèce
en posant
et II désignant une fonction rationnelle de x et j'. l'2. Appliquons ceci à la courbe entre x cl z
renfermant le paramètre y. Toutes les opérations précédentes peuvent être appliquées à la fonction ralionnelle de x et z^
N(.r, V. :■ ) tl '
elles sont elles-mêmes rationnelles, les m points à l'infini étant
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dislincls au point de vue de la rationalité par rapport à j'. Dans la réduction précédente, les I et J seront des fonctions rationnelles déterminées de ^, y et z, les a et les c seront des fonctions rationnelles dej', et R sera une fonction rationnelle de x^y et z. Soit donc, dans ces conditions.
-77 — aj 11 -^ -r- Cliplîj, -:- Co J 2 -;-■ • • "T- C„j J /„ -:- — — >
et écrivons l'identité sous la forme
./c (Ar \ (0' / Ov \ ôx }
On voit que Ion a
en posant
Les I et J sont déterminés; il s'agit de voir si l'on peut satisfaire à rideiilité (8) en prenant pour A, une fonction rationnelle de x^ y et r, et pour les a et les c des fonctions rationnelles dej)'. INous avons maintenant à écrire que la dilTérence
est la dérivée par rapport à x d"une i'onction rationnelle de x, y et z. Dans ce calcul, j- joue le rùle de paramètre, et nous avons à écrire qu'une fonction rationnelle de ^ et ^ relative à la courbe f{x,y, z) = o est une dérivée de fonction rationnelle. Les conditions exprimant ce fait sont bien connues; elles nous donnent ici
relations linéaires entre
et leurs dérivées premières. Aucune irrationalité par rapport à y ne s'introduit et ces relations contiennent rationnellement )'. Ces relations sont bien distinctes, et Ton pourra certainement
en tirer
(la, da.2 da-î,, dr,_ de.,,,
dy dy uy dy dy
en fonclion linéaire des rt el des c, les eoefncicnls élaiil ralionncls en 1'. r^es /?? — i relations concernant les points à l'infini contiendront seulement les dérivées des c, dont elles donneront les valeurs en fonction de r; les "y-p autres relations contiendront les a et les c ( ' ).
Soit (S) le système de relations que nous venons de former. Si l'on peut y satisfaire en prenant pour les a et les c des fonctions rationnelles de r, on pourra mettre ^7 sous la forme demandée.
(') Il n'est pas sans intérêt de remarquer que le problème que nous venons de traiter généralise le problème fondamental relatif à l'existence des intégrales de (liiïérentiellcs totales de seconde espèce (transcendantes). Reportons-nous au 'i'ome I (page 164 ). Il faut chcrclier si l'on peut déterminer les fonctions rationnelles f/i, «;, ..., fl„ , tic J', de manière que les pi'riodes de rintégralc
^tQi + .--^^,,,0.,,
dx
ne dépendent pas de j'. Vvec nos notations actuelles, on aura
D'autre part, soit
fz ' Ji
f\),dx~ \,cly
une intégrale de seconde c-pèce (transcendante). On peut supposer, comme il a été vu, que
B, = «,!.- -...-:- rt,„Lj,.
*t nous avons l'égalité
()x ôy
C'est l'égalité du texte, en supposant Q identiquement nul, ainsi que les c.
i'rofitons de l'occasion pour compléter l'analyse de la page i(>5 du Tome I, relative à la formation des équations diflerentielles linéaires devant donner les a. On y parviendra de suite en remarquant que l'intégrale abélienne
relative à la courbe entre a: et -
doit se réduire à une fonction rationnelle. En appli([uant les conditions classii[ues dans la théorie des fonctions abéliennes, pour qu'une intégrale abélienne soit algébrique (par exemple les conditions données par Weierstrass), on formera de la manière la plus simple le système des équations din'ércntiellcs linéaires relatif aux a.
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Ceci résulte de ce que si une fonction rationnelle
de x,y, z remplit les conditions pour qu'elle soit la dériv'ée d'une fonction rationnelle de x et z, ces lettres étant liées par la relation
elle pourra être regardée comme la dérivée par rapport à x d'une fonction rationnelle de ;r. j' et ;. Soient, en effet, pour ^ = .Ty, les m racines ^,, ^j, .... -,„ de l'équation
formons la somme
la lettre jK étant regardée comme nn paramètre dans l'intégration. La fonction U est une fonction rationnelle de x, y et z. et l'on a
ôx
On a donc simplement à recJiercher si un système de
équations différentielles linéaires à coefficients rationnels entre les a et les c peut être vérifié par des fonctions rationnelles. C'est là un problème classique. On est naturellement conduit à se demander si l'on pourrait trouver plusieurs systèmes de valeurs rationnelles des <7 et c satisfaisant aux relations (S); s'il existait deux tels systèmes de valeurs, leur différence conduirait à une expression B de la forme
J-> = a. 1 1 -î- . . . -7- Xo/, l-2p -T- "l'a J 2 ~î~ • ■ ■ "^ Y'" "t :
les a et Y étant rationnels en y, à laquelle on pourrait associer une fonction rationnelle A de x^ y et ^, telle que
Ox oy
L'intégrale
Bdx — X dv
serait une intégrale de difTérenticlle totale, ne pouvant avoir à distance finie que des courbes logaritlinii([nes correspondant au\ équations y = const. On peut faire disparaître ces dernières en retranchant de A la dérivée d'une expression convenable de la forme
^G/]og(r — ai) (les G et les a étant des constantes).
Supposant rintégrale ainsi préparée, celle-ci ne pourra avoir que la courbe à Tinfini comme courbe logarithmique. Or^ une intégrale ne pouvant avoir une seule courbe logarithmique, elle sera nécessairement une intégrale de seconde espèce, et, jiar suite, ou devra avoir nécessairement
Si la surface ne possède pas d'intégrale de seconde espèce (transcendante), il faudra enfin cpie les a soient nuls, et, par suite, il ne peut y avoir deux solutions différentes pour notre j^roblème. Il en serait autrement si la surface avait des intégrales de seconde espèce, mais on volt alors immédiatement cjuelles seraient les formes de B et A.
^ 13. Dans le problème posé au n" 10, nous avons supposé 0 = 1. Dans le cas où p est c[uelconque, la solution va reposer sur ime analyse analogue. Considérons la courbe C/ et formons, relativement à cette courbe, une intégrale comme celle de la page i3a (Chap. IX, n° 2)5 si H/ est le coefficient de dx dans cette intégrale, nous avons donc une intégrale abélienne
H, d.r (H/ rationnelle en .r, y, z),
relative à la courbe entrer et c
ayant pour points singuliers logarithmiques le point à l'infini O,, et les points de la courbe C/ ayant la valeur considérée du paramètre y.
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Ceci dit, revenons à lidentilé
Q _ àX an
Jl " â.c "^ oj '
où A el B ont les valeurs considérées au n" 9. On pourra mettre B sous la forme
(9) B = aili-+-. . .-+-a2/J2/;-w Y2J2 + . • .
T IT U
' ^ rJx
R étant rationnelle en x, j', :; ; pour l'établir, il suffit de s'appuyer sur une extension immédiate du résultai énoncé au n"^ 11, en remarquant que, pour la fonction B regardée comme fonction rationnelle de X el 5, les résidus correspondant aux points M de la courbe C/ correspondant à une valeur arbitraire de y sont égaux entre eux et indépendants àey. Ce dernier point se démontre en recourant à une considération dont nous avons déjà fait souvent usage sous des formes variées. En intégrant, pour une valeur fixe donnée à y, dans le plan de la variable x autour d'un point M les deux membres de l'identité
Q _ oiA <m _
le premier membre donne zéro, ainsi (jue --> et, par suite, la dérivée par rapport \x y du résidu de B relatif au point M est nulle, c'est-à-dire qu'il ne dépend pas dey.
De là résulte que dans l'identité (9) les 7j sont des conslanles, les a el les y des fonctions rationnelles de jk-
En écrivant comme plus haut
nous avons une itlenlité de la même forme
Q ^A, dB,
f-i ~ àx ■ ôy
avec
r., = a,Ii-F.
• • "f" ^2/J ' ip "+" '[i J 2 ~i~ ... -1- Y/;; J /;
Ci H, -H. . .-t- Cn_i IL
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les c élanl des conslanleSj les a el les -' des fondions ralionncllcs de r.
1 ï. La question est donc de savoir si ion peut satisfaire à l'identité ((o), avec une valeur de J)i de la forme indiquée. Xons n'avons qu'à |)rocéder, comme au n" 10, en écrivant que la différence
Q ÔBt
est la dérivée j)ar rapport à j: d'une fonction rationnelle (]c .i\ y
et z. Ceci nous donnera
ip H- /« — I
relations linéaires entre lésa, les*', leurs dérivées premières et les constantes c,, c^, . . ., Cp_i ; les coefficients de ces relations sont rationnels en y.
Le problème est donc ramené à reconnaître si Ton peut dé'lerminer les constantes c, de manière que les équations linéaires précédentes puissent être vérifiées par des fonctions rationnelles a et V de y, cette question ne présente aucune difficulté tliéorif|iie.
On reconnaîtra, de plus, par un raisonnement analogue à celui du n" 12, que, s'il est possible de satisfaire à l'identité (lo), ceci ne peut en général se faire que d'une seule manière.
En résumé, si l'on connaît un système de courbes C, il est possible de reconnaître 5/ une expression
(^ peut se mettre sous la Jorme
et l'on peut, par suite , dénombrer les intégrales distinctes de seconde espèce.
lo. Ajoutons quelques reinarcpies importantes. A cliacjue courbe Cj correspond une expression ■^-■, où Q est un poljnome en x^ y et ^, susceptible de la forme indiquée.
Considérons en efTet les courbes
C, Cj, .... C
el adjoignons à ces courbes une courbe déterminée, d'ailleurs arbitraire, "'. On peut former une intégrale de troisième espèce ayant pour courbes logarithmiques les lignes C,-, la courbe v et la courbe à Tinfini. Si la courbe y est prise arbitrairement, chacune des courbes Ci sera effectivement une courbe logarithmique, c'està-dire que la période logarithmique correspondante ne sera pas nulle. Désignons cette intégrale par
r P dr-hQ dy
r étant un polynôme en x ç,\. y qui, égalé à zéro, donne la projection de -' dans le plan des xy . I* et (^ sont des polynômes en x et z à coefficients rationnels en jk, s'annulant sur la courbe double et sur les lignes d'intersection avec les surfaces des cylindres
.•?'l = O, .... grj-X — O. r = O,
on dehors de Ci, C^, • • • , Cp_i et y. La condition d'intégrabilité nous donne
dr U'i ^. • • • ^p-1 iVc / <>y U. ^2 . . . ^p-i r/i / ""■
Décomposons la fraction rationnelle de x et r
en éléments simples, en la regardant comme nne fonction rationnelle de X. On aura
J> el les A étant des polynômes en x à coefficients rationnels en j- Nous avons alors
jAgifU ^■U^^fU\^àx\yf-J ày\vfL
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Envisageons iiiainlenanl l'expression
Elle ne devient pas infinie le long de la courbe C/, puisque, d'après l'idenlité précédente, elle est égale à une expression n'ajanl pas C/ comme ligne (rinfini. Elle ne devient infinie à distance finie (en dehors de courbes j'= const.) c|ue pour les points de la courbe de contour apparent désignée par C (n" 9).
Ecrivons l'expression sous la forme
t'-ï' V ffij'z
oyUifz
M et Ps élant des ])olvnomcs en x et z, à coefficicnls rationnels en T, et s'annidant sur la courbe double ainsi rpie sur la seconde courbe de rencontre du cvlindre gi(x, ^■) = o avec la surface.
La forme de l'expression (i i), quand on ne développe pas les opérations, est immédiate; c'est
$ étant un ])oIvnome en .r et :;. à coefdcienls rationnels en i'. (]ette exj)ression n'a pas la form:', habituelle pour nous, où /_' figure au premier degré au dénominateur. Nous allons voir que ^*()n peut déterminer deux poljnomes U et V en x el z- tels que la somme
soit de la l'orme voulue
Tir. r. z \
1 étant un poljnome en x d z^ k coefficients rationnels en j', s'annulant sur la courbe double. Imj)osons d'abord à U et A de s annuler sur la courbe double; ensuite l'expression (12) peut s'écrire
^7 W-^ f'z ^ Oy J'J i^l\ôx J-, ôy f, ]
d /M + U,.?-A _ ô_ /N + V.^-y- /c y ^ ^ V fi .
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Nous réaliserons la condilion cherchée, si
M^U^-/ et N^-Va',-
s'annulent sur la courbe C de contour apjiarcnt, et- cette condition est évidemment réalisalile. De là nous lirons la conclusion qu'à une courbe C/ on peut faire correspondre une expression
fi égale à
les polynômes M, et N, en x et z s'annulant sur la courbe double, et les C[uotienls — et "-— étant infinis seulement le long de hi courbe C/(en dehors de courbes )' = const.).
On peut aller un peu plus loin. Le polynôme T/ en x et ^ conlientjv seulement rationnellement; soit
T,(ar, j, ^) =
P étant un polynôme en x^ y et c, et ~{y) un polynôme en y. On a donc le quotient
(iJj
-^y)fi
Comme l'intéiïrale doidjle
est manifestement de seconde espèce, on peut (uo//- Chapitre VU) soustraire de (i3) une expression
à / .\(t, y, z)\ ô /BC.r. y, z.)
A et B étant des |)olynomes en x^y et c-, et -, un polvnome en y^ de telle sorte que la difïerence ail la forme
Çli{x,y,z\ Q< étant un polvnome en .r, j)', c i,\nny\\àn\. sur la courbe double.
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Finalemenl, nous avons une idcnlilé de lajorme
M/ el >i, ajanl les iiiénies propriélés que les |)olynoines désigné; plus haut par M, el IS , . Le polynôme Q/ n'est d'ailleurs certainement pas nul identi([iiemcnt sui- la surface, car rintégrale
serait une intégrale de diderentielle totale, n'ayant (eu dehors de courbes _)^ = consl.) d'autres courbes logarithmiques que la courbe C/ et la courbe à Tinlini, ce (|ui est impossible. [La courbe C/ sera bien une courbe logarilhuiicpie eOcctivc, car elle 1 est ()0ur l'intégi-alc auxiliaire i v. i.J
J3e plus, et pour- une l'aison analogue, aucune condjinaison linéaire à coeldcienls conslants
CiQi-...-(:p-iQ,_, , .. ..
jT U<^s *-" n étant ]jas tous nuls),
ne peut se mettre sous la (orme
^■'' \J-J <Jy \f"-J
k;» U et V étant des pol\nojnes en j; et;;, à coeflicieuls rationnels en j'.
IG. Aux courbes C,, Co, .... Cp_i correspondent ainsi des expressions
réductibles à la somme de deux dérivées partielles. Toute aulie expression
fz
(Q |)olvnome en .r, jet z s'annulant sur la courbe double) réductible à une telle somme sera de la forme
A,Q,-...-i-Ao-,Q,-, ù /U\ ù /V
n ' OxKfl)'^ ôy\f'J'
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les A étant des constantes, U et V étant des polynômes en x et z (« coefficients rationnels en j-) s'annulant s///- la courbe double.
On s'en rend compte aisément, en se reportant à la forme
de ^7 donnée au n" 9. K suffira de décomposer le f|ui)tieMl
en éléments simples (en le regardant comme une fonction rationnelle de x) pour av^oir la forme ci-dessus.
17. Toutes les considérations que nous venons de développer sont utilisables quand on a pu déterminer un système de courbes
jouissant des propriétés fondamentales relativement aux. intégrales de différentielles totales de troisième espèce. Elles sont numériquement applicables sur un exemple donné, mais elles ne permettent guère d'énoncer, sur le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde es|)èce, des propositions générales. C'est en les combinant avec l'étude des périodes des intégrales doubles, que nous obtiendrons dans le Chapitre suivant quelques lois importantes. Pour le moment, nous allons faire quelques applications à des cas particuliers très simples, qui nous donneront l'occasion de faire une remarque générale sur Je nombre pu des intégrales doubles distinctes de seconde espèce.
IV. — Étude de quelques cas particuliers
18. Nous avons déjà eu Toccasion d'utiliser la facilité avec laquelle s'appliquent les théories générales aux surfaces dont l'équation est de la forme
A la vérité, elles ne rentrent pas dans la catégorie des surfaces que nous avons appelées à singularités ordinaires, mais cependant avec peu de modifications les théorèmes généraux trouvent encore leur a|i|)lication (voir, en particulier, Chap. IX, p. sfS). Ainsi, toutes les intégrales doubles de seconde espèce, relatives à
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la surface précédente, sonl réthiclibles à la forme
l'i .r, y ) dx cly
in
'jy^^ï)
V élanl un polynôme en x et y.
De plus, le degré du polynôme P est limité. On le montre par une analyse analogue à celle delà page 182 de ce \ olume, en soustrayant des expressions de la forme
U et V étant des polvnomes en x ely.
11 sera, en général, simple d'écrire cpie l'intégrale double (i4) est de seconde espèce. Prenons, par exemple, le cas où /(x^j') serait un polynôme en x el y de degré 2/?, en supposant rpie la courbe
réductible ou non, n'ait que des points doubles à tangentes dis-
linctes, et n'ait que des points simples à linfini. L'intégiale reste
Jinie j)Our .r et jk finis (le cas des points doubles de lacourbey'^o
se traite comme le cas des points doubles isolés dune surface,
page 121, du Tome I). Il reste à étudier les points à l'iniini; on
posera à cet effet
Si l'on a
lintégrale se trouvera ramenée à
Xy-v'F(X7Y^
Le seul cas à examiner est celui où l'enlier v. est posilil. En appliquant les indications de la théorie générale, on ramènera, par des soustractions convenables, ce cas à celui où ;j. ^ 1 , et l'on doit alors écrire que les résidus de l'intégrale
Q(X, \ )d\d\' 'x/fTxTT;
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relalifs à X = o, sont nuls, ce f|ui se fera en écrivant que rinlégralc livpcrellipliquc
se rcJalt à une fonclion algébrique.
On a supposé plus haut (\ne J\x,j') était de degré 2 p; si y est de degré 2 /? + i dans la surface
il suffira de poser
pour avoir une surface
où/, sera de degré pair et jouira des propriétés indiquées.
19. Aous nous l)ornerons, pour le moment, à examiner un cas 1res particulier, où nous pourrons utiliser quelques résultats du (jluipitre précédent. Faisons seulement une remarque générale. Nous avons envisagé (p. 253) le nombre p relatif aux surfaces spéciales ( ' )
Si ce nombre 0 est éizal à zéro, on aura le résultat suivant : Toule expi cssion
susceptible de se mettre sous la forme
ôx ' ôy j)0urra s'écrire
M et N étnnt des polynômes en x à coefficients rationnels en ^\
(') l'uiir ces surfaces spéciales, le nombre 0 présente une grande analogie avec le nombre désigné par la même lettre pour les surfaces à singularités ordinaires: aussi avons-nous conservé la même notation, quoiqu'il n'y ait pas d'identité à établir entre les deux nombres. Ici le nombre 0 peut être égal à zéro, taudis que précédemment il était au moins égal à un.
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20. Envisageons, en parliciilicr-. les surfaces de la page 2;4,
où/(^') el f{y) sont des polvnomcs arbitraires de degrés ip + i
Par (les réductions tout élémentaires, il est clair nue toute intégrale double de secomle espèce est réducliblc à la forme
P(.r, j^) dx dy
où P{x,y) est un polynôme en x et r, de degré 2p — i par rapport à X, et de degré 2q — i par rapport ky. On va montrer cpie, si les polynômes /et F ne sont pas particuliers, aucune intégrale de ce type n'est réductible à la forme
-— I dx dy.
Ox Oy /
En elFet, pour les surfaces précédentes, les seuls cvlindres
(où Y est un polynôme en x, de degré au plus égal à p), qui
coupent la surface suivant deux courbes, se réduisent k x := a
a étant racine de/. Donc A et B peu\ent être ramenés à la forme
J\x)-J- \Jf{x)¥[y)
\j étant un polynôme en x à coeflicients rationnels en jk- Mais le facteur /(x)'-' du dénominateur peut lui-méine disparaître, en relrancliant, par exemple, de B une dérivée partielle convenable par rapport à x. Finalement, en a|)pli(|uanl à ce cas particulier les métliodes générales de la section précédente, on voit que B peut être supposé de la forme
les a étant rationnels en j-. Si donc
p. ET S., II. 21
est susceptible de la forme
dx ày
on devra pouvoir déterminer les a lationnellement en >', de telle sorte que la différence
P(a7,jK) à
aiip2p-i
yJf(x)V{y\
regardée comme fonction de x^ soit la dérivée, par rapport à x^ d'une fonction rationnelle de x et \/f{x). Mais ceci est impossible, car, P[x,y) étant par rapport à j; de degré 2/7 — i, cette différence est de la forme
èi.r2/'-i.
les a dépendant dey seul. Or, une telle expression ne peut être la dérivée d'une fonction algébrique que si tous les h sont nuls. Donc, si l'on pose
P{x,y) = Ai^2/'-i -u. . .+ A2/,,
les A étant des polynômes en y de degré 2q — i, on devra avoir
s/Fiy) ày
mais ceci est impossible, car
/FÔÔ'
où Ai est un polvnome en y de degré 2q — ^ i, ne peut être la dérivée d'une fonction algébrique.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Pour la surface
z.^- = /ix)F(y),
le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde espèce est égal à
Ceci suppose que les polynômes /(x) et F (j^) sont des polynômes arbitraires de degrés 2 /? -h i et 2^ -(- i.
21. Arrêtons-nous plus parliculièrement sur le cas où /(.r) et V(y) sont du troisième degré. Nous pouvons énoncer alors avec plus de précision que la surface
aura quatre intégrales doubles distinctes de seconde espèce,
ou que
si l'on ne peut satisfaire à l'iV] nation
dx ^ dy
C étant une constante convenable, par une fonction rationnelle .27 dejK, ne se réduisant pas à une constante (t'Oï/* p. 256).
Soient, e?i particulier, les poiynoinesY et f identiques. Nous ne serons pas alors dans le cas précédent. On a vu que, en laissant de côté les sections x ^^- a [a étant racine de/), le nombre p est égal à l'unité. Nous aurons alors une intéffrale de la forme
A ^- B 3" H- GjK ^ D xy
dx dy
(A, B, C, D étant des constantes), qui sera réductdjie à la forme
dx dy.
Cette intégrale, qui ne se rencontrait pas tout à l'heure, pourrait se déduire d'une analyse analogue à celle du n'' lo de ce Clia|)itre; cette analyse fait correspondre au couple de courbes correspondant à
une intégrale de la forme indiquée. On l'obtient encore en appliquant l'identité classique déjà rencontrée {voir notamment page 262)
Le polynôme \][x,y) en .2; et ^ n'est [)as du premier degré par
rap|j()ii à x et par rapport à y, mais par la soustraction d'une ex|jression
â dx
'^yV^.f\^)fiy)\
où M et N sont des poljnomes en x et y, on peut ramener U à avoir la forme
A -h B r -f- Cy -+- D xy
(A, B, C, D étant constantes), et l'on a alors une identité
A H- Bar-f-GjK+ P-r»' _ ^V R(?,jO "1 _ <L\ S(.r,.r) 1 \/J{x)f{y) ~ àx\_{x—y)z\ ' dy[(x—y)zj
OÙ R et s sont des polynômes en x el y. D'ailleurs R et S ne sont évidemment pas nuls identiquement, et il en est, par suite, de même du premier membre, comme il résulte du n° 21 du Chapitre IX (p. 263).
11 y a donc une intégrale de la lorme (lo) qui est réductible, et, par suite, le nombre Oo est diminué d'une unité. R n'est pas diminué de plus d'une unité ; c'est ce qui résulte de ce que l'on peut former une intégrale de différentielle totale ajant comme courbes logaritlimiques le couple de courbes correspondant à x =y, et un couple quelconque de courbes correspondant à un cylindre rjil^x, y) = G (page 261). Nous avons donc pour la surface
le nombre Oq égal à trois (po = 3). Ceci suppose toutefois, rappelons-le, que, pour le polynôme du troisième degré /{x ), les fonctions elliptiques correspondantes n'admettent pas la multiplication complexe.
Les conclusions sont différentes si nous sommes dans un
cas de multiplication complexe. Bornons-nous comme plus haut
(page 260) à
Ry a alors deux couples de courbes logarithmiques, pour une intégiale de troisième espèce, jouant le rôle fondamental dans la
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réduction. Il n'y avait tout à llieure que le couple correspondant à
Nous avons ici en plus le couj)le correspondant à
X ^yt (î racine cubique de l'unité).
à ce couple correspond une seconde intégrale du type (i5) qui est réductible. Sans qu'il soit nécessaire d'insister, on a ici
pour la surface
Le résultat précédent est général quand le polynôme /(.r) correspond à la multiplication complexe.
23. Ces exemples nous suffiront pour le moment. Ils appellent l'attention sur une circonstance extrêmement remarquable, je veux parler du caractère aritlimétique de l' invariant Oy. Ce nombre ne dépend pas seulement de questions de configurations €t de singularités relatives à la surface algébrique. La nature arithmétique des coefficients de l'équation influe sur sa valeur. Ainsi, pour la surface
le nombre Oq est égal à trois en général. Ce nombre s'abaisse à deux, quand les coefficients de f{x) satisfont aux conditions arithmétiques relatives à la multiplication complexe. L'invariant po est donc, à ce point de vue, bien différent du genre riemannien p relatif aux courbes planes, ou des genres géométrique et arithmétique />o- et p,i que nous avons précédemment étudiés. On comprend combien cette circonstance rend difficile la recherche de lois générales. Nous ferons dans le Chapitre suivant l'étude des périodes des intégrales doubles, qui a de nombreux points de contact avec les questions qui nous ont occupés ■dans ce Chapitre. Terminons, pour le moment, par quelques remarques sur la réduction des intégrales doul)les, en revenant à la surface à sino-ularités ordinaires.
V. — Quelques remarques générales sur la réduction des intégrales doubles.
24. Reprenant la surface à singularités ordinaires, nous reviendrons un moment sur la question de la réduction des intégrales doubles de seconde es|)èce. Rappelons les résultats obtenus. Il a été démontré au Chapitre VU que toutes les intéi^rales doubles de seconde espèce pouvaient être ramenées, par la soustraction d une intégrale
(A et B rationnelles en x, y et s), à la forme
dx dy.
où P est un polvnome s'annulant sur la courbe double.
On a ensuite procédé (même Clinpitre) à la rédiiction de ces intégrales; elles ont. par la soustraction d'une intégrale
(U et Vêtant des polynômes en x^ y et ;), été ramenées à la forme
(.7) ff^il^^,.,r,
OÙ le polynôme Q en x, y el z ne s'annulait pas nécessairement sur la courbe double, mais était de degré limité. Jl a été ensuite indiqué (Chap. VIII, p. 208) que ces dernières intégrales pouvaient elles-mêmes se ramener, par la soustraction d'une intégrale (16), à la même forme, avec degré limité, mais le poljnome Q s'annulant alors sur la courbe double. I^a démonstration de ce résultat est très simple, en passant par l'intermédiaire d'une transformation birationnelle qui dissout la courbe double, transformant la surface donnée S en une surface S. On a alors pour la surface S
une intégrale double qui ne devient plus infinie sur la courbe double. On peut faire la réduction en taisant disparaître la ligne d'infini, qui est la transformée de la courbe double, et, en revenant à S, on a une intégrale qui reste finie sur la courbe double. Les transformations du Cha|)ilre \^1I nous amènent à une intégrale de la forme (17), mais où Q s'annule sur la courbe double.
2o. Nous venons de rappeler le résultat précédemment obtenu, à savoir (jue toutes les intégrales doubles de seconde espèce se ramènent par la soustraction d'une intégrale (16) à la forme (17), où le degré du polynôme Q est liinilé, ce polynôme s' annulant sur la courbe double.
Allons plus loin, en nous servant des résultats du Chapitre actuel. Nous avons un nombre fini d'intégrales
Kh dx dy
(le polynôme Ra s'annulant sur la courbe double) auquel se ramènent toutes les autres. Une intégrale quelconque de seconde
espèce
r P(,r, y. z-)dx dy
Lf
#(le polynôme P s'annulant sur la courbe double) sera alors de la forme
les A étant des constantes. La forme de A et B nous est connue, car
appartient au type étudié dans les sections précédentes. On aura donc (n° 16)
P-SX/,R/, AiQ,-^...-t- Ap_iQp„i ^/U_\ ^/V\ f. " r. '^ àxKf'J^ ôyKjl)'
U et V étant des polynômes en x et :; (à coefficients rationnels en j') s'annulant sur la courbe double.
Nous avons donc la concliistnn suivante : Toute intégrale double de seconde espèce
\*( T. y. z') dx dy
(P étant un polynôme s'annuhint sur la courlie double) se ramène à un nombre limité d^ intégrales de seconde espèce
I\l, ( X, y, z )d.r dy
(le polynôme M/s'annulanl sur la courbe double) /:>«/•/« 5oa5^/'action cV intégrales de la forme
'-' ■ nwjù-¥^^
dx dy,
\J et \ étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y et s' annulant sur la courbe double.
On peut évidemment supposer qu'aucune combinaison linéaire des intégrales (i8) n'est de la forme ( ly).
Sujjposons maintenant que l'intégrale double
r rV{x, r, z)dxdy (20) j I -—-^ ^
(P polynotne s'annulant sur la courbe double) ne soit jias de seconde espèce. Cette intégrale aura 2p résidus relatifs à la ligne à l'infini de la surface. Admettons qu'on puisse trouver 2 p intégrales doubles
Jj. Jj, •••• J2/)
de la forme précédente, telles que le déterminant d'ordre 2/:» formé avec 1 l-^^nsemble des résidus de ces intégrales soit différent de zéro. On pouri-;a alors de l'intégrale (20) retrancher une intégrale convenable
AiJi -h AoJo ^. . .-h A2/JJ2/,
les A étant des' constantes), de telle sorte que la difTérence soit
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une inlégrale de seconde espèce. On a doue la conclusion suivante :
On peut trouver un certain nombre s rV intégrales de la forme (20), soient
l.= J l^^'^'-^^y^^) dTdy (/=!,. i, . ..,.),
les polynômes V^ien (^, J', :■) san/iulant sur la courbe double, de telle sorte que toute intégrale (20) soit susceptible de se mettre sous la forme
les a étant des constantes, U et V étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y, s' annulant sur la courbe double.
On peut d'ailleurs supposer que s est le nombre minimum, c'est-à-dire qu'aucune combinaison linéaire des I n'est susceptible de la forme (19).
27. Nous avons admis qu'on peut trouver une inlégrale de la forme (20), dont les ip résidus relatifs à la ligne à l'infini de la ^irface ont des valeurs arbitrairement données. Pour l'établir, considérons une intégrale abéliennc arbitraire de seconde es|jèce de la courbe entre x et z^
f{^^ y. 5) = o, qui soit de la forme
Pétant un polynôme en ^.7 et ;:, s'annulant sur la courbe double. Envisageons l'équation dilTérentielle linéaire E d'ordre ip, relative aux 2/v périodes de cette intégrale regardées comme fonctions de y\ nous avons déjà bien des fois considéré cette équation E, qui a joué un rôle essentiel dans nos tbéories. Plaçons-nous dans le cas, qui est le cas général, oit cette é<juation n' cul met pas comme intégrale un polynôme en y.
En désignant par to(j^) une période arbitraire de l'intégrale abé-
lienne (21), nous avons vu (Chap. \ JII) que
^ (y ) dy.
prise autour du point à l'infini, était un résidu de l'intégrale
double
P {x^ y, z) dx dy
If
Considérons ip périodes distinctes de (21). On a les développements autour de y = co
iJ , J y y. yk
Les ip fonctions f.01 sont linéairement indépendantes. De plus, il n'y a pas de combinaisons linéaires des oj/ qui se réduisent à un poljnome en y.
11 en résulte que, pour A- pris suffisamment grand, les ip expressions linéaires
(22) «laf^'-f- aa^l'^'"' -^-- • •— «A'^r' (/ = l , 2, . . . , 2jo)
au\ iudéterminées
sont linéairement indépendantes, car si , pour toute valeur de A", ces expressions linéaires n'étaient pas indépendantes, tous les déterminants d'ordre ip formés avec les a^*^ seraient nuls, et l'on pourrait former une combinaison linéaire des to/ se réduisant à un polynôme. Le nombre A- étant pris suffisamment grand, envisageons l'intégrale double
OÙ Ton pose
(pCjj^) = <7, jK^'^' -^ a-2y^'-- H- ... — «A-i V -f- «A-,
les a étant des indéterminées. Les 2/> résidus de cette intégrale double sont, au facteur 2tu près, les expressions (22). D'après
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ce qui précède, on peul clioisii les iDdélerniinées a de manière que ces expressions aient lellcs valeurs (|ue l'on veut, puisqu'elles sonl linéaii'emenl indépendantes. Il est donc établi i\\x on peut trouver une intégrale double (20) ayant ip résidus arbitrairement choisis.
Celte remarque jouera dans la suite un rôle im|jortant (').
(') Nous nous sommes servis dans ce Chapitre du théorème fondamental de la page 24 1 où figure le nombre p. On peut faire, au sujet de l'analyse développée sur cette question au Chapitre IX, la remarque suivante, qui simplifie la démonstration de ce théorème. Il a été formé (page 2.39) une intégrale de différentielle totale
(a) fwdx^'^dy.
Nous avons dit que l'intégrale (a) ne pouvait avoir d'autres courbes logarithiTiiqucs que les courbes
et la courbe à l'infini sur la surface. En fait, la courbe à l'infini n'est pas une courbe logarithmique île l'intégrale. En effet, l'intégrale abélienne
dx
{y avant une valeur fixe arbitraire y), relative à la courbe entre ^ et z, fix.y, z) = o ne peut avoir, comme point singulier logarithmique à l'infini, que le point M {voir page 2.82); les m— i autres points de la courbe à l'infini ne sonl pas des points singuliers logarithmiques pour l'intégrale. Or les m périodes logarithmiques de (P) doivent être les mêmes pour les m points à l'infini de la courbe, puisque (a) est une intégrale différentielle totale, et que par suite pour les m points de rencontre de la ligne de l'infini de la surface avec le plan y =y la période logarithmique doit être la même. Il résulte de là que cette ligne à 1 infini n'est pas une courbe logarithmique de l'intégrale. Ceci exige que l'on ait
c, d, -^ c^d,. -h. . .^ Cy d'^ = o,
en désignant par d^, d.. d^ les degrés des courbes Cp C,, .... C-,. et cette relation sera nécessairement une conséquence des relations de la page 236 entre les K et les c.
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I. — Sur les périodes des intégrales doubles de première espèce.
l. Nous avons déjà dit un mot au Tome T de cet Ouvrage sur les jjériodes des intégrales doubles, et notre point de départ a été le suivant. Prenons l'intégrale double de première espèce
If
0( X, y. z) dx dy
et envisageons la courbe entrer: et :; de genre/?, pour j^ arbitraire (i) f{x,r, z) =o.
Les ip périodes de l'intégrale (ici de première espèce)
sont des fonctions de j)', satisfaisant à l'équation différentielle linéaire que nous appelons E, et dont les points critiques b correspondent aux points simples de la surface où le plan tangent est parallèle au plan des z-x. Considérons un cycle F de la courbe (i),
( ' ) E. Picard, Sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables (Comptes rendus, i8 novembre et 23 décembre 1901, tl Annales de l'École Normale supérieure, 1902). — Sur les périodes des intégrales doubles et leurs rapports avec la théorie des intégrales doubles de seconde espèce (Comptes rendus, t. CXXXVII, igoS, et Annales de l'Ecole Normale supérieure, igoS).
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se déforinanl avec y et revenant à sa posilion initiale quand y, ayant décrit un certain chemin lernié C, revient lui-même à son point de départ. On obtient évidemmentde cette manière un cycle à deux dimensions, (pu donueia naissance à une pchiode de l'intégrale double. Le cjcie T sera caractérisé par ce lait (pie la période correspondante
de l'intégrale (2) revient à sa valeur iiiiliahi, (piand y décrit la courbe C. Ces considérations généralisent celles que nous avons employées pour obtenir les résidus des intégrales doubles; dans ce cas, le cycle F se réduisait à un contour luiiniment petit autour d'un pôle.
Nous allons étudier la forme analvtique de 1 intégrale
ny)df
prise le long du contour C Cette étude nous fera connaître certaines expressions analytiques remanpiables, qui nous conduiront d'elles-mêmes à généraliser le mode de génération des périodes de notre intégrale double.
Désignons par
6,, Ù.2, ..., bs
Ijs points criti(jues de l'é(piation dilTérentielle E (N désigne ici la classe de la surface).
JNous joignons ces points à un point «du plan de la variable j^, et nous considérons les difierents lacets «6,, aù-2t ••-, £iby formés,
comme d'habitude, d'un cercle inliniment petit autour d'un pointa et d'un chemin allant de a à ce cercle {/ig. i5).
Pour chaque point oiilique y = b, léquatioii fondamentale déterminante de E a une racine double. Cette racine double correspond (fo/r ï. I, p. 95) à une intégrale hoiomorphe û(y), et une intégrale non hoiomorphe ^i' (y) contenant un terme logarithmique log ( j" — 6), de telle sorte que l'on ait
f{y) étant, comme ^{y), hoiomorphe autour dey == b. Les ip — 2 autres intégrales, formant avec ù et Q' un système fondamental, sont holomorphes autour de y = b.
Ceci rappelé, tout chemin C partant de a et y revenant, se ramène à une somme de lacets parcourus dans un ordre quelconque. Désignons d'une manière générale par
la période de l'intégrale (2), hoiomorphe autour du pointy = bi, et qui correspond à la racine double : elle est parfaitement définie de bi en a sur le lacet.
Une période quelconque «(r) de l'intégrale (2), quand y tourne autour du point />/, se reproduit à un terme additif près de la forme
niiHiiy) (m,- étant un entier),
comme il résulte immédiatement de la forme de la période appelée tout à l'heure d'une manière générale Q'(y), toutes les autres périodes étant holomorphes autour de bi.
Donc, quand k décrivant un chemin fermé C revient au point de départ, l'intégrale considérée w(jk) de l'équation linéaire E s'augmente d'une expression de la forme
la sommation s'étendant à un certain nombre de points bi. Si l'inlésrrale w revient à sa valeur initiale, on devra avoir
^miiltiy) = égrale (3) / œ(7)f/x,
Quant à la valeur de Tiiitégrale
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le long" du contour C, elle est facile à calculer; sur le lacet abi^ il reste, après suppression de termes se détruisant à I aller et au retour,
nii j iii(y)dx, et, par suite, la valeur de V iiUégrale (3) est
Dans cette expression û/t )') est définie sans aucune ambiguïté le long du chemin bia. D'ailleurs l'expression (4) ne dépend [)as du point choisi rt, comme il résulte immédiatement de l'identité
(5) ^^miQ.i{y) = o.
3. Les considérations précédentes appellent donc notre attention sur les expressions de la forme (4), correspondant à une identité de la Torme (5). Une question se pose d'elle-même :
Une expression (4), l'irlentité (5) étant supposée satisfaite, peut-elle être envisagée comme une période de l'intégrale
double
'Q(ar, r, z) dr dv,,
ir
Nous entendons par période de r intégrale double, de la manière la plus générale, l'intégrale prise le long A\in cycle à deux dimensions, c'est-à-dire d'un continuum fermé à deux dimensions à chaque point duquel ne correspond qu'une seule valeur de {x,y,z).
La réponse à la cjuestion posée est affirmative, comme nous allons l'établir. Soit donc l'identité
fG) in^9.x{y ) -^ . . . -i- m,.t>j(jK) = o (les m étant entiers),
entre un certain nombre de fonctions û, on va montrer quHl existe un certain cycle à deux dimensions, tel que la valeur de l' intégrale double
SI
Q (.r, }-. :; ) dx dy
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prise le long de ce cycle est égale à
(7) '«> / 'à,{y)dy^...-^m, / i>,(x)f//.
Cette valeur est d'ailleurs manifestement indépendante de la constante a.
Considérons 1 intégrale
m.oJ.iy)
de l'équation E, en désignant par 0', Fintégrale relative au point 6, déjà envisagée au n" 1. Quand y partant de a décrit le lacet b\^ rinlégrale m,0, s'augmente de
niiili(y).
Il faut interpréter ce fait analytique au point de vue de la o^éométrie de situation. Soient d'une manière "énérale sur la surface de Riemann entre x et :; donnée par l'équation
pour la valeur i', F, le contour correspondant à ii, (y) et F', le contour correspondant à ù, . Partons du contour
pour r = a; le cheminement de y se produisant, ce contour se déplace en se déformant, et, quand j' revient en a, on a le contour
mir'i«-i-mir'^
Il est clair que, pendant la déformation, on engendre ainsi une surface ouverte, mais avec le seul bord
et la valeur de l'intégrale doidjle correspondant à cette surface ouverte est
"h / '-^-i{r)dy.
De la même façon, les différents autres termes de la somme (7) correspondront à des surfaces ouvertes avec les bords
F" ajant la signilication analogue à F'^^ quand bi remplace b^.
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Nous avons donc s surfaces ouvertes avec les .s- bords indiqués. D'aulre part, pour y arbitraire, les s contours
/«i F], ni-2 T-2, . • . , rti^T^
limitent, sur la surface de Rieinaun,
une certaine portion P de la surface, comme il résulte de l'identité (6) fpii exprime que les s intégrales
ne sont pas distinctes.
Considérons, en particulier, la portion P", sur la surface correspondant ày ^= a. Cette portion P'^, avec les s surfaces oiaertes envisagées ci-dessus, forme une surface fermée, qui est un cycle à deux dimensions; la valeur de l'intégrale double sur cette surface est précisément l'expression (-) donnée par les s surfaces ouvertes, puisque sur la portion P'^, correspondant ày=:r/, l'intégrale est nulle. Le théorème énoncé est donc établi.
Il est important de remarquer que nous n'avons pas à nous préoccuper de savoir si la portion P" contient ou non des points à l'infini, puisque l'intégrale double dont nous sommes partis est de première espèce. Il eu serait autrement pour une intégrale flouble qui deviendrait infinie à l'infini puisque l'intégrale suivant P^ pourrait n avoir aucun sens. Nous |)arlerons de ce cas dans la section suivante.
4. On peut se demander si toutes les |)ériodes de l'intégrale double peuvent être engendrées au moyen des cycles à deux dimensions que nous venons de considérer. Nous allons établir que tout cycle à dimensions, situé tout entier à distance finie, est susceptible de la génération précédente. Nous emploierons, à cet effet, quoique dans des circonstances plus compliquées, le même genre de raisonnements qu'à la page 58 du Tome I de cet Ouvrage, quand nous avons étudié les périodes d'une intégrale double de fonction rationnelle pour un continuum fermé à distance finie.
Concevons donc relativement à la fonction algébrique :; de x
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ely définie par-
un cycle à deux dimensions si lue à distance finie.
Posons
T = .r, -+- ixo. y = jKi -^ 0'5 •
loule surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre .r,, x-i^ y^ et y>.
De même, le continnum critique C sera représenté dans l'espace à quatre dimensions réelles
par deux relations entre les quatre lettres x^^ x^^Vk et t^. Pour une valeur donnée àjKs, nous avons sur ce continuum un ensemble à une dimension de valeurs de jTi, .ro et Vj , que l'on peut regarder comme représentant un certain iiondire de courbes gauches a dans l'espace à trois dimensions
(Xi, ^2, yi)--
il faut d ailleurs à chaque valeur de .r,, x>^ yt, y^ associer la
valeur correspondante de z, de sorte que nous entendons par
courbe a le lieu de points (:r,, x.21 ji) pour une valeur de j^o avec
association des valeurs correspondantes de z-.
Chaque plan
y^ = const.
rencontre les courbes a en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir : le nombre des points de rencontre de C avec un plan arbitraire parallèle au plan des zx.
Sauf pour certaines valeurs de j'o en nombre fini, l'ensemble des courbes a ne présente pas de points multiples; les valeurs de y.2^ pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de / dans les valeurs de y pour lesquelles le plan correspondant parallèle au plan des zx est tangent à la courbe C (et en même temps à la surface). Ces valeurs de y sont celles que nous avons constamment désignées par 6, et qui ont joué dans toutes nos recherches un rôle capital. Pour les valeurs de Vo correspondant au coefficient de / dans un des b.
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deux coiirlies y. ;niionl un point coriuniiii, torrnaiit un y)0\i\l doubb^ pour l'ensemble des courbes a. Soil, |>our' la valeur^ considérée
b = hi-h ib-i ;
pour y.> voisin de b-, el un peu inférieur', les courbes x dans l'espace (x,, x^, i', ) n'ont pas de point double, mais deux branches passent très près l'une de l'autre. Pour r;. = A-.., ces deux branches se rencoutreni, et pour j'o supérieur à b-^, elles ne se rencontrent pas, de sorte que, au moment du passage de y^ par 60, les (\e.\\\. branches se sont Iraversées; ce fait est à letenir pour ce qui va suivre.
Revenons à notre cycle S à deux dimensions. Celle surface étant tout entière à distance finie, il n'v aura de points de la surface que pour des valeurs de yo, comprises entre deux limites <-/, et a^ [a^ <C «2)' Quand j^ en croissant devient égale à a,, une courbe fermée correspondante de S commence à paraître, et l'on peut la représenter dans l'espace (j;,, X2, jv't).
Deux cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se rédiiil à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui soni venues se confondre; dans toute autre livpotlièse, la surface S ne serait pas fermée. On peut faire abstraction de la première hypothèse, car, si pour ).j = (^/, la courbe se réduisaità un point, il arriverait #jue, pour y2 arbitraii^e, la courbe correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des courbes a, et l'on pourrait, par une déformation continue, réduire à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface qui pourrait être supprimée. Nous avons donc, poury.j=rti, une certaine courbe enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y^ croît, cette courbe se dédouble, et l'on a ainsi, pour y.^ arbitraire, des couples de courbes qui, pendant la variation continue de y-,^ ne peuvent disparaître que deux à deux en venant à coïncider. Nous désignerons par C une de ces courbes, correspondant à une valeur d'ailleurs quelconque de y>- Faisons croître jKo depuis ai ; on aura ainsi une suite continue de courbes C, et la surface S pourra être ainsi décrite tout entière en faisant varier d'une manière continue y-2 (non pas nécessairement toujours dans le même sens) et en revenant en Ut avec la position initiale de C.
o. Nous allons malnlenant déformer S, en déformant chacune des courbes C. Figurons {fig. i6), pour une valeur de Vo. la courbe C et les lignes a dans l'espace (^,, x., j,)-
Fig. i6.
Tant que jo "C rencontre pas une valeur singulière désignée plus haut d'une manière générale par 60, on peut faire glisser en quelque sorte la courbe C, sans rencontrer les lignes correspondantes a, de manière à lui faire prendre une position F dans le plan
(K étant une constante fixe),
cette opération se faisant elle-même d'une manière continue quand y^ varie. Mais pour jo= b-^, on a deux lignes a, se rencontrant, et il peut arriver que l'on ne puisse plus déformer C en l'amenant dans le plany, = K, sans traverser a. C'est ce qui arn-
Fig. 18.
vera dans les figures 17 et 18, en supposant, dans la figure 17, que le plan y, = K soit au-dessous du point double A de a. Les deux figures précédentes représentent d'ailleurs les deux circon-
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Stances essentiellement dilTérentes pouvant se présenter; les autres cas étant des combinaisons de ces deux cas.
Pour y.2 voisin de h., on pourra hien faire glisser C de manière à l'amener dans le plan y, = K., mais voici la circonstance qui va se présenter. L'opération qui amène C dans ce plan ne se fera pas (l'une manière continue à l'instant du passage de ja parla valeur Oo. En d'autres termes, pour jk2= <^2— £ et pour yo= 62+ s' (^ et ô' très petits), la courbe C,, et la courbe infiniment voisine C'^ correspondant à ces deux valeurs de y., n'auront pas été ramenées dans le plan y, = K. à deux courbes infiniment rapprochées.
La raison en est que deux branches de la ligne a se sont traversées quand jKo est passée par 63. Il est facile de voir dans quelle dépendance sont les deux transformées r^ et r'„ de Cq et C; après les glissements les amenant dans le plan y, = K.
Prenons d'abord la figure 1;. Le dessin suivant est fait dans le plan y, = jv; on désigne par m, et m. les points de rencontre
I^^ig. 19.
*avec ce plan des lignes a qui correspondent à y.^= b.^ — c et par m' et m.^ les points de rencontre avec le même plan des lignes a correspondant à y.. = b.-h z'. L'un des dessins correspond ky.,= b., —s et l'autre à r2 = ^2+ s'.
On voit de suite que le cvcle F; est équivalent au cycle V^ plus le cvcle correspondant à une courbe tournant autour de m, elnio.
Fig. 20. Fig. _,,.
Les circonstances sont difierentes avec la figure 18. On a alors les dessins ci dessus (/i-V. 20 et 21) : les contours T^ et T^ sont les mêmes, mais le sens de la flèche est changé.
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6. Ceci posé, suivons la défonnalion de la surface S obtenue en ramenant chaque courbe C dans le plan j', = K. Cette déformation se fait d'une manière continue, sauf quand j''^ passe par une valeur désignée par 62 et que l'un ou l'autre des cas du paragraphe précédent se présente. Supposons que nous soyons dans le cas de la ligure I", et gardons les notations du paragraphe précédent. Dans la surface déformée les lignes F^ et Tj, qui correspondent à deux valeurs très voisines dejv'one sont pas très voisines l'une de l'autre ; on passe d'une manière continue de lune à l'autre en déforinantro de Fo en Cq dans l'espace (xi , x.,. y{ . bi — î). puis en allant de Co en Cq sur notre surface initiale S, et enfin amenant C|, en F|, dans l'espace (.r,, Xo, J'i, b^-r ^')- Or, on peut réaliser autrement et d'une manière équivalente ce passage de Fq en F'^. Considérons, à cet effet, le cycle F^ qui est dans le continuum
(P) jK = K H- iibi—t)
et qui est sur la surface de Riemann entre ^ et :;
Faisons partir >' de la valeur ci-dessus, et faisons décrire à cette variable dans son plan un contour fermé autour du point b, dans un sens convenable, et en supposant (|ue sur ce contour la valeur de y 2 s'éloigne peu de b-y. Le cvcle Fo se transformera, d'après ce que nous avons vu dans bien des circonstances, par cette circulation en un cycle ayant la forme de F^, et qui sera, si l'on veut, Fg dans l'espace (.r, , Xo, • 1 . l'^o — s ) ; la surface engendrée pendant ce déplacement augmentée de celle qui correspond au transport de la courbe FJ, de l'espace (j?, , j7o, y^ , b-, — î) à la courbe F'^ de l'espace (a;,, X2, y\, b^-^- s'). Ce second mode pour passer de F,, à F'^j est équivalent au premier, c'est-à-dire donne la même valeur pour l'intégrale double sur les surfaces correspondantes. Nous avons donc fait dis/jarailre la discontinuité dans la déformation de la surface obtenue en déformant la courbe C en cycles dans le plan de la variable x pour
et, par suite, nous pouvons substituer à la surface S une surface co-onexe formée de lignes F, à la condition d'ajouter la portion
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dont il vient d'êlrc parlé el qui est elle-même formée de cycles correspondant à r = const. De là résulte que nous n'avons à envisager, pour- le calcul de la p('riode, qu'une intégrale de la forme
prise pour un chemin convenable de la variable y. Si donc, en décrivant notre surface cyclique S avec la courbe G, nous ne rencontrons, pour les valeurs singulières de j'2» ^ue le cas de la ligure 1-, la période sera obtenue par l'intégrale précédente, où (o(y) est une période de
Q( ./•, V-, z ) dj
prise le long d'un chemin fermé convenable, ce (|ui démontre bien le résultat énoncé et nous conduit aux formes étudiées au n" 3. Les choses se présentent sous une forme un peu dilFérenle dans le cas de la figure 18. Il n'est pas possible, en effet, de trouver un chemin dans le plan de la variable jk menant de Fy à T'y Nous allons calculer directement la valeur de l'intégrale double |)rise le long de la surface engendrée par le déplacement de la courbe Fy de l'espace {x^^ x^^yK-, ^2 — î) à la courbe F',, du même espace, après avoir passé par les courbes Co et C^,. Nous ne changerons pas la valeur de l'intégrale double si nous substituons à C^ et CJ, deux courbes de même forme mais très voisines de A, el les supposant respectivement dans les espaces
(a;,, .r,, j',, 60— £) et. (.ri, .f.,,/,, 6.^- s' ).
La surface en question pourra alors être engendrée en laissant d'abord JK2 égal a by — e et faisant varier y, et déformant en maintenant Fq, de manière que, jKi étant très voisin de 6, (en posant comme plus haut 6 — ^, + ib-,, et 6, étant 1'/, du point double A), la transformée F, de Fq soit de dimensions très petites et très voisines de A, puis ensuite avec ^2= ^^2-+- ^' -, on aura une surface résultant de la déformation de F|, et se terminant à une courbe V\ , avecjKi très voisin de 6,, (jui est de dimension: très petites et très voisine de :V; outre ces deux sui faces, il y aura des surfaces de dimensions très petites reliant F, à G,, puis G, à G', et enfin (>', àF', .
L'intégrale prise le long des trois dernièies surfaces est négligeable, c'esl-à-dire c[u'elle donne zéro quand les dimensions de C,, C, , r, et r'^ tendent vers zéro, et il reste comme valeur de notre intéi^rale sur la surface limite
f 'My)dy,
Q(t') correspondant au cycle F (c'est la notation déjà employée), et en posant
Les deux portions de l'intégrale ne se détruisent pas, il j a au contraii'e multiplication par deux, parce que le sens sur le contour a changé, comme l'indique la figure i8. En définitive, le passage de y.2 par b-^ amène le changement de signe de Q, en même temps qu'il faut ajouter l'intégrale ci-dessus: il revient au même de dire que l'on intègre
'(7) dy
le long d'un chemin qui passe parle point singulier r ^= b, w (j') arrivant au voisinage de ce point avec la détermination û(y) ; mais, après le passage de y |)ar 6, on doit changer le signe de w(-k).
On [)Ourrait donner une forme analogue au résultat trouvé plus haut relatif à la figure 16, en disant que l'on prend l'intégrale
co(r ) dy
le long d'un chemin passant par le point critique b\ en ce point, (o (y) devient alors infinie (comme un logarithme), et, après le passage àe y par 6, on doit augmenter w(jk) ^^' ^(.'')-
En combinant les résultats précédents, nous voyons que l'intégrale double prise le long du cycle S peut s'obtenir de la manière suivante : Soit w(,x) ""^ période convenable de l'intégrale
Q(a;, jK, -; dx
on formera l'intéarale
^{y)dy
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dans le plan de la variable eoinplexo y le lonj^ d un chemin 1) pouvant passer par les points singuliers désignés d'une manière générale par 6. Quand D traverse le point singulier^/, on doit augmenter i-o(y) de
'j-i étant un entier positif ou négatif, et ^i{y ) ayant la signification du n" 2. De plus, en revenant au point de dépari O sur le chemin D, on doit retrouver la détermination initiale de iii[y), puisqu'on revient à la même courbe C sur la surface S. La valeur de l'intégrale est alors facile à calculer. Figurons le chemin D avec les trois points ^,, b.j. b-i { fig. 22) pour fixer les idées et le point
Fi g. 22.
de départ O. Soit, ei: outre, a un point quelconque dans le plan;
traçons
abi. ab-i. cib^,
que Ion va regarder comme des lignes doubles. Au lieu de prendre l'intégrale
sur le contour D, on peut la prendre sur le contour
Ohxabxbyab^b.^abzO ^
en supposant que, aux points correspondants de abi et de 6/a, la différence des valeurs de 10(7) est a/Q/Q-), le saut brusque ayant
alors lieu en a. D'ailleurs, comme ou doit retrouver la même valeur en o, il faut manifestement que l'on ait l'identité
Enfin la valeur de l'intégrale sera
^v-i f ^'*-i{y)df.
Par suite, toutes les périodesde notre intégrale double peuvent être obtenues au moyen des combinaisons envisagées au n^ 3. Le résultat énoncé au commencement du n " 4 est donc établi.
7. Dans la forme analytique que nous avons donnée aux périodes de l'intégrale double figurent les fonctions ^(y) relatives à cliaque point singulier.
On pourrait, sans parler de ces périodes particulières de l'intégrale abélienne
0(.r, y, z } dr
donner encore la forme suivante aux périodes de l'intégrale double. Soit toujours a un point arbitrairement choisi; considérons une intégrale w/(_^>'') de l'équation différentielle linéaire E relative aux périodes de (8), et supposons que j' partant de a y revienne après avoir décrit un chemin C/ autour de bi et avec la détermination o>|(j>^); on fait ainsi pour un certain nombre de points singuliers 6. Supposons enfin que l'on ait l'identité
Alors l'expression
est une période de l'intégrale double. Il est clair, d'après l'identité (9), que l'expression (10) ne dépend pas de a.
Dans tous les numéros précédents, nous avons supposé, comme il était permis, que la surface algébrique / avait une position
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(juolcouque par rapport aux axes de coordonnées; dans ces conditions, ]es points singuliers h de l'équation difTérenlielle linéaire E, qui a joué un rôle capital dans toutes nos recherches, possèdent des pro|)riétés d'une remarquable siniplicit(' qui nous ont été très utiles. Enonçons seulement pour le moment une remarque importante pour le cas, peu intéressant au point de vue théorique général, mais qui peut se renconirer dans des applications particulières, où les axes de coordonnées auraient une [)Osition particulière par rapport à la surface. Les points singuliers de l'équation (E) peuvent être alors de nature plus compliquée, mais les expressions (lo), sous la condition (g), sont encore évidemment des périodes de l'intégrale double, routefois, et c'est là le point (jue nous venons signaler, tous les cycles à deux dimensions de la surface algébrique ne pourront pas toujours être engendrés de cette manière, en ramenant à un seul plan i' = a, contrairement au théorème que nous venons de démontrer plus haut, dans la démonstration ducjuel la nature simple des points singuliers h a joué un rôle. Nous le montrerons sur un exemple dans la section suivante.
8. Revenons aux périodes précédemment trouvées avec la condition
Elles se ramènent immédiatement à un nombre limité d'entre elles. Tout d'abord, parmi les Q/(j/), il y en aura, en générai, ip qui sont linéairement indépendants. Ceci arrivera en particulier si l'équation E est irréductible (ce qui est le cas général). Supposons, en effel, que, parmi lesO,( i), il yen ait moins de ip linéairement indépendants, soient
1>1, iU, ll.s- U<ip)
et supposons tracées toujours dans le pian de la variable y les coupures allant de a aux points singuliers b (comme au n'^ !2). Considérons l'intégrale û, ( }'), elle n'aura en a que .v déterminations linéairement indépendantes, |uiisque la circulation autour
d'un lacet correspondant à 6/ augmente simplement, d'une manière générale, (.o( )) d'un multiple de Q/( r), et que, parmi ceux-ci, il n'j en a que s linéairement indépendantes. L'équation E aurait donc une intégrale qui n'aurait dans tout le plan que s déterminations linéairement indépendantes; elle serait donc réductible, contre l'hypothèse faite. Dans les généralités qui vont suivre, il sera supposé qu'il y a 2p fonctions Q linéairement indépendantes.
Soient alors, pour fixer les idées,
les Q correspondant respectivement aux points critiques
linéairement indépendants. Si h est supérieur à 2/>, on a nécessairement une identité
m'i Û, H- ... -H m'i,, i>2/, + m,^ il,^ = o ( m,, 3^ o ).
Envisageons alors les expressions kh= in'l / i>,(jK)rfr+..--l- 'w^p / ilip{y)dy^ m,, \ i}.i,(y)dy
qui sont des périodes. Or, si P est une période de l'intégrale double, on a
P = V iJt/ / <li{y)dy avec ^ V-i-dY) = " h
on pourra manifestement trouver une relation entre les P et les A, par l'élimination des quantités
C ilH(y)dy (A = 9./? -4- I, ..., N),
ce qui conduit à une relation de la forme
XP-H 2 Xa.V/,-4-2 2v /" Ov(jK.«y = 0, A z= 2/) + 1 V = 1
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A, les l~h eL les ôv étant des entiers, et A étant difTérent de zéro. Puisque P et les A ne dépendent pas de a, il en sera de même de
ce qui entraîne la relation
2 0, j il,{y)dy,
Mais les Q.y[y) (pour v = i ,•-<,,... , 2/>) sont linéairement indépendants par hjpothèse; [)ar suite, on aura
Ôv= O ( V = I, 2, . . . , 2/)).
11 résulte delà que, entre Pet les A, d y a une relation homogène et linéaire à coelïîcients entiers. Donc, nous sommes déjà assurés que le nombre des périodes est au plus égal au nombre des quantités A, c'est-à-dire N ■ — 2/9.
9. Nous pouvons aller plus loin. 11 existe des relations homogènes et linéaires à coefficients entiers entre les A, d'où résulte une diminution du nombre des périodes. Puisque l'intégrale double dont nous sommes partis est de première es|)èce, toutes les solutions de l'équation E, désignées d'une manière générale par co(j^), ont leurs résidus nuls poui' le point à l'infini. Soit alors (o( y) une solution arbitraire de l'équation E; en prenant
w ( jK ) dy
le long de l'ensemble des lacets b^, 60, . .., by, on obtiendra le même résultat que pour un contour autour du point à l'infini, c'est-à-dire zéro. La valeur de l'inléi;rale lu'écédente est manifestement de la forme
' '-h(y)(fj-+-...^ixy ilTi{y)dy.
En l'égalant à zéro, on obtient une relation homogène et linéaire à coefficients entiers entre les A. En prenant pour w(jk) succès-
sivemenLi/) solutions indépendantes to,. coj, .... io.2p de E, on obtient 2/> relations de cette nature.
La valeur de l'intégrale
autour du point oc, exprimée en fonction des A, prend la forme
les V étant des nombres rationnels. On obtiendra donc les ip relations
Une question imporlante se pose immédiatement : ces q,/) relations H sont-elles distinctes, c'est-à-dire peut-on en tirer 2.p des A en fonction des N — ip autres? JNous allons démontrer que la réponse est affirmative, en raisonnant comme à la page SaS.
Considérons, à cet effet, une intég^rale arbitraire de seconde
P( .r, y,^) dx
(P polynôme en x, y et z s'annulant sur la courbe double) de la courbe entre x el z représentée par l'équation
Les périodes de cette intégrale sont des fonctions dejv"» satisfaisant à une équation linéaire du type E. Les ip déterminations w,, (O2, . . . , isi-ip linéairement indépendantes sont unilbrmes à l'infini, et l'on a par exemple les développements
ov. = a%r' - ari j«-i +. . .- ^ ^. . .+ ^ ^. . .
autour de j'' ^ ce. Comme nous l'avons vu, les 1 p résidas de l'intégrale double
r rVix. Y, z)dx dy
relatifs à la courbe à l'infini de la surface, sont les valeurs de l'in-
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légrale
aiiloiir du point à l'infini; ils onl flonc pour valeur
Nous avons vu (p. 828) que, en nous plaçant dans un cas très général, on pourra certainement déterminer un polynôme
?f r ) = «I >-''-' ^ «2 J"'—- -f- . . . -!- a/,, tel que les 2/) résidus de l'intégrale douJ)le
'f{j)P(.r, y, z)dxdy f'z
aient des valeurs arbitrairement choisies.
Ses ip résidus par rapport à la courbe à l'infini de la surface algébrique seront donc linéairement indépendants au point de vue arithmétique.
Désignons alors jtar
Q' ( .r, K, - ) dr dy
fQ' polynôme en x, j% z, s'annulant sur la courbe double), une intégrale double jouissant de la propriété ci-dessus. Elle va nous servir à démontrer que les 2/» relations S sont distinctes.
10. Les équations différentielles linéaires E et E' relatives au\ périodes de l'intégrale abélienne (8)
et de l'intéffrale
ont même groupe.
Désignons par
Qi.r.
z ) dx
QH-r
les expressions formées avec l'intégrale (1 2) de la même manière que
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les A des n"' 7 el 8 avec l'inlégrale (2). Les ip résidus de ,(12), relatifs à la courbe à l'infini, seront égaux à
(i3) Ap+xKp^i-^---^A^y {11 = 1,0., ....-ip),
les nombres rationnels v étant les mêmes qu'au n° 9, puisque les groupes des équations dififérentielles linéaires E et E' sont les mêmes; désignons par Tt^^ l'expression (i3).
Nous allons voir de suite que les ip relations S du n° 9 sont distinctes. Si, en effet, celles-ci ne pouvaient être résolues par rapport à 1 p des A, on pourrait trouver des entiers kh (non tous nuls) tels que l'on ait
identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les lettres A. Il en résulte que l'on aurait
\k/iTZh= O,
ce qui est contre l'hypothèse que les tz/i ne sont liés par aucune relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
La réponse à la question posée au numéro précédent est donc bien affirmative. Par suite, le nombre des périodes de notre intégrale double de première espèce est au plus
puisque, entre les ]N — ip périodes A, il existe ip relations distinctes homogènes et linéaires à coefficients entiers.
La question qui se poserait maintenant serait la recherche du nombre des périodes, distinctes de l'intégrale double la plus générale de première espèce d'une surface donnée. Mais c'est une question que nous n'aborderons j)as en ce moment et c'est dans une tout autre direction que nous allons nous engager.
Nous allons voir dans les sections suivantes que c'est la combinaison
qui est véritablement intéressante, et nous trouverons une rela-
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lion remarquable entre les deux nombres c^ cl o el la combinaison précédente.
II. — Généralisation des résultats précédents; sur certains cycles à deux dimensions de la surface, situés à distance finie.
11. ÎNous sunimes, dans la section précédente, partis d'une mlégi'ale double de première espèce. Que deviennent les considérations, dont nous avons fait usage, quand, au lieu d'une intégrale de première espèce, on considère une intégrale double quelconque de la forme
Pi'.r. )'. ; , <I.T ri Y
P(x, y, :;) étant un pohnome quelconque s'annulant sur la courbe double. Les périodes de l'intégrale abélienne
P( .r. K, ^ » dr
' Tz
relative à la courbe _/(j'. j', c)=^o entre x et c sont alor» des fonctions de y. Ces périodes sont au nombre de
^ xp -:- m — I
et satisfont à une équation linéaire E'. l^armi ces périodes, m — i
correspondent aux points à l'infini et sont des polynômes en y {voir
page 2 i 7 de ce Volume). Ainsi, l'équation E' d'ordre -ip -*- m — i
admet comme solutions ni — i polynômes 7:0, —3, ..., r:„i, qui
n'existaient pas tout à l'heure pour l'équation E.
En chacun des points singuliers existe toujours une intégrale il
avec les mêmes propriétés, et si entre 0,, î.lj. . . . , ils il existe une
relation
/«il>i -t-. . .— in^il^ = u (les m entiers),
l'expression
' l»i dy -)- /«2 / ---2 dy -T- . . .^ m^ / 12^- dy
ne dépendra ])as de a. il pourrait arriver que la portion P'^ de la
.surface de Rieaiann correspondant à /(x, «, ;;) =: o [voir n" 3),
limitée par les bords
nii V'{, . . ., ftisV'l,
contînt un ou plusieurs points à l'infini; dans ce cas, l'intégrale donble n'aurait pas de sens à cause des points à 1 infini, mais l'expression précédente n'en aurait pas moins un sens.
Faisons maintenant l'hypothèse, correspondant au cas général ('), que pour une intégrale a/bit/aire de la forme indiquée il y ait ip-r-ni — i fonctions 0(jk) linéairement indépendantes, soient
correspondant respectivement aux points singuliers b de même indice; elles formeront un système fondamental de l'équation différentielle linéaire E'. Envisageons une autre lettre 0, soit ils-, où s est supérieur à '2p -\- m — i . On aura la relation identiaue
(l4j /nii>i -r-. . .-1- //l2,,^m-l*-i2/j+m-l -r- m^ils = O,
et l'expression correspondante, indépendante de a, (ij) //il / ili^jjdy -^...— m, / iï,{j)dy.
11 est facile de voir que les contours
limitent, sur la surface de Riemann f(^x,y, z) = o, une portion de surface ne comprenant pas de points à l'infini, et, par suite, l'expression (là) est une période correspondant à un cycle à distance finie. Pour le démontrer, rappelons que, sur une surface de Riemann à m feuillets, on peut tracer ip -r- m — i contours à regarder comme distincts, si dans la déformation ces contours doivent nécessairement rester à distance finie, et que tout autre contour peut se ramener à une somme de ceux-là, les déformations se faisant toujours sans passer par l'infini.
(') Dans tout ce qui va suivre celle condilion sera supposée satisfaite. Nous la discuterons dans la Section IV de ce Chapitre.
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Les contours
répondent hien à ces conditions |)uis(|.ie les ,p^,n~i fonctions
sont linéairement indépendantes. Ensuite, tout antre contour F, (ou un de ses multiples) peut se ramènera une combinaison des V précédents, sans passer par l'infini. Donc nous aurons sur la surface de Riemann une portion [\ n'ayant pas de points à l'infini et limitée par
cette portion [> adjointe aux ip -h ,n surfaces ouvertes, que nous avons fait correspondre aux contours précédents, nous donnera le c^cie fermé à deux dimensions, tout entier à distance finie, qui donne la période (i 5), comme nous voulluns l'établir. " Nous obtenons donc de cette n).inière
-\ — ip — I m ~ \)
périodes pour notre intégrale double.
La théorie développée plus haut (n%S)aici son analogue. Toute période P de l'intégrale double correspondant à un cjcie, situé à Alistance finie, est encore de la forme
y V-ic I il/A y ) dy avec l'identité
A chaque valeur s plus grande que 2/> + //«_, correspond, d'après ce qui précède, une période P„ et il y a entre P et les P, une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
Nous avons considéré l'intégrale doubl
le
(i6j /• /^P(x-, /, z)dxdy
OÙ p est un polynôme quelconque s'annulant sur la courbe doubh
Nous nous rapproclierons des résullals obtenus dans la section précédente, si nous supposons que liatégrale abélienne
ï'(.r, j. z) fz
relative à la courbe ,/(^', ^t, -^) = o entre x et z. est de seconde
espèce. Léquation E' est alors seulement d'ordre 2/j, et nous
avons de nouveau
expressions correspondant à 2/> + i lonctions il. A la vérité, elles ne peuvent être toutes considérées comme des périodes, à cause des points à l'infini du cycle correspondant, à moins que l'on ne veuille élargir le sens du mol période.
Il résulte de ce que nous avons dit au numéro précédent que, pour tn — 1 des IN — 2/> expressions trouvées, le cycle correspondant s'étend à l'infini, de telle sorte que l'on ne peut pas dire en général que l'intégrale double prise sur ce cycle ait un sens.
Un cas particulier n'est pas sans intérêt.
Supposons que l'intégrale abélienne (17) soit de première espèce. Alors il n'y a plus aucune difficulté relative aux points à l'infini, et les i^ — 2/> cvcles à deux dimensions conduisent à une intégrale double ayant un sens déterminé. Parmi les IN — 2/> valeurs de ces intégrales, il y en a 2/> qui sont les résidus de l'intégrale double par rapport à la courbe à l'infini de la surface. Nous avons i-appelé à ce sujet (n"9) les résultats de la page 2 i j, d'après lesquels ces résidus sont les valeurs de l'intégrale
autour du point ce.
13. Revenons au cas général du n" 11. Les N — -a. p — {m — i) périodes, que nous avons trouvées, sont-elles distinctes?
Nous allons démontrer que ces périodes sont distinctes, c'està-dire ne sont liées par aucune relation bomogène et linéaire à coefficients entiers, si Vintégiale double
(18 j JJ ■'''j!,"'^ dxdj
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eut iirhilraire (l^ élant toujours un polvnonie s'anniilanl sur la courbe double). Tout d'abord, dans une telle intégrale double, on peut, comme on l'a vu (p. 327), supposer le degré du [)oljnome V limité, puisque par la soustraction d'une expression de la forme
U et V élant des polynômes en x, z à coefficients rationnels en y (s'annulant sur la courbe double), on peut limiter le degré de P, et que dans la nouvelle intégrale les périodes seront les mêmes (pour ce point voir la section suivante de ce Chapitre). Soit alors l'intégrale double (18), ainsi réduite, renfermant s paramètres essentiellement distincts a,, 7-2, ..., y.s, c'est-à-dire telle que, quand les a ne sont pas tous nuls, elle ne se réduit pas à la forme (19). Admettons maintenant que les périodes trouvées de (18) soient liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. U est presque évident que ces coefficients entiers ne varieront pas avec les paramètres a qui sont susceptibles de variation continue. Pour le voir bien nettement, désignons par
Pî, Pf, ..., P'^ [.^=N_a/j-(m-n|
les périodes de (^i8) quand on fait 'J.i=^\ et y.j = . . .= 7.^.=: o, et ^'une manière générale par
les périodes quand y.i^ i, les autres a étant nuls.
Les P^-, P^-, . . ., P^, pour une valeur fixe de /, ne seront pas nulles à la fois, car alors l'intégrale correspondante à y.i=^ 1, les autres y. étant nuls, n'aurait pas de périodes et serait par suite réductible à la ("orme (nj), comme il sera démontré dans la section suivante.
Si les périodes de [iS) ne sont pas distinctes, on aura, par hypothèse, quelles (|ue soient les constantes arbitraires a,
M,(a,Pj-^a2pl-^...^a,l'i)^...-^Mj,(^it', + ^2^'ï-^---^='^'T; = o,
les M élant des entiers qui ne sont pas tous nuls. Les P sont des nombres (ixes; les entiers xM pourraient-ils dépendre des variables continues y.! Donnons à y. des valeurs déterminées, mais arbi-
Irairemenl choisies. On a l'égalilé cl-dessiis. Il faudra nécessaireinenl que tous les coefficients des a soient nuls, c'est-à-dire que
M,Pl^Alol';^...-T-Mjj.Pfr= O (J=I,-'.: ...., S).
En effet, dans le cas contraire, on pourrait exprimer un des a à l'aide des autres et des quantités P; or, ceci est impossible, car on peut certainement trouver s nombres irrationnels a^ tels qu'aucun d'eux ne soit susceptible de s'exprimer rationnellement à l'aide des autres et de nombres déterminés P (en nombre fini). Do là résulte que la relation supposée entre les périodes de (18) est toujours la même, quelle que soit cette intégrale double.
Envisageons alors une intégrale déterminée, d'ailleurs prise arbitrairement, du tjpe (iH). En conservant aux il la même signification que dans tous les numéros précédents, une relation entre ces périodes se traduirait par une égalité de la forme
les m étant des entiers qui ne sont pas tous nuls (').
Supposons alors quau lieu de l'intégrale (18), nous partions de l'intégrale
'i ( y ) V ( x^ y. z ) dx dy
JJ
œ( r) étant un poljnome en y. D'après ce qui précède, nous aurons, quel que soit ce polvnome, la relation
avec les mêmes entiers ?n que dans la relation (20).
Ainsi, en changeant seulement un peu les notations, on aurait
{Ji,^- 23j des fonctions déterminées B,(tj, ..., B^!.)'), holo-
(') Il Cal essentiel de leuiarquer qu'aucun des il^iy) n'est identiquement nul, comme on le reconnaît en calculant Î2,(6) qui est diltérent certainement de zéro, si, comme on peut le supposer, le polynôme P{x,y, z) ne s'annule pas aux points de la surface/ où le plan tangent est parallèle au plan des zx.
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morphes respectivement de a en />,, de a en />o, .... de rt en b^ (dont la somme est d'ailleurs identiquement nulle et (|ui ne sont pas toutes nidles), avec la relation,
/ ?(7)Bi(7)(/k-^...^- / çij-jB.xij')^?»- = o,
l'ii
qui aurait lieu, quel que suit le polynôme '^( r). Il est aisé de voir que cela est impossible. Ceci entraînerait en effet les relations en nombre infini
I j'"iii(y)dy-\-...-i- r"'Hs{j}dy = o
Or, envisageons la somme
où X est une variable arbitraire, correspondant à un point non situé sur les courbes d'intégration ab^ , ■ • • , <-'l>><- l' est certain que la somme précédente représente une fonction de x. qui n'est pas identiquement nulle. En effet, d'après une théorie élémentaire, la fonction de x
dy
«prouve I accroissement
■2-iB/, (J7)
<|uand le point x va d'un bord à l'autre de la coupure bkU.
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Ceci posé, pour x tirs grand, on peut développer l'expression (22) suivant les puissances croissantes de -> et les coefficients
des différentes puissances de - sont précisément les premiers
membres des relations (K). L'expression (25) serait donc identiquement nulle, ce qui est contradictoire. Le théorème est donc démontré.
1 i. Parjui les N — ip — [m — 1) périodes distinctes que nous venons de trouver, il y en a 2/> qui sont les résidus de l'intégrale double relatifs à la ligne à l'infini de la surface; ces résidus correspondent à l'intégrale
prise autour du point ce, en prenant pour oj( j'), ip intégrales de l'équation E' formant un système fondamental avec les m — i polynômes désignés par — au n" 11. Si l'intégrale double est arbitraire, ces 2p résidus sont certainement distincts ; on le démontre eu raisonnant comme au n° 9.
Nous concluons de là, qu'e/i ne comptant pas les périodes correspondant aux résidus relatifs à la courbe à l' injini de la surface, nous uions
périodes distinctes correspondant à des cycles à distance finie. En particulier, envisageons une intégrale double générale de seconde espèce, du type des intégrales précédentes,
ir dv
comme cette intégrale, étant de seconde espèce, n'a pas de résidus. le nombre de ses périodes correspondant à des cycles à distance finie est égal à
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sont des points singuliers de l'cqnalion diflTérentielle E' jouissant, des propriétés très simples sur lesquelles nous nous sommes appuyés. Nous avons déjà énoncé au n" 7 la remarque, que les choses seraient moins simples si la surface avait une posilioti particulière par rapport aux axes.
Vérifions-le sur la surface
qui nous donnera d ailleurs l'occasion d'exemples d'une autre nature particulièrement instructifs ('). Envisageons la courbe entre x et z représentée par l'équation précédente. Nous avons, pour cette courbe, deux cycles F, et Fo ; en faisant décrire ky dans son plan un chemin fermé convenable, nous ramenons F) et F^ à leurs positions initiales, et ainsi se trouvent engendrés deux cycles à deux dimensions pour i] situés à distance finie. Les points critiques relatifs à y sont ici les trois racines de
mais ces points singuliers ne sont pas de la nature de ceux que nous avons rencontrés dans le cas général. On ne trouve ici que deux cycles à deux dimensions. D'ailleurs ces cycles existent bien elfectivement, je veux dire ne se ramènent pas à zéro. Envisageons eu effet l'intégrale double
.r dx il Y
«pion vérifie aisément être de seconde espèce, ce (jue nous allons retrouver d'ailleurs plus bas. Calculons sa valeur le long tlu cycle précédent. Posons à cet ellet
j; = "v/i— j--'. /, d où se dt'duit
L'intégrale double devient alors
( ' ) E. PicAitb, Sur les périodes d'une intégrale double de //action rationnelle {Annales de l'École i\'ormale supérieure, 1903).
Sous celle forme, les péi'iodes sont calculées de suile. En effet, désignons par oj el oyt des périodes de l'intégrale simple
/ V^—y'^-dy,
el par Q el lis les périodes de l'intégrale simple
t dt
Nous aurons pour périodes de l'intégrale double correspondant aiiN. deux cvcles à deux, dimensions indiqués plus liaul
mil et LoLlt
[t = racine cubique imaginaire de l'unité); ces expressions étant différentes de zéro, les deux cycles existent effectivement.
En |)erinutanl a; et y on a deux autres cycles à deux dimensions, et 1 on peut montrer qu'ils ne se ramènent pas aux deux premiers. En effel, l'intégrale double
' y dx dy
ir
prise le long de l'un ou l'autre des deux premiers cycles est nulle, puisque l'intégrale double exprimée à laide de r et t devient ici :
JJ
qui est nulle le long des cycles à deux dimensions de la première catégorie. Au contraire, en considérant l'intégrale double
'y dx dy
le long des cvcles de la seconde catégorie, on aura des valeurs différentes de zéro, l^ar suite, tous les cvcles à deux dimensions ne peuvent être formés en faisant la réduction avec un plan j^ = a, comme nous voulions le montrer. Mais ceci n'est pas en opposition avec le théorème général démontré au n*» 6, car les plans
y = const.
occupent une position spéciale par rapport à la surface.
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I(). Il sera intéressanl do faire, siii- la surface
une véiilicaliuii du lliéorèine général du n" 14 sur le nombre des ])ériodes d'une intégrale double générale de seconde i'spèce correspondant à des cycles à distance finie.
l^our une surface générale du troisième degré, on a
lexpression
sera ici égale à (J. Nous devons doue [)ouvoir trouver.s^o; périodes distinctes pour une intégrale double arbitraire de seconde espèce de la surface (S). Or, envisageons l'intégrale double
(■2J) / / — dxdv,
A, li, C étant trois constantes arbitraires.
Nous montrerons d'abord que cette intégrale est de seconde espèce. Prenons par exemple,
L identité
II— t/.' </> ( qui corre.->|»uiul à A = C == o).
rend manifeste que l'intégrale est de seconde espèce. Les deux autres intégrales se déduisant de celle que nous venons d'examiner j)ar des permutations de lettres, il n'est pas douteux que l'intégrale (23) est de seconde espèce. La possil)ilité de cette permutation est évidente pour
Pour la troisième intégrale
ff
xy
Ix dy
il siilfit (le rcmarfuier que l'élément
peut se remplacer par
(Ix <ly
dv dz
el nous avons par suite l'intégrale
-^,dydz.
qui est de même type que les précédentes.
Calculons maintenant les périodes de (aS). La première catégorie de cycles à deux dimensions, dont nous avons parlé au n° lo, donne les périodes
(24) <:wL>, Cwt>î,
les intégrales doubles ajant pour coefficients A et B, donnant des périodes correspondantes égales à zéro.
Les c\cles de la seconde catégorie (pour lesquels la réduction est faite avec un plan ^ = «) donneront, dans les mêmes conditions, les périodes
(•25) BwL>, Bt..L>î.
Enlin, on pourra encore former deux autres cycles, en faisant la réduction avec un plan ; = «, et cela toujours de la même manière. Ils donneront les périodes
(:ifi) A(ot>, AojOe.
Par suite, nous avons jornu', pour i intégrale double de seconde espèce (^3), six périodes distinctes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie, représentées par les expressions (^4)> (^o), ('-i^).
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III. — Comparaison entre le nombre des périodes des intégrales doubles de seconde espèce et le nombre p„ des intégrales doubles distinctes de seconde espèce; relation fondamentale entre ces deux nombres.
17. Nous allons levenir inainleiiaul au problème doul, nous nous sommes occupés au Chapitre précédent : reconnaître, étant donnée une expression
(^Q s'annulant sur la courbe double), si elle est susceptible de se mettre sous la lorme
(Jx o y
Comme nous l'avons signalé au Chapitre précédent, le nombre p joue un rôle important dans ce problème.
Le cas Le plus simple est celui de p = i, dont nous nous occuperons tout d'abord, en nous reportant particulièrement pour les notations au n" 10 du Chapitre précédent. Nous avons, si le problème est possible, l'identité
fi ~ <^-r
iJy
où B, est de la l'orme
Bi = «i 11 H-.
les a et c étant rationnels en y. Les 1 et les J sont déterminés, comme il a été expliqué aux n'" 10 et 12 du Chapitre précédent. On a
''-fl'
les O et ^ étant des polynômes en a; et ^ à coefficients rationnels en y. Quant à A,, c'est une fonction rationnelle x, y, z, dont il est inutile de donner la forme.
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Posons, pour abréger,
Q' étant im polynôme en j?ct :; à coefficients rationnels en j^.
18. Pour une valeur fixe, arbitraire d'ailleurs de y, intégrons les deux membres de l'identité (27) le long d'un cycle relatif à la courbe y (x, jK, :;) = o entre .c et ;. Nous aurons d'une manière générale
0) et (jj' étant les périodes correspondante.-? des deux intégrales abéliennes
La variable y partant de </, tournant autour d'un point Z^/ et revenant à son point de départ, nous déduisons de suite par intégration de l'identité (28)
(■2ij) f ili{y)dy^il\{a\
eu prenant pour w(y) nwe période augmentant de fi/( >\) par une rotation de y autour de bi (nous nous servons des notations du commencement de ce Chapitre). Quant à tlj {^y ) il a la même signification par rapport a l'intégrale
r Q'dj-
(jue iit{_v) par rapport à l'intégrale
Les égalités (29) relatives aux divers points singuliers b vont
nous permettre de faire une remar(jue importante. D'après la
première section de ce Chapitre, les périodes étudiées de l'iuté-
;rale double
Q{x, K; -s) dx dy
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sont de la forine
Les équations cllfFéreiitielles linéaires r(;latives au\ deux. iiiLé- «^a-ales (oo) et (3ij ont Vt même groupe. Si, entre certains i\\ , on a l'identité
on aura nécessairement l'identité
Or on a
Par conséquent, Loutes les périodes (' j «i/c^ r intégrale double sont nulles. Ainsi, l'identité {'-i']) entraîne la conséquence que loutes les périodes de I intégrale double
sont nulles. 11 s'agit d'ailleurs, on ne doit pas l'oublier, de surface pour laquelle io = i .
19. Nous démontrerons maintenant la réciproque du tbéorème précédent :
Si loutes les périodes sont nulles pour C intégrale double qui précède, on peut mettre —, sous la forme
ôx Oy
Nous allons d'abord chercher si, les périodes étant supposées
(') Quand nous parlons de péiiodes, nous parlons toujours des périodes étudiées plus haut, relatives à des cycles tout entiers à distance finie, et qui sont en nombre N — ip — {ni — i).
milles, un peul délerniiner les a el les c lalioiinellement eu j', de lelle sorle que
^Ay) «^oiTespondanl à linlégrale
(}' dx
fi OÙ
avec les notations rappelées au n" 17. Désignons d'une manièie
générale par
12^ et r^
les valeurs, analogues à 12,, se rapportant aux intégrales
J â''' " J -jT'
écrivons les ^« relations
qui vont déterminer les up -\- m — i fonctions dejK
cil. •..; <^2/); <^2" •••5 C/n-
Les jN relations (R) se réduiront à 2.p-\-ni — i d'entre elles, puisque toutes les périodes sont supposées nulles; car, en ajoutant plus de 2/> -r m — i des relations précédentes multipliées par des entiers u. tels que S;j./0,Yr) ^ o, on obtiendra zéro identiquement. Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait des relations distinctes en faisant i successivement égal à
I , -2, . . ., -ij) -h m — I.
Le déterminant des coefficients des ip-\- m — 1 inconnues a et c dans ces relations ne sera pas identiquement nul, car alors il y aurait une combinaison linéaire des intégrales
Q^ dx r qk dx
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qui, n'avanl pas de période, serait algébrique, ce qui esl iiicouipalible avec la façon dont on I, été formées ces intégrales.
r.es relations (R) |)erniettent donc de déterminer les a el les c, mais les valeurs ainsi obtenues sont-elles fondions rationnelles de yl II est aisé de voir qu'il en esl bien ainsi; il suffit de montrer que ces fonctions sont imilormes, car aucune singularité essentielle ne se trouve dans les expressions figurant dans lescalcnls qui précèdenl. Or, quand on fait décrire à )' un chemin fermé entourant le point singulier A,, les
()/' yl.
et I intégrale
f' ili{j)dy •'h,
se reproduisent respectivement aux termes additifs |)rès
v.,i>,^ v.at et -^s f ii,(y)dy (V., entier).
' lu
L'ensemble des relations (U) n'a donc pas changé, quand on substitue aux coefficients des a et des c leurs nouvelles valeurs après que r, partant d'un point, y revient après avoir décrit un contour quelconque. Ceci suffit évidemment à établir que les a et les c sont des fonctions uniformes, et, par suite, rationnelles àey. ^Nous avons donc déterminé une fonction rationnelle B, dex, y et ^, en posant
Montrons maintenant que l'on peut déterminer une fonction rationnelle A, de X, j-, ;, telle que
fz <^y O.r ' Il suffit défaire voir que l'intégrale abélienne
.., -, dx,
Jz ày I
regardée comme appartenant à la courbe entre x el c,
P. i;t s.. II.
n'a pas de période. Or c'est précisément ce fait qu'expriment les relations (B.), qui nous ont servi à déterminer les a et c figurant dans B,, ou du moins ce (ait résulte de leur dérivation par rapport à y. Il est donc certain que nous pourrons déterminer rationnellement B( en .r, y et :? satifaisant à la relation précédente, comme nous voulions l'établir.
Il est important de remarquer cjue. dans la démonstration de la réciproque, nous ne nous sommes pas servi de ce que p = i. Quand les périodes sont toutes nulles pour l'inlégrale double
on peut mettre -~. sous la forme indiquée. JNous pouvonc donc énoncer la proposition suivante :
Pour que l'expression ^.puisse se niellre sous la forme
OX âB a.T Oy
il suffit que toutes les périodes de l' intégrale (a) soient nulles. Celte condition suffisante sera, de plus, nécessaire s' il s'agit d'une surface pour laquelle le nombre o égaie l'unité.
!20. Le tliéorème précédent va nous conduire à une proposition très importante relative aux surfaces /?o«/" lesquelles p ^ i.
En écrivant que toutes les périodes de l'intégrale (a) sont nulles,
nous avons
N — ( îp -^ m — i)
égalités à écrire. Ces égalités sont-elles bien distinctes? C'est une question qu'il nous faut examiner tout d'abord. Nous avons rappelé (n" lo) que toutes les intégrales de la forme (a), oîi Q est un polynôme en .r, y et z s'annulant sur la courbe double, se rapmènent par la soustraction d'une intégrale
iRm-rAm"^"^
(U et V étant des polynômes en x et ;; à coefficients rationnels en y) à une expression de la même forme, mais où le degré du
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[lolvnome (^> est limité. Soit i|<inc-
P étant un polvnome, s'anmilaiit toujours sur la courbe double, dont Je dejçré soit ainsi limité. Le polynôme P ainsi réduit renferme un certain nombre de [jaraniètres essentiellement distincts ^1" ^--2 y-s [l'oir II 13). La ([uestioii est la suivante :
Les _\ — ip — (m — i) périodes de Finlégrale (;3) sont des polynômes linéaires et homogènes en a, , a., v.,; ces j.olvnomes
M>nt-ils algébriquement distincts, c'est-à-dire aucune combinaison linéaire à coefficients constants de ces polvnomes n'est-eile identiquement nulle par rapport aux paramètres y.? Xous allons montrer qu'il en est bien ainsi. Plaçons-nous, en etVel. dans l'hypothèse où
les polynômes en x,, a, y., ne seraient pas distincts. Pour une
intégrale double arbilraire de la forme (ai, les périodes se ramènent iiux périodes dune intégrale (3), puisque Tintégrale soustraite pour faire la réduction na pas de périodes: les périodes de I intégrale (,3 i étant, dans noire hypothèse, liées par une certaine relation linéaire dont les coefficients sont indépendants de a,, y.j, . . . , 7.,., il en sera de même pour les périodes de (a). Nous arrivons donc à la conclusion que les périodes
{in—\-
de 1 intégrale (a), où Q est un pol\nonie uniquement assujetti à passer par la courbe double, sont liées par une relation
(32) /,P,^À,Po-...-^À^_,„_,„_, P,
les A n'étant pas tous nuls et étant indépendants de O. Or. il est aisé de \oir cpie cela est impossible. Nous em|)loierons un raisonnement tout à fait semblable à celui qui nous à réussi au n° 13 pour un but analogne. O ayant d'abord une valeur déterminée, nous envisageons une intégrale double où Q est remplacé par
en désignant par f ( ,/; un polynôme arbitraire. Alors, en raisonnant comme au n" 13, la relation précédente entre les périodes
nous conduit à une relation devant être vérilire, quel (]ue soit le polynôme z, ( y)^
("33) w, / ':.iy)Q.x( y)fly ^... ~ my 1 -^i y ) ils(y) dy = o.
les m étant des constantes (et non pas des entiers, comme au n" 13) qui ne sont pas toutes nulles. Les Q sont des fonctions déterminées, qui corres|)ondent à l'intégrale (a) dont on est parti. Il est essentiel de remarquer que tous les termes du premier membre ne peuvent disparaître, par suite de ce que les m seraient nuls. Soient en effet, pour l'intégrale (a) dont on est parti, les périodes P formées de la façon suivante, en supposant
linéairement indépendants. On pose
f i>,(7)^}- ^. . -^ |.i2/,~/«-i / iîi,,-^„,-x(y }dy
h '^^ II. ■
l'entier 'J-op^m-i+h u'étant certainement [las nul. Si donc, dans Ja relation (Sa), a/, n'est pas nul. on trouvera certainement dans (33) un terme en
/ 9(7) *--i/>+»i-i+/i(y) dy
et, par suite, la constante m.^_p^n,^-s^h n'est pas nulle. D'ailleurs, aucun des Q n'est identiquement nul.
La relation (33) devrait être vérifiée, quel que soit le polvnome 'j( r); il n'v a qu'à raisonner, comme au n" 13, pour voir que cela est impossible. Par suite, il est bieu établi que, en écrivant que les N — 2/? — (/?? — i) périodes de l'intégrale
P( j?, 7, z) dx dy
sont nulles, on obtient IS — 2^ — (/;? — i; relations distinctes.
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Il i-ésiiUe (le là (|ue l'on a
Si en elTel s était inférieur à N — ip — {m — i), on n'aurait pas iN — •2p — {m — 1) relations distinctes, en écrivant que les périodes de l'intégrale (a) sont nulles. D'autre part, si s était supérieur à N — '2i> — ■ [m — 1), il j aurait au moins une intégrale de la forme (^), où tous les paramètres a ne seraient pas nuls, et ([ui se réduirait à une intégrale du type
dx dy, ce qui est en contradiction avec la définition du nombre s.
21. Proposons-nous de calcider le nombre p,, des intégralei doubles distinctes de seconde espèce. Ces intégrales rentrent dans les intégrales du tjpe (^j), dépendant des s paramètres a. il faut écrire d'abord que les intégrales de ce type sont de seconde espèce ; ceci donnera exactement > p relations, car nous avons vu que, sans des conditions très générales, les >. p résidus d'une intégrale double de la tonne en question par rapport à la courbe à l'infini de la surface ne peuvent être liés par aucune relation. jNous avons donc le nombre
dinlégraies du type (|i), qui sont de seconde espèce. Par suite, s — ip représente le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce. D'où le théorème suivant qui est fondamental dans la théorie :
Soil une surface f poai- iaqueUe p^i- Le nombre Oq des inlégraies doubles distinctes de seconde espèce est donné par I. égalité
Po = N — 4 P — ( '" — I )• ou encore :
Le nombre p„ est égal au nombre des périodes correspondant à des cycles à deux dimensions situés à distance finie de V intégrale double générale de seconde espèce de la forme toujours considérée dans notre analyse
872 CIIAIMTRE XI.
Il est renirirquahle que cet énoncé ait précisément la même forme que dans la théorie des courhes algéliri(|ues, où le nombre des intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce est précisément égal au nombre des périodes d'une intégrale de seconde espèce. Mais la généralisation n'(''tait j)as immédiate, et elle est plutôt dans la (orme que dans le fond, les périodes n'ayant pas des deux côtés absolument le même caractère; elle n'est d'ailleurs exacte que quand 0 = 1. il nous reste à examiner le cas où a est différent de l'uni lé.
qu
22. Reportons-nous au n" lo du Clia|)ilre précédent. On y a vu e, à un ensemble de lignes
Co-
correspondant au théorème fondamental de la i)age 24 '> «^'i peut faire correspondre des expressions
Qç
(Q, polynôme en x, y, z s'annulant sur la courbe double), réductibles à une somme de deux dérivées partielles de la forme tant de fois écrite (les fonctions sous ces signes de dérivation devenant infinies pour une ligne C). De plus, toute autre expression
(Q polynôme en -^j J^, z s'annulant sur la courbe double), réductible à une somme de deux dérivées partielles, sera de la forme
M-. Qi
Jz
)-UjO
les u. étant des constantes, U et V des polynômes en x et ;, à
coefficients rationnels enj^, s annulant sur la courbe double.
Ceci rappelé, nous pouvons reprendre avec les modifications
nécessaires l'analyse du numéro précédent. Nous avons toujours le
nombre
des intégrales de seconde espèce du ly[)e (,i>), dont aucune combi-
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naisoii Imriiiie n est réductible à une intégrale du type envisagé plus luiul
Mais, parmi ces i' — o,p intégrales, figurent des intégrales de la ibrnie
f fu <lxdy,
où l'on a
Qi — . . . — ;j.._i <;>o_, 0» / U ^ d [ V \
()x \f'J ' Or [fj
11 faut donc retrancher le nombre p — i de s — ip pour avoir le nombre des intégrales doubles dislincles de seconde espèce, ce qui nous conduit de suite à l(i formule
Ofl = \ — '\ p — (m — ^ n — ( p — I I.
On voit que le nombre p intervient dans 1 expression de py. JNous pouvons alors énoncer le ihéorème fondamental suivant qui comprend comme cas particulier le théorème du numéro précédent.
Le noinbre po est égal au nombre des périodes correspondant ^i des cycles à deux dimensions situés à distance Ji nie de r intégrale double générale de seconde espèce de la forme
Q( T. y. z I (Lr dy
(Q polynôme en x^y^ z- s'annulant sur la courbe double), dimin ué de z — i .
Dans la formule qui exprime le théorème précédent, le nombre p^ est un invariant absolu, c'est-à-dire un invariant pour toute transformation birationnelle. Nous avons déjà dit qu'il n'en était pas de même de z.
!23. Nous avons vu (n" 19) que, si toutes les périodes dune in-
téi^rale double
CUx. y. z ) dx dy
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sonl nulles, on a une idenlilé de la forme
mais cette condition, sutlisante pour l'identité précédente, n'est nécessaire que si p = 1 .
Quand 0 est supérieur à un, une intégrale
où ^ a la forme (34 ), peut avoir des périodes ddïerenles de zéro.
11 est intéressant de voir à quel fait anals tique est due cette circonstance.
On a vu, au n" 15 du Chapitre précédent, qu'à chaque courbe G du théorème fondamental qui conduit à la définition du nombre p (p. s'il), correspond une fonction
-j^ ( Q, |)ol\ nome en a-, y et ^),
telle que
(35) V7 = T- — Tr]^-r\ — 17]'
M/ et Nj étant des polynômes en x et 5, à coefficients rationnels en y. Quant à gi c'est un polynôme en x et j', et la courbe gi = o donne la projection de G/ sur le plan des xy. Les deux (juotients
Nf
et
Si
Si
deviennent seulement infinis à distance finie sur la courbe G, (en dehors de lignes y = const. ).
De plus, il résulte de l'identité (35) la conséquence suivante : pour une valeur donnée de y, l'intégrale
relative à la courbe entre x et z^ f{^, y-, ^) ^ o a, comme points singuliers logarithmiques à distance finie, les points de la courbe G; correspondant à la valeur envisagée de j^; pour tous ces points la
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période logarithmique a la même valeur qui esl une constante F indépendante de y. Pour l'établir, il suffît d'intégrer les (Jeux membres de l'identité (3o), multipliés par dx dans le plan de la variable complexe (y ayant la valeur envisagée d'ailleurs arbitraire) le long d'un petit contour entourant un point M. Le premier membre donne zéro et le second nous apprend que la dérivée par rapport à y de la période logarithmique en question est nulle, ce qui justilie bien la remarque énoncée.
Ceci posé, à l'intégrale (3Gj correspondent des fonctions que nous allons appeler Q', jouant par rapport à (36) le même rôle que les Q par rapport à l'intégrale
~ dx .
mais, tandis que pour cette dernière il y avait entre plus de ■t p -\- ni — I fonctions 0 une relation linéaire et honiogène à coeflicients entiers, soit
2] ^ti/(.r) = <>,
la rt^lation correspondante pour Tintégrale (o(ij sera
7 u, 12',- ( K ) — /. r = o (A' entier);
t*ar la constante F est une période de rinti''grale (36j, C[ui n'avait pas son correspondant dans l'intégrale ci-dessus.
Il est alors facile de se rendre compte que certaines périodes de lintégrale double
(37) Jf^'jidxdy
puissent être difïérentes de zéro, en i-eprenant l'analyse du n" 18. Nous avons, comme dans ce numéio,
^ a, j^ i>,( j- I dy = 2] l^i'X-^^^ ) \y^ \^,^^-iLy) = A '
mais, ici, le second membre n'est plus nul nécessairement ; il est égal à — /.F qui peut être ditïérent de zéro. On se rend donc bien compte que toutes les périodes puissent n'être pas nulles dans le cas actuel correspondant à p > i ; de plus, on voit que l'inté-
grale (3-) a une seule période qui esl multiple de la quantité F relative à l'intégrale (36).
24. On pourrait vérifier les conclusions précédentes sur Tintégrale double de seconde espèce
' X dr dy
If-
relative à la surface
xi -j_ j/i -h ;sS = I .
déjà considérée au n" 14. On a ici l'identité
X à I x'-\ d Y yx* "I z ~ dx\ z j dy \ ( i — x'^ ) z }
L'intégrale double considérée a deux périodes différentes de zéro, quoique le coefficient de dx dy sous le signe d'intégration soit la somme de deux dérivées partielles.
11 en est de même |)our la surface
P(:r) étant un polvnome en x^ et cet exemple a appelé le premier l'attention sur la circonstance qui nous occupe; nous avons formé incidemment (p. 199 de ce Volume) une intégrale double
dx dy,
OÙ U représente un certain polynôme en x et y, qui avait des périodes différentes de zéro, et l'on avait la relation
LJf.r, )•) _ <) z Ox
ir
-x)z\ ây\_
qui définissait d'ailleurs le polynôme U. Il nous suffira d'appeler l'attention du lec:teur sur ces exemples, où Ton vérifiera sans peine les remarques générales que nous venons de faire.
PÉRIODES DKS IMÉliKALKS DOIIJLKS. 877
IV. — Discussion des hypothèses générales faites dans ce Chapitre.
!25. Jl a étt' admis, dans loiit ce (jiii |)récède (voir n" 11), que pour IcTiuation linéaire E' correspondaril ;"i une inl('i;rale arbitraire
Pi ./•. y. z) dx
(le polynôme Ps'annulanl sur la courbe double), on [)Ouvail trouver •ip-\-m — I fonctions Q qui ne soient pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Celte condition, avonsnous dit, est en général vérifiée. Pour préciser, nous allons montrer qu elle est certainement vérifiée si la surface algébrique n'a pas d'intégrales de diUérenlielles totales de seconde espèce (transcendantes), c'est-à-dire si sa connexion linéaire se réduit à Tiinité.
commençons par prendre une intégrale abélienne
Oi.r. r. Z)rlr
rOi.r. y.
(le polvnome Q s"annulant sur la courbe double") cpii soit une int^rale arbitraire de seconde es[)èce |)our la courbe entre j:: el ;.
Nous avons alors pour >es périodes une équation difléreiilielle linéaire E d'ordre 2/), considérée déjà bien des fois; soit toujours ùi la fonction Q correspondant au point singulier />/.
Supposons que parmi les Ù, il v en ait moins de 2p, soient
entre lesquelles il n'existe |)as de relation homogène et linéaire à coefficients entiers, mais telles que les autres Q sont liées à celle>ci par une telle relation. Aux h cv(des correspondant à 0,. ..., il/,, on peut associer 2/? — h autres cycles, de manière à avoir ]:)Our la surface de Riemann entre j,' el :;,
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■;•./? cycles distincts; désignons (;es -ip — h cycles, ou plutôt les intégrales correspondantes par
OJi, '02, . . . , M2p-/i.
Pour les 2/> intégrales distinctes de seconde espèce
(38) flydx. ..., f\.2,,dx,
formons le Tableau des périodes correspondant à ces c\cles, tij il] ...i>f/'
M \ to f . . . m\ ''
'^ii>~h<-'Ai>-i, • ■ • «y 2 /'-/(•
Le déterminant de ce Tableau n'est pas identi(|uement nul, car autrement on pourrait trouver une combinaison linéaire des intégrales (38), qui serait sans période, ce qui est impossible. Ceci posé, formons les équations
ai 04 ^('.94 ^...-^a.piîf/ =0, c/ituj -i-aoWf -+-. . .-\- a-2,,w\'' = G],
les o.p — h lettres C représentant des constantes arbitraires. Ces équations définissent les a comme fonctions de y ; nous allons voir que ce sont des fonctions rationnelles. En effet, les 1^ et les w se reproduisent, par une circulation quelconque de j', à une somme près de multiples des U; ainsi, par exemple, w^ se change en
fof -r- a, lif -h JJLo 94 -f- . . . -H [J./, t>i
les jjL étant des nombres rationnels indépendants de A. Il en résulte que le système des équations en a reste invariable pour une circulation quelconque de y; donc les « sont uniformes en y, et, par
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suite, rationnels (aucune singularité essentielle ne figurant dans les fonctions envisagées).
Nous concluons de là que les 2/; périodes de Tintégrale ahélicnnc
/ («i II -^ (7o 1-2 -!-. . .-H a-ii, \^i, ) dx,
relative à la courbe entre x et z, f\.r.y. z)^o, ne dé|>endent pas de 1', et, en raisonnant comme nous I avons fait plusieurs fois, on voit que la surface aura des intégrales de différentielles totales de seconde espèce (transcendantes). Nous pouvons donc dire que, si la surface a une connexion linéaire égale à lunitt' (ce qui arrive en général), il y aura certainement ip fonctions; Q fini ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers.
27. IMaçons-nous dans le cas qui précède. Nous allons démontrer que, pour une intégrale arbitraire du type toujours considéré
il y a ip -h ffi — I fonctions ti cpii ne sont pas liées par une relation homogène et linéaire ci coefficients entiers. ^Tout d'abord il y en aura au moins 2/^, puisque, daprès ce qui précède, il en est ainsi quand l'intégrale abélienne (Sg) est de seconde espèce.
Supposons d'abord qu'il y en ail seulement ip ; nous allons être conduits rapidement à une contradiction. Reprenons à cet efï'et les intégrales des numéros précédents
/ Il d.r, . . ., I l-ip d'-. I Jj de, .... I i,n dx
avec les Qf et V^ correspondants (/= i. 2. . . ., 2/>). Écrivons les équations
(4o) a, L>; — . . . -f- a.p ilV' ^ CoYf ^ . . . ^ c,„ Y'/' = 0 {i= i.-2, ..., 'xp
En v considérant les c comme des constantes arbitraires, ces équations déterminent
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le déterminant de ces écfuations du premier degré en a étant certainement différent de zéro. D'ailleurs, d'après un raisonnement analogue à celui du numéro précédent, les a ainsi déterminés seront rationnels en j', puisque le système d'équations ne change pas pour une circulation quelconque de >'.
Les relations (4o)? <5Ù les c sont des constantes, expriment que les 2/> H- //? — 1 périodes de l'intégrale abélienjie
/ (rti!, + . . .-+- «2/^2/^ -H C2J2 -^- ■ •-+- c,„J„j) dx
sont indépendantes de 7. Il j en a a/? qui sont nulles, et les m — i périodes logarithmiques sont les constantes arbitraires Cj, . . ., c,„. On pourra par suite lormer une intégrale de différentielle totale de la surface de nature transcendante et n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie. Or ceci est impossible, et par suite l'hjpothèse faite qu'il y ait seulement ip fonctions J.2 distinctes est inadmissible.
28. Supposons alors (|u'il jait seulement, pour l'intégrale (3y),
fonctions désignées d'une manière générale par Ù, qui ne soient pas liées par une relation linéaire et homogène à coefficients entiers (les égalités étant exclues des inégalités ci-dessus j.
Considérons ip des 0 correspondant à ip cycles distincts de la surface de Riemann entre x et .;, ./(.^•, j', :; ) = o, puis m — ■ i — -z des autres Q linéairement indépendants entre eux et avec les premiers. On aura donc, pour une intégrale (3()) arbitraire,
puis
--2/;-+-l, • • • , "-ir+in l-x-
Envisageons d'autre part les polynômes txo, . . ., Tt,„, correspondant aux points logarithmiques à l'infini. Les
peuvent s'exprimer à l'aide de 0,, . .., Q..,p et ties 7:. Soit ainsi
i>/, ^ Vl i>, -t- . . . -V V.{,, 9..,,, ^ [JL^'TTo -4- . . . + [^/J, T.,n
[h = i/j -\- i, . . . , ip -^ ni — 1 — T ),
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les A et les octant ralioanels. D'ailleurs, tous les déterminants d'ordre m — i — ~ torniés avec les -j. ne sont pas nuls, car, s'il en était ainsi, on aurait une relaliou linéaire entre
ce qui est contre rhv|JOthèse. On pourra donc, par exemple, des m — 1 — T équations du premier degré en Co. . . . , c,,,,
•J-'l Co -f- . . . -i- [J-'m C„i = O ( /' = 'i/? -^ 1 , .... >.p -+-//* — I - ),
tirer Co, . . ., c„t_-^ en fonction de c,„_-^,, . . ., c,„. Ceci posé, leprenons les intégrales
/ li<lr. / lr,^,(/.r. I S.2dx, ..., I J,ndx
avec les
il'l et Vf ( f = I . -2, .... ip — m — i — z ).
Ecrivons les ip ^- ni — i »'"quations du premier degré entre les a
et les c
a,il] — . ..-r-a.pOJ^P -r- c.YJ^.. .-^ c,„rf = o
( i = I , . . . , ip -r- /n I ~ ,' ,
(' /u — T^-l -— - f< fn -T — Il
- (^ /Il — ■"/;(;
les A- étant des constantes prises arbitrairement. Si les a et les c satisfont à ces équations, les ip ^ m — i périodes de Tintégrale abélienne
/ («1 II — . . .-H Cliplip — CoJo — . . .-f- C,nhn) d-^
sont indépendantes des y, et il y en a - qui ne sont pas nulles. Le système des équations précédentes peut se remplacer par le système équivalent
\l'iC2-r. . .-+- \i-'n,C,
'in — " m •
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Sous cette deinière forme on voit iniiiiéclialemenl, à cause des remarques faites plus haut sur certains déterminants différents de zéro, que les équations peuvent être résolues. On a d'abord les c qui sont des constantes, pnis les a. Or la première forme du système d'équations montre que ce système reste inaltéré pour une circulation quelconque de y. Les a seront par suite des fonctions rationnelles de }'.
Donc, sous l'hypothèse que t nesl pas nul, on forme une intégrale abélienne (4'^) dont les périodes ne dépendent pas de j', et z d'entre elles sont arbitraires. On pourra alors (ormer une intégrale de différentielle totale de la surface (de nature transcendante) n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie, et nous avons la même contradiction qu'à la fin du n" 27. Le théorème énoncé au commencement de ce paragraphe est donc démontré.
Nous parlerons plus tard des cas particuliers où la surface aurait une connexion linéaire supérieure à l'unité, et où certaines hypothèses d'un caractère général faites dans les deux derniers Chapitres ne seraient pas vérifiées.
V. — Remarques sur les périodes d'une intégrale double de fonction rationnelle ( ' ).
29. INous terminerons ce (Chapitre en levenant sur certaines intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface
(S) a?» -l-jK^ -H^^ = I,
dont nous avons déjà parlé aux n"* lo et 16. Il s'agissait de l'intégrale double de seconde espèce
dcc c/y,
où a, [i, Y sont trois constantes arbitraires. Nous avons trouvé les six périodes de cette intégrale correspondant à six cycles à deux dimensions tout entiers à distance finie. Or la surlace S étant unicursale, on peut expiimer x, y et z en fonction rationnelle de deux
(') E. Picard, Sur les périodes d'une intégrale double de fondions rationnelles {Annales de l'École Normale supérieure, igoS ).
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paramètres u et f. L'intégrale double devient alors une intégrale double de fonction rationnelle
R( M, v) du (h-,
R étant rationnelle en m, ç. Cette intégrale double étant de seconde
espèce, on a certainement
o\ dB R(u.i>)= — ^—, au Ov
A et B étant ralionnelles en u et v. Tous les résidus de cette intégrale double sont donc nuls. D'autre part, on est porté naturellement à regarder comme étant des périodes de cette intégrale les six périodes de riulégrale relative à la surface S, dont elle est la transformée. C'est une question de mots; mais il ne faut pas faire de confusions avec les dénominations employées plus haut; les six cycles à deux dimensions dans l'espace (^, y, c), qui ont donné les six périodes en question, se transforment dans l'espace («, v) en six cjcles ; mais, ou bien ces cycles ont des points à l'infini, ou bien ils passent par des points pour lesquels R devient infinie ou indéterminée.
Indiquons le résultat du calcul dans le cas de l'intégrale
r dx dy
r r Y dx dv ,
pour laquelle les six cycles donnent seulement, comme nous l'avons vu plus haut, deux périodes.
On peut, pour la surface
exprimer x, y el z en fonctions rationnelles de deux paramètres u et \^ par les formules
ABC "^=D' ^^h' ^^t)' oîi
B = — r î — uz- — u- V-,
G = 1 -^ uiHi^'z -^- ut-), D = I -^ uv{i't- -^ uz),
t étant une racine cubique imaginaire de l'unité.
En snbstiUiant dans l'inlée^rale, on Irouve le résultai très simple
et tous les résuhts de cette intégrale sont nuls.
Les deux cvcles donnant des périodes pour notre intégrale dans l'espace (.r, y^ z) peuvent être définis de la manière suivante. Posons
en faisant décrire à .r et à t dans leurs plans i-espectifs des contours ne se réduisant pss à zéro et ramenant respectivement
<J \ — x'^ et \/ \ — t'^
à leurs valeurs initiales, on engendrera un cycle à deux dimensions P de la surface S. Au cvcle P de l'espace (^,J', z) correspond un continuum Q à deux dimensions de l'espace (w, c^); l'intégrale double (44) pi'ise sur ce continuum est en un sens une période de (44)i puisqu'elle est une période de l'intégrale (43)i mais elle n'a rien de commun avec un résidu, et avec les périodes envisagées plus haut.
La correspondance entre l'espace (.r, y, z) et l'espace (m, v) est établie par les relations écrites plus haut
Il V a certains points de l'espace (m, v) qui sont des points fondamentaux dans la représentation. Tels sont, à distance finie,
ii = I , t^ = I ,
A chacun de ces points de l'espace (^^, v) correspond une courbe de l'espace (jc, y, z); on conçoit que, si une de ces courbes rencontre le cvcle à deux dimensions P, le continuum Q dans (u, v) passera par le point correspondant que nous appellerons A. Or un tel point A appartient au continuum
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pour Ie(|iiel rinlV'-^iaU; (;st en général infiDie, ce qui fait (hk; le conlimmin Qesld'une (oui, autre naliireque ceux que nous avons envisagés dans la théorie des résidus des intégrales doubles. Il n'y a donc aucune conhadiction. On |)eut encore remarquer que, quanfl le cycle P se déforme dans l'espace (.r, y, z), son correspondant Q, qui se déforme aussi, passe néanmoins constamment par le point A. Il v a aussi des points fondamentaux à Tinfini, auxquels s'appliquent des considéralions analogues.
CHAPITIIE XII.
SUR LA FORMULE GÉNÉRALE DONNANT LE NOMBRE DES INTÉGRALES DOUBLES DISTINCTES DE SECONDE ESPÈCE (').
Sur une propriété des surfaces dont la connexion linéaire est supérieure à un.
1. Dans le Chapitre précédenl il a été supposé que l'on avait affaire à une surface, pour laquelle ne se présentaient pas certaines circonstances exceptionnelles. On supposait que la connexion linéaire de la surface était égale à v unité (t. II, p. 3';'j), et, en outre (p. 32-), que l'équation E n'admettait j)as comme solution un polynôme en r. Examinons de plus près ces deux conditions; cette étude va nous conduire d'abord à une propriété intéressante caractéristique des surfaces dont la connexion linéaire dépasse l'unité.
2. Reprenons l'équation différentielle linéaire E, déjà tant de fois considéri'c, à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne arbitraire de seconde espèce
relative à la courbe entre ;r et :;
(') li. Picard, Sur un théorème s:énéral concernant les surfaces algébriques de connexion linéaire supérieure à l'unité ( Comptes rendus. 21 novembre 1904). — Sur la formule générale donnant le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce (Comptes rendus, 5 déc. igo'i, et Annales de l'Ecole Aormale supérieure, 190')].
QÇx, y, z) étant un polynôme en x, y, z sannuJant sur la courbe double. Désignons toujours par Q/ la période correspondant au point bi. L'analyse développée (t. II, p. 3'^'-) nous permet, avec un léger complément, de formuler une conclusion générale.
Supposons que, parmi les U/, il j en ait hi^h'^ ip) linéairement indépendants ; je dis que la surface aura alors exactement ip — Ji intégrales de différentielles totales de seconde espèce distinctes.
Le raisonnement du n° 26 (t. IT, p. 8-7) montre d'abord immédiatement que la surface possède certainement ip — h intégrales de différentielles totales de seconde espèce distinctes, les constantes arbitraires étant C,, Cj, ..., C>/j_^- Inversement, supposons que la surface possède 2/? — A' intégrales distinctes de seconde espèce, A' étant inférieur ou égal à h. Reprenant les intégrales
1/ dx ( X = I , ■_)., . . ,, ip)
de la page 3-8, on peut, évidemment, trouver un cycle pour lequel la période correspondante s'augmente de
quand y tourne autour du point singulier b^. Si donc le coefficient de dx dans une intégrale de différentielle totale est égal à
les a étant des fonctions rationnelles de )•, on aura nécessairement, puisque les périodes de
/ («, Il -^. . .-l- «o/Ja/») f^^ ne dépendent pas de y, les relations
a 1 0;'. -h «2 --;i -+- • • • -i- «2/> îip.'' = 0 ( [Jt. = 1 , 2, . . . , /« )•
Nous a\ uns là h équations entre les «, et il y aura à adjoindre à ces équations (comme à la page 3-8) ip — h autres équations, où ne pourront figurer plus de 2/) — h constantes arbitraires. Nous aurons donc simplement 2/;» — h intégrales distinctes de seconde espèce, et l'on a, par suite, A'= h.
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Il V a donc un lien très élroil entre le noinjjre des lî/ linéairement indé[)endanls relatifs à i'(''<|iiation E et le noinhre des inté- <;iales distinctes de seconde espèce de la surface : .S'^ k est le nombre (les preiiiiers, le nombre des secondes sera aj) ■ — h.
3. Nous pouvons aller plus loin et donner la forme la plus simple à la condition pour C|ue la surface ail un nombre déterminé d'intégrales de difFérentielles totales de seconde espèce. Le théorème que nous avons en vue est le sui\ant :
La condition nécessaire et siif/isante jtonr (jifune surface ait r intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce est que l'érjuation E soit vérijiée par r polynômes en y linéairement indépendants.
La démonstration de ce théorème va nécessiter (piehnies remanpies |)rédiminaire6.
i. Reportons-nous à la page 99 du Tome 1, où nous avons déjà considéré léquation différentielle linéaire E, correspondant à une intégrale ( i) arbitraire. Désignons maintenant |)ar
(7 ) w'j := m\ 0J| -r- />}'., OJ.j — . . .-— /il'., /iMop I / = I, >., . . ., )./> )
une substitution t|uelconque du groupe de l'équation E; les m sont des entiers réels. En désignant par
Pi, 1*2, ..., y -2,
les |)ériodes correspondant aux mêmes cycles que les to dune intégrale de difïérentielle totale de seconde espèce (transcendante), nous avons vu (/oc. cit.) f[u elles satisfaisaient aux relations
(2) P, = ni\ Pj -T- mi P.,-^...— mil, P^/, ( t = 1. ■>.. . . . , ip ),
et il y a autant de ces relations (ju il y a de substitutions fondamentales dans le groupe de E. Il a été démontré c|ue, si Ion peut satisfaire à toutes ces relations, /• étant le nombre des lettres Prèstant arbitraires, il v a pour la surface /• intégrales distinctes de seconde espèce (transcendantes).
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Ceci rappelé, cherchons à quelles conditions l'équation E admettra comme solution un polynôme. Celui-ci serait de la forme
les A étant des constantes. Il faut et il suffit que l'expression précédente ne change ])as quand on effectue sur les to toutes les substitutions du groupe de E; car, dans ces conditions, elle esl uniforme et, par suite, rationnelle, puisqu'il n'y a pas de points
singuliers essentiels. D'ailleurs, cette fonction rationnelle se ré-
..1.1 duira à un polynôme, puisque chaque point singulier est seulement de nature logarithmique. On aura donc
-4- ).;(mf Mi-\- mlou-h. . .-^- ml p (.021,) -4- ..., ce qui entraine les équations (3) li=^lin>)-^linif -^-...-\-l2pf)iJi' (1 = 1,-2., ..., 'îp).
Si le théorème énoncé au paragraphe précédent est exact, la possibilité de satisfaire à l'ensemble des équations (a) entraîne la même possibilité pour l'ensemble des équations (3), et le nombre des arbitraires, pour les P et les A, sera le même. Telle est la question algébrique à laquelle nous sommes ramené.
o. Il est manifeste que, si le groui)e de E était (|uelconque, il n'y aurait, au point de vue qui nous occupe, aucune connexion entre les systèmes (2) et (3), mais ce groupe n'est pas quelconque. Il résulte, en effet, de propositions classiques sur les relations entre les périodes de deux intégrales abéliennes, que les co peuvent être choisis de manière que le groupe des substitutions (cr) satisfasse à la condition suivante : Soient
(0|, tOo, 0-);i, . . • , W2/<; •Jl, 'J-i, '-':i< •••) '->2/)
deux séries de variables; toutes les substitutions (7) transformeront en elles-mêmes la forme bilinéaire
F = (-0, 'Ji — OJo'Ji -f- Wj'Jv "n 'J3 -r- • • • + M^p- l'Jip — Mîp'^ip-l
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([iiand on ciW'cluv riimiillaïu'iiieut siii- les (o et sur les u la niènie siibstiluliou (lu groupe. Ce ])oiiil inij)urlaal peut se clén)ontrer avec précision de la manière suivante. Considérons pour une valeur particulière l'o *l6 y, sur la surface de Rieniann Pi correspondant à la relation entre .r et :;
le contour de Riemann formé de p rélrosectious ( (l, D ) léunies deux à deux à la manière d une chaîne. C est le contour désigné par K dans le Trailé cV Analyse de M. l^icard (^t. lï, p. \'i.\^ a'^édit.). (Kiaad j' partant de l'o revient en ce |)oint après a\oir décrit un contour quelconque, le contour K sest déformé et est devenu un autre contour K' du même tvpe formé des rétroseclions (C. D') réunies deux à deux en chaîne.
Considérons, sur la surface R, deux intégrales arbitraires de seconde espèce U et ^ aux périodes respectives W(. .... ojo/j et •j,, u^i •••• '^ip'i 1 intégrale classic[ue
prise le long du contour K donne, comme on sait, la combinaison
elle est, d'autre part, égale à la somme des résidus des pùles de
U-7-- Avec le contour K', on obtiendra la <-onibiiiaison dx
(a') O), 'j'., wôj'i -:-. . .-i- (02/,_i'j',/, (02//J2/,-i,
qui sera égale à la somme des mêmes résidus, il y a donc égalité entre les deux expressions (a) et {'j')\ d'ailleurs, les co' sont des fonctions linéaires des lo, el les u' sont égales aux mêmes expressions linéaires des u. En écrivant l'égalité de (a) et (a'), on a une identité par rapport aux oj et aux u, car on a pu choisir U et ^' de manière que ces périodes soient arbitraires ; l'égalité est donc une identité, ce cpii revient à dire que la forme (a) est transformée en elle-même. C"est à cette propriété de toute substitution du groupe de E qu'est due, comme nous allons le voir, la dépendance entre les ■systèmes (2) et (3).
Si, dans la forme F, nous jiosons
( -J, = -!>,. U:, = — Ov,
( j. = il,, Oi =^ Q.,,
la forme F de\ienL
F = wiQi -T- tOoUo — . . .— io.2/,i-iî,,-
D'après ce qui précède, cette forme bilinéaire se transforme en elle-même, cjuand on eflVctue sur les w la substitution c7, et que l'on effectue en même temps sur les Q la substitution correspondante résultant du changement de variables (4), la substitution (a-) ayant été effectuée sur les i» en même temps que sur les to. Nous appellerons S la substitution correspondant à la substitution 7, effectuée sur les Q. Désignons cette dernière par
On a identiquement
I0l<>i -^ Wj^î -^- • --t- '-^2/' --2/) = ^'^ l "1 -^ 'i>î —9 -^- • • -I- '^'-'2. -^--•2/':
et de là se déduisent immédiatement des relations entre les m et les M. On voit bien aisément que, en vertu de ces relations, la substitution inverse de S, c'est-à-dire l'expression des 0 en fonction des H' . correspond à
Qi = m]Q\-^m'^Q',_-~...-^my'Q',,, (t = i, 2, ..., O-p). Or posons maintenant, dans les équations (2),
le système de ces écjuations (2) devient manifestement
(5) Q,. = M', Oi-T-M',02--...-i-i\U/,02/, ( i = i,i. ..., 2/j),
d'après la manière même dont on passe de la substitution 7 à la substitution S.
Dans la question qui nous occupe, on peut donc remplacer le système des équations (2 ). pris bien entendu pour toutes les substitutions du groupe de E, par le système des équations (5); on doit
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ctal)]ir que, poui' les cqiiaLions (5) et les équations (3), le degré (riacléterniinatlon dans la solution (les Q et les À étant considérées connne les inconnues) est le même.
La chose est iniui(''diate si nous transformons encore le système (5) en résolvant par rap|)ortaux lettres Q du second membre, ce qui nous ramène à la substitution inverse et donne le système (5)'
(5V Q, = m?Q, + m2Q., -!-...-+-/» p'Q,/, (i = i, -x, . . ., -ip).
Or, le système (5)' n'est autre que le système (3); il suffit de poser
On voit ainsi bien nettement ([ue, à toute solution du système (2), correspond une solution du système (3). 11 y a donc le même degré d'indétermination dans les deux systèmes et le théorème est établi. Nous pouvons dire que, ci toute intégrale de différentielle totale de seconde espèce {transcendante), correspond un système de cjuantités P; par suite^ à toute intégrale de cette nature correspond un certain polynôme en y^ solution de E et, inversement, à tout polynôme en y, solution de E, correspond, pour la surface, une intégrale de difj'érentielle totale.
Puisque les \ s'expriment à l'aide de r d'entre eux par des formules homogènes et linéaires à coefficients commensurables, on peut affirmer que V intégrale qui a servi à former l'équation E admet r périodes distinctes qui sont des polynômes en y.
On le voit de suite; car, en changeant, s"il est nécessaire, les indices, on peut supposer que V+i? •••5 '^-^p s'expriment de la manière indiquée à l'aide de A,, A., • • •/>'>/-5 l'expression générale de nos polynômes sera
A] ( W,. /il Mr-^i Ao W,.+2 • - • i^o.p-r^'^ip) "H • • •
-1- À,.('a),. — /lOJ/.+i — . . .— top^r^-lpj^
les A-, ..., / étant des nombres rationnels : les coefficients des 1 sont /■ polynômes nécessairement indépendants, puisque les to forment un système de solutions distinctes de E.
7. Il ne sera pas sans intérèL de faire une vérilîcation direcle pour /j = 2. Ecrivons la substitution i sous la forme
OJ j = «I fO] -- b\ (JJo -r- Ci CO3 -T- d-i M;.
10'., = aoioi -f- biM-i -T- c-i^z ~i~ doU)-,.
o/j = r/jW, — Z>3t02 -H CstOs -f- f/sCOi, m\ = a^ Oii -~ b:, tO, -i- Cv 0):j -7- f/i M; .
Celte substitution eft'ectuée à la fois sur les o) et les 'J transformant en elle-même la forme bilinéaire
(ij| 'Jo — COo'Jj -T- W3'J4 — W4'J3,
on aura les relations
«1 ^2 '''2^1 -(- "^3 ^^V '^i 1^3 = Il
Cl f/o — c>di -+- c^f/; • — r. r/3 = F,
«1 C2 — «2 «^I -^ ^'.î <"► — '^i <":J = Oî
/>lC2 — f'iCi -r- b:^C^ ^4C3 = O,
bido i>-2 di -^ 63 f/4 — 64 d:i = O.
Le système des équations (2) est ici
p., = a. P, -;- b.2 P2 ^ C2 P3 " f/2 Pi,
P3 = «3Pl -63P2 + C3P3^-f/3l''., P; _: «,, P, H- ^;, P, 4- Ci P3 -^ f/i Pi
et le système des équations (3) est
!X, = a,Xj -^ ^3X2 -i- «3 A3 -^ «i^i, )., = bi X, -I- b.l. ^ h-,l3 -^ ^iXi, A3 = CiÀi -^ C2À2 -r-C3À3 -i- CiZ-i, Ai = di À] -^ c/2 Xo -r- f/3 X3 -f- <r/i Xi.
Ce sont les systèmes (a) et (|5l) que nous avons à comparer. Or, si l'on pose, dans les équations (a),
P1--Q2, P3 = -Qi.
P2= Q„ Pi^ Q3,
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on a les équalious du type des êqiialions (5)
q, = — /;, o, -4- oiq., — r/, q^ h- c, Q,,,
Q3 = -f- /.. <^)| — «i o, + r/v Q3 — Ci Qv, o. = _ b, Q, H- «3 Q, - d, Q3 -^ C3 Q,
et l'on trouve les é([ualious correspondant aux écpiations (5)' en résolvant les équations (y) par rapport aux lettres (J tpii sont dans le second membre et en se servant des relations entr(! les a, A, c, d. On a ainsi
O, = ai Qi -!- «., Q2 -I- a-iO-i -+- «iQi,
Q2 = ^1 Qi - 1^1 Q-2 + b, q-, -+-b;q,,
Q.i = ^1 Qi -^ C2Q2 -^ C3 Q3 + riQi, Q^ = </, O , -+- f/, 0-, 4- f/3 O3 -+- fA Q V.
Ces dernières équations sont les é(piati()ns (^[i) (piand on pose
et cela est bien conforme à la démonstration «générale du paragraphe précédent. La ^érifîcation est donc complète.
8. Le théorème général, cjui vient d'être établi sur les intégrales de différentielles totales de seconde es|jèce, aurait pu être démon- Iré par nne antre voie. D'après ce que nous avons vu antérieurement, la recherche des intégrales de dillércnliclles totales de seconde espèce peut être faite de la manière suivante. Soient, comme habituellement, 2/> intégrales distinctes de seconde espèce
de la courbe entre x et z
désignons |)ar
wï,,^ 1,
les -ip périodes de 1^ prises suivant le système des p rétroseclions (C, D) de Hiemann, un w d'indice impair et le suivant cor-
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respondant respectivement aux parties C et D de la rétrosection. On doit considérer le système d'équations en a
(S) ^l^'-*!- "^ «oW^ -T-- • --T- rto/^Wr.'' = V I; [k =1,2, . . ., 2/)),
les P étant des constantes satisfaisant aux relations rappelées plus haut. Ces équations donnent, pour lesrt, des fonctions rationnelles dey.
Rappelons-nous maintenant que, si 1 on a les périodes
. ., toi'/,_i,
^Ap
. ., CO.i/,-!,
correspondant à deux intégrales 1^ et I^, l'expression
OJj (O2 coi' W] -!-. . .-f- tOo'/,-i COo p — OjJpOJj p-1
reste invariable par les substitutions du groupe tant de fois considéré et est, par suite, un polvnome en y. On déduit alors des équations (S) que la combinaison
(5) Pi CO/' — Ps W(' -+-... + P2^_i o4V - P,;, to/',,_,
est une fonction rationnelle de y et, par suite, un polynôme, puisque autour d'un point singulier r = b elle est nécessairement de la forme
>>(r) + H-(j')iog(r-^'),
X et ij. étant holomorphes, et qu'il faut alors que [J-(r) soit identiquement nul. Si donc il j a /■ arbitraires parmi les constantes P, il V aura /* combinaisons distinctes (0) qui donneront des polynômes; par conséquent, V équation E adnietlra comme solutions /• polynômes distincts.
Le même raisonnement démontre la réciproque. Supposons qu'il y ait /• expressions (S) distinctes se réduisant à des polynômes pour des valeurs des constantes P (bien entendu, quel que soit /( 1= i, 2, ..., ip). Le système des équations (S) peut être remplacé par un système équivalent S de la forme
(S) ai-],^a.T.l^...-^a.,,T.l'' =V,k (A- = i, 2, . . ., 2/j),
les - et les U étant des polynômes en y\ de là on tire pour les a
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(les fractions rationnelles de y. A chaque système de valeurs con- \enal)les des constantes P correspond donc une intégrale de din'érentielle totale de seconde espèce, ce qui démontre la réciproque. J'cijouLe quelques remarques importantes su/- les jjé/ iodes des I. D'après le § 11. il va 2p — /■ (piantités ii Inu-airenient indépendantes, soient
Ouand la \arial)le y partant d un point y revient, une substitution linéaire à coefficients entiers se trouve effectuée sur les Q. Celles-ci satisfont à une éc|uation linéaire d'ordre zp — /• à coefficients rationnels ( '). Outre les 2/> — /' cycles, correspondant à ces ii, de la surface de Pviemaiin f(x.y, z) = o, il y a /• autres cycles qui correspondent précisément aux /• polynômes dont il vient d'être question; ces /• cvcles ne se modifient pas par une cir- (udation de y-
Considérons maintenant les équations analogues à (S), donnant les a, en supposant que les périodes
soient relatives aux cvcles ci-dessus : soient
pour les 2p — /■ d'abord considérc's. et
pour les /• derniers. Ecrivons alors de nouveau les équations ( S' ) ai to^. -T- «2 to| H- . . . -I- a-2i, oj|/' = P/^. ( /i = I , ?.. .... 2/» ).
Il est très facile de voir ce que doivent être les constantes P^-, pour que les a tirés de (S) soient rationnels en y. Les expressions (a) étant transformées par des substitutions linéaires les concernant seules, et les expressions ([i) n'étant pas modifiées, on aura né-
(') Au lieu de l'équation difl'érentielle linéaire E on pourrait donc considérer l'équation difTérentielle linéaire E^ d'ordre ip — /• à laquelle satisfont les Î2 ; nous reviendrons sur l'équation E,, au Chapitre suivant.
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cessairement
tandis que Pj/)„, + i V-^p sont des constantes arbitraires.
Sur le nombre des périodes de certaines intégrales doubles.
9. Nous venons d'étudier, dans la Section précédente, l'équation E à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne de
seconde espèce
Qi'.r, }-, z ) dx
ÎNoiis avons envisagé précédemment (par exemple, t. II, p. i\et 35 ij une autie équation dillérentielle linéaire qui a été appelée E'; c'est l'équation à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale abélienne arbitraire (n'étant pas nécessairement de seconde espèce)
^'^ J Ji '
P passant tou|Ours parla courlje double. Cette équation est d'ordre
et, parmi les périodes de (6), se trouvent m — i polynômes.
Qu'arrive-t-il pour l'équation E' quand la surface possède /• intégrales de diflerentielles totales de seconde espèce? Il j a, pour l'équation E', une intégrale particulière relative à chaque point critique bi que nous continuons à dénommer Q/.
Nous allons montrer que, parmi les ù/, il y en a
•).p -r- m — I — r linéairement indépendantes, et inversement, s'il y a
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iî linéairement indépendants^ la surface possède r intégrales simples de seconde espèce. C'est une propriété de réquation E' analogue à la propriété de l'équation E démontrée au n" 2 de ce Chapitre.
10. Parmi les 0 il y eu a «'crlainemcat au moins 2/y — /' linéairement indépendants, c'est-à-dire ([ui correspondent à des cycles distincts sur la surface de Ru-mann relatne à I écpiation entre .x
et z
puisqu il en est ainsi dans le ("as de 1 é(juation E. iJésignons par
les ù corres|iondant à ces cycles. A ces 2/> — ;• périodes de (6) adjoignons /• autres périodes (o,, 0)0, ..., lo,. correspondant sur la surface de Riemann à des cycles formant, avec les cycles qui sont relatifs aux il précédents, un système complet sur la surface de Riemann. Nous aurons alors pour léquatiou E' les ■i/>~m — i intégrales indépendantes
les - désignani, comme dans tout le Chapitre XI (t. II). les polynômes correspondant aux points logarithmiques à rinlini. Soient maintenant
(7) t2i. Oo, ..., il2,,-r, '-hp-r+l 1^2,;-/;;- 1-T,
2/> -h m — 1 — T fond ions il linéairement indépendantes, turmées des ^p — /• fonctions Q déjà considérées et d"un certain nombre d'autres. Ces dernières, que nous a\ons désignées par
correspondent à des cycles de la surface de Riemann qui, sur celle-ci regardée comme fermée, se ramènent aux cycles relatifs à Q,, ii.2- ■■-, i-l2p-r'^ pai' suite, les expressions (8) s'expriment linéairement à l'aide de
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Soient ainsi
(9) --A — 'M "l "^ Ao 5.^2 -T-. . .-H l,.-,,,.-r---2i>-r -^ [>--2 -.o ^^ • • • -r" [J-m <-/«
( h ^= ip — r -{- \, . . ., 2p -^ m — i — ■: ),
les ). et les ui étant rationnels. Le nombre des équations (9), c'està-dire
doit être au plus égal km — i, car, autrement, on aurait une relation linéaire entre les fonctions (- ), ce qui n'a pas lieu; on a donc nécessairement
Ajoutons encore que, si l'on envisage les équations avec les indéterminées c
;jl(' Co -t- . . . -f- \i-',\i c„i = 0 ( /i = 'JL]) — /• -i- I , .... ip -^ m — i — ■: ),
on pourra certainement y satisfaire, les c nétant pas tous nuls (sauf dans le cas où t = /■) et, sur les c, on pourra certainement en prendre v — r arbitrairement.
Nous voulons précisément démontrer que ~ est égal à r. D'après ce qui précède, il faut montrer que t n'est pas supérieur à /•.
11. Plaçons-nous donc dans l'hjpotbèse t >> /■. Nous n'avons à peu près qu'à généraliser l'analyse de la page 38 1 (t. II) s'appliquant à la même question, mais dans le cas où r^ o.
Reprenons les intégrales {loc. cit.)
I II <:/j", .... / I2/) (l^, / J2 d'^- • • • 1 / J/H dx
avec les
Q/', r^- (h = i. -2, .... ip : /. = V.. .... m),
rindice i étant relatif au cycle. En\ isageons, en outre, les périodes
correspondant, pour les intégrales précédentes, à to,, too, ..., oj,-, Les périodes de l'intégrale abélienne
(«1 II -f- . . .-i- a-2jA-2p -4- C2 Jo — . . .-+- c„ii m) dx
1 aiQJ-^aiiîJ ^...~-a,„ilj"-^CoYf ^..
.^-c,„ir = 0
' «1 (0 ' -^ «2 t^'J; — . • • -^ '''2/< «'JJ'' -^ Co 'jj -)- . .
.^C„,y" = Cy
\ [h ^ -^p — /■ -\- i, . . .^ xp -i- m —
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ne (lépoiidroiit pas de y, si les c sont des constantes et si les a (pouvant dépendre de _i') et les constantes c satisfont aux conditions suivantes (où les Cy sont des constantes arbitraires)
Si les a et les c satisfont à toutes ces conditions, on aura nécessairement, d'après les équations (9),
«1 qA -^ a, 07, -H ... -^ «2/- £2//' -h c. V;, + . . . + c,,, ^Ti = o ( h = xp — '' -f- I , . . . , -xp ^ m — [ — •: ).
11 est aisé de voir que Ton peut satisfaire à toutes les conditions S. Les éc[uations de la troisième ligne dans S font connaître les c. dont t — i' restent arbitraires; les deux premières lignes, dont le nombre total est 2/>, déterminent les a. Ceux-ci sont bien des fonctions rationnelles àe y. En effet, les équations ne changent [)as quand J' décrit un contour fermé quelconque. Ceci est immé-
^at quand j)^ tourne autour d'un des points singuliers b^, b-^
b-2p-r, et pour les points
"■>li-r-^\^ ••■) ''■2/H-in—l—-ï
c'est une conséquence des équations (9) et de la troisième ligne des relations ï. Quant aux autres points critiques, les ù (jui leur correspondent étant fonctions linéaires des 2/> -h m — i — t premiers, la chose est manifeste.
Il n'y a plus maintenant qu'à raisonner comme à la page 382 (t. II). On formera en se servant de l'intégrale
(«1 II — . . .-r- Cl2i,\->,,-^ Co.U -H. ■ .— C/,iim) dx
une intégrale de différentielle totale de la surface de nature transcendante (puisque tous les c ne sont pas nuls) et n'ayant aucune ligne logarithmique à distance finie; de plus, puisque tous les c ne
sont pas nuls, elle ne sera pas une intégrale de seconde espèce. Or ceci est impossible, et cette contradiction montre que l'hypothèse T >> /• est inadmissible; on a donc
C' est Le théorème que nous avons énoneé (n" 6^.
1"2. ( hie devient la démonstration précédente, quand -: = /•. IjCs équations
ix'.i Co -J- . . . -^ ii'/„ Cl = o (h = 9,p — r-hi, . . . , 2/) -f- m — i — /•)
sont alors en nombre m — i , et elles donneront pour tous les c la valeur zéro. 11 est impossible, en effet, que le déterminant des u. soit nul, car alors, d'après les équations (9), les ù de la ligne (-) ne seraient pas linéairement indépendants. Tous les c étant nuls, lanalvse du paragraphe précédent conduit à une intégrale de diflerentielle totale de seconde espèce, avec les ;• arbitraires
ce (pii est bien d'accord avec le fait que la surface a /■ intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce.
Prenons maintenant l'intégrale double
P( X, y, z) dx dy
le polynôme P{x,y, z) étant uniquement assujetti à passer par la courbe double. D'après l'étude faite dans la Section If du Chapitre XI (t. II, p. 35 1), et en nous servant des résultats précédents, nous sommes assuré que, si la surface n'a pas d'intégrales de différentielles totales de seconde espèce, il y a ip -\- m ~ i fonctions Q linéairement indépendantes, et, par suite, un nombre de périodes {au sens où nous les avons entendues dans toutes nos recherches antérieures) égal à
N — -ip — (m — i).
C'est le théorème fondamental de la page 354 (t- H)- Qu6 devient ce résultat, quand la surface a, comme ci-dessus, /■ intégrales
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de (lillV-reiilielles totales de seconde espèce? Ily a alors seulement, comme il \ ienl d'être élal:)!!,
ù linéairement indépendants. On \oit bien facilement la modification (pie ceci amène' dans Ions les raisonnements. Le nombre des périodes est alors égal à
N — ( 9./> -4- m — I — /• ), c'est-à-dire
On trouve ces périodes par les mêmes combinaisons cpae plus haut, et l'on démontre par la même voie leur indépendance.
Sur le nombre des conditions exprimant qu'une intégrale double est de seconde espèce.
11. Nous avons reclierché précédemment (t. 11, p. 210) quel est le nombre des conditions exprimant cpi"«/<c intégrale double ae la forme
r r \'^ r. y, z) dx dy ^'"^ ././ ^-Ji
est de seconde espèce. Nous avons trouvé que ce nombre est an plus égal à ip.
Ce résultat a été ensuite précisé (t. II, p. 328), et il a été démontré que ce nombre est certainement égala >,/>, quand V équation E n'admet pas comme solution un polynôme.
Nous sommes maintenant en mesure d'approfondir encore davantage la cpiestion et dax-rixer à un résultat définitif.
lo. Supposons que la surface admette /• intégrales de diflérentielles totales de seconde espèce. Nous avons vu (Section I) (pie l'équation E admet comme solutions /-polynômes linéairement indépendants. Que va-t-il arriver pour l'équation E'? Nous allons P. i.r S., II. 27
montrer qaV//e admet comme solutions r polynômes en y, en outre des m — r polynômes correspondant aux points à Vinjiui. Dans le voisinage d"un point singulier ^, Téquation E' admettra le système fondamental qui pourra être formé des fonctions
(Oj. (.4, ..., Wi/;-l. lOÔ/i- -2, .... -,„,
les r. étant des jiol^nomes, les (o' étant tous liolomorplies autour de b^ sauf 1 un d'eux (o' ^ qui a un point singulier logarithmique en h. A ces w' correspondent ip CA'cles distincts sur la surface de Riemann.
Dautre part, si nous revenons à léquation E, elle admettra autour de h le système fondamental
(Oi, (02, .... tOo/;_i, OJo/,,
les (.0 correspondant aux mêmes cvcles que les co', et étant liolomorphes autour de Z>, sauf le dernier Wo/j-
On peut associer deux à deux les intégrales des équations VJ et E, nous voulons dire les intégrales de E' et E correspondant à un même cycle. Soit, pour une valeur non singulière A de jv" (e^ son voisinage), deux intégrales
id et II,
ainsi associées et correspondant à un cycle F; allons dans le plan de jK pf>i' i^iii chemin déterminé du point A à un point 3 voisin du point singulier b. On aura, en 3,
U = Iiim[ — hyK)'.2 -f-. . .-T- ll-2/,o/.2p -r- /"o TT2 — . . . -f- /(,n~m, U — /*lWi — /(oCOj —...-+- h-yp^ip,
les h et les A" étant des entiers; il est essentiel de i^emarquer que les h sont les mêmes pour u' et pour u, mais que pour a il y auia en général de plus des termes en t:, car il est possihle que le passage du CAcle r aux cycles correspondant aux (o (et aux lo') se fasse en traversant des points à linfini, et c'est de là que proviennent les termes en r..
Ceci posé, supposons que le cycle F corresponde à une solution de E qui soit un polynôme. L'intégrale u étant dans ces conditionsun polvnome, il faudra nécessairement que, dans l'expression de Uy à l'aide des o), on ait
h-în = O
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|)()iir que b ne solt pas un point singulier logarilliniique. Mais alors d' sera aussi liolomorplic aiiloiir du poinl ù. Celui-ci étant un point singulier quelconrpie, ///sera iiolomorplie autour de tous les points singuliers et, pa/- s/file, sera un polynôme.
Ainsi, à tout polynôme vérifiant l'écpiation E, corresf)ond un ])olynome vérifiant l'équation E'. La réci|)r()quc résulte d'ailleurs de la niéme analyse. A^oits aurons donc comme soluiions distinctes de l'équation E', en deliors des m — i j)olynomes 7t, un nombre de polynômes précisément égal à /■, comme il a été énoncé.
résulte de là que les résidus de l'intégrale double
P(.r, y. z) dx dy
relatifs à la courbe à Tinfîni, ne sont pas en nombre supérieur à ip — /•. Ces résidus sont en efi'et égaux aux valeurs des intégrales
j oïi(y)dy et l7Zk(y)dy
prises autour du point à l'infini, et il ne peut y en avoir manifestement plus de ip — /• distinctes.
Il faut montrer maintenant que l'on peut choisir le polynôme P(.2', jK, ^) (passant bien entendu par la courbe double) figurant dans (6), de manière que ces 2/> — r résidus aient telles valeurs que Ton veut. 11 sera par cela même établi c[ue le nombre des conditions, exprimant que V intégrale double (lo) est de seconde espèce, est précisément ip — r.
17. Nous n'avons Cju'à raisonner à peu près comme à la page 328 (t. II) quand nous a\ons démontré ce théorème pour ;• = o. Prenons une intégrale (lo) déterminée d'ailleurs arbitrairement, et soient, autour de y = x, les développements
Pour k pris assez grand, les 'ip — /• expressions linéaires
(u) ai a, '' -^ a-i a, ^''' "" -\- . . .-^ ciu^j^ (i = i, i, . . ., ip — /•)
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aux indéterminées
«1, rt-2, • • -1 «^A
sont linéairement indépendantes; car si, pour toute valeur de /.-, ces expressions linéaires n'étaient pas indépendantes, tous les déterminants d'ordre ip — r formés avec les vr^ seraient nuls, et l'on pourrait former une combinaison linéaire des w/ se réduisant à un polynôme, ce qui est impossible. Le nombre k étant pris donc de manière que les expressions (ii) soient distinctes. en\isageons lintégrale douille
JJ
OÙ Ion pose
z>(y) = «iJk''^' -i- «oJK''"^ -f-. . .-V- a/.-iJ' + «/.,
les a étant des indéterminées. Les ip — r résidus de cette intégrale double sont, au facteur ■ir.i près, les expressions (i i).
D'après ce qui précède, on peut cboisir les indéterminées a de manière que ces expressions aient telles valeurs que l'on veut. Le théorème énoncé est donc établi, c'est-à-dire que :
Le nombre des conditions exprimant qu une intégrale double de la forme (lo) est de seconde espèce, est exactement égal à ip — /'.
Si nous revenons au nombre /?, relatif à la connexion liuéauc de la surface, on a
et le nombre des conditions est 2p — {pi — i). Ce résultat va nous être très utile pour obtenir le nombre po des intégrales doubles distinctes de seconde espèce quand pi est supérieur à un.
Calcul général du nombre po des intégrales doubles distinctes.
18. De tout ce qui précède, il résulte que la formule fondamentale
(12) Po = N — 4/> — ( "i — i) — ( p — i).
IMÉ(;RALES DOl.BLES DISTINCTES DE SECONDE ESPÈCE. /4O7
établie (t. II, [>. 3y3 ), sauf pour certains cas réservés, est toujours applicable quand la connexion linéaire est égale à V unité.
II nous reste à examiner le cas où la connexion linéaire est supérieure à un, c'est-à-dire (juaud il y a un nombre /■ d'intégrales de seconde espèce (/•>> o). La cpicstion sera facile, avec les résultats des sections précédentes.
J^es deux points essentiels dans l'établissement de la formule cidessus ont été les sui\ants : en premier lieu, l'expression
N — ip — {m — I )
du nondjre des périodes (au sens où nous entenrlons ce mot) de lintégrale double du tvpe toujours considéré
'■ V {t, y, z ) dx dy
et, en second lieu, le nombre des conditions exprimant que Tinlégrale double considérée est de seconde espèce, nombre égal à
ip.
La dilTérence de ces deux nombres donne le noudjre Oq. à l'expression près 0 — T, dont l'origine n'a rien à voir avec la connexion linéaire.
jl Ces deux nombres doivent être modifiés comme nous 1 a\ons vu dans les numéros précédents: le premier est à remplacer ( n" 13)
par
et le second doit être remplacé (n" 17) par
■ip — /•.
En faisant la différence de ces deux nombres, nous trouvons
et, par suite, la formule (12) doit être remplacée par la suivante r
Po = N — 4/J — (m — i)-H'2/- — (p — 1).
Nous pouvons donc énoncer le résultat fondamental suivant : Le nombre Oq des intégrales doubles distinctes de seconde
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espèce est donné par la formate
po = N — 4/; — (/» — i) -T-2/- — (p — i).
Je rappelle la significnlion des lellres aulres que /• rigurant dans celte formule : N est la classe de la surface, p le genre d'une seclion j>lane arbitraire, m le degré de la surface; quant à p, c'est le nombre relatif à la surface, tel qu'il est défini par le théorème fondamental sur les intégrales de clifFérentielles totales de troisième espèce et dont je rappelle la définition : On peut tracer sur la surface p courbes algébriques irréductibles C, telles qu'il n'y ait pas d'intégrale de différentielle totale de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des courbes C, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algébrique irréductible quelconque de la surface, il y ait une intégrale de troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmiques que cette dernière courbe et la totalité ou une partie des courbes C.
19. Dans toutes ces études, il a été supposé que la surface n'avait que les singularités dites ordinaires, c'est-à-dire une courbe double avec points triples sur cette courbe qui ne présente d'ailleurs aucune particularité exceptionnelle. C'est dans ces conditions qu'ont été établies toutes les formules des pages précédentes.
Si, outre ces singularités, la surface possédait des points doubles coniques isolés, la complication ainsi introduite ne serait pas grande ; nous allons examiner ce cas.
11 nous faut revenir aux singularités de l'équation (E), que nous avons discutées dans le Tome I (p. 90 et suivantes). La surface étant rapportée à des axes placés arbitrairement, les points singuliers correspondaient aux valeurs b telles que le plan r = h lût langent à la surface. Maintenant, aux véritables plans tangents parallèles au plan des xz^ c'est-à-dire aux plans tangents en des points simples de la surface, il faut ajouter les plans parallèles au plan des xz passant par les points doubles isolés. Un tel plan, que nous désignerons parj'=:c, correspond bien à un point singulier de l'équation (E); pour j' \oisin de c, la courbe entre x et ;:
a deux points de ramification voisins, qui se confondent avec le
i.\T(^:r,iiALi:s dolblks distinctes ni: si-.condi: nspfcCE. 4<^9
^)<>\nl (loiil)le isolé de la surface. Les circonstances seront donc les mêmes que pour le plaiij)' = 6. l^es points c sont, pour Téqualion (E), des points singuliers logarithmiques de même nature que les points ^ (')• Donc, en désignant Ion jours par N la classe «le la surface et d le nombre des points doubles isolés^ le uomljrc total lies points singuliers de (E) sera
On se rappelle d'ailleurs que l'intégrale double
Q(t, y, z) fl.r dv
If
fi
restera finie à dislance finie, pourvu (pie le polvnome Q s'annule sur la courbe double; aucune condition n'est relative aux points doubles isolés (points coniques), comme on l'a vu (t. I, p. i84). Il résulte de là que, dans tous les calculs et tous les raisonnements faits dans ce Chapitre et les précédents. N doit seulement être remplacé par N H- d. Nous aurons donc, au lieu de la formule donnée au n" 18, la formule plus générale, relalUe ait cas "fi la surface a, outre la ligne double, d points doubles isolés
ç,o = ^ ^ d — '\p — ( m — ij ^ 1 r — ( p — i ).
Telle est l'expression générale du nombre Oq des intégrales blés distinctes de seconde espèce. Quant au nombre des périodes telles que nous les envisageons, de V intégrale double
dou
Qfa", r. z) dx dv
où le polvnome Q est assujetti seulement à passer par la courbe double, // est égal à
N -f- <i — ip — (m — i) -^- /•, qui est le nombre du n° 13, en remplaçant A par N + d.
(') Il y a seulement la difTérence suivaiiLe par lapporL à ce que nous avons vu (t. I, p. 97) : Pour un point 6, nous avions une certaine intégrale holomorphe qui a été désignée plus tard par Q, et toute période de l'intégrale envisagée se reproduisait, après une circulation autour de b, à un multiple près do 9. ; ce multiple pouvait être de parité quelconque (il pouvait être notamment égal à fî). Pour un pointe, le multiple sera toujours pair; mais cela n'a aucune importance pour toutes les déductions relatives au nombre p,,.
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Sur certaines expressions invariantes.
20. Le nombre Cq, dont nous \enons de donner ici 1 expression «générale, est un invariant absolu de la surface, comme il a été vu précédemment. Si donc l'on considère deux surfaces y et y se correspondant point par point, et avant seulement chacune comme singularités une ligne double a\ec points tiiples, et, en outre, des points doubles isolés, on aura, en marquant par un accent les lettres relatives à 1k surf;ice /'.
et, par suite. puisc[ue évidemment /• = /',
N -!- (/ — ^p — {m — 1 ) — p = ^i' -\- cl' — 4/^' — ('"' — ' ) — p'. Cette formule appelle plusieurs remarques intéressantes.
;2i. Supposons que, dans la substitution ([ui transforme y en y, il \ ait F points fondamentaux A ( points simples ou points doubles isolés) sury, et F' points fondamentaux A' (points simples ou points doubles isolés) sur /'. Xous allons facilement obtenir une relation entre p, p', F et F'.
D'après la di'finition de p, on peut tracer, sury, p courbes algébriques irré'ductibles C (qu'on peut suj)poser ne pas passer par les |)oints A ) telles qu'il n'y ait pas d intégrales de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logaritbmiques que la totalité ou une partie des courbes C, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algébrique irréductible quelconque de la surface, il y ait une intégrale de troisième espèce n'ayant comme courbes logarithmiques que cette dernière courbe et la totalité ou une partie des coui^bes C.
Ceci posé, envisageons sury les courbes
c;, c;, ..., Cp
correspondant à
C, C, .... Cr.
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\ti\ poiiils A tle f corrcspoiidioiil sur /' des conihes ^V en nombre F, el aux |i()inls A' de /' eorres|)()ndront sur f des courbes <I> eu nombre F'. On jx'ul formel-, pour la surface /, F' in-
léi^rales de Irolsiènie espèce k,, K^ Kp correspondant aux
eourl)es C el à cliaeune des courbes <!>. Ces intégrales, sur la surface /"', ont en Icjtalité ou eu [)ailie, comme lignes logaritlimi([ues, les courbes C et <^' (qui sont eu nombre o + F). Désignons-les,
sur la surface /', par
Il n'est pas j)0ssible que
car alors ou pourrait ft)rmer (en annulant les périodes logarithmiques) une combinaison linéaii'e
A 1 K'i -h A, Ko -H ... -h Ak Kp,
où les A ne seraient pas tous nuls, et qui n'aurait pas de courbes logarithmiques sur /', tandis rpi'elle en aurait sur /". Concevons maintenant que Ton fornu^ le tableau des périodes logarithmiques de
K'i, k;, ...; Ki-,
pour les courbes
G',, c;, ..., Gp *'i, *;, .... 'Jv,
en mettant sur une même ligne horizontale les périodes correspondant à une même courlje. Il n'est pas possible, pour la même raison que plus haut, que tous les déterminants d'ordre F' formés avec F' lignes de ce tableau soient nuls. Soient donc, parmi lesC et les <!>', des courbes que nous appellerons T en nombre F', pour lesquelles le déterminant correspondant n'est pas nul.
Nous allons montrer aisément que, si des C et $' on supprime
les r, on a
pH-F — F'
courbes T', jiouvant être prises pour les p' courbes de/' répondant sur celte surface au théorème fondamental sur les intégrales de dilï'érentielles totales de troisième espèce, de sorte que l'on aura
4l^ CHAPITRi: XII.
En effet, tout d'abord il n"v aura pas d'intégi'ale de troisième espèce correspondant aux courbes F', car. en revenant à y, 1 on voit (luunc telle intégrale serait nécessairement de la forme
Al K'j -H. . .-H Af'KÎ-' (les A non tons nulsj,
et, par suite, le déterminant des périodes logarithmiques formées avec les courbes F serait nul.
D'autre part, soit une courbe L' quelconque de f\ on peut former une intégrale de troisième espèce n'ayant d'autres courbes logarithmiques que L' et la totalité ou une partie des courbes F'. Si l'on revient, en effet, à /", on pouri-a former une intégrale correspondant à la transformée L de L' et aux courbes C; en revenant ensuite à /', on a une intégrale J', ayant comme courbes logarithmiques L' et la totalité ou une partie des courbes C/ et fl>'. Formons alors la combinaison
J' -f- A, K, -H . . . -f- A| Kl. ;
on peut choisir les A de manière à faire disparaître dans cette combinaison, comme lignes logarithmiques, les courbes F (le déterminant relatif aux F n'étant pas nul), et il reste seulement les courbes F', comme nous voulions le montrer.
Nous avons donc la relation suivante, iniporlanle poui- noire
objet,
22. Revenons maintenant à la relation du n" 20; elle pourra s'écrire
(i3) N -^d — \p — {m — \) -hF = N'-f.^'— 4// — (m'— i)-^F'.
C^ est une relation d' invariance relative d^ une forme remarquable entre deux surfaces se correspondant point par point; il Y figure, comme Ton voit, les nombres àes points fondamentaux de la correspondance sur l'une et l'autre surface.
On ^ ient de voir l'importance de la combinaison
dans la théorie des intégrales doubles de seconde espèce. Or cette combinaison s'est déjà présentée dans la théorie géométrique des
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sui'faces algél)riques. Dans le Mémoire de M. Nother [^«/- Théorie des eindeuli^en Enisprecheins algebraischer Gebilde [Math. Annalen, t. Vlll)] on trouve (nolaininent p. ooj) la combinaison ( ' )
/(' — xa -I- 3 /i.
Avec nos nolalions. ou a
n = I\, Il = m. a = •>.( n — i) — 2/),
ce qui donne
On trouve, à la page citée du Mémoire de M. X(")ther, la formule relative à deux surfaces /" et /', se correspondant [)oiut par point,
Dans cette formule, ^'j. d<''si"ue la somme des multiplicités de tous les points fondamentaux de /", augmentée de la somme des mulli|dicités des points multi[)lcs de f qui ne sont pas points fondamentaux (tous les points multiples envisagés étani des |)oints isolés), et pareillement pour Sa, relativement à /', ,
Notre formule (i3) coïncide avec la formule (i4) de M. iNcilher, Hauf que. dans le cas de M. Ncitlier, peuvent se trouver des points multiples isolés d'ordre sup(M'ieur à deux, cas que nous n'avons pas examiné dans notre tliéorie (-).
Il est bien remarquable de voir ainsi établi un lien entre deux points de vue si différents, celui de MM. Zeuthen et Ntither et des géomètres qui les ont suivis dans l'étude géométrique des surfaces, et le point de vue transcendant auquel se rapportent nos recherches sur les périodes des intégrales doubles dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables.
(") jM. Zcuttien {Math. Annalen, t. IV, p. 87) avait déjà formé un invariant relatif analogue, qui a été aussi étudié par .M. Segre. Beaucoup plus récemment, -MM. Casteluuovo et Enriques ont aussi rencontré la même combinaison {Aniiali cil Matemalica, 1901) dans une étude remarquable sur les systèmes linéaires de courbes d"une surface.
(-) Il serait intéressant et sans difficultés réelles de combler cette lacune, mais ceci demanderait quelques développements. Il nous suffit, dans l'exposé de la théorie générale, de considérer les singularités ordinaires.
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^3. Nous terminerons ce Chapitre en faisant une application de la formule générale établie ci-dessus. On peut tout d'abord se demander cjuelle est la valeur de Oq pour la surface la plus générale de degré tyi. Pour répondre à cette question, il faut avoir la valeur de 0 pour cette surface. On peut montrer que pour celte surface, quand m est au moins égal à quatre, on a
Ce résultat peut se déduire dun théorème donné par M. Niither dans son célèbre ^Mémoire relatif aux courbes gauches algébriques [Mémoires de ricadémie de Berlin , 1882, n"^ll et 12), à savoir que, sur la surface la plus générale de degré ni\in^^), toute courbe cdgébric/ue est l' intersection complète de la surface avec une autre surface algébrique ('). En eflet, soit une courbe C, de la surface, intersection de celle-ci avec la surface de degré nl^
Fi(^', J'î ^) = o.
Prenons une autre courbe quelconque C^ ; celle-ci sera l'intersection de la surface avec une autre surface de degré //io,
11 suffit de prendre
logîi-
pour avoir une intégrale de difterentielle totale n'ayant d'autres courbes logarithmiques que C| et Co ; donc 0 = 1. En appliquant la formule
po = ^' — 4/^ — ( '« — 0 — ( p — I),
on trouve, puisque 1 on a
jN .— ni (m — ij-
(') A la vérité, la clémonslration de M. Nuther fondée sur une énuméralion de constantes ne peut être rcijardée que comme rendant le théorème très vraisemblable, et il y aurait lieu de revenir sur la question. On conclut encore de ce théorème que, pour la surface la plus générale de degré m{m>fi), toute intégrale de différentielle totale est une combinaison algébrico-logarithmique (voir une Note de M. Picard publiée dans les Comptes rendus, 22 février 1904. où sont d'ailleurs indiquées diverses applications particulières sur lesquelles nous reviendrons an Chapitre \IV).
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le icsulUiL siii\anL
pt) — ( m — I ) ( /n- — '5 /)i -h i )
coiiime nombre Oy pour l;i snyi'-^icc s^r/iè/a/e de dej;r('' /?H/«i^4)-
24. Nous avons dt'-jà insisté (i)oi/\, par exemple, t. IJ, p. 323) sur la dépendance entre p et la nature arithmétique des coefficients de la surface. Aussi ne famlrait-il pas conclure de ce qui |)récrde que Ton a p = I pour toute surface de degré m sans points multiples. \insi nous avons montré (t. Il, p. 28^) que, pour la surface
z"' — xm ^ V{y) ( m ;4 i I, où l*(j') est un polvnome arbitraire de degré /;?, on a
p = ( /" — I )- -i- I , ce t[ui donne
Po = I /» — i) (/n — -1)-.
l2o. f^renons encore quelques surfaces particulières. Soil la surface unicursale y définie en coordonnées homog«"'nes jjarles écpia-
lions
f\^f>,fi et /li étant des polynômes homogènes de degré n en a, [ii ^ et ". On siq^pose que les courbes
aient a points simples communs ne répondant d'ailleurs à aucune disposition particulière.
(3n a manifestement pour la surface
Clierclions la valeur de 0. Auxc/ points fondamentaux à\.x plan (a, ^i, y) que nous désignerons par /' correspondent sur la surface f des courbes distinctes
de plus, il n'y aura pas sur f de points fondamentaux. Appliquons
la formule du n" 21
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on a
Par suite
Il ne reste plus qu'à calculer la classe N de la surface; ceci est élémentaire. Les axes a^ant une disposition quelconcjue par rapport à la surface, il suffira de chercher, la surface étant représentée par
les points de la surface où le plan tangent est parallèle au plan des yz. Ils sont donnés par les deux écjualions
àA
àA
àA
iJX
ày
àA
~ àA '
àA
dv.
dont les solutions communes sont en nombre 3(/^ — i)-; on a
donc
La formule donne alors
ce qui devait être, puiscpie la surface est unicursale et n'a pas par suite d'intégrale double de seconde espèce qui ne se ramène à la forme
dx ay ^
Ox ôy Uet V étant r.itlonn elles en x. y et r.
SUR LES NOMBRES DES INTÉGRALES DE DIFFÉnE.MIELLES
D'UNE SURFACE
Sur une inégalité entre /■ et oj„,_3, relative à la connexion linéaire.
1. Nous allons t-tahlir une inégalité importante relative à la connexion linéaire iriine sni-face. Commençons par quelques remarques concernant les roiirlteç algébriques, doù se déduira l'inégalité cherchée.
Tout daboi'd les p intégrales abéliennes de première espèce d'une courbe algébrique ne peuvent avoir dans leur ensemble moins de ip périodes; dune manière générale, soient ( <] <C. p) i^q intégrales de première espèce distinctes
lo,
d'une courbe algébrifpie; nous allons montrer que le nombre de leurs périodes (dans leur ensemble), ou. si l'on aime mieux, que le ncnnbre des périodes, aritliinéliqueinent distinctes, d' une combinaison linéaire aubituaikk de ces intégrales , ne peut être inférieur cl 2^. Supposons, en eliet, qu'il en soit autrement et qu'il y ait seulement 2 </ — s périodes; on pourra axoir, pour l(is 1, un Taldeau de périodes, correspondant à ip cycles distincts de la courbe algébrique (ou de la surface de Riemann correspondante), qui sera de la forme
Ct'1,1 «'</,-2
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le nombre des zéros dans chaque ligne étant ^p — -iq-^-s. Si Ton prend maintenant d'autres intégrales de première espèce Ia+i, ...,!/, formant avec les I,, lo, . . . , I^ un système de p intégrales distinctes de la même espèce, le Tableau des périodes se complétera par
2. Ceci posé, rappelons-nous que Ton peut former, étant «lonnée une courbe algébrique, une intégrale de première espèce, pour laquelle les parties réelles des périodes relatives à ip C3'clcs distincts ont des valeurs arbitrairement choisies; c'est là un point classique dans la théorie de Riemanu. Or formons la combinaison
(ai-f-î^i)I,-^...-H(a/, + t|3 /;)!/, ;
on doit pouvoir choisir les constantes réelles a et [j de manière que les parties réelles des périodes de (1) aient telles valeurs cjue l'on voudra, pour les 2/? cycles correspondant aux 2p colonnes verticales du Tableau ci-dessus. Or, si l'on é2,ale à
valeurs données les parties réelles des périodes correspondant aux 2/> — 2q -\- s dernières colonnes du Tableau, on aura 2/? — iq ^ s équations linéaires entre les inconnues
lui sont en nombre
ip—'i.q.
Le nombre des inconnues est inférieur de 5 au nombre des équations; ceci entraine nécessairement des relations entre les parties réelles données des périodes, ce c[ui nous conduit à une contradiction. // est donc impossible de sup])oser que s est différent de zéro, et le théorème énoncé au n" 1 est établi ( ' ),
(') Sur celle queslion 011 pciil consiiller le Mémoire de .M. E. Picakd [Sur la détermination du nombre des périodes des intégrales abéliennes ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. XI, i883)].
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'A. ConsuU'ions iiiauilenaiit, eu pii-iuicr lini, une surface algébrique réguliiTc, cest-à-dire pour lii([uelle p^^^p^ (^voii\ pour celte (léfuiitictu, l. II. j). 89). I/euseuihle des adjointes d'ordre ni — 3, de la siirlace donne, mit le j)lau
i'euseudjle des adjointes d ordre /n — ■') de la courbe (2) /(^,.r, -.» = <>,
la surface étant. I)ien entendu, représentée pary*(j7,j^, 3) = o.
Les inté<;ra]es de jjreuiière espèce de la courbe précédente [2) seront représentées par
(3) I -yr (/'=I,-.'.,
Ph
()/f = o représentant une surface adjointe d'ordre m — ) de la surface /. Je suppose que la surface admette /• intégrales distinctes de seconde espèce. D'après ce que nous avons démontré antérieurement, il V a /• cycles distincts ( voir Clia[)itre précédent, n" 0) donnant des périodes qui s'expriment jjar des polynômes en r. Prenons nos intégrales (3); ])armi leurs 2y> périodes, il y en a /qui sont des polynômes en r. Or développons dans le voisinage de T = X une pf'-riode d'ailleurs (pielconrpie de (3). Cela sera facile, en jiDsant
Si 1 on a. en i;r()upant [)ar terme> liomogènes.
on voit de suite fpiune période quelconque de [Z), pour y très grand, est de la forme
où y. représente une péiiode de l intégrale
''//, U/". I , Cl d.r , , ■ - 1 1 / X 1 ■ [relative a la courhe o{j', r, z) = oj.
Or considérons les r périodes de (3), c[iii sont des polynômes enjK- Daprès la forme précédente (4), elles sont identiquement nulles. Nous sommes donc conduits à cette conclusion, que les p intégrales (3) de première espèce ont /• périodes nulles, correspondant à /' cycles distincts de la courbe entre ^ et ^ représentée par J(x, y, Z-) =^ o. Nous pouvons maintenant appliquer les remarques faites plus haut; la courbe précédente a toutes ses intégrales de |jremière espèce, qui ont seulement '2p — r périodes.
Ceci entrai ne
Ainsi se trouve établi le théorème suivant :
Une surjace régulière na pas cV intégrales de différentielles totales de seconde espèce {transcendantes).
Cet intéressant théorème a été démontré pour la première fois par M. Severi (' ) en se plaçant au point de vue de la théorie géométrique des systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface. La démonstration (-) qu'on vient de lire rattache très simplement le théorème aux méthodes des Chapitres précédents.
i. Allons plus loin et appliquons le théorème préliminaire du n° 1 dans toute sa généralité. Supposons que la surface _/ se présente dans les conditions sui\antes : elle est irrégulière, et sur un plan quelconque les adjointes dordre m — 3 de f découpent un système linéaire de courbes dordre m — 3 dépendant seulement de /> — to,„_3 paramètres arbitraires ((.o,„_3 >- o). Nous pouvons former p — ^)m-:\ intégrales distinctes de première espèce de la courbe entre :r et ; représentée pary = o. qvii seront de la forme
où ()f, ^ o est une adjointe dordre m — 3 de la surface.
(•) F. Severi. Sut/a superficie algebriche che possegono integrali di Picard delta secunda specie {Rendiconti delta R. Academia dei Lincei, septembre i9"i)-
(-) E. Picard, Sur quelques théorèmes relatifs aux surfaces algébriques de connexion linéaire supérieure à l'unité {Comptes rendus, i6 janvier igoô).
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Or, eu ralsoiiuiiiil coiiimc ('l-dcssus, il est clair que 1 cnseiiililr (les inlrgrales ( . > ) a sciilcnicnt if) — /• jx^iodes arilliiiK''li(|iictiicut (lislincles, |)uis<jtie /• périodes corrcspoudaul à des cycles dislincls soiiL des polynômes s'amiiilaiil pour y = oc, et, par suite, ideuticpieinent nuls.
Nous pouNons alors appliquer le théorème |)réiimiiiaii'e du u" 1. Nous a\ons p ■ — ('),„•{ intégrales d une courbe algébrique avec >.j) — /■ périodes seulement; le noniljre des périodes étanl au luoins doubb' du n()nd)re tle-^ iul(''grales, on a
c est-à-dire
C^esl une inégalité ImpoiUante {^)\ comme, d'ailleurs, d'après la définition même de />„ — p,i (page <S8 de ce volume), on a
il en résuite que
(7) '■^■lip^—pn).
Nous re\ lendrons à la lin (b- ce Cba|)itre sur I iu(''galil<'' (6), pour en déduire un lb(''orème r(datd" aux adjointes d une ^uilace ' alg(''bn(pie.
Sur une propriété de l'équation linéaire I>, et sur une inégalité
qui s en déduit.
o. Indiquons une |n'opriété de bécpuilion ditrérenlielle linéaire E, (pii \a nous être très utile. En [)renant ?. p périodes distinctes
(8) co,, to.. ..., M.i,
d'une intégrale de seconde espèce du type toujours envisagé, nous
') V.. Picard, Sur une inégalité relative à la connexion linéaire et sur le calcul (lu genre numérique d'une surface algébrique ( Comptes rendus, ■i juillcl 1900).
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avons vu an Chapitre préciMlenl ([Lie le groupe de léquation E laissait invariable une expi'ession, classique dans la tln-orie des lonclions abéliennes, de la forme
les c étant des entiers de d<':teruiiuant //// ( Cih^= — 'a/), quand on effectue à la l'ois sur les w et les j une siil)stituti(»u du i;i'oupe. Or il y a ;■ périodes, soient
qui sont des |)olvn()uies en i'. Dt'signons, coniine nous lavons fait antérieurement, [)ar
les 2/> — /■ autres périodes distinctes, soumises entre elles à des substitutions linéaires j)ar la cireulalion de )•. Le «groupe qui nous occupe a ses subslitulioiis de la lorme
(I).', = (Oj,
Q\ =a„i>, -«..ii.
l,5/)-r -il}-!-
Avec ces nouvelles notations, il faut (Considérer dans l'expression (()) (pic
sont respecti\ émeut ('gciux à
Rappelons (pie nous a\ons établi (j). 097) que les ti satisfont à une écjuation dillerentielle linéaire Eo d'ordre ip — r k coefficients jationnels en r; en léalité, c^est r équation E„ qui joue le principal rôle dans notre théorie, jtlus encore que l'équation E.
Il V" a dans (()) des termes on i et /." sont tous deux au [dus ('■gaux à /•, d'autres termes où ils sont tous deux supérieurs à /•, et enfin des termes où lun de ces nombres est au plus égal, l'autre supérieur à /•.
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Soll A</- et />»/•. l'oiii- ([lie la i'onne ('(>) soil iii\ariaiitc, on devra avoir la somme
(où A' reste fixe, et / \arie de /• -{- i à 9/> ) elle-mcMue invariante, c'est-à-dire cjue la somiiie prc'ccdente sera une fonction nnifonix; dej^, par suite un polynôme. Mais, si /• a rlv bien choisi, il n v' a pas de combinaison lint'-aire des 12, qui se réduise à nn j)olA'nome en I , saul' le cas où tous les coefficients sont iiuU. On a donc
nécessairement
Donc, dans la somme (9), il v" a deux catéi;(tries de termes, cenx qui dépendent des (o et ceux qui dépendent des lî. \ous pouvons donc r«''crire sous la forme
(10) ^ f,7, U», J/, -r- \ C/// iî/ V/. ,
i el /,■ \ariant de kh à /•, tandis que i' et A' varient de ///; à 2/> — /", et l'on a toujours
Le déterminant lolal des c est éi;al à lunité; or d est \isiblement égal au produit des deux déterjninanls
|c,7, 1 et |c/'A--|.
Ceci entraîne tout d'abord (jue /• soil pdir, car un déterminant symétrique gauche d ordre impair est nul. \ous avons donc; ce théoi'ème :
Le nombre r des intégrales dhtincles de diffère n lie lie s totales de seconde espèce est nécessairement pair.
6. Nous pouvons encolle tirer des considérations précédentes une autre conséquence. Il est d'abord bien connu qu'en effectuant sur les co (et les j) une substitution à coefficients entiers et de déterminant itn. on ])eut ramener la première somme figurant dans (10) à la forme canonique
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et Fun peul a^oi^ la forme canonique analogue pour la seconde somme. Delà, nous concluons qu'ai-ec les r cycles correspondant aux w. on peut faire - rétrosections de Riemann
puis a^ ce les j.j> — - /• cycles rorrespoiidant aux SI on peut faire
p rétrosections
(Ca, D',.) (|a = i,.., ...,p-'Sy
Ce résultat précise l)ien la disposition de ces diftV-rents cycles.
/. -Nous allons en déduire de suite une inégalité entre le nombre /• des intégrales simples de seconde espèce, et le nond)re r^ des intégrales simples de première espèce. Soient
les p intégrales de première esjièce de la courbe entre x et c, fi^x. y. z) = o. Si la surface a des inlt'-grales de première espèce, on pourra trouver, d'après un raisonnement fait bien des fois, des fonctions rationnelles «,, «j, ..., ctp de y, telles que l'inté-
grale abéllenne
«lll ^«ilo -+-■ ■ .-r-.-//, I/,,
relatl\e à la courbe précédente ait ses périodes indépendantes dej'. Or. pour une intégrale de première espèce, on ne peut se donner que les périodes relatives à p cycles, appartenant à /> rétrosections de Riemann, soient ici les C/ et les C/.. Mais |)our les C;;. les périodes de toute intégrale de dilTérentielle totale de seconde espèce sont nécessairement nulles (ainsi que pourlesD^); nous pou^ons donc nous donner seulement tout au plus les - constantes relati\es aux C/. Ce qui nous donne l' inégalité
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Quelques théorèmes sur les nombres des intégrales de première et de seconde espèce.
8. Etablissons encore une int'galit('î intéressante. Tout d'abord nous ne (hminuons pas la généraHlé en sujiposanl qu'il s'agisse d'une surface pour la([uelle
c est-à-dire pour laquelle tous les défauts to/i i^voi/- p. 88) sont nuls quand h'^m — •>. ; ceci r«'sulte [roi/- p. 128) de ce que l'on |)eut tracer sur une surface un système linéaire S de courbes, pour lequel le système adjoint découpe sur chaque courbe un groupe de points avec le défaut maximum p^ — p„. Si alors on fait la transformation babiluelle, en utilisant un système à trois j^aramètres faisant partie de S, on aura réalisé la condition siqiposée. Pour éviter toute confusion, nous poserons dans la suite (o,„_3 = 0. Les p intégrales de première espèce de la courbe entre .r et :;
sont alors susceptibles d'être représentées par
, , rQ,(.r, y, z),lr
(II) / ^ j. (f = [,■_>., ...,/^ — o),
(vi) j j (A= I, ■>., ...,0):
les O représentent des polynômes adjoints d'ordre ni — 3 ; les V représentent des polynômes correspondant à des adjointes particulières d'ordre m — 2, qui sont seulement de degré m — 3 en x et ;:, et de degré m — 2 en x, y et ^.
Nous désignerons d'une manière générale une intégrale de première espèce par
les intégrales (12 ) coiTesponclront à h =p — 0 -t- i . . . ., p\ les inlégrales ( i i ) à A = i . 2. ..../> — 0.
Coniine précédemment, nous représentons ])ar
tO]', CO^' 0/'/, ( A = I , 2, . . . .p )
les périodes de 1/,. On peut supposer que les périodes correspondant aux indices inférieurs i, 2, ..., ip. sont, pour les indices i <'t 2, 3 et 4- . . ., 2/j — • i et 2/>, relatives aux/> rétrosections (C, D i et(C', D'j du n»6.
Ceci posé, supposons que le coefficient de clx dans une intégrale de difierentielle totale de première espèce soit
«1 Qi -I- it-^ Q ' — . . . -^ a I, Q/,
les a ne dépendant cpie de y. On aura nécessairement les 2p équations auxquelles devront satisfaire <7,, ..., ctp
ai II)}. -h a-2 ojf. -i- . . . -4- « ., to'' ^ P,-, «ico/.^, -1- aow,-^ ,-!-.. .-i-a/,(o/;^j =0, =0,
; «iWo/, — aoiol/, — . . .-H <7/jCo/'^^ =0.
P,, Po, . . ., p,- sont des constantes qui représentent les périodes de l'intégrale de diiîerentielle totale pour les rétrosections
d'après nos notations, P, correspond à C| et Po à D,,''puis Pj à Cj et Pj à Do, et ainsi de suite. Les périodes de l'intégrale relatives aux ( C, D') sont nécessairement nulles. Remarquons encore que les
.sont des constantes (puisque ce sont des polynômes de degré zéro
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:iii plus). De plus, pour
ces constantes seront nulles (car le deyr(' du |)t)lvnonie serait — i). Des équations (i 3 ), il résulte (pie l'on a
ll\) Pioj^'- l'.w^'-h P30)'; — P.tof^ -+-...-h P;._iio/'— P,.to^Li=^ *»;
c'est une conséquence de la relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce. Les équations (\/\), où les coeiiicients des P sont des constantes, sont s<'uleMieut en noiuhrt- 0.
puisque les équations sont des identili'-s pcuii- A ^ i . ■> /> — • 0,
d après ce que nous venons de dire.
10. Nous allons établir réciprotpienient que, si l'on a /constantes P,, Po P, satisfaisant aux 0 relations (14). les 2/> équations ( I.) ) en ^/|, r/o, . . ., cip seront coiiq^atihles, et quil en résultera une intégrale de diflerentielle totale àe preniiè/e espèce, dont
les périodes seront précisément P,, Pj P/ .
Tout d'abord, on voit immédiatement que les équations (i.)) sont seulement en nondire p. quand les conditions (i/\) sont vérifiées. Il suffit, pour sen assurer, de uiultiplier respectivement Hes équations par
(Il (-tant compris entre k/i et p) et de faire la somuie: on a une cond)inaison identiquement nulle.
Les équations (i3) reviennent donc à /> dentre elles, coiiNcnablement choisies, j)ar exemple à celles qui correspondent aux cycles G et C, et <jui, par suite, corresj)ondront aux équations prises de deux en deux,
«l(OJ -^rtoW? -Î-. • .-f- «/)(0/' = Pi:
ai co.'j -i- ((2<j^l -H . . . -- Up m'.'^ = P3,
(l5) ' «iw;._, -Ha.jco;.,, —.. .-h '(,,'-<>'/, ^ = P,._,, j =0,
((iO>!,p ,-^«2W^/;-i~---^"/-"-'Ç/,-i =
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On sait que le déterminant dordre p formé avec les tOoA+i i^ 6^t pas identiquement nul.
Tl est clair que les équations (10) et, par suite ^ les équations (i5 ) donnent pour les a des fonctions uniformes (et, par suite, rationnelles) dejKÎ ^n effet, les /• premières équations (i3) restent invariables, quand j>^ partant d'un point j revient, puisque les w qui y iigurent sont des constantes, et les ip — /' autres sont seulement remplacées par des combinaisons linéaires delles-mèmes.
Cherchons maintenant quelle est la nature des fonctions rationnelles a de V, satisfaisant aux équations (i5). ^^ous aurons à distinguer, relativement à //. suiviiut que h appartient à la suite
ou à la suite
Si A. est dans la suite (a) on a pour j- très grand
et 'j-l est manifestement égale à une période de l'intégrale
" qi,i.r. \. z) d.r
relative à la courbe es (jc, i, :;") = o, en désignant par cjh[x, y, z) et 'j(j7, 7', Z-) les termes homogènes de plus haut degré (respectivement m — 3 et ni) dans (^^(^, jk- ^) et à^ns f [x , y ^ 3). Si h est dans la suite (3), on aura
et a^ a la même signification que plus haut, sauf que ^^(a:, v, s) est un polynôme homogène de degré m — 2.
De cette signification des a^, il résulte que le déterminant
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n est pas mil d aprrs une proposilioii (■lasM(|ii(' dans la lliéone des intégrales al)éli('iiii(\s d»; |)renHrce csprce; car ee déterminant représente le déleniiinaiil (\(^> périodes |)()iir les cvcles G et C des
Intégrales
}'()/ii.r. y. z ) d.r
ipiand on v fait i' = ce, ee (pii donne alors (avec le changement de variables fait plus haut) des intégrales relatives à la eourhe cp(.r, !,..) = o.
11 résulte de là (pie le développement des<7 suivant les puissances descendantes de y commence |)ar un terme, qni est au plus du premier degré en y pour
"il ^'-2
et qui est une constante pour les autres fonctions a.
11. Nous allons montrer maintenant (|ue r/f, a-2j ••■, ffp-i sont des polvnomes du premier degré enjK. t'I que les autres a sont des constantes. Il suffira de voir qu'ils ne sont infinis pour aucune valeur finie dey. Or le déterminant
reste é\idemment 'fini et di [J'érent de zéro, (piand r n est pas en un point singulier h de l'équation E. Les seules \aleurs à examiner sont donc les valeurs b.
Donnons à y une valeur voisine de b. On peut supposer que les cycles donnant les périodes mar([uées par les indices i , 3, . . ., 2/> — 1 sont formés, le premier |)ar un petit contour •' enveloppant les deux points singuliers de la courbe f{x, y, ;) = o voisins de b^ et les autres dey> — i contours ne passant pas dans le voisinage de ^, et qui deviendront, quand j' sera égal à /v, /> — i cycles de la courbe de genre /> — i
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appartenant respectivement aux rétrosections d'une division canonique de Riemann.
Les adjointes Q^ de la surface f ici considérées dépendent de p paramètres ; on peut donc supposer que p — i d'entre elles
0„ Q.,, .... Q^_, passent par le point de la surface où le plan tangent est donné par
la dernière Q^ ne passant pas par ce point.
(^ue deviennent dans le déterminant (i6) les différents termes pour j' = b? Dans la première ligne, on aura
(o 5 = oj j = . . . = Lo'l~ ' = o. co'i' = o ( pour j' = ^ ).
Daulre part, le déterminant d ordre /> — i
Wi/,-, fJô/.-i
( pour y ^ b)
n'est pas nul. puisque c'est le déterminant de p — i périodes appartenant chacune à une rétrosectioii du tvpe canonique pour la courbe y'(j", b, c) =: o de genre p — i .
Il résulte de laque le déterminant (i()) est dillerent de zéro pour y ^ />. Les fonctions rationnelles a sont donc linies pour toute \aleur finie de t, et l'on aura donc, d'après ce qui a été dit au numéro précédent,
ar — 'j-r
les a et les 3 étant des constantes.
12. Le théorème énoncé est maintenant immédiat, car l'expression
'7 1 Q 1 — iTi Q) —...— «;, r»/,
est le coefficient de dx dans une intégrale de différentielle totale de seconde espèce, et, d'après la forme des a, cette intégrale de
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seconde espi'cp est de /irenii'èfe espèce. NOiis poux oii-< donc dire que :
Le nombre des infei^rales simples distincles de première espèce dUine surface al<:ébri(iue esf égnl. au nombre des constantes P pouvant être prises arbitrairement dans les o équations
l'iwÇ' — Poto^'-^ v,m\ — I '..(,/; -+-...-+- P;._,w/?— r,. w;!' , = o
(// prenant les valeurs /> ^ o — i //). l);ins ces équations
les w sont des constantes.
13. Si les premiers membres des équations précédentes regardés comme des polynômes eu P sont indépendants, on pourra prendre arbitrairement
des l\ et alors le iiond)re /„ des intégrales de première espèce sera précisément r — o. On aura donc
mais ce raisonnement rend seulement ce résultat \raisemblal)le. Si les polynômes en P se réduisaient à un moindre nombre, il yaurail plus de /• — 0 lettres P arbitraires. lYous pouvons donc seulement en toute rigueur conclure à V inégalité
(hi arriverait-il, ^i les équations du nuLuéro priuédenl n étaient pas in(lé[)endantes ? 11 est visible (pi il a' aurait une intégrale abé-
lienne de la forme
(les ), étant des constantes non toutes nulles) dont les /• j)ériodes relatives aux rétrosections ( C, D ) seraient nulles.
Ainsi, il y aurait une intégrale de première espèce du sec^ond tvp<' [le type ' i a )J dont les r premières périodes sei-aient nulles, comme il arri\e à toutes les intégrales du tvpc (in. Dans la note citée au n" 3, ^I. Picard, pensant axoir démontrt- que cette
circonstance est impossible, énonce que Ton a
Mais, cette démonstration ayant besoin détre complétée, nous ne nous v arrêterons pas. D'ailleurs, légalité (i-) a été établie, en se plaçant à un tout autre point de \ue, par M. Se\eri dans un très intéressant Mémoire auquel nous renverrons (').
14. Nous énoncerons encore un théorème extrêmement remarquable dû à M. Castelnuovo relatif aux nombres des intc'grales de différentielles totales de preuiière et de seconde espèce (-). Ce théorcme consiste en ce que L'on a l' égalité
d'oii résulte en outre, en vertu de la relation (17),
Nous ne donnerons pas la démonstration de Al. Castelnuo\o; elle s'appuie sur un tlu-orème fondamental de Al. Enriquef*. qui n'a pas été établi dans cet Ouvrage et dont l'étude nous entraînerail trop loin (^V En utilisant aussi ce théorème, M. Severi (') a donné une autre démonstration de la relation (18 ).
Oue faudrait-il faire pour établir le théorème de M. Castelnuovo, en se ser\ant de la proposition que nous avons démontrée au n° 1^2. Pour le voir, cherchons dabord quelles conséquences résulteront (hi théorème de M. GastelnuoN o, pour le Tableau des périodes des intégrales (1 1) et (12) de la page ^'20^ qui forment les/> intégrales de ])remière espèce de la courbe entre x et r.
(') r. Severi, Siilla di[ferenza tra i muneri degli integrali di Picard delta prima et delta secunda specie appartenenti ad uiia superficie atgebrica {Accademia Reale délie Scienze di Torino, 18 janvier igo5).
(-) G. Castelnuovo, Sugli intégrait aemplici appartenenti ad una superficie irregotare {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, janvier igoS, et Rendiconti delta R. Accademia dei Lincei. mai-juin igoS).
(^) F. Enriques, Sulla proprieta caratteristica dette superficie algebricJie irregolari [Alti delta R. Accademia délie Science delV Istituto di Bologna. 1 1 déc. 1904 ).
(') F. Severi, // teorema d'Abel sulle superficie algebriche {Annali di Matematica, 'à" série, t. XII).
imé(;rales totales de puemièiu: et ue seconde espèce.
Kl
Kî
Pour les p — 0 inl('jj;r;tles A\\ type (i i), on a au Tuhicau des [)éliodes que l'on peul éciii-e
les /• premières colonnes correspondant aux cycles (C, D j.
(^uantaux- inLégrales(i 2), on peut évidemment sup|)oser{pi'elles
correspondent aux - int('i;ralesdediirérentiell('s lolalesde première espèce, nous voulons dire qu'elles représentent ces inté;.;rales quand on y fait dy = o. Dans ces conditions, les périodes des intégrales (12) relatiNCS aux cycles (C, I)') sont nulles, et Ton a alors pour ces intégrales le rahicau
iii\
Il,
où les a sont des constantes.
Si, maintenant, prenant deux intégrales quelconques parmi les p intégrales de première espèce (11) et (12), on forme la relation bilinéaire entre les [périodes de ces intégrales, on aura une relation qui sera identi(piement vérifiée si l'on prend une intégrale <lu Tal)leau (tî, ) et une intégrale du Tableau (t^j); «elle relation ne contiendra que les périodes relatives aux cycles (^C, D') si Ion envisage deux intégrales du Tableau (t:, ), et enfin elle ne contiendra que les périodes relatives aux cycles (C. I^ ) si Ton prend deux intégrales du Tableau (tîo ).
De là nous concluons, toujours en adnietlanl le théorème de M. Castelnuovo, <pie, si Ion |ircnd deu\ intégrales abéliennes quelcorujues de première espèce
et
('\\{x,y, z ) clx
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de la courbe entre x et ;
fir,y, -) = o,
(»à R et R' sont des polynômes en x^ y et ;, on a entre les solutions
des é(jiialions E„ et E^, velatiK-es à ces deux intégi'ales (en revenant aux ni)talions des n'" 9 et siii\ants) la relation hilinéairc
}Soiis sa\ons, d'après ce qui a été établi dans la Section II de ce Chapitre, que le groupe de Téquation Eq laisse invariable le j)remier membre de (19) quand on eireclue simultanément sur les co et les to' les substitutions de ce groupe, mais nous n'avons pas réussi à démonti^er directement que ce premier membre est nul (M; il nous semble toutefois très probable f[u on jjourra un jour v [parvenir.
Quoi qu il en soit, si V on admet ce fait, nous allons voir que Ion peut démontrer facilement, en se servant des tliéorèmes établis dans les paragra[)hes précédents, que le nombre des intégrales
de différentielles totales de jiremière espèce est égal à -• 15. Tout d abord, (tn aura é\idemment
( 20) (Oi W, M-i 10] -r- .... -^ (";— 1 ^u'r ~~ W,.Oj',._ , =^ O,
puisque la somme des premiers membres des égalités (19) et (20) est nulle.
11 s'agit de savoir combien nous pourrons prendre de constantes P arbitraires dans les équations (i3) du n" 9, pour ([ue ces xp équations aux p inconnues «,, rtj, . . .^ ap soient compatibles.
Considérons les é([uations ( i5 i du n" 10. eu donnant à
(') M. Picard pensait avoir obtenu une telle démonstration à l'aide <le considérations délicates empruntées à V Analysis situs iX^ns l'espace à quatre dimensions^ mais cette démonstration nous semble maintenant sujette à des objections, et nous nous contentons d'appeler l'attention sur la lacune qui reste à combler.
iM KiiitAi.i'S inT.\i.i:s i»i; pitiMii iti: i;r di: si:<:f»M>i: i:si'i;('.i:. |0.)
des Videurs nihiliiiiics : nous (Iclrnniiioas ;iii)>i (l^. d^-, .... ''//,. N'oiis allons \()ir(|iic lo xalciiis des aiil rvs |)('-ij()(|rs, pour- I int»'-ii;ralc coi rc-spoiidaiU à ces \alciir> des c/, soni des conslaiiles déleimiiK'es IV,. .... I',. pour les excles IJ. el soiil riidies pour \v*. cyeles I)', de (elle sorle cpie Ton a des ('(pialions de la lornie (i.>).
l3ési<;nous par l\,, .... IV les pi'riodes rclalives aux eyeles I) de l'jnlégrale de première es|tèee loruiée avec les a. Soient ausxi l*/-l-:i^ l*/-l--o •••) l\'/; 1<'^ j)(''no(le> de la même inl(''i:rale relative aux
(cycles \y . Il l'aul (h'moulrer (pie !'_.. 1'., V,- sonI des eonslanlo
et que \\j^>. . . ., I\./, sont nuls.
C'est ce (juc Nonl nous donner les relations (u)) et (20). Nous pouvons écrire les é(piation>
rtl(o{ -r ai<.<)\ — . . . -:- a^, (O'j = 1*1-
On en dc-duil, d après les relations i 20),
// élanl un quelconque des noml)res 1, y., ..., y> ; tous les (o li^iilant dans ces relations sont d ailleurs des constantes (^c est-à-dire indépendantes de y). Or tous les déterminants lormés, en prenant - liiines dans le Tabhaii
fi — l, 1. . . .. p),
ne sont [las nuls, car alors le dclerminaiil dordre /> lormé a\ec les périodes relatives aux cvclesC et (7 serait nul, <'e (pu n'a pas lieu d'après [in tliéorème classi(pie. Les t'-quations (■<[) d(''terminenl alors certainement
l'o, P;. .... Vr
en l'onction des arbitrantes
et il ne s'introduit que des constantes dans ces expressions. \ous avons donc le résultat \oulu.
P. i:t S.. II. . 29
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(ïonsidérons de méine les éqiiiitlons
"|W,'.j_l -^ ^i'-'^r+i -T-. . . -H r^/, to"+i = O, rtlfO^ + 2 -^«2W;" + 2 — . . . -t- f^/, OJ^'^o = P/+2.
a 1 t'J i /)- 1 -^ ''' :; w i /)- 1 ^- - • • -^ «/) ^'J 2 /)- 1 = o , aiO>\j, -^ (i-ioj'-yj, — . . .-^ a/,M{'i, = ]'.2/,,
où les seconds membres sont alternativement ^e/'O et une lettre P à indice pair, \oiis aurons, d'après les relations (19),
Or tous les déterminants formés en prenant p lignes dans le
Ta 1)1 eau
jie sont pas nuls, car alors le déterminant dordre /> lormé avec les périodes relati\es aux cjcles C et C serait nul. Des équations (22) (jn conclut donc ([ue
Ijouc. dans les 2/> équations (10) du n" 9. on j)eut prendre arbi-
tiai rement
et, en choisissant convenablement l*o. P^. .... P,. au moyen des équations (21) nécessairement compatibles, il est possible de tirer des équations (i3) les a de manière à a\oir une intégrale de première espèce. Il se trouve ainsi établi, sous le bénéfice des relations admises (i() ou 20), que le nombre des intégrales de diffé-
renlielles totales de première espèce est -•
IMÉGKALI'S TOTALKS Ul- I'HI•:>1I^:IU: ET DE SECONDE KSl'tCE. 4-^7
Sur une propriété dés adjointes d'une surface algébrique.
16. jNous lenainerons ce Cli;i[)ilre en démontrant une propriété intéressante des adjointes d'une surface alj^ébrique ( ').
Revenons à cet ellet à la première section de ce Chapitre, Nous n'y avons fait aucune hypollièse sur les adjointes au ])oint de vue (le leur section par un plan quelconque. Nous avons, dans le Chapitre IV de ce volume, considéré, avec M. Enriques, les adjointes (ledilîerenls ordres h (/i^ni — .'>). L'ensemble des adjointes d'ordre h forme un système linéaire de surfaces. Celui-ci découpe sur un plan piis arbitrairement un système linéaire de courbes planes (pii font ésidemuient partie des adjointes d'ordre h de la section plane correspondante de ht surface. Mais il se peut que ce svstème linéaire de courbes planes ne forme pas l'ensemble de ces adjointes, cl qu'il y ait un défaut, qui a été désigné par co^. Nous avons vu (pie, ;i partir dune certaine valeur de A, tous les w sont nuls. En supposant que de h ^ m — 3 à h^l — i les to soient difl'érents de zéro, nous axons établi la formule de VE Enriques (p. 88)
Or nous avons déuionlré, dans la Section I de ce Chapitre. Tinéi^alité
/• _ ■H.'Jiii-i.
Or, d'après (sS),
puisque les co sont positifs. Rap[)rochons les deux inégalités précédentes, en écrivant
r 1 ■_'. w„,_3 ^ •'. ( pf. — pn ;
(' ) E. Picard, Sur quelques questions se raltaclianl à la connexion linéaire dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Crellc, Band 129, igoS).
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Mais, (Japrès le théorème de M. Gaslelnuovo.
il fiiul donc tjue les deux inégalités soient des égalités, et l'on a. par suite.
Pg — Pn = W/»-:j-
Donc on a, pour toutes 1rs adjointes d'ordre li { li^ni — •>.).
C'est là le théorème que nous \oulions établir.
Ainsi, dans le calcul du genre d'une surface algébrique, il n'v a que le défaut w,„_3 à envisager. Nous pouvons encore énoncer le lliéorème sous la forme :
Les af/joi/ites d'une sur/ace (/'ordre m, qui sont d^ ordre supérieur ou é<^al à m — 2. donnent sur un plan arhitraire le systènie complet des adjointes du même ordre de la section plane.
Ce résultat complète les belles recherches de M. lùiricpies sur les adjointes d'une surface algébrique. Nous ra\ons obtenu |)ar une voie détournée : on |)ourra sans doute le démontrer directement en restant à un point de \ue purement géométrique.
SLIl Li:S S[ IIKVCKS HVPEHELLIl>TI()LES.
Quelques propriétés des surfaces hyperelliptiques générales.
1. Nous ne n(ni> |)i()[)n-.()iiv ji;is de faire dans ee Cliapitre une •('tude approfondie des surfaces hvperellipti([ues : notre but est seulement d appliquer à ces surfaces (piel([iie>-uns des résultats généraux donnés dans cet Ouvrage.
( )n ap|iellc suffnrrs hypi'rell ip( iqucs. les >iMi'aces pour les- (pnllt- les cDonloniii'rs d un pdint quelconque s'expriment par tlo ti)aclion.> qiiadruplemenl périodiques de deux paramètres. L étuile de ces surfaces a été commencée par M. Picard (' ). (jui a élal)li leurs propriété's lt'> plii^ simples, l. ne étude très aj)profondie en a é-té faite par M. Hundjert dans son heau Mémoire Sur In théorie générale des siirjaces hypcrelUjdiques (-).
l2. r)n sait qu'entre trois fonctions uniformes quadruplement pcrmdiques de deux \arial)les u et c. avant jiartoul à distance finie le c.ir.ictère d une fonction rationnelle. \\ existe une relation algél)ri(pie. Deux cas peuxent se [)rf''senter ; d peut arri\er f(u à un ]Hiint (irhitrnirc dr la surface ne corresponde cpi un seul svstèmr
(') E. Picard. Sur les inte2:rales de (Itjférenliellex totales algébriques de jiremière espèce (Journal de Mathéniati'fuci. t. I. '(' sér., i8S5): Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, t. V, 4" sér., l'^'S;)).
(-1 G. tiL'MBF.r.T, Théorie générale des sur/ace-^ hyperelliptiques ajournai de Mathématiques, t. I\, j- sér.. liSij'î ).
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de valeurs de u et v. abstraction faite de multiples des périodes, ou bien il y aurai plusieurs systèmes de valeurs de // et r dans un prismatoïde de périodes.
Plaçons-nous dans la première hypotbèse. Soit
Cl) /(^,J^-,' = o
une surface bvperelliptique jouissant de la propriété indiquée : on étaldil alors que toute fonction quadruplement ])ériodique de u et V" et avant partout à distance finie le caractère d'une fonction rationnelle est une fonction rationnelle de x.y et ;.
3. 11 est facile de montrer que la surface possède deux iiUégrales de différentielles totales de première espèce. Soient
les trois équations donnant la représentation paramétrique de la surface.
^ous a\ ons
aX = C(U -r- — ch\
Ou (Jv
- àF, . ^ àF, dy = - — du -, ; — dv.
•^ du dv
Or les coeflicienls de du et d<i' sont des fonctions t|uadrupleinent périodiques de u et c: elles peuvent donc s'exprimer par des fonctions rationnelles de x, y ot ::. En r(''solvant les deux é'qiialions |)récédentes par raj)port à du et di\ on aura donc
,:/;/, = P dx^q dr, dv = Pid.r^Qidj,
les P et Q étant des fonctions rationnelles de x, y et z. Les deux Cpdx -^q dy et r Pi dx -r- Q, dy
intégrales
sont é\idemment des intégrales de diftV'renliellcs totales relatives à la surface /, et elles sont de première espèce, puisque à tout point {x,y, z) doi\ent nécessairement correspondre des valeurs finies de u et c. Ces deux intégrales sont distinctes et liuéairement indépendantes.
SIRFACKS llYI>KUi;r.l.lI'TIQri:S. l|l
Eli sc<'()ii(l lien, loule iiil('';^ial<' de |)r<'iiiirio <'S|)rcc de la -iirlacc est ii(''cess;ui('iii<'iit une comliinaisdii Imt-aiic à coc^nicicrils constanl-< des <leii\ |)l•écéd(■ll^('■^.
En ellcl, suil. une intégrale de |)reim( ne esj)èc(;
<'!! rcmplaeaiil ./", j^. c par leurs \ alciii-s en a el r. crllc iiil('i;ral( <lr\ M'iil
r'^rln -^'bflv,
'v et 'l étant i\o> f(tnctions (|iiadi'ti|ileiiienl |)»''ri(!di(|ii(> de // ri e. Puisque 1 intégrale reste toujduiN lini<'. il tant (|uc les l'onelions uniformes '^ et 'i restent toujours Unies; elles doiNcul donc se réduire à {\v> constantes, el notre intégrale se réduit
1 a (/il - i (/r,
y. el j étant des constantes. Elle est donc une eondunaixin linc'aiiv <les deu\ preiuicres.
i. On montre aisément <|ue le i^e/rre ^l'onK'ti-iijKc de la sinface est égal à un, cesl-à-dire qu // 1' a une seule inl('-s}ale doulib' de première espèce. Soil une telle int«''gral<; donlde
(■2) ^ f\\{.r,y,z)dTdy.
En remplaçant jt, y et z par leurs \ aleurs en // cl e. 1 inlc'grale devient ♦
y é'tant une ionction uniiorme quadiiqjleuienl p(''riotlu| ue de // et c. Si y ne se réduit pas à une constante, il est manifeste <[ue, dans un prismaloïde de périodes, on j)0urra choisir un continuum d intégiatii>n pour l'intégrale double, tel que celle-ci soit iuiinie. Il faut doue et \\ suffit d ailleurs (pie y se réduise à une conslanle. L mlé'grale double •
II
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qui est l)ien de l;i forme (2), quand on revient à x. y et z, est lintégrale double de |)reniière espèce de la surface f. Elle est, eonime nous savons, de la forme
IJ
0(:r. )-. j I (/./■ (ly
(^ étant une adjointe d'ordre ni — 4i nécessairement unique, de la surlace f supposée d ordre m.
T). ?Sous avons considéré (t. 1, p. i36) une surface avant plusieurs intégrales de jjreniière espèce qui ne soient pas fonctions lune de lautre. Soient deux tell»'? intégrales
15 1 d.i- — \ I (ly
*-' 111,0,0 •'- ''{tl.ll.C} J^
Il a été établi {loc. cit.) cpie Ion avait sur la surface lidcnlité
AB, — A,B = f-.OJx.y,z).
(^(.r, j', z) étant un polviiome adjoint d'ordre m — \. Ici le polynôme Q correspondra à 1 unique adjointe d'ordre m — 4 f'e la surface f. Cette adjointe coupera la surface suivant la ligne double et sui\ant une ou [)lusieurs eourjjes sim[)le.s (pie nous appellerons les coui-bes Y .
Pour la surface que nous étudions, les équations
du,
1 \\. il !• - ~ \ . //l-
dy
^ Jz
donnent nécessairement pour .r et i' (et:;) des fonctions uniformes de a et v. On voit de suite que c'est seulement quand le j)oinl (x, -)', z) s'approche d'un point tl une courbe F, que .r, j)- et c pourraient cesser d'être des fonctions uniformes de u et c. Soit M un point d'ailleurs quelconque (.r,,, Yn-, ^0) d'une telle courbe : d'après les équations (4), on voit que le rapport -r- est indépendant de -^ ^ quand (x, j', z) s'approche de M.
Donc les valeurs //(,, Co des inlé-grales 11 et i' correspondant au point Al ne donnent pas pour le> Ibnctions ./■ et r un point ordi-
lî d.r
A dy
\,dy
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nairc; ceci iTol |i;is doiilnix, |)iii(|iii' ./■ cl )• ne |t(iiinoiil li-iidrc
• I ■• ■ 1 '/ — "il . I i '
\crs,/',, cl )■„ (HIC SI |;i limilc (lu l'iinporl ;i iiiic \ alriii' <lc-
I ci-imiK'c.
l'iu- siiilc, les ('■(|ii;ilioiis prccédenles élant salisfailes par des fonclions qiiadrnpleruenl p(''ii()di(nies de u et c, le poinl ( Wy, Vq) sera piitir CCS loaclioiis un poml d iiiil(''lei'iiiiriiitiiiii. Mais, quand M se d(''|)lacera sur la couibc T, le syslcme des valeurs (//oi ''o) '^'' pourra pas \arier d une manière continue; car une fonction uniforme de deux variables indépendantes, (pii présente, pour tout svstème de \ aleurs finies tics \arial)les, le caractci<' d'une fonction rationnelle, ne peut |)as a\oir une suite de points (rindélermination se suixanl d'une manière ccuilinue. Par conséquent, u et c i;ardent une valeur constanle, cpiand (j",,- ^Vo, ^o) se déplace sin- une courhc T.
Il résulte de là que toute courbe V est une coufhe unicursule. (\ est une de ces lii;nes de la surface que, dans un Chapitre précédent, nous a\ons appelée une courbe e.rc('j>t i<in nelle.
6. M. Humlu'rl, dans le Mi'iuoirc cil('' [dus haut, a lait une élude approfondie des courhes ali;<''l)ri(jues tracées sur les surfaces liAperelli[)tiques. U représente d'abord ces surfaces en coordonnées homogènes par des équations de la forme
les 6/ étant des fonctions thètci normales de uH'me ordre, de caractéristique nulle.
En supposant que les fonctions abéliennes ne sont pas singulières (c'est-à-dire (pi'il n'y a pas entre certaines combinaisons de leurs périodes vww relation homogène et linéaire à coefficients entiers), il établit (pic toute courbe algébri(pie tracée sur la surface est représenté( pai- une équation de la forme
). et a étant des constantes, et (■) une fonction thêta normale de caractéristique nulle.
Nous reuNcrrons à son ]\[émoire pour la démonstration de cet important théor«"'me.
7. Nous avons \u plus haut que le genre géométrique p^r de la
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surface est ég.il ;"i un. En s'appiivant sur le tln''or«Mne de M. Caslelimovo ( l, n. |i. :\-y.i) nous a\(»iis ici
puisfju'jl j a deux inlégrales de |)reniirre esprce. On en dt'duit
Ce résultat a été antérieurement établi par M. Humbert an nioven d'un calcul direct (Journal de Math., \'^{Ç), }). 429).
Ajoutons encore que la surface possède quatre intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce, puisque le nombre des cycles linéaires est évidemment égal à quatre et que par suite /• est égal à ce nombre.
On peut enfin se demander quel est le moindre degré d'une surface hjperellipti(pie du type qui vient de nous occuper. M. Picard a démontr»' qu'une surface de genre géométrique <''gal à un ne peut a\oir deux intégrales de différentielles totales de premier;' espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre, si son degré n'atteint pas six [Journalde Math., i885; voir aussi t. I, p. \/\\). mais il s est borné aux singularités que nous avons appelées ordinaires dans tout cet Ouvrage. I^e théorème complet a été établi par M. A. Berrv, et Ion trouvera dans les additions placées au commencement de ce V(dume les renseignements bibliographiques à ce sujet. Ce résultat admis, il est clair qu'/7 ne peut exister de surface hvperelliptique de degré égal ou inférieur à cinq telle qu à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu' un seul système de valeurs des paramètres aux périodes près.
On peut indi(|uerune surface du sixième degré rentrant au contraire dans ce type. Prenons en effet la surface
y et '-2 étant des polynômes arbitraires du troisième degré. En d('signant par P(;^)et (^(c) les fonctions elliptiques correspondant à
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et la surface rentre hien dans le l\|)c noiiIu.
Tel les fonctions aix'licnnes sont tics s|)('-ciales, |)iiisf|ii"cllcs se ramènent avix fonctions donhlenient |)t''riodi(|nes pour cliaenn des paramctres. Relativement aux fondions alx'diennes ii('nérales. M. Ifiiinj)eit a indi(|iic une snifacc h vpcrclliplicjiic du luiilirinc degré [Journal de Math., i8().'). p. \'M)). f)n ne sait s'il eu existe pour les sixii'mc et se|)li«"'me degrés.
Sur les valeurs des nombres c et :„ pour une surface hyperelliptique non singulière.
8. Nous allons calculer les valeurs des nondjres o et o„ pouiune surface hyperelliptique non singulière, en désignant par o le nombre correspondant au tliéorème fondamental dans la tlié'onr des intégrales de dilTérentielles totales de troisième espèce (p. 241», et {)ar po le nombre des int(''grales doubles distinctes de seconde espèce (^ p. 2<S9).
Soit, comme plus haut, la surface / doniK'e en coordonnées homogènes par les écjuf.tions
les 0 étant des fonctions thêta normales du même ordre et de caractéristique nulle. Nous nous plaçons dans rhv|)othèse on lc> quatre 0 ne s'annulent pas simultanément jiour un nx'ine système de valeurs de u et c, c'est-à-dire que la surface est représentable point par point, sans exception, sur le champ hyperelliptique; il n'y a pas alors dans cette correspondance de courbe exceptionnelle sur la surface.
Envisageons sur la surface une conrl)e algébricjne irréductible. D après ce que nous avons rappelé, elle sera représentée par une
équation de la forme
<di u — À, c — ;jt.) = o,
A et u étant deux constantes, et (-) une fonction thêta normale de caractéristique nulle, dont nous désignerons Tordre par ni.
Ceci posé, soit 9(«, v) la fonction thêta normale, de caractéristique nulle, et d'ordre t/n: la fonction
sera d ordre m, et. par suite, le quotient
fi">{u — X. *• — [X)
sera une fonction quadriipleinent périodique de u et r, et, par suite, une fonction rationnelle des coordonnées non homogènes a:, 1' et ô d'un point arbitiaire de la surface. Si donc nous considérons
Texpression
S( u — A. r — U) lor
ce sera une intégrale de dilTérentielle totale de troisième espèce (réductible manifestement à un logarithme), qui aura sur la surface les deux courbes logarithmiques
6(u — À, r — ■j.) = o et 0('// — À, c — a ) = o.
Ceci nous permet de nous borner, pour l'étude des lignes de la surface donnée /. en tanl <jue courbes logaritlimiques d'intéiivales de troisième espèce, aux lignes données par une équation
où ). et a sont deux constantes arbitraires.
Nous allons montrer que. si l'on prend deux quelconques de ces lignes corres|)ondant aux é-cpiations
0 ( u ). I . (• — ;j.i I =: o cl 0 ( u — /.2. (' 1^2 ) = O,
que nous désignerons par C| et Co. il y aura une intégrale de différentielle totale de troisième espèce ayant seulement ces deux lignes comme courbes logarithmiques. Supposons, en elTet. que Ao et |j.o soient respectivement très voisins de A, et <J.^ ; les deux courbes C, et Co de même degré sont alors très voisines l'une de I autre sur la surface. Par consc'-quent. les substitutions du type S
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onvis;ii;(-('S an n" !2 i Clia|». I\. |t. ■a?j'.\) el se rapporlaiit respectivciiieul à la coiirljc C, el à la eoiirhe G> sont idenliqucs, c'est-à-dire (|ue Ion aiir.t (voir n' 3, même (^hapilrej
tjL '' = v'" { i ~ l. y,. . . . , 7.p).
I^l^ suite, les 2/?/ relations eonsidérées dans le n" 3 (Chapitre eilé) entre les K el les (• poiirionl être satisfaites en prenant tous les R nuls, et
Cl ^ c> = <».
Nous aurons alors une intégrale de troisième espèce, conformément à la théorie générale des intégrales de cette espèce, ayant les <leux seules courbes logarilhmicpies Ci et Cj ; la ligne à Tinlini de la surface f ne peut être une courbe logarithmitpie pour cette intégrale, puisque C, et Cj sont du même degré, et que c, = — r... En faisant varier A et -j. par degrés assez petits, on voit que deux courbes quelconques du type
sont courbes logarithmnpies d une intégrale convenable de troisième espèce. O/i a par suite pour la surface hyperelliptique considérée f sans courbes exceptionnelles (')
9. Ayant ainsi obtenu le nond)re 0 correspondant à la surface /', nous allons chercher le nombre Oy des intégrales doubles distinctes de seconde espèce relatif à cette surface. Il est donné |)ar la formide fondamentale de la page 4o8
( (i ) po = N — '\p — {/n — \) — 2r—{p — i ).
La surface est définie |)ar les équations
02 1 U. f I fc»:i( II, f I 6;( U. »■')
e,( u, c ) ^ 01 ( n. ri 0i(«. c »
les (pialre 0 ('tant des fonctions ihéta normales, de caractéristique nulle, dont nous désignons maintenant j)ar A le degré; de plus,
(') K. PiCAUD, Annales de l'Ecole Normale, t. WIII, igor, p. /|ii.
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ces fondions n'ont pas de racines communes. 11 faut calculer les
iKMiihres
Nous savons que p = i et r = 4-
Or il résulte des formules du Mémoire cité de M. Humbert {Journal de Matli., 189.), p. 43o ) que Ton a
m = ili-. p =z II- -^ \ .
11 reste à évaluer la classe j\ de la surface. On voit de suite que N est é_ual au nombre des solutions distinctes des deux équations
llld
oe
Ov
' oh
oh
Ou
oï-
en désignant par© et 6 deux fonctions tlièta normales d'ordre A, de caractéristique nulle, sans zéro commun, et d'ailleurs arbitraires. En s'aj)puvant sur un tliéorème de M. Poincaré relatif aux racines communes à deux fonctions tliéta, on trouve sans difficultés
Nous pouvons maintenant appliquer la formule (()); comme il de\ait être, la valeur de A disparait, et l'on trouve immédiatement
Tel est le nombre des inlégrales doubles distinctes de seconde espèce pour les surfaces byperelliptiques non singulières. Si la surface hyperelliptique était singulière, c'est-à-dire si les périodes satisfaisaient à une ou plusieurs relations singulières (au sens de M. Hundjcrt), il y aurait lieu de recbercher ce que devient le nondjre Oo? ci^i peiit être différent, car cet invariant, ainsi que nous Pavons déjà remarqué plusieurs fois dans ce \ olume, n'est pas seulement géométrique et algébrique, mais a aussi un caractère arithmétique.
10. Les surfaces byperelliptiques peuvent être rattachées aux courbes de genre deux. Soit une courbe de genre deux
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où f(x) csL un polviioine du cnKjuicniç deiiré; nous cou>i<lt''i(ju» les «''([uallon> classi(}ut's Je ht lliéoiie des fondions ahéliennes
< )n sait que loiUe lonetion i alioiinelle
s\ uH'trique en{x^,^'^)el (uo, j'o) est une fonetion ([uadi-upleuicnl périodique de ti el r.
Les équations
(7) <r = Xia:,,
où jCi el ^:. sont deux paramètres arbitraires, définissent une surlaee livperelliplique /'. et il est manifeste qu'à un j)oint arbitraire ix, ^'. :■) de cette surface ne correspond t[ii un couple de points {Xf. I ,}. (x■,.^^'■2^ de la couvhe j- =/(x) el. par suile, un seul svstèiue de \aleursde u et c (aux périodes près).
1 1 . Glierelions à former les iutt''i;rales doubles de seconde espèce de celle surface. Envisageons à cet effet les (piatre intéi;rales abéliennes distinctes de seconde espèce de la courbe livperelliplicfue
et formons 1 inléiirale double
r rx'lx'i-x'ix': , , „
D'après sa formallou même, celle intégrale double a les caractères d'une intégrale double de seconde espèce. Exprimons-la à l'aide des variables // et c. On a
du c/r dit (hdXid.r., = — r- ■ — ri Ko
45o ciurniti: \iv,
L'intésrale devient alors
,lu ,h
Le coefficient de durh' est une fonction rationnelle sTmétriqne de x^ et x^ et, par suite, une fonction quadruplement périodique de u et r. 11 en résulte que l'intégrale (8) est de la forme
/ / K^r,^v, z\dxdy,
P». étant rationnelle en x^y et :;, et il serait d'ailleurs facile de la calculer; c'est donc une intégrale double de seconde es[)èce de la surface /définie par les équations (-).
Il y a A«.r combinaisons de la forme (8); nous obtenons donc ainsi 5/,r intégrales doubles (y) de seconde espcce de notre surface, mais nous allons montrer qu'elles ne sont pas «listinctes.
Reportons-nous en elï'et à la formule fondamentale dans la tbéorie des fonctions abéliennes de Weierstrass, que nous avons utilisée précédemment pour un autre objet (page 198 de ce Volume), et que nous ('crirons
(.ro — .Ti) v/,/'(^r,)/(.ro)_
ja-i — .'-o) V^'yï.rij/i-r., )J v7i-''i ^fi-^i >
U étant un polvnome en x^ et x^, défini j)ar cette identité même, qui est du troisième degré par rapport à .r, et par rapport à x-2-
Elle montre rpiOn peut foriner une combinaison linéaire à coelficients constants ( non tous nuls) des expressions
J'iJ'-i
(/J, ^ = o, 1, Ci, O ).
qui se réduit à une somme de dérivées partielles. On en déduit ([uil va une combinaison linéaire des intégrales (()) ([ui est de la forme
AS
dx dy^
U et V étant rationnelles en x^ y et z^ c'est-à-dire que les intégrales formées se réduisent à cinq. On vérifiera facilement que 1 ou
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1)1)1 icul ;iiii>I ciiKj intégrales doubles dislincles de seconde espèce de la surrace /", si le polynôme /(^) est arbitraire, et le tbe'orèiue établi précédemment, à savoir (|ue
pour une surlace hyperelliptique, se trouve établi par une lout autre voie.
Sur la surface de Kummer et les nombres o et Co qui lui correspondent.
12. Dans les deux Sections précédentes, il a été question de surfaces hyperelliptiques telles qu'à un point arbitraire de la surface ne correspond qu'un système (m, t'), abstraction faite de multiples des périodes.
Il existe des surfaces dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres, et pour lesquelles correspondent à un point arbitraire de la surface deux systèmes distincts de valeurs it et v.
11 est facile d'en donner un exemple en reprenant les équations abéliennes du n° 10. Envisageons, avec les mêmes notations, la surface définie par
y = .r-ixo,
A un point arbitraire (x, y, z) de cette surface correspondront un système de valeurs (x,, Xo) et le produit y\y'i- On aura pour ji etj^o deux systèmes de valeurs
J-i, y-i Cl — j-i, —y.,\
donc, à un point arbitraire de la surface correspondent deux systèmes de valeurs de u et i\
13. Parmi les surfaces jouissant de la propriété précédente, la j)lus célèbre est la surface de Kummer, surface du quatrième degré P. i.T S., II. ' 3o
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ayant seize points doubles. Il ne serait pas dans notre sujet d en faire une étude, même superficielle; nous allons seulement calculer les nombres p et Oq ^iii lui correspondent.
Le nombre o est facile à calculer, si nous nous reportons à une proposition extrêmement intéressante de M. Humbert relative aux courbes algébriques tracées sur une surface de Kummer (non singulière). D'après ce théorème, toutes les courbes algébriques tracées sur une surface de Kummer sont de degré pair, et, si o. n désigne le degré d'une telle courbe, on peut le long de cette courbe circonscrire à la surface une surface de degré n ne la coupant pas en dehors de la courbe considérée. On déduit de là immédiatement que p ^ 1. Car, si une courbe Cj de degré 2«, est l'intersection de la surface de Kummer avec la surface
et, si une courbe Co de degré 2 iio est donnée par la surface
on a une intégrale de différentielle totale de troisième espèce représentée par le logarithme
fn.,
ayant comme uniques lignes logarithmiques C| et Co. On déduit de là que p est égal à un pour la surface de Kummer.
li. Cherchons le nombre p^ relatif à cette surface. Il nous faut appliquer ici la formule générale de la page 409
po = N ^- (/ — '\p — (m — I ) -I- 2 /• — ( p — I )
applicable au cas où, outre la ligne double, la surface a d points isolés.
L'application en est facile à la surface de Kummer.
On sait que
de plus on a
La formule donne alors
Po = 5.
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jNoiis lioiivous le nuMiie nombre (|ii<' |)i)iir l;i surface hvperollij)tiqiie générale.
lo. En siihanl une marche analogue à celle du n" II. nous pouvons former facilement cinq intégrales doubles de seconde espèce relatives à la surface du n" I'2 définie par les équations
Ces intégrales doubles ont toujours la uième forme
C rri[x'i — x'{x'!, , , ,
/ / = (IX i dx., ( p, (/ = O. !. 2, 3).
Cette intégrale peut s'écrire dans le cas actuel
f f-''-'iA~ ^''i'-'l dx_dy J J -^1 — ■'■_> ^
Il est clair que
Xi X-i '
est un polynôme P(j:, r ), et 1 on a tlono une intégrale
/" /" Pt X. V \ ilx (ly J J '^ "'
l'équation de la surface étant
F(a^.jK) étant un polvnome en x et i'.
Pour les mêmes raisons que plus haut, ces six intégrales doubles de seconde espèce se réduisent à cirKj ; elles sont distinctes si le poljnome f{x) du cinquième degré ne satisfait pas à certaines conditions particulières.
Sur les conditions pour qu une surface soit hyperelliptique.
16. Xous avons indiqué plus haut (^Section 1 de ce Chapitre) certaines propriétés d'une surface hyperelliptique, pour laquelle il
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y a correspondance uniforme avec le prismatoïde des périodes. On peut se poser la question inverse, et se demander comment on reconnaîtra si une surface donnée de degré m
est susceptible d'avoir les coordonnées (.r, >', z) d'un quelconque de ses points exprimées par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres, de telle sorte qu'à un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul système de valeurs de ces piirauiètres (aux périodes près).
(_)n devra tout d'abord avoir pour la surface r = 4 ; il Y aura alors |)0ur la surface deux intégrales de différentielles totales de première espèce ; soient
^ B ^^ — A dy r Bi dr — A, dy
r B dx — A dy r
Ces deux intégrales devront n'être pas fonctions lune de l'autre. En outre, la surface doit être du genre géométrique un\ enfin, nous avons montré que l'adjointe d'ordre m — 4 coupe, en dehors de la ligne double, la surface f suivant des courbes simples F de /" qui sont unicursales (ces courbes peuvent manquer).
17. On peut montrer que ces conditions nécessaires sont suffisantes (' ); nous allons indiquer sommairement la démonstration. Soient
Wj (Oo 0)3 (Oi
les quatre couples de périodes des deux intégrales précédentes. En se servant des théorèmes classiques dans la théorie des intégrales abéliennes, on obtient la relation entre ces périodes
- C//,10/-J/, = O iCil: = — Cl,i) ( i, k = l, 2, 3, 4 ),
('; Comparez : E. Picard, Journal de Math.. i885, p. 334; ^t i^^9) P- 324- Dans le second Mémoire, M. Picard, s'appuyant sur une proposition de IM. Nother, dit que la condition relative à luaicursalitc des courbes F est remplie d'elle-même; mais la proposition de M. Notlier est sujette à des restrictions, et la condition doit être maintenue. C'est ce qui résulte d'un exemple de M. Castelnuovo, que nous avons cité (t. I, p. 2'i3), relatif à une surface du cinquième ordre avec trois tacnodes.
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kîS c «''laul (les entiers, cl le (l(''teiiiiiii;iiil s\ iik'I ii(|ih' t::iiielie
n'étaiiL pas nul. eomiiie 011 le (li'diiil de lint-yaliu'; de Riemann fondaiiieulale dans ee <;eiu-e de (|lle^li(ln.
18. Ku (•lleeliiaul sminltauémeiil Mirles (o el hvs 'j une sul)sliliilion à coefficients entiers, dont h; déterminant ddlV-rent de zéro peut être <( priori supérieni-à un. onolilieiil de uouNilles [)ériodes
avec la relation
Qi Vo — 0. Vi -4- t2:j r. — Oi V;,
Il est alors possible de forinei" a\ec nn [)olvnoine du einquième degré convenable y"(j:-) deux intégrales distinctes de première espèce
/ce.' X T.
OiX -\- p
^-- (Lr,
dont le tableau des périodes corresponde à (()'), Considérons alors les équations
<lx —
\dv
dx -
Jz
et les équations
rr:
(II) { {y = \fj^)\
'(a'.ro -^ S' 1 f/./-.>
En égalant entre eux leurs premiers membres, on voit que toute fonction rationnelle
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symétrique par rapport à (Xf .yt) et (x^^y-j)-, est l'acine crime équation algéljrique dont les coefficients sont fonctions rationnelles de [X, y, z). Il en résulte que
T. y et z
sont des racines d'équations algébri([ues dont les coefficients sont des fonctions uniformes quadruplemenl périodiques de u et c.
Ainsi Xj r et :; définies par les équations (i o) n ont, pour chaque valeur de a et r, qu'un nombre limité de valeurs, et ont ])our toute valeur finie de u et v le caractère d'une fonction rationnelle ou d'une fonction algébrique.
^soLis ne nous sommes pas servis jusqu'ici de la condition relative aux courbes F. On se rappelle que l'on a
Q^(Xyy,z) étant l'adjointe d'ordre m — 4- Tout d'abord, les courbes F étant unicursales, elles satisferont nécessairement aux équations difierentielles
B dx — A dy = o, IJi dx — Aj dy = o.
puisque les deux intégrales de différentielles totales de première espèce, se réduisant pour une courbe F à des intégrales de fonctions rationnelles d'un paramètre, doi\eut être des constantes. Or.
d'après les équations
B dx — V dy
J'-i B,r/.r- Aif/)-
Te "
= du, = dv.
X. )', ::; ne pourront cesser d'être des fonctions uniformes de u et ique quand le point (x,j)', ^) viendra sur une courbe F. Mais, pour tous les points d'une courbe F, // et r se réduisent à deux constantes à des périodes près; nos fonctions algébroïdes de a et c ne pourront donc avoir de ligne critique pour laqvielle deux ou plusieurs branches se permutent. Elles seront donc des fonctions uniformes, et, par suite, des fonctions quadruplemenl périodifpies de u et c, comme nous voulions l'établir.
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Sur une classe d'équations aux dérivées partielles se rattachant à la théorie des fonctions abéliennes ( ' 1.
19. Arrèloiis-nous im nioincnl sur les ('Cjuallfuis (lin'érenticllcs de la forme
/'élant un polynôme, et // (h'signant une fonclion de deux ^;l^i;^l)Ies indépendantes .r et y.
Si II est une fonction qiiadriij)lement périodique de deux valiables, qui ne se réduise |);is à une fonction d une combinaison linéaire de x et )% il v aura une relation algéljrique de la foi'me (12) entre
et. si l'on posf
Ou ()u
Ox ûy
du du
— et »■ = — Ox Oy
à un point arbitraire de la surface
ne correspondront évidemuient qu'un nombre limité de valeurs de (x, y) dans un parallélépipède des périodes.
Nous allons établir d'abord que ce no/nhre /imité de valeurs se réduit à un seul système de valeurs.
20. Admettons qu'il y ait m valeurs de {x,y) correspondant à un point arbitraire [u, r, iv) de f, soient
Les sommes
.r, -T- :r.2 -!-... -^ .r„,, yi -i-Vi — . . . — ym
seront nécessairement des intégrales de difTérentielles totales rela-
(•) E. t'iCAUD, Journal de Matliéniatiques, i885, p. 338.
tives à la surface f
(i3) / Vdu-\-Çtdw, I Pidif-^Qydiv,
les P et Q étant i^ationnelles en (u, v, a).
Différents cas peuvent se présenter relativement à ces deux intégrales.
!21. Supposons en premier lieu que ces deux intéj^rales se réduisent à des constantes. Faisons un peu varier et arbitrairement (u, c, iv) de manière à passer à [u', c', (\"'), on aura les nouvelles valeurs de ^ et y voisines des précédentes
f,r;,y,), (x'„y!,), ..., (.r;„,jK;„).
Nous aurons ici
\ Xi-~ Xo-+-.. .+ x,„ = a-; + .r !;,-+-... -h x',„ , ( yi + j2H-...-î-.7„, =7i^r-2 -+-... ^j'„,.
Les quantités û:'- — Xi sont de l'ordre de (a' — if) et (r' — i^). On a
u{x^,y^) — uixi yi) = -— (xy — Xi)^ -— (jK,— rO-h
les termes non écrits étant d'ordre supérieur au premier, et des égalités analogues en remplaçant l'indice i/n par les indices deux, trois, .... Comme on a
du
àxi
du
dx-2
du
du
du
dy,
et les égalités analogues avec les accents, il viendra, en additionnant et tenant compte des égalités (i4)?
m{u{x\^ y\) — u(xi, yi)] = quantité du deuxième ordre.
Or ceci est impossible, puisque (.r', — .r, ) et ( )'', — y,) sont du premier ordre; il faudrait que l'on eirt, pour toute valeur de x,
et J',,
du du
dx, dyi
ce qui n'a pas lieu.
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22. Les deux inLégtiilcs ( i3) ne se réduisent pas toutes deux à des constantes. Or, nous allons montrer d'abord que ces deux intégrales ne peuvent être distinctes. En efï'et, en reuiplaçant «, ^^ tv par leurs valeurs en x et )', elles deviennent respectivement
XX -r- "py -T- Y, a' x -~ '^' j -f
les a, 1^, V étant des constantes. Si les intégrales sont distinctes, OLp' — |ja' nest pas nul; il en résulte que y.x ->r 3j)' et y.' x -{- [t'y et, par suite, j: clj' nont (juune \aleur j)Our it, r. ix- donnés, aux périodes près.
L'une des intégrales est donc égale à une lonclion linéaire de l'autre; oii peut supposer que
Pi du — Qi dv = A ( P du -^ Q dv),
A étant une constante. Gardons x comme variable, et prenons y — A.r comme seconde variable, que nous continuerons à désigner par 1'. La somme
est alors variable avec {u. v. (v ) et elle est une inti'-grale de première espèce, tandis que
j'i — y-i — • • -—y m = const.
L'intégrale de première espèce qui représente .r,-^,r o-f-... -h ^,„ sera susceptible de la forme
La constante a n'est pas nulle, car alors j n'aurait qu une valeur (étant une intégrale de première espèce) et, par suite, on aurait
Vi = r-2 = ■ ■ • = Vw = const.,
ce qui est absurde.
Prenons enfin, au lieu de la variable ^, la combinaison a^-i-3 )-;-";' <;omme variable ; nous la désignerons encore par x. pour ne pas multiplier les notations. Alors, avec les deux variables x et r définitivement choisies, nous aurons
X[ ^ X-i = . . . ^ ^ iili
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et, par suite, ù un point arbitraire (it, c, (v) de f correspondent
X étant le même partout.
Reprenons le raisonnement du numéro précédent en considérant lin point arbitraire ( u\ v', iv') de/, voisin de (u, c, tr). On aura alors
m [ii(-T\.y'i I — ui.Ti.y^)] = m(T\ — Ti) - — -!- ternies de deçrés supérieurs.
Mais ceci entraîne
du
pour un système arbitraire de valeurs de .r, et r, . ce qui est impossible, car u serait une fonction d'une seule lettre combinaison linéaire des variables primitives x et y.
Nous avons épuisé toutes les suppositions, et i/ nous faut donc
conclure que
jn =1,
comme nous l'avons énoncé.
23. Posons-nous maintenant la question sui\ante : Etant donnée l'équation aux dérivées j)artielles
^/ du f)u\
peut-on y satisfaire en prenant pour // une fonction uniforme quadruplement périodique de x et j'?
Tout d'abord la surface
devra satisfaire aux conditions de la Section précédente. On aura donc tout d'abord à recbercher si l'on peut exprimer u, v, w par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres r et y. La surface précédente devra admettre deux intégrales de première esj)èce
r Fî r/u — A fiv r R, fin — A, d\-
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On doit pouvoir ti'ouver deux coiiihiniiisons liiK-aires indépen- (laules de ces intégrales, telle-" (|in' les deux (Mpialioiis aux ddl*'-rentielles totales
( l\i -^ r/ilii) du — ( l X -\- m A i ) c/c ,
CIT
( n 15 -I- /? I> 1 ) t/ii — ( n A ^- /> V j ) dv
dy
donnent, pour a, e, i\\ des lonelions rpiadruplenient périodiques de X ely, et telles que
Ûll du
Ox 0 Y
Cherchons à quelles conditions on pourra déterminer les quatre
constantes /, m, n, p de façon (pi il en soit ainsi: nous n aurons
1 I du Ou . 1- • I 1 , • ' ' I , \ .
(lu a calculer — et — a 1 aide <les cciuations itrecedentes. ( )i\ trouve ' Ox dy ' '
de suite, en posant comme plus haut BA, — AB, =,/,J,. ^^('^, *'? "')' du « A H- /) A] du /A + m Al
Ox { l p — ni II ) Q dj- { Ip — m n ) Q
Nous <le\rons a\oir
n A — ^j A 1 = ( /p — m n ) <,| .c, / A -+- /» A I = — ( Ip — m n i ( ) . \\\
et ces relations, devant avoir lieu, pour tout point de la surface, seront des identités en ;/, r, vv. j)uiscpie les degrés des polynômes cjui V ligurent sont moindres cpie le degré de la surface. \ous pouvons donc enfin écrire
A, = Q.( /(• — niv).
Ainsi les polynômes A et A, doivent être divisibles par ()(//. e,(\'), et les c[uotients doixent être homogènes et linéaires en i' et w. Lorsque ces conditions seront remplies, on aura par les di\isions mêmes de A et de A, par Q les quatre constantes /, ni, n, p, et les équations aux différentielles totales qui doivent donner u en fonctions de oc et y seront complètement déterminées; on est donc ramené à la question traitée dans la Section précédente.
Sur une surface algébrique admettant une infinité discontinue de transformations birationnelles.
ai. Les surfaces hyperellipliques générales dont nous nous sommes occupés dans ce Chapitre donnent un exemple de surfaces admettant der, transformations birationnelles en elles-mêmes dépendant de deux paramètres. Nous ne voulons pas nous occuper ici de l'intéressante question relative à la Iransfoiniation biralionnelle des surfaces en elles-mêmes. Nous terminerons seulement ce Chapitre en montrant que, pour une surface, contrairement à ce qui arrive pour une courbe ('), il peut v a\oir une inhnité discontinue de transformations birationnelles de la surface en ellemême, sans qu'il y existe une transformation continue, c'est-à-dire dépendant de un ou plusieurs paramètres arbitraires.
Ce fait a été signalé pour la première fois par M. Humbert, qui a indiqué un exemple emprunté à la théorie de la surface de Kummer (Comptes rendus, 3o janvier 189- ). Peu ajjrès, M. Painlevé a donné un exemple plus simple (-) : nous allons indiquer l'exemple de M. Painlevé, où nous retrouverons quelques-unes des notions relati\es aux surfaces algébriques étudiées dans cet Ouvrage.
En désignant par J)(^) la fonction elliptique, telle que la considère Weierstrass, envisageons la surface déterminée parles équations
p'iy)
A un point arbitraire de la surface correspondent deux valeurs distinctes des paramètres, à savoir :
( «, '') et ( — II, — c),
(') Pour ce point, on peut consulter le Traité d'Analyse de .M. Picard (t. Il, •2" édit., p. 483 ).
(-) P. Painlevé, Sur une surface admettant une infinité discontinue de transformations birationnelles {Comptes rendus, i4 février 1897).
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à (les imilliples pii's des périodes. I^osoiis
( U = m u -T- ni', ( ï )
///. n. p et <i étanl des cnliers salislaisanl à la rclalioa
fi\ q — ti p = ± I .
A un point {x.y\ z) de la ■^inlace eorrespondent les valeurs {u. e). ( — w, — e) et, j)ar suite, les valeurs (U, ^ ), ( — U, — \ ). Si done on pose
X. \ , Z seront des fonctions rationnelles de x, y^ z- et inversement. Nous avons donc ainsi une infinité discontinue de transformations birationnelles de la surface en elle-même.
On voit de suite que la surface possède une infinité de courbes unicursales. Tout d'abord, pour // = e, on a une droite de la surface. La transformation S donne la couibe correspondant à
U =z ini -- n)it = [JL tt .
Or u. et V peuvent être j)ris arbitrairement (entiers ). pourvu ({u'ils soient premiers entre eux. La courbe
a? = p ( ;jt « ), y = p('/ n )
étant de degré aussi élevé qu'on le veut, nous sommes assurés d'avoir sur la surface des courbes unicursales dont le degré est aussi grand que l'on veut.
Ceci posé, nous allons montrer que la surface ne peut posséder une transformation birationnelle en elle-même dépendant d'au moins un paramètre arbitraire.
l2o. Remarquons d'abord qu'on aura pour la surface
car, si l'on envisage l'intégrale doubiC (i5) / ftluch\
CHAPITRE XIV. — SURFACES HYPERELLIP TIQUES
on voit immédiatement, en l'écrivant de la manière suivante
flx cly 1) ( x.y)
quelle est de la forme
SI
R étant rationnelle en x, y el c : de plus, elle est de première espèce, d'après la forme (i5).
Nous avons vu (t. I, p. 194) qu une surface sur laquelle il existe une famille (dépendant d'un paramètre arbitraire) de courbes unicursales a nécessairement son genre géométrique nul. Il ne peut donc exister sur notre surface une telle famille de courbes unicursales.
Or supposons que la surface admette la transformation birationnelle
(S) x' =zi(t: X, y, z), y' = pi(t; x, y, z), z' ^ psit: x, y, z),
où l'on peut admettre que le paramètre t entre algébriquement dans les fonctions rationnelles 0 de x,y et z. Il faudra que cette transformation (S) transforme en elle-même chaque courbe uiiicursale de la surface, sans quoi la surface admettrait une famille de courbes unicursales, dépendant d'un paramètre arbitraire /. Donc, pour un point (xq, Iq? ^0) d'une telle courbe, la transformation (S) donne, en faisant varier /, la courbe elle-même; son degré est donc limité. Mais il y a là une contradiction, puisque la surface contient des courbes unicursales dont le degré est aussi grand que l'on veut. Nous avons donc bien un exemple d'une surface possédant la propriété indiquée.
SUR cektalnilS ÉQUATIONS 1 oNc ho.nnki.lks i:t sl'k i:m: ci.asse
DE SCUFACKS Al.C.l.lîl'.IQUES, Par .M. Émilk Picard (').
1. Dans un article sur une classe de surfaces algébriques dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de deux, paramètres {Bulletin de la Société ma théina tique, t. XXVIII, igoo), j"ai appelé l'attention sur certaines surfaces algébri(|ues. Ayant traité récemment cette question dans mon cours, je me suis aperçu que les considérations employées pouvaient être présentées sous une forme plus générale. C'est ce que je vais indiquer, en reprenant la question (lès le début.
Envisageons d'abord une substitution rationnelle sur les m lettres
<Jn suppose que ^=y = ...=:^:=o est un point double de cette substitution et que, dans le voisinage de ces valeurs, on peut écrire
x' = ax -f- Qi (./■, y. .... t), y = by -i- Qi { X, y, t ),
t' = It ^Q„,(:r, j'. .... t),
les Q étant des séries entières, commençant par des termes au moins du second degré; il est admis de plus {[ue
l«l > fj 1^ I > ^ •••' I ''I > I' (') Comptes rendus, 4 juillet 1904.
et enfin, on n"a pas entre deux quelconques des coefficients a,b, ...,/, soit par exemple a et h, de relations de la forme
«/' = Ij ou fj'\^= a {Il et k entiers positifs). 2. Ceci posé, on peut trouver des fonctions de m lettres «,i',...,iv',
/( ;<, r, . . . , iv), o( M, f, . . ., (p), ..., 6( ?<, i\ . . . , tv)
holomorphes dans le voisinage de /<=: r :=...— iv =: o, méromorphes dans les plans de ces variables complexes, et satisfaisant aux équations fonctionnelles
[fiau.bv, ..../a') = R, (/, (p, ...,-h), ] o(au,U-, ...,/<t')-R2 (/, 'f, ••.-'{^),
\ 'hi au, bi-, .... /ir ) = Hw(/, 'f . . . .. ^l*)-
La démonstration de ce résultat peut se faire de différentes manières, soit par le calcul direct des coefficients des développements autour de l'origine, soit en procédant par approximations successives, comme je l'ai fait dans le cas beaucoup plus difficile où se présentent à Torigine des singularités essentielles {Acla inatltcDiatica, t. X\ III et XXIII, Siif une classe de transcendantes nouvelles).
On part de la remarque que léquation fonctionnelle
/{au, bi\, . . . , hv) = afi u, r, . . . . ir) -i- Pi u. v, .... ir ).
où P(«, (', . . ., iv) est une fonction holomorphe donnée autour de l'origine, commençant par des termes du second degré, détermine complètement y, si Ton suppose que le coefficient de la première puissance de u a une valeur donnée (soit l'unité). Il est alors facile de montrer que les approximations successives
fniaii, bi\ ..., /(!') = a/n {u, r, . . ., »>) -+- Q, [fn-i. 'î,i~i. • • ., ^«-i], 'ç„{au, bç, ...,lw) = b'fn{u.v, ..., (p) — Q, [/«-i, 'f«-i, ..., '^«-i],
'l'„{au, bv, ..., la') = l<\>,i{u, i\ . . . , w ) -i- Q/„ [/„_,, o„_,, .. ., •}„_! |, où l'on part de
fo = II, '-^0 = V, ..., '% = "',
et où, dansy,,, -j,,, . .., 'b,j, les termes du premier degré sont respectivement u, V, . . ., U', convergent uniformément vers une limite. On obtient ainsi la solution des équations (2), holomorphe autour de
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Idriiiiiie; 011 fait eiillii aisément, au moyen de ces équations foncliorinelles elles-mêmes, le prolongement analytique des fonctions pouitoutes valeurs de «, «', . . ., tv, de manière à avoir des fonctions partout méromorphes.
3. Le résultat précédent sY'lend au cas où Ion aurait, au lieu des m lettres indépendantes .r, y, ...,/, ces m lettres liées par une relation algébrique admettant une transformation rationnelle en ellemême. Il suffira de prendre le cas d'une courbe et celui d'une surface algébrique.
Soit une courbe algébri(jue
admettant la transformation rationnelle
( x' = Kif.r, y).
{ y' — Ro(.r. r).
Nous supposons que l'origine soit un point simple de la surface el un point double de la transformation précédente. Alors, autour de l'origine, les équations (3) se ramènent à l'unique équation
x' =^ ax -^ Oxix),
Q, ne renfermant pas de terme du premier degré, el nous faisons l'hypothèse que \a\ est supérieur à un. Dans ces conditions l'analyse du paragraphe précédent est applicable, et l'on a finalement, pour la courbe F,
/et '9 étant des fonctions méromorphes de // dans tout le plan, satisfaisant aux équations fonctionnelles
fUia) = Kil/i u), cp(«/)], oiaii) = Ri\f( u). o{u)\.
Mais ce résultat ne donne rien de nouveau. En ellet, de ce que | a | est difi'érent de un, il résulte que la courbe F admettra une injinilé de transformations rationnelles en elles-mêmes el, par suite, elle sera du genre zéro ou un. Si la couibe est du genre un. la constante a sera , nécessairement un entier (sauf le (\ts de multiplication complexe).
h. Que donnent les considérations précédentes pour une surface algébricpie? Nous supposons que, pour une surface algébrique
Fus J'r -) = *>7 P. ET S.. II. ' 3r
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il V ail une transforinatioii ralionnelle en elle-même
y' — Rafa^, y. ^), s' = R3(.r, r. -)
susceptible, dans le voisinage de Torigine (point simple de la surface), de se mettre sous la forme
x' = ax -t- Qi(.'r, y),
Oi et Qo commençant par des termes au moins du second degré, en admettant de plus que
On pourra alors exprimer les coordonnées j:', y, z d'un point rpielconque de la surface par les formules
/, o. 'l étant des fonctions méromorplies de u et r, satisfaisant aux équations fonctionnelles
/(au, bv) = R] [/(//, V), o(u, c ). 'b( ii, ç )], o(aif, ici = R-ilfiu, ('), o(u. v). 'iii i(, fij, •Il {au. bi'j = R3[/(«, t'i, ç(i/, i' ), 'l(u, (•)].
Quelle est rétendue de la classe des surfaces que nous venons de /encontre/'? C'est une question à laquelle je ne puis malheureusement répondre.
La surface admettra manifestement une iniinité de transformations en elles-mêmes, que l'on obtient en prenant les puissances successives de la transformation initiale. Quand il s'agissait d'une courbe, nous pouvions conclure qu'elle était de genre zé/-o ou u/i. mais on ne connaît rien de général sur une surface admettant une iniinilé disco/itinue de transformations rationnelles. On sait seulement, comme l'a montré le premier M. Humbert, qu'il existe des surfaces admettant une infinité discontinue de transformations rationnelles sans admettre une infinité continue, et M. Painlevé en a donné un second exemple extrêmement simple ( ' ).
(') Voit- sur ce point le dernier Cliapitre de ce Volume (dernière Section).
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Les sui-races ltyp('rcUii>h(iii('s rciilreiil évidemnieiil (liiiis le t\()e précédent, sans parler bien enleiulu des surfaces unicursales. J^our les surfaces liyperelliptiques générales, la mulliplicalion par un entier/^ des arguments conflnira au cas de
Il serait, je crois, intéressant de rechercher s'il y a d'autres surfaces que les précédentes (avec leurs dégénérescences) rentrant dans la classe sur laquelle certaines équations fonctionnelles appellent ainsi l'attention.
SUR L IMPOSSIIÎILITE DE CEUTAINES SERIES DE GROUPES DE POINTS SUR UNE SURI-ACE ALGÉBRIQUE,
Par y\. Emile PiCAiiD (' ).
1. On sait que Ton peut trouver sur une courbe algébrique une série de groupes de ti points dépendant de «paramètres et correspondant uniformément à des fonctions abéliennes (non dégénérescentes) de n variables «i, ii^, .... u,,, c'est-à-dire de telle manière qu'à un système de valeurs des u ne corresponde en général qu'un groupe de points et que, inversement, à un gioupe arbitraire de la série ne corresponde qu'un seul système de valeurs des a, abstraction faite des périodes. Le nombre n. comme il est classique, est égal au genrep de la courlie.
Une question analogue peut être posée pour les surfaces algébri([ues :
Est-il possible de trouver sur certaines surfaces algébriciues des séries de groupes de n points, dépendant de m paramètres, et cor-
( ' ) Journal de Mathémalujiies, h" série, t. IX.
respondant uniformément à des fonctions abéliennes {non dégénérescentcs) de in variables m,, «2i •••i Hnn c'est-à-dire de telle manière qu'à un système de valeurs des u ne corresponde, en général, qu'un seul groupe de points, et que, inversement, à un groupe arbitraire de la série ne corresponde qu'un seul système des u, aux périodes pi es?
Cette circonstance peut se présenter pour /i = i, et l'on a alors les surfaces liyperelliptiques. îl paraissait vraisemblable que, pour d'autres valeurs de //, on aurait des classes de surfaces algébriques jouissant de la propriété indiquée. En réalité, il n'en existe pas; c'est ce que je me propose de montrer ici.
Considérons donc la surface
f{T^ y, 5) = o (de degré /»),
el, en supposant n supérieur à un^ soient (a'i, >'j, ^,), ..., {x,,^ y,i, z,i) les coordonnées de n points arbitraires de la surface. Désignons par
îli Çîi • • • , Ç2H + 1
2// + I fonctions rationnelles symétriques des {x, y. c). prises d'ailleurs arbitrairement, oh aura une hypersurface
dans l'espace à in +i dimensions, et, de plus, puisque les fonctions symétriques ç sont arbitrairement choisies, cette surface correspondra uniformément au groupe des n points.
D'après les hypothèses faites, les coordonnées d'un point arbitraire de la surface F s'exprimeront uniformément par des fonctions abéliennes de 1/1 variables ?/,, //.^i • • • ■> if-m- I-a notion de genre géométrique s'étend immédiatement des surfaces de l'espace à trois dimensions aux hypersurfaces dans l'espace à un nombre quelconque de dimensions. Notre surface F ne pourra posséder qu'une seule intégrale multiple de première espèce d'ordre in^ et cette intégrale correspondra à l'intégrale multiple
/ I . . . I dui dui . . . du 21, ;
le genre géométri(|ue de la surface F est donc égal à u/i. De plus, la surface F aura 2/1 intégrales de diflérenlielles totales de première espèce, dont l'inversion donnera les ç en fonctions abéliennes des u.
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A clia(|ue intégrale de tliUéreiitielIe totale de première espèce de la surface F correspond une intégrale de difFérentielle totale de première espèce de la surface / et inversement. Il en résulte (pie la surface/ possédera in intégrales de dilTérentielles totales de première espèce linéairement indépendantes
/ P, dx -h Q, dy ( / = I , A,
les P et Q étant rationnelles en ,r, y et z; ces 2/1 intégrales auront .\ n périodes. On voit de plus aisément, à cause de la symétrie des ; par rapport à (j?,, >',, Zi), . . ., (.r„, /„, z„), que le groupe des /i points sera donné par les 2/1 équations
) V 1\( ,r/,, )■/„ z/, » dxu -h Q,i-rh,y/,, zn)dyi, = dut (i — \ , -2, . . . , i n ).
3. Ceci posé, montrons que la surface / ne peut être d'un genre géométrique supérieur à l'unité. Soit, en elTet,
ir^
fz
une intégrale double de première espèce de /. Formons l'intégrale multiple d'ordre 2 n
.,'.'""," dxi dyi . ..dx„ dy„,
où S,- et Z^. désignent respectivement S (^/, r,-, Zj) et /:,('^'n Jo '-i)- On peut écrire
dx, dv\. . .dx,, dy II =
D(j-i,ji, ...,:>•«)
le dénominateur étant le déterminant fonctionnel de ^,, ç., • • •. \in par rapport aux 111 variables indépendantes a',, j'i, .... .r„, )'„. Or il est aisé de vérifier que ce déterminant fonctionnel est une fonction rationnelle et symétrique de (-r,, ji,-i)) •••! (-«?«' /n, -«)• C'est évidemment une fonction rationnelle et, pour voir qu'elle est symétrique, il
suffit de remarquer que le déterminant
hi h, . . . /),„
OÙ les lettres (V/, b, ...,/) sont en nombre «, ne change pas si l'on permute entre eux deux couj^les de lignes associées, par exemple si Ton permute les lignes (a, a') et les lignes (6, h'). On remarquera que pareille circonstance ne se présenterait pas dans le cas d'une courbe, et d'une manière plus générale dans le cas d'une fonction algébrique d'un nombre impair de variables indépendantes. Il résulte de là que l'intégrale (3 ) est de la forme
e c/;! (/;2- • -diini
OÙ 0 est une fonction rationnelle symétrique de (.^'i, T'i, ^i), • • • , (.ï"„, j'„, z,i) et, par suite, une fonction rationnelle de £,, ^o? • • -i ?2«+i- Elle est donc une intégrale multiple d'ordre in de première espèce pour F. Si /'est de genre supérieui- à ////, il est clair alors que l'on pourra former pour l'hjpersurface F plus d'une intégrale multiple d'ordre 2 « de première espèce, ce qui est en opposition avec ce que nous avons dit plus haut.
k. Le genre géométrique de f est donc au plus égal à un; mais, d'autre part, il ne peut être égal à zéro. Ou démontre en effet {voir t. I, p. i3-) que si
j Pida^-r-Q / dy e l T P /, dx + Q /, dy
sont deux intégrales de dilTérentielles totales de première espèce relatives à la surface/, on a l'identité
l*/Q/t-PAQ/
oùM(x, j, z) est un polynôme adjoint d'ordre m — 4i c'est-à-dire
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un polviKune tel ([ue linléirrale double
dx dy
est de première espèce. Si le genre i;éoint''tri(|ue de / fiait nul, on aurait nécessairement
j)ar suite, les 2 « intégrales (i) seraient fonctions les unes des autres, et les "xn équations ( 2 i ne pourraient être distinctes.
En désignant donc, comme |)lus haut, par (a) l'intégrale double de première espèce relative à la surface /de genre un. nous aurons les
identités
P/Qx — I'/iO/ = A/^
les A;/, étant des constantes qui ne sont pas toutes nulles. On peut supposer A,/, difTérent de zéro pour /= i , /. =: 2 : nous écrirons
C étant une constante dillérenle de zéro, et soient
Si^y-. y. z\
A et B étant deux, constantes. De ces identités ou conclut
AP, — Bp2-^<d'3 = 0.
AQi— BQo-H C(,»3= <).
et ces relations sont inadmissibles, puisque les trois intégrales
/ p, dx -^ Q, dy. I Vi dx — ()■, dy, j P3 ^r ^ <,>;* <(r
sont linéairement indépendantes. .Nous arii\(uis donc à une contradiction, et, pa/- suite, on doit répondre jxir la négati\;e à la question posée au n° 1.
o. La ([ueslion que nous venons de traiter soulève d'autres problèmes (|u'il serait intéressant d'examiner. Il a été expressément
A~4 >OTE II
mentionné que la série de groupes des n points devait correspondre uniformément à des fonctions abéliennes non dégéncrescentes. On pourrait s'airranchir de cette dernière restriction. On aurait toujours la surface F et 2« intégrales de diflérentielles totales relatives à celte surface, mais qui ne seraient plus alors nécessairement de première espèce. De plus, tandis que tout à Iheure une intégrale de diOerentielle totale relative à F devait nécessairement, quand on remplaçait les ; par leurs valeurs en (.r,, y,, z^). ..., (.r„, ■)'„. z„), se ramener à la forme
conséquence nécessaire de ce que lintégrale est de première espèce, maintenant Tintégrale transformée pourrait « /?/7o/7 être delà forme
j p, dx, -r- O , ./.-i - p. d.r, ^^ Q, dy,-^...^ P„ dx„ - Q„ dy,,
les P et Q dépendant ralionnellement de l'ensemble des coordonnées ( j;,, r,, ;, ), . . . , (./•„, }',j, ::„) ; on aurait là une intégrale de différentielle totale niêlrc relative à n jjoints arbitraires de la surface et symétrique par rapport à ces n points. Quoi qu'il en soit, il y a là un point à discuter, et d'une manière plus générale ces intégrales mêlées peuvent présenter quelque intérêt.
6. On peut encore se poser une autre question. En restant dans lecas des fonctions abéliennes non dégénérescentes, on pourrait considérer une fonction algébrique de trois variables indépendantes donnée ])ar une équation
et se poser pour cette liypersurface le problème que nous avons traité pour les surfaces de l'espace à trois dimensions : existe-t-il sur certaines hypersurfaces algébriques des séries de groupes de n points, dépendant de on paramètres et correspondant uniformément à des fonctions abéliennes (non dégénérescentes) de in paramètres. La parité du nombre des variables indépendantes jouait un rôle important dans la démonstration qu'on a lue plus haut; ici, avec trois variables indépendantes au lieu de deux, la démonstration du théorème (à supposer qu'il soit exact) devra être assez notablement modifiée. La même cjueslion se pose pour les fonctions algébriques d'un nombre impair quelconque de variables indépendantes.
FONCTIONS ItATIONNI-I.I.KS DK TROIS VAUlAItl.ES TOMI'LEXES. ^-^
NOTE III
sur» LES FONCTIONS RVTIONNKLLES DK TROIS VAIUAIiLES COMPLEXES H), Par M. K.MiLE Picard.
l. Quand on passe du domaine de deux variables complexes à celui de trois variables, on peut de deux manière- difTérentes étendre les notions relatives aux intégrales multiples. Bornons-nous ici au cas des fonctions rationnelles.
\ous pouvons, en premier lieu, considérer linlégrale double
( I ) i f \dy dz -^ V, dz dx -~ < 1 dx dy
(où A, B, C sont des fonctions rationnelles de x, y et -;), étendue à un certain continuurn à deux dimensions dans l'espace à six dimensions relatif aux trois variables complexes; le sens de cette intégrale se détermine en employant toujours les mêmes considérations. La condition pour que le théorème de Cauchy s'étende à une telle intégrale, cest-à-dire pour que cette intégrale étendue à une surface fermée soit nulle quand on peut, par une déformation continue, réduire cette surface à une courbe ou à un point sans rencontrer de valeurs de ^, y, z pour lesquelles A, B, C cessent d'être continues, est ici, comme dans le cas des quantités réelles,
dk c^B ôQ.
ox ôy vz
En supposant vérifiée cette condition à' intégrabilitr. nous allons chercher ([uels seront les /t'.svV///^ de cette intégrale double, c'est-à-dire les diverses valeurs de cette intégrale prise sur une surface fermée à deux dimensions. Nous allons d'ailleurs nous borner au cas où l'on a u ra i t
(') Journal de Malhcniatiques. 1889, p. Gi.
P, (), R, S étant des polvnomes en x, r, ^, le dernier étant supposé irréductible. La condition d"intéi;rabilité s'écrira alors
d.r " 0\- iJz \ Ox dy az !
Supposons d'abord que nous laissions à x une valeur constante, d'ailleurs arbitraire; notre intégrale double se réduit alors à
fj
Pf.r, K, ; ) cl y dz S( X, V. z )
Prenons alors, dans le domaine des deux variables complexes t et :;, les résidus de cette intégrale double. Ceux-ci seront les périodes de l'intégrale abélienne ordinaire
J ^relative à la relation algébrique entre y et z,
S(-^, JK, -; = o.
Dans tout ceci, x figure comme un paramétre d'ailleurs arbitraire. Mais les résidus de l'intégrale double (i), si la condition d'intégrabililé est remplie, doivent être des constantes; il faut donc que les périodes de lintégrale (3) ne dépendent pas de x. Il est essentiel de le vérifier, et cette vérification va j)récisément nous ramener à certain ordre d'idées qui a joué un rùle important dans plusieurs paities de cet Ouvrage.
La relation (2), en eft'et, n'est pas nouvelle pour nous; elle joue un rôle fondamental dans l'étude des intégrales de différentielles totales relatives aux surfaces algébriques. Je dis que l'intégrale
^ dy—Och
si
est une intégrale de différentielle totale relative à la surface algébrique S(.r,r, :;)^o.
11 faut donc montrer, comme conséquence de l'identité (2), que
Kl) Ki;)
ôy âx
X, y e\. z étant liés par la relation S( j:, y,z)^^ o.
KO.NCTio.Ns uv ri«>.\M;i.i.i:s dk mois vaiuaiu.ks comim.iixks. '\-~
En dével()|)[)aiil rt''i;alilé précédfiitt'. on a
Nous pouvons remplacer PS^^. -i- ( )S,. par — US!. d"aj)rùs l'idcnlilé (2). Nous avons alors S. en facteur, et la rehuion à vérifiei- de\ient
Or diflérentions maintenant 1 klentité {'.i) par rapport à :;. et faisons dans le résultat S = o, nous aurons précist;ment la relation précédente.
Nous avons ainsi vérifié ({ue les périodes de l'intégrale (3) ne dépendent pas de .r, puisque ces périodes sont des périodes de l'intégrale
de dillerentielle totale
Donc les périodes de cette iiitégrale simple seront des résidus de l'intégrale double (i). Réciproquement, d'ailleurs, tout résidu de (1) sera une période de l'intégrale précédente, car tout résidu peut toujours se ramener à l'intégrale prise le long d'une sorte de tore enveloppant un cycle linéaire de la surface algébrique S(.r, y, z) =: o.
On voit que l'étude des intégrales de la forme (i), quand A, B, C sont des fonctions rationnelles, se rattache étroitement à la théorie des surfaces algébriques.
2. Il va en être de même pour la seconde catégorie d'intégrales multiples cjue l'on peut encore considérer. Envisageons maintenant l'intégrale triple
P et Q étant îles polynômes en .r, y, c; la définition de cette intégrale, étendue à un continuum à trois dimensions, se fait toujours d'après les mêmes principes. Nous n'avons ici aucune condition d'intégrabilité; cette intégrale, étendue à un continuum /'e/v?«t'. est nulle, quand ce continuum peut se réduire à un continuum de moins de trois dimensions sans rencontrer de systèmes de valeurs .r, j', c, pour lesc|uelles Q s'annule.
NOTE III
Cherchons quels sont les résidus de cette intéiiiale, c'est-à-dire les diverses valeurs qu'elle prend, quand on l'étend à un continuum fermé quelconque à trois dimensions.
Donnons d'abord à j? et à y des valeurs fixes, et considérons une racine de l'équation en z
Le résidu ordinaire correspondant de l'intégrale simple
rvdz J ~Q~
sera manifestement
Nous avons donc maintenant à considérer l'intégrale double , , f fP dx dy
Quel devra être le champ de l'intégration? Cette intégrale double devra être étendue à un continuum fermé de points analvtiques (>r, v, z) ou, en d'autres termes, d'après nos définitions précédentes, à un cycle à deux dimensions, de la surface Q.
Nous en concluons que les résidus de l'intégrale triple (i) sont les périodes de l'intégrale double (2), cette intégrale double étant relative à la surface algébrique Q(x, y, z)^=o. Ces périodes ont été étudiées dans plusieurs Chapitres de ce Volume.
3. Nous avons (page 218 de ce Volume) cherché à quelles conditions une fonction rationnelle donnée F(^, y) des deux variables x et y est susceptible de se mettre sous la forme
dx ây
V et Q étant rationnelles en .r et/; dans cette question sont intervenus les résidus de Fintégrale double
j J F(x,y)dxdy.
Une question analogue, mais moins simple, se pose pour une fonction rationnelle donnée
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des trois variables .r, y el z-, à savoir de rechercher 1rs conditions sous les(}u elles on a
•^ ^ dx dy Oz
P, n el R élanl rationnelles en j-, y et ;:. Nous laissons au lecteur le soin de l'étudier.
SUR CERTAIXES SURFACES I>OUR LESQUELLES LES COORDONNÉES d'un point s'expriment par DES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX PARAMÈTRES,
Par M. É.MiLK Picard.
1. On sait, depuis les célèbres travaux de M. Poincaré sur les fonctions fiichsiennes, que les coordonnées d'un point d'une courbe algébri([ue peuvent s'exprimer par de> fondions d'un paramètre qui sont uniformes dans tout leur domaine d'existence. Comme je l'ai montré (') autrefois, il n'est pas possible que, dans une telle représentation paramétrique, les fonction-- employées aient des points singuliers essentiels isoles, quand le genre de la courbe est supérieur à l'unité.
La leprésentation paramétrique des surfaces algébricpies par des fonctions de deux paramètres qui soient uniformes dans tout leur domaine d'existence est au contraiie bien peu avancée. La seule classe bien étudiée des surfaces jouissant de cette propriété sont les surfaces hyperelliptiques et leur> dégénérescences. Existe-t-il d'autres surface- pour lesquelles les coord-nnées d'un point quelconque s'expriment par des fonctions anal \ tiques de deux variables ayant partout à
(') E. Picard, Bulletin des Sciences malliéniatiques, iSS3. et Acla Mathematica, t. XI.
48o NOTE IV.
distance finie le caractère d'une fonction rationnelle ? C'est une question à laquelle on ne peut actuellement répondre. Dans la Note I de ce Volume, j'ai indiqué des surfaces algébriques possédant une représentation paramétrique de cette nature, mais je ne suis pas certain qu'il en existe en dehors des surfaces hvperelliptiques et de leurs dégénérescences, quoique cela paraisse probable.
2. Les fonctions hypeifaclisiennes et liyperabciieniies, dont je me suis occupé dans dilTérents Mémoires, conduisent à des classes certainement très étendues de surfaces algébriques jouissant de la propriété cherchée.
J'ai appelé groupe hyperfuchsien relatif aux deux variables x el y un groupe de substitutions linéaires de la forme
/ a,x -\- b^v — c\ a-yx -+- ho y -^ c^
ax -\- by -^ c a r -j- by -f- c
qui conservent riiypersphère
(.ro et j'o désignant les quantités conjuguées de œ et y), ce groupe étant discontinu à l'intérieur de celle hjpersphère (').
Certains exemples de groupes hyperfuchsiens m'ont été fournis par des considérations arithmétiques relatives aux formes ternaires d'Hermite à indéterminées conjuguées. Les fonctions hypergéométriques de deux variables m'ont aussi donné des exemples intéressants de groupes hyperfuchsiens (-). Ces fonctions sont données par l'intégrale
.h «''.-'(» — i)^^-^{u — x)V--^(ii — yj^~^ du.,
où g et 11 désignent deux des quantités o, i, .r, y et go. On sait qu'elles satisfont à un système S de trois équations linéaires aux dérivées partielles, ayant trois solutions communes linéairement indépendantes. En désignant par oj,, w,, 003 trois de ces solutions convenable-
(') E. Picard, ^c^a Mathernatica, t. I. II et V. — Voir aussi \\'iutingi:r, Académie des Sciences de Vienne, i8(,9, et H. Alezais, Annales de l'École Normale, 1902.
('-) E. PinAiiD, Sur les fonctions hypcrfuchsiennes provenant des séries hypergéonietriqiiex de deux variables {Annales de l'École Normale, i88j).
SIRFACKS ET FONCTIONS INIFOUMKS Dl- DKLX l'ARAMÈTHES, (Si
inenl choisies, et posant
il ('Di'respondrn au i;i-oiipp de S un iiioupc de la forme ( i ), et ce groupe sei'a livpeifin'h^ien fjuand les conditions suivantes seront remplies; prenons deux, quelconfjnes des quatre quantités À, ;jl, //, et b-y., soit par exemple \ et />,, la dillérence /.-h />, — i doit être l'inverse dun noml)re entier |)ositir, et pareillement, si Ton ])rt'nd trois quelconques de ces quantités, soit À. a et /y,, la dififérence :< — À — [j. — A, est encore égale à l'inverse d'un entier positif. Je citerai l'exemple
X = -jL = 6, = b, = ^
pour lequel \q polvèdrc fondamciUal du grouj)e est tout entier à l'intérieur de riivpersplière limite.
Tout récemment M. liurwilz (') a dé\eloppé des considérations importantes sur la formation générale des groupes hvperfuchsiens, et l'on peut consulter aussi sur ce sujet des Mémoires intéressants de M. Fubini dans les Annali di materna lien (avril iQoô) et {Rendiconti del clrcolo nialeinalico di Palcrino. t. XXI, 1906).
3. A chaque groupe hvperfuchsien correspondent des fonctions hyperfuchsiennes restant invariables par les substitutions du groupe, et entre trois fonctions relatives à un même groupe il existe une relation algébrique. C'eut ainsi que l'on est conduit, pour chaque groupe, à une classe de surfaces algébriques.
Il n'a été formé jusqu'ici aucun exemple effectif (\g, surface hyperfuclisienne. Xous avons cherché, M. Alezais et moi (-). à préparer le terrain pour une telle recherche dans un cas très particulier, en faisant une étude arithmétique préliminaire.
Considérons la forme ternaire à indéterminées conjuguées
uUit ^ rup'o — »■„ w . .
et le groupe des substitutions à entier complexe du type a -i- ^p (où p e>t une racine cubique imaginaire de l'unité). Un groupe hyper-
(1) HcKwrrz, Zur Tlieoric der antoinorplieii Funlctionen von beliebig vielen Variabeln {Math. Annalen, t. LXI).
(-) K. Picard, Complet vendus, 18S2. — R. Allzais, Annales de l'École Normale, igoj.
fiichsien G se trouve ainsi défini. Envisageons en outre les sulistitulions à coefficients de même espèce, qui reproduisent celle forme multipliée par rentier réel k et qu'on peut appeler substiLutions d'ordre A ; appelons U et V deuv telles substitutions. On dira qu'elles sont équivalentes, quand il existe une substitution T d'ordre un telle que
Ton ail
TU = V
Il n'v a qu'un nombre limité de substitutions non équivalentes d'ordre A, et ce nombre est égal à 2(A-+ k -\- i), quand A" est premier et de la forme 3m 4- i. 1! joue un rôle important dans l'évaluation du degré des surfaces liyperfuchsiennes qu'on peut faire correspondre au groupe G.
k. J'ai appelé groupe hyperahélien (' ) relatif aux deuv variables x
et y un groupe discontinu dont les substitutions sont de l'une et
l'autre forme
ax -^ b a' Y ^ b'^
^ ex -^ a c y -^ a
les variables x qV y restant respectivement dans un demi-plan (ou dans un cercle).
L'étude arithmétique des formes quaternaires réelles réductibles au type
U-. -^ Ui — U i
ma donné des exemples de groupes liyperabéliens.
Antérieurement, certaines fonctions abéliennes du genre deux m'avaient permis de définir facilement des groupes hyperabélicns. Désignons, suivant l'usage, par
le Tableau des périodes des intégrales normales d'une courbe de genre deux, et supposons qu'on ail la relation
(ij Hi— GG'=D.
D étant un entier positif. Dans l'ensemble des transformations du
(') E. Picard, Journal de Mathématiques, i885. — H. Uourget, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898.
SURFACES ET FONCTIONS KNIFGUMES DE DEUX PARAMÈTRES
premier ordre correspondant à la fonction abélienne de genre deux, on peut détacher un groupe de transformations P laissant invariable la relation (i).
Ceci dit, ou satisfait à (i) en posant
Or on démontre qu'au groupe Y correspond pour x et y un groupe fiyperabélien. L'étude de ce groupe a été approfondie par M. H. Bourget. Dans ses profondes recherches sur les fonctions abéliennes singulières, M. Humbert (^) a étudié des relations entre G, 11 et G' plus générales que la relation (i).
M. Blumenthal (-) s'est occupé de la reclierche des substitutions fondamentales de groupes hyperabéliens, d'un type étendu et relatif à un nombre quelconque de variables.
5. A chaque groupe hyperabéiien correspondent des fonctions hvper abéliennes, et entre trois de ces fonctions il existe une relation algébrique conduisant à une surface liyperabélienne.
La théorie des fonctions abéliennes singulières correspondant à la relation (i) pour D r= 2 a conduit M. Humbert à quelques exemples effectifs Ivèi simples de surfaces hj'perabéliennes {Comptes rendus, 1899; Sur les surfaces hyperabéliennes).
Ainsi la surface du quatrième degré
xy -- z jz -r- r
est hyperabélienne, et l'on a pour elle la représentation paramétrique
les ?j désignant les fonctions thêta normales du premier ordre d'arguments nuls.
6. Quel est le degré de généralité des surfaces hyperfuchsiennes et bvperabéliennes'? C'est une question à laquelle je ne puis répondre. 11 est extrêmement peu probable que l'on obtienne ainsi toutes les surfaces algébriques, car les groupes hyperfuclisiens et hyperabéliens
1') G. llcMBERT, Les fonctions abéliennes singulières {Journal de Mathématiques, de 1899 à 1904).
(-) O. Blumenthal, Malheniatische Annalen, t. LVI.
NOTE !V. SURFACES ET FONCTIONS IMFORMES, ETC
sont en fait très particuliers. Il n'en est pas dans le cas de deux variables comme dans celui d'une seule variable, où, avec les groupes de substitutions du type
ax
' ex -I- d
on avait tous les cas de substitutions birationnelles.
Dans le cas de deux, variables, il faudrait considérer tous les groupes discontinus dont les substitutions sont birationnelles
Dans les groupes hvperfuchsiens. R et Rj sont linéaires (fractionnaires) ; déjà les groupes livperabéliens appartiennent au type quadratique où R et R, sont du second degré.
Il n'est d'ailleurs pas certain qu'à tout groupe discontinu de la forme précédente correspondent des fonctions restant invariables par les substitutions de ce groupe, comme le montre l'exemple du groupe
(.r, y: x -\- ai, y -^bi) (t = i. 2, 3, 4)
d'après le théorème classique sur les fonctions quadruplement périodiques.
Dans un ordre d'idées voisin, je rappellerai, en terminant, une question que jai posée autrefois {Journal de Mathématiques, 1889, p. 309) et où figuraient des groupes de substitutions de la forme
(^x^y\ ax-\-h^ cy -^ d).
Les progrès faits depuis dans la théorie des cycles linéaires permettraient probablement de la résoudre.
RÉSII/IATS NOL'VEAIX DANS LA THÉOIUK DKS SLKFACI-S AUiÉBRIQLES. ^Sd
SUR QUELOLES IIKSILTATS NOUVEAUX DANS LA THÉORIE DES SURFACES ALGÉBRIQUES,
Par MM. Castelmovo et Enriqles.
M. Picard a bien voulu nous demander d'ajouter à son Traité une courte exposition des résultats sur les surfaces algébriques, qu'on a obtenus dernièrement en Italie, et qui n'ont pas trouvé place dans son Ouvrage. 11 a voulu ainsi nous fournir le moyen de faire connaître à un public plus large l'état actuel de la théorie des fonctions de deux variables suivant notre point de vue géométrique.
Nous tâcherons de répondre par cette Note, aussi bien qu'il nous sera possible, à la proposition très aimable de M. Picard.
PREMIERE PARTIE
1. H convient d'abord de rappeler brièveiiient les concepts et les résultats fondamentaux, auxquels se rapportent les développements des Chapitres IV. ^ , ^ I du Tome II de ce Traité, en y ajoutant quelques remarques plus récentes.
On sait d'abord ce que c'est qu'un système linéaiie de courbes (algébriques) tracées sur une surface (algébrique) ('); on sait de même qu'on appelle complet un système linéaire | C | de courbes, qui n'est pas renfermé dans un système linéaire plus ample de courbes du même ordre douées des mêmes points-base ("-).
(') Tome II, Chapitre V, page ()3 et suivanteâ. (=) Page loi.
Une courbe C étant donnée sur la surface F, un système linéaire complet |Cj (de dimension i;o)auquelC appartient, est déterminé, pourvu que l'on donne sur C les points-base qu'on veut imposer à I C I ( ' ) ; il convient d'ajouter que [ C | pourra bien posséder de nouveaux points-base accidentaux (qu'on peut regarder comme virtuellement inexistants), en dehors de ceux qui lui ont été imposés.
Rappelons encore qu'on opère sur les systèmes complets, tracés sur une surface, par addition (^) et par soustraction ( ^), et qu'on est toujours amené à de nouveaux systèmes complets, jiourvu toutefois (dans le second cas) que l'opération soit possible.
Il convient d'ajouter que pour chaque système linéaire on peut définir, en relation avec ses points-base imposés, deux nombres entiers, invariants vis-à-vis des transformations birationneiles de la surface : le genre (virtuel) - de la courbe générale du système; le degré (virtuel) du sjstème, c'est-à-dire le nombre des intersections de deux courbes générales du système, en dehors de ses points-base imposés (il est sous-entendu que chaque intersection doit être évaluée en ayant égard à sa multiplicité pour les courbes en question).
Si l'on somme deux systèmes | Ci ], | C^ |, dont les genres et les degrés soient respectivement t:,. t,. «,, /?,, le genre et le. degré de I Cj -T- Co I s'expriment par les formules
où i désigne le nombre des intersections d'une courbe Cj et d'unecourbe G, {'* )■
Au mo\'en de ces formules on peut définir le genre et le degré d'un système quelconque, réductible ou même composé dUine seule courbe (dimension r=io), ce qui permet d'éliminer tout cas d'exception dans les calculs ( ^).
^. La notion des courbes adjointes à un svstème linéaire |C|, sur une surface F, se trouve établie dans le Chapitre ^ I (p. 1 1" et suiv. ).
C) Cf., page 102. L'énoncé ci-dessus est un peu plus général que celui donné dans le texte. On peut l'étaLlii- par la même voie, ou bien par le raisonnement très simple (et presque immédiat) donné par M. Emuques dans sa Note : Jntorno cii fondarnenti délia geometria sopra le superficie algebriche (Alti délia R. Accadeniia délie Scienze di Torino, 1901).
r-) Page 104.
(') Page III.
(*) Cf., pour la première formule, page 107.
(') Ex RiQUE s, //z;or/!o ai fondarnenti. . . toc. cit., n" 12.
RftSt MATS NOIVEAL'X BANS T.A Tllf:OIUK DKS SIRFACES ALGÉBRIQUES. f\S']
Ou a doniu' récemmeiU iiiu; (h'fiiiilioli très simple de ces courbes ( ').
Supposons (rabord que le système |G| renferme (tolalenient) les sections planes de F. On sait alors que les courbes adjointes C sont découpées sur F par les surfaces adjointes 'f„_3 de Toidre « — 3 (// désignant l'ordre de F). Or on peut obtenir les C en construisant d'abord le système complet | K | découpé sur F par les surfaces polaires 9„_i (en faisant abstraction des points-base qui tombent dans les points-pince de la courbe double de F, points qu'on doit envisager comme accidentau\), et puis en considérant le système résiduel de deuv courbes C par rapport à K
C'| = |K — 2CI
Mais les courbes K (particulières) qui sont découpées par les surfaces polaires de F jouissent de cette propriété remarquable : chacune d'elles est le lieu des points doubles des courbes d'un réseau de sections planes de F; c'est, comme on dit, la courbe jacobienne du réseau.
Maintenant, si l'on donne sur F un système quelconque de courbes |C|, qui ne renferme plus les sections planes de la surface, on peut considérer d'une manière analogue les jacobiennes K des léseaux contenus dans |C| (pourvu ([ue la dimension de | C| soit ^2); on démontre que ces courbes K appartiennent à un même système linéaire complet, qui possède un point-base de l'ordre 3 < — i en chaque pointhase d'ordre i pour |C|. Par la soustraction de deux, courbes C, on obtient ainsi les courbes C' adjointes à | C |
D'après cette définition, il est très facile de reconnaître directement la propriété fondanienlale du système adjoint, qui, dans le cas de deux systèmes | C | et j L | n'ayant aucun point-base sur F, est exprimée par la relation symbolique
On sait que cette propriété renferme le caractère invariant des courbes canoniques, découpées sur la surface F par ses adjointes '^n~\ d'ordre n — 4i e» dehors des courbes exceptionnelles ; car (lorsque les o„_i existent, à savoir lorsque le genre géométrique Pg > o) le système qu'elles découpent sur F est représenté par
C) Enriques, toc. cit., n"' 13 et suiv. (-) Tome II, page 1^2.
Mais la propriété du système adjoinl, que nous venons de rappeler, nous apprend davantage ; en effet, elle nous amène à définir toute une série de systèmes invariants, qui peuvent exister sur des surfaces de genre pg r^o, et qui peuvent même être utiles dans l'étude des surfaces de genre /»„ > o (surtout en ce qui touche aux premières valeurs du genre), quoique dans ce cas ils se réduisent aux systèmes multiples du système canonique ('). Les systèmes invariants, auxquels nous venons de faire allusion, sont les systèmes
|-2C' 2G| =\lU — 2L[,
I 3C'— 3G1 = I3L'— 3LI
ils jouissent tous également de la propriété d'invariance vis-à-vis des transformations birationnelles de la surface, pourvu qu'on en retranche (comme on le fait d'ordinaire) les courbes exceptionnelles qui en font partie. On leur donne les noms de svstème bicanonique. svstème trois fois canonique, etc. Le nombre des courbes bicanoniques indépendantes s'appelle higenre : pareillement on peut envisager le trigenre, ....
Si Ton veut obtenir, par exemple, les courbes bicanoniques sur une surface F„ (d'ordre /i), dans le cas le plus simple où elle est douée dune courbe double et de points triples (-). il suffit de retrancher deux sections planes, du système qui est découpé sur F„ par les surfaces biadjointes *2«-6 d'ordre in — 6. passant doublement par la courbe double (puisque ce système est justement le double de celui qui est découpé par les surfaces adjointes 'J^-s); on obtient ainsi des surfaces ^1,,-% biadjointes à F„, qui découpent sur F„ les courbes bicanoniques.
Les sections des surfaces biadjointes d'ordre in — 8 (en dehors de leurs parties exceptionnelles) jouissent donc de la propriété d'invariance vis-à-vis des transformations birationnelles de F„.
On trouve l'exposition de ces résultats à la page 1/46 et suivantes du texte (t. II), et l'on peut voir à la page i49 les premiers exemples qu'on a donnés de surfaces de genre /»g. = o, et de bigenre H2> o.
D'autres exemples nombreux se présentent en étudiant certaines classes de surfaces z^ :=^f{x, y) (^).
(') C'est ainsi, par exemple, qu'on a pu donner une classification complète des surfaces de genre />„ > o, et de genre linéaii-e /?(') = 2,3. — {Cf. Exriques, Bendiconti delta B. Ace. d. Lincei, 1897).
(-) Tome I, pages 71 et suiv.
(^) Enriques, Sut piani doppi di génère lineare p^^'i = i {Bendic. delta B . Accad. d. Lincei. 1898).
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l^'importaiice des plurigeiues ressortira de la seconde partie de cette Note, lorsqu'il s'agira d'établir si une surface donnée est rationnelle, on si elle peut être transformée en un cylindre, etc. {voir
Il résultera en particulier que, pour les surfaces qui ne se ramènent pas à la famille des cylindres, il y a toujours des plurigenres P, qui ne s'annulent pas pour des valeurs assez grandes de i {i = 4 ou t = 6).
3. De la propriété fondamentale du système adjoint découlent encore les résultats concernant le ^enre numériqne p^ ou p^^ d'une surface, qui se trouvent largement développés dans le texte (t. Il, p. 82-92, 125-129). I' nous suffira de rappeler que, lorsque y',^ ■</>"•, la série (canonique) découpée sur la courbe générale d'un système irréductible I G I de F par le système adjoint, n'est pas complète; cette série g';"^'^'^ a donc un défaut 0; mais ce défaut, pour les différents systèmes de courbes tracés sur la surface, a un ma.citnuiu (]ui est précisément pg — p^ (' ).
11 y a une autre manière, en quelque sorte analogue, de détmir le caractère invariant/»^, — p^^.
Considérons, à cet elTet, la série linéaire {caractéristique) qui est découpée sur la courbe générale de | C | par les autres courbes du même système; c'est une série g',^^ ^ si l'on désigne par n, r, respectivement, le degré et la ilimension de | G |. Eh bien! la série caractéristique d'un système complet tracé sur une surface nest pas complète {en général, au moins), lorsque Pa<^Pér'i niais, pour les différents systèmes cjcistant sur F, le défaut de la série atteint un maximum qui est précisément p^ — /*„ (-).
De ce théorème découle une relation importante entre les caractères d'un système linéaire ] G | donné sur une surface, dont les deux genres {géométrique et numéri(jue) sont représentés par p^^ Pa- En désignant par II.-, r respectivement le degré, le genre et la dimension du système, et en supposant que celui-ci ne soit pas renfermé dans le système canonique, on a toujours
- — I — n-f- r^pa-
(') Page 12S. D'après un théorème démontré tout dernièrement par .M. Picard <t. II, p. 438), OQ a l'égalité 0 = p^ — Pa po»"' tout système | C | existant sur la surface. On n'est pas encore parvenu à retrouver ce théorème par les méthodes géométriques.
(-) Castelnuovo, Atcune proprietà fondamentali. . . {Aniiali di Matemalica, 2' série, t. XXV, 1S97). Une démonstration très simple a été donnée par M. Seveui (liendicoiiti delta li. Ace. d. Lincei, octobre igoj).
Lorsque le système | G | est renfermé clans le système canonique, en désignant par i le nombre des surfaces adjointes «9,1-4 indépendantes qui passent par une courbe G, on a, au lieu de la relation qui précède, la suivante
- — I — /i -H /• ^^pa — i-
La relation, que nous venons d'écrire, constitue Vextension aux surfaces de la propriété relative aux courbes qu'on appelle le théorème de Riemann-Roch.
G'est j\L Notlier qui a énoncé cette extension dans une Note publiée en 1886 (^). Mais, dans le court essai de démonstration qu'il en a donné, il suppose que la série caractéristique d'un svstème complet soit toujours complète, ce qui est vrai seulement lorsque p^^pg.. M. Enriques s'est occupé dabord de justifier la formule en question dans le cas /^fj =ry7g.; ensuite M. Gastelnuovo est parvenu au résultat général pour tous les svstèmes linéaires irréductibles de dimension 1 2, tracés sur une surface quelconque.
On a cherché ensuite à étendre ce théorème aux systèmes de courbes réductibles (-), et Ton est parvenu au résultat suivant, qui a été démontré d'une façon précise par AL Severi (^) : si les caractères tt, n, i d'une courbe, irréductible ou réductible , tracée sur une surface de genres p„, p^j satisfont à l'inégalité
Pa^ n T -i- I — i^ o,
la courbe appartient à un système linéaire de dimension
rûpa-^'i — - -^ I — i.
k. Nous avons eu l'occasion de parler des surfaces {irrégulières), c'est-à-dire des surfaces pour lesquelles Pa<iPg-
Le premier exemple de telles surfaces est fourni par les surfaces réglées dont les sections planes ont le genre - >- o ; en ce cas on a
Pg = ^, Pa= — - {'*)■
La classe des surfaces réglées (7:>o) est renfermée dans la classe plus générale des surfaces possédant un faisceau irrationnel de
(') Comptes rendus de l'Acad. des Se., l. CllI.
(-) Gastelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali. . ., n° 4 {Annali di Alatematica, 3° série, t. VI, 1901).
(') Sut teorenia di Riemann-Roch {Alli deW Accad. dette Scienze di Torino, mai 1905 ).
(*) Tome I, p. 241 ; tome II, page i55.
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courbes de genre quelconque : toutes ces surfaces sont irrégulières, parce que les séries caractéristiques des systèmes linéaires tracés sur elles ne sont pas connplètes (').
On a généralisé cet exemple, en démontrant que : toute surface possédant un système de courbes cjui n'est pas contenu (totalement) dans un système linéaire est une surface irrégulière (-).
A celte famille de surfaces appartiennent tous les exemples de surfaces irrégulières aux(|uels on est parvenu par des procédés difiérents. Citons, par exemple, les surfaces qui représentent (point par couple) le système des couples de points appartenant à deux courbes algébriques distinctes ou à une même courbe, surfaces dont les caractères invariants ont été déterminés d'une façon complète (").
Cette remarque a conduit à penser ([ue toute surface irrégulière rentrerait dans la famille citée. C'est ce qu'on a démontré dernièrement (*). Ainsi donc, sur toute surface irrégulière, on trouve des systèmes algébriques de courbes qui ne sont pas contenus dans des systèmes linéaires.
Ce théorème peut être précisé davantage. Rappelons à cet elTet que la notion de la série caractéristique d'un système linéaire de courbes sur une surface peut être étendue à un système continu non linéaire, de la façon suivante (^) : les courbes infiniment \oisines d'uue courbe générale du système découpent sur celle-ci une série, qu'on appellera série caractéristique du système donné. On a maintenant le théorème C') : tout système continu de courbes algébriques existant sur une surface est renfermé en un système {linéaire ou non linéaire) dont la série caractéristique est complète.
Le dernier système sera linéaire, d'après un théorème de M. Castelnuovo (n° 3), si la surface est régulière {p^^^^pa)- Au contraire, ?,{ Pfr^ pa, il existe sur la surface des systèmes linéaires complets, de
(') CASTELNrovo, Alcuiù risultati.... n'' 10 {Mein. délia Società italiana délie Scienze. 1896).
('-) Enriques, Una proprietà.. . (Rendic. del Circolo Malemalico di Palermo, t. XIII, 1S99).
(^) MAR0M,.4fif dell' Accad. d. Scienze di Torino, 190.3. — Severi, /ôzV/e/». et Memorie delC Accad. d. Scienze di Torino, 1903. — De Franchis, Rendic. del Circolo Mateni. di Palernio, 1903.
(^) Enriques, Sullà proprietà caratteristica délie superficie algebriche irregolari {Rendic. délia /?. Accad. d. Scienze di Rologna, 1904); Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 16 janvier 1900.
(•'•) Severi, Osservazioni sui sislemi continui ... {Atli délia R. Ace. d. Scienze di Torino. 1904).
C) Enriuues, loc. cil.
genre tt, degré n et dimension r^p^-\- n — - + i, dont la série caractéristique a le défaut maximum p^ — />,,; ces systèmes sont donc renfermés en des systèmes continus de dimension
composés par cc^g-Pa systèmes linéaires complets de dimension
Si Pon assujettit les courbes d'un tel système continu à satisfaire à r conditions linéaires, on obtient U7ie se rie yJ' ?-!'«■ de courbes no Ji équivalentes, série dont la courbe générale n'appartient à aucun svstème linéaiie contenu dans la série. Mais on ne saurait pas construire sur la surface une série de dimension /?„ — pa-^ i douée de la même propriété.
Comment pourra-t-on reconnaître si une courbe ayant des caractères assignés, sur une surface de genres/)^,, /?„, appartient à une desdiles séries ccPg-Pa'î Voici la réponse : il sufjit que les caractères -, n, i de la courbe (nommés au n° 3) satisfassent à r inégalité
Pa-^ n — - -I- I — J ^ G.
Ce résultat, auquel M. Enriques est arrivé en s'appuyant sur l'extension du théorème de Riemann-Roch, a reçu une démonstration directe assez simple de M. Severi (').
o. Considérons sur une surface irrégulière un système continu S de courbes, composé par ccPs^i'a systèmes linéaires complets | C |, ]Gil, I Coj, .... Si l'on construit le système linéaire
|G'| = |G-G,-Co|,
on reconnaît de suite que |C | appartient aussi au système S, et possède les mêmes caractères que | C [, ....
On voit donc que Vopération | C, — C^j transforme tout système linéaire complet | C | de S en un autre système linéaire complet j G'|, qui est aussi renfermé dans S. Or. on peut former ac/^j~/'« opérations analogues, et l'on reconnaît aisément qu'elles forment un groupe continu de transformations deux à deux permutables. Il convient d'énon-
(') Sut leoreina di Riemann-Tioch {loc. cit.).
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cer ce résultai de la manière suivante (') : /es oc/'i-~/'« systèmes linéaires complets renfermés dans i/n système continu peuvent être représentés par les points d'une variété algébrique à /?., — />„ dimensions, qui admet un groupe permutable oc'\-^''<i de transformations birationnelles en elle-même.
C'est la variété de Picard attachée à la surface. Daprés un théorème établi par ce savant (^), les coordonnées d'un point général de la variété peuvent être exprimées à l'aide de fonctions ahéliennes \_'3.{P(r — pa) fois périodiques] de /?„ — />„ variables. En transportant celte propriété aux systèmes de courbes sur la surface considérée, on arrive à la conclusion (^) que les pg — pa paramètres non linéaires, dont dépend une courbe d' une série complète donnée sur la surface, peinent être introduits de telle façon que les coefficients des équations de la courbe soient des fonctions abéliennes de ces paramètres.
On a ainsi une extension aux surfaces de la propriété des groupes de points d'une courbe, qui est exprimée par le théorème d'inversion de Jacobi. On pourrait rechercher une autre extension de cette même propriété dans un sens plus direct; c'est ce qu'a fait M. Picard en parvenant à une réponse négative {voir la .Note II de ce Traité).
G. i']n résumant les résultats rappelés dans les n"* 3, \. 5, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Si l'on envisage sur la surface une courbe, dont les caractères t., n, i satisfont à r inégalité
Pa — n — T. -^ i — i ^o\
cette courbe sera renfermée dans une série complète dépendant de
r ^Pg -h n — t: -+- I — i
paramètres : et ces paramètres seront de deux sortes : les uns, au nombre de r — (/?„ — pa), entrent linéairement, de sorte que la courbe est un système linéaire par rapport à ces paramètres: les autres paramètres, au nombre de Pg— Pa-, entrent d'une façon irrationnelle, et précisément les coefficients des équations de la courbe sont des fonctions 2{pa — /v) /^'^■'^ périodiques de ces derniers paramètres.
(■) Castelxuovo, Sugli inlegrali seinplici ... {Bendiconti delta li. Ace. d. Lincei, mai-juio igoS, ou bien Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 23 janvier i9o5).
(^) Picard, Rendiconti del Circolo matem. di Palermo. l. IX.
(') Castelnuovo, loc. cit.
7. Il convient maintenant de rapprocher ces résultats, relatifs aux surfaces irrégulières, à d'autres résultats qui se rapportent au\ surfaces douées d'intégrales de dilTérenlielles totales de première espèce.
M. Humbert, en appelant le premier l'attention des géomètres sur les systèmes non linéaires de courbes, a remarqué (^) que toute surface, sur laquelle existe un système de courbes qui nest pas contenu dans un système linéaire, possède quelques intégrales de différentielles totales de première espèce.
On a cherché à invertir ce résultat. M. Enriques y est parvenu d'abord (-) en ajoutant l'hypothèse que les ^ j> o intégrales appartenant à la surface aient iq périodes, hypothèse qui, à cette époque, devait être regardée comme restrictive. Ensuite M. Enriques, en s'appuyant sur un théorème important de M. Severi, que nous allons citer tout à l'heure (n° 8), et profitant du résultat qu'il a établi dernièrement sur les surfaces irrégulières (n° i), a pu démontrer, sans introduire aucune restriction (^), que toute surface possédant ^>o intégrales de différentielles totales de première espèce possède des systèmes algébriques de courbes, qui ne sont pas contenus dans des System es linéaires.
8. On n'a maintenant qu'à comparer les résultats des n°^ i et 7 pour faire ressortir la vérité de la proposition suivante :
Les surfaces ir régulières et les surfaces douées d'intégrales simples de première espèce forment une seule famille.
Ce théorème renferme deux, propositions réciproques dues respectivement à MM. Severi et Enriques. En vue de l'importance du résultat, il est bon peut-être de rappelei- ici l'ordre dans lequel ces propositions ont été découvertes, et les étapes successives qui ont amené au résultat quantitatif, qui a permis de compléter le théorème énoncé.
En septembre 1904 M. Severi, en s'appuyant sur les résultats généraux, de M. Picard, a examiné la courbe polaire d'une intégrale simple de seconde espèce (transcendante), et a remarqué que la série caractéristique, découpée sur cette courbe par les courbes qui appartiennent au même sy^tème linéaire, n'est pas complète; il en déduit que {*)
(') Journal de Mathématiques, 4° série, l. X, iSgS, p. 190.
(-) Aimâtes de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1' série, t. III.
(^) Enriques, Rendic. delta R. Accad. di Bologna, décembre 1904.
(') Rendiconti delta R. Accad. d. Lincei, septembre 1904; Mathem. Anna-
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toute surface douée d'intégrales simples de seconde {ou de première) espèce est irrégnlière.
En décembre 1904 M. Enriqiies, en s'appuyanl sur la construction de systèmes non linéaires sur une surface irrégulière (n°i). parvenait à la conclusion réciproque que (') les surfaces irrégulières possèdent des intégrales simples de première espèce.
Ensuite M. Severi (-), en profitant du théorème de M. Enri([ues sur les systèmes non linéaires (n° i), a pu démontrer Tégalité
1— cj =p^,— p^,
où /• et q sont les nombres des intégrales simples de seconde et première espèce de la surface.
Enfin, une étude plus approfondie des systèmes non linéaires nommés, étude où le rôle essentiel est joué soit par la considération de la variété de Picard {^) { n° 5), soit par Fevlension du théorème tl'Abel (*) (dont nous allons parler au n° 10), a permis à MM. Casteliiuovo et Severi de préciser de la manière suivante le lien qui existe entre l'irrégularité d'une surface et le nombre des intégrales simples qui lui appartiennent :
Une surface ayant les genres ^^,, p^^ possède exactement p^. — p^ intégrales simples distinctes de première espèce et ^{p^ — p^) intégrales simples distinctes de seconde espèce; le nombre des périodes des unes et des autres intégrales, et le nombre des cycles linéaires distincts de la variété de Riemann à quatre dimensions attachée ci la surface est 1 {p^- — pa)-
Ce résultat est donc le fruit d'une longue série de recherches, auxquelles ont également contribué les méthodes transcendantes de M. Picard et les méthodes géométriques employées en Italie.
!). Le théorème d'après lequel une surface irréguiière possède des systèmes non linéaires de courbes ( n° k) peut être précisé davantage dans quelques cas particuliers remarquables.
ten. t. LXI. Une autre démonstralion a élc donnée par M. Pic.vrîD (Comptes rendus, 16 janvier igoS; voir aussi ce Traité, t. II, p. 4^9 )•
(') Rendiconti delta Accad. d. Scienze di Bologna, toc. cil.
{-) Atti detla B. Accad. d. Scienze di Torino, janvier ir,o5: votr aussi Picard, toc. cit.
(3) Castelnuovo, Comptes rendus, 28 janvier 190.5; Bendic. delta B. Accad. dei Lincei, mai-juin 190a.
(/) Severi, Comptes rendus. 3 avril 190.5; Annali di Malcmatica, 3' série, t. XII.
En 1900, M. Castelniiovo communiquait à M. Enriques (•) une construction d'après laquelle, étant donné sur une surface de genre /?^.=:o un système de courbes non équivalentes, on est amené à un faisceau irrationnel. Eu 190^ (au moyen du résultat du n° i) M. Enriques en a déduit (-) que :
Toute surface de genres
Pg = G, pa < O
renferme un faisceau irrationnel de courbes.
Ce résultat jieut être généralisé, en remarquint que le point essentiel de la construction précédente, c'est le fait que les intégrales simples de la surface sont fondions l'une de l'autre.
Or on reconnaît, en général (■'), que, si. parmi les intégrales simples attachées à une surface, il y en a plusieurs qui sont fonctions de l'une d'entre elles, alors la surface renferme un faisceau irrationnel de courbes. Il s'ensuit que toute surface ayant Pg^'2.{pa-\- 2) possède un faisceau irrationnel de courbes {'*). Cetle propriété apj^artient donc à toute surface dont le genre aritliinéli([ue Pa<C — I (^); (on verra ensuite que les courbes du faisceau siii- une telle surface sont rationnelles).
Le même ordre de considérations a permis à M. de Franchis d'établir un théorème remarquable (") :
Si la surface ^'=-f {^', y) possède q intégrales simples distinctes de première espèce, la courbe plane f(a;, y) =z o est formée par iq -\- "2, ou 2(7 + 1 courbes appartenant à un même faisceau ; toute courbe du faisceau est la projection de deux courbes de la suif ace qui varient en un faisceau hyperelliptique de genre q.
Le théorème réciproque subsiste aussi.
10. La démonstration très simple, par laquelle M. Severi a établi le théorème du n° 8, s'appuie sur une proposition qui doit être regardée
(') Annales de Toulouse, 2° série, t. III.
(-) Eendic. Accademia dl Bologna, loc. cit.
(••) De Franchis, Bendic. delta R. Accad. dei Lincei, juin 1904; Bendic. del Circolo matent, di Palermo, t. XX, igoS, p. 49-
(*) Castelmiovo, Bendic. del Circolo maleni. di Palermo, t. XX, p. 55.
(*) De Franchis, Bendic. del Circolo matem. di Palermo; loc. cit.
(^) De Franchis, Bendic. delta B. Accad. dei Lincei, loc. cit.; voir aussi luic extension de ce liiéorèmc dans les Bendic. del Circolo matem. di Palermo, t. XX, p. 33 1 .
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comme Texlension aux séries de courbes tracées sur une suiface ilu lliéorème d'Abel relatif aux séries de groupes de points d'une courbe. Il s'agit de décider, en recourant aux intégrales simples de première espèce de la surface, si une série continue de courbes tracées sur elle est contenue dans un système linéaire. Ou peut énoncer la condition cherchée de difiérentes façons, mais on doit toujours envisager la somme des valeurs que chaque intégrale ac(|uiert aux points d'un certain groupe variable, iioinons-nous à rappeler la première forme sous laquelle -M. Severi énonce son théorème (') :
Pour qu' une série algébrique de courbes sur une surface apj}arlienne à un système linéaire, il est nécessaire et suffisant que la somme des valeurs que chaque intégrale simple de première espèce prend aux points d'intersection de deux courbes de la série, garde une valeur constante lorsque les deu.r courbes varient dans la série.
Une autre extension du théorème d'Abel a été donnée aussi par M. Severi dans le Mémoire cité. La voici. Supposons que deux surfaces F, F' soient liées par une correspondance algébrique (i. n)\ on aura alors sur F' une involution d'ordre «, formée par zc- groupes de n points correspondant aux points de F. Eh bien, la condition pour que l'imolution sur F' {c'est-à-dire la surface F) soit régulière, est que la somme des valeurs de chaque intégrale simple de première espèce de F' aux points d'un même groupe reste constante quand ce groupe varie.
11. Aux systèmes algébriques de courbes tracées sur une surface s'étendent immédiatement les notions de système complet, d'addition et de soustraction de systèmes, que nous avons exposées lorsqu il s'agissait de systèmes linéaires. Si l'on désigne par (C), (Ci), ... des systèmes algébriques complets, on pourra donc attribuer une signification précise à une relation telle que celle-ci :
( , I A( C ) = A, ( G,) — /*,( Go ) + . . • - Zip* Cp ).
où les h, /<,, h. hr, sont des nombres entiers, dont le premier et
quelqu'un des autres sont certainement positifs; on suppose naturellement que les soustractions relatives aux coefficients négatifs sont possibles. Si la relation (i) a lieu, on dira que les systèmes (G), (Cl). ..., (Co) sont algébriquement dépendants. Or M. Severi est
C) Comptes rendus. 3 avril iqo5, Annali di Matemalica. ?>' sC-v.. t. XII. <)n Unuv.na an résultat plus expressif dans une Noie de M. Skveui parue tuul dernièrement dans les Rendic. del Circolo matem. di Palermo, t. XXI, 1906.
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parvenu à démontrer un théorème extrêmement remarquable, qui se rapporte aux. notions rappelées tout à l'heure (') :
Sur une surface algébrique on peut toujours fixer un nombre fini p de systèmes algébriques complets (Gj), algébriquement indépendants, tels que tout autre système algébrique (G), tracé sur la surface, dépende algébriquement des systèmes nommés.
Tous les systèmes (G) existant sur la surface sont donc fournis par la relation (i), en attribuant aux coefficients h des valeurs entières. On dit que les systèmes ((3,), .... (Gp) forment une base de la totalité des systèmes tracés sur la surface. Si celle-ci est régulière, la base est formée par des systèmes linéaires.
Le nombre p, qui entre dans le dernier théorème, ne diffère pas du nombre que M. Picard a désigné par la même lettre à la page 241 du Tome II de ce Traité, et qui joue un rôle important dans sa théorie des intégrales simples de troisième espèce. En effet, si Ton prend une courbe G,, Go, . . . , G5 de chacun des systèmes formant la base, il n'existe aucune intégrale simple de troisième espèce avant ces seules courbes pour courbes logaritiimiques; mais on peut former une intégrale qui a pour courbes logarithmiques les p courbes nommées et une courbe ultérieure G arbitrairement fixée.
La connexion existant entie la théorie de la base et celle des intégrales simjiiles de troisième espèce permet à M. Severi de répondre à une question importante posée par M. Picard (-). Il démontre en edet que la condition nécessaire et suffisante pour que toutes les intégrales simples attachées à une surface algébrique se réduisent à des combinaisons algébrico-logarithniiques, c'est que la surface soit régulière.
12. Revenons maintenant à la recherche des caractères invariants d'une surface. A côté des invariants (absolus) que nous avons considérés jusqu'ici, il convient de prendre en considération de nouveaux caractères, qui ne jouissent pas d'une invariance rigoureuse vis-à-vis de toutes les transformations birationnelles de la surface; ce sont les invariants relatifs.
On parvient à cette conception très féconde, en partageant les transformations qu'on peut faire subir à une surface en deux classes :
1° Attribuons à la première classe les transformations qui font cor-
(') Comptes rendus de l'Acad. des Se. 6 février 1905; un .Mémoire plus détaillé sur ce sujet paraîtra prochaiiieiucnt dans les Matheni. Annalen. ( = ) Ce Traité, t. II, p. 144.
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respondre sans e.vcepdon un point à cliaque point simple de la surface donné, et une courbe à chaque courbe de celle-ci (•);
■2" Attribuons, au contraire, à la seconde classe les transformations qui font correspondre à un ou à plusieurs points (en nombre fini) des courbes (exceptionnelles), ou vice verset.
Nous appelons alors invariant relatif de la surface tout caractère de celle-ci, qui est invariant vis-à-vis des transformations birationiielles de la première classe. Une transformation de la seconde classe modifie en général ce caractère, à moins que la transformation ne change autant de points de F en courbes exceptionnelles, que de courbes exceptionnelles de F sont transformées en points.
^'oici maintenant quelques invariants relatifs fondamentaux qui appartiennent à une surface algébrique quelconque.
Parlons d'abord d'une surface F„ d'ordre n, de genre />„> o. Une surface o,,^^, d'ordre n — 4i adjointe à F„., coupe celle-ci (en dehors de sa courbe double) suivant une courbe composée par une courbe canonique et les courbesexceptionnelles qui peuvent exister surF„(-). Or, la première partie jouit de la piopriélé d'invariance (en une acception absolue); son genre /j" constitue donc un invariant absolu de la surface, qu'on appelle, d'après .M. Nother, le genre linéaire (■^).
Mais si, en ne faisant pas abstraction des courbes exceptionnelles, on évalue le genre de la courbe composée qui constitue (en dehors de la courbe double) l'entière intersection de F,^ avec 'f„_4, on obtient un nombre w qui est un invariant relatif de la surface.
Or le nombre to peut être évalué en fonction des caractères d'un système linéaire quelconque tracé sur la surface F„, et de ceux de son adjoint, soit, par exemple, en fonction du genre tt des sections planes de F„, de l'ordre n, et du genre -' des intersections de F„ avec les surfaces adjointes {'^n-z) de l'ordre n — 3; on a, en ellet,
w = tt' — 3 ( r — 1 ) -f- n.
L'importance de cette formule découle de la remarque suivante :
L'expression t:' — 3(7: — i) -H « a un sens, même dans le cas oà la surface donnée a le genre /V = o; elle conserve d'ailleurs toujours son invariance relative, vis-à-vis des transformations de la
(') Nous passons sur la ditlicullé inhérente aux point» singuliers, dont il est j)ermis d'ailleurs de faire abstraction. ( ^) Tome II, page ii8.
(^) Tome I, page 2o5.
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première classe. Ce fait est une conséquence presque immédiate de la propriété fondamentale du système adjoint (').
Ou pourrait de même former avec le degré ii' du système découpé sur F„ par les surfaces '^n-z ^^^ expression qui jouit aussi d'une invariance relative, à savoir
celte expression, lorsque y:>^ >- o et que la surface F„ ne possède pas de courbes exceptionnelles, exprime le degré du système canonique.
Mais on a toujours
ce qui donne une généralisation d'une formule bien connue de M. Nôther (2).
13. Un autre invariant relatif, qui va jouer un rôle important dans rétude des surfaces appartenant à la classe des surfaces réglées, peut être obtenu, d'après MM. Zeuthen et Segré, de la manière suivante : prenons sur la surface F un faisceau linéaire de courbes C, de genre tt, doué de «points-base (simples ou multiples); il y aura, en général, un certain nombre o de courbes C douées d'un point double, en dehors des points-base; or l'expression
ne dépend pas du faisceau considéré, mais seulement de la sur-r face F, dont elle constitue un invariant relatif (^).
ik. Comparons maintenant les deux invariants relatifs o et I, d'une surface F.
Lorsqu'on transforme F par une transformation birationnelle, qui fait correspondre une courbe exceptionnelle à un point de F, le nombre w diminue d'une unité; au contraire I augmente d'une unité par la même transformation.
Il s'ensuit que l'expression w + I ne change pas, c'est-à-dire qu'elle constitue un invariant absolu de F; on a d'ailleurs (d'après une formule de M. Nôther)
(') Enriques, Jntroduzione alla geometria sopra una superficie algebrica, n* 41 {Memorie délia Società italiana délie Scienze, 3« série, t. X, 1896).
(^) Loc. cit.
(^) Cf. Castelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali..., loc. cit., n" 6.
(*) Castelnuovo et Enriques, loc. cit.
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On trouvera dans le texle (page 4IÎ?) un invariant relatif lié aux précédents et qui se rattache au nombre des cycles à deux dimensions du ne surface.
15. L'étude des invariants relatifs appartenant à une surface nous amène à considérer de plus près les courbes exceptionnelles.
Tous les géomètres qui se sont occupés des surfaces algébriques savent bien que la présence de ces courbes, qui peuvent se transformer en points, introduit dans la théorie une difficulté svstématique. C'est, d'ailleurs, une difficulté propre aux. surfaces, qui n'a rien d'analogue dans la théorie des courbes. Aussi plusieurs efforts ont été faits |)Our éliminer cette difficulté, autant que possible. Depuis son premier Mémoire (de 1898) l'un de nous (Enriques) avait piévu que toute surface F(quelques cas particuliers exceptés) aurait pu se transformer en une nouvelle surface F dénuée de courbes exceptionnelles; il est revenu ensuite sur le même sujet, en 1896.
Mais ces résultats partiels n'ont plus d'intérêt aujourd'hui, puisque la question vient d'être résolue heureusement d'une façon précise et complète.
On démontre, en effet, qu'étant donnée une surface F, on peut faire disparaître Tune après l'autre ses courbes exceptionnelles, par un proct'-dé qui s'arrête nécessairement (en faisant disparaître toutes ces courbes), si la surface F ne possède aucun système linéaire de genre - (|uelconque et de degré « > 27: — 2. Mais si, au contraire, un tel système existe (ainsi (|ue nous le dirons plus loin), la surface F peut être transformée en un jdan ou en un cylindre, c'est-à-dire qu'elle appartient à la classe générale des surfaces réglées (rationnelles ou irrationnelles). On a donc le théorème (') :
Toute surface F, qui n'appartient pas à la classe des surfaces réglées, peut être transformée en une nouvelle surface F' qui naainet aucune courbe exceptionnelle, de sorte qu'à chaque point et à chaque courbe exceptionnelle de F corresponde sans exception un point sur F'.
Par suite, en dehors de la classe des surfaces réglées, il ne peut y avoir sur une surface quelconque qu'un nombre fini de courbes exceptionnelles: au contraire, il y en a un nombre infini sur les surfaces rationnelles et sur les réglées et leurs transformées.
IG. Si l'on transforme une surface F par deux transformations différentes, de façon à éliminer ses courbes exceptionnelles, on obtient
(') CAsTtLNCovo et Enriques, loc. cit., u° IS.
O2 NOTE
deux surfaces F', F", qui se correspondenl poi/it par poini, sans exception. En d'autres termes, toutes les correspondances birationnelles entre des surfaces qui n'ont pas de courbes exceptionnelles appartiennent à la première classe des transformations, au moyen desquelles nous avons introduit les invariants relatifs.
On voit maintenant comment on peut déduire un invariant absolu de chacun des invariants relatifs co, 1, que nous avons définis.
Soit F une surface douée d'un nombre fini e de courbes exceptionnelles, et soit F' une surface transformée de F ne possédant aucune courbe exceptionnelle. Calculons, par exemple, l'invariant relatif w par rapport à F, et formons l'expression
Elle a la même valeur que l'invariant to calculé par rapport à F'. Elle est donc un invariant absolu de F, qu'on appelle genre linéaire p'-^^ ('), parce qu'elle se réduit au genre des courbes canoniques, lorsque le genre /)^ de F est plus grand que zéro. On a d'ailleurs />''^^i.
11 est aisé de comprendre l'importance de la définition plus étendue du genre linéaire d'une surface que nous venons de donner. Il suffit de remarquer qu'en désignant par Pj le /-genre de la surface, on établit la formule
«t pour les surfaces régulières {p^ ^= pn ^= p)
pourvu qur ron aityjf''>»i (-).
17. Dans la définition qui précède nous avons dû laisser de côté les surfaces rationnelles et les réglées ou leurs transformées. Car en ce cas on ne peut plus se reporter à une image convenable de la surface, dénuée de courbes exceptionnelles.
Mais on élend aisément à ces cas la définition du genre linéaire/^''', en appelant /j''* le maximum que peut atteindre le caractère w pour une transformée quelconque de la surface (•^).
(') Castelnuovo et Enriques, loc. cit., n" 20.
( ^ ) Pour pW =1 on peut construire des surfaces pour lesquelles P, > /7 -t- i . — Cf. Enriques, Rendic. délia B. Accad. d. Lincei, 1898. (^) Castelnuovo et Enriques, /oc. cit., n" 21.
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On trouve alors que dans la classe des surfaces rationnelles le ma\imuin /)<'' de w est atteint par le plan (^C =: lo), et, dans la classe de surfaces représentables sur une réglée de genre /?, le maximum est atteint par cette dernière surface [z^''' =: — S {p — i)-|-i]. On a ainsi une définition tout à fait géncvalc du genre linéaire. L'évaluation de ce nombre dans les cas concrets se rattache a la question de reconnaître si une surface donnée peut être transformée en une réglée. Cette question sera résolue dans la seconde partie de celte Note.
SECONDE PARTIE
18. La théorie générale des surfaces, dont nous venons de parler, montre sa fécondité lorsqu'on cherche à en appliquer les résultats à des classes particulières de surfaces. Parmi celles-ci, nous allons étudier maintenant les surfaces réglées, et celles qui admettent un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes.
Rappelons qu'une surface /(x, r, ^ ) =: o est dite rationnelle (ou H?iiciirsale), si l'on peut exprimer les coordonnées j", r. ^ de chacun de ses points par des fonctions rationnelles de deux paramètres u, c, de telle soi-te que u, r s'expriment à leur tour rationnellement à l'aide <le X, y, z.
La famille des surfaces rationnelles rentre comme cas particulier dans celle des surfaces réglées ou leurs transformées: pour ces surfaces [/(^, /, :;)=:o] les coordonnées d'un point sont des fonctions rationnelles d'un paramètre ^, et de deux variables X, Y liées par une relation algébrique de la forme
9(X, Y) = o (équation d'un cylindre).
Au point de vue algébrique, la détermination de la famille des surfaces réglées el, en pailiculier, des surfaces rationnelles, fournit la réponse au problème suivant :
Etant donnée une é<juation algébrique
fiT,r,z) = o
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entre trois inconnues, reconnaître si elle peut être transformée rationnellenient de façon à éliminer une, ou, en particulier, deux inconnues.
Dans celte recherche, on peut se placer à deux points de vue :
a. On cherche d'abord à obtenir la transformation demandée, en construisant sur /"certaines fonctions rationnelles de x, y\ z par un procédé qui permet de décider toujours par un nombre fini d'opérations si la transformation est possible ou non. On arrive ainsi à établi iune détermination des surfaces rationnelles et réglées à l'aide de caractères qua lita t ifs .
b. On cherche à éta])lir les conditions d'existence delà transformation demandée, en évaluant les caractères invariants de la surface. ( )n arrive ainsi à une détermination des surfaces rationnelles et réglées à l'aide de caractères quantitatifs.
19. Examinons d'abord un cas particulier. Supposons que l'équation de la surface ait la forme z-=^f{œ^ y).
Nous allons expliquer en quel sens on est parvenu à résoudre en ce cas la question proposée, soit en se plaçant au point de vue «, soit au point de vue b.
Il s'agit de chercher les conditions auxquelles doit satisfaire la courbe plane f^=-o pour que la surface :;-=y(^, y) soit rationnelle; on donne à cette surface le nom de plan double qui a la courbe limite /:=: o.
Glebsch a posé ce problème et en a examiné un cas; M. Niither, en reprenant la question, dans toute sa généralité, est parvenu au résultat suivant :
Pour que la surface z-^f{œ, y) soit rationnelle, il faut et il suffit que la courbe f puisse se ramener, par une transformation birationnelle du plan x, y, à V un des types suis-an ts :
1° Courbe d'ordre in quelconque douée d'un point multiple d'ordre in — 2 ;
2° Courbe générale du quatrième ordre:
Z" Courbe du sixième ordre douée de deux points triples infiniment voisins.
On peut, d'ailleurs, décider a priori si une courbe donnée/ peut être transformée en un des types nommés.
Supposons que l'ordre de la courbe / et les multiplicités de ses points singuliers distincts soient des nombres pairs in, 2 i^, 2^2, .. . •
RÉSULTATS NOLVEALX DANS LA THÉORIE DES SURFACES ALGÉBRIQUES. .Jo5
on peut toujours satisfaire à ces conditions en recourant, s'il est nécessaire, à iine transformation birationnelle préalable de la courbe y.
Appelons maintenant courbe adjointe d'indice /i(i=i, 2, ...)à la courbey une courbe d'ordre in — 3/i; assujettie à passer avec ii — k branches par tout point 2 tP^'^ de/. On reconnaît alors que, si la courbe/ peut se ramener à l'un des types de Clebscli-Notlier, elle ne possède aucune courbe adjointe dont l'indice soit ^2, et vice versa; donc, la non-existence des courbes adjointes d'indices 2, 3, ... à la courbe f est la condition pour que la surface z-^=f{cc, y) soit rationnelle, ou puisse être transformée birationnellement en une surface réglée ('). La seconde éventualité regarde certains cas de réduction de la courbe/, précisément le cas où la courbe/se compose d'un certain nombre de courbes rationnelles appartenant à un même faisceau.
Au moyen des relations qui existent entre les courbes canoniques, bicanoniqiies. . . . d'une surface ;-=/(.r, y) et les courbes adjointes des différents indices à la courbe/, on peut transformer ce résultat en le suivant, plus expressif que le théorème de Clebscli-iNother :
Une surface z-=:.f{x, y), dont le genre géométrique pg, le bigenre P,, le trigenre P3, . . . sont nuls, est rationnelle ou peut être transformée en une surface réglée (-).
D'après la condition qualitative qui précède, il suffit même de vérifier que
où V est le plus grand entier ^ ^, n étant l'ordre de/, et l'on en
déduit P,^_ui = o, ....
Mais des conditions plus expressives découlent du n° 2G. 11 est à souhaiter qu'on y parvienne d'une façon élémentaire, en développant l'analyse des courbes adjointes d'ordre k sur le plan.
20. Ces théorèmes nous amènent à quelques applications remarquables en elles-mêmes, et qui constitueront le point de départ de l'analyse générale que nous nous proposons d'établir.
Supposons qu'une surface / possède un système linéaire 00' de courbes rationnelles. On peut d'abord, d'après M. Xother, transformer birationnellement la surface en une autre/ possédant un système x'
(') Castelnuovo et Enriques, Suite condizioni di razionalità dei piani doppi {Rendic.del Circolo matein. di Palermo, t. XIV, 1900). (- ) Loc. cit.
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de coniques, découpées par les plans passant par une droite, qui aura la multiplicité n — 2 si la surface/ a l'ordre n. Or, cette surface/', à Taide d'une projection efTectuée d'un point de la droite nommée, se représente sur un plan double, dont la courbe limite a un certaiu ordre lin et possède un point multiple d'ordre im — 2.
Il résulte, d'après le théorème de Glebsch-Nôther, que la surface/' et, en conséquence, la surface/, est rationnelle; d'où le théorème de M. iXother :
Une surface qui possède un système linéaire 00' de courbes rationnelles est rationnelle (').
Supposons, en second lieu, qu'une surface possède un système linéaire 00' de courbes elliptiques, système ayant (au moins) un pointbase simple. L'existence de ce système fait voir d'abord que la surface a le genre géométrique/»^, et les plurigenres P.,, P^, . . . nuls; elle permet en outre de représenter la surface sur un plan double, en représentant, sur les points d'une droite variable d'un faisceau, les couples de points de la série g\^ qui appartient à lune des gc' courbes elliptiques et qui possède un point double au point-base nommé. En recourant au dernier théorème du n" 19, on a donc :
Une surface qui possède un système linéaire oc' de courbes eliipliques ayant {au moins) un point-base simple, est rationnelle ou peut être transformée birationnellement en une surface réglée^ qu'on voit d'ailleurs être elliptique ('-).
Enfin, dune manière analogue, on démontre qu'une surface contenant un système linéaire co' de courbes hyperelliptiques de genre -k quelconque, système ayant des points-base dont les multiplicités donnent une somme supérieure à 2t — 2, est rationnelle ou peut être représentée sur une surface réglée (^).
De ces théorèmes résultent des propositions, dont le lecteur verra de suite l'importance, quoiqu'elles soient moins expressives que les théorèmes primitifs.
Une surface dont les sections planes sont des courbes rationnelles est elle-même rationnelle.
(') M. NôTHER {Math. Annalen, t. III) y parvient d'une manière directe, en construisant sur la F' une courbe qui rencontre en un seul point chacune des x' coniques. Voir aussi page i-ji de ce Traité (en note).
(') Castelnuovo et Enriques, Suite condizioni di razionalità. . ., toc. cit.
(^; Loc. cit.
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Vue surface dont les sections planes sont des courbes elliptù/ues est rationnelle ou réglée (').
Une surface dont les sections planes sont des courbes hyperelliptiques de genre quelconque est rationnelle ou réglée (-).
On peut voir une démonslralion du premier lliéorème à la page Og du Tome JI. Aux deux autres nous étions déjà parvenus par des procédés directs, tout à fait difTérenls, avant d'avoii- démontré les propositions générales d'où nous venons de les déduire.
2t. A côté des résultats précédents, on peut placer d'autres théorèmes, en quelque sorte analogues, où, étant donnés sur une surface des systèmes particuliers de courbes, on conclut que la surface peut être transformée en une réglée.
Lue surface réglée, ou une surface qui peut èlre transformée hirationnellement en celle-ci, contient un faisceau de courbes rationnelles, c'est-à-dire une série oc* telle que par tout point de la surface passe uue seule courbe de la série. Inversement, pourra-t-oii aflirmer que toute surface contenant un faisceau de courbes rationnelles peut être tiansformée en une surface réglée? M. Nôlher (^) a abordé cette question; il a démontré qu'on peut, par une transformation préalable, changer la surface en une autre contenant un faisceau de droites ou de coniques. Dans le premier cas la question est tranchée: dans le second il s'agit encore de chercher si l'on peut tracer sur la surface une courbe qui découpe chaque conique eu un seul point. Or I existence d'une telle courbe a été démontrée par M. Nôlher dans 1 hypothèse que le faisceau soit rationnel, ainsi que nous l'avons dit au n° 20; et dans l'hypothèse d'un faisceau quelconque la démonstration a été donnée par l'un de nous.
On a donc le théorème :
Toute surface contenant un faisceau de courbes rationnelles peut être transformée birationnellenicnt en une surface réglée {'*).
Une autre propriété de toute surface réglée c'est qu'on peut construire sur elle des svstèmes linéaires de courbes (coupant en un
(') Castelnuovo, Rendic. delta B. Accad. d. Lincei, 1894.
(-) Enriques, Rendic. délia R. Accad. d. Lincei, 1898 : Matliem. Annalen, t. XLVI.
{') Math. Ann., t. III.
(*) Eniuqles. Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di curve razionali ( Math. Ann.. t. LU).
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seul point chaque génératrice), ayant le même genre et les dimensions aussi grandes que l'on veut. Or celte propriété caractérise entièrement la famille des surfaces réglées et de leurs transformées.
Plus précisément : une surface contenant un système linéaire de courbes de genre t: > i» et dimension /•£; 3- — 5, peut être transformée en une surface réglée rationnelle ou irrationnelle (pour - = i, 2, voir le n° 20) (').
En eftet, si l'on impose aux courbes du système les 3(t: — 2) conditions de passer doublement par - — 1 points arbitraires de la surface, on obtient ou bien un système linéaire de courbes de genre 2, auquel on appliquera un théorème du n° 20. ou bien un système de courbes réductibles auquel on peut appliquer le théorème énoncé cidessus.
22. Nous supposons maintenant qu'une surface /(a:, y, z)^=o soit donnée sans aucune restriction a priori\ nous ne connaissons, par conséquent, sur celle-ci aucun système remarquable de courbes. Nous allons développer un procédé général, d'après lequel il sera toujours possible de reconnaître si la surface / appartient à la famille des surfaces rationnelles et réglées.
Envisageons le système linéaire [ C ] constitué par les sections planes de la surface/.
Construisons le système | C'| adjoint à | G j, puis le système |C"| adjoint à | C'|, et ainsi de suite. On parvient ainsi à une série de systèmes adjoints successifs, IC], | G'j, |C"|. ....Deux cas peuvent se réaliser. Ou bien la série a un nombre infini de termes; ou bien elle s arrête après un nombre fini d'opérations, parce qu'on arrive à un système |C'| qui ne possède aucun svstème adjoint. Cette distinction est essentielle, car elle ne dépend pas des transformations birationnelles qu on peut appliquer à la surface /. D'une manière précise, si l'on transforme birationnellenjent la surface/ en une nouvelle surface/i, et si l'on construit les systèmes adjoints successifs en partant du système des sections planes | Ci| de /i, on parvient à une nouvelle série, qui sera infinie ou finie, selon que le premier ou le second cas se présente pour la série relative à/(^). On est donc porté à répartir les surfaces en deux familles, Tune composée des surfaces sur lesquelles le pro-
(') Cf. ExiuQUES, Su/la massiina dimensione . . . {Atti deW Accad. délie Scienze di Torino, 1S94).
(') Castelxuovo et Exriques, Sopra alciine questionl fondamentali. . ., toc. cit., n» 12.
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cédé (radjonctinii peut se poursuivre à l'infini, l'aulre des surfaces sur lesquelles ledit procédé a un terme après un nombre fini d'opéralions. A la première famille appartient, par exemple, toute surface d'ordre > 3 n'ayant aucun point singulier, nu, d'une manière générale, toute surface dont le genre géométrique ou le bigenre... est supérieur à zéro.
La seconde famille comprend les surfaces rationnelles et les surfaces représentables birationnellenient sur les surfaces réglées; elle ne comprend pas d'autres surfaces en dehors de celles-ci, et c'est là un résultai essentiel de la théorie, que nous nous proposons de résumer.
Il y a lieu de faire de suite la remarque suivante : une surface qui renferme un système | C | au moins de courbes de genre - quelconque, dont le degré est n > 27: — 2, appartient à la seconde famille; en effet les courbes adjointes successives C, C", . . . rencontrent la G en des groupes composés d'un nombre décroissant de points. Vice versa, sur toute surface de la seconde famille on peut construire un syslème tel que I C |; il suffit de prendre, dans la série des systèmes adjoints successifs à un svstème quelconque, un terme assez éloigné de celui-ci.
Une surface /'delà seconde famille a, d'après ce qui précède, />n. = o et, par conséquent, Palo\ posons />« = — pip^ o). Nous allons fixer notre attention sur le dernier système | G' |, de dimension r, 1^ i , qu on rencontre en parcourant une série de systèmes adjoints successifs, par exemple la série qu'on obtient en partant des sections planes de/. Ou voit de suite (|ue ce svstème a le genre -, ^/^4-i. Mais un examen plus approfondi, où le théorème de Riemann-Roch ( n° 3) et Finvariant 1 de Zeuthen-Segre vont jouer un rôle essentiel, permet d'établir que la dimension du svstème | G' | est /•, J3r, — 5, si le système est irréductible. Si, au contraire, |C' | est réductible, les composâmes irréductibles des courbes G', ou bien forment un système linéaire satisfaisant à l'inégalité qui précède, ou bien sont des courbes rationnelles qui appartiennent à un faisceau de genre p. Si l'on se reporte maintenant aux résultats des n°* 20, 21, on parvient à établir le théorème fondamental suivant :
Toute surface, sur laquelle le procédé d'adjonction s'épuise par un nombre fini d'opérations, peut être transformée birationnellenient en une surface réglée rationnelle {pa.=^o) ou irrationnelle
{pa<0)C).
Le problème de reconnaître si une surface appartient à la famille
(') Castelnuovo et Exriques, Sopra alcune qiiestioni fondamentali. . . , loc. cit., n° 15.
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des surfaces rationnelles et réglées, se trouve résolu par le théorème énoncé, au j^oint de vue qualitatif {a) du n° 18.
Ce théorème conduit à des conséquences remarquables; parmi celles-ci, quelques-unes avaient été déjà établies avant de posséder le théorème cité, par une application plus limitée du même procédé d'adjonction, qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration rappelée ci-dessus.
D abord nous sommes maintenant en mesure de donner plus de précision aux résultats du n" 21.
Il suffit, en elTet, de rappeler la remarque du n° 13, pour qu'on puisse énoncer le théorème suivant :
Toute surface qui renferme un système au moins cc^ de courbes de genre - quelconque et de degré n^ir^ — 2, peut être transformée en une surface réglée rationnelle (/)„ = o) ou irrationnelle {pa-<o) : on peut même supposer le système 'yz''\ si t: > o.
Ce théorème renferme les cas particuliers concernant les surfaces dont les sections planes ont le genre -1=0, i, •?., que nous avons cités au n° 20.
En faisant 7:=: 3, on obtient déjà un résultat nouveau, à savoir : les surfaces d'ordre > 4, dont les sections planes ont le genre 3, sont rationnelles, ou peuvent être transformées en une surface réglée de genre pSo.
23. \ oici maintenant une conséquence remarquaide du dernier théorème, qui regarde la définition môme d'une surface rationnelle.
Supposons que les coordonnées d'un point variable sur une surface s'expriment par des fonctions rationnelles de deux, paramètres
la surface est certainement rationnelle si l'on peut résoudre les (i) en exprimant u, v par des fonctions rationnelles de j:, y, z. Mais il n'en est pas toujours ainsi. Il peut se faire qu'à tout point [x, r, z) de la surface correspondent /i > 1 points («, «•) d'un plan; dans ce cas la surface se représente sur une imolution plane de oo"^ groupes de n points. Est-ce que la surface sera encore rationnelle? Il s'agit de voir si l'on peut remplacer u, c par deux nouveaux paramètres «', ç' (fonctions rationnelles de «, ç)^ tels que .r, y, z s'expriment rationnellement par «', t'', et u' , c' s'expriment à leur tour rationnellement par œ, y, z.
Remarquons, à cet elTet, qu'aux droites du plan («, c) correspon-
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dent sur !a surface des courbes C, d'un cerlain genrti-, appartenant à un même svslème complet.
Or on démontre : i° que ce système a la série caractéristique complète; 2" que le degré du système est n'>'i- — 2, ce qui permet d'appliquer le tliéorème du n" 22. On conclut donc que : une surface, dont les coordonnées d' un point variable s'expriment par des fonctions rationnelles de deux paramètres, est rationnelle {^).
Il y a lien de généraliser ce résultat de la façon suivante :
Supposons que les coordonnées .r, r, ^ du point général d'une surface / s'expriment par des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, / d'un point variable sur une surface réglée (cvlindre) '^
A tout point de /'correspondent, au moven des relations (i), n^i points de 'j;, formant un groupe dune involution x- sur la surface réglée. Inversement à tout point de o correspond un point dey'; et si le premier point parcourt une droite X := /<, \ r= /,• [où ■ç.(A, /. ) = o], le second point parcourt une courbe rationnelle dey. La surface y contient donc x' courbes rationnelles formant une série algébrique. Or, si par tout point de y passe une seule courbe de la série, la surface/" est représentable birationnellement sur une surface réglée (n'' -!)• Dans le cas contraire, on démontre que les x' courbes rationnelles appartiennent à un même svstème linéaire, dont les courbes générales ont un certain genre - et se rencontrent deux à deux en /i > 2- — 2 points variables; on conclut ( n° 22 ) que la surface/esL rationnelle, puisque l'éventualité qu'elle puisse être transformée en une surface réglée irrationnelle doit être exclue par la présence de x' courbes rationnelles ne formant pas un faisceau. On parvient ainsi au théorème :
Si les coordonnées d'un point variable sur une surface sont des fonctions rationnelles des coordonnées d'un point d'une surface réglée, la première surface elle-même peut être ramenée à une réglée {rationnelle ou irrationnelle) par une transformation birationnelle.
Ou bien :
Les groupes d'une imolution quelconque située sur une surface
(') Castelnuovo, Sulla razionalità délie involuzioiU piane {Matliem. Annalen. l. XLIV).
réglée pein-ent être représentés bi rationnellement sur les points d'un plan ou d'une nouvelle surface réglée (^).
On peut exprimer Je même résultat sous une autre forme, en disant (|ue :
Une surface possédant une série algébrique {au moins oc') de courbes rationnelles, peut être transformée birationnellement en une surface réglée, si la série est un faisceau, ou bien elle est rationnelle.
Une autre conséquence du théorème du n° 22 a été déjà énoncée au sujet des courbes exceptionnelles (n« 10).
En eilet. dés qu'on a démontré qu'une surface, qui ne renferme aucun système de genre - et de degré n >- 2- — 2. possède un nombre fini de courbes exceptionnelles, on conclut que toute surface possédant un nombre infini de telles courbes peut être transformée en une surface réglée (rationnelle ou irrationnelle) (-).
2i. Nous nous plaçons maintenant au point de vue {b) du n° 18, en cherchant à déterminer la famille des surfaces rationnelles et réglées par les valeurs de leurs caractères invariants.
Il y a lieu dans cette recherche de recourir à des méthodes différentes, suivant que la surface est régulière ou irréguliére (surfaces rationnelles et surfaces irrationnelles).
Soit d'abord une surface régulière de genre p^, ^ Pa =: o. A partir de ses sections planes G, nous construisons les systèmes adjoints successifs
Puisque l'on a Pg=^ o, le système | G' j ne contient pas ] G |; mais il peut se faire que | G" | renferme | G |; dans ce cas le bigenre P2 ^ i, et la surface n'est certainement pas rationnelle. Supposons au contraire p2 = o; en examinant alors la série des points que | G" | découpe sur une courbe G, on trouve une inégalité arithmétique entre les genres de trois systèmes adjoints successifs, d'où il résulte que les genres -, ti', tz", . . . des systèmes adjoints forment, à partir d'un certain terme, une série décroissante, qui a nécessairement un nombre fini de termes. On en déduit le théorème :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit ra-
( ' ) Castelxcovo et Exriques, loc. cil., n" 17. (-) Castelxuovo et Enriques, loc. cit., n" 18.
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tionnelle est que le genre arithniélique et le higenre soient nuls ( ' ). (La relation /^. := o résulte de I^o = o ).
On a donc le moyen de caractériser la classe des surfaces rationnelles par les valeurs particulières que prennent certains invariants, en un sens analogue à celui qui permet de caractériser les courbes rationnelles par la valeur du genre/» = o. Toutefois, K^ résultat établi pour les courbes ne s'étend pas auv surfaces de la manière qu'on pourrait supposer, car on peut donner des exemples de surfaces ayant />„=r=/?a= o et P, > o. ^nJ "6 sont pas, en conséquence, rationnelles. Le lecteur pourra les trouver à la page 148 et suivantes du tome IL
25. Avant de passer au cas /»„ < o, nous nous arrêterons un moment sur la remarque suivante.
Au sujet des surfaces rationnelles il convient de faire la distinction qui suit.
Soit y(a;', r, :;) = o une surface rationnelle; on pourra donc exprimer X, y. z par des fonctions rationnelles invertibles de deux paramètres m, r. Mais il arrivera généralement que, dans les coefficients de ces fonctions, entreront des irrationalités arithmétiques. A ce point de vue on est porté à établir, parmi les surfaces rationnelles, une classification ultérieure d'après la nature de ces irrationalités. On y parvient en s'appuyant encore sur le procédé d'adjonction, car il suffit d'examiner le dernier système adjoint (au moins a;-) qu'on obtient en partant des sections planes de la surface.
On est porté ainsi à distinguer des types de surfaces rationnelles, dont la représentation sur un plan dépend respectivement de racines carrées ou cubiques, et des ii rationalités définies par une des équations que l'on rencontre dans la bissection des fonctions hyperelliptiques de genre /> = 1 , 2, 3. . . ou des fonctions abéliennes du genre 3 ou \ (- ).
26. Soit maintenant une surface irrégulière de genres p^z^o., Pa<i^' A partir des sections planes C, construisons la série des sj^stèmes adjoints successifs
Cette série ne s'arrête pas si l'on a, pour quelques v^aieurs de «',
(') Castelnuovo, Suite superficie di génère zéro, toc. cit.
(') ExRiQUES, Suite irrazionalità. . . {Matliem. Annalen, t. XLIX).
c'est ce qui arrive certainement si la surface / a un nombre fini de courbes exceptionnelles, lorsque
Mais on ne peut pas être assuré directement de la non-existence d'une surface n'appartenant pas à la famille des réglées et ayant, par conséquent, un nombre fini de courbes excej)tionnelles, pour laquelle
Ainsi le critérium qualitatif établi au n° 22 ne fournit pas une détermination de la famille des suifaces réglées (/>„<o) à l'aide de caractères invariants.
Un tel critérium serait fourni, il est vrai, dans le cas pa <. — i; pai" l'inégalité
mais le calcul du genre linéaire défini a'u n" 17, de façon à comprendre le cas des surfaces réglées, exige d'établir le maximum d'une certaine expression formée avec les caractères des systèmes linéaires appartenant à la surface, et amène, en pratique, à efTectuer les mêmes opérations que l'on doit effectuer d'après le n° 22.
Il convient donc de traiter la question proposée par une autre méthode, en prenant comme point de départ la propriété caractéristique des surfaces irréguliôres ( n" 'i.), d'après laquelle on sait, en particulier (n" 9), qu'une surface de genres pg z=o, pa<. o, renferme un faisceau irrationnel de courbes K.
Il y a lieu de distinguer deux cas :
En ce cas, il suffit d'évaluer l'invariant de Zeullien-Segre à l'aide du faisceau des courbes K, en tenant compte de l'irrationalité de celui-ci ('); on en déduit que le genre des K est o et, par suite (n° 21), que la surface peut être ramenée à une réglée (-).
Donc : Toute surface de genres p^ =iO, pa<. — i peut être transformée en une réglée.
H. Pu =— I*
Ce cas est beaucoup plus difficile,
(') Castelnuovo et Emîiql'es, toc. cit., n° G, Oss.
(-) F.NRiQUKS, Suite superficie algebriche di génère geoinetrico zéro {liendic. del Circolo Matem. di Palermo, t. \X, 5 marzo).
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El. si.|)|, osant que les Raient le genre 7:>o, on peut envisager sur la surface la série non linéaire des courbes K", secondes adjointes aux coMi'bes K.
I/examen de certaines courbes K', qui se décomposent en une courbe K et en une courbe résiduelle ellipti.pie, conduit à construire sur la surface un faisceau rationnel de courbes ellipùqaes, qui découpent les K en n > i points. On remarquera que ce second faisceau existe même lorsque 7r = G, car alors la surface se ramène à une réglée elliptique: seulement on peut avoir ici « m r.
Maintenant on peut représenter les surfaces de genres />„ — o, /^"=— '' ^^]^ ^^^ cylindres elliptiques multiples, de façon qu'à un point du cvlindre correspondent n points de la surface.
Par l'étude de cette correspondance la construction de toutes les surfaces de genres p^ = o, pa= — i se trouxe ramenée à une transformation de déterminant d'ordre n des fonctions elliptiques.
Dans le cas où n est un nombre premier, on peut transformer biralionnellement la surface en une surface
où X, 1, Z s'expriment à l'aide de deux paramètres u, r par des formules de la forme suivante :
Z = (', Y = Y>'{u I w, to'},
Ut )'
hi < rt, 2, hi £= G ( nnod n ),
Pv ( «O = p ( « ] /« tu, w' ), co,^ := (0 pou r V = ît,
]iv(«) = j)(if I oj — va»', w'), ajv=co' pour v = o, i, -i, ...,«— i
Si l'on envisage maintenant les plurigenres des surfaces que nous venons de construire, on trouve que
P4>o, ou Pc>o, ou bien
ce dernier cas correspondant à Thypothèse t: = o et conduisant par conséquent aux réglées elliptiques.
P. KT S., II. q.
5l6 >OTE Y.
En rapprochant ce résultat du précédent {pa<. — i) et de celui du
n" 24 concernant le cas />a=o, on obtient enfin le théorème général i
suivant (' ) '• '
Les conditions pour qu'une suff ace puisse être transformée birationnellenient en une réglée {rationnelle ou irrationnelle) peuvent
être exprimées en annulant les deux genres d'ordre 4^6: j
Il convient de remarquer que ces conditions ne peuvent être sini- ;
plifiées ultérieurement, car il y a efTectivement des surfaces pour les- ' quelles
jr,^„=P2=P3=Pi=P5=0, P6=l, 2, (p^=-i;, '
et d'autres pour lesquelles j
27. 11 V a lieu seulement d'ajouter quelques remarques au sujet du ]
cas particulier \
Pa< — i- ]
Nous avons vu que toute surface de genres
Pg=^>- Pa< — i
peut être ramenée à une réglée.
Or si, dans la discussion qui précède, on introduit le théorème du n° 9 sous sa forme la plus expressive, on réussit à simplifier le résultat en montrant que la condition p^,^ o est superflue. MM. Castelnuovo ( ^ ) et Enriques (*) ont fait en même temps cette remarque, d'après laquelle il résulte que :
Toute surface de genre numérique p a <C — i peut être ramenée à une réglée.
Ces conditions peuvent aisément être exprimées d'une façon transcendante. En elTet, d'après le n° 8, on voit qa il s'agit de reconnaître que la su/face possède p >■ i intégrales simples de première espèce
(') Enriques, toc. cit.
(-) Castelnuovo, Reiidic. del Circolo Matem. di Palerino, t. W, p. 55.
(•') Enriques, ibid., t. XX, p. tii.
RÉSULTATS NOlVl-Al X DANS I.A TIlfiORIE l)i;S SlUFACKS AI.(ifil!ltigLi;s. 5 1 7
et (fiCeUe ne possède auctiiie inlé^ralc doi/hle de première espèce (/V = o).
Sons celle forme (avec la restriction superlliie que les p iiUégrales simples aienl ip périodes), les coiidilions énoncées avaieol été trouvées antérieurement, c'est-à-dire en 1900 ( ' ).
28. Le problème général de déterminer les surfaces (|ui adinettenl une infinité continue de transformations birationnelles en elles-mêmes a été posé par AI. Picard en i885.
Il y a lieu d'abord de distinguer deuv cas, suivant que les transformations données engendrent un groupe d'ordre fini (au sens de Lie), ou qu'elles engendrent par multiplication uneséiiede transformations dépendant d'un nombre infini de paramètres.
L'analyse de M. Picard se rapporte au premier cas. Elle aboutit aux résultats suivants :
Les surfaces qui admettent un i^roupe continu fini de transformations birationnelles en elles-mêmes se partagent en trois familles :
I» Surfaces hyperelliptiques, douées d'un groupe ce- de transf or mat io ns échan gea h les :
2° Surfaces possédant un faisceau de courbes rationnelles ;
3° Surfaces possédant un faisceau de courbes elliptiques.
Le premier cas, à plusieurs égards le plus important, est caractérisé par M. Picard d'une façon complète : les coordonnées d'un point de la surface sont des fonctions quadruplement périodiques de deux variables, ou. si l'on aime mieux, la surface peut être représentée sur la variété des couples de points de la courbe de genre deux (-).
Dans le second cas, M. Painlevé a remarqué que la surface peut être transformée en une réglée, ce qui résulte à présent du théorème général du n° 21.
Dans le troisième cas il y a lieu de pousser plus avant l'analyse des conditions pour lesquelles une surface, qui renferme un faisceau de courbes elliptiques, admet un gronjje de transformations dont ces courbes sont les trajectoires.
Celte question délicate a été résolue par M. Paiidevé ('). Il résulte
{') Enriquks, Annales de Toulouse, 2= sér., t. III. {■") Voir ce Traité, t. II, Chap. XIV.
(') Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles (I^aris, llcimaiin, 1897), p. 285.
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de ses recherches que si une surface admet un groupe continu de transformations birationnelles, dont les trajectoires sont des courbes elliptiques, les coordonnées des points de la surface peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles de
p( M -T- Xoj -I- [JLco' I aoj -H 6to', coj -7- do:>'), p' et de r, w liées par une relation algébrique
Les surfaces qui jouissent d'une telle représentation paramétrique ont été appelées surfaces elliptiques; elles sont caractérisées géométriquement par le fait de renfermer : i° un faisceau, rationnel ou irrationnel, de courbes elliptiques ayant le même module; 2° un autre faisceau elliptique de courbes de genre quelconque, coupant les premières en n = ad — bc jjoints ( ').
Il y a lieu d'ailleurs de déterminer les difïerentes classes de surfaces elliptiques par une analyse de Téquation
Parmi ces classes, il faut nommer les surfaces de genres
Ps = o., pa =—i,
dont nous avons donné les types au n» 26.
Nous pouvons maintenant résumer les résultats que nous venons d'exposer, en énonçant le théorème suivant :
Les sur/aces qui admettent un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes rentrent dans trois familles :
1° Surfaces hyperellipLiques, douées d'un groupe transitif 00- de transformations échangeables ;
2° Surfaces réglées, douées (au moins) d'un groupe de transformations, dont les trajectoires sont des courbes rationnelles;
3° Surfaces elliptiques, admettant un groupe (au moins) de transformations, dont les trajectoires sont des courbes elliptiques.
Parmi ces surfaces, il y a en particulier les surfaces douées d'un groupe transitif de dimension r '^ T.; nous avons remarqué (qu'elles
(') Enriques, Rendic. del Circolo di Palermo {loc. cit., 5 niarzo).
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se réduisent aux surfaces rationnelles et aux réglées elliptiques ( ' ).
20. La question se pose maiiilenanl de reconnaître si une surface donnée rentre dans une des familles de surfaces douées d'un groupe, ([ui sont classifiées dans le numéro précédent.
Nous allons rendre compte brièvement de Fanalyse, qui a permis de répondre à cette question par la siu)ple évaluation des caractères invariants de la surface ('^).
On remarquera d'abord (avec M. Picard) ([ue les surfaces hyperelliptiques ont
et, ensuite, que les surfaces elliptiques ont
Pa= — i-,
et que leur genre p„ est égal au genre du faisceau des trajectoires elliptiques du groupe.
Soit maintenant une surface, dont le genre arithmétique
Si Pa<. — '■! <J» tombe sur la famille des surfaces réglées (n" 27). Envisageons le cas
Pa= —i-
Il faut distinguer les hypothèses
Pff='^^ Ps>^^ Ps^'^-
Lorsque /5„ = o, la surface renferme un faisceau elliptique de courbes, et un second faisceau rationnel de courbes elliptiques (n°26); elle est par conséquent une surface elliptique, ce qui résulte d'ailleurs de sa représentation paramétrique.
Lorsque /)„> I , puisque
Pg> -i-Pa^ 3,
la surface renferme un faisceau irrationnel de genre > i de courbes
(') Castklnuovo el Enriques, Comptes rendus, juillet iSqô.
{-) Knriquks, Suite superficie algebriche cli génère geometrico zéro; Salle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo (Rendiconti del Circolo maternatico di Palernio. l. XX).
(n" 9), qui soiil criiilleurs elliptiques. Une analvse approfondie montre que le genre du faisceau est précisément/:)^.
Envisageons maintenant les />^H- i intégrales simple^ de première espèce, qui appartiennent à la surface ( n° 8); parmi celles-ci il y en a />^, correspondant au faisceau nommé, dont les périodes se réduisent à 2/3^; on aura par suite une intégrale avec deuv périodes distinctes, qui nous fournira sur la surface un second faisceau irrationnel, et précisément elliptique, de courbes. La surface est donc elliptique.
Soit enfin
Il y a deux intégrales simples de première espèce (n° 8), et, s'il n\ a pas de courbe canonique proprement dite, en dehors des courbes exceptionnelles, on sait que la surface est hjperelliptique (').
Mais il peut se faire qu'il y ait une courbe canonique de genre /?"'=ri; en ce cas. on trouve deux intégrales réductibles aux intégrales elliptiques et. par suite, deux faisceaux elliptiques de courbes, dont l'un est composé de courbes elliptiques, l'autre de courbes a3"ant un genre t^^i. La surface admet en ce cas un groupe elliptique oo' ; elle admet un second groupe analogue, et rentre comme cas particulier dans la famille des surfaces hvperelliptiques, seulement dans le cas - 1= 1 .
Or, comment pourra-t-on distinguer les deux cas des surfaces hvperelliptiques et des surfaces elliptiques correspondant aux mêmes valeurs p^^ \ .pa^= — i ?
11 suffira, pour cela, d'évaluer le genre d'ordre 4- I"*; ; on a, en effet,
Pi = I dans le premier cas,
dans le second.
On peut résumer les résultats obtenus en énonçant le théorème suivant (2) :
La condition nécessaire et suffisante pour qu une surface non rationnelle admette un groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes, c'est que le genre arithmétique
Pa< O.
( ') Picard; voir ce Traité, t. Il, Chap. \IV, n" 17. (-) Enriques, voir le second Mémoire cité ci-dessus.
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On a des surfaces admellanl un groupe rationnel {famille, de réglées) pour Pa<. —I, cl des surfaces elliptiques ou liypereUij)liques si
Pa= — i;
le cas hyperelliptique étant déterminé par les valeurs
Et, en rapprochant ce lliéorème de celui (énoncé au n" 26, on peut dresser le Tableau suivant :
Pa<—^-
Pa = 0-
l», -f- Pfi = 0
(Pl=P6 = 0)
réglées de genre — /;•„
réglées elliptiques
réglées rationnelles
P4-^P6>0 p. Pi 7^1
impossible
surfaces elliptiques admettant un groupe oc'
P4+Pfi>0
/"«-Pi^I (/,,,= P,= .)
impossible
surfaces hyperelliptiques
30. Il reste enfin à examiner les surfaces admettant une série continue de transformations, qui n'engendrent pas un groupe d'ordre fini.
Il y a lieu de remarquer d'abord qu'on peut construire une telle série sur les surfaces rationnelles et réglées. Or, le théorème du n° 23 nous a permis de démontrer réciproquement que ce cas est le seul possible.
Partons du système | C | des sections planes de la surface/, et transformons-le, en lui appliquant successivement un certain nombre r de transformations arbitraires de la série; nous parvenons ainsi à un nouveau système \Cr\, qui doit avoir nécessairement des points-base multiples, si la série n'est contenue en aucun groupe fini. En faisant abstraction de ces points, on peut calculer le genre virtuel ~r et le
Ô22 .\OTE V. — RÉSULTATS .NOUVEAUX DANS LA THÉORIE. ETC
degré virtuel N,. de j G,.|. Or. on démontre que la différence -\,. — 2-,. peut être rendue aussi grande que l'on veut, en choisissant r assez grand.
Sur la surface existe donc un système tel que \ >» 2-,. — 2, doû le théorème ( ') :
Une siirfa e adnicLtant une série continue de transformât ions bi rationnelles en elles-mêmes, qui n'appartiennent à aucun groupe (d'ordre fini), peut être transformée en une surface réglée (rationnelle ou irrationnelle).
Si la série est transitive, la section plane de la surface réglée aura le senre o ou i .
(') Gastelnuovù et Exklqufs, Sopra alciuie qiiestioni fondanienUdi ... toc. cit., 11° 19.
RitKATA rrr ai)I)IT[o>s.
ERRATA ET ADDITIONS DU TOME I
Page 2G. Qiiancl nous disuns qu'une variété d'ordre n — i dans un espace à n dimensions est toujours simple, il est entendu, comme il résulte des hypothèses du n» Î2,que la surface n'a pas de ligne multiple. Autrement le lliéorcme peut n'être pas exact; on sait qu'il existe, dans l'espace à trois dimensions, des surfaces fermées n'aj'aat qu'un côté, mais elles ont des lignes multiples.
Pages 74 et suivantes. La démonstration du théorème général relatif à la réduction des singularités d'une surface algébrique est incomplète. Aux Mémoires cités page 74, ajoutons les travaux de M. Beppo Levi {Annali di Mateinatica para ed appllcala, 1^ série, t. \XVI, 1S97, et Coinptefi rendus, t. C\XXI\ , 1903, {I. 222 et *J42 ) qui résolvent complètement la question.
Page 118, ligne 4, lire B -j- au lieu de W-'—-
Page it8, dernière li^nc, lire f' au lieu de fl.
Pase III), ligne 7, lire —- au lieu de — - ■ ■ " >)y <)x
Page 120. M. Arthur Ik'rry a démontré {Acta mathematica, t. XWII) différents théorèmes relatifs à l'impossibilité pour une surface d'admettre des intégrales de première espèce. En particulier, une surface, dont les seules singularités sont des points doubles diminuant la classe 'le deux ou trois unités, ne peut avoir tl'intégrales de première espèce.
Page 123, ligne 5 en remontant, lire s/'-' au lieu de zP.
Page i36. La méthode pour déterminer les surfaces du quatrième degré ayant des intégrales différentielles totales de première espèce a été seulement indiquée. Ce sujet a été complètement traité depuis par M. Arthur Berry ( Comptes rendus, septembre 1899 et Cambridge phllosophical Transactions, vol. XVIII), par iM. de Franchis [Rendiconti di Palermo, t. XIV), et par M. Lacaze dans sa thèse {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 190 1).
Page iSg, ligne 2 du n° 16, lire première au lieu de seconde.
Page i4o, ligne 3 du n" 17, lire première au lieu de seconde.
Page \Y\. Nous avons démontré qu'une surface du cinquième degré avec une conique double ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre. Dans un de ses Mémoires, M. Picard avait énoncé plus généralement le même théorème pour toutes les surfaces du cinquième degré de genre géométrique égal à un. M. Arthur Berry a fait récemment une étude très complète des surfaces du cinquième degré ayant des intégrales de première espèce {Cambridge philosophical Transactions, vol. XIX, part II, 1902, et vol. XX, part I, 190^). lia établi, en particulier, sans faire aucune hypothèse
ERRATA ET ADDITIONS
sur le^enre, qu'une surface du cinquième degré ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre.
Page i6o. ligne .), supprimer le dénominateur /.'. Pour une formation pins explicite des équations relatives aux a, voir t. II, page 807.
Page 18^, ligne .5, lire x = \z au lieu de z = \z.
Page i85, ligne 3 en remontant, lire \z au lieu de Xx.
Page 186, ligne 5 en remontant, lire surface au lieu de courbe.
Page 188, lignes 7 et 8 en remontant. Il est dit qu'une certaine intégrale double re.ste finie, sauf pour l'origine. On vérifie aisément que cette intégrale reste finie même a l'origine en faisant le changement de variable
u et z élant les nouvelles variables.
Page 923. Les questions étudiées dans la Section III ont fait l'objet d'une étui'e plus approfondie dans le Tome II (Chapitre II, Section V).
ERRATA ET ADDITIONS DU TOME II
Page 43, à la seconde ligne du n° 3-2, lire minimum «;/ lieu de maximum.
Page 128. Les résultats de cette page sont à rapprocher du théorème établi page 438.
Page i6o, ligne 7, au lieu de ne deviennent pas infinies, lire ne deviennent pas infinies pour x = a.
Page 186. Le nombre désigné par p dans le Chapitre VII a été ultérieurement désigne par p„. Fo/V d'ailleurs, sur ce changement de notation, page 280, en note. Page 207. Nous avons supposé en différents endroits du Chapitre VIII que nous nous trouvions dans le cas général où les deux nappes se croisant le long de la courbe double n'éiaienl pas distinctes. On peut toujours le supposer, en faisant une transformation birationnelle préalable. L'étude directe du cas où il en serait autrement ne présente, d'ailleurs, aucune difficulté dans les réductions faites ulté- 'leurement.
Page 366. Dans l'égalité (R) mettre la limite inférieure b, dans l'intégrale f '-'-.iy)dy.
Page 371, ligne 6 du n° 21, lire Isous des conditions, au lieu de sans des conditions.
Page 4t2. D'après ce qui a été vu page 358. on peut dire que la 'relation (.3) exprime le caractère invariant (au sens relatif) des cycles à deux dimensions d une surface algébricjue.
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