Theorie des Fonctions Algebriques de Deux Variables Independantes
Emile Picard
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Theorie des Fonctions Algebriques de Deux Variables Independantes
GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, DU BUREAU DES LONGITUDES, Quai des Grands-Augustins, 55.
(Tous droits réservés.)
taf PE À "Es 2 V, | | INTRODUCTION.
J'avais, depuis longtemps, l'intention de reprendre mes anciennes recherches sur les fonctions algébriques de deux variables et de les présenter sous une forme plus didactique en les précisant et les complétant autant qu’il me serait possible : c’est ce que je me proposais de faire dans un Mémoire de quelque étendue. Je n’ai pas tardé à reconnaitre qu'il était indispensable, pour la clarté, de reprendre en même temps les travaux classiques de M. Noether, qui sont fondamentaux dans cette théorie, et le travail projeté devenait ainsi une sorte de Traité sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables. Mais, dans ces dernières années, ces questons ont fait l’objet d’un si grand nombre de recherches, surtout en Italie, qu'il était impossible de les passer sous silence, et je craignais, d'autre part, de m’engager seul dans un domaine très étendu où seraient nécessaires des recherches bibliographiques et la lecture de nombreux Mémoires. Mon ami, M. Simart, qui m'a déjà rendu de grands services dans la publication de mon Tratté d’ Analyse, ayant bien voulu me promettre son concours, a levé mes hésitations. J’ai traité cet hiver dans mon cours de la Théorie des surfaces algébriques, et nous avons, M. Simart et moi, rassemblé ces Leçons dans le Tome premier, que nous publions aujourd’hui.
On pensera, peut-être, que notre tentative est prématurée,
et que la Théorie des fonctions algébriques de plusieurs va-
YI INTRODUCTION.
riables présente encore trop de lacunes pour pouvoir faire l’objet d’une exposition d'ensemble. Nous n'avons certes pas la prétention d'approfondir toutes les questions qui se posent dans cette théorie difficile ; notre seul but est de donner une idée de l’état actuel de la Science sur un sujet dont l'étude mérite de tenter l'effort de nombreux chercheurs.
Nous nous sommes, dans ce Volume, étendus assez longuement, au début, sur diverses questions préliminaires concernant les intégrales multiples et la Géométrie de situation. Nous traitons ensuite de la connexion dans les surfaces algébriques et des intégrales de différentielles totales. Les deux derniers Chapitres sont consacrés à l'étude des nombres invariants introduits par Clebsch et Noether, et aux intégrales doubles qui s’y rattachent.
Nous nous proposons, dans le Tome II, de compléter divers points qui n’ont été qu'effleurés dans le présent Volume, et de faire des applications à quelques questions de Calcul intégral ; nous espérons aussi faire connaître les principaux résultats obtenus dans ces derniers temps par MM. Castelnuovo et Enriques, résultats qui ont renouvelé
toute une partie de la Théorie des surfaces.
ÊMILE PICARD.
Paris, le 1° juin 1897.
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I. — Des intégrales simples et des intégrales multiples d'ordre 7 — 1 dans l’espace à x dimensions.
1. On sait ce que l’on doit entendre par intégrale multiple d'ordre 7 dans l’espace à 7 dimensions. Nous nous proposons de définir les intégrales multiples, dont l’ordre m est inférieur à celui n» des dimensions, et de chercher les conditions d’intégrabilité de ces intégrales.
Nous nous occuperons tout d'abord des deux cas extrêmes, relatifs à m—1 et m—n—1, ce qui nous permettra d'aborder plus facilement l’étude des cas intermédiaires.
2. Quoique le cas de »m — 1 soit bien élémentaire, reprenonsle pour être complet; soient %1, Go, +, Zn, N variables réelles que l’on considère comme les coordonnées d’un point dans l’es-
PAETLS: 1
pace E, à » dimensions. Considérons l'intégrale
LB (1) { Pidri Podr ee Pr dtr, A dans laquelle P,, P;, ..…., P, sont des fonctions bien déterminées et continues de x, Æo, …, æn et où À et B désignent deux points, dans l’espace E,, dont les coordonnées sont respectivement 4, 1 À Los .…., C47 ai T2 Bo, …. Bn Cette intégrale n'aura de sens que lorsque nous aurons fixé le
chemin d'intégration, c'est-à-dire une courbe C, ou variété à une dimension, joignant le point À au point B. Soient
æi = p(À), La = Pa(À), 21 Ta = Pn(À),
les coordonnées d’un point quelconque de la courbe C'exprimées en fonetion d’un paramètre À : les fonctions © sont des fonctions continues de À, et quand À variera d’une manière continue de À ‘à À,le point (x, Z», .…., æ,) décrira la courbe GC. L'intégrale (1), prise le long de C, est alors, par définition, l'intégrale simple
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C’est la généralisation de l'intégrale curviligne, dans les es-
paces à deux et trois dimensions. On peut, comme dans ces cas, envisager un contour d'intégration fermé, dans lequel le point d’arrivée coïncide avec le point de départ, et 1l y a lieu de remarquer que cette intégration peut être effectuée dans deux sens opposés.
3. Nous devons nous poser pour l'intégrale (1) une question analogue à celle qui a été étudiée pour les intégrales curvilignes ordinaires : A quelles conditions l’intégrale (1) ne dépendrat-elle que de ses limites?
Envisageons dans l’espace E, un domaine continu D, simplement connexe, à l’intérieur duquel les fonctions P,, P,, ra sont uniformes, continues, ainsi que leurs dérivées partielles. Les courbes, joignant les deux points À et B, que nous aurons à considérer, appartiennent tout entières à ce domaine el peuvent
être ramenées l’une à l’autre par une déformation continue sans en sortir.
Nous cherchons donc les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les fonctions P, dans le domaine D, pour que la valeur de l'intégrale (1) soit indépendante de la trajectoire suivie par le point (æ,, to, …, æ}) entre les points À et B et dépende uniquement des coordonnées du point À et de celles du point B.
Les conditions nécessaires s’obtiennent immédiatement, en supposant d'abord qu'on ne fasse varier que deux des coordonnées, æmet tx, par exemple. L'intégrale (1) se réduit alors à l'intégrale curviligne ordinaire
fr, drn—+ Prdrg.
Les condiuons d'intégrabihité sont
oPn _ 9P
fa) OT je 5: Th
En considérant toutes les dr de différentes de n lettres
Re)
deux à deux, on obtient ainsi ie conditions d'intégrabilité
nécessaires.
Ces conditions sont aussi suffisantes. Pour le montrer, introduisons un paramètre variable +, et envisageons la courbe variable définie par les équations
Ti ®(À,€), La We(À,€), De GO, E)-
Les fonctions sont ou indépendantes de e, quand on y it À = À et À = ); : À, elles se réduisent respectivement à %, 4, .…, 2 Coordonnées du point À, et pour À = À à 9,, Be, .…, Pr coordonnées du point B.
Faisons varier à la fois ete, l'intégrale (1) prendra la forme
br ADI = ne (+4) INR “a ) « dx +(Yr: D ) de
l CHAPITRE I.
C’est une intégrale curviligne ordinaire relative aux deux variables À et e, et un calcul très simple montre de suite que, si les relations (2) sont satisfaites, les coefficients de dà et de de saus-
font à la condition d'intégrabilité
D) OT; ee d Ti (4) D) = 3 PE)
On en conclut que l'intégrale (3), effectuée le long d’un contour fermé tracé dans le plan des (À, e), est nulle si, à l’intérieur de ce contour, la condition (4) est satisfaite, les fonctions P
étant toujours telles que nous l’avons supposé.
Fig. 1.
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Prenons comme contour d'intégration le rectangle ABCD, défini par les segments OA=?X, OB=N AC = PDE= 0 aura, sans qu'il soit besoin d'écrire l’élément différentiel sous le
signe somme, la relation
Or l'intégrale effectuée le long de BD se réduit à
D 0T; ii Po de, £ > JE
puisque, le long de cette ligne, la valeur de }À est constante. D'ailleurs, pour À — À, les fonctions & sont, par hypothèse, indé-
pendantes de e; donc cette intégrale est identiquement nulle. Il > s tee : \ en est de même de l'intégrale prise le long de CA. Nous concluons
de là que
F-f Dr
c’est-à-dire que l'intégrale (1) ne change pas de valeur quand on déforme le contour d'intégration, sous les conditions spécifiées.
Par conséquent, les relations (2) sont bien les conditions nécessaires et suffisantes d'intégration.
Le résultat précédent donne lieu aux conclusions suivantes :
Si la courbe C, fermée et continue, peut en se déformant se réduire à un point sans sortir d’un domaine D linéairement connexe à l’intérieur duquel les fonctions P,, P,, ..., P, sont uniformes, continues, ainsi que leurs dérivées partielles, l'intégrale prise le long de ce contour sera certainement nulle.
Nous verrons, dans le Chapitre suivant, ce qu’on doit entendre par un domaine à connexion multiple dans l’espace E,, mais, sans aborder cette question, on conçoit, par analogie à ce qui a lieu dans l’espace ordinaire, qu’un domaine D, continu, satisfaisant aux conditions précédentes, soit tel que toute courbe fermée lui appartenant ne puisse se réduire à un point. L’intégrale prise le long d’un contour fermé appartenant à ce domaine devra alors nécessairement se réduire à des multiples d’un certain nombre d’entre elles qui seront les périodes de l'intégrale considérée.
5. Passons maintenant aux intégrales multiples d'ordre 7 — 1 dans l’espace à x dimensions. Quelques remarques préliminaires sont nécessaires, relatives aux vartétés ou surfaces à nr — 1 dimensions dans l’espace à n dimensions.
Considérons l’équation
(5) F(æ1, La, +.) Tn) = 0;
où F désigne une fonction uniforme, continue, dont toutes les dérivées partielles sont aussi continues et ne s’annulent jamais toutes à la fois sur F. L'ensemble des points de l’espace E,, qui satisfont à cette relation, forme une variété à n — 1 dimensions, V, ou hypersurface. Cette variété est continue si l’on peut toujours réunir, par une courbe continue entièrement tracée sur elle, deux
points arbitraires de cette variété. Elle est Jinte, s1 tous ses
points satisfont à la condition
(6) ai+ri+...+xi< R?,
R étant une constante fixe, suffisamment grande. : Nous dirons que la variété V, définie par la seule équation (5), est fermée si elle est finie et continue.
Dans ce qui suit, nous supposerons en outre que cette variété est convexe, c’est-à-dire qu’une parallèle à l'un quelconque des axes de coordonnées qui rencontre cette variété la rencontre en deux points et en deux points seulement. Enfin, comme dernière hypothèse, nous admettrons qu'il n'existe, sur la variété V,
aucune relation identique entre deux quelconques ou plusieurs ip 0F 0F oF
des dérivées partielles =: =—> -..; —.
0T1 Oo Char
Comme exemple d’une variété satisfaisant à toutes ces condi-
tions, on peut citer l'hypersphère Am rc one 00
Cela posé, on voit que la variété V divisera l’espace E, en deux régions, l’une déterminée par l'inégalité F <o, et l’autre par l'inégalité F > 0, sans qu'il soit possible de passer d’un point de l’une à un point de l’autre sans traverser la surface. Nous désignerons sous le nom de région intérieure celle de ces régions dont tous les points satisfont en outre à l'inégalité (6) et l’on peut toujours disposer de F dé manière que ce soit celle qui correspondent à l'inégalité F Lo. L'inégalité F > o définit alôrs La région des points extérieurs.
6. Maintenant, par analogie avec les surfaces dans l’espace ordinaire, nous considérerons les dérivées partielles
oF oF oF
2 DC 0æ: OT) On
comme les paramètres , d’une normale à la variété V, et nous allons démontrer qu’on peut toujours trouver sur cette variété une région pour laquelle toutes ces dérivées parüelles aient le même signe. Envisageons la droite parallèle à l'axe des æi, dont
SI
les équations sont (7) SENTE T3 — A3, Tn—= An;
et dont on obtient tous les points en faisant varier æ, de — « à + œ. Soit alors B le premier point de rencontre de cette droite avec la surface et A le second. La fonction F, qui s’annule en A et B, est positive lorsque + varie de — + au point À, négative entre le point A et le point B, positive du point B à + &. On en
; : À on ue conclut qu’au point B, ou point d’entrée, EL négalif, et qu'au : : : oF Fe point À, ou point de sortie, Se. St positif.
Si donc on considère l’ensemble de toutes les droites (3) qui rencontrent la surface, elles diviseront cette surface en deux
a oF :
régions : l’une pour laquelle on aura a l’autre pour la- LÆ
quelle ie Fo:
07; Envisageons de même l’ensemble des droites parallèles à l’axe des æ, qui coupent la surface, elles la partageront en deux nou-
Ends 70 s de Re:
velles régions correspondantes à _n > oretà <T o. Ces régions
ne se confondent pas avec les précédentes puisqu'il n'existe pas, 2 = ; : ; DITS 0F
par hypothèse, sur V, de relation identique entre les dérivées ne
T1 0oF
De On peut donc séparer sur la variété V une région pour la- :
pe! CON 0F de quelle on ait à la fois ot = 0. Nous considérerons en- T1
suite l’ensemble des droites parallèles à l’axe des æ,, et en continuant ainsi de proche, nous arriverons à séparer sur la variété V une région Î pour laquelle toutes les dérivées partielles sont posi- Lives.
7. Au lieu de l'équation (5), qui définit la variété V, on peut considérer l’ensemble des équations équivalentes
a [ee]
an ee po ete 96e els s ss sec ef 6
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OÙLLI Ua, Un ON considérer comme x — 1 variables in-
dépendantes.
On en déduit les relations
0F 0F 0% | 072 Do, æ3,..., Zn) _ D(ts, Tr, ...; Mn Ti) Du de un) NON DT 2 rt) 0F 0F 023 LAVE: Tr à CRD rs die) Hu Le Dr ND Qu dore) é Du, Us,..., Un1)
dans lesquelles, pour l’ordre des indices adopté, on devra affecter du signe + tous les déterminants fonctionnels si » est impair, et prendre alternativement le signe — et le signe +, si x est pair.
Choisissons l’ordre des &w de manière que, sur la région I de V, considérée plus haut, pour laquelle toutes les dérivées _ sont posilives, celte suite de rapports soit positive. Si l’on effectue alors une permutation sur les w, le signe changera ou ne changera pas suivant la nature de cette permutation. Par analogie avec ce qui a lieu pour les surfaces dans l’espace à trois dimensions, nous distinguerons, sur la variété V, deux côtés déterminés par l’ordre dans lequel les lettres &w,, w», ..., Un_, Sont écrites, un côté extérieur correspondant à un ordre tel que, dans la région I, tous les déterminants fonctionnels précédents affectés de leur signe soient positifs, et un côté intérieur correspondant à un ordre tel que ces déterminants soient négatifs.
On exprime encore ce fait en disant que si, dans les équaons (8), deux variables w sont permutées, elles représentent V ou une variété opposée à V.
8. Ces préliminaires étant posés, pour arriver à la notion d’une intégrale multiple d'ordre »—1 dans l’espace à » dimensions, nous parlrons, si » est impair, de l'intégrale
000) 8 ( JL Le F sen 9) jh (2 [CE 0% DE RE Je ) ds dt» .. Ch
où toutes les dérivées partielles sont affectées du signe +, en
étendant cette intégrale au domaine des points intérieurs défini par F 0 dans l’espace E,; et dans ce domaine on suppose, bien entendu, que les fonctions P, Q, ..., S et leurs dérivées partielles sont uniformes et continues.
Si » est pair, nous ee l'intégrale analogue
2e os (9) re [CS . TELUS LE dei des se GE,
mais dans laquelle les dérivées partielles sont affectées alternative-
ment du signe + et du signe —.
Considérons le premier terme de l’une ou de l’autre de ces intégrales
(10) ee fi dr GAS où 0 Cle e are
On peut effectuer l'intégration par rapport à #,, et, en désignant respectivement par B et À les points d’entrée et de sortie d’une parallèle à l’axe des x,, l'intégrale précédente se réduira à l’intégrale d’ordre 7 —1
1h ae [ar dr, …. den(Pa — Pp).
Tous les points À appartiennent à la région des points de la va-
_.- 0F : . TS riété V pour laquelle . > 0; tous les points B à la région pour
oF laquelle — 0.
Introduisantles variables indépendantes w,,u»,...,uy_,,choisies ‘dans un ordre qui corresponde au côté extérieur de V, on aura pour les points À
D(x>. eee Br) Ta DE = = _ = d GUre da» dr dur D EAU rt et pour les points B Dre 2) dLr AL3 ee Aln — — D( ee me Pa j GRIS ee Gp de sorte que l'intégrale (10) sera égale à l'intégrale d'ordre (n — 1)
Dr Tee En) [P (as = dus dus Are RE : IDC RTE)
étendue au côté extérieur de la variété V définie par l’équa- On 0: :
Le même mode de raisonnement montre, en s’appuyant pour les signes sur le lemme du paragraphe précédent, que l'intégrale
Q AL ee fe de ds … des (n) € 02
est 4 à a d'ordre 7 —1
D(zx: Th. Pns T1 far CE = 07. TD Se Cl (ui. Ua, ...,
Un—1)
Ji 1H
étendue comme la première au côté extérieur de la variété V; et de même pour tous les autres termes de l'intégrale (9). Finalement nous pourrons écrire l'égalité
OP MOQUE HE. (= M en 0
(tr) (0) Ê Dire Un—1) , DAS) :
DGA ee | FACE
l'intégrale d'ordre n étant étendue au domaine défini par F0, et l’intégrale d'ordre n — 1 au côté extérieur de la variété V(E=0):
On représente symboliquement l'intégrale d'ordre (n — 1), écrite dans le second membre de cette égalité, par l'expression
sil + Î P dès de, … de, (12) Ut;
Ci Q dx; dr, DCE d£h Ai o TE S Cha dT2 AE Genres
dans laquelle l’ordre des indices des variables Lis DOTE DE doit pas être interverti; c’est à-dire que, par définition, cette intégrale est égale à l'intégrale
ITR ff LIRE dirt ce D'un N
2 D cs 5 Dry ADI DDC NES Ps D(x:: nn A) du Au D (uw, on) FRERES
étendue, suivant l’ordre des &, à un côté ou à l’autre d’une variété V définie par l'équation (5) F — o, ou par le groupe des équations équivalentes (8).
9. La formule (11) donne immédiatement la condition pour que l'intégrale (12) prise le long de toute variété fermée V à » — 1 dimensions, à l’intérieur de laquelle les foncuons P, Q, ..., S et leurs dérivées partielles du premier ordre sont uniformes et continues, soit égale à zéro.
Il est nécessaire et suffisant que l’on ait
F0 Le Or NOT RUES 0,
relation dans laquelle, comme nous l’avons dit, on prend toutes les dérivées partielles avec le signe + si n est impair, et avec alternativement les signes + et — si » est pair.
10. Au lieu d’une variété fermée à n — 1 dimensions, on peut considérer une variété & frontière, qui sera définie, par exemple, par l'équation F{x,, æ,-., æh)—0o et par une inégalité D(Xs, Lo, ..., Xn)<< 0, si l’on suppose que l'équation ® — 0 sépare sur l'hypersurface F deux régions distinctes : l’une pour laquelle & => o, l’autre pour laquelle ® < 0.
Les équations F —0, ®— 0 prises ensemble constituent une variété à » — 2 dimensions que l’on appelle la frontière complète de la variété définie par les conditions
PE do er) 0, DT ee Cr) Een O:
Si, au lieu de définir la variété fermée par l'équation F — 0, on la suppose définie par les équations (8)
DRM RTE En Tr— Je(U1; Us, Un), Ro TL :
Dh Ja (ane, eco nt);
on obtiendra une variété limitée en adjoignant à ces équations une inégalité Q(Ui, Was s ++; Un=1)LO,
qui détermine l’ensemble des points intérieurs à la variété fermée à n — 2 dimensions © — o dans l'espace (4, ua, +, TT)
Si alors on considère un ensemble de variétés à n — 1 dimensions, ayant une même frontière définie par l'équation
(ui, Ut Une) 0;
on verra facilement, sans qu’il soit besoin d’insister, que la relation (13) exprime la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale (12) ne dépende que de la frontière limitant la variété sur laquelle on intègre.
La démonstration suppose, bien entendu, que dans tout le domaine à 2 dimensions, balayé par cet ensemble de variétés ayant même frontière, les fonctions P, Q, ..., S et leurs dérivées partielles du premier ordre sont uniformes et continues.
On en conclut encore, comme pour les intégrales linéaires, que si le domaine D, tout en étant continu et connexe, est tel que toutes les variétés fermées à 7 — 1 dimensions que l'on y peut tracer ne peuvent pas se réduire par une déformation continue à une variété d’un nombre moindre de dimensions, l'intégrale prise le long d’une variété fermée à 7 — 1 dimensions se réduira nécessairement à une somme de multiples d’un certain nombre d’entre elles, qui seront les périodes de cette intégrale.
II. — Des intégrales d’ordre quelconque
11. Nous avons défini les intégrales d'ordre 1 et d'ordre 7 —1 dans l’espace E,; passons maintenant aux cas intermédiaires ah) Nous nous bornerons à l’étude des intégrales multiples d'ordre 2
et 3. L'extension au cas d’un ordre de multiplicité quelconque se fera d'elle-même.
Nous nous proposons donc de définir les expressions symboliques de la forme
(té) 1= [fau dr: des,
(1) L'étude de ces cas a été faite pour la première fois par M. Poincaré (Acta mathematica, t. IX).
considérées comme des intégrales doubles étendues à une variété à deux dimensions, fermée ou limitée. Dans une pareille expression, d’après la définition qui va suivre, l’ordre des différentielles dx;, dxx n’est pas indifférent; les A; sont des fonctions données de æ,, Zo, ..., æ, et nous convenons que ‘
Aix = — Ai, ce qui entraîne A;;— 0.
Supposons que la variété à deux dimensions le long de laquelle doit s’effectuer l'intégration soit déterminée par les nr équations
COR 0), To (U ) ds Da Jai),
où & et # sont à considérer comme des variables indépendantes. La variété ainsi définie pourra être finie et continue et par suite fermée. C’est ce qui aura lieu en particulier si les f sont des fonctions périodiques de w et 6.
Mais aux équations (15) nous pouvons joindre une inégalité
qui exprimera qu'on ne considère sur la variété (15) que les points qui correspondent à l’intérieur de la courbe o(u, v)— 0, soit À, tracée dans le plan des (uw, 6). On a alors dans l’espace E, une variété à deux dimensions ayant pour frontière la variété à une dimension correspondant à la courbe o(u, 6) — 0.
Nous pourrions aussi, pour définir une variété fermée, imaginer dans l’espace à 3 dimensions (X, Y, Z), une surface fermée, déterminée en exprimant X, Y et Zen fonction de deux paramètres w et #, el considérer Z1, Lo ..., Æn Comme des fonctions des coordonnées des points de cette surface. Si au lieu d’une surface fermée dans le même espace (X, Y, Z), on a une surfacel imitée par un contour, elle donnerait lieu à une variété limitée par une certaine frontière.
Cela posé, l'intégrale (14) sera, par définition, l'intégrale double
To DIS Do du dv,
étendue à toutes les valeurs de w et », si la variété est fermée; étendue à l’aire À définie par g(u,e)< 0, si la variété est limitée.
ordinaire
Sous cette forme on voit, à cause de Ja relation APR, que les deux termes qui correspondent aux deux couples #k et Xt
s'ajoutent. Remarquons aussi que, si l’on permute w etv, cette Imté-
grale change de signe : nous dirons alors, conformément à ce qui a été dit précédemment, que l’intégrale est prise d’un côté cu de
l'autre de la variété sur laquelle se fait l'intégration.
12. Cherchons à quelles conditions cette intégrale étendue‘ à une variété fermée, à l'intérieur de laquelle les A;; et leurs dérivées partielles du premier ordre sont continues, est égale à zéro ; où, ce qui revient au même, à quelles conditions cette intégrale ne dépend que de la frontière limitant la variété sur laquelle on intègre.
Nous obtiendrons immédiatement les conditions nécessaires en faisant varier seulement trois des lettres x, soient x;, æy, æy.
L'intégrale J se réduit à
> NET du; day An dx} dx} ni À hi dx} AT
Nous sommes dans le cas de l’espace à trois dimensions. Pour que les conditions que nous cherchons soient remplies, il faut
que l’on ait la relation
À ;% JA ÿn , OA pi
(y) 0Th 0X; | 0Ty
et cela quelles que soient les valeurs des æ. Si d’ailleurs on remarque que cette relation ne change pas quand on effectue une transposition quelconque entre les z, Æ, k, on obtiendra ainsi
autant de relations nécessaires qu'il y a de combinaisons possibles A(R == U(nr 2)
de n lettres trois à trois, soit
13. Ces conditions sont-elles suffisantes? Pour le montrer, voyons d’abord ce qui se passe quand on emploie le second mode de représentation, c'est-à-dire quand: on définit la surface d’intégration par une surface fermée S dans l’espace XYZ, ses coordonnées étant exprimées en fonction de deux paramètres w et ep.
En partant de la relation, facile à vérifier,
D(x:i,æx) _ D(f:, fx) D(X, Y)
D(u, +) D'ÉCOLE)
DC fr) DON,2) | DC: fe) D(Z.X) DO AD DUR DIZ, CD Ce
on voit que l'intégrale J pourra s'écrire sous la forme
oe TA De fr) Tr Jr
JITEA DE ele Id | ax D Dar | dz.
D( j;, he) r -
+ [Dauer Don |uzax.
C’est une intégrale de surface dans l’espace à trois dimensions.
La condition pour que cette intégrale étendue à une surface fermée soit nulle est
0 Dia fe) 00 D(f, fa
ADS DE l+x% | Yax D(Y, | no D(fi, fr + | Dix O7: Dar |-
En développant cette relation, on voit que les termes en A;
disparaissent d'eux-mêmes, en vertu de l’identité
@) DOTE We) Ve 9 D(Fi, fr) ; 0 DE) #2 DR DS HT DV, 2) OV DIX)
Il reste alors
D Ve Je) > CENTS ) Die Jr) OA ;k fn (2 1) 0Th x )
Dies Y) 0x}, | = eee, 0x» 0X
D(fe fr) [ NS Aix dfn\ D(Z, X) 0€} ) ,
ik
ou, en réunissant tous les termes dans une sommalion triple
0Th 0% OT} DOC A)
); JA yn OA pi) D is Jh J DEEE kh 0 ) (is Îhs Jn)
ikh
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons de » lettres
trois à trois. Cette condition est satisfaite si les relations (17) sont satisfaites, et l’on en conclut que ces relations sont suffisantes pour que l? intégrale J étendue à une variété fermée définie par la surface S, et sous les conditions spécifiées, soit égale à zéro.
Cette ep laisse toutefois subsister un doute. Nous avons supposé que les æ étaient des fonctions de X, NZecs dernières étant exprimées en fonction de u et p. Il n'est pas certain que ce mode de représentation puisse s'appliquer à une variété quelconque à deux dimensions. Toute variété à deux dimensions peut, au contraire, se représenter par le système des équations (15). Nous allons donc reprendre la démonstration en nous servant d’ailleurs du résultat précédent.
Nous devons alors concevoir que les æ sont exprimés en fonction de deux paramètres w et # et d’une constante arbitraire €
UNE) ni com)
e variant entre certaines limites, et l’on suppose que les valeurs des æ ne dépendent pas de & quand le point (w, v) est sur le contour Af[o(u,v)—o] dont nous avons parlé plus haut. Il faut montrer que l'intégrale J ne dépend pas de e. Posons
mn = X, PIN Évé
D'après ce qui précède, si les conditions (13) sont satisfaites, l'intégrale le long de toute surface fermée dans l’espace (XYZ) sera nulle.
Prenons pour surface d'intégration la surface totale d’un Cylindre dont la base dans le plan des XY est la courbe A, et dont la hauteur est égale à e. Soit B la base supérieure, qui est une courbe égale à A. Or les & ne dépendent pas, par hypothèse, de e, quand le point (w, e)est sur le contour A : les déterminants fonc-
tionnels D(x:;, æy) D(x;, y) D(Y7 nTz a
seront donc nuls sur la surface latérale et, par suite, l’intégrale relative à cette surface sera égale à zéro. Par suite, la somme des intégrales étendues respectivement à l’aire A et à l’aire B est nulle, et si l’on intègre d’un même côté de ces surfaces par rapport au
plan XY, ces deux intégrales seront égales. Les conditions (15) trouvées comme nécessaires sont donc bien suffisantes.
Hire
Il est important de remarquer en terminant que les conclusions précédentes exigent que, lorsqu'on déforme la surface en laissant sa frontière invariable, elle doit, en se déformant, ne rencontrer aucun des systèmes de valeurs des + pour lesquelles les A;; deviendraient infinies ou mal déterminées.
Enfin, on conçoit, comme pour les intégrales d'ordre un et d'ordre n — 1, que, dans un domaine D où toutes les variétés fermées E, ne pourraient pas se réduire à un point ou à uneligne, l'intégrale prise le long d’une de ces variétés devra se réduire à une somme de multuples d’un certain nombre d’entre elles, qui seront les périodes de l'intégrale considérée.
14. Bornons-nous, pour terminer, à définir les intégrales muluples d'ordre 3 dans l’espace à x dimensions, L'expression symbolique
(18) 3= [ff Yu dr: der der
considérée comme une intégrale triple, étendue à une variété à 3 dimensions, se définit de la manière suivante : Les dx;, dxx, dx, sont trois quelconques des » différentielles dx,, ..., dx, dont l’ordre ne doit pas être interverti. Les fonctions A; sont des fonctions données de x, &», ..., æn. Deux fonctions A;y sont égales en valeur absolue si elles ne diffèrent que par l’ordre des P/ETS. 2
CHAPITRE I. — DES INTÉGRALES MULTIPLES, ETC
. , ; 5 indices, mais elles changent de signe quand on passe de l’une à l’autre par wne transposilion. On aura donc en particulier
Arr — Ayu= + Ari.
Cela posé, si l’on suppose que la variété à 3 dimensions, sur laquelle on intègre, est définie par les équations
DL) (euro do
l'intégrale triple J (18) sera, par définition, l'intégrale triple ordi-
AD. no … GED du ds dsw,
Q 7 Dee CE x 0 éiendue, s’il s’agit d’une variété à frontière, à tout le domaine
naire
o(u, p, w)<[0, limité par une surface o(u, 6, æ) = o dans l’espace (u, #, æ).
On trouvera les conditions nécessaires pour que cette intégrale ne dépende que de la frontière de la variété d'intégration, en ne considérant d’abord comme variables que quatre des lettres x, soient Z;, Æx, Æi, Xm. On est alors dans le cas d’une intégrale d'ordre » — 1 dans un espace à # dimensions (nr — 4). Les conditions d'intégrabilité nécessaires sont donc
dA ir OA rm OA pri PTE _ 1 OLn CERNT 0% ZT,
et le nombre de ces conditions est égal au nombre des combinaisons de z lettres quatre à quatre.
Pour démontrer qu’elles sont suffisantes, on procédera ensuite comme dans le cas des intégrales multiples d'ordre deux.
I. — Généralités sur les variétés à un nombre quelconque de dimensions.
1. Nous allons nous occuper, dans cette Section, de diverses questions concernant la Géométrie de situation dans les espaces à un nombre quelconque de dimensions, questions dont l’ensemble est souvent désigné sous le nom d’Analysis situs. Gette théorie a été fondée par Riemann, qui lui a donné ce nom; dans ses études sur les fonctions abéliennes, le grand géomètre ne considère que les espaces à deux dimensions, mais 1l a ensuite généralisé ses recherches pour un nombre quelconque de dimensions, comme le montrent des Notes publiées après sa mort dans le Volume renfermant ses OEuvres complètes (t). Indépendamment de Riemann, Betti avait de son côté étudié les divers ordres de connexion dans les espaces à 2 dimensions, et publié un Mémoire fondamental sur ce sujet (2). Dans son Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables (*), M. Picard avait montré l'intérêt que présentent des considérations de ce genre dans l’étude des surfaces algébriques. Tout récemment, M. Poincaré () a repris d’une manière générale cette question de lAnalysis situs, et, après avoir complété et précisé les résultats obtenus par Betti, a appelé l’attention sur les différences considérables que présentent ces théories, suivant qu'il s’agit d’un espace à deux dimensions ou d’un espace à un plus grand nombre de dimensions.
1) Œuvres complètes de Riemann.
(ee)
(2?) Annali di Matematica, t. IV (1870-71).
(5) Journal de Mathématiques (1889).
(‘) Journal de l’École Polytechnique (1895).
9. Considérons un espace à 7 dimensions (@, Gosehe) Han) els dans cet espace, un espace Sanson Am dimensions ; un tel espace sera dit linéairement connexe si l'on peut joindre par une ligne continue, sans sortir de Sy_», deux points de Ces espace. Au lieu d'employer l'expression d'espace, il nous arrivera souene d'employer le terme de variété, de mu liiplicité ou de continuum, voulant désigner par là un certain ensemble continu de points dépendant d’un nombre de paramètres égal à la dimension de cette variété ou de ce continuum.
Il peut arriver que la variété Sy_» soit définie de diverses ma-
nières. On peut concevoir que l’on ait les rm égalités
Fi(21, æ, En)=r0, F:(æ1, Ze, Tn)= O0, DC Lo, .. HAN 0,
et un certain nombre d’inégalités
On suppose que les fonctions F et © sont des fonctions analytiques bien déterminées, et que les divers déterminants fonctionnels des F considérées comme fonctions de m des lettres x ne s’annulent jamais tous à la fois. Les égalités et inégalités précédentes, si elles peuvent être vérifiées pour certaines valeurs des +, définissent en général une multiplicité à r — m dimensions, qui sera linéairement connexe, ou se partagera en plusieurs variétés linéairement connexes. Nous supposerons qu'il n’y ait qu’une seule variété connexe, et nous aurons alors un espace Se:
3. Cette manière de définir un espace Sy_m» n'est pas la plus générale, On peut définir un tel espace, au moins dans le voisinage d’un point par des équations de la forme
Ti = Yi (Ui, Us, ..., Un—m),
Tn = Yn(Ui, Us .. -) Un—m),
les Ÿ étant des fonctions bien déterminées des w, que, en nous réduisant aux espaces analytiques, nous pouvons supposer comme plus haut être des fonctions analytiques des &w dans un certain domaine. Nous avons alors une certaine portion de l’espace Sa-m; On peut ensuite faire l'extension analytique de cet espace, c'est-à-dire des fonctions 4, et le prolongement de la représentauon paramétrique nous donnera de proche en proche un prolongement de S,_ M». Il se peut que, dans chacune de ces représentaions ou dans quelques-unes d’entre elles, les paramètres ne puissent pas prendre toutes les valeurs du champ de convergence, mais satisfassent à une ou plusieurs inégalités
P;(ui, Us, 5 Wn-m) > O0.
4. La notion de frontière d’une multiplicité Sy _» se pose d'elle-même; une frontière est une multiplicité d'ordre r — m—1 qui empêche la continuation de S;_». Supposons d’abord que cette variété soit définie par les égalités et inégalités considérées au début du numéro précédent; s’il existe des valeurs des x formant une multiplicité d'ordre 7 — m—1, satisfaisant aux équations et inégalités
DO MARNE
pi 0, 970 (1=2,...,q),
la multiplicité définie par ces équations et inégalités sera une frontière de Sy_m; dans le cas actuel, il pourra y avoir q frontières en associant successivement aux m équations chacune des inégalités transformée en égalité.
Avec la définition générale des variétés résultant du prolongement analytique d’une représentation paramétrique, une frontière est formée par l’ensemble des points correspondant à une des inégalités relatives aux paramètres, cette inégalité étant transformée en égalité. Ainsi, soit, pour une certaine représentation,
OP ER 07, Un-m)> 0
une des inégalités auxquelles doivent satisfaire les paramètres ;
on suppose que, dans le domaine, la fonction + soit susceptible de
s’annuler en changeant de signe. La relation
PT ee Mr) =®
définira une certaine portion d’une frontière dans Île domaine correspondant à la relation paramétrique envisagée, et celle ie tion de frontière se prolongera analytiquement avec ce domaine.
Il peut arriver qu'une multiplicité n'ait pas de frontière. Pour le moment au moins, nous ne considérerons que des multiplicités S,_, restant tout entières à distance finie; une telle multiplicité, quand elle n'aura pas de frontière, peut être dite une multiplicité fermée.
Dans toutes ces définitions, nous ne faisons qu’étendre à un nombre quelconque de dimensions des notions familières dans l’espace à deux et trois dimensions. Une variété à deux dimensions dans l’espace à trois dimensions est ce que l’on appelle une surface; les frontières de celles-ci sont des courbes, et une surface restant out entière à distance finie et n'ayant pas de fronère est une surface fermée.
9. Il peut arriver que des multiplicités analytiques se coupent elles-mêmes, et qu’elles se recouvrent totalement elles-mêmes. Pour bien faire comprendre ce que nous entendons par là, prenons une surface analytique dans l’espace à trois dimensions (n— 3, m—2). Une portion de surface qui a une ligne double se coupe elle-même. Un exemple bien connu d’une surface se recouvrant elle-même est fourni par un rectangle de papier abcd que l’on replie sur lui-même de la facon suivante : Soient ab et cd deux côtés parallèles, de telle sorte que à et d, ainsi quetbietic, désignent des sommets opposés. On contourne la feuille de papier de manière que ab vienne coïncider avec de, en faisant coïncider par conséquent les sommets opposés. On réalise ainsi une surface limitée par une seule frontière et qui se recouvre totalement ellemême.
_ Les circonstances que nous venons de rencontrer sont générales ; il peut arriver qu’une variété S,_» se recouvre totalement
elle-même; appelons variété double une telle variété (!). Pour définir d’une manière générale une variété de celte nature, considérons dans le voisinage d’un point A, que nous ne supposons pas Sur une frontière, une représentation paramétrique ; on pourra évidemment de cette représentation déduire, entre les coordonnées (Ti, &o,..., &n) d’un point quelconque de la variété suffisamment voisin de À, m relations de la forme
Fi(æ1, de, Th 0, Eee an) 0) PRE TR er matt :
m(æi T2, ,Tn)= 0, les F étant holomorphes autour des coordonnées æŸ, ..., x?
de A. Envisageons d'autre part n — m —1 formes quadratiques
homogènes en æ,— x, ..., æy — définies et linéairement
indépendantes ; nous les supposerons positives et les désignerons
per
AE te Da) ee GE dr mm AIT M NET).
Ceci posé, aux » équations ci-dessus, adjoignons les ? — m—1 équations
RAI Le, 2e Dr); (t=1,2,..., nn —m—1),
les <; étant des quantités positives très petites. Nous avons maintenant 7 — 1 équations qui définiront évidemment une petite courbe fermée C autour du point À, courbe située dans l’espace Sy_m. Sur cette courbe, on peut concevoir tracé un certain sens de flèche bien défini.
Imaginons maintenant que le point À se déplace sur S, »; en nous servant des prolongements successifs des représentations paramétriques et des équations auxiliaires À;— &;, ou æ},...., x sont chaque fois à remplacer par les coordonnées actuelles de À, nous pouvons considérer que le point À, pendant son mouvement, entraîne avec lui la courbe fermée C qui se déforme en même temps, mais pour laquelle le sens de flèche marqué au début est
(‘) M. Poincaré appelle variété unilatère, les variétés de ce genre; comparer la définition qu’il donne de ces variétés (Mémoire cité) avee celle que nous donnons dans le texte.
toujours défini sans ambiguïté. Deux circonstances peuvent alors se présenter. | |
En premier lieu, il peut arriver que À, revenant à son pos de départ après avoir suivi Sur Sy_m, Sans traverser une frontières un chemin fermé quelconque, la courbe C au retour vienne se replacer sur sa position initiale, es deux sens de flèche coïnctdant. Dans ce cas, la variété est simple; elle ne se recouvre pas elle-même.
Il peut arriver au contraire, en second lieu, que, pour certains chemins fermés décrits par À, on ne retrouve pas au retour le même sens de flèche pour la courbe C; nous aurons alors une variété double.
6. Au point de vue analytique, on voit qu'à un sens défini sur la courbe C, correspondent des signes déterminés pour les coefficients différentiels
dx; Che z dTh C4 , CNE) . , RENE 1 ds ds ds Posons 0(F:,F Fi", F> Re) } ) \ o( 192... Li, Lips ess Lys Ms eee s An—m—1 : MERE SC PE nn 0 0e) on à (41 LE) An I A1 A2 Ân HEVARE VIRE
En choisissant le signe + pour le radical, on a pour les 4; des valeurs déterminées en grandeur et en signe. D'ailleurs A,, A», ..., A, sont des fonctions linéaires des déterminants fonctionnels des F considérées comme fonctions de m des lettres +, et leurs coefficients qui ne dépendent que de AS RL 207 e0merne traires. Si donc la surface est simple, ces déterminants fonctionnels devront reprendre la même valeur en grandeur et en signe quand, partant d’un point À sur la variété S,_», on y revient après avoir parcouru un chemin fermé quelconque sur cette variété.
On pourrait encore présenter la question de la manière suivante : Considérons dans l’espace E, une demi-droite passant par
le point A Soit AP A PRES paramètres, de sorte que ses
équations sont de la forme
nous la supposons assujettie à la condition À di + A: dr, +...+ À, dtn = 0,
dx, dx», ... dx, étant un élément linéaire de la variété S,_». Entre les A, existent m équations linéaires homogènes dont les coefficients sont les différents déterminants fonctionnels des F par rapport à m7 des lettres x. On peut choisir arbitrairement m des A;, et les autres seront déterminées en fonction des coordonnées du point A. La conclusion est la même que précédemment. Si la surface est simple, quand A reviendra à son point de départ après avoir suivi sur S»_» un Chemin fermé quelconque, la demidroite devra se replacer sur sa position initiale sans que son sens ait changé, et les déterminants fonctionnels reprendront la même valeur en grandeur et en signe.
Pour le cas d’une surface double, dans l’espace à trois dimensions, On voit immédiatement que les considérations précédentes prennent une forme très simple. La courbe C sera, si l’on veut, l’intersection de la surface avec une petite sphère de centre A. La droite, considérée en second lieu, est la normale à la surface au point À, sur laquelle on peut, à partir de ce point, distinguer deux demi-droites. Un observateur placé sur une de ces demidroites, les pieds en À, voit la flèche tracée sur GC tourner dans un certain sens. Quand le point A se déplace, le sens de rotation reste évidemment toujours le même, et deux cas peuvent se présenter quand À revient à son point de départ : la demi-normale” revient toujours à sa position initiale, c’est le cas des surfaces simples; ou bien, par un chemin convenable, elle coïncide au retour avec la demi-normale opposée, et la surface est alors une surface double.
Le point de vue auquel nous venons de nous placer en dernier lieu peut d’ailleurs être généralisé pour une variété d'ordre x — 1 dans un espace d’ordre ». On peut, comme au Chap. [, n°6, définir la normale à la variété S,_, et, sur cette normale, considérer deux demi-directions ; l’espace S,_, est simple si, partant d’une demi-
normale déterminée en À, on revient toujours au même point avec la même direction de normale; elle sera double dans le cas con-
traire.
7. Faisons encore quelques remarques. Toute variété V, définie comme au n° 2, c’est-à-dire par un certain nombre d’égahités et d’inégalités, est toujours simple. Cela résulte de ce que les différents déterminants fonctionnels sont en chaque point déterminés en grandeur et en signe, pourvu qu’on ne change pas l’ordre dans lequel sont écrites les équations.
Toute variété fermée V d'ordre r — 1, dans l’espace général (di, Æs, ..., dn) à r dimensions, est toujours une variété simple. Tout d'abord, cétte variété partagera l’espace en deux parties non connexes; il en est évidemment ainsi si » — 2, et il suffira, par suite, de faire voir que l’on peut passer de » — 1 à n. Or, en faisant
Ty —= (Be
nous découpons dans V une certaine variété fermée à n — 2 dimensions. L'espace à na — 1 dimensions (x,,...,æ,), en donnant à æ, la valeur C, est alors partagé en deux parties non connexes; et, en faisant varier C, l’espace S, se trouve partagé par V en deux parties telles que l’on ne peut aller de l’une à l’autre sans traverser V.
Toute courbe à une dimension est simple.
Il est entendu expressément que toutes les variétés constdérées par la suite sont des variétés simples. On pourrait d’ailleurs montrer que toute variété double est la limite d’une variété simple dont les éléments, convenablement associés, sont venus deux à deux se confondre. C’est ainsi qu’on se représente aisément la variété simple dont la limite est la variété double, rappelée plus haut, obtenue avec un rectangle; au lieu d'opérer avec un rectangle, 1l suffirait d'opérer avec un cylindre elliptique très aplati.
8. Considérons, dans un espace à un nombre quelconque de dimensions, une variété E, à » dimensions, et soit V une variété fermée d'ordre m contenue dans E,. Sauf le cas où m— n — a On pourra par celle variété faire passer une infinité de variétés à m +1 dimensions entièrement contenues dans E,. Parmi ces
variétés, il en existe toujours sur lesquelles V ne forme pas frontière. C’est ainsi que, par une ligne fermée plongée dans une variété à trois dimensions, on peut toujours imaginer une surface du genre tore passant par cette ligne dont les dimensions méridiennes soient assez petites pour qu'elle soit entièrement contenue dans E;. Mais la circonstance inverse pourra ne pas se présenter, c’est-à-dire qu'il pourra ne pas exister de variété Sh,, passant par V, contenue dans E,, sur laquelle V forme frontière. Dans ce cas, cette variété ne pourra pas, par une déformation continue, se réduire à une variété d'ordre moindre, et nous dirons qu'elle ne forme pas frontière sur E,. Elle formera, au contraire, frontière sur E, s’il existe une variété Sms contenue dans E, et sur laquelle elle forme frontière.
Si, au lieu d’une seule variété d’ordre m contenue dans E,, nous considérons un ensemble de plusieurs variétés, soient
VA VS ne NV)
qui, prises séparément, ne forment pas frontière ; les mêmes remarques peuvent être faites. Nous dirons que ce groupe de variétés forme ou ne forme pas frontière sur E, suivant qu’on pourra ou ne pourra pas trouver une variété fermée S»,, contenue dans E, et sur laquelle ces variétés prises ensemble forment frontière.
D'après la définition même des variétés formant frontière, on voit que si un groupe de variétés V d'ordre m, qui peuvent d’ailleurs se réduire à une, forme frontière sur une variété S,,, d'ordre m + 1, toute courbe fermée, tracée dans cette variété, devra les couper en un nombre pair de points, et que réciproquement, si elles ne forment pas frontière, on pourra imaginer une courbe fermée les coupant en un seul point.
9. Adjoignons maintenant à une variété sémple Sn à m dimensions la courbe C dont nous avons précisément fait usage dans le n° 5 pour définir ce genre de variété. Si, après avoir fixé un sens sur cette courbe, on prend le sens contraire, on distinguera la variété S,, prise avec un certain sens de la variété Sm prise avec le sens contraire en disant que ce sont deux variétés opposées ou de sens contraire. C’est ainsi que dans l’espace à trois dimensions on distingue deux côtés différents sur une surface.
Si deux variétés simples fermées Sm et. S, forment frontière sur une variété Smy4, On pourra, après avoir attribué un sens à Sy». déformer cette variété d’une manière continue de manière que l’une de ses parties vienne à coïncider avec une partie de S On pourra ainsi fixer le sens qui devra être attribué à cette seconde variété, lequel devra être opposé au premier, en sorte que les éléments linéaires qui viennent à se superposer se détruisent. On comprend ainsi qu’on puisse dire que, si les variétés S, et S,, forment frontière sur S,»41, la variété S,, et la variété opposée à
S’, ne forment pas frontière.
10. Donnons encore une définition. Par variété voisine de S», nous entendons une variété dont les équations et inégalités de définition diffèrent infiniment peu de celles qui sont relatives à Sn. D’après ce que nous venons de dire, une variété Sn et une variété voisine opposée à S, forment la frontière d’une variété Sm41 très petite et qu'on peut réduire à zéro. Dans ce qui suit, nous considérerons comme identiquement nul l’ensemble de deux variétés voisines opposées, et quand nous parlerons de Æ variétés très voisines d’une variété S,, nous sous-entendrons toujours que ces variétés sont de même sens, ou que k est l’excès du nombre des variétés prises dans un sens sur le nombre des variétés prises en sens contraire.
II. — Des différents ordres de connexion dans les espaces à n dimensions.
11. Ces préliminaires étant posés, nous pouvons définir d’une manière générale les nombres qui représentent les ordres de con- 22 ; PRE x 1: : 5 nexion d’une variété E, à n dimensions par rapport aux variétés
Ts : :
Sn d'ordre moindre qui y sont contenues. Nous désignerons ces
nombres sous le nom de nombres de Riemann et de Betti. Supposons que dans la variété E, on puisse trouver Pm—1
variétés fermées S,, d'ordre mn, soient
Vi, V», *….., \ Pl
Jouissant des propriètés suivantes : prises séparément, elles ne
forment pas frontière, et, par une déformation continue, elles ne peuvent se réduire l’une à l’autre; de plus par Æ£, variétés voisines de V;, par £2 variétés voisines de V,, ..., par Kpm-1 Variétés Voisines de V,,-1, on ne peut pas faire passer une variété S complètement contenue dans E,, dont ces k, + ko +. ..+ 519) variétés formeraient une frontière complète, et cela quels que soient les entiers ki, ko, ..., K,,-1. Par Æ variétés voisines de V, il est d’ailleurs bien entendu qu'il s’agit de # variétés de même sens.
MH
Cela étant, nous dirons que l’ordre de connexion de E,, par rapport aux variélés à 22 dimensions contenues dans cette variété, est Pm Si, ayant trouvé les p» —1 variétés précédentes dont l’ensemble ne forme pas une frontière complète dans le sens général que nous venons de définir, on peut toujours, en leur adjoignant une pe variété fermée quelconque d’ordre m, soit V, contenue dans E,, déterminer les entiers Æ de manière que l’ensemble formé par cette variété seule, et par À, variétés voisines de V,, par À» variétés voisines de V,, ..., par Er variétés voisines de V,,,-1, forme une frontière complète. Les entiers Æ peuvent d’ailleurs être nuls, ce qui voudra dire que la variété V prise isolément forme frontière.
12. Cette définition est justifiée par le lemme suivant : Si, dans une variété E,, un système À, conjointement avec un autre sysième C, composés tous deux de variétés fermées à » dimensions, forme une frontière complète, et si un autre système B de variétés fermées à »m dimensions forme avec C une frontière complète, on peut affirmer que l’ensemble des variétés non communes à À et B forme une frontière complète dans E,, c’est-à-dire qu'il existe une variélé d’ordre m+1 contenue dans E, sur laquelle cet ensemble forme frontière.
Soient Sy et O,,,1 deux variétés à M +1 dimensions contenues dans E, sur lesquelles A et C d’une part, Bet Cd’autre part, forment
respectivement frontière. Joignons un point de S»4, à un point de S'
m+1 suffisamment petite se déplaçant le long de cette ligne; elle engen-
par une ligne continue et envisageons une variété d'ordre rm
drera une variété d’ordre m7 +1, qui réunira d’une manière con-
tinue les deux variétés Sms, D, de manière à en former une
m+1 71 sur laquelle À et C d’une part, B et C d’autre part,
seule 0,2)
formeront frontière. La démonstration est alors immédiate; toute
, r s C7 ’ SPRUT.
courbe fermée appartenant à S/,,, coupera l’ensemble des variétés
non communes à À et B en un nombre pair de points, ce qui suffit à établir le lemme énoncé.
Dans le cas où les variétés du système C ne concourratent pas toutes à former la frontière des systèmes À, C, et B, C, il faudrait adjoindre aux variétés non communes à A et B, celles des variétés C qui ne sont pas communes aux frontières formées par
les systèmes À, C et B, C.
143. Nous allons conclure de là que si { variétés fermées à m dimensions À,, A, ..., A, ne peuvent pas former seules, mais forment avec toute autre variété fermée à » dimensions une frontière dans E,, et si un autre système de £/ variétés fermées à m dimensions B,, B;, ..., B,, jouit de la même propriété, on aura nécessairement { — {//.
Soit V une variété fermée quelconque à m7 dimensions; désignons par le symbole ÆA, l’ensemble de Æ variétés voisines de A : on peut déterminer Îles entiers Æ de manière que l’ensemble formé par la variété V et par les variétés £, A,, Æ:A:, ..., KA, forme frontière. Remarquons d’abord que les entiers Æ sont bien déterminés, car, autrement comme la variété V et la variété opposée à V prises ensemble forment frontière, on en conclurait qu'on pourrait former avec les À seuls une frontière complète. D'autre part, on peut, par hypothèse, déterminer les entiers Æ de manière que chacun des {’ ensembles
ki Ai, ÆË A», 0e JRUX,. B; (ta) forme frontière, et déterminer les entiers À de manière que l’ensemble D D a D 0e forme frontière. Or, on peut substituer à };B; l’ensemble AA A1 MA Aa te ee DS
On voit de suite que cela exige qu’on ait entre les entiers Æ eu À les t'équations
4! Se À: 4? SES Mode A4 kt == ka,
A4! ne À 42 Sn oc À4rkh —= k2,
1 10 = A2 K? ee ee À4kŸ — Un
d'où l’on conclut, puisque la variété V est arbitraire, l'inégalité l'£t. On verrait de même, en partant des B, que 4£4'. On en conclut que £ est égal à 4. Nous voyons donc que le nombre p», qui figure dans la définition donnée ci-dessus, ne dépend pas du choix particulier du système des variétés d'ordre » envisagées. Comme conséquence des théorèmes précédents, nous pouvons dire d’une manière générale que si V,, Vs, ..., V,,, désignent p» variétés fermées, dans une variété E, dont l’ordre de connexion par rapport aux variétés à » dimensions estP», On pourra trouver Pm nombres entiers k,, #2, ..., k,, tels que l’ensemble formé par lestanetes AVI, A Vs, A Ve forme frontière.
14. Indiquons quelques exemples qui feront bien comprendre les définitions générales que nous venons de donner. Le cas le plus simple que l’on puisse citer est celui d’une variété à deux dimensions dans l’espace à deux dimensions ; on a alors un espace plan limité par un certain nombre de courbes, une courbe extérieure Cet des courbes intérieures C,, CG, ..., GC: 1l est clair que que l’on peut tracer dans cet espace p courbes fermées ne formant pas la limite complète d’une variété à deux dimensions entièrement comprise dans l’espace considéré : il suffit de tracer p courbes l,, l:, ..., l, autour des courbes C,,..., C, respectivement. Au contraire, toute autre courbe fermée, soit seule, soit avec toutes les courbes F ou quelques-unes d’entre elles, limitera un espace à deux dimensions entièrement contenu dans notre espace. On aura donc
Pr Pe
L'ordre de connexion sera done ici p +1.
Prenons maintenant le cas d’une surface E, et, pour plus de simplicité, supposons-la placée dans l’espace à trois dimensions; considérons d’ailleurs seulement le cas où cette surface est fermée. On sait le rôle que jouent les surfaces fermées dans la théorie des fonctions algébriques d'une variable; supposons que la surface envisagée ait p trous. Quel sera le nombre p, correspondant à la connexité pour » —1? On pourra tracer 2p courbes, une à travers chaque trou et une autour de chaque trou, qui ne limiteront aucune portion de la surface, mais toute autre courbe fermée,
soit seule, soit avec les 2p courbes précédentes ou une partie d’entre elles, limitera une portion de la surface. On aura donc
Ph PE
L'ordre de connexion sera donc 2p + 1.
Passons à des variétés E3. L'espace compris entre deux sphères dans l’espace à trois dimensions formera une variété E3; nous avons maintenant deux nombres p, et p». On peut avoir une surface ne limitant aucune portion de E,, mais wne seulement, et,
par suite P2—1=i1, c’est-à-dire Da 2:
Pour le nombre p,, on aura Pi—1=0,
car, pour toute courbe fermée de notre espace, on peut faire passer une variété à deux dimensions, c’est-à-dire une surface, dont la courbe soit la limite complète.
Je considère encore la variété E; formée par les points à l'intérieur d’un tore. Toute surface fermée dans cet espace en limite une partie, car cette surface est ou une surface fermée comme une sphère, ou une surface fermée comme un tore s’emboîtant dans le premier, donc ps —1. On peut, au contraire, tracer une courbe qui ne pourra être la frontière complète d’une surface contenue dans E,, par exemple la circonférence lieu des centres des méridiens, mais toute autre courbe fermée, soit seule, soit avec cellelà formera la limite complète d’une variété à deux dimensions; par SUAIE Di 2.
On verra enfin facilement que, pour la variété E, comprise entre deux tores, on a
15. Un point a pu étonner dans les définitions générales du n° 11, c’est l'introduction de k variétés voisines d’une variété V. Cette introduction est nécessaire, car autrement on ne pourrait pas toujours faire passer, par ph — 1 variétés fermées V et par une Pme variété fermée arbitraire, un continuum à m +1 dimensions salisfaisant aux conditions voulues, Pren l'intérieur d’un tore, pour lequel/p} =" ;"et ee
D vons à l’inté-
rieur du tore une courbe fermée l qui tournerait deux fois autour de l’axe du tore; toute autre courbe fermée C à l’intérieur du tore s’enroulant une fois autour de l’axe forme avec T la limite complète d’une variété à deux dimensions, entièrement contenue dans le tore; mais pour que ceci soit exact, il faut entendre cette phrase sous la forme généralisée du n° 10, c'est-à-dire qu’il y aura une surface ayant pour limite complète l et deux courbes (ici k — 2) voisines de la courbe C.
Soit une courbe T qui s’enroule deux fois, sans former nœud, autour de XY. On peut imaginer, passant par cette courbe, un
tore creux d’axe XY ayant un trou À, ou plus exactement deux tores intérieurs l’un à l’autre, dans la surface de chacun desquels on a découpé un trou dont les contours sont reliés respectivement par une surface cylindrique. La courbe l, en s’enroulant deux fois, passe de l’intérieur à l’extérieur de cette surface par le trou A, sans se couper. Celte courbe seule ne forme pas frontière. Il faut lui adjoindre deux courbes telles que C, et C> tournant chacune une fois autour de l’axe du tore, et dont l’une est extérieure et l’autre intérieure. On peut supposer ces deux courbes très voisines, et, pour former frontière avec l, elles doivent être parcourues dans le même sens. Si on les suppose opposées, c’està-dire parcourues en sens contraire, il faut imaginer, passant par ces deux courbes, une surface fermée du genre sphère ou du genre tore sur laquelle elles découperont une sorte de tronc de cône.
Le cas plus compliqué où la courbe s’enroule deux fois en
Pers: 3
ei A eg 2 A formant nœud autour d’un certain axe peut être traité de la même
manière.
Nous prendrons la même surface que précédemment, formée des surfaces de deux tores intérieurs, mais nous les supposerons percés de trois trous À, B, C dont les contours sont reliés par une surface cylindrique. La figure montre suffisamment comment est disposée la courbe T sur cette surface, et les conclusions sont les mêmes.
Comme dernier exemple, considérons encore deux courbes à l’intérieur d’un tore, ces deux courbes se traversant l’une l’autre.
On pourra faire passer par ces deux courbes une sorte de tore Y (surface à un trou) entièrement contenu dans le tore initial, et ces deux courbes limiteront sur Ÿ une portion de surface.
IG. Revenons maintenant à l’étude générale des connexions. La considération des intégrales va nous conduire à envisager sous
un nouveau point de vue toute cette théorie. Supposons que la variété E, soit située dans l’espace général à p dimensions (per), où nous désignons les coordonnées d’un point par (x,æ», ..., æp), de sorte que pour la variété E, il y a p — n relations entre les æ. Dans l’espace général à p dimensions, considérons une inté- $ ) grale simple
() IDXTZ
où les X sont des fonctions des quantités réelles æ,, æ, ..., 0e, restant uniformes et continues quand le point (æ1, æ, ..., æp) se déplace dans E, ; on suppose que les conditions d’intégrabilité sont vérifiées quand on regarde æ»41,..., æN Comme fonctions de Lys Lay -..) ne On à ainsi une intégrale de différentielle totale dans la variété E,. Nous ne considérons que des courbes situées dans cette variété. Le long d’une courbe fermée, l'intégrale précédente aura, en général, une valeur différente de zéro s1 la courbe ne peut se réduire à un point par une déformation continue. Si l’on considère Pi
courbes fermées ne pouvant former la frontière complète d’une variété à deux dimensions contenue dans E,, il arrivera, en général (pour une intégrale arbitrairement choisie) que les valeurs de l'intégrale suivant ces courbes ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Au contraire, si nous prenons p, courbes fermées, il existera une variété à deux dimensions qui aura ces courbes pour frontière complète. Par suite, en désignant par yÿ1, ÿ», --., Yp, les valeurs de l'intégrale suivant ces courbes, on aura
kti+ kayr+. + ApiYp, = 0,
les Æ étant des entiers positifs ou négatifs. On voit alors la signification nouvelle que prend le nombre p, —1 ; on peut dire qu'il représente le nombre des périodes distinctes de l’intégrale (1), en entendant par périodes de cette intégrale sa valeur sur une courbe fermée. Des périodes distinctes sont, bien entendu, des périodes qui ne sont pas liées par une relation homogène et
linéaire à coefficients entiers, et il va de soi que l'intégrale (1) considérée n’est pas une intégrale particulière mais une intégrale arbitrairement choisie sous les conditions indiquées.
Ces considérations se généralisent facilement après ce que nous avons vu dans la Section précédente sur les intégrales multiples dans les espaces à un nombre quelconque de dimensions. Envisa-
geons une intégrale multiple d'ordre ”,
(2) J- . DRTE dre, da. C0 dLun,
Où di, Los <., am désignent »# des nombres 1,2, ..., n. Quant aux X, ce sont des fonctions de æ,, æ», ..., æ); elles restent uniformes et continues quand le point (x,, ..., æ}) se déplace dans la variété E,. On suppose que les conditions d’intégrabilité relatives à cette intégrale multiple d'ordre mn sont vérifiées, quand on regarde Œny1, +, &p Comme fonctions de æ,, ..., &7. On a ainsi une intégrale multiple d'ordre m dans l’espace E,, intégrale dont la valeur ne change pas quand on la prend suivant une variété fermée d'ordre m, qu'on déforme d’une manière continue sans sortir de E,. Si l’on considère
Pm—TI
variétés fermées à m dimensions, ne pouvant former la frontière complète d’une variété à m + 1 dimensions contenue dans el arrivera, en général, que les valeurs de l'intégrale prises sur ces variétés ne seront pas liées par une relation homogène et linéaire à coefficients entiers. Au contraire, si nous prenons ph variétés fermées, il existera une variété à m + 1 dimensions qui aura ces variétés pour frontière complète. Par suite, en désignant par
VON CT END
à s. ’ Q re D 2 x .
les valeurs de l'intégrale suivant Pm Variétés fermées à m dimen- SiOnS, On aura
(3) Ki Yi+ koya+.. + Er {pe — 0:
les Æ étant des entiers posiufs ou négatifs.
En définissant précéd ï écédemment (n° 9) une intés 1 d'ordre »m sur une variété à m re Fe tie ons, nous avons dit que
l’on pouvait trouver deux quantités égales et de signe contraire ; nous avons regardé ces deux intégrales comme correspondant à des intégrales prises sur les deux côtés de la variété. En particulier, quand il s’agit d’une variété d'ordre m située dans une variété d'ordre m +1, on peut parler, pour cette variété d'ordre m, de normale située dans la variété d’ordre m +1, et les deux directions de cette normale correspondent aux deux côtés de la variété d'ordre »# supposée simple. Dans le cas qui nous occupe ici, les variétés d'ordre r»2 sont des frontières de la variété d'ordre m +1, et l’on peut convenir, pour fixer les idées, que les valeurs désignées par y représentent les intégrales correspondant à la normale intérieure à la variété d'ordre m. Cela est d’ailleurs sans aucune importance, car il suffirait de changer le signe de l’entier Æ si l'on faisait une autre convention.
Ainsi, nous venons de donner à l’entier p,y — 1 une signification nouvelle ; &{ représente le nombre des périodes distinctes de l'intégrale (3) prise suivant une variété fermée à m dimensions, et relativement à ce mot période nous n’aurions qu’à répéter ici ce que nous avons dit plus haut pour les intégrales simples.
III. — Étude de quelques cas particuliers
17. Indiquons quelques exemples de multiplicités fermées. Revenons d’abord à une surface fermée à un trou dans l’espace ordinaire ; soit, dans le plan (x, y), le rectangle R construit sur Ox et O y avec les côtés w et w’. Posons
f, ©, Ÿ étant trois fonctions réelles et continues de xet y, et admettant respectivement pour x et y les périodes w et w’. Il est évident alors qu’au rectangle R correspond dans l’espace (X, Y, Z) une certaine surface fermée ; on peut choisir les fonctions f, ©, 4, de manière que la surface ne se coupe pas elle-même, etil arrivera, en général, que la surface ne se recouvrira pas elle-même. Au rec-
tangle R correspondra alors une surface qui sera à un trou comme un tore.
Au lieu de faire correspondre à un tore un rectangle, on peut lui faire correspondre un ensemble de deux circonférences
2 DRE 12 CAES Ti + Li = 1, Li + Ty =].
L'ensemble de ces deux courbes forme une variété fermée à deux dimensions, pour laquelle on a évidemment p, = 35. Toutes les courbes fermées tracées sur cette variété se ramèneront à la courbe obtenue en associant le premier cercle à un point du second, et le second à un point du premier.
Ceci nous conduit à considérer l’ensemble d’une surface sphérique el d’une circonférence
L? + ti + TÈ =], VERRE
On obtient ainsi une variété fermée à trois dimensions, pour laquelle p, et p, se calculent facilement. On peut avoir une courbe fermée en prenant un point fixe sur la sphère et en lui associant la circonférence ; quel que soit le point pris sur la sphère, on aura des courbes équivalentes, car on a un continuum à deux dimensions formé par le cercle et une ligne joignant ces deux points, dont la frontière complète est formée par les deux courbes considérées. Je dis que cette courbe est la seule qui donne une période différente de zéro ; il est aisé de voir d’abord qu’elle donne une période différente de zéro ; il suffit de prendre l’inté-
grale 1 d,
où 6 est l’angle polaire sur le cercle, c'est-à-dire l'intégrale
dont la valeur est égale à 27 sur la circonférence ; on aura donc une période différente de zéro. Je dis qu'elle est la seule. Concevons une ligne fermée quelconque sur le continuum ; si elle est distincte de celle que nous venons de considérer, nous aurons pour une valeur de +; un ou plusieurs points de la courbe situés
SUR LA GÉOMÉTRIE DE SITUATION. 39 sur les cercles Ti HDi =1—7?,
Li PTS el.
Or, le premier de ces cercles peut, sur la sphère S, se réduire à un point, et notre courbe se trouve donc ramenée à une courbe à laquelle correspond un point déterminé de la sphère et le second cercle tout entier, ou seulement un point de ce second cercle. On aura donc seulement une période et, par suite,
Pie
On calcule de même p, ; on peut avoir une variété à deux dimensions donnant une période, en associant à un point fixe sur le cercle la sphère tout entière, et l’on démontre, de même que plus haut, que cette période est unique. On a
18. Prenons maintenant un parallélélipède P dans l’espace Pr =), darêles &,w!, w!, et soient /(2,y,2), o(&, y, a), (x, y, z), 4(x,7, z) trois fonctions périodiques par rapport à x avec la période w, par rapport à y avec la période w’, et par rapport à z avec la période w”. En posant
X = f(x, y,2), Y=(xr, ÿ,3) Z=Y(x,7,s), Ter rm):
on aura ainsi, en général, dans l’espace (X, Ÿ, Z, T) une certaine multiplicité M fermée à trois dimensions correspondant, d’une manière uniforme, à P. Ilest facile de trouver les nombres p, el p, correspondant à cette variété. Si l’on joint un point d’une face de P au point homologue de la face opposée, on aura un segment de droite auquel correspond une courbe fermée dans la multiplicité M ; on peut donc, dans celle-ci, tracer trois courbes fermées C auxquelles correspondront des intégrales distinctes. Pour toute autre courbe fermée, la valeur d’une intégrale de différentielle totale sera égale à la somme de multiples des intégrales
prises suivant les courbes C; on le voit de suite en revenant au parallélépipède. Une courbe fermée de M sera représentée, par
exemple, par deux courbes MN et M'N/, les points M et M' étant deux points homologues des faces ABCD et A'B'CDP ere points N et N' deux points homologues des faces AA'CC, BB'DD/. L'intégrale prise suivant la courbe considérée sera égale à la somme des intégrales suivant MM! et N'N. Nous aurons donc, par conséquent,
pi—i=$ ou Pi= 4.
Cherchons la valeur de p,; si l’on mène trois plans parallèles aux faces du parallélépipède, aux trois parallélogrammes ainsi obtenus correspondront dans M des multiplicités fermées à deux dimensions. Ces trois multiplicités ne limiteront aucune portion
de M, comme on le voit de suite et, d’autre part. toute autre variélé fermée à deux dimensions se ramènera, par une déformation continue, à une somme de multiples des trois variétés précédentes. Il suffira de considérer la variété à deux dimensions correspondant à la figure ci-dessus, correspondant aux deux portions mnpq et m'n'p'q'; on aura, comme valeur de l'intégrale, la somme des
intégrales correspondant aux faces AA'DD/ et ABCD. Par suite, on à P2 = 4.
19. Donnons maintenant des exemples relatifs à des variétés fermées à quatre dimensions. Considérons la variété fermée à quatre dimensions E, définie par les deux équations
(S) Ti + mi + 2? —1,
S") TÉ+TR+TR—=T
Chaque point de cette variété peut être considéré comme obtenu en associant un point M de la sphère (S) à un point M’ de la sphère (S'). Proposons-nous de trouver les nombres p,, po, ps correspondant à cette variété.
Il est immédiat que l’on aura p; —1—o. Car une variété fermée à une dimension s'obtient, soit en associant un point de l’une des sphères à une courbe fermée tracée sur l’autre, soit en associant point par point deux courbes fermées tracées respectivement sur ces deux surfaces. Dans tous les cas cette variété peut être réduite à un point.
On voit aussi facilement que p;— 1. En effet, on peut d’abord obtenir une variété à trois dimensions en associant à chacun des points d’une courbe fermée tracée sur (S) la sphère (S/) tout entière, et celte variété peut être réduite à zéro. Plus généralement, à un point (M, x,,%», æ3) d’une variété à trois dimensions appartenant à (S) correspondra sur (S') une courbe fermée C, et quand le point M décrira une courbe fermée sur S, la courbe C après s'être déformée reviendra à son point de départ, en engendrant sur la sphère une portion de surface se recouvrant elle-même, et qui, par suite, est encore réductible à zéro.
La détermination de p, est un peu moins immédiate. Si l’on prend un point M' de S' et qu’on lui associe la sphère S, on aura un continuum fermé à deux dimensions, contenu dans E;; en prenant un point M de S et en lui associant la sphère S’, on aura un second continuum fermé. Je dis que par ces deux continuums on ne peut faire passer une variété à trois dimensions ayant ces continuums pour frontière complète; il suffit, pour s’en assurer, de montrer que pour certaines intégrales doubles dans E,, rem-
plissant les conditions d’intégrabilité, les valeurs sont linéairement indépendantes. Prenons à cet effet l'intégrale
di dr NUE do dre ; TRE Vi—ci—2?
où À est une constante arbitraire, pour laquelle la condition d’intégrabilité est vérifiée. Sa valeur prise sur S est égale à 47; prise sur S/, sa valeur est 4 Àx. Si l’on prend pour À un nombre incommensurable, on n’aura pas de relation linéaire et homogène à coefficients entiers entre ces deux valeurs, et par suite pi —1 sera au moins égal à deux.
On pourrait encore raisonner de la manière suivante : Considérons une courbe fermée appartenant à une variété E; contenant les deux variétés précédentes. Si elle les rencontre elle devra passer par le point (M, M’), et l’on peut toujours faire en sorte qu’elle n’ait avec ces deux variétés que ce point commun. Donc ces deux variétés ne forment pas frontière sur É;, et p, — 1 est au moins égal à deux.
Pour montrer que ps —1 a effectivement la valeur deux, il suffit de remarquer que toute variété fermée à deux dimensions contenue dans E; est déterminée soit par un point de S et une surface fermée appartenant à S’, qui ne peut être que S’ ou une portion de surface se recouvrant elle-même; soit par une courbe fermée contenue dans $S à chaque point de laquelle on associe une courbe fermée fixe ou variable tracée sur S’. Dans l’un ou l’autre cas cette variété, si elle ne se réduit pas à l’une des variétés considérées précédemment, se réduit à zéro. Nous n’avons donc que deux variétés distinctes à deux dimensions, et par suite
20. Un autre exemple très intéressant de variété fermée à quatre dimensions sera obtenu en considérant un parallélépipède dans l'espace (x,,æ2, 3. æ,). Soit done le parallélépipède construit sur les quatre axes Ox,, Oxs, Ox:, Ox, avec les longueurs w,, wo, W3, ©; à ce parallélépipède correspond une variété fermée à quatre dimensions dans l’espace à cinq dimensions. C’est un exemple analogue à ceux traités précédemment n° 17 et 18. On
voit immédiatement, par des raisonnements analogues à ceux qui ont été faits, que PAZ PIE 5,
la généralisation se faisant d’elle-même. Le calcul de p2 n'avait pas son analogue dans les exemples précédents. Je dis que nous pouvons trouver au moins six continuums fermés à deux dimensions donnant des périodes distinctes; considérons en effet dans l’espace (x, x, æ3, x) l'intégrale double
j Vaux dr ds.
les À étant des constantes : la condition d’intégrabilité sera vérifiée dans ces conditions. Or, considérons le continuum fermé correspondant à æ, et æ, constants et à x, etæ, variant respecLivement de o à w, et de o à w:. La période correspondante est
À 1901 Wo,
on aura donc de cette façon, pour l'intégrale ci-dessus, les six périodes Aix; (Gt, k=1,2,3,4)(t7 &).
Nous allons voir maintenant qu'il ne peut y avoir plus de six périodes. Si, en effet, nous considérons d’abord une variété fermée à deux dimensions pour laquelle +, soit constant, nous serons ramené au cas de trois dimensions et nous avons une période équivalente aux périodes dans lesquelles # et À sont égaux à un des nombres 2, 3, 4. Supposons que æ, ne soit pas constant; pour une valeur de æ,, nous aurons dans le continuum considéré à deux dimensions une certaine courbe fermée C que nous pouvons regarder comme tracée dans l’espace à trois dimensions (23,4%, da) dans le parallélépipède (w:, &3, w,). Cette courbe C peut être déformée et remplacée par une somme de courbes correspondant à des parallèles aux arêtes du parallélépipède (w2, w3, w,); on devra ensuite faire varier x, , et, si l’on a une période différente de zéro, il faudra nécessairement que x, varie entre o el w,, et l’on ne retrouve que les périodes précédentes. Par conséquent
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91. Comme troisième exemple de variété fermée à Iquatse dimensions, considérons celle qui serait définie en associant un point d’une surface (S) à À trous dans l’espace (41, &>, æ3) à un point d’une surface (S') à p' trous dans l’espace CAC ne
Nous obtiendrons toutes les variétés à une dimension en associant d’abord à chaque point de (S)une courbe fermée de QUE Or il existe sur cette dernière 2p' courbes qui ne peuvent se réduire à zéro, et qui, prises ensemble, ne forment pas une one complète. En associant un point de (S/) à une courbe fermée de on trouve 2 p nouvelles courbes irréductibles ; donc p, Z2p +2p 5 1. D'ailleurs toute autre variété fermée qui ne se réduit pas à 2en0 est une somme des variétés précédentes affectées au besoin d’un coefficient À entier. Par suite p, = 2p + 2p'+1.
Relativement à p, on obtient de suite 4pp'+ 2 variétés ne formant pas de frontière séparément, à savoir d’abord les deux variétés obtenues en associant à un point de (S) la surface (S') tout entière et réciproquement. On peut ensuite associer à chacune des 2p courbes que l’on peut tracer sur S chacune des 2p' courbes que l’on peut tracer sur S/, ce qui donne 4pp' variétés, et l’on en conclut
P:—1=4pp +2 et par suite, on a
p2= 4pp' +3.
PAP
et pour les variétés à quatre dimensions
Pi = P3:
29. C’est là un cas particulier d’un théorème général dont l’é-
noncé est que : Pour une te Ree les nombres de Betti e salement distants des extr êmes sont é égaux. Ainsi, en désignant par E, une variété fermée d’un nombre quelconque d Jimen e
on a d’une manière générale Pr = Pr-m:
Nous allons démontrer ce théorème pour m»m—1, mais faisons d’abord quelques remarques générales relatives à l’intersection de deux variétés fermées. Dans ce qui suit nous désignerons par le symbole (V;) un groupe de variétés d'ordre £.
23. Deux variétés fermées V,_», V_x comprises dans E,.se couperont en général suivant une variété d'ordre r — } — k, mais cel ordre pourra être plus élevé si elles appartiennent toutes deux à une variété V,, comprise dans E,.
On en conclut que, dans une variété E,, on pourra toujours disposer des variétés V; et Vy de manière qu’elles ne se coupent pas, si la somme # + Æ est inférieure à n.
Si l’on considère un certain nombre de variétés de mêmes di-
m *s ON peut toujours,
mensions comprises dans E,, soit V},,
au moyen de ces variétés, en former une seule, en les réunissant deux à deux par une variété du même ordre dont toutes les dimensions, sauf une, sont très petites.
2 e 7 , et V>, comprises dans E,
24. Deux variétés du même ordre V ont en général comme intersection un groupe de variétés (V'), dont l’ordre est au plus égal à » — 1. Ce groupe formera frontière si les deux variétés V}, et V;, Wh»4 sur laquelle l’une d’elles, soit V},, forme frontière : en effet toute courbe fermée appartenant à W,, et en particulier à V?, doit couper V}, et par suite (V') en un nombre pair de points. Ainsi, lorsqu'une variété V,, ne forme pas frontière dans E,,
elle ne peut être considérée comme l'intersection unique de deux
appartiennent à une même variété
variétés fermées formant frontière, comprises dans E, : elle ne peut être que l'intersection unique de deux variétés ne formant pas frontière.
Nous admettrons que, dans une variété E,, on puisse toujours, en vertu de la continuité et de la connexion linéaire, considérer une variété V, comme l'intersection commune unique de n—1 variétés V,_, contenues dans E,. C’est ainsi que, dans l’espace à trois dimensions, on peut toujours, en général, par une
courbe faire passer deux surfaces qui ne se coupent que suivant cette courbe.
D'une manière générale, on peut toujours supposer qu’une variété V; est l'intersection commune unique de N— 211 variétés V,_; comprises dans E,. En effet si, par la variété V;,on suppose menées k variétés V,_;, elles se couperont, en général, suivant une variété d'ordre » — ki; on pourra faire en sorte qu'elles ne se coupent que suivant V; sin — ki<i, c’est-à-dire
» du moment que z est
D =— 4 PT
Si - Or,onan—2i+i1>
5 LA moindre que —
25. Considérons encore une variété V, qui, comme nous venons de le dire, peut être considérée comme l'intersection commune de n — 1 variétés V,_,.Je dis que, si toutes ces variétés forment frontière, la variété V, formera frontière. Soient
1 2 In —1 VE? V6 GC) VE
nos » —1 variétés, ct envisageons les intersections de la première de ces variétés avec toutes les autres. Nous obtiendrons ainsi ñ — 2 groupes de variétés V,_», qui n'auront en commun que la variété V,, et chacun d’eux formera frontière sur E,. En continuant ainsi de proche on voit que, finalement, V, pourra être considéré comme l'intersection commune de deux groupes de
variétés Vo, QUES)
qui forment respectivement frontière sur E,. D'ailleurs, une des variétés V} ne peut avoir en commun, avec le groupe des autres (V5) que la variété V,; donc, toute courbe fermée tracée sur V! doit couper (V;) et, par suite, V,, en un nombre pair de points, et la proposition est établie.
Au lieu d’une seule variété V,, on aurait pu considérer un groupe de ces variétés, et la conclusion est encore la même.
Plus généralement, si l’on envisige un groupe de variétés
nn :
N7 (i£2) comme l'intersection commune à r — 21—+1 Variétés
dre 2 À . :
Va VE, INR (À VO TE E)S
on démontre, sans changer en rien du raisonnement précédent, que, si toutes ces vartétés forment frontière, le groupe des variétés V; formera frontière.
La conclusion finale de cette proposition est que, st un groupe de variétés V; ne forme pas frontière, l’une au moins des variétes V,_; qui le contient ne forme pas frontière.
26. Ces préliminaires étant posés, proposons-nous de démontrer légalité P1 = Pn—1:
Il est d’abord très facile de voir qu'entre p, et p,_, existe la relation
Die Pr.
Considérons, en effet, les ps_, — 1 — À variétés d’ordre x — 1, À VER MT Son ire
qui ne forment pas frontière sur E,. On pourra passer, par une courbe continue Cf, d’un point situé d’un côté de la variété Vé_. à un point situé de l’autre côté, sans rencontrer aucune des autres variétés V,_,. Soient
les À courbes que l’on peut ainsi tracer pour chacune des À variétés V,_,. Par les courbes C, on pourra faire passer une variété fermée à deux dimensions, soit V,, comprise dans E,. Chacune des variétés Vh_, coupera cette surface suivant au moins une courbe, dont l’une, que je désigne par Té pour la variété V'_., passe par le point correspondant. Il est clair que l' ne rencontre C£ qu'en un seul point. Donc les Cf ne forment pas frontière sur V,, c’est-à-dire sur toute surface fermée qui les contient, et par suite sur E,. On en conclut
Di Pr.
Nous allons montrer que, réciproquement, on a
Pn12 Pi:
C’est la conclusion presque immédiate du lemme du n° 25. Soient VI, Va NN = 7: 1)
les p — 1 variétés qui ne forment pas frontière sur E,. Considérons deux de ces variétés V! et V?. Par chacune d’elles passe au moins une variété V,_, qui ne forme pas frontière. Mais, si l’on considère le groupe des variétés V,_, qui ont V} en commun, et le groupe des variétés V,_, qui ont V} en commun, il y aura au moins deux de ces variétés, une dans chaque groupe, qui, prises ensemble, ne formeront pas frontière, car, s’il en était autrement, on pourrait, au moyen des variétés des deux premiers groupes, former un troisième groupe de variétés dont chaque élément formerait frontière, et qui auraient en commun les deux variétés V, et V, ne formant pas frontière, ce qui est impossible. En continuant de proche en proche le même raisonnement, on en conclut
Pn-12 pi; d’où l’égalité Pnr—1— Pi.
Dans son Mémoire sur l’Analysis situs, que nous avons cité plus haut, M. Poincaré a donné une démonstration générale de l'égalité Dr — Pn-m (p- 33 à 46). Sa démonstration repose sur des considérations entièrement différentes, mais peut-être plusieurs points auraient-ils besoin d’être complétés. Aussi, avons-nous suivi une autre voie, mais nous avons dû nous limiter au cas de M — 1.
DES INTÉGRALES DE FONCTIONS RATIONNELLES DE DEUX VARIABLES COMPLEXES
I. — Des intégrales doubles de fonctions de deux variables complexes. Extension du théorème de Cauchy, d’après M. Poincaré.
1. En désignant par F(x,y) une fonction analytique de deux variables complexes x et y, cherchons d’abord ce que l’on doit entendre par l'intégrale double
(1) JFG dx dy.
Cette expression n’a en elle-même aucun sens, mais il n’y a aucune hésitation à avoir sur la définition à adopter. Posons
CRETE TER V = L3+ iT
el considérons Z4, Z», æ3, æ, Comme fonctions de deux paramètres u et #; soit À une certaine aire dans le plan (w,v). L'intégrale
f° F(x, Noa EI) qu do
sera, par définition, la valeur de l'intégrale (1) étendue à la portion de la surface de l’espace à quatre dimensions (x,,%»,%3,%:) qui correspond à l'aire À du plan (4,6). Si l’on permute x et y, on aura une seconde intégrale égale et de signe contraire ; d’après nos conventions antérieures sur les intégrales multiples des espaces à un nombre quelconque de dimensions, nous regardons cette
seconde intégrale comme étendue à l’autre côté de la surface. Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de
l'intégrale; en remplaçant x et y par leurs valeurs, et posant F=P+ 10)
PET
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on obtient
D(æ1,%3) D(x2,%) "ND (re DE TE) INRA ee eme Loue renal eé
Nous avons donc, pour la partie réelle et pour le coefficient de ?, les deux intégrales de surface
1f Pda; dx; — dr:dx,) — Q(dx: dxs+ dx;dæ,), JF Que des— dede) + P (dede; + dridm),
intégrales de même forme que celles qui ont été étudiées au Chapitre I* (n° 11). Ceci étant bien compris, cherchons avec M. Poincaré si l’on peut étendre, à ces intégrales doubles, le théorème fondamental de Cauchy. En d’autres termes, l’intégrale double ci-dessus reste-t-elle invariable quand on déforme la surface d’intégration en la faisant toujours passer par le même contour?
Nous allons voir que la réponse est affirmative, c’est-à-dire que les conditions trouvées au paragraphe précédent sont vérifiées. Prenons la première de ces intégrales
il P(dx; dxs— dx: d2,) — Q(dr:dxr3+ dr; dx,).
Si nous l’écrivons, comme plus haut, sous la forme
TES dr; dæy,
on doit poser
b A3 = — A3 re Au = — Aus = — 2 Q As3—=— A3 = — = Q Au=—Ay=— me
et tous les autres A sont nuls.
Or, nous avons 101 quatre conditions à vérifier, puisque quatre
DES INTÉGRALES DE FONCTIONS RATIONNELLES. 51 est le nombre de combinaisons de quatre lettres Lrois à trois. Soit d’abord la condition
DE | F
elle se réduit à 0Q oP
Se — 0 0®: 0T J
et celte condition est vérifiée puisque P+:Q est une fonction analytique de +, + 1x2. Prenons encore
07, CEA ” Ô0T2 + Elle se réduit à oP 2Q Er 0x1 Ch ?
condition qui est également salisfaite. On s’assurera de la même manière que les deux conditions restantes sont vérifiées. Il en est aussi de même pour la seconde intégrale : nous pouvons donc affirmer que le théorème de Cauchy s'étend aux intégrales doubles.
2. Le théorème de M. Poincaré, que nous venons d’établir, peut, comme dans le cas d’une seule variable, s’'énoncer sous une autre forme. Considérons dans l’espace à quatre dimensions (ti, Le, æ3, T1) Une surface fermée; "une telle surface, "par exemple, pourra être obtenue en prenant
Ti= pu, ®), (ê=1,2,3,4),
les © étant des fonctions de w et», périodiques par rapport à w et par rapport à v. Supposons que cette surface se déforme d’une manière continue et puisse ainsi être réduite à un point ou à une ligne de telle manière que, pour l’ensemble des valeurs de x et y rencontrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F ne cesse d’être bien déterminée et continue. La valeur de l'intégrale ne changera pas pendant celte déformation; elle ne pourra donc être que zéro, puisque l'aire de la surface d’intégration tend vers zéro. Nous pouvons donc dire que, sous les condi-
tions indiquées, l'intégrale double
[ren dx dy,
étendue à une surface fermée, est nulle.
II. — Des résidus des intégrales doubles de fonctions rationnelles (1).
3. Si une surface fermée ne peut être réduite à un point ou à une courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des
systèmes de valeurs de zet de y, pour lesquelles F(x, 7) devienne infinie ou indéterminée, la valeur de l’intégrale pourra être différente de zéro : on appelle alors cette valeur un résidu de l’intégrale double. Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas où le continuum d'intégration reste tout entier à distance finie. Prenons d’abord un exemple très simple; soit l'intégrale
P(æ, y) étant une fonction holomorphe de x et y dans le voisinage de æ—0, y —0. Je considère la surface définie par les
deux équations æ = R eui, DA NEn
les paramètres réels z et # variant de o à 27 : c’est une surface _ fermée. La valeur de l'intégrale sur cette surface est
2T 2T = ui 4 P(Rexi, R'e°i) du dy, 0 0
dont la valeur est manifestement — Âr?P(0, 0).
On aurait pu prendre, comme surface d'intégration, l’ensemble
(*) La notion de résidu des intégrales doubles de fonctions rationnelles est due à M. Poincaré (Sur les résidus des intégrales doubles, Acta mathematica t. 11). Le point de vue auquel nous nous plaçons ici est celui qui à été ado té par M. Picard, dans son Mémoire sur les fonctions algébriques de deux (Journal de Mathématiques, 1889), dans le tome II de son 7raité Fe ‘se (p. 256), et dans le tome CXXIV des Comptes rendus. k
de deux courbes fermées C et C/ entourant une fois l’origine dans les plans respectifs des variables x et y. Le résultat aurait été le même. Suivant le sens d'intégration sur les deux courbes Get C?, on peut obtenir des résultats de signes différents.
L'intégrale double 4h rs dx dy
nous donne, dans les mêmes conditions,
27 ,h2T Reis [ f P(Revi, R'evi) e—Un-tllui e—(n—1)vi du dv, Ai) 220
et, en développant P(x, y) suivant les puissances de x et y, il restera simplement, comme valeur de l'intégrale,
AT? om+n—2 P as (m—i)!(n—:)! = He.
LUS
4. Présentons immédiatement quelques considérations générales. Soit l'intégrale [RES dx dy, NEA) #
P et À étant deux polynomes en x et y, réductibles ou irréducübles. Pour une valeur donnée à y, l'équation en x
a un certain nombre de racines. Traçons dans le plan de la variable x un contour fermé C contenant à son intérieur un certain
nombre de racines Di, Lo, ..., To
de l’équation précédente. Quand y varie d'une manière continue, les æ varient d’une manière continue; déformons en même temps d’une manière continue le contour C de manière que les racines Lis Los --., A restent toujours à son intérieur et que les racines de l'équation A, primitivement extérieures à C, lui restent toujours extérieures. Supposons que la variable y décrive alors dans son plan un contour fermé T tel que, quand elle revient au point de départ, les racines æ4,, æ&», ..., æ, reprennent la même valeur ou soient seulement permutées entre elles, et que le con-
tour G puisse à l’arrivée reprendre la même position qu au départ. Dans ces conditions, l’ensemble des courbes C, correspondant aux divers points de l, peut être regardé comme formant un continuum fermé à deux dimensions dans l’espace à quatre dimensions. La fonction rationnelle
Pt 2)
A(Z, y) reste finie pour tous les points de celte surface, et la valeur correspondante de l'intégrale double est en général différente de zéro.
5. Faisons une première application de ces généralités. Nous envisageons l'intégrale
P(x,y) Jfenrentr
Q et R étant deux polynomes, et nous supposons que le point æ— 0,7 —0 soit un point simple de rencontre des deux courbes
Q—=oetR— 0. Pour une valeur de y voisine de zéro, l’équation Q — o à une racine x, voisine de zéro, et l'équation R = o une racine æ, voisine de zéro, de telle sorte que
O(wr, mn), R(x,Y) = 0.
Prenons comme courbe C une courbe dans le plan des x entou-
Fig. 8.
° La
rant æ, et laissant æ, à Son extérieur. Quand la variable y décrit autour de l’origine une courbe fermée T suffisamment petite, les points +, et +, reviennent à la fin à leur position initiale, et si C, en se déformant, reste suffisamment rapproché de x,, il laissera toujours æ, à son extérieur. On peut par exemple supposer, si l’on veut, que C est un cercle de rayon assez peut, ayant +, pour centre.
Cherchons la valeur de l'intégrale prise le long de la surface
fermée correspondant à T et à l’ensemble des courbes C. Laissant d'abord y constant, nous avons à prendre, dans le plan des x, l'intégrale P(x,y) ——— —"""— dr.
Je Q2 TI) R(&,7) Il faut donc calculer le résidu par rapport à +, de la foncuon rationnelle P(x,y) F Q(z,7)R(x,7)
Nous avons, pour valeur de cette première intégrale,
ri P(æ%1, y) Q2(21,7) R(z1.7)
et il faut prendre maintenant dans le plan des y
5 IAE y)
TT D
TE Qz( T1, ) R(æ1,Y) “
Au dénominateur, R(x,, y) est une fonction de y s’annulant
pour y = 0. Or, le résidu pour y — 0 de la fonction sous le signe d'intégration est
P(0,0) d | ! = R 5 Q',(0,0) = (æ1 = Or 9Q d = OR'dr, , dR : OR dy, M D NE en 0 0 DEA
On trouve donc, pour la valeur de l’intégrale,
P(o,0) (5 OMR me)
— kr
Il est aisé de vérifier que si l’on avait pris un contour C enveloppant les deux racines x, et æ,, la valeur de l'intégrale aurait
été nulle.
6. Un cas présentant une grande analogie avec celui qui vient
56 CHAPITRE Ill.
ne DETTE me de nous occuper est celui où l’on aurait lintégrale
PCI) jp d bre A la courbe A(x, re — © ayant un point double à l’origine. Nous
avons pour y voisin de zéro deux racines +, et æ#,; nous considérons les mêmes courbes que plus haut. On a alors à calculer
P(z1,7) d A Az(z1,#)
TL
Le résidu de la fonction sous le signe d'intégration est
dax UE Te : :
Or, pour 0, me satisfait à l'équation du second degré
” dx 2 7 dæ 7 Ar 72 + (0 + Ay:= 0, et l’on trouve alors de suite pour valeur de l'intégrale
Po) :
[VCAL, D — A AR eo
Ceci suppose que l’on n’a pas un point de rebroussement. Dans ce cas, les deux racines +, et æ, se permutent quand y tourne autour de l’origine, et pour que la surface considérée soit fermée, il faut que y tourne deux fois autour de l’origine. On a alors à
prendre l'intégrale 12 (gène æ) y 2T4 1e AG)
: : LE SA le long d’une courbe entourant deux fois l’origine, et l'intégrale est nécessairement nulle.
T. Après ces exemples, revenons aux considérations générales du n° 4. Le cas le plus simple serait celui où le contour C ne contiendrait qu’une seule racine æ, à son intérieur; il faudrait alors que le contour T du plan des y fût un cycle pour la racine x,
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de l’équation A(æi, ÿ) 10
de telle sorte que x, revienne à sa valeur initiale quand y décrit F. En intégrant d’abord, en laissant y constant, nous avons
Puy) DUT ERA
et l'intégrale cherchée est égale à
; P . dk RARES + hi AT) Elle est donc égale à une période d’une intégrale abélienne
relative à la courbe A(x, y)— 0 ou à une de ses courbes composantes, dans le cas où À serait réductible.
Soit maintenant d’une manière générale T1, Ta, 3 Ty,
un ensemble de racines situées dans C et se permutant les unes dans.les autres quand y déerit T. Nous pouvons substituer à CG un certain nombre de courbes fermées de telle sorte que chacune d’elles ne contienne que des racines se permutant circulairement les unes dans les autres, et notre surface primitive sera ainsi remplacée par un certain nombre de surfaces plus simples. Il suffira de considérer l’une d'elles, et de supposer par conséquent que C’ ne renferme que Z4, T2, ..., Zu, en admettant que celles-ci se permutent circulairement. Nous aurons comme valeur de l’intégrale
, EI CP Crea En) 2 2TT ; Le + — + — dy.
( ) étre Az(t2,) Ar(Tu ) 1
Or, d’autre part, la courbe F parcourue 1 fois formera évidem-
ment un cycle pour la racine +, ; formons alors l’intégrale
HP
2T = — ) Ax(t, y)
dy
le long du cycle ainsi défini. La valeur de cette intégrale sera égale à l'expression (2), les différents termes de cette expression
correspondant aux différents tours faits sur la courbe T. Vous retrouvons donc encore, comme plus haut, une période d’intégrale abélienne.
Prenons, comme application, l’intégrale double
dx dy ( ES
On formera l'intégrale simple
D DU "A 3 J
æ étant lié à y par la relation D Ve
Les deux périodes de cette intégrale elliptique de première espèce seront les résidus de l'intégrale double (3).
8. Nous venons d'indiquer une classe très étendue de surfaces fermées pour lesquelles la valeur correspondante de l'intégrale double se ramène à une période, polaire ou cyclique, d’une intégrale abélienne. On peut se demander si la valeur de l'intégrale double d’une fraction rationnelle
prise suivant une surface fermée arbitraire, assujettie seulement à ne pas rencontrer le continuum définit par l’équation
se ramènera à une somme de multiples des valeurs que nous venons de trouver. La réponse est affirmative, et c’est ce théorème que nous allons établir.
D + 5 . . A SION POSE LT = Li +1», Y—=Yi+iy», toute surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre
Ti, Lo, Jr Po:
Nous supposons que le champ d'intégration ne corresponde pas à æ arbitraire, y restant constant, auquel cas l'intégrale serait nulle.
Nous admettons aussi que le polynome A(zx,y)et ses divers facteurs irréductibles (s’il est réductible) contiennent simultanément æely, comme on peut loujours le supposer, en ayant fait préalablement une substitution linéaire.
Pour une valeur donnée à y,, l'équation
A(æ,y)=0, ou, ce qui revient au même, les deux équations
A1 (Dr, De, Vis Va) — 0
A2 (T1; La, Vis Ja) = 0 | En) ee el
définissent un ensemble de valeurs de +,, 2,3, que l’on peut regarder comme représentant un certain nombre de courbes
. L (PES ù à gauches « dans l’espace à trois dimensions (æ,, x, y1). Chaque plan
y —consis
rencontre les courbes 4 en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir : le nombre des racines de l’équation A(x, y)—=0 pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour certaines valeurs de y: en nombre fini, l’ensemble des courbes « ne présente pas de points multiples; les valeurs de y», pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de z dans les valeurs de y pour lesquelles l’équation A(x,y)= 0 a une racine multiple.
Ceci posé, revenons à notre surface fermée S d'intégration conçue tout à fait d’une manière générale. La surface étant tout entière à distance finie, il n’y aura de points de la surface que pour des valeurs de y, comprises entre deux certaines limites &, et & (ay Las). Quand y, en croissant devient égale à &,, une courbe correspondante commence à paraître sur S. Deux cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans toute autre hypothèse la surface ne serait pas fermée. La courbe ne peut d’ailleurs, pour y:— @&,, se réduire à un point si l’on veut que l'intégrale soit différente de zéro, car pour y arbitraire la courbe correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des courbes ©, et l’on pourrait, par une déformation continue, réduire
à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface. Nous avons donc pour y:—4@, une certaine courbe, enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y» croît, celte courbe se dédouble, et l’on a ainsi pour y: arbitraire des couples de courbes qui, pendant la variation continue de y, ne peuvent disparaître que deux par deux en venant à coïncider. Nous désignerons par C une de ces courbes correspondant à une valeur d’ailleurs quelconque de y2.
Considérons alors une courbe C et les lignes & qui correspondent à la même valeur de y2. Par cette courbe C faisons passer une surface È ayant C pour contour. Cette surface rencontrera une ou plusieurs lignes 4; soient M ces points de rencontre. Une déformation continue de C permettra, en supprimant des lignes parcourues deux fois en sens inverse, de la réduire à de petites courbes entourant les points M. On pourra ensuite déplacer ces dernières courbes de manière qu’elles soient chacune dans un
plan
Jaiconste
toutes ces réductions et tous ses déplacements s’effectuant d’ailleurs sans traverser les lignes +. ;
De cette façon nous avons remplacé la surface initiale S par un certain nombre de surfaces engendrées par une petite courbe située dans un plan
K étant une constante, qui varie avec y: suivant une loi en grande partie arbitraire. Chacune de nos nouvelles surfaces rentre dans le type des surfaces étudiées au numéro précédent; l’ensemble des valeurs de y: et de y, donne sur le plan de la variable y une courbe fermée, et à chaque point de cette courbe fermée correspond une petite courbe dans le plan de la variable x. Le théorème est donc établi.
On pourrait encore l’établir de la manière suivante. Nous avons désigné par a, et a; les valeurs entre lesquelles varie Fe soient parcillement b, et b, les valeurs entre lesquelles varie y,. Quand y, va en croissant de a, à &>, chacune des courbes & engendre une portion de surface, et l’on a ainsi autant de /ames de surface qu'il y a de racines. Ces lames ne se coupent pas et se
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touchent seulement aux points qui correspondent aux racines multiples. L’intersection de cette portion de surface par un plan J1= K se compose donc d'autant de portions de courbe 6 qu'il y à de racines, ces courbes ne se coupant pas et pouvant seulement être tangentes.
Revenons maintenant à notre surface d'intégration. À chaque valeur de y: correspondront une ou plusieurs courbes fermées C dans l’espace +,,æ2, y, et l’ensemble de ces courbes déterminera une surface fermée S complètement comprise entre les plans Yi bi, y1= b2. Cette surface pourra couper une ou plusieurs des lames de À définies précédemment, mais elle ne pourra en traverser complètement aucune. Envisageons en effet une courbe d’intersection de S avec une des lames de A. Sur cette courbe, considérée comme appartenant à À, y, varie de &, à &>, et considérée comme appartenant à S, y, varie entre des limites au plus égales. Si donc l'intersection était complète, ilexisterait au moins sur la surface d'intégration un point appartenant à A.
La surface S possède donc un certain nombre de trous, par lesquels passent une ou plusieurs lames ou portions de lames de A et l’on conçoit que l’on puisse, par une déformation continue, substituer à la surface S une nouvelle surface à trous, tangente aux plans y = b,, y1—= D, et par lesquels passeront entièrement une ou plusieurs lames de surface A.
On peut donc considérer la surface d'intégration comme définie par deux équations de la forme
Pet Ja) 0 P2(%1, Z2, Vis Y2)= 0;
c’est-à-dire qu’elle est située dans l’espace æ,, æ2, y1, y'a sur une sorte de cylindre indéfini, P;(æx1, æ2, Y1)—= 0, qui ne rencontre pas la portion de A définie plus haut. On peut alors, par une seconde déformation continue de la surface d'intégration sur ce cylindre, lui substituer une nouvelle surface définie par des équa-
lions de la forme
ce qui suffit pour établir le théorème énoncé.
Il est donc démontré que tout résidu de l'intégrale double
FREE y) dx dy
A(æ, 7) peut être regardé comme une période logarithmique ou cyclique d’une ne abélienne.
9. Considérons, comme application, une intégrale double étudiée il y a longtemps déjà par Didon [ Sur une formule de Calcul intégral (Annales de l’École Normale, 1873)]. Ce géomètre, guidé sans doute par la pensée de trouver le nombre des racines communes à deux équations simultanées
racines pour lesquelles l’x fût compris dans un certain contour C du plan des x, tandis que ly devait être à l’intérieur d’un contour (/ du plan des y, considéra l'intégrale double
ES
EE la variable + décrivant C et la variable y
décrivant C/. On suppose, bien entendu, qu’il n’y a pas de système (æ, y) annulant soit f, soit © pour lequel x soit sur CG et y sur C. Cette intégrale offre évidemment une certaine analogie avec l’in-
tégrale de Cauchy of
ox — dx, J .
qui est égale au produit par 2 rt du nombre des racines contenues dans C.
Didon démontre que l'intégrale (4) est égale au produit de (27é)? par un nombre entier, mais ici ce nombre entier n’a en général aucune relation avec le nombre des racines communes aux deux équations. Au point de vue où nous sommes placés, le résultat de Didon devient é évident, et l’on peut même lui donner
une forme plus générale en considérant l’intégrale double
nee dr dy
étendue à une surface fermée quelconque à deux dimensions S de l’espace à quatre dimensions, pourvu que sur cetie surface fe soit toujours différent de zéro. Posons
à la surface S de l’espace à quatre dimensions (+, y) correspond une surface fermée E de l’espace (X, Y); on a donc à considérer
l’intégrale double TE
Or tous les résidus de cette intégrale double sont égaux à un muluple de (2r4)?; on a donc pour valeur de l’intégrale (4) une expression nécessairement de la forme
TD
pP étant un entier positif ou négatif.
Il serait facile de démontrer directement ce résultat sans recourir à aucune théorie sur les intégrales de fonctions de deux variables complexes; c’est ce que fait Didon. Considérons d’abord l'intégrale
Désignons par x, et y, les valeurs initiales d'intégration sur C et C’; prenons une détermination initiale de
log f (To, Po);
et, dans la suite, log f(x, y) désignera la détermination obtenue du logarithme, quand x et y ont marché respectivement sur C et C depuis æ, et y, dans le sens positif. En intégrant par parties,
on à
of do /
“ CAE ù Q: (Zo, Y) [LE La frosfes nee NES 4 Joe À 9 ti
22 lo ; = Jp verte ne GC
log f(x, y) indique la valeur de log f(x, y) quand æ revient en &,; la différence des logarithmes qui figurent dans l'intégrale double du second membre est donc égale à 272m, m étant un entier. On a de la même manière
of de
dy or De ART Pr(a Vo) y Ji ; Sr J [log f(x, T0) og f(x, Jo) p(X, Yo) 25
2? log — f frosfte n 5 5? dr dy, GC!
et la valeur de log f(x, y,)— log(x, yo) est égale à 2747, n étant un entier. La valeur de l'intégrale (4) se met alors sous la forme
DT LC m fe ay n [20 dr :
c ?(To;, ) C (x, yo)
or on a évidemment
! *à \ 2 Lo, V . (o] FAR :
FRD ay = sein, ED de = orinr, ce P(Los Y) g ?(7; Jo)
m' et n! étant des entiers; nous arrivons donc à — 4r?(mn'— m'n),
qui est bien de la forme voulue. La signification des entiers m et » est d’ailleurs immédiate, mais le coefficient de — 4+? peut avoir une valeur absolue différente du nombre des racines des équations f— 0, 9 — 0, pour lesquelles l'x est compris dans C et ly dans C/.
C'est par une tout autre voie qu’on pourrait obtenir le nombre des racines des deux équations
pour lesquelles l’x est contenu dans le contour C, et l'y contenu dans le contour C’. On sait, en effet, qu'on peut représenter (!) par une intégrale £riple le nombre des racines des deux équations précédentes contenu à l’intérieur d’un continuum fermé E à trois dimensions situé dans l’espace à quatre dimensions (x, y); cette intégrale triple est étendue à ce continuum 5. Il suffira ici de prendre pour continuum Ÿ la somme du continuum obtenu en donnant à æ une position quelconque à l’intérieur de C tandis que )° reste sur C/, et du continuum analogue qui correspond à x restant sur C tandis que y occupe une position quelconque à l'intérieur de C/. La solution du problème proposé est donc fournie par une intégrale triple, et non par une intégrale double.
10. Faisons, en terminant, une remarque importante (2), qui accuse une différence profonde entre la théorie des intégrales doubles de deux variables complexes et celle des intégrales simples d’une variable complexe. Dans cette dernière théorie on ne peut faire passer le chemin d'intégration par un point où la fonction devient infinie : bornons-nous aux intégrales de fractions
rationnelles ; l'intégrale RPC)
ls QG)
n’a aucun sens, si le chemin d'intégration passe par une racine du polynome Q(z). Il peut en être autrement dans le cas des intégrales doubles ; soit l’intégrale
feet
Elle pourra avoir un sens bien déterminé si la surface d’intégration S rencontre le continuum défini par l'équation
Il en sera ainsi si les points de rencontre des continuum S et
(:) On peut consulter le Chapitre VII du Tome IT du Traité d'Analyse de M. Picard, où sont exposés les travaux de Kronecker et de M. Picard sur ces
questions. | 7 (2) Gette remarque a été faite par M. Poincaré dans le Mémoire déjà cité
(Acta mathematica, t. IX, p. 368).
PASTRS: 5
Q ne forment pas une ligne, c’est-à-dire sont des points isolés, à ; P : : :
et si en ces points le quotient + devient infini seulement du pre-
mier ordre. On sait, en effet, qu’une intégrale double ordinaire a un sens, quand l'élément devient infini en un point À, pourvu
s : Ch" $ : I que la fonction sous le signe d’intégration soit de l’ordre É en
désignant par p la distance du point variable au point A. Prenons, comme exemple, l'intégrale
TJ) area
le rapport : n'étant pas réel. Supposons que la surface S d’inté-
gration corresponde à un ensemble de valeurs réelles de x et y, intégrale aura un sens,
parmi lesquelles se trouvent x — quoique la fonction sous le signe d'intégration devienne infime
pour æ = 0, y = 0 [nous supposons P(0,0):£0]. Nous pouvons, en effet, sur S, poser
.æ=pcosb, MAO ISINU,
p et Ü étant réels : nous avons alors l'intégrale
P(pcos0, psint) Ji a cos0 + b sin0 den
Avec l’hypothèse faite sur le quotient + le dénominateur ne
peut s’annuler pour une valeur réelle de 0, et l'intégrale a, par
suite, une valeur parfaitement déterminée. Le continuum d’intégration et le continuum
ax +by=o ontici, comme seul point de rencontre, l’origine. Les circonstances ; DGA ne À é ; seralent autres sir était réel; il y aurait alors une courbe de
rencontre entre les deux continuum et l'intégrale n'aurait aucun: sens.
2 DE . , Revenons au cas général de l'intégrale
et supposons que la surface d'intégration S rencontre en un point le continuum Q. On déforme la surface S en lui laissant le même contour. Le point de rencontre (x, y) avec Q va se déplacer; il va passer de la position A, de coordonnées (x,, y) à la position A, de coordonnées (æ, 72). La valeur de lintégrale ne restera pas constante, comme dans le cas où S ne rencontrait pas Q; il est facile de trouver la différence des valeurs finale et initiale de l'intégrale. Cette différence sera égale à la valeur de l'intégrale prise le long de la surface engendrée par une courbe infiniment pette entourant le point x, racine de l'équation
quand (x, y) se déplace de (æ,,y:) à (æ:, 2); elle sera donc
égale à l’intégrale simple
(Te, Ys) P(x Y) RARE ANRT #4 Q(r, y) *
comme on le voit de suite, en faisant des calculs analogues à ceux du n° 7.
III. — Des intégrales de différentielles totales de fonctions rationnelles.
11. Nous avons considéré dans la Section précédente des intégrales doubles dans l’espace à quatre dimensions (x,, æ2:, V1, Y'a) qui est le champ de variation des deux variables complexes x et y. D’autres intégrales se présentaient tout d’abord plus immédiatement; ce sont les intégrales de différentielles totales de la forme
faar+8 4.
A et B étant des fonctions rationnelles de x et y, et en supposant vérifiée la condition d’intégrabilité
Dans ces conditions l’intégrale
T,Y Î À dx +B dy
Los Yo
ne varie pas quand on intègre sur une ligne allant du point (&o, Jo) au point (x, y), pourvu que la ligne, en se déformant, garde les mêmes extrémités et ne rencontre aucun point pour lequel A et B cessent d’être continues.
Si l’on intègre le long d’une ligne fermée, on aura une valeur qui ne changera pas quand on déformera la ligne sans traverser aucune singularité des fonctions À et B. Réduisons À et B au
même dénominateur, et soit
622) Q(zx, y) A NE B = ————— ° R(æ, y) R(æ, y) On peut supposer que chacun des facteurs irréductibles du polynome R(+, y) dépende à la fois de x et y; il sera toujours possible d'arriver à ce résultat en effectuant sur x et y une substitution linéaire. Nous allons montrer qu’une ligne fermée arbitraire, ne rencontrant pas le continuum
peut être déformée, sans rencontrer ce continuum, de manière que l’on ait pour tous les points de cette courbe
TALONS
Par chaque point de la ligne L nous pouvons, dans l’espace à quatre dimensions, mener une droite ne rencontrant pas le conunuum R. Si nous partons d’un point déterminé de L correspondantà y: = y; et que nous décrivions ce contour, on peut à chaque point associer une telle droite, celle-ci se déplaçant d'une manière continue; quand on revient au point de départ À, il peut arriver que la droite obtenue en arrivant ne coïncide pas avec celle que l’on avait au départ. Considérons un plan
le lieu des points de rencontre avec ce plan des droites précédentes à 4 [ . À “ ‘À T4 TA forme une courbe L/, non fermée en général, et ses deux extré-
mités & et a! correspondent au point À de L. Une déformation continue, sans traverser le continuum R, permel de passer de L à la ligne fermée À formée du segment de droite À a (sur lequel y a la valeur initiale y}), de la courbe L' et de la droite a'A (y ayant la valeur y,). D'autre part, considérons la ligne correspondant à Y2=y2 et à une courbe arbitraire y allant de a! à a dans le plan Yi= y"; les trois lignes y, a A, A a! forment une courbe fermée située dans le plan y: — 7°. L'ensemble des deux courbes } et N, en tenant compte des parties communes qui se détruisent, se réduit à une certaine courbe fermée située dans le plan
Ji= y?
Il en résulte que la courbe L est remplacée par deux contours : l'un situé dans le plan y; —7", l’autre dans le plan y: = y!{. Chacun de ces contours peut maintenant être ramené facilement à un contour pour lequel on ait
HA TOnste
Prenons, par exemple, le contour pour lequel y, = y. Pour
cette valeur y, les deux équations
R1 (T1; Lo, 1, Y2)= 0
(R—=R1R), R2(T1, Ta, Yi Jr) = 0
déterminent dans l’espace (x,, æ2, y.) des courbes $. Chaque plan y, = const. rencontre les courbes b en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir le nombre des racines de l'équation R(x, y)= o pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour certaines valeurs de y, en nombre fini, l’ensemble des courbes » ne présente pas de points multiples; les valeurs de y», pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de z dans les valeurs de y pour lesquelles l’équation R = 0 a une racine multiple. On peut supposer que y; n’est pas une de ces valeurs singulières et déformer la ligne étudiée de
facon à la faire venir dans un plan Pia
nous avons alors, comme nous le voulions, réduit notre contour
à être dans un plan y = const.
70 CHAPITRE IN. — DES INTÉGRALES DE FONCTIONS RATIONNELLES. Il résulte de là que les résidus de l'intégrale
P dr +Q dy R
sont ceux de l'intégrale relative à la seule variable x
IE y) dx , R(x, y)
Les résidus de la fonction rationnelle de x
EE) R(x,7)
seront par conséquent indépendants de y. Il faut donc nécessairement que la valeur de
21%) ; , . Re (æ1, y) æ, étant une racine de
soit une fonction de y se réduisant à une constante; ceci doit être une conséquence de la condition d’intégrabilité.
SINGULARITÉS D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. DES INVA- KIANTS D’UNE SURFACE AU POINT DE VUE DE LA GÉO- METRIE DE SITUATION.
1. La première question qui se présente dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables est l'étude de ses singularités. On sait que les points singuliers d’une surface algébrique peuvent être extrêmement variés ; une surface peut avoir des points singuliers isolés, ou des points singuliers formant une courbe continue qui est une ligne multiple.
Avant d'entrer dans une étude approfondie, on peut remarquer que la représentation paramétrique des coordonnées d’une surface à l’aide de fonctions algébriques de deux paramètres conduit en général à certaines singularités qu’il sera naturel, à ce point de vue, de regarder comme ordinaires. Prenons d’abord le cas d’une courbe algébrique, et supposons que l’on ait
f et © étant des fonctions algébriques d’un paramètre w. Considérons les deux équations
On a là deux équations à deux inconnues w et uw'. En dehors de la solution w — w/, on pourra avoir un nombre limité de solutions (u, uw’); à ces valeurs, en prenant les déterminations convenables des fonctions f et , correspondra le même point de la courbe, et en général deux branches de courbes passant par ce point. Celui-
ci sera donc un point double, et, par suite, au point de vue paramétrique où nous venons de nous placer, un point double peut être envisagé comme une singularité ordinaire.
Passons maintenant: au cas d’une surface, et partons encore
d’une représentalion paramétrique
où f, ©, Ÿ sont des fonctions algébriques de w ete. Considérons
les équations Ju, v)= f(u, 67,
y(u,v)= Yu, #1).
Nous avons là trois équations à quatre inconnues w, 6, u!, 0". En laissant de côté les solutions u = w!, = v', nous pourrons avoir des solutions dépendant d’une arbitraire, et à ces solutions correspondra en général sur la surface une ligne continue par laquelle passeront deux nappes de la surface; cette ligne sera une courbe double.
Nous pouvons ici aller plus loin, en formant le système
Jftu,v)= f(u',o)= fu, o”), (1) | p(u,v)=qp(u,v')=gp(u",e"),
L(u,8)= Cu’, »')= YCur, v")
de six équations à six inconnues &, w, u!, 6', uw", 0". En dehors des solutions correspondant à
Bis, =", D = p'— "4
il pourra y avoir un nombre limité de solutions, et celles-ci correspondront en général à des points triples de la surface. Par un tel point triple O passeront trois lignes doubles de la surface et trois nappes de la surface se coupant deux à deux suivant ces lignes doubles.
Les trois lignes doubles passant par le point O correspondront respecuvement aux équations que l’on obtient en prenant deux des trois colonnes verticales dans les équations (1) et en égalant
entre eux les termes d’une même ligne. Le point O sera en général un point triple pour la ligne double, et les tangentes aux trois branches de cette ligne seront en général distinctes. Le cône des tangentes à la surface au point O est formé de trois plans, correspondant respectivement aux trois nappes de la surface passant en ce point; on peut appeler un tel point triple un point triplanaire.
2. Un cas particulier très simple et très intéressant d’une représentation paramétrique conduisant, comme ci-dessus, à un point triple est fourni par la surface de Steiner; il nous suffira de rappeler cet exemple. Soient
fie, B), fax, 8), sa, 8), Jia, 8)
quatre polynomes quelconque du second degré en x et 8. Si l’on pose 2 3 nl
on a la surface du quatrième degré qui porte le nom de Steiner. Cette surface a été étudiée par Clebsch (Journal de Crelle, t.67) en se plaçant au point de vue du paragraphe précédent. On voit ainsi facilement, avec la représentation paramétrique, que la surface a trois droites doubles formant un trièdre, et le sommet de ce trièdre est un point triple. Dans le plan (x, 8), les trois droites doubles correspondent aux trois côtés d’un triangle, et le point triple correspond aux trois sommets de ce triangle.
3. Revenons au cas général. On sait que pour les courbes algébriques la réduction des singularités a été faite par M. Nœther à l'aide de transformations quadratiques. L’illustre géomètre d’'Erlangen s’est aussi occupé, à diverses reprises, de la réduction des singularités des surfaces (!), sans traiter toutefois, ce semble, la question dans son entière généralité. Après M. Nœther, on doit
(1) Nous citerons, particulièrement, un Mémoire de M. Nœther dans les Comptes rendus de la Société royale de Güttingen, 1851, etune Note du même auteur dans les Sitzungsberichte de l’Académie de Berlin (1888). Dans ce dernier article est énoncé un théorème très important sur lequel nous reviendrons bientôt.
citer, parmi les géomètres qui se sont occupés de la réduction des singularités, M. del Pezzo (!), puis à un point de vue plus spécial M. Kobb (?}, et plus récemment M. Segre (*) dans un Mémoire très intéressant au point de vue géométrique.
Dans bien des cas, certaines transformations quadratiques peuvent être employées avec profit pour réduire une singularité : c'est ce qu'avait fait M. Nœther, et ce qu’ont fait aussi MM. Kobb et Segre. Supposons, par exemple, que nous ayons un point multiple d’ordre 7» à l’origine; nous aurons l’équation de la surface
(62) O = Pn(T, JV, 2)+ OmH(T, VS) +...
et nous pouvons supposer que les axes ont une position arbitraire par rapport à la surface. Posons
BXL, YEN, ROUTE nous aurons la surface transformée (EF) Em(X, Y,i)+Zpm#1(X, Y, 1)+...= 0.
Considérons d’abord l’ensemble des points de f'autour de l’origine, pour lesquels X et Ÿ restent finies. À cet ensemble correspond l’ensemble des points à distance finie de F défini par les deux équations
Ho; Pm(X, Y, t)—=0,
c’est-à-dire une certaine courbe de F. Il arrivera en général que cette courbe sera une courbe simple de F, et qu'aucun de ses points multiples, si elle en a, ne sera point multiple de F. Alors le point multiple considéré a été remplacé par des points simples dans la surface transformée, et une réduction se trouve faite qui peut être intéressante dans de nombreuses circonstances. Ainsi, dans le voisinage de chacun des points de la courbe précédente, on peut exprimer une des coordonnées à l’aide des deux autres par un développement holomorphe ou, d'une manière
(*) DEL PEzz0, Intorno ai punti singolari delle superficie algebriche ( Sociélé Math. de Palerme, 1892).
(*) G. KozB, Sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables (Journal de Mathématiques, 1892).
Gb) C. SEGRE, Sulla composisione dei punti singolari delle superficie algebriche (Annali di Matematica, 1896).
plus générale, les trois coordonnées, par des développements holomorphes dépendant de deux paramètres; il est clair qu’à l’aide d’un nombre limité de tels développements on peut embrasser tous les points de la surface correspondant à des valeurs de Z dont le module est moindre qu'un nombre e pris suffisamment petit et à des valeurs de X et de Y pour lesquelles les modules de X et Y sont finis, nous voulons dire moindres qu’un nombre déterminé M. Pour les points de la surface primitive f, correspondant à des valeurs de | X | et | Y | supérieures à M, on fera d’autres transformaüons quadratiques que celles que nous avons effectuées, soit
AN IS 2x ou bien encore hot ai ae
On arrivera ainsi à avoir un nombre limité de développements holomorphes de +, y, z par rapport à deux paramètres u et v dans le voisinage de u—0, r—0, qui donneront l’ensemble des points de la surface f autour de l’origine.
Nous démontrons ainsi, dans un cas particulier, un théorème absolument général, comme nous allons le voir tout à l'heure. Cette représentation du voisinage de l’origine sur la surface f, à l’aide d’un nombre limité de représentations paramétriques holo-
morphes, est d’un très grand intérêt.
4. Nous nous sommes placés au paragraphe précédent dans les circonstances les plus favorables. D’autres cas plus complexes peuvent se présenter; bornons-nous, en restant dans le même ordre d'idées, au point double. Le cas général d’un point double est celui où le cône des tangentes est indécomposable; comme cas particuliers, on a celui du point biplanatre où le cône se réduit à deux plans, et celui du point uniplanaire où le cône se réduit à un plan double.
Le cas du point biplanaire général ne donne pas naissance à la moindre difficulté; on aura l'équation de la surface
En faisant encore
DL, DZ GT
on a la surface transformée (F) 0 = Ga(X, Y, 1) + Zops(X) Yon).
La conique p2(X, Y,1)=0 se compose ici de deux droites. Nous avons donc alors, comme correspondant à l'origine sur f, deux droites sur F; ces droites sont simples et leur point de rencontre sera en général un point simple de la surface F. Il en serait autrement si les coordonnées du point double de la conique +, annulaient w;(X, Ÿ, 1); en désignant par & et 8 ces coordonnées, le point (x, $, 0) serait un point double de F.
Si l'on veut continuer la réduction, il faudra réduire ce point double de F qui, en général, sera un point à cône indécomposable, et finalement on aura remplacé le point double primitif de f par certaines lignes simples d’une surface transformée ne passant pas par des points multiples de cette surface.
Arrétons-nous encore sur le point wniplanaire. Dans cette hypothèse +. sera un carré parfait et l’on aura
pa(X, Y, 1)=(aX = 6Y-E70E La ligne droite A ayant pour équations aX+BY+y—o, TT
sera en général une ligne simple de F, mais il y aura sur elle deux points doubles de F, à savoir les points correspondant à Z—0
et à aX+B8Y +y—o, p3(X, Ÿ,1)= 0.
Ces trois points doubles de F, situés sur À, seront d’ailleurs, en restant loujours dans la généralité de la singularité envisagée, des points doubles à cône indécomposable, et la réduction pourra encore s'achever sans difficultés.
Les circonstances seraient différentes si ©3 était divisible par aX+$Y +7); on pourrait, dans ce cas, mettre l'équation de la surface f sous la forme
(Cf) 22+ rh(T, Y,2)+ (x, Y,3)+...= 0.
On aura alors ce que les géomètres anglais appellent un tac-
nodal point. Toutes les sections planes de la surface, passant par un tacnode, ont en ce point un point double où il y a contact de deux branches. La transformation faite plus haut
m=XZ, y=YZz donne
(EF) X2+ XZ 4, (X, Y, 1) + ZL'ECX, 1) +. —=0:
La surface transformée (EF) a pour ligne double la droite == 0: L—=0
et en général les deux plans tangents à la surface en un point arbitraire de cette droite double seront distincts.
9. Après ces cas particuliers, occupons-nous de l’étude générale des singularités. Nous ne suivrons pas les auteurs cités ci-dessus, dans les démonstrations desquels subsistent peut-être quelques difficultés, et nous aborderons le problème d’une autre manière. Mais revenons d’abord un moment sur les courbes planes. On sait que M. Nœther s'est servi, pour dissoudre les singularités d’une courbe plane, d’une succession de transformations quadratiques. Dans un article récent (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1896) M. Vessiot s’est servi pour l'étude des courbes planes d’une transformation intéressante que nous allons rappeler; soit
J(æ, J)=0, l'équation de la courbe donnée sur laquelle on a d’abord fait une transformation homographique arbitraire. Posons
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On aura une nouvelle courbe entre X et Ÿ, qui correspondra uniformément à la première. On la transforme homographiquement, et l’on recommence la transformation précédente; après avoir opéré ainsi un certain nombre de fois, tous les points singuliers de la courbe initiale auront été transformés en points simples de la dernière courbe obtenue. Nous appellerons transformation S une transformation permettant d'obtenir ce résultat.
Ceci posé, considérons une surface algébrique f ayant une Ligne
multiple L (réductible ou non) de nature quelconque. Faisons pivoter un plan autour d’une droite arbitraire ; ce plan, dans chacune de ses positions, coupe la surface suivant une courbe C ayant comme points multiples ses points de rencontre avec la ligne L. Or au moyen d’une transformation S nous pouvons transformer la courbe C en une autre telle que les points multiples de C correspondent à des points simples de la courbe transformée; quand le plan pivote autour de la droite, nous pouvons faire usage d’une transformation S variant elle-même d'une manière continue, et telle que les coordonnées du point transformé soient des fonctions rationnelles des coordonnées du point primitif. On remarquera que pour certaines positions particulières du plan la courbe aura des singularités plus complexes que pour une position arbitraire ; pour ces positions on devra alors employer pour former S un plus grand nombre de transformations élémentaires. C’est le maximum de ce nombre que l’on devra prendre dans tous les cas, pour être assuré d’avoir une transformation qui dissolve les singularités de la courbe C pour toutes les positions du plan. On obtient de cette manière une transformation, que nous pouvons, en employant les coordonnées homogènes, mettre sous la forme
: : ui Z E PCT, 5 1) Pre 0) Pa(x, y,4,6) PA en)
les P étant des polynomes homogènes de même degré en x, y, z,t. Les polynomes P s’annulent tous les quatre pour la ligne mulüple L. Les formules précédentes font correspondre à la surface f une surface Ê, et à la ligne multiple L de f correspond sur F un certain nombre de lignes simples ne passant pas par des points muluiples de cette surface; ceci résulte évidemment de ce que dans chaque section tous les points multiples ont été transformés en des points simples de F; la transformation qui a réduit la ligne muluple L a fait naître d’autres singularités, mais le point essentiel pour nous actuellement est /a réduction de la singularité formée par toutes les lignes multiples de la surface.
Le théorème qui a été démontré tout à l’heure (n° 3) dans un cas très particulier résulte immédiatement de ce qui précède, dans toute sa généralité. A la ligne multiple L de a correspondent sur F des lignes simples, et il est clair que pour de telles
lignes on peut avoir, au moyen d’un nombre limité de développements holomorphes, l’ensemble des points de la surface situés dans leur voisinage.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface avait seulement comme singularités des lignes multiples. Il pourrait y avoir en outre des points singuliers isolés, mais ceci n’est la source d'aucune difficulté et les mêmes considérations sont applicables. On réduira en effet cette singularité en transformant les sections faites par un plan pivotant autour d’une droite qui passe par le point multiple. En combinant ces diverses transformations, on arrive ainsi en définitive à une transformation de la forme indiquée plus haut
ie Je M a. Z e T Fe cle Pr, rasu)n Pile yet) L Pt yat)
qui réduit toutes les singularités de la sur face. Les polynomes P ne s’annulent simultanément que pour les points ou lignes multiples de f, et, sur la surface transformée F, des points simples correspondent aux points singuliers de f. La surface F aura d’ailleurs en général des lignes multiples qui correspondent à des ensembles de couples de points simples (x,7,3,t)et(x!,y',z/,#) de la surface f, pour lesquels les rapports des polynomes P ont même valeur.
6. La réduction des singularités de la surface est achevée, mais on peut aller plus loin, en cherchant à diminuer autant que possible les singularités de la surface transformée. Envisageons les
équations 1 — P1%, BR == LEP, sie, or Unit, Lors Ls— Po, D Ne, Daho.
Ta = P3>, Lio = P3Y; Tu = P34, Ta = Pat, Z33 — PT, Zu Piÿ; Gas P,3, Ti Pit.
Nous pouvons regarder (is Paru ie) COMME des Core
données homogènes dans un espace E,; à quinze dimensions (complexes). Une variété V à deux dimensions complexes, que nous pouvons appeler une surface, se trouve ainsi définie dans l’espace E,;. La surface V correspond uniformément à la surface f;
en effet, à un point arbitraire de V ne peuvent correspondre plusieurs points de f, puisque, d’après la forme même des équations précédentes, les valeurs de æ;, y, 7, b'quileur Sins seraient proportionnelles. De plus, cette sur face n'a pas de points singuliers. En effet, tout d’abord, aux points multiples de Ja surface initiale f, ne re OCR que des points simples d’ après la propriété de la transformation
OR re P, TIP, tp. nl
ensuite à deux points simples distincts de la surface f ne peut correspondre le même point de V, car si à deux points (x, y, z, t), (x', y', 3, 0), de f correspond le même point de V, on aura
nécessairement
et ces deux points ne sont pas distincts.
Nous avons donc le théorème suivant : À une surface algébrique quelconque f de l’espace à trois dimensions on peut faire correspondre d’une manière birationnelle une surface n'ayant pas de points singuliers dans un espace à quinze dimensions.
On peut réduire beaucoup le nombre des dimensions de l’espace dans lequel on peut avoir une surface sans singularités correspondant RU RAORTARER CES à la surface primitivement donnée dans l’espace à trois dimensions.
Pour faire cette réduction ultérieure, rappelons quelques généralités sur la notion de perspective prise dans son sens le plus étendu, qui, posée d’abord par Clifford, a été surtout utilisée par les géomètres italiens et particulièrement par M. Veronese dans des recherches d’un grand intérêt. Considérons un espace S, à r° dimensions, où nous désignons les coordonnées d’un point ar-
bitraire par T1, Ta; ….. Ty.
Un espace linéaire S,:, contenu dans S,, est l’espace S, où l’on suppose les + liées par 7 — r' relations linéaires. Un espace S,= sera par conséquent défini par e relations linéaires entre les x.
SINGULARITÉS D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. St
Etant donné un espace linéaire Sr_, contenu dans S,, prenons un point arbitraire À de S,. On peut par A et Sr_) faire passer un espace linéaire S,_,,,; soient en effet
Ur; Ur =o: ….., U,= 0 les p relations linéaires déterminant S,_,; prenons la combinaison A1 Ur + Xe Us +. nie ApUp= 0,
et écrivons qu'elle est vérifiée par les coordonnées du point A. Alors un des À, soit À,, est déterminé en fonction des autres, et nous avons une relation
NE À 9-1 Vo = LE
qui, quels que soient les À, est vérifiée par les coordonnées de À, et qui est aussi vérifiée par les coordonnées des points de S par suite, les équations
V: Æ 0, Va = O, on Ver
déterminent un espace Sr_p+1 qui passe par À et contient Sr_p- Si maintenant on prend l'intersection de S,_,,, avec un espace linéaire D p.13 on a un seul point de rencontre A’, et ce point s’appelle la projection de À sur S,_,, le point de vue étant ici Sr_p- Ainsi, dans cette perspective généralisée, on prend comme point de vue un espace linéaire S,_,, et l’on projette sur un espace Sp
Si l’on prend p—7r, le point de vue sera véritablement un point et l’on projettera sur un espace Sr_1; en parüculier pour r — 3, on a la projection conique habituelle, l’espace linéaire S, sur lequel on projette est alors un plan.
8. Nous avons tout à l'heure considéré un espace à quinze dimensions dans lequel nous avions une surface V sans singularités. Nous pouvons faire, conformément à ce qui précède, des perspectives sur un espace linéaire d’un moindre nombre de dimensions. Prenons comme espace, sur lequel on va projeter, un espace linéaire S; à cinq dimensions; on aura donc ici p—6 et lon prendra par suite pour point de vue un espace So. Nous aurons alors dans S; une surface V’ perspective de la sur-
PRES
face V en prenant S, comme point de vue. La surface V’ n’aura pas non plus de point singulier si S, est arbitraire ; un point multiple de V' devrait correspondre en effet à la fois à deux points distincts de V. Nous aurions donc pour déterminer ce point cinq relations entre les quatre paramètres dont dépendent les coordonnées de ces deux points, et ces relations ne seront pas compatibles si S, et S; sont choisis arbitrairement. Nous avons donc
le théorème suivant :
A une surface algébrique quelconque HE = 0
on peut faire correspondre birationnellement, dans l’espace à cinq dimensions, une surface n'ayant aucune singularité.
Le raisonnement précédent montre encore que, si l’on projetait sur un espace S,, on obtiendrait dans cet espace à quatre dimensions une surface ayant seulement des points singuliers isolés. Enfin, projetons dans un espace S;,, en prenant par conséquent comme point de vue un espace S,,; la surface perspective va avoir une ligne singulière puisque le nombre des équations à écrire est égal à trois et que nous avons quatre inconnues, ce qui est à rapprocher d’ailleurs de ce que nous avons dit au n° 1. Les singularités seront alors, pour S, et S,, arbitraires, une ligne double généralement avec des points triples, comme nous l’avons vu dans ce même numéro. Par suite :
A toute surface algébrique J(Z, D) =0;
à singularités quelconques, on peut faire correspondre birationnellement une surface
FIXANT AZ) — 0, n'ayant d’autres singularités qu’une courbe double avec des
points triples, ces singularités étant les plus générales de leur nalure.
Nous donnerons souvent, par la suite, le nom de singularités ordinaires aux singularités précédentes. Les points triples de la
courbe double sont en même temps des points triples de la surface; en ces points, le cône des tangentes se réduit à trois plans formant un angle trièdre. Sur une ligne double, les deux plans tangents sont en général différents; il peut toutefois y avoir certains points où les deux plans tangents sont confondus. Ce sont les points que les géomètres anglais appellent pérch-point (pointpince); ces points seront les plus généraux de leur nature.
II. — Définition des ordres de connexion d’une surface algébrique.
9. Nous allons maintenant définir les ordres de connexion d’une surface algébrique. Il est auparavant nécessaire de faire quelques remarques relativement aux variétés qui s'étendent à Pinfini. Dans les études d'Analysis situs faites au Chapitre II, il a toujours été supposé que les variétés étaient entièrement à distance finie. Quand on a des variétés qui s’étendent à l'infini, les nombres relatifs aux connexions peuvent varier avec l’idée que l’on se fait de la nature des points à l'infini.
Prenons d’abord le cas très simple du plan indéfini; c’est une variété à deux dimensions. Quelle connexion linéaire doit-on lui attribuer? Si, comme on le fait dans la théorie des fonctions d’une variable complexe, on assimile le plan indéfini à une sphère par inversion, on est ramené à la variété formée par la surface d’une sphère, et l’on doit prendre, comme on le fait,
Pi= x:
On pourrait toutefois se placer à un autre point de vue. Le plan indéfini correspond à l’ensemble des valeurs de x et y variant entre —+ et +; on peut transformer l’axe des x en une circonférence, et pareillement pour l’axe des y. On a alors la variété formée par deux circonférences, considérée au Chapitre IT (n° 17); pour celte variété, on a
DE de
Par conséquent, suivant le point de vue auquel on s’est placé, on a des nombres différents pour exprimer l’ordre de connexion linéaire p, d’un plan simple.
8/ CHAPITRE 1YV.
Ceci dit, si nous considérons une surface algébrique
nous avons là évidemment une variété à quatre dimensions réelles. Si nous voulons la regarder comme une variété fermée, nous devons la ramener tout entière à distance finie, ce qui va préciser la facon dont on envisagera les points à infini. On pourrait faire différents choix, mais si l’on veut laisser à la variable complexe son autonomie, il faut se représenter x, y, 3 comme des points situés chacun sur une surface sphérique correspondant à cette quantité complexe. On aura alors, représentée par l’équation f =, une variété fermée située tout entière à distance finie.
Relativement à la valeur de ses ordres de connexion, une circonstance pourrait gêner. Notre variété se coupera elle-même, si la surface f a des points singuliers. On évitera bien aisément cette difficulté en se reportant à la surface V de l’espace à cinq dimensions qui correspond uniformément à f; on représentera sur une sphère chaque coordonnée complexe de l’espace à cinq dimensions, et la surface V définira une variété fermée à quatre dimensions réelles, située tout entière à distance finie, et ne se coupant pas elle-même.
Ayant maintenant une telle variété, nous savons qu’elle a trois ordres de connexion
Pi; Pa Pa; correspondant respectivement à une, deux et trois dimensions. Mais, d’après le théorème général établi à la fin du Chapitre précédent, on a Pi P3;
et nous avons, par suite, seulement à introduire, dans la théorie des surfaces algébriques, les deux nombres
Pi et P2; correspondant respectivement à la connexion linéaire et à la connexion à deux dimensions (). Nous allons nous occuper,
(*) Ces deux nombres ont été introduits pour la première fois dans la théorie des surfaces algébriques par M. Picard, dans son Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables; les notations étaient un peu différentes, p, et p, étant remplacés par p,+r et p,+rt.
dans les Sections suivantes, de la connexion linéaire. Prenons seulement ici le cas particulier de l’espace à quatre dimensions correspondant aux deux variables complexes indéfinies æ et y. Quels ordres de connexion devons-nous attribuer à cette multiplicité? Nous avons à considérer les deux surfaces sphériques correspondant aux variables complexes æ et y, et nous avons par suite le conunuum déjà considéré au n° 19 du Chapitre IL, c’est-à-dire que l’on doit prendre
Pi=Tt]; =
Tels sont, au point de vue où nous nous plaçons, les ordres de connexion pour l’espace indéfini (x, y).
Lorsqu'il s'agira de la détermination des nombres p, et p», les considérations purement géométriques présenteront le plus souvent de grandes difficultés, que l’on évitera en se plaçant au point de vue transcendant (Chap. IT, n° 18), c’est-à-dire en envisageant le nombre p comme représentant le nombre de périodes distinctes de certaines intégrales. C’est à ce point de vue que nous nous placerons ultérieurement pour la détermination de p1.
III. — Généralités sur la connexion linéaire dans les surfaces algébriques (!).
10. Nous allons approfondir l'étude du nombre p,, et démontrer tout d’abord un théorème fondamental relatif à ce nombre, à savoir qu’él est, en général, égal à l’unité; c’est seulement pour certaines surfaces particulières que p, est supérieur à un.
Un cycle linéaire est un continuum fermé à une dimension (réelle). Si la surface est donnée par l'équation
on peut, en particulier, considérer dans l’espace à quatre dimensions relatif aux deux variables complexes x et y, une courbe fermée telle que, en partant d’un point (r4, 34) de cette courbe,
(*) E. Picarp, Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes (Journal de Mathématiques, 1889).
avec une valeur initiale z, pour 7, on revienne au point de départ avec la même valeur de 3. On suppose, bien entendu, que la courbe ne rencontre aucun système de valeurs singulières de la variable z considérée comme fonction de x et y. Ces valeurs singulières seront évidemment fournies par les deux équations
HER 2)= 0) JET VI2)=10, L'élimination de 3 entre ces deux équations donne une équation R(x, y) 0»
Nous ne diminuons pas la généralité, en supposant que celte équation R contient x, dans le cas où elle est irréductble, et qu'il en est de même de chacun de ses facteurs si elle est décomposable en plusieurs autres; il suffit de faire préalablement une transformation homographique pour réaliser cette condition, qui peut encore s'exprimer en disant qu'il n’y a pas de singularités définies par une équation y = const.
11. Ceci posé, montrons en premier lieu que tout cycle linéaire peut, par une déformation continue, être ramené à étre situé
dans un continuum M—iconst.
Nous n'avons qu’à reproduire à peu près un raisonnement fait au, n° 11 du Chapitre Ill: En posant x — 7, 0x, Y =Y1+iÿ2, nous pouvons regarder le cyele C comme défini à l’aide des expressions de x,, æ, et y: en fonction de 13 cette dernière variable variera entre deux valeurs extrêmes & el b. Partons sur le cycle d’un point M, correspondant à la valeur y}; quand M parcourt le cycle, menons par chaque position de M une droite de l’espace (x, æ2, 2), qù Ji a la valeur correspondant à M, variant d’une manière continue et uniquement assujettie à la condition de
ne pas rencontrer le continuum R à deux dimensions défini par l’équation
(1) RCE) 0:
Quand Mreviendra en M, la position finale de la droite pourra ne pas coïncider avec sa position initiale. Considérons alors la
variété à trois dimensions (2) J'2 = Le
Chacune des droites rencontrera en un point cette variété, de sorte qu’à chaque point M de C correspond un point » de la variété (2), sauf pour le point M,, auquel correspondent deux points m9 et m,. Nous formons ainsi une courbe fermée H composée des deux segments de droite M, m, et m,Mo (pour lesquels on ay1—=#}), et de la courbe F lieu des points mn avec le sens de mo en m,. Il est manifeste qu’on peut passer de C à H par une déformation continue sans rencontrer R, puisque aucune des droites ne rencontre R. Or, nous allons maintenant considérer H comme une somme de deux courbes. On a pour les points m5 et m,
J1=YY J2=ÿA,
et, en ces points, 3 a des valeurs déterminées z, et z,. Il sera possible, en faisant seulement varier x, de décrire une courbe y allant dans le continuum
pro du point m; au point mn, et telle que z aille de 3, à 2. Il suffit alors d'envisager la courbe fermée formée de
DANCE
et la courbe fermée formée de
Momo, —y et miM;
la somme de ces deux cycles donne le cycle C; le premier de ces cycles est contenu dans l’espace
et le second dans l’espace Ji= 71
Or nous avons vu précédemment (loc. cit., Chap. IT), et il est d’ailleurs évident que tout cycle contenu dans l’espace y =y, c’est-à-dire pouvant être figuré dans l’espace à trois dimensions (Zi, &o, V2), peut être ramené dans le plan y:— y», pourvu que y\ ne soit pas une valeur spéciale, et il en sera de même pour le second cycle en intervertissant y, et y2. Finalement, les deux cycles,
et par suite C, sont ramenés, par une déformation continue, à être dans le continuum FENICEe MERS où le second membre est une constante arbitraire; c'est ce que
nous voulions montrer.
19. Pour démontrer le théorème énoncé au n° 10, plaçons-nous d’abord dans un cas très simple, en examinant le cas où l'équation
de la surface serait de la forme 22 f(x, Yh
et où nous supposerons que f(æ, y) est un polynome arbitraire de degré m. Nous allons chercher à nous rendre compte de la nature des cycles linéaires de cette surface. Donnons à y une valeur arbitraire; l'équation
Ja, 7)= 0
aura 7» racines disuünctes; si l’on considère x comme fonction de y, deux valeurs de + seulement deviendront égales pour chaque valeur singulière de y. Soient, pour une valeur y, non singulière de y,
0 0 0 Lis De, +. Tyn
les m valeurs de x. Nous avons pour y un certain nombre de posi- Uons singulières, et l’on peut, comme on sait, disposer dans le plan de la variable y des lacets partant de y, et jouissant des propriélés suivantes : un certain nombre de ces lacets, dans un ordre déterminé autour de y,, permutent x? et x?, les suivants permutent æ, et æ, et ainsi de suite, jusqu’à un dernier ensemble de lacets permutant æ°, , et æ. Prenons sur un lacet permutant me etæ, un point y! voisin du point de ramification D, on aura deux valeurs z, et x, de x, et x qui seront voisines; entourons-les par une petite courbe -. Quand y varie à partir de y, les valeurs correspondantes des æ varient; pendant cette variation, déformons en même temps la courbe y de manière qu’elle ne rencontre aucun de ces points æ pendant cette déformation (la courbe y pourra alors cesser d’être très petite, du moins dans les deux dimensions). Si, en particulier, y vient en J'o en ayant suivi le
lacet considéré, la courbe y sera devenue une courbe C;, comprenant à son intérieur les points æ® et +9, tandis que les autres valeurs des æ° sont à l'extérieur. Si maintenant y partant de y décrit un lacet permutant +? et æ° et revient en y,, le contour Cy, sera devenu, par une déformation effectuée toujours dans les mêmes conditions, un contour C,, comprenant à son intérieur x? et æŸ, et ainsi de suite. Nous arrivons donc ainsi à tracer sur le plan de la variable x des contours
C9, C3, SONO Ge
enveloppant chacun deux racines et deux racines seulement de l'équation
POEN
Or, tous les cycles de la courbe algébrique entre z et x,
= f(x, yo),
se ramènent évidemment à une somme des contours précédents, et nous avons vu, d'autre part, au paragraphe précédent, que tous les cycles de la surface proposée se ramèneront aux cycles de cette courbe. Mais ces derniers ne sont pas distincts puisque, par une variation convenable de y, on peut, en revenant à 7», permuter les cycles C les uns dans les autres. Nous sommes donc déjà assuré que tous les cycles de la surface se ramèneront à un seul, et nous pouvons supposer que ce cycle unique est le cycle C,2. Enfin, celui-ci se ramène au petit cycle y tracé dans le continuum y —y' autour de æ' et æ,; ces deux dernières valeurs diffèrent très peu elles-mêmes de la valeur x = 4, racine double de l’équation CAO) =
Or, l'équation de la surface peut s’écrire
z?=B(y—b)+A(x— a) +... (AB Zo),
les termes non écrits étant de degré supérieur au premier; il en résulte que le point (a, b,0o) est un point simple de la surface. Nous avons donc un cyele très petit tracé dans le voisinage d’un point sémple de la surface; or, un tel cycle se ramène manifestement à zéro, car, si l’on considère, dans l'équation de la surface, y comme fonction de æ et de 3, on n’a plus aucune singularité.
Nous avons donc démontré que, pour la surface
tous les cycles se réduisent à des cycles nuls; on a, par suite, pour cette surface, pi =
13. Nous avons supposé, dans le paragraphe précédent, que f(æ, y) était le polynome le plus général de son degré, mais on voit facilement que la conclusion sera la même dans bien d’autres cas. Si l’on réfléchit à l'analyse qui vient d’être développée, on voit que son succès tient à la circonstance suivante : £'tant donnés deux groupes de deux racines
) et CAE
on peut, quand f est un polynome général, en faisant décrire à y un chemin convenable partant de y, et y revenant, passer du premier groupe au second. En effet, on peut d’abord transformer chacun des or précédents de manière que l’une de
ces racines soient æ}; On aura ainsi les deux groupes
4 2 (æt,æg) et (zf,zé) (ar, 8 1).
Si 4 — $, la remarque est établie; dans le cas contraire, on pourra faire décrire à y, partant de y, et y revenant, des lacets qui transformeront x, en x sans modifier æ}, et nous avons encore le résultat voulu.
La circonstance indiquée peut se présenter, même quand f(æ,y) est un polynome très particulier. Il suffira que l’on puisse trouver un système de 7 — 1 lacets binaires PUR HA CE TES puis une des deux racines æ°, æ° avec une troisième Fe et ensuite une des trois racines 4 3 LS 5) de avec une quatrième g, 5 CL ainsi de suite. Il en sera ainsi, en parüculier, si tous les points de ramification permutent seulement deux racines.
14. Nous avons considéré (n° 12) une surface d'une forme parüculière; on peut déjà présumer, d’après le résultat obtenu, que, pour la ne. la plus générale de degré m, on aura aussi Fr — ir
Pour le voir nettement, prenons la surface PAIE
soù f(x,y) est un polynome arbitraire de degré m. Les raisonnements, faits pour le cas de » — 2, sont applicables avec bien peu de modifications ; tous les cycles de la courbe
am= f(2,),
où l’on regarde 7 comme un paramètre, peuvent être obtenus de la manière suivante. Soient æ,, æo, ..., &m les m racines de l'équation f(&,7)=0;
on aura un cycle en décrivant p fois un lacet autour d’une racine Zi, et en faisant suivre ce chemin d’un lacet décrit »m — p fois autour d’une autre racine 4. Si l’on donne à y une valeur voisine d’une valeur singulière, on aura deux racines #, el x», par exemple, voisines l’une de l’autre, et les deux lacets, formant le cycle précédent, peuvent être pris très petits, de sorte que le cycle considéré est un cycle infiniment petit. Il n’y a alors rien à changer aux raisonnements faits plus haut : nous sommes encore conduits à des cycles infiniment petits dans le voisinage d’un point simple de la surface, et par suite tous les cycles se ramènent à zéro.
La surface précédente a encore une équation de forme particulière, mais elle n’a pas de points multiples. Or, si l’on prend une surface de degré m sans singularités, et que l’on fasse varier, d’une manière continue, les coefficients de son équation sans que la surface acquière jamais de points singuliers, la connexion linéaire ne variera pas, puisque la surface, pendant sa déformation, n'arrive jamais à se couper elle-même, et que tout cycle infiniment petit ne cesse pas d’être réductible à un cycle nul. Nous avons donc établi que tous les cycles linéaires d’une surface de degré m, sans points singuliers, se ramènent à zéro; on a, par suite, pour cette surface
PI
comme nous l’avons énoncé.
13. Nous avons rencontré, dans les démonstrations précédentes, des cycles infiniment petits autour de points simples de la surface. De pareils cycles se réduisent à des cycles nuls, mais un cycle infiniment petit, dans le voisinage d’un point sin— gulier d’une surface algébri pie peut ne pas se réduire à un cycle nul. On conçoit, en effet, qu ‘à une courbe infiniment petite, tracée dans le voisinage d’un point multiple, puisse correspondre une courbe finie sur la surface sans singularités, d’un espace à cinq dimensions, à laquelle est équivalente notre surface. Pour en avoir un exemple très simple, il suffira de considérer un cône
(x, y, z) 15} de degré m, ayant son sommet en x —y = z — 0. Considérons l'intégrale (3) Q(x,y,2)(x dy — y dx)
Q(x,y, 3) étant un polynome homogène adjoint d'ordre m — 3, pour la courbe représentée en coordonnées homogènes par @ = 0; celle intégrale est visiblement une intégrale de différentielle totale, et l’on peut aussi la regarder comme uneintégrale de première espèce, relative à cette courbe que nous supposerons de genre supérieur à zéro. On pourra avoir, dans le voisinage de
T—0, y —0,:—0, un cycle infiniment petit qui ne se réduise pas à un cycle nul; il est possible, en effet, d’avoir des cycles infiniment pelits pour lesquels la période de l'intégrale précédente sera différente de zéro. Il suffit de prendre un cycle sur la surface de Riemann correspondant à la courbe
PU, PT) — 0 et de poser
n SR
pour z—e, correspond, sur la surface, un cycle infiniment petit si € est infiniment pelit, et pour ce cycle l’intégrale (3) aura une valeur différente de zéro : Le cycle infiniment petit ne se réduira donc pas ici à un cycle nul.
16. Indiquons, de suite, une classe assez étendue de surfaces
pour laquelle le nombre p, sera supérieur à l'unité. Soit une surface f pour laquelle les coordonnées (x, y, 5) d’un point quelconque soient susceptibles de s'exprimer de la manière suivante :
: æ = Ri(a, 8, a’, 8"),
D Al R>(a, B, A 6’ |, SR ter, DU
les R étant fonctions rationnelles des 4 et des 8, et l’on a o(z, 8) =, ÿ(o’, B'}=0,
9 et ® étant des polynomes irréductibles; on suppose, de plus, qu'à un point arbitraire (x,y,3) de la surface ne correspond qu'un seul système de valeurs de (4, 8) et (2x, B').
Si l’on considère les deux surfaces de Riemann correspondant aux courbes © et Ÿ, l’ensemble de ces deux surfaces forme un continuum fermé à quatre dimensions, qui correspond, point par point, à la surface f. Or, nous avons étudié précédemment (n° 21, Chap. Il) ce continuum ; on aura donc
Pi=2P+25p +,
en désignant par pet p' les genres respectifs des courbes o et dU.
IV. — Étude plus approfondie du nombre des cycles linéaires d’une surface donnée (!).
17. Abordons maintenant la recherche du nombre p, relauf à la connexion linéaire d’une surface donnée
Tree) 10€ nous supposerons que les axes sont quelconques par rapport à la surface et que celle-ci n’a que des singularités ordinaires. Nous avons, dans ce qui précède, ramené tout cycle linéaire de la surface
dans un continuum y — C, et étudié sa déformation d’une manière géométrique. Ceci nous a suffi pour montrer que p, était
(:) É. PicarD, Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables, et Sur la théorie des surfaces algébriques au point de vue de la Geometrie de situation et sur les intégrales de différentielles totales (Comptes rendus, 15 mars 1897).
égal à l'unité pour la surface générale d'un degré donné, mais il ne paraît pas possible d'aller bien loin, par cette voie géométrique et de suivre ainsi la transformation des cycles sur la surface
de Riemann (4) (2,9, 5)=0;
correspondant à la relation algébrique entre x et z, surface de Riemann dépendant du paramètre arbitraire y. Quand, dans les formules qui vont suivre, nous considérerons y comme un para-
mètre, nous le surmonterons d’une barre.
18. Pour pouvoir étudier cette transformation, nous allons recourir à une considération qui va jouer, dans la suite, un rôle capital; quelques explications préliminaires vont être nécessaires. Nous partons de la courbe (4). Prenons une intégrale abélienne de seconde espèce, relative à cette courbe pour y arbitraire; nous pouvons trouver une telle intégrale de la forme
( F(x, Y,2)dx Il EE e Ju
où F, quiest nécessairement rationnelle en x et 3, est aussi rationnelle en y. Il est clair, en effet, que, dans toutes les condi- Uons à écrire pour qu'une intégrale soit de seconde espèce, les points doubles de la courbe f figurent de la même manière et, par conséquent, y figurera d'une manière rationnelle dans l’élément différentiel.
Les périodes de l'intégrale (1) sont des fonctions de y; elles satisfont à une équation linéaire dont les coefficients sont des polynomes en y, et dont l’ordre est égal au double du genre de la relation f si l’intégrale est prise arbitrairement (1). Nous désignerons par p le genre de la courbe f, pour y arbitraire; nous avons alors une équation linéaire E d’ordre 2p, à coefficients rationnels, et appartenant à la classe des équations de Fuchs à points singuliers réguliers. Nous n’aurons pas besoin de former
(*) L'étude des périodes d’une intégrale abélienne relative à une courbe algébrique dépendant de paramètres arbitraires a été faite par M. Fuchs, dans deux importants Mémoires du Journal de Crelle (t. Ti et 15):
effectivement l’équation E; il nous suffit de connaître son existence.
19. Les points critiques de l'équation linéaire E sont faciles à trouver : ce seront nécessairement les valeurs de y pour lesquelles le genre de la courbe f descend au-dessous de p. L'emploi du langage géométrique facilite cette recherche ; on à à considérer les sections planes de la surface
HE a) 0)
par les plans y = const. Le genre de la section s’abaissera d’une unité quand la section sera tangente à la surface en un point simple; le point de contact deviendra, en effet, un point double pour la section. Il n’y aura aucune autre valeur singulière de y. Les seules valeurs de y sur lesquelles on pourrait & priort avoir quelque doute sont celles pour lesquelles le plan est tangent à la courbe double, sans être tangent à l’une des nappes de la surface passant par ce point. Pour une section voisine, on a deux points doubles ; pour une section tangente à la courbe double, ces deux points doubles viennent en coïncidence, et l’on a un contact de deux branches, ce qui ne modifie pas le genre de la courbe. Quand la section passe par un point triple de la courbe double, le genre n’est pas non plus modifié, puisque ce point triple remplace trois points doubles d’une section voisine. On voit facilement comment se comportent les intégrales de l’équation E en un point singulier y —d; le plan y — b est tangent à la surface en un point (a, b,c). Nous pouvons toujours supposer que la courbe de la surface, correspondant à F(x,y,z)—c, ne passe pas par les points (a, b, c). Pour y voisin de b, la courbe
a deux poinis de ramification voisins de (a,c); ces deux points de ramification se confondent pour y = b et leur superposition fait naître un point double. Soient (+, z,) et (æ2, 52) les deux points de ramification voisins de (a,c) quand y est voisin de b; dans le plan de la variable complexe x, on a un cycle formé d’une petite courbe enveloppant les points x, et æ2. La période correspondante sera une fonction holomorphe de y dans le voisinage de y = b, et sa valeur pour y — b scra, en général, différente de zéro,
mais elle correspondra alors à une période logarithmique de l’intégrale (1) qui aura, au point (a, c), un point logarithmique. Une seconde période de l'intégrale sera obtenue à l’aide d’un lacet aboutissant au point (æ,, 31), et d’un autre lacet de même origine, convenablement choisi, aboutissant à un point de ramification autre que (æ>, 32). Il s’agit de voir quelle modification subira cette période quand y tournera autour de D; figurons les points æ, et», et l’origine æ#, du lacet. Nous avons à rechercher les modifications des intégrales correspondant à ces lacets, quand x, et x, se permutent. Dans cette permutation, le lacet (x,4,) en trait pleim
To (Lo, 26)
devient le lacet (x94:) en pointillé. Désignons par z, et z,, les deux valeurs de 3 en x, qui se changent l’une dans l’autre, quand on suit l’un ou l’autre des deux lacets. Montrons que l'intégrale ane prise suivant le lacet pointillé, est égale à l'intégrale (1), prise le long du lacet plein (x,æ,) augmenté de l'intégrale prise le long d’une courbe entourant x, et x, ou, ce qui revient au même, de l'intégrale obtenue en parcourant successivement les deux lacets pleins; soient, en effet,
1 1 le L,
e x A S 1 Lo à les valeurs de l’intégrale (1) prises de x, en æ,, en prenant res- , à Fr un : à pectivement 3, et 3, comme valeurs initiales de 3, et introduisons pareillement
SINGULARITÉS D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. 97 donc
Lt (11) (= 1.)
ce qui démontre la relation annoncée.
L'équation E a donc une seconde intégrale non holomorphe autour du point b, et le résultat précédent montre qu’elle forme avec la première intégrale (qui est holomorphe), un système de deux intégrales correspondant à une racine double de l'équation fondamentale déterminante; un terme logarithmique log(y — b) s'introduit dans le développement de la seconde intégrale autour de y — b. Toutes les autres intégrales de l’équation (E) correspondant à des cycles de l'intégrale (1) où ne figurent pas les lacets aboutissant à (x,,3,) et (42, 32) seront holomorphes autour de PEN6:
D'après la forme même de la substitution linéaire, que nous venons d'obtenir, correspondant à une rotation de y autour du point b, le groupe de l’équation E sera formé de substitutions linéaires à coefficients entiers; ce résultat était d’ailleurs évident a priori. Quand y revient à son point de départ, on trouve un nouveau système de périodes, et celles-ci doivent être des sommes de multiples des périodes initiales. |
Remarquons encore que le point y — + ne sera pas un point de ramification pour les intégrales de l’équation E, c’est-à-dire que celles-ci seront méromorphes pour y — +. En effet, si dans l’équauon
on poseæ = x'y, = —2y, on aura une équalion de la forme Fro(g',z)+ y 1o1(x", 3)... =—0,
que l’on peut écrire o(x',z') + eu M(X', 3 )+...= 0.
Pour y — «, la courbe devient
elle est de même genre que la courbe donnée pour y arbitraire et, par suite, y = n’est pas un point de ramification pour les intégrales.
PAtETLS 7
90. Le cas le plus simple d’une équation différentielle telle que E est celui de la courbe hyperelliptique
32—(x— a)(t —@3)...(æ — an)(r —ÿ),
où les a sont des constantes différentes. L’équation différentielle E que l’on obtient alors rentre dans un type bien connu, celui des équations différentielles hypergéométriques: les points singuliers de l’équation différentielle sont les points
ŸY = di; J = A; ….. F — An-1; =D,
et les résultats énoncés au numéro précédent se vérifient immé-
diatement.
21. Ces préliminaires posés relativement à l'équation différentielle linéaire E, revenons à la question de la sransformation des cycles de la surface de Riemann correspondant à la relation algébrique entre x et
fai
dépendant du paramètre arbitraire y. C’est l'équation E qui va nous permettre de suivre la déformation des cycles. Dans le cas général, c’est-à-dire si f est le polynome général en x, y et z, l’équation E sera irréductible; considérons alors les cycles donnant les 2p périodes de l’intégrale (1). Soit pris un de ces cycles et la période correspondante; en faisant décrire à y tous les chemins possibles, nous reviendrons au point de départ avec 2 p déterminations linéairement indépendantes de la période. Suivons alors pendant la variation de y, en même temps que la variation de la valeur de la période initiale, la déformation continue du cycle correspondant; nous arrivons ainsi à 2p cycles, et par suite tous les cycles se réduiront à l’un d’entre eux. Si nous prenons y dans le voisinage de la valeur singulière b, nous pourrons prendre comme cycle initial le cycle très petit entourant les deux points (Li, 1) et (2, 32) voisins de (a, c) (voir n° 10); tous les cycles se ramènent à ce cycle très petit qui se ramène lui-même à un cycle nul, puisqu'on est dans le voisinage d’un point simple de la surface : nous retrouvons le résultat déjà obtenu quépi: pour la surface générale d’un degré donné, et la conclusion précédente subsistera dans tous les cas où l'équation E sera irréductible.
ë à | à Fe 22. Plaçons-nous maintenant à un point de vue un peu différent. Désignons par
Wii, UWo, +, Wop
un système de 2p périodes; toute substitution du groupe de l’équation linéaire E est de la forme
S on i Tes (S) Q;= MmiWI+ MyW2—+... + MopWIp (PEN 0100270)
les m étant des entiers; une telle substitution S correspond à une certaine circulation de y et les Q indiquent ce que sont devenus les w après cette circulation. Les équations S peuvent aussi se lire sous forme géométrique; elles indiquent, si C,, …., GC, indiquent les cycles correspondant aux périodes w,, ©», ..., w2p, que le cycle C,, par exemple, s'est déformé avec la variation de y et s’est transformé en une somme de m, fois le cycle C, plus m! fois le cycle C>, plus etc., plus m4}, fois le cycle Co. Envisageons maintenant le continuum à quatre dimensions représenté par l’équation f(x, y,:)=— 0. Sur cette variété, à chaque valeur de y correspondent, conformément à ce qui précède, 2p cycles Ci, C», …., Cp, et chacun d’eux, par une circulation convenable de y, se ramène à une somme de multiples des autres. L'ensemble de ces cycles et du transformé de l’un d’eux forme donc une frontière complète. Par suite, si l’on considère une intégrale de différentielle totale de la nature de celles envisagées (Chap. IT, n° 16) dans lAnalysis situs, et si l’on désigne par
PUR DRE
ses périodes relativement aux cycles C;, C2, ..…., Cp, la période
correspondant au cycle transformé de C, sera encore P,, et de même pour les autres. On aura donc
(x) P/=miPitmiPit...+ mipPrp (E=1,2,.,.,2p), et à chaque substitution du groupe de l’équation correspondront 2 p équations de cette forme. Il arrivera, en général, que, pour une
substitution arbitraire de ce groupe, ces équations donneront
seulement F0; F0; ……., P:p—o.
Donc, pour une intégrale arbitraire toutes les périodes sont nulles,
Lniv. oi uizonaà Library
Fete) CHAPITRE IV.
et nous retombons alors de nouveau sur le fait que tous les cycles se réduisent à zéro, c’est-à-dire que p, = 1. Mais il arrivera certainement, si p, >> 1, queles équations (x), correspondant à toutes les substitutions du groupe de l'équation (E), pourront être vérifiées autrement qu’en annulant tous les P. Supposons alors que de l’ensemble des équations (7) on puisse tirer 2p —r des quantités P en fonction des 7 autres restant arbitraires, il est clair que les périodes P pourront certainement se réduire à r d’entre elles, et par suite le nombre des cycles linéaires distincts de la surface sera au plus égal à 1
Il n’y a pas théoriquement de difficultés impraticables à calculer r; on peut en effet concevoir que l’on forme le groupe de l'équation, et il suffit de former les équations (r) pour les substitutions fondamentales du groupe. En fait, ces calculs seraient bien pénibles et ce sont des considérations différentes qui nous permettront, au Chapitre VI, de calculer r.
Les considérations précédentes, basées sur l’étude d’une intégrale de deuxième espèce dont les périodes sont fonctions de y, ne nous permettent pas d'affirmer que r est égal à p,; — 1, parce que nous n'avons envisagé, en définitive, que des déformations particulières de cycles correspondant à la déformation de la surface de Riemann f(z, 7, 3)= o. Ce nombre r jusqu'ici doit donc être envisagé comme un maximum de p;—1, mais nous allons établir qu'il est effectivement égal à ce nombre. Il nous suffira pour cela de montrer que l’on peut former une intégrale de différentielle totale ayant sur la surface r périodes arbitraires données à l’avance dont aucune ne provienne d’une courbe logarithmique.
23. Considérons 2p intégrales quelconques de seconde espèce telles que I (n° 18), relatives à la courbe f(x, TV; z) — 0. Désignons-
les (1) par L= fer nn (= 1,2, ...,2p).
Ces intégrales ont chacune 2p périodes correspondant aux
(*) Il sera établi au n° 11 du Mu VI que l’on peut supposer que les F sont des polynomes en æ, y et z
mêmes cycles et ont par suite le même groupe de substitutions. Nous allons chercher si l’on peut déterminer des fonctions rœ-
tionnelles de y &i, @2, CON) @2p)
de telle sorte que les périodes de l'intégrale &li+ @2l+...+ Grplp
ne dépendent pas de y. Soient
h hr le ED COCO
les 2p périodes de 13; nous avons à écrire les 2p équations
9 L 2 Mo} + Gui +...+ GopOiP = Pz CE Er 2);
les P étant des constantes. Supposons que ces constantes satisfassent à l’ensemble des équations (+); je dis qu’alors les 2p équations précédentes déterminent pour les & des fonctions rationnelles de y.
Faisons, en effet, décrire à y un chemin fermé auquel correspond la substitution (S); les équations précédentes deviennent
as 2 MDE tt Di rap0 PIN (= tr," 0p)
Mais d’après les valeurs (S), et puisque les P satisfont aux équations (+), ce système d'équations en a sera identique au précédent. On aura donc pour les & des fonctions uniformes de y et par suite des fonctions rationnelles.
Parmi les constantes P, il yen a r d’arbitraires et aucune d’elles ne provient d’un point singulier logarithmique. Pour le prouver il nous suffit de montrer que la période de l'intégrale relative au chemin d'intégration envisagé au n° 19, entourant deux points de ramification voisins +, et æ#, de la fonction 3 de x, correspondant à une valeur y voisine de b, est nulle. Soit w, cette période qui est une fonction holomorphe de y autour de y — b : il y a une seconde période w, correspondant à un chemin entourant seulement un des points, soit +,, et un ou plusieurs autres points de ramification autres que æ», celte période w, se transformant en &2 + w,. Or, pour l'intégrale considérée, ces périodes sont des
conslantes ; on aura donc
Wa — W9 + Wii
et par suite w, est égal à zéro.
Je dis maintenant qu'il y aura une intégrale de différentielle
totale il R dr +S dy, où R etS sont des fonctions rationnelles de +, y, z, dans laquelle
ai F1 + do F2 +...+ asp Fop.
Pour le montrer, il faut déterminer S ; on devra avoir
os 0R 0x — 0y”
en désignant, bien entendu, par 5 R Ja dérivée parüelle, par rapport
à y, de R considérée comme fonction de x et y.
On pense d’abord à prendre
z) yes SE 1 dE = A es
L'intégration qui figure dans l'expression de S est faite en donnant à y une valeur constante d’ailleurs arbitraire, et x, est une constante fixe. On à f(x, y, :)— 0, et 3, est une racine de l’équaon ro lo
L'expression de S, ainsi obtenue, n’a qu’un nombre limité de valeurs : elle n’est pas fonction rationnelle de æ, y, z, mais de +, J,2et, en plus, de 3,; nous éviterons cette ambiguïté en considérant la somme
(654) (x, 3 (x, 3) jl R(x,Y, 3) dx + Rs Y,2)dx +.. + f R(x,y,2z)d7, (x
los 31) (Xo; Z3) (os 2m)
ee
Z13 32, ++.) Zm Étant les m2 racines de l'équation
(Gr, Va) = 0:
Cette somme a une valeur déterminée, à un multiple près des pé-
riodes, en un point arbitraire (x, y, =) de la surface
TV e)e= 0, et par conséquent mn Sue 7 R(z, 140 z)dx y Toner
aura une valeur unique en chaque point (x, y, 3) de la surface, puisque les périodes des intégrales ne dépendent pas de y. Par suite cette expression sera une fonction rationnelle de x, y, 3, car les points singuliers de cette fonction ne peuvent être des points singuliers essentiels. Nous prendrons maintenant la fraction rauonnelle
Sa dérivée partielle par rapport à x T 0 m AE z)]
sera par conséquent la dérivée partielle par rapport à y de la foncuon R. Nous aurons donc une intégrale de différentielle
totale fRar+say
où R et S sont des fonctions rationnelles de x, y ets. Par hypothèse, pour y constant et arbitraire, l'intégrale
fre, Y, z)dx
est une intégrale de seconde espèce; montrons pareillement que l'intégrale
(5:) ÉCHEL est une intégrale de seconde espèce pour la courbe entre y et 3
x ayant une valeur constante et arbitraire.
Or la valeur de l’intégrale (5) regardée comme intégrale indé-
finie est visiblement égale à
(6) L ‘l R(æ, y,<)dr, 1=1
o» Fi
les intégrales dans (6) étant relatives à la courbe f(æ, Ve z)— 0. Pour un système de valeurs (æ, y, z), l’expression (6) aura un nombre fini de valeurs différentes à des multiples près de certaines périodes qui sont les périodes désignées par P. Il faut montrer que, parmi ces périodes, il n’y a pas de périodes provenant d’un point singulier logarithmique. Nous devons donc étudier l’expression (6) en la regardant comme fonction de y, tandis que x et x, ont des valeurs fixes. Or cette expression aura d’abord comme points singuliers les valeurs de y points critiques de la fonction algébrique z de y définie par f(æ, 4 z) — 0; mais il est évident que ces points sont des points singuliers algébriques. Elle pourrait encore avoir pour points singuliers les points y = b; il faudrait alors, en désignant par x, et x, les deux points voisins de ramification de la fonction z de x correspondant à une valeur de y voisine de b qu'on eût le chemin d'intégration passant entre x, et æ2. Il s’agit de voir ce que deviennent dans ces conditions les intégrales figurant dans (6). Or soit l'intégrale de rang r; les valeurs
initiale et finale sont z; et 3 pour la fonction 3; on pourra certainement trouver un aulre chemin C' allant de x, à x et avec les mêmes valeurs initiale et finale pour la fonction :. La valeur de l'intégrale le long de C pourra donc se remplacer par l’intégrale prise le long du contour fermé formé de Cet C! augmentée d’une intégrale prise le long de C/, La première de ces intégrales donne une période, la seconde sera holomorphe dans le voisinage de y —b. Faisons main-
tenant tourner y autour de à en revenant au point de départ; nous devons prendre.pour (6) la différence des valeurs initiale et finale. Mais, la période étant indépendante de y, cette différence sera nulle, et par suite y — b n’est pas un point singulier logarithmique pour l'intégrale (5).
On pourrait encore démontrer le résultat précédent de la manière suivante : quand y a fait un tour autour de b, il y a eu permutation entre +, et #2, et l’on a alors, au lieu de la figure précédente, la disposition suivante (fig. 11). On voit de suite que l’intégrale prise le long du trait plein est égale à l'intégrale prise le long du trait pointillé, augmentée de l'intégrale prise le long d’un chemin partant de +, et entourant +, et æ2, et cette dernière intégrale est nulle, comme nous l’avons vu précédemment.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que y restait à distance finie. Pour étudier le cas où y est dans le voisinage du point æ, posons, comme au n° 19,
D — 29, Gi cp.
L'expression (6) devient une expression de la forme
J d L 4 LL fl
= Sul RICA AD UE f_æt.
i=1 ‘ Tor#r
z', 3! et y étant hées par la relation
U LL I _ 4 4, PT, 2) + —p1(7, 22)... —10.
% Or, pour y voisin de l'o, les points critiques æ,, æ,, .. de la
fonction z/ de x' définie par cette équation sont distincts et restent distincts pour y =. Il n’y a donc aucune difficulté; la somme (6)
reste uniforme dans le voisinage de y —, et par suite ce point n’est pas un point singulier logarithmique pour l'intégrale (5). Il résulte de cette analyse que, pour æ arbitraire, l'intégrale
ÉCHEL
est une intégrale de seconde espèce pour la courbe f(x, y; 3)=0.
24. Nous venons de former une intégrale de différentielle to-
tale
(7) frar+s dy
où R et S sont des fonctions de x, y et z; elle a r périodes arbitraires. Le long de tout cycle infiniment petit, la valeur de cette intégrale est égale à zéro. La chose est évidente, car la surface n'ayant que des singularités ordinaires, tout cycle infiniment petit peut se ramener à un cycle infiniment petit situé soit dans un continuum y — const., soit dans un continuum æ— const. Or nous avons vu que les deux intégrales
ET et fsæ
sont de seconde espèce : donc la valeur de l'intégrale sera nulle sur le cycle considéré.
Nous allons Uurer de là une conséquence de grande impor- 710 1,2 Fr 0 . = tance. L'intégrale (7) ayant r périodes, il n’est pas possible que
Dit QUE
car alors quelqu’une des périodes proviendrait d’un cycle infiniment petit, et nous venons de voir qu'il ne peut.en être ainsi. Enoncçons donc le théorème suivant :
Le nombre p, relatif à la connexion linéaire de la surface est égal à r +1.
25. Nous n'irons pas, pour le moment, plus loin dans cette étude, qui sera reprise au Chapitre VI, quand nous étudierons les intégrales de seconde espèce. Nous pouvons dire par avance que l'intégrale (7) est une intégrale de seconde espèce, et l'analyse
de cette Section établit wne relation étroite entre la connexion linéaire et les intégrales de différentielles totales de seconde espèce. C’est là un résultat capital, qui donne une base solide à l'étude de la connexion linéaire des surfaces algébriques, mais ce ne sera qu'après avoir fait l’étude des intégrales de seconde espèce que nous pourrons reprendre l’étude du nombre p, et montrer comment on peut effectivement calculer r. Disons seulement en ce moment que pour une surface il y a p, —1 intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce : énoncé qui rappelle une proposition classique dans la théorie des courbes algébriques.
V. — Premier aperçu sur la connexion à deux dimensions
26. Nous avons défini, d’une manière générale, la connexion P2 à deux dimensions d’une surface algébrique. Nous ne voulons pas, pour le moment, approfondir cette notion, mais nous tenons à montrer, dès maintenant, la différence considérable qui existe entre p, et p,. Comme nous l’avons vu, la connexion p, est la même, pour une surface prise arbitrairement, que pour le continuum correspondant aux deux variables indépendantes illimitées æ et y, c'est-à-dire que p, — 1; il en est tout autrement pour p», qui a, en général, une valeur supérieure à la valeur trois correspondant à ce continuum ; par suite, c’est dans la théorie des cycles à deux dimensions d’une surface que se trouve la véritable généralisation de la théorie des cycles d’une courbe algébrique, généralisation que n'avaient pas donnée les cycles linéaires.
Les domaines fermés à deux dimensions, servant à la définition de p:, sont les surfaces cycliques ou les cycles à deux dimensions de la surface s. Il est clair que toute courbe fermée à une dimension, tracée sur un cycle à deux dimensions, est un cycle linéaire de la surface.
Il est aisé de voir que la question des cycles à deux dimensions est intimement liée à celle de la transformation des cycles linéaires en eux-mêmes. Nous avons étudié, dans la Section précédente, la transformation des cycles de la surface de Riemann, définie par
(‘) E. Picarp (Journal de Mathématiques, p. 189; 1889).
la relation algébrique entre x et z,
fl, y: 2) 0; Reprenons l'équation différentielle linéaire E qui a joué le rôle essentiel dans cette théorie; à une intégrale w de cette équation correspond un certain cycle F de la courbe précédente. Faisons alors varier y; le cycle T se déforme, comme nouë l’avons expliqué. Si maintenant, y revenant à sa valeur iniliale, l'intégrale w revient à sa valeur initiale, le cycle T reviendra, à la fin, sur sa position initiale et nous aurons un exemple d’un cycle à deux dimensions de f engendré par le déplacement de la courbeT. Désignons toujours par
Wii, (Wo, .., - Wap
un système d’intégrales de l'équation E; à quelles conditions une substitution S du groupe de l’équation E sera-t-elle susceptible de donner une surface cyclique? Soient
L = 1 2 2 FL < (S) 9; = miui+mÎo)+...+miPuoe (=D),
les équations de la substitution S ; on devra pouvoir trouver une certaine combinaison linéaire |
M; (OS M; Woo Fe M>p Op;
à coefficients entiers, que laissera invariable la substitution S$, ce qui exige que l’on ait
AR 2 2 mi —1 mi Sac mi?
mi Mi —1 ... OP = Gi | mi M3 p TT
A toute substitution S du groupe de l'équation, satisfaisant à la
relation précédente, correspond un cycle à deux dimensions qui LE :
peut d’ailleurs être susceptible de se ramener à un point ou à
une ligne, OU au continuum Z— consl., ou au continuum
MiConets
27. On voit que la considération des surfaces cycliques conduit à une intéressante question relativement à l’équation linéaire E; celte question est celle des cycles de cette équation, c’est-
à-dire des contours fermés ramenant la même valeur d’une intégrale convenable de cette équation différentielle quand on revient au point de départ après avoir parcouru le contour. Mais, comme il a été dit plus haut, nous ne voulons pas pour le moment approfondir ces questions; montrons seulement que, en général, une surface aura des cycles à deux dimensions qui ne seront pas susceptibles, par une déformation continue, de se réduire à un point ou à une ligne, ni à un continuum æ — const. où à un continuum y — const.
Nous le montrerons aisément en anticipant sur une notion qui sera exposée plus loin, celle des intégrales doubles de première espèce (Chap. VIT), c’est-à-dire des intégrales doubles restant toujours finies. Soit une telle intégrale
de O(x; y, <) dx dy J:
où Q(x,7,3) est un polynome arbitraire de degré m — 4, si la
surface de degré m, représentée par l’équation J(&,7,:) =, n’a aucune singularité.
Nous allons voir que la surface a certainement des cycles à deux dimensions pour lesquels l'intégrale (K) a une valeur différente de zéro; il en résultera nécessairement qu’il y a certainement des cycles à deux dimensions, qui ne sont pas susceptibles de se réduire à une ligne ou à un point ni à un continuum æ — const. ou à un continuum y — const. el, par suite, P>2 sera supérieur à trois.
Comme nous l'avons déjà dit, le nombre des cycles d’une surface algébrique de degré m, n'ayant aucune singularité, ne change pas si certains paramètres varient, d'une manière continue, dans l'équation de la surface, celle-ci restant toujours sans points singuliers. Il suffira donc de prendre un cas très particulier; nous
prendrons la surface C7) mm + yM EH 3m EI,
et soit considérée l’intégrale double de première espèce
2 Bz 2 FIEEEE, a+B+y£Sm—i.
znm—1
110 CHAPITRE IV. — SINGULARITÉS D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUE. On peut représenter la surface précédente par les équations DT, = Vi ere
NDLR cn SEANCES 7 TE 1 —æm Vi LAUCN
et l'intégrale double devient
2% dr tB dt :
il 1h Ca an) ET (Yi mprit
Or, soient un contour dans le plan de la variable æ ramenant
la valeur initiale de V1 — x”, et un contour dans le plan de la va-
riable £ ramenant la valeur initiale de V1 — 4%; à l’ensemble de ces deux contours correspond une surface cyclique de la surface (f), et la valeur correspondante de l'intégrale double, qui se présente sous la forme d’un produit de deux périodes relatives à des intégrales abéliennes ordinaires, est, pour des choix convenables des contours, différente de zéro. Nous sommes donc assuré que l’on a, pour la surface (f),
et les considérations précédentes pourraient même conduire à la valeur de p: pour la surface la plus générale de degré m.
28. Ainsi, une surface algébrique arbitraire possède des cycles effectifs à deux dimensions, tandis qu’elle ne possède pas de cycles linéaires ne se réduisant pas à zéro. En y réfléchissant, on en voit facilement une raison générale si l’on se reporte à l’équauon linéaire E; c’est la présence des singularités de la surface qui rend possibles certaines relations particulières dans les substituuons du groupe de cette équation, tandis que la présence de singularités ne peut, au contraire, que diminuer le nombre des subsututions susceptibles de correspondre à un cycle à deux dimensions telles que nous les avons envisagées au n° 26. Nous pouvons donc énoncer la conclusion suivante, étrange au premier abord : la présence des singularités dans une surface tend à diminuer le nombre des cycles à deux dimensions, tandis qu’elle peut faire naître des cycles linéaires.
I. — Généralités sur les intégrales de première espèce
1. Nous allons maintenant commencer l’étude des intégrales de différentielles totales attachées à une surface (1) f(æ; ÿ,3)= 0.
Nous entendons par là des expressions de la forme
(29,5) (2) P dx +Q dy, (Los Yos 30) où P et Q sont des fonctions rationnelles de +, y et z ; on suppose remplie la condition d’intégrabilité, en tenant compte, bien entendu, de ce que z est la fonction de x et y définie par l’équation (1).
L'idée d’une classification de ces intégrales, analogue à celle des intégrales abéliennes relatives à une courbe algébrique, vient naturellement à l'esprit. Les intégrales de première espèce sont tout d’abord à considérer ; la définition se présente d’elle-même : ce sont les intégrales qui restent finies pour tout point de la surface. Il est nécessaire toutefois de préciser cette définition, car il peut y avoir quelque difficulté à entendre ce que signifie la valeur de l'intégrale en un point singulier de la surface. Soit (a, b, c) un point d’ailleurs quelconque de la surface ; il ÿ a une infinité de fonctions x, y, = d’une variable £,
(3) Bd AC) 0 — 0 (t), 3=Cc+y(t),
(*) E. Picarn, Sur les intégrales de différentielles totales algébriques de première espèce (Comptes rendus, 1884, et Journal de Mathématiques, 1885).
holomorphes dans le voisinage de £ — 0, se réduisant respectivement à &, b,c pour é— 0, et satisfaisant identiquement à la relation (1). On peut, par exemple, se donner arbitrairement les deux fonctions holomorphes À(£) et (#) sous la seule condition A(o)}= u(o)—0o; en substituant ces valeurs dans (1), on aura
une relation entre z et #, d’où l’on tirera pour z un ou plusieurs
développements, suivant les puissances de Ge 0 étant un enter convenable). Il suffira de poser 4 —#/* pour avoir x, y, « sous forme de série holomorphe par rapport à un paramètre qui est ici L'. On peut regarder les équations (3) comme définissant sur la surface, au voisinage de à, b, c, une certaine courbe passant par ce point ; substituons les expressions (3) dans l’intégrale (2),
froa
et supposons que FO ne se réduise pas à zéro identiquement.
Ayant donc pris une courbe (3) satisfaisant à toutes les conditions indiquées, mais par ailleurs complètement arbitraire, nous dirons avec toute précision que l'intégrale (2) est de première espèce st la fonction F(t), nécessairement méromorphe dans le voisinage det —o, est holomorphe autour de ce point.
En particulier, si l’on fait y = yo, yo étant une constante arbi-
elle deviendra
traire, l'intégrale (2) devient JPG 0 s)de:
c’est une intégrale abélienne relative à la courbe J(&, Yo z)= Oo.
Cette intégrale devra être évidemment une intégrale de première espèce pour cette courbe.
On peut donner une seconde définition des intégrales de première espèce qui se formule d'une manière plus rapide. Reportons-nous, à cet effet, à la surface S, sans singularités, de l’espace à cinq dimensions à laquelle correspond uniformément la surface ‘e En chaque point de S, l'intégrale de première espèce doit avoir
une valeur finie bien déterminée et nous n'avons ici besoin de fournir aucune explication supplémentaire, puisque S n’a pas de points singuliers.
2. La définition d’une intégrale de première espèce étant bien comprise, nous envisageons une surface f ayant une telle intégrale. Celle-ci devra avoir un certain nombre de périodes correspondant nécessairement à certains cycles linéaires de la surface ; toutes ces périodes ne peuvent être nulles, car ce sont aussi des périodes d’une intégrale abélienne de première espèce relatives à la courbe f(x, Yo, =) — 0. Or, on sait qu'une intégrale abélienne de première espèce a au moins deux périodes distinctes. La surface aura donc au moins deux cycles linéaires distincts et ne se réduisant pas à un cycle nul; on a, par suite,
Pi
P: étant le nombre exprimant l’ordre de la connexion linéaire de la surface.
Nous pouvons déjà déduire de là une conséquence importante. Puisque, en général, on a pour une surface p, —1, nous sommes assuré qu'une surface n'a pas, en général, d’intégrale de différentielle totale de première espèce.
Un problème se pose alors immédiatement, celui de reconnaître si une surface a des intégrales de différentielles totales de première espèce ; c’est cette recherche que nous allons entreprendre.
Soit donnée une relation algébrique de degré m IG Ne
définissant une fonction algébrique z de x et y et considérons la différentielle totale
P dr + Q dy
TS
où P, Q, M sont des polynomes en #, y et z, et pour laquelle la condition d'intégrabilité est supposée satisfaite. Effectuons sur +, y, z une transformation homographique quel- PATES 8
conque , , dx + biy'+ 3 + di
ax'+by'+ cz + d
Gaz + DaY'+ C2 + ds TT ar toy +cs td
am + by + c3z'+ ds, ax'+by'+cz'+d ?
la relation précédente F deviendra GA =
Différentions x et y, on aura
A dr'+B dy L? A, dr'+ B; dy’ AD de dy = TA 0z'
(ax +by'+cs + d) (az'+ by +es+d}
, = ! Ad, 55 à À et À, étant des polynomes en x’, y', 5’ de degré m — 1 par rapportàz/et z/, et de degré m par rapport à x', y/, z/; de même B et B, sont des polynomes de degré 57 — 1 en y'et z', et de degré m par rapport à x', y’, 3. C’est ce qu’on voit de suite en se servant
de la relation 2f
Te
Of n CJ 2 YO
OR OP AUECE
où 4’ est une variable d’homogénéité.
Si maintenant »' est le degré de P et Q, et x celui de M, on
aura Es (P De Q'’ M M(az+by+cs+d)n" M M(az + by'+cz + dy»?
P' et Q/ étant de degré n/, et M’ de degré n. IL s'ensuit que l’expression différentielle prend la forme, en supprimant les accents, P; dx Se Q: dy Mij:(æ, De z)
En désignant par y: le degré de M, par rapport à x, y et s, le polynome P, est de degré p + m —3 par rapport à x et z, et de degré y + m — 2 par rapport à æ, y et z. Pareillement pour Q,,
e degré par rapport à y et z est + m Se 3, el du + m — 2 par raportà x, y ets.
On peut supposer que le polynome M, ne renferme que æet y, ar, élant donnés les deux polynomes M,(x, y, s)et f(x, y, 2) remiers entre eux, on peut trouver deux polynomes et y, tels
que AM + vf = R(x, y),
à ne dépendant que de x et y. Par conséquent, en multipliant var À le numérateur et le dénominateur de l'expression différenielle, on aura une expression de même forme, sauf que M, ne dévendra que de æ et y.
La différentielle totale étant mise sous cette forme, envisageons
naintenant l'intégrale P; dx + Q: dy
: M, jf; À
eL supposons que celle intégrale soit de première espèce.
Nous pouvons évidemment admettre que l'équation IG; y, 2)=0 renferme un terme en z”*. Si, laissant y constant, nous faisons seulement varier æ, nous aurons une intégrale de première espèce P; dx Mif:
pour la courbe f(æ, Fan 0:
P; Il est nécessaire, pour cela, que M. puisse se mettre sous la
forme — par la suppression d’un facteur commmun ; ; pour une
raison ne È£ doit pouvoir se mettre sous forme TEL et l’in-
tégrale a, par an la forme
fe dx Q: Cyae, EN VS:
cette intégrale peut s’écrire, conformément à la théorie élémentaire des intégrales de différentielles totales
f *P, dx en FO:(æ0; 7: 3) PO) Ji Yao)J,, fit, 5)
dy.
Chacune des intégrales qui figurent dans cette expression es une intégrale abélienne de première espèce, la première intégral pour la courbe f(z, V) z) — o entre x et z, la seconde pour |: courbe /(xo, y,z)— 0 entre y et z. On voit immédiatement que si le polynome (y) ne se réduit pas à une constante, l’expression ci-dessus pourra devenir infinie ; pareillement Ÿ(x) doit sc réduire à une constante, et l'intégrale étudiée peut finalement se
FX:
P est un polynome de degré m— 2 en x, y et z, et de degré m— 3enæetz; pareillement Q est un polynome de degré m — 2 en æ, y’et z, et de degré m —3en yet.
mettre sous la forme
4. Nous n’avons pas jusqu'ici écrit la condition d’intégrabilité que nous avons maintenant à approfondir. On doit avoir
sr) &($)
en considérant 3 comme fonction de x et y. Cette relation déve-
loppée devient JP "1 oP 1 1 71 1 771 f A fi POSE af) Q) ! P1e] f ! //À } À 1/2 !
(Rs he jf + OGESTE Ji Oo.
Le premier membre de cette égalité est un polynome en x, y et 3; il n'est pas nécessairement nul identiquement, mais seulement en vertu de l'équation
On reconnaît facilement que l’on peut écrire la condition d’in-
tégrabilité sous la forme
0Q oP 0x 0y
; ” Os &) xl DEP QD FPS Qf= 0
te. M ntéer s étudi Or, si, dans l’intégrale que nous étudions, nous prenons x et z pour variables au lieu de x et y, nous devons tomber sur une
INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE PREMIÈRE ESPÈCE. lily
expression de même forme. Effectuant ce changement de variables, l'intégrale devient
Pfi—Qfz :
il est donc nécessaire que l'expression
Pfr—Q fx J:
puisse, en vertu de f — 0, se mettre sous la forme d’un polynome en x, y, 3. Posons donc
Pfy—Qfz
F7 = R(x, y; 2), Fi (æ, 2)
R étant de degré m — 3 par rapport à x et y et de degré m— 2 en x, y et z, ou, en écrivant cette même équation sous forme d'identité, indépendamment de l'équation f = 0,
N étant aussi un polynome, cette dernière relation ayant lieu quels que soient æ, y, z. Ceci posé, revenons à l’équation (4) qui pourra s’écrire
dQ 9P 0R
Rs ï D 0
Cette relation doit être vérifiée pour tous Les points de la surface f, c’est-à-dire que le polynome
0Q oP oR = ——+—+N 0x OY Oz est divisible par f. Mais P, Q, RetN sont des polynomes de degré nférieur à »m. Si donc f est irréductible, comme nous le supposons évidemment, la relation V]e] oP oR
6) Le
aura lieu, quels que soient x, y et z.
Posons
les identités (d) et (6) se résumeront dans l'identité unique
0) Be TS Ë oA ist à 0 rs a dy 9z AURA
identité en x, y et =, qui joue un rôle essentiel dans la théorie des intégrales de différentielles totales de première espèce.
5. Nous pouvons approfondir davantage la forme des polynomes À, B, C. Ceux-ci sont nécessairement de la forme
A—x@(r,7,z)+ Aix, ÿ,2),
B= yY(x, ei Bi(x, y,2),
C=zy(r, Pa al, 2), , Ÿ, y étant des polynomes homogènes en x, y, z de degré m—3; quant à À,, B,, GC, ce sont des polynomes de degré m—3. Or,
considérons l'intégrale [- dx — A dy, e Ve
el posons y — ux, étant une constante : nous aurons l'intégrale abélienne de première espèce
JE
relative à la courbe f(x, ax, 3)— 0. Il en résulte que B— Au est de degré m — 3 au plus en x et z ; donc l'expression
uæ[d(x, UT, z)— o(æ, HT, z)],
qui dans B— Au est du degré » — 2, devra être nulle, et l’on aura DT, LE, z)—v(æ, ut, 3)= 0,
quel que soit 4, ce qui revient à dire que WCE, FE) OUR, PE); En mettant l'intégrale sous la forme
— C dx + À ds J: ’
on démontrerait que y(&, y, 3)—= œ(x, y, z); par suite, les polynomes », 4, y sont identiques.
6. On peut donner une autre forme à la condition d’intégrabilité du n° 4; écrivons-la sous la forme
OA s 0B
mAf+mEf + mOfi= (+ Hoi = Je 2fr +Yfy+ sf: + Je).
Posons maintenant
”) À (in =mare( +)
0 0x 0z 0! 0B à m=mB—y (+ _ ,
dx dy n 03
de telle sorte que l'identité devienne
: Le of CL
(24) + Prat +0 0.
En se reportant aux expressions de À, B, C données au numéro précédent, on voit de suite que les 4 sont des polynomes de degré m — 3. On aura entre ces polynomes la relation suivante, qui résulte immédiatement de leurs expressions en À, B, C,
a 00: : 00 003 ; 00, (8) dx dy os ot
Telles sont les formes élégantes, (a) et (B), sous lesquelles peut se mettre la condition d’intégrabilité pour une intégrale de première espèce; on devra pouvoir trouver quatre polynomes d'ordre m — 3 satisfaisant aux conditions (4) et (f).
Nous avons démontré déjà que La surface la plus générale de degré m ne possède pas d’intégrale de première espèce, puisque Pi = 1. Nous pouvons le vérifier à un autre point de vue : je dis que f(æ, y, 3) étant le polynome général d'ordre m, on ne peut pas trouver quatre polynomes Ü de degré m — 3 vérifiant (a) et(f).
Considérons, en effet, les trois surfaces y D UE 0x É OP Elles n’ont pas de courbes communes, et elles ont en commun un nombre de points distincts égal à (m—1)?. Pour ces points, on à
= 0, De
mais le second facteur ne sera certainement pas nul, puisque alors la surface aurait des points doubles ; les points considérés apparuennent donc à la surface
0, — 0 ; par suite, les quatre surfaces 0) ie : Lie, “ES 010 CEA Che 03
ont en commun (m» — 1)? points distincts. Or cela est impossible, car, si nous considérons les deux surfaces de degré m —1
AU g y es, 0x 0y Uz
Op UT CN.
me A
les 4, f, y étant des constantes arbitraires, l’intersecuon de ces deux surfaces devrait rencontrer la surface 8, en (me — 1)? points. Il est d’ailleurs impossible que les deux surfaces précédentes aient une ligne commune avec la surface 4;, si les &, 6, y sont pris arbitrairement, car il faudrait alors qu’il y eût une ligne commune à
PER OL of
ed. 0 la surface aurait des points multiples Rpe : 6 d à l'intersection de cette ligne avec _ —0.
IT. — Discussion relative aux points singuliers.
LA
1. Nous venons de trouver les formes nécessaires des intégrales de différentielles totales restant toujours finies. Nous avons maintenant à rechercher si les intégrales remplissant les conditions
précédentes restent toujours finies. Supposons que la surface ne possède que les singularités ordinaires considérées au Chapitre IV (n° 8), c’est-à-dire une ligne double avec des plans tangents en général distincts et des points triples triplanaires qui sont, en même temps, des points wriples de la ligne double ; nous traiterons seulement, de plus, le cas des points doubles et des points mulüuples isolés. Les singularités considérées seront les plus générales de leur type; ainsi, il peut y avoir sur la courbe double un certain nombre de points-pince, c’est-à-dire de points où les plans tangents aux deux nappes de la surface sont confondus; mais nous pouvons supposer qu'ils sont généraux. Cherchons ce qu'il advient de l'intégrale AT Bar A dy
% Los Yo 70 Jz
quand (x,7,z) se déplace sur la surface.
Ne considérons d’abord que des points à distance finie. Si (æ,3,2z) n’est pas un point multiple de la surface, il n’y a aucune difficulté, car on voit que l'intégrale reste finie en employant l’une ou l’autre des trois formes de l’intégrale
fee B dr — A dy ERP Cart A az = C dy —B dz : J: Jy Ja Supposons, en second lieu, que (x,7,z) tende vers un point
double isolé (a, b, c) de la surface. On remarquera d’abord que
les surfaces A0; Bo; G=
passent par ce point. Si l’on différentie, en effet, l’identité fondamentale
ST SON ARE PROC en à dy = (
LIVE + + ge)! pe h successivement par rapport à æ, y et z, el qu'on fasse æ — 4, MD, C, o0aura
A(a,b,c)fh +EB(a boe)fas 4 0(a, bc) fes,
A(a, bc) fi5+ B(a, bc) fis + Ca, b, e)fie = 0, Alta D chi bla, bic) lie C(a; 0e) 0
Le point (a, b, c) n'étant pas un point biplanoire, le déterminant des dérivées secondes n’est pas nul et, par suite,
A(a,b,c)=B(a,b,c)=C(ab,c)=;
Posons, en supposant le point &, b, c à l’origine des coordonnées, Dies Hoi -l0eicUsON
l'intégrale peut s’écrire .
je (A — Cu) dz—Cz du ; 2[p2,e(u, ?, 1) + 208 (Us Pile: cl
Or, À et C sont divisibles par z quand ona posé x = us, y = 2. Nous aurons donc une expression de la forme
J GE Or À F3 / : 2 CAN DEA AU en) EEE
c’est une intégrale de différentielle totale pour la surface Y définie
par la relation entre w, ©, 3, PaQU, AI) 7 (UP) 20,
et l’on a à considérer les points de cette surface (w,#, 0) satisfaisant à Wa (U, D, 1) = 0.
Tous ces points sont pour E des points simples, et nous sommes, par suite, assuré que l'intégrale reste finie. On peut se demander st l'intégrale tend toujours vers la méme limite de quelque mantère que(x,y,z) se rapproche de zéro; il en est effectivement ainsi, car tout cycle infiniment petit donne une période nulle. En effet, au point double de la surface initiale correspond dans Ÿ la conique
DA(U
et un cycle infiniment petit correspond à un cycle de la surface de Riemann représentée par cette équation qui est de genre zéro; les cycles infiniment petits de la surface se réduisent done à zéro. On peut encore arriver autrement au même résultat en
remarquant que l'intégrale
É À dz — C;,z du U Po e(U, P, 1) + 3( )
est très petite si l'on intègre entre deux valeurs (36, &o, Po), (3, u,6), 3 et 3, étant très petits, et 3 restant petit sur la courbe d'intégration. Il en est bien ainsi si, sur cette courbe, on n’a pas
Ds o(U, ©, 1) 05
mais, dans le cas où il en serait autrement, on éviterait la difficulté en prenant une des autres formes de l'intégrale.
On étudierait de la même manière le cas d’un point singulier isolé général d’ordre p, où le cône des tangentes est irréductible. Pour que l'intégrale
Île Car A'dz u Jy
reste finie pour toute section plane, il faut évidemment que les surfaces
aient au point multiple d'ordre p un point multiple d'ordre p — 1. Nous admettons donc que les trois surfaces
À —0, Bo; C0
ont, au point multiple d'ordre p de la surface f, un point multiple d'ordre p — 1. L’équation de la surface étant alors de la forme
f(æ,Y, 3) = 9p(%,Y, 3) + Pp11(2,9,2)+...=0,
nous aurons, en posant encore
D — 1 PE; 7 A LA l'intégrale (A— Cu)dz—Csdz zpTes' £ \ z 4! ) ñ “ zP[o,,.(u,9,1) + 2 pue (u, 0,1) +...)
et, comme À — Cwet C3 sont divisibles par 377", nous sommes ramené à une intégrale de différentielle totale pour la surface définie par la relation entre 4, ?, 3
Op(U, 0,1) +3 Pp#i(U, 9,1) +...= 0,
et nous n'avons à considérer que des points simples de cette surface, si les points multiples de la courbe p(U,V,1) =0,
donnent | p+1 (4; ’,1) 0,
comme nous devons le supposer, si le point multiple n’est pas
spécial.
8. Étudions maintenant la valeur de l'intégrale quand (x,y,3) se rapproche d’un point de la courbe double de la surface. Il faudra nécessairement, pour que l'intégrale reste finie, que les
surfaces A = O, B = O, GC 10
passent par la courbe double. Nous adjoindrons donc ces conditions, et nous allons montrer que l'intégrale reste alors finie.
Ün premier cas, très simple, est celui où l’on considère un point de la courbe double pour lequel les deux plans tangents sont distincts. Soient x,, y1, z, les coordonnées d’un tel point P de la courbe double; par ce point passent deux nappes de la surface. ayant, par hypothèse, deux plans tangents différents. Supposons que (x,7,z) tende vers P en restant sur une certaine nappe; le plan Langent à cette nappe en P n’est pas parallèle, nous pouvons le supposer, à l’axe des 3. Pour la première nappe, on aura, dans le voisinage de (æ,,71, 31),
32— = Q(r—r)+b(Y—yi)+e(r—%,Y —Yi),
o ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier. Pour l’autre nappe, on aura pareillement
3—%= 04 (T—%)+b(y—-yi)+4(r— ri, y
Feb} et l’on n’a pas à la fois
DC, BIDE
FAUNE ” 4 _ L'équation de la surface pourra évidemment se meltre sous la forme
_ C1 (Ge T1) d'(y Yi) YIXEF,
F ayant une valeur finie et différente de zéro pour æ —x,,y =,
= 1. On en conclut que, pour tout point (+,y,s) de la première nappe, On à
Jia,73)=f(a—a)(z—m)+(6—8)(y—r)+p—4IxF.
L'équation de la projection de la courbe double sur le plan des (æ, y) est
et l’on n’a pas à la fois a — a'— 0, b— b'—0; soit par exemple b— b'< 0. On pourra tirer de l'équation précédente
Po Pi Er),
P étant une série, sans terme constant, ordonnée suivant les puissances de x — x,. Ceci posé, si
Ar co
représente une surface passant par la courbe double, on pourra écrire pour les points de la première nappe
AC eIE ACL — T1, Y — Ya),
et cette foncuon holomorphe en x — x, et y —7, sera identiquement nulle, quand on remplacera y — y, par P(æ —x,). On aura donc
A(z,7,2)=[7—-71i—P(x—-m)l{i(r —2y —yi).
D'autre part, d’après ce qui a été dit plus haut, f2,7,2)= FX [y —yi—P(&—x)],
F, ne s’annulant pas pour æ = x, y =, 3: = %,. Donc le quo-
tuent AZ, V3 2) COM
Jz
tendra vers une valeur finie déterminée différente de zéro quand Là 1 (x, y, 3) tendra vers P, en étant sur l’une ou l’autre nappe de la
: , RTS surface. Il est manifeste alors que l'intégrale
ju B dx — À dy
0» Yo» <o J2 tend vers une valeur finie déterminée quand (x, y,z) tend vers
(CAEN ATET le
L'analyse précédente n’est plus applicable quand (x,,71, 51) est un point-pince de la surface. Nous ne diminuerons pas la généralité en supposant que la courbe double est l'axe des #, le point-pince étant l’origine avec le plan des zx comme plan tangent double; l'équation de la surface est alors
[axm+fy+yz+...Ja+fax+fy+yz...]xy +[a+ax+f'y + "2 +...]72=0.
On a nécessairement a >< 0, et pour un point-pince non spécial, nous devons supposer y = 0.
Posons y — ux, nous aurons, entre w, x et z, l'équation
| [(a+Bu)æ EysE... JAI Eur + pre. lu l +[a+(a"+ Pfu)æ + ÿ"s+...]u? =o,
(25) et l’intégrale devient
é) de (B—Au)dx — Ax du :
; dy +. ++. Ju+(ÿ+...jæw]
À contient æ en facteur quand on pose y == wx, puisque la surface AT 2 00
passe par l’axe des z. D'autre part quand, dans B — Au, on remplace z par le développement holomorphe en x et u, tré de l'équation (Z') entre z, x et w, on devra avoir æ? en rs en effet, pour une valeur constante suffisamment petite donnée à u, on a une section de la surface par le plan y — vx, et cette section passe par le point
? VE; 3 — Zo,
Zo élant [a racine voisine de ztro de l'équation (£) quand on laut x = 0. L'intégrale
4 (B— Au) dx PAYS CEE Ou]
doit, pour cette section, rester finie quand + tend vers zéro. Par conséquent, B — A doit contenir +? en facteur. Il résulte de là que l'intégrale de différentielle totale (4) reste finie quand x, 3, u tendent vers zéro en satisfaisant à l'équation (£').
9. Supposons maintenant que (æ,y,3) tende vers un point triple de la courbe double. Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que la courbe double se compose des axes des æ des y et des 3, le point triple étant l’origine. Nous avons alors l'équation
et chacun des cônes oi(æ,y,3) = 0 admet comme lignes doubles les axes de coordonnées; ainsi on a
D(T,Y,2) =axyz + Bry?z + yryzt+ Ôdy22+ € 52224 n v2y2.
Posons
nous avons la relation entre w, 6, z (5) UP OL (LD) — 0.
Supposons d’abord que w et 6 ne tendent pas tous les deux vers zéro; soit # tendant vers #, différent de zéro, et w tendant vers zéro. Le point u—=0, ÿ = #5, 3 —=0 sera un point simple pour la surface définie par l'équation précédente entre w, 6 et z, et, en prenant l'intégrale sous la forme
LES Ne re, Jz
on voit immédiatement, en se rappelant que ÀÂ=o, B—o, C—o ont pour point double te /poRmL = 0C, pro, 5 0, puisque ces surfaces passent par les trois axes, que l'intégrale reste finie dans le voisinage du point simple u = 0,6 —#6,,5=0 de la surface Y.
Le même raisonnement n’est plus applicable quand w et 6 tendent vers zéro simultanément. On remarque alors que la droite
est une ligne double pour la surface Y, Au point u—0, 6 —0, z — o de cette surface les plans tangents sont = 0, — 0; l’intégrale peut s’écrire Cz dp + (Ce — B)dz z2[ 0 + z( )]
Or, Get Ce —B sont divisibles par 3 quand on a remplacé x et y par us et #2; nous retombons donc sur une intégrale de différentielle totale relative à une surface pour un point (non pince) de la courbe double. Elle restera finie si les deux poly-
nomes
s’annulent pour w—0o, #—0; il en est bien ainsi puisque les deux surfaces C— 0, B— 0 passent par l’axe des z, c'est-à-dire sont de la forme Mx+Ny,M et N étant des polynomes en x, 3 3. Ainsi, nous sommes assuré que l’intégrale restera finie
pour le point triple.
10. Il reste à étudier l'intégrale quand les variables deviennent infinies. Nous allons, dans ce but, transformer l'intégrale en nous servant des coordonnées homogènes. Remplaçons donc x, y, z
+? el rappelons-nous que nous avons trouvé
CHE
par 3? “7?
Le Tor, ÿ, 3) = A1(æ, y, 3), B=yo(x,y,2)+B;(2, 7,2).
Nous aurons donc, en rendant les polynomes homogènes,
[y ? (+, JE z)+tB;(x, ADS t)](t dx — x dt)) Bdx—Ady _I=[rp(2, 72) rs Gare y di)\ EC Lf:(&,7,3,t)
: S x DES nc £ expression qui pourra s’écrire, après quelques transformations
très simples, sous la forme
—(x dy — y da)(rp+tA;)+(A1y — Bix)(x dt — tdx) x fz (æ, J:2, t)
Or x, y, 3,t, ne sont pas nuls à la fois, soit x 7 0 : posons
INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 129 l'expression différentielle deviendra
— [oO Y, 2) TA Y,Z, T)JdY + [YAulr, Y,2,T)— Bi, Y,Z, T)JdT Ja VI ZA) L
et nous sommes ramené à une intégrale de même forme que celle qui a été étudiée précédemment. L'intégrale restera done finie pour les points à l'infini de la surface.
III. — Quelques applications des généralités précédentes
11. Nous avons achevé, en nous bornant, comme il suffit, aux singularités les plus simples, la discussion des intégrales de première espèce. Étudions maintenant quelques cas particuliers, et citons d’abord des surfaces étendues, admettant des intégrales de première espèce.
Soient
o(a, B)=0, Y(x, 89 —=0o les équations de deux courbes de genres p et p' respectivement. Considérons une surface S définie par les équations
les F étant rationnels par rapport aux # et aux $; nous supposons
de plus qu’à un point arbitraire de la surface ne correspond
qu'un seul système de valeurs de (4, 6) et (a', fÿ). On aura ainsi (4
GARE 0 a), BP Ritr, #2).
R et R, étant rationnels en x, y et 3, et si
face 8) da
représente une intégrale de première espèce de la courbe +, cette intégrale deviendra, en remplaçant # et f par leurs valeurs, une
fr ar+Q ay.
PNErS: (
expression de la forme
où P et Q seront rationnels en æ, y et 3: ce sera une intégrale de différentielle totale de première espèce pour la surface AC aura ainsi p + p' intégrales de première espèce : elles sont linéairement indépendantes, mais deux intégrales de la première série sont fonctions l’une de l’autre, ainsi que deux intégrales de la seconde série. On voit aisément qu’il n’y a pas, pour la surface, d’autres intégrales de première espèce; une telle intégrale est, en
effet, nécessairement de la forme fue B, a!, B') da + N(a, B, a’, B') de’,
M et N étant rationnels. Or, pour une valeur constante donnée à (a, 81), l'expression
fu, B, a’, B') da
doit être une intégrale de première espèce de la courbe © ; donc Ma, $, «', ff’) est de la forme en A CCE Poe LAC) B), Je LÉ
les À dépendant rationnellement de (4/, 8’). Or, si les A dépen-
. D : ee dent effectivement de (4, $'), l'intégrale deviendra infinie pour un système de valeur de (2/, f") au moins, et, par suite, les A doivent être nécessairement des constantes. On verrait qu’il en est de même, en permutant (x, B) et(a', fl), pour l'expression de N, et finalement l’intégrale est une somme des intégrales précédemment indiquées, multipliées par des coefficients constants.
12. Faisons de suite une remarque générale sur les intégrales de différentielles totales de première espèce, dans le cas où la surface Jouirait de la propriété suivante. Je suppose qu'il y ait sur la surface une famille de courbes unicursales telles que, par chaque point de la surface, passe une courbe de cette pe Soit, dans ces conditions,
fraæ-+eQa
une intégrale de première espèce. Pour une courbe de la famille
indiquée æ, y, z s'expriment rationnellement en fonction d’un paramètre ; en substituant ces valeurs dans l'intégrale, on ne peut avoir une intégrale rationnelle qui soit de première espèce le résultat de la substitution ne peut être que zéro ou l’énfini. Or, P et Q ne deviennent infinis que le long de courbes isolées de la surface, tandis que nous considérons ici une famille d’unicursales dépendant d’un paramètre arbitraire. On aura donc, pour toute courbe de cette famille,
P dx +Q dy = 0.
Par suite, {a famille d’unicursales représentera l'intégrale générale de cette équation différentielle ordinaire du premier ordre entre x et y.
Il résulte de là que, si la surface a une seconde intégrale de première espèce
[ride + Qi dy,
cette intégrale sera fonction de la première; en effet, l’équation
différentielle Pidr + Q;idy =o
ayant la même intégrale générale que l'équation analogue relative à la première intégrale, on aura nécessairement, pour tout point
de la surface.
PQi— P1Q =o,
ce qui montre bien que les deux intégrales sont fonctions l’une de l’autre.
On obtient un exemple de surfaces jouissant de la propriété indiquée en supposant, au numéro précédent, que le genre p' de la courbe Ÿ est nul; nous avons alors des surfaces définies par les équations
= F(a, 8,0), vite, p.00) ox 0) —'0, = Y:{(x, 8,07
et cela de telle manière qu’à un point arbitraire (æ,7,2z) de la surface corresponde un seul système de valeurs pour (4, 6) et (. Pour 4— const., on aura une famille d’unicursales, et les inté-
grales de première espèce
fre 8) da
jouissent bien de la propriélé qui vient d’être établie.
13. Les surfaces unicursales, c’est-à-dire les surfaces pour lesquelles les coordonnées s'expriment en fonctions rationnelles de deux paramètres, n’ont évidemment pas d’intégrales de différentielles totales de première espèce. Par suite, les surfaces du second degré et les surfaces du troisième degré élant unicursales, à l’exception des cônes du troisième degré, n’auront pas de telles intégrales. Au contraire, une surface du quatrième degré peut avoir une intégrale de première espèce. Prenons la surface du quatrième degré de révolution autour de l'axe des z
(ai+ PP+ (a+ y?) fat) + fi(e) = 0,
f2 et fi étant des polynomes en 3 du second et du quatrième degré. Cette surface admet, en général, une intégrale de première
espèce; considérons, en eflet, la courbe entre wet z u?+ ufa(3) + fi(s) = 0.
Si f2et /, sont des polynomes arbitraires des degrés indiqués, cette courbe sera du genre un. Soit
FR u, z) du
son intégrale de première espèce; en remplaçant w par æ?+ y?, on aura une intégrale de première espèce relative à la surface de révolution.
Cette surface n’aura pas une seconde intégrale de première espèce; 1l y a, en effet, sur la surface une famille de cercles dépendant d’un paramètre arbitraire ; ce sont les courbes w — const. S1 donc, l'intégrale
fe dx + Q dy J
représente une intégrale de première espèce, il faut que pour tous ces cercles, qui sont des courbes unicursales, on ait, d’après
INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 133 le numéro précédent,
P dr + Q dy — 0.
Par suite, l'élément différentiel doit être de la forme
P dx + Q dy = X du,
À étant une fonction rationnelle de +, y et 3. Or A(x,y,=) peut être regardée comme une fonction de w, 3 et x, u et æ élant les deux variables indépendantes, et 3 étant une fonction de w.
Puisque Alu, & tv) au
est une différentielle totale exacte, c’est que À ne contient pas x; donc la fonction rationnelle À de x, y, = ne doit dépendre que de w et =, et nous retombons sur l'intégrale obtenue.
Citons d’autres surfaces du quatrième ordre admettant une intégrale de première espèce; ce sont les surfaces du quatrième ordre ayant deux droites doubles ne se rencontrant pas. Soit le tétraèdre de référence
T—0, V0; = 0, FO
l’équation générale d’une surface du quatrième degré admettant les droites doubles
sera
me) & + © LA]
t+—RP)x2+0o(P'a+ Q'at + R'E)xy + (P'a2+ Q'zt+R2)72=o,
où les deux droites doubles sont en évidence. Si, en coordonnées non homogènes, une des droites doubles est l’axe des 3, la seconde droite étant à l'infini dans le plan z = 0, l'équation de la surface se déduira de la précédente en faisant 1 —1, et se réduira par
suite à
(PZ2+Qz+R})r+9(P'z2+ Q'z+R')zy +(P'2+0'23+R)y2= 0.
Cette surface est évidemment réglée, les droites étant données par les sections z — const. Il y a, sur l'axe des 3, quatre pointspince, qui correspondent aux valeurs de z, pour lesquelles on a
La surface précédente rentre dans la catégorie des surfaces considérée au paragraphe précédent. Posons en effet
ST
correspond qu’un système de valeur de x, z,
lo ( o(z). La surface
admet donc l'intégrale de première espèce
dz
Va)
14. Il est aisé de trouver toutes les surfaces du quatrième degré admettant une intégrale de première espèce. La question revient à la discussion d’un système très simple d'équations différentielles ; on doit avoir quatre polynomes 6,, 0,, 0,, 0, du premier degré
bi = aœ + by + «3 + dit, 0 = 2x + b27 + c:3 + dit, 03 = a3œ + by + c33 + dit, d = a, + by + c,z + dit,
tels, que l’on ait identiquement
of. of of
T 0 0e —— 8 9z Nor de
avee la condition Ai +— Do C3 + dy, = 0,
Pour trouver la forme générale des fonctions f satisfaisant à la
première de ces relations, il suffit de trouver trois intégrales distinctes.
Or il résulte d’une théorie classique qu’on peut obtenir des intégrales de la forme Ph: Rk Shs
LDLC Q Q Q
P, Q,R,S désignant quatre polynomes du premier degré, homo-
gènes en x, y, 3, £ et les À étant les racines de l’équation
Aa À bi Ci d, eE] D — À Co da = O, 3 D; EX d; | a by C4 , =2=1)\
et il résulte de la relation a; + b, + c3 + d; = 0 que l’on doit avoir Ne oO:
C’est seulement quand les quatre racines sont distinctes que l’on est assuré d’avoir trois solutions distinctes de la forme indiquée. Quand les racines ne sont pas toutes distinctes, on pourrait avoir des logarithmes dans les expressions d’une au moins des intégrales ; mais ceci ne nous conduirait pas à des surfaces algébriques. Nous devons donc supposer qu’il ne s’introduit pas de logarithmes; de plus, les quatre polynomes P, Q, R, S doivent être linéairement indépendants, sans quoi nous aurions une surface conique, ce que nous excluons. On peut par conséquent poser
Pr, OO RES St
nous avons alors les solutions
rh zh 2 PA 2
ph ph s LA n
et, par suite, notre polynome du quatrième degré f(x, y,3, t) doit être de la forme SES DE
; œ fer s0=4 (Te Pr Si l’on prend Ai 1, el, Às— 0, 10:
on aura l'expression o(zy.s,t},
. . PE f et, si l’on veut que celle-ci soit un polynome du quatrième degré, ce polynome sera nécessairement
ay2+ æy(Az+Bzt+Ci?)+ A'zi+ B's36 + C'zte2+ D'sis + K'éi : nous retombons sur les surfaces de révolution, qui se déduisent: de cette forme en remplaçant æ et y respectivement par Z +1y
etæ—1y.
Faisons en second lieu
Ài=1T, =, Ne À
& mm M
ce qui nous conduit à l'expression
(Ds 17) 2
si elle représente un polynome du quatrième degré, il sera nécessairement de la forme
— (Pzy?+ Qzsyiy+Re2y2)
+ #97 QYPE RME) EEE eye ES
D | ES e
ce qui nous ramène à la forme
a(Pz+Qzt+Re)+oxy(P'32+Q'zt+R'#)+y2(P"32+Q"z+R'),
el, par suite, aux surfaces du quatrième degré avec deux droites doubles.
Une discussion un peu minutieuse, que nous ne ferons pas ici, montre qu'il n’y a pas, en dehors des cônes, d’autres surfaces ayant une intégrale de première espèce que les deux surfaces trouvées plus haut et, bien entendu, toutes leurs transformées homographiques. Ce résultat a été énoncé sans démonstration par M. Poincaré, dans une Note des Comptes rendus (t. XCIX ).
15. Nous ferons maintenant quelques remarques relatives au cas où une surface de degré m
Je,» 2)= "0
possède plusieurs intégrales de première espèce, qui ne soient pas fonctions les unes des autres: À, B, Cet À,, B;, C, étant les
polynomes correspondants, nous aurons les deux identités
OU Re 0B dC\
dx 0Y . ds < \ dx 0y a 03 ) f(æ: J"; 3), a7 Of Op OA: 0B, . OC:
2 0œ bi: dy Me” ( Ôæ ji 0Y x Ôg ) fans).
Nous supposons que les deux intégrales
BA; — AB
Ceci posé, nous aurons pour tout point de la surface les rela-
uons re ie 0x 0y 3 no RE dy — Lee :
d’où l’on déduit
bee MC A0 J= fx Jy
Montrons que la valeur commune de ces quotients peut se mettre sous la forme d’un polynome en x, y, z. Tout d’abord, chacun de ces quotients restera fini pour tout point simple de la surface à distance finie. Prenons maintenant un point de la courbe double : il n’y a aucune difficulté pour un point qui n’est pas un point-pince; il suffit en effet de raisonner comme au n° 8 : on aura un facteur commun au numérateur et au dénominateur, et, de plus, on remarquera que le quotient considéré s’annulera au point considéré. Donnons à y une valeur constante différente de ly d’un point-pince; la courbe entre x et z
AB; — A,B
a pour points doubles les points doubles de f(æ, 7,z)=0o. On peut par suite, d’après une proposition connue relative à la théorie
des courbes (1), mettre AB, — A, B sous Îa forme AB;—AB=X(x,2)f+p(2,3)f(&7s 2),
À et x étant des fonctions entières de æ et z, dont les coefficients
pourraient être des fractions rationnelles de y. Nous pouvons
donc écrire
AB;—A,B P(x,7, 4} LÉ 20
P(æ, y, z) étant un polynome en x, y, 5. On verrait de même que
AB, —A,B 23 PA
Te Pi(T)
On peut d’ailleurs supposer que, dans P et P,, z entre au plus au degré mn — 1. On a alors
PÉTER Pi(x,7, Z) (y) pa(z)
et ceci doit être une identité, quels que soient x, y et z, puisque 3 figure seulement au degré m — 1. On aura donc, pour AB; — A,B
LE
(*) On sait que Nœther a donné d’une manière générale (Math. Annalen, t. V1) la condition pour que, étant donnés deux polynomes #(æ, y) et Ÿ(æ, y), un polynome f(x, y) puisse se mettre sous la forme
AG + B
À et B étant eux-mêmes des polynomes. Il en a déduit en particulier un théorème
donnant une condition suffisante pour que f puisse se mettre sous la forme indiquée. Considérons les deux courbes
et prenons un quelconque de leurs points de rencontre, que nous désignerons par M; soient p et qg les degrés respectifs de multiplicité de ce point pour les deux courbes, et supposons de plus que ce point compte pour pq points de rencontre (cas général). Dans ces conditions, si la courbe
F(æ, y)=0 a le point M comme point multiple d'ordre p + 4 — 1, On aura certainement
f(x, y)= A +By.
un polynome en x, Vs S: et nous pouvons par suite écrire AB; — A,B = f: QE y, 2),
Q étant un polynome. Le degré de ce polynome sera m— 4; on voit en effet, en se reportant aux formes de À, B, C, que les polynomes figurant dans les premiers membres de la relation précédente sont de degré 2m — 5.
La surface d’ordre m2 — 4
est extrêmement intéressante ; nous rencontrons ICI pour la première fois, dans un cas particulier, une de ces surfaces d'ordre m — 4, que nous allons bientôt étudier d’une manière générale, et qui sont dites adjointes à la surface proposée. La surface Q passe par les lignes doubles de la surface, puisque les A et les B s’annulent pour les points de ces lignes doubles. Les surfaces A et B ayant pour points doubles un point triple de la courbe double, il est manifeste que la surface Q aura un tel point pour point double.
16. Ces remarques faites, cherchons si une surface du quatrième degré peut avoir deux intégrales de seconde espèce qui ne soient pas fonctions l’une de l’autre. Nous allons voir de suite que la chose est impossible. D'après ce que nous venons de dire, on a
AB AB 0/70, BC; — CB; — Q f:= 0, CAi— AC; —Qf; =0.
Q, qui est d’ordre m — 4,se réduira ici à une constante différente de zéro, puisque, par hypothèse, les deux intégrales ne sont pas fonctions l’une de l’autre. Ces relations ne sont, en général, satisfaites que pour les points de la surface; mais, dans le cas actuel, ce seront des identités, puisque le premier membre de chacune d'elles est un polynome de degré inférieur à 4. On a donc l’idenüté
A PROPOS CHA y4 03
quels que soient +, y, 3. Par suite, on a cette autre identité en +,
Dore
— + ee, 0x 0Y 03
Reportons-nous maintenant aux conditions, mises sous forme homogène, pour que la surface ait une intégrale de première espèce. On a
HA
ds FA à
et Ü, a pour expression
OA 0B me.) 0 — += ; 0 dy dz on aura par conséquent 0, — 0; mais 0, est en définitive un quel-
conque des polynomes À, et nous arrivons ainsi à cette conclusion
absurde (= ik = = 5.
L'hypothèse faite était donc inadmissible : une surface du quatrième degré ne peut avoir deux intégrales de première espèce qui ne soient pas fonctions l’une de l’autre.
17. La même conclusion va s'étendre à une classe très étendue de surfaces du cinquième degré. Considérons une surface du cinquième degré ayant deux intégrales de seconde espèce quine sont pas foncuons l’une de l’autre.
On aura, d'après ce qui a été dit précédemment,
AB;—BA;=Qfi+vf(x,y,2), (1) BG = CB = 0 AS y, 2), CA AG OPEL. re)
Q étant un polynome du premier degré, et À, d, Y représentant trois constantes, De ces trois identités, en tenant compte des identités fondamentales
of of of _{dA dB dC\ “er 07 03 0x dy 02 JFG 7,2),
0j of of 9A 0B oC:
Ai ER ee ON (+ = f(x, 11127
on déduit
ON 0B oQ [Q(s SE RU r }- aa +uB +vC —o,
QT — de me) + A+ pBi+vC=o.
Les constantes }, 4, y sont reliées très simplement au polynome Q. Posons, comme nous devons le faire,
A=æo(x,y,z)+ L(r,y,2), A=Tp(2,9, 2) + Liz), B=ye(x,y,z)+M(x,y,z), Bi=zv(r;, y, :) Mix, 7,2),
GC — so(T,ÿ,s)+ N(zx, y, 3 ), G— = Li(T,Y, z)+ Ni (CASA
et admettons d’abord que + et v, ne soient pas identiquement Pa MENT re < = RES A nee : :
nuls : soit © £ 0. Dans la première des équations (2), en posant
Q=!x+my+ns+p,
les termes du degré le plus élevé seront
ox [5({x+my+nz)+ zx +uy +vs]:
on en conclut _2Q _2Q _2Q
dx
La même conclusion subsiste si # et v, sont identiquement nuls. Considérons, en effet, dans ce cas, les relations (1); les premiers membres seront du quatrième degré, et l’on aura, par suite, en désignant par Ÿ(x,y, z) les termes homogènes du cinquième
degré dans f,
({x+ my +nz)ti + vb = 0, ({x+ my+nz)t,+ À =o, ({x+my+nz)};+pb=0o; d'où l’on déduit 5(1x+my+ns)=—(Àz+uy+vs),
et la conclusion subsiste.
Nous pouvons admettre, en faisant un changement d’axes, que Q se réduise à z. Les équations (1) se réduisent alors à
EX 5 f(2,Y: 3),
AB: — BA; = 2j (3) POTACPR EE CA1 AG:
et les équations (2) deviennent (H+9 +7) SG or Che 03
: \ 3 LE oB: +- 52) HO 0.
Nous avons pour A, B, C et A,, B,, OC les expressions indiquées plus haut. En les introduisant dans ces dernières équations, il vient
ge oM a ; Bf—+<— +— }—5N —=0, CA
oL oM ON:
Z ! = = Fe 4 ON — 0; LOT y 0z Si donc nous posons L = ayz? + 13 + &, M = b5z?+ bi 3 + b:,
où les a et b sont des polynomes en x et y, de degré marqué par
l'indice, on aura
_s ll da: db; \ = I 0 ; CLEA .
N= (Se ta ae : (SE FA A
et de même, en posant
Li=a;2+ ais +a;, Mi = 06 22 + d' 3 + b:,
1l viendra
1 / da 0b; … NES (Ce nm
Soit en outre O(T,Y, 2)= Co2? + C3 + Cs,
D1(%, V, Z)= Cr + cs EC,
où les c sont des polynomes homogènes en x, y de degré marqué par l'indice.
Ceci dit, la première des équations (3) donne
AB;— AB
Oz 36
Nous allons tirer de cette dernière équation la valeur de f à un terme près de la forme Cz° où C sera une constante, car elle ne peut être une fonction de x et y, puisque f doit être un poly-
nome du cinquième degré en +, y, 3; f étant ainsi déterminé, on devra avoir, d’après les deux autres équations (3),
ec, 0 NEC;
Ja
Introduisons maintenant une nouvelle hypothèse; nous supposons que la surface possède une ligne double ne se réduisant pas à une seule droite. La ligne double sera alors nécessairement une conique située dans le plan 3 —o, car la surface Q — o contient la ligne double; on ne peut avoir comme ligne double de la surface deux droites ne se rencontrant pas, car alors la surface serait unicursale.
Les surfaces À — 0, A, — 0, B — 0, B, — o doivent passer par cette conique, et nous pouvons mettre ses équations sous la
forme 3 =0, LH y+I1= 0,
si elle est indécomposable; on ferait un calcul analogue à celui que nous allons faire pour le cas où elle serait décomposable. Les polynomes
CT + Go, CoY +bs, Cx—+a,, c,y +b, doivent être divisibles par 4? + y?+ 1; soit donc
Gr rd=(ar + E)(riey2er),
| c29 + bi (ay + y) (a*+72+ 0),
Em LH
| c,r+a,=(ax+f$')(æ?+y?+ir), \oy+bi=(ey +v)(+p2+ 0),
les 4, 6, y étant des constantes; on peut urer de ces identités @»,
Décret. Ve, Ce:
Dans f(x, y, =) le terme indépendant de 3 sera
[(cax + a:)(c, y + bo)—(c27 + b2)(c,& + a; )]
(G) —2(at+yt+i) fear — ay) +7 (Bu Ba)+ By BI.
Cherchons d'autre part le terme indépendant de 3 dans
BC; — CB
Pa
144 CHAPITRE V. — INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES, ETC. ce sera ; A da: ob 1 RE 1l da; ob! , ne I 2 ve (CES 0)[ e: L / (S + TR) (CS pe b') GE Ge Sn dy ;
ou, en remplaçant les &>, b2, ©, par leurs valeurs tirées des iden-
tités (4),
ay")
Sera ; CPI EXCE An re RE
1 1 1 I ! l rl OPA , | + ap ap) TPM re).
Cette expression doit être la dérivée par rapport à x de l’expres-
sion (5); or, cela n’est possible que si
= ga B = Py—YE— 0.
Can
Dans ces conditions, l'expression (5) est nulle, et il en résulte que f(æ, y, 3) serait divisible par 3 et la surface serait, par suite, décomposable. Donc une surface de cinquième degré avec une conique double ne peut avoir deux intégrales de première espèce, qui ne soient pas fonctions l’une de l’autre. Nous étendrons plus tard cette proposition à toutes les surfaces du cinquième degré de genre un, quand nous aurons défini le genre d’une surface algébrique.
DES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE SECONDE ESPÈCE ET DE TROISIÈME ESPÈCE (1).
I. — Généralités. Théorème fondamental sur le nombre des intégrales de seconde espèce.
1. Après l'étude des intégrales de première espèce, nous abordons l’étude des intégrales de seconde espèce. Nous dirons qu'une intégrale
(1) frar+Qdy L'(æ, 7, 2)= 0]
est une intégrale de seconde espèce, quand les conditions suivantes seront vérifiées. Prenons, comme nous l'avons fait pour les intégrales de première espèce, un point arbitraire (6, Yo; 0), et envisageons toutes les courbes passant par (#6, Yo; Z) sur la surface, et susceptibles d'être représentées, dans le voisinage du point, par les équations
(2) æ—=%+(t),, Y=Yo+ ut), 3 = 3+ V(t),
À, u, y étant holomorphes dans le voisinage de £ — o et s’annulant pour é — 0. On substitue ces valeurs dans l’expression (1), et l’on a une intégrale
(3) free
F(t) étant méromorphe autour de 4— 0; le point 4 — 0 ne devra
(*) E. Picarp, Sur les intégrales de d'fférentielles totales de seconde espèce (Journal de Mathématiques, 1886); Memoire sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes (ibid., 1889); Sur la théorie des surfaces algébriques au point de vue de la Géométrie de situation et sur les intégrales de différentielles totales (Comptes rendus, 15 mars 1897).
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pes être un point singulier logarithmique pour cette dernière intégrale. Si cette condition est remplie pour tous les points de la surface, et pour toutes les courbes de la nature indiquée sur la
surface, nous dirons que l’intégrale est une intégrale de seconde
6 CHAPITRE YI.
espèce.
Si l'intégrale (1) est de seconde espèce, l'intégrale prise le long de tout cycle susceptible de se réduire à un cycle nul, est égale à zéro; on suppose, bien entendu, que l'élément différentiel reste fini pour tout point du cycle considéré. La proposition est évidente pour un cycle très petit dans le voisinage d’un point simple de la surface f, car on pourra ramener le cycle à être plan tout en restant infiniment petit, et l’on aura alors un cycle infiniment petit sur une section plane de la surface ; comme l'intégrale (1) sera nécessairement alors une intégrale abélienne de seconde espèce pour cette section, l'intégrale cherchée sera certainement nulle. Pour démontrer le théorème dans toute sa généralité, ül suffit de se reporter à la surface S sans singularités, à laquelle nous avons fait correspondre la surface donnée f dans un espace à cinq dimensions. Pour tout cycle infiniment peut sur la surfaces, l'intégrale sera nulle; on peut, en effet, faire correspondre à un point À de la surface S un point simple d’une certaine surface Y dans un espace à trois dimensions, et nous sommes ramenés au cas qui vient d'être examiné. Si nous considérons alors sur S un cycle arbitraire susceptible de se ramener à zéro par une déformation continue, 1l pourra arriver, pendant cette déformation, que le cycle rencontre des points de S pour lesquels l'intégrale devienne infinie, mais l'intégrale ne change pas de valeur quand le cycle a traversé un tel point, car la différence de ces deux valeurs est égale à la valeur de l'intégrale le long d’un cycle infiniment peut, et, par conséquent, à zéro, d’après ce qui précède; le théorème est donc démontré.
La propriété qui vient d’être établie est caractéristique des intégrales de seconde espèce, et l’on peut la prendre comme définition de ces intégrales. Montrons que ces deux définitions sont équivalentes. Nous supposons donc l'intégrale telle que sa valeur soit nulle pour tout cycle susceptible de se ramener à un cycle nul. Si nous prenons d’abord un point simple de la surface (Zo; Vos So), On voit immédiatement que, æ, y, 3 étant exprimés
par les formules (2), l'intégrale (3) n'aura pas le point t— 0 comme point singulier logarithmique, car, dans le cas contraire, à une courbe infiniment petite autour du point £— 0, dans le plan de la variable £, correspondrait sur la surface un cycle infiniment petit autour du point simple #6, Yo, %0o, Cycle susceptible, par conséquent, de se réduire à zéro, et pour lequel l'intégrale ne serait pas nulle. La démonstration sera la même si (æ5, 6, 30) est un point multiple quelconque de la surface f; il suffit de recourir à la surface S. Les coordonnées des points de cette surface s’expriment rationnellement en fonction des coordonnées #, y, 3 d’un point de f; en substituant dans ces expressions les valeurs (2), les coordonnées d’un point de S deviennent des fonctions de t ayant une limite déterminée quand # tend vers zéro, et l’on a ainsi sur S un point limite A. Pour l’intégrale (3), le point é— 0 ne peut être un point singulier logarithmique, car autrement, un cycle infiniment petit correspondrait sur la surface à une petite courbe décrite autour de £ — 0, et à ce cycle infiniment petit correspondrait une valeur de l'intégrale différente de zéro. Mais ce cycle infiniment petit peut se réduire à zéro, puisqu'il lui correspond, sur la surface S, une courbe infiniment voisine du point A; il y aurait donc contradiction.
2. En se bornant aux singularités ordinaires de la surface, c’està-dire à des courbes doubles avec points triples, on peut définir plus rapidement les intégrales de seconde espèce. Dans une intégrale de différentielle totale, il peut y avoir des courbes le long desquelles l’intégrale devienne infinie. Soit C une de ces courbes et supposons qu’elle soit une courbe simple de la surface; je prends alors un cycle infiniment petit entourant cette courbe en un point arbitraire (on peut, par exemple, donner à y une valeur fixe et considérer dans le plan de la variable z un contour infiniment petit autour d’un pointde la courbe C, répondant à la valeur prise pour y); si l'intégrale le long de ce cycle est nulle, nous dirons que la courbe C est une courbe polaire. Une intégrale de seconde espèce ne possède que des courbes polaires.
Il a été supposé que la courbe C était une courbe simple de la surface. Le cas où elle serait une courbe double de la surface ne donne lieu à aucune difficulté; on peut de a même manière con-
sidérer un cycle infiniment peut entourantla courbe double dans le voisinage d’un de ses points. Un tel cycle doit donner une intégrale nulle.
On peut encore dire que l'intégrale de différentielle totale considérée est une intégrale de seconde espèce, au sens habituel de la théorie des courbes algébriques pour une section plane quelconque de la surface.
Si l'intégrale le long d'un contour infiniment peut, réductible à un cycle nul analogue à celui dont nous venons de parler, n’est pas nulle, cette courbe C sera dite une courbe logarithmique, et
l'intégrale sera de troistème espèce.
3. La première proposition, concernant les intégrales de différentielles totales de seconde espèce, consiste en ce qu’en général ces intégrales se réduisent à des fonctions rationnelles de x, y etz.
Soient, en effet, une surface pour laquelle p, = 1, et une intégrale de seconde espèce
P dr + Q dy.
(Lo5 Yos 20)
Cette intégrale n'aura qu'une seule valeur en un point arbitraire (x, y, 3) de la surface. En effet, tout cycle qui se ramène à un cycle nul donne, par hypothèse, la valeur zéro pour l'intégrale, et, comme 1l n’y a pas de cycle linéaire effectif, toutes les pé-
s k Je 7e : . : 4 riodes de l’intégrale sont nulles, et elle se réduit par suite à une fonction rationnelle de +, y et 3.
Nous devons alors nous poser la question suivante : Comment Pourra-t-on reconnaitre st une surface algébrique possède des intégrales de seconde espèce qui ne soient pas des fonctions rationnelles de x, y et 3, et comment pourra-t-on obtenir ces intégrales?
Nous dirons que des intégrales de seconde espèce sont distinctes quand aucune combinaison linéaire de ces intégrales ne se réduit à une fonction rationnelle de æ, y et z.
Avant de traiter ce problème, revenons aux considérations
développées dans le Chapitre IV, relativement au nombre p1. Nous avons trouvé une intégrale
JRaæ+s &.
U résulte immédiatement des propriétés établies que cette intégrale ne pourra avoir de courbes logarithmiques. Il est tout d’abord impossible que l’on ait une courbe logarithmique C qui ne soit pas de la forme : soit + — const., soit y — const.
En effet, l'intégrale
fs (x, Y; z) dx,
relative à la courbe f(x, y, z)— 0 aurait alors un ou plusieurs points singuliers logarithmiques aux points de rencontre de la courbe C avec le plan y — y.
D'autre part, il n’y a pas de courbe logarithmique de la nature indiquée plus haut, soit par exemple
T—X, car l'intégrale
fre Y,2)dx,
relative à la courbe f(x, y, z)— 0, aurait, pour y arbitraire, les points correspondant à æ — % comme points singuliers logarithmiques, ce qui est contraire au fait que, pour y arbitraire, l’intégrale précédente est de seconde espèce. Enfin, pour ce qui concerne les points à l'infini, la section de la surface par le plan de l'infini ne peut non plus être une courbe logarithmique, car la période logarithmique correspondante est égale à une période logarithmique pour le point à l’infini dans une section y — const.,
c'est-à-dire à zéro.
Il résulte de là que l’intégrale
(4) Jrar+sar
est une intégrale de seconde espèce, et, de là, nous allons conclure le théorème suivant déjà énoncé par avance à la fin du
Une surface, dont la connexion linéaire est ps , possède Pret intégrales distinctes de différentielles totales de seconde espèce.
La démonstration est immédiate. Nous savons (Chapitre IV) qu'on peut prendre arbitrairement les 7 — p, —1 périodes de l'intégrale (4). Considérons une intégrale quelconque J de seconde espèce. Elle aura p, — 1 périodes (dont quelques-unes pourront être nulles); formons alors l'intégrale (4) ayant ces périodes et désignons-la par 1. La différence
sera une intégrale de seconde espèce n’ayant pas de période; ce sera par suite une fonction rationnelle de x, y et z. Le théorème est donc établi.
II. — Recherche des intégrales de seconde espèce
5. Nous arrivons maintenant à la recherche des intégrales de seconde espèce. Nous pouvons, en un certain sens, regarder ce problème comme déjà résolu; une solution, du moins, se déduit immédiatement des considérations développées dans la 3° Section du Chapitre IV et dans la première Section du présent Chapitre. Si, en effet, on a formé l'équation différentielle désignée par E, et si, ayant obtenu son groupe, on a formé le système des équations (x), on pourra obtenir les 7 intégrales distinctes de seconde espèce. Mais ce procédé, très bon pour établir les théorèmes généraux, est plutôt théorique, et des considérations différentes vont nous conduire à des calculs pratiques d’une nature tout élémentaire. Commençons par considérer une surface dont l’équaton est de la forme
J(æ, y) étant un polynome, et soit l'intégrale
Le dx + Q dy My/Cx, y)
forme à laquelle peut se ramener toute intégrale de seconde
espèce après suppression d’une fonction rationnelle de æ, y et =.
Les P M sont des polynomes en x et y, et l’on a la condition > P0:y 140
d’intégrabilité M oP 0Q oM1.
D a noce. 2,
en général M(x, y) sera le produit d’un certain nombre de facteurs
les polynomes A, B, ..., L étant irréductibles, et aucun d'eux, comme on peut le supposer en faisant préalablement sur x et y une substitution linéaire, n’est divisible par y.
Soit d’abord le cas le plus simple où
MAX, y):
la condition d'intégrabilité s’écrira
p% _ LR 2P LIeR A OA Man(rs-0)=vanfa(-s)rec es).
Supposons que A(x, y) soit premier avec f(x, y); on voit alors
que
est divisible par A(x, y).
Ceci posé, considérons l’intégrale
1 AG) de.
AUVTC, 7) en regardant y comme un paramètre. On peut, comme il est bien
connu, retrancher de P(x,7)
Aaÿf(æ, y)
une expression de la forme
da 1Vf(æ, y) dx AG -i ?
À étant un polynome en x, telle que la différence ne contienne
plus À au dénominateur qu’à la puissance à — 1. Le polynome À de æ aura ses coefficients qui seront des fractions rationnelles de y; nous pourrons l'écrire sous la forme A(æ, Sel o(y) A(æ, y) étant un polynome en x et y. On aura alors nécessaire-
ment .
AP re cm PA EG) À Ce, y),
PONT PCI) OA OA LA u(æ, 7) étant un polynome, et, comme Q — ne est divisible
par À, il en résultera une identité de la forme
Ve nCrrei Ve Mie Q +(a 1) oLY) LPS e(y) (æ, 7)
Retranchons maintenant de P dx + Q dy
Aÿf(x, y) la différentielle totale A ») VF, 2
PH) ABEE
la différence sera de la forme
P;dx + Qdy YONDAE 1 VF Ca, 7)
Nous avons ainsi diminué d’une unité le degré de À, et introduit seulement au dénominateur le polynome 4(y). Nous pourrons évidemment continuer ainsi jusqu’à ce que nous arrivions à une différentielle totale de la forme
Po1 dr + Qu dy :
AXCY) VIE, 7)
Puisque l'intégrale est de seconde espèce, il est nécessaire que 1 et Q4_, soient divisibles par A(zx, y), car cette différentielle nous conduirait, dans le cas contraire, à une intégrale de troisième
espèce. Nous avons donc une intégrale de la forme
(5) Un —
is x) FC, 7) après avoir extrait de l'intégrale initiale une partie rationnelle en æ,7, Vf(x,y); Pet Q sont des polynomes en x et y, et (y) est un polynome dépendant seulement de y.
La conclusion à laquelle nous venons d'arriver est entièrement générale; elle subsiste, comme on le voitaisément, si Ma plusieurs facteurs irréductibles, et aussi si f{æ, 7) n’est pas premier avec les facteurs A; dans ce cas, la réduction se fait encore plus facilement, comme on le sait, d’après la théorie élémentaire des inté-
grales hyperelliptiques.
6. Il suffit donc de partir d’une intégrale de différentielle totale de la forme (5 uisque toute intégrale de seconde espèce s’ » P 5 P si ramène, comme On vient de le voir, après soustraction d’une fonction rationnelle de +, y, Vf(x, y). En regardant y comme un EN »
paramètre, arrêtons-nous d’abord sur l’intégrale
1 PeMaIdr CAT AIT On sait qu’en retranchant de cette intégrale la dérivée d’une
expression de la forme Pi(z) Vie Y)
on peut ramener le degré de P à être m—2, si m est le degré de f. Les coefficients de P,;(x) dépendront nécessairement de y, et ce seront évidemment des fractions rationnelles de y, dont le dénominateur sera (y). Écrivons donc cette expression sous la
forme
P,(2, PIVrtr: Hj A4)
où P,(x, y) est un polynome. Considérons alors la différence
P 4x + Q dy 2e 7 LCI) VF(æ, y) x (7)
Elle aura la forme, où nous gardons les mêmes notations, P dx + Q dy h 4VF(& 7)
avec la circonstance capitale que P(x,y) est, au plus, du degré m—2enx.
La condition d’intégrabilité
nr) area 2) rl
montre de suite que Q(x,y) sera, par rapport à x, de degré
m—1 au plus.
Nous avons donc une intégrale où les degrés par rapport à x sont limités. Écrivons cette intégrale sous la forme
Pdx+Qay Ver).
où P = Go2MT2+ Qi +... + Ame, Q = born + biam2+,. + bb,
les a et b étant des fractions rationnelles de y. Telle est la forme à laquelle peut se ramener toute intégrale de seconde espèce, après soustraction d’une fonction rationnelle convenable de x, y,
Vita, y).
Prenons maintenant la condition d’intégrabilité
pa = oP 2Q\ 6 AS Cr ME — 2 (6) UE RE) ee | et soit JT, J)=2rm+p(y)anmt+.. + ©m(Y).
Les deux membres de l'identité (6) vont être des polynomes en æ de degré 2m — 2. Nous aurons à égaler 2m — 1 coefficients à zéro, et dans ces 2m — 1 équations figureront les 2m — 1 fonctions AE
do, A1, :.., ms, 00, bi,
Bfe pis Dn1-
Nous formons donc un système d'équations différentielles linéaires auxquelles doivent satisfaire les fonctions & et b. Si la
surface 3? — f(x, y) admet d’autres intégrales de seconde espèce que des fonctions rationnelles de æ, y et 3, il sera nécessaire que ce système admette pour les a et b des solutions rationnelles.
# : : : RATE 8. Pour faire la discussion, supposons » impair et égal à 2p +1. En égalant d’abord à zéro dans l'identité (6) les coeffi-
2 771—2 _ sn ALU ee a2m 8, — VAL 2,
nous obtenons m» identités qui nous permettent d'exprimer de
proche en proche Do, bi, ..s Gen
à l’aide des & et de leurs dérivées premières. Portant ces valeurs dans les (m — 1) autres identités que nous avons encore à écrire, et qui sont fournies par la considération des coefficients de x”7?, æ”-3, ..., æ0, nous obtiendrons » —1 équations linéaires et homogènes entre
d&o Cle
Ne
A0, A, .+., Ana,
les coefficients dans ces équations étant évidemment des polynomes en y. Nous trouvons donc un système de »—1 équations linéaires du premier ordre auxquelles doivent satisfaire les m2 — 1 fonctions rationnelles &5, &i, ..., äm_». [Vous sommes donc ramenés tout d’abord à reconnaitre si ce système admet des intégrales rationnelles; c’est là un problème que l’on sait résoudre.
9. Les considérations précédentes ne nous donnent pas en réalité des résultats distincts de ceux auxquels nous avons été conduits au Chapitre IV (Section HT). En nous plaçant au même point de vue qu’à cet endroit, nous devons envisager l'intégrale
ne A EU ID, UE An >)dr Vf(æ, 0)
relative à la courbe 2? = f(x, y), où y est un paramètre arbitraire, les a étant des fonctions pour le moment arbitraire de y. Cette intégrale est de seconde espèce pour y arbitraire, et elle a 2p pé-
riodes qui dépendent de y. Cherchons à déterminer les 2p fonctions
os Ai, +. Am—2;
de telle manière que ces périodes soient indépendantes de y et soient égales à des constantes
P+ P;, DCE) Pop; pour les cycles Gi, Co, ..., Cp.
En désignant par
les périodes de gm—i-i dx
re 7)
correspondant à 2p cycles C, on aura les 2p équations
(1) d0} + ui +... + AmvwiP= Pr CRE REED)
De ces équations, on peut tirer les @, et l’on aura di = P: Qui + P: Qi +. Cire P:p (GE
les Q étant des fonctions de y. Il est clair que les & ainsi obtenus satisfont à un système d'équations linéaires du premier ordre, et nous allons voir facilement que ce système n’est autre que celui qui a été formé il y a un instant.
Supposons, en effet, que les a soient des fonctions de y (rationnelles ou non), telles que les périodes de l'intégrale
ADM HE GRR... Arno dx
VI(r, y)
ne dépendent pas de y; montrons qu’on peut former une intégrale de différentielle totale
Jar +sdy,
DOTE PRIE. Ame
VJ (x, 7)
S étant rationnelle en æ et ÿ/f(x, y), tandis que y figure d’une manière quelconque. Il suffit de reprendre, dans ce cas particu-
lier, l'analyse générale du n° 24, Chap. IV. On doit avoir
Nous prenons alors
a, Vf æ, VF S=iS f Rde+ [ Rae
Los Yo LE EU
en posant fo—/f{(Xo, Y), et æo désignant un nombre fixe arbitraire. On aura pour S ainsi formé une fonction rationnelle de x
et f(x, y). On voit de suite que cette fonction rationnelle ne peut devenir infinie que pour les valeurs de + et y annulant f(x,7), et, en outre, y étant arbitraire, elle est pour x très grand, d’ordre
am 5 à ” .
— —1; par conséquent S est nécessairement de la forme
Dormir b; DA = SE TE br D
VÊCæ, 7)
les b ne dépendant que de y.
Il résulte de là que les relations différentielles trouvées au n° 8 donnent, pour les coefficients &, les mêmes valeurs que les équaüons (1). Il y a donc, au fond, identité entre la recherche que nous venons d'effectuer et celle que nous avions faite précédemment, mais nous avons ici le grand avantage d’avoir un problème beaucoup plus facile à traiter. Des calculs immédiats et tout élémentaires nous permettent de former le système d’équations différentielles linéaires donnant les quantités a, et nous avons à chercher les intégrales rationnelles de ce système d’équations, problème facile à résoudre. On remarquera que, si les équations (1) donnent pour &5, ...; 4äm_2 des fonctions rationnelles de y, les constantes P satisfont nécessairement aux équauons
T Pr mi Pi + miPo+...m,P>» ÊTE LP) 1 2 £ 1
ces équations correspondant à la substitution qui transforme w,, Wo, --., Op quand y décrit un chemin fermé dans son plan. Ce système des équations (r) n’est d’ailleurs autre chose que celui qui a été considéré au n° 22 du Chapitre IV.
10. Nous devons maintenant nous demander, dans le cas où l'on pourra déterminer rationnellement les a et les b, si l'intégrale ainsi obtenue est de seconde espèce. Les valeurs de y, correspondant aux racines multiples de l’équation en x
sont les quantités désignées au Chapitre IV par à; et désignons encore par a les racines multiples. Nous avons à reprendre la discussion du n° 23 du Chapitre IV; mais nous sommes ici dans un cas plus compliqué, car les points (4, o) pourront être des points doubles d’un degré arbitraire de complication pour la
courbe
Il faut d'abord montrer que l'intégrale
fStær, z) dy
. # \ 7 X est une intégrale de seconde espèce pour la courbe 22— f(x, Y); quand + a une valeur arbitraire. On y parvient en suivant absolunent la même voie qu’au numéro indiqué et il résultera de là
fraæ+sdy
n'a pas de courbe logarithmique passant par le point {&, b, 0).
que l'intégrale
Si ce point est un point simple de la surface, comme il l'était à l’endroit cité, il n’y a aucune difficulté, car tout cycle infiniment petit autour du point (a, b, o) se ramène alors à un cycle infiniment petit dans un plan quelconque très voisin de ce point et donne, par suite, une valeur nuile pour l'intégrale. Si le point (a, b,o) est un point double, c’est un point double isolé de la surface, et il serait peut-être possible qu'un cycle infiniment petit autour de ce point fût réductible à un cycle nul et donnât une valeur de l’intégrale différente de zéro.
Pour décider s’il en est ainsi, il faudra avoir recours à la réducon du point singulier isolé. On se rappelle qu’on peut faire correspondre à ce point une ou plusieurs courbes d’une surface sans singularités dans l’espace à cinq dimensions. Cette réduction
faite, on verra immédiatement si ces courbes sont des courbes logarithmiques pour l'intégrale, auquel cas correspondrait alors, dans le voisinage du point double considéré de la surface
un cycle infiniment petit, se réduisant à un cycle nul, et pour lequel l'intégrale aurait une valeur différente de zéro. En écrivant que cette valeur est nulle, on pourra avoir de nouvelles relations entre les P, qui viendront s’ajouter aux équations (x). Ces relations seront nécessairement aussi à coefficients entiers, puisque tout cycle pouvant se ramener à un cycle dans un plan y —CONSt; la période correspondante s’exprime à l’aide des P. On aura finalement, en opérant sur les différents points singuliers y compris ceux qui sont à l'infini, un ensemble de relations entre les P permettant de prendre un certain nombre d’entre eux arbitrairement, et l’on aura de cette manière le nombre des intégrales de seconde espèce linéairement indépendantes. Nous pouvons donc considérer que la recherche des intégrales distinctes de seconde espèce est complètement effectuée pour les surfaces dont l'équation est delaiorme = (2,7).
11. Nous allons suivre une marche toute semblable pour obtenir le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce d’une surface dont l’équation est de forme quelconque
J(t, 7, 4) =0; P nous pouvons ici supposer que la surface n’a que des singularités ordinaires. Nous devons faire d’abord une digression relative aux intégrales de seconde espèce d’une courbe algébrique. Prenons donc la courbe de degré m
que nous supposons n'avoir que des points doubles à tangentes distinctes, les axes occupant d’ailleurs une position arbitraire. On ramène immédiatement les intégrales abéliennes relatives à cette courbe aux deux types
fe y) dx EE y) dx 2 et Si 12 (æ—af,
On n’approfondit généralement pas davantage cette réduction. M. Picard a montré dans le Tome I de son Traité d’ Analyse, p- ÿo, que, par une soustraction convenable, les intégrales du premier type se ramènent au cas où le polynome P est au plus de degré 2m — 4; de même pour le second type, on peut le ramener de proche en proche au cas où l’entier & est égal à l'unité.
Allons maintenant plus loin en supposant que l'intégrale est de. seconde espèce, et voyons ce que l’on peut dire des intégrales
Oz Je AE
Différents cas sont à distinguer suivant que la droite x = a rencontre la courbe en m points distincts, lui est tangente ou bien passe par un point double. Dans le premier cas, le polynome Q devra évidemment s’annuler pour les »m points de rencontre
de æ — a avec la courbe, sinon chacun de ces points donnerait
un infini logarithmique ; il en résulte que le quotient
du type
Q(z, 7) PR (DE
peut se mettre sous la forme d’un polynome en x et y, el nous sommes ramenés au premier type.
Supposons ensuite que æ — a soit tangente à la courbe au point y = b. Il faudra, en appelant b,, ..., b» + les m — 2 autres points de rencontre de x = a avec la courbe que Q(x, y) s’annule pour ces » — 2 points; considérons l'expression
AC, J) DL
) A(æ, y) s'annulant pour x = a, Y = Li, O2, ……., bn_2 et supposons de plus que X(a, b) = 0. Si nous représentons par
De CU (TEERT)EEEREE
le développement de y dans le voisinage du point (a, b), nous
aurons le terme Où
DTA —_—_
ni (æ— a)?
L x à À(æ, comme terme devenant infini dans le quotient rer Or dans T — l'intégrale Q(x, y) de (œ—a)f;"
ui n'a pas par hypothèse le point (a, b) comme point singulier À ’ P 5 logarithmique, nous aurons comme seul terme devenant infini un terme en
ne (w—a}
Tor .
Nous pouvons choisir de manière que les termes devenant infinis soient identiques dans l'intégrale et dans le quotient considéré; on peut évidemment choisir le polynome À(x, y) de manière à satisfaire à ces conditions. La différence
TEE À(æ, y)
(—a)ff za
‘restera alors finie pour x — à, et elle sera, par suite, de la forme
= J) dr Jr
P(x, y) étant un polynome.
Il reste à examiner le cas où la droite x = à passe par un point double (a, b). Désignons encore par b,, Ds, .…., bm_» les ordonnées des autres points de rencontre de x = «a avec la courbe, et
reprenons l'intégrale Q(x, y)de (x—a)f,
où Q(zx, y) s'annule toujours pour (@, b,)...(a, bm_»). Nous allons cette fois retrancher une expression de la forme
Choisissons d’abord À de telle sorte que ce quotient reste fini pour (a, bi), ..., (a, bm_2); pour le point (a, b), nous aurons deux développements correspondant à l’une et l’autre branches et soit
NILAOI)E=10:
PRESS II
Si les deux développements de y sont
Yy—b=pmir = as,
les développements de auront respectivement comme
terme devenant infini 0) ox dÀ ” 0À PRET a l?9b TX — € : 4 nan © À
: ; oÀ oÀ _ On déterminera donc et de manière que ces termes soient
égaux à ceux qui deviennent infinis dans l'intégrale. Le polynome À(æ, y) ayant été choisi de façon à satisfaire aux diverses conditions qui précèdent, la différence
Q(x,y)dz À(æ. y) e/ (æ—a)f, (TE)
restera finie pour x — a, et elle se réduira à une intégrale de la Prada r JS, | >
Il résulte de là que nous avons ramené toutes les intégrales Le, de seconde espèce, par une soustraction convenable d’une fonction rationnelle de x et y, à la forme
forme
où P est un polynome.
P(x, y) dx HOT
où P(x, 7) est un polynome en x et y de degré 2m — 4.
D’après la façon dont nous avons opéré, il pourrait sembler que dans cette réduction nous introduisons des irrationalités par rapport aux coefficients de l'équation f(x, y) — 0. En réalité, il nes est rien, car, sans résolution d'équations de degré supérieur à un, nous pouvons ramener les intégrales de second type au type
où X(æ) est un polynome en + n'ayant que des facteurs simples, et la réduction peut se faire aux intégrales du premier type sans avoir à résoudre l’équation X — 0.
Comptons les coefficients restant arbitraires dans l'intégrale (A). La courbe P—o doit passer par les d points doubles; dans P(x, y) figurent alors
coeflicients, mais nous pouvons retrancher de l'intégrale (A) le polynome arbitraire À(x, y) de degré m — 2, qui peut s’écrire
ox Qf _ ox of a — dr LE Jr m(m — 1)
et qui contient alors au numéraieur — 1 paramètres arbi-
traires. Le numérateur de l'intégrale ne renfermera plus alors que
(2m—3)(2m — 2) [ee
paramètres, et l’on peut encore réduire ce nombre, car le numérateur ne changera pas si l’on en retranche le produit
Az, F)f(æ; rh
où À, est un polynome de degré m — 4, ce qui diminue encore le nombre précédemment trouvé de
Um = 3)((m —2)
En définitive, le nombre des paramètres restants sera
(2m—3)(2m bee m(m—1) pre (m—3)(m— 0) RER LE. TA 2 2 2 Si, d'autre part, nous voulons que l'intégrale soit de seconde espèce, nous aurons à écrire que le point wo n’est pas un point critique logarithmique, ce qui donne 7» —1 conditions. Il reste donc, en résumé, un nombre de coefficients arbitraires égal à
m—om+i—d—(m—1i)=(m—i)(m—2)—d=2p+d
En prenant arbitrairement 2p intégrales de la forme indiquée, on est assuré d’avoir un système de 2p intégrales de seconde
espèce linéairement indépendantes.
12. Après cette digression, revenons aux intégrales de différentielles totales de seconde espèce relatives à une surface TR 7e) = orne paragraphe précédent que nous pouvons, pour la courbe entre x et z
far, lee:
trouver 2p intégrales distinctes de seconde espèce
free O2: (&, 7 z) dæ re NE 4 2 m7 2 Ja Jz où les Q sont des polynomes en x, y et z. Reportons-nous alors
au n° 23 du Chapitre IV.
Nous avons cherché à déterminer les fonctions rationnelles Gi, Grp de y, de manière que les périodes de l'intégrale
aa Qi+...+ a:
\L 1 Qi ra 2pQp qe ne dépendent pas de y. En désignant par R le coefficient de dx sous le signe d'intégration, nous avons vu que si la détermination indiquée des a est possible, il y aura pour la surface une intégrale
correspondante 3! Rae.
de seconde espèce dans laquelle on peut prendre, pour S, une expression de la forme
T (0 + (HE) D >: L R(x, y, z)dx
Or on peut trouver la forme de S considérée comme fonction de æ et z. Une telle expression ne peut devenir infinie que pour les points (z 1 fai à la relau = À
points (3, x) satisfaisant à la relation f!—0. D'autre part R
à “ + Sa © ’
est, pour æ très grand, infini d'ordre m — 3; par suite S sera . . . . » À dans ces conditions, infini d'ordre m — >. Donc S est nécessai-
rement de la forme _ C2) ee Er nes GE |
Ja
U étant un polynome en # et 3 de degré 2m — 3. On peut d’ailleurs donner à un polynome en x et 3 de degré 2m» — 3 différentes formes quand x et = vérifient une relation algébrique entre x et z, relation qui est ici f(æ, y, 5) —o. On peut évidemment supposer que 3 entre seulement au degré m — 1, et prendre alors pour Ü une expression telle que
D Co zn—1 OT nm É
gi étant un polynome en x de degré au plus égal à m + à — 2, les coefficients de ces polynomes étant des fonctions de y que nous désignerons par D. Nous sommes assurés, en reprenant les raisonnements du n° 23, Chap. IV, que si les & sont des fonctions de y
(rationnelles ou non) satisfaisant aux équations
(x) UE + Of +... + poil = Pr CNE 02);
les P étant des constantes arbitraires, on pourra adjoindre à R une expression S dépendant de x, y, 3 et rationnelle en x et z,
et telle que R dx +S dy
soit une différentielle totale exacte. Or prenons pour S une ex-
: U : ; pression de la forme —;, les coefficients b des puissances de x
dans les polynomes & étant des fonctions indéterminées de y, et écrivons la condition d’intégrabilité pour la différentielle précédente. Nous obtiendrons ainsi un système d’équations différentielles du premier ordre entre les fonctions & et les fonctions d de y. Sans qu'il soit nécessaire de faire aucune discussion, nous sommes assurés que l’on pourra, entre les équations de ce système, éliminer les fonctions b, de manière à avoir un système de 2p équations linéaires du premier ordre à coefficients rationnels eny; nous savons, en effet, que les & sont déterminées par les équations (r), où figurent seulement 2p constantes arbitraires et cela d’une manière linéaire. Nous sommes donc certains de pou-
voir, par des calculs élémentaires, former un système d'équations linéaires L auquel satisfont les coefficients a. Il ne reste plus alors qu'à reconnaître si ce système d'équations admet des intégrales rationnelles et, s’il en admet plusieurs, combien :il en admet de linéairement indépendantes.
Nous n'avons ici aucune discussion à faire pour les points singuliers, comme nous avons pu avoir à le faire au n° 10, car la surface n’a ici que des singularités ordinaires. D’après les explications données au n° 4 de ce Chapitre, le nombre des solutions rationnelles linéairement indépendantes du système 1 sera égal à pi —1, et l’on a ainsi ramené la recherche du nombre pa à la question de reconnaître st un système facile à former d'équations linéaires ordinaires à coefficients rationnels admet des intégrales rationnelles. Nous pouvons donc regarder comme résolue la question qui à fait l’objet de cette Section : trouver le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce d’une surface donnée.
III. — Des intégrales de troisième espèce
13. Une intégrale de différentielle totale, pour une surface f(x, Y, 3) = 0, n'ayant que des singularités ordinaires
frd+Qar,
où Pet Q sont rationnelles en +, y, 3, sera, comme nous l'avons dit au n°2, une intégrale de troisième espèce, quand elle aura une courbe logarithmique. Le long de certains contours infiniment peus, réductibles à un cycle nul, l'intégrale aura une valeur différente de zéro. Nous appellerons période logarithmique une période provenant d'une courbe logarithmique.
Si l’on a une surface, pour laquelle p, — 1, il est clair que l'intégrale ne peut avoir d’autres périodes que des périodes logarithmiques, car tout cycle se ramène par une déformation continue aux cycles infiniment petits qui ne peuvent donner que des périodes logarithmiques. Dans le cas où l’on a une surface correspondant à p, >1, on peut obtenir une intégrale de troisième
espèce ayant, en dehors des périodes logarithmiques, p, —1 périodes arbitrairement choisies; on peut, en effet, ajouter à une première intégrale de troisième espèce une intégrale de seconde espèce ayant p, — 1 périodes arbitraires.
Nous avons dit qu’à chaque courbe logarithmique correspond une période logarithmique. Supposons, comme :l est permis, qu'uve courbe logarithmique irréductible C ne soit pas située
dans un continuum y — const. Si l’on considère l'intégrale fe Po; =) dx,
relative à la courbe f(æ, y5, z) — 0 entre x et z, cette intégrale aura un certain nombre de points singuliers logarithmiques correspondant aux points de rencontre de la courbe C avec le plan Y —=Yo. Pour un quelconque de ces points, la période logarithmique sera une constante nécessairement indépendante de y; donc, à chaque courbe logarithmique correspond une période logarithmique. Or on sait que, dans une intégrale abélienne, la somme des périodes logarithmiques correspondant aux divers points singuliers logarithmiques est nulle; par suite, si une intégrale différentielle totale a différentes courbes logarithmiques
irréductibles C1, Co, ... C;,
de degrés respectifs ne Mi vos MON
on aura nécessairement, en désignant par l,,T,, ..., M) les valeurs des périodes logarithmiques correspondantes
Mali + Mlo+...+ ml) = 0.
14. Cherchons, autant qu'il est possible, à faire la réduction
d’une intégrale de troisième espèce. Bornons-nous aux équations de la forme
Soit donc l'intégrale 1 dx + Q dy M VF, y)
où nous avons M = A2BB...LA,
les facteurs A, B, ..…., L étant irréductibles et premiers avec f(æ, y). En faisant les mêmes réductions que dans le cas des intégrales de seconde espèce, nous sommes ramenés à
fl P dr + Q dy ; J. LON)A:B LT, On peut établir une proposition intéressante relative aux po-
lynomes À, B, .…., L qui figurent au dénominateur. Laissant y constant, considérons la période logarithmique de l'intégrale
Î P dx x(Y)A.B...Lyf(, »)
relative à un point x racine de A(x, y) —0; cette période sera
P(x, 7) 0A = or Vf(z,7) Cette expression devra être indépendante de y (x étant la fonc-
tion de y définie par À — 0), soit Æ sa valeur constante. On aura
(R étant le polynome kyŸ B...L) pour toutes les valeurs de x
et y satisfaisant à l’équation A(x, y) —0. Nous avons donc la conclusion suivante : La surface ÂA(x, y) = o coupe la surface
proposée 3? — f(x, y) suivant les deux courbes distinctes IP (1) A(Z,J)=0, 2= 2 R P (2) AU Pl = ASS Ainsi ces polynomes À, .…., L ne peuvent étre pris arbitrairement.
15. La condition nécessaire que nous venons de trouver relativement aux polynomes A, B, ..…., L vient compliquer singulièrement la discussion complète des intégrales de troisième espèce. Elle peut conduire à des résultats assez singuliers au premier
abord, comme celui que je vais indiquer. Prenons le cas simple de
f P de + Q dy A(x, 7) VIe, )
la condition d’intégrabilité sera
; CT af ae CPE O D A cn OR AIEONESES 7
On peut se donner arbitrairement A{x, y), et l’on peut certainement satisfaire à cette équation en prenant pour P et Q des polynomes en x et y: il suffira de prendre ces polynomes d’un degré suffisamment élevé. Mais si A(æ, y) ne remplit pas la condition nécessaire qui vient d’être indiquée, c’est-à-dire si la surface
Ar 5) EI0 ne coupe pas la surface
suivant deux courbes distinctes, t/{ ne sera pas possible que l’unique courbe d’intersection de ces deux surfaces donne une courbe logarithmique. I faudra par conséquent nécessairement que Pet Q soient divisibles par A.
La question inverse se pose alors d’elle-même : Comment doit être choisi A(zx, y) pour que l’on puisse trouver des polynomes P et Q satisfaisant à l'équation (3), et qui ne soient pas divisibles par A.
Un cas simple est celui où l’on prendrait A(%, 90) = MEN;
M et N étant deux polynomes, car il est évident alors que l’expression
M—NV# M+Nyf
log répond à la question, c’est-à-dire peut se mettre sous la forme
1 P dx + dy A(z, 7) VF(æ, y)
où P et Q sont des polynomes; les deux courbes logarithmiques
sont les courbes d’intersection de la surface À — o avec la surface 22— f(x, y), courbes qui ont respectivement pour équations
M AUX, PILE ERRET et . M A(X F0 EE TX:
16. La condition nécessaire trouvée pour A(x, y) revient à dire que ce polynome doit être un diviseur d’un polynome de
la forme MN 7),
en désignant par M et N des polynomes premiers entre eux. Il est évident, en effet, que si À désigne un diviseur d’une expression de cette forme, la surface À — 0 coupe la surface 2? = f(x, y) suivant les deux courbes distinctes
Ar 00; 3—=—E —.
Si le polynome A est de la forme M2— N? f(x, y), on pourra de l'intégrale P dr +Q dy ere Vftæ, y)
retrancher un terme logarithmique, à savoir
M—Nyf
NO MEN YF (où K est une constante convenable), de telle sorte que la différence n'ait plus pour courbes logarithmiques les deux courbes
INR P= 0 Li ae 0
Les seules courbes logarithmiques à distance finie pour lesquelles on ne puisse pas faire une soustraction de cette nature sont ceiles qui proviendraient d’un polynome A(zx, y) diviseur d’une expression de la forme M? — N? f(x, y), où M et N sont
premiers entre eux, sans être lui-même de cette forme. Cette dernière circonstance algébrique peut effectivement se présenter; soit par exemple
F{æ; 5e ble nt Aaet ©
Le polynome æy /2 — 1 divise (RAS TAN ENTER HET) sans être de la forme M?— N?{(æ&'+yi+i1).
Il serait intéressant de savoir si, À étant un polynome jouissant
de la propriété indiquée [n'étant pas de la forme M?— N° f(æ, y)], on pourra trouver une intégrale de différentielle totale
je dx + Q dy À VfCæ, VE) sans que P et Q fussent divisibles par A. C’est un point que nous
n'éluciderons pas, et nous allons seulement faire une remarque importante sur la réduction des intégrales de troisième espèce,
qui pourra être utile pour la solution de la question posée.
Considérons l’intégrale de différentielle totale
Pdr+Qdy fl A(æ, y) Vf(a 7)
Nous supposons que dans le polynome f(x, y), de degré m, l’ensemble des termes homogènes de plus haut degré #(x, y) n'ait que des facteurs simples; nous désignerons par « le degré de A.
Soit k Le degré de P et Q; désignons par p et g l’ensemble des termes homogènes en x et y de degré k dans P et Q, et par a(z, y) l'ensemble des termes homogènes de degré « dans A. Nous supposons que a(x, y) est premier avec o(x, y), et que a(æ, y) n’a que des facteurs simples.
En prenant dans la condition d’intégrabilité l’ensemble des termes homogènes de plus haut degré, nous aurons évidemment
d do 0) da da (4) a(r@ 1%) n[a(2 2) + AL
o(æ, y) désignant l’ensemble des termes homogènes de degré m
; ; NA dans f : cette équation peut s écrire
c 0) 0 da da o— M mag—ra[e(D—H)+a pre]
Or, d’après (4), puisque # est premier avec 4, da da T ox P 9y est divisible par a; par suite, on peut diviser par a le second membre de l'identité (5) et la mettre sous la forme
2? Fa (PRE te
do do ; et, comme - et — sont premiers entre eux, on a 0x 0y _ ) 9 PEN SX 0] q=—px+ À de!
x et À étant deux polynomes homogènes en x et y, le premier de
degré À — 1, le second de degré Æ — m +1. En substituant ces 5 ) 5
valeurs de p et g dans l’équation (4), on obtient la relation
dÀ do où d9 ) dg da dœ da\ dy 0x 0x dy à CE 0x 0x 07]
au(m—2k—2+24)— 2a( qui permet d’exprimer y en fonction de À, si l’on a
En portant dans l'intégrale jl p dx + q dy a(x, 7) Ve(æ, y)
la valeur de w ainsi obtenue, on trouve que cette intégrale est égale à
2m+4a À Vo
DLÉDETTES D ARC
Nous avons supposé que a(æ, y) n’a que des facteurs simples. Il faudra que } soit divisible par a(x, y), car les infinis de l’intégrale provenant de a(x,y)—o ne peuvent être que logarithmiques (& el # étant premiers entre eux); il s'ensuit que p et q : do da __ de da
dy 0% dx 07 aurait un facteur commun avec &, ce qui est impossible quand a
sont nécessairement divisibles par &, car autremen
et © sont premiers entre eux et que a n’a que des facteurs simples.
Posons
== et retranchons de l'intégrale proposée l'expression
2Mm +44
She y) VfCe, y):
2ÉES—= mm 02
la différence sera de la forme
ïl P; dx + Q:; dy A(æ, y) VF(&, 7)
où P, et Q, seront au plus de degré Æ — 1. On a donc pu diminuer d’une unité le degré des polynomes qui figurent au numérateur. On continuera ainsi la réduction de proche en proche. Une valeur de À jouant un rôle important est évidemment
U712 er li D.
Supposons que m soil pair et égal à 2»; on pourra faire la réduction jusqu’à ce que k=m—1+u. Arrêtons-nous sur le cas particulier de l'intégrale P dx + Q dy D | VfCe, y) c’est-à-dire où & — 1, et, par conséquent, à — 0. Quand on fait la réduction telle qu’elle vient d’être indiquée, on rencontre une cir-
constance intéressante; en réduisant de proche en proche il arrive un moment où #—m/ — 1. Le polynome À se réduit alors à une
constante et l'équation, qui donne p, indique que ps — 0. La réduction peut se faire, on a à retrancher de l’intégrale le terme
2) VF(Z, J);
mais dans la nouvelle intégrale ainsi obtenue, le degré de P et Q ne sera pas »m — }, car, dans cette hypothèse, À doit être nécessairement nulle, et l'équation donnant j} montre que 4 — 0, tant que RENTE nt
Donc le degré de P et Q tombera à m'— 1; nous raménerons
donc l'intégrale ci-dessus à l’intégrale P; dr + Q,; dy | Va, ) dans laquelle le degré de P, et Q, est égal à m'— 1, et la réduc-
ton se trouve terminée.
19. Nous avons supposé au numéro précédent que a(x, y) n'avait que des facteurs simples. On pourra tirer parti de la réduction précédente, dans bien des cas où il en sera autrement.
Soit, par exemple, A(æ,y)=T[Ai(x, J)I%;
le terme a, (x, y) homogène et de degré maximum dans A, n'ayant que des facteurs simples, et supposons, comme plus haut, & (x, y) premier avec ©(x, y). On pourra faire la réduction effectuée précédemment ; on aura ici
Le polÿnome À sera divisible par à, et, si l’on pose À — À,
le terme à retrancher de l'intégrale sera
VIEN TES [AiCæ, 7-1”
AN = = L vP .
à cette modification près, l’analyse du numéro précédent subsiste.
20. Nous avons considéré lus haut Un Cas articulier celui où P ) l’on à CZ J)= x" ue" p
et nous avons indiqué que le polynome æy Va —1 divisait une expression de la forme Mie N?f(æ, y)
M et N étant premiers entre eux, sans être lui-même de cette forme. Cherchons si l’on peut trouver une intégrale de différenuelle totale de troisième espèce de la forme
(6) Padr+Q dy ere Vai+yi+r
P et Q étant des polynomes, D’après le numéro précédent, il suffira, pour le vérifier, de supposer que P et Q sont des polynomes du troisième degré. En se servant de la formule (3) d’intégrabilité, on trouve la seule solution
Pie; Q =0;
on est donc assuré que toutes les intégrales de différentielles totales de la forme (6) (où P et Q sont des polynomes) se réduisent
à des fonctions rationnelles de x, y, Vf(x, y).
21. Nous n'approfondirons pas davantage, pour le moment, l'étude des intégrales de troisième espèce. Une question intéressante devrait tout d’abord être résolue : Peut-il exister, pour une surface dont la connexion linéaire est égale à l’unité, des intégrales de troisième espèce ne se réduisant pas à une combinaison algébrico-logarithmique de la forme
V(x, Y,z<) + ZA;logR;(æ, y, 3)
les À étant des constantes, Yet les R étant des fonctions rationnelles de x,y, 3?
Reprenons l'intégrale
{| P dr +Q dy | A(æ, y) Vfte, 7)
Si A(x,y) admet un diviseur de la forme considérée plus haut M?— N° /(x, y),
on pourra, de l'intégrale précédente, extraire une expression de
la forme
& étant une constante convenable, de telle sorte que la différence n’admette plus les deux courbes logarithmiques
APM 0} Gi N°
comme nous l’avons vu au n° 16. Ce serait seulement dans le cas où A(x, y) aurait un diviseur qui ne serait pas de la forme
"= N2 f(x, Le?
sans que P et Q fussent divisibles par À, que l’on pourrait espérer avoir une intégrale ne se réduisant pas à une combinaison algébrico-logarithmique. Le cas particulier traité dans le numéro précédent ne nous fournit malheureusement pas l'exemple que nous aurions voulu donner.
DES INTÉGRALES DOUBLES DE PREMIÈRE ESPÈCE ET DES INVARIANTS QUI S'Y RAPPORTENT.
4. Etant donnée une surface algébrique à laquelle nous ne supposerons d'abord que des singularités ordinaires
nous allons considérer les intégrales doubles de la forme
ff Fr, sde dy,
où F est une fonction rationnelle de x, y et 3. Nous rechercherons quelle doit être la forme de la fonction F, pour que cette intégrale ait une valeur finie déterminée, quel que soit le contiouum d'intégration. Nous nous bornons, d’ailleurs, pour bien fixer les idées, à des continuum formés de portions de surfaces analytiques en nombre fini. Nous appellerons une telle intégrale double une intégrale double de première espèce. Écrivons l’intégrale sous la forme
dx d [. R(&, 7, 8) re
(1) Les intégrales doubles de première espèce ont été, pour la première fois, considérées par M. Noether (Math. Annalen, t. IL, p. 301), mais l’éminent géomètre pose ces intégrales, & priori, et ne fait aucune discussion sur leur forme nécessaire. Dans ses travaux ultérieurs, il ne revient plus sur le point de vue transcendant, qui a été surtout développé par M. Picard (Comptes rendus, 1884, et Mémoires sur les intégrales de différentielles totales et les fonctions algébriques, 1883-1889 ).
PÉRRTÉS: 12
où R est une fonction rationnelle. do d’abord que l’on
ARE ; dx dy 2 due dz dz dx peut, dans l'intégration, remplacer ou —;—: En J2 PES J;
effet, pour faire l'intégration, on doit . zx, y et z comme fonctions de deux paramètres réels X et 4, et l’intégrale écrite
plus haut revient à DC)
31 R(+, 7,5) PO ) di dy.
Des équations of 0x of dy , of dz 0x 0 dy ok 03 0À of dx of dy of oz
“dan T
0x du. dy Ou 03 du
on conclut D(2#) D(y,2) D(z, x) D(X, u) _ DAC) DiÀ.u) — 7 kr
EE 07 0z 0x y
et, par suite, d’une manière abrég
Ée,.
dx dy __ dy dz __ dzdx ER TETE
Il résulte de là qu’en tout point simple de la surface pour lequel R est finie, l'intégrale reste finie.
Nous allons montrer que, pour que l’intégrale reste finie, il Jaut que R(x, y, z) ne devienne infinie pour aucun point à distance finie. I est d’abord évident que R ne peut être infinie en un point de f, sans être infinie le long d’une ligne de la surface. Supposons alors que R devienne infinie le long d’une ligne simple CG de la surface. Prenons sur C un point arbitraire (a, b, c), où nous pouvons supposer f:<0; dans le voisinage de ce point, la courbe se projettera sur le plan des xy suivant une courbe
o(æ, y) étant holomorphe dans le voisinage de = a, y —b :
æz—=a, y — 0. Faisons alors le changement de variable
PT, Y)=X
En ürant de cette égalité + en fonction de y et X par un développement valable dans le voisinage de y — b, X — 0, l'intégrale
prendra la forme ff" A
H restant finie et ne s’annulant pas pour la courbe C, c’est-à-dire Dour X=—0.
Prenons comme champ d'intégration le continuum obtenu en associant à tous les points d’une ligne tracée dans le plan des X, entre o et X,, une ligne tracée dans le plan des y entre b et 7, X, et y, étant respectivement voisins de zéro et de b. Ce champ d'intégration aura une infinité de points communs avec le contiouum C, et, par conséquent, d’après une remarque faite précédemment (Chap. HI, n° 10), l'intégrale peut devenir infinie. Or envisageons l’intégrale
et laissant y fixe, faisons tendre X vers zéro ; l'intégrale augmentera indéfiniment. Nous voyons donc que l'intégrale
R 7 TL
Yo
augmentera indéfiniment quand on fera tendre, d’une certaine manière, le point (x, y, z) vers un point de la courbe C.
On a supposé que C était une courbe simple de la surface ; la même conclusion subsiste si C est une courbe double, et, dans ce cas, la fonction R doit non seulement ne pas devenir infinie le long de la courbe double, mais elle doit, de plus, s'annuler le long de cette courbe. En effet, R(x, y, 3) contiendra X? en dénominateur, f: contiendra X en facteur ; si donc la valeur de R était différente de zéro pour X — 0, l'intégrale se réduirait encore à une
f— H _ ch
et deviendrait infinie pour un certain continuum.
expression de la forme
Nous arrivons donc à la conclusion que R(x, y, z) reste finie pour tout point à distance finte et s'annule le long des courbes doubles.
Or, si l’on prend d’abord une courbe f(x, y)= 0, il résulte aisément du théorème cité de Noether (Chap. V, n° 13) que toute fonction rationnelle R(x, y) restant finie pour tout point à distance finie et s’annulant aux points doubles peutse mettre sous la forme d’un polynome entier en x et y. Cela résulte aussi de la discussion de la forme classique des intégrales abéliennes de première espèce, où l’on rencontre une fonction rationnelle R jouissant de la propriété indiquée et qui se réduit à une fonction enlièrecnrvel
Si nous revenons maintenant à la surface proposée, on conclut du théorème précédent que R(x, y, z) peut se mettre sous la forme d’un polynome Q(x, y, =): nous avons donc à envisager
l’intégrale JE Y, NE,
Il faut l’étudier pour un domaine d'intégration s'étendant à l’in-
fini. Posons VY = AGE et prenons l'intégrale
HE) t OCT) edtdr f Hi ( — - REA = <Xo lo
HCAE ES) Faisons varier & dans un champ fini, et faisons grandir x indépe QËe bre) Ar (æ, 4,23)
J A S 14 QU \ doit être une intégrale de première espèce pour la courbe définie par la relation entre 3 et
finiment : l'intégrale
CS UT, z) 0:
où & est un paramètre arbitraire ; car, dans le cas contraire, notre intégrale double deviendrait certainement infinie quand, £ variant dans un champ fini, x grandirait indéfiniment. Il résulte de Jà
INTÉGRALES DOUBLES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 181 que, pour £ arbitraire, le produit QGUTr 2)
doit être un polynome de degré m— 3 en x et 3. Par suite, Q(x, y, =) est un polynome de degré m — 4 en x, yetz,et nous avons donc la forme nécessaire de l'intégrale
pics Y,3)dx dy F: ;
où Q(x, y,<) est un polynome de degré m— 4, tel que la
surface Q(æx, 7; s)=0
passe par la courbe double.
2. Si maintenant nous prenons l'intégrale précédente, nous devons nous demander si elle sera nécessairement de première espèce. D’après les raisonnements qui précèdent, on ne peut avoir de doute à ce sujel que pour un continuum dans le voisinage d’un point-pince sur la courbe double ou dans le voisinage d’un point triple de la courbe double, puisque, pour un point ordinaire de la
: ) : Ê , ligne double, = est fini. Nous allons traiter ces cas, en procédant
comme nous l'avons fait pour les intégrales de différentielles totales de première espèce (Chap. V).
Soit un point-pince de la courbe double ; on ne diminue pas la généralité du raisonnement en supposant que l’axe des z est la courbe double, le point-pince étant à l’origine. Nous aurons ainsi l'équation, si le plan x — o est le plan tangent au point-pince,
(a+ar+8$y—+yzs+...)m+(xx +8'y +y'z +...)xy
("x \ By ! Y'z- O0) (GE 210):
Considérons l'intégrale double
fl [ Or dr dy ; F2 |
où nous supposons que la surface Q —0o passe par lPaxe des z,
c’est-à-dire que Q—=Mzxz+Nry,
M et N étant des polynomes. Si l’on pose D UNE
l'équation de la surface montre immédiatement que w tend vers zéro quand le point (x, y, z) tend vers l’origine. Or, en faisant dans l'intégrale le changement de variable + = wy, nous avons
il (Mu+N)du dy
VVIU QU? Er
les termes non écrits au dénominateur s’annulant pour æ —0, y—0,z3—o. En supposant, comme nous pouvons le faire, que y <0 (le point-pince étant général), nous avons une intégrale restant finie de quelque manière que w et y tendent vers zéro.
Placons-nous maintenant en un point triple de la courbe
Ç P double; nous pouvons supposer que ce point est à l’origine et que les trois axes de coordonnées sont les droites doubles. On a alors l'équation V2 + (7, y, 3)+...=0,
tous les cônes v;— o ayant pour courbes doubles les axes de coordonnées, et l'intégrale prend la forme
ue Or M2) drdy e DV Æ Pi,3( 8 Va FER
la surface Q(x, y, z)—o passant par les trois axes, et ayant nécessairement, par suite, un point double à l'origine. En posant y — ux, 3 — vx, l'intégrale devient
[[ Our we)r du dr à: ri[u ro. (u 0)
la relation entre w, 6 et x étant
(1) UP + Doi (l, U, P)+...= 0,
ce les termes de moindre degré dans les o;(1,u,6) sont au moins à nur ; .
du second degré. D'autre part, Q(x, ux, vx) contient +? en
facteur et est certainement de la forme x? (Mu+ Nr) Donc . 7 r . 5 x l'intégrale peut s’écrire
4 jh (Mu+ Ne)x du dx
UT, (1, up).
Or, on peut supposer qu'on se trouve dans une région autour de l’origine pour laquelle & et + restent finies, car, dans le cas contraire, on ferait un autre changement de variables en considérant d’autres rapports des trois lettres æ, y, entre elles. Nous pouvons donc dire que nous avons une surface représentée par l'équation (1); nous avons à considérer ceux de ses points qui correspondent à des valeurs de x voisines de zéro et à des valeurs finies de ete, l’une au moins de ces dernières étant nécessairement voisine de zéro. Tous ces points sont des points simples de la surface (1), sauf les points correspondant à 4 —0,6—o: la surface (1) admet en effet la ligne double
LION Dr)
Nous pouvons regarder l'intégrale (2) comme une intégrale double relative à (1), dans laquelle le coefficient de du dx au numérateur s’annule pour la ligne double. Nous sommes ainsi assurés, d'après ce qui précède, que l’intégrale reste finte.
Nous conclurons donc que la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale double, où Q est un polynome de degré m—4,
TES Y, z)dx dy.
ie J:
soit de première espèce est que la surface de degré m — A Q(x, y, z) =0
passe par la courbe double.
3. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface n'avait que des singularités ordinaires, c’est-à-dire une ligne double pouvant avoir seulement des points triples, ce qui correspond à la réduction générale des singularités d’une surface algébriques.
Il est d’un grand intérêt d'examiner certaines circonstances pouvant se rencontrer fréquemment, de facon à ne pas avoir à faire la réduction générale. Le cas le plus simple sera celui d’un point double isolé avec un cône de tangentes irréductible; nous allons voir que la présence d’un tel point n’entraîne aucune con-
séquence pour le polynome Q. En mettant le point double à l'origine, nous avons, pour l’équation de la surface,
pa(T, V, 3)+ Pa(d, Y, Z)+...= 0.
Posons DIN TENIERS l'équation de la surface devient
(3) pa(X, Y, 1)+ 393(X, Y,1)+...= 0.
Prenons l'intégrale double
IRÉSSETE
É Q(Kz, Yz, z)dX ds Par Xi Y,1)+4( )
elle devient
On peut supposer que X et Ÿ restent finies, car, autrement, on ferait un autre changement de variables ; nous avons donc à considérer, pour des valeurs très petites de z, des valeurs finies de X et Y. Dans ces conditions, le point (X, YŸ, z) est certainement un point simple de la surface définie par Péquation (3), puisque 9 est irréductible. L'intégrale reste donc finite, et la présence du point double n’entraîne aucune conséquence pour le polynome Q.
On peut discuter, avec les formules précédentes, beaucoup d’autres cas; tout d’abord, la même conclusion subsistera, en général, quand le cône
Pa(@, Y, 3)= 0 se composera de deux plans distincts. Dans ce cas, l'équation
DEN VEUT
donnera deux droites distinctes. Si, pour le point de rencontre de ces deux droites, on a
ps(X, Y'1)20,
la surface (3) n’aura pas de points multiples pour 3 voisin de zéro et pour X, Y finis. On peut encore aller plus loin; lorsque Les coordonnées (4, 8) du point de rencontre des droites oo(X, Y,1)=0o, annulent le polynome v,, la surface (3) aura le point double
INTÉGRALES DOUBLES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 189 (a, $, 0), mais, en général, le cône des tangentes sera irréducüuble, et nous n'avons aucune condition.
Il en est encore ainsi, en général, même quand le point est un point uniplanatre, c’est-à-dire quand o,(x,7,3)est un carré parfait. En effet, la surface (3) aura, comme points doubles correspondant à z— 0, les points de rencontre de la droite double
ga(X, Y, 1)=
avec la courbe &,(X, Y,1)—o; ces points doubles seront, en général, des points doubles isolés ordinaires pour la surface (3), et, par suite, nous ne trouvons aucune condition à imposer au polynome Q par le fait de la présence d’un point uniplanaire général.
Il en sera autrement si l’on a cette sorte de point uniplanaire désigné par les géomètres anglais sous le nom de tacnode, et dont nous avons déjà parlé (p. 55). L’équation est, dans ce cas, susceptible de se mettre sous la . me
TER PM, sh =tiTU(r, Jr) ot Vs) 50;
% est un polynome homogène du second degré en x, yet z,etv,
est du quatrième degré; c’est le cas où w, est un carré parfait, et
où ©, contient une fois en facteur l’expression linéaire dont e, est ‘
le carré. En posant
nous avons la relation (=) FIL, Z)=X2 EX 20 (X V1) —0.
Cette surface E aura pour ligne double
K— 0, 20 L'intégrale
devient
1) COX, V7, 7) 2NIdz e/ f FX
Pour que l'intégrale soit de première espèce, il est nécessaire que le polynome, qui figure au numérateur, égalé à zéro, repré-
] 5 insi sente une surface passant par la ligne double de ÿ. Il en sera ains
s1 la surface | Oz; 7, 010
passe par le tacnode. Il est clair, d’ailleurs, que celte condition le tacnode soit un point général de
est suffisante pourvu que :
un tacnode entraine une Con-
cette sorte. Ainsi, /a présence d € . n Es > e .
dition pour les intégrales doubles dé Pr Emme espèce ( )
k intégrales 4. Nous avons, aux n° À et 2, dans la recherci!€ des 5
doubles de première espèce, supposé que la surface : ; : < tie
ment, comme lignes multiples, des lignes doubles. Il est €S$en 1 les cas
: 12 ; . bientôt possibles, la forme précédemment trouvée. Nous aurons pie
avait seule-
de voir qu’une intégrale de première espèce a, dans tou
. ’ . : . 2 T—besoin de ce résultat pour arriver à la notion du genre d’une AE
face.
Reprenons l'intégrale sous la forme
dx d ff RG r z) a
la surface ayant, cette fois, des singularités entièrement arbi-
traires. Je dis d’abord que l'intégrale simple I 5 P ä dx J R(x, 5 ar ©
qu’on peut regarder comme une intégrale abélienne relative à la courbe fæ,7,3)=0, est une intégrale de première espèce. Nous donnons à y une valeur arbitraire, de sorte que les points
multiples de la courbe fx, y, 3)— o sont à l'intersection de la
courbe avec le plan y — y. Soit un de ces points de rencontre dont nous désignerons l’x par a(y), la fonction a(y) étant une fonction holomorphe de y dans un certain intervalle suffisamment petit.
te ; R On pourra, dans le voisinage de x — 4, développer -; de la
(!) M. Nocther a étudié l'influence de points singuliers d'espèce variée sur le genre d’une surface algébrique dans les Nachrichten de la Société Royale de Gôttingen (1831).
manière suivante :
De C3 (æ— at
les coefficients des puissances de æ — «& non écrites étant supérieurs à — 2, et le coefficient À étant une fonction holomorphe
de y dans l'intervalle considéré. On à alors à prendre l'intégrale
double
Posons Da LU:
nous aurons alors l'intégrale
REP in (a +..)du a.
Si l’on avait
on pourrail avoir un continuum d'intégration pour lequel Pintégrale sera infinie : on a donc
CNE et, par suite, l'intégrale
, dr
Je ee 7: Ti
reste finie pour æ — &. Ainsi, l'intégrale précédente relative à la courbe f(x, y,3)—0 reste finie pour tout point à distance finie. Il en résulte que R(x, y, z) est un polynome en x et 4; on établirait de la même façon que R(x, y, 3) est un polynome en y et z, et par suite R(x,y,z) est un polynome en x; y et 3° Nous arrivons donc à la conclusion que, quelles que soient les singularités, une intégrale de première espèce a nécessairement la
Jorme ff Q(x, y, z)dx dy ./ ÿE
et l’on voit, comme plus haut, que Q(x, y, 2) est au plus du degré m — 4.
Nous avons là des conditions nécessaires; 1l faudra ensuite faire une discussion pour écrire les conditions supplémentaires. La
surface pourra avoir des points multiples isolés qui nécessiteront une discussion spéciale; relativement aux lignes multiples, il résulte évidemment de l’analyse ci-dessus qu’un plan arbitraire
Y = const.
coupera la surface Q — o suivant une courbe qui sera une adjointe d'ordre »m — 4 de l'intersection de la surface proposée par le même plan, et, sous cette condition, l’intégrale restera certainement finie pour le voisinage d’un point pris arbitrairement sur la courbe multiple. Mais il pourra y avoir sur celle-ci certains points particuliers pour lesquels une discussion sera nécessaire; ainsi, par exemple, pour prendre un cas très simple, si une surface a, comme plus haut, une courbe double le long de laquelle les deux plans tangents sont, en général, différents, et qui a seulement certains points-pince de nature générale, il suffira que l’adjointe Q — o passe par la ligne double, sans qu'il y ait aucune condition supplémentaire à ajouter pour les points-pince. Mais si le pointpince est spécial, il pourra y avoir des conditions supplémentaires à écrire; il en sera ainsi dans le cas où le coefficient y” sera nul. On s’en convaincra en prenant la surface
(a+ ys)er+(az + By + y's)ay +(a'x + fy)r?= 0,
qui admet la ligne double x — 0, y —0o, avec un point-pince à l’origine. L'intégrale
si O(x 7, <)dzr dy a
Q(x, y, 3) étant un polynome tel que la surface Q(x, y, 3)=0
passe par la ligne double, reste finie dans le voisinage de tout point de la courbe double à distance finie, sauf pour l’origine. Dans tous les cas possibles, la recherche des conditions supplémentaires se déduit aisément de la réduction supposée effectuée des singularités, ou, ce qui revient au même, des expressions des coordonnées x, y, 3 des points de la surface dans le voisinage d’un point singulier, exprimées au moyen d’un nombre limité de développements holomorphes par rapport à deux paramètres.
: Toute surface Q(x, y, =) = 0 d'ordre m — 4, pour laquelle le premier membre de l’équation peut servir à former une intégrale double de première espèce, est dite une surface adjointe d'ordre m— 1. Le système linéaire formé par ces adjointes est désigné sous le nom de système canonique.
Un cas simple et intéressant est celui d’une surface ayant des lignes multiples et des points multiples isolés; ces lignes et ces points étant de la nature suivante. En un point arbitraire de la ligne multiple, les plans tangents sont différents; il peut seulement ÿ avoir certains points particuliers de la ligne multiple où deux plans tangents sont confondus, et l’on suppose que lPon soit dans le cas le plus général où cette circonstance se présente. Relativement à un point multiple isolé, on suppose que la surface ayant pour équation
Ep(T, Vs 2) + Pp#1(8, V, 2)... = 0, la transformation TE Xe: DNS fait correspondre à ce point une courbe B—0; 2p(X, Y,1)= 0, dont tous les points à distance finie sont des points simples pour la surface transformée.
IL résulte d'abord, de ce que nous avons dit plus haut, que /a
surface adjointe Oz, J'; 3) =
aura une ligne multiple d’ordre p de la surface comme ligne multiple de degré p —1.
Pour voir la condition relative à un point multiple rsolé d'ordre g, faisons dans l’intégrale
(LT Or tc) dede Ce y
le changement de variable x = X2, y — V3 : l'intégrale devient
_ IVe, s)e dX ds Il CE, Y,1)+ 3 51°
et l’on voit de suite qu’au numérateur, le polynome Q(Xz, Yz, =) doit contenir 39? en facteur; donc la surface adjointe Q — 0 admet le point multiple isolé d'ordre q de la surface comme point multiple d'ordre q — 2; c’est l'extension de ce que nous avons trouvé pour g — 2, cas dans lequel aucune condition ne se
trouve imposée à adjointe.
6. Terminons celte Section par une remarque qu’on peut regarder comme une extension du théorème d'Abel aux intégrales doubles de première espèce. Soit la surface
f(æ, Y3 3)=0, et considérons les deux faisceaux de surfaces
AL Se) NP, 72) —=0; Cr M EE LD )Et0; Supposons que les trois équations précédentes définissent un
certain nombre m1 de points
(æ1, Vas na) Goo (en Vins Zm),
variables avec À el y, et décrivant toute la surface, c’est-à-dire que le déterminant fonctionnel de x; et y, par rapport à À et u, n’est pas identiquement nul. Nous désignons, comme plus haut, par
[<= Y, z)dr dv x É
une intégrale double de première espèce de la surface, et nous
formons la somme
D(x1, 4) D(x ) Bi V 1; 21) = ee à ge) Pres Jon Fe Q( 1) #1 1) Dés un.) ONCE 0 De Zn DNS (E) F ren 5 : :
31 FA a 0 Fn0 ER à C’est une fonction symétrique de (z4, 4, 24), Le) a) Jai
elle est done une fonction rationnelle de X et u, Soit R(À; um).
Or, si l’on prend un continuum arbitraire d'intégration dans le domaine des variables complexes (À, a), il y correspondra un
INTÉGRALES DOUBLES DE PREMIÈRE ESPÈCE. IOI - Continuum pour (æ;, Ye, 3i), et l’on aura
LEO
O(x;, Vi, z;) dæ; dy; \ DA - F. Ti — [fra u) dÀ du.
Di
Or, quel que soit le continuum régulier pris dans l’espace (à, x), le premier membre restera fini; il en sera donc de même du second. Mais une intégrale double d’une fonction rationnelle de Àet x ne peut rester finie pour tout continuum d'intégration, à moins qu'elle ne soit toujours nulle. On a donc identiquement
RO
et, par suite, l'expression E est identiquement nulle, ce qui consutue une extension du théorème d’Abel aux intégrales doubles de première espèce. On voit que nous avons suivi absolument la même voie que celle qui est souvent employée pour établir le théorème d’Abel en se limitant aux intégrales de première espèce; au point de vue analytique, cette extension est d’ailleurs plus curieuse qu'utile, et nous n’y insisterons pas (!).
II. — Du genre géométrique (#/ächengeschlecht) des surfaces algébriques (2).
G. Dans la théorie des courbes algébriques, la considération des intégrales de première espèce conduit à un nombre qui joue un rôle considérable : c’est le nombre habituellement désigné par p, et qui est égal au nombre des intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Considérons pareillement une surface
(*) Dans deux Mémoires du Journal de Mathématiques (1887 et 1890), M. Humbert a fait d’élégantes applications géométriques de l'extension du théorème d’Abel aux intégrales multiples.
(2) La notion de genre a été introduite dans la théorie des surfaces par Clebsch dans une courte Note des Comptes rendus (décembre 1868). Elle a été ensuite approfondie par M. Noether dans un Mémoire du tome IT des Hath. Annalen, que nous avons déjà cité, et surtout dans son Mémoire fondamental du tome VIII de la même collection. Dans ce dernier Mémoire, M. Noether se place uniquement au
point de vue algébrique.
algébrique irréductuble quelconque de degré m
ES 2e dy
l'expression générale des intégrales doubles de première espèce. Le polynome Q est un polynome de degré »m— 4, et dépend d’une manière linéaire et homogène d’un certain nombre de constantes arbitraires. Soit p, ce nombre, de telle manière que, si l’on
et soit
désigne par (S) Q:, Q», HOLY) Qpz
Pg polynomes correspondant à des intégrales de première espèce, entre lesquels on n’a pas de relation homogène et linéaire à coefficients constants. l'expression générale de Q sera
Q = A1Qi+ À 2 Q 2 +. Sa A pe Qpa
les À étant des constantes. Quand nous disons qu'entre les termes q
de la suite (S) n’existe pas de relation homogène et linéaire, on
peut entendre indifféremment qu’une telle relation
4 Q+aeQ:+...+a, Q,,—=0
(où les à sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles) ne peut avoir lieu, soit qu'on y considère x, y, z comme trois variables indépendantes, soit que le point (x, y, 3) appartienne à la surface f. Les deux points de vue reviennent au même, puisque les Q sont de degré inférieur à 7.
Le nombre p, s'appelle le genre géométrique de la surface ; Noether le désigne aussi sous le nom de Flächengeschlecht; il est l'analogue du genre riemannien p d’une courbe algébrique. Nous verrons bientôt (Chap. VIIL) pourquoi nous ajoutons l’indice g : c’est qu'il y aura lieu d'introduire dans certains cas, à côté de pe, un autre nombre qui sera désigné sous le nom de genre numérique.
LA Ve . » © TT = = 2 1. Le genre p4 est un nombre invariant, c'est-à-dire qu'il est le même pour deux surfaces qui se correspondent birationnel-
Jement. Soient ICT z)= 0, lee V4) 10
les équations de deux surfaces algébriques; on suppose que l’on ait simultanément
HR NE
e— RC O7) et
X= mx, y, 2),
M7 (tr 7,72)
les R et r étant des fonctions rationnelles des lettres dont elles dépendent. Nous disons, dans ce cas, que les deux surfaces se correspondent par une transformation birationnelle. Il est immédiat que le genre géométrique sera le même pour les surfaces f et F.
En effet, à toute intégrale double de première espèce de f correspond une intégrale double de première espèce de F et inversement, comme le montrent de suite les substitutions birationnelles. Les genres des deux surfaces sont donc égaux ().
8. Indiquons quelques exemples simples. Soit tout d’abord la surface la plus générale de degré m; comme cette surface n’a pas de points singuliers, on aura
Pgz—
ce nombre étant le nombre des arbitraires dans un polynome d'ordre m— 4 à trois variables. D’après ce que nous avons dit dans la Section précédente, un point double isolé ne diminue pas en général le genre; nous avons vu qu'il en était ainsi, non pas
(‘) La démonstration de ce théorème, qui est immédiate, comme on vient de le voir, quand on se place au point de vue transcendant, après avoir discuté complètement la forme des intégrales doubles de première espèce, est, au contraire, très délicate quand on se place au point de vue algébrique, comme l’a fait Noether (voir Math. Annalen, t. VII, p. 514).
PAETS. 19
seulement pour un point double à cône indécomposable, mais pour un point biplanaire général et même pour un point uniplanaire général. Au contraire, un tacnode général diminue le genre géométrique d’une unité.
Si, sur une surface, il existe une famille (dépendant d’un paramètre arbitraire) de courbes unicursales, le genre de la surface sera nul.Dans ce cas, il y aura certainement sur la surface une courbe, dépendant d’un paramètre arbitraire w, susceptible d’être représentée par deux équations de la forme
9 étant un polynome en æ et y, dont les coefficients dépendent algébriquement du paramètre #, et R étant rationnel en x et y et algébrique en w.
En effet, la famille de courbes gauches pourra nécessairement se mettre sous la forme
les coefficients dans © et R dépendant du paramètre arbitraire. Or, en laissant indéterminés tous les coefficients de + et R et écrivant que cette courbe est située sur la surface, on aura un certain nombre de relations algébriques entre ces coefficients. Ces relations devront nécessairement permettre de laisser au moins un de ces coefficients arbitraires, et l’on a alors le résultat annoncé.
Si cette courbe est unicursale, on pourra exprimer æ, y, = rationnellement en fonction d'un paramètre À, les coefficients des puissances de À dans ces fonctions rationnelles étant des fonctions nécessairement algébriques de w. C’est ce qui résulte de ce que, pour avoir ces expressions, il faut, en procédant comme on le fait d'habitude, prendre sur la courbe un certain nombre de points; on pourra prendre, par exemple, des points dont on se donnera les æ, les autres coordonnées dépendront alors algébriquement de w. Finalement, on pourra exprimer les coordonnées d’un point arbitraire de la surface sous la forme
= Pi(à, uw), J = P:(A, u), 3 —P;(À,u),
les P étant rationnels par rapport à à et algébriques par rapport à w. Supposons maintenant que la surface possède une intégrale double de première espèce; celle-ci sera de la forme
sh S(À, u) dÀ du,
S étant rationnel en À et algébrique en w. Or, une telle intégrale ne peut être de première espèce. Prenons, en effet, une valeur arbitraire de w, soit w,; la fonction rationnelle $S en À aura au moins un pôle correspondant à une valeur de 4. On peut supposer ce pôle à distance finie et regarder son affixe comme une fonction holomorphe a(u) de w dans le voisinage de w,; en posant alors
notre intégrale prend la forme
[f* d\ du PU d,
mm étant un entier au moins égal à un, et H une fonction finie et
différente de zéro pour \ = 0, u = ws.
Il est par conséquent visible que, pour un continuum convenable d'intégration, l'intégrale devient infinie, ce qui établit la remarque énoncée plus haut.
On en déduit, en particulier, que, pour une surface réglée,
on € Des O.
FO, H
et les deux paramètres X et x/ par une seconde relation algébrique
[ de genre p RL FORD 0
Nous supposons, en outre, qu’à un point arbitraire de la surface ne correspondent qu’un seul système de valeurs (À, p) et un
seul système de valeurs (4, u/).
Cherchons le genre p, de la surface définie par les équations (4).
fre MG} Re IEC du) dx,
p intégrales de première espèce linéairement indépendantes de la courbe f, et
far u')d?', + 17 fox, u') d\'
p'intégrales de première espèce linéairement indépendantes de la courbe F. Formons l'intégrale double
fre m).Qz(À',-u')d2X d\'.
Elle sera évidemment de la forme
Soient
fl Dr me) dede
P étant rationnelle en +, y, 3, puisque, par hypothèse, les À et x sont rationnelles en x, y et z. Nous formons ainsi pp! intégrales doubles de première espèce, qui sont linéairement indépendantes, et, par suite, le genre de la surface est au moins égal à pp'.
Il est aisé de montrer que ce genre est précisément égal à pp’. Toute intégrale double de la surface est, en effet, de la forme
Ji p(A,u,À',u)dX di.
Supposons-la de première espèce. Î[l sera d’abord nécessaire que l'intégrale simple
fee ue, À’, a’) dÀ
si fer s pr : 4 (N' et étant considérés comme des constantes) soit une intégrale
de première espèce pour la courbe
nr On a donc UE
FO BA, p)= D API UE) (i=n0,..,p),
les À ne dépendant que de \'et u' dont ils sont nécessairement des fonctions rationnelles. On voit ensuite que
fIZara, e| dx
doit être une intégrale de première espèce de la courbe
k LS) 0, el, par suite,
ip K—=D!
D'AC, p).P:Q p)= À Br LUN, m'), LA E=A à:
les B étant rationnels en } et u. Donnons à (À, x) p systèmes de valeurs fixes arbitraires; on pourra tirer, par des équations du premier degré, les A;(N, u') en fonctions linéaires des Q4(W, pr); donc w(À, u, N, u/) est de la forme
PE p)= Ÿ x PQ, m) Ou);
oh,
les « étant des constantes; il en résulte que toutes les intégrales doubles de première espèce sont de la forme trouvée plus haut. En définiuve, nous avons, pour la surface définie par les équa-
ions (4), Don
III. — Digression sur les systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface (1).
10. Avant de continuer l'étude des surfaces adjointes d'ordre
(‘) Les points essentiels de cette section sont empruntés à deux Mémoires remarquables de M. Enriques, sur lesquels nous aurons ultérieurement à revenir [ Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche (Mémoires de l’Académie de Turin, 1894), et Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche (Mem. della Societa Italiana d. Sciense, 3° série, t. X; 1896)].
m — 4, il est nécessaire que nous fassions quelques remarques générales sur les systèmes linéaires de courbes tracées sur une surface algébrique S. Nous considérons l’intersecuion de la surface S avec un système linéaire de surfaces, c’est-à-dire avec un
système de surfaces
(L) du Li + do Lo+...+ ar Lrn= 0,
les L étant des polynomes en (x, y, =), et les à des constantes arbitraires. Il peut y avoir des courbes fixes d’intersection (c’està-dire indépendantes des «) du système L avec S; la courbe ou les courbes qui nous intéressent sont les courbes de rencontre variables avec les 4, et quand nous parlons de la courbe ou des courbes définies par L, il n’est question que de la courbe ou des courbes variables.
Le système linéaire sera dit réductible ou irréductible, suivant que la courbe variable d’intersection sera elle-même réducuble ou non. La courbe générale d’un système linéaire peut avoir des points fixes que l’on appelle pornts-bases.
Un système linéaire sera dit d'ordre r, si par r points arbitraires de la surface passe une seule courbe du système ; c’est le cas où, dans l’équation écrite ci-dessus, les L sont des fonctions linéairement indépendantes sur la surface (!). Un système linéaire porte le nom de faisceau lorsque son ordre est égal à wn, et le nom de réseau lorsque son ordre est égal à deux.
(!) On peut se demander si une famille de courbes érréductibles, tracées sur une surface telle, que par r points arbitraires de la surface ne passe qu’une seule courbe de la famille, forme nécessairement un système linéaire. M. Enriques a montré (Rendiconti della R. Accademia d. Lincei, 1893) que la réponse est affirmative si r est supérieur à wn. Pour le cas de r = 7, il peut en être autrement, comme le montre l'exemple des génératrices d’une surface réglée. Il y a cependant des cas où le théorème de M. Enriques est encore applicable pour r = x. C'est ce qu'a fait voir M. Castelnuovo [ Alcuni resultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie algebrica (Societa Italiana delle Scienze, 1896)] pour les surfaces dont le genre géométrique égale le genre numérique ; M. Humbert a aussi montré qu’il en est de même pour les surfaces qui n’ont pas d'intégrales de différentielles totales de première espèce [ Sur quelques points de la théorie des sur faces algébriques (Journal de Math., 1894]. Ces résultats intéressants semblent indiquer quelque dépendance entre la théorie du genre numérique et celle des intégrales de première espèce; nous aurons à y revenir.
| On appelle degré D d'un système linéaire le nombre des points de rencontre variables de deux courbes du système L.
11. Faisons quelques remarques relatives aux intersections de deux courbes générales du système L, et qui nous permettront d'établir une distinction entre les différents systèmes que l’on peut avoir à considérer. Il est d'abord évident que si deux courbes quelconques du système ont toujours une partie commune, cette partie commune est fixe. Une remarque non moins évidente est relative au cas d'un faisceau linéaire (r —1). Un point commun à deux courbes du faisceau doit Être commun à toutes, comme le monire l'équation 2, L, + 2,L, —0; ce point est donc un pointbase ; il n'existe pas de points de rencontre variables et, par suite, D— 0.
Supposons maintenant r >> 1. Le cas le plus général sera celui où, deux courbes générales du système ayant D points de rencontre vanibles, la condition de passer par un point de la surface n’entraine pas, comme conséquence, pour ces courbes, l'obligation de passer par d'autres points déterminés par le premier. En d’autres termes, le système linéaire d'ordre r — 1, formé par les courbes L qui passeal par ou point 2rbitrairement donné de la surface, est de degré D — 1. On dit alors que le système est simple.
Une autre circonstance moins gésérale peut se présenter : c'est celle où les courbes L. qui sont 2ssajetlies à passer par un point arbitraire, passent mécessairement par m—1 autres points, et forment alors un système linéaire de degré D — m. Dans ce cas, les D points de rencontre se partsgent en s groupes de m points, . Ton à D— ms. On dit alors que le système forme une involution D. 1 est char que ce fait se présente toujours pour un réseau, s1 la surface n'est pas rationnelle.
Enfe, il peut arriver, r étant plus grand que un, que deux courbes générales du système n'aient pas de points de rencontre variables. Imzemmons toujours le système linéaire d'ordre r —1, fommé per les couches L qui passent par un point. Toutes ces courbes n'ayant pes de points de rencontre variables auront forcément mue courbe commune, passant par ce point, qui fera partie de l2 courbe gémérale et qui sera déterminée par un seul point. Assujetlissons ce systéme d'ordre r — 1 à passer par un second
point fixe, nous détacherons encore, de la courbe générale, une seconde courbe jouissant de la même propriété. En continuant ainsi de proche en proche, on voit finalement que la courbe générale se composera d'au moins 7 courbes disüinctes, car il pourra encore rester, la réduction précédente étant achevée, un certain nombre de courbes composantes. Soit m le nombre total de ces courbes ; elles forment un ensemble dépendant de r paramètres, et qui est tel que par chaque point de la surface ne passe qu'une seule de ces courbes. On dit alors que le système linéaire est formé de m(mZr) courbes d’un faisceau, et, dans ce cas, on a évidemment D — 0.
Revenant au cas où D est plus grand que zéro, nous ferons encore la remarque importante que les D points d’intersection variables doivent décrire la surface tout entière. Supposons, en effet, que quelques-uns de ces points décrivent une courbe fixe (F) de la surface ; une courbe particulière quelconque du système L coupera F en un certain nombre de points. L’un au moins de ces points appartiendra à une autre courbe du système qui, dans l’hypothèse admise, ne pourra que rester fixe quand on la fera varier. Le point considéré serait donc un point fixe et non un point variable de rencontre, comme nous l’avons supposé.
Ajoutons finalement que l’on a,entrer et D, sir >1ret D > 0, l'inégalité évidente
D2r—1, puisque par 7 —1 points arbitraires on peut certainement faire passer deux courbes L.
AO " s © A a Che les RUE Re à 12. Tout système linéaire simple, d'ordre 7 supérieur à deux, Ë :
permet d'effectuer une transformation de la surface dans un espace È; à 7” dimensions (r/£7r), pourvu que r’ soit? 3. Prenons l nf. & em + e 2 1 + 1 surfaces L arbitraires et envisageons le système
(L) di Li + abs, + Ap'+1 1e 10
posons
L,+: Lien L,1
Cette transformation fera correspondre à la surface S, dans l’es-
pace à trois dimensions, une surface S’ dans l’espace à ' dimensions (X1, X2,..., X}). A un point arbitraire de S correspond un seul point de $’, et réciproquement, car, quand les 7! équations précédentes en (x,, z) ont une solution commune correspondant à un point de la surface, elles n’en ont qu'une en général, puisque le système est simple et que 723.
Cette surface S' sera d’ordre D. En effet, envisageons dans l’espace Ÿ,: deux hyperplans arbitraires
AiX,; - As X; +... + À hrX pr + As — O, AS X, + A Xa so AXE A — O,
qui déterminent une variété linéaire d'ordre r! — 2 ; elle coupera la variété S’ d'ordre 2 en un certain nombre de points déterminés par les équations
A: Li ce A 9 Lo Sr se À 1 L134 —= O, A! L, += A; La MAT a AH = O,
qui ont, sur la surface S, D solutions communes variables avec les À. Le système linéaire étant simple, à ces solutions correspondront, en général, des points disuinets de S’; par suite, la surface S' est bien d'ordre D.
Remarquons, en outre, qu’à une surface (L\ correspond dans Ÿ,. q ) 2 un hyperplan
dy X 1 + Go X2 18e Ci Xp Ayr'+1 —= O
et réciproquement, et, par suite, que les sections hyperplanes d'ordre 7 — 1 de S' correspondent à des courbes de S appartenant au système linéaire.
Si le système (L), au lieu d’être simple, appartenait à une involution 1,, on pourrait encore effectuer la même transformation, mais alors cette transformation ne serait plus biunivoque. À chaque point de S correspondrait un point de S/, mais à chaque point de S’ correspondrait » points deS, et l’ordre de S' serait égal à 2
On peut cependant, même dans le cas d’une involution, modifier la transformation précédente, de manière qu’elle donne
lieu à une correspondance biunivoque dans tous les cas. Placons-nous toujours dans le cas général ; prenons 7’ surfaces L
arbitraires L,, Lo, ..., L,, et envisageons le système (QD) Cnil cri ©;
Adjoignons à ces surfaces deux surfaces déterminées P, et P», que l’on peut toujours supposer telles que la courbe du faisceau
(Ps) Bi Pi+ B2P2 = 0
(les $ désignant des constantes arbitraires) qui passe par un point quelconque À de S ne passe pas par les points conjugués de A dans l’involution L, si elle existe. Nous poserons alors
Cette transformalion est biunivoque, comme il résulte immédiatement des hypothèses faites sur P, et P, : à la surface S dans l’espace Y; correspond une surface S' dans l’espace E; et ces deux surfaces se correspondent point par point. Chaque point de S' peut être considéré comme obtenu par l’intersection d’une droite parallèle à une direction fixe, l’axe des X,, avec un hyper-
plan P,X,:— P, — o parallèle à un hyperplan fixe. Aux courbes (L) sur S correspondent sur S/ les sections faites par les hyperplans
di Xi+ a Xo +... + apr Xp + Apr = 0,
parallèles à l'axe X,, et aux courbes (P) correspondent les sections faites par l’hyperplan
BiXr + 8 — O,
parallèle à un hyperplan fixe. Quant à l’ordre de S’, il dépendra, en général, des fonctions P, mais, dans tous les cas, une variété linéaire d'ordre r'— 1 parallèle à l’axe des X,’ coupera S' en D points. Si done D = 0, la surface S' devra se réduire à un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l’axe des X,..
La transformation précédente peut être modifiée. On conçoit, en effet, que, par une transformation homographique, on puisse faire en sorte que chaque point de S'soit déterminé par l’intersection d’une droite, passant par un point fixe O, avec une variété linéaire ou hyperplan X,:_, passant par une variété linéaire fixe 3, , dans l’espace Y,, et ne passant pas par le point O. Dans ces condions, aux courbes (L) de S correspondent sur S’ les sections
faites par des byperplans passant par un point fixe O, et aux courbes (P) les sections faites par des hyperplans passant par la variété linéaire 3, », et si D — 0, la surface S’ se réduit à un cône de sommet O,
On peut imaginer bien d’autres transformations analogues aux précédentes, qui s’indiqueront d’elles-mêmes d’après la nature du problème à traiter. C’est ainsi que, au lieu d’un faisceau auxiliaire (P), on pourra être conduit à prendre un système auxiliaire d’un ordre plus élevé ; nous en verrons, à la fin de cette Section, un exemple dans lequel on effectuera une transformation en prenant simplement un faisceau de courbes (L) et un réseau arbitraire. Le but principal qu’on se propose est de substituer aux courbes (L) des courbes planes.
13. Démontrons maintenant un théorème important relatif aux systèmes linéaires. Soit un système linéaire pour lequel la courbe variable d’intersection ne se compose pas des courbes d’un faisceau, c’est-à-dire pour lequel, comme nous l'avons vu, on a D > 0. Nous allons établir que, dans cette hypothèse, /a« courbe variable d’intersection est nécessairement irréductible.
Supposons que le théorème soit inexact, et faisons avec trois polynomes L la transformation générale indiquée au numéro pré-
cédent. On prendra
L.” Y = Le Le La
On aura alors, dans l’espace à trois dimensions, une surface S' dont toutes les sections planes parallèles à l’axe des Z seront formées de courbes réductibles, puisque ces sections correspondent à des courbes du système linéaire. Nous avons donc à étudier une surface algébrique irréducuble, telle que toutes ses sections planes, parallèles à une direction donnée, ou, ce quirevient au même, par une transformation homographique, telle que toutes ses sections planes correspondant à des plans passant par un certain point O sont des courbes réductrbles.
Prenons le point O comme origine, et considérons une droite arbitraire passant par O, que nous prendrons un moment comme
axe des 3. Si J(æ&,7,3)=0
désigne l’équation de la surface, la courbe plane définie par l'équation entre x et 3,
doit, par hypothèse, être réductible, quel que soit le paramètre À. Or, pour faire cette décomposition, il faudra résoudre une certaine équation d'un degré n,
ur+ Aiur-i+...+ A, =o,
équation dont les coefficients À sont fonctions rationnelles de À. À chacune des racines de cette équation correspondra une courbe composante, el les courbes composantes seront en nombre 7 pour À arbitraire. Pour un nombre fini de valeurs de À, l'équation auxiliaire aura une racine double, et, par suite, on aura un nombre fini de plans passant par Oz, et tangents à la surface le long d’une ligne. La droite Oz étant d’ailleurs une droite arbitraire passant par O, il y aura donc un système au moins simplement infini de plans touchant la surface S' suivant une ligne ; cette surface sera donc développable, et comme les plans tangents de ce système passent par un point fixe, ce sera un cône de sommet BE En revenant à la transformation initiale, on a un cylindre, et les courbes de S' correspondant au système linéaire sur S,
d1 Li + % Lo + as Ls — O,
sont les génératrices de ce cylindre : deux courbes du Système n’ont pas alors de points variables de rencontre, ce qui est contre l’hypothèse que la courbe variable d’intersection ne se compose pas des courbes d’un faisceau. Le théorème est donc démontré.
14. Terminons ces considérations relatives aux systèmes linéaires tracés sur une surface, en démontrant un théorème relatif aux systèmes linéaires irréductibles, ou à chacune des courbes du faisceau dans le cas où D — 0. Nous allons montrer que cette courbe irréductible ne peut avoir, en dehors de certains points
Jixes (points bases du système), de points multiples qui r’appartiennent pas aux lignes multiples de la surface.
Supposons le contraire, et considérons un faisceau linéaire arbitraire de courbes du système (L). Par hypothèse, les courbes irréductibles de ce faisceau devraient posséder des points muluiples variables décrivant une ligne C simple pour la surface S. Employons un mode de représentation analogue à celui employé au n° 12, mais dans laquelle, au lieu d’un faisceau auxiliaire, nous prendrons un réseau auxiliaire que nous pouvons supposer toujours tel que le système simplement infini de courbes de ce réseau passant par un point de la ligne © ne contienne pas, comme conséquence, d’autres points de cette courbe. À la surface S correspondra alors une surface S/: sur cette surface la courbe C aura pour image une courbe simple C; aux courbes du faisceau (L) correspondront des courbes planes intersections de S' avec des plans passant par une droite d, et, aux courbes du réseau correspondront des courbes planes intersections de S'avec des plans passant par un point. Par hypothèse, la surface S' serait telle que les sections planes passant par une droite auraient des points multiples variables en dehors des lignes multiples de la surface, sur une courbe simple C’, ce qui est impossible.
En effet, un point arbitraire P de C’, étant muluple pour une section plane déterminée sur S' par un plan passant par une droite d, a comme plan tangent le plan Pa. Mais la tangente au point P à C’, qui n’est pas située dans ce plan, coupe ce plan ; donc le point P est au moins un point double pour $', ce qui est contraire à l'hypothèse.
IV. — Du second genre (Curvengeschlecht) des surfaces algébriques, et du degré du système canonique.
15. Nous avons vu comment la considération des intégrales doubles de première espèce conduisait au genre géométrique d’une surface (Flächengeschlecht), introduit par Clebsch dans la théorie des surfaces algébriques. M. Noether (1) a appelé l’attention
(!) NoëTHer, Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde (Math. Annalen, t. VIII, p. 520).
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sur un second nombre, jouissant du même caractère d’invariance, et qu’il a appelé le second genre de la surface où Curvengeschlecht. C'est de ce nombre que nous allons maintenant nous occuper. ;
Considérons le système linéaire formé par les adjointes d’ordre m— 4; comme nous l’avons dit (page 189), on l’appelle le système canonique, el nous emploierons indifféremment cette expression pour désigner le système linéaire de surfaces ou celui des courbes correspondantes sur f. Ce système linéaire de surfaces rencontre, en général, la surface f suivant une courbe mobile irréductible /, les autres courbes de rencontre étant des lignes fixes parmi lesquelles se trouvent les courbes multiples de la surface. En nous plaçant dans ce cas général, nous pouvons alors parler du genre de cette ligne mobile irréductible, c’est le genre de cette courbe que M. Noether appelle le second genre ou Curvengeschlecht de la surface.
On voit bien aisément, par la considération des intégrales doubles de première espèce, que ce nombre est un invariant, c’est-à-dire est le même pour deux surfaces qui se correspondent par une transformation birationnelle, comme nous en avons considéré au n° 7. Reprenons les deux surfaces de ce numéro
ETS A0» ONE EE OS
se correspondant birationnellement, et désignons par
es Gitasgat...+ ApsQpe) AT dY à J:
l'intégrale double la plus générale de première espèce de la sur-
face f, les « étant des constantes arbitraires et les 4 les polynomes adjoints d'ordre »m — 4. Si l’on fait la substitution
æ = R;(X, Y, ZL), J = RAX, de ZL), = R3(X, Y, ZL),
celte intégrale double doit se transformer en une intégrale double de première espèce relative à la surface F, et qui est, par suite,
ES Qi+ a Q 0 +.. «+ Apz Qpe) 4X dY à FE
les Q étant des polynomes adjoints d'ordre M — 4 relatifs à la surface F que nous supposons de degré M. On aura donc une identité de la forme
%191(2, Y, 3) +... + appe(T: J3 4) = pCX, Y, Z [as Q1CX, Y, Z)+...+ a, OQ,,(X, Y, Z)],
2 étant une fonction rationnelle de X, Y, Z, ne dépendant que de la transformation, et nullement des paramètres 4; son expression est évidemment
= 2 DCRr Ro)
PEN Re ah'ert et dans le déterminant fonctionnel on doit considérer 3, R, et R; comme fonctions de X et ŸY. De là résulte évidemment que la courbe mobile / d’intersection de la surface adjointe
d'ordre mm — 4 Xi + LI... + Xpe I pz — Oo
avec f a pour correspondante, par la transformation, la courbe mobile L d’intersection de la surface adjointe d’ordre M — 4
a Qi + Qo+...+ ap, Qpe = 0
avec la surface F. Les deux courbes let L se correspondent ainsi point par point et, par suite, elles ont même genre; le second genre est donc le même pour deux surfaces se correspondant point par point, comme nous l'avons énoncé plus haut. Nous désignerons le second genre (!) par pt).
16. Deux circonstances différentes peuvent se présenter relativement aux surfaces adjointes d’ordre mn — 4. La surface adjointe générale de cet ordre peut ne passer par aucun point fixe ou aucune courbe fixe de la surface en dehors de certains points multiples ou des courbes multiples de la surface. C'est ce qui arrive, peut-on dire, le plus souvent; ainsi, pour la surface générale d'ordre m, les adjointes d'ordre m — 4, qui sont des surfaces
(*) On ne confondra pas cet invariant p() et l’invariant p() qui va être introduit dans un moment avec les deux nombres p, et p, antérieurement considérés et relatifs à la Géométrie de situation.
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quelconques de cet ordre, ne passent nécessairement par aucun point fixe de la surface. Mais une autre circonstance peut se rencontrer; il peut arriver que toutes les adjointes d'ordre » — 4 passent nécessairement par certains points simples de la surface ou par certaines courbes simples de la surface. Il y a dans cette circonstance, comme nous aurons bientôt l’occasion de le voir, une source de complications assez sérieuses pour la généralité des énoncés de certains théorèmes.
Donnons un exemple de l’une et l’autre des circonstances indiquées. Une surface du cinquième ordre peut avoir deux points triples ; la droite D qui les joint appartient alors nécessairement à la surface. Les adjointes sont ici des plans passant par les deux points triples ; elles passent par la droite D.
Considérons en second lieu, avec M. Enriques, une surface du cinquième ordre avec deux points doubles À et B qui soient des tacnodes ; il est aisé de voir que cette circonstance est réalisable. La droite AB percera la surface en un autre point C; toutes les adjointes d'ordre wn sont des plans passant par AB, elles passent donc par le point OC, et nous avons ainsi un exemple d’une surface d'ordre »m pour laquelle toutes les adjointes d'ordre m — 4 passent par un même point simple de la surface.
17. On a supposé expressément, dans la définition de p(1), que la ligne mobile / d’intersection de la surface avec une adjointe d'ordre »m — 4 était une courbe irréductible. Dans l’hypothèse contraire, la définition de pi! n’a aucun sens. D’après le théorème du n° 13, si la courbe / n’est pas irréductible, elle se composera des courbes d’un faisceau, et le nombre de ces courbes sera au moins égal à
PE
M. Noether a établi que ces courbes sont en général de genre un. Ilen sera certainement ainsi quand on ne se trouvera pas dans les circonstances spéciales signalées au numéro précédent; il peut y avoir exception pour ces cas particuliers. Nous ne sommes pas en mesure de donner maintenant la démonstration de ce théorème ; nous la renverrons au Chapitre suivant comme application des diverses généralités que nous allons développer sur la théorie des
courbes gauches.
Indiquons seulement un exemple particulier où la courbe L est réductible. Reprenons à cet effet les surfaces considérées au n° 9, en supposant que le genre p' de la courbe
OMS u') —10,
soit égal à l’unité. La partie variable de l’intersection de !a surface avec le système canonique sera alors donnée par l'équation
dy Pa(À, m)+...+ ap Ph(À, H)=0,
équation qui, avec
PACY ut) = 9,
donnera 2p — 2 systèmes de valeurs (À, 4). On aura donc, comme partie variable de l'intersection, un faisceau de
2pP = 7) courbes du genre un.
18. Nous donnerons encore la définition d’un autre nombre invariant introduit par M. Noether dans la théorie des surfaces algébriques, en même temps que p(). Ce nouvel invariant est le degré du système canonique, en entendant par degré d’un système linéaire, comme dans la Section précédente, le nombre des points de rencontre mobiles de deux courbes /. Désignons ce degré par p®); les courbes / jouissant de la propriété d’invariance, il en est évidemment de même de leurs points de rencontre mobiles. Nous avons donc bien un nombre énvariant, c’est-à-dire un nombre qui reste le même pour deux surfaces se correspondant point par point. Îl est d’ailleurs bien entendu que pl? n’a, comme p(1), de sens que si la ligne /, intersection mobile du système canonique avec la surface, est irréductible. Il faut aussi que pg soit supérieur à l’unité; pour p, = 2, on aura p® — 0.
M. Noether a établi que l’on avait
de sorte que l’on n’a pas, en réalité, un nouvel invariant; cette conclusion suppose toutefois que l’on ne se trouve pas dans les cas spéciaux du n° 16 : on peut alors avoir simplement l’inégalité
p? < p Er P. ETS. u
Nous nous bornons ici à ces énoncés, qui seront justifiés dans le Chapitre suivant; mais, quitte à renvoyer à un Chapitre ultérieur la démonstration de quelques points particuliers, nous avons tenu à introduire ensemble dans ce Chapitre les trois
nombres fondamentaux Pr POP,
particulièrement étudiés par M. Noether.
19. Terminons ce Chapitre par une remarque générale sur la transformation d’une surface f au moyen de ses surfaces adjointes d'ordre m— 4. Plaçons-nous dans le cas général où le système canonique est un système linéaire simple (au sens de la Section précédente), et soit
PgZi-
Prenons alors quatre polynomes adjoints quelconques d'ordre m — À
que nous assujettirons seulement à passer par p, — 4 points pris arbitrairement sur la surface.
Nous pouvons nous servir de ces polynomes pour faire, comme au n° 12, une transformation de la surface; on posera
Nous aurons ainsi une surface F qui correspondra point par point à la surface f; son degré sera égal au degré du système linéaire
(L) di Qi + d2 Qo + d3Q3 + a, Q; = 0,
c’est-à-dire à M = pa — ps + 4.
On peut donc transformer birationnellement la surface f en une surface de degré M; c’est là un théorème tout à fait analogue à la proposition de la théorie des courbes algébriques, d’après laquelle une courbe plane de genre p peut (sauf le cas hyperelliptique) être transformée en une courbe de degré p +1.
Les sections planes de la surface F correspondent aux courbes du système linéaire (L); elles seront donc de genre pl).
Pour indiquer un exemple, considérons une surface du septième degré avec une conique triple C et un point triple isolé A. Les adjointes du troisième degré, que nous avons à considérer, se composent des surfaces du troisième degré ayant C pour conique double et passant par le point A. Ces surfaces se décomposent nécessairement et sont formées du plan de la conique et d’une quadrique passant par C et par À; on aura donc
Pg= À.
On aici TE,
comme on le voit, en considérant la conique intersection de deux quadriques passant par C. Elle a quatorze points de rencontre avec la surface; or, deux de ces points sont sur C, et chacun d'eux compte pour trois, un autre est en À et compte également pour trois; on aura donc seulement cinq points de rencontre mobiles. D’après ce qui a été dit ci-dessus, la surface considérée du septième ordre correspond point par point à une surface du cinquième ordre.
SUR LES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES ET LA FOR- MULE SUSCEPTIBLE DE DONNER LE GENRE D’UNE SUR-
FACE
I. — Quelques formules relatives aux courbes gauches algébriques; surfaces adjointes à une courbe gauche.
1. Avant d'étudier les surfaces passant par une courbe gauche, nous avons besoin de rappeler quelques théorèmes et formules relatifs aux courbes gauches (1). Nous nous limiterons essentiellement aux parties qui nous seront utiles pour la théorie des surfaces algébriques.
Une courbe gauche algébrique C est dite d’ordre ou de degré m, si sa perspective prise d’un point arbitraire de l’espace sur un plan quelconque est une courbe algébrique d'ordre m. Si l’on suppose cette perspective faite parallèlement à l’axe des z, on aura évidemment pour tous les points de la courbe
f représentant une courbe plane irréductible d'ordre m, et vel d
[] élant des polynomes en x et y de degrés respectifs » et » —1, tels que la courbe © — 0 passe par les points d’intersection de f=oetd—o. Telle est la représentation employée par Cayley pour une courbe gauche. Les deux équations précédentes ne sont pas vérifiées seulement par la courbe, mais par un certain nombre
() On trouvera dans la Géométrie à trois dimensions, de Salmon, la bibliographie des travaux de Cayley et de Salmon sur les courbes gauches algébriques. Deux Mémoires considérables sur ce sujet ont été publiés en 1882; ce sont les travaux d’'Halphen (Journal de l’École Polytechnique, 1882) et de Noether (Mémoires de l’Académie de Berlin, 1882).
de droites parallèles à Oz, qui correspondent aux solutions communes aux trois équations f — 0, 9 — 0, —0.
Le fait que toute courbe gauche devient ainsi, par l’adjonction de lignes droites, l'intersection complète de deux surfaces, rend évidente cette propriété, souvent admise sans démonstration, qu'une courbe gauche de degré m rencontre en my. points une surface d'ordre LL.
Au lieu de la représentation de Cayley on peut se servir d’une représentation paramétrique. Îl est possible de faire correspondre uniformément les points d’une courbe gauche à ceux d’une courbe
plane o(6, n)=0.
On aura alors pour un point arbitraire (x, y, 3) de la courbe gauche æ = R(6, 1), Y = RE, ñ), 2 = R;(6, n),
les R étant rationnelles en (£, 1). On peut supposer, en effectuant une transformation homographique arbitraire, que les trois fonctions rationnelles R ont les mêmes pôles sur la surface de Riemann définie par l'équation z — o et que ces pôles sont simples. Si fr est leur nombre, le degré de la courbe gauche sera égal à y, comme on le voit de suite en cherchant l'intersection de la courbe avec un plan quelconque.
Ces généralités indiquées, nous allons considérer une courbe gauche C d’ordre m, n'ayant d’autres singularités qu’un certain nombre £ de points triples à tangentes distinctes. Deux nombres: jouent un rôle important dans l'étude des courbes gauches. Le premier est le nombre L des sécantes doubles de la courbe passant par un point arbitraire A de l’espace; dans ce nombre L ne figurent pas les droites passant par À et les points triples de Ja courbe; on appelle L le nombre des points doubles apparents de la courbe. Le second est le rang r de la courbe, c’est-à-dire le degré de la développable formée par les tangentes à la courbe gauche. I est facile d’avoir l'expression de r à l’aide de m,h et. Considérons, en effet, le cône ayant pour sommet À et pour direc-
trice la courbe; la classe de ce cône sera égale à r, car, par une
droite arbitraire D passant par À, on peut mener autant de plans tangents à ce cône qu'il y a de tangentes à la courbe rencontrant D ; on a donc, d’après la formule de Plücker relative à la classe,
puisqu’une section plane du cône est une courbe de degré me avec À points doubles et # points triples.
9. Considérons, en particulier, le cas où C est l'intersection complète de deux surfaces
de degrés u et v. Nous nous plaçons d’ailleurs dans le cas le plus général correspondant aux hypothèses faites sur la nature de la courbe. Par suite, si C avait un point triple, les deux surfaces auraient chacune un point conique ordinaire en ce point, et il y aurait pour l'intersection de f et © quatre branches de courbes passant par ce point; la courbe C ne serait pas alors intersection complète. Nous devons donc, dans cette hypothèse, considérer une courbe sans points triples. Pour calculer r et k, on peut procéder de diverses manières; commençons par le calcul de r. Soient
X fr + Yf,+Lfi+fi=o,
et 47 air " Xor+Ye,+Ze+o
(eo)
les équations d’une tangente à la courbe C intersection de fet o.
Nous avons à chercher le nombre de ces tangentes rencontrant une droite arbitraire
AE BR CD
cette équation est de degré + y— 2, et par suite
Tr = pY(R+v—2).
La formule, donnée plus haut pour r (en y faisant 4 — 0),
r=m(m—1)—2h (op) donne alors 1, = BB— DC),
Il ne sera pas inutile de vérifier ce nombre par un calcul direct. Cherchons l’équation du cône ayant pour sommet un point (z', y', z') de la courbe et ayant celle-ci pour directrice; soit x, y, 3 un point quelconque de ce cône. La droite passant par les deux points (x, y, 3, t) et (x', y!,z', t'), a pour coordonnées d’un quelconque de ses points
g'+Àxr, Y'+Ày, 3+Xz, t+Xct.
On devra donc avoir pour une valeur de À
f(r'+ x, y'+Ày, 3 + hs, t'+XE)= 0, o(z'+ dr, Y'+Ày, 3 +3, l'+At)= 0,
ce qui peut s’écrire
RO ADN Of TO TER A IE ÉPRX = Z Mae t æ == ) TenceE C
OT
En éliminant À entre ces équations, on a une équation qui, on le vérifie aisément, est de degré
(pm —1)(Y —:1)
en (x',y', 3). Donc, pour (x, y, z) donné arbitrairement dans l’espace, on aura uv(u—1)(v —1)
valeurs de (x!, y', 3!) correspondant à des points de C (qui est de degré uv), telles que la droite joignant (x,y, 4) et (x', y’, z')
rencontre la courbe en un second point. Par suite
uv (pe —1)(v —1) à 2
comme nous l’avions trouvé plus haut.
3. Supposons maintenant que la courbe C de degré m soit seulement l'intersection partielle de deux surfaces de degrés x et y; désignons par C la courbe complémentaire d’intersection dont m/ désignera le degré : on a
m+m'= py.
Si la courbe C à un point triple, la courbe C’ passera par ce point triple, qui sera pour elle un point simple dans les circonstances générales où nous nous placons. Revenons à la surface (1) considérée au numéro précédent. Les
points de rencontre de cette surface avec la courbe Cse composent des points de rencontre de r tangentes de la courbe avec la droite arbitraire; mais, de plus, la surface (1) passe par les points de rencontre de C et de C’, puisqu’en ces points les deux surfaces f et © sont langentes et que, par suite, les dérivées premières de f et w sont proportionnelles. Soit 6 le nombre des points de rencontre de C et de C/ en dehors des points triples de C; d’autre
part, la surface (1) passe par les £ points triples de Cet a ces points pour points doubles. On a donc
Mmip+v—2)=r +0 +66,
formule qui va nous être utile dans un moment.
4. Nous pouvons maintenant définir les surfaces adjointes à une courbe gauche. Soit toujours la courbe gauche C, et considérons comme ci-dessus deux surfaces f et e de degrés respectivement égaux à {4 et y passant par cette courbe gauche. Ces surfaces
auront en commun une seconde courbe C!. Envisageons une surface X arbitraire de degré
HV — 4,
passant par C/et ayant comme points doubles les #4 points triples de C. Cherchons quel va être le nombre des points de rencontre de la surface Y avec C, en dehors des £ points triples et des 0 autres points communs à C et à C/. Ce nombre sera égal à
Mm(u+v—4)—0—6Geé, ou, d’après la formule du numéro précédent, à M(U+V—4)—m(U+V—2)+r,
c'est-à-dire pit.
Or, le rang de C est donné (n° 1) par
r=mMm(m—i)—2h —6t.
On aura donc pour le nombre cherché m(m—3)—2h—6Gt=(m—1(m—2)—2h—6E— 2,
nombre qui est égal à 2p — 2,
en désignant par p le genre de la courbe gauche de C, c’est-à-dire le genre de sa perspective sur un plan arbitraire et d’un point de vue arbitraire. La surface Y considérée rencontre donc la courbe C en 2p — 2 points en dehors des points communs à C et à C!.
On donne aux surfaces X le nom de surfaces adyointes à la courbe gauche C; il y a, comme on voit, un très grand degré d’arbitraire dans leur définition, puisqu'on peut prendre arbitraïrement les surfaces f et & passant par C. Ces surfaces adjointes rappellent les courbes adjointes d'ordre m —3 dans la théorie des courbes algébriques par cette propriété remarquable d’avoir, en dehors de certains points assignables & priori, un nombre 2p — 2 de points de rencontre avec la courbe, en désignant par p le genre de la courbe (!).
(:) La notion de surface adjointe à une courbe gauche est due à M. Noether (Math. Annalen, t. VIT, p. 510). M. Noether ne démontre passeulement qu’une surface arbitraire 2 passant par C' rencontre C en 2p — 2 points; il établit de plus que ce groupe de 2p — 2 points sur la courbe C dépend de p—1x arbitraires. Nous n’aurons pas besoin, dans la suite, de ce dernier point, dont la démonstration est assez délicate.
Comme exemple, prenons le cas général où C serait l'intersection complète de deux surfaces f et # d'ordre y et y; une surface arbitraire d’ordre u + y — 4 est alors une surface adjointe de Ce
On a bien
2p—2—=pY(p+v—4#4),
p étant le genre de la courbe C. On peut le vérifier, si l’on veut, avec les formules du n° 2, puisque
(uv = 1) CU TER EUS 2 2
5. On peut présenter d’une manière plus large la définition des surfaces adjointes à une courbe gauche en se plaçant dans le cas plus général où les deux surfaces f et # auraient la courbe Cou d'une manière plus générale, les courbes C’, si la courbe désignée par C/ se décompose, comme courbes multiples d’un degré quelconque de multiplicité. On doit supposer que la surface d'ordre u—+y— 4, passant par les courbes C', se comporte d’une manière convenable aux points de rencontre des courbes C'avec C. On évitera toute difficulté en considérant la surface S
ln A4 @& D AV AE Cf a}
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ER NEUNC
déjà envisagée au n° 2. Cette surface S est de degré u + y — 2, et elle se comporte d’une certaine manière aux points &, chacun de ces points comptant pour un nombre déterminé d’unités dans l’évaluation du nombre des points de rencontre de S avec C. Or, supposons maintenant que l’on considère une surface Y, d’ordre U + y ment à son intersection avec C en ces points «, comme la surface S. Une telle surface È aura, en dehors des «, un certain nombre de points de rencontre qu’il est facile d'évaluer. En effet, le nombre des points de rencontre de S avec C est, en dehors des points 4, égal à r; par suite, en désignant par @ la part des points a dans l'évaluation du nombre des points de rencontre de C avec SAONE
4, passant par les points 4, et se comportant, relative-
MIU+V—2)=r+a.
Pour la surface Y, le nombre des points de rencontre en dehors
des « sera m(u+v—4)—a,
d'après l'hypothèse faite sur la manière dont E se comporte aux points &. On aura donc, pour le nombre cherché,
L x ï c'est-à-dire 2p — 2. Nous retombons donc sur le même résultat que plus haut, en envisageant les surfaces adjointes à la courbe gauche sous un point de vue plus général.
II. — Sur une relation entre les invariants pli) et pl) d’une surface algébrique.
6. Nous ferons de suite une application de la notion des surfaces adjointes à une courbe gauche, en démontrant un résultat relatif aux invariants pl!) et p(?) définis au Chapitre précédent. Nous considérons l’adjointe générale Q d’ordre m — 4 d'une surface f de degré m, et nous nous plaçons dans le cas où la partie variable / de l'intersection de Q avec f est irréductible.
Supposons d’abord, comme il arrivera en général, que l’adjointe générale Q n’ait aucune partie fixe commune avec f en dehors des lignes multiples et des points multiples isolés de la surface. Si donc nous nous bornons au cas des singularités que nous appelons ordinaires, nous supposerons que la seule ligne commune à f et à toutes les surfaces du système canonique est la ligne double de la surface. Envisageons une ligne déterminée, d’ailleurs quelconque, ls, intersection partielle de f avec une certaine adjointe Q4. Les surfaces adjointes à la courbe /, sont d'ordre
Mm+m—i—h = 2m —8.
Les points triples de la courbe double, si elle en a, ne présenteront aucune particularité, car la ligne /, ne passe pas en général par ces points. Les points & de rencontre de /, avec la courbe double devront compter pour deux dans l’évaluation du nombre des points de rencontre de /, avec ses surfaces adjointes; on vérifie en effet facilement que la surface (S) du n° 5 est tangente en
un point & à la nappe de la surface passant par ce point qui contient la ligne /. Ceci posé, parmi les surfaces adjointes à Lb
se trouvent les surfaces (2) D'ASr0707—10
(les À étant des constantes), Q; et Qx étant deux polynomes adjoints du système canonique. En particulier, la surface décom-
posable
Q:Q% = 0 peut jouer le rôle d’une surface adjointe à la ligne /,. Le nombre des points de rencontre de cette surface avec l, en dehors de la courbe double, et, par conséquent, le nombre des points de rencontre variables avec les A de la surface (2) sera
2 pl)
puisqu'il y a p(®) points pour chacune des surfaces Q; et Q4. Mais nous savons, d’autre part, d’après le numéro précédent, que ce
nombre est égal à 2p — 9.
On à, par suite, la relation importante (') p®? = p — 1
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que toutes les adjointes Q ne passent pas par un même point simple ou n’ont pas en commun une même ligne simple À de la surface. Prenons d’abord le premier de ces cas particuliers. Les points simples isolés communs à toutes les surfaces Q figureront parmi les
2 pu) — 2
points de rencontre de /, avec une surface adjointe à cette courbe; ils ne seront pas compris, au contraire, parmi les
2 pl?)
points de rencontre (variables avec les À) de la surface (2) avec 4,.
() Cette relation est due à M. Noether (Math. Annalen, t. VII, p. 521); les cas d'exception qui vont être signalés ont été indiqués par MM. Castelnuovo et Enriques (Math. Annalen, t. XLVIIL, p. 287).
On aura donc
2 pa) € 2 pu) — 2 el, par suite,
PA € pr.
S'il y avait une ligne simple À qui rencontrât /, en dehors de la ligne multiple, un point de rencontre 8 ne compterait pas parmi les > p(1)— 2 points variables de rencontre de /, avec une de ses adjointes, et il compterait seulement pour wn dans le nombre total des points de rencontre de /, avec cette dernière surface. Pour la surface (2), le point $ compte pour deux dans le nombre total des points de rencontre de cette surface avec 4. Par conséquent, les 2p(?) points de rencontre variables de (2) avec 4, sont en nombre inférieur à 2p(1)— 2, et l’on retombe encore sur l’iné-
galtté p°? _< pv TL.
qui remplace l'égalité de Noether dans le cas particulier indiqué.
Un exemple de cette dernière circonstance nous sera fourni par la surface déjà considérée du cinquième degré possédant deux
tacnodes (Chap. VIF, n° 16). On a pour cette surface p® — 0}
puisque les adjointes d’ordre »m — 4 sont ici des plans pivotant autour de la droite joignant les tacnodes, et que ces sections sont alors des courbes du cinquième degré ayant deux points doubles aux points où la courbe a un contact avec elle-même (points équivalents à deux points doubles ordinaires). On a, d’autre part, évidemment Pp®= 0,
et, par suite, on à l'inégalité ci-dessus et non l'égalité. Nous sommes dans le cas où il existe un point simple commun à toutes les adjointes Q; c’est le point où la droite joignant les tacnodes
rencontre la surface.
Dans l’exemple donné (loc. cit.) d’une surface du cinquième
degré avec deux points triples, on à
PV =, P? =,
et l'égalité est vérifiée ; il y a bien ici une ligne À (la droite joignant les deux points triples), mais la ligne / ne rencontre pas À en dehors des points multiples.
Reprenons pareillement l'exemple également considéré antérieurement, d'une surface du septième ordre avec une conique triple et un point triple isolé. On avait alors
Il y a ici une droite simple par laquelle passent toutes les adjointes d'ordre trois, mais il est visible que les lignes / ne rencontrent pas cette droite : on aura donc
p? — pu) — 1,
et, par suite, po = 6.
7. Nous avons, dans le numéro précédent, considéré le cas où la courbe variable d’intersection / de la surface f avec le système canonique est irréductible. Voyons ce que l’on pourrait dire dans le cas où la ligne / serait décomposable. D’après un théorème général du Chapitre précédent (n° 13), nous savons que la ligne / se composera des courbes d’un faisceau, et ces courbes seront en
nombre au moins égal à Ps ar
On peut établir que, si nous ne sommes pas dans le cas exceptionnel visé plus haut où toutes les surfaces du système canonique passent par certains éléments simples de f, toutes ces courbes sont de genre un. Prenons une de ces courbes, soit C; on peut encore considérer comme surfaces adjointes à la courbe C la surface
(a Q:+ ax Qx)Qz= 0;
mais celte surface n’a aucun point commun avec C puisque par un point simple de la surface ne passe qu’une courbe du faisceau. Le nombre 2p(1) — 2 se réduit done à zéro, et l’on a
Quant au nombre des courbes C, il est au moins égal à pe — 1; il peut lui être supérieur, comme le montre l'exemple du n° 17 du Chapitre précédent.
La conclusion p(f)— 1 peut être inexacte, si l’on se trouve dans le cas exceptionnel. L'exemple, déjà plusieurs fois considéré d’une surface du cinquième degré avec deux tacnodes, suffit à le montrer. Nous avions alors p,— 2 et, par suite, un faisceau linéaire; nous avons vu que l’on avait pl) — ».
Il à été implicitement supposé, dans tout ce qui précède, que Pz était supérieur à un. Quand p, — 1, on aura une seule adjointe
La courbe d’intersection / de Q, avec la surface, en dehors de la ligne double, étant supposée irréduetible, il arrive, dans bien des cas, que cette courbe est unicursale. Mais l'exemple suivant, indiqué par M. Castelnuovo, montre que cette conclusion n’est pas nécessaire.
Considérons, en effet, une surface du cinquième ordre passant par une section conique, et ayant trois tacnodes À, B, C situés sur cette courbe. Cette surface n’a qu’une seule surface adjointe d'ordre mm — 4, à savoir le plan ABC, puisque l’ordre des surfaces adjointes est ici égal à 5 — 4 —1, et qu’elles doivent passer par les trois points A, B, C. L’intersection du plan ABC avec la surface se compose de la section conique et d’une cubique passant par le point A, B, C, considérés comme simples, et cette dernière courbe, ayant un genre plus grand que zéro, n’est pas unicursale.
III. — Sur le nombre des conditions exprimant qu’une surface passe par une courbe gauche.
8. La recherche du nombre des conditions exprimant qu'une surface algébrique de degré donné passe par une courbe gauche donnée présente d’assez grandes difficultés. Commençons par démontrer un théorème qui fera connaître une limite supérieure pour ce nombre de conditions.
Reprenons, à cet effet, la représentation paramétrique indiquée au n° À. Nous aurons, pour la courbe gauche,
,1)=0, (d’un degré À et d’un genre p),
halte, n}) J = Ré, n), 3 = R;(6,n),
les R étant des fonctions rationnelles de (£,) ayant d pôles
simples communs sur la surface de Riemann +; la courbe gauche sera de genre p et de degré d.
Soit un polynome arbitraire F(x,7, z) de degré m en x, y, £; substituons dans F à x, y, 3 les valeurs précédentes. L'expression
devient alors une fonction rationnelle de (£,n) avec d pôles d'ordre m, ce qui équivaut à md pôles simples. Or le nombre des arbitraires figurant dans une fonction rationnelle ayant md pôles donnés est, d’après le théorème de Riemann-Roch,
md — p+s+i1,
s désignant le nombre des adjointes d'ordre À — 3 passant par les md pôles. Par suite, si md > 2p — 02, 5 sera nécessairement nul, et le nombre des arbitraires sera k = md — p +1.
L'expression F pourra alors se mettre sous la forme
ai Ji + Go + + And},
les J étant des fonctions rationnelles déterminées de (£,1n), les « dépendant des coefficients du polynome F : si l’on veut que la surface
Fr 222)
passe par la courbe gauche, il faudra que Xi — 0, 3 — O0, F4: Eh — 10:
On aura donc un nombre de conditions égal à 2, ou à un nombre
moindre, s’il se trouvait que ces équations ne soient pas distinctes. Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante :
Le nombre des conditions N,, exprimant qu'une surface de degré m passe par une courbe gauche de degré d et de genre p, est au plus égal à
md — p +1,
en supposant que l’on ait
md > 2p —».
9. Le théorème précédent ne donne qu'une limite supérieure. Dans des cas très étendus, cette limite supérieure représente le nombre véritable. Bornons-nous, pour le moment, au cas où la courbe gauche n’a aucun point multiple; on peut alors affirmer
que
Nn= md—p +1,
st, la courbe gauche étant donnée, le nombre m est pris suffisamment grand.
La démonstration de ce théorème est assez délicate. Nous allons d'abord examiner le cas particulier où la courbe serait l’intersection complète de deux surfaces
W=00, CAC
f étant de degré y et © de degré y. Deux circonstances sont à examiner suivant que 72 est inférieur ou supérieur à + v; soit
d’abord
Mm=p+v— 0.
D’après un théorème dont nous avons déjà plusieurs fois fait usage, toute surface passant par l'intersection de f et © a son
équation de la forme DO 0;
u étant de degré y — à, et e de degré — à. Le nombre des arbitraires figurant dans l’équation de la surface est donc au plus
égal à (u—è+r(u—d+2)(u—5+3) A 6 OO EDEN VEEUE ES)
Par suite le nombre N,, des conditions exprimant qu’une surface de degré m passe par la courbe est au moins égal à
(uv —è+i)(u+v—d+ao)(u+v—ù+3)
et, en réduisant cette expression, on trouve
I + — HY(U+v—20 +4) A
PARrRNS: 19
Or il est facile d'évaluer le genre p de la courbe, puisque (n° 2) le nombre des points doubles apparents est égal à
ÉD
md — p +1+ G
et nous trouvons ainsi no eD)(o=R) :
Nn2md—p+i1=
Supposons maintenant que 2 soit supérieur à {4 + Y, soit Mm=U+Y + Les surfaces, passant par la courbe, sont toujours de la forme uf + vo —= 0.
u étant de degré » + d, et » de degré x +35. Mais on peut remplacer uw par u + ww, et 6 par 6 — wf, le polynome w étant de degré ©; le nombre des arbitraires figurant dans l'équation de la surface est alors au plus
CORNE IEEE Pt TEE
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représente le minimum du nombre N, cherché des conditions, pour qu'une surface de degré m passe par la courbe; cette expression se réduit 1e1 à
md — p +1, el l’on aura par suite
(2) Ny 2 md—p+it.
Nous concluons de l'analyse précédente que l’inégalité (2) a
SUR LES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 227 lieu pour les surfaces de degré supérieur à LES
Mais, d’autre part, nous savons, d’après le numéro précédent, que l’on a
(3) Nn=md—p+i, dans le cas où (4) md > 2p— 0.
Or, en posant m—u + y + à, l'inégalité précédente donne
PORN 0) uvt)Quv 2) —u(u— 1) A);
qui se réduit à D —# Par conséquent, la condition (4) sera vérifiée pour les surfaces de degré supérieur à 4 + y— 4, et nous pouvons déduire des inégalités (2) et (3) Nn = md — p +1,
dans le cas où Mm2p+v—3.
Le théorème énoncé est donc démontré pour le cas particulier considéré, et nous avons une limite du nombre m.
10. Examinons maintenant le cas où la courbe C n’est pas l'intersection complète de deux surfaces, et supposons qu’on puisse faire passer, par la courbe C, deux surfaces de degré u et, l'intersection de ces surfaces se complétant par une courbe irréductible C’ sans point singulier, dont nous désignerons le degré par d'. Envisageons une surface arbitraire Ÿ, passant par OC, et de degré m supérieur à 1 + y — 4. Une telle surface coupe C, en dehors des Ü points communs à Cet à C’, en un nombre de points égal à
d'[m—(u+ys—4{)]+2p—o,
comme il résulte de suite des considérations présentées au n° 5. Les surfaces È? déterminent donc sur C/ un groupe linéaire de points dont le nombre est égal à l'expression précédente, et ce
groupe de points dépend, d’après un corollaire du théorème de Riemann-Roch (!), au plus de
d'Im—(u+v—4)]+p'— 2 constantes arbitraires. Le nombre des conditions pour qu’une surface X, passant par C, passe aussi par C sera donc au plus égal à
car, si l’on fait passer la surface È par des points arbitraires de C en nombre égal à ce dernier nombre, la surface devra contenir C’ puisque le groupe des points de rencontre dépend d’une arbitraire de moins.
Ceci posé, le nombre des conditions pour qu’une surface £, de
degré m, passe par C est fe) ,
md — p+i—e (20);
(*) Le corollaire du théorème de Riemann-Roch dont nous nous servons ici est le suivant. Soit considéré sur une courbe C un groupe linéaire de points variables en nombre p (> 2p — 2); l’ordre de ce groupe, c’est-à-dire le nombre des points qui peuvent être pris arbitrairement dans un groupe, est au plus égal à mu — p. On peut d’ailleurs démontrer directement ce résultat en le rattachant au théorème d’Abel. Supposons, en effet, que l’ordre du groupe soit supérieur à u — p, par exemple soit égal à p — p +71; prenons sur la courbe p points arbitraires APPAAPEE À. Par ces points on peut faire passer au moins une courbe du système linéaire, puisque
DEEE
cette: courbe rencontrera C en un certain nombre de points B (en dehors des points bases du système linéaire) égal à & — p, et comme
He Du por,
on pourra, par les points B, faire passer une courbe du système linéaire dépendant d’au moins un paramètre. Appliquons alors aux p points de rencontre vyariables de cette courbe avec la courbe G le théorème d’Abel; nous aurons, en appelant ces points (æ,,71); ..*, (TZ Jo
Q;(&s 71) dr +...+Q:(2,7,) dx, = (o) (ET 3 5 0}
les Q étant les adjointes relatives aux intégrales de première espèce. Mais des égalités précédentes on conclut que le déterminant
1Q;:(Ty Ya) COTES AE 0)
est nul, ce qui est absurde puisqu’une position particulière des P points coïncide avec les À pris arbitrairement au début.
d'autre part, le nombre des conditions pour qu'une surface de
degré m, passant déjà par C, passe par C'est, comme nous venons de le voir,
d'Im—(u+v—4)]+p—1—e:, 0) On suppose d’ailleurs que l’on a les deux inégalités md > 2p—2, MD R+HV—4.
Le nombre des conditions pour qu’une surface de degré m passe par Cet C’est donc représenté par l'expression
fi
6) md—p+i+d'[m—(n+v—4)]+p—1-e—e.
Mais nous savons (n° 9) que le nombre des conditions pour qu’une surface de degré 7» passe par l'intersection de deux surfaces de degrés respectifs & et y a pour minimum l'expression E du numéro précédent : ce nombre est, par suite, égal à
BY HV — 4) 2
(6) UN mm —
ns (n2o).
Nous devons donc égaler (5) et (6), ce qui donne, en se rappelant que d + d'=— y,
Uv(U + v— 4)
d'(p+v—{)+p—pz=s+e +n.
Or il est facile d’avoir la valeur du premier membre; sir et A désignent le rang de la courbe C/ et le nombre de ses points le) le) doubles apparents, comme r el À désignent les mêmes nombres PP 5 pour la courbe C, on a
r = d(d—1) — 2, r'=d'(d'—1)—2}h, ou r=2(d—1)+2p, r'=2(d'—1)+2p"; donc r—r=2(d—d')+2(p — p').
Mais des égalités obtenues au n° 3,
d(u+v—2)=r+0, d'(p+v—2)=r +0, on déduit r—r=(d—d'\(pu+v—o2);
donc (p—p)=(d—d'\p+v—6é),
et le premier membre de l'équation (7) se réduit à
UV CH Æ y 6) lotus) CES
= 2 c’est-à-dire à zéro. On a, par suite,
e+e+n —=0, d’où nous concluons enfin
EE 1 —=O
puisque ces trois quantités sont positives. Le nombre des conditions pour qu'une surface È de degré m passe par la courbe considérée G est donc représenté exactement par
md — p +1.
On suppose, bien entendu, remplies les conditions du commencement de ce numéro, c’est-à-dire que C est une partie de l'intersection de deux surfaces de degré x et v, cette intersection se complétant par une courbe érréductible C', et de plus » satsfait aux deux inégalités
md > 2p — 0, NM>E+V— A4.
Nous voyons donc que, pour m suffisamment grand, on a exactement le nombre cherché de conditions (1).
11. Nous allons indiquer une autre méthode pour établir le théorème précédent; elle donnera, dans bien des cas, une limite de m supérieure à celle que nous venons de trouver, mais elle a
l'avantage d’être plus rapide. Nous l’empruntons à un Mémoire de M. Castelnuovo (?).
(*) M. Noether énonce et démontre rapidement le résultat précédent à la p. 46 de son Mémoire cité plus haut sur les courbes gauches (Mémoires de l'Académie de Berlin, 1882); quelques points de la démonstration nous ayant paru avoir besoin de développements, nous avons suivi une tout autre voie.
(*) G. CASTELNUOVO, Sui multipli di una serie lineare di gruppi di punti
appartenente ad una curva algebricha (Rendiconti del circolo mathematico di Palermo, 1893).
Prenons un point de vue arbitraire et projetons la courbé gauche C sur un plan quelconque ; la perspective sera une courbe F ayant A points doubles correspondant aux couples de points (ai, @»), (D, 2), ..., de la courbe C. Considérons les adjointes d'ordre X à F, c’est-à-dire les courbes d’ordre Æ passant par les À points doubles (2 d— 2); ces adjointes rencontrent, en dehors des points doubles, la courbe F en
KA
points variables, et l’on sait que l’ordre de ce groupe de points
est égal à kd— 2h — p,
c’est-à-dire que, parmi les kd — 2h points, on peut en prendre arbitrairement Æd— 2h — p, les p autres étant déterminés par ceux-ci. On a alors un ensemble correspondant de cônes d’ordre Æ ayant pour sommet le centre de projection, et pour directrices les adjointes d'ordre Æ àT.
Considérons, d’autre part, intersection de la courbe avec une surface quelconque d’ordre Æ(Æ2 d — 2) passant par les 2 L points (@&i, &>), (b1, 02), .-... Nous aurons Æd — 2h points en dehors des points fixes.
Cet ensemble de points dépend d’au moins
kd—2h—p
arbitraires, puisque les cônes considérés ci-dessus font partie des surfaces qui nous occupent; d’autre part, le nombre des arbitraires, dans l’ensemble de points, ne peut pas dépendre de plus de Æd— 2 h — p arbitraires, d’après la remarque dont nous avons déjà fait usage au n° 10 (worr la note).
Ainsi donc le groupe de points variables, détachés sur la courbe C par toutes les surfaces passant par les points (&;, &), (b,, b:), ..…, dépend exactement de Æd — 2h — p arbitraires, c’està-dire que Æd — 2h — p de ces points peuvent être pris arbitrairement, la position des autres en résultant.
Nous allons déduire de là le nombre de constantes arbitraires dont dépend réellement le groupe de points détaché sur la courbe C par l’ensemble des surfaces d'ordre k. Montrons que ce
232 CHAPITRE VIH.
nombre est égal à kd — p. Il suffit, pour cela, de montrer que le nombre des conditions pour qu’une surface passe par (Gi, @o); (bi, b2), .….. est précisément égal à 2 et ne lui est pas inférieur ; nous n’aurons donc qu’à ajouter 2} au nombre des conditions déjà trouvé kd — 2h — p et nous trouverons ainsi Xd — p. Il en résultera que le groupe des points de rencontre de C avec une surface d'ordre X dépend d’au moins #d — p arbitraires, et, comme il ne peut lui être supérieur, la proposition sera établie. Or, il est aisé de voir que les 2} points
(Gi, @), (3, ba), …
sont bien indépendants les uns des autres au point de vue du nombre des conditions imposées à une surface d’ordre X passant par ces points ; en effet, dans le cas contraire, une surface d'ordre Æ passant par 2h — 1 de ces points passerait nécessairement par Le dernier. Mais cela n’est pas possible, car on peut avoir, par exemple, une surface d’ordre Æ passant par a», b,, b», ... et ne passant pas par &,. Pour le montrer, prenons un cône ayant pour sommet le point projetant considéré plus haut, et pour directrice une adjointe d'ordre # — 1 (qui est au moins égal à d — 3). Ce cône peut passer par D, b:, ... et ne pas passer par @, car on sait, d’après la théorie des courbes planes, qu’une courbe d'ordre supérieur ou égal à d — 3 peu passer par certains points doubles de la courbe sans passer par les autres. A la surface conique précédente adjoignons un plan quelconque passant par @, on aura une surface cherchée passant par tous les points (a, b, ...) sauf par le point &,.
En résumé, nous pouvons affirmer que le groupe des points de rencontre de la courbe C avec une surface d'ordre k dépend exactement de kd—p arbitraires. Ces raisonnements supposent
REGIS
Il résulte du théorème précédent qu'une surface d'ordre k, assujettie à passer par kd— p+1
points choisis arbitrairement sur C, contient nécessairement la courbe. Ainsi se trouve établi le théorème que nous avions en
vue : le nombre des conditions exprimant qu'une surface ? Al Là A d'ordre k(k2Zd — 2) passe par la courbe G est égal à
kd— p +1.
12. Nous avons supposé que la courbe gauche C n'avait pas de points singuliers ; il est intéressant, pour l'application à la théorie des surfaces, de considérer le cas où la courbe gauche C aurait un certain nombre # de points triples A,, A:,..., A; Considérons toutes les surfaces d'ordre Æ(ÆZd — 2) passant par les points triples et rencontrant C en six points confondus en chacun des points triples. On va voir facilement, en faisant usage d’un mode de raisonnement analogue à celui qui a été employé plus haut, que le groupe des
kd — Gt points variables est d'ordre kd— 6t— p.
En effet, parmi les surfaces remplissant la condition précédente se trouvent les cônes ayant pour sommet un point pris comme point de vue et pour bases les adjointes d’ordre Æ à la courbe F projection de C sur un certain plan. En désignant par 2 le nombre des points doubles apparents, on aura alors sur l un groupe de
points en nombre kd—2h—Gr, dont l’ordre sera kd—2h—6t—p.
Or, les 2h points (a&,, a»), (b,, b:), ... sont indépendants les uns des autres au point de vue du nombre des conditions imposées à une surface d’ordre k les contenant (on le verrait par un raisonnement analogue à celui du numéro ‘précédent ); il en résulte que les surfaces d’ordre Æ ayant six points de rencontre confondus avec chacun des points triples À, comme il arrive aux cônes qui viennent d'être considérés, détachent sur C un groupe de points
en nombre kd — 66,
dépendant exactement de
kd—6t—p
arbitraires. Or, soit u le nombre des conditions exprimant qu'une surface de degré k rencontre la courbe C en six points confondus en chacun des points triples, le nombre des conditions pour qu'une surface de degré k passe par la courbe sera
u+kd—6t—p+i
. ; ; puisque, avec ce nombre de conditions, nous exprimons qu une surface d'ordre k, rencontrant la courbe aux points triples de la manière indiquée, rencontre la courbe en
kd—6t—p+t
points arbitrairement pris sur elle, ce qui est impossible.
La question proposée revient donc à évaluer pt; à cet effet, on peut, par exemple, écrire que la surface doit passer par un point À et être langente, en ce point, à chacune des branches de la courbe C passant en A. On a ainsi, pour chaque point triple, quatre conditions, sé les trois tangentes à C au point À ne sont pas dans un même plan. D'autre part, les quatre conditions imposées en chacun des points singuliers À,, À,,..., ÀA;sont certainement indépendantes, car le fait, pour une surface d’ordre k(kZd— 2), de rencontrer C en un certain nombre de points triples A, soit qu'elle n’ait de contact avec aucune branche, soit qu’elle ait un contact avec quelqu’une des branches passant en ces points, n’entraîne nullement comme conséquence que la surface ait en ces points un contact plus intime que celui qui résulte des condions écrites, ou qu'elle passe par un autre des points triples. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que, pour les courbes d'ordre Æ, dans le plan de l', les conditions relatives aux nombres des points de rencontre confondus en un point triple sont indépendantes.
Nous pouvons donc écrire
et nous avons, par suite, pour le nombre cherché des conditions exprimant qu'une surface d'ordre k(kZ2d— 2) passe par C,
Kd—2t— p—+1.
Ilest clair que cette formule pourra souvent être exacte quand # sera inférieur à d — 2, et, en employant des considérations analogues à celle du n° 10, on aura, dans bien des cas, une limite beaucoup moindre; mais il est inutile d’insister : le point que nous avons surtout en vue est que la formule précédente est applicable à partir d’une valeur suffisamment grande de k.
IV. — Expression numérique de p,; du genre numérique d’une surface.
13. De même que, dans la théorie des courbes planes, on exprime le genre de la courbe par une formule où figurent le uombre des singularités, supposées ordinaires, de la courbe (points doubles ou points multiples d'ordre quelconque à tangentes distinctes), on peut chercher à trouver une formule numérique donnant le genre géométrique p, d’une surface.
Comme il est bien connu, en désignant par X; le nombre des
points muluples d'ordre £, on a, pour une courbe d'ordre m,
(m—1)(m— 2 (I — 7. m —1)(m Dr 1).
La diminution du genre due aux singularités, par rapport au
genre - d’une courbe sans points singuliers, se trouve 9 2
représentée par le terme soustractif
Se
Considérons maintenant une surface de degré mn sans singularités : son genre géométrique égal à
Si la surface a des singularités, le genre p; peut se trouver diminué; nous écrirons
PE 6 Lu
: étant la diminution provenant de l’ensemble des singularités.
Mais ici des circonstances peuvent se présenter, qui Re se rencontraient pas dans la théorie des courbes.
44. Nous prendrons d'abord un cas particulier extrêmement simple ; nous avons dit que la présence d’un point multiple isolé d'ordre q irréductible entraîne, en général, pour la surface du sys-
tème canonique, un nombre de conditions égal à
CT ANG
Done, pour une surface d'ordre #7, avec un point multiple isolé d'ordre g, on aura
, (m—1)(m—2)(m —3) q(qg 1) q 2) PE G 6 .
Appliquons cette formule au cas d’un cône d'ordre 7», sans ligne double ; nous avons g — m, et la formule donne
Nous arrivons donc à ce résultat, que p, est négatif. Nous avons ainsi un exemple où la formule donne pour p,; un nombre négalif, tandis qu'il est clair que ps, d’après la définition même, est un nombre positif ou nul, et l’on a ici p; = 0.
Cette circonstance n’est pas la seule qui puisse se présenter. On pourra avoir, dans d’autres cas, une formule fournissant, en général, la valeur de p4, mais donnant, dans certains exemples, une valeur différente et inférieure à pz, tout en étant positive. IL pourra notamment arriver, les singularités se composant de diverses courbes multiples ou de divers points multiples isolés, que la diminution totale e dans la valeur de p, ne soit pas la somme des diminutions partielles provenant des diverses singularités partelles. C’est là un fait qui ne se présente jamais dans la théorie des courbes, où, dans la diminution du genre, chaque point singulier agit comme s’il était seul, comme le montre le terme
soustractif Ÿ 7. t(T—1)
dans la formule rappelée plus haut relative aux courbes planes. Prenons, pour vérifier cette assertion, le cas particulier suivant (1). Considérons les trois quadriques quelconques
Elles ont huit points communs A,, A;,, ..., A4. En désignant par ©, une forme homogène arbitraire de degré x en uw, +, w, formons l’équation
Pr(u, 0, Ww)= 0.
Elle représentera une surface d'ordre 27, ayant comme points singuliers isolés les points À qui sont des points multiples d'ordre n, ne présentant d’ailleurs aucune particularité. Un point muluple isolé général d'ordre » diminue, s’il est seul, le genre géométrique d’une surface de
unités. Donc ici, si dans la diminution du genre géométrique, chaque point À agissait comme s’il était seul, on aurait pour le genre de la surface
(an —1)(2n7—92)(2n—3) OURS ONE Se M
Le genre géométrique de la surface considérée serait donc r —1. Mais on voit aisément que ce résultat est inexact; les polynomes adjoints Q d'ordre 2 n — 4, dont le nombre donne p4, satisfont à la seule condition que la surface
Oo
ait les points À comme points multiples d'ordre n — 9. Or, la surface d'ordre 27 — 4
Jr),
où f,_ est un polynome arbitraire de degré nr — », homogène en
(‘) Cet exemple est emprunté à un Mémoire de M. Castelnuovo, Osservaziont intorno alla Geometria sopra una superficie (Rendic. Istituto Lombardo, 1891).
u, 9, w, remplit ces conditions, et elle dépend de n(n —1) _—— paramètres; on a, par suile,
n(n—1) Pg2— > 2
résultat bien différent de la formule trouvée plus haut, qui donnait pg=n—1. Ainsi on voit, par cet exemple, que les conditions imposées aux adjointes du système canonique par les diverses singularités peuvent ne pas être indépendantes, et, par suite, la formule qui, dans d’autres cas, aurait donné exactement ps, donne une valeur moindre.
15. Dans l'exemple du numéro précédent, nous avions seulement des points singuliers isolés. Pour donner un exemple dans lequel se trouvent des lignes singulières, prenons une intéressante surface du sixième ordre étudiée par M. Noether (1). C’est une surface du sixième ordre ayant pour courbes doubles une courbe gauche C du quatrième ordre de genre un, et une droite D quine la rencontre pas. Nous formerons facilement, dans un moment, . l'équation d’une telle surface; 1l est clair que l’on a pour cette surface
Ps 0; car il ne peut y avoir de quadrique passant par C et D, puisque D ne rencontre pas C. D'autre part, voyons ce que nous trouverions pour ps en retranchant de
le nombre des conditions exprimant qu’une quadrique passe par C, augmenté du nombre des conditions exprimant qu'une quadrique passe par D; cette somme est égale (d’après la formule
kd — p +1) à 8 +3 ou TL
(!) NozrTner, Ueber eine Fläche 6x Ordnung vom Flächengeschlecht —1 (Math. Annalen, 1883).
nous trouverions donc pour le genre TO ou NS
Voici donc encore un exemple, à rapprocher de celui du cône d'ordre m, où la formule fournit pour le genre un nombre négatif. Indiquons maintenant la forme de l'équation de la surface.
Soient
les équations de deux plans donnant la droite D, et
CIC WI=T
les équations des deux quadriques dont l’intersection donne C. La surface du sixième degré, qui aura pour courbes doubles Cet D, a pour équation
(ao A?+ a; AB + A,B?)v?
+ (bo A? + b, AB sn b,B?)oy +( Co A2 + C1 AB + c2B2)Ÿ?2— 0,
les a, b, c étant des constantes. On peut démontrer que cette surface correspond point par point à un cône du troisième ordre sans droite double.
16. Les exemples précédents montrent que l’on ne peut s’attendre à trouver une formule numérique qui donne, dans tous les A 4 ne ? À Es 2e À cas, le genre géométrique p, d’une surface algébrique. Après les cas particuliers que nous venons de traiter, revenons au cas général d’une surface ayant comme singularités une ligne double C, dont nous désignerons le degré par d et le genre par p, cette ligne double ayant £ points triples qui sont aussi des points triples pour la surface. Le genre p, de la surface est égal au nombre
(mm —1)(m—2)(m—3)
diminué du nombre des conditions qui exprime qu’une surface de degré m— 4 passe par la courbe C. Or nous avons cherché, dans la section précédente, le nombre exact des conditions exprimant qu'une surface de degré Æ passe par une courbe C; nous avons trouvé, pour représenter ce nombre de conditions, l'expression
(C2 kd—2t—p+t,
pourvu que X dépasse une certaine limite; dans le cas contraire, l'expression précédente n’est qu'un maximum pour le nombre des conditions. Par suite, si À — m — 4 est assez grand pour que l’on puisse avoir, par la formule ci-dessus, le nombre exact des conditions pour qu’une surface de degré »m — 4 passe par la courbe
double, on aura
— per UE 3) )
Si, au contraire, il n’était pas légitime de se servir de l’expression (4) pour À — m—4, le second membre de l'égalité précédente ne représenterait pas p,, mais un nombre plus petit; nous poserons, dans tous les cas,
(nd) (ne)
me 6 (m—{)d+2t+p—1r:
on appelle p, le genre numérique de la surface, et l’on a nécessairement, d’après ce qui précède,
Pn <Pg-
Tandis que p4 est essentiellement positif (ou nul), le nombre p, peut avoir un signe quelconque.
17. C'est M. Cayley (1) qui a remarqué le premier que la formule, trouvée pour pg, en se servant sans précaution de l'expression (&), pouvait donner un nombre négatif (2). Cet exemple, très général, est celui des surfaces réglées algébriques quelconques. Avant de l'indiquer, reprenons l’expression de p, en introduisant, au lieu du genre p, le rang r de la courbe double C. On a, comme nous l’avons vu,
r = d(d—1)—2h—6Gt; et d'autre part,
PSY:
MUC
ÎP
: Lan : :
) A. CayLEy, On the Deficiency of certain surfaces (Math. Annalen, t. III 11) *) Nous avons vu plus haut qu’un cône suffit pour fournir un exemple de surfaces à genre négatif.
On en déduit pour p,
or rt (m—3)d+l+ar
Ceci posé, si l’on considère une surface réglée algébrique générale, elle a une courbe double, et sur cette courbe double un certain nombre de points triples. Dans un Mémoire sur les surfaces réglées algébriques, Salmon a montré que l’on avait entre le degré d, le rang r et le nombre # des points triples de cette courbe double, les relations
En se servant des formules de Salmon, on trouve, pour p,
On voit que p, ainsi obtenu est négatif, et égal au genre, pris avec le signe moins, d’une section plane quelconque de la surface.
18. La considération du genre numérique d’une surface, quand il ne coïncide pas avec le genre géométrique, n’offrirait que peu d'intérêt si ce genre numérique n'était pas, comme Pg, un nombre invariant. Or, il résulte des remarquables recherches de M. Zeuthen (!), que p, est un invariant; pour énoncer avec précision le beau théorème de M. Zeuthen, nous devons ici nous borner à considérer deux surfaces f et f' se correspondant point par point et n'ayant que les singularités ordinaires. Si m, p, d, t d’une part, et m/, p', d', t' d’autre part, représentent les nombres relatifs aux surfaces f et f', on peut établir que
(m—4jd+2t+p—1
(m'—4)d'+ot+p—i,
(:) ZEUTHEN, Études géométriques de quelques-unes des propriétés de deux surfaces dont les points se correspondent un à un (Math. Annalen, t. IV).
PETIS
c'est-à-dire que Pn Ho
résultat qui est évident si Pr et p,, sont respectivement égaux à De et je mais qui, dans les autres cas, exige une démonstration spéciale. La démonstration de M. TD comme celle de M. Noether (!), qui a repris la question après l’éminent géomètre danois, sont fort longues. Nous ne les suivrons pas dans cette voie. Dans des travaux récents (2), M. Enriques a étudié à un point de vue nouveau, extrêmement fécond, le genre numérique d’une surface; ses belles recherches trouveront place dans le Tome I! de cet Ouvrage.
Le fait que l’on n'a pas toujours pr = Pz introduit dans la théorie des surfaces un élément de classification qui n'avait pas son analogue dans la théorie des courbes. Un premier type de surfaces, le type général, correspond aux surfaces pour lesquelles
Pa IR
La surface, dans ce cas, est dite régulière; on appellera érrégulière une surface pour laquelle
Pr < Pg:
19. Après avoir indiqué la formule susceptible (au moins dans certains cas) de donner p4, indiquons les formules susceptibles de donner pl!) et p@?). Nous nous plaçons dans le cas général où ne se présente pas la circonstance spéciale indiquée au n° 6 etoù l’on a,
par suite, p? — pl) —
Il suffira de calculer l’un de ces deux invariants; c’est p°?) que nous allons obtenir le plus rapidement. Nous supposons quepe2 9, et nous considérons deux adjointes distinctes du système ue nique; elles ont en commun, en dehors de la courbe double C, une courbe l qui coupe C aux #{ points triples, et, en outre, en À
(°) NoeTuer (Math. Annalen, t. VII; Mémoire déjà cité). (?) EnriQues (Mémoires cités au Chap. VII, p. 197).
autres points, el nous avons vu au n° 2, que l’on à
r = d(2m—10)—0 — 64, r étant le rang de C. On en déduit
0— d(2m—10)— 7 —6Gt.
Or, la courbe T est de degré (m—4} — d; elle coupe donc la surface f en un nombre de points égal à m[(m—4}— d];
mais, parmi ces points, il y en a, sur C, qui représentent un nombre de points d’intersection égal à
20 + 34, et, par suite,
En réduisant et substituant au rang 7 le genre p de la courbe
gauche, on trouve
pa = mim—i}—(5m—24)d+2p+9t— 4, et l’on a, pour le second genre p(1) de la courbe,
PV = mim—4)?—(5m—24)d+2p+gt—3.
Il peut arriver ici quelque chose d’analogue à ce qui s’est présenté pour la formule donnant p, ; alors même qu’il n’y a pas d’adjointe d’ordre m — 4 (p,;= 0)et, par suite, quand le second genre p*), tel que nous l’avons défini, n’a aucune signification, la formule précédente n’en continue pas moins à donner un nombre déterminé positif ou négatif. Il y a donc encore lieu d'introduire, à côté du second genre (Curvengeschlecht), un autre nombre qu’on peut appeler le second genre numérique, mais nous n’insistons pas, pour le moment, sur ces notions que nous devrons plus tard approfondir. Ce qui précède suffit pour montrer quelles surprises réserve la théorie des surfaces algébriques ; en particulier, la distinction qu'il peut y avoir lieu de faire, comme nous l'avons
montré sur des exemples, entre le genre géométrique et le genre numérique d'une surface, distinction qui n’a pas d’analogue dans la théorie des courbes planes, montre sous un nouveau point de vue la différence profonde qui existe entre le cas de deux variables et celui d’une variable, différence que nous avions déjà rencontrée dans le domaine de la Géométrie de situation et dans l’étude des
intégrales de différentielles totales.
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