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PRÉFACE
Le Mémoire de Pulseux sur les fonctions algébriques, publié en 1854, a ouvert le champ de recherches qui a conduit au\ grandes découvertes mathématiques de notre époque. Ces découvertes ont donné à la science du Calcul des principes nécessaires et féconds qui, jusqu'alors, lui avaient manqué ; elles ont remplacé la notion de fonction, restée obscure et incomplète, par une conception précise qui a transformé l'Analyse en lui donnant de nouvelles bases. Puiseux a le premier mis en complète lumière Finsuffisancc et le défaut de ce point de vue où l'on se représentait, à l'image des polynômes et des fractions rationnelles, les irrationnelles algébriques et toutes les quantités en nombre infini qui ont leur origine dans le Calcul intégral. En suivant la voie de Cauchy, en considérant la succession des valeurs imaginaires, les chemins décrits simultanément par la variable et les racines d'une équation, Téminent géomètre a fait connaître, dans ses caractères essentiels, leur nature analytique. Il a découvert le rôle des points critiques, et les circonstances de l'échange des valeurs initiales des racines, lorsque la variable revient à son point de départ, en décrivant un contour fermé comprenant un ou plusieurs de ces points, [la poursuivi les conséquences de ces résultats daiisTétude des intégrales de différentielles algébriques. Il a reconnu que les
divers cliemins d'intégration donnent naissance à des déterminalions multiples, ce qui l'a conduit à l'origine, jusqu'alors restée entièrement cachée, de la périodicité des fonctions circulaires, (les fonctions elliptiques, des transcendantes à plusieurs variables définies par Jacobi comme fonctions inverses des intégrales hyperelliptiques.
Aux travaux de Puiseux succèdent, en 1857, ceux de Bicmann accueillis par une admiration unanime, comme l'événement le plus considérable dans l'Analyse de notre temps. C'est à l'exposiiionde l'œuvre du grand géomètre, des recherches et des découvertes auxquelles elle a donné lieu qu'est consacré cet Ouvrage.
Une conception singulièrement originale leur sert de fondement, celle des surfaces auxquelles est attaché le nom de l'inventeur, formées de plans superposés, en nombre égal au degré d'une équation algébrique, et reliés par des lignes de passage, qu'on obtient en joignant d'une certaine manière les points critiques. L'établissement de ces lignes est une première question de grande importnuce, rendue depuis beaucoup plus simple et plus facile par un beau théorème de M. Luroth. S'offre ensuite la notion des surfaces connexes, de leurs ordres de connexion, les théorèmes sur l'abaissement par des coupures des ordres di
inexion, puis
la formation du système canonique des coupures qui ramènent la surface à être simplement connexe. De ces considérations profondes et délicates résulte une représentation géométrique, qui est un instrument de la plus grande puissance pour l'étude des fonctions algébriques. 11 serait trop long de rappeler toutes les découvertes portant l'empreinte du plus grand génie mathématique, auxquelles elle conduit Riemann; j'en indiquerai seulement quelques-unes.
Longtemps avant les travaux de Puiseux, les points critiques s'étaient ofTerls dans la théorie des courbes algébriques, leur nombre déterminant la classe, ou bien le degré de l'équation
f Jela polaire réciproque. On avail reconnu que la classe d'une courbe s'abaisse lorsqu'elle a des points multiples et qu'alors des points d'ioflexiun disparaissent, mais ues résultats si intéressants restaient dans le domaine de la Géométrie. Riematin joint la Géontéiric à l'Analyse, en leur donnant une notion nouvelle I el féconde, celle des substitutions où les coordonnées s'expri- < ment en fonctions rationnelles de deux variables, ces variables I étant aussi des fonctions rationnelles des coordonnées. Tant(^t on 1 a égard à l'équation de ta courbe, on les nomme alors substitutions \ birationnelles; tantôt on en fait abstraction, on les appelle dans ce cas substitutions de Cremnna, pour rappeler les beaux travaux I que leur a consacrés l'illustre géoniCtre. Les équations en nombre l infini qui se déduisent de l'une d'elles par ces transformations I 50nl regardées comme équivalentes, leur ensemble forme une I classe, et elles ont toutes un élément commun ayant le rôle d'in- I variant. C'est un nombre entier que Uiemann nomme le genre de [ [a courbe et désigne par/»; il est lié au nombre des points cri-
I liques R, et au degré
r l'éealité r
La conception de classe des équations algébriques, celle du l genre el la relation qu'on vient de donner comptent parmi ses I plus mémorables découvertes; elles ont conduit à ce résultat im- I prévu, que les points multiples, qu'on n'avait encore considérés I qu'en Géométrie, ont en Analyse un rôle capital, comme éléments Lcaracléristiques des propriétés fondamentales des fonctions algé- I briques. On a, en effet, ce beau tbéorème que les équations d'une 1 même classe se ramènent à une équation normale de degré ^ -t- u, I ayant un nombre de points doubles égal à ^p(p — i)- En prenant l'énoncé sous ta forme simple qui est due à M. Nother, et où I n'entrent que des points doubles à tangentes séparées, j'e ^ pelle quelques conséquences.
Supposons que p soit nul, l'équation normale est du : \ degré. SCS coordonnées sont des fonctions ralionnelles d'iir
:ond
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mètre : ii en est donc de môme pour toutes les courbes du genre zéro, qui ont le plus grand nombre possible de points doubles pour un degré donné. Ce sont les courbes antérieurement étudiées par M. Cayley, et auxquelles Tillustre géomètre a donné le nom, généralement adopté, d^unicursaies. Supposons ensuite p = i et p = 2j ce nombre maximum sera successivement diminué d^une ou de deux unités; il faudra alors s'adjoindre la racine carrée d'un polynôme du quatrième ou du sixième degré par rapport à la variable auxiliaire. Les expressions obtenues par cette voie s'appliquent d'abord à l'intégration des fonctions algébriques de genre /?, c'est-à-dire de fonctions rationnelles de la variable et de la racine d'une équation de ce genre. Pour/? = o, ces quantités s'obtiennent sous forme finie; pour/? = i, elles se ramènent aux intégrales elliptiques; on voit ainsi quelle extension prend la méthode fondée sur l'emploi des substitutions, dont l'usage était auparavant si restreint. Mais c'est dans un autre ordre de question, dans le théorème d'Abel tout d'abord, que la notion du genre se montre avec toute sa portée et sa puissance.
Abel avait fait la découverte capitale qu'une somme d'un nombre quelconque d'intégrales à limites arbitraires, de la même fonction algébrique, s'exprime par un nombre fixe d'intégrales semblables auxquelles s'ajoute une quantité algébrique et logarithmique.
Riemann établit que ce nombre est le genre de la fonction; il complète ainsi l'œuvre d'Abel et donne à son théorème sa forme définitive par un énoncé d'une simplicité frappante. En même temps, et au moyen déconsidérations géométriques, il parvient à la définition des intégrales de première, de seconde et de troisième espèce, sous un point de vue entièrement nouveau, qui n'est plus celui de la théorie des fonctions elliptiques, et démontre qu'il existe p intégrales de première espèce et p intégrales de seconde espèce, linéairement indépendantes. On sait que ce mé-
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Page 43, première ligne, à compléter ainsi :
L'ordre est en général le nombre des infinis ou des zéros de la fonction rationnelle
il peut être supérieur à ce nombre si, pour certaines valeurs de Zf un infini de v^ coïncide avec un zéro de v^ ou inversement; alors des zéros et des infinis disparaissent dans le produit v^i\ et Tordre de v est supérieur à celui de v^v,.
INTRODUCTION
l. Nous supposons connues les propriétés générales des fonctions analytiques d'une variable complexe z. Nous rappelons seulement les définitions et les théorèmes dont nous ferons principalement usage.
Fonctions régulières. Zéros. — Une fonction analytique f{z) est dite régulière en un point a si, dans un cercle suffisamment petit de centre a, elle est développable en une série procédant suivant les puissances positives croissantes de z — a. Si la fonction s^annule au point a, les premiers termes de cette série ont des coefficients nuls, et si m est Texposant de la plus petite puissance àe z — a dont le coefficient est différent de zéro, on dit que V = a est un zéro d'ordre m.
Points singuliers. Pôles. Résidus. — Si, en un pointa, la fonction n'est pas régulière, a est un point singulier. C'est un point singulier isolé, s'il est possible de trouver un cercle de centre a ne contenant à son intérieur que le seul point singulier 3= a. Soit C un cercle de centre a dont le rayon est moindre que la dislance du point a au point singulier le plus rapproché. La fonction /(^), étant supposée uni/orme dans ce cercle, peut, d'après le théorème de Laurent, être représentée par la somme de deux séries convergentes,
f{z) = ^X^(z-ay.
V=— go
La partie de ce développement qui contient les puissances négatives de z — a
^Ay(z--ay
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s'appelle la partie principale relative au point singulier a\ le coefficient A_i de est le résidu relatif à ce point. Si la partie
principale se réduit à un polynôme de degré /;i en ■; , le point
singulier z ^= a est dit un pôle d'ordre m. Si la partie principale comprend un nombre infini de termes, a est un point singulier essentiel.
Dans le voisinage d'un pôle, le module de la fonction f{z) augmente indéfiniment; au contraire, dans le voisinage d'un point singulier essentiel, la fonction s'approche autant qu'on le veut de toute valeur donnée à l'avance (*).
En écartant le cas où a est un point singulier essentiel, on peut toujours mettre, dans le voisinage de ce point, la fonction /(j) sous la forme
/(;5) = (4î - a)nBo -f- Bi( j - a) -4-. . .],
<7 étant nul si le point a n'est ni un pôle ni un zéro, égal à un nombre entier positif si le point a est un zéro d'ordre y, égal à un nombre entier négatif si ce point est un pôle d'ordre — y; le coefficient Bq est supposé différent de zéro. Si (jr = o, la dérivée
logarithmique y est régulière au point a; sinon, elle admet
le point a pour pôle du premier ordre, avec un résidu égal à q.
2. Point à Vinfini. — Lorsqu'on veut étudier une fonction f{z) pour les valeurs de z de module très grand, on pose ordinairement z = —;y et Ton est ramené à étudier une fonction ^(z')
dans le voisinage du point z' = o', mais on peut aussi procéder directement. Appelons domaine du point oo la portion du plan extérieure à une circonférence C ayant son centre à l'origine et de rayon très grand R. Si Ton peut choisir ce rayon assez grand pour que, dans le domaine qui vient d'être défini, la fonction /(z) soit représentée par un développement ne contenant que des puissances négatives de z
(') E. Picard, Traité d'Analyse, i. II, p. 119.
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la fonction /*(:;) est dite régulière au point oc. Elle tend vers une valeur finie Ao, lorsque le module de z augmente indéfiniment. Si les premiers coefficients sont nuls et que le'développe-
ment commence par un terme en -—> le point à l'infini est un
zéro d'ordre m.
Si une fonction n'est pas régulière au point oc, on dira encore que ce point oo est un point singulier. Nous ne nous occuperons que du cas où c'est un point singulier isolé, c'est-à-dire où Ton peut prendre le rayon R assez grand pour qu'à l'extérieur du cercle C la fonction /(g) n'admette aucun point singulier à distance finie, et où la fonction /(s) est uniforme dans ce domaine. Soit C un second cercle concentrique au premier C, et de rayon R']>R. Dans la couronne circulaire comprise entre les deux cercles C et C, la fonction /(2) est uniforme et régulière en chaque point; on peut donc lui appliquer le théorème de Laurent. Comme le rayon R' peut être supposé aussi grand qu'on le veut, et que les coefficients du développement ainsi obtenu ne dépendent pas Je ce rayon, on voit que ce développement est valable pour toutes les valeurs de z de module supérieur à R. Par conséquent, lorsque le point à Tinfini est un point singulier isolé, on peut déterminer un cercle C de rayon assez grand R pour qu'à l'extérieur de ce cercle la fonction f{z) soit représentée par un développement de la forme
/(=.=iA.(i)-
La partie qui contient les puissances positii'es de z
est ici la partie principale relative an point oo. Si celte partie principale se réduit à un polynôme de degré /?, le point oc est un pôle d'ordre // ; sinon le point oc est un point singulier essentiel.
3. Bésidu à V infini, — On appelle résidu relatif au point à l'infini le coefficient de - changé de signe, c'est-à-dire — A|. Pour
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justifier cette définitian, il suilGt de remarquer que le nombre ainsi défini jouit de la propriété caractéristique du résidu : Tinté-
grale 1 /{z)dz, prise le long du contour limitant le domaine d'un
point singulier, dans le sens direct, est égale au produit de 2^1 par le résidu relatif à ce point. Dans le cas où nous nous plaçons, c'est la circonférence C qui limite le domaine du point 00; cette circonférence doit être décrite de façon à laisser à gauche le domaine du point 00, et, par suite, en sens inverse du sens habituel. Dans l'intégrale
le seul terme qui n'est pas nul provient du terme en -, et l'on a
Jf f (z) dz = — 2.T.i Al =^ ^TziR^.
in
Il est à remarquer que le résidu au point oc d'une fonction régulière en ce point n'est pas nul en général. Par exemple, la fonction
admet un seul pôle à distance finie z=^ b^ avec un résidu b — a. Elle est régulière au point 00, car on peut l'écrire, dans le domaine de ce point,
et le résidu en ce point est égal k a — b.
Si le point à l'infini n'est pas un point singulier essentiel pour f{z)^ on peut écrire, dans le domaine de ce point,
où Bo est différent de zéro, k étant nul, positif ou négatif, suivant que la fonction f{z) a une valeur finie et différente de zéro au
I pointoo, que ce point est un pôle ou un zéro. La dérivée logaritiimiquc est régulière au point ao, et le résidu est égal à — A.
s étant jtosL-fis, TUppolons encore les il
Ces (ié uni
suivants :
I. Toute fonction analytique uniforme, régulière pour toute valeur finie de z et pour s = x , est une constante.
II. Toute fonction analytique uniforme, n'ayant qu'un nombre fini de points singuliers, est définie, à une constante additive près, quand on connaît les parties principales relatives à chaque point singulier.
III. Toute fonction analytique uniforme, n'ayant d'autres points singuliers que des pâles, est une fonction rationnelle {').
\V^ Si une fonction analytique uniforme n'a qu'un nombre fini de points singuliers, la somme des résidus relatifs à ces points singuliers, et au point à l'infini, est nulle.
Pour établir celle dernière proposition, décrivons, du point r = o comme centre, une circonférence C renfermant tous les points singuliersà dislance iinie dcf{z), et considérons l'intégrale
prise te long de la circonférence C, l'aire du cercle étant à gauche. CeUe intégrale est égale, d'une part, d'après le théorème de Cauchy rappelé plus loin, au produitde 3-^i par la somme des résidus de /"(s) relatifs à tous les points singuliers à distance finie; d'autre pirt. d'après la définition du résidu au point se, à — sni'R^. Lu comparaison de ces deux valeurs de l'intégrale donne le théorème énoncé.
Appliquons ce théorème à la dérivée logarithmique (v =: - - 7 ■— d'une fonction rationnelle i' de :. Les résidus de la dérivée loga-
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rithniique proviennent exclusivement des pôles et des zéros de t^; nous avons remarqué d'ailleurs qu'un zéro d'ordre m de c donne un résidu égal à -f- m pourtr, et qu'un pôle d'ordre /i de v donne un résidu égal à — n pour (v. Le théorème IV conduit donc à la proposition élémentaire suivante :
V. Le nombre des zéros d' une fonction rationnelle de z est égal au nombre des pôles, chacun de ces zéros et de ces pôles étant compté avec son degré de multiplicité.
Nous savons aussi qu'on peut former une fonction rationnelle avec des pôles, et des parties principales correspondantes, données à l'avance d'une façon arbitraire : il suffit, pour obtenir cette fonction, de faire la somme des parties principales données relatives à tous les pôles. On peut de même former une fonction rationnelle avec des zéros cl des infinis donnés à l'avance, pourvu quïls soient en nombre égal.
5. La notion d'intégrale définie a été étendue aux. fonctions d'une variable complexe par Cauchv, qui a démontré le théorème fondamental suivant :
Etant donnée une fonction uniforme f{z) régulière en tous les points à ^intérieur dUtne aire A, limitée par une ou
plusieurs courbes distinctes, l'intégrale 1 f{z)dz, prise le
long du contour total de A dans le sens direct (en laissant à gauche Vaire enveloppée)^ est nulle.
Plus généralement, si la fonction f{^z) est uniforme et régu-
ière en tous les points d'une aire telle que la précédente, sauf
rn un nombre fini de points qu'elle admet pour pôles ou pour
points singuliers essentiels, l'intégrale f f{z)dz^ prise le long du
contour total de A dans le sens direct, est égale au produit de AT.i par la somme des résidus de/(^) relatifs à ces points singuliers ( ').
(•) E. Picard, Traité d'Analyse, l. II, p. ii8. — Hermite, Cours d'Analyse^ Y édit., p. io(j.
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Il est à remarquer que l'énoncé précédent s'applique encore au cas où l'aire A s'étend à l'infini, pourvu qu'on ajoute aux résidus relatifs aux points singuliers de f{z) à distance finie le résidu de f{z) relatif au point oo. Par exemple, supposons que Taire A soit l'aire illimitée extérieure aux deux courbes C, C; so\l f{z) une fonction régulière dans A, sauf en un nombre fini de points ai %2i •••-. 3t^, les résidus correspondants élant R|, R2, ..., R^^. 1a* point 00 peut être un point ordinaire pour f{z) ou un point singulier, mais, dans ce cas, c'est nécessairement un point singulier isolé. Soit R^ le résidu correspondant. Ajoutons aux contours C, C, un contour auxiliaire C renfermant les deux contours primi-
Fig. a.
lifs C, C, ainsi que tous les points singuliers ai, a^, ..., a^. A Taire finie A', limitée par les trois contours C, C, C", appliquons le théorème de Cauchy; il vient
Jf f{z)dz-^ f /(z)dz-h I /(5)âf5 = 27:t(Ri-hR,-4-...-h Rç),
les intégrales étant prises comme l'indiquent les flèches. Mais, d'après ce qu'on a vu plus haut sur le résidu au point oc, la dernière intégrale a pour valeur
il reste donc
f f(z)dz-^ f /(z)dz= 27:l(Rl-^-Rî^-•..-^-l^«);
AC) •'(G
c'est la formule que nous voulions établir.
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6. Soit/(5) une fonction uniforme dans une aire A, située tout entière à distance finie ou s^étendant à l'infini, mais limitée par une seule courbe C, qui est située tout entière à distance finie. Supposons que f{z) n'admette dans A qu'un nombre fini de points singuliers, et soient R|, Rt, . . ., Ri les différents résidus de cette fonction dans A, y compris le résidu relatif au point à l'infini, si l'aire A est illimitée. Considérons l'intégrale
Y(z)^jy{z)dz,
prise suivant un chemin situé tout entier dans l'aire A et joignant deux points Zq^ >5 de A; laissant fixe la limite inférieure Zq de l'intégrale et faisant varier la limite supérieure 5, F(.c) devient une fonction analytique de z qui dépend aussi, dans une certaine mesure, du chemin d'intégration. Si tous les résidus de /(5) dans l'aire A sont nuls, il résulte immédiatement du théorème de Cauchy que deux chemins quelconques, situés tout entiers dans A et allant du point ^^o ^^ même point :;, donnent la même valeur pour l'intégrale; F(z) est donc aussi une fonction uniforme dans Caire K,
Il n'en est plus de même si tous les résidus Aq f{z) dans l'aire A ne sont pas nuls; quand on tourne autour d'un point singulier où le résidu est égal à R, l'intégrale F(5) augmente de 2'j:/R. Cette intégrale admet donc, en chaque point de l'aire A, une infinité de valeurs qui sont comprises dans une formule telle que
Y{z) = [¥{z)] -h iTzi I miR, -i-. . .-^ m/R/j,
[F(5) jetant une de ces valeurs et /W|,m2, .^.^mi des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs (*). Les quantités
aTTtRi, • • -, 27: tR/ sont appelées périodes de l'intégrale f f{z) dz. L'étude des inté-
(•) Hermite, Cours d'Analyse^ 4' édition, p. 198-305.
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craies de fonctions algébriques nous conduira à des périodes d'une nature tout à fait différente.
7. Riemann a déduit de la formule de Green une nouvelle formule dont nous aurons à faire usage. Soient Aune aire finie limitée par un contour simple G, P et Q deux fonctions réelles de x et de j', unies et continues, ainsi que leurs dérivées, dans Taire A el sur le contour G lui-même. D'après la formule de Green (*), on a
l'intégrale double étant étendue à l'aire A, et l'intégrale curviligne étant prise le long du contour G dans le sens direct.
Soit maintenant
nne fonction analytique de la variable complexe z régulière en tous les points à l'intérieur de A et sur le contour G. Faisons, dans la formule de Green,
elle devient
dx dy
*Ac) ' J *Aa)} ^^ "^y ^y ^A "^ *^ '
mais on a
dx ~~ dy
d\ d\ dy dx
L intégrale j \ clY, prise le long du contour G dans le sens flirecty a donc une valeur positive.
(') Hermite, Cours d'Analyse, V^dilion, p. 66. — E. Picard, Traité d'Analyse, t. I, p. 104.
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Pour que cette intégrale fut nulle, il faudrait que Ton eùl
et par conséquent
a.r dy
l^a fonction y (:?) r= X -j- /Y se réduirait alors à une conslanle
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M»=A(5 — c,) (5 — cj ... (;; -c„).
— Fonctions uniformes sur une surface de Ricmann : zéros, points singuliers, pôles, ordres. — Fonctions rationnelles de ^ et m : propriétés caractéristiques.
— Genre.
1. Nous consacrons ce Chapitre à l'étude des surfaces de Riemann correspondant à une relation de la forme
et à la théorie des fonctions uniformes sur ces surfaces. Pour bien faire comprendre la méthode, nous commençons par deux cas particuliers très simples.
G>nsidérons d'abord la relation algébrique
M*= Zj
entre la fonction u et la variable z.
{*) Ouvrages à consulter : Hikuk^Sj Inaugural dissertation; Neumann, Théorie der AbeTschen Intégrale,
A chaque valeur de z
z =: p (cosO -4- i sinO)
correspondent deux valeurs de u égales et de signes contraires
p* I COS h l
* ( COS — h t sin- )»
Mj-t- Mî= O.
Si le point z décrit une courbe fermée, C n'entourant pas l'origine, l'argument de z part d'une certaine valeur 0 et revient à celle
Fig. 1.
même valeur : chacune des déterminations Ui et M2, suivie par continuité, reprend sa valeur initiale quand le point z reprend sa position initiale.
Si le point z décrit une courbe fermée C entourant une fois l'origine, l'argument 0 de z part d'une certaine valeur initiale et reprend cette valeur augmentée ou diminuée de air, suivant Ir
sens dans lequel la courbe est décrite; l'argument - revient donc
à la valeur primitive augmentée ou diminuée de tc; la détermination Ui suivie par continuité prend la valeur u^ quand le point z revient à son point de départ; inversement 1/5 prend la valeur Ut. Donc les deux déterminations de u se permutent quand :; tourne une /ois autour de l'origine. D'une manière générale, si le point z revient au point de départ après avoir tourné /ifois autour de l'origine, les déterminations W| et Wj reprennent leurs valeurs initiales ou se permutent suivant que n est pair ou impair.
Les deux détermina lion s it^ et u^ ne sont donc pas Tonchons uni- I /ormes de z dans le plan indéfini des a ; niais, dans loiite région à contour simple ne conlenant pas l'origine, elles sonL t]e:s fonctiaiis analytiques tiiiiformes de :;.
S. En suivant la mélhode générale donnée par Kiemann, on jieul remplacer le plan simple, sur lequel u n'esi. pas une fonclion uniforme de z, par deux feuillets indéfinis superposés dont l'ensemble constitue une surface unique, sur laquelle la fonction u devient uniforme, cl qu'on nomme sur/ace de liiemonn.
Prenons deu'^ plans l'i et P^ limilés chacun par un cercle do ra^on R aussi grand qu'on le veut, ajant pour centre l'origine O d'un système d'aies Ojr et O^; puis découpons dans cliaciin de ces plans une petite ouverture rectiligne suivant le ravon Ox, «I b, Oc, rfi dans le premier, rtjftjOcjrfj dans le deuxième, ces ouvertures ayant une largeur infiniment pelilc : nous obtiendrons les deux feuillets séparés représentés dans la /!g. a.
Si l'on pari il'un point Za du premier jilan avec la di^lcrminn- I lion «" de la fonclion h, cette déterminalion, suivie par coniî- I nnilé, est une fonclion uniforme de u sur le plan ou feuillet P,, ' CBri à cause de la bande découpée a, b, Oc, ci,, la vaiiable s ne
peut pas tourner autour de O; de même, la détermination », est
uniforme sur le plan Pj, Noua imaginerons qn'en chaque point s du , plan P| on inscrive la valeur de la détermination u, ainsi obtenue
}>ar continuité et en chaque point z du plan P^ la valeur de la dé-
lerminalioD ug.
Il est utile de remarquer que les valeurs de la détermination U|
points situés en face 1'
e l'aulre sur les bords opposés de
Touverlure a^b^Cxâ^ sont égales et de signes contraires. Ainsi, en appelant Wi (6<) et f/<(c4 ) les valeurs de u^ aux points &i et Ci situés en face Pun de l'autre, on a
En effet, partons de b\ avec la détermination U\ {b\) inscrite en ce point : si la variables décrivait le contour 6< EF6< entourant O et revenait en b^^ la valeur finale de u serait — w<(6<); mais z ne peut pas revenir en b^ à cause de Fouverture axb\C\d^\ le point z doit s'arrêter au point Cx sur le bord de cette ouverture en l'ace de 6| . Comme l'ouverture a une largeur infiniment petite, la valeur w<(c<) trouvée en C| est infmiment peu différente de celle qu'on trouverait en 6, en achevant le tour; on a donc
wi(ci)= — 1/1(6,).
De môme, sur le plan P2, on a
Comme les valeurs de u^ et u^ correspondante une même valeur de z sont égales et de signes contraires, on a enfin
wi(ci) = — ;/j(c2)= f/j(6i),
"l(6i)=— Mi(6,)=l/,(Cj).
Nous avons ainsi obtenu, sur deux feuillets entièrement séparés, le tableau complet des différentes déterminations de m. Riemann réunit ces deux feuillets en une surface unique par le procédé suivant : Plaçons le feuillet P< au-dessus de P2, réunissons par une bande de surface les deux bords a< è< et d^c^] puis par une autre bande de surface traversant la première les deux bords (t., bi et d^ C\ . Nous obtiendrons ainsi une surface unique composée (le deux nappes planes qui se traversent suivant une ligne double ou ligne de passage dirigée suivant un rayon. Pour se représenter cette surface, on n'a qu'à imaginer les deux feuillets placés à une certaine distance l'un au-dessus de Taulre. On peut imaginer, par exemple, que les bords06,flri elOc^d^i/ig. 3) sont raccordés par une portion de surface engendrée par une droite parallèle aux plans P, et Pa s'appuyant sur les deux directrices rectiligpes 00| O
et «1 d^ ; de même Oc» rf| et 062^2 sont raccordés par une bande de surface engendrée par une droite parallèle aux deux plans s'appuyant sur 00|0 et d^a^^ Ces deux surfaces de raccord ont la génératrice commune 0|L suivant laquelle elles se traversent, et qu'on appelle ligne de passage d'un feuillet dans l'autre.
Fig. 3.
On voit, sur la figure, qu'on peut passer du point (-5,w<) du feuillet supérieur au point (:;, Wj) du feuillet inférieur, en suivant le chemin continu
iz, Ml) l^^fiziZy Ui)
qui fait un tour autour de l'axe 00| O; inversement, on peut remonter du point (;;, U2) au point (z, Ui) en suivant le même chemin en sens contraire, ou en prenant le chemin
U, «0«WV(^,M,).
De telle sorte que le chemin total formé de ces deux chemins placrs à la suite l'un de l'autre
(z.ui) «Pyos (ZfUi) a'p'yoV (Zy Ui)
ramène du point {z,Ui) à ce même point après deux tours autour de l'axe 00|0. La continuité de u est assurée qiiand on passe d'un feuillet dans l'autre parce tait que la valeur de u^ en un point du bord 06| ai dans P| est égale à la valeur de U2 au bord opposé
Oc^d'x dans Pg, et que ces deux bords sont précisément ceux qu'on a réunis ; il en est de même des d«ux autres bords Oci rf| et
Nous ferons celle convention que les points des deux feuillets appartenant à la ligne de passage Oi L sorti absolument distincts ; de sorte que, par convention, le chemin y^a (5, u^ )e'8'Y, quoique partant du point y de la ligne de passage et revenant à ce point, ne constitue pas un chemin fermé, car le premier élément de ce chemin est dans Tune des nappes qui se croisent suivant 0| L et le dernier élément dans Tautre. En vertu de cette même convention, les deux chemins (i) et (2) n'ont pas de point commun en y. En général, deux chemins aboutissant en un même point de la ligne de passage ne seront considérés comme se coupant sur cette ligne que si leurs deux éléments aboutissant en ce point sont situés sur une même nappe. Cette convention est spéciale à la ligne de passage : aLinsi un chemin partant d'un point de l'axe 00| O et aboutissant en ce même point est toujours un chemin fermé.
La figure précédente est une figure dans l'espace : en réalité, on suppose les deux feuillets P| et P2 infiniment près l'un de l'autre, et l'on représente la projection de la figure sur le plan P2 telle que la verrait un observateur placé à une grande distance au-dessus du plan P|. De plus, on ne figure pas les lignes 06| «i, Oci rf|, ..., qui ne jouent plus aucun rôle. Les deux plans apparaissent alors comme superposés : la ligne de passage se projette en OL. On convient de tracer en traits pleins les chemins situés dans le feuillet supérieur et en trails pointillés les chemins situés dans le feuillet inférieur : ces derniers points étant invisibles pour l'observateur placé au-dessus du plan P| . Par exemple, les chemins précédents (i) et (2) sont représentés par les tracés ci-dessous (fig* 4) • la partie (5, Ui ) a3y étant dans le feuillet supérieur est en trait plein; on traverse ensuite la ligne de passage, on passe dans le feuillet inférieur, et l'on a la partie yos (5, Wa) en pointillé, conduisant au point (;;, U2) du feuillet inférieur. En continuant à tourner dans le même sens à partir de (z^ 1/2)7 on suit le chemin (3, U2) (o^'P'y)? dans le feuillet inférieur, puis yo'e' (3, W|) dans le feuillet supérieur.
3. Pour désigner un point de la surface de Riemann, au lieu de
le fouillet inrériem {:i,Uî) en tiidiquan
i z et qu'il est dans le Teuillet siipériei 1 dil souvent le poinL (:;, »,) c
riable indépendante z celle des
le IcuiUet dans lequel on place le point z. On appelle point analytique (sj m) rensenible d'une valeur de z et de l'une des délertninations correspondantes de la fonction ic. D'après cela, à chaque point analytique correspond un point unique de la surface lie Riemann et réviproquemenl.
En particulier, à chaque point -^ de la ligne de passage correspond un point analytique qui est dilTérenl suivant que ce point y considéré comme appartenant à l'un ou à l'autre des feuillets I qui se croisent suivanl OL; c'est ce que nous avons expliqué plus I liant en détail. Au point O lui-méiue les deux feuillets se réunisf scDt; pour : =; o, les deuï points analytiques (s, h,) (s, m») se l réunissent en un seul (o, o). Ce point se nomme /loi/il de rantiji- I cation de la sur/ace de liiemann ,
Comme le rajon R est aussi grand qu'on le veut, les considé- I rations pi-écédentes s'étendent il tout le plan des z, qui se trouve I ntDSÎ recouvert de deux feuillets indiTiuis soudés l'un à l'autre le ' long d'une ligue de passage OL indéjinie dans le sens OL.
■i. Pour étudier la fonction u il l'infini, on pose 3 ^ - el I est ramené à étudier la fonction
dans le voisinage de ^' = o. A chaque valeur de z^ {J^g- 5) correspondent deux valeurs Ux et 1/2 de u égales et de signes contraires. Ces deux déterminations, suivies par continuité, reprcn-
r«'i or fj
nent les mêmes valeurs quand 5' revient au même point sans avoir tourné autour de Torigine O' ou après avoir tourné un nombre pair de fois autour de O'; elles se permutent, au contraire, quand 5' tourne un nombre impair de fois autour de O'.
C'est ce que Ton voit immédiatement, comme ci-dessus, pour le point c = o (n° 1). On pourra donc remplacer le plan simple x'O'y'^ sur lequel la fonction u de z' n'est pas uniforme, par une surface de Riemann à deux feuillets raccordés le long d'une ligne de passage O'L' issue de O' et indéfinie dans un sens, dans le sens O'^', par exemple. On exprime ce fait, par analogie avec ce qui précède, en disant que la surface de Riemann primitive a un point de ramification à l'infini. En ce point ^' = o, les deux déterminations de u sont égales et infinies.
En résumé, la surface de Riemann à deux feuillets, sur laquelle la fonction u est uniforme, a deux points de ramification z = o, 3 = QO et une ligne de passage allant de o à l'infini, c'est-à-dire de Vun de ces points à r autre.
o. On peut simplifier un peu ces considérations, à l'aide de la transformation suivante.
Sur le plan xOy de la variable 3, élevons une perpendiculaire 00' égale à 1 et, sur 00' comme diamètre, décrivons une sphère (fig- 6). Soit z un point du plan des xy^ la droite O' z coupe la sphère en un point Ç et le triangle rectangle O'O^, dans lequel O^ est la hauteur issue du sommet de l'angle droit, donne
1 [jciit donc dire que la sphère esl la lransforrn(?e du plan rayons vecteurs réciproques, le ptile de transformation IJÎlant O'. Nuus faisons correspondre ainsi à cliaque point s (In plan un point Ç de lu sphère et inversement.
Supposons que le plan j:Oy soit recouvert par la surface de [ Rïemtiiin â detii fcuilleis, précédemment définie, avec la ligne de I passade indélinie OL dirigée suivant Ox. Nous avons supposé \ <[u'en chaque point z de chaque feuillet on a inscrit la détermination correspondante de u, de façon que, à ehaquc point de la surface de Riemann, corresponde «n point analjlique déterminé (ï. II). Si l'on applique à cette surface de Hiemann la transformation par rayons vecteurs réciproques que nous venons de définir, chacun des feuillets se transformera en un feuillet sphérique : la surface se transformera en une autre, formée de deux feuillets sphériqncs appliqués sur la sphère, soudés l'un à l'autre le long de la ligne de passage OAO' qui esl une demi-circonférence transformée de la demî-droile indéfinie OL. A chaque point analytique (2, u) de la surface de Biemann plane corres- I pond un point Ç de la surface de Riemann sphérique, où l'on kjpourra supposer inscrite la valeur correspondante » et que nous rons le point (4, u) de la surface sphérique. La valeur de t fonction u, en chaque point de la surface de Hiemann sphéique est ainsi bien déterminée. Quand nous dirons que le point nalytique (Ç, u) décrit une courbe sur la surface sphérique à , feuillets, cela signlGera que le point aitaljtique corresponint (2, u) décrit sur la surface de Riemann plane la courbe îorrcspondanle.
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L'avanlage de celte nouvelle représenlation est que la nouvelle surface de Rieraann est limitée; les points à l'infini dans le plan des z ont pour image sur la sphère le seul point O' qu'on appelle le point oo; on voit, d'après cela, que la surface de Riemann sphérique a deux points de ramification O et O' et une ligne de passage OAO' joignant ces deux points.
Pour étudier la fonction u pour des valeurs très grandes de z,
nous avons posé z ==—,• Cette transformation a une interprétation
géométrique simple dans la figure précédente. Menons en O' le plan tangent à la sphère et, dans ce plan, un axe O'x', parallèle à O j: et de même sens que O^, puis un axe O'y' perpendiculaire, dirigé en sens contraire de Oy. La droite OÇ perce le plan jr'Oy en un point z' qui est précisément la représentation du point z', lié à :; par la relation zz' = i.
En effet, les deux triangles semblables 00' c' et O'Oz donnent immédiatement
de plus, l'angle xOz est égal à x'O^z', Donc, en vertu de l'orientation des axes Oy et Oy, les quantités imaginaires z et z' ont des arguments égaux et de signes contraires, ce qui prouve la relation annoncée zz'=ii, La surface de Riemann sphérique à deux feuillets est donc aussi la transformée par rayons vecteurs réciproques de la surface de Riemann du plan des x'y' que nous avons introduite pour étudier la fonction u, dans le voisinage de z'^=o. Remarque. — Si l'on étudiait de même la fonction
on verrait qu'elle est uniforme, sur une surface plane à deux
Fig. 7.
JE
feuillets soudés suivant la ligne de passage e^ he^ joignant les deux points de ramification e<, e^^ A l'infini, les deux feuillets sont
réparés : le point oo n'est pas un point de ramification {^fig» 7). En construisant la surface sphérique correspondante, on aurait une surface sphérique à deux feuillets soudés suivant la ligne de passage ei Aso transformée de eiLej. Celte surface serait de même nature que la précédente.
Prenons maintenant Téquation
a* = A ( ^ — Cl ) ( ;: — e, ) ( -5 — cj ) ( -5 — e^ )
où ei, ^2, ^3, Cs désignent quatre constantes différentes et A une constante différente de zéro. A chaque valeur de z répondent encore deux déterminations Uy et W2 égales et de signes contraires. Posons
z — «1= /'iCcosOi-i- isinOi),
z — ej= rj(cos6t-f- tsinOj), 5 — 68= /•s(cos6s-h tsinôa), z — ^4= r4(cos64-{- isinO^).
Si nous figurons les points fixes ^1,^2,^3,^4 et le point z,
Fig. 8.
/'i est Ja distance c^ z et 61 l'angle de e^ z avec la parallèle e^x^
à Taxe OvT; de même pour /'a, O2,
On a
. Oi-hOî-t-e^-h 0;\
/ /T / Vi-T- uj-t- V3-:- W4 . . uj-f- wj-t- U3-r- w; \
//, = /n Ti 7-3 r^ /A ( cos ■ H- i sm : )
«t= ^Jr^r^i
-, a v^A cos (
-r- 1 sin I
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OÙ y/A désigne Tune des déterminations de la racine du nombre réel ou imaginaire A. Ces deux déterminations Ui et 112 ne peuvent devenir égales à distance finie que si elles sont nulles, caria somme Ui -h U2 est nulle; elles ne deviennent donc égales qu'aux quatre points ^1, ^2, ^3, ^4.
Lorsque z décrit une courbe fermée entourant un seul des points ^1, 62, ^3, 64, Ui et U2 ne font que s'échanger. Par exemple, si :; décrit la courbe fermée {Jig' 8) C entourant une fois le point ^i, lorsque z est revenu au point de départ, 0| a augmenté ou diminué de 27:, O2, 63, O4 ont repris leurs valeurs primitives. La valeur ;/| suivie par continuité s'est donc changée en U2 et inversement 112 en Ui, Si z décrit une courbe fermée entourant une fois deux des points 61, ^a, ^5, 64, par exemple C, chacune des deux déterminations W| et f/2 reprend sa valeur primitive, car deux des arguments 6|, 62, 63, O4 reprennent la même valeur, chacun des deux autres étant augmenté ou diminué de 211.
En général, si z décrit une courbe fermée quelconque, les valeurs de Ut et U2 restent les mêmes ou s'échangent entre elles suivant que le nombre total de tours faits par la variable z autour de chacun des points e^ , ^2, ^3, e^ est pair ou impair, c'est-à-dire suivant que la variation de 0| H- Oo -+- 63 + 64 est un multiple pair ou impair de 2tz,
7. Voici maintenant comment on forme la surface de Riemann correspondante. Prenons deux plans séparés P| et P^
Pig- 9
jt^
{fig'd) limités l'un et l'autre par un cercle de rayon très grand R décrit de l'origine des coordonnées comme centre : sur chacun de
CCS plans mai deux plans I
|uons les points e,, e-i, ei, <^\, puis enlei'onx des i bandes iofinimenl étroites
^.«ifi^i,
comprises entre les points e, et e^ d'une part et les [loinls p, et e, d'autre part. Nous avons ainsi percé dans les deux plans quatre ouvertures de forme linéaire deux à deux égales; nous supposerons que la variable z ne puisse pas franchir ces ouvertures.
Supposons que l'on parle du point z^ du plan P, avec une déierininalîon u^ : comme z ne peut plus passer entre e, et 6] ni enlre e^ clCf, quelque soit le chemin que suives pour revenir au point de départ, un obtiendra toujours la même détermination (inale de it, car toutes les courbes fermées tracées sur P) entourent nécessairement un nombre pair de points e,, e^, i-,, f,. Plus généralement, quel que soit le chemin que suive z pour aller, sur P|, <)<> point Zn à un autre point z, la détermination finale n, est toujours la même. Ainsi les deui chemins C et C conduisent en s à la même détermination de u. En elTet, soil u, la détermination obtenue ea s par le chemin C; pour trouver la valeur que prend h au même point quand z parcourt le chemin C, on peut faire décrire à S la courbe fermée ZoCzCso suivie du chemin z^Cz, car cela revient à ajouter au chemin C le même chemin zCz^ parcouru deux fois de suite e» seiis contraire ; la courbe fermt'c ^oC'aCs» ramène en z^ lu détermination n ", puis le chemin zCza donne en ; la détermination h, : donc le chemin C donne la même détermination u, en z que le chemin C.
Cette délermiiiarion u, est une fonction uniforme de ; sur le plan P, avec les deux ouvertures ff) fa et ejC,. On peut remarquer qu'aux deux bords opposés de l'une des ouvertures les valeurs de «I sont égaies et de signes contraires. En effet, soit u, (a,) la valeur de n, en k, ; si la variable z pouvait parcourir à partir de a, le chemin a, DD'a, entourant une fois le point fi, la valeur initiale de u étant ii,{x,), la valeur finale au point a, serait — Ui^Xt y, mais la variable z ne peut pas revenir jusqu'en a^ : elle s'arrête sur le bord de l'ouverture e,e-i an point ^, situé en face dea|.CeHeouverlure(7|Cjétant infiniment étroite, la valeur», (j3t) en Jl, diffère infiniment peu de celle qu'on trouverait en
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ai si Ton achevait le tour : on a donc
De même, sur le plan P2, la détermination u^-, obtenue en un point de ce plan en prenant pour valeur initiale de u en Zo Vautre détermination w"? ^st une fonction uniforme de z quand on a pratiqué dans le plan P2 les deux ouvertures ^1^21^3^* égales à celles du plan P<. La valeur de U2 en un point z quelconque de P2 est égale à la valeur de W| au même point z de P| changée de signe. On a en particulier aux points ai et a2, (3| et ^2
et comme
ni(aLi)= —1/1 Oi) on a
"iC«i) =Ui{h)y '«i(3i)= Ui(iif),
Supposons, comme dans l'exemple précédent, que l'on ait inscrit en chaque point z du plan P| la détermination correspondante de w, et en chaque point de P2 la détermination correspondante de U2' L'ensemble de ces deux plans formera le tableau complet des valeurs de u, chacune n'étant inscrite qu'une fois. Nous pouvons réunir ces deux plans en une sur/ace unique par le procédé suivant, identique à celui qui a déjà été employé dans l'exemple n® 1.
Plaçons le plan P| au-dessus de P2 de façon à faire coïncider les points ^i, ^2, e.,, e^ de l'un avec les mêmes points de l'autre. Soudons, par une petite bande de surface, le bord et ai e-i de l'ouverture ei e-i du plan P| au bord opposé e^ ^2^1 de l'ouverture Ci e^ du plan P2; et, inversement, soudons par une petite bande de surface le bord ^{^1^2 de l'ouverture du plan P| au bord oppos<* ex^2^2 de la même ouverture de P2. Ces deux bandes se croiseront suivant une ligne allant de ^i en ^2, la ligne L| 2 qui sera une ligne de passage pour passer d'un plan à Tautre. Nous ferons la même opération pour souder les deux bords de l'ouverture e^e,^ du plan Pi aux bords opposés de la même ouverture du plan P2, à l'aide de deux petites bandes de surface qui se traverseront suivant une ligne de passage Ls,,
unique rorjiiéi us venons de 1
de deux feuil-
Nous obtenons ainsi une surfac [ lets superposés et soudés comme i
Cette surface est analogue à celle qui est repri'senlëc par i la Jig. lo, avec cette différence que, dans la rt'-alil^, les deux
Ifeuillets sont inlintment i
ippi
■celles et le-
iverlures inOnii;
éiroiles. On a llguré la surface telle que la verrait un observateur debout sur le feuillet supérieur. Les droites joignant les points correspondants des deux plans parallèles P, et P^ soni supposées perpendiculaires à ces plans, par exemple eiC,, e^e^^ l't [a droite:;»!, zu^ : celte derniûre seule est Iracce.
A cliaquc point de cette surface de Riemann correspond une \aleur de m (celle qui est iuscrile en ce point) et réciproquement. En appelantpoinl analytique {:,u) l'ensemble formé par une valeur de :: et l'une des déterminations de u, on peut dire qu'à chaque point de la surface correspond un point analjtique (s, ii) rt un seul. Quand le point z se déplace d'une manière continue sur la surface, la valeur correspond^inte de u varie d'une manière continue.
On a reprtîsenlé la courbe suivie par le point de la surface de (lîemann ou point analytique, quand z tourne autour du point Pj; on pari du point (=, it, ) du feuillet supérieur, puis 3 décrivant la r,ourbe 0, arrive en v, sur le bord <ie l'ouverture e^p, ; le pnini
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analytique descend alors par la bande qui joint le bord y^ de e^ e^ au bord opposé Sa de l'ouverture ^8^4 du plan inférieur et arrive en O2, d'où il suit enfîn une courbe C2 qui l'amène au point (2, 1/3) placé au-dessous du point de départ (2, Ux),
On a figuré également le chemin suivi par le point analytique pour remonter de (5, u^) en (5, w<) quand z tourne autour de e^* Les quatre points ^i, Pa, ^3, e^ sont les points de ramification de la surface. Les lignes de passage sont représentées en Lia et Lj4 ; les deux nappes qui se traversent suivant ces lignes sont regardées comme absolument indépendantes l'une de l'autre. Une courbe qui part d'un point de la ligne de passage et aboutit en ce même point n'est considérée comme fermée que si son premier et son dernier élément sont dans la même nappe. C'est ce que nous avons expliqué en détail à propos de l'exemple I.
Si l'on convient de représenter la surface de Riemann par sa projection sur le plan P2, telle que la verrait un observateur placé très loin au-dessus de P|, on obtient la figure ci-dessous {fig- 1 1),
Fig. II.
où sont représentés les quatre points de ramification et les deux lignes de passage. Les chemins situés sur le feuillet supérieur sont en traits pleins, les chemins situés sur le feuillet inférieur sont ponctués. C'est ainsi que les deux chemins figurés dans la fig. 10 sont représentés sur cetle nouvelle figure. On a figuré aussi une courbe C partant d'un point (5', it\) du feuillet supérieur et revenant à ce point après avoir tourné plusieurs fois autour des points ^1,64^ on remarquera que chaque fois qu'on traverse une ligne de passage on change de feuillet : deux lignes qui se croisent sur la figure ne se rencontrent que si elles sont
Iracccs prés du point de croisemenl toutes deux en Iraits pleins 01 toutes doux en pointillé, car aulremcntclles se trouvent dans de: feuillets Hidérmls.
Point X. — Faisons : = -, , nous aurons
Dans le voisinage de ;'=o, le radical (|ui figure dans celte formule a deui dt:terminalions ijui sont l'une et l'aulre régulières, rVst-à-dire dévetuppabtes en une série convcrgcnie ordonnée snitant les puissances entières de ='. l'ar exempte, celle des déterminations du radical qui se réduit à 4- \'\ ponr ^=0 est donnée par une série de la forme
'nuire csl donnée par la série — «{=')■ ^" ^ ■'""'' po'"' "i dan voisinage de z' = n, les deux déterminations
luni/ormei toutes den\ ; en outre le point z' = o est un pôle d» second ordre pourcliacnne d'elles. On peut donc dire que lcsdeu\ ' déterminations de (/sont nnirormes dans le voisinage du point oc qui i est an pâle du second ordre pour chacune d'elles :d*uprès la conven- I lion spéciale faite pour le résidu au point x (voir Introduction), erésidu relatif au point se est — Aj pour la première détermination et ■+■ A» pour la seconde.
Les deus feuillets de la surface de Riemann sont donc entière-
Pînent dislincU à t'infini, car on ne passe pas d'un feuIMelà l'autre
en tournant autour du point ;'^ o. Le point ao n'est pas un point
Ae ramification de la surface : ce point est, dans chaque feuillet,
anpdle du second ordre de la fonction u.
• la
8. Si nous représentons la surface de Uîirin I (_^g. la >, comme nous l'avons fait dans le premier exemple, non;
I aorons, sur las]ilière, une surface foi A. n G.
; do deux feuillets s
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posés avec quatre points de ramification e,, e.,? £3» S4, images des points e^ ^27 ^35 ^4» et deux lignes de passages A» 2 et A^t. On a trace sur la sphère les chemins correspondants à ceux de la fig, 1 1 , dont ils sont les images sphériques.
Fig. 12.
Soit enfin une équation générale
où A est une constante différente de zéro, ei,e2,. . .j^w, n cons tantes différentes.
Marquons dansle plan des:; les points ei,e2v**; ^/t* L.^ fonction // a deux déterminations u% et u^ égales et de signes contraires, ne pouvant devenir égales pour une valeur finie de z que si elles son! nulles toutes deux; ces déterminations sont donc égales à distance finie aux seuls points 6| , ^2, . . . , en. Si Ton part d'un point Zq du plan avec une détermination u\ et si Ton fait décrire à la variable :; une courbe fermée, on retrouve en -^o la détermination wj ou l'autre détermination u\ suivant que z tourne un nombre pair ou impair de fois autour de certains des points ei, ^2,..*, en'
Pour former les surfaces de Riemann correspondantes et étudier leurs ramifications, il faut distinguer deux cas, suivant que n est pair ou impair.
10. Premier cas: n impair. — Soit ai = 2/? + 1 . Prenons deux plans séparés P» et P2, marquons sur chacun d'eux les points e<, ^27«-«î^«î pwis, perçons ces plans d'ouvertures respectivement égales et de forme linéaire, les deux premières eia,eapi et <?i aL2e2 P2 joignant les points ^1,^2, les deux suivantes joignant les points es, ^4, • . ., les avant-dernières joignant les points e2/»_i,e2y,.
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infia les deii»; dernières allanl de c-jp^, à ^direction dans les deux plans {Jig. i 3).
On suppose que les ouverlures ainsi pratiquées ne pas, ce que l'on peut toujours réaliser en numérotant les points Cl, Cj,..., Ci/j+i dans un ordre convenable. D'ailleurs il n'est pas nécessaire que les ouvertures soïenl reclilignes comme nous le supposons : on peut leur donner telle forme que l'on veut.
Sur les plans P| et P^ ainsi découpés, les deux déterminations Ui et Uj sont respectivement uni/armes; aux points placés en face l'un de l'autre sur les dL-iix bords opposés d'une ouverture, chacune des déterminations prend des valeurs égaies et de signes contraires ; par exemple, aux bords de l'ouverture e^ e-i, on a dans le plan V,
et dans le plan 1'^
d'où, comme », + "i estnul constamment, pour une même valeur f dex,
En supposant ii
rites en chaque point s de chaque plan P, et P^
' \ts déterminai ions correspondantes de u, et m^, on obtient un
tableau complet des valeurs de u où chaque valeur est inscrite
lu'à chai
point de l'un des deux plans el ii
ique point analvtiquc (=, ii)
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Pour obtenir la surface de Riemann, superposons les deux plans de façon à faire coïncider les points ^i, Ca, . . . , ^î/>+i ; soudons, à Taide de petites bandes de surfaces, chaque bord d'une ouverlure du plan P| au bord opposé de Touvcrture correspondante du plan Pj. Par exemple, le bord et a, ^^sera soudé à e^ ^262, et^i ^i e-» à Cl oL-iC^ par deux bandes de surfaces qui se croisent suivant une ligne de passage L12; de même, les deux bandes soudant en croix les bords des deux ouverlures superposées e^Cj^ se croisent suivant une ligne de passage L34, . . ., enfin les deux bandes soudant les bords opposés des deux ouvertures <?2/>+iî ^ se croiseront suivant une ligne indéfinie L2p^.i,oo.
On obtient ainsi une surface de Riemann à deux feuillets avec 2p + I points de ramification z', , e^, . . • , ^2/»+i à distance finie et p -\- i lignes de passage
A chaque point de cette surface répond un point analytique (;;, w), et réciproquement; quand z varie d'une manière continu<; sur la surface de Riemann, la valeur correspondante de u varie aussi d'une manière continue.
Cette surface est figurée ici avec les mêmes conventions que précédemment (yî^. 14)»
oo
Éludions la fonction dans le voisinage de z=y^. Si l'on fait
z = -9 on trouve
Les deux déterminations du radical sont régulières au point
;'=o, mais le premier facteur -7 — : a deux déterminations qui
s'échangent quand le point z' tourne autour de z' =^ o, et qui deviennent infinies pour z' = o. Le point 00 est donc un point de ramitication (comme dans Texemple I) , pour la surface de Riemann, car, lorsque z' tourne autour du point z' = o, le point analeptique (z, u) passe d^ un feuillet dans l'autre.
Si l'on construit la sphère double correspondant à la surface de Riemann par la méthode d'inversion exposée dans le n° 5, à propos du premier exemple traité, on voit que cette surface de Riemann sphérique a 2/? -h 2 points de ramification
Si» M»
Êîp-»-l» O'
avec/? -f- 1 lignes de passage {/ig- i5)
11. Deuxième cas : n pair.— Soit n = 2/> 4- i. Nous tracerons alors, dans les deux plans P, et P2, /? -h i ouvertures deux a deux égales joignant les points t'i<?2, ^3^47 • • •» (^jp+t, ^2/>+2; P"is nous superposerons ces deux plans en soudant chaque bord d'une ouverture du plan P| au bord opposé de l'ouverture correspondante de P2.
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Nous aurons ainsi une surface de Rieraann à deux feuillets avec 2/? -h 2 points de ramification à distance finie et/? -f- i lignes de passage, surface analogue à la surface de Idi Jig. lo, pour laquelle/? = i .
Voyons enfin ce qui se passe au point oo. Dans le cas actuel (/i pair), le point oo n^est pas un point de ramification. Si l'on
fait 5 = - > on a
" = Y^i v(>- exz'){\ — etz'),., (i — «ip+t^').
Les deux déterminations du radical étant régulières au point :;'= o, chacune des déterminations de u est uniforme dans le voisinage du point 3' = o et admet ce point pour pôle d'ordre /? -f- i . Le point 00 est donc dans chaque feuillet un pôle d'ordre p -f- i de M, avec un résidu qui est le coefficient de z' dans le développement de la détermination correspondante de u suivant les puissances de 5', ce coefficient étant changé de signe.
La surface de Riemann sphérique correspondante a 2/? -i- 2 points de ramification Si, £2, . •',^2p+2 et /? 4- i lignes de passage A|2, A34, A2/,+i, 2/Ï+2- Elle est de même nature que celle du cas précédent (/i impair), avec cette seule difi'érence que, quand n est impair, Tun des points de ramification S2/7+2 coïncide avec le point O' {Jig, 16).
12. Cette identité de nature des deux surfaces de Riemann, correspondant aux deux cas de /i pair et de /i impair, deviendra tout
il fait évidente dans l'étude que nous allons faire des fonctions uniformes, et particulièrement des fonctions rationnelles en:; et a sur une surface de Riemann. La surface de Riemann, et non la relation algébrique, sera alors prise comme point de départ, et il est aisé de voir que toute fonction rationnelle sur une surface de Riemann, pour laquelle n = ip + 2, peut se ramener à une fonction rationnelle sur une surface de Riemann pour laquelle n = 7.p H- 1.
En effet, dans la relation
(i) M« = A(5 — ei)(5 — c) ... {z — etp^t),
faisons le changement de variable
d'où
w — Ck — -, ;
Si k est différent de 2/? -h 2, on peut écrire
- ^ /^ -, N *'^ Sk „ gi — ek
*» — «*= (^î/ï-t-l — ^k) —, > gk = —}
et pour A' = 2/? 4- 2
Cfp+t — ex
V — ^sp-Hs — — —I ; — *
Substituant et posant
(•2) u'^ = P^'{^'-gx){z'-gr)...(z'-g^p^,)
où
A' = A ( «tp+j — «1 ) ( «t/j-Hî — e, ) . . . ( e,p-4-j — et;,H-t ) , on a
D'après cela une fonction rationnelle sur la surface de Riemann correspondant à la relation (i), pour laquelle ai = 2/? 4- 2, c'està-dire une fonction rationnelle de u et 5, se transforme évidemment en une fonction rationnelle de u' et z' y c'est-à-dire en une fonction rationnelle sur la surface de Riemann correspondant à la relation (2), pour laquelle /i = 2;^ + i , et réciproquement.
jl\ chapitre 1.
13. Occupons-nous maintcnanl de Tétude des Jonctions uniformes sur une sur/ace de Riemann.
Si nous Imaginons une des surfaces de Riemann précédemment étudiées, nous dirons qu* une fonction r de z est uniforme sur la surface de Riemann quand elle ne prend qu* une valeur en chaque point (5, u) de cette surface. Par exemple, une fonction rationnelle ^11(5, u) de z et u est uniforme sur la surface de Riemann ; il en est de môme des fonctions
et^^z.u)^ tangJl(>s,a),
Si nous désignons, en général, par
la fonction uniforme considérée, elle a, pour chaque valeur de :; distincte d^un point de ramification, deux déterminations
correspondant aux deux points analeptiques (3, u^)^ (5, u^) superposas dans les deux feuillets. Les fonctions symétriques
i'i -h l'î et r|('j
sont évidemment des fonctions uniformes de z dans le plan simple des 5; car, lorsque z décrit un contour fermé quelconque dans ce plan, les deux déterminations v^ et V2 ^^ changent pas ou se permutent entre elles.
Désignons par (>3o, Wq) un point de la surface de Riemann distinct d'un point de ramification : sur le feuillet correspondant de cette surface traçons un cercle de centre (^o, Uq) et de rayon 0 assez petit pour que ce cercle ne contienne aucun point de ramification ; les points de la surface situés dans ce cercle constituent ce qu'on appelle le domaine 8 du point (^o, Uq). Dans ce domaine, u et, par suite, v sont des fonctions uniformes de z,
14. La fonction v est dite régulière au point [z^^ Uq) si, dans un certain domaine 0 de ce point, elle est développable en une série
2 Av(5-3o)''
procédant suivant les puissances entières et positives de z — z^.
Si la fonction s'annule au polol (:,, (/„), les premiers termes I de cctle série ont des coefficients nuls, et le développement est I de la forme
I Ani étant diiréreril de 7.vru. On dît alors que le |ioint {;„, «„) est I un zéro d'ordre m.
<i ail point (So, «,) la fonction n'est pas régulière, ce point est un point singulier. Nous ne considérerons que des fonctions a^'anl des points singuliers isolés: alors, dans un domaine S suffisam- \ ment petit du point (r,, tie), il n'v a pas d'autre point siiigidier I que (s,, «(,). Comme, dans ce domaine, v est une fonction iini- I forme de z avec le seul point singulier Sg, la fonction c peut d'a- I pi-^s le théorème de Laurent, être développée en une double série 1 procédant suivant les puissances positives et négatives de(s — ia)
I la partie de ce dével
I Ae z ~ Zf, est la partie p
I \ç cocfGcieui A_t de
ippemenl qui contient les puissances négatives ncipale Jecau point sin|julii:r(2,, {/,),
est le rrsidu relatif à ce point. Si la
partie principale est une série illimitée, le point (Zg, Hg) ^^^ "" point singulier essentiel; si la partie principale contient un nombre limité de termes, c'est-à-dire est un polynôme de degré 7 en ;-— — . le point (i,, «„) est un pôle d'ordre <).
lo. Voici quelques remarques importantes au sujet des définitions qui précèdent.
L'intégrale^ — . i {u/z prise dans le sens positif sur le contour ilu domaine 5 du point (;,, «„), dans lequel les développements précédents sont valables, est égali; au résidu A_| relatif à ce point : en elTet, les intégrales de tous les termes de la série sont iiLilles il l'exceiition de
qui est évidemment \_,
En laissant de côté le cas où le point (5©, m©) ^st un point singulier essentiel, on voit que dans tous les autres cas la fonction V peut, dans le voisinage de ce point, s'écrire sous la forme
t' = (^ — ^o)*[Bo-h B| (-5 — -3o)-f-Bj(-5 — >5o )*-*-...].
où k est un entier positif, négatif ou nul et B© un coefficient constant différent de zéro. Si k est positif, le point (zq, Uq) est un zéro d'ordre k\ si A* est négatif, ce point est un pôle d'ordre — A*; si k est nul, ce point est un point neutre où la fonction est régulière et ne s'annule pas.
Ce nombre k est le résidu de la fonction ,^ au point
(^oj Wo). On a, en effet,
- ," = h Cp4- Ci(^ — -5o)-+-. . . ;
ClZ Z — Zq
car, Bo étant différent de zéro, la dérivée logarithmique de la série entière est aussi une série entière. Le résidu relatif au point (zof Uq) est bien k.
Considérons le point (zoy — Uq) superposé à (^o, Uq) dans l'autre feuillet et appelons ^1 et v^ les deux déterminations de r dans le voisinage des points (zq, Uq), {zq, — Uq), Le résidu de la fonction uniforme de ^, i^j + v'a, au point 5©, est la somme des résidus de ^ aux* deux points (zq, Uq) et (zq, — Mo)* En effet, les
coefficients de -;; dans les développements en séries de Ti et ('2
étant A_, et A'., , celui de - — — dans Vi + ^2 est évidemment
z — Zq
Si aucun des points (5©, Wq), (^o, — Uq) n'est un point singulier essentiel, les développements de i^i el r, sont, dans les domaines respectifs de ces deux points, de la forme
r, = (5-Zo)^[Bo-4-B, (z-Zo)-hBi{z-Zo)^-^ ...], ç^ = (z—Zo)*c'[B'^ -+- B; (z^Zo) -+- Bi {z - 3o)»-^- . . . ] ,
avec Bo et BJ, différents de zéro. La fonction uniforme v^Vi sera donc donnée par un développement contenant (z — >3o)*"^*' en facteur; ('1^2 admettra le point Zq comme zéro, infini ou point neutre, suivant que k + A' sera positif, négatif ow nul.
, Il s'agit dVlendre les délinilions précédenlesaiiK/Joi/i/j de
ramification. Délinissons d'abord, d'une manière précise, ce
I qu'on appelle domaine d'un poinl de rainiRcalion a : c'est l'en-
I semble des points analytiques qu'on peut atteindre, en partant du
I pointe,, dans l'un ou l'autre feuillet, et assujettissant le module
Ues-
sler plus pelilqu'u
aiu nombre 5
moindrf
I la distance du point et au point de ramiHcation le plus rapproché.
Cette portion de surface de Riemann est reprt^senlée cl-contrc
' d'abord dans l'espace, en supposant les deux feuillets séparé-^
(comme dans la fig. 3); c'est la portion de surface située dans
cylindre de révolution, de rayon o, ayant pour axe la ligne (.*,tf, I normale aux deux feuillets P| cl P^, Cette même portion de la I surface est représentée à côté, en projection sur le plan Pg avec la I ligne de passage L issue du point c,-; la courbe limite est comf posée de deux circonférences égales et superposées, de rayons S, I situées l'une dans le feuillet supérieur, l'autre dans le feuillet [ inférieur, et se raccordant à la ligne de passage : on les a figurées I par des courbes un peu difierentes d'une circonférence pour pouvoir représenter les deux parties qui, en réalité, se recouvrent.
Cel.
po>^ .
. les deux déterminations de ii
e permutent. Si l'on pose
me {les déterminations de < iir des valeurs de t dont le
\ fonction imi forme ■le surpasse pas une
certaine valeur positive e, suffisamment petite. L'une de ces déterminations est donnée par un développement en série entière
(4) « = /(Co-hCjfî-hCj/v^....)
et l'autre par la même série changée de signe; ces deux déterminations se permutent quand / change de signe; elles sont données aussi par la série
,/ _-= ( - _ e,)ï[GoH- C,(- - a) -^ G,( j - e/)«-f- . . . ]
convergente dans le domaine o = y/s du point e/, série dont le premier facteur change évidemment de signe quand z tourne autour du point ei.
Quand t est connu, sous la condition | / | <C e, 5 et w sont déterminés sans ambiguïté par les formules (3) et (4), donc la fonction V n'a qu'une valeur; elle est une fonction uniforme de t,
La fonction v est dite régulière au point ei quand, pour des valeurs suffisamment petites de /, c'est-à-dire dans un domaine suffisamment petit du point e/, elle est développable en une série
V = «o V = co
^= 2^^''^ 2 Av(>5-e,)«
procédant suivant les puissances positives de /, c'est-à-dire
de {z — eiy. Si la fonction v n'est pas régulière au point e,-,
ce point est un point singulier; nous envisageons seulement le
cas où c'est un point singulier isolé, c'est-à-dire où r n'a pas
d'autre point singulier dans un domaine suffisamment petit du
point (?/. Alors v étant, pour de petites valeurs de /, une fonction
uniforme de t avec un point singulier au point / = o, est, par la
formule de Laurent, développable en une double série
V— — ae V = -.o
procédant suivant les puissances positives et négatives de
y (w — <*iY' La j)artie formée par les termes à exposants négatifs
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IM\a par/ie pn'ncf'piilif: quiind celle partie principale esl une H
tJrie illimitée, le point c,- est un point singulier essentiel ; qiiiind H
[Ile esl limitée, ce point e,- est un pôle. M
On appelle Hsidii relatif an point de ramincaiion e, le doiiblf B
In coe^cient de . aA..
Cetie définition esl justifiée par
es remar(|ncs suivantes. 1^ résit
u en un point ordinaire (s», «n)
est ^gal à l'intégrale ^./"wrfî,
prise dans le sens positif sur le
est naturel d'appeler de même
imenl petit du poinl {so< "ii)> ■' résidu au point e,- la valeur de
l'intégrale — . hds, prise sur
c contour limite d'un domaine
infiniment petit du point e,, ifiS- ' 7 ) i "'■' P"'"" parcourir ce tOiit'Ber deux fois DUtourdu poin
domaine figuré précédemment contour limite, la variable z doit t e„ ec qui donne pour l'intégrale
■^■fvd: la valeur a A . „ car to
us les termes de la série ci-dessus
ontdcsinltîgrales nulles, sauf le
terme eu ' ■ dont l'inlé^ralc
esl égale à aA_ï quand ;; lourue (/pHx /o(.s autour du pointe,. Nous avons vu que la fonction uniforme de ;, c, + f^ , a poui' risidu au point ^o la somme des ré.sidus de v aux points supcr- ;pO«és (J,,«e) et (j,,, —Ho) : actuellement le résidu de !■, + i% au point e,- est précisément égal au résidu de i' au même point, car on a
aA,V.(o-f,-,l*. 1
iii'\eluppenu'nt dont le lûsidu e
I-'cartons le cas où le point r^ lie! : alors, dans le domaine de
.cr.il un poinl singiilicr esscn- ■ ce poinl, on peut écrire H
•'-(=-e,)'[B«+ll.(-
OÙ Bq est diOerent de zéro, k désignant un entier positif si la fonction S'annule au point e/, négatif si elle devient infinie, nul si la fonction est régulière et différente de zéro au point €(, Dans le premier cas (â:]>o), le point e/est appelé un 5^ro d'ordre A', dans le deuxième cas ( A' < o), c'est un pôle d'ordre — A:, enfin, si k est nul, le point Ci est un point neutre. Ce nombre A' est encore égal au
résidu de — -^ au point e/ : en effet, on a
k ^^-r-^- ^[Co-^Ct(;;-e/)i'4-C,(z-e/)...],
développement dont le résidu est A. On voit aussi que le point Ci est pour la fonction uniforme i'i r^ un zéro ou un infini du même ordre que pour la fonction r : en effet, les deux déterminations Ti et V2 s'obtiennent dans le voisinage de ei en changeant
le signe de {z — ei)'^ >
,P, = (5-«/)*[Bo-^B,(^-e/)«-+-B, (^ — e/)-+-...|, V., = ( - I f (z--~€i)^ l Bo- B, (z-ay -h B, ( ;; -e/) - . . . J.
Le produit ç^i ^2 est donc bien égal à (z — e/)* multiplié par une série entière en z — p/, non nulle au point e/.
17. Il nous reste à examiner les points à l'infini. Supposons d'abord n pair et égal à 9.p-{- 2; le point à l'infini dans chaque feuillet est un point ordinaire : ces points se distinguent en ce que,
pour z infini, le rapport —^ a une certaine limite H-y/A dans
un des feuillets, et la limite — y/A dans l'autre. Prenons un de ces points à l'infini oO| dans le feuillet P^ ; nous appellerons domaine de ce point la portion du plan située dans le feuillet correspondant à l^ extérieur d^un cercle de centre O et de rayon R assez grand pour que tous les points de ramification soient dans ce cercle. Dans ce domaine, u et par suite v sont des fonctions uniformes de z, La fonction est régulière au point oO| si, dans le
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ilomaine de ce point, elle est Jévclop
; des
I négatives de z :
wtant régulière s'annule au point oc, , les premiers coefficients si tnuls el si le développement commence par un terme en ~, le po
, est un -zéro d'ordre m.
lorsque la fonction n'est pas régulière au poînl 30,, ce po
Lei (
. singul • le doi
UppO!
u point QO, il n j ait pas d autre point i ce domaine, ia fonction est représentée par In
l'ensemble des termes à eicposants positifs est la partie princïlité de termes à exposants positifs, in polynôme de deçréç'
^pale : s'il n'y a qu'un nombre li T il partie principale se réduit -À
el le point x, est un pùle d'ordre q. Dans le cas contraire, le poiul cC| est un point singulier essentiel.
Dans tous les cas, le résidu relatif a u point 00, est le coefficient ài- - changé de signe, c'esl-à-dire — A,. Ce résidu est égal à l'intégrale
prise dans le sens positif sur la circonférence limitant le duniiioe dans lequel le développement ci-dessus est valable, comme on le vérifie immédialemenl en remarquant que tous les termes du développement oui des intégrales nulles, L'Nccpté li" Icrmi'
En écartant le cas où le point
siiigulie
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liel, on a, dans le domaine de ce point,
.. = (iy(B.+ B,i-HB.l+...)
où Bu est diflerenl de zéro. Si Tenlier A* est positif, la fonction s'annule au point ooi qui est appelé un zéro d'ordre A* : si cet entier est négatif, la fonction devient infinie au point oC| qui est un pôle d'ordre — A; si k est nul, le point oO| est un point neutre où la fonction est régulière et différente de zéro. Comme en un point à distance finie, l'entier k est égal au rc-
sidu de ,^ au point oO|, car
d loj; r /
dz
- — ::-+-—( Cy -^ C, - -^ Cj -^ •- . . j ^ -«# \ w V /
développement dont le résidu à l'infini est A.
Pour le point à l'infini 002 situé dans le deuxième feuillet, on a des développements analogues. Si nous appelons i'i et ^'2 les déterminations de V dans le domaine des points oO| et coo, A| et A', les résidus respectifs de ces deux déterminations, A et A' les puissances de - qu'elles contiennent en facteurs, la fonction uniforme
i'i H- r2 a pour résidu à l'infini Ai -h A', et la fonction uniforme (•i ('2 est, dans le domaine de 5 = ac, représentée par un dé>cloppement de la forme
contenant (- j en facteur, Cq étant différent de zéro.
Nous venons d'étudier le cas de n pair : passons maintenant au cas de n impair, /i = a/? -h 1 . Le point 00 est alors un point de ramification et, dans la surface de Riemann, une des lignes de passage, va du point e,^^i à 00, la ligne L,^^i^; décrivons de O comme centre, sur la surface de Riemann, une circonférence de rayon R plus grand que la distance du point O au point de ramification le plus éloigné. Pour que cette circonférence se ferme, il faut tourner deux fois autour du point O, car on change de feuillet,
comme le montre la fig. i8, en traversant la ligne de passage
Fig. i8.
.oo
Les points de la surface de Riemann situés à X extérieur de cette circonférence constituent le domaine du point oc.
Les valeurs de u et de :;, correspondant aux points anal^'tlques de ce domaine, peuvent s'exprimer en fonctions uniformes d'une variable auxiliaire t par les formules
où
Les deux déterminations de ii s'obtiennent en donnant à t des valeurs égales et de signes contraires. La fonction v est donc, pour ces mêmes valeurs de /, une fonction uniforme de ty et, en supposant R suffîsamment grand, on pourra développer la fonction r en une série
L'ensemble des termes en z^ à exposants positifs est la parlie principale. S'il ny a qu'un nombre limité de termes à exposants
positifs, la partie principale se réduit à un polynôme en z' \ le
point à rinfini est un pôle. S'il n'y a pas de termes à exposants
positifs, la fonction est régulière au point ao, et enfin si le déve-
loppement commence par une puissance négative de ;*'* , le point oc
est un zéro.
Le résidu au point oo est le double du coefficient de - changé de
signe — 2A2; c'est la valeur de l'intégrale — . / i^e/;;, prise dans
le sens positif sur la circonférence qui limite le domaine du point 00 dans lequel les développements ci-dessus sont valables, cette circonférence élant, comme le montre la figure, parcourue deux fois. Si Ton appelle i^i et ^2 les deux déterminations de ç dans le domaine du point oc, on a
ao
Le résidu de la fonction 1^ au point de ramification à l'infini est donc encore égal au résidu de la fonction uniforme ç^-j- i'2 à l'infini.
En écartant le cas où le point à l'infini serait un point singulier essentiel, on peut, dans tous les autres cas, écrire la fonction v dans le domaine du point oo
où Bo est différent de zéro; si l'entier k est positif, la fonction s'annule au point de ramification oc; on dit qu'elle admet ce point comme zéro d'ordre k] si cet entier est négatif, la fonction devient infinie au point 00 : on dit qu'elle admet ce point comme pôle d'ordre — A; si Â'^o, la fonction est régulière et différente de zéro au point 00, qui est un point neutre. Le nombre k
est encore le résidu de ■ ,^ au point oc. Ln appelant i\ et r2 les
deux déterminations de i^ obtenues en donnant à ( - ) des signes
contraires, on voit que la fonction uniforme i'i i^o est de la forme
....= (iy[c,-.C.l-^C.(i)V...];
elle admet le point 00 comme zéro ou comme infini du même ordre que r.
18. Parmi les fonctions uniformes sur la surface de Riemann, les plus simples, dont Télude s'impose tout d'abord, sont les ybnctions rationnelles de z et a.
Soit
une fonction rationnelle de z el u : celle fonction v est une fonction uniforme sur la surface de Hiemann, car à chaque point de cette surface correspond un seul svslt'fne de valeurs de z et w, et, par suite, une seule valeur pour v. Nous nous proposons d'étudier les propriétés de cette f«)nclion r.
La fonction rationnelle R(^, it) est le quotient de deux polynômes en z et u dans lesquels on peut toujours remplacer les puissances paires de w, m-^, par leur valeur
et les puissances impaires u^f^^ par l'expression
On amènera ainsi le numérateur et le dénominateur de v à ne contenir 2/ qu'au premier degré, et Ton mettra v sous la forme
Zi,Z2y Z3, Z4 désignant des polynômes en :;. Multiplions et divisons cette expression par le facteur
Z3— aZ;
et remplaçons encore //^ par sa valeur en fonction de 3, nous aurons r sous la forme
où P(^), Q(5),R(:;) désignent des polynômes en z que nous pouvons toujours supposer sans diviseur commun : si ces polynômes avaient un diviseur commun, on le supprimerait au numérateur et au dénominateur.
19. Cherchons quelle est la forme de la fonction v dans le voisinage d'un point ordinaire (^o, Uq) de la surfacede Riemann.
Soit(-3o)''o)"'^pointdela surface de Riemann distinct (f un point de ramification ; nous l'appellerons pour abréger un point ordinaire de la surface de Riemann. Dans un domaine o de ce point la fonction ;/, qui se réduit à u^diU centre du cercle, étant uniforme, finie et continue, est développable en une série procédant suivant les puissances entières et positives de z — ^o par la formule de Maclaurin
•3 — Zq , { Z — 3o) „
les polynômes P(5), (^(3) et R(5) peuvent aussi être développés suivant les puissances de [z — Zq) par celte même formule, et l'on aura, dans le voisinage de ^ = ^oi
K{z) = Ro-h(5 - 5o) Ri -h ^""-^^'^^ R; -h. . .,
Ro, R|,, . . . désignant les valeurs du polynôme R et de ses dérivées pour ^ = 5©; ao, «1, . . . des coefficients constants,
rto = Po -f- Uq Qo, -i- . . . .
Pour traiter le cas le plus général, supposons a^y ^i . . ., ag_i nuls, avec a^ différent de zéro, Ro, R„, . . . , Ry ~" nuls et R'j,'"^ différent de zéro. On aura alors
1* -h wQ = (;; — 5o)7[a,, -\- a,j^i{z — Sj) -h. . .], d'où, en divisant,
où la série entre parenthèses est le quotient de la série
a,j -f- cr^-Hi (-3 — ;;o) -+■ • • .
par le polynôme
dont le premier coefficient est différent de zéro. Le coefficient
est par conséquent différent de zéro.
Si q > r la fonction ç admette point (zq, Uq) comme zéro d'ordre q — r; si q <Cr^ elle admet ce point comme pôle d'ordre r — q; enGn, si q = r, elle est régulière et différente de zéro au point (wQ, Mq), qui est un point neutre.
20. Voyons de même quelle est la forme de i^ dans le voisinage d'un point de ramification. Soit ei un point de ramification ;
écrivons u sous la forme suivante
u = (Z — C/)* Ui
avec
le facteur z — Ci étant laissé de côté sous le radical. Les deux déterminations de Ui sont, pour des valeurs suffisamment petites du module de :; — ^z, développables en série de puissances entières et positives de z — e/ : l'une de ces déterminations sera donnée par la série
Tautre par la même série changée de signe. On a alors, pour des valeurs suffisamment petites de (5 — <?/),
u = (z — Ci)'^ [qq -^ ay(z — Ci) -^ ai{z — e/)2-4-. . .]. •
Cette expression donne les deux déterminations de u autour du point e,, car, lorsque z tourne autour de é?/, le premier facteur
{z~ei)^ change de signe.
En développant P, Q, R suivant les puissances de z — c/, on
aura
Ph- //Q = ^o-H^,(5— eiY -hbi{z — ei)-^ b^{z — €iy -4-. .. ,
R = Co-4- Ci(5 — Ci) -^Ct^z — ay . . .,
dont la première procède suivant les puissances entières positives
de (;; — e,)*.
Pour traiter le cas général, supposons nuls les coefficients
lés coefficienls bq et Cr étant difTërenls de zéro. On aura
P-hwQ - ( z — eiy[b,,-\- b,,+xK^ — eiY -^- b.,+t(^ — ^i) -»-...],
d'où, en divisant,
V-r-uO 1"*- r i
t' = ^—^ - (z — e,) * [Ao-^- At(w— <-/)* -r- Aî(5- e;i)H-...J.
D'après ce développement, le point e/ est un zéro d'ordre q — ar, ou un pâle d'ordre ir — y, ou un point neutre, suivant que q — 2r est positif, négatif ou nul.
21. Voyons enfin les points à l^ infini. Si n est pair, et égal à a^ + 2, il y a un point à Pinfini dans chaque feuillet ; étudions la forme de la fonction dans le voisinage de Tun de ces points, le point qO| par exemple. On a, pour des valeurs de z dont le module surpasse une certaine limile p suffisamment grande,
„^...vÂv/(.-ï)(.-i>.:(.--^-^')
ou
Donc P -;- wQ est de la forme
P W Q — Z'f l(tQ ' (f l - -r- a^ —^ -r . . . ] j
«Q étant différent de zéro et q un entier positif ou négiilif. On a de même
R ", z'' ( ^>o - ^1 - -1- bi -^^ -H . . .-,- br — ) > \ z w" z /
r désignant le degré de R : donc, en divisant et supposant le module de z plus grand qu'une limite convenable,
P-4- mQ
ÎT" U/ (^Ao-r-A,---A,-+...j.
On voit que le point 00| est un zéro d'ordre r — q ou un pôle
(l'ordre q — r, suivant que r — q est positif ou négatif^ quand r — <jr=:o, la fonction est régulière el différente de zéro au point oO|. On aura un résultat analogue dans le domaine du point ooj.
Soit n impair, n ^=ip -^i. Il y a un point de ramification à rinfini et l'on a, dans un domaine convenable du point oo,
d'où
et en divisant
Le point de ramification à l'infini est donc un zéro d'ordre 'ir — q ou un pôle d'ordre q — ar, ou un point neutre, suivant que ar — q est positif, négatif ou nul.
22. Il résulte de ce qui précède qu'une fonction rationnelle en z et u est une fonction uniforme sur la surface de liiemann, n'ayant à distance finie ou infinie d^ autres points singuliers que des pôles.
Réciproquement, une fonction v uniforme sur la surface de Biemann, et n'ayant pas d'autres points singuliers que des pôles, est une fonction rationnelle de z et u.
En effet, appelons Ui et U2 les deux déterminations de w correspondant à une même valeur de 5, (^1 la valeur de la fonction ç au point (r.,//|) de la surface de Riemann, ^2 sa valeur au point {z, U2), Posons
p, = <p(;5)-f- Ui^{z),
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les fonctions <f{z) et ^(^) étant définies par ces équations mêmes, qui donnent immédiatement
comme on le voit, en ajoutant et s'appuyant sur ce que «/« -h 112= o. Ces formules montrent que ^{z) et ^(z) sont des fonctions uni/ormes de 5; en effet, z étant donné, W|, U2, <-i et (^, ont des valeurs bien déterminées; quand z décrit une courbe fermée dans le plan simple des z, u^ peut se permuter avec U2, mais alors v^ se permute avec i^2? et les fondions symétriques 55(5) et ^(3) ne changent pas. De plus, ces fonctions uniformes ç et ^ n'ont pas d'autres singularités que des pôles; car, dans le voisinage d'un point ordinaire {zot Wo)? les développements en série de Vt, i'a,
— 9 — ne contiennent qu'un nombre fini de puissances négatives
Ae z — Zq\ il en est donc de même de cp et ^; dans le voisinage
d'un point de ramification e/, les développements de i'i, Co? —
et — ne contiennent qu'un nombre fini de puissances négatives
de Jz — ei\ lorsqu'on forme les combinaisons i^i -f- i*2i —h — ^>
les puissances fractionnaires disparaissent et cp et ^ ne contiennent qu'un nombre limité de puissances négatives de (.3 — ci) ; le même
fait se présente à Tinfini à l'égard de ^« Les fondions o {z) et
^(5), étant uniformes dans tout le plan simple des 5, et n'ayant d'autres singularités que des pôles, à distance finie et infinie, sont des fonctions rationnelles de z, La fonction r, étant égale à o{z) -\- ui^{z) en tous les points delà surface de Riemann, est donc une fonction rationnelle de zet de u.
Le raisonnement qui précède montre que Texpression générale d'une fonction uniforme sur toute la surface de Riemann est V = 'f (^) -h ui^{z)^ 'f et A étant des fonctions uniformes de z. Si la fonction r n'admet qu'un nombre fini de points singuliers sur toute la surface, <f (z) et ^{z) n'admettent également qu'un nombre fini de points singuliers dans tout le plan de la variable z.
23. Il esl imporlanl de remarquer que toute fonction v uniforme sur la surface t/r Riemannet régulière en totts (es points £fc cette surface, àdlslance finie et infinie, esl une constante. En cfTel, appelons (< eL v^ les deux delerniinations de celle bnclioD correspoDdant à tine valeur de s, on verra, comme Ifei-dessus, que les fonoLions
lOnl des fondions uniformes de ;. Ces fondions sont, de plus,
régulières pour loutes les valeurs de ^finies el infinies: ce sont
; des constantes. Les deux déterminations, i', et i'^, sont
Ivcmcs d'une équalion du second degré à coefficients constants :
piles sont constantes. Comme ces deux di?ieriiiiiiHlions deviennent
aies ans poinls de ramification, elles sonl (égales à une même
K eonslaute, et lu foncliuo f est constante.
ai, La somme des résidus d'une fonction rationnelle c de u
I en tous les points de la surface de Itiemann, à distance
f et infinie, est nulle.
En effet, appelons l'i el l'i les deux déterminations de i' en deux
ints superposés des deux feuillets : nous avons démontré, au
pument de la délinilion même des résidux, que, en un point ordi-
■waire z„ le résidu de la fonction uniforme i-, -f- ig est égal à )a
Ctomme des résidus de r aux deux points superposés (s^.u*)
let (ïg, — »a), et que, en un point de ramification, le résidu de
f-c, est égal au résidu de c en ce point. Donc la somme des
iilus de V esl égale à la somme des résidus de la fonction uni-
|forme Vi •+- fj, qui, d'après les relations
_V^,uQ
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Voici une conséquence importante de ce théorème :
Le nombre de zéros d*une /onction rationnelle de z et u sur toute la sur/ace de liiemann est égal au nombre des infinis de cette fonction, chacun des zéros et chacun des infinis étant compté avec son degré de multiplicité,
Pour le démontrer, il suffit d'appliquer le théorème précédent à la dérivée logarithmique de la fonction r,
d\osv I dv w — —- — = - -—,
dz V az
qui est évidemment une fonction rationnelle de u el z, puisque la
dérivée ,- est une fonction rationnelle de u et :;. ctz
Nous avons établi, en effet, que les seuls points singuliers de la
fonction \v = — -r^—i où le résidu ne soit pas nul, sont les zéros
az *
et les infinis de v\ en un zéro de v le résidu de w est égal à l'ordre de ce zéro, en un infini de v le résidu de (v est égal à l'ordre de cet infini changé de signe y et en un point neutre de i> le résidu de \v est égal à zéro. La somme des résidus de (v étant nulle, la somme des ordres des zéros de p est égale à la somme des ordres des infinis.
On peut aussi établir ce théorème en remarquant que la différence entre la somme des ordres des zéros et la somme des ordres des infinis de v est égale à cette même différence pour la fonction rationnelle
car nous avons vu que chaque zéro et chaque infini de v donne un zéro ou un infini du même ordre dans ^i To. Comme le nombre des zéros de toute fonction rationnelle de z est égal à celui des infinis, le théorème est démontré.
2o. Nous appellerons ordre total d'une fonction rationnelle v de 5 et w le nombre de ses iniinis, chacun d'eux étant compté avec son degré de multiplicité. Le nombre des zéros est aussi égal à Tordre de la fonction. Si l'on appelle v^ et v^-^ les deux détermi-
nations de r, l'ordre est le nombre des infinis ou des zéros de la ^ fonction rationnelle
^ équation ' 1^
c»-t ^^ ^ Mi. • -•-•ii>-4-*^ ->*-!• 1 ■
OÙ G désigne une constante arbitraire, a, sur toute la surface de Hiemann, un nombre de racines égal à Tordre total de v] car la fonction ç — G est rationnelle en z et u^ et le nombre de ses infinis, c'est-à-dire Tordre lotal de cette fonction, est le même que celui de i'.
26. Exemple, — Soit u"^ -^ z^ — i; considérons la fonction rationnelle
et déterminons ses infinis, ses zéros, ses résidus.
A distance finie, le seul infini est le point de ramification 5 = 1. Si Ton fait 5 = i -f- 5', on a, dans le voisinage de z' = o,
w*--4V/'n- Iz'-^z"^-^ ^\
i\-^ Z')'*^ U{\ -^ z' )^ I 2 , Il ,i
Le point de ramification z = i est donc un pôle du second
ordre, le résidu étant égal à 2.
Les seuls zéros à distance finie sont les points 5 = 0, u = zh i,
car l'équation
z'^-h uz^ = o
Jonne 2-=o, ou z- =^ — u, équation qui n'a pas de racine à dislance finie.
Prenons le zéro 5 = 0, u = i\ on a, dans le domaine de ce point,
V = — l'z- — iz^ H- ... ;
c'est donc un zéro d*ordre 2 ; le point 5 = 0, m = — / est de même un zéro d'ordre 2.
Points à l'infini. — Les points à l'infini dans les deux feuillets
se distinguent en ce que, pour Tun d'eux oC| , le rapport — tend
vers -+- I , et, pour l'autre ocj, vers — i . Dans le voisinage du point 00,, on a
*■=-"' ("-Î7v^---)('-^:--^ii-^---)'
Le point 00| est donc un pôle d'ordre .'^, et le résidu en ce
point est
Enfin; dans le vdisinage du point oc^,
donc
•'=^'Gi+---)(' + .- + ?^---)'
iz 'IZ^
La fonction est régulière au point ooa, qui est un zéro du premier ordre; le résidu du point 0C2 est •
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En résumé, on a le Tableau suivant :
Points
Nature
analytiques.
des points.
Résid
Pùle d'ordre o.
— o, ti -- i.
Zéro d'ordre i
Zéro d'ordre i
Pôle d'ordre î
Zéro d'ordre i
La somme des résidus est nulle; la somme des oi'dres des zéros est 5; celle des ordres des infinis est aussi 5.
L'ordre total de la fonction \^ est 5. 11 est aisé de vérifier que l'équation r = C a 5 zéros, quel que soit (>.
27. Nous allons introduire maintenant, en suivant une méthode de M. VVeierslrass, une notion d'une grande importance, celle du genre d'une relation algébrique.
Une fonciion uniforme de z régulière en tous les points à dislance finie et à Tinfinl étant une constante, une fonction rationnelle «le z devient infinie au moins en un point. Nous avons remarqué (Introduction) que Ton peut former une fonciion rationnelle de z avec des pôles arbitraires et des parties principales également arbitraires : par exemple, la fonction
dcNienl infinie en un seul point arbitraire a avec un résidu arbitraire A.
// en est autrement pour les fonctions rationnelles de z et u^ //étant lié à ^ par l'équation
(/2 = A(c — e,)(3 — ea) .;. (c— <»«), avec
Il =z o.p -r- i ou n = 7.p ■+■ ?..
Si une fonction i', rationnelle en z et u, devient infinie en un seul point analytique (^o, Uq) arbitraire, l'ordre de cet infini ne peut pas être moindre qiC un certain nombre entier.
Cet ordre minimum diminué d'une unité se nomme, d'après M. Weierslrass, le genre de la relation algébrique entre u el z, ou encore le genre de la surface de Riemann correspondanie.
Un point analytique arbitraire est un point dont on peut faire varier à volonté la position sur la surface de Riemann; ce point est donc supposé distinct d'un point de ramification. Nous allons démontrer que le genre des surfaces de Riemann précédemment étudiées est égal à />, si /î = a/? -f- i ou 2/? -f- 2. Cherchons à former une fonction r rationnelle en z et m avec un pôle d'ordre r au point {zq^ Uq). Cette fonction v peut s'écrire, comme nous l'avons vu,
P, Q, R désignant des polynômes en z sans diviseur commun.
Remarquons que, si un point Zq distinct d'un point de ramification est une racine d'ordre k du polynôme R(s), la fonction p admet au moins un des deux points analytiques (zq, Uq), (5o, — Wo), correspondant à 5 = ^0, comme pôle d'ordre Ar. En eflel, on ne peut pas avoir en même temps
P{Zç,) -T- MoQC-Zo) = o, P(5o) — UoQ(^o) ^ o,
car, Uo n'étant pas nul, on aurait
et les polynômes P, Q, R admettraient un diviseur commun (:; — Zq), Supposons, pour fixer les idées, P(5o) 4- WoQ(^o) tlifférent de zéro : alors la fonction r devient infinie d^ordre /i au point analytique (^o, Uq), et la proposition est démontrée.
Si le polynôme l\{z) admet a pour racine d'ordre A*, et si P{ei) n'est pas nul, le rapport p devient en Ci infini d'ordre aA", car, d'après les conventions antérieurement faites, on prend comme
infiniment grand principal . . Si P(^i) est nul, Q(e/) ne
peut pas l'être, P, Q, R n'ayant pas de diviseur commun. Dans ce cas, on peut supprimer au numérateur et au dénominateur de ç le
facteur y^x; — ei et la fonction ç devient au point e/ infinie d'un ordre 2 A* — i, au moins égal à i .
Ces remarques étant faites, puisque la fonction doil devcniiinfinie d'ordre r au seul point (Soi "0)1 'e polynôme R(3) ne doit pas admettre d'autre racine t|iie s = 3o, au degré r de multiplicité. Car, si ce polynôme admettait une autre racine, la fonction c deviendrait iiilinie en d'autres points analytiques d'après la remarque précédente; cl, si ce polynôme admettait la racine 3„ à un degré k différent de r, la fonction i" admettrait l'un des deux points analytiques (=b, (/,) ou (=„, — «„) comme pôle d'ordre k\ ^Ic ne remplirait pas les conditions demandées. [ On a donc, en négligeant un facteur constant.
Pour 3 := Sq, la fonction u a deux déterminations ii^ et — i/q : I fonction v devant devenir infinie d'ordre r au seul poiui Fi,, »„) et devant rester finie au point (;„, — f/„). If numérateur
It admettre le zéro (a,, — »„) ù l'ordre r de multiplicité. Le ^eloppement de P(3) + »Q(2) par la formule de Taylor, nu Ptoisinage du point (Sj, — u„), doit Jonc contenir (s — i«)' en l'Aicleur, ce qui s'exprime en éci'ivanl que cette fonction et ses ■ (r— I) premières dérivées s'annulent en ce point.
Il faut, en outre, que la fonction i* soît Unie ù l'infini. Donc : • Si P(3) n'est pas identiquement nul, sou degré est au plus ; 2° Si Q{:) n'est pas identiquement nul, son degré est m plus égal ù r — p — 1 .
! Eoeflel, ii l'infini, H est d'ordre /!
en z quand /? — a/i + 1 , 3, si le degré de Pdépas- - I, l'une au moins des l'infini d'un ordre en 3
l'ordre /> -I- i quand n — 3/> + 2. Don r, ou si celui de Q dépassait r — p ■ Uteruinations du numérateur serait à topérieiir à r, et le rapport
eviendrait infini, au moins dans un des feuillets, pour z infini. Ce» conditions ne peuvent pas Ht^ remplies si l'ordre ;■ est «féiieur à /> + I ; car alors, si Q n'était pus identiquement nul,
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son degré serait négatifs ce qui est absurde. Le poljDonie Q étant identi<juement nul, le numérateur P-+-wQse réduit à P, eï, comme Je diîveloppement de P-f-z/Q suivant les puissances de :; — Zq dans le voisinage du point (^o, — «o) doit contenir [z — ^o)'* en facteur, le polynôme P de degré /* doit contenir :; — ZiiY en facteur : il est donc égal au produit de [z — z^Y par ;ine constante, etTon a
r = const.
Donc, l'ordre r du pôle unique {zq^ Uq) de l<t fonction r ne peut pas être inférieur à />-j-i. Le genre est bien /?, comme nous l'avons annoncé.
La fonction v existe, au contraire, si r^p-hi' Par exemple, si r = p-\-i^ elle est entièrement déterminée à une constante additlve et à un facteur constant près. En cffel , Q(^) devant être de degré zéro, se réduit à une constante C. Le polynôme P(:;) de degré p -\- i est assujetti à cette condition que le développement de
P{z)-huq{z) = P{z)-hCu
dans le voisinage de z = Zq, u =^ — Wo, contienne (z — ^o)'''*"* en facteur. On a donc
P(^)=C fao-f-— ' (-_-,) 4- Jl± (^ — ^0)^4-... -h '^^^ (z-zo)/']
Mo H (z-
A désignant une constante : d'où enfin résulte pour v l'expression
««0^- -^(^ — -^o) -+-••• -+- ^ — (z — Zo)P-\-u
avec deux constantes arbitraires A et C.
Nous a\ons supposé le point (^o» ''0) arbitrairement variable sur la surface cl distinct des points de ramification. Une fonction ayant un seul pôle placé en un point de ramification peut y devenir infinie d'un ordre moindre que (p -j- i). Ainsi, quel que soit
le genre, la fonction
ind ordr^
iDJinimenl grande du
28. On peiil généraliser le rêsullal précédent en clicichanl .1 former une fonction c, ralionncllc en z el ti, ayanl q pôles ùrLilraifment choisis (n,, i, ),..., («y, 6^), dislincts des points de ramitlealion, avec des degrés de multiplicité déterminer a,, a., . . . , a.. Cette fonction sera d'ordre
Elle n'existe, on le voit, comme tout fi I
Les pol^noines P, Q, R sont alors i
suivantes : H est déterminé, à un fucteui
iieure, que i sujetlis «u.
conditions
P est de degré au plus égal à r, Q de degré au plus égal ù
|,r — p — i ; le numérateur P-|- hQ, développé par la formule de
Tij^lor, doit contenir (s — o-,Y> en facteur dans le voisinage de
— fet), (z — rtî)'""en facteur dans le voisinage de (oï, — h^), ...,
-rtç)"t dans le voisinage du point («,, — 6j).Le polynôme Q
Alant choisi arbilrairenienl du degr^ ;■ — p — i, le polynôme P
K«sl de la forme P=AR + P,, A désignant une constante cl P,
H polynôme de degré ;■ — i enlit^rement déterminé par les con-
Bitîons préccdeules : on connaît en elTel les valeurs de P, et de ses
^(«1 — i) premières dérivées pour ; ^ ^f|, les valeurs de P( et de ses
(a, — i) premières dérivées pour z ^ a-j, etc., ce qui donne,
comme il est connu, /■ conditions Jélermiuunl les r coefficients
de P,. (Voir un article de M. Hermitf., Journalde Crelle, t. 84,
L'eupressiou de v esl donc
ofi A est une constante arbitraire ei Q(^) un polj'nome arliilraîre dt; degré r — p— \. Celle expression contient, outre A, /■ — p constantes arbitraires d'une façon liDcaire et lioniogène. Dans le votiinage de chaque pôle, les coefficients de la partie principale ionl en nombre égal au degré de mul tiplicité du pûle : il y a donc A. ET G. 4
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en tout /• coefficients des parties principales. Ces coefficients étant des fonctions linéaires et homogènes des /• — /> constantes qui figurent dans Q(5), il y a entre eux/? relations,
29. Formons ces relations dans le cas simple où tous les pôles sont du premier ordre,
Œi = fitj ^^ . . . = 3t,y :■= I ,
Alors r=:q^
R = (5 — a|)(5--aj)...(3 — a,.)',
Q(w) est de degré /• — p — i , P(:; ) de degré /*, et l'on a
P(«i) - b, Q(a,) = o, F(ei,) - 6,Q(a,) = 0,
P(a;.)-6rQ(a,.)=o..
puisque P-r wQ doit s'annuler aux points («i, — 6| ), (aj, — hj)^ . . . , [arj — br)' Si Ton fait
P(;;) = AR(;î)-hP,(3), Pi étant de degré /* — i , on aura
Pi(«i)--^iQ(ai), Pi(«r) = 6îQ(«î),
Vy{ar) = brQia,.),
relations qui déterminent enliùiement le polynôme P|(^)j doni on peut écrire l'expression par la formule de Lagrange.
On obtiendra une forme remarquable de v par la méthode suivante, qui fournit immédiatement les/? relations enlre les coefficients des parties principales relatives aux pôles (rt|, 6| ), ...,
Décomposant \Xf\ ^^ «T"" ^" fractions simples, on a
P . Cl Cj Çtp
K Z — CLy Z — Cil Z — CLf.
Q_ Al Aï A,.
I\ z — U\ z — Cil ^ — ^r
P 4- mQ . Cl -h Al M Cj-hAsM Cr-^XrU ç — ^--_i — A H 1 = h . . . -♦- Î-— ,
K Z — ai z — Uf z — a,.
A, C,, . . . , Cr, A|, A2, . . . , Ar étant des constantes.
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Pour s = (I,, 11= — b,, la valeur de v doil rester _^ni
fonctioD P doit avoir le pâle (a,,b,) el non (a,,
lie même
C,— A,fc,= o, ..., C,-A,6,.;
fl la fonclion v s'écrit
rla
b,). Op a donc
roiiclion qui, à distance finie, admet évidemment les seuls pôle» (rti, b, ), («ï, 6j), , ... («r, 6,) du premier ordre.
Mais les coelficienis A,, A», ... , A^ ne sont pas arbitraires : eu cITet, ce sont les résidus de la fraction rationnelle ~, dans laquelle le degré du numérateur est r — p — r , celui du dénominateur éiani r. La somme des résidus de cette fraction rationnelle à distance Gnie est donc nulle, et il en est de même de \< (les résidus des fractions
car le degré de jP~'Q est encore inférieur de deux uniléi du dénominateur, de sorte que le résidu à l'infini est nul.
On a donc, entre A), Aj, . . ., A, et «,, «a, ...,«, les /) relations nécessaires
lui
/A..A,....H l Aini + A,a,4^ ; A,flÎH-A,«ÎH
.-HArar = o
A,rt','-'-\,a;-'
- \ra';.-*-.
Ces relations sont suffisantes pour que la fonction trouvée remplisse tontes les conditions demandées. En e/Tcl, on vérifie que, si ces conditions sont remplies, la fonction i' définie par la relation (a) est finie à l'infini. Par exemple, si n est pair el égal à 3/} + a, on a dons le voisinage du point se, dans l'un dos feuillets
C^zP
'- Gp,, z ^
6a puis
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et ainsi de suite. Substituant ces développements dans l^expression (a) de v et tenant compte des relations (p), on voit que les coefficients des puissances positives de z sont bien nuls. Si n est impair, /i = 2/? + i , on a pour z inGniment grand
*-+-Cû/ «
et, en vertu des relations (P), les coefGcients des puissances positives de z dans le développement de v disparaissent encore.
Le résidu relatif au pôle (ûfi, b\) étant, d'après l'expression (a) de r,
et les résidus relatifs aux autres pôles
Bj = 7.A5^2, • • • ,
B,.= iXrbr,
les /> relations (P) donnent, entre les résidus B|, B^, ..., B,., /; relations de la forme
B.?i+B,îi + .
Cl r.
Les relations (P) rendent évident ce fait que nous avons déjà démontré autrement, que r doit être au moins égal à/? -f- i.
En effet, si Ton avait /*$/?, ces relations linéaires et liomogènes en A|, Ao, ..., Ar donneraient pour tous ces coefficients des valeurs nulles, car le déterminant des coefficients de A|, Ao, ..., A,., dans les r premières relations, est
al
. Or
. al
déterminant qui est différent de zéro, puisque toutes les quantités €i|, «2, • ., Cir sont supposées différentes.
Si les points («i, 6|), (a^, ia), ..., (a^, br) n'étaient pas arbitraires, c'est-à-dire variables indépendamment les uns des autres, ia fonction v pourrait exister pour r <^p -\-\. Par exemple, si l'on prend les deux points («i, 6|), («i, — b^), qui sont superposés dans les deux feuillets, il existe une fonction admettant seulement ces deux pôles au premier degré, c'est
z — ai
Nous venons de voir que le genre de la relation
u^= X{z-- Cl) (z — €%)..,( z — e„)y
où w = 2 /? -h 1 ou 2/> -f- 2, est p.
Le genre des deux relations prises d'abord comme exemple,
4 5) u^=Zj u-= X{z — ei)(z—' et)j
est zéro. On peut donc former une fonction rationnelle de z et u avec un seul pôle du premier degré placé en un point arbitraire; sous ce rapport, ces fonctions sont de même nature que les fonctions rationnelles d'une variable représentée sur le plan simple. La raison en est que l'on peut exprimer, dans les relations (5), u et z en fonctions rationnelles d'un paramètre /, de telle manière qu'à chaque valeur de t réponde un seul point (z, u) de la surface de Riemann et réciproquement; pour employer un langage géométrique, cela tient à ce que les courbes (5) sont unicursales.
En effet, pour la première des relations (5), il sufGt de poser
;; = <î, u = t, et pour la seconde
u=: t ^K(z — ^i), d'où
et Ton voit que la condition est réalisée. En imaginant le plan
CHAPITRE I. — SURFACES DE RIBMANN, ETC
simple des t, on peut dire qu'à chaque point du plan simple des t répond un point de la surface de Riemann et réciproquement. La surface de Riemann peut donc être représentée point par point sur un plan simple : l'étude des fonctions rationnelles de z et u se ramène alors à Tétude des fonctions rationnelles de t et inversement.
INTÉGRALES HYPERELLrPTIQUES {').
fropriJUs générales. — Singularit** de» înlégrales Lyperclliptiqucs. — DifUrantM es|i^es d'intégrali». — Le nombre des inléiji'ales de première espi^re est égal au Relire.— Intégrales df ln>i>iii'me espèce avec deux points critiques logarilhmiqae», — Intégrales de deuxième espèce avee un seul pfih. — Moyen de déduire ecs intégrales de celles de trois^iéine espèce, — Expression d'une intégrale byperclliplique quelconque i l'aide d'intégrak's des trois espèces. — Expression d'une Tonciion rationnelle pur une suninie d'intégrales de première et de deuxième e^èee. — Décomposition en éléments simples. — Exemple. — L'intégrale èlèmeotatre de deuxiémeespèceesluue tunction rationnelle du paramétre.— Eipression d'une funcliou rationnelle à l'aide d'intégrales de première et de troisième
une fouctiori ralionnellf de : l'L n
est une intégrale ahiilienne allacliùc à lu rclalioi
ou à la surface de Ricmann correspnndanle. Les intégrales abélicnnes ainsi formées se nomment hyperelUptiqties (^). On suppose la limite inférieure placée en un point analytique déterminé («a, Ug) de la surface de Riemann, et l'intégration effectuée le
{■)OaTragcs A consulter: ^KUMANN, Tlieorie der AbeUchtn Intégrale; Clbbsou el GoRDitH, Théorie der Abelichen FunctioJten : erster Alischnitt.
(*) On appelle, ea géaéral , intégittiea hyperelliptiquei ceWc» qui ne contiennent, sAiu l« signe d'intégral ion, d'uutre icralioualllé qu'un radical carré portant sur on polfaornc d'un degré tuptrieur au quatrième. Toutefois i: ici le même nom, quel que soit le degré de ce polynôme.
long d'une certaine courbe tracée sur la surface et aboutissant au point analytique (:;, u)^ qui forme la limite supérieure. La valeur de l'intégrale est une fonction de la limite supérieure, c'est-à-dire du point analytique (2, ;/); elle dépend aussi, dans une certaine mesure, du chemin d'intégration allant du point (zq, Uq) au point (Zj li). Quand, ces points restant fixes, le contour d'intégration varie, les différentes valeurs que peut acquérir l'intégrale ne diffèrent que par certaines constantes addilives appelées modules de périodicité, car toutes ces valeurs de l'intégrale ont même dérivée V par rapport à z.
32. Nous allons d'abord étudier la nature des points singuliers d'une intégrale hyperelliptique sur la surface de Riemann.
Si en un point à distance finie de la surface de Riemann la fonction v est régulière, Tintégraie J(:;, u) est aussi régulière en ce point. Cela résulte immédialement de ce que l'intégrale d'une série procédant suivant \e<> puissances positives croissantes
de 5 — 5o ou de (s — e/)* est une nouvelle série de même forme, convergente dans le même domaine que la première.
Voyons maintenant comment se comporte l'intégrale J(5, u) dans le domaine d'un pôle de la fonction v. Soit («Aî ^a) i^n pôle de r, d'ordre m^ placé en un point ordinaire de la surface à distance finie. Dans le domaine de ce point on a, en appelant R^
le résidu de r et écrivant le premier le terme en ,
z — ak {z — akY" {z — ak)'"-^ (z — a^y -h Ao -i- Al ( -5 — a^) -h Aï ( z — a/t)* -h
En intégrant et désignant par C une constante d'intégration, on a l'expression suivante de l'intégrale, valable dans le même domaine S du point (ûta, 6a)j
J(^,m)=: C-hR)tlog(;: — cta-)— ;
A_m A — zn^t
{m — i){z — aA- )"»"■> {m — 'jl){z — ait)"»-»
A-j . , . . (z — aA-)*
— ... — h Ai){z — aie) -h Ai ' — h . . . .
Donc, lorsque le résidu R^ est nul, l'intégrale J{z, u) est uni-
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brme dans te domaine 5 dii poiol (ai,, bi,) qu'elle admet coronic e d'ordre m — i. Mais, lorsque le résidu II* n'esl pas nul, l'intëgrate n'esl plus unifornie dans fe domaine S : elle augmente de 2îîf 11* quand le point (=,«) d(5cril, à l'inlérieurde ce dumaine, un contour fermé lournant une fois dans le sens positif autour de (a*, bji). On dit alors que le point (ai,, bi,) est unponil singulier I togarilhmi'/ue de l'intégrale.
Soil maintenant un point de ramification e, que la fonction v L Bdmet comme pûle d'ordre n(, le résidu étant It,,On a, dans un doi dn point ^,-, en l'crivant d'aLord le terme en ,
Vcar, par définition, le résidu R,- esL le double du coefficient de - ■ En intégrant et désignant par C une constante, on a, dans i^me domaine, l'expression suivante de l'intégrale :
ei)\- -
. _'_'?Jiî_^ + a\-,(-
hA„{;-c,)+ -3-C=-
l.orsque le résidu R,- est nul, l'iiitL^grale est uniforme dans le t. domaÎDe o du point e, qu'elle admet comme pille d'ordre m — a, 1 Unique/?! est supérieur à b; si ni =1 , elle est régulière en ce point; I le cas de m ^= i ne peut pas se présenter avec l'Iiypothése R;^ o. Lorsque II,' n'esl pas nul, l'intégrale n'est plus uniforme dans le domaioe S du point a ; elle augmente de ^ti/R/ quand le point (s, u) décrit autour de e/ dans le sens positif et à l'intérieur du domaine 3 une courbe fermée sur la surface de Riemann, ce qui exige, comme nous l'avons vu (p. a^), que; lournc deux /ois autour de ff,-. Le pointe,- est alors un point singulier logarithmique [ de l'intégrale.
Etudions, pour terminer, la forme de l'intégrale dans le domaine d'un point à l'infini.
D'abord, si n est pair, les deux points à Tinfini dans les deux feuillets sont des points ordinaires de la surface de Kiemann. Dans un certain domaine d'un de ces points, oO| par exemple, v est de la forme, en prenant le cas le plus général,
en commençant par le terme en -» et appelant R^*' le résidu relatif au point oO| , résidu qui est le coefficient de - changé de signe.
En intégrant, on a, dans le même domaine,
Lorsque le résidu R^^' est nul, Tintégrale est uniforme dans le domaine du point oO| ; si v admet ce point comme pôle d'ordre m, J l'admet comme pôle d'ordre in-{-\. Lorsque le résidu R|^*' n'est pas nul, l'intégrale n'est plus uniforme dans le domaine considéré du point oC| ; elle augmente de 27t/R^J' quand le point (^, u) décrit dans le sens positif à l'intérieur du domaine considéré un cercle de centre -^ = o. Le point oC| est alors un point singulier logarithmique.
Pour que l'intégrale i{z^u) reste finie, c'est-à-dire soit régulière au point oO|, il faut, d'après le développement ci-dessus, que
le développement de v commence par le terme en —> et que
tous les coefficients précédents soient nuls, c'est-à-dire que v soit
dans le voisinage du point oO| infiniment petit de l'ordre de -^
ou d'un ordre supérieur. Les mêmes remarques s'appliquent au point 002, qui peut être un pôle, un point singulier logarithmique ou enfin un point où l'intégrale est régulière.
Sil'înfiDi est uo j:
certain domaine de i
lificalion (/t
npair), ,
o el ëcrivanl le ternie en
■■(Sf
lorsque le résidu R„ est nul, J i;sL uniforme dans le domaine du point ce; si i' admet ce point comme pftle d'ordre m, J Tadmet comme pôle d'ordre m + a. Lorsque R_ n'est pas nul, l'intégrale n'est plus uniforme dans le dojnaine du point oo; elle I augmente de aTt/R, tjuand {s, u) décrit sur le domaine du point, V dans le sens positif, une circonférence fermée autour du poinlcc, I circonférence qui doit ôtre parcourue deux fols, comme nous I l'avons vu (p. 33). Le point x est alors un point liingulier loga- I rithmîque de l'intégrale. Pour que l'intégrale soit finie, c'est- I i-dtre régulière au point ce, il faut et il suffit que le premier terme
I du développement précédent de v soit 1 terme de degré supérieur en - ■
En résumé, dans le domaine d'un point quelconque [a, b) de la surface de Riemann, ou bien l'inlégrale est régulière, ou nllc admet ce point comme pÔle, ou elle admet ce point comme point sioguller logarithmique. Dans ce dernier cas, si Ton appelle K le résidu relatif au point (a, b), on a, dans un certain domaine de ce point.
e domaine du point [a, b), régulière en ce
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point, ouradmettant comme pôle. Dans celte formule, pourrésnmer tous les cas, il faut convenir de remplacer :; — a par (;; — é»/)* quand (a, b) coïncide avec un point de ramification, par- quand
(a, b) est un point ordinaire à Tinfini, et par ( - j quand (a, b) coïncide avec un point de ramification à Tinfini.
«33. Comme la somme de lous les résidus de la fonction v esl nulle f rinlégrale J peut n avoir aucun point singulier logarithmique, si tous les résidus der sobI nuls séparément; mais, si elle possède un point singulier logarithmique, elle en a au moins un second, car lous les résidus ne peuvent être nuls, sauf un seul, puisque leur somme est nulle.
Les inlégrales les plus simples possédant des points critiques logarithmiques sont donc celles qui en possèdent deux avec des résidus nécessairement égaux et de signes contraires.
Toute intégrale abélieniie est une somme d'intégrales rentrant dans l'une des trois catégories suivantes :
1° Une intégrale abélienne est de première espèce quand elle resle finie, quel que soit le point analytique (z, //), à distance finie ou infinie, formant la limite supérieure : une telle intégrale est une fonction du point analytique (3, m), régulière en tous les points de la surface de Riemann, mais non uni/orme ;
2" Une intégrale abélienne est de deuxième espèce quand elle devient infinie en un seul point de la surface de Riemann et que ce point est un pôle de l'intégrale;
[V' Une intégrale abélienne est de troisième espèce quand elle devient infinie seulement en deux points (a^b) et {a\b') de la surface de Riemann, qui sont des points singuliers logarithmiques de telle nature que, dans le voisinage de ces points, elle puisse être représentée par des expressions de la forme
— log(5 — a)-4-o(;;, m), log(5- a')-hcp'(.3, u),
'f{z, u) et 'f'(3, u) désignant des fonctions régulières respectivement aux points (a, b) et («', V),
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34. Nous éludiiTons d'abord les intégrales de première espèce.
Soil
w(z,u)= / — V dz
une intégrale de première espèce. Le polynôme P doit être identiquement nul. En effet, appelons (v' et u''' les deux déterminalions de l'intégrale aux deux points analytiques superposés (3, Ut) et (Zj Wj), Ui et U2 désignant les deux déterminations de u correspondant à une valeur de z-; nous aurons
d'où
dw' dz
lS*
5tP R'
uite,
tv'
■+■ iv" =
L'intégrale iv étant de première espèce, toutes ses déterminalions (v' et (v'' doivent rester finies, donc aussi la somme (v' -f- (v". Or, si P n'est pas identiquement nul, ou bien la fonction rationnelle î^ dépend effectivement de :;, et alors elle devient infinie en
un ou plusieurs points où l'intégrale qui donne iv' -i- iv" devient
P également infinie, ou bien ^ est une constante C différente de
zéro, et alors l'intégrale qui donne (v'-hiv'', étant égale à 9.G{z — ^o)j devient infinie à l'infini. Pour que (v' -h «^' reste finie, il faut donc que P soit nul identiquement. L'intégrale iv ne peut être que de la forme
qui peut aussi s'écrire, évidemment, en appelant S le polynôme
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11 reste à voir ce que doivent être les polynômes S et R, supposés débarrassés de leurs facteurs communs, pour que w soît partout finie.
Tout d'abord Rdoil se réduire à une constante. En eflet, si R admettait une racine a, distincte d'un point de ramification, d'ordre A', on aurait, au voisinage de z := a^
■ • H ^4-rtA. -I-...,
mR {z — a)^ (3 — a/-i ' *" z — a Sdz fiQ ai
-hcTA-i \o^(z — a) -h...,
expression infinie pour z =: a. Si R admettait comme racine d'ordre A' un point de ramification ei, on aurait, dans le voisinage,
(z — ei) * V- — ^/) *
rSdz _ no
o\ aa^-i
expression infinie pour :; = (?/.
Le poljnome R ne devant admettre aucune racine est une constante^ et l'expression de l'intégrale de première espèce devient
w —. I -dz.
Toute intégrale de cette forme est finie en tous les points à distance finie, car, dans le voisinage du point e/, on a
S ao i ^
{z--eiY
Sdz ^ ^ 1 1
— - = G-!-2ao(- — e/)=' -r- - ai(2 — e/)* -h...,
expression finie pour z = c/.
Il reste à exprimer que (v reste finie pour z infini. Appelons s le degré du polynôme S. Pour z infiniment grand, l'élément dif-
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finie, il faut et il suffit que cet ordre soit inférieur à — i , d'où
férentiel — est, en 5, de l'ordre s ; pour que l'intégrale soit
Lorsque n est pair, nz= 2p -{- 2, on a
el, si n est impair, /i = 2/? 4- 1 ,
Dans les deux cas, la plus grande valeur de s est p — 1 ; on pourra donc prendre pour S le polynôme
S = X| H- Xj3 -h Xji'-f-. . ."^ XpzP-^,
avec/? coefficients arbitraires A|, X2, . . . , X^, et l'intégrale iv ainsi obtenue est l'intégrale la plus générale de première espèce. En posant
rintégrale w la plus générale de première espèce pourra s'écrire
tv = Xi tV| -T- XjWj -r- . . .-f- 'kpiVf, -^ const.;
elle est donc une fonction linéaire à coefficients constants de/? intégrales spéciales de première espèce iV|, (V2. . . . , ^Vp, Ces intéj>;rales (Vi, «v^, ..., Wp sont linéairement indépendantes; il est impossible de trouver des coefficients constants C|, C2, ..., Cp tels que l'on ait
Cl tvi 4- Gj cv| -f- . . . -h Cp Wp = const. ;
en efict, la dlfTérentiation donnerait la relation
Cl ■+- CiZ -^ Cj ^2 _f- . . . -4- CpZf * = o,
qui ne peut être satisfaite identiquement que si les constantes C|, Ct, • • • , Cp sont nulles.
En résumé, le nombre d'intégrales de première espèce linéairement indépendantes est égal au genre.
Toute intégrale de première espèce est une fonction linéaire à coefficients constants de ces ^ intégrales particulières.
3S. Voici maintenant comment on obtient les intégrales de troisième espèce. Proposons-nous de former une intégrale possédant les propriétés suivantes : elle est partout finie sur la surface de Riemann, excepté en deux points analytiques donnés, (a', b') et (a, b)\ dans un certain domaine du premier, elle est de la forme
log(5 — a')-f-<p,(4J,M),
et, dans un certain domaine du second, de la forme
— log(;5 — a)-i-9(-5,M),
Oi et cp désignant des fonctions régulières respectivement aux
points (a', b') et (a, 6). Conformément à la convention que nous
avons faite pour les points singuliers logarithmiques (p. 6o), il
faudra dans ces deux expressions remplacer (s — a) par {z — etY
ou -» ou ( - J ; suivant que le point («, b) coïncide avec un point
de ramification, un point ordinaire à Tinfini, un point de ramification à l'infini; de même pour (s — a') à l'égard du point («', b').
Supposons d'abord ces deux points (a', b') et (a, b) à distance finie, l'intégrale
remplit les conditions de l'énoncé.
Prenons d'abord pour (a', b') {a, b) des points analytiques distincts des points de ramification. L'élément différentiel devient, à distance finie, infini aux points de ramification, car en ces points « s'annule ; mais en un de ces points ei l'élément différentiel devient
infini comme ^7 et l'intégrale est régulière en ce point.
L'élément différentiel devient encore infini à distance finie aux
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' deux points {a', U) et {«, 6), chacun de ces infinis étant du premier ordre avec les résidus respectifs 4- i el — i . En effet, la fraction
reste finie au point (a', — b') dans Je domaine duquel elle est régulière, et devical infinie du premier ordre avec un résidu égal â I au point («', b'). De mtime la fraction
est Unie au point (a, — b) et devient infinie du premier ordre au point {a, b), avec le résidu — i .
L'intégrale a donc bien dans le domaine des deux points (a', V), («, b) la forme requise. En outre, elle est régulière à l'intiai, car on peut l'écrire
J -xyt — a' s— «/ J -xuXz-a s — aj
et les deux intégrales séparées sont manifestement finies pour 5 ^ M : dans la première, l'élément différentiel est, pour s infini, îoJÎDimeot petit de l'ordre de I - j < et, dans la seconde, il estinfi-
niment petit de l'ordre de I ^ 1
Celle intégrale ra remplit donc toutes les conditions demandées. Il est bon de remarquer que, si les Jeus points (</, b'), (a, b) sont superposés, a' ^=a, b' = — b, et l'intégrale prend la forme
r"-"' A ds I
La même intégrale m continue à remplir les conditions demandifes quand l'un des points (a', b'), («, b) vient coïncider avec un point de ramilicalion. Supposons, par exemple, a'^^ei, b':=o, L oo a
cette înlëgrale se comporte aux points de ramification autres que A. ET G. 5
e/, au point (a, b) et aux points à Tinfîni, comme Tintégrale étudiée précédemment. Dans le domaine du point ei, on a immédiatement en écrivant
- ri dz r i u^b ,
"'" J 1 z—€i J iu z — a
et remarquant que la seconde intégrale est régulière au point e/,
^^',6 = Iog(-3 — e/)' -\- fonction régulière en e/,
expression qui est bien de la forme demandée.
Si le second point (a, 6) coïncide avec un autre point de ramification ey, on a 6 = o et l'intégrale devient
*'i J 1 \z — ei z — ejj
pouvant s'écrire, sous forme finie,
K) = log (^ — eiY — log(-3 — ejY -f- const., où les conditions requises sont évidemment remplies.
36. Quand l'un des points (a', b')^ (a, b) s'éloigne indéfiniment, l'intégrale formée précédemment devient infinie si w >► a,»^ On la remplace alors par l'une des intégrales suivantes convenant à toutes les valeurs de n.
Soit d'abord n pair^ /i = 2/? -f- 2. Prenons le point («r, b) au point oO| de Tun des feuillets caractérisé par
lim — t/Â
zi'-^^ ^
pour -c = 00. L'intégrale -
remplit encore les conditions demandées relativement aux deux points {a\U) et oc< . En effet, aux points de ramification et au point (a'jb')y elle se comporte comme nous venons de le voir. Pour étudier cette iutégrale à l'infini, écrivons-la
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Maintenant la seconde intégrale est régulière aux deux points éloignés indéfiniment oO| et 002. Quant à la première, on a dans le domaine du point oC|
Il Z Z- Z^
d'où
eoî'^ = — log — h fonction réffiilière en xi ;
dans le domaine du point 0O2, on a, au contraire,
le terme en - disparait dans la combinaison
1 ^kzP
cl Finlégrale est régulière au point oo^.
Lorsque, n étant pair, les points {a\ b') et (a, b) sont à Tinfiui dans des feuillets difTérents, (a, b') au point QO2 pour lequel
lim - = — \/X
et (a, b) au point oc, pour lequel
li»"^"^, - + /Â,
on a une intégrale remplissant toutes les conditions en prenant
En efTet, cette intégrale est finie à distance finie; dans le do maine du point oc, , on a
d'où
nj^î = — log - -H fonction régulière.
Dans le domaine du point 0C2, on a de même
m^\ = log - -+- fonction régulière.
Par exemple, si /> = o, l'intégrale élémentaire i j -==r- esl
une intégrale de troisième espèce, attachée à la relation u^=z i — z^, avec deux points singuliers logarithmiques à l'infini.
Enfin, supposons n impair et (a, b) placé au point de ramification infiniment éloigné, l'intégrale
J iu z —a
dz
remplit encore les conditions requises. Elle se comporte à distance finie comme l'intégrale primitive ra*''^^ à l'égard du point (a', 6'). Écrivons-la
J liz — a) J iu(^z — a')
nous voyons que la seconde intégrale est régulière à l'infini et que dans la première on peut faire, pour z très grand.
i{z — a) -iz 13*
d'où
toS'»^' = — log ( - 1 -+• fonction régulière.
37. Nous avons ainsi formé une intégrale de troisième espèce pour toutes les positions possibles des points singuliers logarithmiques; l'intégrale de troisième espèce, la plus générale, correspondant à une position déterminée des points singuliers logarithmiques, est égale à l'intégrale que nous avons formée, augmentée d'une intégrale Aq première espèce
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Bvec p cocfficienls arbitraires X,, \. ..., \p. En effel, si deux intégrales de iroîsièmc es|i('ce ont les mêmes points singuliers iogaritlimiqnes (a', b' ) et {a, 6), avec les résidus respectifs + i el — I, leur A'iSirtnce est partout Jinie ; cette diEFérencene pourrait devenir infinie qu'en un des points [a', b'), (a, b) : dans le domaine du point («, b), les deux intégrales soni de la forme
- log(« — rt)-i- tonclion rcgulii
,l(fl,6);
leur différence est donc évidemment régulière au point (fl, b). De même au point (a', b'). Celle différence étant régulière partout est une intégrale de première espèce.
38. On peut former une intégrale unique de troisième espèce qaî conserve un sens, quelle que soit la position des points (a', U) et (a, b), à distance finie ou infinie. Pour cela, désignons
par
À une constante arbitraire e
miellei
nt différente de a et
de a'.
i posoni
Cette expression, dans le cas où {a!, b') et {a, b) sont a distance finie, ne diffère de l'intégrale
I que par une somme d'intégrales de première espèce, car tous les termes, tels que
Il des intégrales de première espèce. L'intégrale ^" se réduit
i d'ailleurs à uC^e ■ si Ton fait \ infini, ce qui est permis quand
(a', b') et (a, b) sont à dislance finie, car X est assujetti à la seule
condition d'élrr différent de a el de a'. Mais cette intégrale V
possède cet avantage de conserver encore un sens quand l'un ou
Taiitre des points singuliers (a', 6'), {a, b) ou tous deux s'éloignent à l'infini.
Pour le montrer, écrivons cette intégrale sous la forme plus simple suivante, où nous remplaçons les progressions géométriques
a'-\ (fl'_X)« -^ (a'-X)/' ' a-l (a— X)« * (a — \)P
par leurs sommes
puis faisons croîtrez indéfiniment, en considérant successivement les deux cas /î pair, n impair.
Si /i = 2/> -+- 2, faisons coïncider (a^b) avec le point oo< caractérisé par ce fait que
lim . := -h v/A
pour a =^ 00. Le second terme de l'élément différentiel
ou
lend vers v/A(3 — X)'' et Ton a
-h /Â(5-X)/' Ic/J,
expression qui ne diffère de Jjf^'^' que par des intégrales à^ première espèce.
Si le point [a'^b') s'éloigne à l'infini dans l'autre feuillet, de façon à coïncider avec le point qc2, on a
lim — — - — — /À
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et un calcul analogue au précédent donne
expression qui ne diffère de tsZ\ que par des intégrales de première espèce et qui se réduit à tsZ\ pour X = o.
Enfin , supposons n impair et égal à 2/? -+- 1 , et imaginons que le point («, b) coïncide avec le point de ramification 00. Alors le rapport -— ^ tend vers zéro, la quantité
z — a tend vers zéro, et l'on a
dz,
expression qui ne diffère de m^'^' que par des intégrales de première espèce et qui tend vers wi''*' quand on prend X infiniment grand.
L'intégrale la plus générale de troisième espèce admettant les points singuliers (a, 6) et (a\ b') est encore
^['b' + X1W1 -i-XjWj-h . .. -t- \pWp.
39. Voici quelques propriétés des intégrales précédentes. On a
d'après l'expression même de xs et W, car la permutation de («', U) el [a, b) change le signe de l'élément différentiel. En particulier, si (a,b^)=i(a^b), les intégrales w et ^ sont identiquement nulles.
Soient Ui et 2/3 les deux déterminations de u correspondant à une même valeur de :;. Les sommes
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ont respectivemenl pour dérivées
I /ux-\-b' Ui-Jrb\ I /Uj-hb' Uf-hb\
iui\z — a' z — a) Q.Ui\z — a' z — a/'
ii-^-b
ou, en réduisant et tenant compte de la relation e^i + i/i = o,
donc, en intégrant, on a pour les deux sommes une expression de
la forme
, z — cC Zti — a
log > -h const.
40. 11 nous reste à étudier les intégrales de deuxième espèce. Nous avons nommé ainsi une intégrale abélienne, finie en tous les points de la surface de Riemann, excepté en un point qui est un pôle de l'intégrale.
1° Le pôle est un point ordinaire. Soit d'abord ($,7^) un poinl analytique situé à distance finie et distinct des points de ramification
V = A(5-eO(?-^î)..-($-e«),
et -^ la valeur de -^ pour c = Ç, a = Tj, L'intégrale
^rf;
est l'intégrale élémentaire de deuxième espèce, avec le pôle
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simple (Ç, Tj), la partie principale de rintégrale relative à ce pôle étant
Dans cette intégrale, le numérateur est a4- Pi, P| désignant le polynôme du premier degré en z
obtenu en prenant les deux premiers termes du développement de u en série par la formule de Tajlor dans le domaine du point (i,Yi).
L'intégrale ainsi formée est finie à Tinfini, car, pour ^ infiniment grand, l'élément difi'érentiel est, en -, infiniment petit d'un
ordre supérieure i. A distance finie, l'élément différentiel devient infini aux points de ramification, mais l'intégrale reste finie. Enfin le dénominateur de l'élément différentiel s'annule pour la valeur 5 = Ç à laquelle répondent deux valeurs de u^ ± 7\, différentes de zéro. Au point (Ç, — t,) l'élément différentiel est régulier, car dans le domaine de ce point on a, par la formule de Tavlor,
"- "^ ^^ ^^ di 1.2 rfÇ» •••
Le numérateur a + P^ contient donc (z — i)^ en facteur, et l'élément différentiel est fini au point (Ç, — Tj). Mais dans le domaine du point (Ç, Ti) on a, par la formule de Taylor,
Ecrivons l'élément différentiel comme il suit
rintégrale devient dans le domaine du point (i,io)i C étant une constante d'intégration.
comme u — P| contient (:; — Ç)^ en facteur, l'élément
M— Pi
est une fonction régulière au point (Ç, r^)^ et Ton a, dans le domaine de ce point,
^(ZyU\\,r^) = g -4- fonction régulière.
C'est ce que nous voulions démontrer.
On formera de même une intégrale l^^^^(z,u; Ç,Ti) finie partout, excepté au point (5,^^), qu'elle admet pour pôle d'ordre (v -+• i), la partie principale relative à ce pôle étant
Pour cela, désignons par Pv+< le polynôme de degré (v -h i) en ^ obtenu en prenant les v H- a premiers termes du développement de u dans le domaine du point (^, r^), suivant les puissances de
ili i.a al* i.2...(vH-i) aÇ*-n
L'intégrale
est l'intégrale demandée. En effet, elle est finie aux points à l'infini et aux points de ramification ; elle est finie au point (i, — r\), car dans le domaine de ce point on a, parla formule de Tajlor,
u - — Pv^-i —
I.9.... (v-h'Jt) Û^$V-HÎ
de sorte que l'élément différentiel est une fonction régulière au point (Ç, — 7i). Enfin, pour étudier l'intégrale dans le domaine du point (S,*/;), on écrit comme précédemment
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Puisque, dans le domaine du point (S, -o)» " est développable par la série de Taylor, sous la forme
u = Pv+l +
(2 — $)V-^« rfV-Hlyj
le numérateur de la deuxième intégrale
u — Pv+-l
contient (5 — ç)v+2 q^ facteur, et cette intégrale est régulière au point (i, t^) : on a dono bien, dans le domaine de ce point,
Ç^v) ( j, Il ; 5, Tj ) = — _ -_ H- fonction régulière. L'intégrale ^^^^ (z, w; Ç, — 7\) est de même
WO
Il convient de remarquer la formule
r^"" dz
iV-Hl
On a une formule analogue quand on calcule la somme des valeurs
que prend une même intégrale de deuxième espèce aux deux points superposés (3, W|) et (3, 112)»
En effet, il vient, en tenant compte de la relation Ut 4- w.j = o,
dS _ (v-f-i) dz ~ i^ — iy^'^'
b — j- — r -h const.
41. Voyons comment il faut modifier les formules précédentes quand le pâle est un point de ramification à distance finie.
Soit Ci un point de ramification à distance finie; on peut écrire
U = {z — CiYUi,
où
Ui = v/a ^{z — ei),.,(z — ei^i)(z — Ci^i). . ,{z — e«);
Ui est une fonction régulière de z dans le domaine du point 6/, et Ton a, dans ce domaine,
Ui = E!/"J -4- (iî — c/)E'/) 4- ... -h (3 - e/)vEV'^-+- . . .,
Ei,'\ . . . , E" ^ désignant des constantes.
Lorsque, dans l'intégrale ^{z^u; i, t)), le point (S, "n) devient un point critique (e/,o), cette intégrale devient infinie. Nous la remplacerons par la suivante :
r""' Ef'' dz ;, M;e,)=— / — f
intégrale finie partout, excepté au point e/. Dans le domaine de ce point, on a
JL M = (;j — e/)« Ui,
et Ton peut écrire l'élément différentiel
-xuiiz — ei)^
ou, en ajoutant et retranchant Ui au numérateur,
2(z — Ciy 2Ui(z— eiy d'où enfin, dans le domaine de e/,
ti(z,u;ei)= ^'__ + G+ / ^-^ ^T^^"
Comme, dans ce domaine, Ui — EJ' contient -s — Ci en facteur, d'après le développement écrit pour w/, cette dernière intégrale est
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régulière au point Ci, et Ton a, dans le domaine considéré,
Ç( 5, u\ Ci) = j H- fonction régulière.
On a donc ainsi une intégrale élémentaire de deuxième espèce finie partout, excepté au point ei qu'elle admet comme pôle
d'ordre i , avec la partie principale ^ •
Pour obtenir une intégrale qui devient infinie au seul point Ci qu'elle admet comme pôle d'ordre 2 avec la partie principale
.i- , on; prend simplement
Z — Ci
Appelons d'une manière générale
une intégrale devenant infinie au seul point e/, avec la partie
principale
Si V est impair, v = 2 [x — i , il suffit de prendre
Si V est pair
dz
on prend
(5,mJ p(0
PJJ' désignant le polynôme en ^ — e^ de degré [x, obtenu en prenant les {\t^-+- 1) premiers termes du développement de w/, sui vant les puissances de -3 — e/,
Pi/' = Ei'^ -+-{5 - Ci) E</) -+-. . .-4- (^ - e/)l* E[i
L'intégrale ainsi formée est finie partout, excepté au point e,. Dans le domaine de ce point, on a
et Ton peut écrire Télément différentiel, en ajoutant et retranchant m au numérateur,
_ 2jJl -l-_I W^-_('^— Piil') _ _ ^{^-+-1 » ^ (2tJL-4-l)(M/— P{/'') ^
Comme, dans le domaine du point e/, la différence £/,■ — Pj/* contient (3 — e/)!*"*'' en facteur, le dernier terme devient au
point Ci infini de Tordre de ^» et son intégrale reste finie.
On a donc en intégrant, dans le domaine du point e/,
X^^^P {z, u\ e,) ""jjïZ'i"^ fonction régulière.
Si Ton calcule actuellement la somme
aux deux points superposés (z, Ui) et (w, Wa), on a évidemment, quand v est impair,
v = 2jA— I, Sî|x-i -- (;-:i^ji -i-const.,
el, quand v est pair,
V == '1 jx, dSin = o, S211 — const.
4-2. Nous avons, dans ce qui précède, supposé le pôle à distance finie : qu'arrive-t-il si le pôle est à V infini?
Si n est pair, et égal à 2/? -j- 2, il y a deux points à Tinfini oC| el 002, qui se distinguent analyliqucmcnl en ce que, au point ooi , le
rapport —— tend vers une limite y/A el au point oo^ vers la limite — y/A.
Formons, par exemple, Tinlcgrale de deuxième espèce finie partout excepté au point oci qu'elle admet comme pôle avec la partie
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principale -s^' ; on obtient l'intégrale élémentaire devenant infinie au seul point oO| , avec la partie principale s, en faisant v = o. Dans le domaine du point 0C| , on a
Al A,
la fonction ç étant régulière au pointoO|. Dansle domaine du point
QC2, on a de même
u — — zP-^^v.
Appelons Qv+i le polynôme en - de degré v -f- 1 obtenu en
prenant les v 4- 2 premiers termes du développement ci-dessus de i',
Qv+i = yfk
Ai As k
L'intégrale demandée est
où le terme 5^^*Qv+i est un polynôme en z de degré (v -\-p -h i ). Cette intégrale est finie en tous les points à distance finie. Au point QC2 elle est encore régulière. En effet, dans le domaine de
ce point, on a
u~ — zP^^ V ;
l'élément différentiel est donc
Mais le développement de i' — Qv+i commence par le terme en — t: l'élément différentiel est donc au point ooo infiniment
petit comme ^ et l'intégrale est régulière en ce point. Dans le domaine du point oO| , on a
// = zP-^^v
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et l'élémenl différentiel devient
qu'on peut écrire
zv
t' -+- Qv+1
Q..-hi
Le développement de t^ — Qv^i commençant par le terme en -^^:^f
la seconde partie de cette expression est à Tinfini de Tordre de -^
et son intégrale est régulière au point oO|. On a donc, dans le domaine de ce point, en multipliant par (v + i)^^^ et intégrant,
Ç^^^ (5 , w ; «1 ) = z^^^ -4- fonction régulière. En particulier, pourv = o, on a l'intégrale élémentaire
As.u)
?(-,";«!)=/ — ^,^ ' dz
qui devient infinie au seul point oO| , la partie principale en ce point étant z.
L^intégrale devenant infinie au seul point 002, avec la partie principale 5^*, est
^(S.W) ||-V_ ;jV+p-4 1Q_ -
Ç(v)(;;,a;x,) = (v-^i)/ ""-- \ "^"^'dz.
Donc
On trouve de même
Ç(v)(^,tt, ;ooi)-i-ÇW(^,w,;oo,)= ^v-i-i^. const.
Si n est impair et égal à 2/? + 1 , le point 00 est un point de ramification. Nous appellerons encore
une intégrale devenant infinie au seul point 00 et ayant pour partie
principale en ce point z * .
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Quand v est impair et égal à 2jjl — i, on a immédiatement une intégrale remplissant ces conditions en prenant
Si V est pair et égal à 2[ii., on procède comme il suit. On a, dans le domaine du point oo,
où i' est développable en une série de la forme
i' =V Ah 1 -h...-f- -' — -r-
z z* JV+-I
Appelons encore <^|x le poljnome en et posons
Ç(»{^)(;;,m; x) = -^ / -ir dz.
Cette intégrale est partout finie, excepté au point oc. Dans le domaine de ce point, on peut écrire
et l'élément différentiel devient
Comme le développement de r — Qjj, suivant les puissances croissantes de - commence par f - j , le développement de
commence parle terme en l-\ et l'intégrale de la secoade partie esi régulière au point oo. On a donc, dans le domaine du point oo,
ttA-»-l
Çtîji) (z. M ; oc) — 5 * -\- fo:iction régulière.
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L'intégrale élémentaire s'obtient en posant |x = o,
expression qui, dans le domaine du point oo, est de la forme
s* -♦- fonction régulière.
La somme Sy des valeurs de l'intégrale Jî<^^(5, tt;oo) aux denx points superposés (5, U\) et (^,^2) est iz^ quand v = ajx — i et elle est nulle quand v = aiji.
43. Les intégrales de deuxième espèce peuvent être déduites de •celles de troisième espèce et de l'i ntégrale élémentaire de deuxième espèce. Considérons l'intégrale de troisième espèce, dans le cas où les deux points singuliers logarithmiques sont à distance Gnie,
Lorsque les deux limites (^o» ^^u) ^t {z, u) sont fixées, ainsi que le chemin d'intégration, Tinlégrale est une fonction des deux points analytiques (a', b') et {a,b). Sil'on regarde le point (a', 6') comme fixe, elle est une fonction du point (a, 6), régulière pour toutes les positions de ce point à disidincc finie non situées sur le chemin d^ intégration, car l'élément différentiel est une fonction de {a^b) régulière en tous les points à distance finie, excepté au point a = z, b =^ u qui est un point du chemin d'intégration.
Soit (Ç, r[) un point ordinaire de la surface de Riemann ; traçons le chemin d'intégration de façon qu'il ne passe pas par ce point. Alors la fonction ïïj^;^ du point (a, 6), étant régulière au point (Ç,T,), est, dans un certain domaine 8 de ce point, développable suivant les puissances positives croissantes de (a — Ç) par la formule de Taylor. Ce développement a la forme suivante
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les coefficients ^(s, u\ Ç, ti),.. .,Çf^^(z,w; Ç, y;) étant les intégrales de deuxième espèce précédemment formées. C'est ce qu'il est fa-
cile de vérifier en calculant le coefficient de dans le déve-
loppement ci-dessus. On a
Or, dans le domaine du point (i, ^), I I I a — Ç (« — 0^
développement obtenu en appliquant à 6 la formule de Tajlor. Dans le produit > le coefficient de (a — i)^' est donc
Il // -+- 7
d\ râ c^ i.2...(v>f-i) <i^v-»-' I
c'est-à-dire (p. 74)
î fi H- Pv-fi
Le coefficient de ^"~ dans le développement de nij;/ ^st
par suite
ce qui est bien JJ^^^ ( s, m ; Ç, t; ).
D'après le développement (i), les intégrales Ç(:î,«/; Ç,7|), ?(3, w; 5,7;),... sont les dérivées successives de ni|;^' par rapport au paramètre (5, to)> à des facteurs numériques près :
;(*.tt;5,r.) = |<*' ç.v,(,,„;5,,,)= _J„ |^^,^^;>
d'où il résulte aussi
Par conséquent, si l'on donne à ç un accroissement infiniment petit A, et si l'on appelle k Taccroisseinent correspondant de r,. on a
Supposons maintenant que dans l'intégrale nij'/' le point (rt, b) soit dans le domaine d'un point de ramification e,-. La fonction ^fl.A ) de {a^b)^ étant régulière au pointe/, est, dans le domaine de ce point, développable par la formule
(3) <f = <•''' -^{a - ei)h{^.u;ei) + .. .
procédant suivant les puissances croissantes de (a — e/)*. Dans ce
développement, le coefficient de ^ — — est encore Tintégrale
appelée ^^^^(s,//; 6^/).
En effet, dans le domaine du point e/, on a
a — e, (a — ei)
z — a z — Ci — {a — Ci) z — a {z — ei)^ * * (« — e/ )'"-»-* '*'' /,=(« — e/)î [Ei'J + E/^ ( a — a) -+- E'/' (a — e^)^^.. . ].
Dans le produit ou — — , calcu-
Ions le coefficient de ^^ — ~^ — > en remarquant que le développement de ; ne contient que des puissances entières de
a — e/, et celui de seulement des puissances frac-
tionnaires. D'après cela, si v est impair et égal à 2[x — i, il n'y a qu'un terme en — et son coefficient est
INTEGRALES II YPERELLI PTIQUES. 85
dans le développement de l'intégrale ro"'^*', le coefficient de ^^^^^ est donc - a f^"'"- f?î-_, c'est-à-dire î;«l^-'J(:;,«,e,).
«IX -n
Ensuite, si v est pair et égal à 2 [x, le coefficient de — ^ — — est
ou, d'après les notations antérieures (p. 77),
donc enfin, dans le développement de ny";^ , le coefficient de iJL^l^ est - ^^ r'" — -^,, c'est-à-dire
La formule (3), différenliée par rapport à a, donne
I ( (i , ^ • ^ '^ ;(3,M;a,6) = TÎ(^'";^')-*- ---^ 7^ î;(v)(.^a; e/)-H...;
on a donc, en faisant a =iei-\-h, b = /{, h étant suffisamment
petit,
formule à rapprocher de (2).
On obtient de même les intégrales ^^^^{z^ u ; 00), relatives aux points à rinfini, comme coefficients du développement de la fonction
du point {a, b), dans le domaine du point 00.
Si n est pair et égal à 2/? -H 2, la fonction ni de (^, b) est, dans le
domaine d'un des points à Tin fini, oC| par exemple, développable en une série procédant suivant les puissances entières décroissantes
de 6r, dans laquelle le coefficient de — ç est l'intégrale t^^^""*^(^,£/; oo,).
En effet, dans le domaine du pointooi , on a
Dans l'expression
iu{z — ûf) ~ 5t(-5 — a) ^u(z — a)'
le développement de r r est
^■^ iu{z — a)
c'est-à-dire, en posant comme plus haut
^ /— Al A» Ay
Dans le développement de l'intégrale nj^'^' nous aurons donc un premier groupe de termes
gp r Qg dz + g.- C'^dz+...+a ["■-' Q^- d., J lu J iu J 1U
contenant les puissances positives de a et dont les coefficients sont des intégrales de première espèce, car z Qj , 5^Q 2, • • . , 5P~^Qp_i sont des polynômes de degrés i,2,...,(^ — i)en5; puis vient le terme indépendant de a
qui est une înlégralc de troisième espèce avec les deux points singuliers logarithmiques (a', b') et CO) ; puis viennent enfin les
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termes contenant les puissances négatives de a dans lesquels le coefficient'de — -est r ^
c'est-à-dire Ç^^"*^(-s, u\ oC|).
On a donc le développement
-Ç(a, a;ooi)H r'(z, a; xj) -4-. . . .
4- i Ç(2, a; ooj ) -+- -^, ?'(«, **î *i) -^ •••-+- r^ î^""*^ ^^» tt; «1) -f- . . . ,
W|, Wa, . . ., W|, désignant des intégrales de première espèce. En différentiant cette relation par rapport à a et remplaçant a, b par Ç, 7^, on trouve
développement valable dans le domaine du point oO| . Dans le domaine du point 0C2, on aura de même
— ?i ^(-5, ii;oo,)— r^Ç'C-î, a;»,)— ....
Si n est impair et égal à 2^ + i , l'intégrale
considérée comme fonction du point analytique {a^ b) est, dans le domaine du point oo, développable en une série de puissances
partir du terme en f - j , des intégrales de deuxième espèce qui
88 <:hapithe ii.
onl pour pôle unique Tinfini. En effet, dans le domaine du point
a r=: oc,
iu — a lia — z) -Àuiz ~ a)
iu\a a^ a^ j y a a^ /
La première partie de ce développemenl ne contient que des puissances entières négatives de <2, la seconde que des puissances fractionnaires de a, d'ailleurs positives ou négatives.
Dans la première partie, le coefficient de ^^ — ^ est v5^"' ; donc,
dans le développement de l'intégrale ro^/fr , l^ coefficient de
est
Quant au développement de la deuxième partie, on peut l'en visager comme le produit de ( - 1 par le développement de
xii \a a* / x*^ a a* /
qui est le développement rencontré dans le cas précédent. Cette deuxième partie donne donc dans le développement de ni2;6 ^^^ termes de la forme
,ny
la
comme on le vérifie immédiatement d'après les expressions trouvées plus haut pour les intégrales Ç-2^'( 3, w; oc).
On a enfin, en réunissant les deux parties que nous venons
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i\e trouver,
En dîfféren liant par rapport à « et remplaçant a, 6 par ç, r,, on obtient le développement
valable dans le domaine du point oo.
44. Étant donnée une intégrale hyperelHplique quelconque, on peut l'exprimer à l'aide d'intégrales de première, de deuxième et de troisième espèce.
I = / vdz
une intégrale abélienne, if désignant une fonction rationnelle de^cte^. Comme nous l'avons vu, cette intégrale est régulière en tous les points où elle reste finie. Les points où elle devient inGnie sont de deux sortes, des pôles ou des points singuliers logarithmiques.
Supposons qu'il y ait q points singuliers logarithmiques (i,, Pi), (aj, P2), •••, (a^, ^q)] dans le domaine du point (aA, ^a), on a
?*(^7 fi) désignant une fonction uniforme dans le domaine du point (aA, ,3a), pouvant admettre ce point comme pôle. D'après les conventions antérieurement faites, il faut remplacer z — aA
par (z — e/)^ quand le point (aA, ^a) est un point de ramification ^1, par - quand (aA, ^a) est un point ordinaire à l'infini et
par( ^] quand il est un point de ramification à l'infini. Le coefficient Ra est le résidu de v relatif au point (a*, p^^).
On sait que la somme de tous les résidus d'une fonction rationnelle s^ de z et u est nulle. Donc
R|-4- Rj 4-...H- R<7 = o.
Considérons alors l'intégrale
i =/'"'" " d^ - R. <;%('' «)- «."â;:?'/^' «)- • — b,-, «»::;rpf »- (». «*),
iZ9, fin)
obtenue en retranchant de 1 certaines intégrales de troisième espèce multipliées par R<, R2, . . . , Ry««.
Cette nouvelle intégrale abélienne J n'a plus de points singuliers logarithmiques. En effet, dans le domaine du point (ai, jS^), on a
/ prf-5 = Rj log(z — ai)-i-çi(z, w),
Tîj*"g' = log(5 — ai)H- fonction régulière;
ODC
I t? û?^ — Ri w^*'S' = ?i (-2» w) -+- fonction régulière ;
puisque les autres intégrales de troisième espèce retranchées sont régulières au point (a,, Pi), la différence est uniforme dans le domaine du point (ai, ^i) comme la fonction 9| (2, u) et peut admettre ce point pour pôle, la partie principale étant la même que celle de ^\{z^ u).
On voit de même que J n'a plus aucun des points singuliers logarithmiques (a2, ^2)? • • • ? (*^-i ? P^-0- Quant au dernier (a^, p^), il disparaît également, car, dans le domaine de ce point, on a
J = R^log(« — a^)-h?p^(2, u)
H-(Ri-l- Ri-t-..-l- R<y_i)Iog(-5 — oLq)'\- fonction régulière,
et comme
Rl-H RiH-. . .-H Ry = o,
le terme logarithmique disparaît encore. La proposition est donc établie.
Uïnlégralc J, qui n'a plus de points aingulier^ logarillimiqucs, Il peut avoir encore des pôles. Nous allons faire disparaître ces pôles I en retranchant de J des înt<^{;rales de dt-uxième espèce. Suppol sons que dans le domaine d'un pôle {o, b) d'ordre v, on ait
réguliê
1 faut remplacer j — a par (z — e,)^ ou -i ou ( ; 1 t suivant a coïncide avec un poinl de raniilicalion, on point ordinaire ifinijOU un point de ramilîcallon à l'infini. Dans ces condi- {lions, Ja dilTérence
J-A,i;CJ.«;«,A)-A,:'(=,";(..fr)-...-Av;"'-"(J,";a,ft) ■- est rt^gulière au point (a, fi), car, dans le domaine de ce poinl, on a
h fonction régulière,
C"-iJ(,,,
h fonction régiiliiî.
D'ailleurs, comme les fonctions Z, i^', ... sont régulières partout, eïcepté ait point (a, h), la dîfl'érence ci-dessus a les mêmes pôles que J, moins le pôle (a, fi). On a donc estraît, pour ainsi dire, le pôle (a, fi).
En opérant de même pour tous les finies, et rc tranchant de J des sommes d'intégrales de deuxième espèce correspondant à tous kt paies de J, on obtiendra finalement une expression,
w-ïIA,t;(î,
hb)^
hAv;'"-"(--,":«,6)|
(où le signe S s'étend à tous les pôles), n'ayanl plus de pâle, c'esl-i-dlre partout régulière. Cette expression H est d'ailleurs ègraie abélienne, car c'est une somme d'intégrales abélicones : comme elle est partout régulière, c'est une intégrale de première espèce, c'est-à-dire une expression de la forme
Remplaçant H par celte valeur et J par son expression, on obtient enfin pour l'intégrale abélienne I l'expression
iZ,,0 ^='7-1
-HXiiV|-4-XjW2-»-...-f-Xptv^-+- const.
Toute intégrale abélienne peut donc être mise sous la forme d'une somme d'intégrales de première, deuxième et troisième espèce.
On remarquera que les coefficients R^et A/ sont connus immédiatement, si Ton connaît les points singuliers de l'intégrale et les parties principales. Il n'en est pas de même des coefficients
45. Une première application importante de cette formule est la représentation d^une fonction rationnelle v de z et u par une somme d'intégrales de première et de deuxième espèce; ou, en d'autres termes, la décomposition en éléments simples d'une fonction rationnelle de z et //.
Une fonction rationnelle ç^ de 5 et w est une intégrale abélienne
-J- étant une fonction rationnelle de>3 et u. az
Comme i» n'a pas de points singuliers logarithmiques, la formule générale ci-dessus appliquée k v na contient pas d'intégrales de troisième espèce et donne la formule
-h Xt wx-\- Xjirj -h. . .-h \pWp -i- consl.,
le signe S indiquant une sommation étendue à tous les pôles de r. Les coefficients A,, Aa, ..., Av sont les coefficients de la partie principale de \? dans le domaine du pôle (r/, 6),
Ai A « A »i - . , . • ,
i' — \ = \ . . .-\- h fonction régulière.
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Celle formule est d'une haute importance; elle donne la fonction rationnelle r sous une forme mettant en évidence les pôles et les parties principales correspondantes de celle fonction. Elle est analogue à la formule de décomposition d'une fraction rationnelle de z en fractions simples, à laquelle elle se réduit d'ailleurs quand n ^r^ i ou 2, c'est-à-dire quand la courbe
Mî= A(^ — ei)(z — ej)...(5 — en)
est unicursa/e (p = o). On appelle cette formule formule de décomposition en éléments simples : les éléments simples sont les intégrales de deuxième espèce ^^^^(s, u ; «, b).
Donnons un exemple de cette formule. Soil
(;, 7|) étant un point fixe, à distance finie, distinct d'un point de ramification. Cette fonction r n'a que des pôles du premier ordre qui sont :
i^ Les points de ramification à distance finie, car u s'annule en ces points;
2° Le point (Ç, r,).
Dans le domaine d'un point de ramification et, on a, en adoptant les notations antérieures,
w = (5 - eiY Ui = (z- e,y l Ei,'-' -f- EV'( 5 - e,)-- . . . j,
Ej" étant différent de zéro. D'après cela, dans le domaine du point e/, la fonction v est de la forme
r -+- fonction régulière,
îEi'' e/-ï
ou le coefficient de est la constante -..-- — ^•
Dans le domaine du point (ç, r^), on a
par suite
V = r -h fonction régulière.
La formule de décomposition en éléments simples est donc
iszn
où il ne reste plus à déterminer que les coefficients des intégrales de première espèce X|, A2, ..., )vy,. Nous allons montrer que ces coefficients sont nuls et vérifier en même temps la formule. En effet, en remplaçant les intégrales Ç par leurs expressions et X| , A2, . . . , Xy, par zéro, on a à vérifier la formule
Or celte formule résulte immédiatement de ce que la dérivée du premier membre, par rapport à ;:, est nulle. En effet, cette dérivée est, après des réductions évidentes.
[1 dr^
I \ du fi d\ ' V^
Z — \ U dz -3 — { 1 JkHi
({ — ei)(- — e
expression identiquement nulle, comme on le voit en décomposant en fractions simples la fraction rationnelle en z
I I du
z — \ u dz
c'est-à-dire
z^i-i\z — ei z — Ci '" ' z — Cn)
Et remarquant que le résidu de cette fraction rationnelle au pôle * = Ç est
^ii^-
Comme toutes les intégrales s'annulent quand (=, u) coïncide •vcc la limite inférieure (so, "0)1 la constante C, qui ligure dans ,ta i'ormule (A), a pour valeur
En écrivant la formule ainsi obtenue sous la forme
D arrive à cette conséquence remarquable que l'intégrale élémentaire de deuxième espèce est une /onction raltonne/le du paramètre (Ç, v,).
17. Voici une deuxième application de celte in^me formule de iléco m position eu éléments simples.
Quand nous avons défini le genre de la relation entre u et ;, lous avons, entre autres, établi le résultat suivant. Pour une rellion de genre p, il exisie une fonction v rationnelle en z et u, adletUnl pour pâtes simples (p+i) points analytiques arliirat>«(a,,?.)-(*3. ?ï)' ■■■■(='/'+-. fi,.+ i ); soient
parties principales de v relatives â ces dilférent.s points. La ibrmule de décomposition en éléments simples donne
+ A,i+iC(.=. «; "pïi. P^i-i)-t- ^itV| -t- Xiiv, -»-,.. -f-lpWp-t- consi-
Celte formule montre que l'inlégrale élémentaire !^(s, m; k,, ^,), I iTec un pAle arbitraire [a.,, p,), peut toujours s'exprimer linéaire- ;nt à l'aide d'une fonction rationnelle c, d'intégrales de première
espèce et de p intégrales de deuxième espèce, ayant pour pôles des points donnés arbitrairement (aj, P2), ..., (a^^.,, ^;,+i). Le même raisonnement s'applique d'ailleurs à une intégrale quelconque !^^^^ de seconde espèce.
48. La décomposition d'une intégrale hyperelUptique en intégrales des trois espèces fournit aussi Vexpression d^ une fonction rationnelle v de z et u à laide d'' intégrales de première et de troisième espèce.
Appelons i'o la valeur de v au point (go, Wo), on a
log — = / ~ -r- dz
i'o .',, „, V dz
L'intégrale figurant dans cette formule est une intégrale abélienne : on peut donc lui appliquer ce que nous avons dit de l'expression générale d'une intégrale abélienne par une somme d'intégrales de première, deuxième et* troisième espèce. Actuellement celte expression ne contiendra pas d'intégrales de deuxième espèce. On reconnaît facilement que tous les points où l'intégrale devient infinie sont des points singuliers logarithmiques : aucun d'eux n'est un pâle. L'intégrale considérée est donc une somme d'intégrales de première et de troisième espèce. Formons cette somme : supposons d'abord que la fonction (? n'ait que des zéros et des pôles simples ; soient
(ai,^i), (a2j(h), •••1 (a^, ^ly) les zéros, (a,, p,), (0L2y Pî), .... (a,p py) les infinis,
qui sont en même nombre que les zéros. Dans le domaine du point (a< , b^ ), on a
t; = (^ — a, ) [ Ao -+- A, (-3 — a, ) 4- Aï(^ — a, )« -+- . . . ] ,
où Ao est différent de zéro, z — «< devant être remplacé par ^z — Ci si (ai , 6|) est un point de ramification e/, par - si ce point
est un point ordinaire à l'infini, et par ( - ) si c'est un point de ramification à l'infini. Par conséquent, l'expression de l'intégrale,
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dans le domaine de ce point, est donnée par la relation
log— =log(s — ai) -h fonction régulière.
Dans le domaine du point (ai, ^i), qui est un infini simple, on a de même
w= ;—!-- [Bo-4-Bi(3 — ai)-+-...],
Z Oti
log — = — log( 3 — «1 ) -t- fonction régulière.
La conclusion s^applique à tous les autres points, zéros ou infinis. La différence
est donc partout régulière et, comme c'est une intégrale abélienne, c*est une intégrale de première espèce
X i tvi -H Xj tvj H- . . . -h Xp Wp -h const . On a enfin
log— = ^ GJ^^;p'^-+-X,»',-f-X2iV2-+-...4-Xpiv,,-+-consl.,
A' désignant un facteur constant.
La fonction i^ est ainsi exprimée, à l'aide d'intégrales de première et de troisième espèce, par une formule mettant en évidence les zéros et les infinis de la fonction rationnelle r.
Elle est analogue à la formule qui donne une fonction rationnelle de z sous la forme du quotient de deux polynômes décomposés en /acteurs du premier degré. Elle se réduit d'ailleurs exactement à cette formule élémentaire, quand on suppose que la
relation
u- — k{z — ei)(-3 — ej) . . . (^ — e„)
se réduit à
ce qu'on peut réaliser en supposant que /i = i , que A tende vers A. ET G. 7
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zéro et que Cj augmente indéfiniment, de telle façon que A^i tende vers — I .
En effet, en supposant w = i, l'intégrale de troisième espèce
devient
Z — <l\ Zn — a»
m^' û = f I ja5 = iOK >
z — Il Zo— ai
car M = 6, = ^1= I. Il n'existe pas, dans ce cas, d'intégrales de première espèce, car il n'y a pas d'intégrale de fonction rationnelle de z qui puisse rester partout finie; on a donc
ç = fonction rationnelle de ^ = kvo — ^-(~ ILlli i. ,
{z — Oii){Z — OLf),,.{Z — OLq)
ce qui est bien la formule élémentaire.
Nous avons supposé, pour établir la formule générale, que tous les zéros et les infinis étaient simples. Si le zéro (««, &0 était d'ordre /w, il suffirait dans la formule de supposer (a^, 62)) •••> («m? bm) identiques à (rt|,6<); si le pôle (a,, p,) était d'ordre jx, il suffirait également de supposer (aj, ^2)7 •••? (^ji, Pjx) identiques à (ai, Pi).
La formule (5) est donc générale, pourvu qu'on répète dans cette formule chaque zéro et chaque infini autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
^'CONNEXION DES SURFACES A DEUX FEUILLETS. PÉRIODICITÉ DES INTÉGRALES HYPERELLIPTIQUES (H.
■ÏOBOciioo dei surfaces de IlieniBnn i deux feuillets. — G>u pures. — Théorème de I CiBcb; »ur une surface de Riemann. — Modules de périodicité des InUgral» by- 1 ferelUpUquca- — Relations entre ces modules. — Intégrales Dormules de première, I deaxièrac et troisième espèce. — Modules de périodicilé des inlègrules normale».
Dans ce qui stiit, nous considi^rons les surfaces comme
[ des feuillets sans éjtaisseur, de sort« qu'un jioinl ou une ligne
^ tracée sur la surface seront visibles pour un observateur placé
d'un cAté ou de Tautre. Les surfaces seioiil en outre regardées
comme parfaitemenl élastiques et indéchirables.
Une surface est dite connexe lorsque, a^ani pris sur cette sur-
.. Iice deux points quelconques, on peut les joindre par un trait
^:çont)nti situ<^- tout entier sur la surface. Nous ne considérerons
e des surfaces connexes.
surface est fermée quand elle n'a pas de bords : tels sont
■e, le tore, un plan indélioi, une des surfaces de Uiemann
récédcmmeiil étiidiées, plane ou sphérique. Une surface est
■ ouverte quand elle a des bords : par exemple, un cercle, une calotte
Ltohérique, une sphère avec des trous, etc. Les bords d'une surface
niverte peuvent être constitués pariine seule ligne continue ou
■ plusieurs lignes continues distinctes. Aiusi le bord d'une
■lolte sphérique est formé d'une circonférence unique, c'est-
^-dtre d'une ligne continue ; les bords d'une sphère percée de
■lOsTTages h consulter : RiiH.inN, Théorie der Abeltehen Functionen . — Nku- I, Vorlttangvn ûber BUmann'i Théorie der Aùelschen Intégrale. — Sibabt, \t de Doctorat. iSai.
trois Irous ne se louchant pas sont formés de trois courbes fermées distinctes. Si, dans un feuillet circulaire, on fait un trou ne touchant pas la circonférence, on obtient une surface connexe {fie- '9) *ionl les bords sont constitués par deux lignes fermées, la circonférence du cercle et le contour du trou.
Nous nenvisaffcrons que des sur/aces avec des bords : si l'on a une sur/ace fermée, on commencera par lui donner un bord en y faisant une petite ouverture, par exemple une fente avec des ciseaux; les deux bords de cette fente formeront une ligne continue constituant la limite ou le bord de la surface.
50. On nomme coupure une section faite avec des ciseaux dans la surface, partant d'un point d'un bord et venant aboutir en un point d'un bord. Celte coupure a deux bords. Ainsi l'on part d'un point A du bord CD {fig. 20), on coupe dans la surface
avec des ciseaux suivnnl AB juscjii'cn un point B de l'intérieur; on a ainsi, non une coupure, mais un commencement de coupure avec deux bords infiniment voisins qui peuvent se séparer jusqu'en B. A ce moment l'ancien bord de la surface qui était continu de C en D se trouve remplacé par la nouvelle ligne continue
i CaB^D. Continuons à couper avec les ciseaux plus loin que B; la L coupure sera termince tjiiand nous serons airivés en un point d'un f bord, que ce soit un point des bords primilifs ou un point des [ liords nouveaux délermîni^s par le passage des ciseaux.
Ainsi, en prenant un feuillel circulaire percé d'un trou (Jig: 19), '-on a une surface avec des bords formés de deux courbes distinctes P et P'. Partons d'un point A ou A' du bord P, nous pourî (JÎS- 21) tracer une coupure ACB ou une coupure ADË
aboutissant en un autre point d'un bord; nous pourrons aussi tracer une coupure telle que A'FGH ou A'K.LM venant se terminer sur elle-nnîme, c'est-à-dire su r un bord créé par le passage I des ciseaux.
Voici les effets produits par ces coupures : les coupures ACB, [ A'FGH, A'KLM découpent cbacune le feuilielcn deux morceaux I distincts : de sorte que, une de ces coupures étant effectuée, le f feuillet n'est plus connciie. L'effet de la coupure ADE est tout dif- ' férenl. La surface est encore connexe après cette coupure, mais sa [ limite, qui ^tait formée de deux courbes distinctes P et P', est main- [ tenant formée d'une seule courbe continue qu'on peut parcourir l complètement d'un seul trait. Dans ce parcours, que nous suppo- I ions effectué dans le sens positif, les deux bords de la coupure I lont parcourus en sens contraire, comme le montrent les fljrcbes I indiquant le sens du parcours. Pour suivre ce parcours, il faut I imaginer que la coupure ADE existe seule et que la coupure , A'KLM n'est pas tracée {voir fig. 3û).
Nous verrons plus loin un grand nombre d'exemples de coupures : on remarquera que nous n'aurons jamais à tracer de cou-
pures décomposant la surface en morceaux séparés, c'esl-à-dire détruisant la connexion.
51. La connexion d'une surface peut être plus ou moins compliquée : on dit que la surface est à connexion simple ou encore est simplement connexe quand on peut, en déformant cette surface, supposée parfaitement élastique et indéchirable, la réduire à un feuillet plan limité par un contour simple ne se coupant pas lui-même, par exemple à un feuillet rectangulaire, circulaire ou elliptique. La nature de la courbe limitant le feuillet plan final n'a aucune importance : Tcssentiel est que cette courbe soit continue et ne se coupe pas elle-même.
D'après cette définition, les bords d'une surface quelconque simplement connexe se composent nécessairement d'une seule ligne continue ne se coupant pas, puisque, après la déformation, les bords de la surface deviennent le contour simple du feuillet plan. Citons d'abord quelques exemples de surfaces simplement connexes.
I** Une calotte sphériqiie. Cette surface peut évidemment être déformée de façon à devenir un feuillet circulaire, la circonférence de base de la calotte devenant la circonférence du feuillet circulaire.
2° Un ruban rectangulaire allongé se traversant lui-même autant de fois qu^on le veut y à la manière des deux feuillets d*une surface de Riemann {fig- 22). On suppose, bien entendu,
Fig. 22.
comme pour les deux feuillets d'une surface de Riemann se croisant en une ligne de passage, que les difierenles parties du ruban se traversent librement et que le long d'une ligne de passage, telle que CxC^t les deux nappes qui se croisent, et par conséquent les bords du ruban, n'ont aucun point commun. Le ruban peut alors
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s'ëtaler sur ud plan et dooner ua rectangle : il coDstilue une surface simplement connexe.
S" Donuiine d'un point de ramification de la surface de Riemann à deux feuillets. Ce domaine a élé représenli5 précédemment {Jtg- 17) : on peut vérifier aisément qu'on peut, par déformation continue et sans déchirure, l'appliquer sur une portion de plan k contour simple. Il suffit de relever les bords du plan P, en pliant ce plan suivant une droite OA partant de O pour placer ces bords relevés dans le prolongement des surfaces
de raccord des deux feuillets : oa obtient vente a3n; ensuite, on opère de même pour le pla ce qui donne \^Jig- '^"^ l'-
(ig„re su;nférieur Pj,
On a ainsi comme les deux pages d'un livre se traversant suivant la ligne L. Comme, par convention, ces deux pages n'ont aucun point commun sur L, on pcul les ouvrir sans les décbircr; les deux feuillets se traversent librement et l'on a lînalemeDt la figure plane ^3 c, limitée par un contour simple ne se coupant pas. 4° Sotenl deux sphères extérieures i' une à l'autre, reliées par un cylindre (haltère). La surface de ce solide est fermée : si l'on I j pratique une fente/", on a une surface ouverte dont le bord est formé par le contour de la fente (Jtg- »4 a). Cette surface est
simplement connexe. On ^ réduire à un ellipsoïde ave
peut, par déformation continue, h : un trou (Jig. ï\ b)\ puis, en écartant
les bords du trou, à une sorte de calotte sphérique, et finalement à une aire plane à contour simple.
5° Si l'on prend deux sphères dont Vune est intérieure à Vautre, réunies par un cylindre, on a une surface fermée, qui, après le tracé d'une fente y, devient simplement connexe (yî^. 25 a). La fente étant supposée tracée dans la sphère inté-
Fig. 25
^jfÇ)
fb.
rieure, on peut, par déformation continue, retourner cette sphère à travers le canal cylindrique /?gr comme on retourne un doigt de gant {Jig. 25 b) : on est alors ramené au cas précédent.
6° Surfaces de Riemann à deux feuillets avec deux points de ramification , Cet exemple est presque identique au précédent. Prenons les surfaces de Riemann sphériques à deux points de ramification considérées au début du Chapitre I. Elles sont formées par deux feuillets sphériques intérieurs l'un à l'autre réunis le long d'une ligne ei^a, comme il a été expliqué {fig* 26 a):
Fig. 26.
ic>)
on a figuré des chemins conduisant de la sphère extérieure à l'autre, à travers celte ligne C\ e^ *. le long de cette ligne la surface de la sphère extérieure se prolonge par celle de la sphère intérieure, comme les deux nappes d'un ruban qui se croise lui-
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même {Jîg- aa). Parloul ailleurs que sur la ligne e, Pj les sphères sont indépendantes. On voit l'analogie avec l'exemple précédent : le mode seul de réunion des deux sphères est changif ; le raccord Bpar un cylindre se trouve remplacé par le raccord à travers la ligne l^e passage ete^. Faisons une fente infiniment étroite dans la Vlphère intérieure pour donner des bords â la surface, Cetlc fente l^a une longueur arbitraire : pour simplifier, traçons-la suivant une T'Ugne voisine du grand cercle allant de e\ l'i e^. Les deux bords l'de cette fente que nous écartons dans la fig. nGb sont Ct^Cj
La portion de sphère intérieure S| , située à gauche de la fente, I peut, par déformation continue, être retirée vers la droite à tra- I vers la ligne de passage comme un ruban et être amenée en S', ; lia portion de sphère S] peut de même être retirée vers la gauche à rtravers la ligne de passage et être amenée en S,. Celte opération ^«erait analogue à celle qui consisterai t à retirer dans la Jîg. za les |.deus portions de ruban S, et S- à travers la ligne de passage ^««fi. Après cette opération, l'ensemble des deux sphères sera 1 teansformé en la surface de la^^. a6 c, oii l'on a un peu écarté les E lieux parties S', etS'^. C'est une surface simplement connexe. On Lpeut. par déformation continue, l'amener à la forme d'une sphère ■ avec un trou, puis l'appliquer sur un feuillet simple. Ainsi la sur- I lace de Riemann à deux feuillets et deux points de ramification,
[ iJcrcée d'une fente, est simplement connexe.
Nous avons dans ce qui précède, pour être plus clair, supposé
l 1b sphère intérieure fendue du point e, au point pj. Mais cela
i--ie. n
I n est pas nécessaire. Si [ rieurc une petite ouverl
iment diins hi sphÈre inté- - a), on |>cul imaginer que
l'on fasse passer celte sphère à travers la ligne de passage, car les deux feuillets qui se croisent suivant ei ^2 sont supposés n'avoir aucun point commun : il n'y a donc aucun obstacle à la sortie de la sphère intérieure; après cette opération on aura \dijig, 276, constituée par deux sphères extérieures reliées par un tube. Il faut remarquer que la partie S\ de la sphère intérieure qui était primitivement à gauche est venue à droite en S', après la sortie de la sphère, et inversement la partie droite Sa est venue à gauche en Sj. D'ailleurs l'extérieur de la sphère interne S|Sa est resté à l'extérieur de la sphère externe S'^ S'^.
52. Pour définir le sens positif du contour d'une surface simplement connexe, il faut distinguer l'une de l'autre les deux faces de la surface. La surface est un feuillet analogue à une pièce d'étoffe avec un endroit et un envers. Faisons choix d'une face qui sera appelée Y endroit ou le côté positif de la surface, puis déformons la surface et appliquons-la sur un plan horizontal, Yendroit étant au-dessus : alors le sens positif du contour du feuillet plan ainsi obtenu est le sens dans lequel se meut un observateur debout sur le plan et décrivant le contour en ayant l'aire à sa gauche.
A ce sens correspond, sur le contour de la surface primitive simplement connexe, un sens déterminé qu'on appelle aussi sens positif Ae ce contour. Ce sens est marqué par des flèches dans les exemples précédents, où l'on a choisi comme endroit les faces suivantes : pour le ruban de l'exemple 2° la face supérieure du bord S| ; pourle domaine d'un point de ramification de l'exemple 3, la partie supérieure des plans P| et P2; pour les sphères de l'exemple 4°) l'extérieur de ces sphères ; pour les sphères de l'exemple 5° l'extérieur de la sphère extérieure et, par suite, l'intérieur de la sphère intérieure; enfin pour les surfaces sphériques de Riemann de l'exemple 6° l'extérieur de ces surfaces.
Pour toutes les surfaces de [Riemann dont nous nous occuperons par la suite, Y endroit ou côté positif de la surface sera la face extérieure des feuillets sphériques ou la face supérieure des feuillets plans supposés étalés sur un plan horizontal.
d3. Il est essentiel de romurquer que toute coupure faite
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dans une surface simplement connexe la découpe en deux morceaux distincts. En effet, apr^s la réduction de la surface à un feuillet plan à contour simple (fig- 38), toute coupure deviendra une coupure telle qae pmg partant d'un point du bord pour re-
venir en un point du bord ou pour se couper elle-même; dans les deux cas, cette coupure sépare évidemment la surface en deux morceaux. Nous ne tracerons pas de coupures sur les surfaces simplement connexes. Les coupures que nous employons plus loin ont pour but de transformer des surfaces qui ne sont pas simplement connexes en des surfaces simplement connexes.
Enfin une dernière propriété des surfaces simplement connexes est la suivante : Toute ligne fermée tracée sur une sur/ace simplement connexe peut, par déformation continue sur la surface, être réduite à un point. Cela se voit immédiatement sur le feuillet plan à contour simple dans lequel on peut, par déformation continue, transformer la surface. Ainsi la ligue M^CMn peut être réduite au point M,, {fig- ag)-
ai. Voici maintenant des exemples de surfaces non simplement connexes ou surfaces à connexion multiple : nous allons voir que ces surfaces, parmi lesquelles se trouvent les surfaces de Ilicmann à deux feuillets et ù plus de deux points <lc ramification,
io8
peuvent toujours, à l'aide de coupures convenablement tracées, être rendues simplement connexes.
i" Considérons d'abord un feuillet plan circulaire percé d'un trou {fig- 19, p. 100). Celte surface n'est pas simplement connexe; on ne peut pas, par déformation continue, sans déchirer la couronne comprise entre le trou et la circonférence, la réduire à un feuillet plan à contour simple. Actuellement le contour se compose de deux courbes distinctes : ce seul fait permet d'affirmer que la surface n'est pas simplement connexe. Il existe des lignes fermées MqMNMo {Jig- 19? p- 100) tracées sur la surface, qui ne peuvent pas, par déformation continue sur la surface, être réduites à un point : ce seul fait permettrait aussi d'affirmer que la connexion n'est pas simple. Mais, dans cet exemple, à Taide à' une seule coupure, nous obtenons une surface simplement connexe. En efiet, traçons la coupure AE allant d'un point de la circonférence à un point du bord du trou et ajant pour bords a^ et Sy {fig' 3o) : nous obtenons une surface simplement connexe
Fig. 3o.
dont le contour parcouru dans le sens positif, à partir de P, est PajâQRSy STP : le sens de ce parcours estindiqué par des flèches ; on remarquera que les deux bords de la coupure AE sont parcourus en sens contraire. Ou ramène immédiatement à ce cas la surface formée par une sphère percée de deux trous : il suffit de tracer une coupure réunissant les deux trous.
2** Prenons maintenant un feuillet circulaire avec des trous, trois par exemple. 11 faudra tracer trois coupures pour rendre cette surface simplement connexe, conime le montre la /?^. 3i. Après le tracé de ces coupures, la surface est limitée par un con-
lour simple; si un mobile purcourl ce contour dans le sens positif, I indique par les Oèchcs, les deux bords des coupures sonl parcourus
is contraires. On ramène immédialenienl ù ce cas nnc snr- [ face connexe, cominp une sphère avec quatre trous, en traçant [ Irois coupures réunissant un Irou aux trois autres.
35. Les deux exemples précédents nous montrent des surfaces •ton simplement connexes, avec des bords formés de plusieurs
' ligDes distinctes. Il ne faudrait pas croire que ce fuit se présente
1 oécessairemenl pour toute surface qui n'est pas simplement connexe. Dans les exempl<rs fjue nous allons donner maintenant, et
I qui comprennent les surfaces de Ricmann, les bords de la surface
I tont formés d'une seule ligne continue.
' Prenons deux sphères extérieures reliées par deux tubes cy-
t lindriques L, et Lj, Vendrait ou côté positif de la surface étant l'extérieur {fig- 3a). La surface est fermée; nous l'ouvrirons en
Fig. 3i.
y pratiquant une petite ouverture / dont les bords formeront les l bords de la surface. Au point de vue de la connexion, cette sur- I face est identique à un tore percé d'un petit trou ; car on peut
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évidemment, par déformation continue, en faire un tore. Cette surface n'est pas simplement connexe, car il existe sur elle des contours fermés, tels que Imnlj qu'on ne peut, par déformation continue sur la surface, réduire à un point. On la rend simplement connexe à l'aide des deux coupures suivantes.
Partons du bord du trou f et traçons une première coupure b entourant la base du cylindre L| , sur la sphère de gauche, de façon à détacher ce cylindre de celte sphère, comme le montre la figure supérieure 33, où les deux bords de la coupure b sont appelés y et y. La surface est encore connexe sans l'être simplement : elle est, au point de vue de la connexion, identique à un tube ouvert aux deux bouls, ou à une sphère percée de deux trous, ou à un feuillel circulaire plan percé d'un trou ; cela revient au même, comme le montre la comparaison des Jig, 33 et 34, carie tube, ouvert aux deux bouts, peut se déformer en un cylindre droit ouvert aux deux bouts, et cette dernière surface en une sphère percée de deux trous, ou en un feuillet plan circulaire percé d'un trou.
Comme nous l'avons déjà dit, la surface obtenue parle tracé de la coupure b (première surface de lajig. 33) n'est pas simple-
Fi g. 33.
^~^)nL,
ment connexe, caria ligne fermée Imnl ne peut pas encore être réduite à un point par déformation continue. Traçons alors une nouvelle coupure a allant d'un des bords b' de la première cou-
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^rc à l'autre Lurd b" eo suivant le cjliodre L^. Cette nouvelle pupurc est figurée sur la deuxième surface de la Jîg. 33 ; elle est igurée ^gafcmeul sur les différentes surfaces qu'on peut dt^duire
é celle surface par continuité, tube ouvert, cylindre, sphère avec ^ns (roHS, feuillet plan aveciin trou i,ftg- 34)- [Après le tracé des deux coupures a et 6 la surface est devenue
tnptement connexe. On peut, en effet, par déformation connue, appliquer cette surface T' (_/(^. 33) ou une des surfaces
Spivées(_yî^. 34) sur une aire plane à contour simple. C'est ce î est réalisé sur le feuillet plan de \-iJig- ^^; on pourrait aussi
Svelopper le cylindre de \aj!g. 34 pour transformer celle sur-
KCCD un feuillet rectangulaire dans lequel les câtés opposés prc ' viennent des bords opposés des dei
loupures,
Au mobil
e qui
{urcDurt le contour de ce rectangle dans le sens positif (le côté |m«iiif du rectangle provenant de l'extérieur du cylindre) corres- ]>and sur le cylindre et, par suite, en remontant, sur la surface dé- Mupée T' de \ijif;. 33, un mobile parcourant le contour de cette surface constitué par les bords des deux coupures dans le sens |wsiiif. Ce sens est indiqué par les flt^clies; on voit que les deux liords d£ chaque coupure sont parcourus en sens contraire.
î° Le cas de deux sphères, dont l'une est intérieure â l'autre, félines par deux lubes cylindriques L, cl Lj, est identique au pré-
ayent o
iquel
I on le ramène d'ailleurs immédiatement. Nous pre-
nons pour côlé positif de la surface l'extérieur de la sphère estéfifure. Supposonsune petite ouverture/dans la sphère intérieure el Iraçons, en partant de f, une coupure b qui entoure la base du lUindre L, sur la sphère intérieure, de façon à détacher lu sphère ■lu cylindre L, {fig. 35 a). Nous retirerons alors le cylindre L, vcfs l'extérieur en le retournant comme un doigt de gant et il ■•restera à l'intérieur une sphère avec un trou b" que nous relourleronâ aussi, à travers le cylindre L^, comme un ganl. Nous aurons
ainsi ramené la surface à l'état de la surface précédente après le tracé de la première coupure {Jig- 35 P). Pour la rendre simplement connexe, il faudra tracer la coupure a {fig» 36 a) qui permet
Fig. 35.
de développer la surface sur un rectangle, comme on l'a vu dans l'exemple précédent. 11 est important de figurer ces coupures en place sur la surface primitive : c'est ce qui est réalisé ci-dessous {fiS' ^^ P) » ^" ^ ^" outre marqué par des flèches le sens du mou-
Fig. 36.
Ca>
vement d'un mobile parcourant, dans le sens positif, le contour de la surface finale rendue simplement connexe.
3"* Surfaces de Riemann ci deux feuillets et à quatre points de ramification, — Nous prenons, pour embrasser tous les cas, la surface sphérique à deux feuillets avec quatre points de ramification. Nous choisissons comme endroit ou côté positif de la surface l'extérieur des feuillets sphériques. Cette surface est formée de deux sphères, l'une intérieure à l'autre, se raccordant suivant deux lignes de passage e^ e^ et ^3^1 : elle oO're la plus grande analogie avec les surfaces précédentes; la seule différence est que
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les cylindres de raccord des exemples précédents sont remplacé» lar des rubans de raccord se croisani le long des lignes de pas-
On suppose une petite fente faile dans la sphère intérieure en/" pour donner des bords à la surface. On trace, comme précédemnent, une première coupure b (Jîg- 3- a) eolourant la ligne de
passage e, e-j, de façon à détacher ta sphère intérieure de la sphère extérieure le long de celte ligne : on peut alors retirer vers l'extérieur les bouts de ruban qui se croisent eu e, d et qui rattachaient les deux sphères; opération analogue à celle delà pageioS. Les deus bords de la coupure i sont alors l>' à l'extérieur el 1/ à l'intérieur, i" formant le contour d'un trou dans la sphère interne {_fig- 37 ^). Les deux sphères soal maintenant rattachées Kiilcmenl par les rubans qui se croisent sur ejCt comme dans fexemple 6, page io4- On pourra, par déformation continue, faire sortir la sphère intérieure à travers la ligne de passage Cje, : il
[■■îg. 3S.
suffira d'opérer comme on l'a indique dans l'exemple 6, page 1 o5.
On a enfin la surface représentée dans l^Jlg. 38, qui peut se ra-
I nener à une surface convexe avec deux trous 6' et A", ou à une
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surface circulaire plaac avec tin Iroii (exemple de la page m). Uoe dernière coupure a rend la surface simplement conneie en réunissant les deux trous. Il est important de figurer ces coupures en place sur la surface primitive de Riemann ; c'est ce qui est fait dans hjlff- Sg. La première coupure 6 est tracée tout entière sur la sphère intérieure, elle entoure la ligne de passage e, ej ; elle est marquée en traits poncLués, le trait plein étant réservé pour les lignes tracées sur le feuillet supérieur. La seconde coupure a part d'un point a^ du bord de la coupure b, traverse la ligue de passage e^e, à partir de laquelle elle passe sur le feuillet supérieur, sur lequel elle continue son cours jusqu'à la ligne de passage ei^g
qu'elle traverse en passant de nouveau dans le feuillet inférieur; elle vient enfin se terminer sur le bord de la coupure a opposé an point de départ a|3. Les deux coupures n'ont aucun point commun dans le voisinage du point P de la figure, car elles sonl tracées dans des feuillets différents; a passe au-dessus deé au voisinage de P. Si nous figurons ces mêmes coupures sur la surface plane de Riemann, elles prendront Indisposition de ^Bjjg. 4o,oùle point et peut d'ailleurs être à l'infini. Nous appellerons ordinairement T' la surface de Riemann ainsi découpée, en réservant la lettre T pour la même surface sans coupures. On a indiqué par des Qèclies le sens du mouvement d'un mobile parcourant le contour de la surface finale simplement connexe T', dans le sens positif.
Il est important de distinguer le bord positif el le bord négatif des deux coupures a et b. La coupure a affecte la forme d'une courbe fermée entourant les deu\ points e^ et e^ : nous appelle-
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ms bord positif àe cette coupure le bord extérieur \ marqué de \aesi + sur la Jtg. ^o, et marqué en traits plus gros sur la
^g. 4ï i le bord négatif de a sera le bord intérieur p. Ensuite, >our la coupure b, nous choisissons comme bord positif le bord •.de cette coupure que doit suivre un mobile pour aller du bord po- I ûtif S de n au bord négatif -j- de a, en ayant à sa gaucbe la surface l.deRiemann (l'extérieur de la coupure); ce sens de circulation du I mobile est indiqué par tes flèches. Le bord positif de b est mar- Iqué de la lellre \ et des signes -1- dans \^Jîg- t\o; il est marqué I en Irait plus fort dans layî^. 4i- Le bord opposé p est le bord
I négatif de b. Quand un mobile parcourt les bords des coupures s le sens positif (indiqué par les flèches), il décrit les bords ipposés en sens contraires.
Il est liicn entendu que la disposition seule des coupures est ' importante. On peut faire varier leur forme d'une manière con- ' linue comme on veul, ainsi que la forme des lignes de passage e,Cj et ejff,. On peut aussi inlerverlir le rôle des deus feuillets : supposer par exemple la coupure b tout entière sur le feuillet supérieur, la coupure a dans le voisinage du point apf^ *"'" '^ f^euîllet supérieur et dans le reste de son parcours entre les deus lignes de passage dans le feuillet inférieur. Pour avoir la figure correspondant à celte disposition des coupures, il suffirait de tracer en traits pleins ce qui est poin LÎIlé, et inversement.
56, On traitera de même le cas général d'une surface de Riemaon à deus feuillets, avec un nombre quelconque de lignes de passage. Les surfaces sphériques correspondantes sont analogues au système de deux surfaces sphériques reliées par autant de tubes cylindriques qu'il y a de lignes de passage. Prenons, par exemple, pour traiter encore en détail le cas de six points de ramification, deus sphères extérieures, reliées par trois tubes cylindriques L,, Lj, L3. On fait d'abord une p«tite ouverture /dans la sphère S ; puis on trace, en partant de cette ouverture et en y revenant, une première coupure b, entourant la base du cylindre L) sur la sphère S,
Fig. 4î.
de façon à détacher ce cylindre {Jig. 4a a); il faut Imaginer que celte coupure i, tourne sur la sphère S derrière la buse du cylindre L,. Parlant ensuite d'un point e Je cette coupure b, on trace une seconde coupure ec^iT.fc, A^e venantse terminer sur elle-même en $, de façon à entourer la base du cylindre L, et à détacher ce cylindre de la sphère; cette seconde coupure, que nous désignerons
CO:<NEXI0N DES SURFACES A DEUX FEPILLETB. II
t par C, •+■ ôa, se compose de deus parties, une portion de coupure I Cl de E en 71, puis une autre portion b, affectaol la forme d'une r courbe fermée comme b,. Après ces deux coupures, la surface I n'est pas encore simplement connexe ; en la déformant un peu on [ lai donne la forme représentée dans \afig. 4^ ^■ I Celle nouvelle surface est composée d'une sphère S avec un [ trou dont le bord i'(C!,6jCj est formé par les bords extérieurs de \ b, et 62 et les deux bords de Cj, puis d'une deuxième sphàre S' f reliée à la première par un cylindre L, et portant deux tubes cj-
lindriques L, et L^ ouverts par deux trous dont les bords &' et 1 h\ sont les bords intérieurs des coupures 6, et i^, Cette surface a ' donc trois trous distincts : elle peut, par déformation continue,
ilre ramenée à une surface sphérique avec trois trous ou à un I feuillet plan circulaire avec deux trous {Jig. 4'^ bis).
Fig. 1,1 bi,.
Pour rendre la surface simplement connexe, on se trouve ramené à un problème traité antérieurement: il faut réunir un de ces trois trous aux deux autres par deux coupures n, et a^ de façon à n'en faire qu'un seul trou. Nous joindrons par des coupures le
Fig. 41.
I Iroa de S aux deux irous l)\ et b~.^ de S'. La coupure at joindra I an point de 6', à un point de &', ; de même la coupure a^ joindra un
point de b\ à un point de b\ (/ig. 4^ a). La surface est alors simplement connexe. Il importe de figurer ces coupures en place sur la surface primitive ; c'est ce qui est fait dans la deuxième Jîg. 43 p. Si l'on trace les mêmes coupures sur la surface déformée comme dans \3.Jîg. 42 bis, on obtient les surfaces de \&Jlg. 43 bis.
Fi g. 43 bU.
iiù il est évident que le tracé des coupures rend la surface simplement connexe.
Dans ce qui précède, les sphères sont extérieures. Si l'on avait deux sphères intérieures, réunies par trois tubes, L,, L„ L^, on procéderait de la même façon . On commencerait par détacher de la sphère intérieure S les deux cylindres L, et La par deux coupures /j, et Ca -f- fts entourant les bases de ces deux cylindres; puis l'on retournerait la splièrc interne, à travers le tube L, , comme un gant; on retournerait de même vers l'extérieur les tubes L, et L3 et l'on serait ramené identiquement au cas précédent {fig. 42 p).
S7. Prenons maintenant le cas d'une surface de Riemann sphérique à deux feuillets el 'trois lignes de passage e, e^, CjPi, Cj^o- Ces surfaces sont analogues aux précédentes, et nous les découperons de la même façon. La sphère intérieure est rattachée à l'autre par trois couples de rubans qui se croisent suivant CiCj, ffjC^, CjeB, etqui remplacent les c_)'lindres L.,, Lj, Lj. Traçons sur lu sphère intérieure, à partir d'une fente y, une première coupure b, entourant e,ej de façon à détacher celte sphère de la sphère extérieure au voisinage de Ci Ci ; puis retirons vers l'extérieur (comme dans l'exemple 6, p. io5) les deux bouts de ruban qui se croisent suivant e, ej, de façon à les amener en b',
Nous parlons ensuite du bord extérieur h\ de cette coupure 6, ,
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et nous traçons une coupure Cj-i- &2 qui vient se terminer sur elle-même après avoir contourné sur la sphère înlérieure la ligne le passage e^^i, en détachant ainsi la sphère intérieure de l'auLre au voisinage de ^j^j. Cette nouvelle coupure faite, nous pouvons retirer vers l'extérieur les rubans qui se croisent en e^e, de façon les amener en b"j [fig- 44 ?)■ On a ainsi ramené la surface
irimîtîve T à deux sphères ialèrienres réunies encore le long 'une seule ligne de passage 6460 et percées, la sphère intérieure un Irou b\ c^ b'.^ Cj, la sphère extérieure de deux trous b\ et b\. i l'on fail alors sortir la sphère intérieure comme précédemment à travers la ligne de passage e^e^, on a une surface représentée dans la fig. ^3^ qu'on peut, par déformation continue,
Kfcransformer en une surface conneset une sphère, par exemple, lavec trois irous, 1, 2, 3, et qui est identique à la surface de la \fig- A'i fi ou ^a bis. On la rendra simptemenl connexe par deux
coupures réunissanl ces trois trous en un seul ; une première coupure a, joindra le trou 1 au trou 3 en allant d'un point de b\ à un point de b] ; puis une deuxième coupure a^ joindra le trou i au trou 3 en allant (_fig- 4^) d'un poiat de b'^ k un point de b\.
On a ainsi, comme dans l'exemple précédent, un système de quatre coupures, b, ,€%■+■ bj, a, et Og, rendant la surface simplement connexe.
11 est important de figurer (Jîg. 47) ces coupures en place sur la surface sphérique de Riemann à deux feuillets. La coupure b, en-
toure les deux points e, etcj sur le feuillet inférieur : elle est figurée en traits ponctués; puis d'un point de &< part une coupure Cl + ij se terminant sur elle-même après avoir entouré les deux points €) et et toujours sur le feuillet inférieur. Une première coupure a, part d'un point a^ du bord extérieur de b,, suit d'abord
RuHlet inférieur jusqu'à la ligne de passage e.ien, passe ensuite sur le feuillet supérieur jusqu'à la ligne e,e3, repasse sur le feuillet inférieur et se termine sur le bord de b, opposf! au point de départ a^. Une demième coupure «î part de même d'un point l'p' du bord extérieur de &a, suit le feuillet inférieur jusqu'en «s*». le supérieur jusqu'en CjC), de nouveau le feuillet inférieur et se termine sur le bord de &] oppose ù ti'^'. Les coupures élant
isi tracées, on s'assure aisément qu'un mobile peut parcourir la suite des bords des coupures d'un mouvement continu: le sens de ce parcours, supposé elFectué dans le sens positif par rapport à la surface exlérieure des sphères, est figuré par des (lèches. Aux points tels que P les coupures passent l'une au-dessus de l'autre, car elles sont, l'une dans le feuillet inférieur, l'autre dans le feuillet supérieur.
La même ligure, étant faile pour la surface plane de Riemann, prend la disposition suivante {Jîg. 4^}, où nous avons mis les
Fig. 48-
mimes lettres et où le point d peut être à l'infini. Les coupures «1 et «a affecleni la forme de courbes fermées : le bord positif -t- marqué d'un trait plus fort est le bord externe. Pour le* coupures b, et 6j, le bord positif est défini par la m^me convention que précédemment, page ii5. Le bord positif de l/, est
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celui que suivrait un mobile pour aller du bord positif de at bu bord tiégalif de a, en marchant, par rapport à la surface de Riemann, dans le sens positif (aire enveloppée à gauche, sens marqué
par les llèches). Ain
lant du r
ï (bord positif de a,)
et marchant sur le bord extérieur de bi dans le sens de la flèche, on revient, en ne tenant pas compte de la coupure Ci, au point ^ (bord négatif de a,). C'est donc, sur la figure, le bord extérieur de b, qui est le bord positif. Si l'on parcourait le bord opposé dans le sens positif marqué par la Qéche, on irait, au contraire, de Y sur le bord négatif de a, en 5surlebord/)OJ('((y". Pour la coupure b^, le bord positif est de même le bord qu'il faudrait suivre pour aller du bord positif de an au bord négatif de ai en marchant dans le sens positif. Ce bord positif est, dans \afig. 4S, le bord externe de Ôj, qui conduit, comme on le voit, dect' (bord positif de a^) en ^' (bord négatif de a,) dans le sens des flèches. Le bord positif de Ci est arbitrairement choisi.
58. Nous venons d'examiner en détail le cas de six points de ramiGcation avec trois lignes de passage, qui est au fond identique à celui de deux sphères esiciieures reliées par trois tubes. Si l'on prend la surface de Hiemann correspondant à la relation
dans laquelle ti ^^sp -h 'i, ou a/) + i, il y a sur la sphère ou sur le plan p ■+- 1 lignes de passage et ip + a points de ramiticatioo, dont un à l'infini quand n est impair. La surface sphérique de Riemann est, au point de vue de la connexion, identique à ud système de deux sphères eitérieures reliées par^ + i tubes cjrlindriques L,, Lj, . . ., l^p+t-
En opérant identiquement comme dans l'exemple précédent, on rendra la surface de Riemann simplement connexe à l'aide des vp coupures suivantes, aue nous traçons sur la surface de Riemann plane. Tout d'abord on mène les coupures b elc + b toutes dans un môme feuillet, le feuillet inférieur,' par exemple, comme il suit. On trace {^g- ^g) une coupure fermée b, entourant les deux seuls points de ramification e, , e^; puis, partant d'un point de b,, une coupure Cj + fca venant se couper elle-même, formée
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d'uae branche c-; ei d'uue boucle enlouranl les points ea, e,;
tDsuite, partant de même d'un point de bi, on trace une coui + 0, venant se couper elle-même, formée d'une branche d
t d'une boucle 63 entourant les points e^, e,, ... ; enfin, partant m point de 6p_i, on trace une coupure Cp-\- Advenant se couper E-méme, formée d'une brandie Cp et d'une bonde entourant les
mmU etp_,-, e^p. Sur \ajig. 4y, on a figuré ces coupures en snp-
Xjji-
iosant les points e, , e,, . . . , e„ dans l'ordre dans lequel les ren- (ontre un rayon vecteur tournant autour de l'origine O dans le lens positif des rotations. Le point e^jj^a est figuré comme étant à distance finie dans la surface plane de Riemann; il est à l'infini qaand n est impair. Les lignes de passage sont tracées comme Incidemment L,i, Lj ,, . , ., h^p^.t ,-ip+i-
, Pour achever de rendre la surface simplement connexe, il faut hsuite tracer/» coupures a. La coupure a, part du bord de la pupure b, en a^ dans le feuillet inférieur {fig- 5o), traverse la ;ne de passage L,^ pour mouler sur le feuillet supérieur, Irai ensuite la ligne de passage La^^., , ^^+2 pour revenir dans le Miîllet inférieur et vient se terminer au point y^ sur le bord de 6, topost' au point de départ ap {.fig- ^o).
I Dans la fig. 5o, pour ne pas surcharger, on a désigné les ibinls de ramification par leurs indices seulement, en mettant 1 , i 3 au lieu de r?,, <■], C], .... De m-éme, la coupure i7] part du 1 interne a^ de 6j, traverse la ligne de passage L,,, joignant S points ej, ^4, tourne autour du point Pi.p+, en traversant la ligne
de passage Lap+i.sp+a el vieni se lermioer en fù sur le bord de ftj oppose au poinl de départ ap. Les coupures «j, . . ., Op sodI tracées de la même façon à l'égard des coupures b^, ..., bp. Toutes ces coupures a fraochisscnila ligne de passage X^np^t^-jp^t
et affectent la forme de courbes fermées entourant le point e^p^, associé à d'autres points de ramiflcatiou. Ainsi a, entoure f| et ^ï/i+ii (ïj entoure Ci, Cj, e-, et Ca^+i, . . ., a* entoure ei, ^i, «j, .... ej*_i et ejp+|.
Comme dans les exemples précédents, nous nommerons bord positif des coupures O), Oi, ...,ap le bord externe de ces coupures marqué d'un signe -\- ou de la lellre \ ; le bord positif d'une coupure telle que 61 est le bord que doit suivre un mobile pour aller du bord positif de a, au bord négatif en marchant dans le sens positif {aire de la surface de Kiemann à gauche). D'après cette convention, c'est le bord externe de b| qui est le bord positif : ce boi-d conduit en effet de -v en 5 en lournant dans le sens positif. La même convention appliquée au\ autres coupures b montre qu'elles ont toutes pour bord positif l'extérieur. Quant aux coupures Cj, c^. . .., c^, le choix du bord positif n'a pas d'importanci'. Nous prendrons pour bord positif de la coupure c*, celui qu'il faut suivre pour aller de bh,\ à b), en marcliant dans le
tns positif. On a figuré par des flèches le sens dans lequel se meut un mobile parcourant dans le sens positif loul le contour de la surface de Rieniann ainsi découpée T', contour formé par les bords des coupures. Il va de soi qu'aux points tels que P ces coupures n'ont aucun point commun, car elles sont dans des feuillets difTércots.
Il faut remarquer aussi que la forme des coupures ne joue au- ■ù\e : il n'y a d'essentiel que leurs positions relatives. On ut remplacer le système de coupures considéré par tout autre tt'oa en déduirait par déformation continue. Par exemple, on ut déplacer d'une manière continue le point d'insertion ap^Ô une coupure n* sur une coupure h/,; on peut aussi déplacer 'une manière continue le point d'insertion d'une coupure ca sur !S coupures bi,_, et b/,, ou même le faire passer d'une coupure b ir une coupure a. Ainsi, dans \a. Jig. 5o, on pourrait par contilailé amener c^ à occuper une position telle que t!, ou c\\ de éme pour c,, . ■•, Cp.
59. Théorème de Cauchysur une surface de Riemann. — Ce tbéorème résulte immédiatement des définitions posées dans le Chapitre I. Soit/(=, ii) une fonction du point analytique {=, m), poiforme dans le domaine d'un point (:,,»,) de la surface Riemann. Supposons que cette fonction soit régulière au loint (s,, (/,), on admette ce point pour point singulier isolé : io peut toujours prendre le domaine Z du point {2,,u,) assez petit pour que. dans ce domaine, il n'y ait pas de point singulier atacé autre part qu'en {s,,»,). Alors l'intégrale f/{z,u)d3, ise dans le sens positif sur le contour du domaine S, est égale i-/H., R| étant le résidu relatif au point (z,, u,); et cela est rrai que le point (s,, u, ) soit un point ordinaire de la surface à dislance finie ou infinie, ou un point de ramification à distance Il infinie.
Considérons maintenant sur la surface de Riemann une aire S l^oie ou infinie, simplement connexe, limitée par une courbe C Efortnée nécessairement d'un seul trait et représentée sur la sphère par une aire finie simplement connexe S, limitée par une courbe F. Soit /(a, II) une fonction du point analytique (z, u), uniforme Idaos l'aire S, finie sur le contour C, n'admettant dans l'aire S
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d'autres singularités que des points singuliers isolés, nécessairement en nombre fini. L'intégrale
prise sur le contour C dans le sens posiliT, est égale â
R,, B], ■ ■ . , Rf désignant les résidus relatifs à tous les points singuliers situés sur S et aux points à l'infini si l'aire S est infinie. Pour démontrer ce théorème, découpons par des courbes transversales, en nombre quelconque, l'aire spliérique S en parties o-, . ffj, . . ., ffm assez petites pour que dans cliacune d'elles il y ait au plus un point singulier ou un point de ramification. Comme à chaque point de la surface sphérique de Ricmann correspond un point de la surface plane de Riemann et réciproquement, à celle division de l'aire sphérique 2 correspondra une division de l'aire plane S en parties Si, s^, .-■ , s^ dont chacune contiendra au plus un point singulier ou un point de ramification. L'intégrale y/{s, u)dz, prise sur le contour total C de S, est égale à la somme des valeurs de cette intégrale prises dans le sens positif sur les contours C, Gj, . . ., Cm des aires i,, Sj, . . . , s™, et l'on a
IJ
u)dz^.
f /(=,u)dz ^ J /i,,„)d=^...+ J Jiz
Celte formule est évidente, car, dans les intégrales du second membre, les côtés contigus des aires Ji , Sn, - - . , s™ sont parcourus chacun deux fois en sens contraires, et les portions correspondantes des intégrales se détruisent : il ne reste donc que les portions de ces intégrales relatives aux parties du contour primitif C qui ne figurent chacune qu'une fois dans la somme et dont l'ensemble constitue l'iuiégrale du premier membre. Mais, dans l'équation (i), chaque intégrale du second membre est prise sur le contour d'un domaine assez petit pour ne contenir qu'un poÎDt singulier ou un point de ramification au plus : chacune de ces intégrales est égale à an/ iiiutliplié par le résidu relatif au seul
point singulier qui peul ^tre situé dans l'aire correspoodai l'OD a bien la relation fondamentale
quelle que soil la forme de l'aire simplemenl conoese S,
Le même théorème serait encore vrai, si l'aire considérée S n'était pas simplement connexe et était limitée par une ou plusieurs courbes dont l'ensemble formerait le contour C. La démonstration est la même.
(iO. Voici iine importante conséquence de cette formule, ne
■'appliquant qu'au cas où S est simplement connexe. Supposons
dans l'aire 5, les résidus soient toux nuls; l'intégrale
-dessus est nulle. Considérons alors dans l'aire S deux points
inaljrtiqucsPoet Pde coordonnées (;„, Uo) et (::, «),et deux che-
{■ios PoMP, PoNP joignant ces deux points. Les valeurs de l'in-
•ale
)dz, prises le long de ces deu:
cbej
sont égales. En ellel, supposons d'abord que ces chemins ne se coupent pas; la courbe fermée PoMPNPo, formée par ces deux chemins placés bout à bout, est une courbe fermée tracée sur une surface simplement connexe S; elle détache donc de cette surface une portion Si, également simplement connexe. C'est ce qui résahe de ce que nous avons vu (n"* oO, 53) pour les surfaces
^^■mplcment connexes. Happclons-en rapidement la raison. La surface S peut, par déformation continue, être transformée en une surface formée d'un feuillet plan s à contour simple c; dans cette ^ déformation, les points Pu, P et les chemins P^MP, P„NP deiennent fjtg- 5j) pa, p, p^mp, Pa"P- Ces nouveaux chemins,
placés bout à bout , pof^pnpo, forment un contour simple ne se coupant pas, limitant une aire 5|, simplement connexe, située dans s : donc, sur la portion de surface de Riemann S, la courbe PoMPNPo limite une aire Si simplement connexe, située tout entière dans S.
Comme, par hypothèse, les résidus de f(Zj u) dans S sont tous nuls, cette fonction est uniforme dans Si et elle y a aussi tous ses résidus nuls : l'intégrale ff(^z^u)dz^ prise sur le contour PoMPNPo de Si, est donc nulle. Or la première partie de cette intégrale, le long de PoMP, est
/ f{z,u)dz, et la deuxième, le long de PNPo, est
la somme de ces deux intégrales étant nulle, on voit que la valeur de l'intégrale ff{Zy u)dz^ du point Po au point P, est indépendante de la courbe le long de laquelle on la prend, pourvu que cette courbe soit située sur S.
Nous avons supposé que les chemins PoMP et PqNP ne se coupent pas ; s'ils se rencontraient en un certain nombre de points analytiques, il n'y aurait qu'à les comparer à un chemin ayant les mêmes extrémités et ne rencontrant aucun d'eux; et la conclusion serait la même.
En résumé, l'intégrale
F(5, a) = f ' f{z,u)dz
a une valeur unique, quel que soit le chemin suivi sur S entre les deux points limites. Laissant le point Po(so,Wo) fi^e et faisant varier le point P(>z, m), on voit que cette intégrale définit une fonction du point analytique {z^ u), F(z, a), uniforme dans l'aire S. Comme /est supposé n'avoir dans S que des points singuliers isolés à résidus nuls, F (5, u) n'aura que des points singuliers isolés dans la même aire S.
CI. Le cas le plus iraporlanl cl en même Icmps le plus simple est le cas où l'aire S se compose de loute la surface de RiemaDn simptemenl connexe T', dont le contour G est formé par l'ensemble lies coupures a*, ft* et C/, précédemment tracées. La fonetion y"(5, u) est alors supposée uniforme sur toute ta surface T' et ne possède que des points siu^juliers isolf^s. Dans ces conditions, l'intégrale
prise sur le contour de la surface T' dans le sens positif, est égale au produit de itâ par la somme de tous les résidus de /. Dans cette intégration, les bords opposés d'une même coupure sont parcourus en sens contraire.
Exemple. — Si la fonction /{z, u). satisfaisant aux condiprécédentes, est uniforme, non seulement surin sitr/accT', rendue simplement connexe par les coupures a, b, c, mais sur la sur/ace primitive de fiiemann T non découpéCy bi Diine des résidus de cette fonction, sur loute la surface de 'Riemann (y compris l'infini), est nulle. Dire que/est uniforme sur la surface primitive T de Riemann, c'est admettre qu'elle m- I change pas de valeur quand on franchit une coupure ou qu'c//e ^^^rend les mêmes valeurs sur les bords opposés de chaque cou-
^^Vest évidemment nulle, car les deux bords d'une mi!me coupure
L ^tant parcourus en sens contraire et la fonction / prenant les
métnes valeurs sur les deux bords d'une coupure, les éléments de
l'inlégrale provenant des bords opposés de chaque coupure se
détruisent deux à deux. La somme des résidus est donc nulle.
i théorème s'applique en parliciilier à une fonction ration-
e de ; et u; nous l'avons démontré autrement dans le Cha-
■pitre 1.
. Supposons maintenant que l'aire simplement connexe S I embrasse loute la surface de Riemann f, et que, de plus, tous ,G. g
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les résidus de J(z,u) soient nuls. Dans ces conditions, si l'on prend sur la surface deux points analytiques, Pg^Sg, Ut) ei P(;, h), l'intégrale
P(.-.")= f /(=. ")rf«,
prise de Po en P le long d'une ligne quelconque tracée sitr la sur/ace T', c'est-à-dire ne franchissant pas le contour de celle surface constitué par l'ensemble des coupures, a une valeur indépendante du chemin suivi (n° CO). La limite inférieure étant regardée comme fixe, celle inlégrale est donc une fonction uniforme de sa limite supérieure (z, w), V{z, ii), sur la surface de Riemann T'. Celle fonction F(z, «) n'a d'ailleurs pas d'autres points singuliers que les points singuliers de/(z, u), car, dans le voisinage de tout point où /(=, h) est régulière, il en est de même de F(5, «), sauf, peut êlre, pour le point à l'infini.
Si l'on suppose que /(:, ii) est nne/onction rationnelle de z et u ai-ec des résidus nuls, F{r, ii) est une intégrale abélïenne composée avec des intégrales quelconques de premicre et de detixième espèce. Donc une somme d'iniégrales de première et de deuxième espèce, avant même limite supérieure (2, u), est une fonction uniforme de (3, h) sur la surface de Riemann simplement connexe T',
63. Laissons décote le casoii/(;, ») serait une fonction transcendante, et supposons que _/"{!, 11) est une fonction rationnelle de z el u avec des résidus tous nuls. L'intégrale
"■■(-■ «)=/"''"/(^-")rf=
est alors, comme nous venons de le voir, une somme d'intégrales abéliennes de première et de deuxième espèce : c'est une fonction uniforme de (s, h) sur la surface ï' ; la fonction rationnelle /(j, u) est une fonction uniforme, même sur la surface primitive T sans coupures, de sorte que /(s, m) prend les mêmes valeurs sur les deux bords opposés d'une même coupure, car l'épaisseur d'une coupure est toujours supposée infiniment petite.
COHKEXtON DES SURFACES A DEI[\ FEUILLETS. l3l
Voyons quelles rclalions il existe enlre les deux valeurs de
F{:,u) aux deux bords opposés d'une coupure. Prenons, pour
I fixer les idées, la coupure a, : soient ). un poiuE du Lord positif, p
[ i^/i_s- 52) le point situé en face de ). sur le bord négatif, a et j3 les
deux points où le bord négatif de la coupure 0, rencontre les Itords de a,. La valeur de l'intégrale F(;, 11) en un point analytique étant indépendante du chemin d'intégration, pour avoir la Valeur de F(:;, «) au point X, nous pouvons aller de I'd en ot, puis de z en t. le long du bord positif de Ea coupure ; alors
dernière intégrale étant prise sur le bord positif de la coupure Si de z à À. De même, pour avoir la valeur de F( s, u) en p, allons l'o en p, puis de ^ en p le long du bord négatif
F(p)=F(p}+ /■ nz.u)dz.
Dans la figure, le point P^ est supposé si Il l'on a tracé un chemin allant de Pg en 0
•lefeuillel supérieur, 1 franchir de cou-
tre. Mais les deux intégrales / /(ï, u)rfs et / /(z, u')dz sont
{gales, car a diffère infiniment peu de p, X de p, et les themins d'intégration de a A î. et de fl à p dilTèrcni infiniment peu ; enlîu,
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la fonction rationnelle prend les mêmes valeurs aux deux bords de la coupure. Les intégrales sont donc composées identiquement des mêmes éléments, et Ton a
Gomme X et p sont deux points quelconques en face Tun de Tautre sur la coupure ai, la différence FÇk) — F(p) est constante tout le long de a^j depuis a, p jusqu'en v, S. Cette différence constante, que nous appellerons A, , est le module de périodicité de l'intégrale F(z^u) le long de la coupure a|. Pour calculer effectivement cette constante A|, remarquons que F(a) étant la valeur de l'intégrale en a le long du chemin figuré Po», pour avoir F( j3), il suffit de prendre l'intégrale de P© en a sur le chemin précédent, puis de a en p le long du bord interne de la coupure b^. Donc la différence* F (a) — F(P) est la valeur de l'intégrale
/(^, u) dz prise de P en a le long du bord interne de b^ ; le
module de périodicité Ai est donc la valeur de l'intégrale prise sur une petite courbe fermée tracée dans le feuillet inférieur de la surface et entourant les deux points de ramification e^ et e^ {fig* 53); cette petite courbe fermée peut être supposée placée
Fig. 53.
en (7 infiniment près de la ligne de passage Cy e^, car les valeurs de rintégrale le long de deux courbes fermées quelconques C et G', entourant les deux points et et ^2 sur le feuillet inférieur de la surface primitive T, et pouvant se réduire l'une à l'autre par continuité sans franchir aucun point de ramification, sont égales entre elles. Cela résulte de ce que, dans l'aire comprise entre les courbes C et C, la fonction /(;5,w) est uniforme et a ses résidus tous nuls.
De même, si Ton appelle X et p deux points en face l'un de iPaulre sur les deux bords d'une coupnre quelconque «s, X sur rd positif, p sur le bord négatif, la différence F{X) — F(p) a, ig de cette coupure, une valeur constante A^ égale à rinlé- //(s, m) ds, prise dans le sens positif le long d'une courbe lée entourant les deux points de ramification eij,_t, en, sur le iUel inférieur.
Une coupure telle que ù, est partagée en deux parties par le lint d'insertion ye de la coupure Cj et le point d'insertion a^Y° Oi {/îg- 5^). Nous appellerons provisoirement ces deux parties eti,. En vertu du raisonnement précédent, sur la portion b\, la dilTérence F().} — F(p) est une constante B', et sur la partie b\ ane constante B'j ; enfin sur c-j celte même différence est une constante Cl- Nous allons démontrer que
En efTet, le point de croisement des coupures ((| et b, donne
S points a et ^, yet^ sont en face l'un de l'autre sur les bords ! a„ K et Y sii* le bord positif, ^ et S sur le bord négatif. De lérae Y et x, étant en face sur les bords de b], on a
luis ^ et ^ sur les bords de b\, on a
lietranchant ces deui dernières équations memlire à membre,
jualion dont le premier membre est nul en vertu des rclaons (3), Donc B, = R\ ; nous appellerons alors B, lavaleurcomlune de ces deux quantités, c'est-à-dire la différence constante '(),) — F(p) tout le long de b, ; B, est le module de périodicité e l'intégrale le long de b,. Pour calculer effectivement B,, on
remarque que B, ouF(y) — F(a) est égal à l'inlégrale j/{z,ti\ dz prise sur le bord extérieur de la coupure n, de a à y, c'est-ù-dirc dans le sens indiqué par la flèche. Donc B, est la valeur de l'inlégrale prise, dans le sens négatif, sur une courbe fermée enlourant les deux points de ramification €,, Cj^+t et tracée sur les mêmes feuillets que la coupure (7,.
Enlin le module de périodicité C^ le long de c, est nul. On peut le voir d'une première fa^on en prenant le point de croisement EyT| des coupures b, et Cj qui donne
Retranchant les deux premières équations membre à mcmlirr, on trouve immédiatement que Cj est nul. C'est ce qu'on peut aussi voir directement, car Cj ou F('^) — F(£) est égal à l'intégrale i f{^, ti)dz prise de £ en y_ le long du contour suivant {Jig. 52): efi', S {bord extérieur de b,), ôp3 (bord intérieur de «,). pT|Ot {bord intérieur de ù,), aXy (bord extérieur de «,), enfin ffi^y^bord extérieur de b,). Cette intégrale est nulle, car, dans le chemin d'intégration que nous venons d'indiquer, les bords opposés des deux coupures ^i et bi sont parcourus en sens contraire, et comme /(;, u) prend les mêmes valeurs aux points correspondants des deux bords des coupures, les l'iéments de l'intégrale sont deux à deux égaux et de signes contraires. D'après cela, il n'^' a pas de module de périodicité le long de c-i ; l'intégrale abélienne F(s, u) de première ou de seconde espèce prend les mêmes valeurs aux deux bords opposés de Cj, de sorte que, même si l'on supprimait cette portion de coupure appelée c», Tinlégrale F{3, h) resterait uniforme sur la surface T' ainsi modifiée.
Le même raisonnement montre que, sur cbacune des coupures 6a{A'^i, 3, ...,jd), l'intégrale admet un module de périodicité Ba, et que sur chacune des portions de coupures c/,{/i ^^ a, , . .. />) le module de périodicité est nul; B* est égal ù linlégrale / y(-, ti)ds prise dans le sens négatif sur une courbe fermée entourant les points c,, e^, e,. . . . . Ca*_i, ^ap+i.
l.'inlégrale F(z, u), qui est Finti^grale la plus générale, coiiv
posêed'iniégrafes de première el tic s dules de périodicité
inde espèce, a donc 'ip mo-
relatifs respeclivemcDl a
1 portions de coupures
6,, A,, ... , ftp.
Cette intégrale est uniforme sur la surface de Riemann T' rendue simplcmenl connexe par les coupures a*, bi, et ci,. Elle cesserait de l'être si Ton supprimait les coupures, ou, i:e qui revient au même, si l'on permettait au point analytique (^,'() de francbir les coupures. Si nous continuons à appeler F(s, u) la valeur unique que prend l'intégrale en un point (:;, u) quand la variable {z, u) ne franchit i^ucune coupure, la valeur la plus générale que puisse prendre l'intégrale en ce point, quand le point (j, a) peut franchir arbitrairement toutes les coupures, est
ipAj,-^«,B
positifs, négatifs ou nuls. En effet, chaqu franchit une coupure, la difTéreuce entre
es entiers quelconques ; fois que le point {z, u) es valeurs de l'intégrale
f{z,u)dz Cl F{--,tt}
augmente ou diminue du module de périodicité correspondant. Ainsi, par exemple, considérons(y(^. 5o)le chemin Papî.p'X'(3, u) qui franchit les deux coupures «3,^3, enX, p et),',p', avant d'arriver au point {z, u).
L'intégrale prise de V^ en p estF(p) puisque la limite inférieure est au point ?„ par hypothèse. Prise de p à X elle est nulle, car l'épaisseur de la coupure est infiniment petite. Prise de X à p' l'Ile est F(p') — F().), de p' à ),' elle est nulle ; enfin de ),' <-n {z, u) elle csl F(s, u) — F(X')- La valeur de l'intégrale de l'o en [z, u)
le long du chemin consid«fTé est donc, intégrales partielles ci-dessus,
i l'oit fait la âomrae des
c'est-à-dire car, sur a-i, on et, sur o,,
F(p)-HF(p')-F().)-^F(i,u F(=, „)-A,-A„ F(^)-F{p) = A, F(l') — F(p') = A„
Remarque sur le calcul des modules de périodicité. — Nous avons vu qu'un module de périodicité tel que A, est égal à Tînlégrale //(=, ii)dz prise, dans le sens positif, sur une courbe fermée C quelconque parlant d'un point du feuillet inférieur et entourant une fois les deux points de ramification c, el e^ {fig- 53). On peut, en particulier, donner à cette courbe la forme suivante. Partant du point O du feuillet inférieur, on suit d'abord un chemin rectiligne 0/ jusqu'en un point / infiniment voisin de e,, puis tin décrit un cercle infiniment petit t, 'autour de e, , on revient lie l en O, on décrit un second chemin rectiligne O m, allant de O (feuillet supérieur) en un point m infiniment voisin de ^j, un cercle infiniment petit 17^ autour de «2 d l'on revient de m en O (feuillet inférieur). Chacun des chemins 0^o-| ^O, Omo-a/nO s'appelle un lacet. La période A, est donc la somme des valeurs de l'intégrale prise sur les deux lacets relatifs aux points <?, et ej de la manière indiquée. Chaque période A( s'exprime, de la même façon, par la somme des valeurs de l'intégrale sur les lacets relatifs aux deux points de ramification entourés parla coupure b/,. Quant aux périodes It(, B^, ..., B^, elles s'expriment, la première B| parla somme des valeurs de l'intégrale prise dans le sens négatif sur les lacets relatifs aux poîuls (.■, , C^p^i , la deuxième Bg par la somme des valeurs de l'intégrale prise dans le sens négatif sur les lacets relatifs aux points e\, e^, fij, ea^+i, .- -- On a représenté dans la Jîg. 53 les lacets relatifs aux points e^ , e^, e^, ^sp+i ; pour avoir Bj, il faut faire décrire au point (;, u) la succession de ces lacets en commençant, par exemple, par le lacet ej^^., qitidoît âtre parcouru dans le sens négatif (sens de la flèche) en partant du point O du feuillet inférieur; après le lacet Cap+i viendra c„
puis Ci, puis e, ; cela rësulie de ccq^u'une courbe fermi':c entourant les points P), Cj, fi, Cap^t, comme le bord de la coupure dj, peut, par déformation continue, Ctre amenée à l'ensemble de ces Llacets successifs. Celte manière de calculer les modules de pério- ■dicilé permet de comparer les résultats delà mélhodc de Riemann n ceux que donnent les méthodes de Cauchj {voir Bbiot, Fonc- Wtions abéliennes, Chapitre VI i.
6-i. Dans tout ce qui suil, nous étudierons l'iulégrale F(s, u) surface de Riemann simplement connexe T' : F(s, u) est [alors une fonction uniforme de (s, h) avec ip modules de pério- Bidicité. En particulier, toute intégrale abéliennc de première Kou de seconde espèce admet ainsi a/> modules de périodicité. [Nous allons étudier séparément ces deux sortes d'intégrales; mais auparavant nous traiterons un exemple, en appliquant ce qui précède aux intégrales elliptiques de première et de seconde .espèce.
Considérons la relation algébrique
loù k est une quantité Imaginaire quelconque. Nous avons actuellement quatre points de ramification +1, —1, H-t> — t fig. 54)- Nous conviendrons que, dans le feuillet supérieur, on ail K»ur 3^0, (( = I , et que les deux feuillets se raccordent le long les Uguesde passage suivantes : la ligne droite Ljoignanl les points I, Cl la ligne courbe IV joignant les points -f- ,1 —j' I coupure b entoure entièrement les deux points + 1 et — 1 let supérieur; la coupure a part du point v^ du bord Citerne de b, traverse L', tourne dans le feuillet inférieur autour i points 4- T et -i- i , traverse la lîgne de passage L et revient kboutir an point «p en face de -^3. Nous supposerons le point O, R(o, ■) placé sur le bord positif de cette coupure b. Ici/^^i [T(figure analogue aa^Jig. /Jo et 4i)' Il J a deux modules de pério- P dicité pour chaque intégrale de première ou de seconde espèce f correspondant à la relation algébrique considérée, c'est-à-dire
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pour chaque intégrale elliptique de première ou de seconde espèce F{z^ w)= f f{2j u) é/^, /étant rationnel. Soient A et B ces deux
Fig. 54.
modules de périodicité le long des coupures a et 6, dont les bords positifs sont marqués des signes +. On a
A est donc l'intégrale elliptique considérée, prise de 8 en y le long du bord externe de 6, ou plus généralement prise dans le sens négatif sur une courbe fermée quelconque entourant les deux points -h I et — i dans le feuillet supérieur. On peut, en particulier, réduire cette courbe à une ligne C infiniment peu différente de la droite — i 4- i, ou à cette droite elle-même parcourue de — I en -+- 1 dans le feuillet supérieur, puis de 4- i à — i dans le feuillet inférieur.
La période B étant égale à F(P) — F(y) est égale à l'intégrale prise de Y en p le long du bord externe de la coupure «, et, par conséquent, à l'intégrale prise dans le sens négatif sur une courbe
fermée quelconque entourant les deux points -+- i et -H ^ > et, en particulier, le long d'une courbe fermée infiniment voisine du segment de droite -H ' + t parcouru de i à t dans le feuillet supérieur, de t à i. dans le feuillet inférieur.
CONNEXION DES SLHFACE3 A DKUX KEUli.t.l^TS. I
Prenons, pnr exemple, l'inlégralc de première espèce Appelons, avec Jacobi, )v et iK' les deux inlégrales
irises dans l<- fciiillcL supérieur, la première sutvanl le segment Tcctiligne de oâ i , la deuxième suivant le segment ■ à t • L'intégrale
I —, prise de — i à + i dans le feuillet supérieur, est égale à aK; si on la prenait de — i à -H i dans le feuillet inférieur, elle serait — 2 K, car les valeurs de u seraient égales et de signes con- Iraires aux précédentes ; donc la même intégrale prise de + 1 à I dans le feuillet inférieur est aK et la période A le long de a est iK.. De même, la période B le long de 6 est 3iK', car l'intégrale de T ù I, dans le feuillet inférieur, égale l'intégrale de 1 à t
^ans le feuillet supérieur.
Prenons encore l'intégrale appelée par Legendre intégrale de seconde espèce,
|tii est partout finie à distance finie. E'our des valeurs très grandes le 3, on a, dans l'un des feuillets,
Dans le domaine du point x dans Tun des feuillets, Z(-, m) esl loue de la forme
Dan« le domaine du point ce, dans l'autre feuillet, on aurait un léveloppement de même forme, obtenu en changeant la valeur de
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la conslante et le signe de tous les coefficients. L^intégrale Z(z^ u) est donc bien de seconde espèce d'après nos dénominations; elle a pour pôles simples les deux points à l'infini dans les deux feuillets. Si l'on pose avec Legendre
les intégrales étant rectilignes dans le feuillet supérieur, on voit, comme plus haut, que les modules de périodicité de l'intégrale Z, le long des coupures a et 6, sont
A'=4J, B' = 2iT.
Remarque. — La courbe C est composée d'une suite de deux lacets; la courbe G entourant les points i et t peut être remplacée aussi par deux lacets partant de O et entourant successivement les points i et t :» comme on l'a montré dans la Jig. 53 pour la courbe C entourant les points ei et 62 de cette figure.
65. Si F{zj u) et F'{zy u) désignent deux intégrales abéliennes composées comme les précédentes à l'aide d'intégrales de première et de seconde espèce, la valeur de l'intégrale
\^ fF{z,u)d¥'{z,u),
prise dans le sens positif sur le contour de la surface T' de Riemann, a une forme remarquable. Le contour de la surface T' est formé par l'ensemble des bords des coupures. Appelons Aa, B^ les modules de périodicité de l'intégrale F, A'^^ et B\ ceux de F' le long des coupures a^ ci b^] nous allons démontrer que l'intégrale I a pour valeur
I = AiB'i - B, A'i H- AjB'j - BjA; -h. . .-i- ApB;,- Bp A'^.
En effet, évaluons, dans l'intégrale I, les éléments provenant des deux bords des différentes coupures. Prenons d'abord la coupure ai, X un point du bord positif, p le point situé en face sur le
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bord négatit. Dans la somme d'éléments I, la partie provenant du bord positif de la coupure a^ est (Jig. 62)
f F(X)rfF'(X),
F(X) et F'()w) désignant les valeurs de F et F' au point )», car le point X se déplace de a à y; la partie provenant du bord négatif est de même
car, lorsque z parcourt le système des coupures, sur le bord négatif il se déplace de 0 en (3 dans le sens indiqué par la flèche. La somme de ces deux intégral es es t, en intervertissant les limites de la seconde,
f FiDdra)- f F{p)dF'{p).
Jet t/a
Maintenant, comme la coupure a une largeur infiniment petite, pour faire varier X de a à y, il suffît de faire varier p qui est en face de ^ à S ; on a de plus
F'(X) = F(p)-+-A;, F(X):-F(p)-f-An ./F'(X)-rfF'(p);
donc la somme ci-dessus devient
rV(P)-+-Ai]^F'(P)- r F(p)e/F(p).
c'est-à-dire, en réduisant,
Aiy''rfF(p) = A,[F'(o)-F'(P)].
Mais cette dernière différence F'(ô) — F'(p) est la différence des valeurs de F' aux bords positif et négatif de b^ ; c'est donc B',, et la somme des deux intégrales est Ai B'^ .
Cherchons de même, dans la somme des éléments I, ceux qui proviennent des deux bords de la coupure b^ : nous allons trou-
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ver — BiA'^. Ed effet, appelons encore A et p les deux points opposés sur les deux bords de 6|, nous aurons, comme précédemment ^ les intégrales
f\a)dF'(\)- f F(p)rfF(p),
sur les deux bordsde b\ . Or
F(X) = F(p)-hB,.
et pour faire varier X de y à 8 il suffit de faire varier p, qui est en face, de a à ^. La somme des deux intégrales est doue
Ç [F(p) + B,]rfF'(p)-/* F(p)rfF'(p),
c'est-à-dire
B. / dF'(p) = B,[F'(P)-F'(a)].
La différence F'(a) — F'(P) est égale à A'^, car a est sur le bord positif, p sur le bord négatif de a\\ donc, l'expression cidessus est
en résumé, la partie de l'intégrale I, provenant des bords des deux
coupures a^ et 6|, est
A,Bi — B,A'i.
De même, la partie provenant des bords des coupures a%^ h^ est
A,Bi-B,A;, et ainsi de suite.
La partie provenant des bords d'une portion de coupure Ch est nulle; car, sur les deux bords de ca, les fonctions F et F' prennent les mêmes valeurs et les deux bords sont parcourus en sens opposés. Donc, enfin, I est égal à
A,B'i - BiA'i +. . .4- ApB'^ — BpA;,.
Le théorème est démontré.
On après le théoi
saluer autrement celle iclégiale I. En eflet, e de Cauchy, elle esl égale à iv:i mulliplié par
e des résidus de la fonclion
KSar toute la surface de Riemann. En égalant ces deux valeurs de Tl'intégrale I, on a une relation de la plus hauic importance entre ■les périodes.
67. Celte relation, que nous n'écrirons pas ici pour le cas géfnérai, prend une forme particulièrement simple quand F et F' Ktoni deux intégrales abéliennes de première espèce. Alors tous ■^Et résidus de la/onction
uit nuis. Tout d'abord celte fonclion n'a que des points sïngu-
s isolés, car il en esl ainsi de chaque facteur F et j- • De plus,
' comme le premier facteur F est partout Jini puisque c'est une
inté^'rale de première espèce, les seules singularités sont celles
qai proviennent du second facteur. A l'infini, ce second facteur
- esl inûniment petit de l'ordre de 35 ou de (-1 ; il en esl de : du produit et le résidu est nul. Le facteur -t— devient lËQÎ aux points de ramilicalion : au point £,, il devient inlîni — J-. il en est donc de même du produit F -3—, et le
siduest encore nul. Donc tous les résidus sont nuls : l'inlégraie I [l'est aussi, et l'on a entre les modules de périodicité de deux <ntégrales de première espèce la relation
BjA; -
Pour traiter un second exemple où le calcul de l'intégrale I e fait directement, supposons que F(3, u) soil une intégralede « espèce^ et F'(s, u) une intégrale élémentaire de seconde espèce ayant pour seul pôle le point analytique {a, i), avec
l44 CHAPITRB 111.
un résidu égal à i. Nous supposerons (a, b) à distance finie et distinct d'un point de ramification. On a alors, dans le domaine de ce point,
F'(;5, u) = hao-hai(-5 — «) -H. ..,
Z — Cl
où les termes suivant le premier forment une série entière en z — a. Donc, dans le domaine du même point,
clz (v — a)*
D'autre part, l'intégrale de première espèce F est régulière partout : on a dans le domaine du point (a, 6), par la formule de
Taylor,
oii/{Zj u) désigne la dérivée de F(z, u) par rapport à z, de sorte que
F(z, u)= j f{z, u)dz\
/{z^ u) est donc la fonction rationnelle de z et u dont l'intégration fournit l'intégrale de première espèce considérée. Le déve-
loppement de F(z, u) ~t- au voisinage de (a, 6) est, par conséquent,
Fr^, h) f(rr,h) -; — ' h une série entière;
ce qui montre que le résidu est — /(«, b).
Tous les autres résidus du produit F(5, u) ~>- sont nuls, car,
aux points de ramification et aux points à l'infini, F' se comporte
comme une intégrale de première espèce, de sorte qu'à l'infini
^F' . ^ . . Il . , .«
-^ est infiniment petit comme — ou — et, en un point de ramifi-
cation c/ à distance finie, infini comme . La fonction F —
^z — Ci as
n'ajant qu'un résidu non nul, ^ f{a^ 6), l'intégrale I est égale à — 2Tzif{a, b) et l'on a, entre les modules de périodicité des deux intégrales F(^, u) de première espèce etY'{z^ u) de seconde es-
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Ifïèce avec le pôle simple (h, h 1, la relation
Al B; ~ B,A', -t- A,B', - UiA; 4 . . .-t- ApB), — B,,A;, = — aKi/(a, 6).
Nous n'examinerons pas comment il faut inoctîGer le second I membre quand le pôle Ifi, b) de l'intégrale de seconde espèce se ] trouve en un point dr ramilicatioa ou à l'infioi : on doit alors
calculer le résidu II du produit ^ {s, u) ' niL'tIre dans le second membre, au lieu d
<Iuit2T!/U.
dF'ii
— en ce point cl
:i f{a, b), le pro-
69. De même que le ibéorème de Cauclij , lu formule de Kii- I mannrelalive à l'intégrait' / X(/Y peut ûtret! tendue aune suiface [ i deux feuillets.
Soit ♦(;. h) ^= X -H iV une fonction uniforme du point anal^- I tique (;, II), réguli<':re en tous les points d'une portion simple- I jnent connexe S de la surface de Rjemann, limitée par un con- ■ tour C L'intégrale j XiiY, prise le lon/f du contour Intal V. wdans le sens direct, a une valeur positive.
L'aire S peut s'étendre à l'infini et contenir des puinis de laffiiificatton. S'il en est ainsi, imaginons qu'on délacbo les points ; ramification en entourant cLacun d'eux d'un petit cercle el Kenlevant la portion de ï^urface intérieure à ce petit cercle, el qu'on mléve de même les portions de cette surface extérieure à un ou |dcuK cercles de ra^fons très grands. On déduit ainsi de S une louvelle surface S' située tout entière à distance finie el ne rennermant plus de |)oiat9 de ramification. Cette surface S' peut être pécumposée pardes lignes ausilïaires, en morceaux n'appartenant a seul feuillel, à chacun desquels on peut appliquer la formule de Riemann. En faisant la somme des égalités obtenues, les tortions d'intégrales provenant des lignes auxiliaires se détruisent I l'on voit que riatcgrale / X(/V, prise le long du contour total ije S' dans le sens direct, est égale à l'intégrale double
ff\m^(M
Irtendue à l'aire totale S'. Le c A. ET G.
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contour primitif C et en outre des petites circonrérences qui entourent les points de ramiCcation et des grandes circonférences
que Ton a ajoutées pour limiter S'. Les intégrales / X^Y provenant de ces lignes sont infiniment petites. Par exemple, lorsque (3, li) vient en un point de ramification {ei^ o), le point X -f- A vient en un point A -h B/ à distance finie; au petit cercle décrit autour de ((?/, o) sur la surface de Riemann correspond, sur le plan où l'on représente X -+- /Y, un contour fermé infiniment
petit entourant le point de coordonnées A, B. L'intégrale / X d\
le long du petit cercle est égale à l'aire balayée par le rayon vecteur joignant le point (A, B) au point (X, Y). Donc, la valeur de
l'intégrale / X dY le long du petit contour entourant le point ci est
infiniment petite; on peut la supprimer sans altérer le signe de
l'intégrale totale / X<iY étendue au contour de S'. De même,
quand le point (-3, a) vient en un point à l'infini, le point X h- i\ vient en un point (A, B) à distance finie. Quand (:;, u) décrit sur la sphère un contour fermé infiniment rapproché du point O' ou dans le plan un contour formé d'un ou deux cercles de rayon très grand, le point (X, Y) décrit dans le plan représentatif de X 4- /Y une courbe fermée infiniment petite autour du point
(A, B). La valeur correspondante de l'intégrale / X cA^ est égale à l'aire de cette courbe fermée, elle est donc infiniment petite et sa valeur n'influe pas sur le signe de l'intégrale totale / X iPi étendue à
tout le contour de S'. L'intégrale / XrfY étendue au contour prlmitif ne diflerant de / X^Y, étendue au contour auxiliaire, que
par des intégrales infiniment petites, ces deux intégrales ont le même signe, et le théorème est démontré.
70. Faisons l'application de ce théorème aux intégrales abétiennes de première espèce. Soit F(5, u) une intégrale abélienne de première espèce ; c'est, sur la surface simplement connexe T' limitée par les bords du système de coupures «a, 6^5 c/t une
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fonction partout régulière. Si donc on j30se
rintégrale
/XdY
étendue au contour de la surface de Riemann tout entière T', c'està-dire prise le long des bords des coupures, est positive. Soient
A A- = «Ar H- ta A-, ^k = Pat -+- i^'k
les modules de périodicité de F(^, u) sur les coupures «a? ^a, en mettant en évidence les parties réelles et imaginaires. Alors, sur les deux bords X et p d'une coupure a^, on a
F(X)-F(p) = Aa-, c'est-à-dire
en appelant X(X), Y( a), ... les valeurs de X et Y au point )., —
On a donc
de même sur les bords de 6a,
Sur les bords des portions de coupures q, ces différences sont nulles. D'après cela, l'intégrale
i = XdY
prise dans le sens positif le long des bords des coupures a pour valeur
J = ai p; - Pia'i -+- %i p; - pî»; -i-. . .+ a,,p'^ — p^a),;
c'est ce qu'on voit en répétant identiquement le raisonnement du n° 65 qui nous a donné la valeur de l'intégrale
avec les conditions
fF(z,u)dF'iz, u),
F(X) - F(p) = A)t, F'(X) - P(p) = Ai
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sur les coupures «^t, et
F(X)-F(p) = Ba., F'(X)-r(p) = Bi
sur les coupures bk, les mêmes différences étant nulles sur Ch-
Doue, pour une intégrale quelconque de première espèce, la quantité J est positive. Il est, en particulier, impossible que toules les quantités oLi, aj, ..., a^, a,. ..., a^ soient nulles en même temps, c'est-à-dire que A|, A2. .... A^ soient tous nuls. On peut faire la même remarque pour Bi, Bo, . . ., B^.
Par exemple, pour l'intégrale elliptique de première espèce que nous avons considérée au n® 64, les deux modules de périodicité correspondant aux deux coupures a et b (p =: i) sont
On a alors
K' ce qui démontre que, dans le rapport —, la partie réelle est positive; on a, en effet,
K "'' la — a' ~^ a^-r-a'^
71. Intégrales normales de première espèce,, — Nous avons trouvé qu'il existe p intégrales de première espèce linéairement indépendantes
Nous appellerons
Axrl, Aa2^ .-., ^^A/M ^kU ^kiy • • • » ^Ap
les modules de périodicité de iv^ le long des coupures ût, , a.., .... ap et bij b^j • • • , bp.
Posons, en désignant par k un des nombres 1, a, ,..,/> :
A,, Xo, . . . , X^ étant des constantes. La fonction sv^^^ est aussi une
inlégrale de première espèce : ses modules de périodicité, que nous appellerons
^kU «A2, •••. dkp,
sont donnés par les équations
^k\ = Al Ail -i- ^2^21 ~f • • • -r- ^^pXpiy ^kt = ^1 Au -+- A2AJJ - ... -h ApApij
Cljkp=^ Al AipH- Az^lp-^ • • •
• ApApp,
^xi ~ ^iBii -h XjBji
1 A,,Bpi,
6^2 — AiBjs •+• A2B12 -f- . . .
■ ' Ay,By,2,
^kp^^ Al Bip -h A2B2P4- ...-+- ApSpp.
Tout d'abord, le déterminant des modules de périodicité A^ a
An, A21, A12, A22,
Ain, A
2yj)
J^pl A/,2
App
est différent de zéro. En effet, s'il était nul, on pourrait déterminer les constantes Xi, X2, . . . , X^ de telle façon que les modules de périodicité a^i , 0^2? • • • ? «a/> donnés par (4) fussent tous nuls à la/ois. Car on aurait, pour déterminer les constantes X,p équations linéaires et homogènes à p inconnues, le déterminant des coefficients étant nul : on aurait au moins un système de valeurs des X non nulles toutes à la fois. Mais alors la fonction wp^*^ (^, u) serait une intégrale de première espèce pour laquelle tous les modules de périodicité relatifs aux coupures ai , «t, . , .^ap seraient nuls, ce qui est impossible, comme nous l'avons vu à la fin du numéro précédent.
Le déterminant A n'étant pas nul, nous déterminerons les X en écrivant que, dans l'intégrale wp^*^, tous les modules de périodicité relatifs aux coupures a sont nuls, excepté celui qui se rapporte à la coupure ak et que nous ferons égal à 2Tzi,
^kh = o,
akk = 2 ir t ,
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Nous aurons ainsi, pour déterminer î^^, As, . . . , X^,, un système de p équations linéaires à p inconnues, le déterminant des coefficients étant différent de zéro; nous trouverons pour les X un seul système de valeurs. L'intégrale (v^*^(-3,a), ainsi déterminée, est une intégrale normale de première espèce. Comme l'entier k a une quelconque des valeurs 1,2,...,/?, nous formerons de cette manière p intégrales normales de première espèce
pour lesquelles tous les modules de périodicité relatifs aux coupures a sont nuls, excepté :
Pour wtt) le module «n = 2iti,
Pour w^'^ » ai2 = airt\
Pour w^^^ » ctkk^= it^if
Pour w^/'' >• . app = 2it t.
Les intégrales w^^\ w^'^\ ..., w^p^ ainsi formées sont encore linéairement indépendantes, car s'il y avait entre elles une relation linéaire à coefficients constants [jl|, (Jia, . . . , [jl;, de la forme
[Il w^*^ H- fjijw»^*^ H- ... -H (JLptvty») = const.,
tous les modules de périodicité du premier membre seraient nuls. Or le module de périodicité du premier membre sur la coupure a^ est 2 [Al iif, car le module de (v^*^ est 2 Tzi et ceux de w^^^j . . . , iv^P^ sont nuls. On aurait donc [jl| = o. De même, en écrivant que les autres modules de périodicité sur les coupures a2, ••.,a^ sont nuls, on aurait
|ij = o, fis = o, . . . , fip = o.
Il n'y a donc pas de relation de la forme supposée et les ivf*> sont linéairement indépendantes.
72. Les intégrales normales ainsi formées admettent le long des coupures fe< , i^, . . . , 6^, des modules de périodicité, qui sont, pour l'intégrale (v^*^, 6^1, 6*2? • • • ? bkp- Ces modules de périodicité étant
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rangés en un tableau dans lequel les différentes lignes sont respectivement les modules de iv^^\ w^^K . . . , w^p^
^pli ^p2' • • ' 1 ^pp
forment un déterminant symétrique : c'est-à-dire que Ton a
àhk = àkh-
Pour démontrer cette importante propriété, appliquons aux deux intégrales w^^"^ et (v^*^ la relation générale établie au n° 67 entre les modules de périodicité de deux intégrales de première espèce F et F'
AjB; — BiA'i-f-A,B'i — BjA; -4- ... -h ApB;, — BpA;, = o.
Nous aurons, d'après les notations actuelles, (6) ah\bk\ — à/iiaki -+-a^2^A-2 —bh^aki -+-•-. -^cihpàkp — bhpakp = o;
mais tous les modules a sont nuls,, excepté ceux qui ont les deux mêmes indices akk et Uhht qui sont tous deux égaux à 2Tr/. Il ne subsiste donc dans la relation (6) que les deux termes suivants :
^hh^kh — hhkO'kk = O
et, comme
«A/i = (^kk = ar/, il reste
hhk = ^kh , ce qu'il fallait démontrer.
73. Comme résumé de ce qui précède, formons le tableau des modules de périodicité des intégrales normales de première espèce. En vue de la suite, il est plus commode de mettre en évidence dans les modules de périodicité bhk un facteur 2 en
posant
bhk = 2a/tA ;
la condition bhk=^f^kh entraîne alors évidemment çihk=-^kh'
TABLEAU DES PERIODES
it
•2 Tt l/- - I
avec la condition a^^t = oL/f/i.
7i. Voici une dernière propriété des modules de périodicité relatifs aux coupures b»
Le déterminant
^11 » «lîî • • • « ^ip
^11 1 3tîî ,
^/»l» -^/iS»
est le discriminant de la forme quadratique
2aij/Wim2--.
Séparons, dans les modules de périodicité, la partie réelle et le coefficient de y/ — i
et posons
^hk=-- ^hk-^^U\/ '
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nous avons
îp(mi, . . ., ûip) et ^(/«i, . . ., nip) élant des formes quadratiques à coeflîcients réels. Attribuons aux indéterminées mi, /Wj, ..., m^, des valeurs réelles et appliquons la formule de Riemann (n" 70)
àTinlégrale de première espèce
On a ici, en mettant en évidence les parties réelles et imaginaires (les modules de périodicité de W,
«v = o , oLy =-= 1 niy ir ,
et la formule de Riemann devient
La forme quadratique cp(mi, .... nip) est donc négative pour toutes les valeurs réelles des indéterminées mi, rrio, . . . , nip. C'est une forme définie et négative.
Celte propriété, qui est la généralisation évidente de la propriété rappelée plus haut pour le rapport des périodes de l'intégrale elliptique de première espèce, est fondamentale pour Finversion. Pour le moment, nous en déduirons seulement la remarque suivante. Il peut se faire que les ip périodes de quelques-unes ^^s intégrales de première espèce se ramènent à un moindre nombre; mais cela ne peut avoir lieu en même temps pour les %p systèmes de périodes simultanées des p intégrales de première espèce. En d'autres termes, il est impossible d'avoir, entre les
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Àp périodes A|, A2, . . . , A^, B|, . . . , B^, de chaque intégrale de première espèce, une relation de la forme
mi Al -h ... -h nipXp -h /Il Bi -4- ... -4- Hphp = o,
m<, .,.^mp, ni,,,,^np étant des nombres entiers, la relation devant être la même avec les mêmes entiers pour toutes les intégrales de première espèce. En effet, s'il existait une pareille relation, on aurait en particulier pour l'intégrale normale iv^*^(5, u)
ou, en prenant la partie réelle.
do 2/iia/,| -4-2/ija/4j -4- . . . -t-a/ipa/jp = -~- = o.
àn/t
On aurait pareillement
dn^ à/ip
et par suite ©(/i| , . . . , np) = o, ce qui est impossible.
73. Intégrales normales de deuxième espèce. — Soit 2J(;;, u ; a, b) une intégrale élémentaire de deuxième espèce avec le seul pôle simple (a, 6) de résidu i . Soient A| , A2 , . . . , A^ ; B| , B2, . . ., Bp ses modules de périodicité. L'intégrale
Z = Ç(z, m; a, 6) -t- vi«'(i'-4- vjwf»^ . . ,-^-^pW^P^
est encore de deuxième espèce, quels que soient les coefficients constants V|, V2, . .., v^,. Nous déterminerons ces coefficients en écrivant que les modules de périodicité de Z le long des coupures a sont tous nuls. Nous aurons ainsi
Ai-4- 2Vi7ri = o, Aj-4- aVîTTt = o, ...,
car le long de a^ le module de périodicité de Z est A| -f- 2V|7ri, celui de w^^^ étant 27r« et ceux de w^^\ ..., iv^P"^ étant nuls. L'intégrale Z , ainsi formée , a le long des coupures b^ , />2, •••1 bp des modules de périodicité B^, Bg, ..., B' , les modules A',, ..., A' étant tous nuls : c'est l'intégrale normale de
deuxième espèce. Les modules de ptriodicilé B',, intégrale ont des valeurs remarquables que l'oi il suit.
Assoeions celte inti?grale / à Pintrgrale ttpèce
... B' (je celle Irouvc comme
appliquons il ces deux intégrales ta relation du n°(>S, établie »ur une intégrale quelconque de première espèce et une în- Sgralc élémentaire quelconque de deuxième espèce. Cette relawa est
iT:/(a,b),
f(rt, b) étant U valeur que prend la dérivée de l'intégrale de premii^re espèce considérée au pâle {ft,b) del'inlégrale de deuxième espèce, valeur qui, dans la notation acluelle , est o*{a, b). \a relation (^) se simplifie beaucoup, car : i° les modules de
périodicité A',, A!,, A' de Z sont tous nuls; a" les modules de
périodicité A,, A-, . . . , Ap de rintégralo normale u''*' sont tous nais, excepté A* ou a^, qui est égal à -f-t^i. 11 ne reste donc qu'un terme AjtB'jt dans le premier membre de (7), et Ton a
r J'où, comme Aa ^= ait:,
-ça(«, 61.
\in3i, pour l'intégrale non
I Jules de pérîodicilé relatifs a
Haiifs aux coupures b sont n
lale de deuxième espèce, les mo- IX coupures a sont nuis, et ceux îpectîvemcnt
?,(a,ii,
-Op{«,i,.
Nous avons supposé que (a, A) n'est pas un poist de ra liiin, ni un pointa l'infini. S'il en était autrement, il faudr:
liCca- I dans
le ivcond membre de la formule (7) remplacer vii,{a,b) par le
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résidu du produit
dZ{z,u)
iv^/^^z, u)
az
au point (a, b).
Il est intéressant de remarquer que les modules de périodicité de rintégrale normale Z de deuxième espèce sont des fonctions rationnelles de (a, b) : cela résulte de l'expression même que nous venons de trouver pour ces modules de périodicité. On peut s'en rendre compte a priori en se rappelant que l'intégrale élémentaire de deuxième espèce, ^ étant une fonction rationnelle de (a, b)j comme nous l'avons vérifié (n° 46), ses modules de périodicité, qui sont les difierences des valeurs de l'intégrale aux deux bords d'une coupure, sont des fonctions rationnelles de (a, 6). Les coefficients V|, V2, ..., v^:,, définis plus haut, sont donc aussi rationnels en (a, b) et, par suite, l'intégrale normale Z est une fonction rationnelle de (a, b) et a pour modules de périodicité des fonctions rationnelles de (a, b),
76. Les considérations précédentes ne s'appliqueraient pas sous la même forme aux intégrales hjperelliptiques de troisième espèce, car ces intégrales, à cause de la présence des points singuliers logarithmiques, ne sont pas des fonctions uniformes de leur limite supérieure sur la surface découpée T' de Riemann. Mais elles deviennent des fonctions uniformes de leur limite supérieure si l'on modifie la surface T' de façon à exclure les points critiques logarithmiques. C'est ce que nous allons démontrer en détail pour l'intégrale élémentaire de troisième espèce (n** 33)
f f{z,u)dz.
Cette intégrale est régulière en tous les points de la surface |)rimitivc T de lliemann, excepté aux deux points (a, b) et (a', 6'). Dans le domaine du point («, 6), elle est de la forme
T3(<5, u) — — Iog(^ — a)-^ fonction régulière;
dans le domaine du point (a', fr'), de la forme
w{z,u) = log(5 — a') -4- fonction régulière.
CONNEXION DES SUIIFACES A DEUX FELILLETS.
IJ
Si l'un des points, (a, b) par exemple, coïncide avec un point de ramification e/, il faut remplacer dans la première expression
z — a par ^z — e,; si (a, b) est un point simple à Tinfini, il faut remplacer z — a par -; enfin, si {a, b) est un point de ramification à Tinfini, :; — a par --- Dans tous les cas, d'après les défini-
lions posées précédemment, la fonction rationnelle /(.g, w), dont m (5, u) est l'intégrale, a, sur la surface de Riemann, tous ses résidus nuls, excepté les résidus relatifs aux points (a, b) et (a', 6'), qui sont respectivement — 1 et -+- i • La valeur de l'intégrale
//(c, u)dz.
prise dans le sens positif sur la limite du domaine du point {a^ 6),
est égale à — 2'nf, et, sur la limite du domaine du point (a', fr'),
L'intégrale ts[z^ u) n'est pas une fonction uniforme de {z^ u)
sur la surface de Riemann T', rendue simplement connexe par les coupures a^, 6a, q. Pour obtenir une surface sur laquelle elle soit uniforme, il faut transformer la surface T' par le procédé suivant.
Marquons sur la surface de Riemann {Jig^ 55) les points (ct^b) el(a', 6') que nous supposons pour fixer les idées dans le feuillet supérieur en des points ordinaires. Partons d'un point (a, [3) du bord d'une des coupures de T', de Up par exemple, et faisons dans un
Fi g. 55.
feuillet de la surface de Riemann une fente / aboutissant au point (a, fr), sans franchir aucune coupure, puis une nouvelle fente w de (a, fr) à (a', 6'), sans franchir aucune coupure. Dans la fig, 55, nous avons élargi cette fente dans le voisinage des
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points (a, b) et (a' y 6'), de façon que ses bords prennent la forme de deux petites circonférences o- et cr' de centres (<2, b) et (a', b'); mais il est supposé que la largeur de la fente et les rayons de o* et y sont infiniment petits. Comme nous Tavons fait précédemmeni. pour les coupures, nous distinguerons le bord positif et le bord négatif de cette fente l-\- m. Soient 0 et x les points où les bords du petit cercle o-' rencontrent les bords de la fente m : nous choisirons les bords positifs et négatifs de m de telle manière qu'un mobile parcourant la circonférence o-' dans le sens positif autour de (a', t') (sens contraire de la flèche) conduise du bord négatif de m au bord positif. Le bord négatif est donc celui qui aboutit en X, le bord positif celui qui aboutit en 0. Le bord négatif de la fente m + / se prolonge ensuite, par continuité, de x jusqu'en p, et le bord positif de 0 en a. On a marqué du signe H- et de la lettre "k le bord positif, la lettre p étant mise en face de A sur le bord négatif.
Désignons par T" la nouvelle surface de Riemann déduite de la surface T', en ajoutant au système de coupures a^, 6a, ^à la fente /-f- m, qui n'est qu'un prolongement du bord positif de la coupure Up. Le contour de celte surface simplement connexe T'' est formé parles bords des coupures afc, 6a, Ch et de la fente /-t- m. Si un mobile décrit le contour de cette surface T'' dans le sens positif (aire enveloppée à gauche), il parcourt les bords des coupures ^a, 6a, ca, comme dans la Jig, 5o, avec cette seule différence que, lorsqu'il arrive en a sur le bord positif de la coupure ctp (/Ig' 55), au lieu d'aller directement en p et de continuer, il va de a en o, e, 6, le long de la fente / -+- m, puis revient par Œ, y,, T|, Y jusqu'en [i, d'où il continue son mouvement comme auparavant.
Revenons maintenant à l'intégrale
r:,V'(-.'0= f^^"\f(z,u)dz.
Sur la surface simplement connexe T", la fonction rationnelle /(^, u) est uniforme et n'a que des résidus tous nuls, car la fente l -f- m a précisément supprimé les seuls points (a, b) et (a', b')j où les résidus n'étaient pas nuls. L'intégrale tj3(Zj u) est donc une fonction uniforme du point analytique (z, u) sur la
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surface T'' de Riemann. Si Ton compare les valeurs qu'elle prend aux points correspondanls des deux bords d'une coupure, on trouve, en répétant identiquement ce qui a été dit au n° 63 pour les intégrales de première et de deuxième espèce, les résultais suivants. La différence rsO,) — tjs(q) a une valeur constante le long de chacune des coupures a^, b^^ c^ et des fentes / et m.
On a
Le long de a^, ^(À) — tff(p) — rX>k )
Le long de bk, ts{X) — xnîp) — llij^ )
Le long de c/i, t3(X ) — i5j(p) — o;
Le long de /, w{l) — Tïj(p) — ^;
Le long de /7i, TiT(X) — TJT(p) = On.
Les constantes dlo^, iH>a sont les modules de périodicité de Tiiilégrale de troisième espèce w sur les coupures a^ et b^. Nous allons déterminer les valeurs des constantes ^ et OR, et montrer que
^= o, Ole = iT.i.
En effet, commençons par OÏL; cette constante est la valeur de la différence w(a) — ^(p) 'e long de la fente m : on a donc en particulier
ce qui montre que OTl est la valeur de l'intégrale 1 /{z. ff)ciz,
prise de X en 6 le long d'un contour quelconque ne franchissant aucune fente ni coupure, par exemple le long du cercle c/ dans le sens positif autour de (a', b') (sens contraire de la flèche sur la fig.io). Or cette intégrale est égale à 27ui multiplié parle résidu de/(:;, u) au point (a', b'), qui est i. Donc OPo est bien ^galà 2t:/. On a ensuite
^rr T!t(0) — to(v);
■(Lesidonc la valeur de l'intégrale / /{z, u)dzy prise dey en o sur
^^ contour quelconque C, ne franchissant aucune coupure ni *CDle, par exemple sur le contour yTYixtf'Oeo'o : le contour doit être regardé comme fermé, car o est infiniment voisin de y. D'après le théorème de Cauchy, cette intégrale est égale à ir.i
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multiplié par la somme des résidus de f{z^ u) relatifs aux pôles situés dans le contour d'intégration que nous venons d'indi- (jucr : les deux seuls pôles situés dans ce contour sont les pôles (rt, b)^ {a\ b') avec les résidus — i et 4- i dont la somme est nulle. Donc S^ est bien nul.
On peut donc dire que l'intégrale élémentaire de troisième espèce admet ip -i- i modules de périodicité,
tl)i, clos "^p sur les coupures a/c\
iTzi sur la fente m.
Si Ton supprimait le système des coupures et des fentes, l'intéi^rale to(3, u) ne serait plus une fonction uniforme de {z^ u) sur la surface ï de lliemann. Elle prendrait en chaque point (:?, u) une infinité de valeurs qui se déduisent toutes de Tune d'elles par l'addition et la soustraction des ?./>-hi modules de périodicité. Ainsi, Tune des valeurs étant ra, (:;, //), la valeur la plus générale de l'intégrale sera
+ /Il 1)^1 -+- n^'\S\)i-T- .,.-{- /ip lil);, H- 2/17:1,
//ii, ni^t . • .? t^ip^ ^1, /i2, • • -î f^pi f^ étant des entiers quelconques positifs, négatifs ou nuls. C'est ce qu'on voit, comme précédemment, pour les intégrales de première et de deuxième espèce (u"63).
Nous avons fait la figure en supposant que les points (a, t), {a\ b') sont des points ordinaires à distance finie. D'après les définitions données du domaine d'un point quelconque de la surface de Hiemann (n"*16-17), on sait comment il faut modifier les cercles T et tf' formant les domaines des points (a, 6), (a', 6'), quand l'un ou l'autre devient un point de ramification ou s'éloigne indéfiniment. Nous avons figuré dans l'angle de la Jig, 55 la nouvelle forme t'^ que devrait prendre a' si le point (a\ b') était un point de ramification ei.
11, Intégrales normales de troisième espèce. — Posons
<:o^NE'(ioN DES sum'ACEs \ oevx kelii.lkts. iGi
, ^, -, ., Xp élanl desconslntites et tv'*', tv'*', . .., n-'P> les iotégrales normales de première espèce. Cette intégrale II est, comme nne intégrale de troisième espèce. Pour olitenir l'intégrale normale de troisième espèce, on détermine les X de telle façon que les modules de périodicité de II le long des coupures o, , 0^. .... ttp •nt nii/s. Le module de périodicité de H le long de rt^ est
celui de ra est A*, elles modules de périodicité de «'", iv'^', .... (t"' sont tons nuls sur at, escepté celui de iv'*', qui est a-r/. On déterminera donc les A par les cuDcIllions
L'intégrale D ainsi obtenue est Vinlégralt^ normale île tioitième espèce avec les deux points singuliers logarillimiques (rt, b) c\.{a'.b').
Cette intégrale admet encore les modules de périodicité suivants :
Sur b^, le module de périodicitii lRi',(, Sur m, le module de périodicité i-i^i,
car, sur les deux bords de m, les intégrales iv'", ir'-', . . . , «''/"' prennetit les mêmes valeurs.
78. Les modules de périodicité ilii'^ ont des expressions remar- 'iiiables. Pour les obtenir, considérons Tintégrale
où tv est une intégrale quelconque de première espèce, i"inlégrale H étant prise dans le sens poslril' sur le contour di- la surface T", contour formé par les bords des coupures a/,, /'/,, Cf, et des lentes / et m. La fonction
est uniforme sur la surface T" el a Lous i les deux facteui's sont uniformes. Le p
résidus nais. En effet, ier est partout fini; le
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deuxième a tous ses résidus nuls, car Tintégrale II ne devient infinie qu'aux deux poinls (a, b) et (a', 6'), qui sont exclus de la
surface T''. Le produit \v -r; a donc bien tous ses résidus nuls,
et l'intégrale H est nulle. Nous allons évaluer directement cette intégrale.
Le contour de T" est formé du contour de T' (bords des coupures akt bhf Ch)^ des bords de la fente /, des bords de la fente m <*t des bords des circonférences a et ^' (Jig- 55). L'intégrale H peut donc être divisée en cinq parties, Tune relative au contour de T', l'autre aux bords de /, la troisième aux bords de //i, les <leux dernières aux circonférences rj et t', et l'on a, en désignant par les indices ï', /, m^ o-, o*' ces cinq parties,
La deuxième de ces intégrales est nulle : en effet, sur les bords de la coupure /, les deux fonctions (v et --p prennent les mêmes valeurs et ces deux bords sont décrits en sens contraire : la somme des éléments relatifs aux deux bords de /, c'est-à-dire la deuxième intégrale, est donc nulle. On voit de même que la troisième de ces intégrales, celle qui est relative aux bords de /?2, est nulle. L'intégrale relative à la circonférence infiniment petite ^ décrite dans le sens positif par rapport à son extérieur T" (sens de la flècbe) est égale à — itù multiplié par le résidu de la fonction intégrée
Kv -ji au point {a\ b') : en effet, cette circonférence V entoure le
domaine du point («', //) et dans ce domaine <v(x;, u) est fini,
-7- admet le seul i)ôle z ^^ a' . Evaluons le résidu de w -r- au dz ^ dz
point (a', b') : on a dans le domaine de ce point
aj, 7.^, . . . étant des constantes, dn I
dz z — a
^o> p\y '" étant des constantes. Dans le produit w -r; > lecoeflî-
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cîent de -;;— — , ou le résidu est donc \v{a' ^ b'). On vérifiera diaprés
les définitions données que en résultat est général et a encore lieu quand (a\ b') est un point de ramification ou un point à distance infinie. L'intégrale
r an ,
/ w -y- az
Jr.' "^
est donc égale à — 'ÀiTAv{a\ b'). De même l'intégrale afieclée de
dz
l'indice Test égale à 2i7rtr(fl?, 6), car le résidu de -r: au point (a, h)
est — I . L'équation (8) nous donne donc
(9) / "'-7- dz — iiT^\w{a\b' ) — cr(rï, ^)]=o
où il ne reste plus qu'à évaluer la première intégrale. Mais le calcul de celte intégrale est identique à celui qui a été fait (n** 65) pour le calcul de l'intégrale appelée I, sauf le changement des intégrales F et F' en w et II. Appelons A^^, B^t les modules de périodicité de fv, cl.)^, Hîi]^ ceux de II le long des coupures au et bk : l'in-
légralo / KV -r dz a pour valeur, en vertu du calcul du 11® 6S,
A, uu; — B, cl/, -f- A j uî/j — B2 cVi, -\-...^.~ Xj, iiî>;, — b,, a.>;, ;
mais, comme H est l'intégrale normale de Iroisième espèce, les modules de périodicité «l/, , ^A.!,, . . ., ^K' sont nuls (n" 77) et la relation (9) s'écrit
( 10) Aflti)', -h A|\ll>2H-. . .-f- A,,!)]»^, — ïi-[ir(a', b' )— a'(a, f^)]=^ o.
Jusqu'à présent nous avons supposé que iv est une intégrale abélienne quelconque de première espèce. Supposons en particulier que ce soit une intégrale normale (v^*^ Alors tous les modules de périodicité A|, A2, ..., A^, de cette intégrale relatifs aux coupures a sont nuls, excepté Aa qui est égal à 27:1', La relation (10) devient donc, en remplaçant iv par af*>,
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formule qui donne enfin la valeur do iil>];.,
1)14 = (v(A)(a', b')-^ ii-^^Ka, 6).
En résumé, les modules de périodicité de Tinlé^rale normale de troisième espèce II^J;/'' sont
Le long de ai, o,
Le long de Oi, i«'^*'(n', i/ ) — «''*'(«, />),
Le long de w utti.
Nous ne poursuivrons pas plus loin, pour le moment, félude particulière des intégrales lijperellipliques. Nous avons voulu seulement développer, sur un exemple simple, la conception de Riemann, avant d'aborder la théorie générale des (onctions algébriques.
FONCTIONS ALGÉBRIQUES O'UNE VARIABLE. l65
LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES D'UNE VARIABLE ET LES SURFACES DE RIEMANN CORRESPONDANTES (»)
Continuité des racines d'une équation algébrique. — Points singuliers. — Méthode de Puiscux. — Surfaces à m feuillets. — Point analytique. — Propriétés générales des fonctions uniformes sur une surface de Riemann.
79. Nous supposons connues les propriétés élémentaires d'un polynôme entier par rapport à une variable w, et en particulier le théorème fondamenlal de la théorie des équations.
Tout polynôme de degré m en Uj à coefficients quelconques,
P(U) = AoM'W-f- AiM'"-' -f-...-f- A,n
est décomposable en un produit de m facteurs linéaires
V{u) = Ao(w — Ux){u — 11%). ,,(11 — Uni)'
Il résulte immédiatement de cette décomposition que la variation de V argument du polynôme P(w), lorsque u décrit le contour d\ine aire dans le sens positif, est égale au produit de ^.tz par le nombre des racines du polynôme comprises dans cette aire, chaque racine étant comptée autant de fois qu'il y a d'unités dans son degré de multiplicité. Car l'argument d'un facteur // — /// revient à sa valeur initiale si le point Ui est à l'extérieur (le l'aire considérée et augmente de 27: si ce point est à l'intérieur de Taire. On suppose cette aire limitée par ime seule courbe.
(*) Auteurs à* consulter : Puiseux, Mémoire sur la théorie des /onctions algébriques {Journal de Liouville, t. XV). — Bhiot et Bouquet, Théorie des fonctions doublement périodiques , Liv. I. — Simart, Thèse de Doctorat. — E. Picard, Traité d'Analyse, t. II.
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Soit F(Cj li) un polynôme entier- à deux variables z cl it, de degré m en u, qui, ordonné par rapport à u, s'écrit
les coefficients Çi(^) étant des polynômes entiers en :;. A une valeur de z, Téquation
fait correspondre m valeurs pour u, à moins que le polynôme cp,;, (^) ne soit nul pour cette valeur particulière de z. Ces m valeurs de u varient en général avec:; d'une manière continue. C'esl ce qui résulte du théorème suivant :
SI pour zr=z a Inéquation (2) a n racines égales à fr, pour une valeur de z voisine de «, elle a n racines voisines de b.
En remplaçant :; par a -\- Zj et u par b -j- //, on est ramené au cas où, pour :; = o, l'équation a n racines nulles. Les polynômes Oo{z)y cp, (::), .... Ofi-\ (:î) sont tous nuls pour c = o, mais 'f«(o) n'est pas nul. L'équation (a) peut s'écrire
en posant
Du point :; = o comme centre, décrivons une circonférence de rayon p laissant à Texlérieur toutes les racines du polynôme o„{z). Soit A une limite inférieure du module de Ç/i(^) et B une limite supérieure du module des polynômes cp„^,(G), . . ., ?/«(:?) lorsque z reste à l'intérieur de ce cercle, de telle sorte que l'on n, lorsque j^l << p,
Si l'on prend pour :; un poijit à l'intérieur de ce cercle et pour u une valeur dont le module /• est inférieur à l'unité, on a
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Ce module | P| sera inférieur à ^ si Ton a
B /' ^ I A I — /• ^2 c'est-à-dire
Choisissons pour /• un nombre aussi pelit que nous le voudrons, satisfaisant à celle inégalité (4). On peut toujours Iroiivcr un autre nombre p' <C p tel que, pour toute valeur de 5 de module inférieur à p', l'équation (2) ait n racines, et n seulement, de module inférieur à r. En effet, soit C une limite supérieure du module des polvnomes '^o> ?i ? • • • 7 'fw-i '^ l'intérieur d'un cercle de rayon p'. On a
IQi<5
tous les polynômes Oq? ?m • • •? ?w-i étant nuls pour ^ = o, on peut trouver un nombre p' assez pelit pour que la limite supérieure C soit un nombre aussi petit qu'on le voudra. Prenons o'' assez petit pour que l'on ait
Les nombres r et p' étant choisis de cette façon, donnons à :; une valeur fixe, de module inférieur à p', et faisons décrire à la variable iij dans le sens direct, le cercle de rayon r ayant pour centre le point // =: o. L'argument de «" augmente de 2/j7r. Quant à l'argument de 1 -h P -h Q, il revient à sa valeur initiale. En effet, d'après la façon dont p' a été choisi, on a, pour toutes ce» valeurs de u,
\P[<h IQKi.
et, par suite, |P-hQ|<i. Figurons par un point M la valeur de i? = I -I- P-f- Q; ce point M décrit une courbe fermée qui est comprise tout entière à l'intérieur d'un cercle de rayon égal à
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I^unité décrit du point r r= i comme centre. Cette courbe ne peut donc contenir Torigine à son intérieur, cl l'argument de ç revient à sa valeur initiale. Par suite, l'argument de F(5, u) augmente de 9smz; l'équation F(;;, u) = o a donc bien n racines de module inférieur à r lorsque le module de z est inférieur à p'.
80. Si, en particulier, l'équation {'2.) a une seule racine égale à b pour z = a, elle admet une seule racine voisine de 6, pour une valeur de z voisine de a.
On peut alors, des points z = a cl u =^ h comme centres, décrire deux cercles C, C| de rayons p' et /• respectivement, tels que pour toute valeur de z comprise à Tintérieur de C l'équation (i) ait une racine et une seule à l'intérieur de Cf Cette racine u est donc une fonction uniforme et continue de z tant que cette variable reste comprise à l'intérieur du cercle C. Pour démontrer que c'est une fonction analytique de z dans ce domaine, il suffit de prouver qu'elle admet une dérivée. Attribuons à z un accroissement \z et soit Aw raccroissement correspondant de //, on a
F (;;-+- A^, u -\- lu ) — F(c, a) — o,
ce qui peut s écrire
fr^F 1 \dF ,1
Tj et r/ tendant vers zéro en même temps que Au et Ac. On en
déduit
du
Nous venons de voir que, lorsque A;: tend vers zéro, il en est de
Aw
même de A//, et, par suite, de r, et de r/; le rapport -— a donc une
limite
du ôz
7h "" ~" 'ùV
Ou
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ialîlé, celle dciivée jidniPl, tomme », m valeurs pour liaque valeur de z; maïs on obtient sans ambiguïté la valeur a'il Tau L prendre, en remplaçant dan s le second membre u par lu icine dont on clierche la dérivée. Tant que la variable s reste ;"i intérieur de C, le dénominaletir — ne pent ^Ire nul, puisque la icîne considérée est racine simple de l'équalron (a). La dérivée !Bt donc elle-même une fonction continue de = dans ce domaine, suit de là qu'à Tinlérieur de C la racine H est dcveloppable par formule de Tavlor
it le ra^on de convergence de celte série esl au moins égal à p', nis peut lui élre supérieur.
De même, si, poiir = = a, l'équation (2) u m racines simples I, 6], , . ., b,„, on peut trouver un cercle C de centre a et de lyon assez petit pour qu'à l'intérieur de ce cercle les m racines >ient des fonctions uniformes et régulières. Les m racines sont lor* représentées par /» développements distincts : on a, par lemplc, pour la racine u,- qui se réduit â b/ au point r =: cr.
ïïH-:-")'-
Ijnqiic.
!â rayons de convergence de ces diirérciites séries soni irai, inégaux.
Nous avoDS ainsi délini un i-li'nienl de fonclrtin ali; mr déGnir celte fonction lorsque la variable z décrit un clic ■elconqiie, un étendra la dérinition de proche en proche. Suptâons que le polvnome F(j, a) soit indécomposable, c'estdire ne soil pas le produit de deux autres polynômes entiers z et H. Alors l'équation V{z, u) =^0 n'aura de racines mul- >)c5 que pour des valeurs de z en nombre fini. On obtiendra s valeurs de z en éliminant a entre les deux équations
irquons dans le plan des z ces valeurs de :;, ainsi que les racines IVquation =>(n{-) = o. On appelle ces points les points singir •is. Cela posé, prenons deux points non singutiers ;„, Z, et nu
chemin L joignant ces deux points et ne passant par aucun poin singulier. Soient f/|, w^, ..., Um les m racines simples de l'équation F(<5o, «) = o ; si Ton part de z^ avec une de ces racines, //| par exemple, la valeur de cette racine sera fixée tout le long du chemin L par la condition de continuité. En un pointai voisin de Zq, l'équation F(\3|, u)=^o admet une seule racine u\ voisine de Ui ; en un point z^ voisin de z^^ l'équation admet une seule racine u\ voisine de u\j et ainsi de suite. On arrive au point Z avec une valeur de u déterminée sans ambiguïté.
Nous devons maintenant étudier l'influence du chemin suivi par la variable. La proposition suivante est fondamentale :
Soit A une aire plane limitée par un seul contour, ne renfermant aucun des points singuliers; si Con va d* un point z^à un autre point Tj par deux chemins contenus tout entiers dans raire A, en prenant la même valeur initiale pour u, on arrive au point Z avec la même valeur finale.
Soient z^mX^ z^nL {Jig» 56) les deux chemins allant de Zq à Z. Joignons les deux points m et /i ; nous formons ainsi deux contours fermés z^mnzo^ nmTjU, Si les deux chemins ZoniX^ ZqhZ ne conduisent pas à la même valeur finale pour w, il y aura au moins un des contours fermés ZoUin Zq^ nniLn qui, décrit tout entier en prenant au point de départ une des racines de l'équation (2), ne ramènera pas celte racine. En effet, on peut remplacer le chemin z^niL |)ar le chemin z^mn -\- nm'L, Supposons qu'en allant du point z^ au point n par les deux chemins z^mn^ z^n on obtienne la même racine //', puis que, parlant du point n avec la racine w', on aille au point Z par les deux chemins /iZ, nmTj^ et qu'on arrive dans les deux cas avec la même valeur pour // ; alors les deux chemins z^mï* et z^nTj sont équivalents. Si donc ces deux chemins n'étaient pas équivalents, il y aurait au moins deux des chemins {z^mn^z^n) el
( n7j, nnil.), qui ne >eruir[iL4]:is non [iliis étjuivalcnls. Supposons,
|iat- exemple, que les deiiv cheiniiis z„mn et =„» ne conduisent
pas h la même valeiii- de » au poinL n. Alors le contour fermé
=o»'"3fl, décrit avec ia valeur initiule ii\ pour «, ne ramrnera pas
t-eltc racine. En décomposant de même le contour :„nni=B en
deuv contours |ilus petits, un de ces contours au moins devra
changer une des racines de Téqualion (5) quand il sera décrîl
tout entier. En continuant ainsi, on a une suite d'nires, tontes
viCâiii prises les unes dans les autres, et, si l'on cboisit convenable-
^klMnt les lignes de division, ces iiires décroissent indélinimenl
^Qans toutes leurs dimensions. Elles ont donc pour limite un
point M, intérieur à A. Par conséquent, si l'on considère un
cercle de rayon aussi petit qu'on le veut, avant son centre en .M,
il devrait toujours exister à l'inlérieui- de ce cercle un contour c.
! ramenant pas à sa valeur initiale une des racines de l'étjita-
LÎon (a). Le point M serait donc nécessairement un pnînt *ini;o-
ier, ce qui est contraire à l'hypotliése.
81. II nous reste à examinerce qui se passe lorsqne la variable tndépendante = tourne anlour d'un de ces points singuliers que lotis avons mis de rolé.
Soil 5 == ti nn point pour lequel l'i'i] nation F(;, ») = o admet me racine (/ = h d'ordre «. En nn point lu, Noisin de u, l'équation iiura n racines voisines de li
\\ la variable z part de z^ et décrit une petite courbe fermée C Btour du point ((, ta fonction ayant la valeur initiale h,, cette foncion reprend -a valeur initiale, ou, comme sa variation ne peut [Ire que très petite, sa valeur finale est une des autres valeurs de [ qui, pour z = Za, sont voisines de h. Dans le premier cas, la Bcine u, est une fonction uniforme de - dans le voisinage de
3, développable eu une série procédant suivant les puissances ntîèrcset positives de z — a. Dans le second cas, soil m, la valeur ioale ; si Ton décrit de nouveau la courbe C dans le même sens
la valeur initiale »i, il est impossible que l'on retrouve la raine m, car le chemin inverse doit ramener //,. On obliendri loue u, ou une autre dci racines non encore obteiino. Si l'on re-
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trouve //,, on voit que les deux racines //|, /// se permutent quand on tourne autour du point a. Dans le second cas, soît um la valeur finale. Un nouveau tour autour du point a ne pourra donner ni «/ ni i/f^; on trouvera donc soit W|, soit une racine non encore obtenue. En continuant de la sorte, on finira par retomber après p tours sur la racine W|. Les/? racines ainsi obtenues se permutent circulairement lorsque z décrit un petit cercle autour du point a\ on dit qu'elles forment un système circulaire de p racines. Si p = /i, les n racines qui deviennent égales à b forment un seul système circulaire; sip <C n^ on répétera le même raisonnement en partant d'une des racines non encore employées, et ainsi de suite. Donc :
Lorsqu au point z = a r équation (2) a une racine b d'ordre /i, les n racines voisines de h pour une valeur de z voisine de a forment un ou plusieurs systèmes circulaires (*).
Nous verrons plus loin (n°' 87-90) comment on peut, pour une équation donnée, faire les calculs numériques permettant de partajjer cflectivement les racines en svstèmes circulaires et d'obtenir des développements en série représentant, dans un certain domaine du point z= a^ les p racines d'un même système circulaire qui deviennent égales à b pour z = a. Mais, afin de ne pas interrompre la suite des idées, contentons-nous actuellement d'établir a priori la forme analytique de ces développements en série.
Soit Ui U2 . ^ . Up un système circulaire de p racines devenant égales à b pour z ==. a ci se permutant circulairement dans Tordre des indices, quand:; décrit dans le sens positif une petite courbe fermée tournant une fois autour du point a : après que z a parcouru cette courbe, //j devient W2» ^2 devient W3, ..., Wy, devient W|. Faisons le changement de variable indépendante
les/? racines ^/,, u^, .. ., Up étant des fonctions analytiques de :; sont des fonctions analytiques de z' devenant égales entre elles pour z' = o. Dans un domaine suffisamment petit du point z^ =. o,
(') BiuoTct lîouQUET, Fonctions eUiptiques, p. 37.
sont (les fonclions nni/onnes de- :'. En effcl, si =' ilécrit une petite courbe fernu^e ne lotirnant pas aiilùiir du point z'^ i>, :; décril une peritc coiirlie feiinéo ne tourntitiL pas autour clu point a el chuquc racine reprend sa valeur initiale. Si z' décrit une petite courbe fermée tournant unr fois auluiir du point 3*^ o, 3 décrit une petite courbe l'ermée tournant p fois autour du point a, comme il résulte de la substitution : eha({ue racine reprend donc encore sa valeur initiale d'après la façon dont ces racines s'échangent. D'après cela, (/,, par exemple, est une Ibnc- \\on analytique de s', devenant égale à b pour :'^o, uniforme, linie el continue pour les valeurs de z' appartenant îi un domaine .fufGsaniment petit du point z'=^o. Cette racine f/| est donc développable, par la formule de Ta^lor, en unt série procédant suivant les puissances entières et positives de z' ,
Si l'on rc%ient à l'ancie •'crile plus liaul, qui doun<
iable z, lice à =' par l'équation
) le développement siiiinnl pour u,
procédant suivant les puissances entières et positives de(: — //)''. On obtiendra des développements de même l'orme pour (/a. Wj, ..., itp. On peut d'ailleurs tes déduire de celui de ii\ en s'appuvant sur la loi même de permutation des racines. Posons
Prenons I posons que point : ;= ij
(5 — «)'' devient io(:
tanlde 2t:, celui de (::
a racine it\ définie par la série précédente et supl'on fasse décrire à z un petit cercle autour di , dans le sens positif. La racine u, devient ii-^ et
. l'argument de : ^ n augmerilenle de — ^ ■ On a dune le dé^e-
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loppement suivant pour w^,
Ui = b •+- bitû{z — «/' -h biU}^\,z — a)'* -h. . .-f-6vW^(:ï — a)^ -f-
Un nouveau tour de z autour du point a donnera n^ en changean t (z — a)>^ eu io(z — ^/) '' ,
H^ = b -¥■ biOi^(z — n)f* -4- bfUiUz — a)'' -u. . . -+- byUi^'^{z — a)^ -h,. .
et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait oblenu toutes les racines f/|, if.j^ ..., ?^^. On voit donc que les/? racines appartenant à un même système circulaire sont représentées par une même série procé-
dant suivant les puissances entières et positives de (z — «)''?
H =z h-\- bi( z — a)f' -hbi(z—ay' - ...^
les différentes racines f^,, if2, ..., tfp étant obtenues en rempla-
rant successivement dans ce dévelopj)ement (z — r/)'' par ses/> déterminalions.
82. Nous venons d'étudier les racines qui deviennent égales à une valeur finie b quand :; tend vers une valeur finie a. L'élude des racines devenant infinies pour z = a nous conduira a la notion des pôles d'une fonction algébrique. Ordonnons Téquation F(:;, f^) = o par rapport aux puissances décroissantes de ^^,
F(5, II) = cp,„ ( -G )M'«-i-'f.;;4_,(^ )//.'«-» -4-.. .-^ ox{z)u-\-^q{z) = o.
Soit z^=^ <i une racine de l'équation 'f ^ (r) =^ o ; lorsque z tend vers «, une ou plusieurs racines deviennent infinies. Pour étudier ces racines, posons
l'équation (a) se change en une nouvelle équation
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qui aura un cerlaîn nombre de racines nulles en même temps que z — a. Dans le cas général, ces racines se partageront en un certain nombre de systèmes circulaires, les racines d'un même syslcnie clant représentées par un développement de la forme
procédant suivant les puissances de (:; — a)i* et contenant en
fadeur une certaine puissance de (z — ^/)'', car w' est nul pour
w = flr. La série ç qui multiplie (:; — f/)P est une fonction régu-
lière de (:; — rt)''qui n*est pas nulle pour z = a. On en déduit
- sera aussi une fonction régulière de (z — (^i)^ , de sorte que les
/> valeurs de m seront représentées par un développement de la forme
u ={ z —a) '' [ao -t- «1 ( c — rt ) '' — a, ( j — ^ )'' -4- . . . J .
Cest un développement de même forme que les précédents, sauf qu'il présente à gaucbe un certain nombre de termes à exposants négatifs. Si p = i, le point z = a est un pùle pour la racine considérée, au sens élémentaire du mot; si /; est plus grand que i, c'est en même temps un point de ramification.
83. Pour étudier les racines de l'équation en u lorsque :; devient infini, on pose
^l l'on est ramené à étudier les racines de l'équation transformée
Vi(z\ //) = 0,
pour les valeurs de :;' voisines de zéro. Plusieurs cas peuvent se présenter suivant que ces racines ont des valeurs distinctes at unies, des valeurs égales ou des valeurs infinies. Dans tous les cas
possibles, les m valeurs de u sont représentées dans le voisinage de v' = o par un ou plusieurs développements de l'une des formes
suivantes
Par conséquent, les m valeurs de w, pour des valeurs de :; de module supérieur à une certaine limite, seront données par un ou plusieurs développements tels que
On peut résumer comme il suit tous les résultats obtenus :
Dans le domaine de tout point z^= a, les m racines de r équation (2) sont représentées par un certain nombre de développements en série de la forme
w = (s — a) '' [ao-h ai(5 — a/'-haî(^ — a)''-T-. ..J, en convenant de remplacer z —co par -•
U est essentiel de remarquer qu'il n'y a jamais qu'un nombre fini de termes à exposants négatifs.
84. Nous voyons qu'une fonction algébrique n'admet que deux catégories de points singuliers : i" des pôles, c'est-à-dire des points où une ou plusieurs branches de la fonction deviennent infinies, de façon que les inverses restent des fonctions régulières dans le voisinage ; 2" des points critiques algébriques, c'està-dire des points autour desquels un certain nombre de valeurs de u se permutent circulairement, les valeurs d'un même système circulaire étant représentées par un même développement en
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série, ordonnée suivant les puissances croissantes de (s — «)'') et e contenant qu'un nomlire limit<^ de termes à exposants négatifs. On voil de plus que ces points singuliers sont toujoiti's rn nombre fini.
Réciproquement, toute fonction analytique qui, sur toute la 9pkère, n'admet que des pôles Oit des points critiques algébriques et qui n'a qu'un nombre fini m de déterminations en chaque point, est une fonction algébrique.
Soient »|, i/j, . . ., u„ les m branches de la fonction u; toute fonction symétrique de ces m quantités sera évidemment une fonction uniforme de z, puisqu'un contour fermé décrit par la variable peut seulement permuter ces m valeurs. Soit en particulier »(«(, «n ■■•, u„) une fonction symétrique entière de U|, . ., Um\ dans le voisinage d'un point de ramiGcalion a, les m valeurs de U seront données par un certain nombre de développements de la forme écrite plus haut. Si dans ip(«,, «a, . .., «„) un remplace «i, «a, . . ., «m par lelirs développements en série, il est clair que le* puissances fractionnaires de ( ; — a) doivent dis- [laraître, puisque œ est uniforme dans le voisinage du point z^a. On peut, du reste, le vérifier par le calcul des sommes des puissances semblables, telles que Sw", en s'appuyant sur ce que la somme des puissances o, i, 2, . . ., p — 1 d'une racine primitive p'"^' de l'unité est nulle. D'ailleurs, le développement de !p ne iiitiendra qu'un nombre fini de termes à exposants négatifs. Tout point à distance lînie z =: a sera donc un pôle ou un point
ordinaire pour la fonction (p(K , u„) et l'on verra aussi
qu'il en est de même pour j^oo. Par conséquent (Introduction), toute fonction symétrique entière de »■, u,, ..., u„ est une fonction rationnelle de z; ce qui prouve que les m branches de la fonction (( sont racines d'une équation de degré m en u, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de z.
85. Ce théorème va nous permettre de combler une lacune dans l'élude des fonctions algébriques. Soit F{z, u)=:q une équation algébrique entière irréductible, de degré m par rapport à « ; supposons que, pour ; = z^, elle admette m racines distinctes et finies
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La variable z décrivant un contour fermé parlant dii point ;„ et y revenant, sans passer par aucun point singulier, si l'on adopte pour valeur initiale de ti la racine «,, par exemple, el qu'on suive par continuité la variaLton de celte racine, on reviendra au point de départ avec une valeur finale qui sera comprise dans tes m racines «, , Hj, ..., tl„. On peut choisir le contour fermé décrit par ta variable de façon que la valeur finale soit une quelconque des m racines, désignée à l 'avance. Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Les racines //,, Hi, . . . , Um pourront ^tre partagées en deux catégories : pour les unes, il est possible de trouver un contour fermé conduisant de la racine m, à l'une quelconque d'enlre elles ; cela est impossible pour les autres. Soient «,, , .., Up les p racines de la première catégorie. H est clair que ces p valeurs de ti ne peuvent que se permuter entre elles quand la variable décrit un contour fermé quelconque, et qu'elles n'admettent pour points singuliers que des pôles ou des points critiques algébriques. Par suite, Ut> "î, ..., Hp sont les racines d'une équation algébrique entière 0(3, «) ^ o, de degré p en ii, et le polynôme F(;, u) devrait être divisible par f{z, u), ce qui est contraire à l'hypothèse.
Corollaire. — Soit F(5, m) un polynôme entier à deux variables et soient (û^, »»), (:,, »i)dcux systèmes de solutions quelconques de l'équation
Supposons qu'on ait démontré qu'il existe un chemin allant du point z„ au point ;, et conduisant de la valeur initiale (/„ à la valeur H,. On peut en conclure que le polynôme F(;, w) est irréductible, ou est une puissance exacte d'un polynôme irréductible, Mais, dans au<;un cas, F(3, u) ne pourra être divisible par deux polynômes irréductibles différents,
86. Nous pouvons maintenant compléter la définition d'une fonction algébrique en introduisant ta notion des lacrls; F(z, u) étant un polynôme indécomposable de degré m en u, marquons dans le plan de la variable s les points a,, a-^, . .., m. <iù quelques-unes des racines de l'équation
Frs.io =0
BC permutent entre elles, et de chaque point a, tirons une ligne Lj s'étendatit jusqu'à l'iDiini, de manière qne ces lignes ne se croisent las entre elles. Soient z^ un point distinct des points singuliers, et .,, atj, ..., a„ les m racines simples de l'équation F(;o, //) ^ o. tiorsque la variable z décrit un chemin quelconque sans franchir les lignes L,-, les m racines de l'équatioii restent des fonctions-uniformes de s. Quelques-unes de ces racines peuvent devenir infinies en certains points isolés, mais elles restent uniformes dans le voisinage de ces points. Désignons par »,, «i, ,,,, ïs m racines qui se réduisent respectivement è a,, a^, ...,»„ pour .: =; Sq, et appelons chemin direct de s,, à s tout chemin Joignant ces deux points sans franchir aucune des lignes L,'.
Pour suivre la marche de la fonction u lorsque la variable décrit vn chemin quelconque, il suffit de savoir comment s'échangent les m fonctions »,, Mj, ..., u,h lorsque la variable franchit une des lignes L;, Soient a, un point critique, zi un point inliniment voisin; joignons le point s,- au point Zg par une ligne droite, et du point (1,'comtne centre décrivons un petit cercle passant par le point Si. Le chemin z„::imnz,-Zt s'appelle un lacet {fig. 07); il peut être décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde, suivant qu'on laisse le point a-, à sa gauche ou à su dioite. On le
Fig. 57-
iprésenie par la notation (a,) ou (o,)_(, suivant qu'il est décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde. On dit que le lacet (a,) unit les deux racines ui,, u/, si, en parlant du point s^ tivec la racine k^, et décrivant le lacet, on revient au point de départ avec la racine a*; on dit qu'il est neutre par rapport à une racine, s'il reproduit cette racine.
Un chemin quelconque allant de z^ fn s peut être remplacé par
le suite de lacets suivie du chemin direct unissant ces deux
points. Par exemple, le chemin z„a.m'finypz {Jîg. 58) peut être
remplacé par Za^niz^-i- x^m'^nSa-i- Zarc^pzo-^ ^opz; z^i-tiiza
peut, à son tour, être remplacé par te lacet (i|), z^in^nza par le
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lacet {a2)-^t z^n^pz^ par le lacet («3)^1, et z^pz est un chemin direct allant Aq z^k z,
Fig. 58.
Nous terminerons ces généralités par la remarque suivante. La racine w/, qui se réduit à a/ pour 5 = ^o? est développable par la formule de Taylor dans le voisinage de ce point; quel est le rayon de convergence de cette série? Ce rayon est égal à la distance du point 5o au point critique le plus voisin où la racine considérée devient infinie ou se permute avec une autre. Mais le cercle de convergence de cette série peut contenir des points où les racines, autres que w/, se permutent ou deviennent infinies.
87. Dans ce qui précède, nous avons établi a /?r/o/7 Texi s tence des systèmes circulaires et la forme des développements en séries des racines. 11 nous reste à montrer comment on peut obtenir ces systèmes circulaires. Les valeurs de Zj pour lesquelles Téqualion F(5, w) = o admet des racines multiples, s'obtiennent en élimi-
nanl M entre les deux équations F = o, j- = o. Soit 5 = a une
valeur de z pour laquelle Téquation F(<3, m) = o admet une racine
b d'ordre n. En général, t- ne sera pas nul pour z=^a, u^=b.
En langage géométrique, cela signifie que le point de coordonnées (a, b) de la courbe qui a pour équation F(z, w) = o est un point simple où la tangente est parallèle à Taxe des u. Mais, si l'on
a en même temps — = o, le point (a, b) est un point multiple de
cette courbe. En définitive, les points critiques de la Jonction algébrique u de z correspondent : i " aux points de la courbe où la tangente est parallèle à Vaxe des u; a** aux points mul-
BRIQUES
tiples. Nous laissons de cAté pour le
l les points à l'inHiii; à celle des points à dis-
eur ^-tude se ramène, comme on 1' tance G nie.
Supposons d'abord que, pour z ^= a, on ait une racine /
"ordre n, et que -r- ne soit pas nul pour z^a, u ^= b. En remj>IaçaDt 3 par 2 + n et « par ii -^ b, ce qui revient ù transporte: l'origine au point {«, 6), F(:, h) sera de la forme
F = As + B
- + U3^(z,»)+^iz,u)^
(3, w) ne contenant que des termes de degré supérieur à n par nppurt à H cl du second degré au moins par rapport à z; A et B •ont des constantes djfl'érentes de zéro. Pour z^n,ona n racines Huiles et n seulement, c'est-à-dire que l'axe des m rencontre la courbe en n points confondus à l'origine, qui sera un point ordiï = 2, et un point d'inflexion si n est supérieur k 1. Si l'on pose
t'équation (6), divisée par s'", devient
) A-(-Bc''-t-«'Il(j'.i') = o.
four z' = o, l'équation (7) admeL n racines simples fournies ftr l'équation binôme
ces n racines rangées par ordre d'arg-umenl croissant, l'argument de chacune de ces racines étant égal à celui de la précédente, lugmenté de — ■ Pour une valeur de s' voisine de zéro, l'équalion (7) admettra n racines qui seront d«'s fonctions régulières de -' dans le domaine de l'origine et se réduisant respectivement à t',,
.., !■■„ pour i'^o. Ces n racines pourront être représen-
par
''1+ «I. '■i-t-a». -■., t-'ïi-t-a™.
.3, ...,«„ étant (les fonctions régulières de z' , qui sont nulles
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pour 5'= o. L'équation (6) admettra les n racines
l/, = ((;i-4-a,)z«, 1/2= («'îH-a,)z«, ..., Mn= («'n-4-a«)'5'»;
pour savoir comment se permutent ces racines dans le domaine de
l'origine, faisons décrire à la variable un petit cercle dans le sens
î. ait
direct autour de l'origine; l'argument de 5« augmente de ~; le
produit v^ z*^ devient doue i'2^'* ^^ l^i racine U\ se change en
a, étant infiniment petit avec -s, car c'est, au facteur e " près, ce que devient la quantité ai quand on augmente l'argument de z' de
— • Cette racine doit faire partie des n racines W|, 1/2? •••1 **«•
Elle ne peut être égale qiûà U2, car, si elle était égale à 1/3 par exemple, on aurait
i?j^« -+■ a\ s» = P3Z« -4- atj5» .
et, en divisant par 5",
Vi—vz^a^- a\,
de sorte que la quantité finie ^^2 — ^3 serait égale à une quantité infiniment petite. On verrait de même que, après que z a décrit un petit cercle dans le sens direct autour de l'origine, W2 se change en 2/3, {^3 en u^J ...,{//< en u^. Les n racines forment donc un seul système circulaire.
Ces n racines peuvent être représentées par un même développement en série. La racine de l'équation (7), qui se réduit kVi pour 5'=:o, est régulière dans le voisinage de ^'=0^ elle peut donc être représentée par la somme d'une série convergente telle que
la racine correspondante Ui de l'équation (6) sera égale à la somme de la série
Or, quand z toiu*ne autour de l'origine, cette série prend n va-
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leurs distinctes que l'on obtient en donnant à z" ses n détermina- I tions; el, d'après ce que nous venons de voii", ces n valeurs rcpré- \ sentent les n racines de l'équation (ti), qui s'annulent avec z.
88. Supposons maintenant que le point {a, b) soît un point I multiple de la courbe F(3, m) ^ o; nous porterons encore l'origine en ce point. Avant d'aborder le cas général, nous étudierons deux cas particuliers très simples :
" L'origine est un point double â tangentes distinctes, el aue des tangentes ne coïncide avec l'axe des u. Si l'on ordonna I F(3, «) suivant les puissances cioissanies de u et de 2, on aura I l'équation
ip( j, ti) ne contenant que des termes de degré supérieur au second. I Pour zr=o, deux valeurs de u sont nulles; posons »^cz, l'équation (8) devient, en divisant par z-,
et la nouvelle équation admet, pour: = 0, deux racines simples Wi, C). Dans le domaine de l'origine, l'équation (9) admet par con- ^ènaent deu\ racines qui sont des fonctions régulières de s.
Les valeurs correspondantes de u i séries convergentes
ut représentées par de i
Chacune de ces racines est donc régulière dans le domaine du point; ^= o.
a" L'origine est un point de rebroussemenl, et la droite iir^o est la tangente de rebroussemenl. L'équation proposée est de la forme
nu"+ (-!(=; -f
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o(z^ u) ne contenant que des termes d'un degré supérieur au troisième. Si l'on pose
et qu'on divise par 5'"*, Téquation devient
(u) v^-^ d-hz'^(z\v) = o.
Supposons que d n'est pas nul, ce qui aura lieu si Torigine est un point de rebroussement de première espèce. Pour z'=Oy
l'équation (11) admet deux racines simples diy/ — d; pour z! voisin de zéro , on aura deux valeurs de v régulières dans le domaine de
l'origine et se réduisant respectivement à ±^ — d pour ^'=0. On en conclura, comme plus haut, l'existence de deux valeurs de M, racines de l'équation (10),
se permutant quand on décrit un petit cercle autour du point .5 = 0. Ces deux racines sont encore représentées par un même développement en série
w =/— fl^5* -H a-5*-4- ^(5*) -+-..., dans lequel on donne à ;5^ ses deux déterminations.
89. Après ces cas particuliers, arrivons au cas général, où l'origine est un point multiple d'ordre quelconque. L'équation en u BysLiil n racines nulles pour ^ = o doit contenir un terme de la forme Aw'*, où A est une constante non nulle, suivi de termes parmi lesquels ceux qui ne renferment pas z contiennent u à des
puissances supérieures à n. Elle est donc de la forme
« (12) F(^, u) = Aa'»-f-2AapM«^^ = o,
les exposants cl et ^ étant des entiers positifs ou nuls assujettis à la condition que, si ^ est nul, a est supérieur à n. Alors, pour 5 = o, il y a bien n racines nulles. Nous emploierons, pour partager ces n racines en systèmes circulaires, la méthode donnée par Puiseux dans son célèbre Mémoire sur les fonctions algé-
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briques ('). Admellons que chacune des valeurs iDliniment pc~ lîles de II csl d'un degré inrinilésimal déterminé par rapport à 3. -" peut être mise sous lu forme
|t étant un nombre positif el v une fonction de z qui a une valeur finie et différente de zéro pour 5 ^= o. Remplaçons u par celte Itxpression dans l'équation (12), le degré infinitésimal du terme {éoéral est stti 4- P et celui du premier n u, expression qu'on peut faire rentrer dans a|j. -|- ^ en faisant pour le premier ternie x ^ n, o. Soit m te degré du terme qui a le plus petit degré, après cette substitution. Il y aura au moins deux termes de degré ni, êsr, s'il n'y en avait qu'un, en divisant par s™, on aurait une quantité iînîe qui serait égale à une quantité infiniment petite. Il faudra donc qu'il y ait au moins deux termes
parmi lesquels peut èlre le premier, tels que
lia -(- p = i^a -»- p', tl tels que, pour tout autre terme Aa«p"H^"-3", ou ait
Pour trouver les valeurs de \). qui remplissent cette condition, 1 se sert d'une représentation géométrique dont le principe est uù k Newton. Traçons dans uu plan deux, axes de coordonnées ^Ctangulaires Oa, Op el marquons les points qui ont pour coordonnées les exposants (%, |3) des différents termes de l'équal'on (la). Au terme indépendant de :ï correspondent les points de meOa; le premier, qui est fourni par le terme Ah", est d'ab- «isse n. De même, les termes de l'équation indépendants de u doQiienL des points sur l'axe O^ {J'g- ^o)- Ces différents points étant marqués dans le plan, pour avoir le
- la substitu-
itpé u
1 en 2 qu'acquiert un terme Angu^a^ pa
tîon K :=:*'3l*, il suffit de mener par le point de coordonnées (a, ^)
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une droite A de coefiicient angulaire — u
et de prendre l'ordonnée à l'origine OS de celte droite : ccM ordonnée est en effet |jix + fS. Donc, si par tous les points m^m qnés dans le plan aO^, on mène des droites A parallèles aiy»- ' pour coefficient angulaire — [i, les ordonnées à l'origine de c ' droites donneront les degrés que prennent par la subslituticzi
Il ^ vz^ les divers termes de l'équaiion. Le terme de plus petit degré en z correspond au point (a, p) situé sur la droite D dont l'ordonnée à l'origine est la plus petite ; comme il doit y avoir au moins deux termes ayant le plus petit degré, il faut déterminer |t de façon qu'il y ait au moins deux des points (a, ^) sur celle des droites D de coefficient angulaire — \i. ayant la plus petite ordonnée à l'origine. Le nombre — jj, est donc le coefficient angulaire d'une droite joignant au moins deux des points (a, p), et laissant tous les autres au-dessus d'elle. Voici comment on détermine toutes les droites possédant cette propriété.
Concevons une droite mobile d'abord couchée surOa. Faisons-la tourner de gaucbe à droite autour du pointd'abscisse/i sur Oa, jusqu'à ce qu'elle vienne rencontrer un ou plusieurs autres points; faisons-la ensuite tourner, toujours dans le même sens, autour du dernier de ces points, jusqu'à ce qu'elle vienne à rencontrer de nouveaux sommets du réseau, et ainsi de suite, jusqu'àce qu'on obtienne une droite passant par le premier sommet du réseau / situé sur op. On a ainsi formé une ligne polygonale, allant du point n au point /, dont tous les sommets sont des points du réseau, et telle
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c]|m:a.«, si Ton prolonge un quelconque de ses côtés, on laisse tous \^^ aulres sommets du réseau au-dessus de ce côté.
Xe coefficient angulaire de chaque côté de cette ligne polygoli&aàle, changé de signe, fournit une valeur convenable de [jl. Soient (ot^ ^)et(a', P') les coordonnées de deux sommets du réseau situés s^ix* un même côté, de coefficient angulaire — ul. La droite, à lac|uelle appartient ce côté, a pour équation
7 — p = -ix(a:--a),
et le point où elle rencontre 0^ a pour ordonnée ^ -f- ua. Il est c1a.ir que Ton aura
tandis que, pour un sommet du réseau (a", P") situé au-dessus du côté considéré, on a
Cela posé, considérons un côté G/ de la ligne polygonale allant du sommet (a/, P/) au sommet (a/^,, Pz+i), et soit (a, P) un point quelconque du réseau situé sur G/, et (a', P') un point quelconque
du réseau situé au-dessus de G/. L'équation proposée pourra
s'écrire
(i3) F(^, u) = A«,p,tt«/;5P' -h^ Aap^a^P
Soit |x le coefficient angulaire changé de signe du côté G/; on aura
«iK -4- p/ = «fx -h ? = a/+i [X -h P/4.t, a> -f- p' > a/|ji -H P/;
on tire de là
jx = ^-P^ = P^-^i - ?i ^ 1
di a OLi «/+! p
La fraction - étant supposée irréductible, on a
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k el ki étant des nombres entiers. Posons, dans l'équation (i elle devient
mais on tire des relations écrites plus haut
q^i -^P^i = q(X-hp^ = ^a/+i -t-pp/^.1,
et, en divisant par z'^^i'^fPi^ l'équation devient
W{z'^ s?) étant une fonction entière de v et de 5', et ^{s^) désignai» t le polynôme
Pour^'=: o, cette équation se réduit à
elle admet a/ — a/^< racines finies et différentes de zéro; pour une valeur de z' voisine de zéro, elle admettra donc a/ — a/^, racines respectivement voisines des précédentes et, par conséquent, Téquation en u aura le même nombre de racines de la forme
i>zP , la quantité ç tendant vers une limite différente de zéro lorsque z tend vers zéro. Le côté C/ de la ligne polygonale fournit donc
(a/ — a/^<) racines d'un même degré infinitésimal 2. En opérant
de même avec chaque côté, nous obtiendrons un nombre total de
racines
(n — ai) H- (aj — otj) 4- . . . -h(a« — o) = n.
On retrouve ainsi les n racines de l'équation (la) voisines de zéro. Chacune de ces racines est donc bien d'un degré infinitésimal déterminé, et de plus ce degré est commensurable.
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CJonsidérons maintenant en particulier les racines du degré infinitésimal — j qui sont fournies par l'équation ^(v) = o. Dans
lo polynôme ^{v), tous les exposants sont des multiples de p;
ai jTisi
Sî l'on pose vP = \^ Téquation 0(i^) = o est remplacée par Téq u ation
(1 5 ) n(X) = Aa^p^X*. -t-^ AapX^-*-f- Aa-^.p,^, = o.
Soit)* une racine simple de l'équation (i5) et
les p racines de l'équation çP = X, rangées dans un ordre tel que les arguments forment une progression arithmétique de raison
- -' Ces racines sont racines simples de l'équation 0(r)=o;
par conséquent, pour uue valeur de ;:' voisine de zéro, l'équalîon (i4) aura/? racines voisines des précédentes, qui seront régulières dans le voisinage de z' = o. Soient
ces /> racines, ai, a2, . . .^ oLp étant inGniment petits avec z'. L'équation (i3) admettra les p racines
et l'on verra, comme plus haut (§87), que ces p racines se permutent circulairement autour de l'origine. Supposons que la racine de l'équation (i4)î ^^î se réduit à v'i, soit développée suivant les puissances croissantes de z'
p = p, -f- az' H- 6 V H- ... ; la formule
u = çi{zP) -ha[zP) -hb[zP) -h
OÙ l'on attribue successivement à z^ ses p déterminations, représente les/7 valeurs de u, qui se permutent circulairement. Ainsi, à
igo CHAPITRE IV.
toute racine simple de V équation (i5) correspond un systè circulaire de p racines.
Si l'équation (i5) a ki racines simples, le côté C/ de la Hg:^ polygonale nous fournira ki systèmes circulaires de p racines, en est de même de toutes les équations analogues pour les autc"" côtés, la séparation des racines en systèmes circulaires sera efiP^^ tuée dès la première approximation.
Supposons maintenant que Téquation (i5) ait une racine m ti pie X d'ordre n', et soit v^ une racine de l'équation vP =z\\ sera une racine multiple d'ordre /i' de l'équation ^(i?) = Lorsque z' tendra vers zéro, l'équation (i4) admettra /i' racio. voisines de ^4. Pour séparer ces n' racines, nous posero i^ = r« 4- v\ ce qui nous conduit à une nouvelle équation
ayant n' racines infiniment petites avec z\ Appliquons à cel:::'^^^ nouvelle équation la méthode précédente, et supposons que c?^-S^^ //' valeurs de v' se répartissent en systèmes circulaires dès la pi-^=^ " mière approximation. Soit
un de ces systèmes circulaires de/?' racines. L'équation en u admettra la racine
11 = z*n{vx -^-v') = z'ilVi-hwiiz'y'Y -I-...J ou
u = i^i[zi'f") ^wi[zPP') H-....
On a dans le second membre un développement suivant les puis-
sances croissantes de zPp , dans lequel les trois nombres <jp\ pp\ fj' -\- (]p' sont premiers entre eux. Ce développement prend pp^ valeurs différentes quand la variable ;; tourne autour de l'origine; il représente donc un système circulaire de pp' racines de l'équation en «. En effet, lorsque la variable z tourne autour de l'ori-
pine, le radical z^f*' prend pp' valeurs difl'é renies. Après p tours, le premier terme se reproduit, mais l'argument du second aug-
ïï»e«iie de — ^t; ainsi les p premières racines différent par le prei«î«r lerme, qui est la partie principale. Ensuite, de p en /», les v^ltfurs oblenues diffèrent par le second terme. On a doncl)ien/i/>' "valeurs dilTérentes pour ii.
©0. Si les n' racines de l'équation (i6) ne peuvent se répartir en sièmes circulaires dès la première approximation, on opérera celle nouvelle équation comme on a opéré sur l'équation (i3}, et ainsi de suite. Au liout d'un certain nombre de transformations successives, on arrivera à des équations n'ayant plus que des cines simples, ei, en remontant de proche en proche, on voit [oe la séparation des racines de l'équation proposée en sjslèmes rculaires sera elfecluée. Il ne pourrait en être autrement que si ^Ift suite des opérations conduisait toujours à des équations ayant
5 racines multiples. Il nous suffira donc de montrer o E circonstance ne peut se présenter.
G cette
1 (i 3) admet une racine nulle d'ordre n pour s = o, ' et l'équation (i6) admet une racine nulle d'ordre n' pour s'=; o. Or tt' est au plus égal à a, — a,.,.t, et par suite au plus égala n. Si la séparation des racines de l'équation (i6) n'est pas effectuée dès la première approximation, on en déduira une nouvelle équation avant une racine nulle d'ordre n" pour ='' = 0, et n" sera infërieur ou égal à n' ; et ainsi de suite. On aura donc une suite de nombres entiers positifs h, n', n", . . . n'allant jamais en crois- 1 wnl. Si aucun des nombres de cette suite n'est égal à l'unité, il
I [ludra évidemment qu'à partir d'une certaine équation tous ces
^^ nombres soient égaux. Supposons, pour fixer les idées, que cela ^^L *il lieu dès la première équation. Comme // est au plus égal à ^^^ '^i~i-^.\, il faudra qu'on ait
I I <l la ligne polygonale se réduira à un seul c6tc, allant d'un point 1 lup Taxe Oa à un point nq sur l'axe O p. Si l'on pose dans ''*i]UBtion (i3) w = i--', elle devient, par liypolhèse,
et, par suite, les n racines infinimeDt petites ont une même val approchée
Posons ensuite i^ = r© H- v' , l'équation en v' aura n raci nulles pour ;; := o et si l'on écrit v' = çv5^', y' étant choisi con nablement, elle devient, d'après l'hypothèse,
et les n valeurs de u auront encore même valeur approchée
En continuant ainsi, on voit que les n valeurs inGniment peti de u différeraient entre elles d'une quantité dont l'ordre infin: simal serait aussi élevé qu'on le voudrait; ce qui est impossi si l'équation est irréductible, et, par conséquent, n'admet pas racines égales pour toute valeur de z. Imaginons, en effet, < l'on forme l'équation aux carrés des différences des racines l'équation proposée; on aura une équation de même nature < la première, dont les racines nulles pour z =o seront d'un or infinitésimal déterminé.
En définitive, lorsque pour -3 = a l'équation (2) admet n cines égales à 6, les n valeurs de u qui tendent vers 6, lorsq^i tend vers a, sont représentées dans le domaine du point z = par un ou plusieurs développements de la forme suivante
u = b -^ ai{z — aY -h aiiz—^a)^ -h ... -f- a,(^ — a)'' -h.. .,
j OÙ l'on attribue successivement k (z — ay ses p déterminatio
et où Ton prend la même détermination dans chacun des term
Quelques-uns des nombres entiers positifs g^^ q2, . . . , y/ p<
vent avoir des diviseurs communs avec /?, mais il ne pourra
arriver que tous les nombres Çi aient avec p un autre divis'
commun que l'unité, de sorte que le second membre aura biei
valeurs distinctes.
Si l'on a un seul système circulaire de n racines, le point z =
est dit un point de ramification d'ordre n — 1 ; pour /i = 2,
dit aussi que c'est un point de ramification simple. Si l'on a p
FONCTIONS .tLr.ÉBniQues h'lne vahiable. igl
■ «7S systèmes circulaires, au (joini z ^ a sonl superposés plu-
■ rs points de ramilicatioii distincts.
[91. Exempte /. — Considérons l'équalion {' j
ur 3 ^ + I, on a deux racines «gales ;i •+- 1, ijui forment un me circulaire, et une racine simple égale à —a; de même, poux- 3 ^ — I , on a une racine simple égale à a et deux racines égales â — i, qui forment uu système circulaire. Pour toute autre jfaleur finie de z, les trois racines de l'équation sont distinctes et |lni«s. Traçons dans Je plan des z deux coupures indéfinies sui-
liikt les lignes i h», — i— ■ — co; les trois racines
Bevi«nnent des fonctions uniformes dnns toute l'étendue du plan.
ris. I
(Appelons lia, Wii "ï ces trois racines, qui se réduisent respectiveffoenià o, -f-v^3, ~i/^ pour :;^o. Si l'on construit la courbe ceprésenlée par l'équation précédente, on reconnaît que, z croisssfti de o à +1 par valeurs réelles, lia croît de o ù + i , », décroît lie ^3 à -i- I, et «ï décroît de — y'ii à — a. Par conséquent, quand n franchit la coupure L, on passe de «e à «,, de «, à (/», mais "] ne change pas. De même, quand on franchit la coupure L', u» elUise permutent, tandis que «, ne change pas. Si l'on décrit d^ l'origine comme centre un cercle de rayon supérieur ù l'unité, "D revient à la valeur initiale après avoir décrit trois fois la circQofércnce et rencontré les trois racines. Ces racines forment lions un seul système circulaire dans le domaine du point = ^ x.; i-et[u'on vérifie aisémentpar la méthode générale. Exemple II. — Soit l'équalion (*)
l'I Briot cl DouQUET, Fonctions cllipliqm t'I Bhioi vl BouuuM, toc. cil., p. Sg. A. ET G.
Pour 5 =: o, on a la racine simple w = 3, et deux racin nulles. Si l'on pose u = i^:;\ Téqualion devient
pour 3 = o elle admet deux racines simples — > -t=-- Les valeui
de u qui tendent vers zéro avec z sont par conséquent régulière ^^^ dans le domaine de Torigine et ont pour premier terme de letii développement
Nous désignerons par Uq la racine qui se réduit à 3 pour .5 = 0. Pour chacune des six valeurs de z données par Téquation 5*= 4» on a une racine simple i'/ = — 1 et une racine double m = 2, et les deux racines qui tendent vers 2 se permutent autour du point critique. A partir de chacun de ces points de ramification, traçons une coupure indéfinie suivant le prolongement du rajon joignant ce point à l'origine; les trois racines deviennent des fonctions uniformes dans toute l'étendue du plan {fig* 61).
Pour voir comment se comportent les racines quand on franchit les coupures, il suffit de construire la courbe qui représente l'ensemble des solutions réelles de l'équation
1^3 — Sa^-f- ^* = o; on reconnaît aussitôt que, lorsque t croit de o à 2 par valeurs
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trois valeurs de m vont respeclivemenL des valeurs ioi-
ciales »(,, II,, M3 aux valeurs finales 2, :t, — i. Donc, lorsque ::
décrit une des lignes Ort,, Oa^, Ooj, les trois racines «j, m,, u^
«ndcnt vers les valeurs 2,1, — ^1; |iar suite, quand on francbil
lue coupure d'indice impair, on va de la racine Ut à la racine U,,
le fi, à u,, mais ii^ ne change pas.
De même, lorsque s décrit, un des rayons Ogj, Oa,, Oo*, ( va le o à — a par valeurs réelles, et les racines u^, u,, Hj tendent «speclivemenl vers 2, — 1, a, de sorte que, en Trancbissant une «upure d'indice pair, on passe de »o à Mj, de Uj à u^, mais », le change pas. Les lacets (a^), (rti), («0) unissent donc tes raâoes lit, "1 et sont neutres pour la racine u,, tandis que les ■cels (0|), (dg), (fi) unissent "o el »,, et sont neutres pour la ^ciae Uf Si l'on décrit un cercle concentrique à l'origine contekanl les sis points de ramification , ce chemin équivaut à six 15, et chaque racine revient à sa valeur initiale. La méthode générale montre, en elVet, que le point à l'infini est neutre pour chacune des racines.
On peut faire l'étude complète des fonctions algébriques el de leurs intégrales au moyen des lacets. C'est la méthode employée «clusivement par Briot dans sa Théorie des fondions abé- Uennes. Nous nous servirons, dans c«t Ouvrage, du mode de représentation de Rieniann (').
Surfaces de Rieman
— A toute relation algébrique
^irréductible à deus variables, telle que F{;, f()=:o, on peut
■e correspondre une surface plane à plusieurs feuillets, qui joue
^mênie rAle que la surface à deux feuillets pour une équation du
.econd degré en u.
Exemple 1. — Considérons la relation
k chaque valeur de ;: correspondent ni valeurs de u qui se permuiDt circulairement quand la variable tourne autour de l'origine.
[■) Le Icclcur fera de d ngrapbe& «aiviuts.
z le Ctiapitre I cL les
Soit
Ml
5 = p(cos6 -+- isin6), o|6<27c,
= p»» ( cos h t sin — ) »
' \ m mj
-/ e-+-27r . . 6H-ai:\
= p*" ( cos h i sin ) ,
„, 6-»-2(/n — i)7c 6H-2(m — i)ic p*» cos ^ '— -^ i sin ^ '—
Prenons m feuillets plans limités par une circonférence centre O et d'un rayon très grand R, et dans chacun de ces feu i J lets traçons une coupure suivant Taxe réel; si à un point z d ^ feuillet P^ on fait correspondre la valeur Uk {fig- 62),
uk
h 7.{k— \)tz
on a ainsi sur ces m feuillets la représentation complète de tous les systèmes de valeurs de u et de >z satisfaisant à la relation donnée u^^z. Plaçons maintenant ces m feuillets les uns audessus des autres, les indices se succédant dans leur ordre naturel, et le feuillet P< étant le plus haut; puis réunissons le bord yi S, de P| au bord a.^ ^2 de P2, le bord y^Sa de P2 au bord as ^3 de P3, et en général le bord y/S/ de P/ au bord a/^, P/^, de P14.1, puis le bordy;,4Ô;„ de P;„ au bord a, p, de P| par de petites bandes de surfaces. On obtient ainsi une surface T à plusieurs feuillets dont la section par un plan perpendiculaire à la direction de la coupure offrira l'aspect ci-dessous (yZg^. 63).
La dernière bande de surface, celle qui joint ymSm et ai p,, traverse toutes les autres, mais nous conviendrons, comme plus
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B t, qu'il n'j a pas de coDoeiuon enLre deux nappes de la surface > 1 «3iig d'une ligne double, de façon que deux courbes de la surface se croisent en un point d'une ligne double n'ont un point rïmun que si elles sont tracées sur b même nappe. La fonction
F <le: devient alors sur la surfaceTainsi obtenue une (onction jouis-
■ »» «des propriétés suivantes: ["à chaque point de T correspondent
'»n c; valcurdeset une valeur de //parfaitement déterminées; ^''celle
^al^urde H varie d'une manière continue quand on décrit un
B??l»^?njin quelconque sur la surface T. A chaque point d'une ligne
> (2.ble correspondent deux valeurs de tt, que l'un distinguera
»près U nappe de surface à laquelle ce point est censé appar-
cnir. Le raisonnement est tout pareil à celui du n" 2.
ÎNoiis avons figuré {^fig. 6^ } en perspective la surface obtenue L ei» supposant le nombre de feuillets égal â 3 (m = 3).
Fig. 6i.
aintcnant que le ra^on R augmente indéfiniment et ets, au lieu d'élre à une distance finie les uns de» autres, soient à une distance infiniment petite. iSous représenterons la surface par sa projection sur un plan avec la ligne île pas-
sage o h 00, en marquant par un trait différent les chemi
situés sur les différents feuillets. Ainsi l^Jig. 65 représente 1 chemin fermé entourant l'origine sur la surface à trois feuill
ao
avec une ligne pleine pour les chemins sur le feuillet supérieur, une ligne formée de points sur le deuxième feuillet, de traits et points sur le troisième.
Si l'on projette sur la sphère, on aura une surface sphériqueà m feuillets, avec deux points de ramification, le point O et le point O'.
Exemple IL — Reprenons Téquation étudiée plus haut
qui admet les deux points critiques z=^±\. Considérons trois feuillets dans lesquels nous tracerons deux coupures partant des points 4-1 et — i {fig. 66).
Fig. 66.
Appelons Mo, W|, U2 les trois valeurs de u qui se réduisent respectivement à o, -h y/3, — \/3 pour 2 = o, et sur chaque point du feuillet P/ marquons la valeur correspondante de w/. Pour former la surface de Riemann, superposons ces trois feuillets; pour savoir comment on doit réunir les bords, reportons-nous au n^ 91.
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^u^nd on traverse la coupure L, //» se change en it,, », ea „, mais H, ne change [las. 11 faudra clone réunir «„ fS,, el ytOi,
■ ^1 et Yo^oi puis Mj^jei ^ï^a- De même, il faudra réunir, lu >n ^ de la seconde coupure, Xg [jlq et Vj pg, Xg [jlj et Vg poi ^i y-i cl
■ p « . Lijig. 67 représente la projection d'une courbe fermée si-
Fig. 67,
l («aée sur la surface. On a ir *^ee , les feuillels qu'elle réunit, el l'on a '^ figure le Irait emplojé pour llgiirer ui
i^«ts o, 1 el2.
I 93. Abordons maintenant le
côté de chaque ligne de pasndiqué dans l'angle de chemin dans les feuil-
■rai. SoitF(::, H) = oune ^^Uatîon algébrique entière, irréiJucttble, de degré m en h. On P^m former de bien des manières une surface T, composée de m ■euillels superposés, correspondant à cette relation. Voici une tnélliode générale. Marquons dans le plan les divers points»,, «1, ..., «„ autour desquels plusieurs racines se permutent, et Ira- <yjns â partir de ces points des coupures s'étendani jusqu'à l'inGni, de fai;oti que ces coupures ne se croisent pas entre elles. Soit enfile ;« une valeur de ^ telle que Téquation
ù\m racines dlslinclcs et finies, &,, bn, .,., b^- Appelons »,, M), ..., Un les m racines qui se réduisent respectivement à /»,, bi. ..., b,K pour 5 = ;„, et qui restent des fonctions uniformes de :, tant que celte variable ne franchit aucune coupure. Imaginons m feuillets pians superposés, admettant tous les mêmes coupures ullanl des points <(, à l'inflni. A chacun de ces feuillets alla-
chons une valeur de n et donnons au feuillet le m^me indice c^* la racine correspondanle. Il s'agît de voir coiumenl on doit réu mt les bords des coupures de ces diU'érents feuillels.
Pour cela, considérons en particulier le point critique a,-€l wn^^ racine h*. Si te lacet (rt,) ram^-ne la racine h* à sa valeur initiale^ on supprimera la coupure «,» dans le feuillet correspondanl. On opérera de même pour tous les feuillets correspondant à des ^acine^ qae le lacet (a,*) ne permute avec aucune autre. Les autres racines se partageront en un certain nombre de sjstémes de racines se permutant circulairement autour du point a^ Soil(Hn! «3^ ■■■, «)■. Mu) un de CCS groupes; le lacet (n,) décrit dans le sens direct change «a en »p, «p en «y. ..., u\ en it,^. Réunissons le bord droïl de la coupure sur le feuillet a au bord gaucho de la même coupure sur le feuillet ^, le bord droit de la coupure sur le feuillet ^ au bord gauche de la coupure sur le feuillet y^ - ■ -. et enfin le bord droit de ^ au bord gauche de 3. Dan s le voisinage du point »,-, les feuillets
d'indic.
li liés les uns au\ autres, mais ils sonl
complètement isolés des autres feuillets. Ils peuvent cependant les traverser, mais suivant des lignes doubles de la surface, et nous conviendrons toujours qu'il n'jf a point de connexion entre dens nappes de surface le long d'une ligne double.
Opérons de même avec lou s les feuillets et tous les autres points critiques. La surface Tainsiobtenuejonildes propriétés suivantes : 1° à chaque point de cette surface correspond une valeur bien déterminée de : cl de ti; %" à un déplacement infiniment petit sur celte surface correspond une variation înfinimenl petite de (/. sauf, bien entendu, dans le voisinage des pâles, qui sont en nombre fini. Cette surface T est la surface de Riemann correspondant à la relation F(3,h) ^^ o, étendue sur le plan des 3, Projetons cette surface sur la sphère par le procédé déjà employé plusieurs fois (n° S) ; nous obtenons une surface spbérique formée de m feuillets, qui peut remplacer lasurface plane. Aux valeurs de 3 de module 1res grand correspondent les points de la sphère voisins du point O', et la liaison des feuillets autour du point O' résiille de leur liaison autour des autres points de ramification. Par exemple, si une racine est uniforme dans le domaine de s;=ao, quand on tlécriraun contour fermé sur la sphirc autour du point O' en partant du feuillet correspondant i\ cette racine, îl pourr:i
ie faire c|u'on traverse plusieurs feuillets difTérenls, mais, après lin lour complet, on reviendra au poinl de départ sur le méine feuillet.
Oonsidérons une valeur n de :; pour laquelle jj. valeurs de u de-
vieDtsent ëgalesà b et forment un seul système circulaire dans le
voisinage de ce point. Sur la surface T, on aura un système de u.
feuillets liés les uns aux autres dnns le voisinage de ce point, mois
séparés des autres feuillets. Ils pourront les traverser suivant des
ijgncs doubles, mais on ne pourra pas passer par continuité d'un
[1 feuillets à un autre dilTorent de ceux-là, en restant dans
le domaine du point it. Nous dirons (jue ces ^ feuillets forment
n cjrcle, et le point commun à ces [j. feuiliets est le sommet du
cycle; c'est un point de ramification d'ordre [j. — i. Il peut se faire
aussi que, pour 5 ^^ o, on ail plusîeuis systèmes circulaires de
cïnes. Au-dessus du point z =^ a du plan des :, on aura sur la
rfaceT plusieurs cycles distincts dont les sommets se projellent
in c« même point. Par eilension, on dira quelquefois qu'un point
le la surface, par lequel ne passe qu'un seul feuillet, est un point
Ae ramification d'ordre ïéro. Un mdme poinl du plan des z peut
^y-re la projection de plusieurs points de ramification d'ordre zéro
et d^autres points de ramiftcation d'ordre supérieur. A un point
double (fl, b) de la courbe F(s,(/) = o, par exemple, correspon-
dent deux points de T par lesquels passent deux feuillets tout à fait distincts : la surface ne présente rien de particulier eu ces points. \.ajig. 68 représeiili- quatre feuillets superposés P, , P3, Pj, P,; le pointai est un poinl de ramification d'ordre r pour les feuillets r
el -j, d'ordre o pour les feuillets 3 et 4; ces deux derniers sont cnli(''remenl dislinets au point a {fig- 68).
Bemartjue I. — (juand on dit d'un point de T (|uc ce point n'appartient qu'à un seul feuillet, on fait abstraction des lignes doubles. Pour un point pris sur une ligne double, il faut ajouter à quelle nappe le point est supposé appartenir.
Remaifiue 11. — Il est clair que la façon de réunir les feuillets pour former une surface T n'est pas unique. Par exemple, il n'est pas nécessaire de supposer que les lignes de passage sont des lignes droites; on peut leur donner des formes absolument arbitraires. Lorsqu'il n'^ a que des points de ramîncalion simples, on peut employer un procédé particulier dû n Luroth. ( l'ofV PicAiiTi, Traité d'Analyse, I. 11, p. 367 et suivantes.)
91. On appelle pi>int analytique (=,w) l'ensemble d'unevaleur deset d'une valeur de u vérifiant la relation considérée F {-,«):= O. A tout point de T correspond un point analytique et inversement. Soit (rt, b) un point analytique ; on a F(rt,t)— o et en général Il = l> est lacine simple de l'équation
S'il en est ainsi, le point de T qui correspond au point analytique {a, i) est déterminé sans ambiguïté. Il ne peut y avoir exception que si w =^ 6 est racine multiple de l'équation précédente. Supposons d'abord que les n valeurs de u voisines de b pour une valeur de z voisine de a appartiennent à un même système circtilaire. Sur la surface T on aura, au-dessus du point 3 = a, un cycle de n feuillets, dont le sommet sera le point unique deT correspondant au point analytique (a, b). Il n'en est plus de même si les n valeurs de it voisines de b se partagent en p {p~> i ) systèmes circulaires. On aura p cycles sur T, dont les sommets correspondent au même système de valeurs = = a, u ^ b. On aura en réalité p points analytiques {(t,b), qu'il faudra distinguer les uns des autres. Mais ceci ne peut avoir lieu que pour un nombre fini de systèmes de valeurs de rt et de b.
Nous
;ons d'abord d'étudierlcs propriétés gêné-
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raies des fonctions unifurmes sur la surface T ou, ce qui revient au rvième, des fonctions uniformes du point annlj tique (j, ii). Soit en premier lieu (a, b) un point à dislance finie Je la surface par lequel ne pusse qu'un feuillet. Découpons un petit morceau de surface entourant ce point et situé tout entier sur un seul feuillet; lorsque le point de T restera sur cette portion de surface, le module de z — a restera inférieur à une certaîoe limite, et la branche de fonction considérée sera, dans ce domaine, une foncp lion uniforme de :; — a. Il peut se faire que cette fonction v soit, Kns ce domaine, égale à la somme d'une série convergente
,. = Ao-i- A,(= - „) + ...+ A,(-- - a yi-^.. . ;
plors la fonclion c sera dite régulière au jioinl (a, 0). Si
fttts que A, soit nul, le point analytique (n, i)est un zéro d'ordre
■ Si la foDClîon c n'est pas régulière au point {a,b), ce point eal
E^*^ point singulier. Nous supposerons que c'est un point singulier
• Wo\è; alors, d'après le théorème de Laurent, on aura, dans ledo-
wiaine de ce point,
-A,(ji
S'il n'^ B qu'un nombre limité de termes à exposants négatifs, I Je point (a, 6) est un pâle, dont l'ordre est égal à la plus haute puissance de ; _— dans le développement. S'il y a un nombre illimité de termes à exposants négatifs, le point analj tique [a, b) est uu point singulier essentiel isole. Dans les deux cas, le coefficient de 7 est encore appelé résidu.
Supposons maintenant que le point analytique (fi,^) soit le
I sommet d'un c^clt de [jl feuillets a dislance finie. Découpons sur
' T un petit morceau de surface t ne contenant à son intérieur
d'autre point de ramilication que cehii-lii ; t se composera de cer-
■taines portions des ^t feuillets qui passent par ce point, et sera li-
mitée par une courbe fermée qui, vue eu projection sur le pla des -3, tournera jji fois autour du point 5 =: a. (La figure repr sente cette courbe limite, pour [jl = 3, la convention pour les Irai qui figurent les chemins étant la même queyïg^. 65).
Fig. 69.
C'est cette petite portion de surface que nous appellerons le do — * maine du point (a, 6). Il est facile de voir que cette surface peu: se ramener à une portion de surface plane, située sur un même:3i feuillet. Posons, en effel, ;; = a -j- :;'!* et représentons encore la^ variable -3' par un point dans un aulre plan. Traçons les droites^
ïr
issues de l'origine qui font entre elles des angles égaux à — j et du
point 3' = o comme centre décrivons un cercle de rayon r très petit. On a ainsi une surface /', composée de |jl secteurs circulaires égaux. Lorsque la variable 3' décrit un de ces secteurs, 5 décrit, autour du point a^ toute la partie d'un feuillet aboutissant à ce point comprise à Tintérieur d'un cercle de rayon ri*. A la surface /' correspond ainsi sur T un domaine entourant le point analj'tique («, 6), domaine que Ton peut prendre pour la surface t. Ces deux surfaces / et /' se correspondent point par point et, sauf au point 3' = o, l'application est conforme. Toute fonction uniforme du point analytique (3, w) pourra donc, à l'intérieur de f, être remplacée par une fonction uniforme de 5' \\ l'intérieur de t! , Il suit de là que celte fonction sera dans le domaine de {a^h) une fonction uni-
forme de {z — a)^ , chaque détermination du radicalcorrespondant à un des feuillets.
S'il n'y a pas, dans le voisinage du point (a, 6), une infinité d'autres points singuliers, la fonction \^ sera donc représentée, dans le domaine de ce point, par un développement ayant l'une des
FONCTIONS ALGEBRIQUES d'UNE VVKIABLE. 2o5
formes suivantes
V = — rt
( III > f = VAv(- — a)i^-
L>£ins le premier cas, on dira que la fonclion r est régulière au
point (rt, 6); si Ao = A, = . . .= Aç_, r^^ o, sans que A^ soit nul,
le point [a, b) sera dit un zéro d'ordre q. Dans le second cas, le
point (a, b) sera appelé un pôle d'ordre /i, et, dans le troisième
cas, un point singulier essentiel isolé. Dans ces deux derniers
cas, si les développements contiennent un terme en ,
^*ïi appellera résidu le produit ^i^A.ji. Il est facile de justifier ces définitions. Imaginons un contour tracé sur T autour du point de i^mifîcation {a, b); puisque, par ce point, passent |jl feuillets, ce contour doit faire [x tours autour du sommet du cjcie. Cela posé, cuQsidérons l'intégrale
V dz,
prise le long de ce contour, de façon à avoir a sa gauche le domaine du point (a, 6). Le seul lerme qui puisse donner quelque
chose dans cette intégrale est le terme en —
az.
et, comme l'argument de z — n augmente de aai: quand on riécrit le contour précédent, cetle intégrale a pour valeur a/irjJiA.tjL. On a donc, en appelant R («, 6) le résidu,
I^intégrale étant prise le long d^un petit contour entourant comn plètement le point (a, 6), de façon à avoir à sa gauche Faire veloppée, comme dans le cas d'un point (a, b) qui ne serait pi de ramification.
Pour justifier la définition de Tordre d'un pôle ou d*un zér remarquons qu'un zéro d'ordre q de v donne toujours une v riation de zqiz dans logr, quand la variable z décrit un conto fermé dans le sens direct autour du point analytique (a, 6), tan dis qu'un pôle d'ordre n donne une variation de — anir da iogt'. En d'autres termes, un zéro d'ordre q de ç donne dans 1 dérivée logarithmique un résidu égal k -h q, et un pôle d'ordre i un résidu égal à — n.
Soit, en effet,
= (5 — a)?LAo-^A,(^ — a)^-f-...J, A(
On aura
, - Al (5 — aJ*- -h. . .
V dz ii(z — a) ' i
AoH- Aj(^ — cr)t*-+-. . .
Le développement du second lerme commencera par un terme de degré 1 ou de degré plus élevé; le résidu sera donc
ï X [JL = gr. On verrait de même que, pour un pôle d'ordre n
de r, le résidu de la dérivée logarithmique est égal à — n.
Passons, maintenant, aux valeurs infinies de z. Pour plus de généralité, supposons qu'on ait à l'infini un cycle de a feuillets.
En posant ;; = — , la fonction uniforme v se change en une fonction ^{z'), qui est uniforme dans le voisinage de 5'= o. Écartons le cas où cette fonction ^(^') admettrait une infinité de points singuliers dans le domaine de l'origine; dans ce domaine, ^(z')
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Fa représentée par un développement de Tune des formes sui-
V suites :
La fonction ç sera donc représentée, dans le domaine du point à l'infini considéré, par un développement de Tune des formes suivantes :
(If) P= ^Ava f;
V=:— Il
(III) Ç=Z \ky,Z ?
Dans le premier cas, la fonction {^ est régulière au point à Tin-
fini; si le développement commence par un lerme en z ^^ ce point sera dit un zéro d'ordre q. Dans le second cas, le point à Tinfini est un pôle d'ordre n, et, dans le troisième cas, un point singulier essentiel isolé. Si le développement contient un terme en -,
'-^f on appellera résidu le produit — |JiA_pL. Ces définitions se
justifient comme précédemment. Le résidu de la fonction v pour un point à l'infini est égal à
/v dZy
rintëgrale étant prise le long d'un contour fermé limitant le domaine de ce point à l'infini, de façon à avoir ce domaine à sa gauche. Un zéro d'ordre q et un pôle d'ordre n donneront respectivement ^ et — n pour résidus dans la dérivée logarithmique.
Remarquons encore une fois que la fonction peut être régulière à linfini sans que le résidu soit nul.
96. Soient V une fonction analytique uniforme du point ânalvtique (w, u) et Vi, (^29 • • m ^'m les m déterminations de cette fonction pour une valeur quelconque de z ; il est clair que toute fonction symétrique de ^'i, ^2^ •••? ^m sera une fonction uni/orme de z. Supposons que, pour 5 = a, quelques-unes des valeurs t^i -» <'î, . •., ^m ne soient pas régulières; alors la fonction p du poir» ^ analytique (Zj u) admettra comme pôles ou points singuliers es$er~=3 liels quelques-uns des points analytiques (a, b) qui sont superpc:^ ses au point z = a du plan des z. La somme des résidus de C- ^ fonction i', relatifs à tous ces points singuliers^ est égale au sidu de la fonction i^i + ^^2 4- • • • -H ^m relatif au point z=^a.
Si aucun des points analytiques (a, b) que la fonction v admi comme points singuliers n^est un point de ramification, la démon^^^ stration est immédiate. Supposons que l'un de ces points soit 00. point de ramification d*ordre [x — 1; dans le voisinage de c»^ point, jjL des valeurs i^i, 1^21 •••1 ^'m seront représentées par ui^
même développement en série suivant les puissances de (5 — a)**. Soit A_ji. le coefficient de ^ _ ■ dans ce développement. Dans la^
somme V\ -1- i'2 -h • • • -f- ^m, on aura le terme j^ ~^ provenant des^
;jL valeurs de v appartenant à ce système circulaire. En opérant de la même façon avec tous les points analytiques (a, t), on voit que la proposition est exacte avec la définition du résidu que nous avons adoptée. On reconnaît tout pareillement que la somme des résidus de la fonction i^, pour les points à l'infini deT, est égale au résidu de la fonction i^i + ^'2 4- . . . + ^m pour x; = 00.
Supposons que la fonction v du point analytique (s, c/) n'ait sur T qu'un nombre /7n/ de points singuliers. La somme des résidus de cette fonction sur toute la surface T sera égale, d'après ce que nous venons de voir, à la somme des résidus de la fonction t'i 4- t'2-+- . . . -f- t'mî q"i est une fonction uniforme de z^ pour toutes les valeurs finies et infinies de z. Or cette somme
vi-f-t'j
i de points singuliers, et, par est nulle {voir Introduction).
n'a lividemmenl qu'un nonilirE conséquent, la somme de ses rés 'On a donc le ihéoréme suivant :
Soit 1' une fonction uniforme du point analytique {:. u) mi n'admet, sur toute la surface T, qu'un nombre fini de vints singuliers; la somme des résidus de cette fonction sur ^ute la surface est égale à zéro.
Parmi les fonctions i
lifon
i plus simple
i du point analytique (w, »),
nt les fonctions rationnelles de z et de u,
^eiQ étant des polynômes entiers en 2 et h. Dans le voisinage d'un int analytique (a, b) à dislance linie, où a reste fini, le numérairet le dénominateur peuvent se développer en séries ordonnées suivant les puissances de 3 — a, si parce point ne passe qu'un seul
Teuitlet, et de (3 — «)'*si ce point est le sommet d'un cjcie de a feuillets. Le quotient ne pourra donc contenir qu'un nombre Jini f termes à exposants négatifs, si le dénominateur est en z — a ^nn degré inlinitésiniat supérieur à celui du numérateur. Lu foncf est donc régulière au point (h, i), à moins que ce point ne soit 1 pôle. Le raisonnement est le même pour les points de T où u Bvient infini et pour tes points à l'infini de la surface. Par con- ^uenl, toute fonction rationnelle de « et de 3 n'admet sur toute
irface de Uiemann que des p&les.
Kéciproquenient, toute fonction uniforme du point analy- \que (3, u), qui, sur toute ta surface de Itiemann, n'admet l'an 1res points singuliers que des pôles, est une fonction raîonnelle de = et de u.
Moas nous servirons, pour te démontrer, de la remarque j^énéîle suivante ;
Toute fonction uniforme du point analytique (3, (/ ) peut tre mise sous la forme
^ Hl\iz) ^- U^P,(i) -.
;(3), P,( = ). ..., K,_,{:) étant des fouet: A. Kf G.
ions uniformes de
Par hypothèse, l'équation irréductible F(5, u) = o est de dégré m en u. Soient w», W2, . . ., Um les m valeurs de u correspondant à une même valeur de z, et P|, P21 • • •> ^m les m valeurs de v correspondant respectivement aux points analytiques (5, ii|), (5, W2), . . ., (s, Mm)' Posons
Po Po
ur P,
. . . -h Mj P/n— 1)
. . . -t- a| r fn—\^
= Po+ WmPlH-. • .-^- "S"* P//1-1;
on peut résoudre ces m équations par rapport à Po, P|, . . ., P«, car le déterminant
I Ui
n'est pas identiquement nul. On en tirera, par exemple.
ou
ui"-^ .
Ui
Faisons décrire à la variable z un contour fermé quelconque^ les lignes du déterminant D se permutent d'une certaine façon. Mais, par hypothèse, les Vi se permutent de la même manière que les Ui, de sorte que les lignes du déterminant D| s'échangent entre elles exactement de la même manière que celles de D. Les deux déterminants sont donc multipliés par un même facteur, égal à =t I , et, par suite, P/ est une fonction uniforme de z.
Supposons maintenant que la fonction ^ du point analytique {z, u) n'admette que des pôles sur toute la surface T. Les développements des Ui et des c/ dans le domaine d'un point quelconque de la surface ne contiendront jamais qu'un nombre fini de termes
exposanls Dégatifs. Il en sera évidcmmenl de même de D et *de D|, et, par suite, de P,-. La fonction uniforme Pi{-), n'admettant d'autres points singuliers que des pôles, est une fonction racionnelle; d'où résulte la proposition énonct^e plus haut.
Toute fonction uniforme du point analytique {z, u), qui est régulière en tous tes points de la surface T, est une constante.
En effet, soient v, , v.^, , . . , v„ les m valeurs de i' correspon- <Jaot à une même valeur de z. Les fonctions symétriques
sont des fonctions uniformes de - qui restent finies pour toute valeur, finie ou infinie, de cette variable. Ce sont donc des constantes et, par suite, i' est racine d'une équation à coefficients constants.
98. Le nombre des zéros d' une fonction rationnelle V = ^{z^u) sur toute la surface T est égal au nombre des pôles, chacun <feux étant compté aiec son degré de multiplie
La dérivée logarithmique
est aussi une fonction rationnelle de z et de u, et les résidus de cette fonction proviennent des pôles et des jiéros de i-. Un zéro 'l'ordre m, de (■ donne -|- m, pour résidu, et un infini d'ordre n* ifonne — n* pour résidu. On a donc, d'apri-s un des théorèmes pr«5cédenls. £m, — Sn* = o ou Smi= ^ii/,.
Cette proposition donne Lieu à quelques remarques. 1. La fonction 'f,{z, u)^ - -n peut admettre d'autres pûles q**e ceux qui proviennent des Kéros ou des infinis de i<. l'ar *X.emple, supposons que, dans le domaine d'un point de ramifica-
"on d'ordre u. — i , on ait
Le point z = a est un pôle d'ordre [a — v pour - -r^y et, par
suile, le résidu correspondant est nul.
II. On aurait pu aussi démontrer le théorème précédent en remarquant que la différence entre le nombre des zéros et celui des pôles de la fonction v est égale à la même différence pour la fonction rationnelle i'i ç^o • • • ^m de z,
III. Soient i^ r^ ^(z,u) une fonction rationnelle de z et de i/, et N le nombre des infinis de cette fonction sur toute la surface. On dira que cette fonction est d'ordre N. La fonction ?p(5, //) — k a les mêmes pôles que (f(z, w), quelle que soit la constante X*. Elle a donc aussi N zéros, et la fonction v =i o(z^ u) passe N fois et N fois seulement par toute valeur donnée à l'avance.
Les propriétés précédentes rapprochent, on le voit, les fonctions rationnelles de z et de u des fonctions rationnelles AUine variable. Si l'on connaît, soit les pôles de la fonction rationnelle i' z= cp(:;, «/), avec les parties principales correspondantes, soit les pôles et les zéros (qui devront être en nombre égal, en tenant compte de leur ordre de multiplicité), cette fonction v sera déterminée, à une constante additive près dans le premier cas, à un facteur constant près dans le second. En effet, s'il existe deux fonctions rationnelles de z et u satisfaisant à ces conditions, leur différence dans le premier cas, et leur quotient dans le second cas, est une fonction rationnelle de z et de w, restant finie en tous les points de T, c'est-à-dire une constante; mais il n'en résulte pas qu'on puisse choisir arbitrairement les pôles avec les parties principales, ou les pôles et les zéros. Nous savons même {voir Chap. I) qu'il n'en est pas généralement ainsi. L'élude des relations entre les résidus ou entre les pôles et les zéros sera faite plus loin.
IV. On emploie quelquefois l'expression ordre d'une fonction en un point (a, p). Cet ordre est zéro, si le point (a, p) n'est ni un pôle ni un zéro; il est égal à + /i, si ce point est un zéro d'ordre /?, à — ai' si ce point est un pôle d'ordre n'. Le théorème sur l'égalité du nombre des zéros et du nombre des infinis peut alors s'énoncer ainsi : f^^a somme des ordres d' une fonction rationnelle de z et de u sur toute la surface de Riemann est nulle (* ).
(') I3RI0T et Bouquet, Fonctions elliptiques, p. -217.
'Squ'il y !i quelque ambigiiïlé à craindre, on peut dire qtie
ordre total d'une fonction est égal à IN, si elle admet en tout
hacun d'eii\ étant compté avec son degré de inullipli-
La déHnition des z.éros et des infinis est purement analytique; on peut également la justifier par des considérations algêl:iriques et géométriques, Étant donnd courbes algébriques indécomposables
: le>
:quations de deux
|17J tlB)
9'après la théorie générale de l'élimination, les abscisses des Doints communs aux deux courbes s'obtiennent en éliminant u Kntre ces deux équations. Le résultat de l'élimination est
il;) = *(s. «,)*(«,
i,U], .... u,„ désignant les m racines de l'équation (17). Soîl t, 3) un point commua aux deux courbes; lorsque z tend versa, rdcs racines de l'équalion (17), H|, r/j, . . . , Ur^ par exemple, ten- P denl vers ^. Le nombre des points d'intersection des deux courbes Tqui sont confondus au point (a, P) est, par définition même, le tdegré du produit *(:,«,} ...*{;, u,) en (= — a). Il faut remarpqucr que A(3) peut contenir{3 — a) à une puissance supérieure ■i celle-là, si les deux courbes ont d'autres points communs d'ab-
Cela posé, supposons d'abord que les /' valeurs de u égales à 3 pour j ^a forment un seul système circulaire; ces /■ racines lonl alors représentées par un même développement
HA,(=-ir+ A,(^-.
!k l'on attribue au radical (:: — n.Y ses /- déterminations. Quand 1 remplace u par ce développement dans *{;, u), le résultat est lui par hypothèse pour ; =: a, et l'on a un nouveau développe-
2l4 CHAPITRE IV.
Chacune des expressions ^(5,^1), ..., ^(5, «r) est donc JC^
degré - en (:; — a) et, par suite, leur produit est du degré q. <
q est précisément Tordre du zéro de la fonction ^(5, u) au poin ^z:^-"^^ (a, P). Donc le nombre des points d'intersection des rfeMJ^^^"**^ courbes (17) e/(i8) confondus au point (a, P) est égal à Fordr^^^^''^ du zéro de la fonction ^(z^u) au point analytique (a, P)^ ^ )> u et z étant supposés vérifier la relation F (z,u) = o.
Si les r valeurs de u qui deviennent égales à ^ pour 5 = a partagent en k systèmes circulaires, il y a, sur la surface de Riemann correspondante à Téquation F (5, u) = o, A: points analytiques (a, p). Le même raisonnement montre que le nombre des points communs aux deux courbes confondus en (a, P) est égal à la somme des ordres des zéros de ^{z^ u) en ces différents points analytiques (a, P) (*).
Si le point commun aux deux courbes considérées est à Pinfini, on ne peut plus appliquer la même règle. Par exemple, les deux courbes
^(Zj u) = uz^ — 1 = 0,
ont une asymptote commune z = o^ el dans le domaine du point ^ = o, on a
ce point n'est donc pas un zéro pour ^{z^ u). L'emploi des coordonnées homogènes permet, comme on sait, d'éviter ces difïïcultés; on peut dire' encore, ce qui revient au même, qu'une transformation homographique ramène le point commun à distance finie et supprime la difficulté.
La remarque suivante s'applique à tous les cas. Soit F(5, u)=o Téquation d'une courbe algébrique indécomposable et f{Zy m), 'h(z^u) deux polynômes quelconques du même degré n; dési-
( * ) Nous renverrons le lecteur au Mémoire de M. Halphen : Sur les points singuliers f etc. {Journal des Savants étrangers, t. XXVI), où l'on trouvera une définition géométrique du même nombre.
ts
Al.
œ{:, II) lu fonction ralionnclle
Cela posé, soienl (a, P) un poiiH quelconque de la courbe F = o, y le nombre des poiuts communs aux deux courbes F ^ o, /— i> confondus au poitii (a, ^), (^' le oonibre des points communs aux deux courbes F;= o, i} := o confondus au point (a, p), La àiffércnce q' ^q est égale à ta somme des ordres de if{z, u) aux différents points analytiques {a, p).
La proposition est une conséquence immédiate de ce qui précède si le point (a, P) est à distance finie. Si ce point est à l'infini, on le ramènera à dislance finie par une transformation homographique
7(^.») devient
où 'J'i (3', u') =; o et fi{z', u') := u sont les équations des denx courbes de m(Jme degré qui se déduisent des courbes 'i(;, u) = o, /(s. «)^=o, par la transformation bomograpbique précédente. Or l'ordre d'une fonction rationnelle en un point ne change pas, comme on le verra au Cliapître VI, par une transformation bomograpbique. La proposition est donc générale.
100. Le tbëorème classique de Bezout, sur le nombre des points communs k deux courbes algébriques, peut être considéré comme un simple corollaire de l'égalité du nombre des zéros et du nombre des infinis. Etant données deux courbes algébriques, de degrés m et n respectivement, choisissons une droite D rencontrant le système formé par les deux courbes en m -\- n points distincts, et faisons subir aux deux courbes une transformation boni ograpbi que, de façon que la droite D devienne la droite de l'infini. Les m -\- n directions as^mptoiiques du système formé par les deux courbes sont alors distinctes; nous supposerons de plus ijn'aucunc de ces asymptotes n'est parallèle à l'un des axes de
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coordonnées. Les équations de deux courbes s^écrivenl alors
( 19) F(^, U) = Z'nf^ ('» ^) -^ 5'«-i/;„., (^l, ^^ -h. . . = O,
(20) *(^,m)= z«ç„f i,jj -+-;;'»-» ç«_, m, ^j -f-... = o.
/i, (ffç sont des polynômes entiers en - d'un degré au plus égal à
leur indice. En outre, leséqualions/;,i(i, c)= o, cp;,(i, c) = o ont toutes leurs racines simples et n'ont aucune racine commune. La surface de Riemann, qui correspond à l'équation F(>5, u) = o, se compose de m feuillets et n'a aucun point de ramification à l'infini ; les m valeurs de u pour s = 00 sont représentées par m développements de la forme
u = CiZ -4- «o'^ -f- h ( £ = 1 , 2, . . . , m).
Chacun de ces points à l'infini est un pôle d'ordre n pour ^(2, m), car le développement de ^(z^u) commencera par un terme de degré /î, 5" ç„(i , c/), qui, d'après les hypothèses, ne peut être nul. La fonction ^{Zj u) a donc mn zéros à distance finie, chacun d'eux étant compté avec son degré de multiplicité; les courbes ont par conséquent mn points communs à distance finie. Il est clair d'ailleurs qu'elles n'ont aucun point commun rejeté à l'infini.
101. Toute surface de Riemann ayant des points de ramification d'ordre quelconque peul être considérée comme limite d'une surface de Riemann n'ayant que des points de ramification simples. Soit ^(5, u) le polynôme le plus général de degré m en 5 et u. Nous pouvons supposer que la courbe qui a pour équation ^(2, u) = o n'a aucun point multiple, et que les m asymptotes sont distinctes, de telle sorte que les m valeurs de u pour s = 00 sont fournies par m développements de la forme
u, = CiZ 4- a'/' -1- i-L H- . . . ( i = 1 , 2, . . . , m );
le point z =00 est un pôle du premier ordre pour chaque valeur
Je II. Les points de raniilicalion sonl lous ù distance finie et proviennent des points de la courbe oii la tangente est parallèle à l'axe des u. Si l'on a pris les aies, ce qu'on peut toujours supposer, de façon qu'aucun de ees points ne soit un point d'înllexion, res points sont au nombre de in{nt — i) el chacun d'eux est un I point de ramification simple. La surface de Riemann T,, cor-
rBpondaat à la relation <?(=, i/) = o, a donc ni feuillets et (/7* — i) points de ramification simples
iiiiiginons tuainleijunt que les coefficients du polynôme 3{z, u) varient d'une manière continue depuis leurs valeurs primitives et arl mettons, pour fixer les idées, que le coefficient de u" ne devient pas nul. Quelques-uns des points de ramification peuvent venir -e confondre, mais la surface de Rjeniann correspondante se 'ooipose toujours de m feuillets. l'our voir nettement ce qui se passe, il est plus commode d'emplojer les lacets. A partir de chacun des points critiques «, , «i, , . . , a^ lirons, dans le plan 'le lu variable :, une coupure s'étendani jusqu'à l'infini, de façon le se croisent pas entre elles {Jig- 70). Soient ;„
:OHpun
Fig. 70.
l'origine des lacets et »,, m^, ..., »« les m racines, qui sonl uniformes tant que : ne franchit aucune des coupures.
Supposons que les deux lacets {n\) el {a^) unissent tes Jeux rDcines n, eL », el soient neutres pour les autres racines. Un chemin lel que z^ninz^ est équivalent à la suite des deux lacets frt,), (flj) et ramène chaque racine à sa valeur initiale. Si l'on imagine maintenant que, les coefficients de -7(3, u) variant d'une
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manière contiaue, les deux poiDls critiques a, et a^ viennenld coDroodiT CQ un point b,, le chemin ZumnZa devient équivale! BU lacet (6,) et, par suite, ce lacet ramène les tieus racines ii,, u à leurs valeurs initiales. On voit donc que deux pnints de ramil cation simples sont venus se réduire à un point ordinaire.
On peut s'en rendre compte d'une façon pins sensible. Sur I surface de Riemann primitive, lu ligue droite a^a^ peut servir d ligne de passage entre deux feuillets; si les deux points a,, a viennent se confondre avec le point fj,, cette ligne de passag disparaît, et il n'y a plus de connexion entre les deux feuillet au point b,.
Nous pouvons faire d'autres h^pollièses. Si les lacets (ai et {a-j) unissent des racines différentes telles que u, et Uj, u et Uf, le point limite b^ sera la superposition de deux points d ramilication simples. Si le lacet (^i) unit u, et »!, le lacet («■ U| et »3, le chemin z^,mnza conduit de », à u^, de »i à Uj, à Usa u,. A la limite, le lacet (A,) [)ermutcra circulairement le trois racines ii,, u^, »>. Plus généralcmenl, supposons que Toi ait r points critiques voisins «,, (ij, ..., fl,, tels que le lac* (d,*) unisse les racines Ut et iii^,, cl qu'un rayon vecteur tournai] autour de Zt, rencontre ces points dans l'ordre des indices. O chemin fermé entourant tous ces points critiques et ceux ) seulement permute circalairement les r + i racines «, , ... "r+i ', si tous les points a,, a^, . . ., a, viennent se confondre e. un point /^i, on aura autour de ce point un système circulaire d ;■ -\- I racines.
La méthode précédente est évidemment générale et monti suffisamment comment tout point de ramification d'ordre que! conque peut être envisagé comme provenant de la réunion d plusieurs jioints de ramification simples, suivant la conception à Riemann. II est clair, en effet, qu'on peut passer de la relalia 5{z, «) = o à toute autre relation du même degré par une varîi tion continue des coefficients.
Soient D le nombre des points de ramification simples qi sont venus se confondre en un point 3=^ 6 et R la somme dl ordres des points de ramification qui sont superposés au poîi z= b. La différence D — R est nulle ou égalt pair posiiif.
Pour dënionlrer celle propriélé, nous supposerons que les D ■points critiques a, , «a, . . . , «o vienncnl successivement coïncider : le point z^^b. Après (' opérations, par t-xemple, les points Cti, ..., ai seront venus se ronfondre avec le point b et l'on ara en ce point b un certain nombre de points de ramiCcation nperposés, les points (7,.^, , . . . , Oo restant des points de ramifialion simples. Soit R, la somme des ordres des points de ramifi- Btion superposés au point b après ces i opérations. Après la nière opération, on a
Di-
eu général, D,:; 'magini
Ue point («,v,)v
ntondrc
avec le point b. Le lacet {(Ii^.| ) unit deux racines u/,, «*. Oo peut faire plusieurs hjpolhéses ;
1° Les deux racines »a> "» sont uniformes dans le domaine du point b. Lorsque a,+, sera venu en b, on aura en ce point un point de ramiOcalion du premier ordre de plus; par conséquent
a" Une des racines, u/, par exemple, appartient à un système circulaire de racines se permutant autour du point b, et u/, est luaiforine dans le domaine de ce point. Supposons que le lacet
V*i^i) unisse les racines h, et «^ cl qua le lacet (t) permute les
I ncioes Ut, , «p, la racine m restant uniforme au voisinage
défi. Un chemin tel <\ne z^miiZa {J'g- 71) conduit de w, h iti^ de 'lia Wj, , . ., de iip à ((,. Lorsque «,■+, sera venu en b, le lacel
(b) permutera les/> -h i racines W|, ma, W2, . . . , W/>, et les auU systèmes circulaires seront restés les mêmes. On aura encore
3° Les deux racines ^/^^ ^a appartiennent à un même sjstèi circulaire de racines se permutant autour de b. Par exemple, suppcm^ sons que le lacet (6) permute les racines (W|,W2,...,wa;wa4.i,...,W/s=
et le lacet (rti+i ) les racines M| et Uh- Le chemin {z^ninz^) pei
mutera circulairement les racines
Quand le point a/^_i sera venu en 6, on aura deux systèmes cir — culaires de racines
et il n'y aura rien de changé aux autres systèmes circulaires. On^ aura toujours D|^.| = i -h i ; pour avoir R/+i, remarquons qu'au lieu d'un système circulaire de p racines on a deux systèmes circulaires de (A — i) racines et de (/? -h i — h) racines. Donc
R/-HI— R|= ^ — 2-F/? — /i —(/? — 1) = — I, Divi— Ri+i = D/— R/-4- 1.
4° Les deux racines que le lacet («y+i) réunit appartiennent à deux systèmes circulaires différents autour du point b. Par exemple, le lacet (^i+i) unit u^ et Uh et le lacet {b) permute les racines (m,, . . ., Up)^ {uhj wa+i, • • -, Uh+q)-
Le chemin ZomnzQ permute alors les racines dans l'ordre
A la limite on aura
Dn-i = i -hi, Rx>i — ï{i = p-hq — (/? — i) — ^ =1,
Di+i — R/4-1 = D/ — R/-
En définitive, quand on change t en i -{- i , le nombre D/ — R,
FONCTIONS ALGÉBRIQUES D'UNE VARIABLE
e change pas, OU a ugmenle de deux unités. Comme D< — R|=ro, n en déduit la proposition énoncée.
A^ppliquons celte relation à tous les points de ramification d'une iirlace de Riemann ; le nombre SD/ est égal au nombre des points e ramification simples de la surface primitive, c'est-à-dire à »(/?! — i), qui est un nombre pair. On en conclut que la somme (/• — i), étendue à tous les points de ramification d'une surface e Hiemann, est un nombre pair, r désignant le nombre des feuilîts qui appartiennent à un même cycle.
CONNEXION DES SURFACES DE RIEMANN, PÉRIODICITÉ DES INTÉGRALES ABELIENNES.
CoDneiioa des surficM en gcnéral. — Ordre Je connexion d'une surface qu^ conque; d'une surface fermée; d'une surface de Biemann. — Généra lia» lion la relation d'Enler pour les polyèdres. — Coupures sur une surface de Riemac^ — Exemples. — Équations binômes, — Surfaces de Riemann régulières, — I tégraksabnlLennes. — Propriété» générales. — Périodes. — Classification (■) —
102. On a vu au Chapitre III commenl une surface de Ri» niann à ileiii feuillets pouvait éire Iransformée en une surface si plement counese, par un système convenable de coupures : il est de même des surfaces à un nombre quelconque de fetiillctf mais les considérations intuitives dont on s'est servi pour le c; particulier déjà traité deviennent plus difficiles à saisir pourle Ci général. Aussi nous allons reprendre la théorie de la des surfaces à un point de vue toul à fait général.
Rappelons qu'une surface est dite connexe lorsqu'il est possîbl ^^*_^ de réunir deux points quelconques de cette surface par un trai continu situé tout entier sur la surface. Si l'on a aifaire à une sui face fermée, ou n'ayant pas de bords, comme une sphère, une surface de Ricmann, on commence par luidonnerunecourb limite en pratiquant une petite fente dans cette surface ou en «ni
ilun pel
morceau de celle surface. Les coupures dont il s ici sont considérées comme de véritables traits de ciseaux, par:^ tant d'un bord et s'arrétant dès qu'on rencontre un nouveau bord quand on trace plusieurs coupures successivement, les coupures o*
(■) Auteurs à consulter : ItteuANN, Inaugiiraldùserlalion, Théorie dtr-"^ Abel'aehen Furictionen ; — Nrdminn, Vorlasurtgen ùber HUnnann't Théorie, eu. — E. PiGAnn, Traité d'Analyan, t. II, Chap. XIII et XrV ; — Simart, Thèse ddoctorat; — Jordar, fiecherchet tur l<i polyèdret {Compte* rendiii, 1. LX LXII: - Journal de CretU. I. LXVE-LXVIII) ; - Note tur la déformation dr^ surfaces (Journal de Mathemcili'jiiKS, i' série, t. XI ).
ponîons de coupure déjà tracées doivent être regardées comme de nouveaux bords, de sorte qu'une coupure ne peut pas se traverser, mais peut s'arrêter en un point de son trajet.
^ous prendrons pour définition de la surface simplement conncjcc la propriété suivante : une surface connexe est dite simplement connexe lorsqu'il est impossible de tracer une coupure sur cette surface sans la morceler, c'est-à-dire sans la décomposer en demc morceaux n'ayant plus de connexion entre eux. Dans le cas contraire, elle est plusieurs fois connexe, ou à connexion mul-
sphère, le plan indéfini, la surface d'un cercle ou d'un rectangle sont simplement connexes. Au contraire, une surface plane à plusieurs contours, le tore, une surface de Riemann a deux feuillets et plus de deux points de ramification, etc., sont à connexion multiple. Par exemple, dans la surface ABCD ^fig^ 72)
Fig. 73.
^** peut tracer les trois coupures a^, yo, t'r\ sans morceler la sur- *^ce ; une nouvelle coupure la morcellerait. Prenons la surface du ^Ore {Jig. 73); une coupure telle que omnpo^ tracée suivant un
Fig. 73.
*^éridien, la transforme en une sorte de cylindre recourbé, et une
^^uvelle coupure telle que oMo' transforme la surface en une sur-
*^^ce à connexion simple oMo'o', M, o, . Invcrsemcnï, en réunissant
les côtés opposés d'un rectangle, on obtient une surface ferm analogue à la surface du tore.
103. La définition précise de l'ordre de connexion d'une sii face repose sur les propositions suivantes :
I. Une surface simplement connexe S est décomposée pc une coupure en deux morceaux simplement connexes (*).
Supposons d'abord que la coupure ab joigne deux points de limite totale de S. Prenons sur les deux bords de la coupure dcL points infiniment voisins m, m' \ il est clair que tout point de peut être réuni à Tun des deux points m ou m' par un trait coc tinu situé sur S, sans franchir la coupure ab. On a donc décoir posé la surface S en deux portions connexes séparément S', S"' e
Fi g. 7i.
par hypothèse, il iiy a pas de connexion entre S' et S". 11 s'ag de faire voir que chacune de ces surfaces S' et S'^ est sirapleraei connexe. En effet, si S', par exemple, n'était pas simplement cor nexe, on pourrait, sans la morceler, tracer dans S' une coupur Soit cd cette coupure, telle que l'indique la première figure gauche.
Cette coupure cd ne morcelant pas S', tout point de S' pei être joint par un trait continu au point m sans franchir la coupui cd. Si maintenant on supprime la coupure primitive a&, tout poii de S" pourra également être joint au point m sans franchirez/. C pourrait donc^ contrairement à l'hypothèse, tracer sur S une coi pure crfne morcelant pas la surface. On raisonnerait d'une façc analogue dans tous les cas, suivant la disposition de la coupures
( ' ) KiEMANN, Cesammelte H'erke, p. g.
ft ToD arriverail toujours à obleDÎr une coupure ne luorcelanl pas I S; telle serait cT.db pour la a' figure, ac\db pour la 3", bcdef ■ pour la \'.
Si la coupure ab, au lieu de réuoir dens points de la limile loile de S, se lermÏDait en un point de son parcours, comme l'in- ■■quc lu figure ci-dessous {Jlg- -à), les deiii points m, m', iiifi-
Fig. :5.
*na«nl voisins sur les bords opposas de la coupure, seraient dis- F***sés ainsi ((ue le montre le dessin. Nous laisserons au lecteur le soin d'achever le raisonnement, qui est identique à celui de tout _* l'heure.
Corotlnirc. — Ltanl données )3. surfaces simplement connexes,
l'on trace, dans ce système de surfaces, v coupures successive-
"nt, on obtient ix-i-v morceaux simplement connexes. Chaque
Souyelle coupure a pour effet de décomposer un morceau en deux.
H. SoU S un système quelconque de surfaces; si, au moyen - V coupures successives, on décompose ce système en a mor- ^•^ux simplement connexes, la dijférence v — a esï un nombre °natan l pour ce système de sur/aces (' ) ,
Supposons qu'en procédant d'une façon différente on ait, au ^Ojen de v' coupures successives, obtenu a.' morceaux simplement •Connexes; il s'agit de montrer que l'on a v — a =^ v' — a'.
Soient q une coupure du premier système, q' une coupure du ^^Cond système. Il est toujours permis de supposer que les cou-
R'>*l"€S q et q' ne se rencontrent pas sur les courbes limites, et que -s points de croisement des coupures q n'appartiennent pas aux **upures q' et inversement; s'il n'en était pas ainsi, il suflirait de ^■^placer infîniment peu quelques-unes des coupures, ce qui ne '^**ange évidemment pas les nombres v, 3, v', a'. Imaginons alors
(') RieiuMN, loe. cit..
que, dans le système de surfaces S, on ait tracé à la fois les coupi q et y'; et soit A le nombre de morceaux ainsi obtenus. On j compter ce nombre de deux façons différentes; d'abord, on j supposer qu'on ait tracé les coupures q les premières et qi trace ensuite, dans les a morceaux simplement connexes ainsi tenus, les coupures y'. Chacune de ces coupures ^r' devra comj pour/? -h I coupures distinctes,/? désignant le nombre de fois cette coupure q^ traverse une coupure q. Si donc on appelle 1 nombre des points de rencontre des coupures q avec les coupi q\ le nombre total des morceaux sera A = a -|- v' -h P. En c rant dans Tordre inverse, on trouverait de même A = a' -4- v -f
On a donc
c'est-à-dire
Ainsi, pour décomposer une surface en cent morceaux simj ment connexes, il faut toujours le même nombre de coupu de quelque façon qu'on opère.
104. Cela posé, considérons en particulier une surface c nexe S, et supposons que cette surface puisse être décomposée portions simplement connexes au moyen d'un nombre fini dec pures (* ). Si V coupures successives donnent a morceaux simj ment connexes, la différence v — a est, d'après ce qu'on vient voir, un nombre parfaitement déterminé pour cette surface.
nombre
est appelé Y ordre de connexion de cette surface. Pour une s face simplement connexe, on peut prendre v = o, a =1, et l'o N = I, comme il est naturel. (On voit pourquoi nous avons \ V — a + 2, et non pas v — a, pour mesurer l'ordre de connexio Un cylindre ouvert aux deux bouts est transformé en une s face simplement connexe par une coupure tracée le long d'i génératrice. On a ici v = a = i ; ce cylindre est donc une surf doublement connexe. Pour transformer le tore en une surface si
C) Nous excluons par là même les surfaces qui ne pourraient étredécompo en portions simplement connexes par un nombre fini de coupures.
plemenl connexe, il faut deux coupures; le lore esl donc unesur- /âoe Iriplemenl connese. En général, une aire plane il n contours eut une surface connexe d'ordre n.
•Soit S une sur/ace ^ /ois connexe (N> i); si l'on trace dans r^ne coupure q ne movcelant pas cette surface, on obtient une ^~^aceS', qui est (N — i)/ois connexe.
Soil N' l'ordre de connexion de S'; "«mposcnl S' en a morceaux simplen:
«oinmc on » passe de S à S' en traçani
ï-sï
V coupures successrvcs t connexes, on aura
r smle.
On conclut de là que toute sur/ace, S qui est N /ois connexe, *^«</ élre Irans/ormée en une sur/ace simplement connexe nu r^^^'iyen deîi — i coupures.
Puisque S est N fois connexe {N > i ), on peut tracer une cou- \>ïire sans la morceler, et l'on a une surface S' qui est N — i fois »;onneie;sîNestpiusgrandquea, on pourra tracer dans S' une nou- ^^L "*Wle coupure et l'on obtiendra une surface S" qui sera (N — a) fols ^^^ Connexe, et ainsi de suite. Au bout de N — i opérations, on arrivera ^^H à une surface dont l'ordre de coniiexion sera N — (N — 1)=:|, ^^H c'est-à-dire à une surface simplement connexe. ^^H Le même raisonnement prouve que, sur une surface N foiscon- ^^H nese, on ne peut tracer plus de N — i coupures sans la morceler. ^H L'ordre de connexion d'une surface est donc égal au nombre maxi- ^H innm de coupures que l'on peut tracer sur cette surface sans la ^P morceler, augmenté d'une unité.
I lOo. Appliquons ceci aux surfaces fermées. Le type des sur-
' faces fermées simplement connexes est la sphi-re ; après la sphère.
la surface fermée la plus simple esl le tore, qui est triplement connexe. Mais il n'existe pas de surface fermée doublement connexe, et, d'une manière générale : L'ordre de connexion d'une sur/ace /ermée est un nombre impair.
On s'appuie, pour démonlrer ce théorème, sur les remarqi
suivantes :
I. La limite totale d'une surface simplement connexe se
compose d'une seule courbe ( ' ).
Il faut entendre par cet énoncé que cette limite totale p< être décrite d'un seul Irait continu. Supposons qu'on ait de courbes limites distinctes C, C, et soit ab une coupure alh d'un point de C à un point de G. Cette coupure ne morce pas la surface; pour le prouver, il suffit évidemment de fai voir qu'on peut réunir deux points infiniment voisins /w, m', p sur les deux bords opposés de ab, par un trait continu, sa franchir cette coupure. En effet, soient n et n' deux points infir: ment voisins de C de part et d'autre du point b (/ig- 76).
Fig. 76.
On peut aller de m en n et de n' en m' en longeant la coupu D'autre part, la courbe limite (7 n'ajant qu'un point commu avec la coupure, il est clair qu'on peut joindre les deux points et n^ par un trait continu restant toujours infiniment voisin de et ne traversant pas ab. Il existerait donc, contrairement à l'L pothèse, une coupure ne morcelant pas la surface.
II. Si dans un système de surfaces S on trace une coupur le nombre des courbes limites augmente ou diminue d'u unité.
Il suffit d'examiner tous les cas qui peuvent se présenter qu'on a figurés ci-dessous en donnant aux coupures a6, abcd d
(*) Cette propriété est évidente, si l'on défînit une surface simplement conaex:^» comme au n»51. Pour l'identité des deux définitions, on pourra consolter U Note de M. Jordan Sur la déformation des sur/aces {Journal de Mathématiques^ •2* série, t. XI).
XION DES EDHFACCS DE flIEUANN. l'^g
Tirs finies pour (]u'op voie leurs deux bords {Jlg- 7j). Si 1^ coupure réunit deuit courbes limites différentes A et lî Ç^^^'jÇ. ^^, i), ces deux courbes liuiiies sont remplacées par une SCT «jale qu'on peut parcourir dans le sens marqué par les flèches. Au coKilraîre, si la coupure joint deux points d'une même courbe LÎKnile (a) ou se termine en un point de son parcours (3), le »anbredes courbes limites est augmenté d'une unité. Dans tous mbre change de parité.
Fig- 77-
Cela posé, soit S une surface fermée N fois connexe. La limite >t-ale se compose d'une seule courbe infiniment petite, et la
rface se transforme en une surface simplement connexe au
oyen de N — i coupures. Comme, à chaque coupure, le nombre ;«îs courbes limites change de parité, et que toute surface simple-
ont connexe a une seule courbe limite, on voit que N — i doit .«■« pair. Plus généralement, l'ordre de connexion d'une surface ■ le nombre des courbes limites sont de même parité.
Soit
urdre de connexion d'une surface fermée; le nombre entier y^i si appelé le genre de la surface. La sphère est de genre zéro, : lore de genre un. Le type des surfaces fermées de genre p est la [>hère solide avec p trous, ou le système de p anneaux soudés l'un l'autre, formant une chaîne non fermée. Pour transformer une •wille surface en une surface simplement connexe, il faut un •Jslèmr de 2/3 coupures. Par exemple, on peut tracer ces a/» coupurej de façon que/> d'entre elles tournent autourd'un trou, les/i •nircs passant à travers un ou deux trous. Tout ceci est à rap- Çfoclier du début du Chapitre III; les surfaces qui y sont étudiées
ne sont au fond que des surfaces du genre/?. Les considéralioi qui y sont employées prouvent directement que la surface c Ricmann à deux feuillets et à 2/> + ^ points de ramification e de genre p ; résultat que nous vérifierons tout à l'heure.
107. Soit S une surface connexe; isolons un point sur cet surface par une courbe infiniment petite C et supposons enle le morceau intérieur; on obtient ainsi une nouvelle surface i dont V ordre de connexion est supérieur d^une unité à cei
deS{/ig.'jS).
Fig. 78.
ie
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Il est évident d'abord que la surface S' sera encore connexe. Jo: gnons un point 6 de C à un point a d'une courbe limite A de S p une coupure abj ne morcelant pas S' (n® 102), et soit S"' la nou vclle surface ainsi obtenue. Les ordres de connexion des troi surfaces S, S', S'' sont respectivement N, N', N^. Imaginons qu V coupures successives q tracées dans S" la décomposent en morceaux simplement connexes; on aura d'abord
Comme on passe de S' à S'' en traçant dans S' une seule coupure ab^ on aura aussi
D'un autre côté, si l'on trace dans S la coupure abcb, on la décompose en deux, le morceau simplement connexe intérieur à la courbe C et la surface S"; si l'on trace ensuite dans S*^ les v coupures q, on obtient a morceaux simplement connexes. On a
donc
CONNEXION DES SURFACES DE RIBUANN. l3l
D'une manière générale, quand on enlève n morceaux simplee;nl connenes d'une surface connexe, l'ordre de connexion aiig- ^nte de n unités.
Jlemarque. — Quand on applique ce théorème aux surfaces K-inées, on doit supposer qu'on a d^jà donné une limite à la sur-
■408. On déduit aisémenl de celte remarque une fçénéralisalion d*^ la relation, due à Euler, qui lie le nombre des faces, le nombre «1^ s sommets et le nombre des arêtes d'un polyèdre.
Soit T une surface fermée connexe, de genre p\ imaginons
«l*-«. 'on ait décomposé cette surface en F portions simplement con-
■^^^es par un système de coupures. On aura sur celte surface une
e^ jaècede réseau polygonal ayant F faces, S sommets, A arêtes. Si
MBB*<=»n entoure cbaque sommet du réseau d'une petite courbe et
^^M«i 'on enlève le morceau intérieur, on aura une surface
^^FT"' dont l'ordre de connexion sera, d'après ce qui précède,
*^^x-une des petites courbes doit CLre regardée comme formant lu '>-*nile de T. Si Ton trace ensuite dans T' des coupures suivant
'es A arêtes, on trouve F morceaux simplement connexes. On ti
«Jonc
<*u bien
A-F-S = ip -1 P).
Si/)=o, on retrouve la formule d'Eulcr. Si /> ~ i , il reste
A.z=F4-S; comme vénfication, reprenons le tore et ses deux Coupures, on a
La formule précédente est souvent utile pour Irou' d'une surface fermée.
D genre
. Nous allons appliquer cotlo tlicorie générale aux surfaces
i') LnniLiBfl, Annales de Ctrgonne, t. III.
de Kiemann. Le premier problème que Ton ait à résoudre est le suivant : Etant donnée une surface de Riemann connexe T, composée de m feuillets, dont on connaît les points de ramification, trouver le genre de cette surface.
Il suffit de procéder comme pour établir la formule d'Euler généralisée. Supposons la surface T composée de m feuillets été dus sur la sphère et soient ai , . . . , à^ les q points de la sphère se projettent les points de ramification. Au point a/, pac exerapl •— sont superposés ni points de ramification dont quelques-uns pe vent être d'ordre zéro. Prenons un point O de la sphère au-dess^» duquel passent m feuillets distincts; isolons chacun des m poin^ qui se projettent en O par une courbe infiniment petite, et enl J vous les portions de la surface intérieures à ces courbes. OpéroHc de même avec tous les points de la surface qui se projettent ai^
points ai, «2^ •••» «y> et soit T' la surface ainsi obtenue, nombre des morceaux enlevés est m -h /i| -|- . . . -|- /7^; comme ur:» des petites courbes doit servir de limite totale à T, Tordre d connexion de T' sera, en appelant ip -h i celui de T,
N'= 2/?-+- mn- /ii-+- /ij-h. . .-+- Hq.
Pour fixer les idées, supposons les lignes de passage de T tracées suivant des lignes allant du point O aux points a\, «27 • --i aq. Si, sur chacun des feuillets de T', on trace les q coupures allant de O aux points a<, ..., «^, on a, au moyen de ces mq coupures, décomposé T' en m morceaux simplement connexes. Par suite, on a
AN' = ip -\- m -\- n^-\-. . .-k- riq = mq — m -4-2
OKNBXION DES
-H, esl égal à la somme des ordres des points de ramiCcal/on (]uï sont superposés aii point «,-, ^[ni ~ «,•) représente donc /a somme T{r — i) des ordres de tous les poinis de ramification cl^ la surface; il vient donc, en définitive,
ci : Étant
'i moyen de
Telle est la formule fondamentale due à Riemann { ' ), On voit »»« la somme S(r — i) est toujours un nombre pair (n° iOI). exempte, — Pour une surface à deux feuillets, ayant a/>+ a |:»«z>înis de ramification, la formule précédente montre que le geï nre sera égal à/»; ce qui est bien d'accord avec le Chapitre 111.
^Ê MO. Le second problème à résoudre est celui
^K^*z*jinée une sur/ace de Riemann. tle genre p, i
^^BP^^fe surface en une surface simplement cnnnexe a
^^■^ f» coupures.
^F On peut employer pour cet objet plusieurs systèmes de cou-
^r yures. Nous adopterons un système dont s'est servi Riemann (').
^B Kemarquons d'abord les propriétés suivantes :
r Toute surface dont la Jimite totale peut ?tre décrite d'un seul trait continu est connexe. En effet, si l'on prend d'abord <leui points quelconques infiniment voisins de la limite, on peut passer de l'un à l'autre par un trait continu infiniment voisin de luette limite. Si l'on u ensuite deux points quelconques de la sur- [ face, il est clair qu'on peut réunir chacun d'eux à un point infi-
^^L niinent rapproché de la courbe limite.
^^1 i' Étant donnée une surface à connexion multiple limitée par
^^^ »ni' seule courbe, on peut tracer dans cette surface une coupure ^^H l^^ruiinée en un point de son parcours et ne morcelant pas la sur-
face. Par hypothèse, on peut tracer une coupure ne morcelant la surface. Cette coupure part d^un point a de la limite; supp sons qu'elle se termine en un autre point b de la limite. Marquo sur cette coupure deux points a', 6', infiniment voisins despoi a et 6, et réunissons-les par un trait continu alV infinime voisin de ab {fig» 8o); si Ton supprime la coupure ôô' et qu'
Fig. 8o.
trace une coupure a! b'y on a la coupure ao! cV d qui est termin à un point de son parcours et qui ne morcelle pas la surface.
Cela posé, considérons une surface de Riemann 2/? + i fo connexe (/? > o) ^ip^\ \ soit A une courbe infiniment petite serva de limite à cette surface. Soit, de plus, a\ une coupure ne more lant pas cette surface; on peut supposer que les deux extrémités cette coupure sont sur la courbe limite A. En effet, si cette co pure se terminait en un point b de son parcours, on pourrac:^^ prendre pour courbe limite de Tj^+i une petite courbe entour
Fig. 8i.
le point 6, et supprimer la portion de coupure comprise entre et 6, ainsi que la courbe limite A. La nouvelle surface T2/>, aîns obtenue, est ip fois connexe; on peut donc réunir deux point infiniment voisins, pris de part et d'autre de ai, par un trait con tinu. Traçons une coupure b^ le long de ce trait continu; la sur face obtenue Ta;,.! est encore connexe, car sa limite, comme montre \^ fig» 8i, peut être parcourue d'un seul trait continu.
as
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5î/)>-i, Ta,,_i sera encore plusieurs fois conneie, el l'on 3 tracer une nouvelle coupure, parlant d'un point de b, et un point de son parcours, ne inorcelRQl pas la surf»<z:e. Soient c^aj celle coupure, el T^^.a la nouvelle siirrace, qui es t. encore à connexion mullipic, ainsi obtenue. On pourra ensuite Jo i Hidre deux points infiniment voisins, de pari et d'aulre de a^, f»Œ»K* une nouvelle coupure b^, et la nouvelle surface T^p.j sera «=<=» »^nexe, car sa limite totale pourra êlre parcourue d'un seul trait
Si /) ^ 2, Tap_s sera simplement connexe. Si /) >■ y, on con- ■■■«iuera de la même façon. Au bout de p opérations, on aura •■■"ansformé T en une surface simplement connese T' au moyen "^ ^systèmes de deui coupures {«.„ ^v), (> ^= 'i a, . . ,, ^), réunies F*»f des coupures Cï(v= 1, a, . . - , /^ ^ 1}. Remarquons que les •Coupures c^ et a,+( (sur la figure c, et a.j) ne forment en réa-
■ » t.^ qu'une seule coupure se terminant en un point de son partirs.
D'après la façon dont on a opéré, on voit que les coupures soni
V>solument disposées comme celles qui nous onl servi dans le cas **'uiie surface à deux feiiillels. La seule différence entre les deux <^as, c'est que les coupures Cv employées ici joignent une coulai» re by à une coupure Ov+i- Mais ceci importe peu; on a déjà
■ ■a i t remarquer, en effet, que l'on peut, par une déformation con- *■■ r» ue, déplacer l'extrémité de la coupure c, de façon à l'amener en *■ «» |>oinl de 6,^.^ . On verra d'ailleurs que ces coupures c-, ne jouent *l**'uD râle tout à fait auxiliaire. Relativement aux bords positifs ^*- négatifs des coupures Oy et b-,, on peut choisir arbitrairement le **<^rii posilif d'une coupure «„, et le bord positif de /jv^sI alors dé-
fini par la convention du Chapitre III. Par exemple, si la c pure «vj vue en projection sur le plan des z, a la forme d' courbe fermée, ne se coupant pas elle-même, on prendra p bord positif le bord extérieur.
m. Appliquons ces considérations générales à quelqi exemples.
Exemple 1, — La surface de Kiemann correspondant à relation
se compose de quatre feuillets; les points 5 = a et 5 = y sont d^'points de ramification d'ordre 3 ; au point z= ^ sont superpos^^ deux points de ramification simples, enfin le point à Finfini n'e5^ pas un point de ramification. La surface est donc du premier genre, d'après la formule générale. Nous supposerons les lignes de passage tracées suivant des lignes droites indéfinies issues des points a, (î, Y : soient «j, Wa, W3, //4 les quatre valeurs de «/, rangées par ordre d'argument croissant, qui correspondent à une valeur de z différente de a, p, y? et P|, Pa? P3» P4 les feuillets correspondants de la surface de Riemann. Les lacets (a) et (y) unissent les racines Mj et W2, U2 et W3, u^ et M4, u^ et W|. Les lignes de passage issues des points a et y unissent donc les feuillets Pj et Pa, Pa et P3, P3 et P4, P4 et Pj . Au contraire, il y a deux lignes de passage distinctes issues de p; l'une d'elles unit les feuillets P« et P3, l'autre les feuillets Pa et P4. hoifig. 83 montre
Fig. 83.
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les deux coupures a et fc; on a adopté un trait différent pour chaque feuillet, comme il est indiqué à côté de la figure.
£xemple II.
irface Je Rietiiaiu
ispondant à IV-
a Cjuatre feuillets et six points de ramification; les pninls a et-^ si> rti des poinls de ramification d'ordre 3 ; aux points p et oo, on a deux points de ramification simples superposés. Le genre de la surface est donc égal à -i. iSuus supposerons toujours les lignes de passage tracées suivant des lignes droites allant des points a, p, y point à rinlini. Adoptons les mêmes conventions que dons exemple précédent. Quand ou tourne dans le sens direct autour HU point a, on rencontre les feuillets dans l'ordre P,, l'a, Pj, P, ;
i rencontri'
'/uaocd on tourne dans le sens direct autour de dans l'ordre P,, P,, P,, Pj. Du point p partent deux lignes de pas- "ge »jnissanl P, et P,. Pj et P,. Sur \iijig. 84 on a tracé les coupures a,,è,,c,,«s, f>i- ^^Kempte III. — La surface de Ricmaon correspondant ù la
KUt.i«i,
1,'ï Cette équalinn n servi de point Je diipart nui recherches de M. Picard SiT Ift fonetiona de deux uarîablei indépendanlei analogu^a aux /oncliom inoiutaireM {Acla mathematka, t. II. p. ni )-
a Irois feuillets et cinq points de ramiUcatioa du deuxième ordm a, ^, y, ô, ce : le genre est donc égal à 3. Quand on lonrne d^ le sens direct autour des points a, ^, -^i Ô, on rencontre toujot_ les feuillets dans Je même ordre P|, Pj, Pj. Sur ta fig. 85 on:
FiR. 85.
supposé les lignes de passage allant des points m, ^,y, 8 k l'infîni ; on a tracé les coupures a,,b,,c,,a2, ^i, Cg, a^, b^ en figurant par un trait continu, par des points ou des points-traits, les lignes tracées dans les feuillets i, 3, 3.
lia. Proposons-nous encore, comme application, d'étudier le genre d'une équation binôme
R(s) désignant une fonction rationnelle. Si, pour une valeur
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ï infinie de z, R(s) a une valeur finie diiréreDte de zéro, .«;^ m valeurs du radical ^/R(7) restent des fondions uniformes j^ ^ dans le domaine de oc point. 11 en esl de même si, dans le îoxïiaine d'un point z^= f( à distance finie, on a
'■'Bi<--).
'/ t;lanL un nombre entier positif ou nf^gatif, et R) (r) une fonction r-at-iounelle qui prend une valeur finie et différente de zéro pour
On obtiendra donc les points de ramification de la surface de
l^iemann, correspondant à la relation binôme (t), en chercliant
les pâles ou les zéros de la fonction rationnelle It(3) dont l'ordre
de multiplicité n'est pas un multiple de ni. Soit a un de ces points,
^Un zéro par exemple, et n son degré de multiplicité. Dans le do-
^BkaÎDe du point 5^=^ a, les m valeurs de u sont représentées par
^P mm
7ia-«)"f',c-i.
I ' i(3J désignant une fonction u l « = « ei le radical )/{z ~
liforme dans le domaine du point
' devant être pris avec ses m déter-
I iniiiatloiis. Lorsque l'argument de z ^ a augmente de ait, l'argu-
ment de u augmente de • Supposons — réduit â sa plus simple
expression -; uprés /- tours de la variable z autour du point a, r rargumeni de u a augmenté de ans el, par conséquent, u revient h sa valeur initiale. On a donc, en supposant m ^= ra., * cvcles ^âe r feuillets ayant leurs sommets au point z = a.
Soient at, a^, . ■ ., n^ les différents points de ramification, et r, , fi, . - .,rq les nombres entiers qui jouent le même rôle que le lombre r; le point a,- est le sommet «le n,- cycles de r,- feuillets.
rq font partie des diviseurs de r,
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périeurs à Tunilé et ne sont pas iorcément inégaux. La foriauVe générale de RIemann nous donne alors
ou
mlq
Les surfaces de Riemann, qui correspondent à une équation nome, sont des surfaces régulières. On appelle ainsi les s faces de Riemann telles qu^en chacun des points de ramificatî les m feuillets de la surface se partagent en un certain nombre cycles composés d'un même nombre de feuillets. Soient a< «2» • • • j (^q les points de ramification ; si au point ai les m feuilleta se partagent en a/ cycles de r, feuillets (m = a/r/), le genre de la surface est encore donné par la formule précédente.
La détermination de toutes les surfaces régulières d'un genre donné dépend donc en premier lieu de la recherche des solutions en nombres entiers et positifs de Péquation (a), Ti, . . ., r^ étant des diviseurs de m supérieurs à Tunité. On peut encore écrire cette équation
m(y — 2) — (ai-h.. . -r a^) = 2/? — -2,
aj, a2, . . , ,0Lq étant des diviseurs de m, inférieurs à m.
Examinons les cas les plus simples. Si ^ = o, Téquation (a) donne
et, comme — est au plus égal à - > on en conclut que Ton a
q — 2< ^ ou q <l
Si ^ = 2, Téquation (2) devient
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ce qui exige que Ton ait /w = r, = r^- En prenant q zz^i, on doit
avoir
^1 rt /'a
é(}uation qui n'admet qu'un nombre fini de solutions en nombres entiers et positifs. Toutes les solutions de l'équation (2) sont, dans ce cas, renfermées dans le tableau ci-dessous :
m = 2/1, ri—iy rt='?-, /':)=«;
/) = o{ ) m = 12, /'i = 2, ri—3y ri- 3;
•i ^ = I, l'équation (2) devient
comme — est au plus égal à -> on doit avoir
q 'L'i -\- -i-y ou <y-4
Si y ^r: 4? on a forcément r/=:^ 2. Si 7 ;r= 3, l'équation devient
''i rt /'s
et n*admet encore qu'un nombre fini de solutions, qui sont fournies par le tableau ci-dessous :
^ = 4, ri= ri= r.i — r, = 2 ;
In =3, /•2=3, /•3=3; ri = 2, rj=4, ^1=4; /•, = 2, /•2=3, r5=6.
Enfin, si l'on suppose p supérieur à un, l'équation (2) n'admet <'ncore qu'un nombre limité de solutions en nombres entiers et A. ET G. 16
positifs, répondant à la question. En effet, on a \]~ ^ ? < suite,
m ou
Comme m est au moins égal à 2, on en conclut que q s à l'inégalité
y — 4 = 2/? — a ou
l'égalité n'ayant lieu que si tous les nombres m et r/ sont à 2. Il y a donc une limite pour q. En second lieu, pour i leur donnée de <jr, il y a une limite pour m et, par suite 7^1 , Ta, ... , rq. Ceci est évident, d'après l'inégalité (3), si q périeur à 4« H ne peut y avoir de difficulté que si gr = 3 ou
Si 7 = 3, la somme 1 1 devant être inférieure à 1
on s'assure aisément que cette somme est au plus égale à qui a lieu pour /< = 2, / 2 = 3, Ta = 7. On a, par suite,
m%^i{ip — 2).
De même, si 7 = 4^ la somme 1 1 ! , devai
^ /•, rj Ta r\
inférieure à 2, est au plus égale à ^ et Ton a, par suite,
On a d'ailleurs une limite inférieure de m en remarqua \^ — est au moins égal à — et l'on a, par suite,
2/? — 2 -+- 7 Voici le tableau des solutions de l'équation (2) lorsque
tjous rappelons que r/ doit être un diviseur de m supérieur à
y 'fini té.
m = 5 n = Tj = /'a = 5 ;
wi = 1 8 r
= r, = Ta = 4 ;
= r, = 3, Ta = 9;
= 2, r, = 5, Ta = 10;
= 2, rî = 4, Ta =12;
= 2, ri = 6, ra = 6;
= 3, r, = Ta — 4 ;
= rj = 3, Ta = 5;
— 2, r, = 3, Ta = 18;
= 2, r, = 5, ra - 5 ;
= 2, r, = 3, Ta -^12;
= 2, r, = 4, rs^6;
= /•, = 3, Ta = 4;
r, = 3, rj=r 3, r, :rr 4, r, = 3, r, = 3,
Ta = 9 ra-5
Ta = 8
= r, =r Ta = r^ = 3 ; -^ r, = 2, Ta = r^ =r 4 ; ^ r, = 2, /'a = r^ = 3 ; = r, r^ra^2, r,,^-Ç>\ z= rj = ra = 2, r^ = 4 ; = rj = Ta = 2, r4 = 3.
= Tj — . . . = rg = 2 ;
= Tj ^^ . . . — Tç = 2.
Connaissant une solution de l'équation (2), la détermination
^ ^Oe surface de Riemann ayant la ramification demandée est un
Problème de combinaisons qu'on peut toujours résoudre par un
*^otnbre fini d'essais. Cette surface une fois déterminée, il rcste-
^U encore à examiner si elle correspond à une relation algé-
brique, question générale que nous n'aborderons pas ici (* ). N oiis allons montrer simplement comment on peut obtenir les équat£ ^> ^^ binômes qui correspondent à une solution de l'équation (2^ <^ nombres entiers et positifs. Soit
une équation binôme irréductible ; le nombre mi peut toujour mettre sous la forme m/ ^ mti -\- rti^ ti désignant un nombre tier positif ou négatif, et /i/ un nombre entier satisfaisant inégalités o^/i,<;/w. L'équation binôme proposée peut a s'écrire
Ri(;5) désignant une fonction rationnelle de ^et/ii, ..., /i, nombres entiers positifs inférieurs à m. Les nombres m, /i|, .^ tis sont en outre premiers entre eux, sans quoi la relation ne -ferait pas irréductible. Il est clair que la fonction u définie par I^^^" quation (5) est ramifiée comme la fonction U définie par l'équaU:^^ ^°
(6) \}fn = iz — axY^{z — atY*,,,(z —a,)»*.
re
Supposons connues les valeurs de y, Tj, r2, . . ., r^. Le nom s est égal à ^ — i ou à ^, suivant que le point à l'infini est ou un point de ramification. Quant au nombre m, il est toujours é^^^ au plus petit multiple commun M des nombres r^^ r^^ . . ., r^.
effet, le rapport — réduit à sa plus simple expression doit être ^^
la forme — 1 ce qui exige que m soit divisible par ri. On a dc^^^ ^ m = MQ, et, par suite,
ou Hi = (^ri — ;
MQ n ' ^ ' n
tons les nombres n/ sont donc divisibles par Q, et, par conséquent, on a Q = i : autrement la relation ( 5 ) ne serait pas irréductible.
Cette remarque permet d'éliminer un certain nombre des solutions trouvées pour l'équation (2), auxquelles ne correspondent
(') Riemann a démontré qu'à toute surface connexe à plusieurs feuillets correspond une fonction algébrique. (Picard, Traité d'Analyse, t. II.)
Inéquations binômes. Nous voyons de plus que, lorsque I, les valeurs de m sont respectivement m = 2, 3, 4> 6. En bornant au cas de /? = o et de /? = i , nous n'avons donc en :]ue six cas à examiner :
m ri --
rty
ri 2, r, 2, Tj 71 (/i impair);
r, ^ r, r:r Ta = r^ = 2 ;
^1 ~" 2, Tj — 3, Ta — ().
discussion n'offre aucune difficulté et toutes les relations biîs de genre o ou i sont fournies parle Tableau suivant :
[R,(z)]"«(-3-a,)«(5 — a,) [Hi(z)]^(z — ai)n;
[R [R [R [R fR [R [R [R [R [R [R [R [R [R [R [R [R [R [R [R
— ai)(^ — aj)(2 — aj)(a — a»);
— at){2 — a,){s - aj);
— a,)»(a — aj)«;
— a, )'(•«— «i)(2 — as);
— a,)'(2 — ai);
— a,)Mi — a,)»(^ — as)»;
— ai)»(5 — a,)>;
— aj)'(^-aj)';
— a,)(z-a,)»(5 — aj)»;
— ai)(j? — a,)«;
— a, )(i — aj)»;
— ai)'(3 — a,)»(s — a,)5;
— a,)»(3 — aj)5;
— aj)*(3 — aj)«.
I peut remarquer que ces équations se déduisent de quelques-
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unes d'entre elles par des transformations simples. Ainsi, en effectuant sur 3 une substitution linéaire, on peut ramener \es trois dernières équations à la relation (XIX), les équation^ (XVI), (XVII) et (XVIII) à la relation (XV), (Xlli) et (XXV^ à (XII), (X)et (XI) à (IX), (VIII) à (VII), (VI) à(V), Cï^^l à (III), (II) à (I). On peut déduire de même (VU) de ( ^VY
(XII) de (IX), (XIX) de (XV) en changeant uen-. Enfin» , «^
Ton remplace u par wRi(^), on voit que toutes les équation» ^^' nomes de genre un se ramènent à quatre équations distinctes
ïir.. . . w' — (5 — ai){z — a%)(z — ai){z — a*);
Vir.... w3 = (4î— a,)»(^ — «j)*(-s — «3)*; XII'.. . . M* = (;î — a, y(z — aty(z — a,)» ; XÏX'... w« = (5 — ai)s(^ — a,)*(z — «3)5,
<lont elles peuvent se déduire par une substitution linéaire etJt ectuée sur z^ accompagnée de Tune des transformations
u^-u'R,(z), ii= ^'^^^
Toutes les équations binômes de genre zéro se ramènent même à la relation unique
de
H3. Nous avons vu qu'il existe en outre quatre surfaces ^
Riemann régulières de genre zéro, composées respectivement 12, 24, 60, in feuillets. Les équations algébriques corresp dan tes jouent un rôle imporlant dans un grand nombre de -cherches ( * ); nous allons les indiquer ici. Nous nous appuierez pour cela sur les identités suivantes qu'il est facile de vérifier
(a8-+-i4 w^-hi)3— io8[M(a^ — i)]*=(w»2 — 33a8— 33m*-m)*, (— w2o -1-228 w»5— 494^10 _ 228 «/»— 1)3—1728 [w(w*o-t- iia'—i)]» — — [a30-+-i-h522(w25_,^5)_ iooo5 (m*o -f- M*0)]«.
(' ) Voirj par exemple, l'Ouvrage de M. Klein, Vorlesungen uber dos Jkosaede^'
"tSla posé, les é(|iiulions algébrique;
" («'-t-av'— 3u' + 0'
i728u»(ui» +
Ton considère ; comme la variable indépendante e ( fonclioD, admeltenl pour surfaces de Rieniann des surfaces rénlières de genre zéro. Démonirons-le, par exemple, pour la econde. La surfaee deBiemann se compose de 13 feuillets ; pour = o, les douze racines sont égales 3 à 3 el les racines égales forcent un seul système circulaire. Le point :; := o est donc le sommet Je quatre cycles de trois feuillets, et l'on voit immédiatement u'il en est de même du point z =: x. D'autre part, la seconde les identités écrites plus haut montre que les douze racines dc- "ennenl égales deux k deux pour z :=\, une racine double étant ■infinie. Ou a donc, au point ; = J , six points de ramification *"n|)les. Pour faire voir que la surface n'a pas d'autres points de fsniification, il suffit de montrer que pour toute autre valeur finie c 3 les douze racines de l'équation en u sont distinctes. C'est ce qu'on peut voir facilement. Si, en effet, pour s = « ■ "équation en ;( acimetlail une racine multiple u =^ b, on aurait
-fc)*P(")
e numérateur de t^ contiendrait en facteur ((/ — i)'" '*•*» calcul facile donne
*^t le numérateur n'admet pas d'autres tiennent des valeurs o et 1 de z.
de
Intégrales abéliennes. — Soit
une relation algébrique irréductible, de degré m en i/, ï la ^^-^r lace de Riemann correspondante, composée de m feuillets é ^ ^ndus sur le plan des z, o{z^ u) une fonction rationnelle de z u. L'intégrale
ff{Zf u) dz
est dite une intégrale abélienne appartenant à Téquation (7). ^3^ supposerons qu'on a pris pour limite inférieure (^o? '^0) un p de la surface par lequel ne passe qu'un seul feuillet et pour le ^{z, u) reste fini.
Occupons-nous d'abord des points singuliers que peut mettre cette intégrale. Il suffit d'examiner les différentes for possibles pour o(-g, u). Soit d'abord (a, b) un point analyti à distance finie, par lequel ne passe qu'un seul feuillet, dan= voisinage duquel la fonction o{z^u) est régulière. Dans le maine de ce point, on a
cp(2, w) = Ao -h Ai(^ — a) -h Xi{z — a)» h-. . .
et, par suite,
w = H -hXo{z — a)-{-'-^{z — a)^-r- -^(-s — a )3 -+-...;
l'intégrale (v est elle-même régulière dans le domaine de point. Supposons ensuite que le point (cf^b) soit un pôle
o{c, u)= r- -f-. . .H h Ao-+- Ai(-S — a) -H.. .,
on en déduit
Si A_i est nul, le point analytique (a, 6) est un pôle d'ordre // — I de l'intégrale; si A_| n'est pas nul, c^esi un point singulier logarithmique. Lorsqu'on tourne autour du point (a, b) sur la surface, l'intégrale augmente ou diminue de 2^ziA__^.
US
isons ensuite que (a, b) soit un point de ramification L — I . Plusieurs cas sont à distinguer : fonction o[z^ u) est régulière en ce point
0(5, w) = Ao-+- At(-3 — a)\*' -\- At{z — a)f -h . ..
= I ^{Zy u)ciu = H ~i- ko(z — a
.^^1 u . . .Ui
que l'intégrale est également régulière au point (a, 6). point analytique {a^b) est un pôle d'ordte inférieur à (jl.
Cp(^, M) = A_|jt+rt
lite,
tv = H -h - A_|jt^-n(5 — a)P- -h . . . ,
le w est encore régulière dans le domaine du point anaa, 6), quoique sa dérivée devienne infinie en ce point, point analytique (a, b) est un pôle d'ordre supérieure (x, du est nul. On a
w = Il — — -+-...,
{z-ai)V-
e abélienne iv admet le point (a, b) comme pôle
în si le point (r/, b) est un pôle d'ordre égal ou supérieur
que le résidu soit nul, ce point est pour Tintégrale tr
singulier logarithmique.
e de l'intégrale pour les valeurs infinies de z conduira sultats analogues que le lecteur établira aisément. Res seulement que la fonction o{z^ u) peut être régulière , sans qu'il en soit de même pour w] il faut, en outre,
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que le développement de cp(2, u) commence par un terme en -d
degré supérieur à l'unité. En résumé, une intégrale abélienn est régulière en tous les points de la surface T, sauf en u nombre fini de points, qui sont des pôles ou des points singu liers logarithmiques.
115. Nous avons fait abstraction jusqu'ici du chemin suivi pa la variable. Si l'on va du point (^o^ ^o) ^ ^^^ même point {z,u de la surface par deux chemins différents, les valeurs finales (v, iv obtenues pour l'intégrale, ne peuvent différer que par une con
stante, car les dérivées --j-^ --r; sont identiques. On obtient doD
toutes les valeurs possibles de l'intégrale en un point analytiqu (^, u) en ajoutant à l'une d'elles certaines constantes, appelées p< riodes ou modules de périodicité, qui jouent un grand rôle dan cette théorie.
Pour trouver le nombre de ces périodes, nous n'avons qu' répéter, mot pour mot, les raisonnements du Chapitre III. Il ei clair, en effet, que ces raisonnements sont indépendants du non bre des feuillets qui composent la surface de Riemann et de I nature des points de ramification. Le théorème de Cauchy s'étCD de la même façon aux surfaces à un nombre quelconque de feui lets, ainsi que la formule de Riemann relative au signe de Tint
grale / ]
Si donc ^(^, u) a tous ses résidus nuls, l'intégrale
est une fonction uniforme du point analytique (5, u) sur la su face T'. Cette intégrale possède 2/? périodes A i , . . . , A^,, E B2, . . . , B^ relatives aux coupures «i , . . . , a^, b^^ . . . , 6^,, eh cunc de ces périodes étant déterminée comme sur la surfac< deux feuillets; les périodes relatives aux coupures C|, Cj, .. Cp_i sont toutes nulles.
Supposons, en second lieu, que la fonction ^{z^ u) admette certain nombre q de pôles, avec des résidus différents de zéro, l R2, • . . , R^. Soient (a, , ^i ) . . . (a^, P^) ces pôles dont quelques-u
peu'veiil t'ire des poiols de
ramilication ou rcjeiés à l'infini. L'in-
De sera plus uniforme sur la surface T'; un contour inrniiment petit autour du poiiil(a,, p,) augmente cette intégrale d'une quantité M, = 3t:(B|-, qui est une nouvelle période. Pour rendre cette , intégrale uniforme, nous ajouterons de nouvelles coupures. En-
'■Jurons chacun des points (a,, p,-) d'un cercle de ra^on très petit, "u de rajron très grand, si ce point esta l'infini. Joignons tous ces •^^rcles à un point P de la surface par des lignes ne se croisant pas ^nire elles et ne rencontrant pas les coupures o., h^, r. ; puis, joi- S^ons le point P à un point de C|, pareicmple. Si l'on regarde les "gnes tracées comme de nouvelles coupures, on aura obtenu une "ouvelle surface T", simplement connexe, sur laquelle l'intégrale considérée sera une fonction uniforme n'', car un chemin fermé '\ttelconque tracé sur T' ne renferme, à son intérieur, aucun des poinu (Xi, p,).
Tout chemin situé sur T, allant de Mo en M, est équivalent à une suite de contours fermes, dont cliacun ne traverse qu'une seuip coupure, suivi du chemin direct situé sur T"', allant de Mj en M. La différence des valeurs de tv', en deux points infiniment Toiiins départ et d'autre de la coupure rf,, est égale li 2tî(R, = H,-, Ia module de périodicité relatif à la coupure c est égal à
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2 7r/( R| -f- ...-+- Rç) = o. Enfin les modules de périodicité rel tifs aux coupures ci sont encore nuls, tandis que les modules rel tifs aux coupures a^, et by, ont la même signification que plus haa L^inlégrale abélienne admet donc 2p -\- g périodes
Al, Aj, .-., Ap, Bj, Bj, ..., Bp, Hi, Hj, ..., Hç.
116. En résumé, une intégrale abélienne jouit des proprié suivantes :
1° Elle est régulière en tous les points de la sur/ace de Ri niann, sauf en un nombre fini de points qui! elle admet comm pôles ou comme points singuliers logarithmiques. Dans le de maine d'un point singulier (a, p), elle est représentée par u développement de la forme suivante :
II log(5 - a) -t- Bo-f- Bi (^ — a) -h .
le coefficient H ou les coefficients A/ pouvant être nuls; z —
doit être remplacé par [z — a)i* si le point analytique (a, fp^ est un point de ramification d'ordre (jl — i^etz — oo par -;
2" On obtient toutes les déterminations de l'intégrale en u point quelconque {z, u) de la surface, en ajoutant à Vun d'elles des multiples quelconques de certaines périodes, e nombre fini.
Les périodes sont de deux sortes. Les unes proviennent de-^ lacets infiniment petits décrits autour des points singuliers loga* rithmiques. Elles peuvent être en nombre quelconque, mais leur somme est nulle; ce sont les périodes polaires. Les autres périodes proviennent de certains contours fermés, appelés cycles, tracés sur la surface T, contours qui ne peuvent être réduits à des contours infiniment petits par une déformation continue. Ce sont les périodes cycliques. Elles se ramènent toujours à 2.p périodes distinctes, quelle que soit la fonction considérée cp(s, «/), mais quelques-unes peuvent être nulles.
Inversement, toute fonction du point analytique (5, £i) jouis-
tONNETION DES EirnFACES DE niEUAXN. nài
Bnt de ces propriélés est une inlégralc abélienne, car sa dérivt^c I ne foDClion uDiTornie sur la su rfacc T, n'admeltant que des ^ pôles pour points singuliers, c'est-à-dire une fonction rationnelle de s et de ii.
117. Les relations algébriques se classent nalurelleraenl d'après le genre/» de ]a surface de Riemann correspondante. Si /) =; o, il n'_y a que des périodes polaires; si/> =: i, il y a deux périodes c_vcli«ques, etc. Les intégrales abélieunes relatives aune même équation algébrique F{;, (/)^o se classent à leur tour d'après la nat-ure de leurs singularités. Nous distinguerons trois espèces L4'i»»tégraies :
■ 1" Intégra/es de première espèce. — Ce sont celles qui resleni
. T^gv>]ii>res dans le domaine de tout point de la surface de Ric-
Tnann; elles ne peuvent devenir infinies que par l'addition d'un
«ombre illimité de périodes. Il est clair qu'elles n'admettent que
"les périodes cycliques.
^^ Intégrales de deuxième espèce. — Elles sont régulières en tous les points de T, sauf en un seul point qu'elles admettent '^ofti me pôle; elles n'ont encore que des périodes cycliques.
J" intégrales de troisième espèce. — Elles sont régulières en loua les points de T, sauf en deux points (a,, p,), (a,, ^a), '{"'elles adiuetieni pour points singuliers logarithmiques. Dans le 'lomainedu point (a,, ^i), une intégrale de troisième espèce, admet-
t ce poin
rpoir
singulier logarithmique, s ■:-ï,l-^P(;-
a de la for
\\z — »|)élanl une fonction régulière an point (a:,, fi,), et dans le domaine du point {a^, pi) on aura pour la même intégrale
-log(J — a,)-(-Q(.i-a,), Ql,: — ïj) étant régulière au point («j, ^a). Nous désignerons celle intégrale par le symbole
Si un des points critiques logarithmiques vient en un point de r-imification d'ordre ;*. ; — a devra être remplacé par (3 — a)'' ;
si un de ces points s'en va à Tinfini, z — oo devra être remplac
par -• Une intégrale de troisième espèce admet 2/? périodoi
cycliques et une période polaire égale à 2'ïte.
Remarquons encore qu'il ne peut y avoir dMntégrale plus simpi
ayant des points critiques logarithmiques. En efiet, si la dérivée «^
a des pôles simples, elle en aura au moins deux, avec des résidis égaux et de signes contraires; en divisant l'intégrale par une coin s tan te égale à Tun de ces résidus, on ramènera les résidus être rt i .
118. On verra, dans un des Chapitres suivants, comment ol peut former ces trois espèces d'intégrales. Nous nous bornerons pour terminer ces généralités, à rappeler quelques conséquences de la formule de Riemann. Soient tv une intégrale de premierespèce et A| , . . . , A^,, B| , B2 , . . . , B^ ses ip périodes,
Av = «v -»- «v /— I , Bv= pv-+- Pv/— T.
D'après la formule de Riemann, l'expression
2(«vP;-Pva;)
est essentiellement positive; elle ne pourrait être nulle, d'après Is façon même dont on établit cette formule, que si w se réduisais à une constante. On en conclut immédiatement que, si w ne se réduit pas à une constante, il est impossible : i^ que les parties réelles ou les parties imaginaires de toutes les périodes soient nulles ; 2° que les périodes relatives à toutes les coupures a^, ou à toutes les coupures iv soient nulles en même temps.
Une autre conséquence, sur laquelle nous voulons appeler l'attention, c'est qu'à une relation algébrique de genre p ne peuvent correspondre plus de p intégrales linéairement distinctes de première espèce. Soient, en effet, Wi, iVa, ..., iv^+i, p -h 1 intégrales dt^ première espèce ; on peut toujours trouver/? 4- 1 coefficients constants Ai, X27 • • • » ^^/»+i? dont un au moins sera dif-
férent de zéro, tels que toutes les périodes de l'intégrale
Al W'i -h . . . H- Ap-Hi Wp^i,
IsiLives aux coupures a^, soient nulles; on a en effet, pour détertniner ces coefficients, p relations linéaires et homogènes k p -\- i icâoonnues. L'intégrale précédente se réduit donc à une constante, et^ si )^j»+i, par exemple, n'est pas nul, on voit que Wp^i est une c o nn linaison linéaire à coefficients constants des p intégrales «^p^« , ..., iVp. Il y a donc au plus p intégrales distinctes de prenai^re espèce. On démontrera plus loin qu'il y en a /? effectives ment.
TRANSFORMATIONS BIRATJONNELLES (»).
Transformations rationnelles générales. — Transformations btrationnelles. — Conservation du genre. — Ordre et classe d'un cycle. — Transformation d'Halphen. — Théorème de Nôther. — Défînition géométrique du genre. — Courbes de genre zéro. — Courbes de genre un. — Courbes de genre deux.
Soit
une équation algébrique irréductible, de degré m en u et de degr^ n en z. Prenons deux fonctions rationnelles de z et de u
d'ordres fx et v respectivement; la fonction cp(;;, u) admet |x pôles sur T, en général distincts, et la fonction ^(z, u) en admet v. S l'on élimine z et u entre les équations (i) et (2), on est conduit une relation algébrique entière entre Z et U,
qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que ïirois équations (i) et (2) admettent un système de solutions co«^ munes en z et u. Il est facile de trouver le degré du polyno»^ F(Z, U) par rapport à chacune des variables. A une valeur d^ la relation Z = ©(3, w) fait correspondre par hypothèse ix poi*^
(') Auteurs à consulter : Nôther, Sur les systèmes singuliers, etc. {Afat^" matische Jnnalen, t. IX, p. 166-182) ; Halphen, Note ajoutée à la traduction fra ^ oaise du Traité des courbes planes, de Sa I mon.
analytiques sur la surface T, et par suite aussi [a valeurs de U; ■ nversement, ù une valeur de U correspoudeuL v poinls de ia surface T et, par suite, v valeurs de Z; l'équalion (3) est donc de Jegré fji par rapport à U et de degré v par rapport à 'L.
. Le polynôme V [T., U) est irréductible, ou il est tint- pu iiexacte d'un polynôme irréductible.
Soit en effet (Z„, LI„) u» couple df valeurs de Z et de U. vérl- KjSant l'équation (3) ; il existe sur la surface T un point analvlique la) tel que l'on ait
îent ensuite (Z,, U,) un autre couple de valeurs dcZct U, salisaisanl à l'équation (3), Ql^Zi. u,) un point analytique correspon- ÈIaT«t de la surface T, c'est-à-dire le! que l'on ait
Imaginons que l'on aille sur la surface'!' du point (ï,,,»,,) au oint (S(, Uf) par un chemin ne passant par aucun des pâles des |foQctioD5 0(3, m) et A(;, u). Alors Z variera d'une niaDJëre con- ■*»nue AeZ\k'L,, et U variera de même de Uo à U,. Donc, si l'on *^onsidère la fonction algébrique U de Z définie par l'équation (3), **»» Voit qu'il est possible de faire décrire à la variable Z un chemin allant du point Z» au point Z, , tel que, U aj-ant la valei
a. sa valeui
finale soit U, ; Uu est une quelconque des racines
"c l'équation
F(Zo, U) = o
^l- L', une quelconque des racines dn l'i'-qu! F(Z„lj) = o.
•Jr, cela , «Iwciible ] lible (§ 83).
I est possil
Lie
, le
polvni
: F{Z, U) est irri'-
lissancfi exacte d'un polynôme irréduc-
uer les d<ius cas.
fait correspondre, à chaque valeur de Z', a points analytiques suit T, en général distincts,
(G) (-Si,"!), (-1, "î), ... («Jl., W|l).
De même Téquation
fait correspondre, à chaque valeur de U, v points analytiques
(G') iz\,u\), (v^m;), ..., (^;,ii;).
Si les valeurs considérées Z, U vérifient l'équation (3), un ou plusieurs points analytiques devront faire {Partie des deux groupes. On a donc deux hypothèses à examiner ;
I** Supposons d'abord, ce qui est le cas général si les fonctions ç et tj^ n'ont pas été prises d'une façon particulière, que les deux groupes (G) et (G') n'aient qu'w/i seul point analytique commun, sauf pour des valeurs particulières de Z et de U. Alors à une valeur de Z correspondent [jl valeurs de U, qui sont en général distinctes. En effet, supposons qu'à une valeur de Z correspondent seulement A" valeurs distinctes de UjUijUo, ..., lJk{/c <i u). Soient
les V points analytiques qui correspondent à la valeur U/. Par hypothèse, un seul de ces points analytiques fait partie du groupe G; en opérant de même avec chacune des valeurs Ui, ...,Ua, on trouve k points analytiques du groupe G. Si l'on suppose k <i |JL, on n'a donc pas épuisé toutes les valeurs de U qui correspondent à une valeur donnée de Z. Ainsi à une valeur de Z correspondent [JL valeurs de U, qui sont en général distinctes et, par conséquent, le polynôme F(Z, U) est indécomposable.
Les équations (i) et (a) n'ayant qu'un système de solutions communes en <5 et w, lorsque Z et U sont liées par la relation (3), on sait, par la théorie générale de Télimination, que les valeurs de z et de u s'obtiendront par des divisions et la résolution d'équalions du premier degré. Par conséquent, z et u s'exprimeront aussi en fonctions rationnelles de Z et de U
SfôrmatiuD considérée est dite réversible ou biralianne lie. On dit aussi que les deux équations (i) et (3) apparliecnenL it Ja m^me classe.
a" Les deux groupes G, G' ont toujours c/ points analj'tiques communs. On a, dans ce cas,
ïfTel, soient
le» j3oints analytiques de T qui correspondent à une même valeur
tdcï Z, Au point (j|, Hi) correspond une certaine valeur de U, qui est. la même par hypothèse pour q des points du groupe (G); ■oient (3j, »i), , .., (s^, H,)lcs poinis de ce groupe qui donnent la Wïênne valeur que {z,,u,). Soit de même U' la valeur de U qui Correspond à un des poinis qui restent, {-^+1, "î+i ); il y a encore *f I points de (G) qui donnent pour U la même valeur U' que
Celui-là. En continuant ainsi, on voit que [i. est forcément un ***ultip|e de q, 11= ^''/, et qu'à une valeur de Z ne correspondent q»ie ji' valeurs de U. Tout pareillement, v doit être un multiple <y, V ^ v'7, et à une valeur de U correspondent v' valeurs dîs- ^*>»cics de Z. Le polynôme F(Z, U) est de la forme
• i,'/^. U) i^lant un polynôme irréductible de degré v' en Z et de ''egré}A'enU.
lâl. Il est un cas particulier remarquable que nous devons ^'giialer, c'est celui où les formules (a) définissent une transf'^fniation de Cremona. Alors, à tout système de valeurs de Z '*'■ de U, ces t'quations font correspondre un seul système de va- '*îUrs pour ; cl u, variable avec Z et U, Les valeurs de 3 et u * expriment à leur tour rationnellement en Z cl 11, et la Iransfor- '*>aiion précédenic appliquée à une relation algébrique quelconque > transformation birationnelle. Mais la réctraie; il peut se faire que les équations (2) i systèmes de solutions en ^ et u variables
''Oonera lieu Croi|ije n'est pas ' admellcal plusieui
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avec Z cl U, tandis que Tensemble des équations (i) el (2) n^eiv admet qu'un seul.
Celte distinction est peut-être plus facile à saisir en employa ^^^ le langage géométrique. Considérons (-3, u) et (Z, U) comme 1 coordonnées de deux points dans deux plans. A tout point c^^^^ premier plan les équations (2) font correspondre un point et seul du second plan, el à la courbe C, représentée par l'équalics::^^^^ /{z, it) =z o^ correspond la courbe C, qui a pour équation
Si les équations (2) définissent une transformation de Cremon^^ ^^^ à tout point du second plan correspond un seul point du premi^^^ ^^ |>lan et, par suite, à tout point de C correspond un point et u. tf^^wn seul de C. Mais il peut aussi arriver que la correspondance enlr*":». — rc les points des deux courbes C et C soit uniforme, sans qu'il e. -gn^c» soit de même pour la correspondance entre les points des deu m^^^^th plans. Ainsi les formules de transformation
ne déHnissent pas une transformation de Cremona; cependant, sr si Ton applique cette transformation à une courbe n'admettant aucu des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axe de s^ mélrie, elle donne lieu à une correspondance uniforme entre U points des deux courbes. Par exemple, si Ton applique cette tran; formation à la droite Aô -j- B^^ = i , on obtient la parabole qui pour équation
AVZ«- BiU*-+- I — 2A«B*ZU- 2A«Z — 2B«U =0.
A un point (Z, U) de la parabole correspond un seul point (5, u ^"^^ ^ de la droite, dont les coordonnées sont
_ BUJ — A*Z^-i A«Z- B«U-H I
u - rz 9 Z — ,
Nous ne nous occuperons dans la suite que des transformation birationnelles entre les points de deux courbes.
Revenons aux deux équations algébriques
nous supposons appartenir à la itiL^me classe. Si dans la seconde équation on regarde Z comme la variable indi-pendaule, il lui correspond une surface de RiemannT,, composée de ^ feuillets étendus sur le plan des Z. Les points des deui surfaces T et T, se correspondent d'une façon unîvoque; à un point de J'une correspond un point et un seul de l'autre et inversement, De plus, à tout déplacement infiniment petit sur l'une des surfaces correspond nn déplacement inGniment petit sur l'autre surface. Il n'y a exception que lorsqu'un des points s'en va à l'infini sur l*une des surfaces, mais on peut éviter cette difficulté en supposant les deux surfaces de Hiemann étendues sur la sphère. Cela Jposé, à toute coupure tracée siir T correspond une coupnre »racée sur T, et inversement. Imaginons qu'on ail tracé sur T îes N coupures qui la transforment en une surface simplement connexe T'; les N coupures correspondantes tracées sur T, la changent en une surface T', , qui es/ simplement connexe. D'abord cette surface T', est connexe. Prenons, en effet, deux points quelconques M, M' de T'i et les points correspondants m, m' de T'. Ou veut joindre les deux points m, m' de T' par un chemin continu ne traversant pas les coupures; te chemin coriespondaut de T| joindra -leg deux points M, M' sans traverser les coupures. En second lieu, la surface T', est simplement connexe ; car, s'il en était autrement, on pourrait tracer sur T, une nouvelle coupure sans morceler cette surface, et la coupure correspondante de T' ne morcellerait pas non plus la surface T', ce qui est impossible, car nous avons upposé T' simplement connexe. Les deux surfaces T et T,, étant 'Insformées en deux surfaces simplement connexes par un même lombre de coupures, sont du même genre. Par conséquent, te 'enre d'une relation algébrique se conserve dans toute trans- 'or-mation biralionnelle. On peut dire encore qiic deux relti- ■ns algébriques appartenant à la même classe sont du même 'crtre.
^ cause de l'importance de ce théorème, nous en donnerons '•*e seconde démonstration purement analytique. Remarquons bord qu'on peut, dans la démonstration, faire les hypothèses vantes :
f La fonction rationnelle
devient infinie du premier ordre en pi poinls distincts de la surface T, qui ne sont pas des points de ramification.
'2^ La surface T n^a aucun point de ramification à Tinfini, ^^ les m valeurs de Z pour les valeurs infinies de z sont représenteras par m développements distincts
Z(') = A'o'*' -h AV'' z -^ •
Zk
où les coefficients h}^ sont tous différents de zéro. Soit, en eflet, Zq une valeur telle que Téquation
o(^, a) = Zo
admette \k racines simples difl'érentes (aj, p,), .. •,(a|4, pj^), distinctes des points à Pinfini et des points de ramification. La fonctioiT
de (.5, w), Z'= y — Y ^"^® V- pôles simples à distance finie suri surface T; or, si l'on prend pour nouvelle variable, dans la relation entre Z et U, „ __„ = Z^ il est clair que le nombre des
feuillets de T| ne change pas, ni le nombre et l'ordre des points de ramification de cette surface, ni par conséquent le genre de la surface.
Soit maintenant Zq une valeur finie de z^ telle que les m valeurs de u correspondantes, ainsi que celles de Z', soient distinctes et finies. Dans le domaine du point Zq^ les m valeurs de 2! sont représentées par m développements de la forme suivante :
Z' =z PL^i) -^ k^i) {z - Zç,)
Ajfc'(>3 — ;;o)*-+- ••• (t = i,2 m),
et nous pouvons supposer, de plus, que les m coefficients A^*^ sont difliérents de zéro. Si l'un d'eux était nul, un des points analytiques qui sont superposés au point ^o serait racine de l'équation
— -= o, et l'on peut toujours prendre pour z^ un point qui n*est
pas racine de cette équation. Si l'on pose maintenant z = z^-\ — ,y
ce qui ne change pas le genre de la surface T pour les mêmes raisons que plus haut, il est visible que les hypothèses que nous avons énoncées seront satisfaites.
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Cela posé, cherchons les points de ramification de la surface ï|, c'est-à-dire les valeurs de Z telles que U cesse d'être une fonction uniforme de Z. Considérons d'abord les [jl points à l'infini de cette surface, qui correspondent aux [jl pôles simples
de la fonction Z. Dans le domaine du pôle (a/, ^/), on a, par exemple,
cjn en tire
1 ^ — Œf I Z OLi
Z ^i i^ Co(5-a/) . R,
J[H_G;(5-at/)-+-...].
ELn faisant l'inversion, on aura
P f » j désignant une fonction régulière dans le domaine du point
2=0. Comme, par hypothèse, le point (a/, p,) n'appartient qu'à "«ï seul feuillet, u — P/ est une fonction régulière de z — a/ et, par suite, de ^ • Par conséquent, la fonction rationnelle
est Une fonction uniforme de = dans le domaine du point Z = ao.
'-•^s p. points à l'infini de la surface Ti ne sont donc pas des points ^1^ ramification.
Prenons ensuite les points de la surface Ti qui correspondent *^^ points à l'infini de T. Dans le domaine d'un point à l'infini ^^ T, on a
^^me A^'^ est supposé différent de zéro, l'inversion nous donnera
i = P(Z-AS/-0,
puis
,/r=Q(Z-Ai'0, cl enfin
P(Z-A'i'), Q(Z — A'^^), R(Z — A'i») étant des fonctions nvB.^-
formes de Z dans le domaine du point A^^. On en conclut que c
points ne sont pas non plus des points de ramification pour
surface T, .
Soient
(«1,^1) («ô^i), ...1 i^Ajàu)
les points de ramification de T, d'ordre r^ — 1 , . . ., /> — i respe* tivement. Dans le domaine du point (a/, 6/), par exemple, on a
Z r-. Z/ -h C\ (z - aiy-i H- . . . C{pi
On en déduit
et l'inversion donne pour (:; — Ot'Y' un développement en séri
procédant suivant les puissances croissanles de (Z — Z/)'*. Comm^^
ji_
// — bi est une fonction uniforme de (z — «/)'* dans le domain du point de ramification, on en conclut que //et, par suite, U pour—
ront se développer suivant les puissances croissantes de (Z — Z/)'*, c'est-à-dire que le point de la surface T| qui correspond au poini {ai, bi) de la surface ï est un point de ramification d'ordre
Prenons de même un point (</, b) de ï par lequel ne passe <{u'un seul feuillet. On a, dans le domaine de ce point,
Z = A -i- Art ( ^ -- flr )«-+-.. . Art 7i o ;
si n est plus grand que un, on en déduit pour z — a et w — b des développements en série procédant suivant les puissances crois-
*antes de (Z — A)" ; le point correspondant de T, sera donc un point de ramification d'ordre n — 1.
■H TnANSFOBMATIONS Bl R ATI0SNEI.I.E6. -^Gj
j^pourrait objecter à ce raisonncmciil que les exposants fiac- Ijonnaires peuveDi disparaître dans le dêveloppemenl de U ou avoir UD dénominateur commun plus petit ijue // ou que n, quand oa les riiduit ù leur plus simple expression. Il est facile tle lever /'oi>JecLiDn. Plaçons-nous, pour Rxer les idées, dansie dernier cas <jui vient d'être examiné; soit {A, li) le point de T, qui corres- <)on<l au point («,/') dcT, et admettons, pour un moment, que par ïe |:>oint (A, B) il pas.se moins de n feuillets. Lorsque :; décrit m^ petite circonférence sur ï autour du point [a. b), l'argiimenl le; X — .'V augmente de 2W7t, S'il y avait moins de n feuillets pasan L en (A, B), la droite joignant le sommet (A, B) du cjcle au kOÎBil Z, droite qui a tourne de smz, aurait décrit plusieurs fois e; domaine do sommet du cycle. 11 a'y aurait donc pas correspondance uniforme entre les points des deux domaines, contrairct à l'hypothèse.
En déûnitivo, les points de ramification de T| proviennent des ints de ramification de T et de»
points de T pour lesquels --j{ il nul. Écrivons que le nombre des zéros de cette fraction ralioncllc -T- est égal au nombre des pôles. D'abord cette fonclion a m érostlu second ordre à l'Infini, comme on le volt en dlITérentiant Bs m développements de Z dans le domaine de 3 ^ qc, et [jl pôles '"second ordre aux points (*,, p,), ...,{a^, pp).l'n [tolntderamili- ■ t»on d'ordre /•,, pourk'<iuel ledtWeloppcnieul dc/c;
:t de la forme
-O zéro d'ordre i, — r,, si //>/■(, cl un pôle d'ordre /-, — /, 'V !:> Ij, On aura Jonc, dans tous les cas, la relation
Somme V(;7 — /,-) étant étendue à tous les points de ramifi- *«od de T, et la somme V(/i — i) à tous les zéros de ^distincts ^' points de ramilicBiIon. Cette égaUté peut encore s'écrire
OU
' ^m-^\— — 1 î^ •' — UL-+-I.
Or les deux membres de celte égalité sont égaux respectîvem^ aux nombres p et/?' qui, d'après la formule générale de Rîemai^ représentent le genre de la surface T et de la surface T|. Le ih^ rème est donc établi.
Remarque, — Ktant donnée une relation algébrique entière
on peut à volonté considérer ^ ou i^ comme la variable indépe dante. On a ainsi deux surfaces de Riemann distinctes T, T| q sont du même genre, d'après le théorème précédent. On pe« donc, pour évaluer le genre de la relation f{z^ u) = o, considéra à volonté la surface T ou la surface Ti. Par exemple, si la relatioi est du premier degré par rapport à l'une des variables, l'une de surfaces de Riemann se réduit à un plan; on peut affirmer qu l'autre surface est simplement connexe.
123. Soit ti)(5, il) une fonction du point analytique (z, u)\ s l'on suppose 5 et m remplacés par leurs valeurs en fonction d Z et de U, (0(2, li) se change en une fonction Û(Z, U) du poin analytique (Z, U). Soit (A, B) le point analytique qui corresponi à un point analytique (a, b) de la première surface : si la fonc tion (o(s, il) est régulière dans le domaine du point (a, 6), li fonction Û(Z, U) sera régulière dans le domaine du point (A, B) si le point (a, 6) est un pôle ou un zéro pour (o(.3, w), le poin (A, B) sera un pôle ou un zéro du même ordre pour Û(Z, U).
Pour plus de généralité, supposons que le point analytiqu (a, b) soit un point de ramification d'ordre r — i de la premier surface, et le point (A, B) un point de ramification d'ordre / — de la seconde surface. D'après les développements du paragraph précédent, on aura, dans le domaine du point (a, 6),
(Z — A)' = ^\{z — aY-\- 0Li(z — aY -r-.. ., «i ?^ o,
et inversement dans le domaine du point (A, B),
(;;-ar=?,(Z-A)'-+-Pî(Z-Ay-f-..., pi 5^0.
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Ole fonction u(:, w) régulière au point (a, h) est égale à la somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances
/>05*(fVes et croissantes de (= — «)'"; la fonction Û(Z, U) sera donc égale à la somme d'une série convergente ordonnée suivant
îs puissances positives et croissantes de (X — A)'. Si le premier
îv^eloppemenl commence par un terme en (a — n)' , le second
enveloppement commencera par un terme en (Z — A.)'; le poïnl , b) sera un zéro d'ordre // pour tù(z, w), et le point (A, B) un c"c»d'ordref^poiir Û(Z, U). Si le point (a, h) est un pôle d'ordre I><>ur u)(z, u), on aura, dans le domaine de ce point,
rj
oH--f,(z-Ay'+...
- sorte que le point (A, B) sera un pôle d'ordre y' pour 0{Z, U). B raisonnement reste le même si un des points (a, b) ou ^« B) s'en va à l'infini sur l'une des surfaces. Il suffira de rem- ««ers ^ X. par-, ou Z — oo pary
Soil iv= / n(:, »)(fô une intégrale abélienne relative li la •*«rbcy(:;, h) =; o; si Ton pose
; = 'HZ, U), M = '1-(Z, U), ^^•-le intégrale se change en une nouvelle intégrale abélienne ^ '1i(Z, V)flZ relative à la courbe transformée F(Z,U) = o.
^Q particulier, si la première intégrale reste finie en tons les
:"ùnê înl^gralc de première espèce se cDange «n na* intt^grale de première espèce, el ceci n'exige pas que la lransfoK~' matioD employée soil réversible. Si à la première courbe so«=^»' aUacliées </ inlégrales dîsUncies de première espèce, il y en au^c^ au moins g po'iir la seconde, mais elle pourra en avoir davanlag^^ Si nous supposons, en ouLre, que la transformalion soit réversibl^^ le nombre des intégrales de première espèce pour la secon(K— "4' courbe ne pourra être supérieur à y; caria trausTormation invc donnerait pour la première courbe plus de ^ intégrales de première»" "S' espèce. Ainsi, deux relations algébriques de l<i même classa ndmeltent le même nombre d'intégrales abéliennes distincte de première espèce.
On voil de même qu'une transformation bîrationnelle cbang une intégrale de seconde espèce en une intégrale de seconde es. pèce el une intégrale de troisième espèce en une intégrale d« troisième espèce.
Parmi les transformations biralionnelles, une des plus simplcr est la transformation homographique, définie par les formules
_ aZ^bll-i-c _ n'Z-^ fc'U->- c'
soit m le degré d'une relation algébrique /(a, «)^o,en:;el(/ c'est-à-dire le degré de la courlie représentée par cette équation- Choisissons une droite D rencontrant cette courbe en m poinl^ simples distincts; on peut disposer des coefficients de la transfor — niation homographique de façon que cette droite soil rejetée i-» l'infini el qu'aucune asymptote ne soil parallèle à l'axe des U. L'équation transformée sera de degré m en U, et les m valeurs
de^l
une valeur infinie de Z seront distinctes et finies, de
: ^ pou.
sorte que les m valeurs de U seront leurs de Z de module très grand, pi forme
eprésentées, pour des vant développements de la
La surface T correspondante n'aura pas de point de ramification à l'infini. Les points de ramification proviendront des points multiples de la courbe cl des points où la tangente est parallèle à
des U. On peiil toujours supposer que ces derniers sont des poînls de ramiflcalion simples ; il sufCil pour cela i|iie l'iixe <les U ne soil parallèle à aucune tangente d'inflexion.
lil. Avant d'allsr plus loin, îl est nécessaire d'entrer dans (quelques détails sur la théorie des courbes planes algtlbricuics et iportant théorème dll à M. Niitiier. Étant donnée une retalion algébrique entière et irréductible en ;; et u,
si l'on considère ; cL if eouinie les coordonnées cartésiennes d'un point du plan , cette équation représente une courbe. Au sens étroit du mot, la courbe se compose simplement des points dont les coordonnées rêelies vérilleot l'ëquation précédente. Mais nous conserverons le nom de courbe pour dcsi- );ner l'ensemble des solutions, réelles ou imaginaires, de celle équation.
Soit 5= n, u^ b un point de cette courbe à distance finie. Si pour s= n réquation/(a, u) := o admet N racines égales à b, il résulte de l'étude faite plus haut (§81^ que, pour une valeur de z Toisine de a, l'équation y(;, h) = d admet N racines voisines de b; de plus ces N racines se partagent en un certain nombre de Systèmes distincts. Les racines d'un même svstèuie sont rejirésemées par un mâme développement en série
is)
'est pa!
. sont des coefficients quelconques, dont le pre
m,. ... des nombres entiers positifs croissants, t»ù les exposants sont supposés réduits à leur plus petit dëno-
nateur commun «. Quand on attribue an radical (s — </)" ses n ^Germinations, le second membre prend h valeurs distinctes ; il •^t remarquer toutefois que dans le calcul on doit prendre dans
■^aque terme une même détermination de (r — a)". En langage
S^ométrique, ces résultats s'énoncent comme il suit ; Soient
6 les coordonnées d'iinpoint d'une courbe algébrique. Au
voisinage de ce point, les diverses branches de la courh^ sont représentées par un ou plusieurs développements de forme (5).
La portion de courbe représentée par une équation telle q
(5) s'appelle un cycle et le point (a, b) est Vorigine de ce cycl De Téquation (5) on tire inversement un développement
z — a suivant les puissances positives de {u — i)*", commençai
par un terme en (« — bj
(6) ^ — a= Po(w — ^)'^-'- Pi(" — ^)^+
Le premier exposant — pourra ne pas être réduit à sa plus simpl
expression, mais m sera le plus petit dénominateur commun d
tous les exposants. En effet, supposons- que ces exposants puis —
sent être réduits à un dénominateur commun m' << m. 0
aurait
m = m'A*, n — n'A, rii = n\k,
et la formule (6) pourrait s'écrire
((V) z — a= po(M-6)''''-4-p,(M-6)'"'-h....
On en déduirait ensuite pour u — 6 un développement procédant
suivant les puissances positives de (g — a)"', de sorte que u prendrait 7i' valeurs différentes, et non pas n, lorsque z tournerait autour du point z = a.
Des deux développements (5) et (6) il y en a au moins un qui commence par un terme dont le degré n'est pas inférieur
à l'unité. Supposons par exemple — -^ i ; le nombre n est appelé
V ordre oulede^ré du cycle: si Ton avait au contraire — <'i, alors —
serait supérieur à un, et le degré du cycle serait égal à m.
Le degré d'un cycle est indépendant du choix des axes de coordonnées ou, d'une manière plus générale, ce degré se conserve par toute transformation homographique. Supposons qu'une transformation homographique fasse correspondre au point (a, b)
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un point de coordonnées (A, B). Les formules de transformalion 5ont de la forme
H-a(z — a)-hp(a — r'
ft" ( T, — n.\ -^ fi'r// — A U — B =
H-a(z — a)-hp(a — 6) I -f-a(-5 — a)-h p(a — b)
L'^cjualion (5) qui représente le cycle, supposé d'ordre /i, peut etro remplacée par le système des deux équalions
sî l'on remplace z — a et w — b par ces valeurs dans les formules d ^ transformation, on obtient pour Z — A ei U — B des développa^ rr^ents suivant les puissances positives de /, dont l'un au ^^o££is commence par un terme en /". Si, par exemple, cela *****£ ve pour Z — A, on en déduira pour U — B un développe-
''^"^cînt procédant suivant les puissances positives de (Z — A)". Au
^ycle primitif correspond par conséquent un nouveau cycle dont
»^ degré est au plus égal à n. Ce degré ne peut être inférieur à n,
<^sir, si le degré d'un cycle ne peut s'élever par une Iransformatiou
■^oxïiographique, il ne peut pas non plus s'abaisser.
Hemarque, — Considérons un point de coordonnées (:?, //) appartenant à un cycle ayant son origine en un point (a, 6). Le
■"apport — ^^^ tend vers une limite finie et diflerenle de zéro si
nx = n\ il tend vers zéro si m > /i et il croît indéfiniment si m<in, lorsque z — a tend vers zéro. La droite passant par Torigine du cycle et par un point infiniment voisin de ce cycle tend donc vers une limite parfaitement déterminée que noifs appellerons la tangente du cycle. Si cette droite est parallèle à l'axe des 2, on a "i^/i; si elle n'est parallèle à aucun des axes de coordonnées, on a m=/i.
En particulier, si le cycle est linéaire ou du premier degré, et sïla tangente au cycle n'est pas parallèle à l'axe des w, la valeur de u est représentée par une série ordonnée suivant les puissMices entières et positives de :î — a
l'I CHAPITRE VI.
Si un point {fi, b) est un point simple d'une courbe algébrique, le cycle qui a son origine en ce point est toujours linéaire (§80).
12o. Pour définir le degré d'un cycle, dont l'origine est un point à l'infini de la courbe, on commence par ramener l'origine dn cycle à distance finie par une transformation homographique. D'après ce qu'on vient de voir, le degré du nouveau cycle sera \^ même, quelle que soit la transformation homographique employée Pour évaluer ce degré, il est commode d'introduire les coordonnées homogènes. On a à cet égard la règle suivante, qui rést»^^^ immédiatement de ce qui précède : Les trois coordonnées hoFT^^' gènes d^un point étant développées suivant les puissances ^^' tières et croissantes d^ un paramètre , qui correspond uniforr^"^^' ment à un point du cycle, formons trois combinaisons linéaf ^^^^^ et homogènes X, Y, Z </e ces coordonnées de telle sorte que ^^^ développements de X, Y, Z commencent par des termes à exp^:^^^' sants tous les trois différents, et soient a, 6, c ces degrés r an ^^^^ par ordre de grandeur croissante : le degré du cycle est b — ^^* Si l'on a, en effet,
Z = Ctc -^ ...,
on peut adopter pour coordonnées cartésiennes
d'où l'on déduira un développement de u suivant les puissanc
de z^'~'^ commençant par un terme en
Le nombre c — b s'appelle la classe du cycle; c'est le degré du cycle corrélatif, c'est-à-dire du cycle qui se déduit du premier au moyen d'une transformation par polaires réciproques. On
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peut prendre en effet pour coordonnées homogènes d^un point du cycle corrélatif les expressions
X, =Y£fZ — ZrfY, Y, = ZrfX — Xr/Z, Z, = XrfY-YrfX,
et, en remplaçant X, Y, Z par Jeurs développements, il vient
X, = (c — ^)BC/*^<^-«-i ...
Y, = (a— c)ACr^-«-'-f- . . .
Z, = (/> — a)AB/«+^-»-f-
L»es exposants, rangés par ordre de grandeur croissante, sont ici
le degré du nouveau cycle est bien égal à c — b; comme on devait s''y attendre, sa classe est b — a, c'est-à-dire le degré du cycle primitif.
Jiemarque. — Si Ton a un cycle représenté par Téqualion
00 peut le considérer comme représenté en coordonnées homo gènes par les équations
A//I-HV
-•rr
sa classe est donc égale à v.
I^roposons-nous maintenant d'évaluer le degré et la classe ^ Un cycle ayant son origine à Finfîni. Plusieurs cas sont à dis- ^^ï^guer.
^f^emier cas. — Le cycle est donné par un développement tel ^Ue le suivant
a = A_«, -5" -4- A-;„+i Z '^ -H...-+-B-hCiZ «-h Ci;; "-f-
Où
A, ET G. i8
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Employons les coordonnées homogènes
puis posons
îl vient
Si n est plus grand que m, les exposants, rangés par ordre ^ci e grandeur croissante, sont o, n — m, n\ le degré du cycle ^^^^ n — m et la classe m. Si /i = m, il faudra considérer dans "^ i^cxposant du terme suivant. Si n est plus petit que m, les ex[> sants, rangés par ordre de grandeur croissante, sontn — m, o, le degré est m — /i et la classe n.
Deuxième cas. — Le cycle a un développement de la forme
w = Ao-+- A,;, ^-j -{- Xm^i (^j -4-...;
l'origine du cycle est à l'infini sur 0-3. Posons encore
il reste
Y =Z Ao^* -4- A;„/'«+« -4-
On a les trois coordonnées homogènes
X=i, Z = t% Y— AoZ = A,„/'«+'»-H ...;
le degré du cycle est /i et sa classe m.
Troisième cas. — Le cycle a son origine à l'infini sur Ou
u = i\.-nt{z — a) " -4- ...-h Ao-4- A,(-s — «)«-»- ....
Il est équivalent au cycle représenté en coordonnées homogèot par les équations
Y = A_„e -I- A_,«4-i ^-h...-h Ao/"»-H A,/'»«+»4- ..., Z= r«,
le degré est m et la classe /?.
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( .aonsiaërÔDS en parliculier un cycle représenté par le déve-
lo|>pemenl
d'après ce que nous venons de voir, si m esL> i, le de^ré dn cycle est m — 1. Si donc m est supérieur à 2, le cycle n'est pas linéaire. Ce résultat peut sembler étrange, mais il est facile de le vérifier sur des cas particuliers. Par exemple, la courbe // = ;' présente un point de rebroussemcDl à l'infini, car la transformalion homograpKique
(■«^mplace la courbe donnée par la courbe 11'^ =^ :", qui a bien un cycle du second degré à l'origine. Si m ^ i , le degré du cycle est toujours égal à un, mais la classe peut être quelconque.
Si une courbe n'a que des cycles du premier degré, il en sera
*ï<? même de toutes ses transformées homograpbiques. La courbe
*^ir«cil de degré m, supposons que la droite de l'iniini la rencontre
^—^'^ "> points distincts et qu'aucune asymptote ne soit parallèle â
^H*a^x.e des M. .\lors les m valeurs de ti pour z — x> seront représen-
î par
développements de la forme
m coefficients a étant difl'érenis ; les m cycles ayant leur ori- S*»:»e à l'infini sont linéaires. La courbe peut avoir des points ***'-xliiples d'ordre quelconque; mais, si aucune des tangentes en ^^*"^ de ces points multiples n'est parallèle à l'axe des u, hypothèse ^K^*^'on peut toujours faire, chacun des cycles de !a courbe ayanl ^B***»ï origine en un point multiple sera représenté par un déve- ^B ■'^lipement de la forme
*-es seuls points critiques pour la fonction algébrique u de 3 dé- ^nic par l'équation /(s, «) = 0 seront les points de la courbe où ^a tangente est parallèle à l'axe «les u; si ces points ne sont pas
des points d^inflexioD, ce qu'on peut toujours supposer, las face de Ij^iemann n^aura que des points de ramification simples
126. Nous donnerons encore quelques détails sur une transfor tion employée par Halphen et qui nous sera utile. Soient C(yî^.
Fig. 87.
une courbe plane quelconque, S une conique directrice. A chaq
point M de C, on fait correspondre le point de rencontre M' de
tangente en M avec la polaire de M par rapport à S. Le point
décrit une courbe G qui correspond point par point à la courbe
si la conique S n'a pas été prise d'une façon particulière. On pe
remarquer qu'en partant de C,, polaire réciproque de C p^
rapport à S, on obtiendrait la même courbe C.
Considérons un cycle de C, de degré n et de classe v, et che
chons le degré et la classe du cycle correspondant de C. No
supposerons que le point M n'est pas sur S et que la tangente en
n'est pas tangente à 2. Prenons pour triangle de référence MM| M
M| étant le pôle de MM' par rapport à S; ce triangle est conjug
par rapport à S, et cette conique est représentée par une équatio
de la forme
AX«-hBY»-i-CZ«=o,
que Ton peut écrire, sans diminuer la généralité.
X«-hY»-hZ«=o.
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Soient x^y^ z les coordonnées homogènes d'un point de C, x\ y' ^ z^ les dérivées de x^y^ z par rapport au paramètre t qui correspond uniformément aux points du cycle ayant son origine en ce point. La polaire M| M' a pour équation
\x -H Xy -\-7^z =0; la tangente MM' a de même pour équation
ou
\(yz— zy') -\-\(zx'— xz') -h Zixy'—yx') = o.
On en déduit pour les coordonnées homogènes de M'
X =y{xy'—yx') — z(zx'—xz') = x(yy-^ zz') — x'(y^-\-z^), Y =y{zz'-hxx')—y{x*^z*), Z = z{xx'-hyy') — z' (x^-hy^).
On peut toujours supposer le cycle de G représenté par les équations
ar = /«, y = at^-^^-h .. ., z = i;
*' suffit de prendre MM' et MM, pour les côtés X et Y du triangle ^^ référence. Il vient
^^ les coordonnées d'un point du cycle correspondant de C auront pour expressions
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Les premiers termes des développements de X, Y, Zsontles ^ ^ suivants :
trois cas sont à distinguer :
Premier cas, v >> n. — Les exposants, rangés par ordre 4^ grandeur croissante, sont n — i, 2/1 — i, /14-v — i;le degré 4^ nouveau cycle est /i, et sa classe v — n.
Deuxième cas, y<Cn. — Le degré du nouveau cycle esly-»^ sa classe n — v.
Troisième cas, v = /i. — Y et Z commencent par un te^"^*^ en f2/i-« j le degré du nouveau cycle sera égal à /i, et la classe s^ '^^^' tiendra en cherchant le degré du premier terme dans nY -f- a/i^^^*
En résumé, le degré du nouveau cycle est égal au plus p* ^^
des deux nombres /i, v. Dans aucun cas, il ne peut dèpasse^^^ degré du cycle primitif. Si n et v sont différents, la classe nouveau cycle est ±{n — v).
Supposons maintenant que le point M est sur la conique din trice 21 et que la tangente au cycle n^est pas tangente à S; p nons pour côtés du triangle de référence la tangente en M à courbe C et les deux tangentes à la conique S aux points où est rencontrée par la tangente à C.
La conique £ aura pour équation
Y»H-aXZ = o;
x^y^ 5, x\y^ z' ayant la même signification que plus haut, 1 ^^ coordonnées X, Y, Z d'un point de C seront données par 1
formules
X =y{xy — yx') — x{zx'— xz'),
Y =x(yz' — zf)- z{xy—jrx'), Z =z z{zx' — X z') —yiyz' — zf).
Le cycle de C étant représenté par les équations
x—t^, y = at''-^'*-^...^ z=i, on aura, pour le cycle correspondant de C,
Y = — 2xy-^x'y = — (/n- 2v)«^*«+v-i^, , ^^ Z = x'-hyy = /i/«-» -+-
Les exposants, rangés par ordre de grandeur croissante, sont ~i, an — I, art-hv — i; le degré et la classe sont les mêmes our le nouveau cvcle que pour le cycle primitif.
Dans la suite, nous supposerons toujours que la conique direcrtce 1 rencoutre la courbe C en des points distincts, ainsi que sa iolaire réciproque, el que ces points sont origines de cycles du prelier degré et de la première classe. Si la tangente en un point M C est tangente à H sans que M soit sur £, on est ramené au cas recèdent, car le point correspondant M, de la polaire réciproque 'n sera sur S sans que la tangente en M| à C| soJt tangente à S.
127. Etant donnée une courbe algébrique quelconque, on fut lui /aire correspondre, point par point, par une Irnnsfor- \ation biralionnelle, une autre courbe algébrique n'ayant 9e des cycles linéaires.
II sufïit évidemment de montrer que, si une courbe algébrique des cycles de degré supérieur à un, on peut, par une transformatm biralionnelle. abaisser li? degré d'un de ces cycles sans auginler le degré d'aucun autre cycle. Soient n et v le degré et la sse da cycle considéré; appliquons à la courbe la transforition précédente, la conique directrice S n'ayant, comme il a ►jà été expliqué, aucune position particulière. Si v est inférieur #1, le degré du nouveau cycle sera égal à v, et, par conséquent, lîfrieur à n. Si V est supérieur à /i, le degré du nouveau cycle égal à n, mais sa classe sera v — n. En répétant la Iransfor-
ilion par rappoi
; ou à de
nouvelles coniques un
ibre assez grand de fois, on finira par arriver à un cycle dont classe sera inférieure ou égale à n. Dans le premier cas, une Quvelle transformation abaissera le degré du cycle. Le seul cas qui demande un examen particulier est donc celui lia classe est égale au degré ou ù un multiple du degré. Emtyons les coordonnées cartésiennes et supposons qu'on ail pris origine des coordonnées l'origine du cycle, l'axe des^ ne idant pas avec la tangente au cycle. Le développement de y itiendra un certain nombre de termes entiers en x,
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P(^) désignant un polynôme de degré q au plus, et Aa? " éiatil le premier terme à exposant fractionnaire. Les q premières dé^^' vées^', y, . . . , y^9^ conservent une valeur finie pour a? = o, m^s la dérivée suivante y^9-^*^ est infinie pour Torigine des coordonnées.
Le cycle transformé a pour origine un point (a, 6), et nc^^s supposerons qu'on a choisi les axes de façon que la tangente ^^ soit pas parallèle à Taxe des y. Le développement de Y — b s^^^ de la forme
Q(X — a) étant un polynôme de degré r au plus, etB(^ — a) * *® premier terme à exposant fractionnaire. Les dérivées Y', Y', ...,^''" sont finies pour X = a, mais la dérivée suivante Y^'^*' dévie — ^^l infinie.
Soit
Téquation rendue homogène de la conique directrice 2; le poit::^^ (X, Y), qui correspond au point {^,y), est à l'intersection d^ ^ deux droites
On tire de là
on aura ensuite
âx dy-^ ôy'-^
La fraction qui donne Y' n'est pas, il est aisé de s'en assurer, indépendante de^', de sorte que Y' dépend bien efiectivement
àcy (' ). On aura ensuite
-= u,{a:j',y,yi+ siy
Fl, d'une manière gém V'" = lU{T,y,y,..
soient pas nuls pour qui deviendra infinie pour
Supposons qu'on ait choisi les coelTicients de la conique directrice de façon que --^ et ^ + -^ _> l'origine- La première dérivée V'"
l'origine du cycle transformé sera la dérivée d'ordre q. On a donc '■ ^: y — I , c'est-à-dire que les termes fractionnaires apparaissent un rang plus loi dans le cycle Iransformé que dans le cycle primitif. Comme on peut répéter la transformation tant que f/ est supérieur à a, on finira par arriver à un cycle représenté par un développement tel que
_V- UT-t-bx'-^Cx" '-h ... l.<«</(
«^•11, eu cliaugeant les axes,
tin coordonnées lioniogèncs, ce cycle est
eprésenlé pa
rleséqua-
lions
(') On peut s'en rendre compte a priori. Si Y' n
e dépendait i|u
■a IraatTurnialion serait une tram/ormation de
tonlact , c'est-
-dire qu'elle
changerait deui courbes tangenles en deux courbei
langentes. Dr
la tangente
m U i la courlie C correspond celle tangente elle
mfmc; tes dcu
X courbes C
et C auraient donc les irnïmcs Ungcnles, ce qui est
mpussiblc.
Si l'on se reporte aux calculs du paragraphe précédent, on trouvr pour les coordonnées d'un point du cjcie, apr^s une nouvelV' transformalion,
Les expressions X, Z, degré
, commenceul
; ire
la classe du nouveau cycle esl égale à ql, qui est < n. Une dein transformation abaissera donc le degré du cycle.
Nous voïons, en résumé, q^u'on peut toujours, par une suller "^ transformations d'Hatphen, abaisser le degré d'un cycle, si "^ degré est supérieur à l'unité. Comme cette transformation n'a*-^8' mente jamais le degré d'un autre t-vcle, la proposition énoncée '* trouve établie.
128. On n'a pas épuisé ainsi tout le parti que l'on peut lir^ de la transformation d'Halphen. Une courbe n'ayant que des cy-'" des linéaires pourra avoir <les points multiples d'ordre que'" conque, et en chacun de ces points multiples il pourra y avo»'' des brancheii de courbe ayant un contact d'un ordre aussi élev*.* qu'on voudra, chacune de ces branches étant représentée, ave^ des ânes convenables, par un développement de la forme
où ne (îgure aucun exposant fractionnaii'e. Appliquons A celt^ courbe C la transformation par rapport à une conique directrice i^ n'ayant pas de position particulière. Si deux cycles de C ont Is même origine sans être tangents, les cycles correspondants de (Z n'auront pas la même origine; un point multiple d'ordre /■ à tangentes distinctes est donc remplacé par r points distincts. Si deux: cycles de C ont en un point un contact d'ordre n, les cycles correspondants de C auront un contact d'ordre n — i, d'après ce qu'on a vu plus haut; car, d'une manière générale, Y'"* dépend de x,y,y, . . .,^'"^" et est une fonction linéaire de j'"+". Par
ppli(|uant la Lransfarmatioi
N N E t L ES-
luLanl de
qu'il esl
uplacera tous les cjcies de <• aj-aot une ori- ; par des cycles ayant loiites leurs origines dlffé- Krentes. On a dispersé ainsi toutes les singularités de la courbe donnée.
Il reste à examiDer si l'on n'iairoduit pas des singularités nouvelles, chaque fois qu'on applique la transformation d'Halphen. , C, 2 avant toujours la même signification, soil N un point Quelconque du plan ; pour reconnaître si ce point N appartient à I courbe C, on procédera comme il suit. Soit P la polaire du uni N par rapport à S et M,, Mj,..., M^ les m points d'in- Crsectîon de celle polaire avec ia courbe donnée C. Pour que ; point N appartienne à la courbe C, il faut et il suffit que la aiigente à la courbe C en un des points Mj aille passer par le point N. S'il en est ainsi, il y aura en général un seul point M, satisfaisant à cette condition. Le point N sera un point double si les tangentes à la courbe C en deux des points Mi vont passer en ; eu écrivant ces conditions, on a deus relations pour déterliner les coordonnées {^a, ya) tlu point N. Il y aura donc en în^ral sur C un certain nombre de points doubles provenant
c la superpositio ,e point triple, < lartÎGulière, car i f,- soient concour ntrc les coefficiei
: deux
nts dis
de C. n n'y aura pas i la conique S n'a pas été prise d'une façon : faudrait que les tangentes en trois des points iotes, ce qui exigerait évidemment une relation Is de ^. Pour la même raison, les tangentes aux
louveaux points doubles seront distinctes. Ce qui esl vrai d'une seule transformation s'applique naturel-
Ctnent à une suite de transformations et, en réunissant tous les
^sultats qui ont été établis, on peut énoncer l'important théo-
*medÛàM. Niilber(') i
A toute courbe plane algébrique an peut faire correspondre, par une transformation birationnelle , une autre
(■) Ea téaliW, M. NOlher a spulemeut déiuonlri! qu'on peut tranaroriner toute Combe algébrique en une autre, qui n'a que des poims multiplet A tangentes diatinctea, ce qui »i(rit duos lu plupart des applicallon^. Au sujet de cette question. «n pourra consuller deux Notes récentes, dans les Complet rendus, de M. Poin- «rt (I. CXVU, p. i8) et de M. Sîmarl (t. CXVI, p. io4;).
courbe plane algébrique, n'ayant d'autres points multiples t/ue des points doubles à tangentes distincti^s.
Il est permis de supposer que, dans cetle li-ansfornialinn. les cycles de la première courbe, qui onl leur origine eu un poil»* multiple, correspondent tous à des cjcies de la seconde court»^ ayaal leur origine en des poinls simples. C'est ce qui résulte bic; »n cluirement des développements qui précèdent.
plane représent*
Ktiint donnée \u\e courbe algi^briqm par l'équation
on appellera genre de celle courbe le genre de la âurface c^^ Hiemann correspondante, quand on regarde u comme une fnn^d^ lion de z définie par la relation {7), D'après le théorème t^n" 122, ce nombre ne dépend pas des axes de coordonnées et, plu ^* généralement, se conserve par toute transformation biraiionnell^^ l'roposons-nous d'évaluer le genre d'une courbe dont les seu^K^ poinls singuliers sont des points multiples à tangentes distincte?' et des points de rebrousscment de première espèce. Nous choisi - — ' rons pour cela les axes de coordonnées de façon à satisfaire au:^* conditions suivantes : 1" la courbe, supposée de degré m, a b- ^* poinls distincts à l'inlini, et aucune asj'mptote n'est parallèle ^^ l'axe des u ; a' aucune tangente en un point multiple n'est parai — lèle à l'axe des m ; .1" les tangenLes parallèles kOu onl un contacK' du premier ordre avec la courbe.
La surface de Riemann correspondanle aura m feuillets e*^ N 4- /■ points de ramification simples, provenant des r points der rebroussemenl de première espèce et des N points où la langenlp^ est parallèle à Oy. On aura donc pour le genre/) (§ 109)
Kn groupant ensemble les termes du 11 s'écrire
me degré, F{:, u) peut
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^mi^fC) étant un poljrnome de degré m en c, tel que Téquation ^^ = o ait m racines distinctes C| , ... c^. On a de même
où
résultat de Télimination de^ entre les deux équations
^si une équation entière en z
^^ù ii|, 1/2, ..., Um désignent les m racines de Téquation F = o; A(^) ^»t un polynôme entier en z de degré m {m — i). En effet, c'est ^»ie fonction symétrique entière de //|, ..., w,/, et, par suite, un po- *^nome entier en z. Pour évaluer son degré, considérons les m ^*'^eurs de u dans le domaine du point ;:; = oc ; on a par exemple, clsins ce domaine,
de sorte que, dans F|(:î, ^z/), le terme du degré le plus élevé s^ra ^'*~* Cm (ij c,) puisque, par hypothèse, (p^(i,c/) n'est pas KR^l. Le produit des m facteurs analogues sera donc de degré
Les racines de l'équalion (8) ne peuvent provenir que des
{Joints multiples et des points simples de la courbe où la tangente
^st parallèle à Ou. Examinons d'abord ces derniers points. Si au
I>oint (a, b^ la tangente est parallèle à Ou, on a, dans le voisinage
de ce point,
îes coefficients A et B n'étant pas nuls, d'après les hypothèses f;iites. Les deux valeurs de u, qui deviennent égales à b pour ^ = a.
sont représentées par un même développement
OÙ Ton attribue au radical y/s — a ses deux déterminations. D'an t.
part, on a
dF
F, = -T- =2B(m-^^)-hC(5 — a)-+-
ou
Si dans Fi on remplace u par une des racines précédentes,
résultat sera d'ordre - en (z — a). Comme il v a deux facteurs
cette espèce dans A (3), on voit que A(^) est divisible simpi ment par z — a. Ainsi, les abscisses des points de contact (9 tangentes parallèles k Ou donnent des facteurs simples da
Supposons maintenant que le point (a, b) soit un point mu'i tiple d'ordre q à tangentes distinctes, aucune de ces tangente n'étant parallèle à Ou; F {z, u) peut alors s'écrire
'^^(i, c) étant un polynôme de degré q n'ayant que des facteu simples. De même
F,{z,u) = (z-a)9-io'^(^i/y_l'j
Si c,, Ca, ..., Cq sont les q racines distinctes de l'équatioi îp^(i, c) = o, les q valeurs de u, qui deviennent égales à b pou z = a, sont représentées par q développements de la forme
Ui— b = Ci{z — a) -\- di{z — ay -h ... ;
Fi{z^iii) sera du degré {q — i) en (;; — a), car son premîe terme est (z — rt)^"* ^^^(i, c/). Comme il y a (7 facteurs analogues A (z) sera divisible par (;? — a)9^f-^^ ; un point multiple d'ordre . à tangentes distinctes donne dans A(3) une racine multiple d'ordr q (q — i) de multiplicité.
Enfin supposons que le point (a, b) soit un point de rebrous
TB*N8FOIllllTIONB Bin.tTIONNELLES. iS?
aemenl de première espèce, oi'i la langcnle n'est pas parallèle à O M- En Iransporlanl l'origine en ce poinl, ce qui esl évidemment permis, on a
fi (i, m) n'étant pas nul, et
F,fI,Hl = 5A^«-»,^)-|-^'=j(.,^)^-....
es deux valeurs de u, qiiî deviennent nulles pour z=o, ont un i^me développement de la forme
(3, II) esl de degré - et par suite A(ô) est divisible par z'. Un point de rebroussement de première espèce donne donc une ■cine triple. En écrivant que l{z) est de degré m(m — i) , il 'ienl
lorlons la valeur de N dai éduclions faites,
a formule qui donne /», il reste, toutes
*> ( en particulier, la courbe n'a que d points doubles à langenles «stioctes, on a
1 retrouve ainsi la délinition géométrique du genre.
La comparaison des deux formules (g) et (10) montre qu'a/t ■oint de vue du genre, un point multiple d'ordre g à lan-
'c«l« distinctes équivaut à
points doubles ordina,
]30. Appliquons ces considérations aux courbes pour lesquelles Palesplus petites valeurs. Soi tC une courbe de genre zéro; d'après •e ili^ûrèrae de M. Nuther, on peut lui faire correspondre, point
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par point, une courbe C, aussi du genre zéro, n'ayant que de* points doubles. Si cette courbe O est du degré m, elle poss^dei
le nombre maximum de points doubles, soit * Or ^
les coordonnées d'un point d'une pareille courbe s'expriroeoK. , comme on sait, par des fonctions rationnelles d'un paramètre « variable t, de façon qu'à un point variable de la courbe ne corre^^ponde qu'une valeur de /. 11 suffit de couper la courbe C parm^'»
faisceau de courbes de degré (m — i) passant par les
points doubles et par 2 m — 3 points simples pris à volonté sur C-* ^
ou par un faisceau de courbes 0^-2 passant par les — — "
points doubles et par m — 3 points simples de C
Inversement, supposons z el u exprimées par des fonctions x*^»* tionnelles quelconques d'un paramètre t
le point de coordonnées (r, u) décrit une courbe C de ger^^^^ zéro. Si à un point de la courbe C ne correspond qu'une val^^-"* de /, la démonstration est immédiate. Des formules précédent t.^ s on lire en effet t = W(:;, w), W étant une fonction rationnelle^ ^^ la courbe C correspond point par pointa la courbe de genre zé^<^? iv =: t. Elle est donc elle-même de genre zéro.
Lorsque plusieurs valeurs de t donnent un même point (z, s^ ^» la représentation est impropre, et le raisonnement précédent ï** s'applique plus. Mais M. Liirolh (*) a démontré qu'il suffit d'»**^ simple changement de la variable indépendante pour êtreram^^^^ au cas précédent. Soient
les expressions des coordonnées, /(X), «p(X), ^(À) désignant ir'^:>*^ polynômes. Nous supposons qu'il existe n valeurs de X donn^^^ le même point (j, u) ou, d'une façon plus précise, que les d^ •^^ équations
,. ./I>j)_/1À) ?at)_?(X)
C) LtJROTH, Mathematische Annalen, t. IX, p. i63.
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ont, quel que soitXi, n racines communes X|, X2> •• -î^.,,. Ces n racines sont en général distincles, sauf pour des valeurs particulières de Xf. En effet, écrivons les équations
^' ^ l?a)'KXi)-^(X)cp(X,) = o;
si \ était une racine multiple de ces deux équations, on aurait
/(X/)4^(X,)-'{>'(X/)/(X0 = o et. par suite
/(X,)'KX/)-ti.'(X,)/(X/) = o.
Le rapport ^ ^ serait donc une constante; or, la racine multiple y^i varie évidemment avec ).,, et l'hypothèse est inadmissible.
Si donc on cherche le plus grand commun diviseur des deux
polynômes /().).}(X,)-'K^)/(^.) et o(k)'\(k,)-'^{\)o{\,), on obtient un polynôme de degré n en X, qui n'est autre que le produit (X — X|)(à — )v2) . . . (). — X„), abstraction faite d'un facteur indépendant de X. Soit A(X,X| ) ce plus grand commun diviseurj comme les deux polynômes précédents ne font que changer de signe quand on permute X et X|, ^(X, X| ) sera aussi du degré 'i en X| ,
ij;(X,Xj) = ?o(Xi)X'»-ho,(X,)X«-iH-...-f-cp„(X,),
?o(X|), îpi (X,), . . ., 'f/i(X| ) étant au plus du degré n en X,.
Si dans l'équation fJ^(X, X|) = o on remplace successivement ^« par X2, . . ., Xrt, cette équation aura toujours les mêmes racines, ^^^ les valeurs X|, X2, . . ., X„ qui correspondent à un même point \^j u) forment un groupe inséparable. Il s'ensuit que les coeffi-
^^eixts ryl reprennent les mêmes valeurs quand on y remplace X
P^^ X|, X2,..., X„. Choisissons 'f/(X.) de façon que ce coefficient ^^ Se réduise pas à une constante, et posons
à un point (^, u) de la courbe considérée correspond une seuK valeur de [jl. Inversement à une valeur quelconque de p. correspondent au plus n valeurs de X; or, si X| est une de ces valeurs les autres valeurs du même groupe X25 ^3? • • • > X« vérifient la menu équation. Il s'ensuit que cette équation est bien du degré n en ^7"/, et qu'à une valeur de a ne correspond qu'un point (z, u). Sidon»^ e on prend |x pour variable indépendante, on voit que z et u s'ei primeront rationnellement au moyen de [jl, et qu'inversement sera une fonction rationnelle de -c et de w.
Considérons, par exemple, la courbe représentée par les éqm
tions
--X*+3X»-m' "-X^-t-3X«H-r En appliquant la méthode précédente, on trouve
iKX,x,) = x*Xi - X(Xî 4- i)-f-Xt.
La représentation est donc impropre. Mais si l'on prend po
paramètre
»'=xrri'
on vérifie que z et u s'expriment rationnellement en [x
[Jl* ■+- 1 Jl* -^ I
et l'on a inversement
ul
131. Étant données deux courbes de genre zéro C, C, on f> toujours les faire correspondre point par point d'une infinité manières. Soient, en effet,
les formules qui concernent les coordonnées d'un point de y, cp, 7: étant des fonctions rationnelles,
formules analogues pour C. Si l'on établit entre ( el T une tioa Unéaire
XTl-hBl-hCT-^-D =
foil (jne Z, U s'eiprimenl rationnellement au moyen de z, u versement. On a ainsi la iransfonnalion biiulionnelle la plus fraie que l'on puisse établir entre les points des deus courbes ,1 est clair, en effet, que toute correspondance biralioné entre les points de ces denu courbes donnera entre ( et T relation algébrique qui devra être du premier degré parrapâ chacune des variables. La relatioii (i4) dt'pend de trois pa- ^trcs dont on peut disposer de façon qu'à trois points déterde C correspondent trois points arbitraires de C. Comme particulier, il peut arriver que ces deux courbes coïncident, roit qu'il existe une infinité de transformations bira- Uielles, dépendant de trois paramètres arbitraires, par Weties une courbe du genre zéro se change en elle- He.
es intégrales abéliennes relatives à une pareille courbe se raient immédiatement à des intégrales de fractions rationnelles. *y a pas d'intégrale de première espèce.
:32. Passons au cas où p =: t. Étaat donnée une courbe dit genre C, nous pouvons toujours supposer, d'après le Drème de M. Niilher, qu'elle n'admet que des points doubles k gestes distinctes. Si elle est de degré m, elle aura donc
^^12,'„:= '"O"-'^) points doubles. Ces "'(""-^^
Bts doubles, joints km — s points simples pris à volonté C, déterminent an faisceau de courbes d'ordre m — 2,
if( = .u)^fl(z,u) =
[nation d'une courbe de ce faisceau ; elle rencontre la courbe C (ni — 2) points dont deux seulement sont variables avec (.
En effet, chaque point double compte pour deux points d'intersection, et Ton a bien
On obtiendra les coordonnées de ces deux points d'intersection variables par la résolution d'une équation du second degré à coefficients rationnels en t, de sorte que les coordonnées d'un point de C s'exprimeront au moyen de t par des formules de la forme suivante :
izi<
PV
S(0 Si(0
P, Q, P|, Qi, S, S|, R étant des polynômes entiers en f, dont le dernier R(^) est supposé sans facteurs multiples. De considérations géométriques bien connues (^), on déduit que R(f) est du troisième ou du quatrième degré; c'est aussi une conséquence immédiate du théorème général sur la conservation du genre. P^"* sons, en effet,
iv = v/R(7);
des formules (i5) et (i6) on tire t et iv en fonctions rationnel*-^ de z et de u, La courbe C et la courbe C représentée par l'équatî^--^^ w^=i R(^) se correspondent ainsi point par point par une tra formation birationnelle. La courbe C étant de genre un, il doit^ être de même de la seconde courbe, ce qui exige que R(^) s du troisième ou du quatrième degré (§ 109).
Si R(^) est du troisième degré, la seconde courbe sera du ir^ sième degré. Si R(0 ^^^ ^" quatrième degré, soit a une racî de l'équation R(^)== o; la transformation birationnelle
ivr
C) Si un seul des deux points d'intersection inconnus était variable avec^ les coordonnées de ce point seraient des fonctions rationnelles de f, et la cou^" serait du genre zéro. On peut employer aussi un faisceau de courbes C^_ , p^^^ sant par les points doubles, et im — i points simples de C.
(') Clebsch, Ueber diejenigen Curven deren Coordinaten sich ais elliptisa^^^ Functionen eines Parameter darstellen lassen {Journal de C relie f t. LXIV).
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lène encore à une courbe du troisième degré. Ainsi, à loule \urbe fie genre un on peut faire correspondre, par une trans- >rmation birationnelle, une courbe du troisième degré, qui nécessairement sans point double. On ilil que la cubique ips point double est la courbe normale du premier genre. Inversement, les coordonnées d'un point d'une cubique peuvent, d'une infinité de manières, s'exprimer rationnellement au njen d'un paramètre ( et de la racine carrée d'un poljTiome du Ulrième degré en /, R{')- Il suffit de couper la cubique par un isceau de droites
y — yt= ilx — x^j,
Issanl par un point fixe (x,i,_^'o) choisi arbitrairement sur cetle ^rbe. Les racines du polynôme It(') ont une signification géo- Itrique évidente; ces racines sont les coefficients angulaires des atre tangentes que l'on peut mener du point {-Co,/o) à la cu- [ue. Quel que soit le point (xo, j'o) choisi sur cette courbe, ces aire tangentes ont même rapport anharmoniquc, et, par consé- 'invariant absolu de la forme Liquadratique f*R [- ] ne
pend pas du point (xa,yt)- On n'obtient donc pas de repiésen-
îons essentiellement distinctes.
Le théorème de Géométrie qui vient d'être rappelé se démontre isément au moyen d'une remarque qui peut être utile. Sur ourbc du troisième ordre, sans point double, prenons deux
JDis fixes A et B, et soient X, [ji les coefficients angulaires des
m droites AM, BM joignant k-s deux points A et B à un point
elconque M de cette cubique. 11 est clair qu'il existe une relaalgébrique enlre ), et [J., et cette reSalion doit être du second
gré par rapport â chacune des variables ; elle est donc de la
rme
peat encore s'écrire
l ii'(Ai'-h A,>-(- A,)
) -Hfi(Bl'+B|À-t-C,)-i-C:^'-HC,^ -
Si la droite de coeflicient angulaire ),, issue du point A, est
tangente en un autre point à la cubique, les deux valeurs correspondantes de [X doivent être égales. Par suite, les coefficients angulaires des tangentes issues de A sont les racines de l'équation du quatrième degré
\ R(X) = (Ba«-+-B,X-i-B,)« ^'^^ I - 4(AX«-h AiX -f- A,)(CX>-f- C|X + Cj) = o.
De même, les coefficients angulaires des tangentes issues d^ point B sont les racines de Téquation
^^^ 1 -4(A|JL^^-B|JL-^G)(A,JJL^^-B,JJL^-C,) = o.
Il s'agit de faire voir que le rapport anharmonique des qu^*^^^ racines est le même pour les deux équations. Comme ce rapj>^* anharmonique ne change pas par une substitution linéaire, la j>^^^ position sera évidemment établie si l'on démontre qu'on peut, p une substitution linéaire de la forme
aX -+- 6 ,_ afi-h p
cX-t-rf' ^ YUL-+-8'
ramener la relation (17) à une relation symétrique en X et [x. Choisissons pour cela, ce qui est toujours possible, les coefficients des deux transformations, de telle façon que, pourX = o, l'équation (17) ait une racine double infinie en u, et, pour u = o, une racine double infinie en X. Dans ces conditions, on a
A, = B,= o, G = C, = 0 et la relation (17) prend la forme
AX* [jl'-+- >^fJt(I^>^ -»- Al fx -^ Bi) -+- Cï= o.
B LL
Si A|B n'est pas nul, il suffira de remplacer [x par -~ pour être
ramené à une relation symétrique. On ne peut avoir A| B=: o; on vérifie, en effet, que les deux équations R(X) = o, R,([jl) = o auraient chacune une racine double. Ce cas ne se présenterait que pour une cubique ayant un point double.
133. Considérons, comme application, les courbes de genre un représentées par une équation binôme. On a vu (n® H2) que ces
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courbes se partagent en quatre groupes; les équations appartenant à un même groupe peuvent, par quelques transformations simples, qui sont précisément des transformations birationnelles, être ramenées à une forme type. On peut prendre, par exemple, pour formes types les suivantes :
(B) ui = (z-a)(z — b),
(C) u^:=(z-a)(z-b)^, C D) aS = (z-ay{z — b)K
Nous n'avons évidemment à nous occuper que des trois dernières équations (B), (C), (D). Si, dans Téquation (B), on pose £# = i, il vient
^t cette équation, jointe à la relation u = ^, donne évidemment xjLue solution du problème.
De même, dans l'équation (C), posons
z = a -h t^, i J vient
M* = t^(ti^a—by, 'où l'on tire
Enfin, dans l'équation (D), il suffit de poser
t l'on obtient pour u la valeur
134. Toute courbe du premier genre admet une infinité de transformations birationnelles en elle-même. La proposition sera établie, si on la démontre pour une cubique; or, dans ce cas particalier, le théorème est presque évident. Il suffit en effet de prendre sur la courbe du troisième degré un point quelconque A et de faire correspondre à un point M de la cubique le troisième point de rencontre de cette cubique avec la sécante AM .
Celle remarque* bien simple permet déjà d'intégrer Téqualioi:! d'Euler. Soient
(•20) y^ = x^ -hpx^-h qx -h r
l'équation d'une courbe du troisième degré, (a, P) les coordonnées du point fixe A, {x^ y) et {x', y') les coordonnées des points M et M'. On a entre ces coordonnées des relations de la forme
^""'^ (7=Ri(^',y,«,P);
et inversement
R et R| étant des fonctions rationnelles.
L'intégrale de première espèce, attachée à la courbe {2.0J
dx
yjx^ -+- px^ -\- qx -\- r
devient, après la transformation (21 ), une intégrale de premi espèce attachée à la même courbe y^'^ = x^^ -{-px'^ -{- qx'^ c'est-à-dire que l'on a
dx , r dx'
J yx^-^px^-*-qx-hr J yx'^
-hpx^-h qx -h r
et, comme les deux transformations (?. 1) et (2a) sont invers l'une de l'autre, on a forcément A^ = 1 , et par suite
^x^ -+■ px^ -+- qx -h /• /a:'* -h px'^ -f- qx' -h r
Les formules (21) donnent donc une intégrale de l'équation (aS) et, comme ces formules renferment un paramètre arbitraire (a, ^), elles donnent l'intégrale générale.
Il est facile de développer les calculs. Soit
y = mx -h n
l'équation de la droite M A M'; x.x'^cl sont les trois racines de
l'équation
x^-\-px^-k- qx-\- r — {mx -\- /i)* = o.
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On a donc
a{x -h x')-h xx' = q — imn, axx' = /i' — r.
L'élimination de m et n entre ces trois équations conduit à la lation cherchée
a(x -\- x') -h xx' = q — 9. /(r-t- axx'){p -\- a -\- x -^ x ) ,
fui contient une constante arbitraire a.
En combinant deux transformations birationnelles telles que SI. précédente, on obtient de nouvelles transformations, par esquelles ia cubique se change en elle-même. Ainsi, étant donlés deux points A et B sur cette courbe, faisons se correspondre es points M et M' tels que les sécantes BM' et AM concourent în un nouveau point de la cubique. Si le point A reste fixe et qu'on fasse varier le point B, on obtient une infinité de trans- Tormations dépendant algébriquement d'un paramètre, l'abscisse lu point B par exemple, et, lorsque B est venu en A, la transormation considérée se réduit à la transformation identique. ^insi, toute courbe de genre un admet une infinité de trans- ^^niations birationnelles en elle-même, dépendant algébriquement d^ un paramètre t,
y=Rl{x,jr,t),
' belles que, pour une valeur particulière Iq de ce paramètre, ^ ciit identiquement
*3S. Considérons encore les courbes du genre 2. Si une •^Urbe C/n, de genre 2, n'a que des points doubles ordinaires, '^ tiombre d de ces points doubles est égal , d'après la for- 'ïiule(io) (§129), fi
On peut encore trouver un faisceau de courbes rencontrant
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Cm en deux points variables seulement, soit en prenant un faisceau de courbes de degré m passant par les d points doubles de C, et par 3 m points simples, soit en prenant un faisceau de courbes^ de degré m — 3 passant par les d points doubles de 0^. En repre — nant les raisonnements du n® 132, on en conclut que les coordonnées d'un point d'une courbe de genre 2 s* expriment rationnellement au moyen d'un paramètre t et de la racine carrée d'un polynôme du sixième degré K{t) ( * ).
D'une façon plus précise, à toute courbe de genre 2, on peut^ faire correspondre, par une transformation bi rationnelle, unfe: courbe représentée par une équation de la forme
(24) w« = A(/ — ai)(/ — aj) ... (^ — ag).
Si l'on pose encore / = j-, iv = (x — ai){x — ^2)y7 on voil
que la courbe (24) correspond point par point à la courbe du qua .-
trième ordre
(25) y*{X'-ai){x — aj) = A(a7 — aj) . . . (a? — ^e),
qui a un point double à Finfini. Inversement, toute courb^^^g du quatrième ordre, ayant un point double, est du genre 2. O'^astoQ peut donc prendre cette courbe pour la courbe normale d^Su genre 2.
( *) ScHWARZ, Essai de démonstration d'un théorème de Géométrie {Jourw^al de Mathématiques pures et appliquées, 3' série, t. VI, p. 111-114).
DUNE INTÉGRALE ABÉLIENNE EN ÉLÉMENTS SIMPLES
CAS DE RÉDUCTION (i).
•^Omialion des intégrales de première espèce. — Courbes ailjointea. — Intégrales *le seconde et de iroisiéme espûce. — Intégrales normales des trois eapêces, — Pjriodcs des intégrales normales. — Échange du paramétre et de l'argument iiM les intégrales de troisième espèce. — Intégrales de seconde espèce déduites de l'intégrale de troisième espèce. — Rédaction d'une intégrale quelconque !i nne partie algébrique, i, des intégrales de troisième espèce et A ip intégrales de première et de seconde espèce. — Iniégralcs algébriques. — Intégrales logarithmiques. — Intégrales de première espèce réductibles â des intégrales elliptiques.
136. Nous avons déjà indiqué sommaireinent(n"' 117) comment >i] partage les ititégrales abélicnncs en intégrales de première, Xe deuxième et de troisième espèce. Nous allons, dans ce Chapitre, C^evenir sur ce sujet, et nous proposer d'abord de former les intégrales de ces trois espèces.
Pour déterminer les inttîgrales de première espèce relatives à lane courbe donoée
de degré m, nous supposerons qu'on a eiîectué, s'il est nécesiMÏre, UDe transforma lion bomograpliique de façon que les m ISoefGcienta angulaires des asymptotes aient des valeurs dîslincles '^ijtnies. Aucune asymptote n'étant parallèle à l'axe des m, l'équa-
^ (') Auteur! i consulter ; Riemann, Théorie der Abel'ichen Faneliontn; — 'Clebsob et GoHDAN, Théorie der AbeVaehen Funclionen, Chap. IV et V ; — Abbl, '■ Sur l'intègralion de la formule d ■ tiont enlièrei.
tîon (i) renferme un terme en w"*, et peut s'écrire
(i') F{z, u) = Aoa'«-^ AiM'»-» -+-. . .4- A/a"»-'-i-. . .-+- A^ = o,
Ao étant une constante et A/ un poljnome en ;; de degré tau plus. Les m valeurs de u pour une valeur de z de module très grand sont fournies par m développements distincts, tels que
Ui = a Z -i- Œi -{- ~ -+- , . . {i = 1,1, m).
Soit
\ <f{z,u)dz
une intégrale abélienne relative à cette courbe. Il est évident que, si cette intégrale est de première espèce, c'est-à-dire reste finie pour toute valeur de 5, la fonction rationnelle cp( 2, {/) satisfait aux conditions suivantes :
1" Pour des valeurs infinies de z, elle est de l'ordre de — ou
2® Si en un point analytique (zq^ Uq) à distance finie, cp(^, u) devient infinie, elle le devient d'un ordre fractionnaire et inférieur à l'unité par rapport à —y de sorte que ce point (^o, «o)
est un point de ramification de la surface de Riemann correspondante. La même propriété a lieu pour le produit w*cp(5, w), quel que soit le nombre entier positif A*, car u reste fini pour toutes les valeurs finies de z.
D'après cela, si l'on appelle w,, Wo? . . • , Wm les m valeurs de u qui correspondent à une valeur de z^ la somme
est un polynôme entier en z. En eflet, Pa_2 est une fonction symétrique de Us, U2, . . . , Um et, par suite, une fonction rationnelle de z. Pour faire voir que c'est un polynôme, il suffit de montrer qu'il reste fini pour toute valeur finie de z. Or un terme quelconque de cette somme uf'f{z,Ui) ne peut devenir infini qu'en un point de ramification (zq, Uq) et, dans ce cas, il ne con-
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tient que des puissances de ^j— — d'exposant inférieur à Tuni té; sa partie principale est de la forme
(^ — ^o)" (^ — 5o)^ (Z — Zq) «
si le point de ramification est d'ordre n — i . La somme Pa_2 dc contient donc aucune puissance entière de- ■ dans le domaine
{Z Zq)
de ce point et, comme Pa_2 est une fonction rationnelle de z, il s'ensuit qu'elle reste finie pour z = Zq,
Pour avoir le degré du polynôme Pa_2, il suffit de voir de quel ordre est cette fonction par rapport à z pour une valeur infiniment
g^rande de z. Or, <p(-3, ii) étant de l'ordre de — au moins et af de
l'ordre de ,3*, Pa_2 sera de l'ordre de z^'^ au plus. On voit d'abord <]ue, si k est égal à o ou à i , P;t_2 sera identiquement nul, car un polynôme ne peut être nul pour ;; infini, que s'il l'est identiquei3aent. Si â*^*j, Pa_2 sera de degré k — 2 au plus. On a donc, en faisant successivement k =^ o^ i , 2, . . . , /?i — i , les relations sui- %rantes :
?(-,wi)-+- ?('5,"8)-^-••.-^ (f{z,u,„) = o,
UiO{z,Ui)-h U2^(Z, Ut) •+ . . .-h Um(f{z,Um) = O, < 3) / MÎ<p(z,Mi)H- ul^{z,Ui)-^. . .-h uJ„^{ZyU,n) =Po,
\ U'P-^ (p(^, Mi)-+- WÏ'-» cp(.5, Ui)-h.. .-^U^r^ çp(^, Um)= P/,1-3,
f^o: • • • >Pô • • • ) Pm-3 étant des polynômes entiers en z d'un degré rnarqué par leur indice, ou d'un degré inférieur.
Ces équations linéaires (3) fournissent les m déterminations de y (-2, u). Pour les résoudre commodément, imaginons qu'où ait divisé ¥(Zj u) par (u — u^); le quotient est un poljnome de degré m — i en w
OÙ
Bo=Ao, Bi = AoMi-f- Al, B2= AqwJ 4- AiWi -i- A2, ...: en général B^ est un polynôme de degré k en z el Ui.
Le polynôme -~-^ — - s'annule pour u = U2y • • ^ u =^ Um i ^^ ^^
valeur pour w = M| est F^(5, M|). Multiplions la première des iT équations (3) par B;,,_i, la deuxième par B,„_2, . . ., la dernière 1* ^ par Bq et ajoutons-les; il reste, en tenant compte des propriétés que nous venons de rappeler,
(4) ç(^,£/0F;,(;:,ai) = Q(;5,ii,),
Q(2, ^^^ ) étant un polynôme de degré m — 3 au plus en ^ et u « ^ Q(^,Mi)= PoB;„_3-^-PlB,„_,-^...^-P«_,Bo.
On obtiendra de même ^(5, w/) en remplaçant, dans l'équat-^* tion (4), U\ par w/; par suite, quelle que soit la racine de Téqua -^' tion (i) que l'on prenne pour w, on a
Toute intégrale de première espèce relative à la courbe (ij^ • '' est donc de la forme
ou Q{z^ II) est un polynôme de degré m — 3 au plus en z et u.
137. Il ne s'ensuit pas que toute intégrale de la forme précédente soit de première espèce. Il faut voir à quelles conditions doit satisfaire le polynôme Q(5,i/) pour que l'intégrale reste partout finie. Considérons d'abord un point à l'infini de la surface de Riemann, la valeur de u étant donnée par le développement
u = CiZ -f- «/ -H ^ H- . . . .
Par hypothèse, on a, en groupant ensemble les termes de même ^
degré,
l'équation ^rn{^jC) = o ayant w racines distinctes. On en conclut
je :e
Ja Dotaliun a'^ ( h -) îadiquaiit itue dcnvcc prise par rapport à — ■ Le coefGcîent ?,„(i, Cj) n'éLant pas nul, on voit que, si l'on remplace m par le développement qui précède, FJ,(3, «) sera de l'ordre de j""', tandis que Q(-, ") sera de l'ordre de j™-' ou d'un ordre inférieur. L'intégrale reste donc finie pour ûi^aî, quel que soit le polynôme Q(3, h).
L'intégrale ne peut, par conséquent, devenir infinie qu'aux points où la dérivée Fî,(:, u) s'annule. Ces points correspondent, comme on sait, aux points de la courbe où la tangente est parallèle à l'axe des u, et aux poiuls multiples. Soit {^oi «o) "" point de ramification où passent n feuillets; dans le domaine de «e point, les n valeurs de « qui deviennent égales à »,, sont représentées par un même développement en série
îo^H-..
cjuand ou remplace h par ce développement dans F„(2, «), le résultat est d'un certain ordre en (- — -tt)"t par exemple de l'ordre de (:; — =!>)". Il faudra qu'en remplaçant u par le même développement dans Q{5, «), le résultat soit de l'ordre de (s — z„) " ou (l'un ordre supérieur. En écrivant que ces conditions sont satisfaites pour tous les points où F),(z, u)='0, on obtient un certain nombre de relations linéaires entre les coefficients du polj-nome
Le calcul est très laborieux lorsqu'on ne fait aucune bypothèse sur les points singuliers de la courbe F{;, h) ^= o. On le trouvera dtms In Thèse de M. Elliol (') et dans l'Ouvrage de Briot. Mais si l'on veut seulement évaluer le nombre des intégrales distinctes de première espèce relatives à une courbe de genre p, on peut toujours supposer qu'on a ramène la courbe, par une transformation birationnelle, à une autre courbe dont les seuls points singuliers sont des points doubles à tangentes distinctes. Le calcul n'nfTre alors aucune difficulté.
I*} Annalej scùnl^/iguei d« CÉcolc Normale tupérieure, i' sïrie, t. VI;
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Prenant un cas un peu plus général, nous supposerons que la courbe F (5, u) = o, de degré m, n'admet que des points multiples à tangentes distinctes ou des points de rebroussement de première espèce.
Soit d'abord (a, b) un point simple de la courbe où la tangente est parallèle à Taxe des u; les développements du n^'ST montreut immédiatement qu'une intégrale
Qiz, u)dz
reste toujours fînie en ce point, quel que soit le poIjnom< Q(2, u). C'est aussi ce qu'on peut voir sans calcul en remarquant que l'intégrale précédente, d'après la relation
¥'^du-\-¥Ldz = o,
peut s'écrire
_ rQ(z,u)du
et que F^(:?, u) n'est pas nul au point («, b).
Soit, en second lieu, (a, b) un point multiple d'ordre q à tangentes distinctes. En portant l'origine en ce point, on a
r{z,U) z= Zl^rjiv, -\ -+-57-»-l(py+,^I, ^ )-+-•••»
Çç(i, c) étant un polynôme de degré q qui n'admet que des fac—^^^ leurs linéaires simples et, par suite,
Les q valeurs de w, qui deviennent nulles en même temps que ^. ^^^ sont représentées par q développements distincts
Ui= az ^ aiZ'-\- , . . (t = 1, 2, .. .,y). ^ "^
les constantes Cj , Co, . • • , c^ étant toutes différentes. Si l'on rem — ^^' place u par un quelconque de ces développements dans F^(3, u)^ ^1/' le résultat est de l'ordre de <g^~*. Il faut, pour que l'intégrale^ '^ reste finie en chacun des q points analytiques correspondan aux q branches de courbe, que Q(:î, u) soit, après la même substi
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lutioDy de l'ordre de^^"* ou d'un ordre supérieur. Ceci aura lieu si Q(5, u) ne contient aucun terme de degré inférieur kg — i en z et w. Cette condition est d'ailleurs nécessaire; en effet, supposons que Q(>3, «), ordonné en groupes de termes de même degré en z et u, contienne un groupe de degré inférieur
Quand on remplace u par un des développements qui précèdent, I e résultat est de l'ordre de z^, à moins que l'on n'ait ^f((i , a) = o. Si k est inférieur kg — i , il faudrait donc avoir à la fois
et le polynôme ^f( (i , c), de degré inférieur kg — i, aurait g racines distinctes. Si, au point multiple (a, 6), l'axe des u était tangent à une des branches de courbe, on aurait, en prenant ce point pour origine,
F (-5, u) = zi^ç-i h, ^j -+- •••;
le raisonnement s'achèverait comme plus haut et conduirait à la même conclusion.
Enfin, supposons que le point (a, 6) soit un point de rebroussement de première espèce où la tangente n'est pas parallèle à l'axe des u. On a, en portant l'origine en ce point,
F{z,u) = A(w — a2)î-h cp3(^, ")-f-?4('S, w)-î-...,
les polynômes homogènes ^3(3, w), '^4(2, m), . .. étant d'un degré marqué par leur indice, et cp3(5, u) n'étant pas divisible par u — oiz. On en déduit pour u un développement de la forme (a» 88)
u = (XZ -^ ^z^ -^^z^-\- . . . ^
où ^ n'est pas nul. Si l'on remplace u parce développement dans
F'ii(-2, m) = 2A{u — az)-h -2i -f- . . . , ^ Ou
résultat de la substitution est évidemment de l'ordre de z'^. Pour A. ET G. 20
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que rintégrale / -^rj — —r reste finie pour z = o, il faut évidem-
ment que Q(-s, u) ne contienne pas de terme constant. La condition est d'ailleurs suffisante, car Q(s, u) est alors dô l'ordre de s ou d'un ordre supérieur.
La condition est la même si la tangente de rebroussement est parallèle à Taxe des u, car on a identiquement, en vertu de la relation F^rfw + F^ rfz = o,
/Q(^, u)dz _ rq(z,u)du
et, en raisonnant sur la nouvelle intégrale, on voit qu'elle restera finie au point (a, 6), si Q(«, b)= o, et dans ce cas seulement. En résumé, pour que l'intégrale
FU5,a)
dz
soit de première espèce, il faut et il suffit que tout point multiple d'ordre q de la courbe F(^, w) = o soit un point multiple d'ordre q — I de la courbe de degré m — 3 représentée par Téquation Q(5,a)= o. Ceci suppose, bien entendu, que la courbe F(2, m)=o n'a pas d'autres singularités que celles qui ont été spécifiées plus haut.
138. Pour déterminer le nombre d'intégrales de première espèce d'une courbe de genre /?, il suffit, comme on l'a déjà remarqué, de considérer une courbe n'ayant que des points doubles à tangentes distinctes. C'est ce que nous allons faire. Soient m le degré de la courbe, d le nombre des points doubles; on a
Tout polynôme Q(^, u) de degré m — 3 contient ^^^ ' _i^ ,
coefficients arbitraires. Eu écrivant que la courbe Q(;î, tt)=:o passe par les d points doubles, on établit entre ces coefficients d relations linéaires; il restera dans Q(^, u) un nombre de coefficients arbitraires égal à
m{m—'^) (,n — \){m — 2) , hi~f/= d=p.
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On ne peut pas conclure de là immédiatement que la courbe iidmcl p inli^grates distinctes de première espèce; on pourrait craindre, en elTet, que les d relations établies entre les coefficients du polynôme Q(2, (/) ne soient pas distinctes. Mais te raisonnement prouve que la courbe possède au moins p întt^grales distinctes de première espèce. D'ailleurs, elle ne peut en admettre plus de /) (§ 118). Donc on peut énoncer le théorème général suivant :
A toute relation algébrique F(z, n)=o, de genre p, sont attachées p intégrales abétiennes distinctes de première espèce.
Nous disons que p intégrales d', , wj, . . . , tvp sont linéairement distinctes, s'il n'existe aucune relation linéaire à coerfîcienlâ consUnts de la forme
H>-t-Cp+, :
lù l'une an moins de ces constantes soitdilTérentc de zéro. 5! w,, V,,..., Wp sont p intégrales distinctes de première espèce, toute lutrc intégrale de première espèce est égale à
,.-t-Xp.
Remarque. — Un polynôme de degré m — 3 en ; et ii contient "~ '"~'" coefficients arbitraires; par suite, le genre d'une
OC
ce qu o
ourbe de degré ni est au plus égal
DÎr aussi directement sans difficulté. Pour
ieure soit atteinte, il est nécessaire que le polynôme Qm_,
isujetli à aucune condition, c'est-â-di
l'ait aucun point multiple.
peut
que cette limite supé-
sbit
que la courbe considérée
139. Le théorème qui précède étant fondamental, il n'est peutilre pas inutile d'en donner une démonstration toute dilTérente, Ift n'interviennent pas les surfaces de Kiemann. Il suffit de monter qu'une courbe de.geiire p ne peut avoir plus de p intégrales listinctes de première espèce. C'est ce qui résulte du tliéorème oivanl:
S'il existe un faisceau de courbes algébriques rencontrant
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une courbe algébrique donnée en q points variables seulement^ et si Von peut disposer de ce faisceau de façon qiCun de ces groupes de q points puisse être choisi arbitrairement, la courbe donnée a nécessairement moins de q intégrales distinctes de première espèce ( ' ).
Soient F(z, u) = o réquation de la courbe donnée,
l'équation d'une courbe du faisceau et (5|, Wi ) . . . (5^, Uq) les coordonnées des q points d'intersection variables avec X; soit enfin
une intégrale de première espèce. Posons
la somme
f t:^{z,u)dz\
W= w(Zi,Ux)-^rW{Zt, Uî) -^...'^w{Zg,Ug)
est une fonction du paramètre \ qui conserve une valeur finie^:^ pour toute valeur de X. On a d'ailleurs
<5nY dZi dZq
des relations
c)F dui à^^ dui
dui dk dzi dk '
df dzi df du,-
du, ^ / â^ dz, cM; dui\
ôzi cCk du dz
on lire pour -^ une fonction rationnelle de s/, w/, A
-^ =-l\{Zi, Ui.l).
Par suite, ->>- est une fonction rationnelle et symétrique des
(') La démonstration suivante est due à M. Picard {Bulletin des Sciences mathématiques^ 2" série, l. XIV; 1890).
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couples de valeurs (^i, Wi) ... (Zg, Uq), Elle se réduit donc à une fonction rationnelle de \ R(^)î or l'intégrale d'une fonction rationnelle
devient infinie au moins pour une valeur de X, à moins que R()v) ne soît identiquement nul. C'est ce qui arrive nécessairement ici, et la somme W est constante (' ). On a donc
dz
S'il existe q intégrales abéliennes distinctes de première espèce
^\— i ?i (-2» u)dz, wt = / «pj(>5, u)dz,
=J^q{^il^)dZy
on aura de même
dzi
dz.
rf>5i
?9(>5l,"l)-^ -^"--^^qiZqjUq)
dz d\
Comme les points (si, Mi), . . ., (5^, w^) sont variables avec X, il faudra donc que l'on ait
<?l(-2l,Ml) ?j(^l,W|)
et puisque, par hypothèse, on peut choisir arbitrairement un des groupes de q points, ce déterminant A devra être nul, quels que soient les q points (s,, Wi), . . ., (Zg^ Uq). Il est clair que ceci ne peut avoir lieu si les q fonctions cp(.5, u)
(') C'est un cas particulier du théorème d'Abel, qui sera étudié plus loin.
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sont linéairement disliocles. En elTet, considérons les i du premier ordre, obtenus en siipprimanL les éléments de la dernière colonne, par exemple ; si tous ces mineurs ne sont pas identiquement nuls, quels que soient les points {;,, »,), •••t{^f-tyUf^), prenons ces tf — i points de façon que l'un au moiDS de et neurs soit dilVérent de zéro. En développant A par rappo] éléments de la dernière colonne, ou a
\,, . . . Ay étant des constantes dont une au moins n'est pas nulle. Cette relation ayant lieu quel que soit le point {zç, Uç), on voit que les )j fonctions ft (s, u), . . . fi/iz, «) ne sont pas linéairement distinctes. Si tous les mineurs du premier ordre de i étaient identiquement nuls, on raisonnerait sur un de ces mineurs comme on a raifionné sur A, et ainsi de suite. On arriverait, dans tous les cas, à établir une relation linéaire à coefficients constants entre g'{tf<_r/)i\es fonctions »,, '^j, . . ., (p^; ce qui est contraire à l'bjpothése. La proposition énoncée est donc établie.
Gela posé, supposons qu'une courbe de genre p, n'ajant que des points doubles ordinaires, possède plus de p intégrales distinctes de première espèce. Le polvnome de degré m — 3 le plus général s'annulanl pour les coordonnées de ces points douilles sera une fonction linéaire et homogène de/> + i coefficients arbi-
s au moins. On
pour
à faire passer la courbe Q[z,u) = sur la courbe donnée F {z,u) = tion seront au nombre de
a. disposer de ces coefficients de façon
' par/j points arbitraires pris Les autres points d'intersec-
- 3 ) - arf -
Par ces p — a points et les d points doubles de la courbe donnée, on pourra faire passer un faisceau de courbes de degré m — 3, chacune des courbes du faisceau rencontrant la courbe donnée en p points variables seulement, et cela de telle façon que l'une des courbes du faisceau soit la courbe déterminée tout à l'heure, qui passe par p points choisis arbitrairement. Il suit de là que la courbe F(;, ii) = o aurait moins dep intégrales de première espèce, et nous avons vu qu'elle en a au moins p. Cette contradiction démontre le théorème.
. Ëtant donnée une courbe algébrique Cm n'ayanl que des doubles ordinaires, on appelle courbe adjointe toute i passant par les points doubles de la première. Les intégrales de première espèce sont fourntes, on vient de le voir, par les courbes adjointes du degré m — 3 ^ ces courbes adjointes Cn,_a rforment un système/) — i fois indéterminé et sont comprises dons piiie équation de la forme
i p polynômes Q,(j,^) étant linéairement indépendants. Par
^p — I points pris à volonté sur C, il passe une courbe adjointe de degré m — 3, et une seule en généra). Par/ï — i + h points pris au hasard sur C, (A >■ o), il ne passe en général aucune courbe adjointe de degré m — 3. Enfin, toute courbe adjointe C„,_a rencontre la courbe C en 2/j — a points variables, en dehors des points doubles. On a, en effet, d'après l'espression du nombre/»,
P Pour donner un eicraple simple, prenons une courbe du qua- Irièmc ordre C, ; les courbes adjointes sont ici des lignes droites passant par les points doubles de C,. Si C, n'a pas de point double, toute ligne droite est une courbe adjointe; il y a trois intégrales distinctes de première espèce. Si C< a un point double, les courbes adjointes sont les droites passant par ce point; il y a deux intégrales distinctes de première espèce. Lorsque C, a deux points doubles, il y a une seule courbe adjointe d'ordre m — 3, la droite qui joint ces deux points et, par suite, une seule intégrale de première espèce. Enfin, si G» avait trois points doubles, il n'y aurait plus de courbe adjointe du premier degré ni d'intégrale de première espèce.
Hune nature quelconqi Tourbe représentée pi légrale abélienne
lu. Si la courbe donnée C„ présente des points singuliers ;, on appelle encore courbe adjointe toute une équation y(3, u) ^= o, telle que l'in-
iste finie en tous les points singuliers de la courbe donnée;
Q(;;, u) est un polynôme adjoint. On suppose toujours, comme plus haut, que tous ces points singuliers sont à distance finie. Cette condition est indépendante du choix des axes, ou, d'une façon plus générale, la définition précédente est projective. Imaginons, en effet, qu'on effectue une transformation homographique
az' -\- bu'-\- c a'z'-hb'u'-i-c''
a'z'-hb'u''+-c' az'-hb'u'-^c
la courbe considérée C^ se change en une nouvelle courbe C'„, ayant pour équation
az'-^bu'-^c a'z'-^b'u'-hc'\ ^Q^
et de même la courbe adjointe Q(^, ?/) = o de degré y. se chang'^ en une nouvelle courbe de degré a
/\ f^// ^^ , » , fff. n^..r^f az' ->r bu' -\- c a' z' -^ b* u' -k- c' \
(7) ^{z',u')=z{a'z'-\-b''u -+-c')IaQ ( -^, j^r-, ,^ "w-, 77-7 li
^ ^ ^ ^ \a z -\- b u -\- c" a z -ir b" u ->r ff I
Soient encore (a, p) un point multiple de Cm et (a', ^') le poini correspondant de C'^. Tout revient à faire voir que, si l'intégrale (5) reste finie au point (a, P), il en est de même de Tintégrale
'^(z\u')clz'
au point (a', P'). De la relation (6), on tire
ou, en tenant compte de la relation F'.dz + F^du = o,
D'ailleurs, un calcul facile donne
D(?, u) ~ (a'z'-h b'u'-hcy
(a'-SH-^'a'^-c')»'
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A désignant le déterminant de la substitution liomographique. On déduit de là
\cfz' I dz
il \ient enfin
rq(z,u)dz ^ ^ r <^{z\u)dz'
J Fa(^»") J (az'-hb''u'-^c'')\^-^+^fu'{z\u'y
Puisqu'au point (a', [i') correspond un point (a, p) à distance finie, le facteur a'^z' -\- b'^ u' -^ c'^ n'est pas nul pour 5'= a', u'= P' et, par conséquent, l'intégrale (8) reste finie au point (a', P') si rintégrale (5) reste finie au point (a, p) et inversement.
142. On peut obtenir, par des opérations rationnelles, les relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients d'un polynôme adjoint Q(:î, //)('). Ces relations sont linéaires, et leur nombre est
égal à ^^ '- p pour une courbe de degré m et de genre
p. Les courbes adjointes du degré m — 3 fournissent toujours les intégrales de première espèce et forment un système (p — i) fois indéterminé. Enfin, toute courbe adjointe de degré m — 3 rencontre la courbe Cm en 2/? — 2 points distincts des points multiples. Nous allons montrer, en effet, que dans toute transformation birationnelle, le système des points d' intersection d'une courbe adjointe de degré m — i et de la courbe proposée se change en un système analogue relatif à la seconde courbe. Soit Q(^, u) une courbe adjointe de degré m — 3 relative à la courbe F(:;, w) = o; une transformation birationnelle change l'intégrale de première espèce
Q(5, u)dz
rQ{z,ii)d
(*) NoTHER, nationale Ausfukrung der Operationen in der Théorie der algebraischen Functionen {Mathematische Annaienj l. XXin,p. 3ii; 1884 ); Raffy, Thèse de Doctorat ( Paris, i883) ; Tikhomandritzky, Esquisse d'une méthode pour déterminer le genre et les courbes adjointes d'une courbe algébrique donnée au moyen des opérations rationnelles {Bulletin des Sciences mathématiques, 1893; Annales de l'École Normale, 1893).
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en une nouvelle intégrale de première espèce
Qt{z\u')dz'
Qi (z'y u^) étant un polynôme de degré [jl — 3 adjoint à la nouvelle courbe de degré jx, qui a pour équation ^{^^ a') = o. On a donc
Q(4g, u)dz __ Qi(V, W)dz'
(5, u) et (^, u!) étant les coordonnées de deux points correspondants. Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité (n®lS8), que les points d^intersection de la courbe C et de son adjointe, autres que les points multiples, correspondent à des points ordinaires de C et inversement. Cela posé, soit {zq^ Uq) un point d'intersection des deux courbes
distinct des points multiples, et (z'^, u'^) le point correspondant de la seconde courbe. On peut toujours choisir les axes de façon qu'en aucun de ces points les tangentes ne soient parallèles au^ axes ; aucune des expressions
ne sera nulle, et, comme Q(^oj Wo) = o, on doit avoir
et aussi, par suite,
d'après l'identité
dz' du' _
Ceci ne peut avoir lieu que de deux manières; ou bien
Qi(-o»"u)=o, ou bien on a à la fois
\dz/o ' \
dz Jo"
leniière hypothèse est inadmissible, sî la transfortnaLion tbirationnelle. EnelTet, les tléveloppements àeu' — u\, z' — z'^ WneDceraienl par un terme en [z — Zo)'^ ou de degré supérieur, noisinage du point (zo, u„ ), j -' -a;, = »„(5 - 5„)ï -Ha,(5 — ;:„)>+. . . ,
rscjue le point analytique {z, u) décrirait un pelil cercle sur ^urface de Riemann, autour du point (s,,, »g)i le point (^', u') irnerait plusieurs fois autour de (z'g, u'^) et il n'y aurait pas pondancc univoque entre les points des deux surfaces, a donc nécessairement Q, (z^, »'„) =^ o, ce qui prouve que rstème des points d'intersection de T" =: o avec son adjointe o correspond à un système analogue pour la courbe iranslée. Si la seconde courbe n'a que des points doubles ordinaires, peut toujours supposer, la courbe adjointe la rencontre ip — a points distincts des points multiples; il en est donc de le de la courbe adjointe à la première. marque. — Quand nous parlons du nombre des points lersection distincts des points multiples d'une courbe et de jl adjointe, il est entendu que les coerHcienis arbitraires dont ^nd la courbe adjointe sont quelconques; pour certaines vafers partie ul libres de ces coefficients, ce nombre peut diminuer. Fcxemple, si une courbe Cn, n'a que des points doubles ordikes, une courbe adjointe peut être tangente à C„, en certains ^es points doubles. Mais ce cas doit être considéré comme un I limite, où quelques-uns des points d'intersection variables sont ns se confondre avec les points doubles.
tiS. Nous pouvons compléter dès maintenant le théorème établi )R haut (n" 122) sur tes transformations birationnellcs. Soient
h relation de genre />, et tjj{3, «), <^(^, «) deu\ fonctions rainelles quelconques de - et de u. En éliminant z et u entre la I^OD (9) et les suivantes
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on en déduit entre Z et U une relation irréductible
(II) *(Z,U) = o,
de genre />'. Si la transformation est réversible, on 3^9'=/?. S'il n'en est pas ainsi, on a dans tous les cas p^^p. En effet, toute intégrale de première espèce attachée à la courbe (11) se change, par la substitution (10), en une intégrale de première espèce relative à la courbe (9). Par suite, la première courbe possède au moins autant d^ntégrales de première espèce distinctes que la seconde, c*est-à-dire que le genre p est au moins égal k p'. Il est facile de montrer, par un exemple, que p peut être supérieur kp • Prenons une courbe de genre zéro, dont les coordonnées s'e"^' priment par des fonctions rationnelles d'un paramètre t
z = o(/), u=iKo,
et remplaçons dans ces formules t par une fonction rationnet- -^^ quelconque R(^, u) des coordonnées d'un point d'une courbe c^^® genre /), [p >► o). On voit bien que Ton passe de la courbe c^:^^ genre zéro à la courbe de genre/) par une transformation ratioflC^ ^' nelle, mais ici la transformation n'est plus réversible.
Une autre conclusion à tirer de là, c'est qu'o/i peut toujoui^^ '^^^ passer, par une transformation simplement rationnelle, d'uim^ ^^ ^^ courbe de genre zéro à une courbe quelconque; cette trans/o^ ^^zormation dépend d^ une fonction rationnelle arbitraire des coom^ ^^^^^' données dhin point de la seconde courbe.
Le même raisonnement prouve qu'une courbe dont les cooi*:'^^^^' données s'expriment par des fonctions rationnelles d'un paramèti^^^^^^^ est nécessairement de genre zéro, car elle ne peut avoir d'intégraC -^^^1^ de première espèce (c/. n° 130).
144. Nous allons montrer maintenant comment on peut obteni les intégrales de seconde et de troisième espèce.
Pour former l'expression d'une intégrale de troisième espèc avec les deux points singuliers logarithmiques (^i, 6,), (cfa, b nous supposerons que ces deux points sont deux points simple de la courbe, ce qui ne restreint pas la généralité, car une Irans formation birationnelle peut toujours ramener le cas général ^
ir
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celui-là (§ 122). Admettons en outre que la droite qui joint ces deux points rencontre la courbe en m points distincts. Les axes de coordonnées étant choisis comme plus haut (n° 136), considérons l'intégrale
où
est l'équation dé la droite D qui joint les deux points singuliers logarithmiques et Qni-2 ^^ poljnome adjoint de degré m — 2. Cette intégrale ne peut devenir infinie qu'aux points de rencontre de la courbe C avec la droite D ; si l'on assujettit la courbe adjointe Q/»_2 (^, w) =: o à passer par les m — 2 points de rencontre autres que (ai,6|) et («2)^2)? l'intégrale n'aura évidemment que ces deux points singuliers. Dans le domaine du point (ai,6|), par exemple, on aura
et le point («i, h\) sera un point critique logarithmique de l'intégrale, qui pourra s'écrire, dans le domaine de ce point,
R(«„6.) l®g(- — «1; -4- Pi(- - ai),
Pi(5 — ai) étant régulière en ce point. De même, dans le domaine du point («2, 62)? Oï^ aura pour l'intégrale une expression de la forme
les résidus vérifiant nécessairement la relation
En divisant par R(a,.^,) cette intégrale, les coefficients des logarithmes seront respectivement + 1 et — i .
Il est facile de voir qu'on obtient ainsi l'intégrale de troisième espèce la plus générale avec les deux points critiques (^i, 6|), (^2, ^2)- Soient, en effet, l^ et I2 deux intégrales de troisième espèce avec ces deux points critiques; on peut toujours trouver un
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nombre A tel que la différence
n'ait plus de point singulier ; A étant choisi de celte façon, I2 — AI| est donc une intégrale de première espèce
Qm-sf-S, W)
1 A T rOm-Èi^^
dz
et, par suite, en supposant que I| est Tintégrale définie tout à l'heure, on a
_ rAQ,„-i(z,u)-^(),„-:i{s,u)(sLZ-+' 3k -4- y) .
c'est upe intégrale de même forme que la première.
Remarque. — Le raisonnement suppose que toute courbe adjointe de degré m — 2, qui passe par les m — 2 points de re^' contre de la courbe C avec la droite D, autres que les deux poirt^ («1, 6|), (aa, 62)? ne passe pas par un de ces 2 points. S'il était ainsi, toutes ces courbes adjointes se décomposeraient en droite D et une autre courbe adjointe de degré m — 3, car ell ^^ rencontreraient D en plus de m — 2 points. Le poljnoii ^^ Qm-2(^) if') le plus général satisfaisant aux conditions énoncé serait de la forme (as 4- ^^^ H-y) Q^^-aC^j ")» Qm-a étant un p Ij'nomc adjoint de degré m ^3, et par conséquent dépendr de/? coefficients arbitraires. Or tout polynôme de degré m —
es
it
contient
4- I coefficients ; en écrivant que la cour Q/w-2(^> '^) = o est adjointe et passe par (m — 2) points donné
on établit
— p -\- m — 2 relations entre ces coef^ "'
cients. Il doit donc rester
coefficients arbitraires.
Si la droite D ne rencontre pas la courbe C en m points di tincts , les conditions auxquelles doit satisfaire le polyno Qm_2(^î '^) sont plus compliquées; mais on peut tourner la di culte comme il suit. Prenons sur la courbe C un troisième poiiP '
("il ^a) tel que les deux droites joignanl ce point aux deux points («1, b,}, {flj, 6a) rencontrent chacune C en m points dis- ^incls. L'intégrale chercliée est égale à la diGTërence de deux inté- M^les de troisième espèce admettant rc s peclî veinent pour points ^ntitfues les points [a,, b,), [a,, b^) et (n,, bi), {aj, &,} ; cha- ^bne d'elles peut élre obtenue par la méthode indiquée.
Vi4o. Proposons- no us enlln de former une intégrale de seconde espèce, avec un seul pôle au point (<7-,, b,), que nous supposerons un point simple de la courbe. Soit
|uation de la tangente en ce point; si celte tangente D rcnitre la courbe C ea m — a points distincts du point (a,, b,), tt^grale
Qm_3(s, u) = o est, l'équation d'une courbe adjointe de degré — a passant par les m — 2 points d'intersection de C et de D les que (ot, bi), ne peut devenir infinie qu'au point (a,, b,), Ds I0 domaine de ce point, on aura
l'y anra pas de terme en i——~ • puisq itêtre nulle. L'intégrale sera donc de
i la somme des
'; — a,} étant régulière au point ((7,, b,). En divisant l'inlé- K'^lepar — A, on ramènera le résidu de l'intégrale â la valeur "+~ I. On voit, d'après ce mode de formation, que l'intégrale de JSçonde espèce avec un seul pôle peut être considérée comme s limite d'une intégrale de troisième espèce dont les deux Bts critiques seraient venus se confondre. On obtiendrait de la même façon des intégrales de seconde ese ayant un seul pûle d'ordre quelconque.
146. Intégrales normales. — Les inlégrales normales des trois espèces se définissent comme au Chapitre 111. Ainsi, toute courbe du genre p possède p intégrales linéairement distinctes de première espèce (P|, (Va, . . ., Wp, Avec ces p intégrales, on peut former une intégrale de première espèce (v^*^ dont toutes les périodes relatives aux coupures an soient nulles, sauf la période
relative à la coupure a^, que nous prendrons égale à it^sJ—i. En faisant successivement Â' = 1,2, ...,/?, on obtient ainsi les/? intégrales normales de première espèce y w^^\ w^^\ ...,w'''^. Nous conserverons pour le Tableau des périodes les notations de la page iSa.
Prenons maintenant une intégrale de seconde espèce Z,{z^u\ i,Ti) ayant un seul pôle du premier ordre en un point (Ç, r,) à distance finie, par lequel ne passe qu*un feuillet, avec un résidu égal à -|- *• Soient A| , Ao, . . . , Ay, les périodes de cette intégrale relatives a.^^ coupures «i, «a, . . . , fly,; la différence
liz, u\ ?, T.) -. [Al «^(1) 4- Aî»'^»^ -h . . .H- A^^fv'/'' J
admet le même pôle (Ç, Tj) avec le môme résidu et ses pério ^^^ relatives aux coupures ah sont toutes nulles. C'est une intégc: ^^ normale de seconde espèce
Plus généralement, nous désignerons par la notation
rec
une intégrale de seconde espèce admettant le seul pôle ($, r\) z.\ la partie principale
et dont toutes les périodes relatives aux coupures ak sont null ^^'
11 est clair que cette intégrale est complètement définie, à u:::::^^"^ constante addilive près; en effet, s'il existe deux intégrales poss--^ ^^* dant les propriétés précédentes, leur différence est une intégr^-^'^ de première espèce dont tous les modules de périodicité relat^-*^^ aux coupures Oh sont nuls, c'est-à-dire une constante.
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Pour trouver les périodes de ces intégrales relatives aux coupures b/if il suffit de reprendre, en le généralisant, le calcul du
n** 75. L'intégrale / w^''^dZ^'*\z, u ; ç, yi), prise le long du contour
total de la surface T' dans le sens direct, est égale, d'une part, à
2iriB)^, en appelant B^ la période de Z (5, m; $,7|) relative à la coupure bkj d'autre part au produit de air/ par la somme des résidus de
,,dZ'''Uz,u;lr,)
dz
sur toute la surface T'. En un point de ramification (a, b) à dis-
tance finie, la dérivée —1— peut bien devenir infinie, mais son
développement ne renferme que des puissances de •;; d'un
degré inférieur à l'unité. De môme, en un point à l'infini, le développement de cette dérivée commence par un terme en - d'un degré supérieur à l'unité, puisque l'intégrale Z doit rester finie en ce point. Il n'y a donc que le pôle (i,7|) qui puisse donner un résidu différent de zéro. On a, dans le domaine de ce point,
et, par suite,
P(z — ç) et Q(w — i) étant des fonctions régulières au point (S, Tj). D'autre part, en appelant ç;t(^î ") la fonction rationnelle dont l'intégration donne iv^^\ de telle sorte que l'on ait
^j^{ZjU)dZj
le développement de cette intégrale, dans le domaine du poin, (Ç, 7|), est donné par la formule
H-<irJi%;(t„^...,_li=Ji;^,»,5,„,....,
ÇaK^ï 7|) désignant la valeur de la dérivée
pour ^ = i, u = 'f\. Le résidu cherché a donc pour expression
— çï'^S, Ti). Par suite, les périodes de V intégrale Z (^,w;Ç,7i) relatives aux coupures b^j b^^ . . .^ bp sont respectivement
En particulier, les périodes de l'intégrale Z( 5, « ; Ç, t^) ont pour expressions
On remarquera que toutes ces périodes sont des fonctions ratio^^" nelles du point analytique (^, 7^).
147. Les formules précédentes doivent subir des modificatio*^^ lorsque le pôle de l'intégrale de seconde espèce est un point ^^ ramification ou s'en va à l'infini. Soit d'abord ($, t,) un point ^^ ramification d'ordre r — i à distance finie. Nous désignero encore par
les intégrales de seconde espèce, qui admettent le seul pôle (Ç, avec les parties principales
et dont toutes les périodes relatives aux coupures a^ sont null Enfin, si le point (Ç, 7^) s'en va à l'infini, supposons, pour e brasser tous les cas, que ce point soit pour la surface de Ri mann un point de ramification d'ordre r — i (/• — i pouvant et
nul). Nous désignerons par Z,(z^ u; i, 7^), ..., Z (5, w; $, 7|), . les intégrales de seconde espèce qui admettent pour pôle le s^ point (Ç, 7^) avec les parties principales
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dont toutes les périodes relatives aux coupures an sont lies.
Les périodes de ces intégrales relatives aux coupures bh s'obnnent encore en calculant le résidu de la fonction
w^^-Cs, u) ll^
atif au point (Ç, /i), ce qui n'offre aucune difficulté. Il nous ffira d'énoncer le résultat: Soit (Ç, vi) un point quelconque la surface de Riemann , par lequel passent r feuillets,
1 tu
développement de V intégrale de première espèce {v^^\z^ u) ns le domaine de ce point, r étant égal à i si le point ($, ï^) st pas un point de ramification et z — oo devant être rem-
icé par -• Les périodes de V intégrale de seconde espèce
(5, m; i,Ti) relatives aux coupures 6|, èjj • . . , />p sont res- ■ vivement
» quantités 'fA'(ij')^) ne sont plus ici les dérivées successives rintégrale de première espèce {v^^^(z^ u); leur significalioa uelle résulte du développement (12) écrit plus haut pour cette 5grale.
48. L'intégrale normale de troisième espèce n|'^ (:?, u) se init exactement comme au n" 77. Dans le domaine du point t/), elle est de la forme
log(^-r)-^P(^-$') dans le domaine du point ($, 7^), de la forme
V(z — Ç') et Q(^ — ç) étant des fonctions régulières; enfin les périodes relatives aux coupures a^ sont nulles. Les périodes relatives aux coupures bh se calculent comme au n** 78. On trouve ainsi que la période de l'intégrale n|'ïj (5, a), relative à la coupure b/i, a pour valeur
,^(/i)(JV/)-iv<>^)(î,r,)
dw(à)^
l'intégrale étant prise le long d'un chemin situé sur T' ne rencontrant aucune des coupures a^, b^, Ch- Il est à remarquer que cette expression de la période reste la même, quelle que soit la position des points critiques logarithmiques.
De la définition de l'intégrale normale de troisième espèce résultent immédiatement quelques propriétés :
i" On a identiquement, quels que soient les points (i, ^»)^
(iSV),(i..TH),
En effet, la somme précédente est une intégrale abélienne qui ts'^ plus de points singuliers; c'est donc une intégrale de premi^^^ espèce. D'ailleurs, les périodes relatives aux coupures a/ so^^ toutes nulles; elle se réduit donc à une constante. Or, si l'on f^*^ coïncider le point (v, 11) avec le point (jo, Uq), origine des ir» *^' grales, le premier membre est évidemment nul.
2** Si l'on fait dans la formule précédente $, = ç, Tji =:r Tj -» ^ reste
11,? 'i' _ n'^TO)
ae
formule qui résulte d'ailleurs immédiatement de la définition.
3'' L'intégrale normale de troisième espèce n[|'5,] dépend Aeu\ paramètres {\, r,), ($', r/). On peut, d'une infinité de nièrcs, la mettre sous forme d'une différence de deux fonctio dont la première dépend de (i, 7^) seulement, la seconde de ($', Prenons en eflVt un point analytique arbitraire, mais supposé fî ^^ (^^, Tj,). On a, d'après l'identité (i3),
ii;|:;5'; = n:|:;î;;,-ii,it,^;,,
ce qui démontre la proposition énoncée.
4° La formule (i3) peut êlre généralisée. Prenon: ]HelcoD<]ue de points analjtiques (^i, t^i), (Ç^, tij), .
;:*-.--fe
ii9. En défmilîve, c'est toujours par la considération d'InU'grales de la forme / UiiV, où U et V sont deux intégrales abéliennes, prises le long du contour tola! de T', que nous avons obtenu les périodes. Jusqu'ici nous avons toujours pris pour U une intégrale de première espèce. Prenons maîiiteiiunL pour U une intégrale de troisième espt^ce avec les points criiiques {S,Ti), ^5', T,'), el pour V une autre intégrale de troisième espèce avec les deux points critiques (a, ^), (a!, ^')f différents des premiers.
La fonction U -j^ n'est pas uniforme sur la surface T'; pour la uniforme, nous tracerons sur T' une nouvelle coupure I. ,1 les points (=.n), (S', -l')-
Fig, 88.
iur la nouvelle surface T* la fonction U -r- est uniforme ei on
ds
lui appliquer le théorème général de Cauchj, L'intégrale 3rfV, prise le long des coupures «,, tj-,, c-,, dans le sens direct, toujours égale à
±ix.^
Kl Bv désignant les périodes de U aux coupures «v et ùy, el
K, les périodes de V aux mêmes coupures. Reste à évaluer
■mégrale / U(A' le long de la coupure L. En deux points infîni-
'Cnt voisins m, m 'sur les bords opposés de la coupure, les valeurs
U dilTèrent de 2-Ki
l'intégrale se réduit donc à
ICI I
tj)
En effet, l'intégrale TUrfV, prise le long d'un petit cercle entourant chacun des points critiques (Ç, ti), ($', V)? tend vers zéro avec le rayon de ce cercle. Dans le voisinage du point (5, t^), par exemple, cette intégrale est de la forme
V{z — \) désignant une fonction régulière dans le domaine du point z=^\. Posons
Q(5 — Ç) étant régulière au point $ et nulle pour 3 = $; l'intégrale proposée devient, en intégrant par parties,
Dans la seconde intégrale, -^-— — —^ est régulière au point \ c^»
par suite, l'intégrale prise le long du petit cercle est nulle. Quant à la première partie
iog(^-$)Q{^-0,
on doit prendre l'accroissement de cette fonction lorsque z décrit un petit cercle autour de $, partant d'un point Ç-f-p ^^ )' revenant; cette quantité a pour valeur 27w/Q(p) et tend vers zéro avec p.
dW 1
Quant aux résidus de U -77 sur la surface T'', on les évalue
uZ
comme plus haut; ils ont pour somme
rintégrale étant prise suivant un chemin qui ne rencontre aucune
s coupures a-,, 6,, Cv, L. Il vient Jodc finalEmecL
Les intégrales qui figurent dans le premier membre de cetle égalité sont supposées prises suivant des chemins ne se coupant |»s entre eus et ne franchissant aucune des coupures Ov, iv, c,.
/.-«.fi-. /.(5-.T1)
On voit que la différence f rfU — / dV s'exprime tou-
lurs au moyen des périodes des deux intégrales U et V. Supposons maintenant que U et V soient des intégrales normales
U = n[;5', V = DÏ;!';
On a Av =
C'est la foi
. il reste
iule fondamenlale que nous voulions établir; elle est connue sous le nom de formule de l'échange du paramètre et ée l'argument dans les intégrales de troisième espèce.
Cette relation ayant lieu, quels que soient les points (Ç, 7^), (Ç, V). («, |i), (st', P') , remplaçons-y {(x, p) par le point {=„, «.), Uigine des intégrales, (a', p') par (3, h); il vient
I remarquant que nj;,^ (sj, «o) ^ o. Si l'on ne tient pas compte !s chemins suivis par les variables, l'égalité précédente a seuleit lieu à des multiples près des périodes.
iSO, Dans l'intégrale normale de troisième espèce
considérons les points analytiques (5', V), (:, ») comme donnés, et le point analytique (5, i"j) comme variable. Celte intégrale devient une fonction du point analyliciue (ç, t,), fonction dont
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les propriétés résultent immédiatement de la formule précédente (i5). On voit que, considérée comme fonction du point analytique (^, t^), l'intégrale II est encore égale à une intégrale de troisième espèce avec les points critiques logarithmiques (2, u), (5o, Wo)« Par suite, la dérivée
est une Jonction rationnelle dupoint analytique (Ç, t^)^ admettant comme pôles les points de ramification et les points (s, u)t {zq, Wq), ces derniers étant des pôles du premier ordre avec des résidus égaux à — i et à -h i respectivement. Un point critique d'ordre q — 1 ne peut être un pôle d'ordre supérieur kq — i . Les dérivées successives
sont de même des fonctions rationnelles du point analytique (^, n ) admettant pour pôles les points (>3o, Wo), {^t u) et les points d ^ ramification. Il est clair d'ailleurs qu'elles ne dépendent p^^^ de ($', V)» Ces dérivées successives sont identiques, nous allom ^ le voir, aux intégrales de seconde espèce définies plus haut. "
Soient (a, b) un point à distance finie de la surface de Riemano ^ distinct d'un point de ramification, et 4>(Ç, t^) l'intégrale d^^ seconde espèce suivante, où (Ç, r{) désigne le point analytique? variable
A|, A2, . . ., Av^.i étant des constantes quelconques. Cette intégrale admet un seul pôle, le point (a, 6), et la partie principale relative à ce pôle est
Ai Aj 1,1. . . V .
Considérons l'intégrale
étendue au contour total de la surface T' dans le sens direct. On peut lui appliquer le théorème de Gauchy, puisque, nous venons de le voir, u\;^'j considérée comme une fonction du point analytique (Ç, 7^), est identique à une intégrale normale de troisième espèce.
Les périodes des deux intégrales 4>($, ti) et n|];j^ relatives aux coupures a/ sont toutes nulles; par suite, Tintégrale précédente, étendue au contour total de la surface T', est égale à zéro. On en conclut que la somme des résidus de la fonction
sur toute la surface de Riemann est nulle. Ces résidus ne peuvent provenir que des pôles (z, m), (^o, Mq), (a, b). Les résidus provenant des deux premiers pôles sont respectivement
Pour avoir le résidu relatif au pôle (a, 6), écrivons les développements de <^(i, tj) et de -^ dans le domaine de ce point
_,« . Al Aj 1. 2. . .V Av-»-i T., >.v
où / -^ j désigne la valeur que prend la dérivée d'ordre i.
rf'n-'-"'
donc
^. pour Ç = a, •/! = 6. Le résidu relatif au pôle (a, b) est
On a, par conséquent, en écrivant que la somme des résidus est nulle, et remarquant que ^(^o? "o) = o,
Remplaçons ^{zj u) par sa valeur; il vient, en ordonnant par rapport aux coefficients A| , . . . , Av^.i ,
A.[z(.,«;a,6)-(-^°)jH-A.[z'(.,«;a,6)-(|5)J^...
+ Av..[z(v>(^,«;«,6)-(^)J=o.
Cette égalité devant avoir lieu, quels que soient les coefficients constants A| , A2, • • . , Av^.| , on en conclut que Ton a
Remplaçons maintenant (a, h) par (i,rj) pour ne pas multiplier les notations; les égalités précédentes deviennent
Z'(-, w;Ç,rJ =
ZM(z,u^\,r^) =
VH-1
Ainsi, lorsque le point (Ç, vi) est un point ordinaire de la s face de Riemann à distance finie, les intégrales normales seconde espèce Z{z, m; Ç, r,), Z'(^, u; Ç, tj), ..., Zf^^(5, U] 5,7^), qui admettent ce point pour pôle sont les dérivées successi
de V intégrale normale de troisième espèce U^*^' par rapport
paramètre ($,^1).
Par suite, toutes ces intégrales normales de seconde espèce s des fonctions rationnelles du point analytique (S, tt^), admet pour pôles le point (Zy u) et les points de ramification, et 1' aussi
de
3Ves au
ont
Nous avons déjà obtenu, au Chapitre II, des résultats identiqu< sauf une petite différence de notation, pour les intégrales liyp< elliptiques J^ (i;o«>n""43 et 46).
es, îr-
ISf . Lorsque le point (a, b) est un point de i-amiflcalîon à disince finie, les dérivées successives de l'intéçrale normale g\'^ tar rapport au paramétre (Çi^i) deviennent infinies en ce point. >e même, ces dérivi^es sont nulles en tous les points à l'infini le la surface de Rieroann; elles ne peuvent donc représenter les itégrales normales de seconde espèce qui admettent pour pôle un point de ramiltcalion ou nn point à l'infini de la surlacc de Rieoann. Il faut alors remplacer ces dérivées par les coefficients du
îéveloppemenl de nl'^ suivant les puissances de(S — n)'' dans le domaine d'un point de ramification {a,b) d'ordre r — t à distance e, ou par les coefficients du développement suivant les puisces de T dans le cas d'un point à l'infini ('). Ainsi, soient (n,i) point de ramification d'ordre /' — i à distance finie et
-nv^,(î-
B développement de l'intégrale de troisième espèce dans le doue de ce point. Les coefficients II,, II,, .... D,^, , ... sonlpréisément, à des facteurs numériques près, les intégrales normales
I seconde espèce définies plus haut, qui admettent pour p6le
point de ramification {«, b). Ainsi on a
Enfin, si le point {a,b) est un point de ramification d'ordre — I à l'infini (/■ — i pouvant être nul), soit
HH.I
h-iïï-
.-ii,«
développement de l'intégrale de troisième espèce dans le doline de ce point. On démontrera, comme plus haut, que l'on a
i)nv+
{') E. GounSAT, Sur la théorie des intégrales abé/ienn< ■ndat, t. XCVII, |>. iaBr>
' { Complet
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Ces formules sont encore à rapprocher des formules obtenues au no43.
152. Quelques considérations de passage à la limite permettent de prévoir et d^expliquer la plupart des résultats qui précèdent. Considérons d'abord deux intégrales normales de troisième espèce
aérant un point critique commun (Ç', V) et deux points critiques infiniment voisins (Ç, r, ) et (Ç -f- A, tj + X:), que nous supposons à distance finie et distincts des points de ramification. La différence
est encore une intégrale abélienne avec deux points critiques logarithmiques infiniment rapprochés ($, t^) et ($ -4- A, tt^ -+- k). En tout autre point (a, b) de la surface, cette intégrale est régulière Faisons tendre h vers zéro ; la différence
a pour limite -^r» de sorte que, à la limite, l'intégrale en que^
tion admet le seul pôle (Ç,7i) avec la partie principale — — ►• D'aiJ
leurs, toutes les périodes de w relatives aux coupures a^ so nulles; cette intégrale lo a donc pour limite l'intégrale normal de seconde espèce Z(-5, u\ $, tj), c'est-à-dire que l'on a
ou encore
Les périodes de Z relatives aux coupures bh se déduisent de \^ même façon des périodes de H. Ainsi la période de l'intégrale u^
relative à la coupure b^ est
expression qui a pour limite
lorsque h tend vers zéro.
On verrait delà même façon que les intégrales Z'(3, «; Ç, r,), ..., Z^"^^ (5, w^ Ç,rj) peuvent se déduire de l'intégrale Z(-5, «; Ç,rj) par des différentiations successives relativement au paramètre ($,7^).
Remarquons aussi que les propriétés précédentes deviennent évidentes pour une courbe de genre zéro. Alors toute intégrale abëlienne est égale à l'intégrale d'une fonction rationnelle
jMt)dt,
t désignant le paramètre qui correspond uniformément aux points de la courbe. 11 n'y a pas d'intégrale de première espèce; l'intégrale de troisième espèce avec les deux points critiques S, Ç' est
nl = .og(f3f);
les intégrales de seconde espèce avec le pôle ^ = Ç sont respectivement
^<''«>=.-l' z'(''î)=(T=lrj7,
Zè \ é k l.»iC**ar
On a bien
153. On peut établir les propriétés de l'intégrale normale de troisième espèce par une autre méthode, qui offre une application intéressante d'une formule de M. Hermite relative aux fonctions
représentées par des intégrales définies admettant des coupures( * ). Donnons-nous les limites de l'intégration (z^j Uo)j (Zj ce), le chemin d'intégration L joignant ces deux points, ainsi que l'un des points critiques (Ç', t/) supposé fixe; Tintégrale
dz
a un sens bien défini tant que le point variable (i? ti) ne vient pas sur le chemin d'intégration.
Nous admettrons, ce qui est indispensable, que c'est une fonction analytique du point (i, t;) sur tonte la surface de Riemann; c'est justement ce qu'établit la formule (i5).
Fig. 89.
'V-yV
Pour voir ce qui se passe quand on franchit la ligne L, con dérons deux points infiniment voisins (Ç, t;), (Ç|, t),) de part d'autre de cette ligne, et un chemin d'intégration tel que L', v»
dW
sin de L {fig* 89) ; la fonction ^^ est holomorphc à Tintéri
du contour formé par les deux lignes L et L' lorsque le po (Ç, Ti) est à gauche de L, comme l'indique la figure. Par coni quent,
ic«r
oint sé-
dz
rflll'^'
Au contraire, la fonction — ^— admet le point (çi, 7i,) com pôle du premier ordre avec un résidu égal à — 1. [On suppo:
(») Hermite, Journal de Borchavdl^ t. XCI; K. Goursat, Acta Mathem °' tica, t. 1, p. 189.
que le point fixe (Ç', r/) est à l'extérieur du contour formé par les deux lignes L et L']. On a donc
ITZl,
Retranchons ces deux égalités membre à membre ; il vient
Tous les éléments de l'intégrale du second membre deviennent nuls lorsque les points (Ç, i\) e\.Çi^^i\^) viennent coïncider avec un même point de la coupure L; il reste donc
06) . 4x-4^ = iT.i,
cette égalité exprimant qu'en deux points infiniment voisins de part et d'autre de L, les valeurs de n|'^ difl'èrent de 27:/. Cette ligne L n'est d'ailleurs qu'une coupure artificielle pour cette fonction ; en déformant infiniment peu le chemin d'intégration, on voit qu'elle reste régulière en tous les points de L, sauf aux deux limites (^, u) et (^o, «o)* Si le point (5)^) est très voisin du point (2, £/), on a
!?(:;. Il] Ç, 7\) désignant une fonction qui reste finie pour 5 = $, ^# = T|. On en conclut que, dans le domaine du point ( 2, «),
<^(Ç, Ti) restant finie au point (5, it). On a, de même, dans le dorkiaine du point (zo, 2/0),
La fonction étudiée reste donc finie en tout point (Ç, 7^), sauf aux points {Zy u), (zq, «o)> où elle se comporte comme on vient de le voir.
U reste à voir comment varie cette fonction lorsque le point ^;, 7i) décrit un contour fermé quelconque, en particulier, lorsque
ce poial franchit les coupures a/ et 6/. Nous avons vu plus haut (n^ 144) comment on pouvait former une intégrale de troisième espèce ayant les deux points critiques logarithmiques (i, ti)^ (Ç', r/); cette intégrale est de la forme
(5oiW»)
S(>3, u\ i,7)) étant une fonction rationnelle de (2;, li) et aussi de (Ç, 7|). Pour passer à l'intégrale normale de troisième espèce, il faut ajoutera cette intégrale certaines intégrales de première espèce. Soit Ci>/(5> T^) la période de l'intégrale précédente à la coupure Qi^ période qui est égale à l'intégrale / 8(3, «; ç, Tj)(/v, prise le long de la coupure (6/),
^{z,u\\,r,)dz.
L'intégrale normale de troisième espèce est égale à en représentant par j Oi{z^ u) dz l'intégrale normale de prem
«te
espèce \v
La période
considérée comme fonction du paramètre (i»"io)) est représe par une intégrale définie admettant la coupure (6/). Lorsqu point variable (ç, v^) ne franchit pas cette coupure, «/(Ç, i{) r une fonction uniforme du point (Ç, r,) el, en reprenant le rais nement de plus haut, on voit qu'en deux points infiniment voii de part et d'antre de la coupure bi les deux valeurs de co/(Ç diffèrent de 'ir^i. Cela posé, reprenons la fonction
lée le îsie mins
le point (5, 11) dirent un chemin fermé quelconque ne traver- H>^t aucune coupure bj, ni la ligne L, chaque élémeul de l'inLégrale, et, par auile, l'inltigrale elle-même reviennent à leurs valeurs inÎLiales. Au contraire, en deux poinls infmiment voisins de part eL d'autre de la coupure A,-, les éléments correspondants des deux intégrales dilTèrent de tpiCa, h). Les intégrales ellesmes diffèrent de
J ' <ii{:,u)dz=. J ' ,li^"
En résumé, l'intégrale normale de troisième esptce, considérée iinme fonction du paramètre (ç, y,), présente les caractères sui- Tanls :
" Elle reste finie en tout point de la surface de Hiemann, sauf aux points (-, ii), {:<,, «u) qu'elle admet pour points critiques rithmiques;
' Toutes les périodes relatives aux coupures o, sont nulles, tl la période relative à la coupure bi est égale à
Ces propriétés caractérisent l'intiégrale normale de iroisièmr fespèce, avec les points critiques logarithmiques (;, h), (s,,, «,), In a donc
Pour déterminer la constante C, remarquons que, lorsque le [>iDt mobile {S, t\) vient en (ç', r/), le premier membre est nul. reste donc l'égalité
II) est identique à la formule (i5).
15t. Avant de revenir aux intégrales abéliennes les plus généales, il nous faut expliquer le sens d'un mot qui sera souvent imploré. Étant donné r intégrales Ç,, Çj, . , ., !^r% n'ayant aucun loint critique logarithmique, et, par suite, composées uniquement
d'intégrales de première et de seconde espèce, on dira que ces intégrales sont algébriquement distinctes s'il n'existe aucanc combinaison linéaire à coefficients constants, telle que
\V = Al Çi -I- A, Ç, -4- . . . -I- A;.Ç
ri
qui se réduise à une fonction rationnelle de z et de u (sauf, bien entendu, lorsque tous les coefficients Â< sont nuls).
Si Ton a une équation algébrique de genre />, l'intégrale précédente W admet, en général, ip périodes cycliques; pour que W se réduise à une fonction rationnelle de z et de </, il faut et il suffit que les ip périodes soient nulles, car cette intégrale est alors une fonction uniforme du point analytique (5, «), n'admettant que des pôles sur toute la surface de Riemann. En écrivant ces conditions, on a ip équations linéaires et homogènes entre les r coefficients A|, A2, . . . , A,-; ces équations admettent certainement un système de solutions, non toutes nulles, dès quer est supérieur à 2/>. Par suite, il ne peut y avoir plus de 2/> intégrales algébriquement distinctes de première et de seconde espèce.
Nous dirons que 9.p intégrales algébriquement distinctes Ç|, Ç27 •• •♦ ^2/» forment un système fondamental. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le déterminant d'ordre 2/> formé par les {2 pY périodes de ces 2/> intégrales soit difi^érent de zéro; on aurait, en effet, pour déterminer les coefficients A/ tels que toutes les périodes de Tintégralc A| Çi +• • «-h A2;,ÎÎ2/> soient nulles, 2/> équations linéaires et homogènes dont le déterminant n'est pas nul. Toute intégrale abélienne r, n ayant aucun point critique logarithmique, est égale à une combinaison linéaire à coefficients constants des op intégrales î^i , . .., î^2;» formant un système fondamental, augmentée d'une fonction rationnelle de z et de u, 11 suffit, pour le voir, de remarquer qu'en égalant à zéro les 2/> périodes de l'intégrale
on a 9.p équations linéaires et non homogènes, dont le déterminant n'est pas nul. On en déduit donc pour les coefficients A|, Ao, ..., A2P un système de valeurs finies; ces coefficients étant ainsi déterminés, la différence r — A|Î^| — ... — A.2p^2p n'a p'ns
INTÉGRALES NORMALES. 'Hy
ie périodes, et se réduit, par conséquent, à une fonction ralionnelle de z et de u.
En particulier, toutes les intégrales abéliennes de première et de deuxième espèce attachées à une courbe algébrique de genre p se réduisent à ap intégrales distinctes.
Pour former un système fondamental, prenons pour Çi.I^a, .■-.sp les/) intégrales normales de première espèce t|,^iv'", ÎJi^=n'<^', .... Ç^=; w^p'>, et pour !;^^.| , .. ., Ç,p, p inlégrales normales de seconde espèce, Z(2, Hjfl,, />,), ..., 'L[z, u\ap,bp), admettant pour p&les p points ordinaires à distance lînie, tels que le déterminant
?i(ni.i'i)
7p(ai.
>,{<t,„bp)
ne soit pas nul (n" 139). Ces ip intégrales forment hi en un sjst/'me {fondamental. En elTet, si l'on désigne par a, , a^. . . . , Hp les p périodes d'une intégrale r relatives aux coupures a,, «], .... tip. [fl différence
outes ses périodes, relatives aux coupures as, nulles. En écri- ■vaut que l'inlégralc
-),iZ(;.H;oi,ii)-
également toutes ses périodes relatives aux coupures b/, nulles, les coefficients "l^ sont déterminés par p équations linéaires dont
déterminant est précisément i.
Il est clair qu'on peut remplacer ce système de ^p inlégrales par tin système composé Aa p intégrales distinctes de première espèce
, iVj, Wp et de p inlégrales de seconde espèce admettant
pâles du premier ordre («i, 6,), ...,{ap,bp), car les intégrales normales sont des combinaisons linéaires de celles-là, et inversement. Ou peiil aussi supposer que quelques-uns des pâles
mplc, si ces p points sont tous
confondus en un point {a, 6), on prendra, pour former un système fondamental, avec les p intégrales de première espèce, les p intégrales normales de seconde espèce
Ce système est fondamental pourvu que le déterminant
^p{a,b) (pp(a, 6)
^if-*'(a,6)
ne soit pas nul. Ce déterminant ne peut être identiquement nul pour tout point analytique (a, 6); en efiet, les éléments de la ^•ièmc colonne sont les dérivées d'ordre i des éléments correspondants de la première colonne par rapport à la variable a. D'après un théorème bien connu, pour que A| soit identiquement nul, iL faut et il suffit qu'il existe entre les éléments de la première co — lonne une relation linéaire et homogène à coefficients constants^^ l'un au moins de ces coefficients étant différent de zéro,
Ci®,(a, 6)-i-C, o,(a,i>)
Cp(j>p(a, b) = o;
ceci est impossible, puisque Çi(5, «), ..., 'f/>(^, u) sont les dérivées par rapport à z des/? intégrales normales de première espèce
une intégrale abélienne quelconque; les points critiques logarithmiques de cette intégrale sont les points de la surface où le résidu de R (5, ?/) n'est pas nul, et, en généralises points sînguli^"^ proviennent des pôles de R (v, li) et des points a l'infini. En procédait comme au n** 44, on peut exprimer I par une somme d'intégraled ^^ première, de deuxième et de troisième espèce. Soient (tt| , Pi), — ' (a^, Py) les q points critiques logarithmiques de cette intégr^'^» Ri, R2, ..., Ry les résidus correspondants de R(3, w), dont '^ somme R, -f R2 -+■• • --H Ry est nulle ; la différence
Rsll
admet plus de point crilique logarilhmique. Elle peulavoirdes pAles en nombre quelconque. Soient {a, b) ud de ces pôles et
partie principale de J dai /ejpression
du point (o, b).
lù le signe^est étendu à lous les pûles de J, est une inlégraltbélienne régulière en tous les pointa de la surface de Hiemann, l'est-à-dtre une intégrale de première «spèceX|(v" '-!-... -H î.pii''/"'. Jn en déduit pour l'intégrale 1 lit valeur suivante
= f R|i, u)ds
+ X,ivl"-H...-i- Xpip'i".
Les coefficients R^, A,, .. ., Ay sont connus immédiatement si m connait les résidus de R(r, «), et les parties principales au isinage des pôles de l'intégrale; ces coefiicients dépendent donr tlgébriqnement des coefficients de la fraction rationnelle R(2, u). n'est pas de même de Xi, . . ., ).y,; Xa, par exemple, est égal à la triode de l'intégrale I à la coupure a^, divisée par 2ni. On pourrait encore arriver à la formule de décomposition (17) le la façon suivante. Sur la surface 'f, traçons un contour fermé C liifermant à l'intérieur tous les points critiques logarithmiques ; l'intégrale; soit T" la surface limitée par C et par les bords dea «upures «v, ivj Cl- La fonction
T(£,ii) = UÏ,T,)
est une fonction uniforme du point analytique (i, t,) sur la surface T". En appliquant le théorème de Cauchy à Tinlégrale
fT{lr^)dl
prise le long du contour total de T"^ dans le sens direct, on a à calculer, d'une part, cette intégrale prise le long du contour de C et le long des coupures, d'autre part les résidus de T(ç, r^). Si Ton réduit le contour C à une suite de petits cercles décrits autour des points critiques, réunis l'un à Tautre par des fentes de largeur infiniment petite, le calcul ne présente aucune difficulté, et l'on retrouve ainsi la formule (17).
156. Toutes les intégrales de première et de seconde espèce se ramenant à 2/> intégrales distinctes, on peut ne laisser dans le second membre de la formule (17) que ces 2/> intégrales. Imaginons, pour fixer les idées, que l'on ait choisi, pour former un système fondamental, avec les /> intégrales de première espèce, p intégrales de seconde espèce, admettant respectivement pour pôles du premier ordre les p points (ai, 6| ), . . ., (a^, bp). Soient (V|,
iVij • • •» <^>î ^(^> ?^; (Ui fri ), • • •? s(^> w; (^^pi bp) ces ip intégrales. Si l'on remplace chaque intégrale normale Z^^^ par son expression au moyen des ip intégrales précédentes et d'une fonction rationnelle de z et de u^ la formule (17) peut s'écrire
-4- A, Ç( 5, M ; a,, i>, ) -+- . . .-4- Ap Ç(^, u ; «p, bp) H- Bi«^i-f- B, w'j-r. . .-h BpWp ou encore
(18) I = *(w, î^)-4-Ii-f-I,,
^{z^ u) étant une fonction rationnelle de z et de w, I| et Ij désignant deux intégrales abéliennes dont la première n'admet que des points critiques logarithmiques, tandis que la seconde I^ n'admet que des pôles du premier ordre qui sont pris parmi les p points (a,, 6|), . . ., (ap, bp).
Ces deux intégrales I| et I2 ne sont pas complètement définies,
^and oo connaît la fonction rationnelle R(:, »), car on peut ajouter à l'nne d'elles une intégrale quelconque de première espèce, à condition de retrancher la méinc intégrale de l'autre. Mais,
les points (o,, 6,). . . ., [op, bp) ont été choisis une fois pour toutes, ta partie algébrique de l'intégrale, ^{z, u), est complètement déterminée, à une constante additivc près.
Supposons, en elTet, qu'en opérant d'une autre façon, on ait mis I sous la forme
I = '\y'(s,ii)-r-l\ + V„
'i ^l 'i jouissant des mêmes propriétés que I, et I, ; on en déduit, en retranchant membre à membre,
Il est clair que les points critiques logarithmiques disparaissent dans le second membre, el la fonction rationnelle * — *' ne peut (Voir pour pôles que quelques-uns des points (o,, i,), ...,{ap, bp), p6les étant du premier ordre. Soit
partie principale de «l» — O'dans le domaine du point («,, 6,-); différence
-HiZ(;,»,o,,i,)-
-\\pZi_i, u,a,„l.p)
\l régulière en tous les points de la surface de Riemann, el ses îriodes relatives aux coupures oa sont toutes nulles. C'est donc me constante, et ses périodes relatives aux coupures b/, doivent lire nulles également. En écrivant qu'il en est ainsi, on établit lire les coefficients H,, ..., H^ un système de p équations uéaires et homogènes dont le déterminant A est esseniiellcnient ifférentde zéro (n" 139). On a donc H, = H, = . . . = H^ = o, :]es deux fonctions 4> et 4>' ne dilTèrenl que par une constante, ii'tl est évidemment permis de négliger.
Il parait probable, d'après cela, que cette partie algébrique (3, u) peut être obtenue par des opérations rationnelles, c'est- •dire des additions, multiplications et divisions de polynômes. Il
ne semble pas que Ton possède jusqu'ici de mélhode générale pour efiecluer ce calcul. La question a été résolue par M. Hermite dans le cas particulier des intégrales hyperelliptiques (*); noas rappellerons succinctement sa méthode.
Étant donnée une relation de genre />, de la forme
où les quantités // sont toutes difTérentes, toute intégrale
/R(-5, u)dzj
où R(£, u) est une fonction rationnelle de z et de u^ se ramène,
par des calculs élémentaires, à des intégrales de Tune des formes
suivantes
r?dz Cz^dz rXidz
J 'W J ~ir' J X^'
P, X| , X, Q étant des polynômes, dont les deux derniers sont premiers avec leurs dérivées. La première intégrale est égale à une fonction rationnelle de z, que l'on peut calculer sans avoir à résoudre aucune équation de degré supérieur au premier, et à une
intégrale / -q> où P| est de degré inférieur à celui de Q, qui
est égale à une somme de logarithmes. De même, les intégrales
/ > / -^h— ^^ ramènent, par des calculs élémentaires, à
une partie rationnelle en z et u^ k des intégrales de la forme
Ydz
où Y est de degré inférieur à celui de X, et où X est premi^x avec le polynôme F (5) (intégrales qui n'admettent que des poia'^^s
/9ÊÊ ,,y 9 oh m- ^
une des valeurs o, i , 2, . . . , 2/?. Pour m = o, i , p., . . . , p — - * » on a les p intégrales de première espèce fv<, iV2> - • •» <^/>- Po*^^
(*) Bulletin des Sciences matliématiques, 2» série, t. VII, p. 36. Cours ^tO^ fessé à la Faculté des Sciences, rédigé par Andoyer.
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sïi/>, on a une intégrale de troisième espèce avec deux points tiques logarilbmiqnes à l'infini. Enfin, »i
II, =p-^q (? = !.■'. -■.,/»),
a une intégrale qui admet encore, en général, deux points ees logarithmiques à l'inGni; en choisissant convenablei éoefficii
irithmiques à l'inGni , la différence
int convenablement
- X^jp ,
Belles deux points à l'inlini pour pâles d'ordre q. En définie, l'intégrale proposée est décomposée en une partie ration- Ile en 3 et u, en une somme d'intégrales de troisième espèce, des a/» intégrales H>,,iVa, . . . , l^>, s., ■■-, Çp- Ces ay? intégrales forment bien un système fondamental. En fQtres termes, il n'esiste aucune combinaison linéaire à coefGfits constants
|, A, ,v, -*- . . . ^ Apitp M- B, ;, -H . . .-H Bpïp,
ue réduise à une fonction rationnelle de 2 et de u (sauf pour jfc=IÎ,-=::o). En effet, cette fonction rationnelle n'aurait pour bs que les points à l'infini, d'ordre p au plus, et, d'après les Hissions des intégrales Ç„ les coefficients des parties princi- ^ dans te domaine de chacun de ces pâles seraient égaun et de bes contraires; il en résulte (n° 27) que cette fonction rationle serait de la forme uQ(^), Q(;) étant une constante ou un Kmome. Or les points à l'infini sont des pôles d'ordre p H- i moins, pour une telle expression.
(87. Nous allons montrer, dans ce paragraphe, comm« tl trouver la partie algébrique '^{z, 11) d'une intégrale et let Ifficientsde la formule (18), quand on connaît les points singu- 1^ de l'intégrale avec les parties principales du développement U le domaine de chacun d'eux. Soient
=f^,(=,,Odz. ,v,=f^,iz,,i)dz.
P^fipi^.^i
p intégrales linéairement distinctes de première espèce^ ^n ^21 •••} ifp étant des fonctions rationnelles connues de z et de u. Prenons, pour fixer les idées, p points analytiques (ai, 6|), . . ., (a^, &|»), à distance finie, et distincts des points de ramification, tels que le déterminant
^/»(«i,^i), ..., ^p{Op,bp)
ne soit pas nul. On a vu plus haut (n^ 145) comment on pouvait former une intégrale de seconde espèce admettant le seul pôle
(rt/, bi) avec la partie principale •;— — ; soient
tii=Jyi(z,u)dz, ..., ^p=JXp{^,u)ds
les p intégrales de seconde espèce ainsi formées, admettant respectivement pour pôles du premier ordre les points («i, é|), . .., (a^, bp). D'après les explications qui ont été données (n® 154), les 2/> intégrales W|, . . ., Wp^ î^,, . . ., î^^ forment un système fondamental, car les intégrales normales (v^*^ w^^\ ..., w^^\ Z(5, w; a^, 6|), ..., Z(5, w; a^,, bp) s'expriment linéairement au moyen des premières, et inversement, et le déterminant 8 ne diffère du déterminant analogue où ^/(^, u) serait remplacé par <pi(5, u) que par un facteur différent de zéro. Nous désignerons encore par ^1?^ l'intégrale de troisième espèce avec les deux points critiques (5»^i)î (5'j^/)> que l'on a appris à former plus haut (n° 144).
Cela posé, soient (ai, ^1), ..., (a^, ^g) les points critiques logarithmiques de l'intégrale abélienne I = / 1^(^> u)dz, etR|, ..., R^ les résidus correspondants de R(5, w). La différence
n'admet plus de points critiques logarithmiques. La dérivée
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l une fonclion rationnelle S{z, n) dont tous les résidus sont ■1». L'intégrale J peut donc s'exprimer par la somme d'une fonc- 1 rationnelle de z et de ii et d'une combinaison linéaire à coeffints constants des ip intégrales ir, , ..., iVp, 4,, , . ., ^^,
■...-^ipïp-t-i<,M.
"Cherchons d'abord à déterminer l€s coefficients î,,, .,., ^^, ti. ..., (jip. Pour cela, multiplions les deux membres de l'équation (20) par •}i,{s, u), et égalons la somme des résidus des deux membres de t'égalilé obtenue sur toute la surface de Riemann. Les résidus du produit J-J',(:;, u) s'obtiennent sans difûculté, connaissant les pAles de l'intégrale J et les parties principales dans le domaine de cliacno de ces pôles. En effet, en tout point où l'intégrale J est régulière, le résidu de S <!fi{z, u) est nul: car, ■li,-(3, (/) étant la dérivée d'une intégrale de première espèce, son ^développement dans le domaine d'un point à l'infini commence r un terme en ^ d'un degré supérieur à l'unité et, en un point i ramiGcalion {a, b) a distance fmre, i(i{s, u) ne contient que S puissances de -^--^d'un degré inférieur à l'unité. Suivant une Ulion employée par Cauchy, désignons par £[j!](/(3, u)] la nme de ces résidus. La somme des rL-sidus de la fonction ration- 4'(=, «)<}/,(r, u) est nulle. Les résidus de la fonction ^,(3, k) se réduisent au seul terme ^i{ai,^ bf^) provenant du |le («A, bf:) de %!,. Enfin le produit n'A'}({s, u) n'admet aucun Ùdu. Il reste donc les/i relations
r le déterminant
lî déterminent les p coefficients \
1 ces équations linéaires est précisément Z,
Pour obtenir les constantes [*,, ..., )t.p, multiplions de même Fdeux membres de la relation (20) par -/(■(;, w), et égalons la nme des résidus des deux produits. La somme des résidus de ïi(j, u) est égale à /K"*! ^») — X*("''' ^')' '^^^^ ^^^ résidus \Wh'/ji,^t ") "' égale à — i(h{ai, 6,); enfin la somme des résidus
de la fonction ralionnelle ^{z, u)y^i{z, i/) est nulle. Il vient donc
H^i +!(«/, */)-+- [it^tiai, 6/) -4-...-+- iip^p(aib() (•22) I = - C[Jxi{^y ^)]-^'^k[Xk{ah ^i) — Xi(^Jk, bjt)]]
ces équations déterminent [jli, |X2y . . ., [a^, car le déterminant est encore égal à S.
En définitive, tout revient à calculer les sommes des résidus des produits J^i(5, u) et Jx«(^i ")*> '^s résidus de 3^i{z^ u) proviennent uniquement, on Ta déjà remarqué, des pôles de l'intégrale J. Soit (a, 6) un de ces pôles que nous supposons, pour fixer les idées, à distance finie et distinct des points de ramification ; écrivons le développement de la fraction rationnelle S(2, u) dans le domaine de ce point
On en déduit
J= fs(z,u)dz = C-- -^ r -...
-+-Ao(-3 — a) -\-. . . ,
'^i{z, u) = ^i{ay b)-^{z — a)<H(a, b) -\- . . ,
le résidu du produit JiJ;/ (.3, u) au point (a, 6) est donc
Nous voyons que ce résida se calcule au moyen des seuls coefficients des développements de S(-3, u) et de <J'/(2, u) dans le domaine du point (a, b). Il en est de même, on le vérifie facilement, quelle que soit la position du point (a, b). Les résidus du produit iyj{z^ II) proviennent des pôles de J et du point («i, 6/) qui est un pôle du second ordre de yj{z^ u) ; le résidu relatif à ce point est
Ai, — S(a,-, bi), car, dans le domaiDe de ce point, on a
ILcs résidus provenant des pôles de J se calculent comme loiit ;ure. En défini live, pour calculer les coefficients ),,, . ..,X^, a,, [Ji2, -■■. '^p de la formule {10), il suffit de connaître: i- les coefficient sdesdâeeloppements des fond ions ralionnetlesS{z, II) y '{•/(s, h), /.(S) k) rfans le domaine de chacun des pôles de J; a" /tfî valeurs de la fonction lalionnelle S{3, u) aux p points analytiques (a,, b,), .. .,(ap, bp).
Resle à délenniner la fonction rationnelle *(-, «). Nous connaissons les pôles de cette fonclion qui sont les pôles de J et les points (rt,, 0,). Dans le voisinage d'un pôle de J, la partie principale est la môme que celle de J; au point (o/, i,), la partie priDci- |)i)le est — - — —■ Nous sommes donc amenés au problème suivant : Déterminer une fonction rationnelle •&(:, 11), connaissant les pôles et les parties principales dans le domaine de chacun de ces pôles. Celle question sera discutée au Chapitre suivant.
158. Comme application de ce qui précède, cli lions pour qu'une intégrale ahéliennc
■chons le;
^ry-'""''
Soit ane fonclion algébrique de z. 11 faut évidemment que cette î nlégrale n'admette ni périodes, ni points critiques logarithmiques, â'il en est ainsi, elle est une fonction uniforme du point analjy- Lîque (z, u), n'ayant, sur toute la surface de Riemann, que des E^les pour points singuliers, c'est-à-dire une fonction rationnelle île ï et de u. On déduit de là le théorème suivant, dil à Abel : Si une intégrale /R(3, u) dz, où R(;, u) est une fonclion ration- Ittie de deux variables : et u liées par la relation algébri'/iie
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F{Sf it) = o, est elle-même une fonction algébrique de 5, elle est égale à une fonction rationnelle de z et de u.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut d^abord que tous les résidus de la fonction rationnelle R(2, u) soient nuls. Cette condition étant supposée satisfaite, on a R(5, w) = 8(5, w), 1 = J; il faut, en outre, que tous les coefficients X|, . . ., \p^ jjli, . , ,, [^y? de la formule (20) soient nuls, c^est-à-dire, d'après les équations (21) et (asi), que la somme des résidus de chacun des produits Jtj/|(2, u) et iyj{z^ u) (f = 1, 2, . . .,/?) soit nulle séparément.
Donc, pour que V intégrale ahélienne I = / 11(^1 ") dz se réduise à une fonction rationnelle de z et de w, il faut et il suffit:
I® Que tous les résidus de la fonction rationnelle R(5, «) soient nuls;
2" Que la somme des résidus du produit 1^(3, «), où
j ij{zyU) dz est une intégrale quelconque de première espèce,
soit nulle;
3^ Que la somme des résidus de chacun des produits I y 1(5, u) soit nulle, y^ (z, w), . . ., y^p{z, u) ayant le même sens que plus haut.
Nous ferons remarquer de nouveau que les conditions trouvées sont toutes algébriques. Si la première condition seule est satisfaite, l'intégraJe I ne contient aucune intégrale de troisième espèce. Si les deux premières conditions seules sont satisfaites, l'intégrale I est égale à une foïiction rationnelle de^ et de ;/, augmentée d'une intégrale de première espèce. Remarquons enfin qu'au lieu (le prendre pour y x{z^ u), . . ., '//i(^, u) les dérivées de p intégrales de seconde espèce n'ayant qu'un pôle du premier ordre, on pourrait prendre les dérivées de p intégrales quelconques de seconde espèce, formant avec iv,, . . ., ^Vp un système fondamental.
159. Les deux dernières conditions peuvent être mises sous une autre forme. De l'identité
d(liVi) = I '^i{z, u) dz -h (!'/ R(;;, u)dz, on déduit
/ I ^i{z, u)dz = — j iViR(Zj u)dz.
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chacnne des Intégrales étant prise le long du contour total deT'. Or la première intégrale est égale, à un facteur près, à la somme dos résidus de lr}i,(s, «), et la seconde est égale, au même facteur près, à la somme des résidus de «',R{z, «). La deuxième condition peut donc être remplacée par la suivante : A>7 somme jies résidus de w R(3, «} sur toute la surface doit être nulle, pétant une intégrale quelconque de première espèce. ■' On voit de même que la dernière condition peut être énoncée 'comme il suit : La somme des résidus de chacun des p produits ^iR(=, h) doit être nulle {').
On trouverait immédiatement ces conditions par une méthode un peu dilTéreote en écrivant que toutes les périodes de l'inlégrate / R(::, u)dz sont nulles. Il sufGt, pour cela, d'appliquer le théorème de Caucliy aus y.p intégrales
fw'i'iz. u) Ru, u, </;, Jz(z, „ ; «,■, b,)
?^^z.u)dz,
prises le long du contour total de T', en se servant de l'expression de ces intégrales au mo^en des périodes (n" 65).
160. Prenons comme exemple les courbes algébriques telles que l'aire limitée par deux rayons vecteurs et l'arc de la courbe compris entre les deux extrémités de ces rayons soit une fonclion algébrique des coordonnées des deux extrémités. Cette aire est représentée par l'intégrale
zdu.
PI, comme on a j udi=: uz — / = du, le |)roblèr chercher les relations algébriques
idles que l'intégrale / u dz soit elle-r
e une fonction algébricpii
p (I) HUMBKRT, Atta Mathenialira, l. X, p. 191. On [jourra comuUcr Pe iujrt : LiauviLLE , divers MCmoîrCï dans le Journal de Mnlkêi '•e-iMTOBH, Compta rendus, iB«o; RAm, TItéte de Doctoral, i>)8î.
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de z. Bornons-nous au cas où la courbe (28), de degré m, a m points distincts à Tinfîni ; on peut prendre les axes de telle façon qu'aucune des m asymptotes ne soit parallèle à l'axe des u. Soit
Téquation qui représente une branche infinie asymptote à la droile u z=z az -4- di\ tous les coefficients tels que a|.*^ doivent être nuls. Géométriquement, cela signifie que le point à l'infini dans la direction précédente est un point d'inflexion. En effet, effectuons la transformation homographique
à la branche infinie correspond une branche de courbe issue du point z'= o, u'= Cij
Si aJ*^=o, on voit que la tangente i^=Ci-\- diJ rencontre l» courbe en trois points confondus.
Lorsque la courbe considérée est du genre zéro, ces conditionr sont suffisantes. Donc, pour que l'aire (Vune courbe unicursal^ de degré m, qui a m points simples à l'infini, soit algébriqui il faut et il sujfit que les m points à V infini soient des point — d'inflexion {').
Si la courbe est de genre /? > o, il faudra, en outre, que ip con ^ ditions nouvelles soient remplies. Prenons,* par exemple, une eu ^ bique avec trois points d'inflexion à l'infini; si l'on prend pou m axes de coordonnées deux des asymptotes, l'équation de cette ci»^— bique est de la forme
uz(u — az — h) — Xî=o.
On en lire
_az -^ h )/z^{az -^ b)^-\- ^k^z Il __ _j_ . y
a 5* bz I rJz^{az-ir-b)^-T-lk^z ,
/, az^ bz I r
dz.
(«) ArPELL et E. Picard, Thèses de Doctorat,
Si le polynôme sous le radical a une racine double, la courbe est unicursale, et, d'après ce qui précède, l'intégrale doit êlre algébrique, ce qu'il est facile de vérifier. Dans tout autre cas, l'inté-
grale
n'est pas algébrique. En effet, considérons la relation auxiliaire M*= K{z) et les deux intégrales
/dz r dz
y/RÎ^y J Z^RÏT)'
(le première et de seconde espèce, attachées à cette relation.
D'après la théorie erénérale, la somme des résidus de I , et de
— : devrait être nulle. Formons cette somme pour le second
produit. Les points à l'infini sont des pôles du second ordre pour I, et l'on a, dans le domaine de chacun de ces points.
= C =i= ( \- bz H . . . ,
zy/K{
les signes dz se correspondant dans les deux formules. La somme des résidus pour les points à l'infini est donc égale à — i. Dans le domaine de l'origine, on a
z^?i{z) 2A: zy/z '
le résida du produit est donc égal à 4* Pour toute autre valeur de ^-i le résidu est nul. Par suite, l'intégrale
^z^{nz-\-b)*-^ ^k^z
^^ peut être algébrique, lorsque le polynôme sous le radical n*ad-
161. Le logarilhme d'une fonction rationnelle de z et de uesl une intégrale abélienne qui ne possède que des points critiques logarithmiques (n^ 48). Cette remarque nous conduit à nous poser la question suivante :
Étant donnée une intégrale abélienne I = /R(-3, u)dz, qui
iiHadmet que des points critiques logarithmiques, comment peut-on reconnaître si elle s exprime par une somme de logarithmes de fonctions rationnelles de z et de u et d'une intégrale de première espèce ?
Soient {ax , bx ), («a» ^a)? • • • j («77 bq) les points critiques logarithmiques, R|, R2, ..., Rç les résidus correspondants de R(<3, w), qui vérifient la relation
(24) Ri4- Rj-f-...-+- R^ = 0.
Supposons que l'intégrale considérée s'exprime de la façon i diquée, c'est-à-dire que l'on ait
(2j) I = / R(^» '') dz = U), logçpi -H tUJlogçp,-^. . .-h a>r logÇr H-M-^»
wi, CO2, ..., Wr élant des constantes, 0|, ©o? •••<• cpr des fonctioc:^ rationnelles de z et de //, et (^^(5, w) une intégrale de première espèce. On peut toujours admettre qu'il n'existe entre les cocC^ stantes coi, Wo, ..., W;. aucune relation linéaire et homogène •> coefficients entiers; si, en effet, il existait une pareille relatioiï^
où Tun au moins des coefficients, mrj par exemple, est différent d M zéro, on en tirerait
mjtOi -h 7712(02 -r-. . .-h nir-lfi>r-l Mr = 7
et l'expression ('iS) pourrait s'écrire
,= J:ii,ogfÇ)^...^--,og(^)^..(.,«).
La nouvelle formule contient un logarithme de moins que Iss— -
ïrëcédsnte. Si donc on suppose qu'on a réduit, de celte façon, 0ntanl que possible le nombre des logarilhmes, il ne peut exister
Ire les constantes m,- aucune relation de la forme indiquée ; c'est ce que nous admettrons désormais.
Cela posé, les zéros et les infinis des r fonctions cp,, Sj, ..., o^ l'ont nécessairement partie des q points {«t, è, ), ..., (n^, b^). Si, en effet, un autre point (*, ^} était un pôle ou un zéro de quel-
qoes-iic membre de la ft
s de ces fonctions, dans le domaine de ce point, le S'
Qule (20) serait infini comme
I,, /Wj, . .., /Wr étant des nombres entiers dont l'un au moins est pas nul. Or l'intégrale I est régulière au point (a, p) ; il faudrait donc que l'on eût m, iii, + . . .-h m^w, ^ o, contrairement k lï'Iijpolhèse qui vient d'être faite. Soit m*, un nombre entier, égal ft zéro si le point {«,■, 6,) n'est ni un pôle ni un zéro de oa(3, «), à -Î-/I si le point (o,-, bi) est un zéro d'ordre n de ai,, et à ! — n' si (n,*, bi) est un pôle d'ordre n' de a^. Dans le domaine du point {ai, bi), le second membre de la formule (aà) est de la forme
(;n„iu, + m„<u,+...H-m,.,''',.)loS(i — a()-)-P(j — a,),
P(3 — (7,) désignant une fonction régulière. On a donc entre les résidus R,, R;, . .., H, ei les constantes m,, Wj, . . ., tn^ les ij relations
'(s6) R.- = mi/Wi+ m,/io, -(-.. .-t-mni",- (ï =i,a. ...,y),
OÙ tous les coefficients m^/ sont des nombres entiers.
162. Nous voyons que les y résidus R| , R,, ..., R^ s'expriment «r des fonctions linéaires à coefficients entiers des r quantités ii, euj, .. -, u,. U n'en résulte pas qu'elles ne puissent s'exprimer le la même façon au moyen de moins de r quantités, et nous ommes conduits à traiter d'abord la question suivante :
Étant données q quantités quelconques R,, Rj, .... R-, réelles ou imaginaires, les exprimer par des /onctions li- '•es et homogènes à coefficients entiers du plus petit nombre possible de quantités.
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Supposons le problème résolu et soient
Rj = /iijai -H. . .-h n^jff,,
R<7= liq^i-^, . .-h n
sq^^S
les formules qui donnent une solution du problème, les nombres Hik étant tous entiers. D'après la relation (24)9 1^ nombre s est ai^ plus égal kq — i ; il est clair aussi qu41 est au plus égal à r, mai £ il peut lui être inférieur. Nous allons montrer qu'on peut toujours ramener les r logarithmes de la formule (25) à s logarithme- seulement (*).
Par hypothèse, il n'existe aucune relation linéaire et homogèm à coefficients entiers entre o-i, 0-2, ..., o-,. De plus, tous les dé terminants d'ordre s que Ton déduit du tableau
/lu /Iji
rist
sq
en prenant s lignes ne peuvent être nuls à la fois. En effet supposons, pour plus de généralité, que tous les déterminant d'ordre supérieur à s'{s'<is)^ déduits du tableau précédent e supprimant un certain nombre de lignes et de colonnes, soien nuls et que l'un au moins des déterminants d'ordre s\ par exemple
nu /lu
ni,'
• • • ris's'
soit différent de zéro. Chacun des déterminants d'ordre 5^4-» tel que
/lu n,j
• • • /lis'
nu
rts'x
Ri
ns'2
rts's'
ns'i
(•) E. GouRSAT, Comptes rendus, t. CXVIII, 5 mars 1894.
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est un des nombres s' -i- i, ..., s, esl idenliqiiemcat nul, comme on le voîl, en remplaçant R, , lîj, .. ., R,', R,- par leurs valeurs tirées des formules (37). En développanl ce délerminant par rapport aujt éléments de la dernière cotonoe, on en déduit
-DiRi-i-..
, Dj, ..., Dj étant des nombres entiers. On voit que R,, . . ., Rf s'exprimeraient au moyen de s' quantités
irdcs formules linéaires et homogènes à coefficients entiers; le ■ombre s ne serait donc pas, contrairement 6 notre hj'pothèse, plus petit nombre entier donnant la solution du problème. Oo démontrera de la môme façon que l'un au moins des déterinants d'ordre s déduits du Tableau
it différent de zéro; les équations (^C) peuvent donc être réso-
Ues par rapport à s des quantités w,, .,., Wf. On en tire, par
nple, u,, (Ui, ..., (i>, en fonction de R,, -, -, Rj et de ui,^,, .-..
et, en y remplaçant R,, .-., R, par leurs espressions tirées
formules (27), on obtient des formules de la forme suivante
>,+ ,—... — l,,r^,U>r =,*,|S, ^...+ |Xuî,. .,+ , -...-X,,r-.U'r= !Xil3, -r-.-.-l- |1(,S„
las les coefficients A, X, |x étant des nombres entiers.
Imaginons maintenant qu'on substitue dans les formules {26) I valeurs de R,, Ri, . . ., Rj, <i>i, . .., Wj tirées des relations (27)
(38); on devra obtenir des identités, c'est-à-dire que les coeffients de (i>i^.i, . . ., lu^ devront être nuls dans les seconds mem- «3, et les coefficients de w,, . . ., t, devront élre égaux de part
d'autre. En elTet, si le coeflicicnt de tuj^i, par exemple, dans 'un des seconds membres n'était pas nul, on en tirerait pour
(Oj^i une fonction linéaire et homogène à coefGcients commensurables de (o,+2, ..., tOr, V\j ..., ^s' ^n ajoutant cette équation aux équations (28) on aurait 5+ i équations distinctes entre (i)|, ..., lùr, o*!, ..., 0", et l'élimination de o^j, 0*2, ..., ^s conduirait au moins à une relation linéaire et homogène à coefficients entiers entre coi, ..., co;.. De même, si les coefficients de ^i, ..., 7f n'étaient pas égaux de part et d'autre, on aurait une relation de même forme à coefficients entiers entre o-i, 0-2, . . ., «"j.
Après la substitution précédente, le coefficient de co^^ dans le second membre de la relation (26) est
y<ih
ih
^sh
le coefficient de v/c est n/d dans le premier membre et
dans le second membre ; on a donc les relations suivantes entre c^^ nombres entiers
n>ti =
^lil^-ik
m$i [i-sk
Dans ces relations les nombres n/d sont supposés connus p les formules (27), mais les nombres /wa/, \ [x, A sont complet ment inconnus.
Dans la formule (26), remplaçons C0|, (O2, ..•,(»);. par leurs e pressions tirées des formules (28); il vient
1= j logi^i -+-...
~ logi]^, H- ^^* l0g4/^, H-. . .-+- ^ loglj/r H- VP,
ou
4^1 =<pfncp^.....(pM-n,
ihf. = çp^i.r-f . . .(p>„r-,^A^
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rJjea fonctions rationncllGS
., 'j'rse réduisent h des coniBQtes. En effet, '!(,,+a n'admet pour pâles et pour zéros que quel- Lifnes-uns des points (a,, b,), ..., (a^, bq). Dans le domaine du point {ai, bi) elle contient en facteur une certaine puissance de (3^0,) dont l'exposant est, d'après la signification des nommes ni),, |h im,+/,,; + X,ftni„+...+ X,Amj(,
B?est-à-dire zéro, d'après la formule (ag). Le point (n,,i,) n'est donc ni un pôle ni un zéro pour \i+h\ celte fonction, n'admettant ni pôles ni zéros, se réduit forcément à une conslanle, et, par
^uite, l'intégrale 1 ne contient que 5 logarillimes, comme nous Savions annoncé.
^log^,-
l Pour déterminer les fonctions >}i,, ...,'!„ cherchons les ordres des pâles et des zéros de -^1, par exemple; ces points font partie lies y points (</,, A,). . -{a^, bq). Dans le domaine du point {«,-, bi), log'l'i est infini comme
,n'-.)tog(;-«,-)
'<î'est-à-dire, d'après les formules (Si), comme An|,log{w — a,). I,es nombres Hki sont supposés connus; si l'on connaissait &, on voit que les pAles et les zéros de «Jj, , ...,<]', seraient connus, avec leurs ordres de multiplicité respectifs. C'est l'indétermination de ce nombre entier A qui fait la diffîcullé de la seconde partie du problème.
BDID|
163. En résumé, la question que nous nous sommes proposée prend deux problèmes distincts. Si l'on veut chercher le nombre minimum de logarithmes auquel une intégrale abélienne peut se réduire, en supposant cette réduction possible, il faut chercher le plus petit nombre possible de quantités au moyen desquelles les résidus R,, . . ,, R, peuvent s'exprimer par des fonclions linéaires et homogènes à coefiîcients entiers. Si ce nombre ■ Ml égal à 5, le nombre minimum des logarithmes est aussi égal K'j; OD remarquera que ce nombre ne dépend que des résidus.
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Cette première question étant supposée résolue, on a ensuite à ■ «rfi résoudre un ou plusieurs problèmes du tjpe suivant : I ^
Étant donnés sur une sur/ace de Riemann q points | ^,^î
et g nombres entiers /i|, /I2, . . ., /iç, dont la somme est nulUj existe-t-il une fonction rationnelle ç(5, m) et un nombre entier M, tels que logcp(:;, u) soit régulier en tous les points de la surface de Riemann, sauf aux points (ai,6|), . {aq^ bq)^ et soit infini comme M/i/log(5 — a/), dans le domair*^ du point {ai, 6/)?
Si le nombre M était connu, le problème reviendrait évidei ment à reconnaître s'il existe une fonction rationnelle ^(2, u admettant des pôles et des zéros donnés, avec des degrés de mu^^ ■' tiplicité déterminés, problème dont on s'occupera plus loin et qi^^^^ n^oiTre que des difficultés algébriques. Mais, aussi loin que roj^^-^ aille dans la série des essais en faisant successivement M= i , 2, 3,... -"' sans jamais réussir, on ne peut affirmer, du moins dans le ca^ ^ général, que le problème est impossible. Pour prendre un exempl< simple, supposons /? = i, et supposons de plus qu'il n'y ait qu< quatre points critiques (rt|,6|), («2> ^2), («35 ^s)» («4? 64), e( enfin que Ton ail /î|= /î2 = i, ^3= ai, = — 1. ïoul revient à trouver s'il existe une fonction rationnelle de z et de u admettant leî^ seuls zéros (ai, bs)^ («2? ^2) et les seuls pôles (^3, 63), (a^, 64), chacun au degré M de multiplicité, M étant un nombre entier indéterminé. Soit (v(<g, w) Tintégrale de première espèce ; pour que la fonction cherchée existe, il faut et il suffit, d'après le théorème d'Abcl, qui sera étudié en détail dans un des Chapitres suivants, que Ton ait
M[«'(at. ^i)+ w{ai, ^>j)]= M[tv(a5, bz)-\- w{a,,, è*)],
le signe ezh indiquant Tégahlé à une période près. Il faut donc que la difierencc
«•(«,, bi)-^ tv(rt2, bi) — «'(03, ^3)— «'(04, 64)
soit commensurable avec une période de (^(5, //). Le problème
en question est donc de m^n deux nombres que l'on pciiL déQnie, reconnaîire si leur
nalure que celui-ci : Ëlant donnés Iculer avec une approximation inipport est commensurable. Aussi loin que l'on pousse les opérations, il n'est jamais permis de conclure négativement, par celte seule considération- Pour plus de détails sur ce sujet, nous renverrons le lecteur aus dernières pages du Tome II du Traité des fonctions elliptiques d'Halphen, où l'éminent géomètre fait ressortir très nettement h difiiculté du problème.
16i- Comme application de la iJiéorie précédente, repreni ^ problème suivant traité par Abel :
' Trouver toutes les intégrales de lo forme
sont deux polynômes entiers en z, R étant premier at'ec sa dérivée, qui s'expriment par une somme d'un nombre jini de Âogarithmes^ de fonctions rationnelles de z et de u.
^L'intégrale / —^ ne doit posséder, comme singularités, que
des points critiques logarithmiques. Or cette intégrale est régulière pour toute valeur finie de ; ; si R est de degré impair, le déle domaine du point de ramilicatioD à
veloppcraenl
Vs
l'iofini ne contient que des puissances fractionnaires de ;, et, par suite, le point à l'infini ne peut être on point critique logarithmique pour l'intégrale. Il faut donc que Rsoitdedegrépair a/j-l-s. La surface de Riemann présente alors deu» points distincts à l'infini; dans le domaine de chacun d'eux, l'intégrale doit être égale à un terme logarithmique, augmentée d'une fonction régulière, ce qui exige que p soit de degré p. Si ces deux conditions sont remplies, les deux résidus R), R^ sont égaux et de signes contraires; le nombre s est égal a l'unité. Far suite, lorsqu'une intérale de la forme j ^-^ est exprimable par logarithmes, elfe
tf^xpfime au moyen d'un seul logarithme. I Soil
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Â désignant une constante et P, Q, S étant trois poljnomesja formule qui donne la valeur de cette intégrale. A chaque valeur de z correspondent pour le logarithme deux valeurs
log g^ , log ^-,
dont les dérivées — ^-— et ^ ont une somme nulle. La somme
de ces deux logarithmes et, par suite, le produit
/P4-Q/r\/P-Qv/r\
doit donc se réduire à une constante R
pj— RQî=KS«; on peut alors écrire
p^Q/R^ I^^^/p-^Q/R\ ,^ J p_Qv/R
log ^— = -l0g( ^^ )-4- -log
OU encore
Ph-Q/R I, „ I, /P-4-Q/r
log
= ilogK-^ilogfL±Qj^^
Employant les notations d'Abel, on voit que, si Tin tégrale considérée est exprimable par logarithmes, elle a une expression de la forme
(32) / ^-^ =Alog
a et P étant deux polynômes. Ou peut évidemment supposer a et P premiers entre eux ; on peut aussi supposer a premier avec R. En effet, si a et R ont un plus grand commun diviseur N, on a
a=:a,N, R=R,N, a, étant premier avec Ri; nous pouvons écrire
g-l-pv/R _ gi y/N -h 3 y/ÏÏ;
/ gt y/N + p /r;\ ^ î ^ /g? n -^ P« Rt -4- 2gt p /r\
^\at,/N-p/Rj ^' \aîN-+-p»R,--2giP/Ry
= iiogf?:±.LvJ
ressinn de même forme que la première, où
a'=aîN4-P'R|, P' = "i p.
deux polynômes a' et R sont premiers entre eus ; en effet, R, est mier avec N et avec a,, N est premier avec R( et avec p, car îl se a, et a et P sont supposas premiers entre eux.
Cela étant, si la fonction rationnelle ^-^ satisfait a la rela-
on (3a), elle a un seul pôle et un seul zéro, tous les deux rejets à l'infini; autrement, le logarithme aurait des points critiques ilhmiques à distance finie. Le produit
rlr
: peut s'annuler pour aucune valeur lÎDie de ;;; en effet, une raine 3 = a de cette équation ne peut annuler à la fois les deux ictcurs a 4- p y'R .a — fl \/R , car elle annulerait la somme a a et ■différence a p ^R , et nous avons vu q u'on peut supposer a pre- Ifer avec pR. Il faut donc que a- — P'R se réduise à une contente et, comme il est permis de multiplier a et p par un même icteur constant, on peut supposer cette constante égale à l'unité ; ar conséquent, les trois polynômes a, ^ ef R doivent vérifier la
bversemeni, si trois polynômes a, p, R donnent lieu à l'iden- 1(33), on en déduit une solution du problème proposé. Il est
r d'abord que R est de degré pair ip -f- i cl que a est premier vec pR ; on peut supposer aussi que R est premier avec sa dériée; s'il contenait un facteur multiple tel que(; — -o)^*, on pourftit faire passer (r-s„)* dans p; s'il était divisible par (=--o)=*+'.
multiplierait ^par(3 — 3o)*et il ne resterait dans R que {z — z^)-
I posé, la fonction rationnelle de z et de v^R ,
idmet, d'après la relation (33), ni pAles ni zérosà distance Uni
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elle admet un seul pôle et un zéro, tous les deux rejetés à Pinfini. La dérivée logarithmique est donc égale, à un facteur numérique près, à une intégrale de troisième espèce avec deux points critiques logarithmiques à Tinfîni, c'est-à-dire qu'on a une relation de la forme
0 étant un polynôme de degré p.
Pour résoudre de la façon la plus générale Péquatîon indéterminée (33)y on peut se donner arbitrairement le polynôme a. La théorie des racines égales permet alors de mettre le polynôme a* — I sous la forme P^R, R étant premier avec sa dérivée, par des opérations algébriques élémentaires. Par exemple, si Ton a
les polynômes X/ n'ayant aucun facteur multiple, ni aucun facteur commun, on prendra R = X^Xa, p = X2XjXJ. La valeur de p se calcule ensuite sans diiiicullé; on trouve
Abel s'est proposé aussi la question suivante, qui est en quelque sorte l'inverse de la précédente :
Etant donné un polynôme R, premier avec sa dérivée, de degré pair 2/? -+- 2, reconnaître si Von peut trouver un autre
polynôme p tel que l'intégrale j ^—^ s'exprime par un loga-
rithme.
Ce problème est, d'après ce qui précède, équivalent à celui-ci : Peut-on trouver deux polynômes a et p, satisfaisant à la relation (33) ?
Si l'on connaissait a priori le degré de l'un de ces polynômes, on pourrait toujours, par la méthode des coefficients indéterminés, reconnaître si le problème admet ou non une solution. Mais, ici encore, on voit s'introduire un nombre entier indéterminé. Abel a rattaché la solution de ce problème à la théorie des fractions continues algébriques; il est arrivé à la proposition suivante,
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iour la démon s Ira lion de laquelle nous renverrons à son Mé- Tioire : Pour qu'il existe un polynôme p répondant à laques- 'ion, il faut et il suj/itque le développement de yjK en fraction •ontinue algébrique soit périodique.
Lorsque le polynôme R(3) esl du qualriëme degré, p doit Être lu premier degré. Dans ce cas spécial, le problème a élé étudié lepuis par M. Tcliebycheff (') et par M. Zololarefr(^), lorsque es coefficients de R{ 3) sonlcommensurables ou sont des nombres rotiers complexes. Ces deux méthodes supposent que l'on conlait les racines de K(3); elles permettent de reconoaitre, au bout i' un nombre Jini d'opérations, R(3) = j'-+-fl«' + i3^ + c; + rf ftaDt donné, s'il existe une constante \ telle que "
[il
, Il faut, pour cela, qu'il existe une fonction rationnelle de 3 et ie y'R(3) ayant un seul pôle et un seul );éro, tous les deux à l'inlini; pour que ce problème admette une solution, il faut el il iuffît, d'après le théorème cité à la lin du n" 163, que la diiïérence des valeurs de l'intégrale de première espèce aux deux points à l'inlini soit commensiirable avec une période. Tout rcvieat donc à roconnaUre si cette dilTérencc est de la forme
tij' les périodes de
Dit m, m', n sont des nombres entiers, i l'intégrale de première espèce.
163. On a vu (n" 134) qu'une somme d'un nombre quelconque d'intégrales de première et de deuxième espèce se ramène toujours à 2/7 intégrales distinctes et à un terme algébrique. Il n'existe point de proposition aussi simple pour les intégrales de troisième espèce; le théorème suivant ofTre cependant une certaine analogie avec le théorème qui vient d'être rappelé :
Étant donnée la somme d'un nombre fjuelconque d'inii'-
■ (') Journal de Lioueitle: 1884.
■ (*) Voir Bulletin des Sciencei mathén
grales de troisième espèce, multipliées par des facteurs dont les rapports sont commensurables, on peut exprimer cette somme au moyen du logarithme d^une fonction rationnelle de z et de w, et de p intégrales de troisième espèce, Vun des points critiques de chacune de ces intégrales de troisième espèce pouvant être choisi arbitrairement.
Soit I = /R(^, u) dz une intégrale n^admettant que des points
critiques logarithmiques, et telle que tous les résidus deR(js, i/) soient commensurables entre eux. En multipliant R(z, u) par un facteur constant convenable, on peut supposer, ce que doqs ferons désormais, que tous ces résidus sont des nombres entiers. Soient (a^, 6|), ..., (a^, bq) les points critiques pour lesquels les résidus /ni, m2, ..., mg sont des nombres entiers positifs, (a,, p4 ). . . ., (a,., Pr)les points critiques pour lesquels les résidus sont des nombres entiers négatifs, — W|, — /i2> • • •» — ^r» Po*^ ne pas interrompre la suite des idées, admettons le théorème suivant, qui sera démontré un peu plus loin, sans rien empruntera cette théorie : il existe une fonction rationnelle de z et de u qui admet les points (a/, è/) pour zéros d'ordre mi, . . ., niç resp'^clivement, les points (a/, p,) pour pôles d'ordre /i|, . .., /îr, et qui est en outre infinie du premier ordre en p po înts (ci, rfi), .••) {cp, dp), que l'on peut choisir arbitrairement. Soit ^(z^u) cette fonction rationnelle, qui admet, en outre, p zéros distincts des premiers {c\, d\), . . ., (c' , d'), La différence
log*(z, u) — I R(^, u) dz
admet donc les seuls points critiques logarithmiques (c/, rf/), (c), d\) avec les multiplicateurs 4- i et — i respectivement; elle est donc égale à une somme de p intégrales de troisième espèce,
telles que TO^"^^* (/= I, 2, ..., p)\ ce qui établit la proposition. Pour prendre un exemple, considérons la relation de genre un
(34) a» = Z = Ao5*-h At^34.Aj^«-f. Asz-t- A^,
l'équation Z = o n'ajant que des racines simples, et l'intégrale
elliptique
OÙ
(35) L=— /i/Ao^H — ^ H ^— ^ -h... H ^-i- -+-K;
z — ai z — aj z — aq
/î, /i,5 ..., /ly sont des nombres entiers positifs ou négatifs, fli, ..., aq sont distincts des racines de Z = o, enfin on a 6?= Aga* -H. . .-I-A4. L'intégrale I n'admet que des points critiques logarithmiques (a/, 6/), (a/, — 6/) et les deux points à l'infini, les multiplicateurs étant précisément ±: /i/, ±n (n°*35 et 36). On peut donc lui appliquer le théorème précédent. L'intégrale de troisième espèce la plus générale avec les deux points critiques (c, rf), {c', d!) est (n° 37)
Si l'on choisit convenablement la constante A* et les deux points (c, rf), (c', d!)^ on aura
- dz-h I — ( , v-k) dz = log*(5, u)
u J iu\z — c z — c /
ou
/ dz = 2log4>(-5, w)-h log(-5 -— c) — log(^ — c')
eo posant
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Étant donnée une fonction rationnelle L de la forme (35), on peut toujours trouver une fonction T de la forme (36),
telle que soit la dérivée logarithmique d^ une fonction
rationnelle de z etde u (*).
( * ) Halphen, Traité des /onctions elliptiques, t. II, p. 638.
On verra, dans l'Ouvrage d'Halphen, comment on peut calculer T, ainsi que la fonction rationnelle dont le logarithme a pour dé-
rivée lorsque L est donnée. Un des points (c, rf), (c', d)
peut être pris arbitrairement ; si l'on a pris pour ((/, et) un point de ramification, rf'= o, et l'expression de T se simplifie
166. Lorsque l'intégrale abélienne fR{z, u)dz est égale à une
fonction rationnelle de z et de i/, ^{z^ u), ou au logarithme d'une fonction rationnelle A log^(5, m), le changement de variable
<p(^Zj u) = t ramène l'intégrale proposée à la forme f dt, ou / • On peut se poser une question plus générale :
Étant donnée une intégrale abélienne j R(Zt u)dzj rela-
liçe à une courbe de genre /?, dans quels cas existe-t-il une substitution^ algébrique qui change cette intégrale en une nouvelle intégrale abélienne relative à une courbe de genre p' ^ inférieur à pi
La solution de ce problème général paraît difficile. Nous mon- Irerons seulement, par un exemple simple, comment la question est liée à la réduction du nombre des périodes. Considérons une courbe de genre/?, supérieur à un, et une intégrale de première espèce
w = I ^{z^ u) dz
attachée à cette courbe : si les ip périodes de cette intégrale se ramènent à deux périodes distinctes, on peut ramener cette intégrale à une intégrale elliptique par une substitution rationnelle. Soient u)< et (O2 les deux périodes auxquelles se ramènent toutes les périodes de (v; la période relative à la coupure Oi est égale à /n/(0| + w/Wj, et la période relative à bi est/>i coi -|- qi wj, f^ij ^/j Pi, qi étant des nombres entiers. Séparons les parties
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ielles el les coefGcienls de \/ — i ; soit -, = .,-? AT,
D'après la formule de Riemann, la somme
il essentiellement positive. On ne peut donc avoir aô — ?Y ^ o, 'esl-à-dire que le rapport — est nécessairement imaginaire; le iDement prouve d'ailleurs que les o-p périodes de «■ ne 'Uveat se réduire à une seule. Soit î.{n') une fonction doublement riodique de iv, avec les deux pt'riodes <>>,, Ug, admettant deu\ les simples dans un parallélugramme élémentaire (' ); celte action satisfait à une équation dilTérentielle de la forme
ai'+bi»+g;^>-
B, C, D, E étant des constantes. Imaginons que, dans^'(ir),
: remplace iv par l'intégrale /?(;, u)dz; X{(v) devient uno
action uniforme du point analytique (s, f/ ), puisque toutes les
leurs de iven un même point de la surface de Riemann s'ob-
inaent en ajoutant à l'une d'elles des multiples entiers de tu, et
«1. Soit >.(»■} = ^{z, it); appelons Ç et T] les deux pûles de
i^iv) dans un parallélogramme élémentaire, La fonction 4" (;, ii)
peut cesser d'être régulière que pour les points de la surface
Kiemann où l'intégrale tv prend une valeur de la forme
H-mui + nwj ouTi +nï'uj, + n'wj, et Ton reconnaît aisément
:es points sont des pûles pour ^(5, «); c'est donc une
foDcUoD rationnelle de :; el de u. Cela posé, de la relation
on déduit, en difTérentîant par rapport à 3,
. dw d^
^ ("') rfi = dz '
an remplaçant X'((v) par sa valeur tirée de la relation (37), el
^ par o{z, u)j il vient
v/A4>*-T- B*3 -h C*» H- D* -h E ou
<38) jo(z,u)dz=^Ç —
On voit donc qu'en prenant pour nouvelle variable la fonction rationnelle ^(v, w), l'intégrale proposée se change en une intégrale elliptique de première espèce, comme nous l'avions annoncé.
167. Considérons maintenant en particulier le cas où /> = 2, e^ supposons qu'une courbe de genre deux possède une intégrale d^ première espèce (V|, ayant seulement deux périodes distinctes o>iï «02 ; soient
iWi-hWiWj, //ijWi-h n,a)j, /?ia>iH- ^i(Dî, />jWi-l- ^jtui
les périodes de «'1 relatives aux coupures a^^ «2? ^m 62. Soit <''*'* une seconde intégrale de première espèce, distincte de la ^f^' niière, et A|, A2, B^, B2 ses périodes relatives aux mêmes c(p'^' pures. D'après la relation générale qui lie les périodes de de •-'* intégrales de première espèce (n° 67), on a
(mio), -1-/1,(1)2)61— Ai(/?ia), -^ qiu)i)
-h (mjWi-h /i2Wi)B2 — AiipiOii-^ 7îWi) = o
ou
j a>,(m,Bi — /?iA,-i-/WiBj— /ïjAj)
( -^ a>i(/ii B, — (71 Al -h 71, B2 — (7, Aj; = o.
INTEGRALES NORMALES. Sjl
On peut supposer que les périodes A^, A2, B|, 83 vérifient la relation
(40) /WiBi — /?! A, -h msBî— />sAj = o;
en effet, si Ton remplace «^2 par l'intégrale W2 H- K «V|, où K est une constante, les périodes de cette nouvelle intégrale sont
A', = Ai-+- K(/Wiu>iH- /iiWi),
A'j = Aj-+-K(/n2(Di-f- /ijcoî),
B; = Bt -4- K (/?, (D, -h qi wi),
B; =B,-i- K(/?ja)iH-^,a),), et Ton a
niiB'i — y?i A'i -T- m^B, — /^jA', = /niBj — /?iAi-i- m^Bs — jWjAj
Le coefficient de K dans le second membre n'est pas nul, d'après la relation de Riemann rappelée plus haut; on peut donc choisir la constante K de façon que la relation (4o) soit vérifiée pour la seconde intégrale. La formule (Sg) donne alors
<4 1 ) /Il B, — ^1 A, -I- n, Bî — y, Aj = o.
Les deux nombres /niçr, — riipi et m2q2 — ^2P2 ne peuvent être nuls en même temps; supposons, par exemple, que niiÇi — /j^/?, ne soit pas nul. On tire alors des équations (4o) et (4i)
miçi — nipi
4 f/?j/ii — ^,mi) Aî-H(/ni/is— n|/?Ji)B2
Aj = ■ •
niiÇi — riipi
On voit que toutes les périodes de la seconde intégrale se ramènent à deux périodes distinctes,
miÇi—nipi niiçi— nipi
et l'on peut énoncer le théorème suivant, dû à M. Picard (* ) :
(') Sur la réduction du nombre des périodes dans les intégrales abéliennes, <*, en particulier, dans le cas des courbes du second genre {Bulletin de la Société mathématique, t. XI, p. 26).
CHAPITRE VII. — INTEGRALES NORMALES
Si une courbe de genre deux possède une intégrale de première espèce, ayant seulement deux périodes, elle en possède nécessairement une seconde jouissant de la même propriété.
Voici deux exemples où Ton connaît les deux intégrales de première espèce qui se ramènent à des intégrales elliptiques. Les deux intégrales de première espèce
/dz r zdz
relatives à la courbe de genre deux, u^^= z^-^- as* + ô-s'-f-c, se ramènent à des intégrales elliptiques parle même changement de variable z^=^ t.
Les deux intégrales de première espèce
dz r zdz
J )/{z^-^az-hb)(z^-hpz^-hq) J ^{z^-^ az
b){z*'^pz*-^q)
où Ton a
Ç = ib-h -ap.
se ramènent de même à des intégrales elliptiques, en posant respectivement
z^-h az -h b z^-h pz^-h q _
3z — p ' az^ — 3ùz^
On remarquera, sur ces exemples, que le degré de la substilulion à faire est le même pour les deux intégrales. C'est là une propriété générale, dont on trouvera la démonstration dans le Mémoire de M. Picard (*).
(') Le lecteur, désireux d'approfondir ce sujet, pourra étudier aussi les irt' vaux suivants :
Kœnigsberger, Journal de Borchardt, t. LXIV; Kowaleski (Sophie) Acta matheniatica, t. IV, p. 394; Poincaré, Sur la réduction des intégrales abéliennes {Bulletin de ta Société mat fie ma tique, t. XII, p. 17^); Picard, Remarque sur la réduction {id., p. i53); Goursat, Sur la réduction des intégrales hypertlliptiques (Bulletiny t. XIII, p. 147).
FONCTIONS UNIFORMES SUR UNE SURFACE DE RIEMAMS
[presMon d'une fooclion rationnelle au mojeii d'int^graka nurmalei de seconde espèce. — Tbdor^me de Ricmana-Roch. — Fonctions spéciales. — Ponctions d'ordre minimitm. — Courbes hyperellip tiques. — Kelations entre les pùlcs et lies tiroi. — Eiptession générale d'une fonction uniforme avec un nombre fini de points singulier».
. On a déjà fait remarquer, à plusieurs reprises (n°'4o, 153), o'une foDclion rationnelle R(3, i/), où s el u sont liées par la elation algébrique F (s, h) = o, est égale à une somme d'intérales abélieni^es de première et de seconde espèce, relatives à elle courbe algébrique. Ce mode de décomposition étant d'une mportaiice capitale, il est nécessaire de l'étudier d'une façon lus approfondie. Pour simplifier les notations, nous supposerons ~ 'S pôles (d,, p,), . . ., (ix^, pk) sont des points de la surface de iietnann à distance finie et distincts des points de ramification. .Soil
partie principale de la fonction considérée R (;, h) dans le donne du pAle (a,, ^,). La différence
Lune intégrale abélîcnne régulière en tous les points de ta ;e de Riemann, et dont les périodes relatives aux c
•) Aoteun i consulter : Hienann, Abel'aelten Functionen, % 8 ; Rocn, Journal CrtUe, l. 04; Bhill et NOTHBti, MatliematUche Aanalen, t. VII; Klejn, torie der eUiplUchen lUodulfunctionen, t. I, p. 54a et suivantes
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sont toutes nulles; elle se réduit donc à une constante (n® H8) et l'on a
(I) R(;;, M) = C -I- 2 [M'^ZÇ^, m; a,-, P/) +. . .-i- Xlf, Z(v.--i)(5, «; a,-, p,)].
Telle est la formule fondamentale de décomposition que noas voulions obtenir; elle met en évidence les pôles et les parties principales de R(3, u). Il est à remarquer que la fonction qui joue le rôle d'élément simple Z(3, « ; $, r,) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann,
La formule (i) montre immédiatement que les coefïicients A^j'', Aj\ ... ne peuvent pas être pris arbitrairement. Il faut, en effet, que les périodes du second membre de cette formule relatives aux coupures b/i soient toutes nulles. Or, la période relative à la coupure 6^ est (n^ 146)
les coefficients A^/', A,^, ... doivent donc vérifier les /? relations
(•2) 2 f A'/'îaC".-. P-) -• • •+ ^''i! f'^'-'^'i^ M = o-
Ces relations sont d'ailleurs suffisantes pour qu'il existe une fonction rationnelle R(v, u) admettant les A* pôles (a^, ^i).. .,(«*, ?*)? avec les parties principales données. En effet, le second membre de la formule (i) représente alors une intégrale abélienne dont toutes les périodes sont nulles, c'est-à-dire une fonction rationnelle de z et de u.
Remarque. — La somme
représente le résidu du produit R(:î, u)oh{z^u) relatif au pôle (a/, Pi). Les/? relations (2) expriment donc que les sommes des résidus des/? fonctions rationnelles
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nulles, car tous ces résidus proviennent des pôles de R (z, u). En résurai?, les p relations linéaires que doifenl vérijier les eoejficients des parties principales de R(j, u) s'obtiennent en
'■rivant que la somme des résidus de toute fonction rationnelle
(s, u)cp{3, «), où I (f(s, u)d3 est une intégrale quelconque
j première espèce, est égale à zéro.
C'est là. au fond, une façon condensée d'écrire les/) relations
i existent entre ces coefficients ,
s'appliqu.
il est
Lsé de s'en assurer, quelle que soit la position des pAles. 11 est iair, d'ailleurs, que ces relations peuvent toujours <;tre écrites iplicitemeat quand on a obtenn l'expression générale des intéles de première espt'cc ( Cf. n° 29).
169. Nous sommes maintenant conduits à traiter le problème livant : Former l'expression générale d'une fonction ration- '.llede zeldeu, admettant k pôles donnés (iï,,p|), . .., (a;,, p*) 'ec des degrés de multiplicité déterminés, V) , v^, v^.
Les coefficients arbitraires A'", A^", . . . , dont dépend la foncjn cbercbée R(2, u), sont au nombre de
M = v, + v,+ ... +VA.
Ces coeHicients doivent vérifier/) relations linéaires et tioroo-
nes. Si nous supposons ces relations distinctes, le problème
l'est possible que si M^/t + i, cL la fonction chcrcbée dépend
lors de M — p constantes arbitraires, abstraction faite d'une
DDStante additive. Mais il peut arriver que, pour certaines posi-
ions particulières des pôles, les p relations linéaires se réduisent
moins de p relations distinctes. Ce point demande un examen
arliculier et nous allons nous j arrêter.
Supposons d'abord qu'on veuille former une fonction a^ant un
seul pôle arbitraire (a, p) d'ordre v. Le problème n'est possible
qne si v est 5^-1- i. Le point {a, ^) étant, par lijpotbèse, un
JDt arbitraire de la surface, on peut le supposer à distance finie
distinct des points de ramification. Soit
la partie principale dans le domaine de ce pôle; les v coefficients A| , A2, . . ., Av doivent vérifier les p relations
A,<p,(a, ?) -I- A,«pl(a, p) -h ... -1- Ay??"** (a, P) = o (* = i, 2, . ..,/>).
Si V est inférieur à /? -+- 1 , les équations précédentes n'admettent pas d'autre solution que A| = A2= . . . = Av= o, à moins que tous les déterminants d'ordre v contenus dans le Tableau
ne soient nuls en même temps. On démontre, comme au n® 134, que ces déterminants ne peuvent être nuls pour un point arbitraire (a, P) de la surface de Riemann. Par conséquent, si une fonction rationnelle de >? et de e/ admet un seul pôle sur la surface (ce pôle pouvant être choisi arbitrairement), Tordre v du pôle ne peut être inférieur à/? + 1 . C'est de cette façon que M. Weierslrass définit le genre d'une relation algébrique (Cf. n** 28).
Supposons, en second lieu, que Ton veuille obtenir l'expression générale d'une fonction rationnelle de z et de w, admettant v pôles du premier ordre (ai, pi), . . ., (av, pv). Afin d'éviter les difficultés accessoires, nous supposerons qu'on a effectué, s'il est nécessaire, une transformation birationnelle, de façon que les conditions suivantes soient remplies : 1® la courbe considérée C, représentée par Téquation
supposée de degré m, a m points distincts à l'infini, et aucune asymptote n'est parallèle à l'axe des u\ 2® les v points (a^ p^), ...» (av, pv) sont des points simples de cette courbe et, en aucun d'eux, la tangente n'est parallèle à l'axe des w. Toute fonction rationnelle R(3, ?/), infinie du premier ordre en ces v points seulement, est représentée par une somme d'intégrales normales de seconde espèce,
R(^, «)= C-h AiZ(5, m; ai, pi)-4-. ..4- AvZ(5, w;av, Pv)- Soient, d'autre part, Qi(3, w), Q2(c, w), . . ., Q/>(3, u) les/?pol}-
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lomes adjoints distÎDCts de degré m — 3, de façon que l'équalion générale des courbes adjointes de degré m — 3 soit
On a les p intégrales distinctes de première espèce,
-nm^- -f^^"-
ffl les/) relations (a), que doivent vérifier les v coefficients A,, Av, peuvent s'écrire
Av=BvF;(2v, ?,),ces/>re-
B l'on pose A, = B, F;,(si,, p,), liions deviennent
En général, si les v pôles (a,, p,), . . ., (a,, p^) sont pris arbitrairement sur la courbe, les p équations (4) sont distinctes, ce que l'on voit en reprenant les raisonnements du n" 154. Pour qu'elles tdmetlenl un système de solutions auirequc B, = Bj...= Bv^o. } feat donc, en restant dans le cas g'énérai, que V soit au moins ISgal à /) H- I , et, s'il en est ainsi, v — p des coefficients lï, peufent être pris arbitrairement. Il n'existe donc pas de fonction Vationnelle admettant moins de p -j- t pôles simples donnés urbimirement.
Approfondissons davantage la question. Il peut se faire que les i équations (4) se réduisent à p — <t équations distinctes, par nemple que les a dernières équations soient des conséquences \e& p — u premières. Si celte circonstance se présente, tous les léterminanls d'ordre/* — » -h i que l'on peut déduire du Tableau «c tan gui a ire
1 QiC^t.,?.) Qi(«.,p,)
I Q,.(«i.p.) Qp(i.,p.) ■■ Qp<»v,?v) I
par la suppression d^un certain nombre de lignes et de colonnes sont nuls, mais Tun au moins des déterminants d'ordre /> — o-est différent de zéro. Or ce Tableau (E) se présente dans une aatre question. Supposons que l'on \euille obtenir l'équation générale des courbes adjointes d'ordre m — 3 qui passent par les v points donnés, on a à déterminer les p coefficients 1|, X2, . . ., Xy, au moyen des v équations de condition
(5) X,Q,(a/, P/)-4-...-+-XpQp(a/, P/)=o (t = i, 2,...,v).
D'après la théorie des équations linéaires, si le premier déterminant du Tableau (E) qui n'est pas nul est d'ordre /> — t, a* des coefficients X/ restent arbitraires, ce qu'on exprime encore en disant que par les v points (ai , pi), . . . , (av, pv) il passe a- courbes adjointes de degré m — 3 linéairement indépendantes. En résumé, les p équations (4) ^^ réduisent à p — o- équations distinctes^ o- désignant le nombre des courbes adjointes linéairement distinctes d^ ordre m — 3, qui passent par les v points considérés.
Si V n'est pas supérieur kp — o-, il n'existe pas d'autre solution que B| = B2 = . . • = Bv = o ; mais, si v est plus grand que p — ^i V — /?+ (T des coefficients A|, A2, . . . , Av restent arbitraires el, en comprenant une constante additive, la fonction rationnelle cherchée dépend de v — /> -}- o- -}- i constantes arbitraires. Nous pouvons donc énoncer le tliéon'îme général suivant, qui est connu sous le nom de théorème de Riemann-Roch ( * ) :
Etant donnés v points sur une courbe algébrique, la fonction rationnelle de z et de u la plus générale qui devient infinie du premier ordre en quelques-uns de ces points, et qui reste régulière en tout autre point de la surface, dépend de
V — /? 4- «T + 1 constantes arbitraires, le nombre o- ayant la même signification que plus haut.
Cet énoncé donne lieu à quelques remarques :
I. La fonction rationnelle cherchée n'existe que si le nombre
V — /? -h (T + I est au moins égal à a ; celte fonction n'est pas né-
(') Riemann n'avait considéré que le cas général où <r = o; c'est Roch {Journal de Crelle, t. G4) qui a étudié le cas où c a une valeur quelconque.
Bourbe proposée qu'en ip — a points, en deliors des poit liptes. Par conséquent, si v est supérieur à ay? — a, le nombre r it égal à Kéro et la fonction R(3, w) contient toujours v — /* + i EODâtantes arbitraires, quelle que soit la position des pôles
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sessairement infinie du premier ordre en chacun des v points ,P(), , . -, (si„, p,)j car il peut se faire que quelques-uns des lefficients A, , A,, . . . , A, soient nuls, mais il en reste toujours —p -r <T d'arbitraires.
11. Le cas oii quelques-uns des pôles sont d'ordre supérieur au
emier est à considérer comme cas limite du précédeni. Si, par
Lcmple, r des points (a,, p,), . . ., (a,, pv) sont venus se con-
mdre en un point (x, P), la fonction K(s, u) aura un pôle d'ordre r
au plus en ce point; au lieu de considérer les courbes adjointes
{{iii passent par r points distincts, il faudra considérer les courbes
adjointes ayant un contact d'ordre /■ — i avec la courbe proposée
point (a, p).
Une courbe adjoin
degré .
- 3 ne rencontre la
irface de Riemann. Si v est inférieure tirconstances peuvent se présenter :
upposons
p — 2, d'autres d'abord
I ne passe pas, en général, de courbe adjointe de degré m — Z lar ces v points, s'ils sont pris arbitrairement sur la courbe{n" 140), lais, s'il en passe une ou plusieurs, nous dirons que ces points brmentun groupe spécial. Il existe toujours de pareils groupes; I suffît, en efTel, de considérer une courbe adjointe quelconque le degré m — 3 et de prendre p — i 4- A de ses points d'intersecion avec la courbe donnée; assoit v^/» — i ; par ces v points «sse, en général, un faisceau d'ordre p — v — i de courbes ad- Di[it«s de degré m — à. Mais, pour certaines positions de ces ' points, il peut se faire que l'ordre du faisceau soit plus élevé, t — V — I -)- A par exemple. On dira encore que les w points foraent un groupe spécial. En résumé, un groupe spécial est caractérisé par ce fait que la multiplicité des courbes adjointes d'ordre 3 qui passent par les points de ce groupe est d'ordre plus élevé qu'on ne devrait s'y attendre d'après le nombre des points de ce groupe, Il est clair, d'après cela, que v points pris au hasard
sur une courbe algébrique {v^ a/» — a) ne forment pas nu groupe spécial.
Étant donné un groupe spécial, il existe toujours une fonction rationnelle, qui n'admet que des pôles du premier ordre, appartenant tous à ce groupe. Il suffit évideramenl de supposer v<:/)-i-i. Siv^=jD,/j>-i,on a un groupe dep points sur une même courLv adjointe de degré m — 3; le nombre t est au moins égal à un el * — ^ 4- ï 4- > est au moins égal à deux. Donc la fonction ratîon- I olle existe. De même, si l'on a un groupe spécial de moins de p points, le nombre u est égal k p — v -t- A, h étant un nombre entier positif, et le nombre v — p + a--|- i est égal à A + i , (]ui est au moins égal à deux. Les fonctions rationnelles aJusi obtenues s'appellent des /onctions spéciales.
Inversement, si une fonction rationnelle admet moins de p + i pôles, tous du premier ordre, ces pûles forment un groupe spécial. En eifet, si cette foncliun admet/) pàlessimples, le nombre ir doit au moins être égal à l'unité, et, par suite, ces/» points doivent être situés sur une même courbe adjointe de degré m — 3. Si la fonction admettait v pâles simples (v-</') ne formant pas dd groupe spécial, on aurait o- :=p — v, et la fonction rationnelle dépendrait de V — p +(yO — v)-(- I = I paramètre arbitraire; or, nous avons remarqué que cette fonction n'existe que st le nombre des paramètres dont elle dépend est au moins égal à deux.
171. On doit à MM. Brill el Niither une toi de réciprocité nmarquabic, relative au cas où v n'est pas nul. Prenons les Ap — -i points d'intersection de la courbe donnée avec une courbe adjointe d'ordre m — 3, et partageons ces points en deux groupes G», T/, composés respectivement de v et de v' points (v -+- v'^ ip — a). Soit 7 le nombre des courbes adjointes linéairement indépendantes d'ordre m — 3 qui passent par les points du groupe Gy, et i' le nombre analogue relatif à T^: Soit encore y(-, h)=:;o l'équation de la courbe adjointe d'ordre m — 3 qui passe par G^ el Tv, et o(;, h)^o l'équation générale des courbes adjointes d'ordre m — 3 qui passent par Gyj »{5, (/) est une fonction linéaire et homogène de a constantes arbitraires. La fonction ratioanelle -jj^ — ■ est infinie du premier ordre aux v' points de T, seulement
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(ou en quelques-uns de ces points) et dépend de a- paramètres arbitraires. On a donc, d'après le théorème général de Riemann- Roch,
égalité qui subsiste alors même que a- serait égal à un ; en intervertissant les deuK groupes de points dans le raisonnement, on voit de même que Ton a
V — p -4- <J H- l ^ ff ' .
En ajoutant ces deux inégalités membre à membre, il vient
or V -+- v' = ip — 2, et, par conséquent, le signe ]> doit être exclu des relations précédentes. Il reste donc les deux égalités
v' — p -h (j'-i- I = ff,
qui se réduisent d'ailleurs à une seule
c'est la loi de réciprocité de Brill et Nolher.
172. On peut se proposer de former explicitement l'expression de la fonction rationnelle la plus générale ne devenant infînic du premier ordre qu'en v points donnés (ai, ^,), ..., (av, ^v) ou en quelques-uns de ces points. Lorsque ces v points forment un groupe spécial Gy, la solution est contenue implicitement dans le paragraphe précédent. Ces v points sont situés sur une courbe adjointe C/^-si q^i' rencontre encore la courbe donnée en v' points formant un groupe Fv'. L'équation générale des courbes adjointes d'ordre m — 3 passant par les v' points de Fv', dépend, nous venons de le voir, dev — /?-hT-|-i paramètres arbitraires. Soit <p(-3, ^^)= o cette équation générale elf{z^ u) =o l'équation de la courbe particulière G;„_3 qui passe par les points
de Gv et de Fv-. La fonction rationnelle ~— ^ — - dépend de
V — p -h ff-f- I
constantes et ne devient infinie du premier ordre qu'aux points donnés; c'est l'expression générale demandée.
On voit, d'après cela, que toute fonction spéciale R(5, u) se présente sous forme du quotient de deux polynômes adjoints d'ordre m — 3. Voici une autre démonstration très simple de ce résultat, qui estdue à M. Klein. Etant donnés v points formant un groupe spécial, soit Q = o l'équation d'une courbe adjointe d'ordre m — 3 passant par ces v points et R(5, u) une fonction spéciale ne devenant inGnie du premier ordre qu'aux v points considérés.
L'intégrale 1 ^^ dz reste finie aux v points de ce groupe, puisque
la courbe Q = o passe par ces points; elle est finie également pour les points à l'infini, car la fraction R(5, u) reste finie en ces points, et le polynôme Q est du degré m — 3. Cette intégrale est donc une intégrale de première espèce, et, par suite, le produit QR est égal à un autre polynôme adjoint Qi d'ordre m — 3.
Supposons, en second lieu, que les v pôles donnés ne forment pas un groupe spécial; le nombre v est plus grand que /?, et les v points ne sont pas situés sur une courbe adjointe d'ordre m — 3. Nous supposerons, pour plus de netteté, que la courbe considérée n'a que des points doubles ordinaires. Choisissons pour jjl un nombre entier satisfaisant aux inégalités
et formons l'équation d'une courbe de degré jjl passant par les d points doubles de C et par les v points donnés (a, , ^<), . . . , (ay, ,3v). Cette courbe Cj^ rencontre la courbe donnée en
autres points (a), ^j). L'équation générale des courbes de degré u, C|]^, passant par les d points doubles de C et les A' points (aj, p,)
dépendra de
ulC u -4- 'H ,
paramètres. Soit
Téquation générale des courbes C"^ et
l'équation de la courlie puiliciiliLTe Cj^; ta fonction ralionoellc
donn<-s ou quclques-iiDs d'entre finie pour les points doubles et
s'admet pour pôles que les poini eux ; car elle conserve une valei les /-points (a;, %).
Celle fonction rationnelle paraît contenir un nombre de constantes arbitraires supérieur à celui qu'indique la théorie. Pou; expliquer ce paradoxe, remarquons qu'on ne diminue pas la généralité en remplaçant ;p(r, u) par
I o, (=.!() = ?(-,")-'!( = ■ ")Fa,w),
■ lii.
ï arbitraire de degré [j. — m.
-m)(^— CT-H3) _^ ^ coefficients indé- :, u) pour attribuer une valeur délerde coefficienls de3)(j, w). 11 restera
[^ft^-^-
4(3, h) étant un polym
On peut profiler d< terminés dont dépend fji{ minée à un pareil nombn dans ce polvnome
Remarque. — Le cas où quelques-uns des pùles seraient d'ordre supérieur au premier est toujours à considérer comme cas limite et se traiterait de la même façon. Au lieu de prendre des courbes adjointes passant par les v pAlcs donnés, on aurait, d'une façon plus générale, à prendre des courbes adjointes ayant avec la courbe donnée, en des points donnés, des contacts d'un certain ordre.
La même méthode permet d'obtenir explîcttenientiinc foDClion rationnelle dont on connaît les pAles avec les parties principales correspondantes. Si l'on a formé l'expression générale des fonctions rationnelles admettant les pâles donnés, cette expression contient un certain nombre de constantes arbitraires. En écrivant que les coefficients des parties principales ont des valenrs don-
nées, on a un certain nombre (Inéquations linéaires permettant de déterminer ces constantes. On opérerait de la même façon pour obtenir une fonction rationnelle, dont on suppose connus à l'avance les pôles et les zéros.
173. Toute fonction rationnelle R(5, u) admettant v pôles simples se présente, d'après ce qui précède, sous la forme suivante
o(z, u) et /(-S, u) étant deux polynômes du même dégrevions les points communs aux deux courbes F = o, /= o, sauf lesv pôles donnés, appartiennent aussi à la courbe ^ = o. Il suit de là que le faisceau de courbes
^H- Xçp = o
rencontre la courbe donnée en v points seulement variables avec)», ce groupe de v points venant se confondre avec le groupe des v pôles pour X= o. Inversement, d'un faisceau de courbes rencontrant la courbe donnée en [jl points variables seulement, on déduit une fonction rationnelle devenant infinie du premier ordre en jjl points seulement.
On a vu qu'il n'existait pas de fonction rationnelle admettant moins de /> + i pôles simples, si ces pôles sont pris arbitrairement. Par conséquent, s'il existe un faisceau de courbes rencontrant la courbe donnée en v points variables seulement, l'un de ces groupes de v points pouvant être choisi arbitrairement, v est au moins égal à/>-|-i. Nous retrouvons une proposition déjà établie directement (n° 139).
17i. Soit F(:;, u) = o l'équation d'une courbe de genre supérieur à zéro; il ne peut exister pour cette courbe de fonction rationnelle de :; et de u, admettant un seul pôle du premier ordre. En effet, s'il existait une pareille fonction i^ -- co(:;, a), à toute valeur de V correspondrait un seul point analytique (;?, u) et les coordonnées d'un point de la courbe considérée seraient des fonctions rationnelles du paramètre i^. Ceci prouve, soit dit en passant, que
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les courbes adjointes d'ordre m — 3 n'ont, en dehors des poinls multiples, aucun 'point fixe commun avec la courbe. En effet, si l'on avait pour un point (a, fl) de cette courbe
rinl«?gra!e normale de seconde espèce Z(3, ii; a, \i) aurait toutes ses périodes nulles; elle serait donc égale â une fonction rationnelle de z et de «, ayant un seul pôle du premier ordre.
Il suit de là que, pour une courbe donnée, le nombre des pôles d'une fonclion rationnelle (tous ces pôles i^tant supposés du premier ordre) ne peut descendre au-dessous d'un certain minimum. Ce nombre minimum r, qui se conserve évidemment dans toute transformation biralionnelle, paraît devoir jouer un rôle important dans la théorie des courbes algébriques. On peut encore {n" 173) le définir comme le nombre minimum de points d'intersection variables de la courbe donnée avec les courbas d'un fais- [ <eeau. Le nombre r- se présente aussi quand on cherche, parmi les lifTérentes relations algébriques de même classe qu'une relation lonnée, celle qui est du plus petit degré possible par rapport à e des variables. Soil
IDC équation algébrique se déduisant de la relation F(=, u) = o, l moyen des formules de transformation
lacune des ronctioDs/(s, u), f{z, u) admet au moins /* infinis,
, par conséquent (n" 119), la relation (6) est au moins du
^ré r par rapport à chacune des variables.
Inversement, supposons que la fonction rationnelle y (z, u)
hàt *■ pôles du premier ordre (a,, p,), . . . , {a,, |3,); prenons pour
■(3, m) une fonction rationnelle ayaot un seul pôle du premier
rdre commun avec/(3, h), par esemple le point (a,, p, ). Les
mules (7) définissent bien une transformation biralionnelle,
tar la courbe transformée (6) a une direction asj'mplotique
I parallèle aux axes de coordonnées; au point k l'infini dans
selle direction ne correspond qu'un point unique de la courbe
A. ET G. a5
primilive, le point (tx,, p,). D'ailleurs, la nouvelle ^(jnalîon (fi) esl bien de degré /■ par rapport à U.
Examinons les cas les plus simples. Si /> = t , il existe toujoars unefonction rationnelle admetlantdeux pâles simples, pris d'nae façon arbitraire; donc r = 1.. Si/):=2,ona encore r='i effet, soient Q, et Qj deux polynômes adjoints distincts d'ordre m — 3. Le (luotienl ~ n'admet que deux pôles du premier ordre. D'une maniÎTe générale, lorsque p est supérieur k un, r esl au plus égal à p; car, si l'on considère deux courbes adjoioies d'ordre m — 3, Q, =: o, Q3 ^ o, ayanl, avec la courbe proposée, p — 1 points communs en dehors des points doubles, le quotieni ^ a au plus/> pôles du premier ordre. Lorsque p esl plus grand que 3, on peut encore Irouverpour/- une limite inférieure, corame on le verra plus loin. Mais, pour /> = 3, on peut avoir r = a, ou r = 3. H est facile de donner des exemples des deux cas. Ainsi, une courbe du cinquième degré avec un point triple est du genre 3 (n° 129); une droite passant par le point triple rencontre 1« courbe en deux points variables seulement, /■= 2. Une courbe du quatrième degré sans point double est encore du genre 3, mais ici on a r ^ 3. En effet, s'il y avait une fonction rationnelle admettant seulement deux pôles du premier ordre {a, fl), (a', ^)^ on devrait avoir pour ce groupe de deux points o- = 3, c'est-à-dire qu'il y aurai tune infinité de courbes adjointes d'ordre wi — 3 passant par ces deux points ; or ces courbes adjointes sont des lignes droites-
175. Après ces généralités, considérons en particulier les courbes algébriques pour lesquelles r^a. Soient (a,,fl,)e' (ctj, ^g) les deux pôles du premier ordre d'une fonction ralioD' nelle R(-, m), qui n'admet pas d'autres pôles que ces deux-là. Ces deux points (a,, p, ) et (a,, ^j) doivent former un groupe spécial 1 c'est-à-dire que les deux équations
X,Qi(«,.pi)-^...+ VQ^(«„p,) = <.,
doivent se réduire à une seule. On a donc
ngage géomélriquc, cela signifie que toutes les courbes ad- ^iutes d'ordre m — 3 qui passent par le point («i, p, ) vont »sser par un second point fixe (a^, pa). Or, le point (ct|, p,) peut tire pris arbitrairement, puisque c'est un des deux poiotsd'interteciion variables de la courbe donnée avec les courbes d'un faisîau. Les courbes considérées jouissent donc de la propriété suinte :
Toutes les courbes adjointes d'ordre m — 3 qui passent par 1 point quelconque de la courbe donnée vont passer par ï second point ^xe de cette courbe {').
Inversement, si une courbe C possède cette propriété, prenons, tC, p — 2 points fixes arbitraires. Les courbes adjointes d'ordre — 3 qui passent par ces p — i points fixes vont passer par — 3 autres points fixes de C; le faisceau de ces courbes rennlre donc la courbe G en deux points variables seulement. Soil
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'^uation de ce faisceau ; les coordonnées des deux points d'in- Brsection variables s'obtiennent par la résolution d'une équation la second degré dont les coefficients sont rationnels en X. On a bnc, pour les coordonnées d'un point de C, les expressions suî-
i^^X + B^AiX), I u=C + D/Râ),
{(),) étant un poijoome premier avec sa dérivée et A, B, C, D i fonctions rationnelles de \. Inversement, des formules (8\ 1 ( g) on tire, pour X et y/R(î.), des fonctions rationnelles de z et e u, de sorte que la relation algébrique considérée peut être rapenée, par une transformation birationnelle, à la relation hyperilliptique
(' = Ra).
(I) Toutes les courbes adjoin
Par extension, on appelle courbes hyperelUptiques toutes les courbes pour lesquelles /■ = a,
Les points d'une courbe hyperelliptique se correspoadent deui à deux par une transformation birationnelle. Si l'on considère, en eOet, deux points (a,, ^,}, (ag, ^y) formant un groupe spécial, il est clair que les coordonnées du point (a^, ^j) sont des fonctions rationnelles des coordonn<^es du point (a,, ^i) et inversement. Donc, joou/- une courbe hyperelliplique quelconque, if existe une transformation birationnelle involuttve qui change celte courbe en elle-même. Mais cette propriété n'est nullement caractérislique. Elle appartient évidemment à toute courbe possédant un axe ou un centre de synaétne, par exemple à une courbe An quatrième degré ayant ^ud axe de symétrie. Or, si cette courbe n'a pas de point double, elle n'est jamais de l'espèce hyperelliptique (n" 174).
On emploie quelquefois, pour l'étude des relations algébriques hyperelliptiques, une autre forme normale que celle qui nous a servi dans les premiers Chapitres. L'équation d'une courbe hyperelliptique ayant été ramenée, par une transformation birationnelle, à la forme
oii P(s) et Q(3) sont deux polynômes sans facteur commun, ni lacteur multiple, le premier de degré p + i ou jp -+- 2, le second de degré /7, la transformation birationnelle
onduit à une nouvelle courbe de degré /) -
qui présente un point multiple d'ordre p à Tinfini sur l'axe Ou' ; les tangentes en ce point multiple sont toutes distinctes el chacune d'elles est une tangente d'inflexion. Inversement, toute courbe de degré p + z possédant un seul point multiple d'ordres à tangentes distinctes est une courbe byperellip tique de genre p,
irdÎDaires, et l'on a
d'ailleurs, uae droite passant par le point multiple rencontre la courbe en deux points variables seulement. Donc, à toute courbe de l'espèce hyperelliptique, de genre p, on peut Jaire correspondre, par une transformation birationnelle, une courbe de degré p+i atec un point multiple d'ordre p à tangentes \istinctes.
Les courbes adjointes d'ordre m — 3 sont ici des courbes de itÇré p — I ayant un point multiple d'ordre p — i , Elles se décomposent donc en un système de /j — i lignes droites passant ,par le point multiple. II esl évident géométriquement que toute courbe adjointe passant par un point fixe de la courbe va passer par un second point Oxe.
i76. Comme application, proposons-nous d'appliquer à une courbe de cette espèce le théorème de Riemann-Roch, c'est-à-dire de chercher l'expression générale d'une fonction rationnelle de , u) qui devient infinie du premier ordre en v points simples .,, j3, ), ...j(av, Pv). Soit C la courbe considérée de degré -I- 2, O le point multiple d'ordre p. On a deux cas â considérer :
' Parmi les v points donnés, il n'y en a pas deux en ligne droite ivec le point O. Ces y points ne forment pas un groupe spécial; pour qu'il existe une fonction rationnelle répondant à ta question, 1 que V soit au moins égal à p-\-r, et le nombre des parakoétres dont dépend cette fonction est égal à v — /j 4- i- Nous ivons traité ce problème sous une autre forme au Chapitre I.
loinls donnés se partagent en deux groupes de ajj. toîuts et de p points respectivement. Les a[i points du premier
iroupe (.,,?,), ■•■, («„ h); («;,?',) (v f',) »onl de»x
t deux en ligne droite avec le point O. II en est ainsi des points
îi) et (a^, P)). Parmi les p points {v,, S,), ..., (yp, Sp) du
jcond groupe, il n'j en pas deux en ligne droite avec le point O.
SgO CHAPITRE VIII.
On peut former une fonction rationnelle de (z, u) n'admettant que les deux inGnis simples (ai, p/), (a), pj); soit /i (5, u) une pareille fonction qui [sera^ par exemple, une fraction simple telle que
az
z — ai
si l'équation de la courbe hyperelliptique est de la forme (12). Soit ^(^, u) une fonction rationnelle n'admettant que les 2[ji+p pôles du premier ordre (a/, p/), (a), P-), (yaj ^a)> on peut toujours trouver des coefficients constants X|, X2, • • •, '^a tels que la diffé* rence
*(5, u) — Xi/i (Zy u)—,,,— 'ky.f^iz, u)
reste finie aux points (a'^, P\), ..., (a^, ^'^). Cette différence se réduit donc à une fonction rationnelle ^(z^ u) infinie du premier ordre aux (X 4- p points (a,, p,), ..., (a^^, pp,),(Yo S<), ..., (Yp,8p) seulement. Nous sommes donc ramenés au cas précédent.
Remarque. — Si Ton a p--t- p </>4- 1, il n'existe pas de fonction rationnelle ^{z, u) n'admettant que les u + p pôles da premier ordre (a,, pi), ..., (a^^, pp,), (y,, 8|), ..., (Yp,8p), et, par conséquent, la fonction rationnelle ^(z, u) a pour expression générale
On voit qu'elle n'admet pour pôles du premier ordre que quelques-uns des ap. H- p points donnés; on remarquera toutefois que le nombre des paramètres dont dépend cette fonction est bien égal au nombre donné par la formule de Riemann-Roch ; on a, en effet, dans ce cas particulier,
<^=/> — (f^ + p) et, par suite,
2[JL4- p -—p -h<J-+- I = fl+I.
177. Étant données deux courbes hyperellip tiques du même genre/? ^i, on peut se proposer de rechercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces deux courbes appartiennent à la même classe, c'est-à-dire pour qu'on puisse passer de l'une à
roscnoxs UNiroRHE;» sur tsE slbface de bieha^n. Sgi l'sulre par une Iransformalion LtraUonnelle. Soit C une courbe ijpcreliiplïque; supposons que l'on ait exprimé de deux façons UfTérenles les coordonnées d'un point de cette courbe au mojen
i'un paramétre et de la racine carrée d'un polynôme, de telle açon qu'à un point corresponde une seule valeur du paramètre.
On aura à In fois
^ A -i-B /Rii
« = C -^D ^/RO-), >=ç(=,u)
I B, C, D élant des fonctions rationnelles de ),, A,, B, , C|, D, IB fonctions rationnelles de jjl, R(^ ) et R,( |j.) deux poly-nomes le degré a/j 4- i ou 2/5+3. Cherchons la relation qui existe iDtre les valeurs des paramètres ), et [* qui correspondent à un léme point de cette courbe. Remarquons pour cela qu'à une vaor de X=:o(3, k) correspondent deux points seulement; la inctîon rationnelle tp(3, m), ayant deux infinis seulement, est une iDCtion spéciale, qui peut se mettre sous la forme suivante
et Qj élant deux polynômes adjoints d'ordre m — 3 {n" 172). ' même ^i ^= ^{s, u) est égale à
I et Q4 étant aussi deux polynômes adjoints d'ordre m — 3. loient (et, P) et (a!, p') deux points correspondant à une même aleur )>o de ). ; la fonction rationnelle yz^ n'admet que les deux lôles du premier ordre (a, ^) et (V, p'). Ces points sont donc [eux points associés de la courbe, c'est-à-dire que toute courbe djointe d'ordre wi — 3 qui passe par un de ces points passe aussi lar le second. On a, en particulier.
et, par suite, [jl reprend la même valeur en ces deux points. Ainsi à une valeur de X correspond une seule valeur de [l; il est clair que la réciproque est vraie, pour la même raison. On a donc entre X et [Jl une relation homographique
et Ton passe des formules (i3) aux formules (i4) par la substitution linéaire
(.5) X=-îi^
ri
ÛTfJH- O
Or, après cette substitution, les invariants absolus de la forme binaire X^^'^^Rf t^ ) sont les mêmes que ceux de la forme binaire
La réponse à la question posée est maintenant bien facile. Étant données deux courbes hyperelliptiques de même genre C, C, supposons les coordonnées d'un point de G exprimées en
fonctions rationnelles de X et de y/R(À), de façon qu'à un point ne corresponde qu'une valeur de A^ supposons de même les coordonnées d'un point de C exprimées par des fonctions rationnelles
de [JL et de ^R» ([jl), de façon qu'à un point de G ne corresponde qu'une valeur de [jl. Pour que les deux courbes C et O appartiennent à la même classe, il est nécessaire, d'après ce qui précède, que les in^^a riants absolus des deux formes
soient les mêmes.
Ces conditions nécessaires sont suffisantes. En effet, on peut remplacer les courbes C et O par les courbes
i;«= R(X), ii.î=R,(hl),
qui correspondent respectivement aux deux courbes C, C. Si les invariants absolus sont égaux, on peut trouver une substitution linéaire telle que l'on ait
K passe alors de la première courbe à \a seconde par la transfor-
li est évidemmenl btralionoelle.
Une forme binaire de degré a/> + a possède a/i — i invariants
isolus; il y a Jonc 2p — i conditions pour que deux courbes
ijperelliptiques de genre p appartiennent à la même classe. On
Sprime ceci en disant qu'une classe de courbes kyperelUp-
îques de genre p possède zp — i modules. Il résulte aussi du raisonnement précédent que, si une courbe perelliptique se cbange en elle-même par une transformation
îrationnelle , le paramètre "k subit une substituttou linéaire -=— j- Il faudra donc que les racines du polynôme R {X)
échangeât entre elles au moyen de la substitution précédente; est clair qu'il n'existe jamais qu'un nombre fini de substitutions
niîssant de cette propriété.
178. La même méthode ne s'applique plus lorsque p= i . Soient C et C deus courbes du premier genre; supposons-les unenées à la forme normale
V' = fui), «.»= Ri([il,
(a) et Ri(u} éianl deux polynômes du quatrième degré. Si ces IX courbes se correspondent point par point d'une façon uniiqae, la relation algébrique entre les valeurs de X et de ul, qui iDnent deus points correspondants sur les deux courbes, est ïdemment du second degré par rapport à chacune des va-
'(A(i*-^Bli-l-C)^-X(At^l'^•B,n-^-Cl)-^-A,^i'-l-B,ll + C, =o.
Pour que les deux valeurs de "k qui correspondent à une même tleur de y. soient égales, il faut que les deux points de ('.'que imit celte valeur de \t viennent se confondre, c'est-à-dire que [x ^ifie l'équation R, (a) =: o. On a donc
i((*> = (A,|j:'-hB,ih-(-C,)' — :i(A,i'4-B[X+C)(A,|i'-(-B,|.-HC,),
à un facteur constant près. On a de même
R(X) = (BX« -f- Bi {JL -4- B,)« — 4(A X« -4- AiX + Aj)(CX« -*- Cl X -4- C),
à un facteur constant près. Or, il a été démontré plus haut (n®13S) que les deux polynômes R()v) et R|([J^) ont même invariant absolu. La conclusion est analogue à celle de toutàTheure; une courbe du premier genre possède un seul module, qui est l'invariant absolu de la forme biquadratique X^Rf y^)»
179. On obtient une autre expression d'une fonction raticonelle R(^, u) au moyen des zéros et des pôles de cette fonction. Soient
les q pôles et
les q zéros, chacun de ces points étant compté autant de fois qu'ii y a d'unités dans son degré de multiplicité. L'intégrale abélienne
admet les 25^ points critiques logarithmiques (a/, Pi), (a^, ^i) e n'a aucun autre point singulier. Dans le domaine d'un pôle (a'„ P- ) d'ordre A/, cette intégrale est de la forme
z — oLi devant être remplacé par (s — a/)'' si le point (a/, Pi) es^ ^^
un point de ramification d'ordre r — i, et 5 — 00 par — De méme^ ''
dans le domaine d'un zéro, d'ordre A*? («Aj Pa)j l'intégrale est d
la forme
hk\o^{z — OLk) -4- P(2 — a^).
L'intégrale abélienne
logR(;5,w)- I I o. -Il,,, ft.^ 11,« ft '
OÙ njf^5] est l'intégrale normale de troisième espèce, n'admet
plus de points singuliers; c'est donc une intégrale de première espèce
et l'on en déduit
(iG) R(3,«) = i
'"d Wa, . . . , (Vp étant les intégrales normales.
Lorsque le chemin décrit par le point analytique {3, u) traverse une des coupures, le second membre est multiplié par un certain facteur. Comme le premier membre est une fonction uniforme, il nous faut écrire que tous ces multiplicateurs se réduisent à l'unité. Quand on traverse une coupure Oa, la fonction qui figure en exposant augmente de stuAa, et le second membre est multiplié par e*"'*i; ï.i, î,j, .-., X* doivent par conséquent être des nombres entiers
X, = mi, .... X( = ni/, - - . , Xp = rtip,
et R (s, u) est de la forme
'17) R(=.«)=Ge"""''
Lorsque la variable travei ylié par
a,. Pli
llfB
; la coupure bt, R(3, u
:i8) ^B-i^-, p;)-j; **(!/,?;) = 5/", A*, -^...-t-an.p6*p4-ï/i*rê I ('■■ = >,■'- P),
m» étant un autre nombre entier. Dans les premiers membres de ces relations, les intégrales tv/, sont toujours supposées prises suixanl des chemins qui ne rencontrent pas les coupures. Récipro- <]uement, si l'on peut trouver des nombres enliers mi, ..., rrip, n,,.,.,np vérifiant les relations précédentes (18), la fraction R(5,'u) représentée par la formule (rj) présente bien tous les caractères d'une fonction rationnelle admettant les q pôles (aj, p]) et les q zéros (a,-, ^i). Les relations (tS) expriment donc les con-
ditions nécessaires et sunîsaDtes pour qu'il existe tine fonction rationneUe admetlaDt les q pMes et les q zéros donnés.
Ces relations peuvent s'écrire sous une forme plus générale. Soit w une intégrale quelconque de première espèce el U|, (i)}, . . . , ciiip ses 2/) périodes ; il faudra que l'on ait
M, , M,, . . . , M^^ étant des nombres entiers, qui sont les mêmes pour toutes les intégrales, les chemins suivis par la variable restant aussi les mêmes pour les intégrales qui figurent dans le premier membre. On écrit ces relations sous une forme plus condensée
Par conséquent, la somme des valeurs d'une intégrale abétienne de première espèce pour les zéros d'une fonction rationnelle ne diffère de la somme des valeurs de la même intégrale pour les pâles que d'une somme de multiples dei périodes.
C'est, comme on le verra plus loin, une des formes qu'on peui donner à un cas particulier du théorème d'Abel.
Les conditions précédentes sont au nombre de p ; elles expriment d'ailleurs toutes les relations eutre les zéros et les infinis d'une fonction rationnelle, puisque, si elles sont vérifiées, on peut former une fonction rationnelle admettant les zéros cl les infinis donnés. Ces relations se présentent sous une forme transcendante, quoiqu'elles soient en réalité algébriques. Imaginons, en effet, qu'on ait formé l'expression générale des fonctions rationnelles qui admettent les q p61es (a^, P^}; celte expression est une fonction linéaire et honaogène d'un certain nombre de coefficients arbitraires. Il faudra qu'on puisse disposer de ces coefficients de façon que la fonclion admette les q zéros (a,-, ^i) ; ces conditions s'expriment évidemment par des relations algébriques entre les ay points donnés. On a là un exemple reraar-
IONS UNIFORMES SUS ^^E scrface de bieuann. 397 quable de relations Iranscendantes écjuivalenles k des relalions algébriques. Sî^ = o, le théorème ne nous donne rien. On peut (rendre arbitrairement les zéros et les infinis, 11 est facile de le Ifier, car s el « s'expriment par des fonctions rationnelles un paramèLre f, et on est conduit à former une fonction rationlelle de l, connaissant ses pôles et ses zéros. Sx p = 1 , on a une seule relation entre les zéros et les îniinis. Cette relation est d'ailleurs équivalente au théorème de Liouville sur les zéros et :s infinis d'une fonction doublement périodique.
180. Les théorèmes généraux sur les fonctions uniformes d'une variable s'étendent aus fonctions uniformes d'un point analytique ('). Nous allons montrer comment on peut former l'expression générale d'une fonction uniforme |n'ayanl qu'un nombre fiai de points singuliers sur toute la surface de Hiemann. Pour plus de simplicité, supposons que ces points singuliers sont à distance finie et distincts des points de ramification. Soient (a,, p,), . . ., {a„, p„) lesn points singuliers, ^{z, u) la fonction uniforme considérée et
Ai,"
panie principale de 'I>{3, «) relative au point singulier {a,-, ^,), celte partie principale étant formée d'une série si le point {a„ p,) est un point singulier essentiel. La fonction
Iltisidérée comme fonction du point (Ç, r,), admet les points sin- EÊIîers (a,, p,), .,., (a„, p„), (s, u), (so, «0) et, en outre, les points e ramification. Écrivons que la somme des résidus de cette fonction uniforme sur toute la surface de Riemana est nulle. Les résidus relatifs aux points de ramificalioD et aus points à l'infini »l tous nuls. Les résidus relatifs aux points (s, u) et (3o, «0)
sont respectivement — ^(^, w) et ^{zq^ Wo) {^^ ISO). Dans le domaine du point (ai, ^,'), on a
*«.'■')= (^e^T) -^•••-^ (fzr^v +•••-*- P(î-«').
— ^ = Z(«, m; «/, p.) + . . .+ ^^;_^ ^y_^^ Z<v-i)(^, «; CL,, ?,)+...: le résidu est donc
et on a la relation
(20) *(*, M) = «1.(50, tto)+22 1.2.. .(v-l) Z'*""('»' «î «'■' P')-
Chacune des séries
est convergente tant que le point (5, u) est différent de (a/, ^i),
car elle représente le résidu de <Ï>(Ç^ tj) ^ relatif au point (a/, P/).
La fonction représentée par celte série n'admet plus que le point singulier (a/, j3|); nous la représenterons par
et la formule (20) peut s'écrire
On voit que ^(2, i/) est la somme de n fonctions dont chacuoe n'a qu'un point singulier; mais ces fonctions ne sont pas, en gé« néral, uniformes.
En écrivant que les p périodes de <ï>(z, m) relatives aux cou-
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pures bk sont DuUes, on a, entre les coefficients A-î/^ les p rela-
tions
que Ton obtiendrait aussi en écrivant que la somme des résidus de chacune des fonctions
sur toute la surface est égale à zéro.
Les théorèmes de M. Weierstrass et de M. Mittag-Leffler, sur les fonctions uniformes qui ont une infinité de points singuliers et sur la décomposition en facteurs primaires^ s'étendent aussi aux fonctions uniformes d'un point analj^tique (Appell, Acta mathematica, t. I).
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THÉORÈME D'ABEL
Théorème général. — Application aux intégrales de première, de seconde et de troisième espèce. — Formule générale. — Application aux intégrales hyperelliptiques. — Seconde démonstration. — Réduction d'une somme d'un nombre quelconque d'intégrales à p intégrales et à des quantités algébriques et logarithmiques. — Théorème d'addition pour les intégrales de première espèce. — Intégration d'un système d'équations différentielles. — Extension du théorème d'Abel aux. courbes gauches algébriques.
181. On a déjà remarqué, dans certains Chapitres antérieurs, un cas particulier de la célèbre proposition, connue sous le nom de théorème d^Abel. L'illustre géomètre l'a énoncée dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences de Paris en 1826, qui a pour titre : Remarques sur quelques propriétés générales d'une classe de fonctions transcendantes.
Pour l'établir ici dans toute sa généralité, considérons une fonction rationnelle quelconque <p(<s, u) de z et de w, et une intégrale abélienne U attachée à la courbe
de degré m et de genre p. L'intégrale
/Urflogcp,
prise dans le sens direct le long du contour total de la surface T', c'est-à-dire le long des coupures av, 6v> Cv> est égale à une somme
(') Auteurs à consulter : XbeLj Bemarques sur quelques propriétés générales d'une classe de /onctions transcendantes; Démonstration d'une propriété gé' nérale d'une àertaine classe de fonctions transcendantes; Clebbgh et GordaN, Abelsche Functionen, zweiter Abschnitt.
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de produits de deux facteurs, Fun des facteurs étant une période de l'intégrale U, le second facteur une période de l'intégrale logç. Mais toutes les périodes de cette dernière intégrale sont évidemment des multiples de 2Tzi, et l'on a
(a) / U <ilogçp = 2 7rt('Wiaii-t- mîtoj-i-. . .-H mjpcojp),
ci>i, 0)2, ..., i02p étant les 2p périodes de l'intégrale U relatives aux coupures a^ et 6v} et mi, mz, •.•> in2p des nombres entiers, qui ne dépendent que de la Jonction rationnelle ç(5, u). Le produit 2TC£/ni, par exemple, est égal à l'intégrale
/^logo,
prise le long de la coupure ai, et les autres nombres m/ ont une signification analogue.
Nous supposerons d'abord que l'intégrale abélienne U n'a pas de points critiques logarithmiques; alors la fonction
est uniforme sur la surface T', et l'on peut appliquer le théorème de Cauchy à l'intégrale (2). D'après ce théorème, l'intégrale (2) est
égale au produit de iizi par la somme des résidus de U .^^ sur
toute la surface de Riemann. Ces résidus proviennent des pôles de U ou des pôles et des zéros de ç(z, u). Soient
les zéros de la fonction rationnelle '^(3, u) et
ses infinis, chacun d'eux étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans son degré de multiplicité. La somme des résidus provenant des pôles et des zéros de y(5, u) est égale à
Par conséquent, la somme
est égale à la différence qui précède D, augmentée de la somme des résidus de la fonction
dz
relatifs aux pôles de l'intégrale U. Si, en particulier, l'intégrale U est une intégrale de première espèce iv(z^ w), cette dernière somme est nulle, et il reste
ce que nous écrirons d'une façon condensée
(4) ^^(\hra)^^wi,\'k.r:k).
Nous retrouvons la relation établie plus haut entre les pôles et les zéros d'une fonction rationnelle de z et de u (n** 179 ).
182. L'énoncé qui précède est purement analytique. On donne ordinairement à ce théorème une forme plus géométrique, qui en montre mieux la généralité. Soient
les équations de deux courbes du même degré /i; supposons, pour plus de netteté, que ces courbes n'ont aucun point commun à l'infini avec la courbe F = o, et que les points d'intersection sont distincts des points multiples. Alors les zéros de la fonction rationnelle
(6) ' .= fi±^
sont les points d'intersection de la courbe donnée F(-3, î/) = o avec la courbe /= o, et de même les infinis de ç sont les points d'intersection de F = o avec la courbe ^(z, m) = o. On peut donc énoncer le théorème d'Abel sous la forme suivante :
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La somme des valeurs d'une intégrale ahé tienne de première espèce aux points d'intersection de la courbe donnée C Wec une autre courbe algébrique G est égale, à des multiples très des périodes, à la somme des valeurs de la même intégrale ; points d'intersection de C avec une autre courbe C, de même degré que C.
Les reslrîclions que nous avons faÎLes sur les poials d'inlerseclion ne sont d'ailleurs nullement nécessaires. Par exemple, supposons qu'en un poinl (Ç,T|) à distance Onie ou à l'infini, la courbe donnée F=ro ail 17 points commuas conTondu» avec la courbe el q' points communs confondus avec 1]/ = o. Si, pour plus de simplicité, nous admettons que les valeurs de u qui deviennent égales à Ti pour ; = Ç forment un seul système circulaire, le poinl \, Ti) ne sera ni un pûle ni un zéro pour <f{z, u) si g = q' ; ce ■a un pûle d'ordre q' — q si q' est > 7, un zéro d'ordre
- q', si q est >- q' (n" 9
. Dans tous les c
1 peut suppo-
ser que, dans l'égalité qui exprime le théorème sous sa première forme, le terme n'(;, t, ) figure q fois au premier membre el q' fois au second membre. On aura donc, d'une part, la somme des valeurs de l'intégrale w aux points Je rencontre de F = o avec o, cbacun d'eux étant compté avec son degré de multiplicité; tre part, la somme analogue relative aux points d'interseclion de F ^ o avec îj* = o. De là résiilte la généralité du second énoncé.
Tant qu'on ne fait aucune hypothèse sur les chemins suivis par variable, il est clair qu'on ne peut obtenir une proposition us précise. Mais on peut aller plus loin. Considérons une première courbe /{;, u) = 0, de degré n, qui coupe la courbe F ^^ o go mn points que nous supposerons distincts, pour fixer les idi'es, i(Çi,Tj)), .-., (SmHi Tiran); imaginons ensuite quc les coefficients de y{3, u) varient d'une manière continue depuis leurs valeurs ini- 'Uales. Les mn points d'intersection de C avec la seconde courbe décrivent sur T certaines lignes continues à partir des valeurs initiales. Cela posé, la somme des accroissements d'une intégrale de première espèce le long des lignes continues décrites par 1 points (El, 7;,) est rigoureusement nulle. U suffit évidemment de le démontrer pour une variation infi-
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niment petite des coefficients de /(>3, u). La nouvelle courbe aura une équation de la forme
e étant un nombre très petit ei/i(Zj u) un polynôme de même degré que /(5, u). Supposons que les coupures Ov, évj ^v aient été tracées de façon à ne pas rencontrer les lignes décrites.par les points (Ç/, r\i)y ce qui est toujours possible si ces lignes sont suffisamment petites. D'après la proposition générale, la différence
mn mn
est égale à la somme
m\{ti\-\- » . .-\- ffiipiùfpj
les produits tels que iTzirrik représentant les périodes de l'intégrale abélienne
log?(z,«) = log-^ -j^^
relatives aux coupures ûTv, 6v Or il est aisé de voir que ces périodes sont toutes nulles. Par exemple, la période relative à la coupure ay est égale à l'intégrale
JkK) '
tdx
où Ton a posé
Supposons, ce qui est évidemment permis, le module de 7(5, u) plus petit que l'unité tout le long de la coupure b^. Si l'on désigne par / la longueur de cette coupure, le module de l'intégrale est
moindre que -— — ; comme cette période doit être un multiple de
2 7îi, on en conclut qu'elle est rigoureusement nulle.
Ainsi, si Von considère les points dHntersection d^une courbe fixe G avec une courbe variable de degré /?, la somme des valeurs continues d'une intégrale abélienne de première
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Btpèce, attachée à la courbe C, aux points d'intersection variables reste constante.
Le thëorènie subsiste évidemment si quelques-uns des points l'inlerseclioQ vont à rinHiii ou viennent aux points de ramiflcalioD. Lorsque la courbe mobile passe par un certain nombre de points fixes de ta courbe donnée, on peut eu faire abstraction Vns l'application du théorème.
183. Supposons, en second lieu, que l'intégrale U soit une inlé- [rale de seconde espèce, admettant un seul pôle du premier ordre 'a, b) en un point à distance finie et distinct des points de ramification, avec la partie principale
le résidu de la fonciion U
point (a, b), est égal à
i^^, où f'{a, b) désigne la valeur de la dérivé. pour s^= a, w := 6, et il reste
2;u(;,,7i,)-2'j(ïi-.ii
Si l'on pose, comme plus liaut, f{z, u) ^ vr— ^ — ;• oii / el ^
)nl des polynômes de t
e degré en z et U, on a
?(«,*) Aa,b) >Kû,A/
Les points (Sf, -lii) sont les points d'intersection de la courbe '■(*, u)^=o avec la courbe donnée F = o; les points (Ç^, t]^) les lotnts d'intersection de (J^ = o avec F ^ o. Un cas particulier teroarquable est le cas où, parmi les courbes du faisceau
;n trouve une qui coupe la courbe F = o en deux points confondus au point {a, b). Alors, pour une ceruine valeur de la constante X, on a
f{a,b)^\ii'(a,b) =
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d'où, en éliminant ^, on voit que la quantité^ — '-jl est nulle.
On peut alors énoncer le théorème suivant, utile dans les applications géométriques : Soit U une intégrale de deuxième espèce avec un pôle simple (a, b) ; si l'on coupe la courbe F = o par deux courbes de même degré f= o et «^ c= o, telles que, parmi les courbes du faisceau / 4- )v<{/ = o, il s'en trouve une tangente à F au point (a, 6), la somme des valeurs de U aux points d'intersection de F et de/ est égale à la somme des valeurs de U aux points d'intersection de F et de cp,
184. Si le point (a, b) est un point de ramification, ou s'en va à l'infini, ou si ce pôle est d'un ordre supérieur au premier, les résidus de la fonction
dz
ont une expression moins simple. Mais, quels que soient l'ordre et la position du pôle sur la surface, si la fonction rationnelle Y(5, u) dépend d'un certain nombre de coefficients arbitraires c,, C2, . . ., Cq^ dont elle est une fonction rationnelle, le résidu relatif au pôle {a y b) est toujours égal à une fonction rationnelle de ces coefficients indéterminés c^, c^t ..., Cq, Il en sera encore de même pour la somme des résidus, si l'intégrale abélienne U admet un nombre quelconque de pôles, sans admettre aucun point critique logarithmique. Pour plus de précision, supposons
P et Q désignant deux polynômes entiers en u et Zj dont nous désignerons les coefficients par c^, C2, ..., Cç, Le théorème d'Abel nous montre que la différence entre la somme des valeurs de ^intégrale abélienne U pour les zéros de la fonction rationnelle 'f{zj u) et la somme des valeurs de la même intégrale pour les pôles de <p(5, u) est égale à une fonction rationnelle des coefficients C|, ..., c^ des deux polynômes P et Q, abstraction faite d^une somme de multiples de périodes de l'intégrale U.
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Cette foociion rationnelle des coefficients c,, c^, ..., c^ peut toujours être calculée clt^s qu'on connaît les pôles de U et les parties principales correspondantes. Pour donner à l'énoncé précéîdenl une forme gcomctrique, il suffît de répéter ce qui a été fait ^our les intégrales de première espèce. Soity(;, (/)^;oréqua- ^on d'une courbe de degré n qui rencontre la courbe donnée en npoints {Ç|,'>ii), ..., (Snn, 'T^nn); imaginons que les coeriicients de/(z, u) varient d'une manière continue; les points {£), tj,), ..,, (Eniui Tima) se di^placent sur la surface T d'une manière continue. ISoient{E', ,Ti'|), ...j (£)„„, ïi^„) les nouvelles positions de ces points d'intersection, correspondant à une autre courbe ifi(r, u)^=o de même degré. Cela posé, on a
sx;
Ip désignant une fonction rationnelle des coefficients des deux poïjnomes/et 'j;, elles intégrales étant prises suivant les chemins décrits par les points (Ç,, t„), lorsque les coefficients du polynôme/" varient d'une manière continue depuis les valeurs initiales JDsqu'à devenir égaux aux coefficients du polynôme ^.
Supposons donnés tous les coeflîcieats du polynôme /, les coefficients de <j< restant variables,, l'égalité (8) peut s'écrire
La première partie du second membre reste constante; par
;onséquent, la somme des valeurs cl' une intégrale abélienne U,
'admettant aucun point critique logarithmique, prises depuis
ne origine commune (z^, u^) jusqu'aux mn points d'intersec-
lon de (a courbe donnée avec une courbe variable de degré n,
(:, h)^o, est égale à une constante C, augmentée d'une
'onction rationnelle des coefficients du polynôme i({s, u).
Rien n'empêche d'ailleurs de supposer que ces mn intégrales
it des limites inférieures différentes, pourvu qu'elles soient fixes,
qui revient à modiGcr la constante C.
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185. Lorsque Fintégrale U admet des points critiques logarithmiques, la fonction
dz
n'est plus uniforme sur la surface T', et le raisonnement doit être modifié. Pour plus de netteté, supposons que U se réduise à une intégrale de troisième espèce avec les deux points critiques logarithmiques (a, 6) et («1, hC)' Il faudra joindre aux coupures Ov, fcv, ^v uiïe nouvelle coupure L joignant ces deux points critiques et ne rencontrant pas les précédentes. Sur la nouvelle surface T*
la fonction sous le signe / est uniforme et Ton peut lui appliquer
le théorème de Cauchy; Tintégrale
/Urflogo(5, a),
prise le long des coupures Oy, 6v> ^vj a la même expression que plus haut. Quant à l'intégrale prise le long des deux bords opposés de la coupure L dans le sens direct, elle a pour valeur (n« 149)
Il vient, par conséquent, l'égalité suivante
-^JXX(a„ft,) .AdXJL(a,,^,, *'çp(«,,6j)
qui constitue le théorème d'Abel dans le cas des intégrales de troisième espèce.
De cette formule on déduit, en répétant les raisonnements déjà employés pour les intégrales de première et de seconde espèce, les conséquences suivantes :
1® Soient/(:;, w)=:o, i{(^z^u) =: o les équations de deux courbes de degré n. On a
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poinls d'iotersection de F:=o avec les deux courbes _/"=o, :o étant représentés respectivement par (Si, vi,), (S'j, r,\) = 1,2, . . .,mn), et les chemins d'intégration étant fixés moie il a été déjà expliqué. On remarquera que la fonction sous signe tog est une fonction rationnelle des coefficients des deux y et '[i. Par exemple, si les deux points singuliers loilhmiques de l'intégrale II sont les deux points analytiques ■auperpost's en un point double dans des feuillets différents de ta surface de Riemann (p. 201), on a a := a,, b^ b,, el le logarithme du second membre est nul; la somme des intégrales (1 1) est alors nulle à des multiples de périodes près,
st de même dans le cas plus général où il existe une courbe du faisceau y( 5, k) +).'{>(z, «) = o passant par les deux yinls (a, ù) el {a,, b,). En effet, on a alors, pour une certaine ileur de À,
/{o,6)-(-Xi(a, 6) = o, /((7,,i.)-l-X.|,(a,,i,)=o, OÙ
2" Soit U une intégrale abélienne quelconque, et/^ o, 1]/^ o s équatious de deux courbes de degré n, qui coupent respectîiroent aux mn points {Ç,, r^) et (S), t,;) la courbe proposée. On une relation de la forme
la)
'if'''
■■ + A, logf,
Ati Aj, ..., Ar étant des constantes, et i>, i,, Cj, . . ., <v des foncions rationnelles des coefficients des deux polynômes /et <{'. 11 nffil, pour établir celte formule, de décomposer U en intégrales les trois espèces.
3' Si la courbe/est fixe et la courbe <!f variable, la formule (12) lerieot
désignant une constante. Par conséquent, la somme des valeurs
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(ïune intégrale abélienne quelconque U, prises depuis une origine commune (-So, Wo) jusqiCaux mn points d^ intersection de la courbe donnée avec une courbe variable de degré n, (j;(5, m) = o, est égale à une fonction rationnelle des coefficients de i, augmentée d'une somme d'un nombre fini de loga rithmes de fonctions rationnelles des mêmes coefficients, multipliés par des facteurs constants.
On peul remarquer, comme plus haut, qu'il n'est pas nécessaire de prendre la même limite inférieure pour toutes les intégrales.
186. Tel est, dans le cas le plus général, le théorème d'Abel. Pour les applications, il est commode d'avoir une formule générale s'appliquant à tous les cas particuliers. Désignons toujours par cp(5, u) une fonction rationnelle de z et de i^ dont les zéros et les infinis sont respectivement
et par
R(>3, u)dz
une intégrale abélienne quelconque. Imaginons qu'on trace ud contour fermé G sur T', ce contour renfermant à son intérieur tous les points singuliers de l'intégrale U et laissant à l'extérieur tous les pôles et tous les zéros de <p(z, u) ; soit T'' la surface connexe ainsi obtenue; l'intégrale
Uc?logo,
prise dans le sens direct le long du contour total de T*^, est égale, d'une part, à
d'autre part, la portion d'intégrale prise le long des coupures Ov, év, Cv a pour valeur
resle à calculer la porlion d'intégrale prise le long Ju contour C.
4) rf(UloB<y)=Udlog? + ft(«, K)Iog?rfi;
Tsque le point (s, u) décrit le contour C, le produit Ulogo svient à SQ valeur initiale, puisque ce contourne renferme aucun point critique de logy et renferme tous ceux de l'intégrale U. Il lent donc
f U-^logtf =— f R(^, o) logif rf:.
•^(Cl *'(C|
A l'intérieur du contour C, la nouvelle fonction R(s, «)logœ it uniforme et on peut lui appliquer le théorème de CaucLy, On par conséquent, en remarquant que, si l'on décrit C de façon à •voir l'aire T" à sa gauche, on a l'aire intérieure à droite,
i second membre désignant la somme des résidus du produit B(z, u)log<p relatifs à tous les points singuliers de l'intégrale ibéllenne U.
Remarque, — Dans l'application de cette formule, il faut imaginer tracé le contour C, et choisir une des valeurs multiples de bgo(3, u) pour un point intérieur; les valeurs de ce logarithme )our tous les points singuliers de U s'en déduisent par conlinuilé. Pour avoir un énoncé géométrique applicable aux points d'injlersection d'une courbe variable avec la courbe fixe, nous procéderons comme plus haut, en prenant pour ^ le quotient de deux polynômes de degré n, fp^= '^.^ -' „i' Les notations étant les mêmes, Ib formule (là) devient
rfu =
R(=, «jioe
Pour n'avoir aucune ambiguïté dans l'application de cette formule, il faut imaginer les coefâcients d'une courbe variable de degré n variant d'une manière continue, depuis les valeurs qui
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conviennent à la courbe /(s, u) = o jusqu^aux valeurs qu'ils onl pour la courbe ^{z, w) = o; les intégrales du premier membre sont prises suivant les chemins décrits par les points mobiles d'intersection, et, si le second membre présente des logarithmes, on déterminera les valeurs qu'il faut leur attribuer en suivant leur variation continue en même temps que celle des coefficients variables.
Supposons en particulier que les deux courbes /= o, ^ = o fassent partie d'un faisceau de courbes de degré n
et imaginons que, Xo restant fixe, X seulement soit variable. De la formule qui donne I
on déduit
il est clair, en efiet, que la dérivée d'un résidu par rapport au paramètre X est égal au résidu de la dérivée par rapport à X. On a par conséquent
(.7) I=jr'c[R(.,«)^yA
le signe C s'étendant à tous les points singuliers de l'intégrale considérée {*).
On peut remarquer que 0< et 0 sont deux courbes quelconques du faisceau f -\-'kà = o. Supposons que f et ^ ne passent pas par les pôles de U, mais que, dans le faisceau /"-{- X<{^ = o, il s'en trouve une, que nous appellerons B^ , qui passe par tous les infinis de R(-s, u) d'ordre supérieur à l'unité, de telle façon que le produit K(Zj u)St n'ait plus que des infinis d'ordre inférieur à
l'unité. Alors les résidus de R(^, u) ■- — v-^ sont nuls, quel que
soit X, et l'on a 1 = o. Donc, dans ce cas particulier, la somme
(') On trouvera d'intéressantes applications de cette formule dans un Mémoire de M. (lumbert {Journal de Mathématiques, 4* série).
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f dU, prises depuis les points de rencontre
de F avec la courbe /=o jusqu'aux points de rencontre de F avec ^ =: o, est nulle à des multiples de périodes près. C'est la généralisation des remarques du n° 185.
187. Appliquons la formule générale (i5) aux intégrales hyperelliptiques. Soit
une relation algébrique, où R(;;) est un polynôme de degré 2/? -h i ou 2/7 + 2, sans facteurs multiples, et
une intégrale abélienne correspondante, P{z) étant un polynôme entier en z. Considérons les [x points d'intersection de la courbe
(18) avec la courbe
0(5) — aOi(2) = o,
où 8 et 0< sont des polynômes entiers en ;:. Soient (Z|, W|), . .., (5|x, tt|i) ces [X points; Z|, Z2, • . ., ^|j. sont racines de l'équation
Désignons par y\(z) et par y\{{z) deux autres polynômes de même degré respectivement que 0 et 0|, et soient (z\y w',), . . ., (5^, u^) les [X points de rencontre de la courbe (18) avec la courbe
r,(3) — MT^,(5) = 0.
La fonction rationnelle
admet les [x zéros (2/, w/) et les [x pôles (2], «,), et, si l'on suppose que les polynômes 0, 0|, rj, rji sont les plus généraux de leur degré, les points à TinGni de la surface ne sont ni des pôles ni des zéros pour ;p( .3, u). Remarquons maintenant que l'intégrale v(z,u)
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est régulière en lout point à distance finie; la formule (i5) nous donne donc
(20) ^v(zi,Ui)—^v(z'i,u'i)^C^ --i2iog(p(3,a);
mais la somme de ces résidus n'est autre chose que le coefficient de ' dans le développement de
dans le domaine du point à Tinfini. Si Ton regarde maintenant les coefficients des polynômes Trj, tii comme constants, les coefïicients de 0, Oi restant seuls variables, il vient
(21) V{^ty Ml) -4-. . .-h P(5pti Wpt) = C -+- r,
G étant une constante et r le coefficient de - dans le développement de
On vérifiera sans peine que cette formule est identique à la formule (29) [théorème III] du Mémoire cité d'Abel.
Dans le domaine d'un point à Tinfini de la surface de Riemann, le logarithme d'une fonction rationnelle de z et de u est de la
forme qiogz -h P f - j ou de la forme q\ogz 4- P ( -^ )> suivant
que ce point à l'infini est un point ordinaire ou un point de ramification, P{t) désignant une fonction régulière pour / = o. Si l'intégrale considérée est de première espèce, le développement
de — ^ commence par un terme en ^^ ou en -^; il n'y a donc pas
de terme en - dans le produit log(^ ^j et, par suite,
r = o. C'est le théorème connu pour les intégrales de première espèce.
188. Il est intéressant de remarquer que r peut être nul ou indépendant des coefficients variables, pour certaines formes par-
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liculières des polynômes 0, 0|, sans que l'intégrale Sf{z, u) soit de première espèce. Par exemple, supposons que R(2) soit un polynôme du cinquième degré et P{z) un polynôme du deuxième degré; soit, en outre,
e(^) = zP -h A,>5P-» -4- A,zP-« -4-. . . , 0,(-s) = nzP-^ -f- BizP-^ -h B,zP-» -f-. . .,
n étant une constante et A| , A2, . . . , B< , Bq, . . . des coefficients
arbitraires, dont le nombre est égal k 2p — 3. Dans le domaine
P(z) du point à Tinfini, le développement de commence par un
terme en -7=: le second facteur loerr ^ peut s'écrire
*"s(rr^)
en posant
6 zP-^ XizP-^ -h,*.
Le développement de V, pour 2 =: ao, commence par un terme en --; et le coefficient de ce terme est indépendant des coeffi-
cients variables A|, A2, .... Le coefficient de - dans le produit
est donc indépendant des coefficients A et B. On déduit de là la conséquence suivante. Supposons, pour fixer les idées,
R(z) = (5 — ei)(z — e,) . . . (^ — e») , P(5) = ^«;
soient (^i,{<i), ••-, {^2pi f^2p) les points de rencontre de la courbe a*= R(5) avec la courbe variable
5i , 5â, - . . , S2p étant racines de l'équation de degré 2p
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La somme
reste constante, lorsque les coefficients A et B varient d'une manière quelconque, quoique l'intégrale f^(3, u) ne soit pas de première espèce (*).
Les autres énoncés que renferme le Mémoire d'Abel se déduiraient de même de la formule générale (i5). Par exemple, en considérant l'intégrale
et en conservant les mêmes notations, on a
OÙ
p» = R(a) et où r est le résidu de
Pis) j^ rer5)H-_MMf)"]
pour le point à l'infini.
189. Nous allons donner une seconde démonstration du théorème d'Abel, d'un caractère plus élémentaire, et qui montre encore mieux la véritable origine de cette importante proposition. Elle est d'ailleurs identique à la démonstration donnée par Abel luimême pour le cas le plus général d'une relation algébrique de forme quelconque.
Soit
(22) F(zj u) = o
l'équation d'une courbe algébrique quelconque C de degré w, et soit
' l{{Zj u)dz
(•) On trouvera dans l'Ouvrage de M. Darboux, Leçons sur la théorie générale des sur/aces, t. II, p. 3ii, une application intéressante de cette remarque.
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une intégrale abélienne quelconque attachée à cette courbe. Une courbe C de degré n
dont l'équation renferme un certain nombre de coefficients variables a<, «2, . . . , af(, rencontre la courbe C en mn points variables avec ces coefficients (^i, z/i), (^So? ^2 ),..., (-5m/î> w„,/,). La somme des valeurs de l'intégrale abélienne (^(z, m), où l'on prend successivement chacun de ces points d'intersection pour limite supérieure
l = v{Zi,Ui)-h.,,-hv(z,nnrUmn)=^ 1 R{z, u)dz,
est une fonction des paramètres a<, «2, . . . , «aj dont nous allons chercher la forme analytique.
Désignons d'une manière générale par oV la différentielle totale d'une fonction V par rapport aux paramètres a< , «2, . . . , «a. On a
mn
oI = ^RC^i, Ui)ozi.
Des équations (22) et (^S) on tire
àF ^ ÔF ^
- — OZi -+■ -r tUi -+• ÙVi = O,
dZi âui
ozi = ^^iW{zi,Ui),
W(zi, Ui) étant une fonction rationnelle de (zi, ui) et des coefficients ai, ^2, . . . , «Aï et 4>| désignant 4>(>3|, Ui). En remplaçant S^i par cette valeur dans 31, il vient
mn
U=.^Vi{zi,Ui)W{zi,Ui)l<^i.
Si l'on développe S4>/ = -r-^ oa, -j- . . . -r ^ SaA, le coefficient A. ET G. 27
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de o«i, par exemple, dans le second membre, est égal à
mn
c'est-à-dire à une fonction rationnelle et symétrique des coordonnées des mn points (:;i, w< ), (lîai "2)»- • • 7 {^mm Umn)^ fonction qui est en même temps rationnelle par rapport aux coefficients ai, ^21 •••? ^A* Or, toute fonction rationnelle et symétrique des coordonnées des mn points communs aux deux courbes (22) et (23) est égale à une fonction rationnelle des coefficients des deux équations. Il reste donc en définitive
n<, lia, ...,11^ étant des fonctions rationnelles des k coefficients ûTijATo' •••>«A7 ne renfermant plus les coordonnées des points (5/, Ui), Par conséquent
1= / Ilioai -T- Iljoaj -h. . .-T- n^oaA-;
or, les fonctions IT|, 112, • • •> ^a étant rationnelles, l'intégration ne peut introduire d'autres transcendantes que des logarithmes. La somme I est donc égale à une fonction rationnelle des coefficients a^ , a2y . . . , «A, augmentée d^ une somme de logarithmes de fonctions rationnelles des mêmes coefficients.
Si l'intégrale abélienne considérée est de première espèce, la somme I doit être constante. En effet, si les fonctions n< , 112, • • • • Wk n'étaient pas identiquement nulles, on pourrait trouver un système de valeurs a^ a',, . . . , a'/^ pour les coefficients «i, «2? • • • » ak^ tel que I deviendrait infini pour «i = a'j , . . . , a^t = «^. Si les points de rencontre de la courbe C avec la courbe variable C, qui répond aux valeurs a\^ . . . , a]^ des paramètres, sont {z\^ u\)^ . . . , {^nini^^'mn)^ il y aurait au moins une des valeurs de (^(^, w) qui deviendrait infinie lorsque le point (5, //) tendrait vers un des points (5), w]); ce qui est impossible, puisque l'intégrale est de première espèce.
190. Si l'intégrale abélienne considérée est quelconque, il est facile de montrer que l'on retrouve les mêmes formules finales
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que par la première méthode. Pour plus de simplicité, supposons que ç(z^ u) soit une intégrale de seconde espèce avec un pôle simple (Ç, 7)) à distance finie, distinct des points de ramification, le résidu étant égal à i . Etant données deux courbes du même degré /i, représentées respectivement par les deux équations
si l'on considère le faisceau de courbes
fi{z, u) - ^(2, u) —f{z, m),
les deux courbes appartiennent à ce faisceau et correspondent aux valeurs zéro et un du paramètre \, D'après ce que nous venons
de démontrer, la dérivée -7^ est une fonction rationnelle du paramètre 5v. D'autre part, la somme I conserve une valeur finie, sauf pour la valeur X| du paramètre X, telle que l'un des mn points d'intersection soit venu au point (Ç, v^), c'est-à-dire pour la valeur
Pour fixer les idées, supposons que, pour X = ).|, un seul des points d'intersection vienne au point ($,Ti). Dans le domaine du point (Ç, T^) on a
A étant un coefficient différent de zéro qui a pour valeur
8Ç y' dri J dr, ) drt V' Oj ^ d\ ) A _ _
Inversement, dans le voisinage de X = ^, , on a
^ - 5 = ^ (X - X,)[i-+- B,(X -x,)-i-...]. L'intégrale v{xi, jt), correspondanl au point {xi, yt) qui vient
coïncider avec le point (Ç, r^) pour X = X|, est donc, dans le domaine du point X,, de la forme
P(). — X<)étant une fonction régulière pourX = X,. La différence
X — Xi
reste donc finie pour toute valeur de X, et, comme sa dérivée est une fonction rationnelle de X, elle se réduit nécessairement à une constante. Écrivons que la somme précédente a la même valeur pour X = o et pour X = i ; il vient, en remarquant que A
peut s'écrire
D(F,cp) D(F,/)
Ar=
-I?-A( x\ ,-xJ-~Xt(i-Xi
et, en remplaçant X< par sa valeur,
ce qui peut encore s'écrire
(26) i/+>:^-iî
7 rf$ - '? -^ » rfr
c'est au fond la même formule (7) que nous avions déjà obtenue par la première méthode. 1/ et I<p représentent respectivement la somme des valeurs de l'intégrale ç^(>3, 11) aux mn points d'intersection de la courbe donnée avec les deux courbes f = o ei o =0.
Le procédé qui vient d'être indiqué s'applique évidemment à une intégrale abélienne, quels que soient les points singuliers et leur position sur la surface. Nous ne nous y arrêterons pas davantage.
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191. Après ces généralités, nous allons considérer en particulier le cas des intégrales hyperelUptiques. Soit
une relation hyperelliptique de genre/?, et <f{z) une fonction rationnelle quelconque de z. Si Ton veut considérer le système des points de rencontre de la courbe (27) avec une autre courbe algébrique quelconque /(z, w), on peut supposer qu'on a remplacé, ddius /(z^ m), une puissance paire de w, telle que w^*, par [R(:;)]* et une puissance impaire de w, telle que w^*"^*, par [R(5)]*w, ce qui revient à prendre pour équation de la seconde courbe une équation du premier degré en w,
P{z) et Q(2) étant des polynômes de degré m. Les abscisses des points de rencontre des deux courbes (27) et (28) sont données par Téquation
(•29) P«(z)-QH^)R(3)r.o,
de degré 2/nH-2/? + 1 ou 2/w-r 2/j -j- 2, suivant que R(>5) est de degré 2/? -f- 1 ou 2/? -H 2. Soit g le degré de cette équation, Zt, Z2j ..., Zq ses q racines, et W|, M2? •••> w^ les valeurs correspondantes de u^
Posons toujours
et désignons par la lettre S la différentielle totale prise par rapport aux coefficients variables des polynômes P(-s) et Q_{z). On a
de Téquation
^{Zi) = Pî(^/) - q^{zi) R{Zi) = o,
on lire
c'est-à-dire en développant o^(zi),
et, par suite,
V î_?_i^ Q/R(g/)aQi-P/5P
' -Zà ^\Zi) P/
oJ
Remplaçons au numérateur Q,^R/ par P? et supprimons le facteur commun P/, il reste
Si l'intégrale / 2^—^ dz est de première espèce, y (2) est un polynôme de degré/? — i au plus: le coefficient d'une différentielle quelconque telle que ouk au numérateur est un polynôme de degré '?.m-\-p — 2 au plus. On a donc comme coefficient de Zak une somme telle que
étendue à toutes les racines de l'équation <{^(^) = o, B(-3) étant un polj'nome de degré 2.m-\-p — 'i au plus; le numérateur est donc d'un degré inférieur de deux unités au moins au degré de ^{z). D'après une propriété élémentaire bien connue, cette somme est nulle.
Remarquons ici que le degré de l'équation (29) peut s'abaisser pour certaines valeurs particulières des coefficients des polynômes P(:;) et Q(^). Dans ce cas, quelques-uns des points d'intersection des deux courbes qui sont variables avec les coefficients doivent être considérés comme s'étant éloignés à l'infini.
192. Nous allons nous occuper maintenant de quelques-unes des applications les plus importantes du théorème d'Abel. Étant donnée une courbe algébrique de genre /?, F(z, m) == o, et une
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intégrale abélienne (Quelconque i'(j, m) atlachée à celle courbe, la somme des valeurs de celle intégrale en un nombre quelconque de points analytiques
peul toujours se ramener à la somme des valeurs de la même intégrale en p points {z[, u\), ..., (s' , u' ), se déduisant algébriquement despremiers, augmentée de quantités algébriques et logarithmiques.
Il suffit évîdemmenl de démonlrer In propriété lorsque ji = p + I . En efTel, si la somme de p -\- i intégrales se ramèiii' & la somme de p inL^grales, la somoie de /> 4- a intégrales se ramènera d'abord à la somme de p -^ i inlégrales, puis à la somme de p inlégrales. En continuant de même, on voit que le résultat isera général. Supposons donc qu'on ail la somme
vis,, Ui')-i-viZi, K,l-!-...-i-l'(i,,+ l, U,,^i).
près un résultai élabli plus baul(ii" 172), on peul toujours îr un faisceau de courbes (par exemple de courbes adjointes d'ordre m — a) rencontrant la courbe donnée en ^ + i points variables seulement, de telle sorte que pour l'une des courbes du faisceau ces p -h i points variables soient précisément les points donnés {;., h,]. .... ('=,,^.,, ";.+.)■ Soit
l'équation de cette courbe particiilièie C du faisceau,
'équation d'une courbe quelconque du faisceau. Les polynômes '(s, u),/t {s, u) ont leurs coefficients qui dépendent rationnelleaent des^ + i points donnés (3,, «,),.. ,, {zp^t, «p+i). Dispolons mainlenanl du paramétre À, de façon qu'une courbe du faisu passe par un point donné â ravance(a, fl), par exemple, par le point pris pour origine des intégrales. Celte courbe C" rencontre en outre ta courbe donnée enp points (;'|, u',}. ...,(z' , u')
qui dépendent algébriquement des premiers ; d'après le théorème, général, la différence
est égale à une fonction rationnelle des coefficients des deux courbes G', C, augmentée d'une somme de logarithmes de fonctions rationnelles des mêmes coefficients. On a donc- bien
(33) i i>(^i,Ui)-h...-^v(Zp^uUp+i)
C, A|, ..., Aq étant des conslanles et ç, «p^, ..., cp^ des fonctions rationnelles des coordonnées des /? -î- i points donnés (-Sj,M|), .... {zp^ij Up^i). La proposition est donc établie.
Si, en particulier, l'intégrale i^{z, //) est de première espèce, la différence
se réduit à une constante (^(a, P). La proposition générale peul, dans ce cas, s'énoncer ainsi : La somme des valeurs d'une intégrale abélienne de première espèce en un nombre quelconque de points analytiques est égale, à une constante près, à la somme des valeurs de la même intégrale en p points analytiques seulement, qui dépendent algébriquement des premiers.
C'est le théorème d'addition pour les intégrales de première espèce. '
193. On déduit de là sans difficulté l'intégration des équations différentielles dites abéliennes, dans le cas le plus général. Soient
=z l ox{z,u)dz, i>2^ I Oi{z, u)dzj ..., Vp = I Qp(z,u)dz
p intégrales linéairement indépendantes de première espèce, attachées à une courbe de genre p. On donne le nom d'équa-
atfférentielles abélienne.i au système ^q ua Lions suivant
lÇl(Sl.«l)''-il-^?l{Sli"l)''-l -+--■■-*- 7l(-3p> Up)litp-i-'^,iZp^i, U,,^,)d3p+,!^t,
i ?l(S|.«l)''=i + — ?l(=p+l,M^lfrf^/M-l = o l^ <p^(ii. u,ids, + -t-çp(«^,, Up+,)rfa^, = 0
où l'on suppose toujours z,- et «,- liés par la relation Ffs/, h,) = o. Ces p équations définissent p des points analytiques (s,, ///) en
I fonction du (z' + i)'*"", par exemple, (3i. «/î) (i;,+i, «/.+.), pi fonction de {z,, U|), quand on se donne les valeurs initiales çEnTii). {5s,T|j), .-., (E^+i, fip+i)- D'après les ihéorOracs généraux de Cauchy, ta solution du système (34), où les valeurs initiales sont les précédentes, est complélement définie ('). Celte solution est d'ailleurs donnée par les équations
( Vi (=,, «,)+.',(*.. Ut)^-+^i fS^I, W^-. ,^= ", (El, T,.) ■^...+- fta^^U 1,.+.)
■p(ii, «i)— -^-('p(;^„ Up.^,) = Pj,(5„ ïi,) -I-. . .+ t>p(^^„ 11^1 )
iiivalentes aux équations (34). en tenant compte des valeurs BÎttales. Ces relations paraissent transcendantes, mais elles sont, 1 réalité, algébriques (Cf. 179). Ima-inons, en effet, qu'on ait iquation d'un faisceau de courbes
mcnnlrant la courbe donnée en p +i points variables seulement,
m p A- 1 points variables se réduisant aux/? -|- i points donnés
,fi,), ..., (^p+t,-t\p+,) pour une des courbes du faisceau, par
Ëteoiple, pour la courbe /(s, u)^=o. La courbe du faisceau (36)
ncontre la courbe donnée au point (:;,,i/|) et, en outre, en ■points (Sg, Kj), . . .,(sp+,, Mp+i) variables nvec (s,, «,). Ce groupe Tb/( points se réduit au groupe des points (E,,Tii), . . ., (Çp+i,Tip+i)
■,{•} Nous négligeons Im cas exceptionnels où les /)-<-i points (E, 11} seraient i:DUrbc adjoinie d'ordre m— 3. On icmit conduit ides solutions singulières s laissons de cMi.
lorsque (^i, u^ coïncide avec le point (Çj,?),). D'ailleurs, d'après le théorème d'Abel, ce groupe de p points satisfait toujours aux équations (35) et, par suite, aux équations (34). Il constitue donc l'intégrale de ce dernier système, qui est défini par les conditions initiales données.
194. Les calculs à effectuer sont plus ou moins compliqués, suivant les cas. Nous allons indiquer comment on peut les effectuer pour les intégrales hyperelliptiques, en modifiant légèrement la méthode générale.
Soit
(38) M«= Ao5îP-+-*-4- Ai^sî/'-^'H-...-^ A,p^.iiî-i-A2p-Hj= R(5)
une relation de genre /?, le coefficient Aq pouvant être nul, mais le coefficient A| n'étant pas nul dans ce cas, et
(Ji)) tt = ao-s/'-^^H- ai-zP-h. . . f- a
une courbe de degré /> -f-i, où a^, a2, . . ., a^_^i sont arbitraires
et où l'on a pris ao= y/Ao . Ces deux courbes (38) et (39) se coupent en 2/? -f-i points variables avec les paramètres ai , a2, ..., «/ï+i, et généralement situés à distance finie. Les abscisses de ces f>./>-f-i points (:;,, w,), . . . , (52/>4.«> '^a/^+i) sont fournies par l'équation
On peut disposer des p -f-i paramètres a,, . . ., a^^i de façon que la courbe (39) passe par /? -|- i points donnés à l'avance de la courbe (38), (>3| , ?/,), . . . , (^/?+i , Up^i), Les p points restants
sont alors déterminés algébriquement en fonction des premiers. D'après le théorème général, si (^(c, w) est une intégrale attachée à la' courbe (38), on a
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A| , . . . , Ay, C élant des constantes et ^, ^t, . » . , i^q des fonctions rationnelles de a^, . . . , a^^i et, par suite, des p -Hi points donnés (^1, M|),. . •,( 2/1+1, Up^s), Si l'on remarque maintenant que la
somme des valeurs d'une intégrale abélienne / ^ en deux
points superposés {z, w), {z. — u) est. une constante, la formule (4i) peut encore s'écrire
^«'('^o Ui) = ^v{z'k, ai)-h C'h- 4^ -h a, logi^i-H. . . -^ A^ logi];^,
1 = 1 Ar^l
en posant ^]t= Zp^j^^^ "a = — Wp+)t+|. C'est au fond le théorème d'addition des intégrales abéliennes.
Si, en particulier, l'intégrale v{z^ u) est de première espèce, les formules (4i) et (4a) deviennent
1 = 1 Ar = l
L'intégration des équations abéliennes se déduit de là bien aisément. Posons
/dz _ r zdz __ rzP-^ dz
de la relation (40» ^" ^^^^ \ dz\ dzj ^^P:^^ ^i^jp±l ^^ip-i-i
1*1 Wî Wp-4-l '^/>->-2 f^ip-^-l
-Si dz\ z^ dz^ ^/>-f-i dzp-i-i ^p-hi dzp^i ^ip-¥-i dz^ft^i
^) ^ Ui Ui i'p-hl W/>-f-2 Wsp-Hl
^?"^ dzi zq-^ dzt zP,:;.] dz,,+i _ zf,:;:}, dz,,^i ^gpli dz^p^x
M| Ui Up-hl W/H-2 "2/>H-l
Les /? équations abéliennes
(44) h... 4- -^^-^ dZf,^t = O (/ = O, I, 2, ...,/? — l)
sont donc équivalentes aux p relations
(45) ^{>^» dzp^^ _^ ^ z^^^^ dz^p^, ^ ^^
dont on obtient l'intégrale générale en posant
dzp^i =0, . . . , dz^p^x = o,
c'est-à-dire Zp^-^^^ C^, . . . , 52/>+« = C^,. En résumé, pour obtenir l'intégrale générale des équations (44)? on détermine les coefficients ai, a2, ..., a^4,i de la courbe (Sp), de façon que celte courbe passe par les /? -f- i points (^j, W|), . . ., {Zp^\^ '^/ï+Oî ^^ courbe ainsi obtenue rencontre la courbe a^= R(5) en /> autres points dont les coordonnées sont des fonctions algébriques des coordonnées des (/> -hi) premiers points. En écrivant que ces p nouveaux points sont fixes, on obtient/? relations, dépendant de p constantes arbitraires, entre les /; -f-i points
C^est V intégrale générale des équations abéliennes (44)-
195. Développons les calculs pour/? = 1 et/>=2. Considérons d'abord la relation
u'i= R(3) = z^-i- Ai-s'-h Ajz»-^ Aj^-i- A4;
le système (44) se réduit à l'équation unique . .. dzi dz*
qui est précisément l'équation d'Euler. Pour appliquer la méthode "générale, il faut d'abord déterminer les coefficients a et ai, de façon que la courbe auxiliaire
passe par les deux points {zs, u^), {z2^ «2)^ on trouve ainsi
Zi — ^2 ^\ — *î
THÉORÈME o'ABEL. 429
La courbe (47 ) rencontre la courbe donnée en un troisième point (^3j Ws) dont l'abscisse ^3 est racine de Téquation du troisième
degré
(z* -4- az -f- «1 )' = z* -h Al z' -+- Aj -3* -h A3 ^ -f- A4
ou
(Aj — 2a)>s'-i-(Aj — a' — 2ai)>8^-+-(Aj — iaai)z -h A4 — af = o;
les deux autres racines sont Zt et ^2. On a entre ces racines les
relations
a' -h 2 ai — Aj
Al — 2a
. As— 2atai
-5 1 ^ j -h ^3 ( Xîl -h Z j ) = — r »
Al — 2a
^lZiZi =
Al — 2ol'
l'intégrale générale de l'équation (46) peut donc s'écrire sous l'une des trois formes suivantes
Al — 2a
A3 — 2aai Al — 2a
— ZiZi=z C(ZiH- Zn),
Al — 10L
où Ton suppose a et ai remplacés par leurs expressions (48). Si la relation considérée a été mise sous la forme normale
il suffit de prendre Al = o, A2 = t^ — > A3=o, A4= t|* Si
l'on adopte la seconde des formes précédentes pour l'intégrale générale, il reste
ai — ZiZi— C(zi-hZt)
OU
ZiUi—ZtUi
z} — zl '
on retrouve la formule habituelle qui donne Tintégrale générale de l'équation d'Euler.
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i96. Soit, en second Heu,
u« = R(>5)= Ao-5*H- Ai>5^-f' X^z^-^- A3-5*-h A^z -+- Aj; pour intégrer le système abélien
(dzt dzi dzi
— - H -^' — =0, Ui Uf w,
J ^1 azi z* azf Zz ciz*
\ Ui Ui Ui
déterminons les coefficients a, ai, cl^ de la courbe auxiliaire
(50) M = a.5^-T- «1^ -h aj,
de façon qu'elle passe par les trois points (z^ , M|), (sa, m^)) (^3» Hi)\ on trouve
_ Ux(Zi— Z^)-^ U^jZj^— gi)-4- Ut^JZx— Zt) {Zx— Zt){Zx — Zz){z^— Z^'i
,. . , ^ UxiA — z\)-^ ut{z\ — z\)-\- uz{z\ — z\)
( .5 1 — -Sj ; ( Z 1 -33 ) ( -52 — -53 )
UxZtZ%{z^— Zi)-\- UtZzZx(z:^— Zx)-\- iHZxZ^jZi — z^)
{Zx— Zt){Zx — Zz){Z^— Zj)
La courbe (5o) rencontre la courbe proposée en deux autres points (st, w»), (-^5, W;,), dont les abscisses sont données par l'équation du cinquième degré
kçiZ^-^-{kx — a2)5*-+-(As — 2aai)>53 -h (A3— a} — iaiy.i)z^
-h(Av— 2aia,)5 -h Ai— a| = o;
les trois autres racines sont^i, z^^ Z:^. On a donc les cinq relations
Zx-\- Z^-r- Z^-\- Z^-\r Zj^ — ^. ?
f \, \ Aj — aa»!
ZxZ%Z^~\-\Z\Z\-\- ZxZ-^-\- Zi^Z^)\Z^-^ -S5)
Âo
, V al-+-î>.aa, — A3
/ \ . / \ A4 — ^aiŒj
-5i^2'«3(.'«*~^~ '35;-T~C^l'32-f- ZxZ^-\r Z^Z^)Z\^Z^ := —
Ao
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Il suffit de remplacer dans deux de ces relations ^4 et z^ par des constantes arbitraires et a, a^, a2 par leurs valeurs tirëes des formules (5i) pour avoir Tintégrale générale du système (49)»
197. On peut former des systèmes d'équations différentielles, analogues aux systèmes précédents, et dont l'intégrale générale est algébrique, alors même que les intégrales qui y figurent ne sont plus de première espèce. Par exemple, nous avons vu que rintégrale générale de Téqualion différentielle
dzi dz^
v/(i-^î)(i- /:«;:?) ^i^y- z\)ii- k'^zl) est donnée par la relation
z, )/{\-z\){x-k^zl) - ;:, v/(i— 5} )(i^ A:«zJ)
__ IT
Il est clair que la vérification directe, qui est facile, s'effectue * quelle que soit la valeur de A*. Si Ton fait /r = o, on en conclut que l'intégrale générale de l'équation
dz\ dz\
est fournie par l'équation
Z\ yj \— z\ — Zt /i — z\
qui peut s'écrire aussi
^i yJ \ — -3|-H Z\ yJ \ — z\ = G'.
On voit de même, en faisant /r= i, que l'équation
représente l'intégrale générale de l'équalion
dz\ dzi
L'application directe du théorème d'Abel aux intégrales de troisième espèce conduit aisément aux mêmes résultats. Etant donnée la relation
considérons la fonction rationnelle
l -hyz -r- 8z* — U
qui admet trois zéros (^i, W|), (z2j "2), (^s, W3) et trois infinis (z\, u\)^ (Vjji "'2)? (^'3» "'»)> ^^ rintégrale de troisième espèce / — * qui a ses deux points critiques rejetés à Tinfini. La fonction (f(z, u) reprend Ja même valeur ^ en ces deux points critiques; donc, d'après la formule générale (10), on a
_ ri<'<) dz r^<'"t) dz ^ r^<'<) dz
Laissons fixes les coefficients y, 3, et faisons varier a et 8^ le second membre de l'égalité précédente conserve une valeur constante. On a donc
dzi dzi dz%
(^ij^^i)i {^2j ^h), (^Sï^a) désignant les coordonnées des trois points d'intersection variables de la courbe donnée u^=i —5^ avec la courbe mobile w = 1 -p a^ 4- ^z^. L'intégrale générale de l'équation
dzi dzf 1/1 Ui ""
s'obtient donc en posant 53 := const. Le calcul s'achève comme au n** 195.
Le théorème d'Abel s'étend aux courbes gauches aigé
fiques. Soit C une courbe plane de genre ^, représentée par IVqualion
poinl de coordonnées (X, Y, Z),
i/{z, u), f{z, w), '^{z,ii) soni des fonctions rationnelles, déit une courbe gauche P, qui correspond point par point à la lurbe plane C, si les fonctions/, a, ij; n'ont pas été prises d'une içon particulière, ce (|iie nous supposerons; de telle sorte qu'injrscment s et h sont des fonctions rationnelles de X, Y, T.. Toute ilëgjale de la forme
14) fiJ\-+-^,lY + YrfZ.
irise le long de la courbe F, où a, p, y sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z, se cliange, par la substitution (53), en une itégrale abélienne j R{3, u)dz relative à la courbe C D'autre
irt, soit
fonction rationnelle, P et Q étant deux polynômes du même legré; si l'on y remplace X, Y, Z par/(:, u), 'f{', «), '}(-, m), vient '
i(^, u) étant unefonclion rationnelle du point analytique (s, »),
ml les zéros correspondent aux points d'intersection de la courbe
luche r avec la surface S, qui a pour équation P(X, Y, Z) = o,
les pAles aux points d'intersection de F avec la surface S' repré-
ntée par l'équation Q(X,Y,Z)i=o. On peut donc, en appli-
nant le théorème d'Abel, exprimer, au mo^en de quantités algé-
qnes et logarithmiques, la différence entre la somme des valeurs
le l'intégrale (34) aux points d'intersection de la courbe gauche F
tt de la surface S, et la somme analogue aux points d'intersection
F elde S'. En particulier, si l'intégrale considérée est de pre-
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mière espèce, il en est de même de l'intégrale / R(s, u)dz^ et le théorème d'Abel peut s'énoncer ainsi :
La somme des valeurs d'une intégrale de première espèce
a^-hP^^Y + Y^Z,
attachée à une courbe gauche algébrique F, prises depuis une origine fixe jusqu'aux points d* intersection de cette courbe avec une surface algébrique variable de degré m, reste constante lorsque les coefficients du premier membre de V équation de cette surface varient d'une façon arbitraire.
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LE PROBLÈME DE L'INVERSION (i).
Recherche des courbes dont les coordonnées sont des fonctions uniformes d'une intégrale abélicnne attachée à cette courbe. — Les trois formes possibles de rintégrale. — Inversion de Tintégrale de première espèce attachée à une courbe du premier genre. — Généralités sur les fonctions doublement périodiques. — Recherche des équations F{u,u') = o, qui admettent une intégrale uniforme.
— Méthode de M. Hermite. — Application aux équations binômes. — Fonctions qui admettent un théorème d'addition algébrique. — Généralisation du problème.
— Le problème d'inversion de Jacobi. — Extension du problème de Jacobi.
199. Le problème que nous allons d'abord traiter peut se formuler ainsi : Etant donnée une relation algébrique irréductible
peut-on trouver une fonction rationnelle R(ij, u) telle qu'en posant
f R(^, u)dz,
à une valeur de w ne corresponde qu^un point analytique (z, u)?
S'il en est ainsi, les coordonnées ^ élu d'un point delà courbe (i) son t des fonctions uniformes de iv. D'après la façon dont ce problème est posé, il est clair qu'on peut effectuer sur la courbe considérée
(*) Auteurs à consulter: Jacobi, De functionibus duarum variabilium (juadrupliciter periodicU, quibus theoria transcendentium Abelianarum innitilur {Journal de C relie, t. XV) ; — Briot <;t Bouquet, Becherches sur la théorie des fonctions {Journal de l'École Polytechnique, XXXVl* Cahier); Théorie des fonctions doublement périodiques. Livre V, Chap. IV.
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uoe transformation biratiannelle quelconque. Nous pouvons donc supposer que la surface de Bietnann T, composée de m feuilleU, qui correspond à l'équation F ^ o, n'a aucun point de ramification à l'inrini. Cela posé, la fonction R{3, u) doit satisfaire aux conditions suivantes :
i" Cette fonction ne peut s'annuler pour aucun point délit surface de Riemann à distance finie. En effet, soii d'abord (n,i)un point non de ratnîtication à distance finie. SiR(fl, t) était nul, on aurait, dans le domaine du point [a, b),
et, par suite,
,3, „. = „,„,i,^iif--°-ï:i^5iirîi::i%....
■ Par un raisonnement bien connu, on en conclut que, aune valeur de tv voisine de tv(fl, b), correspondent, pour z, (h -+• i) valeurs voisines de a qui se permutent circulairemeut lorsque le point qui figure la variable tv décrit dans son plan un petit cercle autour du point w{a, b).
Soit, en second lieu, (a, b) un point de ramification d'ordre r — I à distance finie. Si l'on pose 3 = 12-1-/'', on en déduit u ^^ b-i-f(l), o(() désignant une fonction uniforme de ( dans le voisinage de l'origine; le domaine du point de ramification (a,b)
correspond d'une fnçoi
au doi
i du point t =
le plan où l'on représente la valeur de /. En substituant ces valeurs de s et de u dans la fonction rationnelle R{s, u), il vient
H{z,ii)= (*(Ao-(- A|/ -T- ..A.
le coefficient A,, n'étant pas nul. On a de même
«-= fR{i,ii),U= I (*(Ao-t-,\i(-v-...)rr-'d/;
si le nombne entier A' était positif, on voit, comme tout à l'beure, que ( et, par suite, z et U ne pourraient être des fonctions uniformes de w dans le voisinage de w{a, b).
Il en serait encore de même si le nombre entier A' -f- /■ — 1 était positif. On doit donc avoir fc^i — r, c'est-à-dire que le dévelop-
pemenlde R(=, u) doit comniencer par iid terme à exposant négatif, la valeur absolue de cet exposant étant au moins égale à r — i. Par conséquent :
a" Tout point de ramification d'ordre r — i à distance lie doit être un pâle de R{z, u), d'ordre r — i au moins. Enfin, en étudiant ce qui se passe aux points à l'infini, on roil que :
Les m valeurs de ;;-R{:;, «) pour z infini sont différentes 'e zéro.
Si l'on pose, en efTet, j
il vieni
D'après la première propriété, le produit
j peut être nul pour z' = o\ par conséquent s'R(j, w) ne peut E nul pour z infini. Il suit de là que les m développements de B fonction rationnelle K(:, u) pour des valeurs très grandes de 3 Commenceront par un terme en - ou «n —, à moins de contenir des puissances positives de z ou de commencer par un terme constant. Mais aucun de ces développements ne peut commencer un terme en -^ ou un terme de degré supérieur. Si donc un
point à l'infini de la surface de Riemann est un zéro pour la fonc- Q rationnelle R(2, k), l'ordre de ce zéro est au plus égal à i.
200. Rapprochons les propriétés qui viennent d'être démon- -ées pour la fonction R(3, u). D'après la première et la troisième, nombre des zéros de R(j, u)est au plus égal à ?.m, et cette nile n'est atteinte que si chaque point à l'infini est un zéro du cond ordre. D'après la seconde propriété, chaque point de ramiilion d'ordre r — i de la surface de Itiemann est un pâle d'ordre — I aumoinsde R(b, u). Le nombre des pôles est donc au moins ;al à ï(r^i), et celte limite inférieure n'est atteinte que si laque point de ramification d'ordre /■ — i est un pùle d'ordrf
r — I et si la fonction R(v, u) n'admet pas d'autres pôles. Comme le nombre des zéros est égal au nombre des Infinis, on a donc
(4) S(r — i)-T-o = am,
8 étant nul ou positif. Portons la valeur de S(r — i) dans la relation fondamentale qui donne le genre
il reste
et cette équation n'admet que les deux solutions
jD»= O, 8 = 2.
Nous voyons déjà que le problème proposé n^ admet une solution que si le genre de la courbe considérée est zéro ou un.
Si /? = I, 5 = o, les seuls pôles de R(5, u) sont les points de ramification de la surface et tout point de ramification d'ordre r — I est un pôle d'ordre r — i . Les m points de la surface à l'infini sont des zéros du second ordre, c'est-à-dire que, dans le domaine de chacun de ces points, R(^, w) a un développement de la forme
mê AS
On voit que l'intégrale / ll(;;, w)rf5 reste finie en tous les points
de T, et, comme il n'existe qu'une intégrale de première espèce pour la courbe F = o, de genre un^ celte condition détermine complètement la fonction rationnelle R(:î, «), à un facteur constant près.
Prenons la seconde solution ^ = o, 0 = 2. On peut faire plusieurs hypothèses sur les pôles et les zéros de R(5, u\ On peut supposer d'abord que le nombre des pôles est égal à S(r — i ) -h 2, chaque point à l'infini étant alors un zéro du second ordre. Cette hypothèse se subdivise elle-même en plusieurs autres, que nous allons énumérer :
EUS ION. J3g
' Chaque point de ramification d'ordre r— i est un p6le dre r — i de R(3, «), qui admet en outre deux pôles simples ^u UD pâle double, distincts des points de ramilîcaûoa ;
a" Un des points de ramilîcation d'ordre r — i est un pôle I d'ordre r de R(3, «), qui admet en outre un pôle simple, distinct ' des points de ramifîeation ;
3" Deus points de ramification d'ordre r — i et r' — i sont respectivement des pôles d'ordre ret /■';
4" Un point de ramification d'ordre /■ — i est un pôle d'ordre I f + i deR(r,M).
Si le nombre des pôles est !(/■ — ' ) + ' > ^^ nombre des zéros est ant — I ; la fonction a un zéro simple et (m — i) zéros doubles à l'inlini. A distance finie, elle a un pûlc simple distinct des points de ramification, ou bien un point de raraincation d'ordre r — i est un pôle d'ordre r.
Enfin, si le nombre des pôles est £(»■ — i) := 2 m — 2, la fonc- ^tion a deux zéros simples et (m — a) zéros doubles à l'infini, ou
-I zéros doubles, le derr
point à l'infini de la sur-
^ce n'étant alors ni un pôle ni un zéro pour R(^, h).
Si l'on passe en revue tous les cas qui viennent d'être énu- , on reconnaît immédiatement que l'intégrale
lipst, dans tous ces cas, soït une intégrale de seconde espace avec 1 seul pôle simple, soit une intégrale de troisième espèce.
201. Les conditions sur lesquelles nous nous sommes appuyés r déterminer la fonction rationnelle R(^, u) sont simplement Nécessaires. Il nous reste à examiner si ces conditions sont sujftvtntes, en d'autres termes, si les solutions que nous venons d'obr répondent bien à la question (').
{■) C'«s[ lii un poiot sur lequel les raisonneincnts de Briot Et Bouquet prêtent a des objections. On voit bien sans diflIcuU^ (|ue, àaai le voisinage de touie valeur iv, de if, r et a sont des funciions uniformes de iv — «>,, mais cela ne suffit pu poar prouver que i et u sont des fonctions qui n'admettent qu'une détermiponr chaque laleur de w. L'élude approroodic des équations linéaires du ind ordre a conduit A une conclusion tout opposée. Pour plus de détails, nous
44o CHAPITRE X.
Considérons d'abord le dernier cas, c'est-à-dire le cas d'une courbe de genre zéro F(Zj u) = o ci d'une intégrale
= / R(z, u)dji
de troisième espèce, ou de seconde espèce avec un pôle simple. Nous avons vu plus haut (§ 130) que z et u peuvent s'exprimer en fonctions rationnelles d'un paramètre t
par ce changement de variable, une intégrale de seconde espèce se change en une fraction simple, telle que
tandis qu'une intégrale de troisième espèce a pour expression
= A.og'(L^)
On voit que, dans le premier cas, z et u sont égales à des fonctions rationnelles de (P, et, dans le second cas, à des fonctions
rationnelles de e^.
Soit, en second lieu, F(z, w) = o l'équation d'une courbe de genre i , et
f R(«, u)dz
l'intégrale de première espèce attachée à cette courbe. A une valeur de iv ne correspond qu'un point analytique (5, a); si, en effet, on pouvait trouver deux points (5<, u^), (^Sj, «2) tels que l'on ait
ou, plus généralement, tels que iv(Zi, u^) et w(z2^ Wj) ne diffèrent
renverrons le lecteur aux Mémoires de M. Poincaré sur la théorie des fonctions fuchsiennes, et à une Lettre de M. Fuchs à M. Borchardt, insérée dans le Bulletin des Sciences mathématiques (t. IV, 2* série, p. 334).
que d'une période, on pourrait fortiier une fonction rationnelle de 3 et de u, admettant un seul pôle simple (sn, «j) et un seul zéro simple (z,, ii,) {§ 179). Or, sur une surface de Itieniann de , genre/) >>o, il ne peut exister de fonction uniforme admettant on seul infini du premier ordre (§ 174),
En résumant tout ce qui précède, on peut donc énoncer le lëorème suivant :
Étant donnée une courbe algébrique de genre p,
\our qu'il exUie une fonction rationnelle R(z, u) de z et de u Wtelle qu'en posant
s coordonnées z et u soient des /onctions uni/ormes de iv, il ^'/aul et il suffit que le genre soit égal à zéro ou à un. Si p = o, il suffira de choisir R(3, h), de façon que w soit une intégrale de troisième espèce, ou une intégrale de seconde espèce, avec un pôle du premier ordre. Si p^^i, on prendra pour %v Cintégrale de première espèce attachée à la courbe.
Dans le cas d'une courbe de genre zéro, on a deux solutions différentes. Si l'on prend pour ir une intégrale de seconde espèce, à un point de T correspond une seule valeur de iv et inversement. La surface T correspond donc, point par point, à un plan ou à une sphère. C'est, au fond, le mode de représentation ordinaire des courbes unicursales. Si l'on prend pour iv une intégrale de ilroisième espèce, à un point de T correspondent une infinité de rs de IV comprises dans la formule ii-+a;M7ti, m étant ombre entier. Divisons le plan des ic en bandes indéfinies de largeur aTt par des paralliMes à l'ase des quantités réelles. Lorsque la vaiiable iv parcourt une de ces bandes, le point {s, u) passe une fois et une seule fois par tout point de la surface T. Pour transformer la surface J'une de ces bandes en une surface fermée, il siilTit de réunir les deux bords opposés en appliquant l'un sur l'autre les deux points qui correspondent aux vainrs w et w -\- ait/. On obtient ainsi wne surface fermée analogue
Wro
ù un cylindre de révoluLioD iadëfiai ou à ud fuseau très alloDgé; celte surface est bien du genre zéro, et les deux sommets du fuseau correspondent aux points critiques logarithmiques de riuli.'grale de iroisicme espèce.
202. Soient enfin F (3, u) = o une courbe du premier genre cl «> l'inlégrale de première espèce. A un point analytique (5, u) correspondent une infinité de valeurs de tv comprises dans la formule «■ + nid) -I- m'<i)', m et m' étant deux nombres enlîers cl w, w'ies deux périodes distinctes, dont le rapport est toujours imaginaire, tandis qu'à une valeur de l'iniégnile tv ne correspond qu'un point analytique (;, u). Imaginons qu'on ait ramené la surface T ù une surface simplement connexe T' au mojen de deux coupures a et b. Nous pouvons supposer qu'on a pris pour w et u' les périodes qui correspondent respecLivement à ces deux coupures. Lorsque le point (s, u) di?cril la surface T', le point qui figure la valeur de iv décrit dans son plan une portion finie de surface Q et les deux surfaces T' et il se correspondent point par point d'une façon univoqiie, Il est aisé de se rendre compie de la forme de Q. En effet, lorsque le point {^,Ji} décrit le bord de la coupure a, le point ic décrit une certaine ligne L; lorsque {z, u) déciil le bord opposé de a, w a augmenté de u, et, par conséqucnl, à ce bord correspond une ligne égale à L, qui se déduirait de L par une translation de la quantité u>. De même, aux deux bords opposés de la coupure b correspondent deux lignes L| et L,, qui se déduisent l'une de l'autre par une translation égale â w'. L'aire Q a donc la forme d'un parallélogramme curviligne (^/ig. 90).
Le point (;, u) décrivant le contour total de T', le point iv décrit le contour ADCBA. Soit maintenant P un pointa l'intérieur de Q, qui représente la quantité imaginaire a, Lorsque le point (-, u) décrit la surface T', l'inlégrale <v passe une fois et une seule fois par la valeur a. Il est évident d'abord, d'après ce que l'on sait déjà, qu'elle ne peut prendre la valeur a plus d'une fois; mais rien ne prouve jusqu'ici que <v atteint bien toutes les valeurs intérieures ù Taire lî. Pour le démontrer, considérons l'intégrale
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prise le long du contour total de T', dans le sens direct; elle a pour valeur Taccroissement de log((v — a) lorsque iv décrit dans le sens direct le contour ADCBA, c'est-à-dire 2 7r/. D^ailleurs elle
Fig. 90.
C^<»ci>-f<t>')
(a^ui)
est égale, d'après le théorème de Cauchy, au produit de 21:1 par
la somme des résidus de -
dw
à l'intérieur de T'. Ces résidus div
dz w — a ne peuvent provenir que des pôles de ^ ou des racines de sv — a
Les résidus provenant des pôles de -r; sont tous nuls, puisque w
est une intégrale de première espèce, et toute racine de vv — a donne un résidu égal à + i . La comparaison de ces deux valeurs
de l'intégrale définie / <ilog(«' — a) prouve donc que l'équation
(V = a admet une racine et une seule sur la surface T'. Le même raisonnement prouve d'ailleurs que, si ^ est une quantité imaginaire représentée par un point extérieur à û, l'équation ^v =: ^ n'admet aucune racine sur la surface T'.
Si l'on joint les deux bords opposés L et L', puis les deux bords L< et Lp en réunissant les points qui correspondent à un même point analytique (>3, a), on obtient une surface fermée analogue à un tore, qui correspond point par point, d'une façon univoque, à la surface de Riemann T. Cette surface fermée est bien du premier genre.
Si maintenant on fait mouvoir le point analytique (3, it) d'une façon quelconque sur la surface T, le point qui figure la valeur
de IV atteindra ud point (luelconque du plan. Par exetâple, imaginons que le point (0, u) franchisse une seule fois la coupure a et décrive ensuite de nouveau la surface T', on obtient pour w des valeurs qui se déduisent des valeurs déjà obtenues par l'addilton de la période (1). Ces valeurs de w recouvrent une aire Q| qui se déduit de û par une translation égale à m; en francbissanl un nombre quelconque de fois la coupure ai dans un sens ou dans l'autre, on obtient ainsi une suite de parallélogrammes curvilignes tous égaux, deux parallélogrammes consécutifs ayant an côté commun. On obliendrait de même une suite de parallélogrammes se déduisant du premier par des translations égales à
±1.»', ± 2(1»', ± 3fi)' si le point (;, 11) franchit un nombre
quelconque de fois la coupure 0. Enfin, si le point (s, u) décrit sur la surface T un chemin quelconque, on obtient une infinité de parallélogrammes se déduisant deQ par des translations m u -|- n <(>'• Ces parallélogrammes recouvrent tout le plan, une fois et une seule fois. A chaque point du plan des iv> correspond ainsi un point et un seul de la surface T, et à tous les points du plan des W qui représentent les quantités imaginaires iv + m w H- n u' correspond le même point de T.
203. Les fonctions z et u (1< formes définies dans tout le pit ne présentent que des discontinuités Pour le démontrer, il est évidemment
V sont donc des fonctions uni-
de cette variable. Ces fonctions
uités polaires à dislance finie.
comme on Ta fait
plus haut, de supposer que la surface de Riemann, composée de m feuillets, n'a aucun point de ramification à l'infini. Soit
l'intégrale de première espace; la fonction rationnelle R(3, h) admet ffi zéros du second ordre à l'infini, et tout point de ramification d'ordre /■ — 1 est un pôle du même ordre. Ce sont là les seuls pûles et les seuls zéros de R{5, h) (§ 200). Imaginons qne la variable «', partant de zéro, arrive à un point Wj du plan; le point analytique (r, u) arrive à un certain point (a, fij de T. Si ce point est à dislance finie, comme R(3, ^) n'est pas nul, on a,
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dans le domaine de ce point,
w — m;oi= A(5 -- a)-i-B(^ — a)'-4- . . .,
et Ton en lire pour z — a un développement de la forme*
z ^ OL=i —-^ 4- Bi ( (r — (Va)« -h
D'ailleurs, u — ^ est dans le domaine de ce 'point une fonction uniforme de z — a, représentée par un développement tel que
w— p = (<s — a)*[Ao-+- Ai(z — a) H-...].
En remplaçant z — a par sa valeur, on en conclut que le point «'« est un pôle ou un point ordinaire pour u.
Si le point (a, P) est un point de ramification d'ordre r — i, on a dans le domaine de ce point
*^(^> ")= ir—i -i ;:zr, + ---' A ^ o.
On en tire, en posant x; = a -+- z''',
= r I {X-hBz'-^ .,,)dz' = W(^-h Xrz'
Par suite, z' est régulier dans le domaine du point (v = w»; il en est donc de même de z. Quant à w, u — p est une fonction uniforme de z' et par suite de %v, ne présentant jamais qu'un nombre fini de termes à exposants négatifs. Le point w^ est donc un pôle ou un point ordinaire pour u. Le calcul précédent met bien en évidence ce fait que la variable z tourne r fois autour du point a lorsque w décrit un petit cercle autour de w^.
Enfin, supposons que le point analytique {z, u) s'en aille à l'infini, lorsque w prend la valeur finie w^. Dans le domaine d'un point à l'infini de T, on a
446 cii »riTBi
ei parsuiie, en posaiU z= —.<
f /'"fi"') f
On en conclut que le point n\ est «n pôle du premier ordre pour s. C'est un pôle ou un point ordinaire pour m, suivant que le point analytique est on pôle ou un point ordinaire pour ».
Nous pouvons donc énoncer le thdorème suivant :
Les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe algébrique du premier genre peuvent être représentées par des fonctions uniformes doublement périodiques d'un paramétre, n'admettant que des discontinuités polaires A dislance ^nie. (^Ce paramètre est précisément l'intégrale de première espèce attachée à la courbe.)
204. La proposition réciproque est bien connue. Nous renoncerons ainsi : Entre deuj: fonctions uniformes doublement périodiques, aux mêmes périodes, n'ayant que des discontinuités polaires, il existe une relation algébrique {qui est, en général, du premier genre, mais qui peut être de genre séro).
Rappelons en quelques mots la première partie de la démonstration (*). Soienl W|=;/i{ir), Kj=yî(i\') deiix fonctions doublement périodiques aux mêmes périodes to, o»'. A une valeur de l'une d'elles, u, par exemple, ne correspondent qu'un nombre ftiii de valeurs pour ic, abstraction faite de multiples de piViodes, et par suite qu'un nombre fini de valeurs pour Hj. Si l'on cherche ensuite la nature des discontinuités de «a, considérée comme fonction de u, , on trouve, en examinant tous les cas possibles, que les seuls points singuliers sont des pôles ou des points critiques algébriques. Cet examen est analogie à ceux que nous avons déjà
(') Nous supposons < tloableinent périodiques.
ï les propriétés d
fkils plusieurs fois et, pour abréger, nous ne le reprodui
lut (§ 8i) que u, et ita sont liées j:
Eilgébriqiii
La relation (8) est évidemment du genre un, si à un point analytique {u,, Uj) ne correspond qu'un point à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire, car la surface de Riemaon ï et ta surc du parallélogramme ou, si l'on aime mieux, la surface fermée enne en joignant les liords opposés de ce parallélogramme, se
iorrcspondeul j léquc.
L-pOJ
Il d'ui
oc façon umvoque, cl, par con-
nt du même genre. On peut aussi le faire voir en r
me démonstration tout à fait pareille à celle qui a été
mployée pour démontrer la conservation du genre dans toule
ransformation birationnelle (§ 122).
Si à un point analytique (Ut , «i) correspondent plusieurs
'points à l'intérieur d'un parallélogramme, la dt'monstration ne
s'applique plus. La relation (8) peut êlre de genre zéro ou un,
mais non de genre su|iéricur à un. Il suffit de faire voir que, si les
!oordonnées d'un point d'une courbe F(r, h) ^ o sont des fonc-
BOns uniformes doublement périodiques d'un paramètre, n'ayant
[ae des discontinuités polaires, il ne peut y avoir plus d'une inté-
rale de première espèce attachée à la courbe. Soit, en effet, U
Une intégrale de première espèce attachée à la courbe considérée ;
gnand on exprime z el u au moyen du paramètre ii', U devient une
jbnction *(w) de w qui est régulière pour toutes les valeurs
mnies de cette variable {'); lien est de même de sa dérivée ^'(ii>).
pf, lorsque (V décrit un contour fermé, le point (z, ti) décrit aussi
B contour fermé et '!'((»') augmente d'une période; 'b'(iv) est donc
E fonction uniforme de iv; lorsque ii' augmente de u ou de w',
I point (j, u) décrit encore un contour fermé, et *(iv) aug-
■enle d'une période; la dérivée *I>'(iv) est donc doublement pério-
BÏque, et, comme elle est régulière pour toute valeur finie de tv,
!est une constante et la fonction 4>(h') se réduit, à une constante
k(') u suffit de remarquer q rrnpandint i I« Taleur iv.
nilicalioD d'ordre r
près, à C^v. 11 suit de là qu'il ne peut exister sur la surface T deux intégrales distinctes de première espèce.
Les fonctions doublement périodiques X, [x fournissent un exemple bien simple de fonctions doublement périodiques liées par une relation de genre zéro
Conformément à la démonstration précédente, à un système de valeurs pour ces fonctions correspondent deux points à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire (*).
Il est toujours aisé de choisir deux fonctions doublement périodiques u^ et U2y aux mêmes périodes, telles qu'à un point analytique {ui, Wa) ne corresponde qu'un point à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire. Il suffit, par exemple, de prendre deux fonctions ayant un seul infini commun du premier ordre, «^o- La courbe F(wi, t/j) = o possède alors une seule asymptote non parallèle aux axes, et à ce point à l'infini de la courbe ne correspondent que les points iVo-i- fnto -{- n to',
205. L'étude des fonctions uniformes sur une surface de Riemann du premier genre revient donc à l'étude des fonctions uniformes doublement périodiques et inversement.
Résumons en quelques mots la correspondance qui vient d'être établie. Soient
une relation algébrique de genre un, lo et w' les périodes de l'intégrale de première espèce iv. A toute valeur finie Wo de w correspond un seul point (a, P) de la surface T. Si ce point (a, P) n'est pas un point de ramification, on a, dans le domaine du point w^.
z — a — A(w — Wo)-f- B(tr — Wq)^ -4- . . ., A 5^ o
si le point (a, P) est à distance finie, et
- = A(«' — w'o) H- B((ï' ~ Wq)^ 4- . . . (*) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 35i et suivantes.
ce point (a, p) est à l'infini. Lorsque le point (st, p) esl un point [ ramtficalion d'ordre ^— i, on a
i l'on a pose ; = ce -h ^'^ si le point (a, ^) est à Jislancc finie et := -;- si ce point anul^tique est a riafini.
De là se déduisent quelques conséquences immédiates. Klant lonnée une fonction du point analytique (s, h), *(;, w), si l'on y emplace s et u par leurs expressions au moyen dn paramètre ', *(3, «) devient une fonction de la variable (v,V{i('). Si<I>{=, a) }t régulière au point (a, p), ^'"{ii') est régulière au point n,,; si i, p) est un zéro de *(:, u), «'„ est un zéro du même ordre de r(tv). Lorsque (a, P) est un pôle ou un point singulier essentiel j>(3, m), «'o est un pôle du même ordre ou un point singulier «senlielpour*F(iv). De même, un point critique logarithmique sur B surface Tse change en un point critique logarithmique sur le plan les iv. Par suite, toute fonction rationnelle de z et de u se change fen une fonction uniforme doublement périodique à discontinuités r. Inversement, tontes les fonctions uniformes doublement tériodiques à discontinuités polaires sont des fonctions rationleUes de deux d'entre elles, convenaLIcmcnt choisies.
Toute intégrale abélienne I sur la surface T admet des périodes indiques et des périodes polaires- Lorsque le point {;, u) décrit e, IV augmente de mw + ntu'; par suite l'intégrale abcune I se change en une fonction J(i(-) qui vérifie deiis. rclalioDS de la forme
j ( .1' + 1.J ) = J r II' I + K ,
,Si l'intégrale i n'admet pas de périodes polaires, J{tr) est une iDCtion uniforme de iv. Si I admet des points critiques togarithiques, il en sera de môme de i {iv). Mais, dans tous les cas, J'(h') est une fonction uniforme doublement périodique n'ayant ^edes discontinuités polaires. Les intégrales abéliennes relatives une surface de genre un se changent donc en des intégrales de fonctions uniformes doublement périodiques à discontinuités polaires. Par exemple, l'intégrale normale de seconde espèce avec p61e simple (st, P) se change en une fonction uniforme ud A. ET G.
tant un seul pôle simple à Pintérieur d'un parallélogramme élémentaire et vérifiant les deux relations
Z(iv-Ha)) = Z(w), Z(w-4-(d') = Z(w)h-C.
Ce qui précède explique l'analogie parfaite qui existe entre les propriétés des fonctions rationnelles d*un point analytique sur une surface de Riemann du premier genre et les propriétés des fonctions uniformes doublement périodiques d'une variable. On a rappelé ci-dessous les plus importantes :
Sur une surface de Riemann du premier genre,
la* Toute fonction rationnelle du point analytique {z^ u), qui est régulière en tout point de la surface, est une constante.
Ilfl. II n'existe pas de fonction rationnelle R (;;, u) admettant un seul pôle du premier ordre.
lllfl. Le nombre des zéros d'une fonction rationnelle R(-5, u) est égal au nombre des pôles, chacun d'eux étant compté avec son degré de multiplicité.
IVa. La somme des résidus d'une fonction rationnelle R(^, u) sur toute la surface est égale à zéro.
Va- La somme des valeurs de l'intégrale de première espèce pour les zéros d'une fonction rationnelle R(.5, u) ne difTère de la somme des valeurs de la même intéj'rale pour les infinis de R(2, u) que d'une somme de multiples des périodes.
Sur un plan indéfini.
\b. Toute fonction uniforme doublement périodique d'une variable ti', régulière pour toute valeur finie de la variable, est une constante.
II^. II n'existe pas de fonction doublement périodique admettant un seul pôle simple à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire.
III/,. Le nombre des zéros d'une fonction doublement périodiques l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire est égal au nombre des pôles , chacun d'eux étant compté avec son degré de multiplicité.
IV/,. La somme des résidus d'une fonction doublement périodique à l'intérieur d'un parallélogramme élémentaire est nulle.
V^. La somme des zéros d'une fonction doublement périodique et la somme des infinis contenus dans un même parallélogramme élémentaire ne différent que par une somme de multiples des périodes.
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Les propositions mises en regard se déduisent l'une de l'autre par la transformation que nous étudions, sauf les propositions IVfl et IV^. En effet, si un point de ramification (a, P) d'ordre r — i est un pôle pour ^(:î, w), le résidu relatif à ce pôle est égal à
/• fois le coefficient de ^ dans le développement, tandis que le
coefficient de dans ^iw\ provient du terme en ;
dans ^(^, m). Le théorème IV^ correspond au théorème suivant :
La somme des résidus du produit ^{Zy u) -^— sur toute la sur-
face T est nulle. En effet, remarquons que cette somme est égale,^ au facteur 21:2 près, à l'intégrale
dw
prise le long du contour total de T', et cotre intégrale est ellemême égale à l'intégrale
W(w)dw
prise le long du contour d'un parallélogramme élémentaire; cette dernière intégrale est à son tour égale au produit de 2Tzi parla somme des résidus de W(w) dans ce parallélogramme : ce qui donne la proposition IV^.
Le théorème IV^, transformé donnerait celui-ci : La somme des
dz résidus du produit W{iv) -j— dans un parallélogramme élémentaire est nulle; proposition qui, au fond, ne diffère pas de la pro-
dz ' .
position IV^, puisque -r^ est aussi une fonction doublement périodique.
Le théorème V^ est connu sous le nom de théorème de Liouville^ on voit que c'est une simple conséquence du théorème général d'Abel. Du reste, la démonstration peut se faire de la même façon; si l'on considère en effet l'intégrale
fwdio^'^'iw), prise le long du contour total du parallélogramme élémentaire,
on en déduit sans peine la relation entre les zéros et les infinis de ^(w). Or, c'est précisément le procédé qui nous a servi pour établir le théorème d'Abel dans le cas le plus général;
On pourrait de même se proposer de déduire de toutes les propriétés que nous avons obtenues pour les fonctions rationnelles d'un point analytique (z, u) et leurs intégrales les propriétés correspondantes des fonctions doublement périodiques et de leurs intégrales. Mais il est à remarquer que Ton n'obtient ainsi rien d'essentiellement nouveau, ni quant auxrésultats (dont les plus importants sont antérieurs aux recherches de Riemann), ni quant aux méthodes de démonstration. En effet, le procédé qui nous a servi constamment consiste à évaluer de deux façons une certaine intégrale prise le long du contour total de T'. Si, dans le cas de p = i, on passe de la surface de Riemann au plan des iv, l'intégrale prise le long du contour total de T' devient une nouvelle intégrale prise le long du contour du parallélogramme élémentaire. Or la considération de pareilles intégrales convenablement choisies constitue précisément un des moyens les plus simples d'établir les propriétés fondamentales des fonctions doublement périodiques et de leurs intégrales.
Nous nous bornerons à ces indications, notre but n'étant pas d'écrire un traité des fonctions doublement périodiques.
206. Dans leurs célèbres recherches sur les équations différentielles, Briot et Bouquet s'étaient posé la question suivante :
Etant donnée une équation différentielle du premier ordre
où F est un polynôme entier en u et -^3 reconnaître si celte équation admet une intégrale uniforme.
Ce problème n'est au fond qu'un cas particulier de celui qui vient d'être traité. Posons, en effet, 1)=^; la relation (ii) devient
Si II est une fonction uniforme de s, il en est de même de
^^■jz' ^' 1'"° ^"'^ *1"^ '^* coordonnées d'un point de la
courbe (12) aonl des fonctions uniformes de l'intégrale abé-
iienne z =: f tt' altachée à celte courbe. Inversement, si u et U
des fonctions uniformes de l'intégrale abélicnne :;, on a
U, et la fonction uniforme u de z vérifie bien l'équation
^proposée ( 1 I ).
Donc, pour que l'équation (ii) admette une intégrale uniorme, le genre de la relation F(k,U) = o doit être égal à éro ou à un; si le genre de celte relation est égal à zéro, intégrale abélicnne j y.- doit être une intégrale de seconde lèce avec un seul pôle du premier ordre, ou une intégrale fe troisième espèce avec deux points critiques logarithmiques ; 'i le genre de la relation est égal à un, l'intégrale f jj doit Ure de première espèce.
inl les trois cas qui peuvent se présenter, l'intégrale de 'équation {i i) est une fonction rationnelle de s, ou une fonction ntionuelle de e"', ou une fonction doublement périodique, n'admettant que des discontinuités polaires. On vérifiera facilement ue les conditions précédentes ne difTèrenl que par la forme de les qui ont été obtenues par Briot et Bouquet.
207. Lorsqu'on se trouve dans l'un des cas où l'intégrale est uniforme, on peut effectuer l'intégration au moyen d'une mé- Siode très simple, qui a été donnée par M. Hcrmite dans son cours de l'École Polytechnique, en 1873. Supposons que la iBOurbe représentée par l'équation (1 2) soit du genre ki^i-o; alors on peut exprimer u cl -j^ en fonctions rationnelles d'un para-
mètre t
et l'équation proposée donne
fit) ^^= fit).
Si Ton a pris pour t le paramètre qui correspond d'une façon univoque aux points de la courbe (12), la nouvelle équation
dz" /'{t)
doit admettre une intégrale uniforme, ce qui exige que l'inlé-
^ admette un seul pôle du premier ordre , ou deux
points critiques logarithmiques. On sera donc ramené à l'une des équations suivantes
dt^ __ A dt_ _ __A A_ dt _ A ^' — A
dz~~ t — a dz "^ t — a t — b dz {t — a)* dz ~~ '
dont l'intégration est immédiate.
De même, si la relation (12) est du premier genre, on peut exprimer u et -7- par des fonctions rationnelles d'un paramètre t et
de la racine carrée d'un polynôme R(^), du troisième ou du quatrième degré. Soient
u = /[^ /ïïTô], J^- = ^[/, v/R(7)] ;
on en déduit une nouvelle équation
OÙ P est une fonction rationnelle, qui doit admettre une intégrale uniforme, si le paramètre t a été choisi convenableraenl. Ceci exige, nous venons de le voir, que l'intégrale abélienne
dt
soit de première espèce, c'est-à-dire que P se réduise à Cy/R(/),
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C désignant une constante, et Téqualion différentielle proposée est ramenée à la forme classique
(i3) ^=Gv/H(7).
Remarquons que le procédé de M. Hermite s^applique à toutes les équations différentielles algébriques du premier ordre ne contenant pas la variable indépendante, pourvu que le genre soit zéro ou un.
Considérons en particulier les équations binômes
F (a) étant une fonction rationnelle de w, dont l'intégrale générale est uniforme. Pour qu'il en soit ainsi, il faut d'abord que la relation U'" = F(m) soit du genre zéro ou un. Or, nous avons énuméré, à la page 245, toutes les équations binômes du genre zéro ou un; il suffira donc de prendre les équations binômes de genre
zéro pour lesquelles l'intégrale / -yr = / est une intégrale
de seconde ou de troisième espèce et les équations de genre un pour lesquelles cette intégrale est de première espèce. Cet examen ne présente aucune difficulté, et il nous suffira de donner le Tableau des équations binômes dont l'intégrale générale est uniforme :
I** Équations dont l'intégrale est une fonction rationnelle de z :
du du . au . \— ^ir* / i \~~i^
du , .-zr- du . x-t;—
2° Équations dont l'intégrale est simplement périodique :
du , . , , . du . .
3** Équations dont Finlégrale générale esl uniforme et doublement périodique :
2jj =G{u-ay{u-bY{u-c)\
/ du \ * (i8) [^J =G{u-a)Hu-bf{u-c)\
(19) (^'y = G(K-a)'(tt-6)>,
(20) (gy = G(a-a)'(«-6)»,
(24) (^^y = 0(u^hY{u-c)K
Les équations dont l'intégrale est rationnelle ou simplement périodique s'intègrent immédiatement. Pour ramener les équations dont l'intégrale est doublement périodique à la forme canonique (i4) ou (i5), il suffit d'employer la méthode de M. Hermite. On a déjà vu (n° 133) comment on peut exprimer les coordonnées d'un point d'une courbe de genre un, représentée par une équation binôme, par des fonctions rationnelles d'un paramètre t et de la racine carrée d'un polynôme R(<) du troisième ou du quatrième degré. L'application de la méthode de M. Hermite n'offre donc aucune difficulté. Nous indiquerons rapidement les résultats.
On passe de l'équation (i6) à l'équation (17) en changeant u
en c H Si l'on pose, dans l'équation (1 7), -r: = Gt-, on en tire
Gt^ = (u — a) (u — b) ,
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la nouvelle fonction inconnue t est déterminée par Téquation
(•25) 3 ^ = y/{a-ù)i^iGtK
Les trois équations (18), (19) et (20) forment un seul groupe, car on passe de l'équation (18) à l'équation (19) en changeant u
en cH — » et de l'équation (20) à l'équation (19) en changeant
ce
u en a -\ — • 11 suffît donc de considérer l'équation (19); en posant
il vient
u = b-^Gt^,
Ji =Gt^{ù — a-h Gt^)t,
et, par suite»
De même, les quatre équations (21), (22), (ao), (24) se ramènent par une substitution linéaire à l'équation (22). Si l'on pose
dans cette dernière
a = 6 -4- ^^ il vient
et l'on a, pour déterminer t^ l'équation différentielle
On trouvera d'autres exemples intéressants dans la Théorie des fonctions doublement périodiques (p. 393-4i6).
209. Voici une autre application importante des résultats obtenus. Etant donnée une fonction analytique uniforme /(z) d'une variable 5, on dit que cette fonction admet un théorème d^addi-
lion, s'il existe une relation algébrique entre f{z)^ f{^) ^^ /{z -\- t)^ quelles que soient les valeurs de z et de t. Soit
cette relation, ^ désignant un polynôme entier en f{z)^ /(O? /{z-ht). Posons, pour simplifier, u=/(z)^ v=zf(^t)^ wrz=Lf[z-\-t)\ en difTérentiant l'équation (28) par rapport à ^ et par rapport à t successivement, il vient
En éliminant /'(^-l- t) entre ces deux relations, on trouve
enfin, si l'on élimine /(^ 4- 0 ^"tre les équations (28) et (29), on obtient une nouvelle relation algébrique
Attribuons à t une valeur fixe quelconque t^\ on voit qu'il existe une relation algébrique entre/(5) Gif'{z), Donc (n** 206), les seules fonctions uniformes qui puissent admettre un théorème d^ addition sont : 1° les fonctions rationnelles de z] 2** les fonctions rationnelles de e^^; 3^ les fonctions doublement périodiques de Zj n'admettant que des discontinuités polaires à distance finie.
Nous n'insisterons pas sur la démonstration de la proposition réciproque, qui est bien connue.
210. Le problème résolu au début de ce Chapitre peut être généralisé de différentes façons. Considérons encore une intégrale abélienne
w = I R(^, w) dZf
attachée à une courbe algébrique du genre/?, (3i) F(2,m) = o.
s l'un des trois cas qui viennent d'être "inti'grale tv correspondent plusieurs
li Ton ne se trouve pas dai Eaminés, à une valeur de
îinis analjliques (z, u) sur la surface de Rientiann, Nous allon:
(chercher quelle doit être la nature de l'intégrale iv pour qu'à
■aleur quelconque de cette intégrale ne correspondent qu'un
nbrejini de points analytiques qui donnent la même valeur à
tégrale iv; il est clair que, si l'on se donne un de ces r points
'«, u), les r — I autres points (3,, 11, ), {3,, «j), . . ., {3r_,, Ur-i)
l délerminés par la même. Donc, toute foncticn symétrique
les coordonnées de ces /• — 1 points est une fonction unijorme
lu point analytique (3, iij. Si l'on prend, en particulier, une
lion rationnelle et sjiniltriqne de ces coordonnées, on voit
isément que, considérée comme fonction de (3, u), elle ne peut
mettre que des discontinuités polaires; c'est donc une fonc-
Mon rationnelle de z et de ti. Cela posé, soit ip(3, ») une fonc-
ion rationnelle quelconque; la somme
it encore une fonction rationnelle et il est clair, d'après la forme a second membre, que cette fonction rationnelle reprend la lérae valeur en tous les points d'un même groupe. Soit ^{z, u) ae autre fonction rationnelle et
W(z,i)^'!fi=,u)^-!f(z„,u)^..
fonction correspondante. Si l'on pose
point de coordonnées (7,, U) décrit une courbe auxiliaire C|, [ai est une transformée simplement rationnelle de C. Si à un inl (Z, U) correspond un point (z, «), il est clair qu'au même int (Z, U) correspondent tous les points de C qui appartiennent même groupe que (z, u). Je dis qu'on peul choisir les foncions lyel ij^ de telle façon qu'à un point (Z,U) ne correspondent les points d'un m^me groupe sur C. En effet, prenons pour , u) une fonction rationnelle admettant v pâles simples
J3,), (a„,^„) appartenant à des groupes différents gt,
, . . , ^v et pour '^(r, it) une fonction admettaotp pâles simples
(a,, p, ), (aj, pj), . . , (3!p, pp) apparlenanl à des groupes renUfi, §■;, ■.■^ g'p, les groupes gi, ...,g„ g'^, ■■■,g'p élanl tous difiërcnts. Les fondions ^{z, u) et 'F(3, u) deviendront simultanément infinies pour les poinlM du groupe^, et pour ceus-U seulement. La courbe auxiliaire C, a donc un point à l'inâni auquel qc correspondent, sur la courbe C, que les points du groupe g,. A un point de C, voisin de ce point à l'infini ne peut correspondre qu'un groupe de points sur C, voisin de g,. S'il eu était autrement, à une valeur très grande de Z devraient correspondre plusieurs points voisins de (a,, p, ), ce qui n'a pas Heu puisque ce point est un pôle simple de *{=, u).
l'ëqnation de la courbe auxiliaire C|. A un point (Z, U) de cetle courbe correspondent /■ points de la première courbe, en chacun desquels l'intégrale ir reprend la mfime valeur, à des multiples près des périodes; donc -^ est une fonction uniforme du point analytique (Z, U). D'ailleurs, il est clair que celle dérivée est une fonclion algébrique de Z; par conséquent, iv est égale à une Intégrale abélicnne attachée à la courbe ausîliaire {3';i). A une valeur de cette intégrale iv correspondent r poinis de la courbe primitive (3i) et un seul point de ta courbe auxiliaire C, ; nous sommes donc ramenés au problème primitif. A chaque solution de ce pre-
mier problème correspond une solulioi
du
problème généralisa.
Si la courbe (Sa) est du genre zéro, l'intégrale iv peut être de seconde ou de troisième espèce; dans le premier cas, w est une fonction rationnelle de (Z, CJ) et, dans le second cas, u> est égale au produit d'une constante par le logarithme d'une fonction rationnelle de (Z, U). Si l'on revient à la courbe primitive, on voit que H' est égale à une fonclion rationnelle de z et de u, ou au logarithme d'une pareille Touction, niulliplié par une constante.
Lorsque In courbe auxiliaire C, est du genre un, l'intégrale «■ est de première espèce et a deux périodes, nécessairement distinctes (n"70). Après la transformation rationnelle qui conduit de la courbe C| à la courbe donnée (3i), w se change en une intégrale de première espèce relative à celle courbe, dont toutes les
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périodes se réduisent à deux. En résumé, si à une valeur de l'intégrale abétienne iv ne correspondent qu'un nombre Ji ni
^de points de la courbe F(z, u) = o, // peut se présenter trois cas : i" «• est une /onction rationnelle de z et de w ; 2" w est égale au produit d'une constante par le logarithme d'une fonction rationnelle de z et de h ; 3" w est une intégrale de première espèce, dont toutes les périodes se réduisent à deux périodes distinctes.
On a vu plus haut (n" 158) les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une intégrale abélienne icse réduise à une fonclion rationnelle. Il est plus difficile d'obtenir des conditions suflisontes pour que l'intégrale appartienne ù une des deux autres catégories (n"' 161-166). Ueuiarquons que cliacune de ces trois espèces d'intégrales fournit bien une solution du problème proposé. Ainsi,
kdans les deux premiers cas, on a r
f{s, u) étant une fonction ralionnctle de s et de u; les points analytiques (3, u) qui correspondent à une valeur de w sont fournis par la résolution des deux équations
Fti,u) = a.
Lorsque tv est une intégrale de première espèce n'admettant iflne deux périodes w, w', le rapport — est nécessairement imagi- BÎre (n" 166). Soit X{«') une fonclion uniforme doublement pé- ^odique, aux périodes u, co', n'ayant que des discontinuités potilires à distance finie ; si l'on remplace iv par l'intégrale précédente, i(iv) devient uue fonction rationnelle 3(3, «) de set de //. Les îoordonnées des points ( :, « ) qui correspondent à une valeur de iv l'obtiennent par la résolution des équations simultanées
2H. Étant donnée une équation différentielle algébrique du premier ordre
pour que cette équation admette une intégrale qui ne prenne qu'un nombre Jini de valeurs pour chaque valeur de z, il faut et il suffit, d'après cela, que l'intégrale abélienne
^" où F(M, U) = o,
appartienne à une des trois catégories précédentes; nous n'avons qu'à répéter le raisonnement du n"* 206.
Par conséquent, si ^intégrale d^iine équation de la forme
F( w, -r;\ =1 o^ oà¥ est un polynôme entier en u et -^, n^ad-
met qu^un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de z^ cette intégrale est racine dune équation algébrique entière en Uj dont les coefficients sont, soit des fonctions rationnelles de z, soit des fonctions rationnelles de e^^, soit des fondions uniformes doublement périodiques, aux mêmes périodes, n^ ayant que des discontinuités polaires à distance finie (*).
212. Quand on ne se trouve pas dans l'un des cas qui viennent d'être examinés, l'inversion d'une intégrale abélienne conduit à des fonctions qui admettent une infinité de valeurs pour chaque valeur de la variable. Par exemple, la fonction inverse de l'intégrale elliptique de seconde espèce ou, ce qui revient au même, une intégrale de l'équation différentielle
\dz) ~ ii> '
admet une infinité de valeurs pour chaque valeur de z {^), Dans son célèbre Mémoire sur les fonctions quadruplcment périodiques de deux variables {Journal de C relie, t. 13), Jacobi a posé
(•) Briot et Bouquet, Journal de l'École Polytechnique, 36« Cahier. (^) On pourra consulter sur ce sujet deux Mémoires de M. Casorali {Acta mathematica, t. VIII, p. 345-38')).
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d'uoe autre façoD le problème de l'inversion pour les înlégralcs hjperellipliques de genre a. L'énoncé a été ensuite étendu aux intégrales abéliennes relatives à une courbe quelconque de genre p\ le problème ainsi généralisé est appelé le problème de finversion de Jacobi. On peut le formuler de la manière suivante : Soient w,, n'a, .,., iv^ les /i intégrales distinctes de première espi'-ce attachées à une courbe de genre/) ; nous supposerons qu'on a pris une même limite inférieure (;„, »o) pour toutes ces iotérales. Les^ équations
rf«-, :
llWp-i-
dw„
Il les intégrales qui ont même limite supérieure sont supposées rises suivant le même chemin, déterminent les p points analytiques (5,, «,), (ï^) Wi), ■ --i {^p, iip) en fonction des p variables i'i, (-3, ..., Vp. C'est la détermination effective de ces p limites supérieures au njojen de c,, Ca, .. ., t-y, qui constitue le problème de Jacobi. La solution a d'abord été obienue pour les intégrales ultra-cilipliques de genre a par Giipel ( ' ), et par Rosenhain dans son Mémoire couronné {*), M. Weierstrass (') a ensuite étendu la solution aux intégrales hyperelliplïques de genre quelconquc- Enfin Ricmann et M. Weierstrass ont obtenu simultanément la solution du problème dans toute sa généralité au nio^en des funclions 6 de p variables. L'étendue de cet Ouvrage ne nous permet pas de l'exposer ici; nous nous bornerons à montrer comment, à un système de valeurs de f,, c^, .... Vp, il ne correspond, en
(<) GopEL, Tkeoriœ tranacendentium Abelianarum pritni ordùiii adum bratio levït (Journal de Crelle, t. 35, iiiJT)-
( ■ ) Rosenhain, Mémoire tur lei /onction» de deux variables et à quatre périodes qui sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la première classe {Me'moirts des sa^'onls étrangers, t. XI, p. 36i-4<i8).
(*) WKlEltSTHASS, Zur tkeorie der Abel'scheji Functioiien {Journal de Crelle, l. 47, p. a89-3w6; l. 52, p. a85-3*]).
général, qu'un seul système de points analytiques (^i, i/|), ...,
Remarquons que les équations (33) peuvent être remplacées par un système d'équations aux différentielles totales du premier
ordre :
?i (^1» Ux)dzx'\-., .-+-©1 {Zp, Up)dzp= dviy
^i{ziyiii)dzi-^...-^(^i(Zp,Up)dzp=dÇf, (34) \
<fp(zi, ui) dzi-^ , . ,-h ^pizp, Up) dzp— dvp, *
où Ton a posé
' (^i{z^u)dz, i= 1,1, .,.,p.
Si l'on applique à ce système d'équations différentielles les théorèmes généraux, on reconnaît qu'à l'exception de certains systèmes de valeurs de i>i, (^2» • • •> ^/>î pour lesquels il y a indétermination, à des valeurs de i'i, Vaj •••» ^p ^^ correspond qu'un seul système de points analytiques ( * ). Ce résultat peut aussi se déduire du théorème d'Abel.
Supposons, en effet, qu'à un système de valeurs pour r« , i'a, . . ., v^y,, il corresponde deux systèmes de points analytiques (^i, u^), . . ., (zpj Up) el {z\, w^) , . . ., (:;^, w^). Les équations (33) nous donnent
Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une fonction rationnelle {p(2, u) admettant pour pôles du premier ordre les p points (iJi, w,), . . ., (5^, Up) et pour zéros les p points {z\, u\)^ . , ., {z'p^ u'p) (n^ 119), Celte fonction, ne devenant infinie du premier ordre qu'en p points seulement, est une fonction spéciale, et l'on peut faire passer par ces p pôles une courbe adjointe d'ordre m — 3 (n^* 170). Celte courbe adjointe rencontre en outre la courbe proposée en p — 2 points simples (ai , ^i ), . . . ,
(•) ToiV Briot, Théorie des fonctions abeliennes (Chap. IX). Le raisonnement est soumis aux mêmes objections que pour/? = i.
LU
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3)el l'on V
iiil que i-|
.., Cp doivent être cli; la forriH'
vei Hior
aK,- désignanl la somme conslanie des valeurs de l'intégrale k'j aux ip — 1 points d'intersccLion variables de la courbe proposée avec une courbe udjointe de degré m ~ 3, Par conséquent, si les valeurs de l'i, t'i, . . . , f ^ ne sont pas de la forme (.Hg), il ne peut y avoir plus d'un système de points analytiques vérifiant les équations (33). Mais si l'i, fj, ..., Vp sont de In irme (35), i! y a une infinité de systèmes de p points analytiles répondant à la question. En elTet, si l'on fait passer par les 2 points (a^, p*) une courbe adjointe d'ordre m — 3, elle rencontre la courbe proposée en p autres points distincts des points multiples qui, d'après le tbéorème d'Abel, satisfont bien aux, équations (33). En résumé, lorsqu'on fait décrire aux variables indépendantes v,, Vj, ..., i-^ des contours fermés dans leurs plans respectifs, les/r points analytique)! (2,, u,j, . . .,(3^, Up) ne peuvent que s'échanger entre eux, sauf pour des systèmes de la forme (35) où il y a indétermination. Toute fonction rationnelle et symétrique des coordonnées de ces p points est une fonclion uni/orme des p variables indépendantes c, , v^, ..., Vp, devenant indéterminée pour les valeurs de la forme (35). C'est \me fonction abéiienne; elle s'exprime au moyen des fonctions 9 (le p variables, où les arguments sont précisément l'i, fa, . . ■ , Vp. Si l'on fait décrire à un des points (s/, u/) un cycle sur la surface d« Riemann, v,, c,, — , Vp augmentent d'une période; on voit IDC que les fonctions abélicnnes sont des fonctions de p iables, admettant ■ip systèmes de périodes simultanées.
âl3. Le problème d'inversion de Jacobi a été étendu par diffé- •ents géomètres au cas où l'on ajoute, aux p intégrales de pre- BÎére espèce, un certain nombre d'intégrales abéliennes pré tentant des points de discontinuité sur la surface de Riemann ( * ).
l (•) Oq IrnuTC déjà des «xemples dans le Mémoire de lloscnbain {Savanlt i, t. XI). Voir UUSEJ Clebsch (/(turna/ </e Cre'/e, 1. 64); Clebsch fI i. ET G. . 3o
Supposons, pour fixer les idées, que Ton prenne, avec lesp intégrales de première espèce (V| , (Vo, . . . , (v^,, q intégrales de seconde espèce avec un seul pôle du premier ordre, Ç (z, w ; ai , p, ), . . . ,
!J(5, w; a^, j3^), et r intégrales de troisième espèce tïj'^»',®»,. . .,
m^f'^^^ quelques-uns des points (ayi, ^a) pouvant aussi être des
points critiques pour quelques-unes des intégrales de troisième espèce. La méthode que nous allons suivre s'applique d'ailleurs au cas général. Considérons les /? = /? -f- <jr -4- r équations
(36) Wi{Zu Ml) -4- tV/(^j, M*) -T->"-^Wi(z„, Un) ^ T/, (l = I, 2 /?).
(3;) C(5,, Mi;a/,, P/i)-4-. . .-h Ç(5„, w„; at/i, ?/j) — ^a, (A— 1,2 ^),
(38) ^yl'Xi^u Ml ) 4-. . . -f- ^^J;5^*(-«, w«) = itam ( A: = 1 , 2, . . . , r),
où Ton suppose que Ton prend la même limite inférieure (zo-, Uq) pour toutes les intégrales, et où les intégrales qui ont la même limite supérieure sont prises suivant le même chemin. Si Ton regarde dans ces équations ç»/, <a> 'ï^yt comme des variables indépendantes, elles définissent, en fonction de ces n variables, les n points analytiques (5|, W|), ..., (5,,, ii„). Nous allons montrer qu'à un système de valeurs arbitrairement choisi pour les variables p/, th, T^k-, il f^e correspond en général qu'un seul système de points analytiques ( C|, W|), . . . , (.g,,, u^).
Prenons sur la surface de Riemann n -\- p points ( ^i , Tji ), . . . , {^ri^py ^i«+/>)î absolument quelconques. La fonction rationnelle la plus générale du point analytique (z, u), qui devient infinie du premier ordre en ces n-\-p points seulement, dépend de // -h 1 constantes arbitraires, si ces points n'ont pas été choisis d'une façon particulière, comme nous le supposons (n® 169). Soit
l'expression générale de cette fonction; ^i(z,u) est un polynôme parfaitement déterminé, tandis que ^{z, u) est une fonction linéaire et homogène de n -\- \ coefficients arbitraires Aq,
GonDAN {Abelschen Functionen) ; Elliot {Annales de l'École Normale, 2* série,, t. XI); Appkll {Journal de Mathématiques , 'j* série, t. I); Goursat {Comptes rendus, t. XV. p. 787-790; 189a).
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A| , . . . , A;|. Celte fonction F{z, ii) admet n -\-p zéros variables avec Aq, A|, . . . , A;j; nous allons chercher à déterminer les coefficients A| en fonction des quantités r/, ^Aj ^a> de façon que n de ces zéros soient précisément les n points analytiques (.s/, w/) définis par les équations (36), (S^) et (38). Le problème étant supposé résolu, désignons par (z\, w', ), .... (^' , u ) les p zéros restants de F (2, u). D'après le théorème d'Abel, on a
(V/(3l, M,) -f-...-T- Wii^n.Un ) -" Wi{z\,u\)-^.. • -^ Wii^p^ ^'p) n-i-p
les équations (36) peuvent donc être remplacées par les suivantes <39) Wi{z\,u\)-i-...-i- iVi(z'p, u'p) — ^li—Vi (i = i,'ày ...,/?),
et nous venons de voir qu'à un système de valeurs de ç^i, ^^27 • • • -» i^p il ne correspond, en général, qu'un seul système de points analytiques (z\^ u\ ), . . . , (3' , u'p). Les p équations
sont aussi équivalentes aux p équations
< *0) {z\y^{z\,u\)-^...-^iz'py^{z],,u),) ^ O (« r^O, 1,2, ...,/?— I),
qui sont encore linéaires par rapport aux coefficients A^, A| , . . . , An, mais qui, de plus, sont des fonctions symétriques des/? points (z\f u\)f . . ., {Zpj u'p). On a donc ainsi p équations linéaires et homogènes en Aq, A|, ..., A„, dont les coefficients sont des fonctions abéliennes de (^i, ^2, . • • , Vf
Appliquons maintenant le théorème d'Abel aux intégrales s et TH. On a (nM83, 185)
= ^^(ijynj'y^/nh)--^^^^^'(^f^^h)>
Les équations (87) et (38) sont donc équivalentes aux équa-
tions
^Iog[F(a;,,M]
dz
j =-'a— ï(-i,"i;«a,Pa)— ••• -ç(^i.,")»;«A,PA)-^2?(^-^''î>*'*'^'P*^• ¥(y'l 81.) 1Ct+ Cl) («'„«',) H-... 4-a)(S>,l/'p)-2j "(Ç/.tîy)
Les q -\- r équations (4i) et (4^) sont encore linéaires et homogènes par rapport aux coefficients inconnus Ao, A|, . . ., A;,. Les seules quantités qui figurent dans ces équations et qui ne soient pas connues directement sont les suivantes
gcr (a',, M'i) -4- . . . 4- CI (3'p, »i'|i j
ces quantités sont des fonctions uniformes de ç^i, ^27 • • • ? ^p* En effet, les/? points (5',, u\)y . . . , [Zp, u'p) sont définis, en fonction de ^1, i^25 • • • 5 ^pt parles équations (Sp), et nous savons déjà qu'à un système de valeurs de ç^,, i^a, • . . , i^y, ne correspond qu'un seul système de points analytiques {z\^ u\)^ . . ., (5' u ), Par conséquent, lorsque les variables indépendantes v^^ i^a, . . ., ç?^ décrivent, dans leurs plans respectifs, des chemins fermés quelconques, les p points {z\ u') décrivent des chemins fermés ou se permutent entre eux. On peut évidemment supposer que chacun de ces points décrit un chemin fermé, puis que quelques-uns d'entre eux se permutent, sans que les nouveaux chemins décrits franchissent aucune des coupures a, fe, c. Or, après que ces p points auront décrit de pareils chemins, la somme t'/ aura diminué de la quantité
rrix^ . . . , Tïi2p étant des nombres entiers, et Wi^, , . . . , ^i,2p l^s 2p périodes de l'intégrale w/; la somme
ç(^i , w'i ; «A» pA ) H- • . . -^ î(^i>, Wp ; «A, Pa)
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aura augmenté de la période
ntifCi -f- . . . -}- ffi^pK^py
A|, ,,.,k'2p étant les 2/? périodes correspondantes de 1^(3, a ; a>i, ^>i),
et la somme
w(z\,u\) -^ . . .-\- miz'p, Up)
aura augmenté de même de
/yij Hi -f-. . . -h /WjpHjp-i- 'im xi,
H|, .... H2/» étant les 2/? périodes cycliques de rsiZf u) et m' <*tant un autre nombre entier. Pour que i^i, . . . , \^p reviennent à leurs valeurs initiales, il faut que tous les nombres entiers m<, ..., //I2/» soient nuls, car on ne peut avoir les/> relations
pour des valeurs entières des coefficients m , sauf pour /?!, = . . .rrr //îj^ = o (n° 74). Par conséquent, lorsque les variables Çi, , , . ^Çp reviennent à leurs valeurs initiales, il en est de même de la somme
et de
CI 15'„ M',) -H ... -H a)(5'p, Mp)
En résumé, les /i -h i inconnues Ao, A|, . . . , A„ sont déterminées par n équations linéaires et homogènes dont tous les coefficients sont des fonctions uniformes de t^i, . . . , Vp^ <|, . . ., ^y,
7:1 TT^. Les équations (36), (3^) et (38) définissent donc un
seul système de points analytiques, sauf les cas d indétermination qui peuvent se présenter.
COURBES NORMALES. MODULES (i).
Théorème de M. Schwarz. — Transformations biralionnelles d'une courbe de genre un en elle-même. — Courbe normale de Clebsch. — Courbe normale de Nôlher. — Modules d'une classe de courbes algébriques. ^ Généralités sur les transformations simplement rationnelles.
214. Nous allons d'abord compléter, sur un point essentiel, la théorie des transformations birationnelles des courbes algébriques. On a déjà remarqué (n"" 131, 134) que les courbes de genre zéro el un se changent en elles-mêmes par une infinité de transformations birationnelles; ce sont les seules courbes qui jouissent de cette propriété. Nous commencerons par démontrer le théorème suivant, dû à M. Schwarz : // ne peut exister de transformation birationnelle, renfermant un paramètre arbitraire, qui change en elle-même une courbe de genre supérieur à un ('-).
Soient, en effet,
Téquation d'une courbe algébrique C de genre/? >>i, et
des formules définissant une transformation birationnelle dépendant d'un paramètre arbitraire t. Admettons, pour un momenl.
(') Auteurs à consulter : Riemann, Abe/'schen Functionen; Brill el Nothep, Mathematische Annaierif t. VII; - Clebsch et Gordan, Théorie der AbcVschen Functionen^ — Klein, Théorie der elliptischen Modid functionen, t. I; — E. Picard, Traité d'Analyse, t. II, p. 436-458.
(') Schwarz, Journal de CrellCy t. LXXXVII. La démonstration que nous donnons ici est due à M. Picard.
que le point [z\ u') décrit la courbe C, lorsque le point (^, u) décrit la même courbe, quelle que soit la valeur attribuée au paramètre t. Considérons p intégrales distinctes de première espèce attachées à la courbe C
Qi(z, u)dz rQi(z,u)dz rQp(z,u)dz
rq,iz,u)dz rqi(z,u)dz r
puisque, par une transformation birationnelle, toute intégrale de première espèce se change en une nouvelle intégrale de première
espèce, l'intégrale / "*' doit en particulier se changer en
une nouvelle intégrale de la forme
, .. rQi(-2', u')dz' rkxQxiz. li) -.-... -f- A„Qp(2, u) . ( i) I >, — I J, az,
J J uf J J u
A|, . . . , A^ étant des constantes indépendantes de (^, ii). Nous allons montrer que ces coefficients ne dépendent pas non plus du paramètre /. En effet, donnons à ce paramètre une valeur fixe /o? d'ailleurs arbitraire, et faisons décrire au point (5, u) un cycle sur la surface de Riemann ; le point (;;', w') décrira aussi un cycle.
Lorsque le paramètre t prend ensuite une valeur voisine /o-i- ^i le cycle décrit par (5', w') ne diff^ère qu'infiniment peu du premier et la période reste la même. Soient oJ|, Wj, . . . , 10^ les périodes des/? intégrales de première espèce correspondant au cycle décrit par le point (3, u) et w' la période de Tinlégrale
(l^{z\u!)dz' f'u.
correspondant au cycle décrit par le point (s', u')\ on a entre les coefficients A| , A2, . . . , A^ la relation
tOj =1 Al Wi -f- Aj 'Oj-r . . . -h Kptiip,
Faisons maintenant décrire au point (^, u) les p cycles dont chacun franchit une seule coupure «vî on établit ainsi, entre les coefficients A|,A2, . . • , A^, /?. relations linéaires, dont le déterminant n'est pas nul, où ne figure pas le paramètre /. Ces coefficients sont donc des constantes indépendantes de t. En prenant
lOiivelle Intégrale de première espèce, on aura dé n
/•Q,(z:u)dz' ^ ritiQL(^jO_-^:-_:^lpQ^(_'.ji)^
les coeffîcienU B,.
(3)el(4)onlire
dépendant jias ih t. Des équatloa^
Qiif:
■ ■-^A„qp(».«)
Qp
relation entre les coordonnt^esdcs deux points (-.u) et (s', u')qui ne dépeod pas de t. Or, une telle relation est impossible; car, fi un point (s, «), l'équalîou (5), jointe k l'équation f{z', t/)=:v de la courbe donnée, ne fait correspondre qu'un nombre^/îmdp points {z'f «'). Le point (s', h') défini par les formules (3) ne varierait donc pas d'une niani'>re continue avec le paramètre t, contrairement à riivpolhèse.
21s. Le même raisonnement permet de démontrer qu'uni' courbe de genre supérieur à Tunilé ne peipt se reproduire par une infinité discontinue de transformations Lirationnelles, c'est-â-^ire ne dépendant pas de paramètres arbitraires. En elTet, il résulte du paragraphe précédent que (otites les transformations lii rationnelle' qui reproduisent la courbe C, de genre supérieur à un. sont données par une relation de la forme (5), où l'un attribue uus constantes A et B des valeurs convenables. Or, si l'on part d'une relation de celte forme donnée a priori et si l'on cherche les conditions pour qu'elle définisse une traiisfornialion birationncUe de la courbten elle-même, un établit évidemment un certain nombre de relations a/^eôri'ij'uej entre les constantes Aet B. Ces relations peuvent être incompatibles ou admettre un nombre /în/ de solutions, innis il ne peut pas arriver que quelques-unes de ces constantes restent arbitraires, car la courbe donnée admettrait des transformations bîrationnelles dépendant d'un paramètre arbitraire, conirairemcDl à ce qui vient d'être démontre. En résumé, une courbe de genre supérieur à un ne peut se changer en elle-même que par un nombre fini de transformations birattoniielles.
2i6. Il est aisé de former l'équaliun de courbes algébriques qui admettent un nombre _/(ni, mais aussi grand qu'on le veut, de
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transfomiatioDS birationnelles en elles-mêmes. Supposons que la courbe G, représenlée par Téquation (i), se reproduise par la transformation birationnelle
si Ton applique deux fois de suite cette transformation, on obtient une nouvelle transformation qui reproduit aussi la courbe C,
^^ } f/2- R[P(^, w», R(5,a)]-Hi(^, a);
d'une manière générale, si Ton pose
on a une suite de transformations birationnelles
\ Zi — Vi- 1(3, m), < 8)
f M/-- : R/- i(Zj W),
qui reproduisent toutes la courbe C Si la courbe proposée est de {^enre supérieur à un^ on ne peut obtenir ainsi qu'un nombre fini de transformations distinctes et, par conséquent, au bout d'un nombre fini d'opérations, on doit retrouver la substitution identique z'^^Zf u' = a. Supposons que cela arrive après q opérations, de telle sorte que l'on ail identiquement
la transformation considérée est dite d'ordre q. On a
Pqiz, u) — P(5, M ), Ktji z, u) --. Ri 3, m),
et, d'une manière générale,
Soient o(>3, u), 'l{z, u) deux fonctions rationnelles de :; et de //. Posons
a désignant une racine primitive de Téquation af^zi.
Lorsque le point (^, u) décrit Ja courbe C, le point (Z, U) décrit une autre courbe C| qui correspond point par point à la première, si les fonctions cp(i;, u) et 6(5, u) ont été prises convenablement. Prenons, par exemple, pour cp et tj> deux fonctions rationnelles ayant un seul pôle commun du premier ordre («, 6), et telles que tous les aulres pôles, ainsi que les points qu'on en déduit par l'application répétée de la transformation (6), soient distincts. Alors la courbe C| a un point à l'infini , avec une direction asjmptotique non parallèle aux axes, auquel ne correspond qu'un seul point de la courbe C, le point (a, b). Remarquons maintenant que, lorsqu'on change x; et w en P(2, a) et R(.3, w)
respectivement, Z ne change pas, tandis que U se change en—;
la nouvelle courbe C| admet donc la transformation birationnelle 7J = Z, alJ' = U, et, par suite, elle est représentée par une équation de la forme F(Z, U^) =-- o, entière par rapport à Z et à
217. Proposons-nous, pour finir ce sujet, de déterminer toutes les transformations birationnelles qui font revenir sur ellemême une courbe du premier genre. Soit iv(z, u) l'intégrale de première espèce attachée à cette courbe. Entre les coordonnées (:;, u) et {z\ u') de deux points correspondants, on doit avoir une relation de la forme (n^ 214)
(lo) w(z'y u') — Aiv'iZj u) -^- hy
A et B étant des constantes indépendantes de (z, u). Réciproquement, pour qu'une relation de la forme (10) définisse une correspondance birationnelle entre les coordonnées (;:, u) et (;;', u') (les deux points, il faut et il suffit, d'après les explications du n° 203, que w{z'j u' ) augmente d'une période lorsque iv(z, u) augmente d'une période, et inversement. Soient w et w' les deux périodes distinctes de l'intégrale; on doit avoir
( A w -■ m ui -- n to',
(') Pour plus de détails sur ces courbes, nous renverrons à un Mémoire de M. llurwilz {Gottinger Nachrichten, 1887; Mathematische Annalen, t. 32).
m, /w', n, n! étant des nombres entiers; de plus les deux périodes Aco, Ao/ doivent former un parallélogramme équivalent au parallélogramme élémentaire (w, w'), ce qui exige que Ton ait
(12) mn' — m'n — it: i.
Des équations (i i) on tire
(i3) m'tû'~h(n' — m)Mui' — /iw'*— o,
équation qui se réduit à une identité si l'on a
m' = n — Oy m —- n
et, en tenant compte de la relation (12 , m =r /i'= liz i . On a donc toujours deux séries de transformations, définies par les formules
( iv(c', //.') — -4- (V (;;,«/) -4- /,
/ désignant un paramètre arbitraire.
Si l'équation (i3) ne se réduit pas à une identité, on en lire
o) m — n'di \/( r?i — n' )* n- 4 '^ '^
to 1 m
OU, en tenant compte de la relation ( 12),
(o __ m — n' &: vA ni -t- n' )^ z^i 4 tu' '± in
Comme le rapport — doit être imaginaire, on doit prendre le
signe -f- dans la formule (12) et, en outre, le nombre entier m -f- n' doit être égal à zéro ou à zb: i . On voit donc que, si le module de la courbe de genre un est quelconque, elle n ^ admet pas d'autres transformations birationnelles que celles qui sont définies par les formules (i4)- Pour qu'il en existe d'autres, il faut que le rapport des périodes soit racine d'une équation à coefficients entiers de la forme (i3), où l'on a mn' — m' n = \y [m -^ n')'^ <l 4-
Le coefficient A s'obtient en éliminant le rapport — entre les
équations (i i); on trouve ainsi Téquation
(A — m) (A — n') — m' n = o ou
A* — ( m -T- Al') A H- I — o»
et comme m -- n' ne peut prendre que les valeurs o, -h i , — i , on voit que A doit être racine de Tune des équations
£n résumé, on obtient toutes les transformations bîrationnelies
qui changent en elle-même une courbe de genre un en combinant
la transformation
u>(z\ a') — cv(2, w)-r ^
qui dépend d'un paramètre <, avec quelques-unes des transformations
w{z\ u') — Xw{Zj a),
A désignant une racine primitive de Tune des équations
S218. Voici une application, qui nous sera utile, du théorème de M. Sclnvarz. Cherchons, d'une manière générale, les courbes C,„ de degré m et de genre /?, telles que toutes les adjointes d'ordre m — 6 qui passent par A points quelconques (oLi, p,:, . . ., (a>i, ^y^) de C« aient en commun avec la courbe donnée k points fixes (yi, 0|), . . ., (v;^, oa) dépendant des premiers; on suppose, bien entendu. /'</> — I. Plaçons-nous d'abord dans Th^pothèse où les coordonnées des points (y, o) dépendent des coordonnées de tous les points (a, ^). Soient M^, Ma, .... M^_<, /? — i points quelconques de C;,, par lesquels passe une courbe adjointe C«.j. Formons avec ces p — i points tous les groupes possibles de h points (a, j3); à chacun de ces groupes correspond un groupe de A' points et tous ces points sont distincts puisque les points M, sont arbitraires et que chaque groupe de A' points (y? 3) dépend de tous les points du premier groupe de h points. La courbe Cm-3 aura donc en commun avec la courbe dm^ en dehors des points multiples, /; — i -h kCA_^ points simples, C^_i désignant le
nombre de combinaisons de p — i lettres h k h. Il faut donc que l*on ait
ceci n'a lieu que si l'on a A = /r = i ou h=p — 2, A =^ i . Dans le premier cas, toutes les courbes adjointes passant par un point fixe vont passer par un second point fixe dépendant du premier et la courbe est hyperelliptique. Examinons la seconde solution h =^p — 2, A* r= i; si /? :^ 3, elle se confond avec la première. Si p>'6y elle est inadmissible. En effet, il faudrait que toutes les courbes adjointes d'ordre m — 3 qui passent par/? — 2 points quelconques de Cm aillent passer par un autre point fixe. Les coordonnées (:;', u') de ce nouveau point seraient évidemment des fonctions rationnelles des coordonnées de ces p— 1 points, dépendant à la fois de tous ces points. Soient
( u' — Ri(^i, wi; ;î2, Mj, ... ; -5y>_j, Up-i)
les expressions de ces coordonnées. Inversement, toutes les courbes adjointes passant par les p — 2 points (5', w'), ..., {^p^2j Wy>-2) doivent passer par un autre point fixe qui est forcément le point (^1 , Ui ) et l'on a aussi
l .5i ~ K (-3 , W I Jj, Ui'. . . . , Zp -2, llp—'i )i
Mo) < T> / /
En considérant Co, . . ., Zp_2 comme des paramètres variables, on voit que la courbe C,,, admettrait une transformation birationnelle, dépendant de paramètres, ce qui est impossible puisqu'on suppose />>> 3.
Si les coordonnées de quelques-uns des A* points (y, 2) ne dépendaient que des coordonnées de h' points (a, p) (h' <^ A), il faudrait en conclure que toutes les courbes adjointes d'ordre m — 3 qui passent par h' points quelconques vont passer par un certain nombre d'autres points fixes dépendant de ceux-là, et l'on serait ramené au cas précédent. La conclusion est donc la suivante : les seules courbes qui répondent à la question sont les courbes hyperelliptiques.
219. Courbes normales. — ■ Parmi toutes les courbes algébriques appartenant à la même classe, on peut en prendre une, présentant quelque caractère particulier, pour servir de type ou *le courbe normale à la classe considérée. On a cherché surtout jusqu'ici à obtenir pour courbes normales des courbes dont le degré soit aussi peu élevé que possible, mais il est évident que ce n'est pas là une règle absolue; il pourrait y avoir avantage, dans certains cas, à 'définir la courbe normale par d'autres propriétés. Nous nous sommes déjà occupés de celte question, à diverses reprises, pour les courbes de genre o, 1,2, et, plus généralement, pour les courbes hvperelliptiques (n"^ 132, 13o, 175). Dans ce qui suit, nous supposerons qu'on a affaire à une classe de courbes non hjperellipliques et, par conséquent, que le genre est au moins égal à trois.
Soit C„t une courbe non hyperelliptique de genre p\ prenons sur cette courbe p — 3 points arbitraires Mi, Mj, . . ., M^.j, et soient Q^ ri=i o, Q2 =^ o, (^3 = o les équations de trois courbes adjointes linéairement indépendantes d'ordre m — 3 passant par ces/> — 3 points. Les points M/ étant pris arbitrairement, on peut toujours supposer que ces trois courbes n'ont aucun point commun sur C,;,, en dehors des points M/. Cela posé, lorsque le point (>3, u) décrit la courbe C,w, le point de coordonnées
décrit une certaine courbe C, qui correspond point par point à la courbe C,«. En effet, soit (a, b) un point quelconque de C;„ et (.\, B)le point correspondant de C; à ce point (A, B) correspond sur C,M le seul point (a, b). Pour qu'il en fiU autrement, il faudrait que, quel que fût le point {a^ b) de Cm, on pût trouver un autre point [a\ b') tel que l'on eût
Toutes les courbes adjointes d'ordre m — 3 passant par les/? — 3 ])oints M/ et le point (a, b) iraient passer par un autre point (a', b')\ ce qui est impossible, puisque les /> — 2 points peuvent être pris arbitrairement. Les formules (17) définissent donc une
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transformation bJrationnelle entre les points des deux courbes C et C. Il est facile d'avoir le degré de la courbe G . La fonction
QsC-, w)
où a, p, Y sont des constantes quelconques, admet /> 4- i pôles du premier ordre, les /? -f- i points de rencontre de la courbe Q3 z=z o avec la courbe C„,, autres que les points M|, M^, . . ., M/7_3 ; la courbe C est donc de degré p -f- 1 . Ainsi, étant donnce une classe de courbes non hypereltiptiques de genre p^ on peut prendre pour courbe normale une courbe de degré /? -f- 1 .
Ce théorème a d'abord été énoncé par Clebsch et Gordan [Abels^che Functionen, p. 65), mais leur démonstration manquait de rigueur. C'est M. Picard qui Ta mise à l'abri de toute objection, grâce à la remarque du paragraphe précédent.
La courbe C/ possède en général un certain nombre de points doubles provenant des couples de points («, 6), (a', b') satisfaisant aux relations (18). On obtient immédiatement le nombre o de ces points doubles, en remarquant que la courbe C est du genre/?; on trouve ainsi
p{p — \) > ^ pip — 'i)
i-—^ — ù — p ou 0 — - - •
Si/? >> 3, la courbe normale a nécessairement des points multiples; une droite variable passant par un de ces points rencontre C en p — I points mobiles au plus ; le nombre r est donc au plus égal à p — I (n** 17i).
220. M. Nother emploie une autre courbe normale. Soient Qi (^, w), QaC^j u), . . . , Qp{z, u) les/? polynômes adjoints linéairement indépendants de degré m — 3; posons
et regardons X|, X2, . . . , X^ comme les coordonnées homogènes d'un point dans l'espace k p — i dimensions. Lorsque le point analytique (^, u) décrit la courbe C, le point de coordonnées (X|, X2, .... Xy,) décrit dans l'espace a p — 1 dimensions une courbe gauche F qui correspond point par point à la courbe C, sî celle-ci
n'est pas hyperellîplique. Si , eo eflet, on avait deux points (a, lu et {a', b') dt C correspondant à un même point de F, on en couelurait les relations
et toutes les adjointes d'ordre m — 3 passant par {n, 6) passeraient aussi par (a', ^'); ce qui ue peut avoir lieu si la courbe ('. ifesi pas li^perelliplique. Lt- degrô de T est l'gal. on le voit immi^diatemeat. à a/> — a.
Lorsque jO ^ 3, la courbe T coïciciilc avec la courbe normale (\r Ctebsch. Il n'en est plus de même si /) --1, mais on peut passer de l'une à l'autre. Par exemple, si p =^ ^, la courbe F est uue courbe guucbe du sixième ordre de l'espace à trois dimensions; en projetant cette courbe sur un plan, le point de vue étant un poinL de r, on obtient une courbe plane C qui correspond point par point à F et dont le degré est égal à 6 — i ^= 5. On reironie la courbe normale de Clebsch. A l'aide de considérations empruntées à la Géométrie à n dimensions, que nous laissons au lecteur le soin de développer, on peut étendre ce procédt' su cas général. Ainsi, en projetant la courbe gauclie F de l'espace à p — t dimensions dans un espace plan k p — a dimensions, le point (le vue étant un point de F, on obtient une nouvelle courbf gauche F, de degré a/i — 3, dans l'espace à^ - a dimensions, qui correspond point par point à la courbe F. Kn opérant de même sur lu courbe F,, et ainsi de suite, on finit par arriver i une courbe plane C de degré a// — a -- (/> — 'ij -^p-i~ i, qui correspond point par point k la courbe F et, par suite, à la courbe C.
Remarque. — Le raisonnement qui précède est soumis à une objection. Plaçons-nous, pour fixer les idées, dans le cas d'un* courbe gaucbe F de l'espace à trois dimensions. Soit (-' la perspective de celte courbe sur un plan, le point de vue étant nn point S de F; les deu\ courbes F et C se correspondent point par point, à moins que toutes les sécantes passant par S et un autre
t quelconque A de F ne sième point. Pour qui cboisi pour point de vi
■encontrent cette courbe en un troi' ait lien, quel que soil le point S faudrait que toutes les sécantes dou-
les de r fussent des sécaales triples. Celle hypothèse est ioadirbe r n'est pas une courlie plane. En eflet, prêtons sur r deux points quelconques A et B; la sécante AU ncontre F en un troisième point C. Prenons ensuile sur T un )int A' voisin du point A; la sécanle A'G doit rencontrer F en 1 point B' voisin de B. Lorsque le point A' se rapproche indélîment du point A, les sécantes A\', BB' ont pour limites les «Dgentes aus points A et B à la courbe F et, comme les droites A', BB' sont toujours dans un môme plan CAA', on en conclut jne les tangentes en deux points quelconques de F sont toujours lans un même plan, propriété qui n'appartient qu'au;c courbes planes. On lève de même l'objection dans le cas général.
La courbe normale de Clebsch n'est pas du plus petit degré tossible. MM. Brill et Nother ont montré, en effet, qu'on peut ;n général faire correspondre, à une courbe de genre p, une lOurbe de degré p — ti -|- 2, it désignant la partie entière du quotteat^; mais leur démonstration prôte à des objections, et ce point Ippelle de nouvelles recherches.
221. Modules. — Étant données deuï courbes h^perelljp- Hques du même genre p, on a vu plus haut que sp — i conditions devaient élre remplies pour que ces courbes appartiennent i la mûme classe; ces conditions s'e:tpriment par l'égalité de
ap-i
fonctio
s des coefficients des dci
. De même,
toutes les courbes de genre /> dépendent d'un nombre fini de pantmèlres, si l'on ne considère pas comme distinctes les courbes qui appartiennent à la même classe, puisqu'on peut supposer ffi" 219) que ces courbes sont de degré p + 1. Bicmann s'est proposé de chercher le nombre de ces paramétres, dont dépend ■nuellement une classe de courbes de genre/»; il faut entendre par là qu'à des valeurs de ces paramètres, prises arbitrairement,
lOrrespund une classe de courbes ou un nombre Itmtlé de classes.
Ze sont ces paramètres qu'on appelle les modules; il est clair
qu'ils se conservent dans toute transformation birationnetic.
a a démontré de deux manières différentes que le nombre
des modules d'une classe de courbas est égal i 3/> — ^ O' > ') ï
on trouvera l'ex] A. ET G.
posé de ces méthodes dans le Traité d'Analyse
de M. Picard (t. II, p. 482). On peut s'en rendre compte au moyen de la courbe normale de Clebsch, de degré /? -f- 1. Toute èourbe
de degré p -f- 1 dépend de -^ — paramètres ; si elle est de
genre p, elle doit avoir ^^^ points doubles, ce qui établit
entre les coefficients de Téquation ce môme nombre d'équations. Il reste donc
coefficients arbitraires. D'un autre côté, la transformation birationnelle, par laquelle on passe d'une courbe quelconque de genre p à une courbe de degré /? -♦- 1, dépend de (/? — 3) points indéterminés; on peut imaginer que l'on ait choisi ces p — 3 points de façon à attribuer des valeurs données à l'avance k p — 3 des coefficients de la courbe normale. Enfin, si Ton fait subir à la courbe normale la transformation homographique générale, qui dépend de huit arbitraires, on peut encore attribuer à huit des coefficients des valeurs données à l'avance. Il restera donc en tout un nombre de paramètres égal à
Remarque, — Si l'on désigne par p le nombre de paramètres arbitraires dont dépend la transformation birationnelle la plus générale qui fait revenir sur elle-même une courbe de genre />, le nombre des modules est toujours représenté par 'ip — Z -\- p. Si ^ = o, p = 3, on trouve zéro pour le nombre des modules, comme on devait s'y attendre. Si /? = 1 , p = i ; il y a un seul module (n° 178). Enfin, si /? >> i , on a toujours p = o (n° 214).
222. Du nombre des modules , il est facile de déduire une limite inférieure pour le degré de la courbe normale du genre p. Soit C^ une courbe de degré q et de genre p ; le nombre 8 des points doubles doit être égal à
5 ^ iq-\){g-i) _
On doit donc avoir d'abord
Cette inégalité étant supposée satisfaite, on démontre, comme au paragraphe précédent, que la courbe ilq dépend, en tenant compte de la transformation homographique générale, de
paramètres arbitraires; ce qui nous donne une nouvelle inégalité
pour que la courbe C^ puisse servir de courbe normale de genre/?. De cette dernière inégalité, on lire
Soit TT le quotient de la division par 3 du nombre /?, de façon
qu'on ait/? = 37r, ou Stt-I-i, ou 871-1-2. L'inégalité (22) peut
s'écrire
et la limite inférieure de q est, dans les trois cas, p — i: 4- 2. C'est le degré de la courbe normale de Brill et Nôther. Cela ne veut point dire qu'il n'y ait pas de courbe de genre p dont le degré soit inférieur à cette limite. Par exemple, la courbe du cinquième ordre, sans point multiple, est du genre 6; il faut conclure seulement de ce qui précède qu'une courbe quelconque du sixième genre ne peut pas correspondre point par point à une courbe du cinquième degré.
223. A la recherche des modules se rattache la solution de la question suivante : Etant données deux courbes de même genre/?, non hyperelliptiques, C et Ci, d'ordres m et 77, représentées par
les équations
reconnaître si elles appartiennent à la même classe.
Soient Q^i(z, u), Q2(^, u)i • • •iQ/>(2» ") les p polynômes adjoints d'ordre m — 3 correspondant à la courbe C, et R< (:;', ^^'), ..., Ry,(5', u') les/? polynômes adjoints d'ordre n — 3 de la courbe C<. Si l'on peut établir une correspondance point par point entre les points des deux courbes, toute intégrale de première espèce se change en une intégrale de première espèce, et l'on doit avoir entre les coordonnées de deux points correspondants des deux courbes p relations de la forme
A|, B/, . . ., L/ désignant les constantes.
On en déduit/? — i relations ne contenant plus dz et dz'
^^j Qi(-, 'O Qi(z,u)
A, Ri(z', u' )-+-,., -i-Li RjAz', u) A/Ri(2', u')-\-, . .-t- Li\ip(z , u')
Soient r et Files deux courbes normales de l'espace kp — i dimensions qui correspondent aux deux courbes données C et C| ^ les coordonnées homogènes d'un point de F sont
et les coordonnées homogènes d'un point de ^^
\\ = Ri (-s', ii')j .... y^p = R/>(-='j w').
Les formules (24) montrent que, si les deux courbes C cl C| sont de même classe, les deux courbes normales F et F| peuvent se déduire Tune de l'autre j)ar une transformation homographique. Cette condition est d'ailleurs suffisante; en effet, si elle est remplie, les courbes F et F, et, par suite, C et C, se correspondent point par point. Donc, pour que les courbes du même genre (j et C, appartiennent à la même classe, il faut et il su^it que les courbes normales F et F, puissent se déduire l'une de l'autre par une transformation homographique.
Par exemple, une courbe Ci du quatrième degré, sans point <l(uiblc, coïncide avec la courbe normale F; on en conclut que les seules transformations birationnclles qui reproduisent une courbe
du quatrième ordre et du troisième genre sont des transformations homograpliiques.
224. Il semblerait, d'après les raisonnements employés jusqu'ici, que les courbes de genre p se partagent en deux grandes classes: les courbes générales et les courbes hjperelliptlques; mais une telle vue serait inexacte, et les courbes hyperellipliques doivent plutôt être considérées comme un cas limite. Prenons en effet une courbe C de genre /? >> 3, non hyperelliptique, et soit
l'équation générale des courbes adjointes d'ordre m — 3 , qui passent par p — 4 points fixes quelconques de cette courbe ; posons
X = Qi^iiifJ Y = Q^^^'^^-^ z = Q*^"> ^^)
On démontre, comme au n'* 219, que, lorsque le point (s, w) décrit la courbe C, le point (X, Y, Z) décrit une courbe gauche F, ' de degré p -\- i^ qui correspond point par point à la courbe C. Si l'on projette F sur un plan, le point de vue étant sur F, on obtient la courbe normale de Clebsch; mais, si le point de vue est en dehors de F, la projection est une courbe de degré/? + 2, qui,
devant être de genre/?, possède ^^-^ points doubles. Ainsi, j'i
la courbe générale de genre/?, on peut faire correspondre, point
par point, une courbe de degré /? -H îî avec^-^ points dou-
ma
bles. La conclusion s'applique encore pour/? = 3; car, si l'on applique à la courbe générale du quatrième ordre une transformation quadratique avec trois points fondamentaux pris sur cette courbe, on obtient une courbe' du cinquième ordre avec trois points doubles.
Imaginons maintenant que ces — points doubles viennent
se confondre en un seul; on obtient à la limite une courbe de degré /? 4- 2 avec un point multiple d'ordre /?, c'est-à-dire une courbe hyperelliptique.
225. Nous terminerons ce Chapitre par quelques remarques sur les transformations simplement rationnelles. Soient C et C deux courbes algébriques de degré m et m' respectivement, la première de genre /?, la seconde de genre/?', représentées par les deux équations
nous supposons qu'en posant
où <p et J; désignent deux fonctions rationnelles, le point (5, u) décrit la courbe C lorsque le point (5', w') décrit la courbe C. Nous savons déjà que Ton a p'=p] mais on peut avoir pour/?' une limite plus précise. Soit jjl Y ordre de la transformation (27), c'est-à-dire le nombre de points (5', u') de C qui correspondent à un même point (>s, u) de la courbe C. Supposons /? >► i et soient Q<(5*, w), Q2(^> w) deux polynômes adjoints d'ordre m — 3 relatifs à la courbe C; on doit avoir, pour la transformation considérée,
Qi(-.'0 t r^^{z\u')dz' rQi(z,u)dz ri\i(z\u')dz'
rQx{^,n) ^^ ^ r^,{z\u')dz' ^ rQi(z,u)dz ^ r
Ri (>3', w'), R2(^> w') étant deux polynômes adjoints d'ordre m' — 3 relatifs à la courbe C, et par suite
Le faisceau des courbes adjointes Q< (s, a) + ^Q2(^î w) = o rencontre la courbe C en 2/? — 2 points variables avec À, si les deux courbes adjointes Qi = o, Qo = o n'ont aucun point commun avec la courbe C, en dehors des points doubles, ce qu'on peut toujours supposer. A ces ip — 2 points de C correspondent a(2/? — 2) points de C, variables avec X, situés sur la courbe
adjointe
Ri(-5', w')-+-XR2(-3', w') = o;
on a donc
relation qui subsiste si/> = o, ou /> = i.
La formule (28) nous fait connaître une limite inférieure de/?', connaissant les deux nombres [x et /> ; mais il est impossible de trouver une limite supérieure pour ce même nombre (*).
Si les deux nombres p et p' sont égaux et supérieurs à un, on déduit de la relation (28) [x^ i et, comme [x est un nombre entier, on a nécessairement [x = i .
Nous pouvons donc éno ncer le théorème suivant, dû à M. Weber : Si une transformation rationnelle conduit d'une courbe de genre supérieur à un à une autre courbe du même genre, la transformation est birationnelle (^).
(*) E. GoURSAT, Sur les transformations des courbes algébriques {American Journal of Mat hématies, vol. XVI; 1894).
(•) Journal de Crelle, t. LXXVI.
Pour de plus amples détails sur les transformations simplement rationnelles des courbes algébriques, nous renverrons le lecteur au Mémoire de M. Painlevé Sur les équations différentielles du premier ordre {Annales de l'Ecole Normale supérieure; 1891).
APPLICATIONS DU THÉORÈME D^ABEL A LA GÉOMÉTRIE (i).
Etude des groupes de points obtenus en coupant une courbe algébrique donnée par d'autres courbes algébriques. — Applications aux cubiques et aux quartiques. — Tangentes doubles des quartiques; coniques quadruplement tangentes. — Application du théorème d'Abel aux aires, aux angles et aux arcs des courbes de direction. — Biquadratiqucs gauches.
226. Le théorème d'Abel, appliqué à la Géométrie, donne des résultats qui se présentent sous une forme intuitive des plus simples. En nous bornant presque exclusivement aux courbes du troisième et du quatrième ordre, nous indiquons sur des exemples précis les idées essentielles de la théorie. Nous commencerons par les courbes du troisième ordre.
Il existe deux espèces de courbes du troisième ordre : i° celles qui n'ont pas de point singulier; 2° celles qui ont un point double ou de rebroussement.
Si la courbe du troisième ordre F(x^y) = o n'a pas de point singulier, elle est du genre un. L'intégrale
est alors de première espèce. A chaque point (^,^yde la courbe correspondent une infinité de valeurs de w qui se déduisent de Tune d'elles par l'addition ou la soustraction de deux périodes w et (o'. A chaque valeur de u ne correspond qu'un .point {x,j') de
(') Ouvrages à consulter : Mémoires de Clebsch {Journal de Crelle, t. LXIII, LXIV); — Leçons de Géométrie de Clebsch, par Lindemann ; — Mémoire de M, Humbert {Journal de Mathématiques, 4* série, t. III; 1887).
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la courbe, comme il résulte du problcine de Tinversion : les coordonnées xel_x de ce poiai sont des fondions elliptiques de u, aux périodes w et eu'.
(Une droite
îcoupc la courbe en trois poioLs : soît u,, Ha, Kj un sj'slèmc de aleurs de u correspondant respectivement à ces trois points ; on erlu du théorème d'Abel appliqué aus intégrales de première espèce,
^ étant une constante indépendante de la droite considérée et n
' des entiers positifs, négatifs ou nuls.
Cette relation nécessaire entre les paramètres de trois points en
ligne droite est suffisante. En effet, prenons sur la courbe trois
«oints M(, Mo, Mj dont les paramètres u vérifient la relation (l).
I-La droite rjni joint les deux points Mj et M, coupe la courbe en
; il faut montrer que M, coïncide
rlj étant en ligne droite, on a
JBvec M(. Les points M,, Ma, 1
en comparant avec (i), on voit que U| et u\ ne diffèrent que par des multiples des périodes w cl w' : les deun pobts M| et M', sont donc confondus. On prouve, par un raisonnement identique, que In condition nécessaire et suffisante pour que six points de la cu-
[ bique soient sur une conique est que les valeurs de «, relatives à
f ces six points, vérifient une relation de la forme
ii la constante est^P, comme on le voit en supposant la conique lecomposéc en deux droites.
Comme application de ces relations, cherchons d'abord les points d'inllesion. Si u est le jjaramèlre d'un point d'inflexion, la tangente d'inflexion coupe en trois points confondus avec celui-là ; il faudra donc faire dans (i), à des multiples près des périodes,
-h 2 0> -+- 9. (si'
490 CUAPITRE Xtl.
d'où
P nui-hn'tù' u =z h •
Dans celte formule, on peut donner à fi et n' toutes les valeurs entières ; maïs deux valeurs de u qui diffèrent par des multiples de co et to' donnent le même point d'inflexion. Il suffit donc de donner à n et n' les valeurs o, i et 2, associées de toutes les manières possibles. On trouve ainsi neuf points d'inflexion dont les paramètres sont donnés par le Tableau suivant, où Un^n' désigne la valeur de u correspondant à un choix déterminé des entiers n et /i' :
P P-+-CO' P-+-2a)'
P-hOJ P-4-(0-hw' '^1,0= — ô — > ^^1,1= ô > W|,t =
P-4-2CO P-I-2W
Wî,0= ô ' ''2.1 — ô ' '^ï,î =
Ces points sont trois à trois en ligne droite ; la droite qui joint deux quelconques d'entre eux passe par un troisième; on a, par exemple,
ce qui prouve que les points correspondants sont en ligne droite.
Comme autre application, on pourra chercher les points où la
conique osculatrice a un contact du cinquième ordre y c'est-à-dire
coupe en six points confondus ; les valeurs de u correspondantes
sont données par
OÙ n et n' peuvent prendre toutes les valeurs de o à 5, ce qui donne 6*= 36 points. On trouve parmi ces points les neuf points d'inflexion qu'on obtiendrait en considérant les tangentes d'inflexion comme des droites doubles, puis
points de contact de véritables coniques surosculatrices. Ces points sont six par six sur des coniques.
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Si l'on coupe la cubique par une courbe Cj= o d'ordre s supérieur ou égal à 3, il y a 3 5 points d'intersection sur lesquels 3s — i peuvent être choisis arbitrairement, le dernier étant alors bien déterminé. En effet, l'équation Cj = o contient d'une façon linéaire
et homogène coefficients arbitraires; on ne change
évidemment pas le système des points d'intersection avec la cubique F(j:, y) = o en remplaçant la courbe Cj= o par
Cj_3 étant un polynôme de degré 5 — 3. Gomme ce dernier polynôme contient — coefficients arbitraires, on peut
disposer de ces coefficients de façon à faire disparaître autant de termes dans C^ : il ne restera alors dans G, que
coefficients arbitraires entrant d'une façon linéaire et homogène. On pourra disposer de ces coefficients de manière que la courbe G^= o passe par 35 — i points pris arbitrairement sur F = o; le dernier point d'inlersection sera ensuite entièrement déterminé. Il existe donc une relation et une seule entre les valeurs ll^, M25 . • • , ii^s du paramètre u correspondant aux 3^ points d'intersection. Cette relation est fournie sous forme nécessaire et suffisante par le théorème d'Abel : elle est
où la constante est 5P, comme on le voit en supposant la courbe sécante décomposée en s droites.
227. Supposons maintenant que la cubique ait un point singulier : prenons ce point pour origine d'un système d'axes xOy. L'équation de la courbe peut s'écrire
/(^l désignant un polynôme du troisième degré en — et a^ une
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constante positive, négative ou nulle. En posant y = tx, on a immédiatement
La courbe étant de genre zéro, il n'y a pas d'intégrale de première espèce correspondant à la relation
Supposons a différent de zéro, ce qui exclut le cas du rebroussement, et considérons l'intégrale abélienne
^''^^dx r'""'''' dx
r^'' dx w(ar,r) = — 2a / ^ =
D'après le n° 144, c'est là une intégrale de troisième espèce admettant comme points singuliers logarithmiques les deux points de la courbe superposés au point double. C'est ce qu'on vérifie immédiatement en faisant, dans l'intégrale ts^ y=^ tx^ puis remplaçant X par sa valeur (3); on trouve ainsi .
(_,) ^(x,^) = -/ -,-_-^=Iog^-— ^-^;
cette intégrale a un seul module de périodicité ani.
Il faut actuellement distinguer deux cas, suivant que l'on coupe la ligne par une courbe ne passant pas par le point double ou passant par ce point. Nous supposerons d'abord que la courbe sécante ne passe pas par le point singulier. Une droite quelconque
rencontre la courbe en trois points (j"i,^'<), (*^2î^2)> (•^3»^>'3) correspondant aux valeurs /,, t^^ t^ de t. On a vu (n® 18o) que, si rs[x^y) est une intégrale de troisième espèce aux points singuliers (a, b) et («', U)^ la quantité
^(^i, 7i ) -+- w(^t» yt) -+- ^(^3, y%) — log 7^ , ^
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est indépendaDte de la droite considérée, c'est-à-dire de w, r, w. Comme actuellement les deux points (a, b) et («', b') sont placés au point double a = o, b = o et a'= o, 6'= o, le logarithme est nul et l'on a
G étant une constante indépendante de //, r, \v et déterminée à des multiples de iizi près. D'après la valeur (4) de ts{x^ y)^ cette relation s'écrit enfin
ti — a «2 — a «3 — a
OÙ K désigne une nouvelle constante indépendante de ?/, v^ w et /i un entier positif, négatif ou nul. Cette relation, facile à établir par une voie algébrique, donne la condition nécessaire et suffisante pour que les trois points /|, ^2» ^3 soient en ligne droite.
On verra de même, en prenant pour A(:r, v) le premier membre de l'équation d'une conique, que les six valeurs de t correspondant aux points d'intersection de la courbe et d'une conique sont liées par la relation
(6) log;^ I-+-^0S7 -^•••-^log; =2K+'2/i7:e,
OÙ la première constante du second membre est évidemment le double de K, car la relation (6) doit être vérifiée encore dans le cas où la conique est décomposée en deux droites.
Pour avoir les points d'inflexion il suffit de supposer, dans (5), que ^1, ty et t^ aient une valeur commune ^; on a ainsi
(7) '«fî<Lli = ^j— - '
ce qui donne trois points d'inflexion en ligne droite, correspondant aux valeurs o, i et 2 de /i, comme on le voit en résolvant (7)
. . ^-h a par rapport a -_ •
On écrira sous la même forme la condition nécessaire et suffisante pour que 35 points de la cubique soient sur une courbe C,=; o
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d'ordre s ne passant pas par le point singulier : cette relation est (8) 2 ^og/^i =5KH-2n7:i.
Nous avons supposé a différent de o : si a était nul, l'origine serait un point de rebroussemenjt, l'intégrale appelée ^{x^y) deviendrait une intégrale de seconde espèce infinie en ce point et les relations (5) et (6) devraient être remplacées par les suivantes, comme on pourra le vérifier,
Les théorèmes suivants doivent être modifiés en conséquence.
Examinons maintenant le cas où la courbe sécante passerait par le point double. La relation précédente (8) devient illusoire, car, deux des points d'intersection étant confondus avec le point double, une des 35 valeurs de t est a et l'autre — a : de sorte qu'il y a dans la relation deux termes infinis de signes contraires. Dans ce cas il nJexiste plus aucune relation entre les 35 — 2 autres points où la courbe C, coupe la cubique. Ainsi on peut toujours faire passer une conique par quatre points pris arbitrairement sur la cubique et par le point double.
En général, on peut toujours faire passer une courbe d'ordre 5 par 35 — 2 points pris sur la courbe et par le point double, car cela ne fait que 35 — i équations de condition et, d'après le raisonnement de la page 491^ on dispose de 35 , paramètres entrant d'une façon linéaire et homogène.
Le même fait a lieu si le point double devient un point de rebroussement.
228. Courbes du quatrième ordre sans points doubles (genre trois). — Soit
1 équation d'une courbe du quatrième ordre sans points singuliers.
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Il résulte des formules générales que celte courbe est du genre 3. L'intégrale la plus générale de première espèce est
avec trois constantes arbitraires a, P,y. Nous appellerons u{x^y)^ ^'{^j y)j *^'(^>JK) ou simplement w, r, w les intégrales normales de première espèce relatives à la courbe (9), et nous écrirons comme il suit le Tableau des périodes normales de ces intégrales:
ai
as
bt
iTzi
iTzi
iT.i
Si Ton coupe d'abord la courbe par une droite quelconque, on obtient quatre points d'intersection M<, M2, M3, Mj|, de coordonnées (x,,y<), (^2,J^2), (^3,J'3), {^^'>y^)' Nous appellerons //<, 1121 W3, ii\ les valeurs w(j:4,^f), u{x2^ y2)') • • • de l'intégrale u{x^ y) en ces quatre points; de même (^1, ^2> ^'a» ^4 et <V|, «'2, «'3, 1V4 les valeurs des deux autres intégrales de première espèce aux mêmes points. D'après le théorème d'Abel, on a, entre ces valeurs, les trois relations
Ml 4- «2 H- 1/3 H- w* = P -+-2X1:1 -f- /A -+- mB'-+- AiB', i'i -4- t't -h i'3 -4- t'v = Q -h 2 [iT i -f- /B' H- m A' -4- /i B, «'1 -4- tv2 -*- W3 H- (i'4= Rh- uvTi -h /B' -h mB 4- /iB",
où P, Q, R sont des constantes indépendantes de la sécante considérée, X, [a, v, l^ m, n désignant des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls. Pour abréger, on peut dire que les seconds membres de ces relations (10) sont égaux respectivement à P, Q, R,
à des multiples des périodes près, et les écrire
Ml-+- Mj -h M3 -h Mv = P,
M^l-h M^j-h tV3-4- (ï'v^ f^)
en employant la même notation qu'à la page Sgô.
Sur les quatre points M,, Mj., M3, M4 on peut en prendre deux arbitrairement; la droite qui les joint coupe alors la quartique en deux autres points bien déterminés. Les équations (10) doivent donc déterminer sans ambiguïté deux des quatre points quand les deux autres sont donnés. L'une d'elles est donc une conséquence des deux autres. Ce fait que les trois équations (10) fournies par le théorème d'Abel se réduisent actuellement à deux est spécial aux systèmes de points d^ intersection par des droites ; cela tient à ce que les droites sont des courbes dont l'ordre est inférieur de trois unités à celui de la courbe.
Si nous coupons la courbe par une conique 62= o, nous obtenons huit points d'intersection M|, M2, •••, Mg^ les valeurs des intégrales w, c, w en ces huit points sont liées par les relations
IWi -i- Mj -4-. . .-+- Ma = 2P H- 2)v7ui -h /A -4- mB'-+- nB', i^i-h Pj -f-. . .-+- (>8 = xQ -h 2[JiTri-h /B'-+- mA'-f- /iB, 1*^1 -i- «^2 -T- • • . -+- w'g = 2 R 4- 2 VTT t -+- / B' -+- m B -h /i A",
où les premières constantes 2 P, 2Q, 2R sont les doubles des constantes qui figurent dans les relations (10).
Sur ces huit points d'intersection, M<, Mg, . . . , Mg on peut en prendre cinq, M4, M5, • . . , Mg arbitrairement; la conique passant par ces cinq points coupe la quartique en trois points M|, M2, M| bien déterminés. Les coordonnées de ces trois points sont données par les trois relations (11)^ pour les calculer effectivement, on aurait donc à résoudre le problème de l'inversion qui donne, comme on le sait, un seul système de valeurs pour les coordonnées des trois points M, ,M2, M3. On peut donc dire que les relations (i i) sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les huit points de la quartique soient sur une conique.
Pour faire une application de ces conditions, cherchons les coniques qui sont tangentes à la quartique en quatre points M|,
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Mj, Ma, M,, l'otir cela, il faut el il suffit que les points M^, M,, Ml, Mb coïncident respectivement avec les quatre premiers. Les relations (i i) clevieoneDl alors'
ibu, en divisant par 2,
j H,-+- Hj -t- Uj -F
rtB'-flR'
■.[ATU
mA'+nB
A-IW
iB + nA'
f D'après ces équations, on voit qu'on peut prendre arititraire- ■tânt l'uu des quatre poinis de contact, M, par exemple ; les trois autres M|, M^, Mj sont ensuite déterminés par les équations (12).
L Une fois les nombres entiers X, u, v, /, m, n clinisis, les équations (la) donnent pour les coordonnées de M|, Mi, M^ un seul système de valeurs qui varient d'une manière continue quand li: point M4 se déplace sur la courbe. Donc, à chaque sj'sLi''me de valeurs des entiers X, ul, v, /, m, n correspond un s^'stfme de coniques tangentes en quatre poinis à la courbe. Si l'on ajoute iiii\ nombres X, \i, v, /, m, « des nombres entiers /îiïiVj quelconques, le système des coniques reste le même, car cela revient à ajouter aux seconds membres des équations (i a) des périodes simultanées; l'inversion donne alors les mêmes valeurs pour (.r,,y,), {Xa,^^),
L^*i,^ii)en fonction de (x,, _|',).
H il suffit donc, pour obtenir tous les systèmes de coniques tan-
Ii|[entcs en quatre points, de donner à chacun des six entiers qui figurent dans les relations (la) les valeurs o el 1. En associant ces valeurs o et I de toutes les manières possibles, on obtient a"^ 64 sysli-mes de valeurs pour )., (x, v, l, m, n. Il existe donc 64 systèmes distincts de coniques tangentes en quatre poinis à la quartiquc. Mais un de ces systèmes, celui que l'on obtient en prenant X ^ (ji = V =: / ^ /H ^ H = o, est coniposi! de.i droites liii plan regardées comme des droites doubles ; en elTcl, pour cette délermination des six entiers les équations (12) expriment que les quatre poinis M,, Mj, Mj, M, sont en ligne droite. 11 n'y a dune que 63 systèmes de coniques vérilables tangentes en quatre points.
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Nous obtiendrons des résultais analogues en coupant la quartique donnée par une cubique C3 = o. Il y a alors 12 points d'intersection, sur lesquels 9 peuvent être choisis arbitrairement : les trois autres sont déterminés sans ambiguïté. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 12 points de labiquadratique soient sur une cubique sont donc
Ml -h Mj -+-. . .-h Un = 3P -f-aXirt -♦- /A -4- mB''-+- /iB', i>i -H t'2 -+-. . .-4- i^iî = 3Q-h a{X7C£ -h IB" -+- mA'-h/iB, «^1-+- iVî-f-. . .4- «^11= SR-t-avire-h/B'-f-mB -h nk".
On pourrait, par exemple, employer ces relations à déterminer les systèmes de cubiques ayant un contact du deuxième ordre en quatre points : on en trouverait 3* dont un formé par les droites du plan comptées comme triples.
En général, si l'on coupe la quartique par une courbe Cj = o d'ordre 5^3, il y a 4* points d'intersection sur lesquels /\s — 3 peuvent être pris arbitrairement, les trois autres étant alors complètement déterminés. En effet, l'équation C, = 0 con-
Ç II I I ^ ^ Ç I Q
tient coefficients d'une façon linéaire et homogène;
l'équation de la quartique étant F^x^y) = o, le système des points d'intersection de la quartique avec C, = o est le même qu'avec la courbe C'^ = o ayant pour équation
oii Cs_ji est un polynôme en x et y^ de degré s — 4? contenant
~ ^^ coefficients arbitraires. On pourra déterminer ces
derniers coefficients de façon à annuler, dans Q , un nombre égal de coefficients. La courbe C^ ne contiendra plus dans son équation que
coefficients d'une façon homogène. On pourra donc faire en sorte que /\s — 3 des points d'intersection de C^ , c'est-à-dire de C,, avec la quartique, aient des positions données à l'avance. Une fois ces
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4 5 — 3 points choisis, le théorème d'Abel fournit les trois relations
ui -+- iii -+-.. .-+- Uis = sP,
Vi -+- t^j -+-... -4- i^i, = 5 Q, «'l-f- lï'2-h. . .-f- Wi^s = 5R,
ayant lieu à des multiples de périodes près, et permettant de calculer les coordonnées des trois derniers points d'intersection. Les constantes des seconds membres sont nécessairement 5P, 5Q5 5R; car ces relations doivent être vérifiées en particulier quand la courbe C, se décompose en s droites.
229. Supposons maintenant que la courbe du quatrième ordre acquière un point double x = a, y = b ù. tangentes distinctes, La courbe F{x^y)= o est alors de genre deux; il n'existe plus que deux intégrales distinctes de première espèce. L'intégrale la plus générale de première espèce est
dxy
où a et ^ sont des constantes arbitraires, car le numérateur égalé à zéro doit représenter une droite passant par le point double. Nous appellerons u{a:^y) et i^{^,y), ou simplement u et v les deux intégrales normales de première espèce 5 les périodes de ces intégrales relatives aux coupures a,, «2 et 6|, &2 sont données par le Tableau
bi
iTzi
La- troisième intégrale qui figure dans les relations précédemment établies, pour la quartique sans singularités, est actuellement remplacée par une intégrale de troisième espèce admettant pour points singuliers logarithmiques les deux points
analytiques distincts superposés au point double. L'intégrale de troisième espèce la plus générale remplissant ces conditions est
f'-^lf^d.,
où a, p, Y sont des constantes ; cette intégrale est la limite vers laquelle tend l'intégrale la plus générale de première espèce considérée dans le n** 228, lorsque la courbe F = o acquiert un point double; elle est composée linéairement avec les deux intégrales de première espèce u et i^ et une intégrale normale de troisième espèce T3(xjy) ayant pour points singuliers logarithmiques les deux points analytiques superposés au point double x = a^ y = b. Cette intégrale normale Ts{Xjy) admet une période polaire 2t:/ et deux périodes D et E relatives aux coupures b^ et b^^ les périodes relatives aux coupures a\ et a^ sont nulles.
Cela posé, il faut distinguer deux cas pour l'étude des systèmes de points d'intersection de la courbe F = o avec une autre courbe, suivant que la courbe sécdinie passe ou non par le point double, c'est-à-dire suivant qu'elle est adjointe ou non.
1° Courbes non adjointes, — Soit d'abord une droite ne passant pas par le point double; elle coupe en quatre points : M,, M2, M3, M4 ; nous distinguerons, comme précédemment, par les indices i, 2, 3, 4 les valeurs des intégrales u, c, rs en ces points. Ces valeurs sont liées par les trois relations
iui-h Ui -{- U3-+- u., = P H- 2 X - / -h / A -+- m B, ^1 -!- ^î -+- ^'3 ■+■ ^\ = Q -H '2 tji 71 i -h / B -h m G, HTi 4- nia -t- ni3 -4- TîTi = R H- 2 v tt £ -h / D 4- w E,
P, Q, R désignant des constantes indépendantes de la sécante considérée, X, [x, v, /, m des entiers quelconques. Le fait que V et Q sont indépendants de la sécante est évident, d'après le ihéorcme d'Abel appliqué .aux intégrales de première espèce. Pour montrer que R est également indépendant de la droite sécante, il faut se reporter à ce qui a été dit du théorème d'Abel pour une intégrale de troisième espèce devenant inGnie en deux points superposés en un point double (n" i85).
Les relations (ï'à bis) sont donc établies. L'une de ces relations
doilêlre une conséquence des deux au très, cor, deusdcs quatre points M|, M], M3, M, pouvanl être choisis arbitrairement, il ne peut erisler entre eus que deux relations distinctes. Mais or peut préciser et affirmer que les deux premières relations (la bis) donnent les conditions nikessaires et sufiisantes pour que les quatre points soient en ligne droite ; en efl'et, Mj et M, étant choisis, ces deux relations donnent, pour M, et M^, un seul système de valeurs. La
iièrae relation ( 1 a bis) est donc une conséquence des deux premières. Ce fuit exceptionnel d'une équation surabondante ne se présente plus quand on coupe par des courbes d'ordre supérieure un.
ir exemple, coupons par une conique Cj ne passant pas par le point double : nous aurons huit points d'intersection, dont cinq arbitraires. Les valeurs des intégrales u, v, ts en ces huit points sont liées par les relations
(„, 4- „,+...+ „, = g, P + 2X-1 + /A + n.B, j ,>, H-,,, +... + B, ^ aQ-i--.!|i-("-4-/B -hf/iG, ( m,-^m,-i-... + m»=-iB.-i-i-n:i-<-lD + mE,
les premières constantes des seconds membres étant 2I*, 2Q, ait, comme on le voit en supposant que la conique Cj se décompose eux droites. Ces équations (i3) donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que huit points de la quartique soient une conique. Pour calculer, â l'aîde de ces relations, les coordonnées de trois des points quand les cinq autres sont donnés, on doit résoudre le problème d'inversion généralisé (n" 213).
Comme application, cherchons encore les systèmes de coniques tangentes en quatre points M|,M3, M,, M» à la quartique ; nous aurons, en supposant que les quatre autres points M^, Mg, M7, M» coïncident respectivement avec les quatre premiers
iXtt
Pour obtenir tous les système* de coniques tangentes en quatre points, il suffit de donner aux cinq entiers )., ix, v, / et m les va-
leurs o et i associées de toutes les manières possibles; c'est ce qu'on verrait comme plus haut (p. 497)j car les valeurs de M,, M2, M3 déduites des relations (i4) en fonction de M4, ne changent pas quand on augmente ou diminue un quelconque des cinq entiers d'un nombre pair; il y a donc 2^ = 82 systèmes de coniques distincts; mais l'un d'eux, celui qu'on obtiendrait en prenant
se composant des droites du plan regardées comme doubles, il y a 3i systèmes de coniques proprement dites tangentes en quatre points à la quartique.
Si l'on coupe la biquadratique par une courbe Cj d'ordre 5, non adjointe, on voit de même que les coordonnées des 4-^ points d'intersection sont liées par les trois relations nécessaires et suffisantes
ai H- aj-h. . .-h «4, = sP -h aXri -+- /A -+- /?iB,
Pl -h t^j -+- . . .-h P^jf = s Q -h 2 fXTT i -h /B H- mC, TEFi-H inj-h. . .-f- w^s = sR -h 7."^ Tzi-h ID -{- mE,
2" Courbes adjointes. — Quand on coupe la quartique par une courbe passant par le point double, ce point compte pour un dans le nombre de points nécessaires pour déterminer la courbe sécante, mais il compte pour deux dans le nombre de points d'intersection de la courbe avec la quartique. D'autre part, l'intégrale m devient infinie aux deux points d'intersection confondus avec le point double et la somme des deux valeurs de l'intégrale gj en ces deux points doit être regardée comme indéterminée. Les relations précédentes doivent alors être modifiées. Mais cette modification est des plus simples : elle consiste à effacer la dernière relation, celle qui contient l'intégrale m et à ne conserver que les deux premières.
Coupons d'abord par une droite issue du point double; soient M^ et M2 les deux autres points où cette droite coupe la courbe, Ui , ^2 et Vi , i^2 les valeurs des intégrales u et c en ces points, u et u'^j r' et i>" leurs valeurs aux deux points analytiques superposés au point double. Le théorème d'Abcl pour les intégrales de première espèce s'applique toujours et donne
j i/i-i- ^2= P'm- aXTTf-h /A -f- /?iB, ( Vi -h i'2 = Q'h- 2|X7:iH- /B H- //iC,
APPLICATIONS DL- THÉOBÈUK D'ABEL a la GliOUËTRIi;. 5oï
V et Q' désignant les conslaales P — u' — u" et Q — i''— c". Ces relations (i5) doivent se réduire à une, car un des points M, et M] peut être choisi arbitrairement. On a encore là un cas où le iroblëme de l'inversion est indéterminé.
Si l'on coupe par une conique Cj passant par le point double, celle conique coupe en six points distincts du point double entre lesquels ont Heu tes relations
Sur ces six points, quatre peuvent être choisis arbitrairement; les deux autres sont déterminés par les équations {i(5), en vertu du problème d'inversion. On a donc obtenu les conditions nécesêaires et suffisantes pour que six points de la courbe soient sur une conique passant par le point double. Ces conditions pourraient iBCrvir, par exemple, à déterminer les coniques passant par le point double et tangentes en trois points à la quartique. Enfin, pour que \s — a points de la quarii<jLie soient sur une courbe C,, d'ordre s, passant par le point double , il faut et il suffit que l'on ait
30. Quartique avec deux points doubles 5 el S' à tangentes listinctes. — Dans ce cas le genre esl un; l'intégrale
fi a, ^, -j- sont des constantes, esl de première espèce quand I droite aa; + P_>' + i'^= o passe par les deux points doubles. Haïs si a, ^, -^ ^oal arbitraires, celte intégrale est une fonction linéaire de l'intégrale normale de première espèce «, et de deux intégrales normales de troisit^me espèce ta et ro' devenant infinies, la première aux poinU superposés au point double 0, la deuxième aux points superposés en o'.
L'intégrale u admet les périodes ini el A sur les coupures a et b^; l'intégrale m admet la période polaire -iv.i, la période o sur a
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et B sur b] w' admet de même la période polaire 27:/, les périodes o et G sur a et b.
Il faudra, pour l'étude des systèmes de points d'intersection, distinguer trois cas, suivant que la courbe sécante ne passe par aucun point double, passe par un point double ou par les deux.
1° Courbes ne passant par aucun point double, — On trouve comme plus haut les relations suivantes en distinguant par des indices les valeurs des intégrales w, w, m' aux points d'intersection.
Droites sécantes :
Mi -f- aj -h M3 -h M4 = P -haXTci -f- /A, TîTi -H Wj -♦- ma -h IÏT4 = Q -+- afJiTri-H /B, m\ -h m j -H m 3 -I- m 4 = R -f- 2 v it t -f- / G,
où P, Q, R sont des constantes, X, ix, v, /des entiers. Ces relations se réduisent à deux.
Coniques sécantes:
Ml -t- Mt -J-' • -4- Mg = aP -f- ïX-ïTi-i- /A,
TEFi ■+- Wf -H. . .-+- TÎTg = 2Q -h 2inzi -¥- /B,
w\ -+- njj -h. . . -h njg = 2 R H- 2v izi -h /G.
Cherchons, par exemple, les coniques tangentes en quatre points. Comme actuellement il n'y a plus que quatre entiers X, m, v, /, on Irouve 2* — I = ï5 systèmes de coniques véritables tangentes en quatre points.
2" Courbes passant par un des points doubles 3'. — H y a alors une relation de moins entre les points d'intersection et deux de ces points sont situés au point double 8'. La relation qui contient rintégrale tîj' n'a plus de sens. Il reste alors les relations suivantes, dans lesquelles P' et Q' désignent de nouvelles constantes.
Droites passant par 0' :
ui -+- Ui = P' -H 2X7:1 -h /A,
TEFi -h Wj = Q'-h 2,U7rt -+- /B.
Ces relations se réduisent à une.
Coniques passant par 3' :
ide
= P'-(-P + slt:
= Q + Q + af»^
3" Courues passant par /es deux points doubles Z et Z'. — II n'y a plus alors qu'une relation crilre les points d'intersection : c'est celle qui est donnée par l'intégrale de première espèce.
Coniques passant par 5 et 3', — Elles coupent en quatre points variables dont trois arbitraires; ces quatre points sont liés la relation
ll-r
hl\.
La constante est nécessairement P, car la relation doit être vé- ■ifiée en particulier si la conique se décompose en deus droites, l'une joignant les deux points doubles et l'autre quelconque; elle doit donc être vérifiée par quatre points en ligne droite, La relation (17) ainsi obtenue est nécessaire et suffisante pour que les quatre points soient sur une conique passant par 3 et 5', car elle donne une seule position pour M, quand Mj, Mj, M, sont choisis arbitrairement.
De même, une cubique passant par les deux points doubles coupe la courbe en 8 points variables dont 7 peuvent ôlre choisis arbitrairement, le builième étant alors déterminé et unique. Ces huit points sont liés par la relation
»,-T- «, + . , .+ u, = aP + aXTt(+ l\,
OÙ la constante est 9.P, car ta relation doit être véridée quand la cubique se décompose en trois droites dont une joignant les points
On vérifiera en général que, si une courbe, Cj d'ordre j passe par les deux points doubles, elle coupe la quarlit|ue en 4 s — 4 points dont 4s — 5 peuvent être clioisis arbitrairement; ce raisonnement «st identique à celui de la page 4î)i. Les valeurs de u aux 4* — 4 points sont liées par la relation nécessaire et suffisante
«,+ u,-H...-i-Ot,_t=(«— i)P-'-^^'t'+ 'A-
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231. Il nous reste à examiner le cas simple où la courbe a trois points doubles à tangentes distinctes ; elle est alors unicursale : les coordonnées d'un point de la courbe s'expriment en fonctions rationnelles d'un paramètre t, de telle façon qu'à chaque point de la courbe corresponde une seule valeur de t et réciproquement. La courbe étant du genre zéro, il n'y a pas d'intégrale de première espèce correspondante.
Soient 0|, O2, 83 les trois points doubles, a^ b\ les deux valeurs de t qui donnent le point 8|, «2? 62» et a^, 63 celles qui donnent les points 82 et Sj. Si Q(^j J^) = o désigne l'équation de la droite 8283, l'intégrale
est une intégrale de troisième espèce admettant pour points singuliers logarithmiques les deux points superposés au pointdouble 0| . Si donc on l'exprime en fonction de /, en y remplaçant x et ^ par leurs expressions en ^, on doit trouver
(18) ^{r,y)=-\og' j- 7— — -•
Cette intégrale n'a plus qu'une période polaire 2'7if.
i" Intersection ai^ec des courbes ne passant par aucun point double :
Appelons ^1, ^2î hy ^\ les valeurs du paramètre correspondant aux quatre points d'intersection (xi, J'i), (^2? ^2)7 (^35 ^Vs)? (^45^0 ^^ 1^ courbe avec une droite; d'après le théorème d'Abel appliqué aux intégrales de troisième espèce, la somme
a une valeur constante indépendante des coefficients de la droite considérée; la partie logarithmique disparaît, car les points singuliers logaritlimiques de ^{jc,y) sont superposés au point double, llemplaçant dans cette somme ^(xi,^'i), ••• pai* leurs valeurs tirées de (18), on a une relation de la forme
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K| étant une constante et /i| un entier quelconque. La considéralion des deux intégrales de troisième espèce devenant respectivement infinies aux points superposés en 82 et Ô3 donne de même les deux relations
log T- -+- log- 7--H . . . + log- T- = K,-f- 2M,Zl,
Il — Of tf — Ot «V — Of
Ces trois relations (19) et (19') se réduisent nécessairement à deux, car deux des points d'intersection d'une droite avec la courbe peuvent être choisis arbitrairement; les deux autres sont alors déterminés sans ambiguïté. Donc, t^ et t.% étant pris arbitrairement, les valeurs de t^ et ^2 tirées des deux équations (19') doivent vérifier (19), ce qui exige l'existence de relations entre les constantes K|, K2, K3 et les quantités ^i, 6|, a^, b^t o^^ 63. Certaines de ces relations s'obtiennent immédiatement; par exemple, la droite 82 S3, joignant deux des points doubles, rencontre la courbe aux points
ti = «2, ti = ^>j, ti = rta, ^4 = ^3 ;
ces valeurs doivent donc vérifier l'équation (19); en écrivant ce fait, on a l'expression de K| en fonction de ai, b^, «2? ^2?
Ces équations (19) et (19'), dans lesquelles /» a une valeur arbitraire, fournissent donc un exemple du cas où le problème d'inversion généralisé est indéterminé, car ces trois équations ne déterminent pas ^1, ^2> h î on peut encore y prendre arbitrairement une de ces quantités.
On verra de même que, si huit points de la courbe ^1 , /2, • • - , h sont sur une conique, on a
log- T--+-log ■- r--i-...-+-log —r- = 9.Kx-hiniT.i,
«1 — Oi ^ ti— bi ° t^— bx
{10) { log-^— -^ + log^— ^^--t-... + log^-— ^ = :.K.+ 2«,r., log- _. + log/--- ^-...-^Iog■- T- = aK3-t-2Ai3-t.
*1 — O^ (2 — £^3 ig — C/3
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Les trois conditions (20) sont les conditions nécessaires et sufîisantes pour que huit points de la courbe soient sur une conique; elles sont nécessaires, comme nous venons de le voir: elles sont suffisantes,* car cinq des points f^, t^, ^e, ty, /« étant choisis arbitrairement, la conique de ces cinq points coupe la courbe en trois autres points bien déterminés, et ces trois points coïncident nécessairement avec les points ^i, ^2, t^ définis par les équations (20), qui donnent pour l^, ^2> ^s ^^ seul système de valeurs.
Appliquons, par exemple, ces relations à la détermination des points d'inQexion.
Pour un point d'inflexion t on a, en coupant par la tangente d'inflexion, ^2 = ^3 = ^4 = ^« Donc les équations (19') donnent
Si Ton passe des logarithmes aux nombres, et si Ton élimine t^ entre les deux équations linéaires en tt ainsi obtenues, on a une équation du sixième degré en f : il y a donc six points d'inflexion.
Appliquons de même les relations (20) à la détermination des systèmes de coniques tangentes en quatre points de paramètres f«, ^2> ^3> ^4- Pour obtenir les groupes de quatre points de contact, exprimons que ^5, t^^ t-i et t^ sont égaux respectivement à /|, fa» ^3, ^|. Les relations (20) deviennent
-+-log ; 7--+-log- = Kk-^inkT.i,
h— Ok n — bk
OÙ Ar = I, 2, 3. Ces formules montrent que t^ peut être pris arbitrairement : ^1, ^27 ^3 sont alors déterminés. On obtiendra huit systèmes difl<érenls de coniques quadruplement tangentes en donnant à /?!, /i2, n^ les valeurs o et i associées de toutes les manières possibles. Mais la combinaison
I donne des groupes tic quatre points en ligne droite; c'est «ne sok.Iution foiiiaie par les droites du plan regardées comme douilles. Il I ne reste donc que 7 systèmes de coniques; mais dans ce nombre, doDQé par Clebsch, il y a encore des systèmes singuliers (n"231 bis). 2" Courbes passant par un ou plusieurs points doubles : Si une courbe sécante jiasse par un point double, il y a entre les points d'intersection une relation de moins, celle (jui contient . l'intf'gralc de troisième espèce infinie au point double. Si la courbe passe par deux points doubles, il disparaît les deux relations contenant les in léj^rales de troisième espèce devenant infinies en ces deux points : il ne redite donc alors qu'une relation. Si la courbe sécante pasfîe par les trois points doubles, Il n'y a plus aucune relation entre les points d'intersection.
231 &i>. Les nombres donnés plus baiit pour les systèmes de coniques quadrupicment tangentes aux quartiques sont ceux de Clebsch. Mais il faut remarquer (' } que, si la quartiqiie a des points doubles, il y a dans les systèmes de Clebscli des systèmes singuliers formés de droites doubles passant par un point double. Il existe donc i , 2 ou 3 de ces systèmes singuliers, suivant que la courbe ai, a ou 3 points doubles; les nombres des systèmes de coniques quadruplement tangentes non singulières sont donc dans ces trois cas 3o, i3 et 4- L'existence de ces systèmes singuliers tient à ce que, si une droite passe par un point double, le second membre de la relation contenant rînlègrale de troisième es|)èce correspondante peut prendre telle valeur que l'on veiil.
232. Tangentes doubles des quartiques. — Le problème des tangentes doubles des quartiques présenle des dillicultés particu-
lières qui lienneot à ce que les droite:
ml des courbes de degré Lprimantque quatre points
- 3 («1 = 4) et que les équ.
sont en ligne droite sont surabondantes.
Si l'on coupe une quurtîque sans points singuliers par une tangente double, les quatre points d'intersection sont deux à deux confondus avec deux points M, et M^. Les équations (10), p. 495,
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qui expriment que quatre points sont en ligne droite, deviennent
alors
p H_ 9X7:1 -+- /A -^ mB'-h /iB'
Ml H- Mj = ,
, , , QH-aa7:/-4-/B'-4-mA'-+-/iB
(22) \ Çi -h Çi = — ^^^ »
On a ainsi trois équations pour déterminer les deux points de contact M4 et Mg. Les lettres /, m, /i, X, [jl, v désignent des entiers. Il est certain d'avance que Ton pourra donner à ces entiers des valeurs telles que les trois équations ci-dessus soient compatibles, car on sait qu'il existe des tangentes doubles, mais la difficulté est de savoir comment il faut choisir ces valeurs des entiers.
Tout d'abord il suffit de donner à chacun des entiers une des valeurs o et i, car, en augmentant ou diminuant un des nombres /, m, /i, X, [JL, V de deux unités, on ajoute ou retranche des périodes aux seconds membres des équations. Il reste alors à savoir comment il faut associer les valeurs o et i données aux six entiers; Rfemann a démontré (*)? par des considérations tirées de l'évanouissement des fonctions 8, qu'il faut et qu'il suffit que les entiers /, /;/, /?, X, jx, v vérifient la condilion
(•.i3) Il -+- mil -h /iv = un nombre impair.
Comme l'étude des fonctions B ne rentre pas dans le sujet que nous avons voulu traiter, nous admettrons le théorème de Riemann. 11 correspondra une tangente double à chaque système de valeurs des nombres /, m^ //, X, iji, v vérifiant la condition (aS), ces nombres ayant chacun la valeur o ou 1 . Pour évaluer le nombre des tangentes doubles, supposons d'abo.rd deux des nombres /, /??, n nuls, le troisième étant 1; ce qui peut se faire de trois manières. Par exemple, supposons l == m =z o^ n = i. Alors X et [JL peuvent prendre chacun les deux valeurs o et i , mais v doit être égal à 1, ce qui donne 4 systèmes de valeurs pour A, iji,
(' ) Zur Théorie der Abeischen Funciionen far deti Fall p — 3 {ŒuK'res complètes, p. 457).
; on a, de celle façon, i-î sysli^mes de valenrs pour /, »», n, À, V en supposant deux nombres /, m, n nuls. Si un seul des ^mbres /, m, n est nul, l par exemple, \ peut prendre la valeur L I , puis [* + V doit élrc impair, ce qui exige [1=10 avec v .=: 1 , = I avec V ^ o; OQ a donc encore 4 systèmes de valeurs de \, V, en supposant / nul, m et n égaux à i , ce qui donne, en prenant un seul des nombres /, /ri, n nul, j a systèmes de valeurs des 5 entiers. Enfin, supposons /=: wi 1= « =: 1 ; alors X 4- u + v doit Btre impair; donc, ou bien les trois nombres \, ji, v sont .égaux t I ou un seul d'entre eux est égal à 1 : ce qui fait ^ systèmes de Svaleurs, On a ainsi en tout a8 tangentes doubles conformément âlux formules de Pliicker. Désignant par (/mn, Â[Jiv)une tangente double correspondant à un choix délerminé des six entiers /, i»,n, ,, [Ji, V, on a le Tableau suivant d«s aS tangentes doubles :
)ù) fo.o,f.io) (0(
(Dl
ICI
,o,,oo) (
^pnl VPI
Nous ne nous occuperons pas ici de la réalité de ces tangentes Eoubles, en nous bornant â remarquer qu'elles peuvent être toutes réelles, comme l'a montré Pliicker (voir Salmon, Courbes planes). Nous indiquerons quelques tbéorèmes relatifs au groupement de ces tangentes doubles, théorèmes que Hesse et Steîner Anl démontrés par voie algébrique et que Clebsch a établis commo pipplication du théorème d'Abel (Journal de Creile, t. 63) (•).
Nous avons trouvé (n''228) qu'il existe 63 systèmes de coniques tangentes en quatre points à la quartique. Dans chacun de ces systèmes figurent six couples de tangentes doubles; les points
Ie contact de deux couples appartenant au même système ml situés sur une conique.
El') VojcE aussi Leçon* si EIII, p. 345 et suivante;.
par Clvbscli, IraduîU's par UpnoU.
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En effet, les qualre points de contact M|, M2, M3, M4 d'une conique tangente en quatre points sont liés par les trois équations
2 P -4- 9. Xtt ** -h / A H- m B' -h /i B'
Wi -f- Mj -h W3 -+- 1/4 = 9
wi -h Wt -h iVa -h W4 =
-t- 2 [jlt: i H-
/iB
-h 2 VIT t -h
-t- mB
où /, m, /i, X, [JL, V prennent les valeurs o et i associées de toutes les manières possibles, ce qui donne ?/ = 64 systèmes de coniques. La combinaison /=m = /i=:A=[JL = v = o donnant les droites doubles du plan, il reste 63 systèmes de coniques tangentes en quatre points.
Prenons, pour fixer les idées^ le système de coniques correspondant au choix l=zm= o, /i = !, X=i, [jl = v = o. On a
2P -+- 2Tri-f- B' Ui -+- Wj -h U3 -I- Wv = >
(25) \ Vi -h Pî -H (^3 -+- «'* = — ^^ 9
Wi -h Wi -h «'3 -+- Ws, =
Soient alors deux tangentes doubles caractérisées par les nombres
il\m',n'; X',îi',v') {l^m^n"', r,îi%v'');
appelons M^ , Mo les points de contact de la première, nous aurons
p _+- ^l'rJ -+- /'A -h m'B' -4- n'B'
(2G) Ui-\-Ui =
et deux relations analogues pour Çi -\- i'2, <ï^ -h ^^2 ; appelons de même M3, M^ les points de contact de la deuxième, nous aurons
, , P-4-2À''T:i-^/^V-hA^l''B''-^/^''B'
et deux relations analogues pour ('3 + c, et (^3 -f- iv^. Pour que l'ensemble de ces deux tangentes doubles forme une conique qua-
APPLICATIONS DU THÉORÈME d'aBEL A LA GÉOMÉTRIE. Ti 1 3
(Iruplement tangente du système (26), il faut et il suffit qu'en ajoutant les relations telles que {9.6) et (27) on trouve les relations (25) à des multiples des périodes près. Il faut et il suffit pour cela que a'+X", n' -\- n" soient impairs, [x'+ ul", v'-f-v", l'-{-P^ m' H- ni*' pairs. Les six couples suivants de tangentes doubles remplissent ces conditions :
IV
V (no, on) (111,111)
VI (110,101) (iii,oot)
Les huit points de contact de deux quelconques de ces couples sont sur une conique; en effet, les quatre points de contact de chaque couple vérifient des relations de la forme (25). En ajoutant, membre à membre, les relations correspondantes pour les deux couples, on obtient précisément des relations de la forme (11), qui expriment que huit points sont sur une conique.
233. Nous venons de supposer que la courbe du quatrième ordre n'a pas de points doubles. Si elle acquiert des points doubles ou des points de rebroussement, le nombre des tangentes doubles diminue, conformément aux formules de Pliicker. On pourra encore étudier le nombre et la disposition de ces tangentes à l'aide des relations fournies par le théorème d'Abel.
Pour ne pas rendre cette étude trop longue, nous nous bornerons à examiner en détail le cas 011 la courbe admet trois points doubles à tangentes distinctes.
Nous avons trouvé (n° 231) les conditions nécessaires et suffisantes pour que quatre points /|, ^,, ^3, /« de la quartique unîcursale soient en ligne droite. Ces relations peuvent s'écrire
(^8) (7^_l;x7(7^--"MT^-"^7)T^ (^-<,^-.^),
cj désignant la constante e^^. Les constantes C|, Ca, C3 se déterminent de la façon suivante. Considérons la droite joignant les A. ET G. 33
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deux points doubles («21 ^s) et («3, 65). Cette droite coupe la courbe aux quatre points
Exprimant que la première des relations (28) est vériGée par ces valeurs de /|, t2, ^3, /.», on a
_ (at — ai)(bi'-ai)(ai — ai)(bi~-ai) ' (at-b,){b^-b,)(a,-bi){b,^- b^)'.
De même, on a
_ (^3 — ^0(^8 ~a2)(ai—ai)(bt—at) * {ai — bi){bi--bi)(ai-bt){bi - 6,)'
cj =
cî =
_ (ai — aaX^i -QsXg» — q3)(^> — «.i) ' ~ (ai — 63) (6, — 63 ) (a, - 63) (6, — 63) '
On tire de là deux déterminations pour chacune des constantes Ci y C2, C3 : nous les choisirons comme il suit. Formant le produit ^ÎC2^3 7 oïï trouve un carré parfait dans le deuxième membre; nous extrairons les racines et nous prendrons
(a, — aj)(a, — as)(a3 — ai) ^■'»^ '"''"^'=(6.-6,)(A,- ^)(6,-6,)'
Ceci posé, arrivons au problème des tangentes doubles. Soient t et l' les paramètres des deux points de contact : on aura dans (28)
. ti= ti~ ty ti— ti, — t\ d'où, en extrayant les racines,
où e^k = ± I . On a ainsi trois relations pour déterminer / et ^; ces relations se réduisent forcément à deux, par exemple aux deux premières. Une fois £| et £2 choisis, on trouve un seul système de valeurs pour t et /', c'est-à-dire une tangente double. Comme ei == it I , £2 = =t I , on peut associer ces valeurs de quatre façons différentes : on trouve donc quatre tangentes doubles.
Une fois ei et £2 choisis, £3 est déterminé : pour le voir on peut employer la méthode élémentaire suivante, due à Clebsch ; chassons
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les dénominateurs dans les relations (3o); elles prennent la forme
(3i) al — tkCA-bl — (t -r- t'){a/i. -- ZkCklfk) -r- 1 1' (i — tkCk) = o.
Ces équations linéaires en t-^deitt' devant être compatibles, on a la condition
— txCib\
£jC,6|
aj — ejC2 6j
l âsCî
— EaCj^J
I— ejCa
Cette condition, ordonnée par rapport à Ci, £2? ^z^ est de la forme
{3i bis)
\ A-h B|S| -h BjSj -{- Ba£3-+-C|Êje3 -r- Q>it^t\
-+- CsEjEj -H D£i£2£3 = O.
Les coefficients se calculent immédiatement par le développement du déterminant. Ainsi
a\ «i I a\ cil I a\ aj I
= (^s — «i)(«3 — as)(ai — «3),
— (^î — 6l)(^3 — ^2)(^l — ^3)CiCjC3, b\ bx l \
Cx = — {bi — ai){bi — a^){ai— az) cx ... ,
— a\ Ut \
a\ ai 1
a| ax I 6î 6, I
C,C3 = — (ai — 6,)(ai — ^3)(^2— ^8)CjC3
D'après la relation (29), on a donc
On trouve de même
Cj — — Bj, C3 = — Bj,
En remarquant que
El — ÊjEj = Et(| — EiEjE,),
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on peut écrire la relation (3i)
(A -I- BiSi -^- BîSj -j- B3e3)(i — e|ej£3)c=o.
Le premier facteur n'est pas nul si (ai,6|), («2^62) (^3? ^s ) sont quelconques; on a donc
ce qui détermine £3, une fois Ci et £2 choisis égaux à ±: i.
Comme conséquence de cette détermination, nous démontrerons que les huit points de contact des quatre tangentes doubles sont sur une conique. En eflet, supposons écrites les relations (3o) pour les quatre tangentes doubles; en appelant (^1, t\),
(^27 ^o)? (^3' '3)' ('*î ^1) '^^ valeurs de t correspondant aux points de contact des quatre tangentes doubles, on aura, en multipliant membre à membre les relations (3o) correspondantes,
car, £)fc ayant deux fois la valeur — 1, le produit des seconds membres est cjj ou e*''*, car nous avons posé cl = e^^. Les relations (33) sont celles qui expriment que huit points de la quartique appartiennent à une conique (n''231). Le théorème est donc démontré.
On pourra vérifier la proposition suivante ; Parmi les sept systèmes de coniques quadruplement tangentes définies par les équations (21), les trois systèmes obtenus en assujettissant /? 1 H- Wj -f- /ij à être pair contiennent chacun deux paires de tangentes doubles; les quatre autres systèmes obtenus en assujettissant ai, 4- ^2 -i- /Î3 à être impair ne contiennent pas de tangentes doubles.
Si la quartique a des points de rebroussement, le nombre des tangentes doubles est moindre. 11 faudrait alors remplacer
t—ak 1 log par ,
oLff désignant le paramètre du point de rebroussement.
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234. Les cas particuliers que nous avoas Lraités moaLrenl Komment le ihéorème d'/Vbel donne les condJliotis nécessaires et Ulufiisan tes pour qu'un sjstème de points situés sur une courbe Sdonnée d'ordre m soit le système complet des points d'intersection e cette courbe avec une courbe d'un degr^ donne. Si la courbe 'a pas de points doubles, tes conditions seront exprimées à l'aide 'intégrales de première esprce. S'il y a des points doubles, il .ul employer, en outre, des intégrales de troisième espèce devenant iuGaies respectivement aux points superposés aus points doubles. S'il y a des rebroussements, ces intégrales de troisième espèce sont remplacées par des intégrales de deuxième espèce ayant trespectivemcnt les points de rebroussement comme pôles du prer ordre. Quand la courbe sécante passe par des points doubles Bpu de rebroussement, les relations qui contiennent les intégrales ■correspondantes disparaissent. Enlîn, si le degré de la courbe lëcante est inférieur ou égal km — 3, les relations fournies par |le théorème d'Abel de la façon que nous venons d'indiquer ne sont 'pas toutes distinctes.
233. Dans les applications précédentes, nous avons cherché Kles conditions nécessaires et suffisantes pour que ms points, pris f Bur la courbe d'ordre m, appartiennent à une courbe quelconque d'ordre s qui n'est assujettie à aucune condition. Le théorème d'Abel se prête aussi à l'étude des groupes de points d'intersection d'une courbe donnée avec des courbes d'ordre s assuà passer par des points fixes donnés pris en debors de cette lourbe.
Prenons, par exemple, une cubique plane sans point double et
Ecoupi
Irsur la cubique. U
■ points M, , Ma, Ma;
des droites passant par u
nt fi)[.
silné
de ces droites coupe la courbe en trois de ces points étant choisi arbitrairement, les deux autres sont déterminés : il y a donc deux relations distinctes entre les trois points analytiques M,, Mj, M». Nous les endrons comme il suit : d'abord en appelant et l'intégrale de première espèce attachée à la cubique, et u,, Ut, H] les valeurs de lelte intégrale aux points M, , Mï, M» , on a la relation déjà indiquée
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qui exprime que les trois points sont en ligne droite. Menons ensuite par A une sécante déterminée ANiNjNs et appelons Ts{x,y) rintégrale de troisième espèce ayant pour points singuliers logarithmiques les points N|, N,. La somme mi +^2-4-^3 des trois valeurs de w aux points M» , Mo, M3, où une droite variable y = o, passant par A, coupe la courbe, est constante. En effet, soit W= o une seconde droite, passant par A; la somme tîJi -f- tîJ2 4- ^s est la même pour les deux droites /= o et ^= o, car, dans le faisceau /-\- [jlW = o, il y a une droite passant par les points critiques logarithmiques de l'intégrale m, à savoir la droite ANiN^Nj (n° 185). On a donc une nouvelle relation
(35) cTiH- TSTj-f- cr3= Q H- siXTrf -4- mû-h m'ii',
Q et û' étant les périodes de t3 correspondant aux mêmes coupures que 0) et w' pour u.
Voici un deuxième exemple.
Soient une conique fixe F (a:, y) = o et (Jeux points fixes A et B non situés sur la courbe. Une conique quelconque passant par A et B coupe F = o en quatre points dont trois peuvent être choisis arbitrairement; il y a donc une relation entre ces quatre points : cette relation est fournie par le théorème d'Abel. Soient Ni et No les deux points fixes où la droite AB coupe la conique ; formons l'intégrale de troisième espèce ny(j;,j>^), relative à F(j:,j^)= o, admettant comme points singuliers logarithmiques les deux points Ni et N2.
La somme tïT| -f- t;t2 4- TÏT3-I-TÏT4 des quatre valeurs que prend xs aux quatre points d'intersection de F^=o avec une conique /=o passant par les deux points A et B reste constante quand cette conique varie. En effet, si Ton considère une deuxième conique ^1 = 0 passant par les points A et B, la somme tïT| -4- ^2 -\- rn^ 4- tst, est la même pour les points d'intersection de F = o avec les deux coniques /= o et <]> = o, car, dans le faisceau /-{- jjl^ = o, il se trouve une conique passant par N| et N2. Si Ton exprime les cooordonnécs d'un point de la conique F =:r o en fonction rationnelle d'un paramètre t, et si Ton appelle a el b les valeurs de / correspondant aux points fixes N| el N2, on a
xs = Loc y •
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La relation entre les valeurs /|, ^2, ^3, t^ du paramètre t aux quatre points d'intersection de F = o avec une conique variable passant par A et B est donc de la forme
OÙ K est une constante qui sera déterminée dès qu'on connaîtra les points d'intersection de F = o avec une conique particulière passant par A et B.
Ainsi, coupons l'ellipse -^ H- ^ — i^— o par des cercles, c'està-dire des coniques passant par les deux points circulaires à l'infini A et B. On peut exprimer les coordonnées d'un point de l'ellipse, en posant
X = a CCS 9 = a > y = bsiUQ = b r >
t = tang ^»
La droite de l'infini AB coupe l'ellipse en deux points N| et JN2
correspondant aux valeurs t = ^ — i et t ^-^ — y — i. L'intégrale
de troisième espèce avec ces deux points singuliers logarithmiques
est
' idt
. r' idt
c'est-à-dire m 1= «cp. Soient alors ©4, '^2> Ça? f4 les valeurs de o correspondant à quatre points de l'ellipse situés sur un cercle; comme la somme des valeurs de l'intégrale m en ces quatre points est constante, on a
Çi H- ©j -f- Cpj -f- Cp^ — G -+- 2 71 TT,
où C est une constante et n un entier. Le cercle liomographique de l'ellipse lui est bitangent aux deux sommets : pour ce cercle particulier, on a
La constante C est donc nulle et on a
©i-T- cp2-i- 03-!- Ci ~ '2 ni:.
235. On obtient encore des théorèmes de Géométrie d'un énoncé souvent très élégant en appliquant le théorème d'Abel à des intégrales abéliennes qui ont une signifîcation géométrique, par exemple à des intégrales abéliennes représentant des aires, des arcsy des distances, des angles, etc.
Pour donner une idée de ce genre de théorèmes, prenons une courbe d'ordre /??, F(^,y) ^^ o, avec m directions asymptotiques distinctes. L'aire d'un secteur de cette courbe compté autour du point O, dont le choix est arbitraire, est
S = I X dy — y dx — xy — ">■ 1 y dx.
C'est une intégrale abélienne relative à la courbe. Cette intégrale devient infinie seulement à l'infini; pour voir comment elle devient infinie, remarquons que pour une des branches infinies, on a, X étant très grand,
Donc
ax -f- 6 4- —
S — k -h c — bx -f- c loi'x -\ —
L'intégrale S devient donc infinie avec x parce qu'elle contient le terme bx qui devient infini du premier ordre et le terme logo:.
Coupons alors la courbe F = o par une courbe variable /^=^ o d'ordre s, assujettie à avoir ses directions asymptotiques fixes et distinctes des directions asymptotiques de F = o. La somme
(36) Si -" Sj-— . . . H- S,/i^
des aires des secteurs S limités aux points d'intersection de F et/* est constante. En effet, si tj; rrr o est une deuxième courbe d'ordre s ajanl mêmes directions asymptotiques que y=o, parmi les courbes du faisceau y -|- [jnj> r=: o il s'en trouve une formée de la droite de l'infini et d'une courbe d'ordre s — i ; comme cette courbe passe par les points où l'intégrale S devient infinie, la somme (36) a la même valeur pour les deux courbes/ cl A (n° 186). (^uand le degré de/=o égale ou surpasse celui dcF=o, on peut
APPLICATIONS DU THÉORÈME D*ABEL A LA GÉOMÉTRIE
évidemment remplacer dans l'énoncé la courbe y= o par la courbe
/-f.XF = o,
où ^est arbitraire, car cette courbe n^a aucun point commun avec F = o à l'infini.
Par exemple, on pourra vérifier le théorème pour l'hyperbole xy = 1 coupée par les coniques
Par* -+- Q^* -f- ftxy -\-^x -\- "^y -+- S = o,
OÙ P et Q sont des constantes déterminées non nulles, a, p, y^ 8 des constantes arbitraires.
236. Voici un exemple des théorèmes relatifs aux angles. Soient F(x, y) = o une courbe fixe d'ordre m et 8 l'angle que fait, avec une direction fixe, O^, la droite OM joignant un point arbitraire O au point M pris sur la courbe. Le point O étant choisi comme origine, on a
ou encore, comme
Y'^dx-\-Y'ydy = o,
L'angle 0 est donc donné par une intégrale abélienne relative à la relation algébrique F (a?, y) = o. Cette intégrale abélienne, étant égale à
arc tang — = —.uoz^ r->
X at ^ y ^ IX
n'a d'autres singularités sur la surface de Riemann que des points singuliers logarithmiques; elle n'a d'ailleurs qu'une période tc.
D'après son expression sous forme finie, cette intégrale est finie en tous les points de la courbe F = o, à distance finie ou infinie, excepté aux points de rencontre de la courbe avec les droites isotropes
Le théorème d'Abel, appliqué à l'intégrale 0 sous la forme du A. ET G, 33.
n° 186, donne alors le théorème suivant, que nous énonçons en adoptant une dénomination due à Laguerre; nous dirons que deux systèmes de droites ont la même orientation si la somme des angles que font les droites d'un des systèmes avec un axe G\e, égale, à un multiple de tt près, la somme des angles que font les droites de l'autre système avec le même axe. Les deux systèmes formés par les droites qui joignent respectivement un même point O aux points où la courbe donnée F = o est traversée par deux courbes C = o et C'= o de même degré, ont même orientation si, parmi les courbes du faisceau C 4- XC'= o, il en est une qui passe par les points de rencontre deF = o avec un cercle de rayon nul de centre O (*). Par exemple, on peut prendre pour C et C deux cercles de centre O.
On obtient des propositions analogues en employant les coordonnées tangentielles. Soient /(w, v)=^o l'équation tangentielle d'une courbe algébrique et 0 l'angle de la tangente
UT -h VJ'-^ i = o
avec Taxe Ox. Ou a
. u ,^ i' r/u — Il dv 0 ^ - arctanj; — , au = : >
^ft uf[,-^vfl du
L'angle 8 est donc encore une intégrale abélienne relative à la relation algébrique y(w, ç^) = o : cette intégrale devient infinie comme un logarithme pour les valeurs de // et v correspondant aux tangentes menées à la courbe par les points circulaires à riiifini Il 4- zV = o et u — fV = o. On en conclut le ihéorème suivant :
Les deux systèmes de tangentes respectivement communes à la courbe f{u, v) = o et à deux courbes algébriques o{u^ v)=zo et ^{u^ v) =: o ont même orientation si, parmi les courbes du faisceau tangentiel cp + Xi = o, il en est une qui touche les tangentes menées à /= o par les points cycliques du plan (-).
Par exemple, les deux systèmes de langcnlcs communrs à une
( ') IluMBEiiT, Journal de MatkématiqueSj 4* série, t. III, p. 35G; 1887. (^) HuMBERT, loc. cit. y p. 358.
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courbe algébrique et à deux courbes homofocales ont même orientation (*).
237. Terminons enGn par quelques exemples relatifs aux arcs. Soit
l'équation d'une courbe algébrique. L'arc <t de cette courbe est défini [lar
rfcr = yjdx^-.dy^ = /f;? + f;? P .
Gomme -T- est une fonction irrationnelle de x et j^, cr est
donné par une intégrale abélienne relative à une relation algébrique différente de F(x,y) = o. 11 y a exception pour les courbes que Laguerre a appelées courbes de direction (^) et qui
sont caractérisées par cette propriété que y/F^^-f- F'- puisse s'exprimer rationnellement en fonction des coordonnéees x ei y d'un point de la courbe.
Supposons cette condition remplie
alors 0- est une intégrale abélienne relative à la courbe elle-même F = o. La courbe f{x^ y) z=.o est une courbe adjointe, car la fonction y s'annule en tous les points singuliers de F.
En appliquant à l'intégrale o- le théort-me d'Abel, on aura des relations entre les longueurs des arcs de la courbe de direction F = o comptés depuis un point fixe jusqu'aux points où cette courbe est coupée par une courbe variable d'un degré déterminé. Nous nous contenterons d'en indiquer un exemple élégant.
La courbe du sixième ordre, qui a pour équation on coordonnées polaires
r8= a^ ces 30,
est du genre un, comme étant la transformée par rayons vecteurs
(') Laguerre, Comptes rendtis, yduy'ier i865. (») Comptes rendus, t. XCIV, 1882.
réciproques d'une cubique sans point double. Celle courbe est d'ailleurs une courbe de direction, car on a
da
rt'rfO
- rfarclanff — - * ^ X
La différentielle rfo- est donc bien rationnelle en x ely. On vérifie en outre que o- est une intégrale de première espèce; en effet* il suffit de l'exprimer en fonction de /*,
/d^ dr
pour reconnaître qu'elle est partout finie.
Donc, en appelant o-,, 0-2, . • ., '^^n les arcs comptés depuis des points fixes de la courbe jusqu'aux points de rencontre de la
Fig. 91.
courbe donnée avec une courbe algébrique quelconque C,/ d'ordre n, on a
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K désignant une constante indépendante des coefficients de C« (* ). Par exemple, un cercle passant par l'origine coupe la courbe considérée en douze points dont six à Tinfini aux points cycliques, trois à l'origine; il en reste donc trois variables seulement A, B, C; les trois arcs OA, OB, OC comptés à partir de l'origine dans un même sens de circulation sur la courbe ont donc une somme constante quand le cercle varie, et cette constante est nulle, car la somme s'annule évidemment avec le rayon du cercle. On a donc en valeur absolue, en supposant que OA est le plus
grand des arcs,
arcOA = arcOB -f- arc OC.
L'arc de cette courbe a déjà été étudié par M. M. Roberts {Journal de Mathématiques, t. XII).
238. Le théorème d'Abel appliqué aux courbées gauches coupées par des surfaces algébriques permet également d'étudier les groupes de points sur ces courbes. Par exemple, une biquadralique gauche sans point double effectif est du genre un. En appelant u l'intégrale elliptique attachée à la courbe, on a, pour les quatre points d'intersection de la courbe avec un plan, une relation de la forme
(3") Mi-H Mj -h «3-1- /^v~ C H- mti) -T- //l'w',
m et m' étant des entiers, w et w' les périodes de u. La théorie de ces courbes est alors analogue à celle des cubiques sans point singulier.
Si Ton prend, sur la biquadratique, deux points variables M| et M2, assujettis à la condition
Mi -+- a,= A-f- /nti) -H /n'w',
où A est une constante arbitraire, la droite M i M2 engendre une quadrique passant parla courbe. D'après (Sy), les génératrices de
(*) HuMBEUT, Journal de Mathématiques, /(" série, l. III, p. Sg^; 1H87.
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