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PREMIÈRE PARTIE
Exposition de la Théorie , avec ses principaux usages dans F Analyse.
,.o. appelle fonction d’une ou de plusieurs quantités , toute expression de calcul dans laquelle ces quantités entrent d’une manière quelconque , mêlées ou non avec d’autres quantités qu’on regarde comme ayant des valeurs données et invariables , tandis que les quantités de la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi , dans les fonctions on ne considère que les quantités qu’on suppose variables , sans aucun égard aux constantes qui peuvent y être mêlées.
a. Pour marquer une fonction d’une seule variable comme x , nous ferons simplement précéder cette variable de la lettre ou caractéristique/!, ou F ; mais lorsqu’on voudra désigner la fonction d’une quantité déjà composée
THÉORIE de cette variable, comme x 1 ou a -(- bx ou &c. , on renfermera cette quantité entre deux parenthèses. Ainsi / x désignera une fonction de x, /(x*),/(a-f-i>x), &c. désigneront les fonctions de x\ de a-\-bx , &c.
Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes comme x, y, nous écrirons /(x, y), et ainsi des autres.
Lorsque nous voudrons employer d’autres caractéristiques pour marquer les fonctions , nous aurons soin d’en avertir.
Le mot fonction a été employé par les premiers analystes pour désigner en général les puissances d’une même quantité. Depuis on a étendu la signification de ce mot à toute quantité formée d’une manière quelconque d’une autre quantité. Lcibnit { et les Bernoulli l’ont employé les premiers dans cette acception générale, et il est aujourd’hui généralement adopté.
3. Considérons donc une fonction fx d’une variable quelconque x. Si à la place de x on met x -J- i , i étant une quantité quelconque indéterminée, elle deviendra f(x -j- t) ; et par la théorie des séries on pourra la développer en une suite de cette forme fx + pi qp r? &c. , dans laquelle les quantités p , q , r, &c. , coèfficiens des puissances de i , seront de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction primitive fx, et indépendantes de la quantité i.
Il est clair que la forme des fonctions p , q , r, &c. dépendra uniquement de celle de la fonction j x; et on déterminera aisément ces fonctions dans les cas particuliers par les règles ordinaires de l’algèbre , en développant la fonction dans une série ordonnée suivant les puissances de i.
4. Cette manière de déduire d’une fonction donnée d’autres fonctions dérivées et dépendant essentiellement de la fonction primitive , est de la plus grande importance dans l’analyse. La formation et le calcul de ces différentes fonctions sont, à proprement parler, le véritable objet des nouveaux calculs, c’est-à-dire, du calcul appellé différentiel, ou fluxionntl. Les premiers géomètres qui ont employé le calcul différentiel , Leibnit ç , les Bernoulli y YHopital, &c. l’ont fondé sur la considération des quantités infiniment petites de différens ordres , et sur la supposition qu’on peut regarder et trairer comme égales les quantités qui ne diffèrent entre elles que par des quantités infiniment petites à leur égard. Contens d’arriyer
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par les procédés de ce calcul d’une manière prompte et sûre à des résultats exacts , ils ne se sont point occupés d'en démontrer les principes. Ceux qui les^ont suivis, Euler, à'Alembert , & c. ont cherché à suppléer à ce défaut, en faisant voir, par des applications particulières, que les différences qu’on suppose infiniment petites , doivent être absolument nulles , et que leurs rapports , seules quantités qui entrent réellement dans le calcul , ne sont autre chose que les limites des rapports des différences finies, ou indéfinies.
Mais il faut avouer que cette idée , quoique, juste en elle-même , n’est pas assez claire pour servir de principe à une science dont la certitude doit être fondée sur l’évidence , et sur-tout pour être présentée aux comntençans ; d’ailleurs , il me semble que comme dans le calcul différentiel , tel qu’on l’emploie , on considère et on calcule en effet les quantités infiniment petites ou supposées infiniment petites elles-mêmes , la véritable métaphysique de ce calcul consiste en ce que l’erreur résultant de cette fausse supposition est redressée ou compensée par celle qui naît des procédés mêmes du calcul , suivant lesquels on ne retient dans la différenciation que les quantités infiniment petites du même ordre. Par exemple , en regardant une courbe comme un polygone d’un nombre infini de côtés chacun infiniment petit , et dont le prolongement est la tangente de la courbe , il est clair qu’on fait une supposition erronée ; mais l’erreur se trouve corrigée dans le calcul par l’omission qu’on y fait des quantités infiniment petites. C’est ce qu’on peut faire voir aisément dans des exemples , mais dont il serait peut-être difficile de donner une démonstration générale.
5. Newton , pour éviter la supposition des infiniment petits, a considéré les quantités mathématiques comme engendrées par le mouvement, et il a cherché une méthode pour déterminer directement les vitesses ou plutôt le rapport des vitesses variables avec lesquelles ces quantités sont produites ; c’est ce qu’on appelle , d’après lui , la méthode des fluxions ou le calcul fluxionnel, parce qu’il a nommé ces vitesses fluxions des quantités. Cette méthode ou ce calcul s’accorde pour le fond et pour les opérations , avec le calcul différentiel , et n’en diffère que par la métaphysique qui paraît en
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effet plus claire , parce que tout le monde a ou croit avoir une idée de la vitesse. Mais, d’un côté , introduire le mouvement dans un calcul qui n’a que des quantités algébriques pour objet , c’est y introduire une idée étrangère , et qui oblige à regarder ces quantités comme des lignes parcourues par un mobile ; de l’autre , il faut avouer qu’on n’a pas même une idée bien nette de ce que c’est que la vitesse d’un point à chaque instant , lorsque cette vitesse est variable; et on peut voir par le savant Traité des fluxions de Madaurin , combien il est difficile de démontrer rigoureusement la méthode des fluxions , et combien d’artifices particuliers il feut employer pour démontrer les différentes parties de cette méthode.
Aussi Newton lui-même , dans son livre des Principes , a préféré , comme plus courte , la méthode des dernières raisons des quantités évanouissantes ; et il faut avouer que c’est aux principes de cette méthode que se réduisent en dernière analyse les démonstrations relatives à celle des fluxions. Mais cette méthode a, comme celle des limites dont nous avons parlé plus haut , et qui n’en est proprement que la traduction algébrique, le grand inconvénient de considérer les quantités dans l’état où elles cessent, pour ainsi dire , d’être quantités ; car quoiqu’on conçoive toujours bien le rapport de deux quantités tant qu’elles demeurent finies, ce rapport n’offre plus à l’esprit une idée claire et précise , aussitôt que ses deux termes deviennent l’uu et l’autre nuis à-la-fois.
6. C’est pour prévenir ces difficultés, qu’un habile géomètre anglais, qui a fait dans l’analyse des découvertes importantes, a proposé dans ces derniers temps de substituer à la méthode des fluxions, jusqu’alors suivie scrupuleusement par tous les géomètres anglais , une autre méthode purement analytique, et analogue à la méthode différentielle, mais dans laquelle , au lieu de n’employer que les différences infiniment petites ou nulles des quantités variables , on emploie d’abord des valeurs différentes de ces quantités , qu’on égale ensuite , après avoir fait disparaître par la division le facteur que cette égalité rendrait nul. Par ce moyen , on évite à la vérité les infiniment petits , et les quantités évanouissantes ; mais les procédés et les applications du calcul sont embarrassans et peu naturels , et il faut convenir que cette manière de rendre le calcul différentiel plus
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rigoureux dans ses principes , lui fait perdre ses principaux avantages , la simplicité de la méthode et la facilité des opérations. Voye^ l’ouvrage intitulé : The residual analysis , a ncw branch cf the algebric art by John Landen , London , iy 6 *f. ; ainsi que le discours publié par le même auteur , en 1758 , sur le même objet.
Ces variations dans la manière d’établir et de présenter les principes du calcul différentiel , et même dans la dénomination de ce calcul , montrent , ce me semble , qu’on n’en avait pas saisi la véritable théorie , quoiqu’on eût trouvé d’abord les règles les plus simples et les plus commodes pour le mécanisme des opérations.
7. Dans un mémoire imprimé parmi ceux de l’académie de Berlin , de
1771, j’avançai que la théorie du développement des fonctions en série contenait les vrais principes du calcul différentiel , dégagés de toute considération d’infiniment petits , ou de limites , et je démontrai par cette théorie le théorème de Tailor , qu’on peut regarder comme le principè fondamental de ce calcul , et qu’on n’avait encore démontré que par le secours de ce même calcul , ou par la considération des différences infiniment petites. '
Depuis , Arbogast a présenté à l’académie des sciences un beau mémoire où la même idée est exposée avec des développemens et des applications qui lui appartiennent. Cet ouvrage ne doit rien laisser à désirer sur l’objet dont il s’agir ; mais l’auteur n’ayant pas encore jugé à propos de le faire paraître , et m’étant trouvé engagé par des circonstances particulières à développer les principes généraux de l’analyse , j’ai rappelé mes anciennes idées sur ceux du calcul différentiel , et j’ai fait de nouvelles réflexions tendantes à les confirmer et à les généraliser ; c’est ce qui a occasionné cet écrit , que je ne me détermine à publier que par la considération de l’utilité dont il peut être à ceux qui étudient cette branche importante de l’analyse.
8. Il peut au reste paraître surprenant que cette manière d’envisager le calcul différentiel ne se soit pas offerte plutôt aux géomètres , et sur-tout qu’elle ait échappé à Newton , inventeur de la méthode des séries et de celle des fluxions. Mais nous observerons à cet égard qu’en effet Newton
n’avait d’abord employé que la simple considération des séries pour résoudre le problème troisième du second livre des Principes , dans lequel il cherche la loi de la résistance nécessaire pour qu’un corps pesant décrive librement une courbe donnée ; problème qui dépend naturellement du calcul différentiel ou fluxionnel. On sait que Jean Bernoulli trouva cette solution fausse , en la comparant avec celle qui résulte du calcul différentiel ; et son neveu Nicolas prétendit que l’erreur venait de ce que Newton avait pris le troisième terme de la série convergente dans laquelle il réduisait l’ordonnée de la courbe donnée , pour la différentielle seconde de cette ordonnée , et le quatrième pour là différentielle troisième , au lieu que suivant les règles du calcul différentiel , ces termes ne sont , l’un que la moitié , l’autre que la sixième partie des mêmes différentielles. ( Voye f les Mémoires de l’académie des sciences de 171 1 , et le tome I." des Œuvres de Jean Bernoulli. ) Newton , sans répondre, abandonna entièrement sa première méthode , et donna dans la seconde édition des Principes une solution différente du même problème , fondée sur la méthode même du calcul différentiel. Depuis on n’a plus parlé de l’application de la méthode des séries à ce genre de problèmes , que pour avertir de la méprise dans laquelle Newton était tombé , et faire sentir la nécessité d’avoir égard à l’observation de Nicolas Bernoulli. ( Voyc{ l’Encyclopédie , aux articles différentiel , force. ) Mais nous ferons voir que cette méprise ne vient point du fond de la méthode , mais simplement de ce que Newton n’a pas tenu compte de tous les termes auxquels il falloit avoir égard , et nous rectifierons de cette manière sa première solution , dont aucun des commentateurs des Principes n’a fait mention.
9. Nous nous proposons dans cet écrit de considérer les fonctions qui naissent du développement d’une fonction quelconque. Nous donnerons la loi de leur formation et de leur dérivation , et nous en montrerons l’usage pour la transformation des expressions analytiques. Nous ferons ensuite l’application de ces fonctions dérivées aux principaux problèmes de géométrie et de mécanique qui se rapportent au calcul différentiel , et nous donnerons par-là à la solution de ces problèmes la rigueur des anciennes démonstrations. Enfin , nous ferons
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 7 voir l’identité de ce calcul des fonctions avec le calcul différentiel proprement dit , et nous démontrerons par ce moyen -les principes et les règles connues de celui-ci , d’une manière indépendante de toute supposition et de toute métaphysiqqe.
10. Mais pour ne rien avancer gratuitement , nous commencerons par examiner la forme même de la série qui doit représenter le développement de toute fonction fx , lorsqu’on y substitue x + t à la place de x , et que nous avons supposée ne devoir contenir que des puissances entières et positives de £ ( n* 3. )
Cette supposition se vérifie en effet par le développement des différentes fonctions connues ; mais personne , que je sache , n’a cherché à la démontrer à priori ; ce qui me paraît néanmoins d’autant plus nécessaire , qu’il y a des cas particuliers où elle ne peut pas avoir lieu. D’ailleurs , le calcul différentiel porte expressément sur cette même supposition , et les cas qui font exception sont précisément ceux où ce calcul a été accusé d’être en défaut.
Je vais d’abord démontrer que dans la série résultant du développement de la fonction f, (x-j-i), il ne peut se trouver aucune puissance fractionnaire de i , à moins qu’on ne donne à x des valeurs particulières.
En effet , il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que des radicaux renfermés dans la fonction primitive fx , et il est clair en même temps que la substitution de x -f- i , au lieu de x , ne pourrait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces radicaux , ni en changer la nature , tant que x et i sont des quantités indéterminées. D’un autre côté , on sait par la théorie des équations, que tout radical a autant de valeurs différentes qu’il y a d’unités dans son exposant , et que toute fonction irrationnelle a par conséquent autant de valeurs différentes qu’on peut faire de combinaisons des différentes valeurs des radicaux qu’elle renferme. Donc si le développement de la
fonction f ( x 4- i ) pouvait contenir un terme de la forme u i * , la * fonction fx serait nécessairement irrationnelle , et aurait par conséquent «n certain nombre de valeurs différentes , qui serait le même pour la fonction /( x -j- i ) , ainsi que pour son développement. Mais ce développe-
- • ra
ment étant représenté par la série fx -f- pi -f- qi + &c. -f- ui “ -f- &c,.
chaque valeur de fx se combinerait avec chacune des n valeurs du radical y i m ; de sorte que la fonction f{ x + O développée , aurait plus de valeurs différentes que la même fonction non développée , ce qui est absurde.
Cette démonstration est générale et rigoureuse tant que xeti demeurent indéterminées ; mais elle cesserait de l’être , si on donnait à x des valeurs déterminées ; car il serait possible que ces valeurs détruisissent quelques radicaux dans fx , qui pourraient néanmoins subsister dans/(x ■+■ i ). Nous examinerons plus bas ( n.° 34. ) ces cas particuliers et les conséquences qui en résultent.
11. Nous étant ainsi assurés de la forme générale du développement de la fonction f( x -j- i ) , voyons plus particulièrement en quoi ce développement consiste , et ce que signifie chacun de ses termes.
On voit d’abord que si on cherche dans cette fonction ce qui est indépendant de la quantité i a il n’y a qu’à faire i = o , ce qui la réduit à fx. Ainsi f x est la partie de/(x -f- i), qui reste lorsque la quantité / devient nulle ; de sorte que /( x + i ) sera égale à/x , plus à une quantité qui doit disparaître en faisant i = o , et qui sera par conséquent , ou pourra être censée multipliée par une puissance positive de i : et comme nous venons de démontrer que dans le développement de/( x -f- i ) il ne peut entrer aucune puissance fractionnaire de i , il s’ensuit que la quantité dont il s'agit ne pourra être multipliée que par une puissance positive et entière de i ; elle sera donc de la forme i P , P étant une fonction de x et i, qui ne deviendra point infinie lorsque i = o.
On aura donc ainsi /( x + i ) =fx + i P , donc f( x + i ) — f x = i P , et par conséquent divisible par i ; la division faite , on aura P =
f{x+ i) fx
Or , P étant une nouvelle fonction de x et / , on pourra de même en séparer ce qui est indépendant de i , et qui par conséquent ne s’évanouit pas lorsque i devient nul. Soit donc p ce que devient P lorsqu’on fait i = o , p sera une fonction de xsans i : et par un raisonnement semblable au précédent, on prQuyera que P =^=p + /Q * iQ, étant Impartie de P , qui devient
nulle
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 9 nulle lorsque i = o , et Q étant une nouvelle fonction de x et t qui ne devient pas infinie lorsque i = o.
On aura doncP — P= l ' Q » et par conséquent divisible par i; la division faite , on aura Q = . Soit q la valeur de Q j en y faisant i = o ,
q sera une fonction de x sans i ; et la partie de Q , qui devient nulle lorsque t devient nul , sera comme ci-dessus de la forme i R ,R étant une fonction de x et : , qui ne-~deviendra pas infinie lorsque i — o , et qu’on trouvera en divisant Q — q par i : et ainsi de suite.
- On aura , par ce procédé ,/( x -f i ) =/x + iP,P = p + i Q, Q = q “h i R j R = r -f- i S , &c. ; donc , substituant successivement /(■* + *) = fx + i P = fx + i p -f- i* Q = fx -{- ip -|- i 1 q -ji’ R = ; ce qui donnera pour le développement de /( x -f- i ) , une
série de la forme que nous avons supposée au commencement.
n. Soit, par exemple ,/*= -b- , on aura /(* + t)== — p-,- donc iP
* tf-t-O'V-
’ R + i ) r ~ » &C - » alnsi on
cl u x ci r : - — ■ — . , - i
il. = jl i , r p .
z ~ X‘ x J {x-i~i) 0CC -*
comme il résulte de la division actuelle.
Prenons encore pour exemple la fonction irrationnelle Y x. On aura donc/* = V x,f(x + i ) = V ( x + i ) = Vr + tP; donc i P
= v ( ,+o-Vx= vi r+o + *’ p ~ - v I) + v» .-
p »Vi > l Q p p v t+t-o-t-y. . y.
4*[ VU + ‘)-HV*
2 Vx" 4 *[V(*+0+VïT*
1 — »*Vi[V(* + i)+ V*1‘ * — 1 6 x 4 V * *
De sorte qu’on aura de cette manière V (^ + i) == V^ •+• :
^[VU-t-OH-V*]’ — Vx+_ T7T
-4 r ' , -. &c. Cette dernière série est celle qu’on trouve par
l’extraction actuelle de la racine quarrée ou par la formule du binôme.
13. 11 serait difficile d’exécuter ces opérations sur les fonctions irrationnelles plus compliquées ; mais , en faisant disparaître les irrationnalités par rapport à la quantité i , l’application de la méthode n’aura plus de difficulté.
Ainsi , en reprenant l’exemple précédent , on partira de l’équation V(x + i) = V* 4* iP » qui étant élevée au quarré pou* dégager IV de dessous le signe radical , devient après la division par 1 , 1 = i P x -pi P 1 ;
faisant i = 0 , P devient p , et l’on aura 1 = xp V x; d’o ùp= - y- . On fera donc P = p -p i Q, ce qui étant substitué , on aura , après la division par i , o = — h i Q V * H ^ h t 1 Q z - Faisant i = o ,
Q devient q ; donc on aura + i q V * = 0 » d’où l’ua
tire q = Tx~ ÿx ~ 4 0° ^ €ra donc Q = q + i R » et ainsi de suite.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. s« On peut , à la vérité , trouver les valeurs d ep,q,r, &c. d’une manière plus expéditive , en faisant tout de suite l’équation
l’élevant au quarré pour dégager la quantité i de dessous le signe , et comparant ensuite les termes affectés des mêmes puissances de i , pour que cette quantité puisse demeurer indéterminée , comme on le suppose ; mais la méthode précédente a l’avantage de ne développer la série qu’autant qu’on veut , et de donner la valeur exacte du reste. En effet , si on voulait J par exemple , s’arrêter au second terme pi , on aurait pour la valeur du reste , et on pourrait déterminer Q par la résolution de l’équation en Ç).
Dans l’exemple ci-dessus, cette équation est i 1 Q* + Q ( x V x 4 — )
et pour la résoudre de manière que l’expression de Q ne
présente pas la quantité i au dénominateur , il n’y a qu’à faire Q = , ce
qui réduira l’équation à cette forme , + 4 F" ( 2xyx-f-i'yx)-f*
4 x 1 i 1 = o , d’où l’on tire
V = — 4 * y X — xi yjfrf=4Jf y (x + i) ; et comme Q ne doit pas devenir infini , lorsque i = o(n.'n ) , il faudra que V ne devienne pas nul dans le même cas ; par conséquent, il faudra prendre le signe inférieur du radical ; on aura ainsi
V— — %yx(uf + i ) — 4*y (x + i),
et de là
^ ayx(i*+/) + 4*y(*+i) 2 y*[y(*+o + v«j-
comme plus haut. On en usera de même dans tous les cas semblables.
14. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons exposée , consiste en ce qu’elle fait voir comment les fonctions/;, q, r, &c. résultent de la fonction principale fx , et sur-tout en ce qu’elle prouve que les restes iP,iQ, i R, Sec. sont des quantités qui doivent devenir nulles lorsque t=o; d’où l’on tire cette conséquence importante ,-que dans la série fx ■+■ pi -{qi~ + rP + &c. qui naît du développement def{ x -f- i), on peut toujours • B t.
■prendre i assez petit pour qu’un terme quelconque soit plus grand que la somme de tous les termes qui le suivent ; et que cela doit avoir lieu aussi pour toutes les valeurs plus petites de i.
Car, puisque les restes iP, iQ, iR,\ &c. sont des fonctions de i qui deviennent nulles , par la nature même du développement , lorsque i = o , il s’ensuit qu’en considérant la courbe dont i serait l’abscisse , et l’une de ces fonctions l’ordonnée , cette courbe coupera l’axe à l’origine des abscisses ; et à moins que ce point ne soit un point singulier, ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières de x , comme il est facile de s’en convaincre avec un peu de réflexion, et par un raisonnement analogue à celui du n.° xo ci-dessus, le cours de la courbe sera nécessairement continu depuis ce point; donc elle s’approchera peu à peu de l’axe avant de le couper , et s’en approchera par conséquent d’une quantité moindre qu’aucune quantité donnée ; de sorte qu’on pourra toujours trouver une abscisse i correspondant à une ordonnée moindre qu’une quantité donnée; et alors toute valeur plus petite de i répondra aussi à des ordonnées moindres que la quantité donnée.
On pourra donc prendre i assez petit , sans être nul , pour que i P sort moindre que fx , ou pour que i Q soit moindre que p , ou pour que i R soit moindre que q , et ainsi des autres ; et par conséquent pour que P R soit moindre que i p , ou que P R soit moindre que P q , &c. ; donc , puisque ( n.° i i ) i P = i p -f- P q -p P r -p & c. , P Q = P q -p P r -f- &c„_, PR = Pr -|- &c. , il s’ensuit qu’on pourra toujours donner à i une valeur assez petite pour que chaque terme de la série fx -pip -p Pq -p Pr-\- &ç. devienne plus grand que la somme de tous les fermes suivans; et alors toute valeur de i plus petite que celle-là satisfera toujours à la même condition.
On doit regarder ce théorème comme un des principes fondamentaux . de la théorie que nous nous proposons de développer : on le suppose tacitement dans le calcul différentiel et dans celui des fluxions , et c’est par cet endroit qu’on peut dire que ces calculs donnent le plus de prise sur eux , sur-tout dans leur application aux problèmes géométriques et mécaniques.
15. Au reste , il est facile de voir que la manière que nous venons de
donner pour trouver successivement les termes de la série qui représente une fonction de x •+* i , développée suivant les puissances de i, peut s’appliquer en général au développement de toute fonction de x et de i, pourvu que cette fonction soit susceptible d’être réduite en une série qui procède suivant les puissances positives er entières de i. Car le raisonnement du n.° g , par lequel nous avons prouvé que toute fonction de x + t est, généralement parlant, susceptible de cette forme, ne pourrait pas s’appliquer en général à une fonction quelconque de x et i. Mais dans le -cas où cette réduction est possible, on pourra toujours appliquer à la série résultant du développement suivant les puissances ascendantes de i , la conséquence que nous en avons tirée dans le n.° 14; savoir, que la quantité i pourra être prise assez petite pour qu’un terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux qui le suivent , pris ensemble.
16. Après ces considérations générales sur le développement des fonctions , nous allons considérer en particulier la formule du n.° 3 , :
/(* + i ) —fx +pi + qï + ri' + &c. , ;
et chercher comment les fonctions dérivées p , q , r , &c. dépendent de la fonction primitive fx. ' ‘
Pour cela , supposons que l’indéterminée x devienne x -f- o, o étant une quantité quelconque indéterminée et indépendante de i , il est visible que /(* + i) deviendra /(.v i + o) ; et l’on voit en même temps què l’on aurait le même résultat en mettant simplement i -f- o à la place de i dans f(x -p i ). Donc aussi le résultat doit être le même , soit qu’on mette dans la série fx pi- -+* q i 1 + ri 5 -f- &c. , i + o à la place de i , soit qu’on y mette x +0 au lieu de x.
La première substitution donnera
fx + P (t +0) + q{i + o) 1 + r (i +0) 3 -f &c. ; savoir , en développant les puissances de t -j- o , et n’écrivant , pour plus de simplicité , que les deux premiers termes de chaque puissance , parce que la comparaison de ces termes suffira pour les déterminations dont nous avons besoin ,
f x + pi -j- q i 1 -f- r i 3 s i K + &c.
+ po + zqio 3 ri r o + 4*4*0 -f- &c.
Pour faire l’autre substitution, soit fx+f'xo + p' o -f- &c.J
j + + &c. r + r 1 o + &c. , ce que deviennent les fonctions fx,p,
ç, r, &c. en y mettant x + o pour x , et ne considérant dans le développement que les termes qui contiennent la première puissance de o , il est clair que la même formule deviendra
f x -f- pi -f- qi 1 + ri* -f- si* -f- &c.
+ f'xo + pf io + qi*o -j- r 7 J 3 o -f- &c.
Comme ces deux résultats doivent être identiques , quelles que soient les valeurs de i et de o , on aura , en comparant les termes affectés de o , de i o, de i 1 o , &c. p=f x , iq=p', 3 r = f , 4 s = r', &c.
Maintenant, de même que fx est la première fonction dérivée de f x, il est clair que pf est la première /onction dérivée de p , que q' est la première fonction dérivée de q, r 7 la première fonction dérivée de r, et ainsi de suite. Donc , si , pour plus de simplicité et d’uniformité , on dénote par f'x la première fonction dérivée de fx, par f"x la première fonction dérivée de f'x, par f" x la première fonction dérivée de f'x,
et ainsi de suite , on aura p=f'x , et de- là pf =f x ; donc q = — — =
3 L . ; donc q 1 t=z -~ - et de-là r= — — = x donc / =
- x — , et de-là s = — - — = ■ — — * ■ , et ainsi de suite.
Donc , substituant ces valeurs dans le développement de la fonction f ( x + i ) , on aura
f(x-\-i)=fx + f x i + * - i' + * ? + — ** &C '
Cette nouvelle expression a l’avantage de faire voir comment les termes de la série dépendent les uns des autres, et sur-tout comment , lorsqu’on sait former la première fonction dérivée d’une fonction primitive quelconque , on peut former toutes les fonctions dérivées que la série renferme.
17. Nous appellerons la fonction f x , fonction primitive , par rapport aux fonctions j'x,f"x , &c. qui en dérivent, et nous appellerons celles ci , fonctions dérivées, par rapport à celle-là. Nous nommerons de plus la première
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 15 fonction dérivée f x , fonction prime ; la seconde dérivée f u x , fonction seconde ; la troisième fonction dérivée f" x , fonction tierce , et ainsi de suite.
De la même manière, si y est supposé une fonction de x, nous dénoterons ses fonctions dérivées par y', y", f", &c. , de sorte que y étant une fonction primitive, y' sera sa fonction prime , y" en sera la fonction seconde , y" 1 la fonction tierce , et ainsi de suite.
De sorte que x devenant x -j- i , y deviendra y + y 1 i H — h
18. Ainsi, pourvu qu’on ait un moyen d’avoir la fonction prime d’une fonction primitive quelconque , on aura , par la simple répétition des mêmes opérations , toutes les fonctions dérivées , et par conséquent tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction primitive.
Soit donc d’abord f x = x m , on aura /(x + / ) = ( x + i ) m ; or , il est facile de démontrer , soit par les simples règles de l’arithmétique , soit par les premières opérations de l’algèbre , que les deux premiers termes de la puissance m du binôme x-j-t sontx'” -\-mx' n — * i , soit que m soit un nombre entier ou fractionnaire , positif ou négatif; ainsi on aura f x = mx m — \ De-là on tirera de la même manière/" x= m (m — 1 ) x" — f" x = m ( m — 1) (m — 2. ) x* ~ 3 , &c. ; de sorte qu’oa aura
/ I • iW m i m
=x -f -mx
^_ m{m i) jn-x* j m ( m- t ) (ot - z) ^ m .
ce qui est la formule connue du binôme , laquelle se trouve ainsi démontrée pour toutes les valeurs de m.
1 9. Soit en second lieu f x = a* , on aura/( x -f- i ) = a* + * = à* d ; ainsi tout se réduit à trouver les deux premiers termes de la série de a' , développée suivant les puissances de i.
S.oit , pour cela , a — 1 + b , alors ci = ( 1 -j- b )'' = x -f- i h -f-
— — — b 1 -j — — 'J- y b % + &c. , par la formule que noua
venons de démontrer. Développant les produits de i, i — 1 , i — x, &c. ,
et ordonnant les termes suivant les puissances de i , on trouvera que les
termes multipliés par i sont i ( b — | &c. ).
Donc, faisant , pour abréger, A=b-
- &c. , les deux premiers termes de la valeur de a '
(a tV , (a— ■)’
en série seront i -f- A i ; donc on aura f x = A a \ On tirera de- là , par la même opération répétée, f 11 x= A x Aa x = A'~ a x ,J l:l x = A i a*, &c. On
* = a* ( i + Ai +
aura ainsi f(x + i)-. 2 . 1>3
Divisant par a * , et changeant ienr, on aura la série connue a* = i -+> A' x' , A' i r'
Ax +
•lo. Si dans cette formule on fait x = i , on aura
et si on fait x = — ~ , on aura
Al
Ainsi la quantité est égale à un nombre constant , qui est la valeur de a y lorsque A = 1 ; et ce nombre déterminé par la série précédente t se trouve
C’est le nombre qu’on désigne ordinairement par e ; de sorte que la relation
entre a et A se trouve exprimée d’une manière finie par l’équation a A = e, laquelle donne a = e 4 .
Or , dans l’équation y = a x , x est ce qu’on appelle le logarithme dé y, m étant la base du système logarithmique , c’est-à-dire , le nombre dont le logarithme est l’unité ; de sorte que cette équation donne x = log. y pour
la
la base a. Par la même raison , l’équation a A = e donnera — - = log. e pour la base a , et A = log. a pour la base e.
Dans le système des logarithmes ordinaires, la base a a été prise = io, parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le calcul arithmétique ; mais dans l’analyse on préfère , comme plus simple , le système dont la base est le nombre e ; c’est le système des logarithmes de Neper , qu’on nomme communément logarithmes hyperboliques , parce qu’ils sont représentés par l’aire de l’hyperbole équilatère entre ses asymptotes ; et on les désigne par la simple caractéristique /. Ainsi on a A = la ; par conséquent la fonction prime de la fonction a* , est exprimée par a* la (n.° précédent). Au reste, comme a = e A , on aura a=.e lt , et par conséquent a* =.c xla ; moyennant quoi on peut réduire toutes les exponentielles à la même base e.
il. Soit donc, en troisième lieu, fx = log. *, on aura, par la nature des logarithmes, x = a fx . Or, x devenant x + i,fx devient* f(x -f- i)=fx +
if' x H 1 ~ — f 11 x &c. Faisant , pour abréger , o = if x H —
f x + &c. l’équation x = a fx deviendra ( en y mettant x -f- i pour x ) x + i ■=a fx ~ i ‘°=.a fx x a 0 , et divisant cette équation par la précédente,
on aura i = a° = i + Ao -\ — H ( n * z 9 )■ Effaçant
l’unité de part et d’autre , et divisant par i , après avoir substitué la valeur de o, on aura, en ordonnant suivant les puissances de i ,
= A f x + — y- Af" x + A 1 f x 2 -j - &c.
La quantité i étant et devant demeurer indéterminée , il faudra que cette équation se vérifie indépendamment de cette quantité ; par conséquent tous les termes affectés d’une même puissance de i devront se détruire d’eux-
mêmes, et former autant d’équations à part. On aura donc ainsi — -=Afx A f 1 x + A* f x 2 = o , et ainsi de suite.
Donc ,f.\ étant = log. ,r, on aura en général f zo);
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et dc-Ià , par la formule générale du n.° 18 , on tirera f x= - -
f m x = — yy ■ ,f , 1 x= % pu ~ > va ^ eurs qui satisfont , comme l’on
voit , aux différentes équations trouvées ci-dessus. Ainsi , par la substitution
de ces valeurs dans la série/* -f- ip x -j — ~~ P' x + &c. , on aura sur “ le-champ
log. (* -f- i) = lx -| — ( — &c.
° ' ' ' zla . ix la 1 z.jx la
Faisant * = i , et changeant l'emtj on aura la formule connue
x‘ la
log. ( r ■+■ x ) = — u 1 .
Pour les logarithmes hyperboliques où te= i,on aura simplement/* = /*,
~>Scc.
ia. Ces formules pour le développement en série des exponentielles et des logarithmes sont assez connues , et on les démontre , ou par le calcul différentiel , ou par la seule formule du binôme , mais en employant la considération de l’infini ou de ^infiniment petit , comme on le voit dans Y Introditcdo in analysin à' Euler. Quoique cette manière de démontrer , dont Halley est , je crois , l’auteur ( Trans. phil. n.° zi 6 ), puisse être admise en analyse , on ne sauroit disconvenir qu’elle n’a pas l’évidence ni même la rigueur qu’on doit désirer dans les élémens d’une science , et nous croyons qu’on nous saura gré de nous écarter ici un moment de notre marche , pour donner une démonstration des mêmes formules, fondée aussi uniquement sur celle du binôme, mais dégagée de toute considération de l’infini. Nous donnerons même à ces formules une généralisation qui servira à rendre les. séries aussi convergentes qu’on voudra dans tous les cas.
Considérons donc Péquation générale y = a”, dans laquelle * est le logarithme de y pour la base a; mettons à la place de a, i -\~ a — i , ce qui est
la même chose , et ensuite à la place de ( i + a — i )*, [ ( i + a — i )"] "
ce qui est encore la même chose que a x ; on aura
n étant une quantité quelconque qui disparaît d’elle-même dans la valeur de y.
Je développe maintenant le binôme ( 1 -f- a — 1 )" dans la série 1 -f- n
(fl — 0+ * (n ~ 0 (a— !)»+ ."(?— 0^— +
et j’ordonne les termes suivant les puissances de n , j’aurai
les coèfficiens A y B, &c. étant donnés en a ; et il est aisé de voir qu'on aura d’abord
cette quantité étant la même que celle du n.° 19 ci-dessus. A l’égard des autres coèfficiens , nous n’aurons pas besoin de les chercher , puisqu’ils disparaîtront du calcul, comme on va le voir.
Faisant cette substitution , nous aurons y = ( 1 -f- A n + B if + &c. ) ", et développant à la manière du binôme, il viendra
y — I H \ — ( A n + B ri 1 + &c. ) 4 * — ( A n +
Æn’-H&c.) 1 + (An +Bn' + &c. ) ? + &c.,
savoir , en effaçant les puissances de n , communes aux numérateurs et aux dénominateurs ,
■ y — l + x (A + B n + &c.) + (A + Bn +&C.)’ +
' <~ A + Bn + &c ')’ + &c.
Maintenant , comme la quantité n est arbitraire , et doit par la nature même de la fonction y disparaître de l’expression de cette fonction , il faudra .que tous les termes multipliés p.ir chaque puissance de n se détruisent
mutuellement. Ne tenant donc aucun compte de ces termes qui doivent disparaître d’eux-mêmes , quel que soit n, on aura simplement
y = a* =i+xA + - x 1- H &c.
comme plus haut (n.* ig ).
13. Cherchons de la même manière la valeur de x en y. Pour cela , nous mettrons l’équation a* = y sous la forme ( 1 a — 1 y x = (1 + y — 1 )", qui est identique avec la précédente , et où n est encore une quantité quelconque à volonté , qui ne doit point entrer dans la valeur de x en y.
Développant les deux membres à la manière du binôme , on aura
1 + « *(*—1) + iy + &c.
= i+n (y— I) 4- (y— 0* + ] \ nr — ( y — O 1 + &c. ;
savoir , en effaçant l’unité de part et d’autre , et divisant par n : x(a— 1 ) + (a— if + <»*-*) (<? _ , y + &e .
= y— ! +-^-(y— ■!)*+ (y — iy + &c.
Or , n étant , comme nous l’avons déjà dit , une quantité entièrement arbitraire et qui ne doit pas entrer dans l’expression de x en y, il faudra que les termes multipliés par les différentes puissances de n se détruisent d’eux-mêmes, en sorte qu’il ne reste que ceux où n n’entrera pas. On aura ainsi, en ne tenant compte que des termes sans n, l’équation suivante, dans laquelle j’emploie, pour abréger, la quantité A déterminée-ci-deffus:
xA = y — 1 — i (y — O 1 + i (y — O* — d’où l’on tire
x = log. y = -r — «*-, .
formule connue , et qui s’accorde avec celle du n.’ii,^ étant = la.
44. Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nombre y , dor/t elle donne le logarithme, est peu différent de l’unité. Aussi n’est-elle
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Il est évident que l’équation fondamentale y = a * peut sc changer en celle-ci y m = a nx , m étant un nombre, quelconque entier ou fractionnaire. Employant donc cette dernière formule à la place de l’autre , il n’y aura qu’à changer dans celle-ci y en y" et x en mx. On aura donc en général
* = log. y —
où l’on pourra prendre pour m une fraction — , telle que y y soit toujours
un nombre aussi peu différent de l’unité qu’on voudra.
Supposons, ce qui est toujours possible , que la racine r de y ne contienne que l’unité avant la virgule, et qu’après la virgule il y ait s zéro , alors si on s’arrête à xj décimales , il est visible que le terme ( y m — i )’ , et à plus forte raison , les termes suivans ne donneront rien ; de sorte qu’on aura simplement dans ce cas
ou r
De la même manière , on aura aussi , sous les mêmes conditions , A — r
( yj a — i ) ; et par conséquent x = — —X 1 — w
C’est par cette formule que Brigs a calculé les premiers logarithmes. Il avait remarqué qu’en faisant des extractions successives de racines quarrées d’un nombre quelconque , si on s’arrête dans une de ces extractions à deux fois autant de décimales qu’il y aura de zéros à la suite de l’unité , lorsqu’il n’y a plus que l’unité avant la virgule , la partie décimale de cette racine se trouve exactement la moitié de celle de la racine précédente , en sorte que ces parties décimales ont entre elles le même rapport que les logarithmes des racines mêmes ; c’est ce qui résulte évidemment des formules précédentes.
Ainsi , en prenant r= x e °, on trouve pour a = io
ÿ a = i , ooooo ooooo ooooo 00199 71741 o8ixy 50^17, A— = O, ooooo ooooo ooooo 00086 73617 37988 403J4.
De sorte que
= o , 434*9 44 8, 9 03251 ... =—J r - = / a ■ = log. <?.
Si maintenant on veut avoir , par exemple , le logarithme de 3 , on fera y = 3 , et employant de même 60 extractions de racines quarrées , on trouvera
-ÿy=i , 00000 00000 00000 00095 28941 64074 58932.., et de-là
x = log. y =
Cette méthode est , comme l’on voit , très-laborieuse , par le grand nombre d’extractions de racines qu’elle demande pour avoir un résultat en plusieurs décimales ; mais la formule générale que nous avons donnée cidessus pour l’expression de xeny, sert à la simplifier et à la compléter ; car , quel que soit le nombre y , il suffira d’en extraire quelques racines quarrées jusqu’à ce qu’on parvienne à un nombre y m ou {/ y , qui n’ait que l’unité avant la virgule ; alors les puissances de y m — x seront des fractions d’autant plus petites qu’elles seront plus hautes ; et par conséquent la série deviendra assez convergente , pour qu’il suffise d’en prendre un petit nombre de termes. .
25. On peut appliquer la méthode précédente à la recherche des séries qui expriment le sinus par l’arc , ou l’arc par le sinus , et pour lesquelles on emploie aussi ( comme l’a fait Euler dans le même ouvrage ) la considération de l’infiniment petit et de l’infini.
En effet , en partant de la formule connue pour la multiplication des angles cos. itx -j- sin. n x V — I = C cos. * + sin. x V — 1 )" , on a réciproquement
cos. x -J- sin. x V — 1 = ( cos. /ix + sin. nx V — 2 )" »
où le nombre n peut être quelconque.
Maintenant , quelle que soit l’expression de sin. x en série de 1 arc x , elle ne peut être que de la forme Ax Bx z + &c. ; car puisque le
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. i 3 sinus devient nul lorsque l’arc est nul , il est visible que cette expression ne doit contenir aucun terme sans x. Or, comme cos. x = y 1 [ i — (sin. x 1 ) ] , on aura
cos. x = V(i — A' x 1 — x AB A — &c. ) = i — f- &c.
Les coèfficiens A ,B, & c.sont cénsésindépendansde l’arc x,- par conséquent ils seront les mêmes pour tout autre arc. Substituant donc n x pour x , on aura pareillement
sin. n x = n A x -f- n* B x 5 + &c. cos. n x = i P -A~- 1- &c.
Donc l’équation précédente deviendra
cos. x -f- sin. x V — i = [i -f ■ n A x ^ — i + n 1 (fl V — i — ~ ) x 1 + &c. ]».
Développons le second membre à la manière du binôme , en faisant.,
pour abréger , X = A x V — i -J- n ( B yj — i - — ) x 1 -{- &c. ,
on aura
cos. x -j- sin. x V — i = i -1 ^ — ( n X) -| 1 n — ( n X )*
+ (nJY)»i-&c.= t+^+-^-X»
Comme les valeurs de sin. x et de cos. x doivent être indépendantes du nombre arbitraire n , il s’ensuit que tous les termes du second membre qui se trouveront multipliés par une même puissance de n doivent se détruire d’eux-mêmes. Ne tenant donc compte que des termes où n ne se trouvera pas après le développement, il est aisé de voir que la quantité X se réduira à son premier terme A x V — x , et que les coèfficiens des puissances de x
se réduiront à i , — ~ , -- 1 ' - &c. De sorte que l’on aura simplement
cos. x sin. * V — i = x -f ■ A x — i + — ~ (Axy/ — x )•
+ — ' 3 {Ax\j — x )’ + &c,
En effectuant les puissances de V — 1 > et comparant les parties réelles des deux membres ensemble , et les imaginaires ensemble , on aura
sin. x = A x — cos. x = i —
16. Pour avoir de même la valeur de xen sin. et cos. de x , il n’y aura qu’à reprendre la formule fondamentale
cos. n x -j- sin. n x yj — t = ( cos. x + sin. x V — 1 )" , dans laquelle on mettra^ à la place de sin. nx et cos. nx , leurs valeurs en
série nAx + n B x' &c., 1 — : - 1 - &c. , et on développera la
puissance n du second membre. On aura ainsi
i + n A x yj — 1 + n‘ ( B V — 1 ) x' -f- &c.
COS. X* ) [ X +77 V I H 1 I -( V O + &C
v ’ L cos. x z v cos. x ' J
Or , *- = tang. x , cos. x = V ( x — sin. x’ ) ; donc ( cos. x ) n =
I — sin. x ) =1 sin. x H — stn. x &c.
Substituant ces valeurs , la quantité n ne se trouvera plus que dans les coèfficiens , et ordonnant les termes suivant les puissances de cette quantité, le second membre deviendra de cette forme 1 + 77 .P + /i’ Q + &c. en faisant pour abréger ,
P = tang. x V — i — f ( tang. x V — 1 )’ + { ( tang. x V — 1 )' + &c. — i sin. x‘ — i sin. x" — * sin. x‘ + &c. Q = j ( tang. x V — 1 )’ + &c. Effaçant l’unité des deux membres , et divisant toute l’équation par n , elie deviendra
et comme elle doit avoir lieu indépendamment de la quantité n , qui doit demeurer indéterminée ,.il faudra que les termes qui contiennent les différentes puissances de n se détruisent d’eux-mêmes ; ce qui la réduira d’abord
à A x V — 1 = P , savoir , en développant les puissances de V — 1 A x V — 1 = ( tang. x — f rang, x 3 + i tang. x 5 — &c. ) V — 1 4- i tang. x r — i tang. x 4 -j- i tang. x s — &c. — i sin. x 1 — i sin. x 4 — i sin. x 6 + &c.
Comme on peut prendre le radical V — 1 en plus et en moins , il est visible qu’en le prenant successivement en plus et en moins , et soustrayant les deux équations l’une de l’autre, on aura , après avoir divisé par 2 A y 1 — 1 ,
tang. * f tang. x' 4" r tang- x' x &c.
27; Au reste, il est visible que l’équation trouvée dans le n." 25 , cos. x + sin. x V — 1 = 1 4 - A x yj — 1 4 i(y/*V — 1 )* 4 ~ -rrr ( A x V — 1 ) 3 4 - &c. , se réduit directement à celle-ci ,
cos. x 4- sin. x V — 1 = u* ' “ 1 ,
par la formule du n.° 22 , en prenant pour a une quantité dépendante A , comme nous l’avons déterminée dans ce même endroit, c’est-à-dire , en sorte que a soit la base du système logarithmique dont A est le module.
De cette formule on tire tout de suite , en prenant le radical en plus et ensuite en moins ,
sin. x :
tang. x V t
1 tang. x V 1
< 3 *où l’on peut déduire les séries trouvées ci-dessus, en employant les développemens des exponentielles et des logarithmes exposés dans les numéros 22 et 23.
Mais il y a ici une remarque importante à faire ; c’est que dans les formules que nous venpns de trouver, la quantité A , ainsi que a, étant ar bitraire , le système de logarithmes peut être pris à volonté ; au lieu que
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dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle , le module A est égal à l’unité, ce qui donne pour la base le nombre e , dont le logarithme hyperbolique est l’unité. Ainsi , celles-ci ne sont qu’un cas particulier de celles que nous avons trouvées ; mais cette particularisation est nécessaire pour qu’elles soient applicables au cercle , comme nous l’allons démontrer.
zS. Tout se réduit à prouver que dans l’expression de sin. x en série , le premier terme doit être simplement .v, au lieu que nous l’avons supposé en général Ax ( n.° 2.5). En employant la considération des infiniment petits cela est évident ; car , 011 voit que dans le cercle le sinus , à mesure qu’il diminue , s’approche de plus en plus de l’arc , jusqu’à s’y confondre dans l’infiniment petit. Ainsi , en supposant l’arc x infiniment petit , on a sin. x = x; par conséquent A = 1.
Mais comme nous avons cherché à rendre notre analyse indépendante de la considération des infiniment petits , nous devons aussi en affranchir la démonstration du point dont il s’agit.
Pour cela , nous ne supposerons que le principe établi par Archimède , que le sinus , qui est la moitié de la corde de l’arc double , est moindre que l’arc auquel il répond , et que la tangente est plus grande que ce même arc.
Nous aurons ainsi sin. x <x» et tang.x> x; or, comme tang.x= =
-, on aura
sin *
? — rr- > x , et de là sin. x 5 > x 2 ( 1 —
V(t sin. jc* ) ’ iin.*')
sin. x*), d’où l’on tire sin. x > y. Employant donc l’expression de
sin. x en série trouvée n.° 25 , il faudra que l’on ait, quelque petit que
soit l’arc x , A x -
Donc aussi , en divisant par x ,
Comme — 1 — — = _^i-L+£lL e t que V ( i + **) > 1 , il est claiï VC 1 + *) 1 -f * * 1 s
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 17 que » et en m tme temps on voit que | - ^ r , > i — a; 1 ,
car la différence est — — — ; ainsi la quantité qui est plus grande que
^ t ^ sera à plus forte raison plus grande que 1 — x* ; de sorte
qu’on pourra réduire l’espèce d’équation d’inégalité ci-dessus à cette forme
Or, en prenante tel que — - — y soit < 1 , il est visible que la série A —
— J- &c. sera convergente et < A mais > A ^ * , parce qu’en
ajoutant ensemble le second et le troisième terme , le quatrième et le cinquième , et ainsi de suite , on n’aura que des quantités toutes négatives , et qu’au contraire en ajoutant le troisième et le quatrième , le cinquième et le sixième , &c. ou n’aura que des quantités toutes positives. Donc x étant
supposé = ^ , on aura à plus forte raison A ■ ^ x
< 1 et A > 1 — x %•
ji 1 x x . *
par conséquent A > 1 — a* et <■ 1 -f- ce qui devant avoir lieu, quelque
petite que soit la valeur de x, il s’ensuit que l’on aura nécessairement A = i. En effet , si A = 1 -J- i , i étant une quantité quelconque très-petite ,
positive, il n’y aurait qu’à prendre x tel que — ■ < i , et alors la condition
de A <. 1 +
n’aurait plus lieu. De même , si A = 1 — i , il
n’y aurait qu’à prendre x* ci , et l’autre condition A > 1 — x* serait en défaut. Donc on a nécessairement A = 1 dans le cercle; par conséquent a = e =s au nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité ; ce qui fait rentrer nos formules dans celles connues pour les fonctions circulaires.
19. Soit , en quatrième lieu , fx = sin. x , on aura /( x + i ) = sin. ( x H~ * ) = sin. x x cos. i -f- cos. x x sin. i , par les théorèmes connus. Or,
nous venons de ti o iver sîd, i xx= i —
+ &c. cos. i = 1 D 2
xB
~ — f- &c-> en faisant x = i et A = i dans les formules du n.° 15. Donc
les deux premiers termes du développement de sin. (x -f - i ) sont sin. x -4- é cos. x ; par conséquent on aura f x = cos. x.
De la même manière , en faisant fx = cos. x , on trouvera/ (x-f-i) = cos. ( x -f- i ) = cos. x x cos. i — sin. x x sin. : = cos. x — i sin. x + &c. j de sorte qu’on aura f x = — sin. x.
Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions primitives sin. x et cos. x , on en déduira tout de suite toutes les fonctions dérivées.
En effet , puisque fx = sin. x a donné f'x = cos. x , et que fx = cos. x a donné f‘ x = — sin. x, il est clair que pour f x = sin. x , on aura f x = cos. x ,f" x = * sin. x ,f'"x = — cos. x t f"x = sin. x , &c. , et que.
pour fx = cos.x on aura fx=. — sin. x ,f'x = — cos. x ,f m x = sin. x„ f" x == COS. X &c.
D’après ces formules , on aurait sur-le-champ les séries
sin. ( x + i ) = sin. x + i cos. x ■
. sin. x + &c.„
cos. ( x + i ) = cos. x — i sin. x ■ cos. x — &c. ;
sin. x
cos. x
cos. X -j-
sin. x -f-
ce qui , en faisant x = o et changeant ensuite t en x , redonnera les for-*, mules que nous avons déjà trouvées.
30. Les fonctions x", a*,lx,s\n.xct cos. x que nous venons de considérer^ peuvent être regardées comme les fonctions simples analytiques d’une seule variable. Toutes les autres fonctions de x se composent de celle-là par addition , soustraction , multiplication ou division , ou sont données em général par des équations dans lesquelles entrent des fonctions de ces mêmes formes. Ainsi , connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous venons d’examiner , on trouvera aisément les fonctions primes des: fonctions composées , et par des opérations répétées , on aura successivement les fonctions secondes , tierces , &c.
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Soient p , q , r , Scc. des fonctions simples de x , dont p' ,q' ,r' , S:c. soient les fonctions primes connues par les règles précédentes , et qu’on demande la fonction prime y' d’une fonction y composée de p , q , r , Scc., on considérera que x devenant x -j- i , y devient en général y + y' i -|-
— ^ h &c. ( n° 17 ). Or , p , q , r , &c. deviennent en même temps
p -j- p'î + &c. ,q + q'i 4 - &c., r + rii + Scc. , et ainsi des autres. Il n’y aura donc qu’à substituer ces valeurs dans l’expression de y , développer les termes suivant les puissances de i , et le coefficient de i sera la valeur cherchée de y 1 .
Ainsi , si y = ap bq + &c. , a , b , &c. étant des coèfficiens constans quelconques , on aura sur-le-champ y 1 = ap 1 bq 1 -j- Scc.
Si y = apq , la quantité pq deviendra { p. ~r ip' + Scc. ) ( q -|iq' + &c. ) = pq -f i ( p' q + q' p ) + &c - i donc y' — a p'q -j- a q>p.
Si y = ap qr t on trouvera de la même manière y 1 = ap'qr -j- aq'pr -jad pq ; Sc ainsi de suite.
Si y = a ? ■ , la quantité — deviendra ■ P q j r Développant
le dénominateur en série par les règles connues, on aura (/> + ip 1 -f- Scc. )
( - 4 - + &c.)=-£- +z(— q ~ ) + Scc. Donc y' =
a p apq
31. Soit en général y — f p , en regardant fp comme une fonction primitive de p , sa fonction prime sera f'p ; en sorte que p devenant p -f- o' ( j’emploie ici la quantité indéterminée o , à la place de la quanrité indéterminée i , qui désignera toujours l’augmentation indéterminée de x) ,fp deviendra fp -f- of'p ri y— f'p + &C. ; ( n.° 1 7 ). Or , p étant une fonction.
de x, lorsque x devient x -J- i , p devient ( ibid. ) p ip' - j- f- &c.
donc faisant 0 = ip -f- —■ p 11 4- &c. , fp deviendra par la substitution- 1
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dex-f- i , à laÿlace dex ,fp + ip'f'p H — (p"f"p + p"f'p ) + &c. ;
par conséquent on aura y' = p'f'p. D’où résulte ce principe : que la fonction prime d’une fonction d’une quantité qui est elle-même une fonction de x,est égale au produit des fonctions primes des deux fonctions.
Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de q , que nous désignerons par/( p , q ) , il s’agit donc de substituer x + i à la place de x dans les deux fonctions p et q. Or , i! est visible que l’on doit avoir le même résultat, soit qu’on fasse ces deux substitutions à-la- fois ou successivement, puisque les quantités p et q sont regardées comme indépendantes.
En substituant d’abord x ■+• i à la place de x dans la fonction p , la fonction f(p,ç)> regardée seulement comme fonction dep, devient f(p,q) 4 - i p'f(p) + &c., j’écris simplement/^) pour désigner la fonction prime de f(p , q ) , prise relativement à p seul , q étant regardée comme constante. Substituons maintenant x + i pour x dans q , la fonction f(p , q) deviendra pareillement f(p,q)~\~i q'f‘ ( q ) H~ &c. , o uf'(q) représente la fonction prime def(p,q) , prise relativement à q seul , p étant regardée comme constante. Quant au terme ip'f‘ ( p ) , il est visible que par cette nouvelle substitution il se trouverait augmenté de termes multipliés part* , t' , &c. Ainsi les deux premiers termes de la série provenant du développement d ef(p,q), après la substitution de x + i pour x, seront simplemenr/(/> ,q) 4- i [p'f {p) + f' (ÿ )] ; de sorte qu’on aura
Si y était une fonction de p , q , r représentée par f (p , q , r) , on trouverait de la même manière
et ainsi de suite.
D’où il est aisé de tirer cette conclusion générale , que la fonction prime d’une fonction composée de différentes fonctions particulières , sera la somme des fonctions primes relatives à chacune de ces mêmes fonctions , considérées séparément et indépendamment l’une de l’autre.
Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les fonctions primes de toutes sortes du fonctions , ainsi que les autres fonctions dérivées des ordres supérieurs.
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31. Ainsi , en supposant X une fonction quelconque de x, les fonctions
primes de X m , IX, a* , sin. X , cos. X , &c. seront mX"' ' X 1 , — , a* l a X 1 , X 1 cos. X, — X sin. X, &c. * et leurs fonctions secondes seror t mX m ~ l X" +m(m— 1 ) X m ~ ' X>' , laX ! + a<
A Ji
( la y X n , X" cos. X— X‘‘ sin. X , — X" sin. X— X 1 ' cos. X, &c. ; et ainsi de suite.
33. Mais la fonction y pourrait n’être donnée que par une équation quelconque entre x et y.
Représentons cette équation en général par F(x, y )= o , on aura , par la résolution , y égal à une fonction quelconque de x, qu’on pourra désigner par fx ; de sorte qu’en substituant/* pour y dans la fonction F(x, y) , elle deviendra F (x , f x) , fonction de * seul , que nous désignerons par <px. Cette fonction <px devra donc être nulle, quelle que soit la valeur de x. Donc elle le sera aussi en mettant * -(- i pour * , quelle que soit la valeur
de i. Mais par cette substitution cpx devient <px + ip'x -\-~-p"x -f- &c. ;
donc , pour que i puisse être une quantité quelconque , il faudra que l’on ait séparément les équations <px = o , tp' x = o, <f>" x= o , &c. , dont la première est l’équation donnée , la seconde est sa fonction prime , la troisième sa fonction seconde , &c.
Or, puisque <p* = F (x, f x) = F (x , y) , <p‘ x sera la fonction primede F(x, y ),y étant regardé comme fonction de x, et par le principe établi dans le n.°3i, cette fonction prime sera exprimée par F'(x) +y ; F' (y), en désignant par F' (x) et F 1 (y) les fonctions primes de la fonction F(x,y) r prises relativement à * seul et à y seul.
Donc l’équaticn <p'x = o donnera F 1 (x) -J- y 1 F 1 (y) = o ; d’où l’on tire
Ayant ainsi la valeur de la fonction prime y' en fonction de x et y , on aura celle de en prenant la fonction prime de cette fonction, et ainsi de suite.
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11 résulte de l’analyse précédente ce principe :
Lorsqu’on a une équation quelconque entre deux variables x, y ', l’équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses termes, ainsi qu’entre leurs fonctions secondes, &c. Nous appellerons ces nouvelles équations , équations dérivées ; & en particulier, équations primes , équations secondes , &c. , celles qu’on obtient en prenant les fonctions primes , secondes , &c.
Si l’équation ne contenait qu’une seule variable x , qui dût demeurer indéterminée , ce qui a lieu dans les équations identiques, le même principe subsisterait , et l’on aurait également une équation prime , une équation seconde, &c. qui seraient aussi identiques.
34. Quelle que soit donc la fonction proposée^*, et de quelque manière qu’elle soit donnée , on a des méthodes simples et générales pour trouver sa fonction prime f'x; et de- là, par la répétition des mêmes opérations, on pourra trouver toutes les autres fonctions dérivées. On aura ainsi facilement
tous les termes de la série fx -j~ if x ri — f'x -f- &c. qui naît du
développement de la fonction f (x + i) , lorsque ce développement est susceptible de cette forme.
Il est donc nécessaire , avant d’aller plus loin , d’examiner quand et comment cette forme pourrait être en défaut.
Nous avons déjà démontré plus haut (n.° 1 o) que cela ne peut arriver que lorsqu’on donnera à x une valeur déterminée, telle qu’elle fasse disparaître dans 1 $ fonction fx,et dans ses dérivées, quelques radicaux. Or, un radical ne peut disparaître dans une fonction que de deux manières, ou parce que la quantité qui multiplie le radical devient nulle , ou parce que le radical lui-même devient nul.
Dans le premier cas , il est clair que le radical disparaissant dans fx , il pourra ne pas disparaître dans f x, f'x, &c. , ou bien que disparaissant à-la-fois dans f x, f x, il pourra ne pas disparaître dans f" x,f" x, &c. , et ainsi du reste , parce que le radical acquérant des coèfîiciens dififérens dans les fonctions dérivées , ces coclF ciens ne deviendront plus nuis par la même supposition de la variable,
Da is
Dans le second cas , au contraire , il est évident que le radical disparaîtra nécessairement danstoutes les fonctions fx,fx ,f" x , &c. à l’infini, puisque c’est la quantité radicale elle-même qui est supposée s’évanouir pour une valeur donnée de la variable x.
Or, comme l’évanouissement du radical ne peut plus avoir lieu dans la fonction f(x-\-i), où i est une quantité indéterminée et indépendante de x ,
il s’ensuit que la série fx + if x H f'x -f- &c. qui représente le
développement de cette fonction , ne pourra être exacte, qu’autant que le même radical s’y trouvera ; par conséquent cette série sera légitime dans le premier cas , et ne le sera pas dans le second.
35. Soit y — fx, et par conséquent , en prenant les fonctions primes secondes, &c.y'==/'x, y" =f'x&cc.-, supposons que pour une valeur donnée dex,il disparaisse dans fx un radical, lequel ne disparaisse pas dans/ 7 .* y il est clair que pour cette valeur de x , la fonction fx devra avoir un plus grand nombre de valeurs différentes que la fonction fx, à raison du radical qui se trouve dans fx et qui a disparu dans fx; d’où il s’ensuit que la valeur de y 1 ne pourra pas être donnée par une fonction de x et y qui ne contiendrait pas ce radical. Cependant, si dans l’équation y =fx on détruit ce même radical par l’élévation des puissances , et que l’équation résultante soit représentée par F(x, y ) = o , son équation prime donnera généralement, comme
nous l’avons vu ( n.* 33 ) , y' = Ç/ Donc cette expression
sera en défaut dans le cas où l’on donnerait à x la valeur en question, ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que les quantités F' (x) et F 1 (y) seront l’une et l’autre nulles à la fois. Ainsi , dans le cas dont il s’agit , l’expression de y' deviendra égale à zéro divisé par zéro ; et réciproquement lorsque cela arrivera , ce sera une marque que la valeur correspondante de x aura détruit dans fx un radical, sans le détruire dans f x.
Pour avoir dans ce cas la valeur de y 1 , il ne suffira donc pas de s’arrêter à l’équation prime de F ( x , y ) = o , laquelle étant y' F' (y) F 1 (x)=o
( n.° y j ) aura lieu d’elle-même , indépendamment de la valeur de y'; mais il faudra passer à l’équation seconde , qu’on trouvera par les mêmes règles de
cette forme
en désignant par F ' 1 (y) et F" (x) les fonctions primes de F 1 (y) et F 1 ( x ), prises , la première relativement à y seul , et la seconde relativement à x seul , c’est-à-dire , les fonctions secondes de F (y, x) prises relativement aux mêmes variables isolées, et par F" (y)(x) la fonction prime de F 1 (y), prise relativement à x, ou la fonction prime de F‘ ( x ) , prise relativement à y, ces deux fonctions étant la même chose , comme il est facile de s’en convaincre , et comme nous le démontrerons plus bas , lorsque nous traiterons dès fonctions de plusieurs variables , c’est-à-dire , la fonction seconde de F (y, x), prise relativement à y et à x.
Cette équation donne généralement la valeur de y"; mais dans le cas proposé, la quantité F 1 (y) devenant nulle, le terme qui contient y" disparaîtra , et l’équation restante sera une équation du second degré en y', par laquelle on déterminera la valeur de y', qui sera par conséquent double,
36. Soit , par exemple , fx=(x — a ) V (x — b) , en sorte qu’on ait l’équation y = (x — a) V (x — b ) , on aura f' x=y' = V (* — b) +
- 2 --z zrïyi faisant x— a , on a y = o,y'=v'(x — b),= l/(a — b)>
où l’on voit que le radical disparaît dans la valeur de y, mais non pas dans celle de y', en sorte que la valeur de y est simple , et celle de y' double.
Maintenant, si on réduit l’équation proposée àcetteformerationnelley’^s (x — a) 1 (x — b ), et qu’on en prenne l’équation prime, on aura xyy'=.
i(x — a)(x — b + (x — a)’; doulon tirey'= —
faisant x=a, on a y 1 = ; passant donc à l’équation seconde, on aura
xy n -f- zyy" = 4(x — a) -J- x(x — b).
Ici x = fl donne (à cause de y = o dans ce cas) xy n =x x (x — b ) =r X (fl — b){ donc y' =V (û — b ), comme plus haut.
II serait possible , au reste , que la même valeur de x qui détruit les termes de l’équation prime , détruisît aussi ceux de l’équation seconde ; alors il faudrait passer à l’équation tierce , laquelle , par la destruction des termes
qui contiendraient y " et y deviendraient une simple équation en y, mais du troisième degré , et ainsi de suite. Cela dépend de la nature du radical qui aura été détruit dans fx, et qui doit être remplacé par le degré de l’équation d’oà dépend la valeur de y' y mais nous n’entrerons dans aucun détail sur ce point , pour ne pas trop nous écarter de notre objet.
37. Supposons en second lieu que la même valeur de x , qui fait disparaître un radical dans j x , le fasse disparaître aussi dans f'x , sans le faire disparaître néanmoins dans f u x , alors les valeurs correspondantes d efx et de f'x seront en même nombre ; mais celles de f"x seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radical dans l’équation y = fx , la valeur de y"
qu’on en déduira , se trouvera = , et il faudra passer aux équations
dérivées d’un ordre supérieur pour avoir la valeur de y".
Soit y = ( jc — a) z y (x — b), on aura y' = 2 (x — a) y (a — b) +
>VU— M ’ ' T V " '' 1 VU b) 4(x — *)' *
faisant x — a, onay = o,y' = o ety"=2 V(* — b) = z V (a — b). Mais si on réduit l’équation proposée à cette forme rationnelle y* =(x — af ( x — b), on en tirera l’équation prime 2yy' = 4 (x — a) 3 ( x — b) -f-
( x — a y, laquelle donne , lorsque x = fl , y ' — , % cause de y = o ,
à moins qu’en substituant la valeur de y, on ne divise le tout par (x — a)*, et qu’ensuite on ne fasse x = a , ce qui donnera y' = o.
Passant à l’équation seconde, on aura y ' 2 y y" =.6 (x — a ) 2 (x — b) -f- 4 (x — a) 3 ; faisant x = a, on aura y' = o , comme ci-dessus. Mais pour avoir la valeur de y", il faudra avoir recours à l’équation tierce et même à l’équation quarte. Celle-là sera 3 y' y" + y y"' = 18 (x — a ) 2 4- iz(x — a) (x — b), où tous les termes disparaissent lorsque x — a. La suivante fera 3 y " 2 + 4y'y w + y y” = 48 (x — a) 4 ~ 12 {x — b). Faisant x==a, et par conséquent y = o, et y' = 0, on aura 3y' /1 = 12 (* — b), y"= 2 V ( x — b) — xy/ (a — b ), comme plus haut.
38. Nous ne pousserons pas cette analyse plus loin , qui d’ailleurs n’a plus de difficulté d’après les principes établis. Nous nous contenterons de
remarquer que si on construit la courbe dont x serait l’abscisse et y =/x l’ordonnée , cette courbe aura ce qu’on appelle un point multiple dans l’endroit correspondant à la valeur donnée de x, qui fera disparaître un radical dans fx , sans le faire disparaître en même temps dans fx; qu’elle aura un point d’attouchement , si la même valeur de x fait disparaître à la fois le radical dans fx et dans fx; que ce sera un point d’osculation, si le radical disparaît en même temps dans f'x , et ainsi de suite. On en verra la raison , lorsque nous appliquerons la théorie des fonctions à celle des courbes,
39. A l’occasion de la difficulté que nous venons de résoudre, nous allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur d'une fraction , dans le cas où le numérateur et le dénominateur deviennent zéro à la fois.
Soit - f* - «ne pareille fraction, fx et Fx étant des fonctions de x,
telles que la supposition de x = a les rende toutes les deux nulles à la fois , et qu’on demande la valeur de cette fraction lorsque x = a.
On fora y ===-—-, et par conséquent y Fx==/x. En supposant x= a,
cette équation se vérifie d’elle-même , indépendamment de la valeur de y qui demeure par cônséquent indéterminée ; ainsi elle ne peut servir dans cer état à la détermination dey,lorsque x= a. Mais, en prenant l’équation prime, on aura y' Fx + y F' x=f x ; la supposition de x=a fait disparaître le
terme y' Fx; et le reste de l’équation donne y = -p— ■ S’il arrivait que les
fonctions primes f'x, F'x devinssent aussi nulles par la même supposition , alors on trouverait par le même principe , en substituant dans l’équation ci-dessus f'x, F'x, pour fx, Fx, cette nouvelle expression de y,
y = -jt, * - , et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directement
de la même équation prime, en considérant que, comme elle se vérifie de nouveau d’elle-même , elle ne peut pas servir non plus à la détermination de y ; que par conséquent il sera nécessaire de passer à l’équation seconde , laquelle sera f F x -f- xy'F'x -f- y F u x=f li x. Comme la supposition
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ftt
et y" s’en iront d’eux-mêmes , et les termes restans donneront y = ™ comme plus haut.
Il n’est pas à craindre que les fonctions fx ,fx,f'x, &c. Fx, Fx, F'x , &c. à l’infini , puissent devenir nulles en même temps par la supposition de x = a , comme quelques géomètres paraissent le supposer ; car ,
puisque /( x i ) = fx -f- if x H — f" x &c. en faisant x = a on
aurait/(a -f- i ) = o , quel que soit i , ce qui est impossible ; il en serait de même de F(x +i). Mais il peut arriver que ces fonctions deviennent infinies par la même supposition de x = a , ce qui rendra également les
fractions [ x - , , &c. indéterminées : mais la solution de cette
difficulté dépend de l’examen du second cas du n.° 34 , dont nous allons nous occuper.
40. Ce cas a lieu lorsque la supposition de x = a fait disparaître dans fx un radical en le rendant nul , auquel cas elle le fera disparaître de même dans les fonctions dérivées; mais ce radical restant dans la fonction/^ x -J- i ) , il doit rester aussi dans le développement de cette fonction ; par conséquent ne pouvant affecter la valeur de x , il faudra qu’il affecte l’t ; d’où i! lait que ce développement doit contenir nécessairement des puissances irrationnelles de i. Il est clair, en effet , que si fx contient la quantité y X, X étant une fonction de x, qui devient nulle lorsque x=a , en mettant* -fi
à la place de * , X deviendra X-\-il f' -J- ~-X" -J- &c. et faisant * =r a ,
on aura simplement i X 1 + -f— X" -f- &c. pour la valeur de X; de sorte
que y/ X deviendra y i ( X' -f ~ — X" -j- &c. ) ; donc la fonction
f ( * + i ) contiendra ,>dans le cas de x = a , le radical y i , qui devra par conséquent se trouver dans son développement suivant les puissances de i. Voyons donc ce que adonnera alors le développement
fautif fx -j- if x 4- -X — fx + &c.
4 1 . Pour cela , j’observe que les fonctions /' ( * + i ) ,/" ( * -}- i ) , &c. sont également les fonctions primes , secondes , &c. delà fonction /(* -)-/), soit qu’on les prenne relativement à x , soit qu’on les prenne relativement à i , ce qui est évident , puisque en augmentant soit x , soit i d’une même quantité quelconque , on a le mente accroissement de la quantité x -f- i. D’où il suit que l’on aura également les valeurs d e /'*,/"* , &c. quel que soit * , en prenant les fonctions primes , secondes , &c. de/ ( x + i ) relativement à i , et faisant ensuite i = o.
Or , si on suppose que le développement de /( * + i) doive contenir, lorsque x = a , un terme affecté de i m , tel que Ai m , A étant une fonction de a , et m n’étant pas un nombre entier positif, en prenant les fonctions primes, secondes , &c. relativement à i , il faudra que les développemens de P ( * + i ) , f" ( x + i ) , &c. contiennent les termes m Ai n ~ 1 , m ( m — i ) A i m ~ 1 , &c. ( n° 1 8 ). Donc , faisant i = o , on en conclura que les fonctions/* ,/'* ,f"x , &c. lorsque* = a , contiendront respectivement les termes A o m , m Ao w ~ ' , m(m — i ) A o m ~ 1 , & c.
Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair .que tous ces termes seront infinis.
Si m est un nombre positif non entier , soit rt le nombre entier immédiatement plus grand que m , il est visible que le terme m(m — i )
( m • — n-\-i) A o m ~ n sera infini ainsi que tous les termes suivans , et que tous les précédens seront nuis.
Donc en général la fonction /"* et toutes les suivantes fx n +, ,/t” + 3 , &c. à l’infini ( n , n + i , &c. étant des indices , seront infinies ) , n étant le nombre entier positif immédiatement plus grand que l’exposant m.
41. On conclura de-là que le développement /* + !/'* + — *■ —
f"x + &c. ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de * , qu’autant qu’une des fonctions /*,/'*,/"*, &c. deviendra infinie , ainsi que toutes les suivantes pour cette valeur de *. Alors si n est l’indice de la première fonction qui devient infinie , le développement dont il s’agit àevra contenir un terme de la forme m étant un nombre compris entre n — 1 et n.
jEt si toutes les fonctions /* ,f x ,f"x , &c. devenaient infinies pour la
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Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les puissances ascendantes de i , il faudra faire d’abord dans la fonction f(x -f- i ) , x égal à la valeur donnée , et développer ensuite suivant les puissances croissantes de i par les règles connues , en ayant égard aux puissances fractionnaires ou négatives de i qui se trouveraient dans la fonction même.
Au reste , nous remarquerons qu’en faisant y = fx, et prenant x et y pour les coordonnées d’une courbe , cette courbe aura dans le point où l’une des fonctions y , y', y" , &c. devient infinie, ainsi que toutes les suivantes , un rebroussement dont l’espèce dépendra de l’indice n , pourvu que l’exposant fractionnaire m ait pour dénominateur un nombre pair ; et l’on déterminera la nature du rebroussement par la forme du développement de f(x-\-i) dans ce cas.
43. Dans l’exemple du n.° 36 , où y =. (x — a)^(x — b), on voit que la supposition de x = b détruit le radical dans y, et doit par conséquent le détruire aussi dans les fonctions dérivées y' , y" , Szc. Donc
le développement fx + if'x -( f"x -J- &c. , de /( x -j- i ) , en
supposant y =fx= ( x — a ) yj(x — b), sera fautif dans le cas de x=b.
En effet, on aura dans cecasy = o,y'=V(.v — b)-\- - J y ~ = CC,
x étant = b , et on trouvera de même y" = 00 , y'" = CO , &c. Donc le développement dont il s’agit devra contenir alors un terme de la forme i m » m étant entre o et 1.
Soit , en effet , x = b -f- i ,fx deviendra ( b — a -f- i ) yf i , de serre que le vrai développement de cette fonction sera ( b — a J V / -f- i 1 ’.
44. C’est aussi de la même manière qu’on résoudra la difficulté proposée à la fin du n.° 39 , sur les fractions qui demeureraient toujours indéterminées , en prenant à l’infini les fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne saurait arriver que dans le cas où la même valeur de x rendrait ces fonctions successives
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infinies. Il faudra donc alors supposer x = a -f- * ( cl étant la valeur de x qui rend ces fonctions infinies ) , dans l’expression générale de la fraction , réduire ensuite cette expression en série , suivant les puissances ascendantes de i , et le premier terme de la série , en faisant i = o , donnera la valeur cherchée de la fraction pour le cas de x = a.
Ainsi , si l’on avait la fraction - V * ^ ^ , qui devient —
lorsque x = a , et dont les fonctions primes , secondes , &c. du numérateur et du dénominateur deviennent toutes infinies par la même valeur de x , en y mettant a + i au lieu de x , et réduisant le numérateur et le dénominateur en série , elle deviendra
z y la
de sorte qu’en faisant i = o , on aura fraction , lorsque x = a.
En effet , si , suivant la méthode du n.“ 39 , on prend les fonctions primes du numérateur et du dénominateur , on aura
pour la valeur cherchée de la
et
quantités qui deviennent infinies , lorsque x = a ; mais en les multipliant f une et l’autre par 1 V ( x — a), la nouvelle fraction sera
laquelle , en faisant x = a , devient •
y la
-, comme plus haut.
Nous avons donc résolu les difficultés qui peuvent se rencontrer dans le développement de /(x -j- i ) ,* et quoique nous n’ayons considéré que des fonctions algébriques , il n’est pas difficile d’étendre nos solutions aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultés n’ont lieu que pour des Valeurs particulières de x t il est clair qu’elles n’influent en rien sur la
théorie
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4.5. Non-seulement on peut par cette théorie trouver directement tous les fermes du développement de la fonction f( x + i ) , suivant les puissances de i ; mais on peut aussi en général développer une fonction quelconque , suivant les puissances ascendantes d’une des variables contenues dans la fonction.
En effet , si on reprend la formule /( x + i ) =fx -f- if'x H —
f'x -f- f ■ f m x + &c. , puisque x et i sont deux quantités indéterminées , on y peut substituer x — i à la place de x , ce qui donnera
fx—f(x — i) + */'(* — *) “I 7 —f"(* — *) + &c.
De plus , on pourra mettre ici x ç à la place de i, et l’on aura
où { est une quantité arbitraire quelconque.
Ici ,fx représente , comme l’on voit , une fonction quelconque de je , etf'(x — — *{)> &c. représentent les fonctions primes,
secondes , &c. de fx , en y substituant * ( 1 — { ) à la place de x. Mais , quoique fx ne représente qu’une fonction de x relativement à scs fonctions dérivées , il est clair qu’elle peut représenter en général une fonction quelconque de x et d’autres quantités quelconques , pourvu que ces quantités y soient regardées comme constantes dans la formation des fonctions dérivées f'x , f" x , &c.
Si dans la formule précédente on fait ^ = o , l’équation devient identique fx=fx , et si on y fait {.= 1 , la quantité x = x^ s’évanouit ; de sorte que si on dénote simplement par f. f. f". &c. les valeurs des fonctions fx , f'x , f'x , &c. , lorsque x= o , on aura
fx —f + xf. + —~f". + &c.
Ainsi, lorsque fx sera une fonction donnée de plusieurs variables x ,
y , &c. , il n’y aura qu’à chercher par les règles générales les fonctions dérivées par rapport à x seul , et y faire ensuite x = o , on aura tous les termes du développement de la fonction suivant les puissances ascendantes de x ; et il est clair que les valeurs des quantités f .f" . Scc. , seront des fonctions de y , &c. sans x , toutes, dérivées de la fonction primitive » suivant une loi dépendant de la manière dont la quantité x entrera dans cette fonction.
46. On aurait pu résoudre le problème précédent d’une manière plus simple , en supposant tout de suite fx = A + Bx + Cx 1 -f- Dx ’ -f- & c. A , B , C , &c. étant des quantités indépendantes de x. Pour les déterminer , on considérera que cette équarion devant être identique , doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x. Donc , i.° , en faisant x = o , on aura f. = A ; i.° en prenant les fonctions primes de tous ses termes ( n * 33 ) , on aura encore l’équation identique fx = B -q- z Cx -J- 3 Dx 1 -{- Scc.
où, faisant de nouveau x = o , on aura f . = B . ; 3.°en prenant denouveau les fonctions primes , on aura
fx = 1C + 1 . 3 Dx + 3.4 Ex * + Scc., où„ faisant derechef x = o , ou aura,/". = zC. Continuant de la même, manière , on trouvera
d’où l’on tire
A =/. B =f .,C — --f , D = f"., Scc . ,
ce qui donnera., par la substitution , la même série pour fx que ci-dessus. Mais cette méthode est moins directe que la précédente , et elle suppose déjà la théorie des fonctions dérivées ; elle est d’ailleurs moins rigoureuse , en ce qu’elle suppose que la somme de tous les termes affectés de x devient nulle , lorsque x = o. , quoique les coèffkiens de ces termes augmentent à l’infini dans les équations dérivées ; mais le grand avantage de la méthode précédente consiste en ce qu’elle donne le moyen d’arrêter le développement de la série à tel terme que l’on voudra , et de juger 4e; la valeur du reste de la série. j
Ce problème > l’un des plus importans de la théorie des séries, n*a pas encore été résolu d’une manière générale. On pourrait , à la vérité , la résoudre pour chaque fonction en particulier , par les méthodes exposées au commencement (n.* n); mais il serait impossible de parvenir par cette voie à une solution générale pour une fonction quelconque.
47. Reprenons donc la formule générale trouvée ci-dessus (n.*45),
et supposons qu’on veuille s’arrêter au premier terme^X* — x ç ). Comme tous les termes suivans sont multipliés par x , nous supposerons fx—f(x — xç)-f*P,
P étant regardé comme une fonction de ^ , qui devra être nulle lorsque 7 = o , puisque alors f (x — *3 ) devient fx.
Comme cette équation doit avoir lieu , quelle que soit la valeur de ^ , qui est arbitraire, son équation prime, relativement à aura donc lieu aussi ( n.° 33 ). On prendra donc les fonctions primes relativement à cette variable , et il est facile de voir que la fonction prime du terme f(x — x j) sera — */'(* — ■*■{)• Car on a vu (n.° 31 ) que si y=f.p, p étant* une fonction de x , on a y' = p'f p ; ainsi , prenant ^ à la place de x , et faisan tp=x — on aura p '= — xet j / = — xfp= — xf'(x — x ç.)
Ainsi , à cause que fx ne renferme point ç , l’équation prime relativement à 1 , sera
o = — */>(* — x { ) + xP',
P 1 étant la fonction prime de P relativement à f ; d’où l’on tire
On aura donc la valeur de P, en cherchant une fonction de £ dont la fonction prime soit égale à /' (x — x { ) , et qui de plus soit telle , qu’elle devienne nulle lorsque f== o. Cette valeur de P ainsi trouvée* si on y fait ^ = 1 , on aura
Supposons , en - second lieu ,
Q étant une fonction de { , qui devra être nulle % comme l’on voit , lorsque ç = o.
En prenant , comme ci-dessus , les fonctions primes relativement à { , on aura cette équation prime
o = — xf(x — *{) + */ ( * — *{) — x 1 ^ f" ( x — xi ) + x z Q' y où les fonctions désignées par f , f 11 sont les fonctions primes et secondes àefx relativement à x , et dans lesquelles on a mis ensuite x — x^ pour x. On tire de-là , en effaçant ce qui se détruit ,
de sorte qu’on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de ^ , dont la fonction prime ait la valeur qu’on vient de trouver pour Q 1 , et qui ait la condition de devenir nulle lorsque \ = o. Si ensuite on fait { = i , on aura
fx=f +xf. + X’Q.
Soit , en troisième lieu ,
R étant une fonction de f , qui s’évanouisse lorsque f = o. On trouvera * en prenant les fonctions primes relativement à ç , et effaçant les termes qui se détruisent mutuellement ,
la fonction représentée par/ 7 " étant la fonction tierce de fx relativement à x , transformée par la substitution de si — x ^ à la place de x.
Il faudra donc , pour avoir la valeur de R , trouver une fonction prb mitive de f , dont la fonction prime soit la valeur précédente de R' , et qui soit telle , qu’elle s’évanouisse lorsque { o. Cette fonction étant trouvée , on aura , en faisant ^ = i ,
fx =f + xf. + -£-/». + X 3 R,
et ainsi de suite.
En continuant ainsi , on aura la formule du n.” 45 ,
fx=f+xf+ 4 f" + -~Y f 1 " + &c.
Mais l’analyse précédente a l’avantage de donner la manière d’avoir les
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48. Voilà le problème résolu analytiquement ; mais comme les quantités P , Q , R , &c. ne sont connues que par leurs fonctions primes , il reste encore à remonter de ces fonctions aux fonctions primitives ; ce qui peut être souvent fort difficile , et même impossible. Cependant on peut trouver des limites de ces quantités , ce-qui suffira pour apprécier l’erreur qu’on peut commettre en s’en tenant à quelques-uns des premiers termes de la série.
Pour cela , nous allons établir ce lemme général.
Si une fonction prime de ç , telle que fç est toujours positive pour toutes les valeurs de f , depuis { =slb jusqu’à { = b , b étant > a , la différence des fonctions primitives qui répondent à ces deux valeurs de savoir , f b — fa, sera nécessairement une quantité positive.
Considérons la fonction /({-+- 1 ) > dont développement est f •»
if \ ri l — f 1 ri- &c. , nous avons vu qu’on peut toujours prendre la
quantité i assez petite pour qu’un terme quelconque de cette série devienne plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent ( n° 14 ). Ainsi le terme if 7 pourra devenir plus grand que le reste de la série ; par conséquent si f { est une quantité positive , on pourra prendre i positif et
assez petit pour que toute la série if { -{ — T~f'{ + ait nécessairement une valeur positive ; mais cette série est =f ({ i ) — j\ ; donc, si ff est une quantité positive, on pourra prendre pour i une quantité positive et assez petite pour que la quantité/ ({ ri- t ) — /{ soit nécessairement positive.
Mettons successivement à la place de ^ les quantités a 3 a i t a + xi ,
a 3 i , &c . , a -jr ni , il en résultera que l’on peut prendre i positif et assez petit pour que toutes les quantités f (a i) — f a , f{a -f- xi)
— f(a + -f 3/) — /(fl + it), jusqu’à f[a + (n + i)i]
— f(a ri -ni), soient nécessairement positives, si les quantités J' a, f {a -j - i) , f (a -|- xi), &c. jusqu’à f ( a -f- n i ) le sont. Donc aussi ,
dans ce cas , la somme des premières quantités , c’est-à-dire , la quantité /[fl + (« -j- t) t] — fa, sera positive.
Faisons maintenant a - 1- (n + i ) t = b , on aura i = , et l’on
en conclura que la quantité fb — fa sera nécessairement positive, si
toutes les quantités f a , f ( a -J- ^ ) , f (a -{- — y 7 ( a +
) » &c., jusqu’à /' (fl + — )» sont positives, en
prenant n aussi grand qu’on voudra.
Donc, à plus forte raison , la quantité fb — fa sera positive, si ff est toujours une quantité positive , en donnant à { toutes les valeurs possibles depuis { = a, jusqu’à £==/>, puiS^ue parmi ces valeurs se trouveront
nécessairement les valeurs a , a - 1 b ~~ a - , a -f- - 1 ^ ~ ^ — , &c.
n -f- x nfi
a 4 ” > en prenant n aussi grand qu’on voudra.
49. A l’aide de ce lemme , on peut trouver des limites en plus et en moins de toute fonction primitive dont on connaît la fonction prime.
Soit la fonction primitive dont la fonction prime F' ^ soit exprimée par fZ , Z étant une fonction donnée de ç. Soit M la plus grande, et N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs de ^ comprises entre les quantités a et b, en regardant comme plus grandes les négatives moindres , et comme moindres les négatives plus grandes , ce qui est conforme à la marche du calcul , puisque , par exemple , — 1 > — 2 , — 5 > — 7 , et de même — 2 < — 1 , et ainsi des autres. Donc les quantités M — Z et Z — N seront toujours positives depuis f = a jusqu’à 1 = b , et il en sera de même des quantités f ( M — Z ) et i m ( Z • — N ).
Donc , i. 9 , si on fait // = /•( M — Z), on aura par le lemme précédent fb — fa > o ; or , f Z étant Ff, sa fonction primitive sera F^, et comme M est une quantité constante, la fonction primitive de Ai ?" 1
AT
_j_ t F^ ,• et faisant successivement ^ = a et ç = b , l’équation fb — fa > o donnera
Fa > o ;
A/A m + ‘ ^ Ma
d’où l’on tire
Fb < Fa -j-
i.* Si on fait ,f'j = j m (Z — N ) , on aura aussi fb — /a > o , et l’on
trouvera , comme ci-dessus ,fj = Fj ; donc faisant successi-
vement j = a et = b , l’équation fb — fa > o , donnera Fb —
Nt>"
Fa -f-
A'a mT1 m -(- I
> o ,• d’où l’on tire
Fb > Fa -Jr
JH -j- i
50. Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R , &c. du n.° 47; Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de j , noussupposerons d’abord P= F^,etparconséquent P' = Fj =f (x — rç); donc , puisqu’on a supposé F'j = ÇZ , prenant m = o , on aura Z =f { x — xj ). Supposons maintenant a = o , et b = 1 , la condition de la fonction P , qui doit être nulle lorsque ^ = o donnera Fa = o , et alors F b sera la valeur de P , répondant à j= i-
Donc, si Met iYsont la plus grande et la plus petite valeur de/* ( x — xj ) , relativement à toutes les valeurs de { depuis j = o jusqu’à j = 1 , on aura F b < Me t > N. Par conséquent M et N seront les deux limites de la quantité P , en y faisant {= i- *
Supposons, en second lieu, Q=±= Fj ,on aura Q , = F'j=jf r (x — xj);. donc , faisant m = 1 , on aura Z =f" ( x — xj). Soit pareillement a = 0 et b = 1 , on aura aussi par la condition de la fonction Q , qui doit être nulle lorsque j est nul , Fa = o et alors Fb sera égale à la valeur de Q r répondant à { = 1,.
Donc , si M i et N i sont la plus grande et la plus petite valeur de f" ( x — x {) pour toutes les valeurs de { depuis f = o jusqu’à j = i,
P f f JV I T> I N I |
on aura t b < et > . De sorte que et seront les
limites de la valeur de Q , lorsque { y est = i.
Supposons , en troisième Heu , R = Fç , on aura R 1 = F 1 ç = ■ ^ -
f" ( x — x ^ ) ; donc , faisant m = 1 , a = o , 5 = i , on trouvera de la même manière que si Mx et Nx sont la plus grande et la plus
petite valeur de — ( x — x ^ ) , en donnant à ^ toutes les valeurs depuis
zéro jusqu’à l’unité , on aura et pour les limites de la valeur
de la quantité R , lorsqu’on y fait { = i.
Et ainsi de suite.
51. Maintenant il est clair qu’en donnant à dans une fonction
de x ( x — { ) , toutes les valeurs depuis ç = o jusqu’à { = 1 , les valeurs que recevra cette fonction seront les mêmes que celles que recevrait une pareille fonction de u, en donnant successivement à u toutes les valeurs depuis u = o jusqu’à u = x ; car faisant x ( 1 — ç ) = u , ç = o donne u = x, {= 1 donne // = o , et les valeurs intermédiaires de £ donneront des valeurs de u intermédiaires entre celles-ci. D’où il est aisé de conclure que les quantités M et N seront la plus grande et la plus petite valeur def'u, relativement à toutes les valeurs de //depuis u = o jusqu’à t/=x,-etque par conséquent toute valeur intermédiaire entre M et iVpourra être exprimée par f u, en donnant à u une valeur intermédiaire entre o et x. Donc la valeur de la quantité P relative à ^ = 1 pourra être exprimée par f'u , « étant une quantité entre o et x. On en conclura de même que
la valeur de Q répondant à ç = 1 , pourra être exprimée par — f'u , en donnant à u une valeur intermédiaire entre o et*;
Et pareillement que la valeur de R relative à ^ = 1 pourra être exprimée par -- -- - - f" u , en prenant pour u une quantité entre o et x.
Et ainsi de suite.
41. D’où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa simplicité et sa généralité , qu’en désignant par u une quantité inconnue, mais renfermée entre les limites o et x , on peut développer successivement toute fonction de x et d’autres quantités quelconques suivant les puissances de x , de cette manière
fx—f.+xf'u, *
=f.+xf. + -f
=/• + */'• + "T"/" ■ + f"' Ut
les quantités /. ,f . ,f . , &c. , étant les valeurs de la fonction fx et de ses dérivées f'x , fx , &c. , lorsqu’on y fait x = o.
53. Ainsi , pour le développement de/( ^ + x ) suivant les puissances de x , on aura f. =/{ , f • = ,f- =fl > &c. où l’on remarquera
que les quantités f'i , fi , &c. sont également les fonctions primes , secondes , &c. de f , ce qui est évident , car il est visible que /*(?+*)> &c. sont également les fonctions primes , secondes , &c. de f ( x) , soit qu’on les prenne relativement à x ou relativement à ç ,
puisque l’augmentation de j + x est la même en changeant x en x -f- t ou f en ç + è.
Prenant donc f '1 , fl , &c. pour les fonctions dérivées àcf , on aura
=f{ + x f'l + J T~fU + “). -
=fl + xf'i + ~-fl + - f ( l + u ) , i-
où u désigne une quantité indéterminée , mais renfermée entre les limites o et x.
En changeant ç en x et x en i , en aura le développement de/( x -}- i ) suivant les puissances de i ; et l’on voit que dans ce développement la série infinie, à commencer d’un terme quelconque, est toujours égale à la valeur de ce premier terme , en y mettant x + j à la place de x\, j étant une
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quantité entre o et i ,* que par conséquent la plus grande et la plus petite valeur de ce terme , relativement à toutes les valeurs de j depuis o jusqu’à i, seront les limites de la valeur du reste de la série continuée à l’infini.
Si on fait = { ra , on aura le développement du binôme ( { + x) m y et on en conclura que la somme de tous les termes , à commencer
d’un termê quelconque : O.- • — y — — ' ^ m ~ nJr 1 \ ç n ~ a x" r
sera renfermée entre ces limites — ^ m ~~~ 1 ^ ^ t m ~ * x" et
m ( m O y ( m .ZZ. Urb .- 1 L -j- x) m ~ * A' m ;car il est évident que la plus-
grande et la plus petite valeur de ( £ 4" u ) m " n seront ( f+ x )“"* et f
La perfecion des méthodes d’approximation dans lesquelles on emploie les séries , dépend non seulement de la convergence des séries , mais encore de ce qu’on puisse estimer l’erreur qui résulte des termes qu’on néglige r et à cet égard on peut dire que presque toutes les méthodes d’approximation dont on fait usage dans la solution des problèmes géométriques et mécaniques , sont encore très-imparfaites. Le théorème précédent pourra servir dans beaucoup d’occasions à donner à ces méthodes la perfection qui leur manque , et sans laquelle il est souvent dangereux de les employer.
54. Jusqu’à présent nous n’avons considéré les fonctions dérivées ,, que comme pouvant servir à la formation des séries ; mais ces fonctions v considérées en elles- mêmes , offrent un nouveau système d’opérationsalgébriques , et fournissent des transformations qui sont d’un usage immense dans toute l’analyse.
Nous avons déjà vu ( n. a 33 ) , que si on a une équation quelconque en x et y , ou simplement en x , laquelle doive avoir lieu , quelle que soie h valeur de * , les équations dérivées qu’on obtiendra , en prenant le* fonctions dérivées de chaque terme de la proposée , auront lieu aussi» Chacune de ces équations , et même une combinaison quelconque de ces équations , pourra donc tenir lieu de l’équation primitive ; et oa obtiendra souvent par ce moyen des équations subsidiaires , plus simples ou plus faciles à résoudre que les équations principales»
Nous avons nommé équations primes , secondes , &c. , les équations dérivées qu’on obtient en prenant les fonctions primes , secondes , &c. de tous les termes de l’équation primitive donnée ; mais nous nommerons en général équations dérivées du premier ordre , du second ordre , &c. , les équations qu’on pourra former par une combinaison quelconque de l’équation primitive et de son équation prime , ou de celle-ci et de l’équation seconde*, et ainsi de suite. *
Ainsi l’équation primitive contenant x et y , l’équation dérivée du premier ordre contiendra x , y et y', l’équation dérivée du second contiendra x, y, y' et y " ; et ainsi du reste.
55. Nous allons’ montrer par quelques exemples l’usage des équations dérivées pour la transformation des fonctions. Et d’abord nous remarquerons que par la combinaison d’une fonction avec sa fonction prime, on peut faire 'disparaître un exposant quelconque. En effet, soit l’équation y = X m , X étant une fonction quelconque de xj en prenant les fonctions primes on aura (n.* qz ) y 1 = m X m ~ ’ X 1 ; donc , divisant cette équation par la précédente , on aura U- = —yjh , savoir Xy 1 — mX'y^= o,
équation dérivée du premier ordre où la puissance X m ne se trouve plus^, et*qui dans cet état est bien plus commode pour développer la valeur y en série, par la méthode usitée des coèfficiens fhdéterminés.
En effet , si l’on a ,' par exemple ,
X = a + b x -J- ex 1 -+• dx* + &c. ,
et qu’on suppose
y = A + Bx -{- Cx 2 -f- Dx s -1- &c. , •
on aura , en prenant les fonctions primes ,
X I = b -|-i cx-f-3 dx* -f- &c. , y' =B z C x 3 Dx 1 + &c. ;
donc , substituant et réunissant les termes affectés de la même puissance de x, on aura
a B — mb A ri - [iû C ri - bB — m(icAl-\- bB)~\x
+ [iaD -J- xbc ■+* cS ■ ri- &c. = o ,
m^dA ri- icB -f* bC)]x a
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équation qui devant être identique, c’est-à-dire , avoir lieu quel que soit x , pour que l’expression supposée de y soit vraie , donnera autant d’équations particulières qu’il y a de différentes puissances de x , et on tirera de ce» équations
mbA
On aura ainsi successivement tou% les coèfficiens B ,.C , D , &c. par des formules dont la loi est visible , et qu!on pourra par conséquent continuer aussi loin qu’on voudra.
Mais le premier coèfficlent A demeure indéterminé ; il faut , pour le déterminer, recourir à l’équation primitive y = X" ; faisant x = o , on a , d’un côté , X = a , et , de l’autre , y = A ; donc A = a m .
5 6. On peut dé meme , par les fonctions dérivées , faire disparaître les logarithmes , les exponentielles , et les sinus et co-sinus.
En effet , si y = / . X, on aura l’équation du premier ordre y'X — X 1 = o ; si y = r* , on aura celle-ci , y' — X' y = o ; mais pour faire disparaître les sinus ou co-sinus , il faudra aller à une équation du second ordre.
Soit donc y = sin. X, X étant toujours une fonction quelconque de x en prenant les fonctions primes, on aura (n.° jz) y 1 = X' cos. X , et, prenant de nouveau les fonctions primes , y 11 = X" cos. X — X n sin. X ; donc , éliminant de ces trois équations sin. X et cos. X , on aura cette équation dérivée du second ordre ,
où il n’y a plus de transcendantes ; on trouvera la même*équation en faisant y = cos. x.
Si donc on fait ici pour X et y les mêmes substitutions que ci-dessus ( /i. 0 5 5 ) , et qu’après avoir ordonné les termes suivant les puissance^
J 3 ES FONCTIONS ANALYTIQUES. y> de x y on égale à zéro la somme de tous c«ux qui se trouveront multipliés par la même puissance de x , on aura autant d’équations particulières qui serviront à déterminer les coèfficiens indéterminés de l’expression supposée de y par les deux qui précèdent. A l’égard des deux premiers , ils demeureront indéterminés ; mais il faudra les déterminer de manière que l’équation primitive et l’équation prime aient lieu en faisant x = o. Or, l’équation y = sin. X devient alors A = sin. a, et l’équation y' = X' cos. X devient B = b cos. a.
57. Non-seulement l’équation dérivée du second ordre que nous venoncde trouver, peut servir à développer en série la valeur de sin. X ou cos. X ; elle peut servir aussi à trouver une autre transformation de cette valeur , au moyen des exponentielles.
Supposons , en effet , y = <? r , e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est -l’unité (rt. Q zo) , et V une fonction indéterminée de x, en prenant les fonctions primes et secondes on aura y 1 = V t y , y n = ( V 11 -J- V" e r )., et ces valeurs étant substituées dans l’équation dont il s’agit , on aura, après la division par la quantité e r qui en multiplie tous les termes,
J’observe qu’on peut satisfaire à cette équation en faisant V = m X 1 , m étant un coefficient constant , ce qui donne V tl = m X car substituant ces valeurs , l’équation se réduit à ( 1 -f- m 1 ) X 13 = o ; donc 1 + ni 1 = o et m = V — 1 ••
Ainsi on aura V 1 = X 1 V — 1 ; et de-là , en remontant à l’équation primitive, V = X V — 1 + a, a étant une constante arbitraire; donc e r = c a * x ' ~ 1 = x e x K = Ae’* / ~ t , en faisant e“ = A pour plus de simplicité.
On aura donc y = Ae x * " et comme le radical V — 1 peut être priségalement en plus et en moins, on aura également y = Be ~ x f '~*,B étant une autre constante arbitraire ; en effet, il est aisé de voir que chacune de ces deux valeurs satisfait à l’équation X 1 y " — X n y‘ + X 13 = o ; et om \u)it aussi facilement que leur somme y satisfait encore, parce que les
quantités y , y' , y" n’y sont que sous la forme linéaire. De sorte qu’oa aura en général
yz=At x "' + Be-*'-' ,
A et B étant de nouveau deux coèfficiens indéterminés comme ci-dessus.
Voilà donc l’expression de sin. x transformée en une expression exponentielle au moyen de l’équation dérivée du second ordre. Mais pour que ces deux expressions soient absolument identiques , il faut encore déterminer convenablement les constantes A et B , ce qui se fera par la comparaison des valeurs dey et de y' pour une valeur quelconque de X. Ainsi , puisque sin. X doit devenir nul lorsque X = o par la nature des sinus , il faudra que l’on ait A^\- B = o ; de plus , y' étant = X'cos. X, et l’expression précédente de y donnant y' = X 1 V — i ( Ae x/ ~ 1 — Be~ xÿ ~ 1 ') > on aura cos. X = y — i (Ae xt '~ l — faisant X =’o , on sait que cos. X= i ; donc V — i{A — B) — i. Ces deux équations donnent
donc , enfin ,
et B ■
sin. X = —
iy — i •
cos.
expressions connues , et que nous avions déjà trouvées par
i^e autre voie
5 8 . Dans les exemples précédées , nous avons cherché l’équation dérivée , et nous avons ensuite déterminé par cette équation la valeur de la fonction primitive y. Cette dernière opération est , comme l’on voit , l’inverse de celle par laquelle on descend de' la fonction primitive aux fonctions dérivées ; elle peut toujours s’exécuter par le moyen des séries , en employant , comme nous l’avons fait , une série avec des coèfficiens indéterminés., et faisant des équations séparées des termes affectés de chaque puissance de x. De cette manière , on détermine les coèfficiens les uns par les autres , et on a souvent l’avantage d’appercevoir la loi générale qui règne entre ces coèfficiens.
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Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient par la méthode des n. 0 ’ 45 et suiv. ; car il n’y a qu’à chercher successivement le 3 valeurs des fonctions dérivées , et si on désigne par ( y) , (y') , ( y ") , 5 c c. les valeurs de y , y , y" , &c. lorsque * — o , on a en général
Cette formule a l’avantage de foire voir la raison pourquoi il reste des coèfficiens indéterminés , comme nous l’avons trouvé ci-dessus. En effet , si on veut déterminer la valeur de y par une équation dérivée du premier ordre , cette équation donnera la valeur de y' en x et y , et de-Ià on trouvera une équation du second ordre en y" , y 1 , y , x , une équation du troisième en y"', y", y , y , x , et ainsi de suite ; de sorte qu’en substituant successivement dans ces équations les valeurs de y 1 , y" , &c. données par les équations précédentes , on aura en dernière analyse ÿ , y" , y '" , &c. exprimés en x et y. Donc , faisant x= o , oaaura (y') , (y") , (y 111 ), &c, exprimés en (y) qui demeurera indéterminé.
De même si on ne fait dépendre la détermination de y que d’une équation dérivée du second ordre en x , y , y 1 et y" , on en tirera successivement une équation tierce entre x , y , y' , y", y'", et ainsi de suite ; et par des substitutions successives on aura en dernière analyse , y" , y '" , &c. r donnés en x , y ,y‘ ; de sorte qu’en faisant x = o , on aura les valeurs de (y".), (y'"), (y”) > exprimées en (y) et (y') , ces deux quantités demeurant indéterminées ; et ainsi de suite.
Ainsi , lorsqu’on part d’une équation dérivée du premier ordre , il reste une indéterminée (y) ; lorsqu’on parr d’une équation du second ordre , il reste deux indéterminées (y) et (y') , et ainsi de suite; et l’on voit que ces indéterminées sont constantes, puisque ce sont les valeurs de y ,y' , y", Sic. , Jorsque x = o.
59. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie des séries, il n’est pas difficile de se convaincre qu’elle doit avoir lieu généralement , quelle que soit l’expression dey , puisqu’on peut toujours regarder une expression en série comme le développement d’une expression finie. ÏVlais comme c’est la une propriété caractéristique des équations dérivées
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entre deux variables , il est important de l’établir sur la nature même de ces équations.
Considérons donc en général l’équation à deux variables F(x,y) = o, et désignons simplement par F(x,y )'= o son équation prime , par F(x,y)"= o l’équation seconde , et ainsi de suite , en regardant x et y comme variables à-la-fois. Soient a , b , c , &c. des constantes quelconques contenues clans la fonction F ( x , y ) , ces constantes seront les mêmes dans le» fonctions dérivées ; ainsi , puisque les deux équations F( x , y ) = o et F(x , y) 1 = o ont lieu en même temps , on pourra en éliminer une constante a , et l’équation résultante sera une équation du premier ordre entre x , y et y' , qui renfermera une constante de moins que l’équation primitive , et qui aura par conséquent lieu en même temps que celle-ci. De m êm e les troi s équa rions F( x , y ) = o , F( x , y )';= o , F( x , y )“ = o , aya n t lieu à-la- fois , on pourra en éliminer deux constantes ,.a , b ; et l’équation résultante sera une équation du second ordre entre x , y , y 1 et y" , qui renfermera deux constantes de moins que l’équation primitive , et qui aura lieu en même temps qu’elle ; et ainsi de suite.
Donc , puisque dans les équations à deux variables une équation du ptemicr ordre peut renfermer une constante de moins que l’équation primitive , une équation du second ordre peut renfermer deux constantes de pioins que l’équation primitive , et ainsi de suite , il s’ensuit réciproquement que l’équation primitive doit contenir une constante de plus que l’équation dérivée du premier ordre , deux constantes de plus que l’équation dérivée du second ordre , et ainsi de suite , constantes qui seront par conséquent arbitraires ; et il est visible en même temps qu’elles ne sauraient en contenir davantage , puisqu’on ne pourrait pas les faire disparaître toutes par le moyen des équations dérivées.
Donc , si l’on n’a pour la détermination d’une fonction qu’une équation du premier ordre , ou du second , ou , &c. l’équation primitive prise dans toute sa généralité devra contenir une constante arbitraire , ou deux, &c. t suivant l’ordre de l’équation donnée : et on déterminera ces constantes p?r des valcuts particulières données de la fonction ou de ses dérivées.
Si donc on trouve d’une manière quelconque une équation en x et y qui sa: : s fasse 3 une équation donnée d’un ordre quelconque , et qui renferme
autant
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. î7 autant de constantes arbitraires qu’il y a d’unités dans l’indice de cet ordre, on en conclura que cette équation sera l’équation primitive de l’équation donnée, et po'urra, dans tous les cas, être employée à la place de celle-ci.
6 o. Au lieu d’éliminer à la fois les deux constantes a et b des trois équations F ( x , y ) = o , F ( x , y )' = o , F (x , y)" = o , on peut n’éliminer d’abord que la constante b ou a des deux premières ; on aura ainsi deux équations du premier ordre , dont l’une ne renfermera que la constante a, et l’autre la constante b. Si maintenant on élimine de chacune de ces équations la constante a ou b par le moyen de son équation prime , on aura deux équations du second ordre sans a ni b , qui devront coïncider avec l’équation résultant de l’élimination simultanée de ces constantes, |Jar le moyen des trois équations jF(x, y) = o, F 1 {x, y)' = o, F (x , y)" = o , parce que la valeur de y" que ces équations du second ordre donneront, et qui sera exprimée en x, y, et y' sans a ni b, ne peut qu’être la même , de quelque manière qu’elle soit déduite de l’équation primitive.
D ’où l’on peut conclure qu’une équation du second ordre peut être dérivée de deux équations différentes du premier ordre , renfermant chacune une constante arbitraire de plus.
Et l’on prouvera de la même manière qu’une équation du troisième ordre pourra être dérivée de trois équations différentes du second ordre, renfermant chacune une constante arbitraire ; et ainsi de suite.
En même temps on voit que si pour une équation donnée du second ordre, on en trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune à cette équation , et qui renferment chacune une constante arbitraire a ou b, on en pourra déduire immédiatement l’équation primitive ; car il suffira de chasser de ces équations la quantité y', et l’on aura une équation en x et y, avec deux constantes arbitraires a et b.
Il en sera de même pour les équations du troisième ordre ; car, si on trouve trois équations du second ordre qui satisfassent chacune à une même équation du troisième ordre, et qui aient en même temps les constantes arbitraires a , b, c , on auta, en éliminant y' et y" , une équation
en x , y et a , b , c , qui sera par conséquent l’équation primitive it l’équatioa donnée ; et ainsi de suite.
61. Mais si pour une équation du second ordre on en trouve deuxdu premier ordre qui y satisfassent , et dont une seule renferme une constante arbitraire , alors en éliminant y 1 on aura une équation en x et y , qui ne renfermera qu’une constante arbitraire , et qui ne sera pas l’équation primitive complète de la proposée du second ordre ; mais cette équation satisfera également aux deux du premier ordre , puisqu’elle satisfait à celle du second ordre , qui est également dérivée de ces deux-ci ; donc elle pourra être regardée comme l’équation primitive complète de l’équation du premier ord^e qui ne renferme point de constante arbitraire. D’où je conclus qu’étant proposée une équation du premier ordre en x , y et y 1 , si on eh. déduit d’une manière quelconque une équation du second , soit en éliminant une constante ou non , et qu’ensuite on trouve une autre équation primitive du premier ordre avec une constante arbitraire a , on aura par l'élimination de y 1 entre celle-ci et la proposée , une équation en x et y qui contiendra la constante arbitraire a , et qui sera par conséquent l’équation primitive complète de la proposée.
Cn prouvera de la même manière que si de la proposée du premier ordre on déduit une équation du troisième ordre , et qu’ensuite on trouve pour celle-ci une équation primitive du second avec une constante arbitraire , dans laquelle la proposée ne soit pas renfermée , il n’y aura qu’à éliminer les y" et y 1 au moyen de la proposée , et l’on aura une équation, en x et y qui renfermera une constante arbitraire , et qui sera par conséquent l’équation primitive complète de la proposée ; et ainsi de suite*.
On peut appliquer le même raisonnement aux équations des ordres supérieurs au premier , et eu tirer des conclusions semblables.
61. Ainsi , si une équation du premier ordre en x , y et y' étant donnée > on peur, par des opérations quelconques, la ramener à la forme f{x,y)'= o, où /(x , y )' désigne la fonction prime d’une fonction de x , y , maropuée par /(x, y), on aura sur-le-champ l’équation primitive/^ x , y) = a » dans laquelle a sera la constante arbitraire.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 59 Par exemple , l’équation y 1 = o donne sur-le-champ y = a ; l’équa*-
tion xy' — y = o étant divisée parx 1 , se réduit à ( — )'= o : j’entends
par ( -U- y la fonction prime de la quantité — renfermée entre lesdeux
crochets ; d'où l’on tire-^L- = a , ou bien , en divisant la même équation
par at j, elle devient -*£ = o , dans laquelle les variables x, y
ne sont plus mêlées ; prenant donc la fonction prime de chaque terme , on aura ly — Ix = la , la caractéristique / indiquant les logarithmes
hyperboliques ; d’où l’on tire — = a comme plus haut.
En général , si on peut réduire l’équation à la forme f x + y' Fy = o , où les variables sont séparées , il n’y aura qu’à prendre les fonctions primitives de j x et dey' Fy ,et faire la somme égaleà une constante arbitraire æ,et la même chose aura lieu si on peut ramener la proposée à cette forme par une substitution quelconque.
Soit, par exemple, une équation de la forme y' = /( — j — )» je fais -f = u ; donc y = xu , y' = xu' + u ; et l’équation devient par ces substitutions xu' -f- u =/. u , laquelle peut se mettre sous la forme— — “1 u -—fj ~ === 0 > 1 U1 est com prise dans la précédente.
Si on avait l’équation y = x f. y ' , au lieu de la réduire à la forme précédente , j’en prendrais les fonctions primes , ce qui me donnerait
y = xy" f y + fy ,
équation réductible à la forme — (- -—A -?■?’- = o , et qui en faisant y' = u , rentre encore dans le cas précédent. Ayant trouvé ainsi une équation primitive entre x et u avec une constante arbitraire , c’està-dire entre x et y , on chassera y' par le moyen de la proposée , et l’on aura une équation entre x et y avec la constante arbitraire , laquelle sera par conséquent l’équation primitive complète de la proposée. Cette
dernière méthode est , comme l’on voir , une application -de la théorie du numéro précédent.
6 3. De cette manière on ramène , comme l’on voir , la recherche des fonctions primitives de deux variables , à celle des fonctions primitives d’une seule variable ; mais comme on n’y parvient ordinairement qu’eo employant pour* et y d’autres variables, comme t et u , c’est-à-dire en substituant pour x et y des fonctions données de t et u , il faut observer , à l’égard de ces substitutions , que u devenant fonction de t , x et y devront être aussi regardés comme fonctions de t. Donc , ayant supposé y =fx , on aura , en regardant maintenant x et y comme fonctions de t ,y' = x'f x ( n.° 31 ) ,• mais lorsqu’on regarde y simplement comme fonction de x , on a y' = f' x , comme nous l’avons fait jusqu’ici : donc, pour passer de cette hypothèse à celle où x et y sont fonctions de t , il faut mettre à la place
de y' la quantité — ^ — .
Ainsi , ayant l’équation y' = F ( x , y ) , on commencera par la trans-
former en — *^ — = F (x , y ), ou y' = x 1 F ( x , y ) , ensuite on substituera
pour x , y , x' , y' leurs valeurs en t , u et u 1 , où u' sera la fonction prime de // regardé comme fonction de t.
De même , puisque y" est la fonction prime de y' , regardé comme
fonction de x , il faudra substituer pour y" la quantité
— r , c est-a-
dire -4; —f— i et ainsi de suite.
Donc , si dans une équation , au lieu de regarder y comme fonction de x , on voulait réciproquement regarder x comme fonction dey , alors la fonction
prime de y deviendrait l’unité , et l’on y substituerait simplement ~ —
ff
pour y' , pour y"; et ainsi de suite. Foy<rf plus bas , le n.° 100.
64. Quant à la manière de trouver les fonctions primitives des fonctions d’une seule variable , comme de Fx ou de y' Fy , on sait que si Fx est
. ■Li'i. 'iâltil
une fonction rationnelle dex, on peut toujours la décomposer en difFérens
termes de la forme x m ou — — , m étant un nombre entier positif,
(a-rbx)
et a bx un facteur du dénominateur de la fonction , s’il en a un. Ainsi la fonction primitive de Fx sera composée d’autant de termes de la
forme
, et
(a-\-bx)' m j /(a-j-éx)
r — r— , ou Ix et j si m =
et il
J v k i g \ 9 vu « vi |
en sera de même de la fonction primitive de y'Fy ( n.° jz ).
Si Fx contient des quantités irrationnelles , on les fera disparaître par des substitutions , ce qui n’est possible en général par les méthodes connues que pour les radicaux de la forme V ( a + b* + c* 1 ). Quand il y a dans Fx des radicaux plus compliqués , ou même quand il y a plus d’un radical de cette forme , la recherche de la fonction primitive devient impossible en général par les méthodes connues; et on ne peut l’obtenir que par le moyen des séries , soit en faisant disparaître les radicaux par leur résolution en série , soit en employant la méthode générale pour le développement en série de toute fonction de x ( n.° 45 ). Pour cela , on supposera fx = Fx ; de-làon aura f"x = F 1 x ,f m x = F" x , &c. Donc la valeur d cfx, fonction primitive de Fx , sera représentée ainsi ,
fx ==/. + xF. -J- ~ F 1 . + F" t & c. ,
les quantités f.,F., F' . , &c. étant les valeurs de fx , Fx, F'x , &c. lorsque x = o , où l’on voit que/, sera une constante indéterminée.
6$. Si , pour une équation proposée d’un ordre quelconque , on parvient à trouver une équation d’un ordre inférieur qui ne renferme point de constantes arbitraires , ou qui n’en renferme pas autant qu’il peut y en avoir , alors cette équation ne pourra pas être regardée comme une équation primitive complète, mais elle ne sera qu’un cas particulier de cette équation , dans lequel on aurait donné aux constantes arbitraires des valeurs particulières.
Mais il y a un cas très-étendu , dans lequel il suffit d’avoir plusieurs
Ci. THÉORIE
Soit , en effet , proposée l’équation
A y + B y 1 4 " Cy" 4 " Dy m 4 ~ &c. = o , clans laquelle A , B , C , & c. soient des fonctions données de x seul. Soient p , q , r , &c. des fonctions différentes de x , qui , étant substituées pour y , satisfassent chacune en particulier à cette équation , je dis que l’on a ui a en général
y = o p + bq -j- cr -f- &c. ,
a , b, c , &c. étant des constantes arbitraires ; ce qui est évident ; car cette expression de y étant substituée dans la même équation , y satisfera indépendamment de ces constantes. D’où il suit que si le nombre des valeurs particulières p , q , r , &c. est égal à celui de l’ordre de l’équation proposée , c’est- h-dire h l’indice de la fonction dérivée y" :U ‘‘ la plus élevée , on aura l’expression complète de y. L’analyse du n 57 , fournit un exemple de cette méthode.
Mais il y a plus ; on peut alors trouver aussi la valeur complète de y , qui satisfera h l’équation
Ay -f- B y 1 4- Cy" 4 ~ &c. = X ,
X étant aussi une fonction quelconque de x.
Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d’analyse , je crois devoir l’exposer ici en peu de mots.
66 . Supposons que l’équation proposée soit du troisième ordre , on verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quelconque.
Soit donc l’équation
A y 4- B y 1 4 - Cy" 4 - y'" = X,
et soient p , q , r trois valeurs différentes et particulières de y en x , qui satisfassent h l’équation A y 4- B y 1 4 ~ Cy" 4- y'" = 0 ; en sorte que l’cn ait Ap 4~ Bp' -f- Cp" 4 ~ p m = o , Aq 4 ~ Bq 1 4" Cq" q 1 " = o et A r' 4 " 4“ Cr" -f- r"' = o.
Supposons y = ap 4- bq -j- cr , et regardons a ,b , c , comme trois fonctions inconnues de x qu’il s’agira de déterminer ; en prenant les fonctions primes , secondes et tierces de y , on aura d’abord
y 1 = ap 1 4" b q' 4* cr' 4~ P a' 4* q V + rc '> •'*,
-Vf*’?' .
Je suppose pa! + qb' + rc'=o, j’aurai simplement y 1 = ap' + bq 1 + c r'. De-là , en prenant de nouveau les fonctions primes , j’aurai
y " = a p" + b q" -j- cr" -f- a! p' + b'q 1 -f- d r' ;
je suppose dereçhef a' p 1 -f- b'q' + c'r'=o, j’aurai simplement y"=ap" -|bq" + cr"; d’où je tire , en prenant encore les fonctions primes , y'" = a p 111 + bq" + cr“> + a' p" + b' q" + c'r".
Je substitue maintenant ces valeurs de y, y'» y" et y* 7 dans l’équation proposée, il est visible que par la nature des quantités p , q , r, les termes qui contiendront a, b, c se détruiront, et il ne restera que l’équation a' p" + b 1 q" + c'r" = X , qui étant combinée avec les deux équations supposées a' p + b' q -f - c'r = o, a' p' -f- b' q' -f- c'r' = o r
servira à déterminer les trois quantités a', b 1 , c', les quantités p , q , r et leurs fonctions primes et secondes étant connues, ainsi que la quantité X.
Supposons donc qu’on ait trouvé a' = P , b’ = Q , t' = R , ces quantités P , Q , R étant des fonctions connues de x, il n’y aura qu’a les regarder comme des fonctions primes et en chercher les fonctions primitives, qui contiendront chacune une constante arbitraire qui pourra lui être ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues a ,b ,c , qu’on substituera, ensuite dans l’expression de y.
67. Lorsque l’équation n’est que du premier ordre, on n’a besoin que d’une valeur p , et on peut toujours la trouver ; car on a alors l’équation A p -j- p‘ = o , à laquelle satisfait cette valeur p = e~ M , AJ étant la fonction primitive de A , de manière que M' = A , et e dénotant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité en effet , on aura , en prenant les fonctions primes ,,
Pour les équations d’un ordre supérieur au premier , il n’y a pas de méthode générale pour trouver les valeurs de p , q , & c. , à moins que les coèfficiens A , B , C , &c. ne soient constans. Mais, dans ce cas , il est aisé de les trouver; car il u’y a qu’à supposer p=.c mx > m étant une
constante indéterminée , on aura p' = mc mx , p 11 = m 1 e mx , &c. ; donc l’équation
x 4 p+ Bp' + C P " + Dp" 1 + &c. = o
deviendra .
yi -J- B m -}- Cm- -j- D m? -(- &c. — o ,
laquelle sera , généralement parlant , d’un degré égal à l’ordre de 1 équation proposée. Elle aura donc autant de racines qu’il y a d unités dans ce degré; et si on désigne ces racines par m , n , &c. on aura p = e mx , q — e " x , &c. ; de sorte que dans ce cas la difficulté est réduite à la résolution des équations.
68. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le sont pas, par le moyen des substitutions ; et comme cette transformation est toujours avantageuse , voici deux cas très-étendus ou elle réussit :
Le premier est celui de l’équation y = xfy l Fy 1 , qui est plus générale
que celle que nous avons traitée ci-dessus (n.* 6z). J’en prends d’abord les fonctions primes , j’ai
y'= x y"f'ÿ +fy‘ + y" F' y 1 ; je fais y' = ? , et par conséquent y" = z' , j’ai
équation du premier ordre en x et ^ , où ç est censé fonction de x.
Maintenant je regarde x comme une fonction de \ ; il faudra mettre -yrà la place de ^ ( n.° 63 ) , et il viendra l’équation
xf‘\ + (/{ — f ) x? + *’'{ = o »
qui est , comme l’on voit, du premier ordre et linéaire en x. On pourra donc , par la méthode précédente , en trouver l’équation primitive en x et ^ ; mais la proposée par la substitution de y' , au lieu de ^ , devient y — xfi F^; éliminant donc { de ces deux équations , on aura une équation en x et y , qui sera l’équation primitive de l’équation proposée.
Le second cas est celui de l’équation y' -f- My* + K = o , M et N
étant des fonctions de x. Ici je fais y = — ^ 7- , ce qui donne y'
MF
J , - ; substituant ces valeurs et multipliant par iHç ,
l’équation
l ! équation devient
? ^f- + MNj = o,
qui est , comme l’on voit , du second ordre , mais linéaire par rapport à £.
Supposons qu’on ait trouvé d’une manière quelconque deux valeurs particulières de y en x , c’est-à-dire sans constante arbitraire , que nous
dénoterons par p et q. Pour la valeur p on aura
Mï
= p , d’où l’on
tire 7 = e r , en dénotant par P la fonction primitive de pM ; on aura de même pour ht valeur q , ç = e Q , Q étant la fonction primitive de q M. Ayant ainsi deux valeurs particulières de { , on aura la valeur complète ( n.° 6 5 ) { = a e? -J- b e Q , a et b étant deux constantes arbitraires ; donc ,
puisque y = et que P 1 = pM , Ç)‘ = qM , on aura cette valeur
complète dey ,y = — - p - \ , c’est-à-dire en faisant =: c ,
ae -f- 6 e v a
y = P --- - ! o — r ) où c est la constante arbitraire.
1 + ce
Par exemple , si N = — mM, m étant une constante , il est aisé de voir que l’on satisfera à la proposée en y , en faisant y = ^ m ; donc , à cause de l’ambiguité du radical , on aura p = yj m , q = — V m » donc , nommant L la fonction primitive de M , on aura P = L\J m , Ç) = — L V m , et la valeur complète de y sera
V I Ct ) \ m
ce
Au reste , dans ce cas , l’équation proposée peut se mettre sous la forme ? + M = o , où les variables x et y sont séparées > et dont on
peut tftjuver l’équation primitive , comme nous l'avons montré plus haut ( n.°‘ 62. j 64 ). .
69. Lorsque l'équation proposée n’est pas linéaire en y , y 1 ,y", &c. , ou qu’elle n’est pas comprise sous la forme précédente , je ne connais aucune méthode générale pour compléter les valeurs particulières de y qu'on aurait trouvées ; mais on y peut toujours parvenir par le moyen des séries. . • ,* . .
T H É O R I ET
* Supposons en effet que pour une (quation du premier ordre en x , y et j' , la valeur complète dey soit/(x , fl ) , a étant la constante arbitraire. En donnant à a une valeur particulière h » la quantité J ( x , a ) deviendra une valeur particulière de y , que nous nommerons p , et que nous supposerons connue d'une manière quelconque. Faisons maintenant a = k -f- i et développons la fonction f ( x , h -+• i) en série ascendante suivant les puissances de i , le premier terme sera f(x,h)=p,tt les autres termes seront de la forme qi -f- ri' &c. ,q t r , &c. étant des fonctions de x. & on substitue cette expression de y dans l’équation donnée du premier ordre , il faudra qu’elle se vérifie indépendamment de la constante i qut doit demeurer arbitraire.
Soit donc y' = F( x,y ) l’équation du premier ordre , b- laquelle satisfait* k valeur particulière y =p, on aura, d’après cette condition, y = F(x,p).
Substituons pour y la série p + i q + t’V -F &c. , et développons aussi k fonction F ( x , y ) en série suivant les puissances de i , si on dénote simplement par F' ( y ) , F" (y ) , &c. les fonctions primes, secondes , &c. de F( x , y ) prises, relativement à y seul , et qu’on fasse , pour abréger o = iq -f- t*r -j- &c , on aura , par la théorie exposée glus haut v sur le développement des fonctions ,
D’un autre côté on aura , en prenant les fonctions primes , y l = p l - J- q*i *+- r'i 1 -j- &c. ; donc , substituant ces valeurs dans l’équation du premier ordre *et ordonnant les.termes suivant les puissances de i , on aura , à cause.*
dey s* F(x,p) ,iq l + i V + &c. = if F' {p) + i l [rF v (/>) +
F'00] + &c. d’où l’on rire , par la comparaison des termes affectés des mêmes puissances de i les équations suivantes
q‘ = qP(p),F = rF' (p) + -Ç F"{ P y, &c. r
qui serviront à déterminer successivement toutes les inconnues q,r, &c.- Comme les quantités F' (/>) , F 11 (p ) &c. sont des fonctions données: dfe x , il est visible qu’on n’aura pour ees inconnues que des équations: linéaires du premier ordre « susceptibles de la méthode du n,° 6j ; il ne seca*
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 6 y pas même nécessaire d’avoir les valeurs complètes de q , r ,rftc. , il suffira d’avoir des valeurs quelconques qui satisfassent à ces équations de condition.
Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités, q , r , s , &c. on aura cette valeur complète de y ,y = p + i q i~ r &c. ,dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait à la valeur particulière y = p. Cette valeur sera à la vérité exprimée par une série , mais la convergence de cette série ne dépendra que de la valeur de la constante t.
Cette méthode est aussi applicable , avec l’extension convenable , aux équations des ordres supérieurs au premier ; mais les équations qu’on trouvera pour la détermination des fonctions iq^onnues , seront du même ordre , et par conséquent on ne pourra trouver en général les valeurs de ces fonctions que dans le cas où les coèfficiens seront constans.
Au reste, cette méthode est le fondement des solutions des principaux problèmes de la théorie des planètes. Comme les excentricités et les inclinaisons , qu’on doit regarder comme des constantes arbitraires , sont fort petites , et que l’effet des attractions est aussi très-petit , le cercle fournit d’abord des valeurs particulières, et on complète ensuite ces valeurs par des séries qui procèdent sui>pnt les puissances de ces constantes très-petites.
Voyt[ sur-tout la Théorie de la Lune d’Euler.
70. Nous avons supposé que la fonction F(x , y) pouvait toujours , par la substitution de p -f- qi -f- ri 1 -j- &c, à la place de y , se développer en une série ascendante suivant les puissances entières de i ; mais comme cette série résulte du développement d’une fonction de y -f- o , en donnant à y une valeur particulière p, il s’ensuit de la théorie que nous avons donnée ♦ ci-dessus ( n.° 40 ) , que ce développement pourrait contenir des puissances fractionnaires ou négatives de o , auquel cas la série dont il s’agit, contiendrait nécessairement de pareilles puissances de i. Alors la série qui doit représenter la valeur de y pourra ne plus avoir la même forme ; mais comme y z=f ( x , a J , et qu’ou suppose a = h H- i , et p = f( x , h ) , le premier terme sera toujours p , et le second pourra encore être supposé de la forme qi ; car s'il était de la forme qi n , n étant un exposant quel-
* conque , il n’y aurait qu’à subst’t ;er i n à la place de i , et supposer que *
devienne h -j- i " , ce qui est indifférent , puisqu’on regarde i comme une constante arbitraire ; mais les termes suivans pourront être de la forme ri n 4 ~ s i n + &c. , où ni devra être > i , n > m , &c. par l’hypothèse.
Substituant donc dans F(x,y) pour y la série p-\-qi -\-ri m 4-5/" + &c., .
et développant suivant les puissances ascendantes de i , on aura une série de cette forme F(_x,.p ) P + Qi’ + &c. , /a étant different de
l’unité , y > /j., &c. , et P , Q étant des fonctions données de a. Donc l’équation y' =/(*> y) deviendra, par ces substitutions y
iq' 4 - i m r' 4 ~ i n s‘ &c. = P f + Qi’ -J- &c. , laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de i.
Donc, si ,u > 1 , on pourra faire q' = o, m = /j. et r' = P , ensuite n = y, s'= Q,&cc. Ainsi on aura d’abord q = aune constante, ou plus simplement q - = 1 ; ensuite, comme P ne dépend que de q et de x, on trouvera la valeur de r en prenant la fonction primitive de P; et ainsi de suite.
7 1 . Mais si pt < 1 , alors il sera impossible de satisfaire à l’équation , de manière que i demeure une constante arbitraire^ et l’on devra en conclure que la valeur particulière p ne pouvant pas être complétée ainsi , ne saurait être contenue dans l’expression générale /( x , a) qui représente la valeur complète de y.
Maintenant il est visible que, quel que puisse être le premier terme P l du développement de F(x,y ) , par la substitution de p 4 ~ qi + r i m + &c. à la place dey, il ne peut venir que des termes p 4 - qi, de sorte qu’il sera • le même que si on substituait simplement p 4 - q i à la place de y. Donc aussi le développement de F(x,y ) par la substitution de p 4- 0 à la place de y,
sera F (x, p) 4 H &c. ; donc , puisque la série résultant de ce
développement contient un terme affecté de cF où fx est > o et < 1 , il s’ensuit de la théorie donnée ( n.° 41 ) , que la fonction prime F 1 (y) devra devenir infinie lorsque y = p.
De-là on tire cette conclusion que la valeur particulière p ne pourra pas être contenue dans l’expression complète de y , si cette valeur rend la fonction F' {y) infinie, c’est-à-dire, la fonction — ■jn-j— y— nulle- •
Réciproquement donc l’équation F ^ ^ = o donnera toutes les valeurs
de y , qui , pouvant satisfaire à l’équation y 1 = F (x , y) , comme valeurs particulières , ne seront pas renfermées dans la valeur complète. On pourra appeler ces valeurs , valeurs singulières, pour les distinguer des autres; et , en général , on pourra appeler équation primitive singulière , toute équation en a: et y qui satisfera à une équation du premier ordre entre x , y , et y' , ou à une équation d’un ordre supérieur , et qui ne sera pas comprise dans l’équation primitive complète , c’est-à-dire , qui ne sera pas un cas pai-riculier de cette équation, .
jx. Nous venons de voir qu’il y a une espèce d’équations qui peuvent satisfaire à des équations d’un ordre supérieur , et qui ne satisfont pas aux équations d’où celles-ci peuvent être dérivées , parce qu’elles ne sent pas renfermées dans les équations complètes d’un ordre inférieur à celles-ci. Ces équations ne forment pas une exception à la théorie générale exposée plus haut ( n.° ) ; mais elles résultent d’une considération particulière
dans la manière dont les équations d’un ordre supérieur^sont dérivées par l'élimination des constantes. En effet , on y a vu que les deux équations F( x , y )= o et F(x ,y )' = o , donnent , par l’élimination d’une constante a , une équation dérivée du premier ordre entre x x y , et y' , dont F (x , y) =o sera l’équation primitive.
Or, il est évident que le résultat de cette élimination serait le même , si la quantité a , au lieu d’être constante , était une fonction quelconque de x ; mais dans ce cas la fonction prime de F(x, y) ne serait plus simplement F (x, y) 7 , elle contiendrait de plus une partie provenant de la variation de a ; et si ou désigne par F (a) la fonction prime de F(x ,.y ), prise relativement à la variable a , onaura a 1 F 1 (a) pour la partie dont il s’agit, a' étant la fonction prime de a regardé comme fonction de x (n.“ 3 t.)
Ainsi , dans le cas où a serait fonction de jt , l’équation prime de F(x , y) = o serait F {x r y )' -f- a 1 F (a) = o ; donc , pour qu’eile se réduise à F (x, y) 1 = o , comme dans le cas de a constante il faudra que l’on ait F (a) = o, équation qui servira à déterminer la valeur de a , et qui n’est autre chose , comme l’on voit , que l’équation prime de l’équation-
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primitive prise relativement à a. D’où il s’ensuit que si on substitue cette valeur de a dans l’équation primitive F(x, y) = o , on aura une équation en x et y , qui satisfera également à l’équation du premier ordre , et qui ne sera pas renfermée dansl’équation primitive où a est la constante arbitraire.
On pourra appliquer la même théorie aux équations des ordres supérieurs , et en déduire des conclusions semblables.
73. Pour voir maintenant si l’équation qui résulte de cette considération est la même chose que l’équation primitive singulière , déduite de l’analyse du numéro 71 ; supposons , comme plus haut (n.° 63 ) , que l’équation du premier ordre soit réduite à la forme y' = F ( x , y ) , et que son équation primitive complète soit y =f (x ,a) , a étant la constante arbitraire. Pour en déduire l’équation primitive , où a est variable , on prendra l’équation prime , relativement à a seul ; et si on désigne par <p ( x , a ) la fonction prime de /( x , a) prise relativement à a , on aura ç p(x , a) =0 ; d’où l’on tire#a a , qu’on substituera dans f {x , a), et l’on aura une valeur particulière de y , qui satisfera aussi à la proposée du premier ordre. Nous appellerons p cette valeur particulière , comme dans le numéro cité.
Maintenant , puisque la valeur complète / ( x , a) de y doit satisfaire à l’équation y 1 = F (x,y), quelle que soit la constante a , il s’ensuit qu’en faisant cette sqbstitution, l’équation résultante/' (x, a ) = F[x,f ( x , a)] devra avoir lieu , quelle que soit la valeur de a. Par conséquent son équation prime , prise relativement à a , regardée comme seule variable , devra avoir lieu aussi , quelle que soit la valeur de a ( n.° 33 ).
Puisque /' (x , a) est la fonction prime de/(x , a) prise rtslativement à x , la fonction prime de celle-ci , prise relativement à a , sera donc la fonction seconde de/( x , a ) , prise d’abord relativement à x , et ensuite relativement à a j laquelle est la même chose, comme nous le démontrerons plus bas (n.* 8 G ) , que la fonction seconde de /(x , a) , prise d’abord relativement à a , et ensuite relativement à x. Ainsi ayant désigné par o ( x , a ) la fonction prime de /( x , a ) par rapport à a , on aura f 1 ( x , a) ppur la fonction prime de/' ( x , a ) , prise également par rapport à a , les traits appliqués aux caractéristes/ et <p ne se rapportant qu’à la variable x.
A l’égard de la fonction F[x , f(x , a)],, comme elle résulte de la substitution de /(x, a) à la placede y dans F(x, y), sa fonction prime, relativement à a , sera exprimée par F' (y ) x ç (x , a), (h.* j.t), puisque bous avons déjà désigné par F' (y) la fonction prime de F(x, y ) relativement à j, et par f (x, a) la fonction prime de/(x,a) ou y, relativement à a.
Donc l’équation prime de l’équation f (x,a)=x F(x,y), prise relativement à a , sera <p' (x, a) = F 1 ( y ) x <p (x, a); d’où l’on tire F 1 (y);
Or , nous venons de voir que pour avoir fa valeur particulière p , il fcut substituer dans /(x, a) la valeur de fl, tirée de l’équation <p (x, a) = o.- Dénotons par X cetre valeur de a, qui sera une fonction de x, on auraf (x",fl) = y (X — fl)”, m étant > o , et V étant une fonction de x v qui ne deviendra ni nulle ni infinie lorsque a = X ; on tirera de làp' (x, a) = V ( Jf — û) m m V X‘ ( JC — fl)"“V Donc on aura*
mX'
Mais y devient p lorsque a == X; donc F' (y) deviendra infini lorsque? y = p ,. comme dans le cas du n.® 71. Ainsi les deux méthodes des^ n.°* 7 l et 71 conduisent aux mêmes résultats et donnent les mêmes valeurs singulières ; mais la seconde a l’avantage d’être plus directe et de donnerla vraie métaphysique de cette espèce de paradoxe.
74. Supposons , pour donner un exemple , que l’équation primitive soiif x* — a fl y — æ’ — b' = o en prenant les fonctions primes , on aura Kéquation prime x — ay' = o ; éliminant a par le moyen de l’équation: primitive, on aura l’équation du premier ordre
x — [ — y + V ( ** + y 1 — b' ) ] y! ==. o donr celle-là sera l’équation primitive complète , a étant la constante* arbi traire.
Maintenant si on prend la fonction prime de la même équation 1
x* ifly — fl* — F = 0 , relativement à la quantité a regardée
comme une fonction de x, on aura — t (y -f* a) û' = o, ce qui donne* y -h a = o , a = — y i et substituant cette valeur dans l’équation; dont il s’agit ün aura x 1 + y 1 — b' = o.
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Cette équation satisfera par conséquent aussi à la même équation du premier ordre , ce qui est aisé à vérifier ; car elle donne y 1 = b z — x x et y y' ;= — x , valeurs qui étant substituées dans la quantité
* + yy'—Y , V(* z + y' — t> 1 ),
la rendent identiquement nulle. Ce sera donc l’équation primitive singulière. En eff'er , suivant la théorie du n.° 7 1 , on aura dans le cas présent ,
et p = V(P — * 1 ) ; donc en prenant les fonctions primes relativement à y seul , on trouvera
quantifié qui devient infinie , comme l’on voit , par la supposition de y =/> «= V ( 4 * — x').
7$. Supposons maintenant que l’on ait l’équation du premier ordre
y 1 = F y , et que la fonction Fy de y soit telle qu’elle devienne nulle lorsque y est égal à une constante donnée b ; il est visible que cette valeur de y satisfera à l’équation ; car y = b donne aussi y'c= o. On demande si cette valeur de y est une valeur particulière comprise dans la valeur complète , ou bien si ce n’est qu’une valeur singulière. On prendra la fonction prime de F y , et si F y devient infini lorsque y = b , la valeur b ne sera qu’une valeur singulière , sinon elle sera une valeur particulière.
Soit F y = K (y — b ) m , m étant > o et K une constante , on aura Fy= m K (y — è) m_I , quantité qui devient infinie lorsque m < 1 ; donc la valeur y = b sera une valeur singulière si m > o et < 1 , et une simple valeur particulière si m = ou > 1. En effet , l’équation y 1 = K (y — b) m étant divisée par (y — b) m et mise sous la forme (y — b)~ m y 1 — K = o , a pour équation primitive
. 0' — Kx = a,
a étant la constante arbitraire ; d’où l’on tire y — b + [ (m — 1 )
(a-f-K.v)] 1 “ m . Donc pour que l’on ait y = l , .il faudra que la
quantité
quantité (a 4 “ k x)' ~ m devienne nulle. Or , si m > o et < 1 ,
l’exposant -L sera positif, par conséquent il sera impossible de
donner à a une valeur qui fasse évanouir la quantité dont il s’agit. Mais si m > 1 , alors l’exposant j 1 - - — devenant négatif, la quantité
( a -f- k x)' ~ m deviendra nulle lorsque a sera infinie ; car faisant
a = , cette quantité deviendra - : , laquelle
( 1 + kcx)~ l
devient zéro lorsque c = o.
La même chose a lieu lorsque m = 1 ; alors l’équation primitive contient des logarithmes ou des exponentielles; car on a y' = K (y — 6),
et divisant par y — b , - ^ b K = o , dont l’équation primitive
est / ( y — b ) — K x = la , d’où l’on tire y = b a e KX , e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité , et a la constante arbitraire. Ici il est .évident qu’en faisant a égal à zéro, on aura y = b. Supposons encore F y = V Y, Y étant une fonction de y qui devienne
nulle lorsque y = b, on aura F 1 y = — ^ ÿ - ; donc , puisque Y devient
nul lorsque y = b , si Y’ ne devient pas nul en même temps , F 1 y deviendra alors infini , et la valeur y = 6 ne sera qu’une valeur singulière. Donc , pour que cette valeur soit une simple valeur particulière, il faudra que Y 1 devienne nul en même temps que Y , en faisant Y = b.
7 6. Par les principes que nous venons d’établir à l’égard des constantes arbitraires , on voit que ces constantes forment la liaison entre les équations primitives et les équations dérivées : celles-ci sont par elles-mêmes plus générales que les équations d’où elles dérivent , à raison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu ; elles équivalent proprement à toutes les équations primitives qui ne différeraient entre elles que par les valeurs de ccs constantes.
On peut donc toujours passer d’une équation regardée comme primitive, à une de ses dérivées d’un ordre quelconque , et réciproquement revenir de celle-ci à celle-rlà , pourvu que cette dernière opération introduise toujours des constantes arbitraires , et qu’on ait soin de déterminer ces constantes , d’une manière conforme à l’équation primitive , comme nous en avons déjà donné des exemples ( n.’ 55 et suiv. ). Avec cette attention , on pourra employer dans l’analyse les opérations relatives aux fonctions , comme on y emploie les opérations ordinaires d’algèbre.
Ainsi, ayant une équation en x et y, on pourra immédiatement en déduire des équations dérivées d’un ordre quelconque ; mais pour revenir de celles-ci à une équation en x et y, il faudra tenir compte des constantes arbitraires , et les déterminer de manière que les valeurs de y et de ses dérivées y y", &c. soient les mêmes pour une valeur donnée de x, comme x = o , que celles qui résultent de l’équation donnée.
Si l’équation proposée n’était que du premier ordre en x, y , y 1 , alors cette équation ne pouvant fournir que les valeurs de y', y", &c. en x et y , ces valeurs, pour x = o, contiendraient la valeur indéterminée de y; par conséquent les constantes arbitraires dépendraient alors de cette valeur, qui serait elle-même une constante arbitraire ; de sorte que dans ce cas toutes les constantes arbitraires se réduiraient à une seule. Elles se réduiraient à deux , par la même raison , si l’équation proposée était du second ordre en x, y , y', et y"; et ainsi de suite.
77. Pour faire mieux sentir l’esprit et l’usage de ces opérations, nour allons les appliquer encore à quelques exemples qui serviront en mêmetemps d’exercices de calcul.
Soit proposée la série
dont on demande la somme.
Supposons-la égale à y, en sorte qu’on ait une équation en * et y,' je multiplie cette équation par x n ~ ce qui donne
Je prends les fonctions primes de tous' les termes , j’ai •
y' x" ~ 1 -J- (n — x) yx" ~ = ( n — i ) x n “ * + mt"
m ( m + 1 ) y> 1 m ( w + 1 ) ( w + i ) y. + 1 1 g cc
où l’on voit qu’il a disparu un facteur du dénominateur de chaque terme.
Je multiplie maintenant l’équation précédente par x m '“", j’ai celle-ci :
y 1 x m ~ 1 4- ( n — 1) yx"-‘ = (n — 1 ) x m “ 2 + mxT ~ 1
I «(« + 0 m I w (wj-i) </n + z) ^ m + , , £, c
Je fais le premier membre =p' (p 1 étant la fonction prime de p), et je prends l’équation primitive , j’ai
P — — — x m ~ J + xT A — + I -| x 1 "* 1 + &c.
Je n’ajoute point de constante arbitraire ici , parte qu’elle peut être censée
renfermée dans p.
Maintenant , en comparant cette nouvelle sérié avec la proposée qu’ôn a supposée égale à y , il est visible qu’on aura l’équation p = * ••
x m — x 4. x*>y. prenant les fonctions primes, et substituant pour p 1 sa
valeur y‘ x m ~* -f* (n — 1) yx”* - " 2 , ou aura cette équation du premier ordre linéaire en y,
( n — i ) x m ~~ 1 -f- y'x m -f- y = y'x m “ * + ( n — 1) yx m ~~,
laquelle se réduit à cette forme ,
Cette équation étant susceptible de la méthode du n.° 67 , on pourra donc trouver la valeur de y en x, qui sera par conséquent la somme de la série proposée. Mais cette valeur devra contenir une constante arbitraire, qu’on déterminera de manière que y soit = 1 , lorsque x = o, comme il résulte de la série donnée.
Si la série n’avait contenu que des facteurs simples 1 , comme
m + 1 î I m -h 2 nfi * " r /1-+-1
on eût trouvé , par les mêmes opérations ,
__ . n — - L y» - » -f- x™ + AT m + l + *”*’ + &C.
Or , on sait que i x + x 3 + &c. = t 1 ; donc on aurait , dans
ce cas ,
prenant les fonctions primes , et substituant la valeur de p 1 , on aurait
y'x m ~ l + (n — i )yx m ~ i =(n — i)x m “*4- , ^ + m (\ — x y *
savoir ,
équation également linéaire du premier ordre.
Cette méthode s’applique à des séries plus compliquées , et peut conduire à des équations linéaires d’un ordre supérieur au premier. J’ai cru devoir au moins l’indiquer , étant presque la seule méthode générale pour la. sommation des suites.
Soit maintenant proposée l’équation
y = Ax Bx 1 + Jf* »
dans laquelle on demande l’expression de x en y. Cette expression peut s’obtenir par la formule connue pour la résolution des équations du troisième degré i voici comment on y peur parvenir par la théorie des fonctions.
En prenant les fonctions primes et secondes , on aura
y 1 = A 4” i Bx 4~ 3 * 1 , y n = i# 4~ 6x } si donc je forme la quantité y 4~ ( m 4- nx ) y 1 4~ ( P 4~ qx 4~ rt l )y" , où m , n , p , q y r, sont des coèfficiens arbitraires , j’aurai un quatrinome qui contiendra les puissances x, x 1 et x 3 , et je pourrai faire évanouir les termes multipliés par chacune de ces puissances ; j’aurai ainsi une équation du second ordre de la forme y x) y' -\-(p-*rqx-\- rx*)y" = C , où C sera une quantité constante ; et cette équation renfermera encore deux coèfficiens indéterminés.
Je pourrai donc encore faire en sorte qu’étant multipliée par a y', elle
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 77 ait une équation primitive ; car , pour cela , il suffira de faire q = x m, r = n , et l’équation primitive sera ,
y 2 + (p + “xrnx 4~ nx 2 )y t2 = xCy + a, a étant une constante arbitraire qu’on déterminera , comme nous l’avons dit , en supposant x = o , et mettant pour y et y' , leurs valeurs tirées de l’équation proposée. Or , elle donne , dans ce cas , y =5= o , y 1 = A ; donc , faisant ces substitutions dans l’équation précédente , elle donnera a p A 2 = a.
Ainsi on aura cette équation en y , du premier ordre ,
y 2 + ( p 4- x m x nx 2 ) y 11 = x Cy -| - p A 2 , ou x ne monte qu’au second degré ; circonstance sans laquelle on n’aurait rien gagné pour la détermination de x en y.
Mais avant d’aller plus loin , il faut satisfaire aux conditions nécessaires pour que la quantité y + (m + nx)y'-f-(p + xmx -}- nx 1 ) y H , après la substitution des valeurs de y , y 1 , y" , devienne égale à une constante C. Cette substitution donne la quantité Ax + Bx 2 4~ ** + ( m -j- nx ) (A + xBx + 3 x 2 ) + ( p + xmx + nx 2 ) ( %B + bx ) ; développant , ordonnant les termes suivant les puissances de x, et égalant à C le terme sans x , et les autres à zéro , on aura
m A 4- x p B = C , ( 1 n) A -*r 6 mB-\- 6 p = o ,
d’où l’on tire n = — { , m
et C =
i B' 9 AB
Retenons , pour plus de simplicité , les quantités p et C , et substituons celles de 772 et n dans l’équation ci-dessus , elle deviendra , en tirant la valeur de y' ,
t V ( p A' 4~ * Cy — y* ) V(9/> — * — *’ )
Il faut maintenant en déduire l’équation primitive en x et y ; mats pour éviter les imaginaires , on doit distinguer deux cas , l’un où les radicaux sont réels , l’autre où ils sont imaginaires ; car puisque toute valeur réelle de x donne pour y et y' des valeurs réelles , il est visible que les deux
radicaux de l’équation précédente seront réels ou imaginaires ensemble.
Supposons donc en premier lieu que (p A* + x Cy — y J ) soit une quantité réelle, il faudra donc que p A 1 -j- C 1 > (y — C 1 ); par conséquent on pourra supposer y — O = V ( p A 1 -f- C* ) sin. j , ce qui donnera V ( p A 1 + x Cy — y* ) = V ( p A 1 O ) cos. ^ , et prenant les fonctions primes y' = V ( p A' ■+• C 1 ) cos. ç ( n.° gz ) ; substituant ces valeurs dans l’équation précédente , elle deviendra , en divisant par 3 ,
et l’on trouvera de la même manière que cette équation donne celle-ci , qu’on peut vérifier aisément,
* + -j- = V ( 9 P + ) sm. ( + a ) ,
a étant une constante arbitraire , qu’il faudra déterminer en sorte que x = o donne y = o , conformément à la proposée. Soit a la valeur de { lorsque y = o , on aura donc les deux équations
— C = V (pA* + C* ) sin. a, et —■ = V ( 9/» + ) sin. ( -y- + * ) »
par lesquelles on déterminera d’abord a , ensuite et. Après quoi on déterminera 1 par l’équation
si0 -T = -i •
et l'on aura
x = + V ( 9 P + "7") sin * ( “3“ + « )•
Et comme au même sinus de f répond aussi l’angle { , augmenté d’une ou de deux circonférences , on aura les trois valeurs de x , en prenant pour { ces trois valeurs f + c,{ + i c , c dénotant la circonférence du cercle.
C’est le cas qu’on appelle irréductible , et où les trois racines sont réelles. Supposons en second lieu que le radical V ( pA* -f- x Cy — y' ) soit imaginaire , il n’y aura qu’à multiplier le numérateur et le dénominateur de l’expression de y' par V ( — 1 ), et l’on aura
3 V ( — p — 1 Cy + >•' ) .
DES FONCTIONS ANALYTIQUES, quantité toute réelle.
Ici j’observe que si on fait «
Y = — C -j- y + V( — p A — ify + y z ) >
et qu’on prenne les fonctions primes , en regardant toujours y comme fonctions de x , on aura
A" = X ( — 9 p + -if- x + )-i,
Y 1 = y' Y ( P A 1 iCy + "y 1 ) ~ S*
de sorte qu’on pourra réduire l’équation précédente à cette forme
— — — = -r=- , dont les deux membres ont pour fonctions primitives
IX et j / Y (n.° ji ). On aura donc cette équation primitive I X = \ l Y + / b , b étant une constante arbitraire ; et passant des logarithmes aux nombres , on aura X = b yj ( Y). Pour déterminer b , on
fera de nouveau x = o et y = o. Or , X devient — j- V — SP »
et Y devient — C + V — p A ; donc on aura
Maintenant , ayant la valeur de X en x , il est aisé d’en-tirer x ; car en
carrant l’équation V ( — 9 p 4 x x 1 ) — X — -f- x,
1/1 • 1 1 ( x - — i gy 4-9?
on en déduira sur-le-champ x = — j-yr — , par conséquent ,
en mettant pour X la valeur trouvée en y , savoir b ÿ (Y) , on aura
(iK- \B)‘ + 9 p
nyrn
Cette expression ne peut donner , comme l’on voit , qu’une seule valeur réelle de x ; c’est le cas où l’équation a deux racines imaginaires.
Si on fait B = o , les formules qu’on vient de trouver dans les deux cas , se simplifient beaucoup , et se réduisent aux formules connues pour la résolution des équations du troisième degré , privées du second terme ;
mais nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce problème , qui appartient proprement à l’algèbre , et que nous n’avons traité ici qu’en passant , et pour montrer , par différentes applications , la manière d’employer l’algorithme des fonctions.
79. Prenons pour dernier exemple l’équation du premier ordre ,
V— V (A + R y + C y' 4~ Dy' + Ey* ) y V(^ H- ~Bx -H Cx' + Dx' -f Ex 1 ) *
en la divisant par le radical en y , on aurait une équation où les variables x et y seraient séparées ; mais il serait impossible d’obtenir ainsi l’équation primitive , parce que les deux membres ne sont point réductibles en particulier à des fonctions primes.
Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des fonctions dérivées. 1
Je suppose d’abord que x et y soient fonctions d’une autre variable t ,
il faudra pour cela substituer - ■ à la place de y' (n.° 63 ) ; x 1 et y
seront alors les fonctions primes de x et y , regardées comme fonctions de t. Or , je puis supposer que x soit une fonction quelconque de t , et l’équation me donnera pour y une fonction déterminée de t ; ainsi je puis supposer que-x soit une telle fonction de t , que l’on ait l’équation
x 1 — ^ (A + Bx + Cx 1 + Dx 3 + Ex*) ,
l’équation précédente , où l’on a mis — y ,— pour y', donnera pareillement
y = y/ (A -}- B y -f* Cy 1 + -Dy 3 4 " Ey 1 ').
Qu’on fasse disparaître les radicaux dans .ces deux équations , qu’ensuite on prenne les fonctions primes , on aura , après avoir divisé l’une par x' , l’autre par y' ,
x x" = B + x C x 4 ~ 3 D x z -f- 4 Ex 3 , x y" = B -f- xCy 4 “ 3-Dy* -j- 4 Ey'.
Faisons x 4 ~ y = p , x — y = q , ce qui donne x =
y — 'V ; les deux équations précédentes ajoutées et retranchées,
donneront
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donneront
?" = c? +-2£- pq + - f- ( 3 r? + V).
De plus , comme p' q 1 — x' J — y' 1 , si on substitue les valeurs de x 1 et de y ’ , tirées des premières équations , on aura
pi q ' = Bq +Cpq (3p'q + <? ) H f -</>’ q + pq % )<
Maintenant je fais cette combinaison
qp" — p'q' — 7~r~ f + E pq % »
multipliant les deux membres par — — , ils deviennent les fonctions
primes de —^4 — et de Dp + £/; de sorte que j’aurai d’abord cette équation primitive du premier ordre ,
— — = Dp + Ep 1 + a ,
ou a est une constante arbitraire.
Pour la déterminer , soit m la valeur de y lorsque x = o , on aura dans ce cas., par les équations ci-dessus,
‘ r x' = V » y 1 = V(-4 4“ B m Cm -f- D m' -f- E m!') , quantité que nous supposerons = n , pour abréger.
Ainsi , puisque p=x + y,ÿ = * — y , p 1 =: x 1 + y 1 ,q' = xf — y, on aura , lorsque x — o , p = m , q = — m , p 1 = <J A + n , q' = V A — n. Faisant ces substitutions dans l’équation qu’on vient
de t rouver, on aura a — ( V' ^ ” ) — D m — E m? , où l’on voit
que puisque m est une quantité indéterminée , la constante a demeure aussi indéterminée ; mais les déterminations précédentes seraient utiles , si par d’autres combinaisons on trouvait de nouvelles équations primitives avec des constantes arbitraires.
Nous avons donc l’équation
P 1 = q V (* + Dp + Ep s ) ,
Ri THÉORIE
qui , quoique du premier ordre , peut néanmoins donner tout de suite l’équation primitive en x et y de la proposée , puisque la valeur de p ‘ , qui est x 1 + y', est déjà connue en x et y. En effet.., substituant les valeurs de p , q et p' , on aura
V {A + Bx + Cx 2 + Dx* -f Ex*) + yj {A -f By + Cf .
+ Df + Ey*)=(x — y) V [a + D {x + y) + E(x +y) 5 ], où a est la constante arbitraire.
Cette équation en x et y est , comme l’on voit , sous une forme assci simple , et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus est tort remarquable ; mais cette équation n’est pas la seule qu’on puisse obtenir par les formules que nous venons de trouver.
Et effet , si on substitue la valeur précédente de p' dans l’équationtrouvée plus haut , pour la valeur de p 1 q 1 , on en tirera
, n 4 - £>+ Hip* +?')-)-- E( P ' + r /l ♦
Ici remettant pour p et q leurs valeurs x y et x — y r et pour q‘ savaleur x 1 — y' = V ( A -f- B x -f- C x 2 + D x 1 + Ex*)' — \J ( A -J- B y -f- Cy 2 + D y 2 + Ey*), on aura une nouvelle équation en x et y avec la constante arbitraire a , qui sera également l’équation primitive de la proposée ; ensuite ajoutant ou retranchant, on en aura deux autres qui seront , à quelques égards , plus simples , et qui seront toutes équivalentes.
* 80. L’équation du premier ordre , dont nous venons de trouver l’équation primitive ; peut toujours , par des transformations convenables , se réduire à la forme
i 1/ ( -t 4- fl cos. ^ y
î V { -i -J- H cos. u ) *
% étant ici une fonction de u. Comme cette équation , traitée directement de la même manière , est susceptible d’une analyse beaucoup plus simple et plus élégante , j’ai cru qu’on ne serait pas lâché de la trouver ici.
On regardera u et ^ comme fonctions d’une autre variable t ; et après
avoir substitué en conséquence — V- à la place de Gy ) , on fera ces deux équations séparées, u' = V ( A -fc- B cos. //), ç'= y (y? -f- B cos. ;
après les avoir carrées , on en prendra les fonctions primes , on aura , en divisant l’une par u! et l’autre par f', ces deux-ci do second ordre , x u" = — B sin. u , x f " = — B sin. £.
Soit maintenant { + u = xp, ç — u = x q , les deux équation» précédentes, ajoutées et retranchées, deviendront par les théorèmes connus, x p" — — B sin. p cos. q, x q" = — B cos. p sin. q.
Il est d’abord visible que si on ajoute ces deux équations après avoir multiplié la première par q' , et la seconde par p' , le premier membre deviendra la fonction prime de x p 1 q 1 , et le second la fonction prime de — B sin. p sin. q ; de sorte qu’on aura d’abord cette équation primitive du premier ordre ,
. x p‘ q 1 = — B sin. p sin. q -f- a
a étant la constante arbitraire.
Pour la déterminer , supposons que u = o donne j = m
on
aura donc dans ce cas u' = ^ { A B) , ç 1 = V ( A -j- B cos. m ) ,
— - «'* D ( cos. m 1 )
P — ~ — > q — — 1 — donc
xp' q' =
■ , sin. p sin. q = ( sin.
1 cos. m ■ 1,
= ; de sorte que 1 on aura
a = x p' q' B sin. p sin. q = o.
. On aura donc simplement l'équation
x p' q 1 = — B sin. p sin. q ;
d’où l’on peut conclure que cette équation primitive ne renfermant point de constante arbitraire , doit être comprise dans les équations primitives d’où nous sommes partis. En effet , on a
xp 1 q 1 — 1 = — r~ ( cos - { — cos - u ) »
ce qui se réduit par la substitution des quantités je et q à — B sin . p sin. inéquation identique avec celle que nous venons de trouver.
Divisons maintenant , par cette équation du premier ordre , les deux équations ci-dessus du second , on aura ces deux-ci ;
p" __ cos. q <7 ' COS. P
o q' sin. q ’ p q sin. p
dont la première étant multipliée par q' , et la seconde par^ , donneront ces équations primitives.,
lp' = l sin. q + la , Iq 1 = / sin . p -+• Ib y ou bien , en passant des logarithmes aux nombres , p 1 = a sin. q , q' = b sin. p ,
g. et b étant des constantes arbitraires , qu’on déterminera par les même# suppositions que ci-dessus ; d’où l’on aura
V ( A -f- B cos. m ) +• V ( A -j- B )
i sm. — —
^ V ( A 4~ B cos. m ) V ( A -p B )
i sm. — —
Ces deux équations pourraient donner chacune une équation primitive' en u et ^ par la substitution des valeurs de p , q , p' , q' ; on aurait ainsi
V ( A -J- B cos. f) + -f- B cos. u) = ra sin. ^
V ( A -f~ B cos. ^ ) — y ( A -f- B cos. u ) = i b sin. 1 “■
Comme les valeurs de a et b renferment l’indéterminée m , chacune de' ces valeurs pourra être regardée aussi comme indéterminée en particulier ; ainsi dans chacune de ces équations à part , on pourra regarder a ou b comme constante arbitraire ; mais si on voulait faire une combinaison quelconque de ces équations , il faudrait employer les valeurs de a et b trouvées ci-dessus, et alors la quantité m serait la seule constante arbitraire..
Mais comme ces équations sont compliquées de radicaux , il sera à propos de chercher encore une autre équation primitive d’après les deux équations du premier ordre qu'on vient de trouver , savoir p‘ = a sin. q >>
q' = b sin. p ; or , en divisant l’une par l’autre , on a -A- = ■ a , Sl . n ‘ q - ; 7 r r ? bsm.p *
et multipliant en croix bp' sin. p = aq' sin. q r d’où l’on tire tout de suite l’équation primitive
b cos. p = a cos. q + c ,
a étant une nouvelle constante arbitraire qu’il faudra déterminer comme ci-dessus. Or , en faisant u = o et ^ = m , on a p = q = ; donc
Téquatlon précédente donnera
c = ( b — a ) cos.
V { 4 + B ) cos.
sin.
Substituant les valeurs de a , b , c , ainsi que celles d ç p = ,
et 2 = — T 7 '' dans I,éc I uat ‘on précédente , et faisant les réductions de*
sinus et co-sinus , elle prendra certe forme très-simple ,
eos. — x cos. -f sin. -i- * sin. — — x — A + B ^ m)
11 * 1 V GîT+b)
c est 1 équation primitive de la proposée du premier ordre en u , ^ et ^ t et l’angle m en est la constante arbitraire.
8i. On peur regarder les angles-^- , et— comme les trois côtés d’un triangle sphérique ; il est visible qu’alors , dans l’équation précédente , la quantité — ^ m) sera le co-sinus de l’angle
compris entre les côtés et , et par conséquent opposé au côté -"î-
par les formules connues de la trigonométrie sphérique ; c’est la valeur de lorsque u= o et { = m. Ainsi cet angle sera constant en même
temps que le côté - , tandis que les deux autres côtés varient.
Soit Afcet angle constant , on aura donc V ^ d- B cos. m )
— cos.
d’où l’on tire ~4~ ~
B sin. fll‘
sin.
= — i. si
' sm. M
on fait cette substitution dans l’équation proposée en u et et qu’on suppose , pour abréger , = M ,elIeseréduiraàcetteforme { '=
V [' m’ (sin. -S-Y 1
y ^ t u . ^ _- fl » y j > dont ^ équation primitive sera la relation entre
les côtés — " — et — ^ — d’un triangle sphérique , dans lequel /u sera
le rapport des sinus des angles aux côtés opposés , rapport qu’on sait être le même pour tous les angles et les côtés opposés ; de sorte que ce rapport seul étant donn£ , il restera l’angle ou le côté pour arbitraire.
La considération du triangle sphérique peut servir à faire voir plus facilement comment cette équation primitive satisfait à celle du premier
ordre. Cette équation étant cos. — cos. — — -j~ cos. M sin. — ^ ~
sin. — — = cos. ~ , si on prend les fonctions pjimes , en regardant {
comme fonction de u , et m , M comme constantes , on aura
( cos. M cos. -j— sin. — ■ “ — sin. —j— cos. ) {' + cos. iVf
sin. — cos. — cos. — ï— sin. = o :
substituons à la place de cos. M, sa valeur tirée de la même équation, il viendra celle-ci ,
Maintenant, si dans le même triangle sphérique, dont — 7—, — ™ — sont les trois côtés , et M l’angle opposé au côté — , on désigne par l ^ et Z les angles opposés aux côtés— et , on aura également cos.— — -
7 m , jr • 7 • m ï u
= cos. — 1 — cos. h cos. V sin. — — sin. , et cos. — = cos. — »
cos. - ^ co sfZ sin. sin. — ,* je donne à cos. Z le signe — , parce
que je suppose l’angle Z obtus. Donc , faisant ces substitutions, et divisant toute l’équation par sin. — ^ — , elle deviendra ^ cos. V — cos. Z = o ,
d’où ^ =2= — Mais , par la propriété générale des triangles
sphériques , on a
sin. V sin. Z sin. M _ .
sin. —j— sm. —r— sin.
donc sin. V = sift. — — , sin. Z = /x sin. — ■[ — , et de- là ,
cos. F = v [ I — M* ( sin. y ] , cos. Z = V [ 1 — /** ( sia. y ] ;
substituant ces valeurs > on aura l’équation du premier ordre qu’il s’agissait de retrouver.
Si l’angle Z , que nous avons supposé obtus , était aigu , ainsi que l’angle V , alors , au lieu de l’équation on aurait celle-ci ^
+ cos. y" == 0 , qui ne diffère que par le signe de ^ , et dont l’équation primitive sera la même.
Si. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d’équations :
l’équation du n.° 80 étant mise sous cet{e forme - 7 7" . , ,, -r »
= y ' cû s~ û 7 ~ ’ s,, l-P osons 1 ue f “ s °i £ fonction primitive de
y\ â. -j- u cos. u )
, sera pareillement la fonction primitive de
■y' { A -(- B cos. \ )
, ^ étant regardé comme une fonction de « , dont ÿ
est la fonction prime. Ainsi , en repassant aux fonctions primitives , on aura sur-le-champ cette équation primitive
a érant la constante arbitraire.
Cette équation devra donc coïncider avec celle que nous avons trouvée dans le numéro cité , et où la constante arbitraire est m ,-par conséquent sa constante arbitraire ne pourra être qu’une fonction de la constante arbitraire m. Soir donc a = F ru , on aura f? = fu -j- Frn ; mais m est la valeur de ç , lorsque u = o ; supposant donc , pour plus de simplicité , que la fonction fu soir prise de manière qu’elle soit nulle , lorscpje u = o ,
il faudra qu’en faisant u = o,on ait aussi ^ = m , par conséquent on aura fm = Fm ; donc l’équation primitive qu’on vient de trouver deviendra r=.fu fm , à laquelle satisfera cette relation algébrique
cos.
cos.
sin.
sin.
-f-VC
cos. m
COS
Ainsi , quoiqu’on ne puisse pas trouver la forme algébrique des fonctions/!/, f{,fm, 011 P eut néanmoins trouver une relation algébrique entre trois quantités [ , u , m , telle que l’on ait =fu -}- fm. Donc aussi , si dans
l’équation précédente on change f en y , et u en \ , on aura cos. cos. -~- + sin. -^-sin. -i- V ( m ) = cos. -J- , et fy =/{ + fm.
Et changeant encore y en x , ^ en y , ce qui donnera cos. — cos. -*£-
sin. — ~ - sin.
y . j A -f~ B ros. m
cos.
on aura
de même fx = fy -J- f m > et ainsi de suite.
On aura donc successivement // = fu -f- fm , fy = fu -J- zfm , fx = fu -f- 2fm , &c. ; et les relations entre y , u et m , entre x , u et m , &c. se tireront des relations précédentes , en éliminant d’abord ensuite y , &c.
On peut appliquer cette théorie à la forme générale de l’équation que nous avons considérée dans le n.° 79 , et en tirer des conclusions semblables ; mais si on rapporte , comme dans le n.° 81 , les formules précédentes aux triangles sphériques , il en résulte une construction élégante que voici :
Soit formé un triangle sphérique , dont les trois côtés soient f , u , m ( pour éviter les fractions , je substitue les quantités zp , zx, z/n, à la place de { , u , m dans les formules du numéro cité ), et où l’angle entre u et m soit obtus , l’angle compris entre les deux côtés u et f demeurant constant ; qu’on transporte successivement le côté m le long de ces mêmes côtés prolongés , de manière qu’il en résulte une suite de triangles , dont chacun ait toujours un côté commun avec le triangle précédent, et qui aient tous ^ même côté ni , et l’angle commun M opposé à ce côté, alors ,
si
si les côtés qui comprennent cet angle sont successivement pour ces
differens triangles u et ç , f et y , y et x , &c. on aura
f{ = fu fai , fy = fu ■+■ ifm ,fx =fu + 3 f m > &c - »
fu étant la fonction primitive de la fonction — - — ; — , et ainsi
J 1 ÿ l 1 stn. u )
des autres fonctions semblables, où u= ■ Ml1 ' M ■.
r sin* m
De-là on peut trouver facilement les valeurs des côtés y , x , &c. des nouveaux triangles ; car , en considérant les triangles isocèles formés par le même côté m transporté alternativement , les perpendiculaires abaissées de leurs sommets couperont les bases en deux parties égales, et les triangles rectangles formés par ces perpendiculaires et par les côtés qui comprennent l’angle commun M , donneront tout de suite , par l’analogie connue pour les triangles rectangles , ces équations
rang. = cos. M tang. { ,
tang. — = cos. M tang. y ,
Et si on fait u =? m , en sorte que le premier triangle soit isocèle , on aura de plus l’équation
tang. — = cos. M tang. m ,
et l’on aura alors
fl — ^f m > fy — 3 f m > f x — 4 f m y &c -
Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles sphériques , ce que la 'construction du problème 19 des questions géométriques de l’arithmétique de Newton , est pour les triangles rectilignes.
En effet , si on rend rectilignes les triangles sphériques dont les côtés sont m , u , f , y , &c. les équations ci-dessus deviennent j = rm cos. M , u + y = 2. ^ cos. M , x ■+- ^ = xy cos. M , &c. ; et il est facile de prouver qu’alors la fonction fu devient proportionnelle à l’angle dont
le sinus est ■ ,• de sorte qu’en prenant le côté m pour le sinus
de l’angle opposé M , on aura
{ = sin. a M , y = sin. 3 M , &c.
83. Nous nous sommes un peu étendus sur les propriétés des fonctionsde la forme fu , parce que les géomètres s’en sont beaucoup occupés , et que ces fonctions se présentent dans la solution de plusieurs problèmes.
Si on demande , par exemple , le mouvement d’un pendule qui oscille d'une manière quelconque , nommant r la longueur du pendule , -\J- l’angle dont il est éloigné de la verticale dans un instant quelconque , et la plus grande valeur de , $ la plus petite , supposant la gravité égale à l’unité , et faisant
sin. u = V (
COS. ,fl cns. -I
eus. COS. a.
cos. /S* c os. <t »
( cos. fS cos. a )"-f- sin. *’ ' *
2 ( cos. ras, g ) v
( eus. ^ -t- eus. CL )*-t-sin. '*
on aura X V rfu pour l’expression du temps depuis le point le plus bas* en supposant , comme ci-dessus ,
P U = y. TT — .
J V ( 1 — sul * “ )
La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale , sera exprimée
par
y 2 . sîn. a sin. p
y r* sin. 4' * V(cos- * -j- cos. ) 0 *
et sera par conséquent nulle lorsque le pendule passera par la verticale * dans lequel cas on a @ = o ; c’est le cas des oscillations ordinaires.
84. On peut appeler analyse directe des fonctions , la manière de trouver les fonctions et les équations dérivées , parce qu’elle n’est fondée en effet que sur des méthodes directes , et qu’elle n’emploie que des opérations qu’on peut toujours exécuter par les règles que nous avonsexposées. Mais la manière de revenir de ces fonctions et de ces équationsà celles d’où elles peuvent être dérivées , et qu’on peut regarder comme leurs primitives , forme une autre partie de l’analyse des fonctions , qu’on peut appeler analyse inverse , parce qu’elle dépend des mêmes méthodes et des mêmes règles , mais prises inversement , et qui , par cette raison , nes’appliquent pas toujours avec la même Facilité ni le même succès. Il en
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 9 i est de ces deux parties de l’analyse des fonctidhs, comme de celles de J’arirhmétique et de l’algèbre qui ont pour objet les opérations directes de la multiplication et de l’élévation aux puissances , et les opérations inverses de la division et de l’extraction des racines. Les opérations de la première espèce sont toujours possibles par les règles connues , et donnent toujours des résultats exacts ; celles de la seconde espèce , au contraire , ne le sont que dans certains cas , au moins rigoureusement , et dans tous les autres elles ne peuvent donner que des résultats approchés.
L’analyse directe des fonctions est donc renfermée dans les règles que nous avons données pour trouver les fonctions dérivées , du moins pour ce qui regarde les fonctions d’une seule variable. Quant à l’analyse inverse, elle dépend aussi des mêmes règles ; mais la difficulté consiste dans leur application aux différens cas.
Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales formes de fonctions ou d’équations , et nous nous sommes sur-tout appliqués à bien établir les principes généraux de cette analyse inverse.
Comme notre dessein n’est pas d’en donner un traité complet , nous n’ajouterons point ici d’autres détails ; mais ceux qui savent le calcul différentiel , ne peuvent manquer d’appercevoir déjà la conformité de l’analyse des fonctions avec ce calcul , et la correspondance des analyses directe et inverse avec les deux parties de ce calcul qu’on appelle calculs différentiel et intégral. Ainsi, il leur sera aisé, s’ils le jugent à propos, de transporter aux fonctions les différentes méthodes d’intégration trouvées jusqu’à présent. Nous démontrerons plus bas cette conformité , d’une manière directe et rigoureuse. Nous aurions même pu comrftencer par là , et rappeler ainsi tout de suite notre analyse des fonctions au calcul différentiel ; mais la marche que nous avons suivie , nous a paru plus propre à remplir l’objet que nous nous sommes proposé , et qui consiste uniquement à lier cette branche de l’analyse avec l’analyse élémentaire, sans la faire dépendre ni même rien emprunter d’aucune considération étrangère.
8j. Nous n’avons encore traité que des fonctions d’une seule variable ; il n’est pas difficile d’étendre la théorie de ces fonctions aux fonctions de deux ou de plusieurs variables.
9 z THÉORIE
Soi tf(x, y ) une fonction quelconque de deux variables x et y , qu’on regarde comme indépendantes l’une de l’autre. Si , dans cette fonction , on met à- la-fois x 4- i à la place de x , et y o à la place de y , i et o étant deux quantités indéterminées , qu’ensuite on développe la nouvelle fonction^ (x-f-i,y+o), suivant les puissances ascendantes de i et o , il est clair que le premier terme , sans i ni o , sera f ( x , y ) , et que les autres seront de nouvelles fonctions de x et de y , multipliées successivement par i, o , i 1 , ioj o' , i’ , &c. ; ces fonctions dérivent de la fonction primitive x , y ) > et c’est la loi de cette dérivation qu’il s’agit de déterminer. Pour y parvenir de la manière la plus simple , on commencera par supposer qu’il n’y ait que la variable x qui devienne x -f- i , la variable y demeurant la même. Dans ce cas , désignant , comme on l’a fait jusqu’ici , par f , f y f 1 " , &c. les fonctions primes , secondes, tierces, &c. relativement à x seul , on aura
/(*+i > y ) — /( * r y ) 4 - if ( * > y ) 4 - --f" (*>y) 4 - ~/ ,w ( * >y > ) +
Substituons maintenant par tout y -f- o à la place de y , on aura f ( x 4- i , y + o ) = / ( .r , y -f- o ) -f if ( x , y + o ) -7- /"(*» y + o) + /"[(x^y + o) -h &c.
Or , si on désigne maintenant par f ,f„ , f.„ , &c. les fonctions primes , secondes , tierce» , &c. relativement à y , il est clair que la fonction /( * » y -h o ) , considérée comme fonction de y -}- o , et indépendamment de x , deviendra
/( * , y ) + y ) + ( * , y ) + — ~fm (*,>) + &c.
De même , en supposant toujours que les traits appliqués au bas de la lettre f, indiquent des fonctions primes , secondes , &c. relativement ày, des fonctions déjà désignées par f , f " , &c. on aura
f 1 j y 4- o)=f'(x ,y) 4- of'(x,y) +-~~/' t (x,y) 4- & c.
4 - o) = f'(x ,y ) 4- o/ r /(ar,y 4 - ~ f! (x,y) 4- £<c. r et ainsi de suite.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 9 j Faisant donc ces substitutions, et ordonnant les termes par rapportaux puissances et aux produits de i et o , on aura
/(* + i- y y + o) — f(x , y) + if'(x , y) + o f, (x ,y)
H — q— /"(*,y) + io f! (*>y) +-^-/*(*»y) +—/"(*> y) + ( x y y ) + -T~ fn (* » y ) + xy/w (* » y ) + &c - ?
où la forme générale des termes est
«mu*
l O s*rt * *
S6. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le développement de/’(* + i, y + o) nous avons commencé par substituer dans/( x , y ) , x + i pour x , et nous avons développé suivant i , nous avons ensuite substitué dans tousles termes de ce développementy + o pour y, et nous a\ons ensuite développé suivant o. Or, il est visible qu’on aurait identiquement le même résultat , si on commençait par la substitution de y -j - o pour y , et par le développement suivant o , et qu'on fît ensuite la substitution de x + i pour x , et le développement suivant i. De cette manière , on aurait d’abord les fonctions primes , secondes , &c. relativement à y , savoir ,f (*,y) ,f„ ( x , y ) , &c. ; ensuite on aurait les fonctions primes , secondes, &c. de celles-ci, qui suivant la notation que nous venons d’établir , seraient représentées par f,' (.v,y) y /'/(x,y), &e. yf,/ (x,y) ,/'/ (.v,y), &c.; et on obtiendrait ainsi la même formule que ci-dessus , comme cela doit être. Or , dans le premier procédé, la fonction f/ (x, y ) s’obtient en prenant d’abord la fonction prime de f ( x , y) relativement à x , ce qui donne f (x,y) , et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y; et dans le second procédé la même fonction s’obtient en prenant d’abord la fonction prime de f (x, y) relativement à y , ce qui donne f, ( x , y ), et ensuite la fonction prime de cdle-ci relativement à x. D’où il suit qu’il est indifférent dans quel ordre se fasse la double opération nécessaire pour passer de la fonction primitive f(x, y) à la fonction dérivée //(■*•, y) ; et comme on doit dire la même chose des autres fonctions marquées par des traits placés au haut et au bas do
la caractéristique f , on en peut conclure en général que les opérations indiquées par ces traits sont absolument indépendantes entre elles , et qu’elles conduisent aux mêmes résultats , quelqu’ordre qu’on suive , en prenant les fonctions primes relativement et à x et à y , indiqués par chacun des traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi , par exemple , on aura également la valeur de f", (x, y), en prenant la fonction seconde de /(x, y) relativement à x, et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y, ou en prenant d’abord la fonction prime de /(x,y ) relativement à y, et ensuite la fonction seconde de celle-ci relativement à x, ou bien en prenant la fonction prime de /(x, y ) relativement à x, ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y, et enfin la fonction prime de cette dernière relativement à x; et ainsi des autres.
87. Soit, par exemple, /(x, y) = xV( 1Jf y + y*)> on aura la fonction prime relativement à x, (x, y) = ^ (xxy -j- y 3 )
+ t — ~ ; — , et sa fonction prime relativement à y sera
VI **jr+y) v J
v u J + y )"" = f'( x > y) » ensuire Ia fonction prime de f (x , y )
relativemet à y, sera
■±JL
VU'J'-hjr*) (z X j +y)i
tr-i -y
et la fonction prime de f(x, y) relativement à x sera ~ ÿ ^ l x ^. T y ^
— — — — j...., J J — __ y;(x, y). Quoique ces deux expressions de ( 1 x y + y‘ Y
fl (x, y) paraissent différentes, elles sont cependant identiques ; car elles
Ensuite, en prenant ••
la fonction prime de f‘{x,y ) relativement àx, c’est-à-dire, la fonction seconde de /(x, y) relativement àx, on aura f" (x, y) = ~ ÿ~Çi * ■ )
; et prenant maintenant la
se réduisent l’une et l’autre à ,r } . j~ ■>'
Ci xy -f-y'
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fonction prime de celle-ci relativement à y, on aura; après les réductions ,
3 x' y' ~f- 3 xy*
(ixy + y )*
De même , en prenant la fonction prime de/' ( x , y) relativement àr, on trouvera
( lx y + y J 1
et ainsi de suite.
88. Il résulte de-Ià, que pour que des fonctions données dexety puissent être prises pour des fonctions dérivées d’une même fonction primitive, il faut qu’elles satisfassent à certaines conditions.
Ainsi , si F (x,y) et <p (x,y) représentent des fonctions données de x , y : pour qu’on puisse supposer F (x, y ) =f (x , y ) , et <p ( x , y ) —fi C x » y ) » ‘1 faudra que l’on ait f l (x,y) = F / (x J y)=cp'(x,y).
Et, en général, pour qu’on puisse supposer F(x , y) = /” (x, y) » et <p(x, y)=/ p ? (x,y), il faudra que l’on ait/”* J (x, y) = F' (x,y)
= fA x >y)>
Par exemple , si F( x , y ) = » P(*»y) = IT +y »
on pourra supposer F (x,y) — /' ( x ,y) , 9 (* , y) = / (* , y) ; car on trouve F, ( x , y ) = y py - = ç' ( x , y ) ,• mais on ne pourrait
pas supposer F (x, y ) ==/' (x ,y), et <p(x,y) =f" (x, y),- car alors il faudrait que F ( x , y ) = cp, ( x , y ) , ce qui n’est pas.
89. Les fonctions de deux variables engendrent donc differentes sortes de fonctions dérivées relatives à chacune de ces variables. Comme nous avons distingué ces fonctions dérivées par des traits supérieurs qui se rapportent à l’une des variables x , et par des traits inférieurs qui se k rapportent à l’autre variable y , nous nommerons fonctions primes , secondes , &c. selon x ou y , les fonctions marquées p 3 r de seuls traits supérieurs ou inférieurs , et nous nommerons simplement fonctions primo-
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primes , seœnJo-prinres , primo-secondes , &c. les fonctions marquées à la fois par des traits supérieurs et inférieurs ; en énonçant le trait supérieur le premier et l’inférieur le second.
9c. A l’imitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonctions d’une seule variable , si on regarde ç comme une fonction de x er y , on pourra dénoter par ^ , {" , {/, , &c. ces différentes fonctions
dérivées, en appliquant à la lettre ç les mêmes traits qu’on appliquerait à la caractéristique f de la fonction J\x , y) , qu’on suppose représenter la valeur de ç , et on nommera ces fonctions de la même manière.
Ainsi , x devenant x -j- i , et y devenant y -}- o, la quantité ç, fonction
de x , y , deviendra ( n.° 8$) { + if' + i\, H ç" + roç/ +
le terme général de cette série étant , comme dans l’endroit erré ,
91. A l’égard de la manière de trouver ces différentes fonctions, il est clair qu’il n’y a qu’à suivre les mêmes règles que pour les fonctions d’une seule variable ; les traits supérieurs de la caractéristique indiquant l’ordre de la fonction dérivée relativement à x seul , et les traits inférieurs indiquant l’ordre de la fonction dérivée relativement à y seul.
Ainsi, en prenant les fonctions primes de selon x et y , on aura les valeurs de et f, ; et de-là , en prenant encore les fonctions primes relativement à x et à y , on aura les fonctions dérivées du second ordre , fy ; et ainsi de suite.
Il est bon de remarquer ici que pour les fonctions de deux variables , il y a deux fonctions dérivées du premier ordre 7' et ^ , trois du second ordre j" , {/, ç n , &c. de sorte que pour l’ordre m m, il y aura un nombre m H- 1 de fonctions dérivées..
91. Si la fonction ^ n’était donnée que par une équation entre x, y , on considérerait que , comme cette équation doit avoir lieu, quelles que soient
les
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 97 les valeurs de x et y , elle aura aussi lieu en y, mettant x -f - 1 et y -f- o à la place de x et y , quelles que soient les quantités i et o ; de sorte qu’en développant , après cette substitution , l’équation suivant les puissances et les produits de t et o, il faudra que les termes multipliés par une même puissance ou produit de i et o, forment des équations séparées. Mais nous venons de voir que dans le développement d’une fonction de x et y, les termes multipliés par i donnent la fonction prime selon x , ceux
multipliés par o donnent la fonction prime selon y, ceux multipliés par
la fonction seconde selon x , &c. Donc , ayant une équation quelconque entre x, y, q , et regardant { comme une fonction de x et y donnée par cette équation , on pourra , en prenant les différentes fonctions dérivées de tous ces termes , en déduire autant d’équations dérivées de différons ordres , qu’on appellera de même , équations primes , secondes , &c. selon x ou y , équations primo-primes , secondo-primes , &c. et en général , équations dérivées du premier ordre , du second ordre , &c. Ces équations serviront à trouver les valeurs de q 1 , q , , q^ , &c.
Si donc on représente par F (x , y, ^) = o l’équation proposée pour la détermination de et qu’on désigne simplement par F' (x), F' {y) , F' ( q ) les fonctions primes de F ( x , y , q ) , prises relativement à x , y , q , considérées séparément et comme des variables indépendantes , il est aisé de voir, par les principes établis (n.’ yt) pour les fonctions d’une seule variable, que t [F' (x) -f- q 1 F 1 ({)] sera le terme affecté de i, et o [F' (y) -J- f F'(ç)] le terme affecté de à dans le développement de F(x, y , {) , après la substitution de x -f- i et y + o pour x et y, q étant regardé comme fonction de x et y.
Ainsi , F' ( x ) + {' F' (.{) sera la fonction prime relative à x , et F 1 (y) -1- q, F' ( ç ) la fonction prime relative à y de F(x, y, ç); de sorte qu’on aura ces deux équations primes
F' (-v) + F 1 (q) = o, F' (y) + q f F'(q) = o; d’où l’on tire
Ayant ainsi les valeurs de q- et q , on en déduira celles de q* f q' , q , &c.
N ' ff
en prenant de nouveau les fonctions primes de celles-ci relatives k x et y ; et ainsi de suite.
93. On peut aussi rappeler immédiatement cette théorie à celle des fonctions d’une variable , en regardant ç comme donné en x et y , et y comme une fonction indéterminée de x. Ainsi , en regardant d’abord ^ comme fonction de x , la fonction prime de F (x , y , f ) sera , par les principes du n.° 31 , F (x) + y 1 F (y ) -f- ç 1 F ({) ,• mais { étant considéré comme fonction de x et y , et y comme fonction de x , la fonction prime de f sera représentée par f -f- y 1 ç, ; mettant cette valeur à la place de ^ , on aura F ( x ) -f- F (f )x -f- y [ F (y) + ^ f ) ] pour
la fonction prime de F ( x , y , ç ).
Donc , ayant l’équation F(x , y , ç ) = o , on aura l’équation prime F (x) -f {' F ({) + y 1 IP {y) + {, F ({)] = o.
Mais y étant regardé comme une fonction indéterminée de x , l’équatiot* précédente doit avoir lieu , quelle que soit la fonction y* ; elle se décomposera donc en ces deux- ci ,
F (x) + î 'F( î ) = o,F(y) -I- ï,F{î> = o, comme plus haut.
On pourrait trouver de la même manière les équations dérivées dess ordres supérieurs.
94. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forment de la brème manière , et par les mêmes règles que celles d’une seule variable , en considérant chaque variable séparément et successivement il s’ensuit que tout ce que nous avons démoutré sur les fonctions d’une seule variable , peut s’appliquer dé même aux fonctions de deux variables.
Ainsi , il sera facile d’étendre aux fonctions de deux variables , la méthode générale que nous avons exposée pour le développement en série rationnelle de toute fonction d’une variable , et d’eD déduire des résultats semblables. ( Voye ^ la seconde Partie ).
Enfin , il est visible qu’on pourra traiter aussi par les mêmes principes les fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables, puisqu’il
ne s’agira que de répéter les mêmes opérations séparément pour chaque variable.
Nous nous contenterons donc ici de présenter les observations les plus importantes sur la nature et l’usage des fonctions et des équations dérivées entre # trois variables.
95. Considérons en général l’équation F (x , y , ç ) = 0; elle donne ( n.° 52 ) les deux équations primes F 1 ( x ) + {' F' ( ^ ) = o et F 1 (y ) -h F 1 ( ç ) = o , qui auront par conséquent lieu en même temps que la proposée. Donc une combinaison quelconque de ces trois équations aura lieu aussi , et pourra par conséquent tenir lieu de l’équation primitive.
Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la fonction F( x , y j ç ) , ces constantes seront les mêmes dans les fonctions dérivées F 1 {x) , F' (y) , F 1 ({) ; ainsi on pourra , au moyen des trois équations dont il s’agit , éliminer ces deux constantes , et l’équation résultante sera une équation du premier ordre entre x , y , f , y' et ^ qui renfermera deux constantes de moins que l’équation primitive. Donc, réciproquement, si on n’a pour la détermination de £ en x et y qu’une équation du premier ordre entre x , y , ^ , ç' et ^ , l’équation primitive entre x , y et { devra contenir deux constante^ arbitraires.
Ceci est analogue à ce que nous avons vu relativement aux fonctions d’une seule variable ( n.* 55 ); mais nous avons vu aussi (n* y x ) que la quantité arbitraire qui doit se trouver dans l’équation primitive , peut n’être pas constante , et donner cependant par l’élimination la même équation du premier ordre. La même chose peut donc avoir lieu ici ; et il est aisé de concevoir qu’on aura encore la même équation du premier ordre par l’élimination des deux arbitraires a et b , quoiqu’elles ne soient pas constantes , pourvu que les deux équations primes soient encore de la même forme.
Désignons simplement par P ( a ) et F 1 (b ) les fonctions primes de F ( x , y , j ) , prises relativement aux quantités a et b contenues dans cette dernière fonction ; il est aisé de voir , par les principes établis , que si a et b sont regardés comme des fonctions de x et y , la fonction prime de F ( x , y , { ) relative à x., devra être augmentée , à raison des deux nouvelle*
variables a et b , de la quantité a' F ' (a) 4 - b 1 F 1 ( b ), et que la fonction prime, relative à y , devra être augmentée pareillement de a, F 1 (a ) -f- b, F 1 (b).
Supposons b = fa , on aura b 1 = a'f'a ( n.* ) , et par conséquent
aussi b , = a, f a ; donc les quantités à ajouter aux deux fonctions primes seront a' [F 1 (a) + f'a x F (b ) ] , et a, [-F' ( a ) + f' a * F 1 ( b ) ] ; par conséquent elles disparaîtront à la fois en prenant a telle qu’elle satisfasse à l’équation JP ( a ) + f'a x F' (b) = o ; la fonction fa de a r qu’on a prise pour b , demeurant absolument arbitraire»
De-là résultent donc ces conclusions importantes : i.® Que l’équation primitive qui satisfait en général à une équation da premier ordre , doit renfermer une fonction arbitraire ;
i.® Que si pour une équation donnée du premier ordre on trouve une équation primitive F(x,y,{) = o , qui renferme deux constantes arbitraires a et b , il n’y aura qu’à faire b=fa , et prendre n de manière qu’elle satisfasse à l’équation F' ( a ) 4 * f'a x F' (b) = o ; la fonction» désignée par fa sera la fonction arbitraire \
3.® Qu’ayant une équation quelconque entre x , y , ^ qui renferme une' fonction donnée , on en peut déduire une équation du premier ordre où* cette fonction ne se trouve plus» En effet y si est la fonction qu’on veut faire disparaître , p étant une fonction donnée de x , y , ç , il n’y aura qu’à prendre les deux équations primes , suivant x et suivant y , de l’équation proposée ,on aura trois équations qui renfermeront <pp et 1 p'p , en désignant par <p'p la fonction prime de <pp prise relativement à p; d’où , éliminant ces deux fonctions , il résultera une équation du premier ordre où la» fonction <pp ne se trouvera plus»
9 5 » Soit , par exemple , { — ax — by — c = o une équation, donnée ; les deux équations primes seront f — a = o , 7, — b = o ’ y éliminant a et b de ces trois équations , on aura l’équation du premier ordre f — x ç 1 — y — c = o , dont f — ax — by — c = o sera» l’équation primitive , a et b étant les constantes arbitraires.
Maintenant , en supposant % — ax — by — c = F(x,y,f), on aura F' (a) = — x , F 1 (b) = — y. Donc , faisant b = fa T l'équation pour déterminer a sera — x — y f a = o » d’où l’a»
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. xo-i lire f a = — —y— ; ce qui donne a = 9 ( — * - ) , 9 désignant la fonction inverse de/ 7 . Ainsi la fonction l’étant indéterminée , la fonction 9 le sera aussi; donc a et# seront deux fonctions indéterminées de - y - f
ou plutôt dépendantes d’une même fonction indéterminée de — — ;
et £ -f yy — sera par conséquent une fonction indéterminée de — y — ,
Désignant donc cette fonction amplement par 9 ■- * - , l’équation primitive deviendra *
Si o» prend les deux équations primes de celle-ci , on aura ï—y<P'--j~x-jr — 0 r et î( — p -y- +y9'-y-*~r = ov Éliminant de ces trois équations les deux inconnues 9 — - et 9' — ~ — , 0» aura , comme plus haut , { — xç' — y — c = o pour l’équation
dérivée du premier ordre , délivrée de la fonction 9 -y— r
97. Cette propriété des équations primes de pouvoir servir à faire disparaître une fonction quelconque , est très-utile dans beaucoup d’occasions, et sur- tour pour les développemens en série.
Pour en donner un exemple , soit proposée i’équation
? = x + y fi
pour la détermination de ç étant une fonction quelconque de et supposons qu’on demande la valeur de ^ en série suivant les puissances de y, il est visible que les deux premiers termes seront x yfx ; et si , pour trouver les termes suivans, on suppose ç = x -f- yfx -j- A y 1 -j- By 3 -}- &c. , il faudra développer la fonction f f suivant les puissances de y , et comparer ensuite les termes pour pouvoir déterminer les valeurs de A, B, &c.; mais» de cette manière , on n’aurait pas la loi de ces valeurs 1 il y aura doue de
loi
THÉORIE l’avantage à employer , au lieu de l’équation proposée , une équation du premier ordre où la fonction /{ne se trouverait pas.
Prenant donc les éqnations primes suivant * et suivant y , on aura {' = i 4 ~ y/{ x {' , et {, = /{ -fayf'î * {/ , en dénotant par f { la fonction prime d e/{ relativement à { ; d’où , éliminant /{ , on
tire d’abord {, — {'/{ = o. Mais l’équation primitive donne /{ = ^ ;
donc , substituant cette valeur dans la dernière équation , on aura cette équation du premier ordre , délivrée de f \ :
Comme le premier terme de l’expression de { en série de y est évidemment x, nous supposerons en général
{ = x -f- Ay -j- By * 4- Cy 3 + &c. ,
A y B , C , &c. étant des fonctions de x , nous aurons {' = i 4 • A' x
4- B'y 1 C'y 3 + &c. , A 1 , B' , &c. étant les fonctions* primes
de A , B , &c. , regardées comme fonctions de x , ensuite {, = A + B y
+ 3 Cy 1 4 ~ + &c. ; donc on aura , en substituant ces
valeurs ( i -f* A'y ■+■ B'y' 1 4 - C'y* 4~ &c. ) ( A 4- By 4- Cy* 4" &c. ) ■ — A — %By — 3 Cy* — &c. = 0 ; savoir ,(A A' — B)y 4 - ( B A' 4- AB' — xC)y z +(C A' + B B' AC - — 3 J5 ) y 3 4" &c. = o;
d’où l’on rire tout de suite
B =? AA' ,C = — ~ ( AB' 4 - BA'),D = -y- ( AC' + BB' 4- CA 1 ), &c.
Ici la quantité A demeure indéterminée ; mais nous avons déjà vu que les deux premiers termes de { dans l’équation proposée sont x 4 - yfx, par conséquent on aura A = fx , et de-Jà A' = f'x , B = fxf'x ,
B' —fxf'x 4- ( fx )* ; donc C = - ( ifxf x * 4 ~fx'f"x) , &c.
Mais en examinant les expressions de B , C , &c. on voit d’abord qu’elles
peuvent se mettre sous cette forme B = ( — - — )' ,C = — — ( AB )',
D = —y—(AC 4 \ — B* y, £ = ~— {AD 4 -BC'),&c.cn
dénotant en général , par le caractère ( y , la fonction prime selon x ,
ce la quantité renfermée entre les deux crochets ; et si on fait les substitutions successives , on trouve que ces expressions sont réductible*
à celles-ci plus simples, B = — - — (A* y, C = {A 3 y,
D = a ^ - ( A' y", &c. , en marquant par un trait , deux traits , &c.
les fonctions primes, secondes, &c. des quantités renfermées entre les crochets, relativement à la variable x; de sorte qu’en substituant la valeur de on aura enfin
98. Supposons maintenant qu’on demande la valeur d’une fonction quelconque de ç, développée de même suivant les puissances de y, on
fera u = <pj, et prenant les équations primes pour faire disparaître la
fonction p, on aura u 1 = x y, et u, = x ç , d’où l’on tire — - — •
= — * — . Substituant la valeur de — | — , tirée de l’équation y ( { — x )
— y ^ = o du numéro précédent, on aura cette équation du premier ordre
«'(î — x) — yu, = o.
Supposons ici
P, Q, P, &c. étant des fonctions de x, substituant cette valeur, ainsi que celle de ç trouvée ci-dessus, on aura
(p/ + Q> y + P'y> + sy + &c.) (/x + -f- (A 7 +
C/* 3 )" + &c. ) — Q — 1 Py — 3 S’y* — &c. = o ; d’où l’on tire
Ç = F/x,aP== Q/x + -J
et ainsi de "suite
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Or , -en substituant successivement les valeurs de Q , R , &c. , il est aisé de reconnaître que les expressions de ces quantités peuvent se réduire à cette forme simple
Q = P'fx , r= — ( f/v y, P'fx* y 1 &c.
La fonction P demeure indéterminée , à cause de l’élimination de la fonction p ; mais , puisque a = p ^ = p ( X -f- y f x + &c. ) » il est visible qu’on aura P = p x , et par conséquent P' = p'#.
Donc , enfin , on aura
Pï = px + yp'x/x-f -£-(p'*/V)' +-£j-(<p l xfx 3 ) a + &c.,
formule très-remarquable , et d’un grand usage dans l’analyse , sur-tout pour le retour des suites.
99. On pourrait parvenir immédiatement à ce dernier résultat par la formule du numéro 45 ; car il n’y aurait qu’à regarder a comme une fonction de y , et chercher les fonctions primes , secondes , &c. de a relatives à y , c’est-à-dire , les valeurs de u, , u„ , &c. ; faisant ensuite y — o t
on aurait u , u , , — — u„ , u m , &c. pour les coèfficiens P, Q,R, «S,& c. de la série.
Tout se réduit donc à trouver ces fonctions dérivées , et à les mettre cous une forme simple et régulière. Pour cela , nous reprendrons les deux équations primes trouvées ci-dessus ( n.°’ g y , g 8 ) , — \'f\ — o ,
et — - — = — ^ — , lesquelles donnent celles-ci , a, = a'/ç,et ^ = ff{'
On aura donc , i.° u, = u' f V ; a.” en prenant les fonctions primes selon y , u„ = u\f ç -j<- a' ^ , ( f % dénote la fonction prime de ^ relativement à ; or, de la première équation , on tire aussi cette équation prime relative à x , u', = a" /{ + a' ^ f { ; donc , substituant , on aura u n = u" f f -j- 1 u' ^ f = ( u'f l*)'* 3 -° en prenant encore les fonctions primes relatives à y, on aura a„, = (u'f {*)',; or (u'fÇ), = u \f + 2. a' {,/' \f\ i substituant les valeurs de a', , et de f, , données *i-dessus , on aura ( u'f f ), = u" f ■f +,3 u' \'f {f£ — ( u'ff y ; donc ,
prenant
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. ic* •prenant les fonctions primes relatives à x , on aura ( u' f\‘ )', = ( u> )" = u m ; et ainsi de suite.
Donc , puisque u = <p ç , on aura u' = ^ tp' { , par conséquent
“i — tflfl » u » = (?V f/f )'» u m = ( ?' 9' î/fy'* &c - - 9' I étant
la fonction prime de ^ j relativement à ^ seul.
Faisons maintenant y = o, l’équation proposée ç = x -f- y/{ donnera x; donc {' = i , cpç — <p x-, — ç'x , et /f = fx ;
donc P = Q = p'jr/x, il == -j- ( <p'xfx*y , S = -~y- (<p' xfx 3 )", 8cc.
Pour montrer , par une application , l’usage de cette formule , soit proposée l’équation ^ = x + yj", r et y étant des quantités données , et qu’on demande la valeur de en série suivant les puissances de y ; on fera donc J'r = { = {" ; donc aussi f x = x™ , cp x = x n ,
<p' x = nx n ~ *, et l’on aura sur-le-champ
■ P = x n 3 Q = ,ix m *’'-',R = -? r (»»■♦■ nUm ^ n — 'ï
ar 1 ™*”"- 1 , 5 = ï 1 ’ ,t "'“ 3 J &c. ;
( m + n — i yi __ Q (yrt-f-w z)
de sorte qu’on aura j" = x" -j- n x m + "
i nUw-f-n O (l”i + »i i) + B — ï ï _j_
xoo. Nous avons vu comment on peut faire disparaître toute fonction arbitraire contenue dans une équation donnée , au moyen de ses équations primes ; mais il y a , pour y parvenir, un moyen plus simple à quelques égards, fondé sur la considération que nous avons employée plus haut (»•* 93 )■
Considérons en général l’équation F {x, y, {, <pp) = o, dans laquelle p soit égale à f (x , y, {), les deux fonctions désignées par les caractéristiques F et f étant données , et la fonction marquée par la caractéristique <p étant arbitraire, on peut supposer y une fonction de x,
telle que la fonction prime de/? soit nulle ; alors p pourra être traitée comme constante dans la fonction F(x , y , ç , <p p) ; pourvu qu’on détermine y*’ par la condition que la fonction prime de /( x , y , f ) soit nulle.
Désignons simplement par F' ( x ) , F' ( y ) , F' ( £ ) , et de même par f ( x ) » f ( y) »/' ( { ) les fonctions primes de F(x , y , ç , cpp) , et de
x , y , | ) , prises relativement à x , y , f isolées , et regardées comme indépendanteSj.onaura, comme dans l’endroit cité, les deux équations primes
F 1 (x) + F 1 ( { ) + y 1 [ F 1 ( y ) + F ( { > ] xsa o ,
dont la première contiendra 9 p , et dont la seconde ne contiendra’ point p. Celle-ci servira à éliminer l’inconnue y 1 ; et on aura deux équations qui contiendront 9 p , et par lesquelles 011 pourra éliminer cette inconnue.
Cette méthode a l’avantage de pouvoir s’appliquer aux équations qui contiendroient plusieurs fonctions arbitraires de la même fonction p.
En effet , »i l’on avait l’équation .F ( x , y , ^ , 9 p , p ) = o , oa trouverait d’abord , comme ci-dessus , une équation du premier ordre sans la fonction 9 p , mais qui contiendrait encore la fonction -\J , p ; ensuite , appliquant à cette équation le même procédé , et éliminant de nouveau la fonction y 1 qui paraîtra dans son équation prime par la même équation ci-dessus , on aura une équation du second ordre qui contiendra \j, p , et d’où on éliminera cette fonction par le moyen de l’équation du premier ordre ; et ainsi de suite , quel que puisse être le nombre des fonctions arbitraires de la même quantiré p.
Mais si l’équation proposée contenait les fonctions 9 p et a , p et q étant des fonctions differentes de x , y , £ , on ne pourrait pas parvenir à une équation du second ordre , débarrassée des fonctions 9 p et p r et de leurs dérivées ; il faudrait alors passer à des équations d’un ordre supérieur.
101. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent résulter de l’élimination d’une fonction arbitraire <p p , et supposons , peur plus de simplicité , ce qui est toujours possible r que l’équation primitive soit
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 107 Je la forme F (x , y , ç) — <p p , p étant = /( x , y , j ) , on aura alors les deux équations primes
qui seront délivrées d efp ; et il ne s’agira plus que d’éliminer y.
Le résultat de cette élimination est
F (x)'+ k'F (?) _ F (y) + iF (O- . '
ï (*) 4 \) U) / (?) -H ï//' U! * d’où résulte cette équation du premier ordre
qui ne contient que x , y , % avec les fonctions primes ^ et Cette équation pourra donc être mise sous cette forme
en faisant
M — F (*) — F(i)xfÇx)
F U)*/ (y) — F (y)xf(O ’
A r_ F {x )xf (y ) — F (y) xf(r) .
. F(i)Tny) — P(/)x7TÔ '
d’où l’on peut conclure
i.° Que toutes les équations du premier ordre entre x , y , % , ÿ et £ qui ne seront pas réductibles à la forme précédente , ne pourront pas être dérivées d’une équation primitive entre**, y, f et p p,p étant une fonction de x, y ;
z.° Que toutes les équations du premier ordre réductibles à la forme m précédente , pourront toujours avoir pour équation primitive une équation de la forme supposée F (x , y , {) = <p p , g étant = f(x,y,^).
Car les valeurs des coèfficiens M et N étant données en fonctions de x , y , f , on aura deux équations par lesquelles on pourra déterminer les deux fonctions marquées par les caractéristiques F et f ; et la fonction marquée par <p demeurera arbitraire.
Ce problème étant l’un des plus intéressans de la théorie des fonctions, je vais en donner ici une solution directe.
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» ioï. Si on regarde de nouveau y et ç comme fonctions de x , dont les fonctions primes soient y' et ^ , et qu’on considère les deux quantités -f- et 4- N y 1 , ces quantités deviendront , par la substitution; des expressions précédentes de M et de N ,
f(.y) [F'Uh '-f F' MI — F'(.y)r/-(rW4-/(*)]
F 'UW 00 — F (jO*/U) ’
F'(*)[f(rW+S v (.y)y] —f(x)[F(f>ï+F’(y)y‘ 1 F' U )*fy — F fyW'U)
Si on ajoute , êr qu’on retranche en même temps du numérateur de la» première la quantité F' (y) *f' ( y )y' > et du numérateur de la seconde ta quantité F' ( x ) x f ( x ) , et qu’on lasse attention que ( n. e ji ) F 1 ( x )■ 4- F' ( y )y' 4 - F 1 ( { ) {' est la fonction prime de F(x,y,f), que nous dénoterons simplement par F ( x, y, \ )', que de même f ( x- y 4 ~ f ( y ) y' 4- /' ( { ) ^ est la fonction prime de/( x, y , ç ) , que nous, dénoterons pareillement par f ( x , y , \ )' , on aura
„/ i AT f (,)') *F(x,y, ;)' — F' (.y) */(*, y, t)'
M?' -I- N\‘ F ( *)*/(*» y, t V — .TM* F(*,y>iY'
-^iMy — > 40 / (J).— F uw (O
Si donc on regarde les variables y , ç comme des fonctions de xr déterminées par les équations du premier ordre
y N = o , My 4 ' N y 1 =■ o , il est clair que ces équations se réduiront à ces deux-ci ,
F( x , y , i y = o , et /( x , y )' = o dont les équations primitives sont évidemment
A et B érant des constates arbitraires ; de sorte que ces équations primitives seront complètes à cause des deux constantes arbitraires A et B..
Mais il est possible qu’en cherchant les équations primitives des équations ç' 4~ N = o , Mj 1 4“ N y 1 = o , où M et N sont des fonctions données de x , y , ç , on ne les trouve pas sous la forme précédente. Cependant, sous quelque forme qu’elles puissent se présenter, si elles renferment deux constantes arbitraires a et b j elles douent être
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comprises dans les précédentes , et les constantes A et ü r.e pourront qu’être fonctions des constantes a et b. Si donc on rire de ces équations primitives les valeurs des constantes a et b , en x , y , { , et que ces valeurs soient P et () , en sorte que les équations dont il s’agit soient réduites à la forme P = a , Q === b , il s’ensuit que les fonctions F ( x , y , ç ) et f ( x , y , ^ ) ne pourront être aussi que des fonctions de P et Q. Donc , puisque l’équation primitive d’où l’équation du premier ordre î' + + N = o est dérivée , est de la forme F ( x , y , ç )
= (ppz=(p [ f(x,y , j) ] , cette équation primitive deviendra fonct.(P,'Q ) = <p (fond. P , Q ) > la fonction marquée par <p demeurant arbitraire : d’où il résulte que inséra une fonction quelconque de Q ; de sorte que l’équation primitive de l’équation dont il s’agit , du premier ordre pourra être réduite en général k-cette forme très-simple , P =<p Q , la fonction marquée par la caractéristique <p étant arbitraire. Cette méthode réduit, comme l’on voit , la détermination de la fonction de deux. variables à celle de deux fonctions d’une seule variable ; et elle est sur-tout remarquable par la simplicité et la généralité du résultat. J’ai donné l’analyse précédente , parce qu’elle me paraît plus directe et plus naturelle que celles qui avaient été données jusqu’ici pour ce même objet , et j’ai cm qu’elle ne serait pas déplacée dans un écrit dont le but est de donner a l’analyse des fonctions toute la rigueur et la clarté dont elle est susceptible,.
103. La méthode précédente peut s’étendre aussi aux fonctions de plusde deux variables. Ainsi si u est une fonction de trois variables x , y , ^ , déterminée par l’équation F ( x , y , { , u) = <p(p,q.),p et q étant des fonctions données de x , y , ç , // , et <p ( p , q ) étant une fonction quelconque de p , q , on trouvera , par une analyse semblable à celle du n.* 101 , en regardant y er*^ comme des fonctions de x, dont on déterminera les fonctions primes y 1 et ^ , par la supposition que p et q demeurent constantes on trouvera , dis-je , une équation du premier ordre , délivrée de la fonction <p , de la forme situ ante , u 1 —J— L U/ -J— M,u -J- N = o ,
M , N , L étant des fonctions données de x , y , ^ , u , et u' , u, , ,u , étant
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les fonctions primes de u relativement à x , y et ? ; de sorte que toute équation entre x , y , $ , u et les fonctions primes de u , qui ne serait pas de cette forme , ne pourra pas être dérivée d’une équation primitive de la forme ci-dessus.
Pour les équations du premier ordre réductibles à la forme précédente , on trouvera aussi , par une analyse semblable à celle que nous venons de citer, que si on regarde y , ^ , u comme des fonctions de x déterminées par ces trois équations du premier ordre
u 1 -f- N = o , Lu 1 -|- Ny 1 = o , Mu 1 -{- N f = o ,
et qu’on en cherche les équations primitives qui ^vront renfermer trois constantes arbitraires a, b ,c, qu’ensuite on tire de ces équations les valeurs de ces constantes, de manière que l’on ait a = P, b = Q , c = R; P , Q, R étant des fonctions données de x , y , f , u , on aura sur-le-champ P = <p( Q, R) pour l’équation primitive de l’équation proposée , dans laquelle <p ( P , Q) sera une fonction arbitraire de P et Q.
104. Mais si l’on avait , par la détermination de j en fonction de x et y, une équation quelconque du prejnier ordre entre x , y , ^ et ?, non réductible à la forme du n.° toi , la méthode du n.® toi ne servirait plus. Cependant on peut toujours , quelle que soit la forme de l’équation proposée , la ramener à la forme du n.° 103 , en y introduisant une variable de plus.
Soit donc proposée l’équation
la fonction indiquée par la caractéristique F étant donnée ; je suppose 7, = u, et comme 3 est fonction de x, y, il est clair que u sera aussi fonction de x , y ; donc , prenant les fonctions primes relativement à x seul , on aura 3', = u 1 . Maintenant* l’équation proposée deviendra ^ = F (x , y , { , u) ; prenant les fonctions primes relativement à y seul , et observant que ç et u sont fonctions de x , y , on aura = ■F’(y) + h F (?) + F (u), où les quantités F ( y ) , F (^) , F (u) dénotent les fonctions primes de F( x, y, ?, u), prises relativement aux variables isolées y, ç, u , ainsi
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que nous l’avons pratiqué jusqu’ici ; donc , substituant y et y' pour et , on aura l’équation
dans laquelle les quantités F (y) , F (f), F (u) seront des fonctions données de x , y , ç et y.
Cette équation serait donc susceptible de la méthode du n.° 103 , si « était une fonction des variables x , y , ç regardées comme indépendantes entre elles ; mais rien n’empêche de les regarder comme telles , et de regarder en même temps y comme une simple fonction d eï,y, pourvu qu’on exprime , d’une manière conforme à cette supposition , les fonctions primes u 1 fer u, qui se rapportent aux seules variables x et y.
Qu’on dénote par u' , u, et ,« les fonctions primes de y relativement; à x , y , 3 , et il est facile de voir , par les principes établis pour la formation des fonctions primes, que, puisque ^ est essentiellement une fonction de * et y , dont 3' et sont les fonctions primes relativement à chacune.de ces variables isolées , la valeur complète de la fonction prime de y relativement à x sera u 1 4“ ,u^ , et que la valeur complète de la fonction prime de u relativement à y sera u , -j- ; ces valeur»
sont celles qui , dans l’équation ci-dessus, sont représentées simplement par u 1 et u, ; mais on a supposé 3,= « , et par l’équation proposée on a 3' = F(x , y , 3 , y ) ; donc les valeurs à substituer à u et y , seront u' 4 " ,u F (x , y , ^ , u) , et u, + ,uu. Faisant donc ces substitutions , et ordonnant les termes suivant les quantités u' , y, et ,u , on aura «' — y ( F(y) + ,« [F(x,y,ç,y) — «FC")] — F(y ) — a F( ? ) = 0 , équation qui, étant comparée à la formule générale du n.° 103, donne L = — P (u ) , M = F(x, y , 3 y u) — u P {u) c t N= — F (y) - — u F ({); de sorte que les trois équations par lesquelles il faudra déterminer y , { , « en fonctions de x , seront
Ainsi la difficulté est réduite à trouver les équations primitives d’où.
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celles-ci peuvent ctre déduites ; mais il suffira d’en trouver une , et il serait même inutile de trouver les deux autres.
105. En effet, supposons qu’on ait trouvé les trois équations primitives avec les trois constantes arbitraires a, b, c , et soient P , Q, R les valeurs de ces constantes qui en résultent, on aura P = <p (Q, R) pour la forme générale de l’équation primitive en u ( n.° cité ).
Cette équation , où la caractéristique <p désigne une fonction arbitraire, satisfera dans toute son étendue à l’équation du premier ordre en u , dans laquelle u est regardée comme fonction de x, y , ç; mais u a été supposée égalé à et j doit être, d’après l’équation proposée, une fonction de x et y; donc l’équation P = <p ( Q, R) est trop générale , et il fatidrà encore .chercher les limitations qu’on doit donner à la fonction arbitraire relativement aux deux quantités P et Q, pour que cette équation réponde exactement à l’équation proposée.
Mais , sans entrer dans cette recherche , j’observe que , quelle que puisse être la vraie forme de la fonction arbitraire , on peut la supposer égale à une constante ; de sorte que P = a, c’est-à-dire, une des équations primitives des trois équations ci-dessus , avec une constante arbitraire , donuera une valeur de u , qui satisfera à l’équation en «.
Maintenant , en remettant pour u dans cette équation , on aura une équation du premier ordre entre x, y , ^ et , dans laquelle ^ devra être regardée comme fonction de x et y ; mais , puisque cette équation ne contient que la fonction prime , relative à y, , on pourra regarder * comme constante , et ^ comme une simple fonction de y ; on trouvera donc son équation primitive par l’analyse des fonctions d’une seule variable , et puisque .v est regardée comme constante , la constante arbitraire qui entrera dans cette équation primitive pourra être aussi une fonction quelconque de que nous nommerons p.
On aura ainsi une valeur de f en x et y avec les deux quantités a et p, qui satisfera à l’équation proposée. La constante a demeurera arbitraire; mais la fonction p devra être déterminée conformément à cette équation. Po’ir cela , il n’y aura qu’à y substituer l’expression de ^ dont il s’agit ; tous les termes qui renfermeront y se détruiront , et il ne restera que des
termes
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. u 3 termes qui contiendront x , p et p 1 ; de sorte que l’on aura de nouveau une équation du premier ordre entre les variables x et p, dont l’équation primitive donnera la valeur de p en x, avec une nouvelle constante arbitraire b.
De cette manière , on aura enfin une valeur de { en x et y, avec deux constantes arbitraires a et b, qui satisfera à la proposée indépendamment de ces constantes. Cette valeur ne sera que particulière ; mais on pourra , par la méthode du n.° 95 , trouver la valeur générale de { , qui contiendra une fonction arbitraire.
En effet, si/(x, y, 3 , a , b) ■= o est l’équation trouvée pour la détermination de ^ , on fera b = cp a , et on égalera à zéro la fonction prime de f(x , y , % , a , <pa) , prise relativement à la quantité a , regardée comme seule variable ; on aura une équation qui servira à déterminer a , et l’équation f (x , y , { , a , <p a) = o sera l’équation primitive cherchée de la proposée du premier ordre , la fonction marquée par la caractéristique cp demeurant arbitraire.
J’ai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail nécessaire pour la faire bien entendre, parce qu’elle est nouvelle et qu’elle réduit toute l’analyse inverse des fonctions de deux variables qui ne passent pas le premier ordre, à l’analyse des fonctions d’une seule variable.
10 6. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul soit assez simple , supposons que l’équation proposée soit de cette forme
?' = Ay + -f- /(*, [,),
A et B étant des constantes, etf(x, {,) une fonction quelconque donnée de x et de En rapportant cette équation à la formule générale du numéro précédent, on aura F (x , y , f , f , ) = Ay + B? + /(*, {,); donc F(x, y, ç, u ) = Ay + Bç u), et de-là, en prenant
les fonctions primes relativement à y et F‘ (y) = A, F 1 ( ç ) = B ,• de sorte qu’en faisant ces substitutions dans les trois équations du premier ordre entre x, y, f, u, la première d’entre elles deviendra u‘ — A — B u = o ; laquelle ne contenant que la variable u , qu’on suppose fonction de x , aura une équation primitive indépendamment des deux autres. En effet, si on multiplie cette équation par C **, e étant le nombre
dont le logarithme hyperbolique est l’unité, son premier nombre deviendra
la fonction prime de i/f‘" 4* ——g , comme il est aisé de s’ei»
assurer , en cherchant la fonction prime de cette quantité par les formulesdu numéro 32.
Ainsi , comme le second membre est nul , on aura , en passant aux
fonctions primitives ( u 4 ) e~ M * = a y a étant une constante
arbitraire.
Cette équation donnera donc u ^ a e* x , et substituant?
pour u sa valeur , on aura l’équation prime 4- tft' 1 ;
dans laquelle étant la fonction prime de { relativement à y seul , on* pourra regarder x comme constante , er 3 comme fonction de y. Ainsi r comme le second membre ne contient ni y ni j , sa fonction primitive
dans cette supposition sera simplement ( — —g 1- ae’ x ) y donc r
passant des fonctions primes relatives à y seul aux. fonctions primitives r en aura l’équation primitive
\ =(— V ae* x )y + p y
f étant une fonction quelconque de x qui peut être ajourée comme? constante , puisque sa fonction prime relativement à y esr nulle.
De cette expression de f on tirera celles des deux fonctions primes et 3, relatives à x et y ; et l’on aura
^ = aBe* x y p' T ?/ — £* +
ces valeurs étant substituées dans l’équation proposée , elle deviendra?
*Be’ x y 4 - p 1 = A y 4 “ B (
ae* x )y
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laquelle se réduit à
p> = Bp + /(x , - d y ne* x ),
où l’on voit que les y ont disparu , de manière qu’on pourra déterminer p en fonction de x seul.
Qu’on multiplie cette équation par e'~ ,x , et qu’on suppose
<?-"/< x , H ae ,x )
elle deviendra
çt passant aux fonctions primitives , on aura
p e~ MX ■= Fx + b , b étant une constante arbitraire. De-là on tire
donc , substituant cette valeur dans l’expression de { trouvée ci-dessus , on aura
? = < + ae‘ x ) y + (Fx + b )
Cette valeur de ç n’est que particulière , mais comme elle contient les deux constantes arbitraires a et b , elle donnera la valeur générale , si on fait b = <pa , et qu’on détermine a par l’équation
_ en désignant par F 1 (a) la fonction prime de Fx prise reîativemeflt à a. Si B = o , le calcul devient plus simple , et l’on trouvera , eu faisant J (x , Ax -j- a) = F 1 x , les deux équations
$ = ( Ax + a) y -j-Fx + pu, y -f- F 1 a -j- <p' a = o , d’où il faudra éliminer a.
107. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde les fonctions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le calcul qu’un appelle aux différences partielles , pourront aisément le rapprocher
né T H É O R I E , &c.
de l’analyse de ces fonctions, et donner par -là à cette analyse les. développemens qu’on y pourrait encore désirer.
Notre objet , dans cette première partie , n’a été que d’établir la théorie des fonctions et des équations dérivées , d’une manière purement analytique et indépendante de toute supposition ou considération étrangère-
Fin de la première Partie -
SECONDE PARTIE
Application de la Théorie à la Géométrie et à la Alccaiique.
ioB. LjBs opérations ordinaires de l’algèbre suffisent pour résoudre les problèmes de la théorie des courbes , qui ne consistent que dans des rapports de lignes tirées d’une certaine manière et terminées aux courbes j. mais la détermination des tangentes , des rayons de courbure des aires ,, &c. dépeud essentiellement des opérations relatives aux foncrionsv
Suivant les anciens géomètre» une ligne droite est tangente d’une: courbe , lorsqu’ayant un point commun avec 1a courbe r on ne peut mener par ce point aucune droite entre elle et la courbe ; c’est par ce principe qu’ils ont dérerminé les tangentes dans le petit nombre des courbes qu’ils ont considérées. Mais , depuis que , par l'application de l’algèbre à la géométrie les courbes ont été soumises à l’analyse y on a envisagé les tangentes sous d’autres points de vue ; on les a regardées comme des sécantes dont les deux points d’intersection sont réunis , ou comme le prolongement des côtés infiniment petits de la courbe considérée comme un poligone d’une infinité de côtés ,, ou comme la direction du mouvement composé, par lequel la courbe peut être décrite; et ces différentes manières de considérer les tangentes ont donné lieu aux méthodes algébriques fondées sur l’égalité des racines des équations * et aux méthodes différentielles fondées sur le rapport des différence»
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infiniment petites , ou des fluxions des coordonnées. Ces méthodes ne laissent rien à désirer pour la généralité et la simplicité ; mais ceux qui admirent avec raison l’évidence et la rigueur des anciennes démonstrations, regrettent de ne pas trouver ces avantages dans les principes de ces nouvelles méthodes. La théorie des fonctions que nous avons développée dans la première partie , nous met en état de traiter le problème des tangentes , et les autres problèmes du même genre , d’après les notions et les principes des anciens , et de donner ainsi aux résultats de l’analyse le caractère qui distingue leurs solutions.
109. Pour considérer ces questions d’üne manière générale , soit y = fx l’équation d’une courbe quelconque proposée , et q = Fp l’équation d’une ligne droite ou d’une autre courbe qu’on veut comparer à celle-là , x et y sont l’abscisse et l’ordonnée de la première courbe,/? et q sont aussi l’abscisse et l’ordonnée de l’autre courbe , rapportées aux mêmes axes que x et y.
Pour que ces deux courbes aient un point commun relatif à l’abscisse x , il faut qu’en faisant p = x , on ait q = y ; donc y = Fx , et par conséquent Fx=fx.
Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au-delà de ce point, on mettra dans leurs équations x -f- à à la place de x et de p , et l’on aura f(x -F i) et F( x + i ) pour les ordonnées répondant au même point de l’axe des x , et éloignées de la quantité i de l’ordonnée qui passe par le point commun. Donc la différence de ces ordonnées sera f (x + i) — F(.v-j-i), savoir , en développant les fonctions et observant que
l’on a déjà fx — Fx = o, i(f'x — F'x) H — '—(/"x — F ! 'x)
-j- - (f" x — F 1 " x) -j- &c. , et cette différence exprimera la distance
des points des deux courbes qui répondent à la même abscisse x -f- i.
On voit d’abord en général que cette distance sera d’autant plus petite , et que par conséquent les courbes se rapprocheront d’autant plus qu’il y aura plus de termes qui disparaïtrout au commencement de cette série.
Ainsi le rapprochement sera plus grand , si l’on a f'x = F' x , c’est-àdire , si les fonctions primes des ordonnées des deux courbes deviennent
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égales pour la même abscisse x ; il sera plus grand encore si de plus les fonctions secondes f" x , et F " x des mêmes ordonnées dev iennent aussi égales, et ainsi de suite.
iio. Mais, pour voir de plus près en quoi consistent ces différent degrés de rapprochement , nous considérerons une troisième courbe quelconque , rapportée aux mêmes axes par les coordonnées r et s , et dont l'équation soit s = <pr, et nous supposerons d’abord qu’elle ait aussi avec les deux autres un point commun pour la même abscisse x , ce qui exige que les ordonnées à cette abscisse soient égales , et par conséquent que l’on air aussi <p x = f x = Fx.
Soir D la différence des ordonnées des deux premières courbes pour In même abscisse x 4 ~ i , et A la différence des ordonnées de la première courbe et de la troisième pour la même abscisse x -f- i , on aura
«t de même
Il est clair que la troisième courbe ne pourra passer entre les deux: premières , à moins que pour une valeur quelconque de i , aussi petite qt»’on voudra , la valeur de D ne surpasse celle de A , abstraction faite des signes. ;
Développons les fonctions f(x 4- i) , F(x -f* * ) > <p(x -f- i ) partiellement , suivant la formule du n.° 53 , et arrêtons-nous d’abord aux deux premiers termes. Nommant/ une quantité indéterminée, mai» renfermée entre les limites o et i , on aura par cette formule
et de même
F(x + / ) = Fx + i Fx 4 — P' C x 4- /) ,,
<p(x 4- i) = fx 4- iç>'x 4 <p" (x 4 ~j),
cr& la quantité j pourra n’érre pas la même dans les trois fonctions r pouryu qu’elle soit renfermée entre les mêmes limites.
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Faisant ces substitutions dans les expressions de D et À , on aura , à cause de fx = F x = fx , en vertu du point commun aux trois courbes,
D = i(fx — F'x ) -h -f- [/"(x + y ) — F"(x +/’)]»
Supposons maintenant que les deux premières courbes soient telles que l’on ait f'x = F'x, la valeur de D se réduira à
et il est aisé de se convaincre que tant que le terme affecté de t dans l’expression de A ne sera pas nul , on pourri toujours prendre i asse^ petit pour que la quantité A devienne plus grande que la quantité D, abstraction faite des signes. En effet , en divisant ces deux quantités par i ,
il suffira que la quantité f'x — f'x soit plus grande que — —■ [ f" ( x -j- y )
• — F" (x -f- y) ] , ce qui est évidemment toujours possible, en prenant i aussi petit qu’on voudra ; et il est visible aussi qu’aussitôt que cette condition aura lieu pour une valeur déterminée de i , elle aura lieu , à plus forte raison , pour toutes les valeurs plus petites de i. *
Donc la troisième courbe ne pourra dans ce cas passer entre les deux premières, à moins que la quantité fx - — f'x ne devienne nulle, c’est-àdire, qu’on n’ait f'x = f'x, auquel cas la conclusion précédente cessera d’avoir lieu,
lit. Supposons ensuite que l’on ait à la fois F' x =fx et F" x z=f'x, en prenant trois termes dans le développement des fonctions, nous aurons par la même formule du n.° 53 ,
/(* + O *=/* + ifx + ~~f'x + /"'(* +/),
F(x + i) = Fx + iF'x -f F" x + F '" ( x + y),
f (x + i) = fx + if'x + -F- f"x + -~y f"'(x +y>
Cca
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. m Ces valeurs , substituées dans les expressions générales de D et A , à cause d a fx = Fx = cpx , et fx = F x , f" x = F" x , donneront
A = i (fx — fx) + (f'x — f'x) + ~j- [f" (x + j ) <P M (x +>)].
Ici , il est aisé de voir que , tant que les termes affectés de i et de t 1 dans l’expression de A ne seront pas nuis , on pourra prendre i assez petit pour que la quantité A devienne plus grande que D , abstraction faite des signes. Car divisant ces deux quantités par i , il suffira que
la quantité f'x — fx H (f'x — fx) soit plus grande que-^-y
[ f " (x -f- j) — F" (x +'/)]» ce qui est évidemment possible lorsque f'x — f x n’est pas nulle ; et si f x — fx est nulle , alors, en divisant encore par i , il suffira qu e f" x — f'x soit une quantité
plus grande que — ^ — [f (x -f j) — F" (x + ;)]; ce qui est encor»
visiblement possible , en diminuant la valeur de i tant qu’on voudra , pourvu que f" x — f x ne soit pas nulle.
Donc # dans ce cas , la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières , à moins qu’on n’ait à la fois f x =/ ? x et f x = f' x.
On prouvera, delà même manière, que si l’on a pour les deux premières courbes f x F x, j" x = F" x , et f" x = F" x , la troisième courbe ne pourra être menée entre les deux premières , à moins que l’on n’ait aussi fx = f x , f'x = f" x , f x = f" x; et ainsi de suite.
1 1 z. On peur conclure de-là en général , que si l’on a une courbe quelconque , et qu’une autre courbe donnée ait un point commun avec celle-là , ce qui exige que leurs ordonnées pour la même abscisse soient égales ; que , de plus, les fonctions primes de ces ordonnées pour la même abscisse commune soient aussi égales , alors il sera impossible qu’aucune autre courbe qu’on mènerait par le même point commun passe entre les deux courbes, à moins que la fonction prime* de son 01 donnée pour
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la même abscisse , ne soit aussi égale aux fonctions primes de leurs ordonnées.
Et si , outre les fonctions primes de ces ordonnées , leurs fonctions secondes pour la même abscisse étaient aussi égales , alors il serait impossible qu’aucune autre courbe qui passerait par le point commun , passât entre les deux courbes, à moins que les fonctions prime et seconde de son ordonnée ne fussent respectivement égales aux fonctions prime et seconde de l’ordonnée commune aux deux courbes , et ainsi du reste.
A proprement parler, ces courbes ne coïncident que dans le point où les ordonnées sont égales, et l’égalité des fonctions primes , secondes, &c. de ces ordonnées ne les rend pas plus coïncidentes dans d’autres points mais elle les fait approcher de manière qu'aucune autre courbe pour laquelle la même égalité n’aura pas lieu ne puisse passer entre elles.
C’est -là l’idée nette qu’on doit se faire de ces différens degrés de rapprochement des courbes , que l’on appelle communément contact , osculation , &c. et que la manière ordinaire de concevoir le calcul différentiel fait regarder comme des coïncidences plus ou moins rigoureuses , ou plus ou moins étendues.
1 1 3. Ayant donc une courbe quelconque représentée par l’équation y = fx, comparons-Ia d’abord avec une ligne droite quelconque. Puisque nous avons représenté en général par q = Fp l’équation de la courbe à laquelle on veut comparer la proposée ( n.° 10g), on aura, pour la ligne droite , Fp = a + bp , a et b étant deux constantes qui déterminent la position de cette droite.
La condition d’un point commun donne d’abord fx = Fx = a + b x et on pourra y satisfaire au moyen d’une des indéterminées a ou b.
Supposons ensuite fx = F' x, il est clair qu’en changeant dans a + bp , p en x, et prenant la fonction prime , on aura F' x = b ; donc fx = b.. Ainsi les valeurs de a et b seront déterminées par ces deux conditions ; car on aura b = f'x, et a =fx — x f x. Donc l’équation à !<j ligne droite deviendra q = fx — xf'x + pf x J P et <} étant les deux, coordonnées , et l’abscisse .v étant regardée comme constante.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. ' iz 3 Je dis maintenant que cette droite a la propriété qu’aucune autre droite ne pourra être menée entre elle et la courbe.
Car , soit s = r = g -f- hr l’équation d’une autre droite quelconque ( n° t 1 o ) , pour qu’elle passe par le même point commun , il faudra que l’on ait aussi <px = fx ; et pour qu’elle puisse passer entre la courbe et la droite que nous venons de déterminer, il faudra déplus que l'on ait q>' x = f‘x(n. c iii ) ; ces deux conditions donnent g-\- hx =Jx et h = f x ; d’où l’on tire pour g et h les mêmes valeurs que nous venons de trouver pour a et b ; de sorte que cette dernière droite coïncidera avec la première.
Donc la droite déterminée par l’équation q = a -f- bp, où a = fx — .v f x et b = f x sera tangente de la courbe représentée par l’équation y = fx , au point qui répond à l’abscisse p = x ( n.° 108 ).
Puisque y = f x , on aura , suivant la notation employée dans la première partie , y' =f x ; donc les expressions de a et b seront plus simplement a = y — xy 1 et b = y'.
1 14. Dans l’équation à la ligne droite q = a -f- b p , il est aisé de voir que b exprime la tangente de l’angle que cette droite fait avec l’axe ,
et que 1 — est l’abscisse qui répond au point où la même droite
coupe t’axe. Donc cette droite étant tangente à la courbe au point où p = x , y 1 sera la tangente de l’angle qu’elle fait avec l’axe, et x
+ — b - = -y~ sera ce qu’on appelle la soin- tangente.
De plus , si on représente par s = a. + (ir une autre droite qui passe par le même poiur de la courbe , r et s étant les deux coordonnées de cette droite , on aura pour ce point r = p= x , s = q == y ; donc a -(- b x = «. + fix; et si on veut que cette droite coupe la première sous uti angle dont la tangente soit m , comme b et /3 sont les tangentes des angles que ces deux droites font avec le même axe , on au t'a
par les formules connues de la trigonométrie /3 = — m
b ni
- ; donc a~Ï2
où il n’y aura qu’à .substituer les valeurs de a et b.
Si on veut que cette seconde droite soit perpendiculaire à la tangente „
on fera m = 00 , c’est-à-dire , — ^ — = o , et l’on aura simplement
* = * + x ( b + -j~) — y + “y- » et 3 = ~ = y-.
Ainsi A — sera la tangente de l’angle que cette perpendiculaire
qu’on appelle communément normale , fera avec l'axe , et x -j
= — y y 1 sera la partie de l’axe comprise entre le point où elle coupe l’axe et l’ordonnée , c’est-à-dire , la sous-normale.
Si les deux coordonnées x, y de la courbe étaient exprimées en fonctions d’une troisième variable quelconque, alors prenant x' et y' pour les fonctions
primes de x et y relativement à cette autre variable , il n’y aurait qu’à
mettre par-tout dans les formules précédentes -~r- à la place dey'Çn.* 6 y).
Il serait superflu d’appliquer ces formules à des exemples ; car, pour peu qu’on sache les premiers élémens du calcul différentiel , on ne peut manquer d’appercevoir l’identité des formules précédentes avec les formules différentielles connues.
n j. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la courbe proposée. L’équation générale du cercle rapportée aux coordonnées rectangles p et q est (/> — a)* -j- ( q — b) 1 = c 1 , où a et b sont les coordonnées qui répondent au centre, et c est le rayon du cercle. De-là on rire q = £ + V [ c 1 — (/> — a) 1 ] = Fp ; donc F x
Faisons donc jFx = f x = y, et F 1 x = f'x = y' , et tirons de ces équations les valeurs de a et b , la seconde donne V [ c 1 — ( x — a )*J
d’où l’on tire x — a =
V ( 1 *hy" )
; ensuite la
première donne y — b = V [ c* — ( x — a )* ] =
= . d onc
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v (*'+/•) ’ b==y + vc+/ : r;
Si on regarde le rayon c comme donné , il ne reste plus d’arbitraires dans l’équation ; et l’on en conclura que le cercle donné , dont le centra est déterminé par les coordonnées a et b, est tel qu’on ne pourrait mener entre lui et la courbe aucun autre arc de même rayon , mais placé différemment.
Car, pour une autre cercle du même rayon c , rapporté aux coordonnées r et s , et dont les coordonnées du centre seraient g et h, on aurait l’équation s = <pr = h -f- V [ — ( r — gY ] ; et pour que ce cercle eût le même point commun avec la courbe proposée , et pût passer entre cette courbe et le cercle déjà déterminé, il faudrait que l’on eût aussi <p x = fx = y et p' x =p x = y' ; équations qui serviraient à déterminer les deux quantités g et h or , il est visible que ces équations sont de la même forme que les précédentes , les quantités g et h étant à la place de a et b donc elles donneront pour g et h les mêmes valeurs que l’on a trouvées pour a et b ; par conséquent le nouveau cercle se confondra avec le cercle déterminé par ces valeurs.
Donc , suivant la même notion des tangentes , le cercle de rayon c , dont le centre sera déterminé par les coordonnées a et b , sera tangent à la courbe proposée dont x et y sont les coordonnées.
Comme cette conclusion a lieu , quelle que soit la valeur du rayon c ,, on peut regarder c comme indéterminé dans les expressions de a et b ; alors ces coordonnées a et b appartiendront à une ligne droite donc l’équation résultera de l’élimination de c , et qui sera par conséquent
Cette droite sera donc le lieu des centres de tous lès cercles qui peuvent être tangens de la courbe ; elle sera donc normale à la courbe ; en effet , en voir que l’équation de cette droite , où a et b sont les coordonnées , coïncide avec celle de la normale trouvée plus haut ( n.° 114. ).
xi 6. Maintenant, parmi ces différent cercles qui satisfont aux conditions. F x =/ x — y , F x = f' x = y' , on peut en trouver un qui satisfasse de plus à la condition F 11 x = f"x = y".
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En effet , ayant trouvé ci-dessus F 1 x =
en déduira F"x = — -
, on
[ f ‘_ (*_ a yy endroit V [ c 1 — ( * — a) 1 ] =
r ; ainsi on aura I équation
[c'—^x — ayy
p ; or , on a déjà trouvé dans le même
— j -, — -, — — / donc
on
aura y" = ^ ,• et de-là c =
Substituant cette valeur dans les expressions de a et b , on aura
Les trois constantes a , b , c qui entrent dans l’équation générale du cercle étant ainsi déterminées , on en peut conclure qu’aucun autre cercle ne pourra passer entre la courbe proposée et celui qui est déterminé par ces valeurs de a , b , c. En effet , pour qu’une autre courbe quelconque rapportée aux coordonnées r , s , et représentée par l’équation s = r, pût passer entre la courbe et le cercle dont il s’agit, il faudrait que l’on eût <p x =fx = y , f 1 x = f 1 x = y 1 et <p" x = f"x = y" ( n .* i i i ) ; or , si cette courbe est un cercle , prenant les quantités g ,h , k , à la place de a , b , c , on aura pour <p x , (f, 1 x , <p"x les mêmes expressions que pour F x, F 1 x , F"x, en substituant seulement dans celles-ci g , h , k, au lieu de a , b , c ; donc les trois équations que l’on aura pour la détermination de g , h , k , seront les mêmes que celles par lesquelles on a déterminé a , b , c ; donc les valeurs de g , h , h seront nécessairement les mêmes que celles de a , b , c ; par conséquent le nouveau cercle qui devrait passer entre la courbe et le cercle déjà déterminé , coïncidera avec celui-ci et n’en formera qu’un avec lui.
Donc ce cercle aura , relativement aux cercles , la même propriété que îa tangente à l’égard des lignes droites ; ce sera ce que les géomètres appellent cercle oscillateur ou cercle de courbure , parce qu’il sert à mesurer la courbure de la courbe.
ï-3 quantité f sera le rayon de ce cercle , qu’on nomme simplement rayon
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de courbure , et les quantités a , b seront les coordonnées de la courbe qui sera le lieu de tous les centres de ces cercles.
117. On peut maintenant présenter cette théorie d’une manière plus générale.
Soient x , y les coordonnées de la courbe proposée , qui peut être quelconque , et p , q les coordonnées de la courbe qu’on veut lui comparer , et qui est supposée donnée.
Supposons que l’équation de cette courbe renferme , avec les variables p et q , des constantes indéterminées a , b , c , &c. , et représentons- la par F(p ,q, a, b , c... ) = o.
Si dans cette équation on change p en x , q en y , on a F (x , y , a , b j c... ) = o , équation qui donne la condition nécessaire pour que la courbe donnée ait un point commun avec la courbe proposée.
Dénotons par F( x , y , a , b , c... )' la fonction prime , par F(x , y , a , b , c... y la fonction seconde , &c. de la fonction F( x , y , a , b , c... ) en regardant y comme fonction de x , et a, b , c , &c. comme des constantes.
Cela posé , s’il n’y a que deux constantes indéterminées a et b , et qu’eu les détermine par les deux équations
alors la courbe donnée , dont l’équation est F (p , q , a , b) = o , serst tangente de la courbe proposée , au point où p = x.
S’il y a trois constantes indéterminées a , b , c , et qu’on les déterminer par les trois équations
la courbe donnée , dont l’équation est F ( p , q , a , b , c) = o , sera osculatoire de la courbe proposée , c’est-à-dire , aura même courbure, au . point qui répond à l’abscisse p = x ; et ainsi de suite.
Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus , car l’équation prime F ( x, y,a,b, c... )' = o , donne la valeur dey' en x, y , a, b,c..., l'équation seconde F ( x , y > a , b , c... )" = o donne celle de y" , en x , y , y' et a , b , c... ; et ainsi de suite.
On peut en général appeler contact du premier ordre le rapprochement
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de deux courbes qui se touchent dans un point ; contact du second ordre t lorsqu’elles ont de plus la même courbure ; et ainsi de suite.
On peut appeler aussi les constantes a , b ,c , &c. , qui déterminent le contact , élémens du contact ,
Ainsi, le contact d’un ordre quelconque m dépendra de m-f- 1 élémens a , b , c y &c. : et la détermination de ces élémens se tirera de l’équation F( x , y , a , b , c... ) = o de la courbe donnée qui forme le contact , et des équations dérivées de celle-ci jusqu’à celle de l’ordre m nf .
La propriété analytique de ces contacts est donc que , lorsque deux courbes ont entre elles un contact d’un ordre donné , leurs ordonnées et les fonctions primes , secondes , &c. de ces ordonnées jusqu’à l’ordre du contact , sont les mêmes ; et leur propriété géométrique consiste en ce qu’aucune autre courbe , qui n’aura pas avec elle un contact du même ordre , ne pourra être menée entre l’une et l’autre ( n‘ i tz).
ii 8 . La courbe donnée qui forme le contact , étant par exemple une ligne droite dont l’équation la plus générale est y — a — b x = p , elle ne sera susceptible que d’un contact du premier ordre, puisqu’il n’y a que deux élémens a et b ; et l’on aura pour la détermination de ces élémens les deux équations y — a — b x == o , y' — b == c , d’où l’on tire
b = y' et a = y — xy' , comme ci-dessus ( n. ê i 1 3 ),
Prenons pour la courbe du contact un cercle dont l’équation la plus générale est ( x — -- a )* (y — b ) ? — c* = o , elle ne sera susceptible que d’un contact du second ordre , puisqu’il n’y a que trois élémens a , b , c. On déterminera donc ces élémens par les trois équations ( x - — a )* -f- (y — ^ T — ç* = o , * — a + ( y — b ) y' — o , et
ï -J— ( y — b) y 11 -f- y ' 1 = o , dont la seconde et la troisième sont
les équations prime et seconde de la première. De ces équations on
tire tout de suite y — b
comme plus haut ( n.° 1 1 6 ).
Si on prenait l’équation à la parabole y = a -J- bx + ex qui n’a gMssi que trois constantes arbitraires , on aurait de même , pour la
détermination
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. ng détermination de ces constantes , regardées comme élémens d’un contact
du second ordre , les équations y — a — b x — c x 1 = o , y' — b —
l'cx = o , y" — 2 c = o , lesquelles donnent c = — — , b = y' — xÿ>, a = y — xy' +
Mais si on prenait l’équation à la parabole cubique y = a -f- bx + ex’ + d x 1 , elle pourrait avoir un contact du troisième ordre , dont les élémens seraient a, b, c , d , et se détermineraient par les équations y — a — b x — ex* — d x’ = o , y 1 — b — i ex — 3 d x 1 = o ,
y — ic c =
6 dx = o , y'" — 6 d = o ; on aurait ainsi d = —
-, b = y — xy " -b
• , a = y — xy -f-
*Lz__
Et ainsi de suite.
11 g. Enfin, si on demande la courbe la plus simple qui aura avec une courbe proposée un contact d’un ordre quelconque m , prenant x et y pour l’abscisse et l’ordonnée de la proposée , p et q pour celles de la courbe cherchée , et regardant y comme fonction de x, q comme fonction de p , on fera
en prenant dans le second membre autant de termes qu’il y a d’unités dans m -f- 1 .
Car en prenant les fonctions dérivées relativement à p , et faisant ensuite p = x, on aura q = y, q' == y', q " = y", &c. , jusqu’à y = y ra ; donc ces deux courbes auront dans le point commun qui répond à p =x, les conditions nécessaires pour un contact de l’ordre m me ( n.°‘ iiz et h 7 ).
La courbe représentée par l’équation précédente , et qui est , comme l’on voit , du genre parabolique , aura ainsi dans le point commun à la courbe proposée , le cours le plus approchant de celui de cette courbe ,
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de manière qu’aucune autre courbe du même genre ne pourra passer eurre ces deux , si elle n’esr pas d’un degré plus haut.
no, La théorie que nous venons de donner sur le contact des courbes,, n’est qu’une suite de la théorie générale du développement des fonctions exposée dans la première partie. Maïs nous avons vu ( n* 40 et suiv. ) qu’il y a des cas particuliers où ce développement échappe à la forme générale , et que ces cas sont ceux où une valeur donnée de x rend infinies les fonctions dérivées &c. Alors le développement de f{ x -f- i) contiendra nécessairement, pour cette valeur de x, d’autres puissances de i que les simples puissances i , i 1 , &c. : et l’analyse des n.°* 1 ioet in se trouvera en défaut. Quoique ces exceptions ne portent aucune atteinte à la théorie générale , il est nécessaire , pour ne rien laisser à désirer , de voir comment elle doit être modifiée dans les cas particuliers^ dont il s’agit.
Supposons donc qn’en faisant x-=.m , la fonction /(x i ) développée en une série ascendante de i , soir de la forme f m + A ï -f- B + C *>+*••+» -+• &c. : fx, r, &c. étant toujours des nombres positifs.
Je remarque d’abord qu’on peut trouver les coèfficiens A , B, C , &c. r ainsi que les exposans À , /u , v, &c. , par une méthode semblable à celle 1 du n.° 11. On fera d’abord f {m -j- i) = f m + i x P, et on prendra pour i* la plus haute puissance de i qui divisera f ( m -+* i) — fm % après les réductions convenables , de manière que le quotient P ne devienne ni nul, ni infini , en faisant i = o. Lorsque m = o , l’exposant A pourra être négatif ; dans tout aurre C 3 s , il sera évidemment toujours positif. On fera ensuite P = A + r'' Q, A étant la valeur de P lorsque i = o H et on prendra pour i ' 4 la plus haute puissance positive de i , qui divisera- P — A , de manière que le quotient Q ne devienne ni nul , ni infini lorsque i = o. On continuera en supposant Q = B P R , B étant la valeur de Q lorsque i = o , et i’ la plus haute puissance positive de i > qui divisera Q — B , en sorte que le quotient R ne soit ni nul , ni infini , lorsque i = 0 ; et ainsi de suite. On aura , de cette manière /( m + i) =fm + ï P =fm + i' A + Ï + * Q=fm + l 'Ai +•£*!• B + R = & c.
On a , pour trouver les termes successifs d’une série , des méthodes plus <courtes ou d’un calcul plus facile, mais la précédente a l’avantage dp ne «développer la série qu’autant que l’on veut , et de donner la valeur du reste. Nous n’aurons pas besoin , pour notre objet , de connaître ces restes , il nous suffira de savoir qu’ils peuvent toujours s’exptijpaer pat , des quantités de la forme que nous venons de trouver.
Cela posé , considérons la courbe représentée par l’équation y = f x , x étant l’abscisse et y l’ordonnée ; supposons qu’elle ait un point commun avec une autre courbe dont l’ordonnée soit F x , et que ce point réponde à l’abscisse m , en sorte que l’on ait Fm = f m. Au-delà de ce point les ordonnées des deux courbes seront f(m + 0 » F ( m -f- t ) pour une abscisse quelconque m + i ; et leur différence , que je désignerai par D , sera f(m + i) — F {m + i ).
Développons la fonction F(m + i) comme la fonction f(m + t), et soit F( m + i ) = Fm + i> p, p = a -J- i' q , q = $ + ? r, &c. , <r , r , &c. étant des nombres positifs, et 3, &c. étant les valeurs de p , q , &c. lorsque i = o ; on aura d’abord , à cause de F m = f m , U = i* A — ii a -f- i' + * Q — i f * w q.
Les deux premiers termes du développement de f (m + O étant f m + i 1 A , et ceux du développement de F(m -f- i) étant F m -j- i' a., supposons qu’ils deviennent égaux, en sorte qu’on ait aussi p = \ et a. %= A; la première de ces deux conditions dépendra de la nature des fonctions désignées par f et F, mais la seconde pourra toujours être remplie comme la condition de Fm = f m par le moyen des constantes arbitraires a, b, c, &c. , qui entreront dans la fonction F x. On aura < 3 onc, dans ce cas, D = t**'* Q — i** r q; et il sera impossible qu’aucune autre courbe passe entre les deux courbes dont il s’agit, dans le même point qui répond à l’abscisse m , à moins que les deux premiers termes du développement de ) , <px étant l’ordonnée de cette
autre courbe , ne soient aussi les mêmes que ceux du développement de /(/n + i).
Car s’ils sont différens, ils ne pourront pas se détruire dans l’expression de la différence A des deux ordonnées et q> (m + i) , et l’on aura
en général A = i K A — i 1 a. -f- i x * Q — i f * r u , à cause de f m
= f n par la condition supposée de la coïncidence des courbes dans lepoint qui répond à x = m. Cette expression de A étant comparée à celle de D = + Q — i v+ ' q , il est facile de voir qu’a cause quelles
éxposans /x , a- , nr sont nécessairement positifs par la nature du développemental sera toujours possible de prendre i assez petit pour que la valeur de A surpasse celle de D , abstraction faite des signes , tant qu’on n’aura pas p = A et a. = A , comme dans les deux premières courbes. Donc , dans tout autre cas , la troisième courbe passera nécessairement en dehors des deux autres.
En poussant plus loin le développement des fonctions f(m -f- i)et F {m + «) , on prouvera , de la même manière , que si les trois premiers termes du développement de ces fonctions sont les mêmes , aucune autre courbe ne pourra passer entr’elles , à moins qu’elle n’ait aussi les mêmes*, termes communs avec celles-là ; et ainsi de suite.
On pourra donc appeler aussi , comme dans le n.° 117 , contact du premier ordre , du second , &c. , le rapprochement de deux courbes pour lesquelles les deux premiers termes , ou les trois premiers , ou , Sic. seront les mêmes dans les développemens des fonctions qui représentent les* ordonnées.
Ainsi , la courbe dont l’équation est y =fx étant donnée , la courbe la plus simple qui aura avec elle un contact du premier ordre au p&nt où. x = m sera représentée par l’équation y = fm 4- A ( x — m ) y et celle qui aura un contact du second ordre le sera par y = fm A {x — m f + B(x — tn f ** et ainsi de suite. Car en substituant m i pour .y, on aura simplement les deux premiers termes fm -f- A d, ou les trois premiers fm + Ad + Bd** , ou , &c. du développement de/( m 4- i). Ces courbes auront donc aussi dans le même point le cours le plus approchant de celui de la courbe proposée , et pourront par conséquent servir à err faire connaître les propriétés comme les points singuliers , les points de rebroussement , Si c. ; sut quoi \ oyez Y Analyse des-
lignes courbes de Cramer.
ni. Supposons maintenant que, dans l’équation y 4 " f x de la courbe.
proposée, on substitue —y— à la place dex, et qu’on développe la fonction
f x en une série ascendante de la forme A i K D C -f- Sec.
Si on fait la même chose pour l’équation y = F x d’une autre courbe ,
et que les premiers ternies du développement de F — j — soient les mêmes que ceux du développement de/ — , on pourra prouver, par un raisonnement semblable à celui qui a été fait ci-dessus , qu’on pourra toujours prendre i assez petit pour qu’aucune autre courbe , représentée par
l’équation y = <p x , et dont la fonction — développée de même en
série ascendante n’aurait pas autant de termes identiques avec ceux de ces courbes, ne puisse passer entre ces mèmescourbes dansles poinrs qui répondront à l’abscisse x = — 1 — -, et à toutes les abscisses plus grandes à l’infini,
puisque dès que la condition qui peut empêcher que cette courbe ne passe entre les deux autres , aura lieu pour une certaine valeur de i , elle aura lieu , à plus forte raison T pour toutes les valeurs de i plus petites.
D 'où l’on peut conclure que la courbe dont l’équation sera simplement y = A x~’ , ou y= Ax~ y -f -B x~ x ou , &c. ira en s’approchant conri-
nullement de la courbe proposée , à mesure que les abscisses x deviendront plus grandes , mais sans pouvoir jamais l’atteindre , de manière qu’elle parviendra à un terme passé lequel aucune autre courbe du même genre parabolique ou hyperbolique , qui ne sera pas d’un degré plus haut , ne pourra passer entre les deux courbes. Cette seconde courbe sera donc une asymptote de la première ; et cette idée de l’asymptote me paraît la plus simple et la plus générale qu’on en puisse donner , en même temps qu’elle est aussi la plus propre à caractériser la nature du rapprochement qui constitue le vrai asymptotisme.
1 u. Les problèmes qu’on peut proposer sur les tangentes, les rayons de courbure, &c. , et en général sur les contacts des courbes, sont de deux sorres , directsxou inverses. Les problèmes directs se réduisent toujours à trouver quelques-uns des éiémens du contact d’un certain ordre (né 1 1 7) ,
et comme ils ne dépendent que de l’analyse directe des fonctions , ils sont toujours résolubles analytiquement. Danslesproblèmes inverses , on suppose qu’il y a une relation donnée entre quelques-uns de cee élémens et les coordonnées x , y , avec les fonctions dérivées y 7 , y", &c. ; et cette relation en y substituant les expressions générales des élémens en x , y , y' , y" , &c. , devient une équation dérivée d’un certain ordre , dont il faut trouver l’équation primitive pour avoir celle de la courbe cherchée en x et y. Ces problèmes cônduisent donc immédiatement à des équations dérivées , et leur solution dépendant essentiellement de l’analyse inverse des fonctions , ss trouve sujette à toutes les difficultés de cette analyse.
Il y a cependant des cas où l’on peut les résoudre directement par des considérations particulières qui méritent d’autant plus d’attention , qu’elles tiennent à des finesses d’analyse qu’il est intéressant de connaître.
Ces cas sont ceux où la relation donnée n’est qu’entre les élémens mêmes du contact , sans que les coordonnées x , y , y entrent.
Pour donner d’abord par un exemple une idée de ces sortes de problèmes , supposons qu’on demande la courbe dont chaque tangente coupera deux ordonnées ( prolongées s’il est nécessaire ) répondant aux abscisses x = m et x = n , de manière que le produit des parties de ces ordonnées comprises entre la même tangente et l’axe des abscisses , soit toujours constant et égal à K;
Puisque l’équation à la tangente est q = a -f- bp (n* 113), en faisant successivement p = m et p = n , on aura les deux valeurs de q , dont leproduit devra être égal à K ; on aura donc entre les élémens du contact a et b l’équation
(a m b) (a -f- nb) = K.
La rftarche naturelle et directe serait donc de substituer à la place de a et b leurs valeurs y — x y 1 et y ' , (n.° cité); on aurait alors cette équation du premier ordre
[y + (m — x) y'] [y + ( n — x) y 1 ] — K, dont il ne serait pas aisé de trouver l’équation primitive par les méthodes
Ordinaires.
Mais si on prend les fonctions primes de cette équation , il vient celle-ci ly + (n — x)y'](m+x)y" ±[y + (m — x)y'] ( n — x)y H =o, dont tous les termes se trouvent multipliés par y" ; de sorte qu’elle peut se décomposer dans ces deux
y" =o.et [y-d-(n — *)y'](« — *) + [y + C™ — •*')/](« — *)=o.
La première , qui est du second ordre , donne sur-le-champ celle-ci du premier y 1 = A, où A est une constante arbitraire ; ainsi par les principes établis dans le n." 59 et suivans , on aura l'équation primitive complète de la proposée , en y substituant simplement cette valeur de y'.-
Cette équation sera donc de la forme (y — Ax -f- m A)(y — Ax-\~n A) = K ; savoir , en développant les termes (y — Ax y + Cy — Ax) ( m -\- n) A + mn A 1 — K = o. D’où , en extrayant la racine , on tire y = Ax — B ; en prenant pour B ■ , la racine de l’équation B 1 -f- ■+■ n) AB -+■ mn A z — K o. D’bù l’on voit que l’on n’a de cette manière qu’une équation à la ligne droite.-
En effet , l’équation y" = o ayant donné y' = A, celle-ci donnera l’équation primitive y = Ax -f - B , A et B étant deux constantes arbitraires ; mais par la théorie des n. 01 cités ci-dessus , ces deux constantes ne peuvent pas être arbitraires à la fois ; car il faut que l’équation trouvée coïncide avec la proposée , pour une valenr de x ; or , faisant x = o on a y = B , y' = A donc on aura entre A et B cette équation de condition ( B + mA) (Ji -\r nA ) = K , qui est la même que celle que nous avons trouvée ci-dessus , pour la détermination de B en -A.-
Venons maintenant à l’autre équation qui n’est que du premier ordre.- Celle-ci servira également à trouver une équation primitive de la proposée
par l’élimination de y 1 . En effet , elle donne y' = — .
valeur qui étant substituée dans la proposée , la réduira à celle-ci . . 4 K(m arï(n x)
Équation pour l’ellipse ou pour l’hyperbole , suivanr que K sera une quantité positive ou négative. Le grand axe sera m — n , le petit axe V K , et les deux sommets seront aux points où x = m et où x = n r
La propriété des tangentes qui nous a conduits à cette équation , est démontrée dans la proposition XLII. èm * du troisième livre des coniques d ’ Apollonius ; mais l’analyse précédente a l’avantage défaire voir que cette propriété appartient uniquement aux sections coniques.
113. Si on examine maintenant les deux solutions qu’on vient de trouver , il est facile de voir que la première ne donne que la ligne droite même qu’on a supposée tangente , en regardant les deux élémens a et b com me constans ; car l’équation y = Ax B ne diffère point de l’équation
q = a -f- bp de cette tangeote , l’équation entre les deux constantes A et B étant évidemment la même que celle que l’on a supposée entre les quantités b et a.
En effet , il est visible que toute droite peut résoudre le problème , pourvu qu’il y ait entre ses deux constantes , la relation donnée par les conditions du problème ; et comme il reste une constante arbitraire , il s’ensuit que l’équation de cette droite doit être l’équation primitive complète de l’équation du premier ordre donnée par le problème. Donc , analytiquement parlant , le problème est résolu complètement par l’équation même y = a + bx , a et b étant deux constantes , dont l’une est arbitraire , et l’autre en dépend par l’équation {a -j- m b ) ( a -j- n b ) = K.
A l’égard de la seconde solution , comme elle ne contient point de constante arbitraire , elle est à la rigueur moins générale que la première, et ne peut être qu’un cas particulier de celle-ci , ou bien une solution singuli^e , provenant de la considération que nous avons développée dans le n, # 71.
Il est d’abord facile de se convaincre que cette dernière solution ne peut être un cas particulier de la première ; car il faudrait pour cela que l’équation y = ax -f- b de la première pût satisfaire à l’équation
= o de la seconde , en déterminant conve-
nablement sa constante arbitraire , et par conséquent qu’en éliminant y de ces deux équations , la résultante ne contînt plus que des constantes , ce qui o’esr pas.
Elle
Elle ne peut donc être qu’une solution singulière ; et en effet, nous avons vu ( n." 7 1 ) que le caractère de l’équation primitive singulière de toute équation du premier ordre de la forme y 1 = F (x, y) est de rendre infinie la fonction F 1 (y), c’est-à-dire , la fonction prime de F (x, y) prise relativement à y seul. Or, l’équation de notre problème ly + (.m — *) y'] [y + (n — *)y'] = K, étant mise sous la forme précédente, donne
d’où l’on tire
J a(m x) {n x)V[4K(m x) (n — xj-f -(m n)‘y] *
où l’on voit que F 1 (y) devient infini par l’équation 4 K ( m — x ) ( n — x) (m — n)* y 1 = o , qui est celle de la seconde solution.
1x4. En examinant la manière dont nous sommes parvenus à cette solution , on verra qu’elle dépend de cette circonstance , que les fonctions primes de a et b regardés comme fonctions de x , y , y* , sont entr’elles dans un rapport qui ne contient pas la fonction seconde y"; en effet, ayant b = y et a = y — xy 1 , on a b 1 = y" et a! = — xy" , ce qui
donne ~~ = — x ; de sorte que prenant la fonction prime de l’équation
(a m b) ( a -f - n b) = K , et divisant par b 1 , on a une équation qui est également du premier ordre , et le résultat de l’élimination de y' entre ces deux équations, donne l’équation aux sections coniques trouvées plus haut. Or, je considère que les quantités a et b sont données par les équations y = a -f- b x et y' = b ( n.* 1 18). Ainsi l’équation dont il s’agit est le résultat de l’élimination de a , b et y' entre les équations y = a 4- bx, y 1 = b, {a -f- mb ) (a -f- nb) = K , et l’équation prime de cette dernière divisée par a 1 . On obtiendra donc aussi le même résultat en éliminant d’abord une des deux quantités a ou b entre les deux équations y = a -f- bx et (a + mb) (a -f- nb) = K, et ensuite éliminant l’autre par le moyen de l’équation résultante et de son équatio*
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prime prise en faisant varier cette dernière quantité. Ainsi éliminant d’abord a op a l’équation
Prenant l’équation prime relativement à b , et divisant par b on a [y + (m — x) b] (n — *) + [y + (ra — x ) (m — x) = o,
d’où l’on tire b = - f x -~ n — _ valeur qui , substituée dans
l’autre équation, donnera comme ci-dessus l’équation (m — n) 1 y* -|- 4 K (m — x ) ( « — x ) = o , qui renferme la seconde solution.
On peut encore considérer que l’équation (a -f mJ) (a + = K
qui contient la relation entre a et b , dans laquelle consiste la condition du problème , donne, par la résolution, a = fb, valeur qui étant substituée dans l’équation y = a -J- bx, la réduit à celle-ci y =fb -f ■ b x, qui ne contient plus que la constante arbitraire b, qu’on éliminera par l’équation prime prise relativement à b, savoir, f'b -f- x = o, ce qui donnera encore le même résultat. Or , par ce qu’on a vu ci-dessus , l’équation y = fb + bx est l’équation primitive complète de l’équation du premier ordre donnée par le problème ; donc l’équation résultant de l’élimination de b entre celle-ci et l’équation fb-\-x = o , sera précisément l’équation primitive singulière , d’après la théorie du n.° 71.
D’un autre côté, comme l’équation y = f b -f- bx est l’équation générale des tangentes de la courbe cherchée ( n.° 1 zz) , on en peut conclure que pour avoir l’équation de cette courbe , il n’y a qu’à regarder la constante arbitraire b qui différencie les tangentes , comme variable , et la déterminer par la condition que l’équation prime relative à cette seule variable ait lieu en même temps. Et de-là on voit aussi que l’équàrion primitive singulière que nous avons trouvée pour l’équation du premier ordre donnée par le problème , n’est autre chose que l’équation de la courbe formée par l’intersection continuelle des droites représentées par l’équation primitive complète de la même équation du premier ordre.
115. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple, nous allons la traiter d’une manière générale. Soit, comme dans le n.° 117*
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 139 F ()f, y , a , b) = o l’équation de la courbe du contact , que nous avons supposée ci-dessus une ligne droite , et soit 9 ( a , b ) = o l’équation qui détermine la relation entre les deux élémens a et b , donnée par la nature du problème proposé ; suivant la théorie donnée dans ce même numéro , il faudra déterminer a et b par les deux équations F ( x , y , a , b) = o et F (x , y , a , b) 1 = o.
Or , nous avons vu (n." 53 ) que si on élimine a et b des trois équations F (x, y, a, b) = o,F(x,y,a,b)' = o et F (x,y, a, b)"— 0,0a a une équation du second ordre entre x , y , y 1 et y" , que nous désignerons par V = o , et dont F (x, y , a , b) = o sera l’équation primitive complète , a et b étant les constantes arbitraires ; nous y avons vu aussi que si on élimine a oui des deux premières , les deux résultantes seront des équations primitives du premier ordre de la même équation V = o , et dont celle-ci sera le résultat, en prenant de nouveau les fonctions primes et éliminant la constante qui y était restée ( n.° 60 ). Donc , si de ces deux premières équations on tire les valeurs de a et‘b , que nous désignerons par P et Q, en sorte que l’on ait a = P, b = Q, P et Q étant des fonctions de x , y et y 1 ; qu’ensuite on prenne les fonctions primes de ces équations , en y regardant toujours a et b comme constantes , on aura les équations du second ordre P 1 = o , Q 1 = o , qui devront coïncider avec l’équation V = o ; de sorte qu’on aura nécessairement P 1 = M F", Q 1 = N V, M et N étant des fonctions de x , y et y' sans y" ; car si , par exemple , M contenait encore y " , alors l’équation P' = o donnerait , outre y — o , cette autre équation du second ordre M= o , qui ne serait pas comprise dans la même équation y = o ; ce qui ne se peut.
Substituant donc ces valeurs de a et b dans l’équation du problème <p (a , b) = o,on aura 9 ( P, Q) = o ; prenant ensuite l'équation prime , on aura P' <p' ( P ) -j- Q <p' ( Q) = o , en dénotant par <p' ( P ) ■et <p' ( Q) les fonctions primes de 9 (P, Q) prises relativement à P et Q isolés ; donc mettant pour P' et Q 1 les expressions ci-dessus , cette dernière équation deviendra V [M 9' (P) + N <p‘ (Q)] = o , laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci , V = o et M 9' (P) -fiY9'(Q) =0.
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La première V = o , sera du second ordre et aura pour équation primitive complète , F (x, y , a , b) = o , c’est-à-dire , l’équation même de la courbe du contact , dans laquelle une seule des deux constantes a et b sera arbitraire , l’autre étant déterminée par l’équation même dit problème <p (a , b) = o.
L’autre équation M ç 1 (P) + N <p" ( Q ) = o ne sera que du premier ordre et sans constante arbitraire ; mais étant combinée avec l'équation ç (P, Q) = o, elle donnera, par l’élimination dey 1 , une équation entre* et y qui sera l’équation primitive singulière de cette dernière <p(P ,Q) = o.
Cette équation sera donc le résultat de l’élimination des quantités a , b et y' entre les quatre équations F(x, y, a,b) = o ,F( x, y, a, by = o, ç> (a , b) et M tp 1 (a) -f- N <p' (b) = o. Or , en regardant a et b comme des fonctions de x et y , les équations a = P , b = Q résultant des deux premières , donnent ces deux équations primes a 1 = P 1 = M V
et b 1 = Q 1 = NV , donc = — J — ; de sorte que la dernière
équation se réduira à celle-ci 9' ( a) + — — — = o , qui n’est autre
chose que l'équation prime de <p (a , b) = o , divisée par a 1 . D’un autre côté , dans la supposition de a et à variables , il est évident que la fonction prime de F(x,y,a, b) n’est pas simplement F (x , y , a , b ) 1 , mais qu’il y faut ajouter les termes dus à la variation de a et b , qui sonr a' F {a) + b 1 F ( b ) j en désignant par F (a) et F (b) les fonctions primes de F(x, y , a ,b) prises relativement à a et à à regardés comme seules variables. Donc prenant les fonctions primes de l’équatioo F (x , y , a , b ) = o , on aura
F ( * , y , a , b y + a' F {a) + b' F (b) — o; mais on a déjà l’équation F(x , y , a, b)‘ = o ; on aura donc nécessairement dans la supposition de a et b variables , l’équation a' F (a)
-f - b 1 F {b) = o , d’où l’on tire — - — = fT — , c’est la valeur
de —jq — , qu’on peut trouver directement de cette manière , et qu’ort
voit clairement ne pouvoir être qu’une fonction du premier ordre , puisqu’elle ne contient que les quantités x , y et a , b.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 141 Donc l’équation dont il s’agit sera , en dernière analyse , le résultat de
l’élimination d ea,b,et — ~ — entre les quatre équations F(x, y, a, b) = o,
dont les deux dernières sont les fonctions primes des deux premières prises relativement à a et b , et divisées par a! ; l’équation F (x , y , a , b) = o n’est plus nécessaire ici , et se trouve remplacée par l’équation F {a) -j-
— - — F ( b ) = o , qui en est une suite. Donc , si on réduit d’abord les
deux premières en une seule par l’élimination de b , il ne s’agira plus que de prendre l’équation prime de celle-ci relativement à a seul , et d’éliminer ensuite a par le moyen de ces deux , le résultat sera nécessairement le même qu’auparavant.
Si donc on tire de l’équation 1 p (<z , b) = o , donnée par les conditions du problème entre les élémens du contact a , b , la valeur de b en a, et qu’on suppose b = \J, a ( étant aussi la caractéristique d’une fonction) , qu’on substitue cette valeur dans l’équation F(x ,y , a , b) = ode la courbe du contact , qu’ensuite on prenne la fonction prime de F (x , y r a , yf a) relativement à a seul , fonction que nous désignerons par a' F (a , \J/ a ) ; a' étant la fonction prime de a regardé comme fonction de x , on aura ces deux équations F (x, y , a , -J, a) = o , et F ( a r = o , d’où il faudra éliminer a ; et il est visible que le résultat ne sera autre chose que l’équation primitive singulière de l’équation du premier ordre , dont F (x , y , a, yf a) = o sera l’intégrale complète <«•*
La courbe représentée par cette équation singulière sera proprement celle qui résout le problème , et qui aura la propriété d’être touchée dans chaque point par une des courbes représentées par l’équation F (x , y, a , ■J, a) = o , a étant constant pour la même courbe , mais variable d’une courbe à l’autre.
1 16. La manière dont nous sommes parvenus à cette dernière solution est la plus directe , analytiquement parlant ; mais on y peut parvenir plus
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simplement par la considération suivante. Puisque le problème consiste à trouver la courbe qui aura , dans chaque point, un contact du premier ordre avec la courbe représentée par l’équation F(x , y , a a) = o , a étant un paramètre indéterminé , il s’ensuit (n.° 1 1 7 ) que l’équation de la courbe cherchée doit donner pour y et pour y' des fonctions de x de la même forme que celles qui résultent des équations F(x,y ,a,-^a) = o, et F (x, y, a, -^ay = o , en désignant par F ( x , y , a , a ) la fonction prime de F(x, y, a, yf,a) relative à x et y. Or , a étant une quantité indéterminée , on peut la supposer telle que la courbe cherchée , soit représentée par la même équation F ( x , y , a , a) = o , pourvu que l’équation prime de celle-ci soit aussi de la même forme F ( x , y , a , ^ a y = o. Mais si a est une quantité variable , la fonction prime complète deF (,x, y, a, -J,a) sera , comme nous l’avons vu ci-dessus ,
F 1 (x, y, a, ^a) a' F 1 ( a , -J, a ). Donc la condition dont il s’agit sera remplie si on détermine a par l’équation F 1 ( a , \f, a ) = o ; ce qui donnera la dernière solution que nous venons de trouver.
Toute équation entre x ,y et un paramètre indéterminé a , que nous dénoterons , pour plusde simplicité , par j ( x , y , a ) = o , représente , en donnant successivement à a toutes les valeurs possibles , une famille d’une infinité de courbes qui varient de forme ou de position , ou de l’une et de l’autre à la fois , à raison des variations du paramètre ; et si on élimine ce paramètre par le moyen des fonctions primes ( n.° 55 ) , l’équation résultante du premier ordre appartiendra à toute cette famille de courbes. Elle appartiendra donc aussi à la courbe formée par toutes ces courbes , et qui les enveloppera , ayant avec chacune d’elles un contact du premier ordre. La même équation / ( x , y , a ) = o , ainsi que son équation prime f(x t y,a )' = 0, prise relativement à x et y seuls , devront donc avoir lieu aussi pour chaque point de cette courbe enveloppante , en regardant le paramètre a comme une quantité variable.
Or , dans cette hypothèse, la fonction prime complète de f( x ,y , a) est f( x , y , a y + a'f ( a ) , etl dénotant par f (a) la fonction prime prise relativement à a seul , et par a 1 la fonction prime de a , regardée comme une fonction quelconque de x ; donc il faudra que la valeur de a /soit telle que l’on ait /' ( a ) == o , ce qui donnera l’équation primitive
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 143 singulière de l’équation du premier ordre qui répond à l’équation f( x , y , a) = o , dans laquelle a est regardée comme une constante arbitraire ( 7a ).
D’oii l’on peut conclure , en général , que l’équation primitive singulière d’une équation du premier ordre représente toujours la courbe enveloppante de toutes les courbes qui peuvent être représentées par son équation primitive complète , en donnant à la constante arbitraire toutes les valeurs possibles.
117. Considérons encore les contacts du second ordre , et prenant F{ x ,y , a , b , c ) = o pour l’équation de la courbe du contact, supposons qu’il y ait entre les trois éléniensa,é,c la relation donnée par l’équation f ( a , b , c ) = o. Comme les valeurs de ces élémens doivent se tirer des trois équations F ( x , y , a >b , c) = o , F (x , y , a , b , c y = o , F(x,y,a,b,cy = o ( n.' 1 i 7 ) j si on désigne ces valeurs par P , Q , R , l’équation du problème sera <p ( P , Q t R ) = o , qu’on voit être du second ordre. Les trois équations a = P, b = Q , c = R donneront , en prenant les fonctions primes dans la supposition de a , b , c constantes , la même équation V = o , du troisième ordre qui sera le résultat de l’élimination de a , b , c , au moyen des trois équations précédentes , combinées avec l’équation tierce F ( x , y , a , b , c y" = o ( n° 55 ) ; par conséquent on aura nécessairement P 1 = M V , Q' = NV 9 R' = LV, M , N , L étant des fonctions de x , y, y et y" sans y"' ; de sorte qu’en prenant les fonctions primes de l’équation cp ( P, Q, R) = o , on aura P'f 1 ( P ) Q' ç>' ( Q ) -f- R'<p' (R) = o ; savoir t
V[M<p' (P) + Ntff (Q) -f L 9 ' (R)] =z o, équation qui se partage naturellement dans ces deux- ci , V = o et M<p' (P) + N<p'{Q) -f L<p' (R) =: o,
dont la première est du troisième ordre , et la seconde n’est que du deuxième.
L’équation V = o a , comme nous l’avons déjà vu , pour équation primitive complète , l’équation même F { x , y , a , b , c) = o de la courbe du contact, dans laquelle a, b, c sont les trois constantes arbitraires^
mais comme l’équation du problème (p ( P , Q , R) = o n’est que du second ordre , il doit y avoir une relation entre ces trois constantes , qui les réduise à deux arbitraires ; et cette relation est donnée par l'équation <p ( a , b , c ) = o qui résultent de la précédente , en substituant les valeurs de P, Q, R , tirées des équations a = P , b = Q , c = R.
L’autre équation étant du second ordre , on pourra par son moyen éliminer la fonction y 11 de l’équation ( P, Q , R) = o , et la résultante sera une équation primitive de celle-ci du premier ordre , mais qui ne contiendra point de constante arbitraire. Cette équation sera donc le résultat de l’élimination des quantités a , b , c.et y" au moyen des équations F(x,y, a, b, c) = o , F(x,y, a , b, c)'= o,F( x,y, a, b, c)' ; = o, q> ( a , b , c ) = o , et Mtp 1 (a) -j- Ntp' (b) +■ L<p' (c) = o. Or , en regardant a , b , c comme des fonctions de x , y, la fonction prime d e F ( x , y , a , b , c ) sera F ( x , y , a , b , c y -j - a 1 F 1 (a) b 1 F 1 (b) -j- d F 1 ( c ) , en dénotant simplement par F 1 ( a ) , F 1 (b), F' (c) les fonctions primes de F ( x , y , a , b , c) prises relativement à a , b , c , regardées comme seules variables ; donc les deux équations F( x , y , a , b , c) = o et F ( x , y, a , b , c) 1 — o emporteront celle-ci a' F' {a) + P F' ( b ) + c 1 F' (c) = o. De plus , la fonction prime de F( x , y, a , b , c )' sera , par la même raison , F ( x , y, a , b , c )" + a' F 1 ( a y + b 1 F 1 ( b J + c' F 1 ( c )' , en dénotant de même par F 1 ( a)' , F 1 ( b y , F' ( c )' lés fonctions primes de F ( x , y, a , b , c )' , prises relativement à a,b,c, regardées comme seules variables ; et comme dans la formation de ces fonctions dérivées on regarde les quantités a, b, c comme indépendantes de x et y , il est aisé de prouver , par les principes établis dans la première partie ( n.*86), que les fonctions F 1 ( a )' , F 1 (by , F' ( c )' seront la même chose que les fonctions primes des fonctions F 1 ( a) , F 1 ( b) , F'(c), prises relativement à x et y. Donc les deux équations F(x, y, a, b, c) 1 = o et F( * , y , a , b , c )" = o emporteront encore nécessairement cette autre-ci a 1 F' ( a )' + b 1 F 1 (b) 1 + c' F 1 ( c )' = o.
Si donc on combine les deux équations F 1 (a ) -f- — ^ F 1 (b) -j-
-4- P ( c ) = o , F 1 ( * y + 4- F' (by + F' ( c y = o
avec
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if y
avec l’équation <p' (n) -| — <p 1 (b) + — j — <p' (c) = o, qui résulte
de ç> {a, b , c) = o , en prenant les fonctions primes, on aura , par l’élimination des quantités — -, — et — , une équation en a,b ,c c t x , y, y 1
sans y", laquelle sera équivalente à celle qu’on aurait déduite des deux équations F (x , y , a , b , c)' = o et M <p' ( a ) -f- N ç>' ( b ) -j- L <p‘ (c) = o , par l’élimination de y". Ainsi , il n’y aura plus qu’à éliminer a , b , c , au moyen des équations F ( x , y , n , i, c) = o , F ( x , y , a , b , c )' = o et <p (a , b , c) = o , et le résultat final sera la même équation primitive du premier ordre de l’équation (p (P, Q,R ) =o, laquelle ne contenant point , par sa nature , de constantes arbitraires , ne pourra être qu’une équation primitive singulière.
En effet , si pour simplifier la solution on commence par tirer la valeur de c de l’équation p ( a , b , c) = o, et qu’on la représente par (a ,b),
alors la solution se réduira à éliminera , b et — ~ — entre les deux équations
et les deux équations primes de celles-ci prises relativement a. a et b seuls et divisées par a' , procédé analogue à celui du numéro 124.
118. En général , si l’on a une équation en x , y et deux constantes arbitraires a et b , que nous représenterons par f(x , y , a , b) = o ; en éliminant ces deux constantes par le moyen des deux équations dérivées /(** y, a , b y = o et/ ( x , y , a ,b) n = o , on aura une équation du second ordre V' = o, qui appartiendra à toutes les courbes représentées par l’équation f{x, y, a , b) = o, en donnant à a et b des valeurs quelconques , et dont par conséquent celle-ci sera l’équation primitive complète.
Donc elle appartiendra aussi à la courbe , ou aux courbes formées par toutes ces courbes , et qui les envelopperont de manière qu’elles aient avec chacune d’elles un contact du second ordre , c’est-à-dire , dans lequel les y, y' et y" soient les mêmes. Mais les quantités a et b étant constantes dans chaque courbe enveloppée , et variables pour les courbes
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enveloppantes , pour que les y, y' et y" soient les mêmes dans les. clercs hypothèses , il faudra que les équations d’où elles dépendent soient aussi les mêmes. Or , dans la supposition de a et b variables , l’équation f (x , y , a , b ) = o donne l’équation prime / (x,y, a , b)' -f- a' f ( a ) b 1 f (b) = o ; donc , pour que cette équation se réduise à f {x y y , a, b)' = o , comme dans le cas de a et b constantes , il faudra que l’on ait a! f' (û) -f* b' f ( b ) = o. De la même manière l’équation f ( x , y , a , b )' = o donne , dans le cas de a et b variables , cette équation dérivée
laquelle ne peut se réduire à f (x , y , a , b)" = o , comme dans le' cas de a et b constantes , qu’en supposant a 1 f 1 ( a )' b' f ( b )' = o.
Ayant ainsi les quatre équations f(x,y>a,b) = o,f(x, y, a , b)'= o T
f (a) ri {b) = o et f (a) 1 H j- f‘ (b)' — o , il n’y
aura qu’à éliminer a , b et — - — , et l’on aura une équation du premier
ordre entre x , y et y ' , qui sera celle des courbes enveloppantes , et qur sera en même temps l’équation primitive singulière de la même équatioa V== o.
On voit par-là comment la théorie des équations primitives singulières peut s’étendre au second ordre et aux ordres supérieurs. On voit en même temps que ces équations représentent toujours des courbes enveloppantes , et qui ont des contacts d’un ordre donné avec les courbes enveloppées , représentées par les équations primitives complètes , dans lesquelles les constantes arbitraires varient d’une courbe à l’autre. Ceci peut servir de supplément et de complément à la théorie des équarions primitives exposée dans la première partie ( n.° y z ).
Au reste , de même que les quatre équations ci-dessus f(x,y, a, b) = o , f(x,y J a,b)' = o,p(a) + -~~/'(6) = o,/'(n)' + ~-f(b)'= o,
donnent, par l’élimination de a, b et , une équation du premier ordre
en x , y et y', ces équations donneront également , par l’élimination de ces
trois dernières quantités , une équation en a , b et — y— , qui renfermera
les relations que doivent avoir entr’elles les deux variables a et b ; d’où l’on voit que ces quantités qui sont indépendantes entr’elles dans chacune des courbes enveloppées , ne le sont plus lorsqu’elles se rapportent à la courbe enveloppante. On trouvera des résultats semblables pour les équations et les courbes des ordres supérieurs.
119. Supposons qu’on demande la courbe qui aura dans chacun de ses points un contact du second ordre avec un cercle représenté par l’équation (x — a) 1 + (y — by = c\ et dont les élémens du contact a , b, c aient entr’eux la relation déterminée par l’équation <p(a,b , c) = o.
La marche naturelle pour résoudre ce problème , serait de substituer dans cette équation les valeurs des élémens a , b , c trouvés plus haut { n.° 118), ce qui donnerait une équation du second ordre , d’où il faudrait remonter à l’équation primitive.
Mais , sans chercher cette équation du second ordre , on peut d’abord conclure de ce que nous venons de démontrer , que l’on aura son équation primitive complète , en supposant les quantités a , b , c constantes , ce qui redonnera la même équation au cercle. On en conclura ensuite que la même équation admettra aussi une équation primitive singulière du premier ordre , qu’on obtiendra en faisant varier les quantités , a , b , c , de manière que les équations primes et secondes de l’équation au cercle soient les mêmes que si ces quantités étaient regardées comme constantes; et que cette équation primitive représentera alors la courbe ou les courbes formées par la réunion de tous les cercles représentés parla même équation, c’est-à-dire , qui envelopperont ou embrasseront tous ces cercles.
Cette équation sera donc , par les principes établis ci-dessus, le résultat
de l’élimination des quantités a , b , c et — y- , — c . - , entre les trois
équations ( x — a) 1 -f- ( y — b y = c 1 , x — a -f- y' ( y — b ) = o , <p(a , b , c ) = o , et les équations primes de celles-ci , prises relativement aux seules variables a , b , c ; savoir , x — a H — (y — -b)
Mais , comme cette équation en x et y pourrait se présenter sous une forme assez compliquée , il sera plus simple de chercher à déterminer les valeurs mêmes de x et y par une troisième variable.
Pour cela , on éliminera d’abord y 1 , au moyen des deux équations x — a + y 1 ( y — b ) = o et i -\ ; — y 1
o ; on aura celle-ci :
o , qui étant combinée avec la première
(x — <0* + ( y — b y = c z , donnera sur-le-champ
De plus j si on substitue ces mêmes valeurs de x et y dans l’équatioa
, on aura celle-ci ,,
laquelle étant combinée avec l’équation <p(a , b , c) = o , donnée par le problème , servira à déterminer deux des trois variables a , b , c par la troisième ; moyennant quoi les valeurs de x et y seront aussi exprimées par cette seule variable.
130. Comme les quantités a et b sont les coordonnées de la courbe qui est le lieu de tous les centres des cercles oscillateurs ( r.” 116), si on suppose cette courbe donnée , on aura une équation entre a et b , par laquelle on pourra déterminer b en a. Soit donc b = <p a , on aura b ' = a' <p' a , et de-là c 1 = a 1 y 1 [ 1 + ( ç' a ) 2 ] ; ainsi , en désignant par A la fonction primitive de a! V [ x -j- ( cp' a )* ] , on aura c = A -}- h , h étant une constante arbitraire; ces valeurs de b et c étant substituées dans les expressions de x , y, on aura la courbe cherchée.
Nous remarquerons maintenant que , quelle que soit la courbe des centres , l’équation c 1 = V ( + b 11 ) fait voir que le rayon c est égal à
l’arc de cette courbe ( V oye\ ci-après , n.° 134 ) ; de sorte que si on. nomme s cet arc , on aura c = s -J- h.
Nous remarquerons de plus que le rayon c sera nécessairement tangent à la même courbe ; car l’angle que la tangente de cette courbe fait avec
l’axe , a pour tangente la quantité — £ — ( n.° 114) , et comme le rayon
du cercle osculateur est perpendiculaire à la courbe dont les coordonnées sont
x et y ( n.° 1 1 5 ), la tangente de l’angle qu’il fait avec l’axe sera = y~
( n.° 114) = ■ — - — , en vertu de l’équation 1 -f- — -2 - — = o ; donc , &c.
Mais , quoique cette propriété soit démontrée de cette manière , il est bon de faire voir qu’eiie est une conséquence nécessaire de l’analyse employée dans la solution de la question. Pour cela , nous reprendrons les deux premières équations ( x — «) l + (y — b )* = i 1 et x — a
C J- et
VC '+y‘)
b = y -j - — ^ — : , et nous observerons que ces expressions de
a et b peuvent représenter à la fois les coordonnées de la perpendiculaire à la courbe dont x et y sont les coordonnées , en regardant x et y comme constantes , et c comme une variable , ainsi qu’on l’a vu n.° 1 1 5 , et les coordonnées de la courbe des centres, en regardant x et y comme variables, et c comme donnée en x et y ( n.° 116 ).
Donc la perpendiculaire dont il s’agir sera tangente de cette dernièrecourbe , si la fonction prime de b , regardée comme fonction de a , est la même pour la droite et pour la courbe ( n.° 1 17 ) ,■ ou , en générai , si les
valeurs de a! et de b' , regardées comme fonctions d’une troisième variable ,
sont les mêmes , et par conséquent aussi , si les valeurs de et — — sont
les mêmes , soit que les quantités x et y soient traitées comme variables ou non , c’est-à-dire , si dans ces valeurs les parties dépendantes des variations de x et y sont nulles ; or , c’est ce qui a lieu en effet , comme on le voit .par les équations a! ( x — a ) -f- b 1 ( y — — b ) = c c‘ et
a' -f- b' y' = o , qui servent à la détermination de — * — et de — — - »
-J- y' ( y — b ) = o , lesquelles donnent a = x —
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et qui sont les équations primes de ( x — a )* -j- ( y — b)' — c r et x — a -f- y ( y — b) = o , en y traitant x et y comme constantes , et a , b comme seules variables.
Donc , puisque le rayon osculateur d’une courbe est par-tout tangent à la courbe des centres , et est en même temps égal à l’arc de cette courbe, il s’ensuit qu’il peut être pris pour ce même arc étendu en ligne droite , et qu’ainsi toute courbe peut être regardée comme formée par le développement de celle qui est le lieu des centres des cercles osculateurs. C’est en quoi consiste la théorie des développées d ’Huyghens , qu’on n’avait démontrée que par des considérations géométriques. L’analyse précédente fournit en même temps l’explication d’un paradoxe qui se présente, lorsqu’on cherche, par les formules connues , la courbe formée par le développement d’une courbe donnée.
Si on substitue dans l’équation de cette courbe les expressions de ses coordonnées a et b en x , y , y 1 et y", on a évidemment une équation du second ordre , d’où il paraît s’ensuivre que l’équation en x et y de la courbe cherchée devrait contenir deux constantes arbitraires , tandis que la génération de cette courbe, par le développement de la courbe donnée, n’admet qu’une seule constante arbitraire dépendant du point où commence le développement.
La raison de cette différence consiste , comme nous venons de le démontrer , en ce que l’équation de la courbe produit par le développement , est proprement l’équation primitive complète d’une équation du premier ordre , qui n'est elle-même que l’équation primitive singulière de l'équation du second ordre donnée par les conditions du problème , et qui par sa nature , ne peut point avoir de constante arbitraire ; de sorte qu’il ne peut y avoir qu’une constante arbitraire à raison de la première équation primitive.
1 31. 11 y a un genre de questions qui , quoique indépendantes de la considération des tangentes , peuvent néanmoins s’y rapporter. Ce sont celles qu’on appelle de maximis et minimis , et qui consistent à trouver pour une fonction donnée d’une variable , la valeur de cette variable qui rend la valeur de la fonction la plus grande ou la plus petite. Comme
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 151 les courbes ne sont que la représentation ou le tableau de toutes les valeurs de la fonction de l’abscisse , représentée par l’ordonnée , il est visible que la question de trouver la plus grande ou la plus petite valeur d’une fonction donnée d’une variable , revient à déterminer la plus grande ou la plus petite ordonnée de la courbe dont cette variable serait l’abscisse , et la fonction donnée serait l’ordonnée.
Or, l’inspection seule de la courbe suffit pour faire voir que ces ordonnées ne peuvent être que celles qui répondent aux points dont les tangentes seront parallèles à l’axe des abscisses. Si la courbe est convexe à l’axe , l’ordonnée sera alors évidemment un minimum ; et si la courbe est concave , l'ordonnée est un maximum.
Nous avons vu {n° i i 4) que la tangente de l’angle que la tangente d’une courbe fait avec l’axe, est exprimée en général par y 1 , y étant l’ordonnée qu’on suppose fonction de l’abscisse x ; donc, pour que cette tangente devienne parallèle à l’axe , il faut que l’on ait y' = o ; or , si l’on fait y = o dans les expressions des coordonnées a et b ( n.° 1 1 6 ) , qui déterminent le lieu du centre du cercle osculateur , on a a = x , b =y H
d’où l’on voit que si y" est une quantité positive , ce centre tombera au-delà de la courbe qui sera par conséquent convexe vers l’axe ; et que si y" est une quantité négative , le même centre tombera en-de^à de la courbe , c’est-à-dire, du côté de l’axe , et que par conséquent la courbe sera alors concave vers l’axe. Donc la fonction y sera un maximum , ou un minimum, lorsque sa fonction prime y' sera nulle; et, en particulier, elle sera un minimum , lorsque la fonction seconde y " sera en même temps une quantité • positive; et un maximum , lorsque y" sera une quantité négative : c’est en quoi consiste la méthode connue de maximis et minimis.
131. Mais il n’est pas inutile de faire voir comment cette méthode peut se déduire directement de l’analyse des fonctions , sans la considération intermédiaire des courbes.
Soit fx la fonction de x , dont on demande le maximum ou le minimum. Soit a la valeur de x , qui répond au maximum ou au minimum , il faudra que la valeur de fa soit toujours plus grande ou toujours moindre que la
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valeur de/(ü + t) > q i,e U e T 16 so ' r quantité i , positive ou négative,’ et quelque petite qu’elle puisse être. Je dis quelque petite que la quantité i puisse être, car une quantité est censée devenir un maximum ou un minimum, lorsqu’elle parvient au terme de son accroissement ou de sa diminution ; de manière qu’en-deçà et au-dela de ce terme , elle se trouve moindre dans le cas du maximum , ou plus grande dans le cas du minimum, que dans le même terme. Conservons x à la place de a , la condition du maximum sera f( x -f- t) <fx, o\if(x + i ) — fx < o, et celle du minimum sera f(x+i)>fx, ou /( x + t ) > o , quelque petit que soit i , positif ou négatif.
Développons la fonction f {x + i) en série , par la formule du n.° 53, et arrêtons-nous d’abord aux deux premiers termes, on aura ainsi
/( * i) ■=. f x + if x H f" (x -f- j ) , j étant une quantité
renfermée entre les limites o et i. Il faudra donc que l’on ait if x -f* — f" {x -j- 7 ) < o pour le maximum , et > o pour le minimum .
Or, nous avons déjà vu ( n.° no) qu’on peut prendre i assez petit pour que la valeur absolue du terme i /' x soit plus grande que celle du
terme — — f'(,x +7), et qu’alors cela aura lieu aussi pour toutes les
valeurs de i plus petites ; donc la quantité if x H — f‘ ( x -f- j)
deviendra alors positive ou négative, suivant que la quantité i f x le sera ; mais celle-ci change de signe avec la quantité i ; donc il sera impossible que la condition du maximum ou du minimum ait lieu , à moins que l’on n’ait f x = o.
Prenons maintenant ^.’*ns le développement àcf(x -f- i) un terme de
plus, nous aurons /(.y -(- i)—fx -f- if x d l — f'x H —
f" (* + 7 ),’ donc, à cause de f x = o, il faudra que l’on ait — ^ — f'x + "T ~ f ( x -J- j ) < o pour le maximum , et > o pour le minimum. On peut aussi prendre i assez petit pour que la valeur absolue du terme — — f'x
soir
soit plus grande que celle de - f" 1 ( x + y ) ; alors la quantité
f x + — ■ f" ( x -j- y ) sera positive ou négative , suivant
que celle de ~~ f" x le sera. Donc , puisque la valeur de ï 1 est toujours
positive , il faudra , pour le maximum , que l’on ait/" x < o , et que , pour le minimum , l’on ait f" x > o.
Si Pon avait f" x = o , alors reprenant le développement de/ ( x -j- i ), et employant un terme de plus , on aurait
/(* + *) =/* + if'x -j- -7-/"* + ~rjf U 'x +
donc , puisqu’on suppose f'x= o et f" x = o , on aurait , pour le maximum , la condition — — - f 1 " x -| — - b — ■ / ,r ( x -\-j ) < o ; et pour le minimum , la condition opposée. Or , on peut prendre i dssez petit pour que la valeur absolue du terme ^ ^ /" x surpasse celle du terme ( x +/),*
alors la valeur de - f" 1 x H — ^ 1 ^ / ,T ( x -j- y ) sera positive ou
négative , suivant celle de f" x ; mais celle-ci change de signe
avec la quantité i ; donc il sera impossible que la condition du maximum oa du minimum ait^ieu , à moins qu’on n’ai t/"' x = o.
Employons encore le terme suivant dans le développement de/( x -f* t)»
/( X + 0 —fx + if x + -J- f X -f- ^ /" x + -- * • ; 4 f n + /’(*■+• y ) » et les conditions du maximum ou du minimum
on aura
z. 3 . 4-S deviendront
— /’ x H /’ ( x + / ) < o ou > o ,
à cause de f x = o ,/" x = o et f m x = o. On prouvera ici , comme 'plus haut , que Pon pourra prendre i assez petit pour que le terme affecté ( de t 4 , pris absolument , c’est-à-dire , abstraction faite du signe , devienne
plus grand que l’autre terme affecté de i 5 , et que , par conséquent , la somme des deux termes soir nécessairement positive ou négative , selon
que le terme f" 1 x le sera. D’où il est aisé de conclure , à cause
que b est toujours une quantité positive , qu’il faudra , pour le maximum , que l’on ait J" x <o,et pour le minimum ,f"' x > o ; et ainsi de suite.
133. Donc , en général , si y est une fonction quelconque de x , on aura d’abord , pour le maximum ou le minimum , la condition y 1 = o , laquelle donnera la valeur de x , ensuite y" < o ou > o , ce qui s’accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus ( n.° 1 31 ). Mais nous venons de trouver de plus que siy" = o , il faudra que l’on ait aussi en même temps y 1 " = o , ensuite y' T < o pour le maximum , et y" > o pour le minimum ; et ainsi de suite. En général , si une fonction dérivée d’un ordre quelconque pair disparaît , il faudra que la fonction de l’ordre impair suivant disparaisse aussi , et que la suivante de l’ordre pair soit négative pour le maximum , et positive pour le minimum.
Si la fonction y n’est donnée que par une équation F ( x , y) = o , i! n’y aura qu’à prendre l’équation prime F'(x) -f- y 1 F 1 (y) = o, ' et faire y 1 = o , ce. qui la réduira à celle-ci F' (x) = o , laquelle combinée avec F(x,y ) = o , servira à déterminer les valeurs de x et y répondant au maximum ou au minimum. Ensuite on prendra l’équation seconde, et faisant de même y' = o , on aura la valeur de y" , dans laquelle on substituera les valeurs trouvées de x et y , et on pourra juger , par cette valeur , du maximum ou du minimum ; et ainsi de suite.
Si la fonction y" , ou f"x , devenait infinie , c’est-à-dire , si — - = o ,
ce serait une marque que le développement de f(x + i) contiendrait, pour la valeur trouvée de x , un terme de la forme A i m , m étant entre 1 et x ( n.° 4.1 ); et en considérant la courbe de l’équation y = f x , on pourrait connaître par la forme de son cours dans le point donné , si la fonction y est un maximum ou un minimum ( n.° 120 ). On pourrait même donner pour cela des règles générales , mais qui nous écarteraient trop de notre objet.
Nous ne nous arrêterons pas à donner des exemples des règles précédentes pour la détermination des maxima et minima ; comme elles s’accordent en tout avec celles que l’on connaît d’après le calcul différentiel , on pourra en faire les mêmes applications.
i 34. Je viens maintenant à la détermination des aires des courbes , qu’on appelle communément quadrature des courbes. Considérons , en général, la courbe représentée par l’équation y = fx , y étant l’ordonnée rectangulaire correspondant à l’abscisse x dont elle est une fonction donnée. L’espace terminé par cette courbe , l’axe des abscisses et une ordonnée quelconque y, sera donc aussi déterminé par une fonction de la même abscisse x, que nous désignerons par Fx. Supposons que x devienne x -ff i , cette fonction deviendra F {x -j- i), et il est clair que F(x + i) — Fx sera alors la portion de l’espace correspondant à la partie i de l’axe, et terminée par les deux ordonnées fx et f(x -f- 2) répondant aux abscisses x et x -j- i. Or , quelle que soit la courbe proposée , il est aisé de se convaincre , même sans figure , que si les ordonnées vont en augmentant , ou en diminuant , depuis f x jusqu’à /(* + Oi l’espace dont il s’agit sera , dans le premier cas , plus grand que l’espace rectangulaire i f x , et moindre que l’espace rectangulaire i f (x -j- i) , et dans le second cas , plus grand que ce dernier , et moindre que le premier. Donc il sera toujours nécessairement renfermé entre ces limites if x et if(x + i ) , lesquelles seront par conséquent les limites de la quantité F( x + i) — Fx qui doit représenter ce même espace.
Développons les fonctions f(x -f- i ) et F{ x + i ) suivant la formule du n.° 53, et arrêtons-nous au premier terme pour la première, et aux deux’ premiers pour la seconde , on aura /(•* + * ) =/•* + * /' ( * + / )
et F ( x -f- i ) = Fx -f- i F' x -j F 11 {x -{- j ) , où j est une
quantité indéterminée qui peut n’être pas la même pour les deux fonctions , mais qui doit toujours être renfermée entre les limites o et i. Il faudra
donc que la fonction Fx soit telle que la quantité i F 1 x - j — F" (x + j )
soit renfermée entre les limites if x et i fx ? f (x -f- i), quelle que soit
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la valeur de i , et par conséquent en prenant i aussi petit qu’on voudra. Or, l’intervalle entre les deux limites étant ? f'(x + j), la différence de la quantité dont il s’agit et de l’une des limites , savoir i(F‘ x — f x ) -j-
— — — F" (x + j ) devra être moindre que i 1 f (x -j- j) , abstraction
faite des signes de ces quantités. Mais il est aisé de prouver que cette condition ne peut avoir lieu pour une valeur de i aussi petite qu’on voudra , à moins que le terme affecté de i ne disparaisse ; car autrement on pourra toujours prendre i tel que la première quantité soit plus grande
que la seconde , puisqu’il suffira que i soit <
On aura donc nécessairement F x = fx ; et cette condition suffira pour la détermination de la fonction Fx, puisqu’on voit qu’elle ne sera autre chose que la fonction primitive d e f x.
Donc , en général , la fonction prime de la fonction qui exprime l’aire d’une courbe par l’abscisse , est la fonction qui représente l’ordonnée de cette courbe ; et réciproquement , la fonction qui exprime l’aire ne peut être que la fonction primitive de celle qui exprime l’ordonnée. Ainsi % l’équation d’une courbe étant donnée , pour avoir l’expression de l’aire r c’est-à-dire , la quadrature de la courbe , il n’y aura qu’à chercher la fonction primitive de celle qui représente l’ordonnée , et on pourra ajouter à cette fonction primitive une constante arbitraire ( n. e 6z ) , qu’on déterminera par la condition que l’expression de l’aire devienne nulle au point où l’on voudra la faire commencer.
Nous avons supposé dans l’analyse précédente , que les ordonnées allaient en augmentant ou en diminuant depuis f x jusqu’à f ( x -f- i ) S cette condition n’aurait pas lieu s’il y avait entre ces deux ordonnées un maximum ou un minimum ; mais comme on peut prendre l'intervalle i aussi petit que l’on veut , il est clair qu’on pourra toujours faire tomber la seconde ordonnée x -{- i ) en-deçà du maximum ou du minimum ; et que par conséquent la conclusion que nous en avons tirée , demeurera toujoursla même.
Si la fonction f x exprimait l’aire dé la sectiop d’un solide , faire, perpendiculairement à l'abscisse x on prouverait de la même manière:
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 1*7 que la solidité serait exprimée par la fonction primitive de / x. Car désignant par F x la solidité , la différence F(ï-)-i) — F x exprimerait fi portion du solide comprise entre les deux sections /( jc + t ) et f x , et cette portion serait nécessairement intermédiaire entre les deux solides prismatiques ifx et if(x + * ) > en prenant la quantité i aussi petite qu’on voudrait; d’où l’on conclurait , comme ci-dessus , F' x =fx.
135. Le problème de la quadrature des courbes est, comme l’on voit, le problème le plus simple de l’analyse inverse des fonctions, puisqu’il ne consiste qu’à trouver la fonction primitive d’une fonction donnée. Nous avons indiqué , dans la première partie ( n. B 64 et suiv. ) , les moyens par lesquels on peut faciliter cette recherche ; nous ajouterons ici une observation essentielle.
Comme il est souvent avantageux de substituer d’autres variables à la place de celle qui entre dans la fonction , pour simplifier ou décomposer cette fonction en d’autres plus simples , il ne faudra pas oublier alors de multiplier la fonction dont il s’agit par la fonction prime de sa variable. En effet , nommant u l’aire de la courbe donty est l’ordonnée , et regardant y et u comme fonctions de x , nous venons de voir que l’on a u 1 = y ; mais si on suppose x fonction d’une autre variable , et qu’on désigne par x' et u ' les fonctions primes de x et u prises relativement à cette nouvelle
variable , il faudra substituer à la place de uf ( n.° 6j ) , ce qui
donnera u' = y x' ; et ainsi des autres formules semblables.
1 3 6. Après le problème de la quadrature dès courbes , se présente naturellement celui de leur rectification , c’est-à-dire , de la détermination de la longueur même de la courbe.
Nouspartirons,pourla solution de ce problème, du principe d 'Archimède , adopté par tous les géomètres anciens et modernes , suivant lequel deux lignes courbes , ou composées de droites , ayant leurs concavités tournées du même côté et les mêmes termes , celle qui renferme l’autre est la plus longue. D'où il suit qu’un arc de courbe tout concave du même côté , est plus grand que sa corde , et en même temps moindre que la somme des
deux tangentes menées aux deux extrémités de l’arc , et comprises entre ces extrémités et leur point d'intersection. De-!à on peut tirer cette autij conséquence , que la longueur du même arc se trouvera comprise entre celles des deux tangentes menées à scs deux extrémités , et terminées aux deux ordonnées qui répondent à ses extrémités , prolongées , s’il le faut , au-delà de la courbe.
En effet , ayant mené la cordc qui joindra les deux extrémités de l’arc , il est aisé de voir que Fune des deux tangentes rencontrera les ordonnées parallèles sous un angle plus aigu que la corde , et que l’autre les rencontrera sous un angle moins aigu ,' et que par conséquent la corde sera moindre que la première de ces tangentes , et plus longue que la seconde ; donc cclie-ci sera , à plus forte raison , moindre que l’arc de la courbe. De plus , si on considère les deux triangles opposés au sommet , et formés par l’intersection des deux tangentes , il est visible que les deux parties de la première tangente seront respectivement plus longues que celles de la seconde, parce que les côtés formés par ces parties-là se trouvent opposés à des angles plus grands que les côtés formés par celles-ci. Donc la première tangente entière sera plus longue que la somme des deux portions de tangentes comprises entre leur point d’intersection et les extrémités de L’arc. Donc elle sera aussi plus longue que l’arc.
Cela posé j f x étant l’ordonnée qui répond à l’abscisse ,f' x sera (n.* t t 4) la tangente de l’angle sous lequel la tangente de la courbe, à l’extrémité de cette ordonnée , rencontre l’axe des abscisses ; donc V [t* + (1 f x ) s ] = iV[* + (/'* )* ] sera la partie de cette tangente comprise entre l’ordonnée Jxct l’ordonnée x -J- i) éloignée de la première de l’intervalle i. De la même manière , on aura^' ( x z) pour la tangente de l’angle sous lequel la tangente de la courbe à l’extrémité de l’ordonnée f(x i ) rencontre l’axe , et on trouvera i V ï I + [/'(* + * ) P $ pour la partie de cette tangente comprise entre les mêmes ordonnées f x et f(x + i ). Soit , pour plus de simplicité , <p x = V [ x + (/'* y ] , on aura if x et i f (x + i ) pour les deux tangentes menées aux deux extrémités de l’arc de la courbe compris entre les ordonnées f x et _/(* + * ) , et terminées à ces mêmes ordonnées; donc la longueur cle cet arc devra être renfermée entre les deux quantités i f x et i ç> ( x H- i ) , __
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. i; 9 en donnant à i une valeur aussi petite qu’on voudra. Donc si $ x est la fonction de x qui exprime l’arc de la courbe, il faudra que la quantité $ ( x -J- i ) — ^ x , expression de l’arc compris entre les ordonnées J x et f(x -j- i), soit comprise entre ces deux-ci i tp x et i <p (x -|-r), quelque petit que soit i ; d’où , par un raisonnement semblable à celui du n.° 134 , on conclura 4 >'x = tp x. Donc , pour avoir la longueur indéfinie de la courbe , il faudra chercher la fonction primitive de la fonction <p x , où V [1 -j- (f 1 x )*]; et comme on peut ajouter une constante arbitraire à la fonction primitive , il faudra déterminer cette constante de manière que l’expression de l’arc s’évanouisse au point où l’on voudra le faire commencer.
Donc , si on nomme s l’arc de la courbe dont les coordonnées sont x et y , on aura , en regardant y et s comme fonctions de x , l’équation s' = V ( 1 + y' z ) » à cause de y = f x , et y' = f‘ x. Et si x et y étaient données en fonctions d’une autre variable , comme t , alors , en désignant par x', y 1 , s 1 les fonctions primes relativement à cette variable , il faudrait
substituer ■ ? , — et — - — à la place de y' et s' ( n ." 63 ) , ce qui donnerait cette équation s 1 = V ( x n + y n ) , entre les coordonnées et l’arc.
137. Si on imagine que la courbe proposée tournant autour de l’axe des abscisses , engendre un conoide , il est visible que les deux ordonnées f x et f (x -f- i) décriront en même temps deux cercles dont ces coordonnées seront les rayons , que l’arc de la courbe compris entre ces deux coordonnées décrira une zone conoïdique , et que les deux tangentes menées aux extrémités de cet arc décriront des zones coniques , entre lesquelles la zone conoïdique sera nécessairement renfermée. Or , on sait , par la géométrie , que la surface convexe d’un cône tronqué est égale à son côté multiplié par la demi-somme des circonférences des deux bases. Donc , si on désigne par tt la circonférence du cercle dont le rayon est = 1 , la surface de la zone conique décrite par la tangente i f x , sera
i p x 7r (/ x -j f'x), puisque les rayons des deux bases sont , l’un
f x , et l’autr cfx + ifx; et la surface de l’autre zone, décrite par la
tangente t p (x -f- i), serai p (x + 0 ’r [/(* + i) j- /'(x + f )]>
car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cône seront /( x + t ) et /( x + i ) — - if {x i ).
Si donc on désigne par 4 > x la fonction de l’abscisse x qui exprime la surface du conoïde , il est clair que la zone conoïde sera exprimée par la différence 4 > ( x -j- i ) — x , et que cette différence devra
être renfermée entre les deux quantités i 7r p x (/* + -T/'*)
et i tt < p (x + i) [/ (x + i) l — /' ( x + i ) ] , en donnant
à i une valeur quelconque aussi petite qu’on voudra. D’où l’on pourra conclure , par un raisonnement analogue à celui du n.° 134 , que cette condition ne pourra avoir lieu , à moins que l’on ait $>' x = tt <p xfx = 7 r f x V [ 1 -f- ( f x )* ]. Donc on aura la surface du conoïde proposé, en prenant la fonction primitive de la fonction 7 rfx V[ 1 +
(f x y], ou TT y V ( 1 + y' 1 ).
. 138. En général , supposons que l’on cherche la fonction F x par cette
condition , que la différence F {x -f- i) — F x doive être renfermée entre les deux quantités i f(x,i) et i f ( x , i) , f et 9 dénotant des fonctions données de x et i telles qu’en faisant i = o , on ait f x = x , et que cette condition doive avoir lieu en donnant à i une valeur quelconque aussi petite qu’on voudra.
En employant le théorème des n.°’ 51 et 53 , on réduira la fonction
F(x + / ) àfr + i F x H — — P 1 ( x -f- j ) , et les fonctions
/(*»*)>? ( * * * ) à/ x + if (x, j), <p x + i <p‘ (x, j) , la quantité j étant indéterminée , mais comprise entre les limites o et i , et pouvant être différente dans les différentes fonctions; les fonctions dérivées, marquées par P, P', se rapportent à la variable x, et les fonctions dérivées, marquées par f , f se rapportent à la variable i. Donc , puisqu’on suppose f x = <p x , la condition dont il s’agit se réduira à faire en sorte que la
quantité t P x H F 1 (x -f~ j ) soit comprise entre les deux
quantités
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quantités ifx + i*f‘ (x , j ) et ifx -f- ? <p' (x , j ) , quelque petite que puisse être la valeur dez. Doue il faudra que la différence i(F x — fx )
+ r [ -i- — F' ( x + j ) — f ( x , j ) ] ne soit jamais plus grande que
la différence z l [<p' ( x,j ) — /' (x,y)]; 111315 tant que le terme multiplié par la première puissance de i ne sera pas nul , on pourra toujours prendre i assez petit pour que la première quantité devienne plus grande que la seconde , car il suffira pour cela de prendre i moindre que la
quantité
, abstraction faite du signe de cette
quantité. Donc , la condition proposée emporte nécessairement celle-ci F x — fx = o , et par conséquent F x = fx ; c’est-à-dire , que la fonction cherchée Fx, devra ôîre la fonction primitive def x ; et pour avoir la valeur complète de Fx, il faudra y ajouter une constante arbitraire, qu’on déterminera par les conditions de la question.
139. Lès courbes planes appartiennent à la géométrie de deux dimensions , et ne dépendent par conséquent que de deux coordonnées. Les courbes à double courbure doivent appartenir à la géométrie de trois dimensions , puisqu’elles ne peuvent être tracées que sur la surface des corps solides ; aussi dépendent-elles de trois coordonnées perpendiculaires entre elles, dont deux sont fonctions de la troisième, de sorte qu’elles ne peu\ ent être représentées que par deux équations entre trois indéterminées.
Soit donc pour une courbe quelconque à double courbure y z=fx , ^ = ç x , x, y , \ étant les trois coordonnées rectangulaires. Soit de même pour une autre courbe donnée q = Fp , r = $ p ; p , q , r étant pareillement ses trois coordonnées rapportées aux mêmes axes que les précédentes. Si on veut que ces deux courbes aient un point commun pour l’abscisse x , il faudra qu’en faisant p = x , on ait aussi q = y et r = r; donc y = Fx et ^ = $ x. Pour un autre point quelconque répondant à l’abscisse x -(- i , les ordonnées y et j seront f (x + et les ordonnées q , r seront F(x + i) , (x -f- i) ; et faisant pour abréger d =f(x + i) — F(x + i ), S = 95 (x^+ tj) — <ï>(* + i ),
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il est facile de concevoir que la distance D entre les points des deux courbes qui répondent à la même abscisse x -f- i , sera exprimée par D = V ( d 1 -f- ). De là , par une analyse semblable à celle qui a
été développée au commencement de cette seconde partie , on prouvera que si f x = F x , ÿ x = <!>' x , il sera impossible qu’aucune autre courbe donnée qui ne satisferait pas aux mêmes conditions , puisse passer entre les deux courbes dont il s’agit.
Si l’on avait de plus f" x = F 11 x et <p" x = 4 >" x , on prouverait , de la meme manière , qu’aucune autre courbe pour laquelle ces équations n’auraient pas lieu , ne pourrait passer entre les mêmes courbes; et ainsi de suite.
Ainsi , en appliquant aux courbes à double courbure les mêmes notions des difFérens ordres de contact des courbes ordinaires , on en conclura que les deux premières conditions détermineront un contact du premier ordre , que les deux suivantes détermineront un contact du second ordre ; et ainsi de suite.
En général , en nommant x , y , ç les coordonnées d’une courbe proposée , et p , q , r les coordonnées de la courbe donnée, pour laquelle on demande les conditions du contact d’un ordre donné avec la courbe proposée , si F ( p , q , r ) = o , et <î> (p , q , r) = o sont les deux équations de la courbe donnée , on aura pour un contact du premier ordre, les quatre équations F(x,y, = o,F(x,y, ç)‘ = o,
( x ,y , f) = o , <P (x, y, %)' = o; pour un contact du second ordre , on aura de plus les deux équations F ( x , y , ç )" = o , 4> ( x, y , ^ y 1 = o ; et ainsi de suite, en regardant , dans ces fonctions dérivées , y et £ comme fonctions de x. On satisfera à ces équations par le moyen des constantes arbitraires a , b, c, & c. , qui entreront dans les fonctions données F (p , q , r) et $ (p , q , r ) , et qu’on pourra appeler comme ci-dessus ( n“ n~j ), élémens du contact , lorsqu’elles seront déterminées en fonctions de x,y, y &c.
140. Prenons poqr la courbe donnée une ligne droite déterminée par les deux éqnations q — a + bp , r = c + dp ; pour qu’elle ait un contact du premier ordre , c’est-à-dire , pour qu’elle soit tangente d’une courbe quelconque proposée et rapportée aux coordonnées x , y , { , on aura ces.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 163 quatre équations y = a -J- b x , { = c + d x , y' = b , ^ ;
d’où l’on tire a = y — y 1 x , c = ç — • ç 1 x. De sorte que les
équations de la tangente rapportée aux coordonnées p , q , r , seront
Il est facile de voir que ces deux équations représentent les deux tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe proposée sur les deux plans des x et y et des x et n.° 1 13); de sorte que pour mener une tangente à une courbe à double courbure, il suffira toujours de mener les tangentes à ses deux projections , et la droite dont ces deux tangentes seront les projections, sera la tangente cherchée.
14,1. Supposons qu’on demande le cercle osculateur d’une courbe à double courbure.
Pour avoir , de la manière la plus simple , les équations générales d’un cercle tracé sur un plan quelconque , nous considérerons le cercle comme formé par l’intersection d’un plan qui passe par le centre d’une sphère ; le rayon et le centre de la sphère deviendront alors ceux du cercle , et le plan sera le plan même du cercle.
L’équation générale d’une sphère rapportée aux trois coordonnées p , q , r , est
où a , b , c sont les coordonnées du centre , et d est le demi-diamètre , ou rayon. L’équation d’un plan rapporté aux mêmes coordonnées et passant par le point qui répond aux coordonnées a , b , c , est en général
m et n étant deux constantes arbitraires , qui déterminent l’inclinaison du plan à l’égard des plans fixes des coordonnées. Le système de ces deux équations représentera donc un cercle dont le rayon sera d , dont le centre sera déterminé par les coordonnées a , b , c , et dont le plan dépendra des quantités m et n.
Si donc on change dans ces équations les quantités p,q , r en x , y , { ,
i$4 THÉORIE
et qu’on en prenne les équations primes et secondes , on aura ces six équations :
x -j- my' -f- ni 1 — o ,
dont les quatre premières renfermeront les conditions nécessaires pour que le cercle dont il s’agit ait un contact du premier ordre avec toute courbe à double courbure , dont x , y , ^ seront les coordonnées , y et p étant données en fonctions de x ; et si on y joint les deux dernières , on aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre, c’est-à-dire, pour que le cercle devienne osculateur de la courbe.
Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées , a , b , c, d, m et n, on pourra satisfaire à toutes ces conditions , et le cercle osculateur sera déterminé de grandeur et de position. Mais , si on ne demande qu’un cercle tangent , il restera deux indéterminées , pour desquelles on pourra prendre le rayon d, et une des deux quantités m et n. Dans ce cas donc , l’équation
déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous les cercles qui peuvent être tangens ; et comme le rayon du cercle tangent est nécessairement perpendiculaire à la courbe , cette équation sera celle d’un plan perpendiculaire a la courte , en prenant a , b , c pour les coordonnées du plan.
Considérons maintenant le contact du second ordre. Les trois premières équations donneront
en faisant , pour abréger ,
R — Y [( ny' — (#{' )'+.(« — {')* + ( m — y' ) l ] r
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Ces valeurs étant substituées dans la cinquième équation , on en tirera
Enfin , la quatrième et la sixième équations donneront
valeurs qu’on substituera dans les expressions précédentes. On aura ainsi , après les réductions ,
( » + y'; + y ) (yy + «y) l_
( i + +i -Vy" — /(»+,/■ + Y) (y y +W) t « + y" -h Y ) O' ‘ + t" ) — [y y + n )‘
La quantité d sera le rayon osculateur de la courbe proposée , et les quantités a , b , c seront les coordonnées de la courbe des centres de tous les cercles osculareurs ; mais cette courbe ne sera pas pour cela une développée , comme dans les courbes à simple courbure.
Pour s’en assurer , et trouver en même temps les conditions nécessaires pour qu'elle devienne une développée de la courbe à double courbure , il n’y a qu a employer des considérations semblables à celles du n.° 130.
Reprenons les valeurs de a , b , c , tirées des trois premières équations , nous aurons
„ „ ( nÿ m\) d
Ces expressions , en regardant les quantités x , y , y', ^ , ainsi que
m et n , comme constantes , et la quantité d comme seule variable , donnent les coordonnées de la droite dans laquelle est placé le rayon osculateur ; mais en regardant toutes ces quantités comme variables, et m, n, d comme données en x , puisque y et ^ sont censées données en x , ces memes expressions représentent alors les coordonnées de la courbe des
centres. Or., pour que la droite devienne tangente de la courbe, il faut
que les valeurs de — — et — -j — , en regardant b et c comme fonctions
de a , ou en général a, b, c comme fonctions d’une autre variable quelconque , soient les mêmes dans les deux cas. Donc les valeurs de
— ^ — , -~ 2 — > — ^ — devront être aussi les mêmes, soit que les quantités
a, b,c t d soient seules variables, soit que les quantités x, y, j,raetn varient aussi en même temps ; par conséquent, il faudra que les équations qui déterminent ces valeurs, aient lieu également dans les deux hypothèses.
Or , si on considère les équations qui ont servi à déterminer les quantités a , b , c , d , m et n en x, y, y', y", et qu’on regarde toutes ces quantités comme variables à la fois , il est clair que les deux équations (x — a y + (y — &)* + ({ — c) 2 = d 2 et x — a + y' ( y — b) + ( { — c) = o emporteront encore celle-ci,
— a! ( x — a) — b' (y — b) — c' ( \ — c) = dd 1 ,
qui n’est que l’équation prime de la première, en supposant a, b, c, d seules variables. De même , les deux équations x — a -} - y' (y — b ) -Jt' ( î — 0 = o et i H- y 11 + 0 + y" ( y — O + ?" ( { — c ) = o emporteront celle-ci ,
qui est également l’équation prime de la première , en ne prenant que a,b,c pour variables. Ces deux équations ont donc la condition demandée ; mais comme elles ne suffisent pas pour la détermination des trois quantités
~j~, -j-, ü faudra trouver, de la même manière, une troisième
équation qui contienne les fonctions primes o! , b‘ , d ; or, les deux
précédentes ayant été déduites de l’équation de la sphère , il faudra tirer la troisième de l’équation du plan x — a -} - m (y — £)-!-«({ — c) = o, laquelle , en faisant tout varier, et ayant égard à l’équation i + my‘ 4 ' a ÿ = o , donnera celle-ci
— a' — m b' — ne ' m 1 ( y — b) + n 1 ( ^ — c ) = o ,
qui est , comme i’on voit , l’équation prime de la précédente , en supposant a, b j c, m, n variables à la fois; par conséquent, cette équation n’aura pas la condition demandée , à moins que la partie dépendant de la variation des quantités m et n, ne disparaisse, c’est-à-dire, à moins qu’on n’ait
Si cette condition a lieu , alors l’équation restante a 1 -(- m b 1 -f- ne 1 = o , combinée avec les deux équations qu’on vient de trouver, donnera les
CL b' '
valeurs de ~j~ > ~j~ > qui seront les mêmes, soit que les quantités
a, b, c, d soient seules variables , soit que x, y, ^ , m et n varient aussi à la fois. Par conséquent, la droite dans laquelle est placé le rayon oscillateur , deviendra tangente à la courbe des centres : donc aussi ce rayon sera tangent de la même courbe , puisqu’il est terminé à cette courbe. Dans ce même cas , les expressions précédentes de a , b , c donneront sur-le-champ ces fonctions primes
-/ . («y~ mi)i‘ u — ( m-~y’)d '
d’où l’on tire a n -|- b' 1 + c n = d‘ x , et de-là d 1 = ^ ( a 1 * -j- b' 1 -{- c' 1 ). Or, nous verrons ci-après ( n.’ ij--/-) que cette équation montre que </ est l’arc de la courbe dont a , b , c sont les coordonnées. Donc le rayon osculateur sera non-seulement tangent à la courbe des centres, mais encore égal à l’arc de cette courbe. Il ne sera donc autre chose que le développement de cette même courbe, laquelle sera par conséquent la développée de la courbe proposée , dont x , y , * sont les coordonnées.
143. La condition m 1 ( y — b) -f- n 1 ( ^ — c) = o que nous venons de trouver pour que la courbe ait une développée , a évidemment
lieu , lorsque m et n sont constantes ; ef dans ce cas, la courbe sera toute dans un plan déterminé par ces constantes. Si ces quantités ne sont pas constantes , elles détermineront le plan tangent de la courbe ; et lorsque l’équation précédente aura lieu , les rayons oscillateurs formeront une courbe développable. Car en ajoutant à cette équation l’équation i -f- my‘ -j- n ^ = o, qui est une de celles du n.° 141 , on aura celle-ci ,
1 + m y 1 + n ^ -j- m 1 ( y — b ) -f- n 1 ( ^ — c ) = o , qui n’est autre chose que l’équation prime de l’équation du plan x — a -f- m ( y — b ) -f- n ( ^ — c )•= o ,
en regardant les coordonnées a, b, c du plan comme constantes, et la quantité x qui sert ici de paramètre et dont les autres quantités y m ,n sont supposées fonctions , comme seule variable ; ce qui constitue le principe des surfaces développables, comme on le verra plus bas ( n .* 1 557 ).
Au reste , il y a une manière plus générale de concevoir les développées des courbes, laquelle consiste à prendre le rayon de la développée dans une position inclinée au plan tangent , et qui donne lieu à plusieurs belles propriétés des courbes et des surfaces. Comme les bornes que nous nous sommes prescrites ne nous permettent pas d’entrer dans ce détail, nous ne pouvons qu’inviter nos lecteurs à voir cette nouvelle théorie dans le tome dixième des Mémoires présentés à la ci-devant Académie des sciences.
144. Si on trace la projection d’une courbe à double courbure sur le plan des x et y, on peut regarder cette courbe de projection comme l’axe curviligne de la courbe à double courbure ; de sorte qu’en nommant s l’arc de la courbe de projection , dont les coordonnées sont x , y , et supposant que cet arc soit étendu en ligne droite, on aura s et ^ pour les coordonnées rectangulaires de la courbe à double courbure supposée appliquée sur un plan.
Cette considération nous offre le moyen d’appliquer immédiatement aux courbes à double courbure., les formules de la quadrature et de la rectification des courbes planes (n." 1 34, 136). Pour cela, il n’y aura qu’à substituer s au lieu de x, et ^ au lieu de y, dans les expressions yx>
et
et V ( x? + y' z ) * on aura { s 1 et V ( s n -f- ç' 5 ) , et comme l’arc s est déterminé par l’équation s 1 = V( * n + J '*) ; en faisant cette substitution, on aura les deux formules { V ( x n -f- y 11 ) et V ( *'* + y' 1 + \ n ) * dont la première sera la fonction prime de l’aire , ou de la surface du cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe à double courbure, et qui est terminé par le contour de cette courbe , et dont la seconde sera la fonction prime de l’arc de la même courbe.
145. Les surfaces courbes se déterminent aussi par trois coordonnées rectangulaires, comme les lignes à double courbure, mais avec cette différence, que pour les surfaces , deux des coordonnées sont indépendantes entre elles , et la troisième est fonction de ces deux ; de sorte qu’une surface n’est représentée que par une seule équation entre les trois coordonnées. Ainsi , les deux équations qui déterminent une courbe à double courbure , représentent chacune en particulier une surface courbe , et la courbe représentée par le système de ces deux équations , est formée par J’intersection des deux surfaces. La théorie des surfaces dépend donc de l’analyse des fonctions de deux variables, et peut être traitée comme la théorie des courbes , et par les mêmes principes. Ainsi , de même qu’une ligne droite peut être tangente d’une courbe , un plan peut être tangent d’une surface , et on déterminera le plan tangent par la condition qu’aucun autre plan ne puisse être mené par le point de contact entre celui-là et la surface.
Soient x , y , % les trois coordonnées de la surface donnée , et p , q , r les coordonnées du plan tangent rapportées aux mêmes axes rectangulaires; on aura , par la nature de la surface , q =/( x , y ) , et par la nature du plan , r= a -J- bp + c q ; a , b , c étant les trois constantes qui déterminent la position du plan. D’abord , pour que le plan ait avec la surface un point commun , il faut que son équation subsiste , en supposant que les coordonnées p, q , r deviennent x , y , ^ ; ce qui donnera cette première équation : ç = a + b x -J- cy.
Considérons maintenant un autre point de la surface répondant aux coordonnées x -f* i , y -f- o , l’ordonnée perpendiculaire ç deviendra y -h 0 ). Faisons au:: - : dan; l’équation du plan p = x" + i ,
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q = y -+* o , l’ordonnée perpendiculaire r deviendra a b { x iy -{- c ( y 4- o ) , Cf la distance encre les points correspondans de la surface et du plan sera exprimée par
La fonction f [ x -f- i , y 4 * ° ) peut se développer dans cette série
( «•' #5 )/( x , y ) + if ( x , y ) + o/ ( x, y ) + -C- /"( x , y ) -{-
i °f ( x , y ) + o'f,, ( x , y ) +• &c. ; donc , à cause de /( x , y ) ==; j = a -|- i x -|- c y 3 la distance dont il s’agir , que nous désignerons par D y sera exprimée ainsi : D = i f J' ( x , y ) — b ] + o [y, ( x , y ) — c ]
-r -t-/" (* > y) + iof;{x,y) -f- (x , y) + &c., où l’on voit
d'abord que , les quantités i et o demeurant indéterminées , la valeur de D deviendra la plus petite , si on détermine les quantités i et c de manière que les termes multipliés par i et o disparaissent , ce qui donnera b =f ( x , y ) — , c — f, ( x , y ) — ( n.° go ) ; et comme on a
déjà trouvé a -j- b x -f- c y = ^ , on aura les valeurs des trois constantesa , b , c de l’équation du plan en fonctions de x , y , Ces valeurs seront donc a = { — x j' — y^, , b= j ' , c = ; et la position du plan,
sera entièrement déterminée.
146. Par l’évanouissement des termes multipliés par i et o , l’expression de la distance D ne contiendra plus que des termes multipliés par despuissances ou des produits plus hauts de ces mêmes quantités. Si on faisait passer un autre plan par le même point qui répond aux coordonnées x et y , on trouverait par la distance que je nommerais A , entre les points de la surface et du nouveau plan correspondant aux coordonnées x + i et y -J- o,une expression semblable à celle de D , mais où les termes multipliés par i et par o ne se détruiraient plus. Or , il est facile de voir qu’on peut prendre les quantités i et o assez petites pour que les termes multipliés par les premières puissances de i ou de o deviennent plus grands que les autres termes multipliés par des puissances ou des produits de plusieurs dimensions , ce qui porterait d’abord à conclure que l’on peut toujours;
donner à i er o des valeurs assez petites pour que la distance A surpasse la distance D , en sorte qu’il soit impossible que le dernier plan passe entre le premier et la surface.
Mais cette conséquence , qui serait légitime si les expressions de 73 et A n’étaient composées que d’un nombre déterminé de termes, pourrait souffrir des difficultés à raison des suites infinies qui entrent dans ces expressions. C’est pour les éviter que , lorsque nous avons considéré les tangentes des courbes, nous avons fait usage du théorème du n.° 53 , par lequel on peut ne développer les fonctions que par parties , et autant qu’on en a besoin. Nous pourrions encore appliquer ce théorème au développement des fonctions de deux variables , en développant successivement suivant les puissances de t et de o ; mais comme 011 n’aurait pas , de cette manière , des formules symétriques , et semblables à celles des fonctions d’une seule variable , nous en prendrons occasion de généraliser l’analyse des n.°‘ 45 et suiv. , en l’étendant au développement d’une fonction quelconque f(x,y) de deux variables.
147. Reprenons la formule générale trouvée ( n. m 85) pour le développement de/(x -J- i, y + o ) , et changeons ( ce qui est permis , par la raison que x , y , i et o sont des quantités quelconques) x et y en x — i et y — o , ensuite i et o en x ç et yç, nous aurons
/(*,y) —J (* — x{,y — jî) + x \P ( x — *{*y—yd + y if ( — y?) + ~r~P'^ x — *i>y — yO + *y?f' ( x — x i>y — y 0 + JL r~P (* — x \>y — y\) + &c -
où 3 sera une quantité quelconque indéterminée qui étant supposée égale à [éro , rendra l’équation identique , et qui étant faite = i , donnera
/(*, }■)=/+ xp. + yf; + ~-f." + xyp, + -4-/. + &C.,
fo:mule générale du développement de la fonction^ x , y ) , suivant les
puissances de x et y, dans laquelle les quantités désignées par f. , Sec,
dénotent les valeurs des fonctions dérivées suivant x et y , en faisant x = o et y = o. Supposons maintenant qu’on ne veuille faire ce développement que par parties , et arrêtons-nous d’abord au premier terme , nous ferons
P étant une fonction de ^ qui devra être évidemment nulle lorsque \ = o. Puisque la quantité { peut être quelconque , nous pouvons prendre l’équation prime relativement à et par les principes et la notation établis, il est facile de voir que la fonction prime de/(x — x{,y — yf), prise relativement à^.sera — xf (x — *{,y — y{) — y/,(* — y — yf)> donc, désignant par P' la fonction prime de P , prise aussi relativement à { , on aura , pour la détermination de P , l’équation dsi premier ordre
P' = xf (x — xi, y — yi) + y f,(x — y — y{).
Considérons , en second lieu , les trois premiers termes du développement d e/( Jf, y) , et faisons
/(*» y)=f(x — xi, y — y{) + *?/'(* — x^y — y {) + y ift (x — x { ,y—yt) + Q,
Q sera une fonction de f, qui devra, par la nature même de cette équation , devenir nulle lorsque \ = o. A cause de l’indétermination de ^ , on pourra prendre l’équation prime relativement à { ; et désignant par Q 1 la fonction prime de Q , on trouvera , après avoir effacé les termes qui se détruisent dans l’équation prime , cette équation du premier ordre pour la détermination de Q ,
Q 1 — x'îf ( * — y — y O + 1Ar y {// (■* — *{>y — y O
+ y*lfi (x — xi, y — y{);
et ainsi de suite.
Pour déduire de ces équations les valeurs de P , Q , &c. il faudrait
chercher les fonctions primitives des quantités P 1 , Q 1 , &c. , relativement à ^ , et les prendre telles qu’elles soient nulles lorsque ç = o. Mais , comme nous n’avons pas besoin des expressions générales de ces quantités , mais seulement de leurs valeurs relatives à { = 1 , que même il suffit d’avoir des limites de ces valeurs , on pourra faire usage de la méthode du n.°49 j pour parvenir à des conclusions semblables à celles du n. 8 . 51.
Ainsi , en désignant par A un nombre indéterminé , ou plutôt inconnu , toujours compris entre o et 1 , et qui devra être par-tout le même dans la même fonction , mais qui pourra être différent dans les différentes fonctions , on trouvera les expressions suivantes ;
P — x fi (Xx,Xy) + y f, ( Xx , A y ),
Q = i O 1 /" (A* ) + T-xyfK \x, X y) + y% ( A* , Xy ) ] ;
et ainsi des autres.
Donc, enfin, substituant ces valeurs deP, Q,&c. dans les développemens de x , y ) , et faisant { = 1 , on aura ces formules générales qui renferment une extension du théorème du n.° 51.
f(x,y)—f. + x fi ( xx, Xy ) + y f, ( X x , Xy ) {
— fi + *f - + y fi + f " ( A * » x y > »
+ xy fi ( XX , xy ) + fi, ( A x , A y ) ;
= / + xfi + y fi + 4 /" + *yf'r + i À i + A*,Ay ) + Jfl.fi> {XX, xy)i
+ C Xx, Xy ) -f- J fin ( Xx, Xy )f
Donc , si l’on a la fonction /*(# + t,y+o)à développer suivant les puissances de t et de o, il rfy aura qu’à mettre i et o à la place de x et y dans les formules précédentes et les quantités /. fi 1 fi , &c. , deviendront f(x,y),f ( x , y ) , f, ( x, y ) , &c. , où les fonctions dérivées peuvent être prises relativement à * et y , puisque la fonction
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f (x + i , y -f- o ) est telle que ses dérivées relativement à a: et y sont les mêmes que les dérivées relativement à i et o. Ainsi on aura
/•(* + », y + o ) — f (x, y) + if (x + A t , y + X o )
— f(x, y ) + if (x, y) + of (*, y)
H f" ( x -f- Ai, y + Ao ) + i of ( jt + Xi, y + Ao)
h — t~ fi ( x + xi > y + Xo )>'
= / ( *> y) -1- if {x, y) + of (x, y)
H f {x, y) + iof (x, y) -\ °— f (*> y)
+ — f" ( * + Xi, y + Ao ) + f"(x + \i,y + \ o)
+ ~~ f,(x + Ai,y + A o) + - ' ° 3 f,{x + A i , y -f A o); = -&c.
La quantité A / répond , comme l’on voit , à la quantité que nous avons désignée par j dans les formules employées au commencement de cette seconde partie. Nous avons préléré l’expression Ai, parce que le même coèilicient A se trouve dans la quantité Ao. De ces formules qu’il serait maintenant aisé d’étendre aux fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables , on peut déduire la conclusion suivante :
Lorsque dans le développement d’une fonction suivant les puissances et les produits de certaines quantités, on veut s’arrêter aux termes d’un ordre donné, c’est-à-dire, dans lesquels ces quantités forment des dimensions d’un degré égal à l’exposant de cet ordre , on peut supposer le reste du développement égal aux seuls termes de l’ordre suivant, mais en y conservant ces mêmes quantités sous les fonctions, et les multipliant toutes par un coèfficient A dont la valeur sera entre les limites o et i , et qui sera la même dans la même fonction , mais qui pourra être différente dans les différentes fonctions.
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148. Nous pouvons maintenant donner aux résultats do l’analyse du n.° 145 toute la rigueur qu’on peut désirer ; pour cela , il 11’y a qu’à développer la fonction / '(x + i , y -J- o ), en s’arrêtant aux termes du premier ordre , on aura ( n.° précédent. )
/( * + i»y + °) = /(*» J) + if (*, y) + of (x, y)
H ~ /" ( X + \i , y + \o) 4 - io f ( x + A t , y + Ao )
+ y — fi ( x + A r , y 4 ~ A o ) ,
et la valeur de la distance D se réduira à D — — — /" ( x -f- A i , y + A o ) + iofi (x + A i,y -f* A o )
4 f, (x + Ai, y 4 - ao ).
Pour tout autre plan représenté par l’équation r = a. 4-/3 p y q , et ayant le môme point commun avec l’autre plan et la surface , cette distance, que j’appellerai A , contiendrait, outre les termes précédées r encore ceux-ci du premier ordre
d’où il est facile de conclure qu’on pourra toujours prendre i et o assez, petits pqur que cette distance A surpasse la distance D. Donc il sera impossible que ce dernier plan puisse passer entre la surface et le plan représenté par l’équation r=a -j- b P 4 " c <] i par conséquent celui-ci sera tangent de la surface donnée, en faisant, comme dans le n.° 145 , a — { — x^' — y{,, b = i', c = D’où l’on voit que la position du plan tangent dépend des deux fonctions primes f' et f,.
En effet , i! est facile de trouver, d’après l’équation r= a 4- bp 4- cq v que si on nomme «, l’inclinaison du plan représenté par cette équation sur le plan des coordonnées p et q , et /3 l’inclinaison de la ligne d’intersection de ces deux plans à l’axe des abscisses p , on aura b = sin. /Srang, a, c === cos. / 3 . tang. «, d’où l’on tire tang. a. = y 1 (b* ,-j- c 7 }
«t tang. /3 = — Donc, puisque les axes des coordonnées x, y, ^ sont
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les mêmes que ceux des coordonnées p , q , r, les angles «. et (Z , relativement au plan tangent, seront pareillement déterminés par ces formules :
tang. ce = V ( f ) et tang. fà = — î— .
149. En général , ^ =f(x, y) étant l’équation de la surface proposée , et r = F {p, q ) celle d’une surface donnée , si on veut que ces deux surfaces aient un point commun qui réponde aux coordonnées x, y il faudra que l’équation r = F(p, q) ait lieu aussi en faisant p = x , q =y, r=;j, ce qui donnera \ = F {x, y). Ensuite, si on considère les points des deux surfaces qui répondent aux mêmes coordonnées x -j- i et y -f- o , et qu’on nomme D la distance entre l’un et l’autre , c’est à-dire , la partie de l’ordonnée perpendiculaire qui se trouvera comprise entre les deux surfaces , il est visible qu’on aura
Développons ces deux fonctions par les formules du n. # 147, en nous arrêtant d’abord aux termes du premier ordre , nous aurons , en mettant ï » et i, à la place d c f(x, y),f'(x,y),f(x, y),
H [f" ( x + Xi, y + Xo) — F" (x + Xi, y + X 0 ) ]
+ io [fi (x + Xi, y + Xo) — F/ ( $ + X i , y + Xo ) ]
+ ~r [//(■* + **» y + AO ) — F„ ( x + Xi, y + Xo ) ].
Supposons que les termes multipliés par i et par 0 disparaissent , ce qui a lieu en supposant = F 1 ( x, y ) et q, = F, ( x , y ) , l’expression de D ne contiendra plus que des termes d’un ordre supérieur ; et il est facile de prouver qu’on pourra toujours prendre i et 0 assez petits pour que cette valeur de D devienne moindre que la valeur d'une pareille quantité pour une autre surface donnée , dans laquelle les termes multipliés par i et par o ne se détruiraient pas. Donc si l’équation r= F(p, q)
de
de la surface donnée contient trois constantes arbitraires a,b , c ,e t qu’on les détermine de manière à satisfaire aux trois équations
il sera impossible qu’aucune autre surface qui ne satisferait pas aux mêmes conditions, puisse passer entre cette même surface et la surface proposée dont les coordonnées sont x , y , ç.
Il est visible que les trois équations précédentes ne sont autre chose que l’équation même de la surface donnée, en y changeant les coordonnées p , q , r en x , y , ç, et les deux équations primes de celle-ci prises suivant x et suivant y. D’où l’on peut conclure, en général , que si F(p, q , r)= o est l’équation de la surface donnée , les trois équations dont il s’agit seront renfermées dans celles-ci F(x,y,q) = o,F(x,y,ç) = o et F, (x , y, ç ) = o , en regardant \ comme fonction de * et y; de sorte que si on désigne simplement par F (x), F (y)> F ({) les fonctions primes deF(x,y,^) prises relativement à x , y , ç seuls , les deux dernières équations deviendront ( n.° g 1 )
1 50. Reprenons l’expression générale de la distance D , et développons les deux fonctionsqu’ellecontient , en poussant le développement jusqu’aux secondes dimensions de i et 0 ; si on suppose que les trois équations cidessus aient déjà lieu , on aura simplement
D = J rU" — + — F }(*>y)1 + -q-[u — F «W)3
en faisant , pour abréger ,
A"> —f>"(x + \i,y + \o) — F"(x + \i,y + \o) A", = f", ( x + Ai, y + Ao) — F 1 , (x + Ai, y +Ao) &c.
Donc , si l’équation r = F (p , ÿ ) de la surface donnée est telle qu’on puisse encore satisfaire aux ti oh équations ^" = F'{x,y),^, = F'^XjV),
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q„ = F„ ( .v , y ) r les termes du second ordre disparaîtront aussi dans l’expression de i O, et on prouvera aisément qu’il sera toujours possible' de prendre les quantités i et o assez petites pour que la distance D soit plus petite que la distance A pour toute autre surface donnée qui ne satisferait pas aux mêmes conditions ; d’où il suit qu’il sera impossible que cette surface passe entre la surface donnée dont l’équation est /•= F (p ,q), et la proposée dont l’équation est q = f(x,y); et ainsi de suite.
Si on représente en général par F (p, q , r) = o l’équation de ta surface donnée , il est visible que les trois dernières équations seront renfermées dans celles-ci : F' ( x , y , ^ ) = o , F' ( x , y , 7 ) = o e r F,i ( x , y , = o , en regardant 7 comme fonction de x et y ; et ainsi
des autres.
On pourra donc étendre aux surfacesla théoricdes contacts de différens ordres que nous avons exposée relativement aux lignes courbes , et en déduire des résultats semblables. Ainsi , pour le contact du premier ordre on aura l’cquation F (x, y , {) = o avec ses deux équations primes suivant x et y ; pour le contact du second ordre , on aura., outre les trois équations précédentes , les trois équations secoudes de Féxjj, j ) = o- 1 suivant x , suivant y , et suivant x et y ; et ainsi de suite.
1 5 i . Prenons , pour la surface donnée , la sphère dont l’équation la plusgénérale est
p , q , r étant les trois coordonnées d’un point quelconque de sa surface , a , b , c les trois coordonnées qui déterminent la position du centre ,etd le demi- diamètre , ou le rayon.
En changeant dans cette équation p , q , r en x, y , 7, et prenant ensuite les deux équations primes suivant x et y, on aura ces trois équations :
( x — a y + (y — by + ( \ — cy — d z — o x — — c ) = o , y — b + {, ( { — O = °»
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 179 j>ar lesquelles on pourra déterminer d’abord les trois constantes a,b , c ,• ■on trouvera ainsi
a = x -Jb = y + c = l —
et le rayon d sera encore arbitraire.
La sphère déterminée par ces élémens sera donc tangente de la surface, et par conséquent son rayon sera perpendiculaire à la meme surface. Ainsi , en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée , les trois quantités a , b, c seront les coordonnées de la perpendiculaire à la surface, d étant variable, et x, y, ç constantes.
151. Pour que la sphère devienne osculatrice de la surface , on aura encore trois autres équations , qui seront les trois équations secondes de la première équation ci-dessus ; mais, comme il ne reste plus qu’une arbitraire d, il est clair qu’on ne pourra pas satisfaire à toutes ces équations ; d’où il suit qu’il est impossible de trouver en général une sphère osculatrice d’une surface , comme on trouve le cercle osculateur d’une courbe.
Si , au lieu d’une sphère , on voulait employer la surface formée par la rotation d’un arc de cercle autour de sa corde ; comme on aurait dans l’équation de cette surface six constantes arbitraires, on pourrait alors déterminer ces élémens de manière que le contact du second ordre eût lieu en général avec une surface quelconque. Il en serait de même pour toute autre surface dont l’équation renfermerait au moins six constantes arbitraires.
1 53. Mais si parmi toutes les sphères touchantes il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de la surface , on peut néanmoins déterminer celle qui sera osculatrice d’une courbe quelconque traeée sur la même surface. Pour cela , il n’y aura qu’à supposer y fonction de x, comme dans les couibîs à double courbqre , et prendre, dans cette
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hypothèse , les équations primes et secondes de l'équation de la sphère ( * — a y + ( y — b y 4- ( { — c y — d' — o.
L’équation prime sera
x — a + y' (y — *) + (?'+ y' î' ) ({ — c ) = o , en regardant toujours ^ comme fonction de x et y , dont les deux fonctions: primes sont f et » et ensuite y comme fonction de x , dont y 1 est la fonction prime. On trouvera , de la même manière , cette équation seconde
» + y* + y" (y — &) + ({' + y'{,)* 4-({" 4- iy'{/ + y /l ï» + y"{/)
L’équation prime est déjà remplie par les deux équations primes du n.’ i 5 1 , x — a {' ( f — c ) = o , y — b + {, ( f — c) — o. Ainsi , il ne reste qu’a satisfaire à l’équation précédente , laquelle , à cause de y — b 4“ {/ ( { — c ) = o , se réduit à celle-ci
+ ({' + y'{,y + (?" 4- iy'î/ 4- y n {n) ({ — 0 = o-
Si donc on substitue dans cette équation la valeur de c trouvée ci-dessus. ( n.‘ cité), on en pourra tirer la valeur de d , et l’on aura
d — l » + y“ + (t , + ûnV(i+f + îM ï t^v4-y'i,,
Connaissant ainsi le rayon d de la sphère osculaire , on aura , par les formules du même numéro , les valeurs des coordonnées a , b , c dû. centre.
1 54. La quantité y 1 qui entre dans les expressions précédentes, dépend de la courbe qui est la projection de celle qu’on suppose tracée sur la surface. Cette courbe étant arbitraire, on peut chercher celle dans laquelle le rayon de courbure d sera un maximum ou un minimum ; et pour cela y il n’y aura qu’à égaler à zéro la fonction prime de l’expression de d , regardée comme fonction de y 1 ( n‘ 1 3^ ). Mais , pour simplifier le calcut , nous observerons que puisque d = ( 3 — c ) V ( 1 4- f' 1 4~ f/ 1 ) » le maximum ou minimum de d, relativement à y', répondra au maximum. ou minimum de c ; ainsi, il n’y aura qu’à prendre l’équation prime de
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 181 l’équation ci-dessus entre c et y 1 , en supposant nulle la fonction prime de c, c’est-à-dire , en ne regardant que y' comme variable. On aura de cette manière l’équation
qui , étant combinée avec la même équation , servira à déterminer y' et c.
Si on multiplie cette équation par y' et qu’on la retranche de l’équation dont il s’agit , on aura celle-ci plus simple
>+{'* + y'ïti + ({" + /?',) ({ — c) = o, qu’on combinera avec la précédente.
Par l’élimination de ^ — c on aura une équation en y' de cette forme : A y 1 * — B y 1 — C = o , en faisant , pour abréger ,
et la résolution de cette équation donnera
__ B , =*= V ( B' + $ AC
équation du premier ordre en x , y et y' , puisque j étant , par la nature de la Surface , une fonction donnée de x et y, les quantités A ,B , C seront aussi des fonctions données de x et y. Donc l’équation primitive en x et y renfermera une constante arbitraire, et représentera une infinité de courbes qui seront les projections des lignes de plus grande et de moindre courbure de la surface proposée.
Si on combine les deux équations ci-dessus de manière à faire disparaître les termes où y' et ç — c se trouvent ensemble , on en tirera
Donc , substituant la valeur de y' , et faisant de plus
£ = ( i H- f ) fr, + ( x + { /) f +
xfil
on aura ç — c :
E <*+±d£± - , et de-lù * ( \ l, — 1 , )
Vffl; + 4^C)]V('+; I, + ;') 1 f i h, — îV )
d’où l’on voit que les deux valeurs du radical donnent , l’une le maximum , et l’autre le minimum du rayon d.
11 y a donc , à chaque point de la surface , deux branches qui se coupent et qui répondent , l’une à une ligne de plus grande , et l’autre à une ligne de moindre courbure ; et l’angle sous lequel elles se coupent , dépend de la double valeur de la quantité y‘ , qui est égale à la tangente de l’angle formé par la tangente de la courbe de projection sur le plan des x et y avec Taxe fixe des x. Or , comme la position de ce plan est arbitraire , on peut la prendre de manière qu’il coïncide avec le plan tangent de la surface , alors la projection de la courbe se confondra avec la courbe même , et les deux valeurs de y 1 deviendront les tangentes des angles que les tangentes des deux branches de plus grande et de moindre courbure feront avec une même ligne; par conséquent la différence de ces angles sera l’angle cherché sous lequel ces branches se coupent ; donc nommant «.et $ les deux valeurs de y 1 , la tangente de cet angle sera , par les formules
connues, — — = ^ ^ \ ^ ^ . Mais il est facile de voir,
par les formules du n.° 148 , que , pour que le plan tangent d’une surface coïncide- avec le plan des .v et y , il faut que les valeurs de ^ et ^soient nulles. Faisant donc dans les expressions de A , B , C , ?' = o , p, = o , ou aura A = p' ( , B = — f", C = j' f , ce qui donne A — C = o.
Ainsi la tangente de l’angle dont il s’agit sera infinie , et par conséquent l’angle sera droit. D’où l’on doit conclure en général , que les lignes de plus grande et de moindre courbure d’une surface quelconque se coupent toujours à angles droits.
155. La propriété du maximum et du minimum n’est pas la seule qui caractérise ces lignes , elles sont encore distinguées par rapport à leurs développées. En effet , si on cherche les conditions nécessaires pour que le rayon de courbure soir par-tout tangent à la courbe des csmres, on
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aux expressions des coordonnées a , b , c de cette courbe ( n* 1 $1 ) , que ces conditions se réduisent à ce que les valeurs des fonctions primes a 1 , b' , c 1 soient les mêmes , soit que la quantité ci soit seule variable , ou que les quantités .v , y , \ varient en même temps que d. Ainsi , si on prend les équations primes des trois équations ( x — <2 )* -f- ( _y — b f + ({ — c) z = d',x — a — c) = o ,y — b + ?,({ — c) = o r
du n.” i$i , d’où dépendent les valeurs a ,b,c , il faudra que la partie due à la seule variation de x ", y , * soit nulle. Or , il est visible que la seconde er la troisième équations rendent nulle cette partie dans l’équation prime de la prenvière équation ; donc il suffira de prendre les équationsprimes des équations x — n f ' ( { — c ) = 0 > y — b ~\ - {, ( ? — c ) = o r
en regardant b et c comme constantes. Ces équations seront donc ,«en regardant , comme ci-dessus ( n.° tfj ) , y comme fonction de x, et ç comme fonction de x et y.
et si on les compare aux deux équations du r.. c 154 , qui déterminent le maximum et le minimum de d , on voit qu’elles sont identiquement les mêmes. D’où il suit que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbure sera rangent de la courbe des centres , sont les mêmes que celles de la plus grande ou de la moindre courbure.
Mais les expressions dfc a , b , c du n.° 151 donnent , en' ne faisant
varier que d , a' =
c' — — — J ; d’où l’on tire a 11 -f fi* + c* = d‘\ et
par conséquent d‘ = V ( a* fi* + c* ) ; d’où l’on conclura ( n.° 1 44 ) que la quantité d sera égale à l’arc de la courbe dont a , b, c sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la véritable développée des lignes de plus grande et de moindre courbure , et réciproquement il n’y aura 1 sur une surface quelconque que ces lignes qui puissent avoir une développée formée par les rayons de courbure.
184 théorie
Ces propriétés dessurfaces sont trcs-curieiises, et méritent tou te l’attention des géomètres ; elles donnent lieu sur-tout à des applications importantes pour les arts. Voyez les Mémoires présentés à l’Académie des Sciences , et l’ Application de l'analyse à la génération des surfaces courbes , par Monge.
15 6. On peut proposer sur les differens contacts des surfaces des problèmes analogues a ceux qui nous ont occupés , relativement aux lignes courbes ( n.° izi et suivans ) , et les résoudre par des principes semblables. Nous nous contenterons ici de considérer les contacts du premier ordre.
Suivant les formules du n.* 150 , si l’équation F(p, q , r) = o, de la surface donnée , contient trois constantes arbitraires , a , b , c , pour cjus cette surface ait un contact du premier ordre avec une surface quelconque rapportée aux coordonnées * , y , q , il faut déterminer a, b, c, en x, y, par les trois équations F ( x , y , j ) = o , F 1 ( x , y , ^ ) = o , F, ( x , y , j ) = o , dont les deux dernières se réduisent à la forme F' (x ) + F' (f ) = o , et F'(y) + ^ F'(ç) =0. Donc , si la question est de trouver la surface pour laquelle les trois élémens du contact a , b , c , auront entr’eux une relation déterminée , il faudra substituer , dans l’équation qui exprime cette relation , les valeurs de a, b , c , et si cette équation est entre les quantités a,b,cetx,y,ç, on aura une équation du premier ordre en x , y , ç , ç' et qu’on pourra traiter par la méthode générale du n.° 104.
Mais si l’équation dont il s’agit n’était qu’entre les trois quantités a , b , c , la solution du problème serait beaucoup plus simple. En effet , il est clair qu’on peut alors supposer que les quantités a , b , c soient constantes ; et dans ce cas l’équation F ( x , y , ç ) = o sera l’équation primitive de l’équation du premier ordre donnée par les conditions du problème , en y substituant pour une des trois constantes a , b , c , sa valeur tirée de l’équation donnée ; on aura ainsi une équation primitive qui ne sera que particulière ; mais comme elle renferme deux constantes arbitraires , on (pourra par la méthode du n.° 95 , trouver l’équation primitive générale qui donnera la solution complète du problème. On fera donc , suivant cette méthode , b — a , si a et b sont les
deux
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deux constantes arbitraires ; on éliminera a au moyen de l’équatios F ( x y y , ç ) = o et de son équation prime , prise relativement à la seule quantité a, équation représentée par P(u) -j- <p' a * F 1 ( 5 ) = o „ en dénotant par F' {a) et F 1 (b) les fonctions primes deF(.x,y,{)* relativement aux variables isolées a et b.
1 57. Pour voir comment le système de ces deux équations satisfait au problème, on observera d’abord que l’équation F(x, y, = o, représente la courbe donnée avec laquelle la proposée doit avoir un contact du premier ordre ; ainsi cette équation résout le problème , quelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais comme le contact demandé par le problème , exige seulement que les valeurs de ç et de ses deux fonctions primes ^ et soient les mêmes pour les deux courbes , il s’ensuit qu’il aura également lieu en supposant a et b variables , pourvu que ces fonctions primes soient encore les mêmes. Or, c’est précisément ce qui résulte du système des deux équations dont il s’agit , comme on peut s’en convaincre par le n.° 95.
Nous observerons ensuite que la surface représentée par le système de ces équations , ne sera autre chose que la surface formée par l’intersection continuelle des surfaces représentées par la même équation F (x, y, f ) = o , en y faisant varier le paramètre a ; de manière que cette surface touchera ou enveloppera à la fois toutes ces différentes surfaces particulières. En effet, si on représente , ce qui est permis, cette surface enveloppante , par l’équation F ( x , y , ^ ) = o , dans laquelle a soit une quantité variable quelconque , et qu’on cherche à déterminer cette quantité , de manière que la même surface touche successivement toutes les surfaces données , il faudra satisfaire à l’équation .F' ( a ) -j- q>‘ a x F' {b) = o pour que les valeurs de ^ et j, soient les mêmes que celles des surfaces enveloppées. Ceci répond à ce qu’on a trouvé plus haut (n.° 126), relativement aux lignes courbes.
158. Puisque l’équation F ( x , y , ^ ) = o renferme les trois arbitraires a , b , c qui doivent être déterminées par la combinaison de cette équation avec ses deux équations primes prises relativement à x et y*
en regardant a, b, c comme constantes ( n.* 156); si on regarde îhaintenant ces quantités comme des fonctions de x et y , il est clair qu’on aura aussi séparément les deux équations primes de la même équation relativement à ces quantités. Ainsi , en désignant par F 1 ( a ) , F 1 ( b ) , F 1 {c) les fonctions primes de la fonction F ( x , y , ^ ) prises relativement aux seules quantités a , b , c considérées séparément, on aura encore ces deux équations primes
Soit c = f {a , b) l’équation qui exprime la relation donnée entre les quantités a, b, c, c n prenant de même les deux équations primes, on aura
f 1 (a) et P (£) étant les deux ' fonctions primes de f (a, b) prises relativement à a et b isolées. Substituant ces valeurs de cf et c, dans les deux équations précédentes , on aura
*[F‘(a) +f(a)«F>(c)] + FlF'^b) +p(b)*F'(c)] = o, ( a ) + f ( a ) *^'( 0 ] + +f (b) x F' (c)] = o,
d’où l’on tire cette équation <ri b, — b 1 a, = o , où la fonction désignée par la caractéristique f n’entre plus.
Si donc on substitue dans cette équation tri b, — h' a, = o les valeurs de a , b en x , y , ç , f et , on aura une équation du second ordre , dont l’équation primitive du premier ordre sera c = f( a , b) , ’a fonction désignée par f étant arbitraire ; et l’équation primitive de celle-ci entre x , y , ^ sera le système de l’équation F (x , y , { ) = o , et de son équation prime prise relativement à a , après y avoir substitué /(*.*) pour c , et p a pour b , ta fonction <p a étant la seconde fonction arbitraire. Ainsi on pourra , de cette manière , trouver l’équation primitive de toute équation du second ordre réductible à la forme <ri b, — b 1 a, = o , les quantités a , b étant déduites d’une équation quelconque F ( x , y , f , a , b c ) = 0, entre les quantités
x , y , a , b , c , et de ces équations primes prises dans l’hypothèse
de a , b , c constantes ; ce qui fournit une méthode importante pour . les progrès de l’analyse inverse des fonctions de deux variables.
159. Appliquons la théorie précédente au^T plans tangens. Nous avont trouvé plus haut , que les élémens a , b , c du contact d’un plan représenté par réquarion r == a + bp -j- cq sont exprimés ainsi : a = { — x — y^.b = f > c = h- Donc si l’on a une équation quelconque entre ces trois quantités , laquelle donne , par exemple , c = / (a , b ) , l’équation primitive de cette équation du premier ordre «era représentée par le système de ces deux équations ,
{ — a + x <p a + yf (a , <p a) ,
1 + x p' a -f- yf{a)< = o ,
en dénotant par <p' a et f ( a )' les fonctions primes de <p a et de f (a , <pa) relatives à a. La quantité a devra être éliminée pour avoir une équation enx, y , ç ; et la fonction <p a sera la fonction arbitraire.
Certe équation sera donc celle de la surface formée par l’intersection continuelle de tous les plans représentés par l’cquation j = a -f- x cp a -f- yf(a,tpa) 3 en faisant varier successivement le paramètre a ( ri." 1 57 ) ,• ce sera par conséquent une surface développable , puisqu’on peut concevoir que le même plan tangent , supposé flexible et inextensible , s’applique et se plie sur la surface , sans duplicature ni solution de continuité , et réciproquement que la surface s’applique et se développe sur le même plan sans se briser ou se replier.
Puisque a = ^ — y , et b = ^ , on aura a 1 = — x f 11 — y ^ ,
a , = — x f, — y , b 1 = ç" , b, = f', , donc l’équation a 1 b, — a,b' = o
(n.* prie. ) deviendra (xf + y {',){'/ — (*{' + y{„) {" = o; savoir , r„ = o. Ce sera l’équation générale des surfaces déve-
loppables , dont par conséquent l’équation primitive sera le système de ces deux-ci , { = a -f- x <p a y fa , et 1 -f- a p' a -j- y f a = o ,
(f, a et fa dénotant deux fonctions arbitraires de a. Voyez les ouvrages
déjà cités (n. e z 55 ).
160. Si on demande les plus grandes ou les moindres ordonnées ç
Aa 1
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d’une surface donnée , il est aisé de concevoir qu’elles ne peuvent répondre qu’aux points où le plan tangent devient parallèle au plan des x et y ; donc on aura dans ces points , tang. a = o , et par conséquent = o (rc® t^.8); ce qui ne peut avoir lieu qu’en faisant à la fois = o et = o. Ce sont-là les conditions nécessaires pour que l’ordonnée ^ devienne un maximum ou un minimum.
Puisque ^ peut représenter une fonction quelconque de x et y , on en conclura en général , que pour qu’une fonction de deux variables devienne nn maximum ou minimum , il faut que ses deux fonctions primes relatives à chacune de ces variables , soient nulles.
Mais on peut parvenir directement à cette conclusion par la considération des fonctions d’une seule variable, suivant la théorie du n.° 132 r et trouver en même temps les conditions nécessaires pour que le maximum ou minimum ait Heu. En effet , ç étant fonction de x ety , on peut supposer d’abord x donné , et chercher le maximum ou minimum de ^ relativement à y ; on aura pour cela l’équation '= o , et ensuite ç, , < o pour le maximum et > o pour le minimum. Si donc on substitue dans ç la valeur de y tirée de l’équation = o , cette quantité ç deviendra une simple" fonction de x , et sera déjà un maximum ou minimum relativement à y. If n’y aura donc qu’à la rendre encore un maximum ou minimum relativement à la quantité x qui’avait été supposée constante ; or , y devant maintenant être regardé comme une fonction de x donnée par l’équation = o , il est clair que la fonction prime de ^ relativement à x ne sera pas simplement
, mais + y' 1, , et sa fonction seconde relative aussi à x , sera ï" + 1 y' ?'/ + y' 1 + y" {/•» en désignant toujours par y 1 et y" , les-
fonctions primes et secondes de y relativement à x _ On aura donc {' "+■ ï == 0 » et comme on a déjà = o , cetre seconde équation se réduira à = o. De sorte qu’on aura pour la détermination de x et y , les deux conditions ç' = o , r = o , comme plus haur.
Maintenant il faudra de plus que l’on ait -}- 1 y' -j- y' 1 -j- y" {, < o
pour le maximum et > 0 pour le minimum ; mais comme y doit être déterminé par l’équation 7 # = o , y' le sera par son équation prime
+ y' {„ = o , laquelle donne y 1 = — — ~ — . Ainsi on aura pour le
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' maximum 1 "
< o , et pour le minimum
1 — — — > o‘, ou bien ,
puisque doit être aussi < o dans le premier cas , et > o dans le second , il faudra que l’on ait , tant pour le maximum que pour le minimum , r" — {7 > o* D’où l’on peut conclure que les valeurs de x et y tirées des équations ^ = o et = o , donneront un maximum ou un minimum , suivant que l’on aura % , < ou > o , pourvu que l’on -ait en même temps ç" — |7 > o , ce qui emporte , comme l’on voit , la condition que et soient de même signe.
Donc , si — ç7 = ou < o , il n’y aura ni maximum ni minimum , à moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi , auquel cas le jugement dépendra des fonctions quartes , et ainsi de suite.
11 ne suffit donc pas pour l’existence du maximum ou minimum , que l’on ait < o et < o ou > o et > o , comme on pourrait le conclure du chap. XI de la seconde partie du Calcul différentiel à' Euler.
1 6 t. Il est facile d’appliquer la méthode précédente aux fonctions de trois variables. Supposons que u soit fonction des variables x , y , ^ ; regardant d’abord x et y comme constantes , et ç seul comme variable , on aura , suivant la notation déjà adoptée ( n.° toj } , ,u = o pour la condition du maximum ou minimum , et ensuite „u < o pour le maximum et n u > o pour le minimum. L’équation ,u = o donnera la valeur de £ en x et y , qu’on substituera ou qu’on supposera substituée dans la fonction u , moyennant quoi cette fonction ne contenant plus que les deux variables x et y , retombera dans le cas que nous venons de résoudre.
Pour construire des formules générales , on remarquera que si u n’était qu’une fonction de x et y , on aurait pour le maximum et minimum les conditions u‘ = o et u, = o ; ensuite pour le maximum u n < oet pour le minimum u„> o , et enfin u" u„ — u'* > o pour les deux cas. Mais puisque u contient de plus ^ qui est elle-même une fonction de x et y , les valeurs des fonctions désignées par u' , u, , u", &c. , ne seront pas simplement exprimées par ces quantités, mais il y faudra ajouter les termes qui doivent provenir de la quantité ^ regardée comme fonction de x et y. Ainsi , en prenant les fonctions primes et secondes de u , oa
i 9 o THÉORIE
trouvera que !a quantité u' devient uf + ,u f , que la quantité u, devient
v, ~r ,u[, , que la quantité u" devient u " + x ,uf + ,u^" -j- n u {* >
que la quantité u„ devient u„ + x. ,u, {, -f- 4* t, u {/* * et q ue la
quantité u devient u', + M {' 4- /«' {i + + n u t {/•
Donc on aura d’abord pour le maximum ou minimum , les deux conditions u 1 -j- ,u ^ = o , u, , u {i = ° » de sorte qu’à cause de , u = o , on aura ces trois équations u 1 = o , u , = o et ,u = o ; c’est-à-dire , les trois fonctions primes de u relatives à x , y , ç , chacune égale à zéro.
Ensuite , à cause de ,u = o , on aura u, f + x ,u, „u < o pour le maximum et > o pour le minimum , et pour l’un et l’autre ,
Mais comme la valeur de { en x et y dépend de l’équation ,u = o., on prendra scs deux équations primes suivant x et y , pour avoir les valeurs de i 1 et de ; on aura donc ,u‘ -j- „u ç' = o et ,u, + „u = o ;
d’où l’on tire ?' = — , et = On substituera donc
ces valeurs , et comme l’on a déjà trouvé „u < o pour le maximum et > o pour le minimum , en multipliant la première condition par- n u , on aura une quantité qui devra toujours être > o. Donc les conditions pour le maximum ou minimum se réduiront à ces trois-ci
u i i < o pour le maximum et > o pour le minimum ,
„U u„ — ,u; > o , et
On voit par la marche de cette méthode , comment elle peut s’étendre à un plus grand nombre de variables , et on en peut d’abord conclure eu général , que l’on aura les équations du maximum ou minimum d’une fonction quelconque de plusieurs variables , en égalant à zéro les fonctions primes de cette fonction , prises relativement à chacune de ces variables ; ce qui donnera autant d’équations que de variables. A l’égard des autres conditions nécessaires pour l’existence du maximum ou minimum , on les
trouvera successivement par les principes et les formules que nous venons d’exposer^ —
161. Pour donner un exemple de la méthode de maximis et minintis , supposons qu’on demande la plus courte distance entre deux lignes droites données de position dans l’espace. Soit pour l’une des droites l'abscisse * , les deux ordonnées seront de la forme a-\-bx et c-\-dx; soit pareillement pour l’autre droite l’abscisse y prise sur le même axe , les deux ordonnées rapportées aussi aux mêmes axes que celles de la première droite seront de la forme l -f- By t et C 4 - D y; donc, le carré de la distance entre les deux points qui répondent aux abscisses x et y, sera exprimé par cette formule ,
(* — yT+ (<* — A + bx — By)' + (c — C + dx — Dy)\ que nous ferons , pour plus de simplicité , égale à 1
En prenant les fonctions dérivées , on aura
= — (x — y) + b(a — A + bx — By) + d (c — C + dx — Dy ),
— — (x — y) — B (a — A + bx — By ). — D(c — C + dx — Dy) t
? = 1 + 5 * + d\ { „ = i + Bd + D\ { / = — r — b B — dD.
Donc , i.° on aura , pour la détermination des deux inconnues x et y , les équations
x — y + b (a — A + b x — By ) + d {c — C + dx — Dy) = o, x — y + B (a — A + bx — B y) + D {c — C -f- dx — Dy ) =
a.° Puisque la valeur de ç" est nécessairement positive , il ne pourra y avoir que le minimum , mais il faudra de plus que l’on ait la condition — 7/* > o ; savoir
(1 + b' + d') (1 + B* + D 5 )-~»(i + bB + dD y > o.
Or, c’est ce qui a lieu, quelles que soient les valeurs de b, d. B, D; <ar la condition précédente peut se mettre sous cette forme
( b — B y + ( d — Dy + ( bD — dB y > o.
Comme les équations en x et y sont linéaires, la détermination de ces
quantités n’a aucune difficulté ; nous ne nous y arrêterons pas, d’autant que ce problème est susceptible d’une solution géométrique for^élégante.
1 6 j. On peut encore , dans la recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs indéterminées , considérer toutes les variables à la fois, ce qui est plusdirect et plus lumineux. Soir, en effet,/ ( x,y, ç , u .. .) la fonction proposée , si on suppose que les quantités x , y , { , u , &c. aient déjà les valeurs convenables pour le maximum ou minimum , il faudra qu’en substituant x-\-p t y-\-q,^-\-r,u -f- s , &c. , à la place de x,y, ç, u , &c. , dans la fonction dont il s’agit , sa valeur devienne toujours plus petit» dans le cas du maximum , et toujours plus grande dans le cas du minimum , quelles que soient les valeurs de p , q, r, s , Sic . , et quelque petites qu’elles soient ; c’est ce qui résulte de la nature même du maximum ou minimum (n.* tjz). ■
Développons la fonction /(*4-p*y4 _ ?»{ + r, u -f- s...) suivant les puissances et les produits des quantités p , q , r , s , &c. , par les formules du théorème général ( n.° 14 7 ), et arrêtons-nous aux premiers termes de ce développement.
Si on désigne simplement ( ainsi que nous l’avons pratiqué jusqu’ici ) par f' (x) , f 1 (y), / ({)*/(“)« &C., les fonctions primes de la fonction /( x , y, ç , u . . . ) , prises relativement à r,y, j, u , &c* considérés séparément, et qu'on désigne de plus par f" (x),/" (-v,y),/"(y), f" ( x ,{),/" (y , {)»/"(?) » &c. les fonctions secondes de la fonction
• /(x + Xp, y + \q, 1 + Xr, u + Af ....) ,
prises relativement à x seul , à x et y , à y seul , à * et ç , à y et { ; et ainsi de suite , on aura
/(* + p>y + q, i + r, u + s . . .) =/(x, y, £,U..) + pf(*) 4- qï (y)*4- rf(0 4- s f'0 J ) 4- & c -
i p'f" (*) 4- pqf‘ (x,y ) 4- iç' f (y) 4- prf (x,f
Le coefficient A désigne un nombre indéterminé compris entre o et 1 ,
et
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 193 et qui sera le même dans la même fonction , mais pourra être différent dans les différentes fonctions.
•Donc , il faudra que la quantité
Pf (*) + qf (y) + r f (?) + sf (u) + &c.
+ 1 p* f" (x) + pqf (*> y) + i ff (y) + &c.
«oit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum , ea donnant à p, q, r, &cc . , des valeurs quelconques aussi petites qu’on voudra. D’où l’on conclura d’abord , par un raisonnement analogue à celui du n.° iji, que cette condition ne pourra être remplie, à moins que les termes multipliés par les premières puissances de p , q , r , &c. , ne soient nuis chacun en particulier, ce qui donnera les équations
qui sont communes au maximum et au minimum , et qui étant en même nombre que les indéterminées p , q , r, s , &c. , serviront à déterminer leurs valeurs.
1 64. Mais pour que ces valeurs donnent en effet un maximum ou ua minimum, il faudra encore que la quantité restante
ïp'f» (x) + pqf (x, y) + J q'f (y) + p r f ( * , ? ) +
soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum , quelles que soient les valeurs de p , q , r, & c. , et quelque petites qu’elles puissent être.
Comme les fonctions f" (x), /" (x, y ), &c. , qui multiplient les carrés et les produits des quantités p , q, r, &c. , renferment ellesmêmes ces quantités , il pourrait être difficile , et peut-être impossible de déterminer les caractères nécessaires pour que la condition dont il s’agit ait lieu rigoureusement ; mais j’observe que si on suppose X = o , ces fonctions deviennent indépendantes de p, q, r, &c. , et ont des valeurs déterminées ; et l’on trouve alors , comme on le verra dans un moment , des conditions entre ces mêmes fonctions , qui ne consistent
Bb
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que dans des inégalités entre des quantités composées de ces fonctions. Ces inégalités étant supposées avoir lieu pour des valeurs déterminées de x, y, ç, &c. , auront lieu encore pour les valeurs peu différentes x + Xp, y -±- Xq,y + Xr, &c.,tant que les quantités Xp, Xq, Xr, &c., ne passeront pas certaines limites qui pourront être aussi peu étendues qp’on voudra. Donc , puisque la condition exigée pour le maximum ou minimum , n’a besoin d’être remplie que pour des valeurs quelconques de P , q , r, &c. , aussi petites qu’on voudra , il s’ensuit qu’il suffira de satisfaire à cette condition dans le cas de X — o; par conséquent on pourra supposer tout de suite A = o , ce qui réduira les fonctions/" ( x ), f (* > y) » f u (y)* &c. , qui entrent dans la quantité ci-dessus i p'f" ( x ) 4 * pqf" (*> y) 4 ~ &c. , à n’être que les fonctions seconde» de la fonction donnée / (*, y , { , u . . . ) prises relativement à x seul à x et y , &c.
1 6$. Tout se réduit donc à trouver les conditions pour qu’une quantité de la forme
A p* + B p q C q* -J- Dp r E q r -J- Fr 1 " 1 " &c. ,
dans laquelle A T B, C, &c. sont des quantités données , et p , q , r, &c, dénotent des quantités indéterminées , soit rou jours nécessairement positive ou négative, quelles que soient les valeurs de p , q, r, &c.
Supposons qu’elle doive être toujours positive, il est évident que, pour le cas contraire, il suffira de prendre négativement les coèfficiens A,B r C, &c. Puisque cette quantité ne peut jamais devenir négative , il s’ensuit qu’elle doit avoir un minimum positif ; et réciproquement , si elle n’a que des minima positifs , elle ne pourra jamais devenir négative. Il n’y a donc qu’à chercher les conditions nécessaires pour que la quantité dont il s’agit ait des minima tous positifs.
Suivant l’esprit de la méthode exposée ci-dessus (n. # 161 ) , on prendrsf les fonctions primes et secondes de la quantité proposée relativement à une seule variable, comme p, et on supposera la fonction prime égale à zéro , et la fonction seconde positive. On aura ainsi l’équation xAp-\r Bq -f- D r + &c. = o , et la condition A p- o.
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On substituera la valeur de p , tirée de l’équation précédente, dans la quantité proposée, laquelle deviendra ainsi de la forme
L<f Mqr Nr 1 -j- P q$ -}- &c. ,
<* L = c ~ -fr '■ M - =■ E ' — Vk- ■ = ?■ — Sr ■ «■*
On prendra , de la même manière , les fonctions primes et secondes de cette transformée relativement à une seule variable q , et faisant la fonction prime égale à zéro , et la fonction seconde positive , on aura de nouveau l’équation iLq -j- M r -j- P s -{- &c. == o, et la condition L > o.
On substituera pareillement dans la transformée précédente la valeur de q, tirée de cette équation ; on aura la nouvelle transformée T r* •+• V r s + Xi 1 4* Sec . , dans laquelle les coèfficiens T, V, X, &c. seront donnés en L, M , N, &c. , comme ceux-ci le sont en A , B , C , Sec. ; et continuant le même procédé , on aura l’équation xTr + Vs -f- &c. = o , et la condition T > o ; et ainsi de suite.
Maintenant il est aisé de voir que la dernière de ces transformées, celle qui ne contiendra plus qu’une seule des indéterminées p, q, r , &c. , et qui sera par conséquent de la forme Z s 1 , sera elle-même le minimum de la quantité proposée ; d’où il s’ensuit que les conditions pour que cette quantité ait un minimum positif, seront A> o , Z, > o, T> o . . . Z > o; et comme les équation» qui déterminent les valeurs d a p, q, r, &c. , sont toutes linéaires , on en conclura que ce minimum sera le seul qui puisse avoir lieu. Ainsi, le problème est résolu rigoureusement.
Au reste , il est facile de voir que par ces différentes transformations , la quantité proposée deviendra de la forffie
a + - 8 ' — )■ + l ( ? + ■■ " r + f * Ht **•- y
laquelle sera évidemment toujours positive ou négative , suivant que les coèfficiens A , L ,T , &c. le seront tous à la fois ; et l’on voit en même temps par cette forme , que les quantités A , L ,T, &c. pourront être oulles , pourvu qu’elles ne le soient pas toutes à la fois.
Les conditions que nous venons de trouver deviendront donc celles du maximum ou minimum de la fonction /( x , y , ^ , a . . . . )', en faisant pour le minimum A =f" ( x ) , B =f“ ( x , y ) , C = f“ ( y ) &c. , et pour le mùximum A = — f"( x ) > R = — f" ( x * y ) * C = — f 11 ( y ) &c. Il est facile de voir 1 ‘accord de ces résultats tjvec ceux du n.° 161 ; mais la méthode précédente a l’avantage de fournir un moyen simple d’étendre. ces résultats à un nombre quelconque de variables.
i - 66 . Les principes exposés jusqu’ici sur là théorie de maximis et minimis , conduisent à cette conclusion générale : Si dans une fonction quelconque des variables x , y , ç &c. ,, on substitue à la place de ces variables les quantités x p , y -f* q , % + r &c. , et qu’on développe la fonction suivant les puissances et les produits des quantités p , q ,/ &c. , les termes où ces quantités ne se trouveront qu’à la première dimension, étant égalés chacun séparément à zéro , donneront les équations nécessaires pour que la fonction proposée devienne un maximum ou minimum z ensuite on considérera la quantité cotnposéede tous les termes où p,q,r&c c, formeront deux dimensions, et il faudra pour le minimum que cette quantité soit toujours positive, et pour le maximum toujours négative., quelles que puissent être le^ valeurs d s p,.q, r, &c.
Si tous ces termes s’évanouissaient à la fois.,, il faudrait alors pour l'existence du maximum ou minimum , que tous les termes où p , q , r , &cc. . formeraient trois dimensions , disparussent aussi à la fois , et que la quantité' composée des termes où p , q , r , &C. formeraient quatre dimensions , . fût toujours positive pour le minimum et toujours négative pour le maximum, p , q , r , &c. ayant des valeurs quelconques ; et ainsi droite. Ce qui répond , comme l’on voit , au théorème du n.° 131.
Nous avons donné ci-dessus un moyen simple pour trouver les conditions qui rendent une quantité de la forme A p 1 -f- Bp q + &c. toujours positive ou négative ; on pourrait , de la même manière, chercher celles qui rendraient toujours positives ou négatives des quantités de la forme A p 1 ' B p 1 q - f- &c. ; mais l’application de la méthode générale à ce cas serait sujette à des difficultés de calcul qui pourraient la rendrez
««praticable ; et c’est là un problème d’algèbre dont il serait à désirer qu’on pût avoir une solution complète.
167. Nous avons supposé jusqu’ici que les variables qui entrent dansla fonction sont indépendantes les unes des autres ; mais s’il y avoir entre elles une ou plusieurs équations , il faudrait commencer par éliminer, aumoyen de ces équations , autant de variables dans la fonction proposée , en chercherait ensuite les conditions du maximum ou minimum par rapport aux variables qui seraient restées dans la fonction. C’est la méthode qui se présente naturellement ; mais on peut la simplifier beaucoup , en conservant toutes les variables ,, et réduisant l’élimination aux seules quantité* P , q , r , &c. v
En effet , supposons qu’on ait entre les variables &c. l’équation
f ( x, y, 7... ) = o ; comme cette équation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs de x , y , ç , &c. , elle aura donc liai aussi en mettant
&c. à la place de x , y , ^ , &c. ; par conséquent on aura , par un développement semblable à celui du n.° 163 , l’équation-
d’où l’on pourra tirer la valeur de p en série , qu’on substituera dans le développement de la fonction quj doit erre un maximum ou un minimum ou bien on ajoutera simplement à ce développement la quantité qui forme le premier membre de l’équation précédente , multipliée par une quantité quelconque indéterminée qui pourra même être de la forme
a + b p cq dr -)r &c.. + l p' + m p q -f* &c. ,
les coèfficiens a , b , c , &c. étant indéterminés, et on égalera à zéro tous les termes qui contiendront la quantité p , ce qui servira à déterminer les inconnues a , b , c , &c.
Comme les équations du maximum ou minimum résultent de l’évanouissement des termes où les quantités p, q , r , &c. ne sont qu’à la première dimension , il suffira d’égaler à zéro chacun de ces termes , ce qui donner:? sur-le-champ les équations /'(x) + atp 1 (x) = o ,f (y) -f- a<p'(y) = o,, f 1 (f) 4- af (,{ ) = o, &c. , qu’on réduira ensuite à une de mcinsr-
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par l'élimination de l'inconnue a. A l’égard des termes où les quantité# p,q,r , & c. formeront deux dimensions, on déterminera, par les méthode* exposées ci-dessus , les conditions qui doivent avoir lieu entre les coèfficiens de ces termes , et on cherchera à satisfaire à ces conditions de la manière la plus générale , au moyen des quantités arbitraires b t c,d, Sec.
Nous ne faisons ici qu’indiquer ces procédés , dont il sera facile d« faire l’application ; mais on peut les réduire à ce principe général : Lorsqu’une fonction de plusieurs variables doit être un maximum ou minimum , et qu’il y a entre ces variables une ou plusieurs équations , il suffira d’ajouter à la fonction proposée les fonctions qui doivent être nulles , multipliées chacune par une quantité indéterminée , et de chercher ensuite le maximum ou minimum , comme si les variables étaient indépendantes ; les équations qu’on trouvera combinées avec les équations données, Serviront à déterminer toutes les inconnues.
168. On peut résoudre , par les mêmes principes , les questions où il s’agit de trouver des courbes qui jouissent dans chacun de leurs points de quelque propriété donnée de maximum ou minimum.
Supposons , par exemple , qu’on demande la courbe dans laquelle la quantité que nous avons nommée K , dans le problème du n.° 1 ai, soit un maximum ou minimum à chaque point de la courbe. Cette quantité est exprimée par la fonction [ y -f-( m — .t ) y' ] [j + (n — x ) y 7 ] ; et la question consiste à trouver la valeur de y en x , qui rendra cette fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantités y et y' étaient indépendantes l’une de l’autre , on pourrait déterminer le maximum ou minimum relativement à chacune de ces variables ( n.' t 60 ) ; mais comme ces quantités dérivent l’une de l’autre , et que leur relation demeur# inconnue tant que l’une d’elles n’est pas une fonction déterminée de x , on ne peut chercher le maximum ou minimum que par rapport à une de ces quantités ; et il est naturel de prendre pour variable la quantité y' qui détermine la position de la tangente , en regardant les coordonnées x et y comme données pour chaque point de la courbe.
On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonction proposée , relativement à la quantité y' regardée comme seule variable j * «*•
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«r égalant à zéro la fonction prime , on aura sur-le-champ l’équation [y + (« — *)ÿ](m — x) -f [y + (m — x)f\ (n — x) — o, laquelle donne , comme dans le n.° nx ,
pour l’équation de la courbe cherchée.
Ensuite on aura la fonction seconde î ( m — x ) ( n - — x ) , laquelle fait voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la courbe pour laquelle les deux quantités m — x et n — x seront des signes difFérens , et que le minimum aura lieu pour la partie où m — x et n — x seront de même signe (n.* i 6a ) ; de sorte que le maximum aura lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites m - et n , et le minimum pour les valeurs de x qui tomberont hors de cca limites.
L’équation trouvée pour la courbe étant du premier ordre , elle est susceptible d'une équation primitive avec une constante arbitraire ; et
si on la met sous la forme - 1 J - = — -4- — - , on eut
déduira sur-le-champ cette équation primitive , z log. y = log. (x — m) H- log. ( x — n ) -f- log. h , et passant des logarithmes aux nombres , y* — h ( x — m ) ( x — n ) , où A est une constante arbitraire. Cette équation est de la même forme que celle que nous avons trouvée dans l’endroit cité (n.° *i iz) ; ce qui doit être., puisqu’elles viennent l’une et l’autre de la même équation du premier ordre. En effet , l’équation trouvée ci-dessuspour le maximum ou minimum , étant multipliée par y", a pour équation primitive [y — x) y 1 } [y + ( n — x) y' = K t
K étant une constante arbitraire ; et celle-ci combinée avec la même équation pour en éliminer y 1 , donnera le résultat trouvé dans le même éndroit.
Donc, rapprochant cette solution de celle du n.° m , on en conclura , en général , que les sections coniques ont non-seulement la propriété , déjà trouvée , que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires élevées aux deux extrémités de Taxe , des parties dont le produit est constant ; mais encore celle-ci , que la position de la tangente à chaque point de
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la courbe , regardé comme donné , est telle que ce même produit est un maximum pour l’ellipse , et un minimum ou plutôt un maximum négatif pour l’hyperbole.
169. En général , si on demande ]a courbe dans laquelle une fonction donnée dex, y , y' , y" , &c. sera un maximum ou un minimum, on pourra chercher le maximum ou minimum relativement à chacune des quantités y, y 1 , y" &c. , ce qui donnera autant de solutions différentes ; et l’on aura toujours, généralement parlant, pour la courbe cherchée , une équation du même ordre que la fonction proposée.
Si cette fonction était une simple fonction des élémens a , b, c , &c. du contact (n.° 1 1 7 ) , en cherchant le maximum ou minimum relativement à la dernière des quantités y, y', y" &c. , 011 trouverait nécessairement la même équation que l’on aurait pour le problème dans lequel on supposerait cette même fonction égale à une constante ; c’est de quoi il est facile de se convaincre par l’analyse des n.®* 115 et 117. En effet, en égalant à zéro la fonction prime de f(a, b, c . . .) , prise relativement Ù la plus haute des fonctions dérivées y 1 , y" &c. , on aura la même équation que si on prenait, en généra! , la fonction prime de l’équation f{a,b,c.) = const. relativement zx , y , y' , &c. D’où l’on voit que ces deux genres de problèmes , quoique fort différens dans le fond , conduisentnéanmoinsaux mêmes résultats, et sontpar conséquent susceptibles des mêmes solutions. Ainsi , on pourra appliquer i <4 tout ce qui a été dit dans les endroits cités. L’exemple du numéro précédent est, comme Ton voit , un cas particulier de ccs mêmes problèmes.
170. Mais si on demandait la courbe dans laquelle le maximum ou minimum ne serait pas la fonction donnée de x , y , y , y " , &c. , mais la fonction primitive de celle-ci , regardée comme une fonction prime , alors il ne serait plus permis de traiter les quantités y , y‘ , y " , &c., comme indépendantes et isolées, parce que la fonction primitive d’une fonction de ces quantités dépend elle-même de la relation qu’elles peuvent avoir entre elles. Les problèmes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul connu sous le nom de Calcul des variations ,• ils ne demandent pas une
analyse
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■analyse nouvelle , mais une application spéciale de l’analyse des fonctions , que nous croyons devoir exposer ici , à cause de l'importance de la matière.
Soit donnée la fonction /(*, y, y', y" . . . .) dans laquelle y est supposé une fonction de x , il est évident qu’on ne peut , généralement * parlant , avoir la fonction primitive de cette fonction donnée , sans connaître la valeur de y en x. Mais on peut chercher quelle devrait être cette valeur , pour que la fonction primitive de f ( at, y fy', y " fut un maximum ou un minimum , en supposant que cette fonction soit nulle lorsque x aura une valeur donnée a , et qu’elle devienne un maximum ou un minimum lorsque x aura une autre valeur donnée b. 11 est évident qu’en prenant y pour la valeur cherchée , il faudra , par la nature du maximum ou minimum , que la fonction primitive de la fonction f(x, y -f- et , y' -f* u) 1 , y" -<f" et" qui résulte de la fonction
donnée, en mettant y -j- et à la place de y , soit toujours, entre les mêmes limites de x , moindre dans le cas du maximum , et plus grande dans le cas du minimum, que la fonction primitive de / ( x , y , y', y " . . . ), quelle que soit la valeur de et , qu’on pourra regarder comme une fonction quelconque de x , et quelque petite que cette valeur puisse être.
La fonction /(x, y -f- et, y' + y" + a"...) étant développée suivant les puissances et les produits de et, et', et", &c. , d’une manière semblable à celle du n.* 163, deviendra
/(*, y> y’, }•"...) + «/' (y) + et'/ (y') + et"/' (y") + &c.
+ i (J) + otet'f" (y, y') + i et'' f" (/) + &c. ,
«ù les quantités / (y)>f (y')tf ( y ") &c. dénotent les fonctions primes de / ( * , y , y', y " . . . ) prises suivant y, y', y", &c. , et les quantités f (y), f" (y, y') , f" (y'), &c. dénotent les fonctions secondes de la fonction f (x, y -f- A», y' -j- A et', y" -f- A et" . . . ) , prises relativement h y seul , h y et y' , à y' seul , et ainsi de suite ; le nombre A est indéterminé , ou plutôt inconnu , et peut être diff érent dans les différentes fonctions , mais il doit être le même dans la même fonction, et il doit toujours être renfermé entre les limites 0 et 1,
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Donc il faudra que la fonction primitive* de la quantité
ait toujours une valeur négative pour le maximum , et une valeur positive-, pour le minimum, quelque valeur qu’on donne à la fonction », et aussi petite que cette, valeur puisse être, en prenant cette fonction primitive de manière qu’elle soit nulle lorsque x = a, et y faisant ensuite x = b.
Or , sans connaître la quantité » , on peut prouver qu’il est toujours possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la partie qui ne contient que les premières dimensions de » , ai ' , u", Sic. ait une valeur plus grande, positive ou négative, que la fonction primitive, de l’autre partie. Car en substituant ù à la place de », a. étant une quantité variable quelconque , et i un coefficient constant , la première parrie se trouvera toute multipliée par i , et la seconde le sera par r s , et leursfonctions primitives seront aussi multipliées par i et pari 1 ; et il est visible qu’on pourra toujours donner à i une valeur assez petite pour que la première de ces fonctions surpasse la seconde , du moins tant qu’elle ne. sera pas nulle. D’où l’on conclura qu’on pourra toujours prendre la quantité « assez petite pour que la valeur totale de la fonction primitive' dont il s’agit soit nécessairement positive ou négative , suivant que cellede la première partie de cette fonction le sera. Mais il#est visible que celle-ci doit ehanger de signe , en changeant le signe de la quantité Donc, il sera impossible que la fonction entière soit constamment positive ou négative , indépendamment de la valeur de u>, à moins que la fonction primitive de la partie qui ne contient que les premières dimensions de », »', »',. &c. ne soir nulle, quelle que soit la valeur de ». Donc, Je maximum ou minimum ne pourra avoir lieu , à moins que la fonction primitive de la fonction u f (y) + »'/' (y') -J- »" f' (y") &c..
ne soit nulle, quelle que soit la valeur de ».
Cette fonction étant nulle , il faudra alors que la fonction primitive, de l’autre partie
soit positive pour le minimum , et négative pour le maximum , en donnant à u%nc valeur quelconque aussi petite' qu’on voudra.
17 1 . Pour satisfaire à la première de ces conditions de la manière la plus générale, nous remarquerons que, puisque la quantité a> doit demeurer indéterminée , la fonction primitive de la fonction uf'(y) -|- »'/'(/) + J' f (y") + &c. ne peut être que de la forme «, + a 3 + a y + #" î 4- &c. , où la plus haute des fonctions dérivées u , a >" , &c. sera d’un ordre moindre que dans la fonction proposée ; c’est de quoi il est facile de se convaincre avec un peu de réflexion sur .la forme des fonctions dérivées. Prenant donc la fonction prime de cette quantité , en regardant «t , /3, y , &c. comme des fonctions de x , y étant supposé aussi fonction de x y on aura
et comparant avec la fonction proposée , on aura « — o , $ =/ (y), fi - -h y — f (/) , y +$' =f (y") , &c,
La première équation donne «. égal à une constante arbitraire ; les autres équations serviront à déterminer £ , y , £ , &c. ; et comme il est facile de voir que le nombre de ces quantités est nécessairement moindre d’une unité que celui des équations , il en résultera une équation de condition , qui devra être satisfaite pour que le maximum ou minimum ait lieu.
Pour cela , il n’y a qu’à mettre ces équations sous cette forme ,
en prenant les fonctions primes de la seconde , les fonctions secondes de la troisième, et ainsi de suite; retranchant ensuite alternativement l’une de l’au tre , on aura
où les traits appliqués aux parenthèses dénotent les fonctions primes , secondes , &c. des quantités renfermées entre ces parenthèses.
Cette équation sera doue commune au maximum et au minimum , et servira à déterminer la valeur de y en fonction de x ; elle sera.
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comme il est aisé de le voir , d’uo ordre double de celui de la fonction /( * , y , y' , y" . . . ). * . *
171. Les mêmes équations /S -f- y' == f ( y r ) » y + =/ ! (y w ) > Re-
donneront , par un procédé semblable ,
Soit , pour abréger ,
fi = œ -f- y -J- » /; 5 " -j- &C. r
la fonction primitive de la quantité »/' (y) -f- w'/ > (y') + sera a + fl; et comme cette fonction doit être nulle lorsque x =z a , si on dénote par A la valeur de fi qui répondra à x = a , on aura
puisque a est une constante arbitraire , a + A -J- o , et par conséquent
On aura donc fi — A pour la fonction primitive, qui doit être nulle en vertu du maximum ou minimum , lorsque x = b. Si donc on dénote encore par B la valeur de fi , qui répondra à x = b , on aura l’équation B — A = o, à laquelle il faudra satisfaire par le moyendes constantes arbitraires qui entreront dans l’expression de y qu’on déduira de l’équation trouvée ci-dessus, en ayant égard d’ailleurs aux conditions spéciales du problème.
Ainsi , par exemple , si la valeur de y est donnée pour les valeurs a , b de x , alors la valeur de a> sera nulle dans les deux quantités A et B ; si , de plus , la valeur de y 1 était aussi donnée pour les même» valeurs de x, les valeurs de «' seraient aussi nulles dans A et B ; et ainsi de suite.
Les quantités u , u' , u" &c. étant réduites au plus petit nombre possible, tant dans l’expression de A que dans celle de R, on égalera à zéro le coèfiicient de chacune de celles qui resteront pour satisfaire à l’équation B — A = o , indépendamment de ces quantités.
-'173. Ayant ainsi satisfait à la première condition , il ne restera plus qu’à remplir l’autre condition , qui consiste en ce que la fonction primitive de la quantité
doit être entre les mêmes limites a et b de x toujours positive pour le minimum , et négative pour le maximum , en supposant que la valeur de » soit quelconque et aussi petite qu’on voudra.
Je remarquerai d’abord ici que, quoique les fonctions /" (y) , f ( y 1 y ) &c. renferment essentiellement les quantités u» , u &c. ( n.° ijo), on peut prouver par un raisonnement semblable à celui du n.° 164 , qu’il suffira pour le maximum ou minimum , que la condition don’t il s’agit soit remplie en supposant le coefficient \ égal à zéro , ce qui fait disparaître ces quantités d?s fonctions dont il s’agit, en sorte que ces fonctions ne seront plus alors que les fonctions secondes de la fonction f (x , y , y , y" . . . ) , prises relativement à y seul , à y et y , à y' seul , &c. , et auront par conséquent des valeurs déterminées en .r ,
Cela posé , si on rappelle ici ce que nous avons démontré dans la première partie ( n° 48 ) , on en conclura que la condition dont il s’agit serait satisfaite si la quantité proposée j erf" (y ) + » df" (y, y’) + &c., était telle qu’elle fut constamment positive ou négative pour toutes les valeurs de x, depuis x = a jusqu’à x = b, indépendamment des quantités u, u' , u & c. ; et comme nous avons donné plus haut ( n.° 1 65 ) les conditions les plus générales pour qu’une quantité de la forme dont il s’agit soit nécessairement positive ou négativ e , il n’y anra qu’a examiner si ces conditions ont lieu dans la quantité dont il s’agir. Si elfes n’avaient pas lieu , ou si elles n’avaient lieu que dans une partie de cette quantité , il faudrait alors chercher la fonction primitive de l’autre partie, et la rendre nulle , ou au moins positive pour le minimum , et négative pour le maximum , indépendamment des quantités u, u»‘ , a &c.
174. Pour simplifier la solution de cette question , nous supposerons d’abord que la quantité proposée 11e renferme que les carrés et les
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produits des deux quantités « , ; on verra aisément que la même
méthode s’étend aux cas plus compliqués ; et nous représenterons par cette formule a 1 M -j- a> cJ N + u n P , la partie de. la même quantité pour laquelle les conditions dont nous venons de parler ont lieu. Il s’agira donc de chercher la fonction primitive de la quantité
— AT] + — -an + »' 1 [!/''(/)— J»],
et il est facile de s’assurer d’avance , que pour que la quantité u demeure indéterminée , cette fonction ne pourra être que de la forme / x -f- a* v ; prenant donc sa fonction prime et comparant terme à terme avec la précédente , on aura
/-«•' = o ,»' = }/" (y) — M, x » =/’" (y , y* ) — N - , et ô = :/"( jO — P-
La première de ces équations donr» fx égale à une constante arbitraire, et les trois autres serviront à déterminer les valeurs de M, N , P , qui seront
AT = i/'(y) — /, N =sf" (y, y) — x,,P=if" (/), et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent des formules du n,° 165. Or , en prenant les quantités u 1 et &> à la place des quantités p et q , et par conséquent P, N, M à la place de A, B, C ,
et faisant T = M. — - y - , on aura pour le minimum les deux conditions P > o , et T> o , et pour le maximum les conditions opposées P < o et T < o ; ou bien l’une des deux quantités P , T égale à zér® tant pour le minimum que pour le maximum , et ces conditions devront avoir lieu pour toutes les valeurs de x , depuis x = a jusqu’il x = b pour que la quantité u n P + u «' N -j- a 1 M soit constamment positive dans le premier cas , et négative dans le second , entre ces mêmes limites. Comme la quantité P est donnée , elle indiquera tout de suite le maximum ou minimum ; mais on n’en sera assuré que par l’autre condition T > ou < o , ou bien = o pour les deux cas.
De plus , et c’est ici une condition bien essentielle , il faudra que les quantités M , N , P ne deviennent point infinies entre les mêmes limites, pour qu’on puisse être assuré que la fonction primitive de la quantité dont il' s’agit , sera nécessairement positive ou négative , d’après le
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fLéorcme du n.* cité 48 ; car ce théorème étant fondé sur !e développement des fonctions en série , est nécessairement sujet aux exceptions attachées à la forme de ce développement , que nous avons examinées dans les n." 4.x et 120 ; il pourra donc être en défaut, si les fonctions dérivées de la fonction primitive deviennent infinies , parce qu’alors le développement n’aura plus la même forme ; c’est ce qui arrivera nécessairement , lorsque la fonction primitive passera du positif au négatif par l’infini , comme les tangentes des angles ; alors pour la valeur de x répondant à ce passage , le développement de la fonction de x -f- i aura ' son premier terme de la forme A i m f m étant un nombre impair négatif, et la fonction prime , ainsi que toutes les suivantes , seront infinies ( n* 41 ). Dans ce cas , la fonction primitive pourra changer de signe , quoique sa fonction prime conserve toujours le même signe. Pour etî
voir un exemple bien simple , il n’y a qu’à considérer la fonction — - x
qui est = 1 lorsque x = j , et = — 2 lorsque x = 2 ; cependant
sa fonction prime
est toujours positive tant que x a une
valeur réelle. Ici la fonction primitive et toutes ses dérivées deviennetir infinies lorsque x = 1. C’est une modification à apporter à la théorie exposée dans le n.° 48,
175. Ayamt satisfait à ces conditions , on aura la fonction primitive- H*-\- a? v , dans laquelle ju est une constante arbitraire qu’on déterminera r en sorte que la fonction primitive soit nulle lorsque x = a. Supposent v = ( fl ) , et soit ( A ) la valeur de (fl) lorsque x = a , on aura (x = — ( A ) , ainsi la fonction primitive dout il s’agit , .sera ( fi ) — ( A ) , laquelle devra être nulle, ou positive peur le minimum et négative pour le maximum , en faisant x = b ; soit donc ( B ) la valeur de ( fi ) lorsque x = b , il faudra que l’on ait (P) — (A)> ou < o pour le minimum ou le maximum , ou = o pour les deux cas , indépendamment de la valeur de a> qui doit demeurer indéterminée. Ainsi , sila valeur de y est donnée pour les valeurs a et b de x , la valeur correspondante de « étant alors nulle > oa aura {A) = 0,(5)=: o >e »
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la condition précédente sera remplie , tant pour le maximum que pour le minimum. Si les valeurs de y ne sont pas données , ajprs il faudra que l^on ait pour le minimum » = ou > o lorsque x = 6 , et » = ou < o lorsque x = a ; et pour le maximum r = o ou < o dans le premier cas , et r = o ou > o dans le second.
176. A l’égard de la valeur de la quantité r , elle dépend simplement
de la condition T ou M. — ■ - ^ p ~ > 0 p our I e minimum et < o pour
le maximum. Cette condition sera donc , en substituant les valeurs de M,N,P,
i f» ( v \ j LCjLZiX-LrrL-LlJ — > ou < o ,
îJ ' l /)
et on pourra prendre pour v une fonction quelconque de x qui y satisfasse.
Ce qu’il y aurait de plus simple , ce serait de supposer cette quantité nulle ( n.° 1 74 ) , ce qui donnerait l’équation 4 Ai P — A * = ° > sa\oir ,
par laquelle on pourrait déterminer la valeur de r ,* et le maximum ou minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P ou j f“ ( y' ).
On aurait de cette manière le même résultat que donne la méthode proposée dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de 1786 , pour distinguer les maxima des minima dans le Calcul des variations. Mais , d’après ce que nous avons dit ci-dessus , il faudrait , pour 1 exactitude de ce résultat , qu’on pût s’assurer que la valeur de v ne deviendra point infinie pour une valeur de x comprise entre les valeurs données a et b ; ce* qui sera le plus souvent impossible , par l’impossibilité de trouver l’équation primitive en v et .v. Sans cette condition , quoique la quantiré
»■- M + u u 1 N + »' 5 P devienne alors de la forme P (»' -f- - )'»
et qu’çlle soit par conséquent toujours positive ou négative , suivant que la valeur de P le sera , on ne sera jamais certain de l’état positif ou négatif de sa fonction primitive.
177. Pour en donner un exemple qui pourra servir en meme temps
d’application de la méthode que nous venons d’exposer ; supposons
que
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tjue la fonction / ( x , y , y '. . . ) , dont la fonction primitive doit être un maximum ou un minimum , soit y + x my'y ■+■ n y - , en prenant les fonctions primes et secondes, on aura y*' (y) — x{my‘ -f- «y ), f (/ ) = » ( y 1 + my),f (y) ==xu,f' (y, y 1 ) — xm, f" (y 1 ) = i ; substituant ces valeurs dans l’équation générale du n.° 17 1 , qui , dans ce cas , se réduit a f (y) — [/' (y' ) ]' = o , on aura x ( m y 1 + ny ) — i ( y" + my') = o ; savoir , y" — n y = o , pour l’équation du maximum ou minimum. Cette équation est susceptible de la méthode du n.“ 67 et donne sur-le-champ
y = + hr nVK ,
g et h étant deux constantes arbitraires ; si n était une quantité négative = — k 1 , alors on aurait , en prenant d’autres constantes arbitraires , g et h , y = g sin. (k x -j- h ). Supposons , pour plus de simplicité , que les valeurs de y soient données pour les deux valeurs extrêmes a et b de x , les quantités xi et B seront nulles d’elles-mêmes , et l’équation B = A sera satisfaite ( n * tyz ) ; on déterminera donc les constantes a et b de manière que y ait les valeurs données lorsque x = a et = b.
Maintenant, nous aurons, par les formules du n.° 174,
d’où l’on voit que , puisque P est > o , il n’y a que le minimum qui puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer l’existence
du minimum ; il faudra de plus que l’on ait M > o ; savoir ,
n — f 1 — ( m — » )* > o , en prenant pour » une quantité qui ne devienne point infinie entre les limites a et b de x. Si la valeur de n est positive , il est clair qu’on peut satisfaire à cette condition , en faisant r = m. Ainsi on sera assuré , dans ce cas , de l’existence du minimum , puisque les deux quantités ( A ) et ( B ) sont d’ailleurs nulles par l’hypothèse que les valeurs de y sont données pour x = a et = b ( n.° 1 7 5 ) ; mais si n est négative et = — k 5 , on aura alors la condition — »' > k 1 + ( m — f y , et il n’est pas aisé de trouver une valeur satisfaisante de », ni même de s’assurer qu’on pourra la trouver,
Si , suivant la méthode dont nous avons parlé dans le dernier numéro,, on faisait — . »' =» k' ( m — t )* , en supposant m — t = k p r
on aurait k p‘ = i + p 1 ; savoir , ■ • • = — j — , et prenant les
fonctions primitives des deux membres , angle tang. p = + d p
«avoir , p = tang. ( ■+• d ) , d étant une constante arbitraire. Cette
valeur devient infinie lorsque -j- -f- d = à l’angle droit , 'ou à trois
angles droits , ou &c. Donc , on ne sera pas assuré de l’existence du minimum y si la différence b — a est plus grande que la valeur de jfc multipliée par deux angles droits.
En effet, pour que le minimum ait lieu en général ..il faut ( n .* 1 7 j)que la* fonction primitive de la quantité nu 1 + % mot et' -j~ « rt soit positive , quelleque puisse être la valeur de». Supposons»— isin.xr, cette quantité deviendra-
i 1 ( n sin. x’ + i m sin. x cos. x -f- cos. x l ) = i’ (
cos. i x + m sin, i x ) , dont la fonction primitive esc
P ( 1 x H - — sin. i x cos. x x ) + c , c étant:
la constante arbitraire qu’on déterminera de manière que la fonction* primitive soit nulle lorsque x = a , ensuite on fera x = b. Donc sien suppose a = o et b égal à deux*angles droits , afin que la valeur de » soit nulle lorsque x = a et = b suivant l’hypothèse , la valeur complète de la fonction primitive dont il s’agit , sera i* ( 1 -f- n ) D D représentant l’angle droit ; et il est visible que cette valeur pourradevenir négative lorsque n = — À: 1 , en prenant k > 1.
178. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les secpndes dimensions d tu , et 1 &c. contienne aussi u " , en sorte qu’elle soit de U forme ( n.' 17 3)
+ »'»" r (y 1 , y") + i»" 1 /" (y"); bous prendrons M -f- m tt' N -f- P + m tt u Q -f- et' Si
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H- -tJ h S pour la partie de cette quantité qui doit être assujettie aux conditions de la formule du n.° 165, et il faudra que la différence de ces deux quantités soit susceptible d’une fonction primitive indépendamment de la quantité u. Cette fonction ne pourra donc être que de la ferme /x + »* » + o> u 1 -rr -f- p , et on trouvera par la comparaison des termes , les équations fx 1 = o , = if" ( y ) — M ,
z » + 7 r 1 = f" (y, ÿ) — N , ir + p' = if" (y) — P.
TT =f"(y, f) — Q,i p =/" (y, y') R , o = if (y ) — Si
lesquelles donnent /x égale à une constante arbitraire , ensuite
P= if (y) — TT — p', Q = f"(y,y")
R=f(y',y")— ip, S = i f 11 {y") ;
où les trois quantités», tt, p demeurent indéterminées ; mais il faudra les prendre telles qu’elles satisfassent aux conditions auxquelles doivent être assujetties les quantités M, N> P &c. , et qu’on peut déduire des formules du n.° 165 , en prenant les quantités «'*, » à la place des quantités p , q , r. Ainsi , si on fait »
les conditions pour le minimum seront S > o # 7 ’>oetI r >o J et pour le maximum S <0, T < o , Y <0; et ces conditions devront avoir lieu pour toutes les valeurs de x , depuis x = a jusqu’à x = b. La valeur de S indiquera le maximum ou minimum ; mais on n’en pourra être assuré que par le concours des deux autres conditions. De plus , il faudra que les quantités M, N , P, Q, R , S ne deviennent jamais infinies entre les mêmes limites , par les raisons exposées plus haut , n.° 174. . *
Enfin ,, il faudra qu’en supposant (fl) = m 1 » + «*»'■*• + u n p , et prenant ( A ) et ( B ) pour les valeurs de (fl) qui répondent à x = a et x = b j la quantité (P) — — ( A ) soit positive pour le minimum et
Dd x
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négative pour !e maximum , indépendamment des valeurs de u et de a>' r ( ”•* i ? 5 )■
On suivra les mêmes procédés pour les fonctions plus compliquées.
179. Si les valeurs de y, y' , &c. n’étaient pas données pour les valeurs a et h de x , mais qu’il y eût seulement, par la nature du problème , une relation entre ces quantités, représentée par l’équation p (x, y, y' = o;. alors, suivant les principes du n.° 167, il n’y aurait qu’à ajouter à la fonction qui doit être positive pour le minimum , et négative pour le maximum , la quantité
*>p'(y) + J<p' (/) + «V (y") + &c. + J «V (y) + ce ce' <p" Çy, y') + i ce 11 ip " ( y' ) + &c.
multipliée par un coefficient indéterminé T , et traiter ensuite les quantités ce , eJ comme indépendantes. Ainsi , si la condition dont il s’agit doit avoir lieu pour la valeur de x- = a, on ajoutera aux deux quantités A et ( A) ( n. c ‘ ijz , 1 75 ) les quantités T [ce <p' (y) ■+• ce' <p' (y') + &c.] et T [i te 1 (p"(y ) -f- cece' <p" (y ,y') -f- &c.], rapportées à la même valeur de x; et si cette^ondirion devait avoir lieu pour la valeur x = b , on ajouterait aux valeurs de R et de (B) les mêmes quantités rapportées à x = b.
On suivrait le même procédé pour chacune des conditions données ,, s’il y en avait plusieurs.
180. La fonction proposée, dont la fonction primitive doit être urn
maximum ou un minimum, pourrait encore contenir, outre les variablesx ety , une troisième variable f , indépendante dés deux autres ; alors on opérerait,, relativement à cette variable , comme on a fait relativement à y. Ainsi , en désignant la fonction proposée par /( x , y , y 1 , y" . . . f , . . . )
on y substituera à la fois les quantités y + wet^ + ^ala place de y et et il faudra , après le développement , que la fonction primitive de la partie qui ne contiendrg que les premières dimensions de ce, ce 1 , ce 11 , &c., ^ Ç Q » & c * » so ‘ r nu ^ e > et ^l ue fonction primitive de la partie qui contiendra les secondes dimensions de ces mêmes quantités , soit positive pour le minimum , et négative pour le maximum , indépendamment des, quantités ce et £ (n° 1 70 ).
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 217 De-là , par une analyse semblable à celle du n.° 171 , et en conservant aussi pour les fonctions primes relatives à ^ , 7', ç", &c. une notation semblable à celle que nous avons employée relativement à y , y', y" , &c. , •n aura ces deux équations
f (y) — If (y')]' + [/ (y*)]" — &c. = o r
/• (?) — iP(oy + w ( t *) 3 * — «“• = ».
qui serviront à déterminer les quantités y et 7 en fonctions de x. Ensuite il faudra , relativement aux quantités f et £ , satisfaire à des conditions semblables à celles qu’on a trouvées par rapport à y et u> ; c’est un détail qui nous mènerait trop loin , et que le lecteur peut suppléer.
On voit par-là que , s’il y avait une quatrième variable u, on aurait,, relativement à cette variable , une équation semblable àcelles qui répondent aux variables y et ^ ; et ainsi de suite.-
18 1. Mais si, dans la fonction fÇx, y , y f . . . f . . ) , la quantité { dépendait des quantités x et y d’une manière .quelconque donnéepar l’équation (p ( x , y y ' ) = o, alors, suivant les mêmes principes du n.° 167 , on ajouterait simplement la fonction <p (x, y, y'.,.?, î'...) , multipliée par un coefficient indéterminé et variable A à la fonction proposée /( x , y , y' ... 7, et on
chercherait , par les méthodes exposées , le maximum ou minimum de la fonction primitive de cette fonction composée , en regardant les quantités y et 7 comme indépendantes. Ainsi , on trouvera d’abord, pour le maximum et minimum y les deux équations
/' (y) — [f (y')]' + [/ Cy")r — &c. + A $ (yj-
— [Aip 1 ({')]' + [& 9 1 ({")]" — &c. = o
d’où éliminant la quantité A , on aura une équation qui , combinée avec l’équation donnée <p ( x , y , y' ... f , 7 . . . ) == o , servira à déterminer les valeurs de y et { en fonction» de x.
Enfui, si la fonction primitive de la fonction /(*, y, y'...) ne devait être un maximum ou un minimum qu’autant que la fonction primitive d'une autre fonction <p(x, y, y'...) serait donnée entre les mêmes valeurs a et b de x , il n’y aurait qu’à chercher le maximum ou minimum de la somme des deux fonctions primitives , après avoir multiplié la seconde par un coefficient indéterminé indépendant de x, c’est-à-dire, de la fonction primitive de f ( x , y , y 1 . . .) -J- A <p(x, y, y'...), en regarchnt A comme une quantité constante. De cette manière , on aurait d'abord , pour le maximum et minimum , l’équation
f (y) — [/'(/) ]' + [/'(y") ]" — &«• + Ap' (y) — A [ ?>' (/)]'+ A [ p' (y") ]" — - &c. = o ,
et on déterminera la constante A de manière que la fonction primitive de cp (x , y , y 1 .. .), prise depuis x 5= a jusqu’à x = b , soit donnée ; et ainsi du reste.
182. Les problèmes de la brachystochrone et des isoperimètres proposés et résolus d’abord par les deux frères Bernoulli , ont ouvert la route pour traiter ce nouveau genre de questions de njaximis et minimis. On a trouvé ensuite successivement des méthodes plus générales et plus simples , et on est parvenu enfin au calcul des variations, qui paraît ne rien laisser à désirer sur ce sujet. Comme les équations trouvées plus haut ( n."‘ 1 7 1 , 180 ) sont les mêmes , à la notation près , que celles qui résultent de ce calcul , nous pourrions nous dispenser de les appliquer à des exemples ; mats il ne sera pas inutile de montrer encore par un exemple connu , l’usage des règles pour distinguer les maxima des minima, et s’assurer de leur existence.
Nous reprendrons pour cela le problème de la brachystochrone , ou ligne de la plus vite descente , à cause de sa célébrité ; il consiste , comme l'on sait , à trouver la courbe le long de laquelle un corps pesant descendrait dans le moindre temps d’un point donné à un autre point donné , et placé dans une verticale différente. Comme, par les principes de la mécanique, la fonction prime du temps est égale à la fonction prime de l’espace divisée par la vitesse , et que dans les corps qui tombent par la pesanteur , la v;t,esse est toujours proportionnelle à la racine carrée de la hauteur
. DES FONCTIONS ANALYTIQUES. nj «Toit ils sont censés être descendus , si on rapporte aux trois coordonnées rectangulaires x , y , { la courbe décrite par le corps , et qu’on prenne les abscisses x verticales , on aura V ( h + x ) pour l’expression générale de la vitesse , et V ( * + y 71 *+* f' 1 J pour la fonction prime de l’arc
de la courbe ( n* t/f/f.); ainsi — - ^ y — sera l® fonction
prime du temps , dont la fonction primitive devra être un minimum. On
aura donc /(x, y, y'... ? '.. r ) = ■ V ^ ] i donc,
prenant les fonctions primes , on aura f ( y ) = o , f ( y' ) =
~VIA+*) VI» +/*+*•> — VVAi-xlvUi-j' t-D ;
et l’on aura ( n.* 180) les deux équations
£ v (/>+*) vfi +y* -fô i'= °> ct t y ( k+x) vfi +/■ +?■ j = °'
lesquelles donnent d’abord ces deux-ci du premier ordre
V(a-i-x) v i* +/■+*'■) “ m * vut*j vu-i-y + ï-r = 71 '
m et n étant deux constantes arbitraires.
En divisant ces deux équations l’une par l’autre , on aura AL» = ;
et prenant l’équation primitive f = n ? ■
savoir, f
l étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant à un plan vertical , puisque l’abscisse verticale * ne s’y trouve pas , fait voir que la courbe cherchée est toute dans ce plan ; ainsi , en prenant l’axe des y dans ce même plan , on pourra supposer ^ = o , en faisant n = o ; et l’on aura pour la courbe cette équation unique entre les coordonnées x et y
V ( à + * ) VU 4-/’ )
= m > d’oii l’on tire y f =
équation à la cycloïde , les abscisses x étant prises sur le diamètre du cercle générateur, et les ordonnées y perpendiculairement à ce diamètre. Puisqu’on suppose que les deux points extrêmes de la courbe sont donnés, les quantités a et ^ répondant à ces points , seront nulles , et les valeurs des quantités A et B seront nulles aussi en prenant a et b poar les valeurs.
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de x qui répondent à ces points ; ainsi la condition B — A sera remplie. Si on faisait d’autres hypothèses relativement à ces points , on trouverait d’autres résultats ; nous ne nous y arrêterons pas , parce que ces différentes questions ont été déjà discutées e! résolues par les principes du calcul des Variations. Mais il faut voir de plus ce que donnent les termes où les quantités m et ^ monteront à la seconde dimension , et dont la fonction primitive doit être positive pour que le' minimum ait effectivement lieu.
Puisque la fonction proposée f(x J y,y 1 .. % , f , . ) ne contient point, dans le cas présent, les variables y et mais seulement leurs fonctions primes y' et ç' , il est facile de voir que les termes dont il s’agit seront simplement de la forme
pt l’on trouve , en prenant les fonctions primes des quantités f ( y' ) , et /'({') relativement à y' et ( y 1 )
_ï_±jlL
V(a-hx) (i+y-f-n*
TT SW
de sorte que la quantité dont il s’agit deviendra
(i + n-i.Ty'f + r (» -f y)
laquelle peut se mettre sous cette forme
d’où l’on voit que cette quantité a d’elle-même la propriété d’être toujours nécessairement positive , quelles que soient les valeurs de « et <^. Et comme d’ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie tant que y' et ne seront pas infinies , il s’ensuit que le minimum aura nécessairement lieu dans la cycloïde.
Nous n’entrerons pas dans d’autres détails sur ce problème qui offre differens cas à examiner , suivant les conditions qu’on peut demander relativement au premier et au dernier point de la courbe , et par rapport ^ la courbe mime qu’on peut supposer devoir être tracée sur une surface
donnée,
« 3 onn<ie. La solution de tous ces cas pe>ut se tirer aisément des principes, établis ci-dessus.
1S3. L’analyse que nous avons employée pour trouver les maxima et minima des fonctions primitives , donpc lieu à une observation importante.
Nous avons trouvé ( n.‘ iji) que , pour que la quantité a J 1 (y)
4~ ca 1 f‘ (y') + «"/" (y") + &c. ait une fonction primitive , quelle que soit la valeur de u> , il faut satisfaire à l’équation
Donc , si cette quantité était d'eîle-mcme la fonction primé d’une fonction de x , y , y 1 , & c. &c. , l’équation précédente aurait aussi lieu d’elle-même et serait par conséquent identique.
Or , on voit par le n.° 170, que la quantité dont il s’agit n’est autre chose que la partie du développement de la fonction f ( x , y 4* « » y 1 4- , y" 4~ <*"... ) , qui ne contient que les premières dimensions
de cé , &c.; et je vais prouver que cette quantité sera nécessairement
une fonction prime , si la fonction f ( x , y , y‘ , y ". . . ) est elle-même une fonction prime d’une fonction de x , y , y 1 . . .
En effet , si cette fonction est une fonction prime , quelle que soit la valeur de y en x , elle le sera encore en mettant y + w au lieu de y , quelle que soit la quantité 1» ; donc la fonction /( x , y 4~ ® . y 1 4~ • • )
sera aussi nécessairement une fonction prime , en prenant pour « une fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit développée suivant les puissances et les produits de u , , u" , & c. , et dénotons
respectivement par P, Q , R , &c. les parties de ce développement qui contiendront les premières dimensions , les secondes dimensions , les trq^ièmes&c. des mêmes quantités, or. aura j( x,y 4~ " . y' 4 - y" 4 - = /(j;,y, .. ) 4 - P 4 ~ Q 4 “ -R 4 ~ Ainsi , il faudra que
la quantité P 4~ Q 4 _ Æ 4- &c. soit la fonction prime d’ur.e fonction de x , y , y 1 . Sic. et de a , a’ u" , Sic. ; et il est facile de voir que chacune des quantités P , Q , R , & c. devra être en particulier une fonction prime , puisque ces quantités renfermant des dimensions différentes de l'indéterminée a et de scs fonctions dérivées J , êc. , il est impossible ,
ai8 T H Ë O R I .E
par la nature- des fonctions dérivées , que les fonctions primitives de' P , Q , R r & c. dépendent les unes des autres. Or , on a P = « /'■(y) + «'/' (y') t •"-/* (y 7 ) + &c. («.' ijo) ; donc cette quantité sera d’elle-mêîiie une fonction prime. Donc , enfin , si la fonction; /<*> y, y' , y" . . . ) est une fonction prime , l’équation
r (y ) ■ — IP ( y ) ]' + [/' (y") ] M — [/' (y'" ) ]"' + &c. = o
sera nécessairement identique.
Réciproquement , on peut démontrer que si cette équation est identique , la fonction /( x , y , y 1 , y 11 . . . ) sera nécessairement une fonction prime ; car nous avons vu que si cette équation est vraie , la quantité P est une fonction prime , quelles que soient les valeurs de y et de » ; donc elle sera encore une fonction prime , si à la place de y on met y ». Supposons que par cette substitution , et par le développement suivant les -dimensions de u , , »" , &c. , 1 a quantité P devienne P ~i- p -j- &c.
la quantité p contenant les premiers termes du développement dans; lesquels » , «' , , &c. , ne formeront que deux dimensions , on en con--
clura , comme plus haut , que la quantiré p sera en particulier , la fonction; p,rime d’urx fonction de x , y ,y', &c. &c. ; mais par la théorie générale du développement des fonctions de plusieurs variables ( n.° S 5 ) il est facile de voir qu’on a généralement p = 2 Qf donc , la quantité Q sera une fonction prime , y et « étant quelconques ; doDC elle sera encore une fonction prime en y substituant y -j- « pour y. Et si l’ou suppose que par cette substitution , et par le développement suivant lespuissances et les produits de », ©' , ficc. , cette fonction devienne Ç -j- j -f &c. , la quantité q renfermant les premiers termes du développement où les &c. ne formeront que trois dimensions ,
on en conclura aussi , comme ci-dessus , que la quantité q seratile-mêfrie une fonction prime ; mais par la théorie du développement , on trouve aisément q = 3 R; donc la quantité R sera elle -même aussi une fonction prime , et ainsi de suite. En effet, si r , s r & c. , sont les premiers termes du développement des quantités R, S , &c. ; après la substitution de y -J- « à la place de » , cette théorie donnera r^= 4 S , s = 5 T, &c.; d’où l’on conclura , en suivant le même raisonnement , que les quantités
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S j T, &c. , seront fcissi , chacune en particulier , des fonctions primes.
Donc j toute la série P 4 " Q -f- P + &c. sera nécessairement la fonction prime d’une' fonction de x , y , y 1 , &c. , u , ai ' , fcc. , quelles quesoient les valeurs de y et® en x. Donc, la quantité J\x ,y -f- a, y' -jr u ' . . . ) — f ( x , y , y . . . ) , qui est égale à cette série , sera une fonction prime en donnant à ® uuc valeur quelconque , et par conséquent aussi en faisant *> == — y y or , dans ce cas , la fonction f (x , y -f- », y' + )
ne sera plus qu’une simple fonction de x sans y ci ® , qui pourra être censée la fonction prime d’une fonction de x. Donc , la fonction /(*> y. y'.y"-- •) Ecra elle- même nécessairement la fonction prime d’une fonction de x , y , y 1 , &c.
Il suit de-là que l’équation
contient le caractère par lequel on peut reconnaître si la fonction f (■*■> y » y' » y" • • •) e3C ou HOn une fcwction prime.
On trouvera de la même manière que les -deux équations
renferment le caractère par lequel on pourra reconnaître si la fonction /(*» y> y'-». ..{,{'•••) est bu non uns fonction prime , les quantités y et £ étant indépendantes. ,
Mais si la quantité ^dépendait de l’équation y (x, y , y ' . . . . .) =o,
on aurait, comme dans le n.° 181 ,
/(î) — [/' Ct)]' + U 1 (î") ]* — «k- + Ap' (i)
— [A?'(t)]' + [Ap'(f)]” — & c. = o,
et l’équation résultante de l’élimination de l’indéterminée A , contiendra le caractère qui fera reconnaître si la fonction y ( x , y , y ' . . . { , p' . . . ) est d’elle-même, eu non, une fonction prime.
Puisque la fonction primitive de la quantité »f' (y) -i- «'/' (y' ) »" + p « Le z
no
(y") “f" &c.*est représentée par o $ -f- u'y + -f- izc. ( n.° i~j i X,
en omettant , ce qui est permis, ht constante arbitraire «. , on trouvera , de la même manière , que le caractère par lequel on pourra reconnaître si cette fonction primitive est elle- même une fonction prime , sera renformée dans l’équation (o — y 1 ~h S" — &c. = o , laquelle , en substituant pour /3 , y , S , & c. leurs valeurs ( n.° ijz), devient
Ainsi, le système de cette équation et de l’équation trouvée ci-dessus,renfermera le caractère par lequel on pourra juger si la fonction j ’ ( x , y , y', y". . . ) est d’elle-même , ou non , la fonction seconds d’une fonction de x , y, y ', y", &c. ; et ainsi de suite.
Ces différentes équations répondeur a celles que , dans le calcul différentiel , on nomme condition â’intégrabilité , et dont on s’est beaucoup occupé dans ces derniers temps. Nous nous contenterons ici d’avoir établi , d’une manière directe et rigoureuse ,ile principe de la correspondance de ces équations avec celles du maximum et minimum des fonctions primitives ; et nous renverrons , pour ce qui concerne l’usage de ces équations de condition , aux différons ouvrages qui en traitent.
184. Quoique les relations employées dans le n." précédent , entre lespremiers termes p, q, r , &c. du développement des quantités P, Q ,R , &c. et ces mêmes quantités , soient aisées à déduire de la formule générale du développement des fonctions; cependant , comme il pourrait être utile , dans plusieurs occasions , de connaître la Ici générale qui doit régner entre les termes du développement primitif et ceux des développemens secondaires , nous allons la donner ici d’une manière directe , pour servir de supplément à la théorie du développement des fonctions , exposée dans la première partie.
Considérons , en général , une fonction / ( x , y , { . . . ) de plusieurs variables indépendantes x, y, ^ , &c. ,’et supposons que , par la substitution dex -p a., y (l , y , &c. , à la place de x, y, &c. , et par le
développement suivant les puissances et les produits de x , y , Scc. , cette
fonction devienne
ZIT
Je dénote par / (i ) !a somme de tous les termes où les quantités «. , (3 , y , &c. , seront à la première dimension , par f ( x ) , la somme de tous les termes où ces mêmes quantités formeront deux dimensions , et ainsi de suite.
Supposons de plus qu’en faisant la même substitution et le même développement dans les fonctions y ( i ) , / ( i )>/(?)> &c. ; elles deviennent
où je dénote par /( i , j ) ,/.( i , 2 ) , &c. , les rangs successifs des fermes du développement de f ( i ) , de manière que puisque les quantités , 3 > y » &c. sont à la première dimension dans f ( i ) , elles formeront deux dimensions dans f ( i , i ) , trois dimensions dans f ( i , i ) ; et
ainsi des autres. Par certe notation , on voit qu’en général la quantité
césignéepar renfermera tous les termes du développement de
f ( ni ) , où les quantités , y , &c. formeront m n dimensions.
Cela posé, supposons qu’on substitue d’abord x 4 ~ «■ , y + jâ , { 4 “ y > & c »dans la fonction f ( ,r , y , ç . . . ) , elle deviendra
et si on substitue ensuite dans cette quantité x -pma, y -\-rny ,8cc.
à la place de x , y , % , il est clair qu’elle deviendra
rnf ( I ) 4 - m'-f. ( i ) 4- m'f ( 3 ) -p &c
4 -mf { 1 , 1 ) -P ni 1 / ( 1 , i ) 4 - n/f ( 1 , 3 ) + &c. ,
4 - mf ( i , 1 ) 4 - tn 1 / ( i , a ) -P nff (1,3) 4 - &<-% ,
4 - mf ( 3 , 1 ) 4- rn-f (3,1)4- m 3 / ( 3 > 3 : ) 4 - &c. ,, -p &c»
D’un autre côté , il 6st visible que ces deux substitutions successives.
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équivalent à une substitution unique qu’on ferait dans la fonction j ' ( x , y , ç . . . ) , en mettant
x H- ( x + m ) cl , y -f ( i -f ) £ , { + ( ï + n),y< & c * à la place de r, y, [, <Sec. , et qui donnerait, par le développeront, /( y, î • • • ) + ( i + m )/( i ) + ( i -i- m )*/( i ) -J- ( i + m'ff ( 3 ) +• &c.
Ainsi , il faudra que ces deux dévelcppemcns soient identiques , et que par conséquent les termes qui renferment les mêmes dimensions c!e et , j 3 , ’y j fcc. soient égaux de part et d’autre , quelle que soit d’ailleurs la quantité m. On aura donc les comparaisons suivantes :
/( 3 ) - 1 - m *f( 3 ) + «‘/C*»*) + nl f(->* )= ( 1 + m y fi 3 ) >
et ainsi de suite.
Et comparant encore les termes affectés des mêmes puissances de m, on tirera ces valeurs ,
/(i, 3 )=^ 4 /( 4 ),/(i, i)= 6 /( 4 ),/( 3 , i) = 4 /( 4 ), fcc.
Dans le cas du n.° 183 , en prenant les quantités y , y', y" , &c. pour autant de variables indépendantes, et u , oJ , J', &c. pour les quantités dont on les fait croître respectivement , il est clair que les quantités P, Q, R 3 &c. répondent aux quantités /(ï)*/( 1 )»/( 3 )* » et
les quantités p , q ,r , &c. aux quantités /( 1,1) ,/( i, 1 ) ,/( 3, x ), &c. Ainsi les formules précédentes donnent sur-le-champ les relations />= i Q, ^ = 3 K, &c. , dont nous avons fait usage.
Nous remarquerons encore que, d’après les relations précédentes, on pourrait simplifier la démonstration du même numéro. Car , puisque la quantité P ou j ( 1 ) est une fonction prime, y‘et o> étant quelconques,
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toute? les quantités /( i , i),/(i,i),/(i, 3), &c. , qui résultent du développement de / ( i ) , seront , chacune en particulier , des fonctions primes ; donc les quantités /(î-),/( 3)»/(4), & c; » c’est-à-dire ,
Qj R, S, & c. , seront des fonctions primes; donc, &c.
Nous terminerons ici les applications de la théorie des fonctions à la. géométrie : nous aurions pu les étendre plus loin , si les bornes de cct écrit L’avaient permis ; mais il suffit d’avoir tracé la route , pour démontrer en toute rigueur , par cetre théorie , les propriétés des courbes et des surfaces qui dépendent du calcul différentiel.
Application à la Mécanique
1 5 5. Je vais maintenant considérer la théorie des fonctions relativement à la mécanique. Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps , que nous désignerons toujours par t ; et comme la position d’un point dans l’espace dépend de trois coordonnées rectangulaires .r, y, ces “ coordonnées r dans les problèmes de mécanique, seront censées être des fonctions de t. Ainsi , on peut regarder la mécanique comme une géométrie à quatre dimensions , et L’analyse mécanique comme une extension de Panalyse géométrique.
Considérons d’abord le mouvement rectiligne , er supposons que x soit Fespace parcouru pendant le temps t , on aura x =s f t , et la fonction f t devra è^re telle qu’elle devienne nulle lorsque x = o. La forme la plus si mple de f t est évidemment a t ; ce qui donne t = a étant une constante : ainsi , dans le mouvement représenté par cetre équation , les espaces parcourus sont toujours proportionnels aux temps écoulés depuis Le commencement du mouvement ; ce qui est la propriété du mouvement qu’on appelle uniforme. La constante a * qui exprime le rapport de l’espace au temps, est la mesure de ce qu’on nomme la vitesse; c’est le seuL élément qui entre dans certe espèce de mouvement , et par lequel un .mouvement uniforme diffère d’un autre mouvement uniforme.
L’observation et l’expérience nous font voir qu’un corps mis en mouvement d’une manière quelconque, si 0:1 écarte toutes Iss causes d’altérarioo
qui peuvent agir sur lui, continue à se mouvoir de lui -même» d’un mouvement rectiligne et uniforme ; d’eà il suit que la vitesse une fois imprimée , se conserve toujours la même , et suivant la même direction : c’est en quoi consiste la première loi du mouvement.
Si on représente le temps par l’abscisse , et l’espace parcouru par l’ordonnée d’une ligne , il est clair que cette ligne sera pour le mouvement uniforme une droite passant par l’origine des abscisses , et que la tangente de l'angle qu’elle fait avec l’axe sera la mesure de la vitesse du mouvement.
186. La fonction de t , la plus simple après at, est If; en prenant cette expression pour f t , on aura une autre espèce de mouvement rectiligne représenté par l’équation * = bf, dans laquelle les espaces parcourus depuis l’origine du mouvement sont proportionnels aux carrés de temps.
L’observation et l’expérience nous présentent aussi journellement ce mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur , en faisant abstraction de la résistance de l’air , et de toute autre cause étrangère d’altération, La constante b , qui est le seul élément qui entre dans la constitution de ce mouvement , est la même pour tous les cotps dans le même lieu de la terre , et dépend de la force de la gravité qui le produit et qui agit sans cesse de la même manière sur le mobile. Ainsi, ce mouvement ne se continue qu’en vertu de la force qu’on peut regarder comme une cause extérieure agissant continuellement sur le corps , et dont le coefficient b est la mesure.
Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande raison que les temps , on le nomme mouvement accéléré, et en particulier, on appelle celui dont il s’agit, uniformément accéléré , par la raison que nous verrons dans un moment.
Si on représente ici le temps par l'abscisse , et l’espace parcouru par l’ordonnée d’une courbe , on voit que cette courbe sera une parabole
dont le paramètre sera — | , et dont l’axe principal ser^ l’axe des'
ordonnées y.
. Le
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. nj Le mouvement le plus simple , après celui que nous venons de considérer , serait celui où l’on aurait x = c t 3 ; mais la nature ne nous offre aucun mouvement simple de cette espèce , et nous ignorons ce que le coefficient c pourrait représenter , en le considérant d’une manière absolue et indépendante des vitesses et des forces. *
Ce sont là les mouvemens simples dont toutes les autres espèces de mouvement peuvent être regardées comme composées ; et l’art de la mécanique consiste dans cette composition et décomposition , d’où résultent les rapports entre les temps , les espaces , les vitesses et les forces.
187. Si l’on réunit les deux espèces de mouvement que nous venons de considérer , on aura le mouvement représenté par l’équation x = a t .-j- b r m qui sera par conséquent composé d’un mouvement uniforme et d’un mouvement uniformément accéléré, et qui résultera de la réunion des deux causes qui peuvent produire chacun d’eux en particulier, c’est-à-dire , d’une vitesse proportionnelle à a, primitivement imprimée , et d’une force accélératrice proportionnelle à b , agissant continuellement sur le mobile.
La nature nous offre aussi la composition de cês deux mouvemens dans les corps pesans lancés verticalement de haut en bas , eu de bas en haut , en faisant abstraction de la résistance de l’air , et de toute autre cause ‘étrangère. Dans leà corps lancés verticalement de haut en bas , la force b agit dans la direction même du mouvement , comme nous le supposons ; mais dans les corps lancés verticalement de bas en haut , la force b agit en sens contraire , et devient par conséquent négative ; elle tend ainsi à retarder le mouvement du corps , et s’appelle alors force retardatrice. Le mouvement lui-même s’appelle, dans ce cas, uniformément retardé.
L’observation nous fait voir que , dans la composition de ces deux mouvemens , chacun d’eux se conserve comme s’il était seul dans le mobile , de manière que l’espace parcouru au bout d’un temps quelconque, est exactement la somme ou la différence des espaces que Ic^iobiJe aurait parcourus séparément en vertu des deux causes qui produisent les deux mouvemens ; de sorte que le résultat , c’est-à-dire , l’espace parcouru , est le même que si les deux mouvemens avaient lieu séparément % et successivement.
Ff
1 83. ConsicTétons maintenant un mouvement rectiligne qnelconqt?e représenté par l’équation x = / 1 . Au bout du temps t , le mobile auraparcouru i’espace/f ; et au bout du temps r -f- ô ^ il aura parcouru l’espace /( t + 9 ) : par conséquent , la différence /(t+ 6 ) — f t sera l’espace-, parcouru pendant le temps 6 , qui a commencé à l’instant où le temps t a fini. La fonction f (t -J- 0 ) étant développée suivant les puissances
de 9 devient / 1 + 9/' t -J — f" t 4 ? &c. , comme on l’a vu dans la
première partie ; donc l’espace parcouru durant le temps 9 , sera représenté
par la formule ôf'c-f 9 - — f" t 4 — f" 1 1 4 “ &c. dans laquelle le*
jfemps t écoulé avant le temps 9 est maintenant regardé comme une* constante. Ainsi , le mouvement par lequel cet espace est parcouru, sera' composé de différais mouvemens partiels, dont les espaces répondant au;
temps 6 seront t , f 11 1, — — — p 1 *^&c. ; et l’on voit que le premier’
de ces mouvemens partiels sera uniforme avec une vitesse mesurée par" f t (n° t 8 5 ) , et que le second sera uniformément accéléré et dû à une* force accélératrice proportionnelle z if" t (Th* 1 86 ). A l’égard des autres,, comme ils ne se rapportent à. aucun mouvement sirfiple connu , il ne ■ sera pas nécessaire de les considérer en particulier , et nous allons faire voir qu’on peut en faire abstraction dans la détermiuation du mouvement aucommencement du temps 9.
En effet, si on développe la fonction f{t -f- 9), suivant la formule
générale du n.° 1 47 , on aura f t 4* &/' f 4" — f " f 4* ■ J ■ f" ( t 4- A 9 ) -
7s étant un coèfficient inconnu , dont la valeur est nécessairement comprise entre o et 1 ; de sorte que l’espace parcouru dans le temps 9 sera exprimé
exactement par la formule 9/' t 4 f" 1 H 7 “ — f" ( t 4- A 9 )..
Les deux prqjjiers termes représentent, comme l’on voit, le mouvement composé d’uniforme et d’uniformément accéléré ; le troisième représente la totalité des autres mouvemens , qui se combinent avec celui-là , et qui . empêchent le vrai mouvement d’être un simple résultat de ces deux. Mais* j’observe qu’on peut prendre 6 , assez petit pour que le mouvement composé:
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âej deux termesôy 1 t H — f" t approche plus du véritable mouvement
-que ne pourrait faire tout autre mouvement composé d’un mouvement uniforme et d’un mouvement uniforménfbnt accéléré. Car , la différence des espaces parcourus pendant le temps 6 , par le mouvement -composé dont il s’agir et par le véritable mouvement , sera exprimée
par ( t + \ê ) ; mais l’espace parcouru par tout autre mouvement
composé d’un uniforme et d’un uniformément accéléré , étant représenté par a 0 -f- b 6’ ( n.‘ 1 8 y ) , la différence entre cet espace et le véritable
espace parcouru sera f)(/'t — + f"t — b) -f- + A0 )»•
«t il est aisé de prouver par un raisonnement semblable à celui du n.® 1 1 1 , que tant que a et b différent de f t et if't , on ptîurra toujours prendre 0 assez petit pour que cette dernière différence surpasse la première , e* que .dès que cette condition aura lieu pour une valeur de 0 , elle aura Jieu , à plus forte raison , pour toutes les valeurs plus petites. Donc le terme 6ft exprime tout ce qu’ihpeut y avoir d’uniforme dans le mouvement
propose, considéré au commencement du tempsô, et le terme— f't
.exprime de même tout ce qu’il peut y avoir dans ce mouvement, d’uniformément accéléré.
On peut conclure de-là que tout mouvement rectiligne , représenté par f équation x—ft, peut , dans un instant quelconque au bout du temps t , être regardé comme composé d’un mouvement uniforme dû à une vitesse •imprirOée au mobile , mesurée par/* t, et d’un mouvement uniformément accéléré dû à une force accélératrice agissant sur le mobile et proportionnelle à simplement tif't; que par conséquent , si les causes
qui empêchent le mouvement proposé d’être uniforme , venaient à cesser tout-à-coup , le mouvement se continuerait , dès cet instant, d’une manière uniforme avec une vitesse mesurée par f t ; et que si l’effet de ces causes , au lieu de devenir nul , devenait constant , le mouvement deviendrait composé du mouvement uniforme dont nous venons de parler , et d’un mouvement uniformément accéléré , commençant au même instant , en vertu d’une force accélératrice constante et proportionnelle à /"f,
Ff a,
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' Plusieurs'phénomènes de la nature, et sur-tout les résultats des dlfÉSrentes expériences qu’on a imaginées sur la chute des corps , confirment pleinement la conclusion que nous venons de trouver , et qui doit être regardée comme le principe fondamental de toute la théorie du mouvement..
189. Donc , en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequell’espace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé , la fonction prime de cette fonction représentera la vitesse , et la fonction seconde représentera la force accélératrice dans un instant quelconque; car, comme les temps, les espaces , les vitesses et les forces sont des choses hétérogènesqu’on ne peut comparer ensemble qu’après les avoir réduites en nombresen les rapportant chacune à une unité déterminée dans son espèce , noies pouvons, pour plus de simplicité, exprimer immédiatement la vitesse et la force par les fonctions primes et secondes , comme nous exprimons, l’espace par la fonction primitive. D’où l’on voit que les fonctions primes et secondes se présentent naturellement dans la mécanique , où elles ont une valeur et une signification déterminées : c’est ce qui a porté Newtou à établir le calcul des. fluxions sur la considération du mouvement. Ainsi l’espace , la vitesse et la force étant regardés comme des fonctions dm temps , sont représentés respectivement par la fonction primitive , par sa fonction prime et par sa fonction seconde ; de manière que connais*sant l’expression de J’espace par le temps , on aura tout de suite celles; de la vitesse et de la force par l’analyse directe des fonctions ; mais si. on ne connaît que la vitesse ou la force par le temps , il faudra alors remonter aux équations primitives- par. les règles de l’analyse invltse.
Désignant donc par x l’espace parcouru durant le temps t , et regardant x comme fonction de t , on aura , suivant la notation employée jusqu’ici , a' pour la vitesse au bout de ce temps , et a" pour la force accélératrice dans le même instant ; d’où l’on voit que si la loi du mouvement est donnée par une relation entre le temps , l’espace , la vitesse et la force-, on aura une équation du second ordre entre r,x , x', x", d’où il faudra tirer l’équation primitive en t en x par les règles de l’analyse inverse des fonctions , et on déterminera les deux constantes arbitraires qui. eutreront dans cette équation., par les valeurs données dex et de x' dans.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 2:7 on instant donné , c’esr-x-dire , par l'espace et la vitesse , qu’on suppose connus dans cet instant.
Dans le mouvement uniforme représenté par l’équation x = a t , on aura donc x 1 = a , x" = o ; ainsi , le coefficient a , rapport de l’espace parcouru au temps, exprimera- la vitesse, et la force accélératrice sera nulleîRns le mouvement uniformément accéléré et représenté par x = £t\ on a«a x'=,ibt et x" = x b. Ainsi, la vitesse dans un instant quelconque est proportionnelle au temps écoulé depuis l’origine du mouvement. Le rapport entre la vitesse et le temps exprime la force accélératrice , et est double du rapport entre l’espace parcouru et le carré du temps. L’augmentation continuelle et uniforme de la vitesse dans cette espece de mouvement , lui a fait donner le nom de mouvement uniformément accéléré.
Ce qu’il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les forces accélératrices c’est de prendre la force de la gravité dans un lieu
donné pour l’unité. Ainsi, on aura pour le corps pesant xb = 1 , et b = ~ ;
donc x = — , x 1 = t = V x x ; de sorte qu’on peut déterminer la
vitesse par la racine carrée du double de la hauteur d’où un corps pesant doit tomber pour acquérir cette vitesse. Par conséquent , si on veut prendre une vitesse donnée pour l’unité des vitesses , il faudra alors prendre pour l’unité des espaces le double de la hauteur nécessaire pour la produire.
190. Nous venons d’examiner la nature et les propriétés du mouvement rectiligne ; le mouvement curviligne se réduit naturellement à deux on trois mouvemens rectilignes , suivant que la courbe décrite'par le mobile est à- simple ou à double courbure. En effet , en rapportant cette courbe à deux ou trois coordonnées rectangulaires x , y* f , il est clair que la détermination du point de la courbe où le mobile se trouvera à chaque instant , dépendra de la valeur de ces coordonnées au même instant , de sorte que chacune de ces coordonnées sera une fonction- donnée du- temps, et pourra représenter l’espace rectiligne parcouru par un mobile qui serait la projection du vrai mobile sur chacun des trois axes des même*, coordonnées.
Ainsi , si le mouvement se fait dans un plan , il pourra être représenté par les deux équations x = ft , y = Ft, d'où éliminant t , on aura en x et y l’équation de la ligne parcourue par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans différens , il sera représenté alors par les trois équations x = ft, y = Ft , j = <p t -, d’où éliminant t , on aura deux équations en x , y , ç , qui détermineront la ligne à double «Pfrbure
.décrite par le corps. jk'
19 1. Supposons d’abord que les trois mouvemens relatifs aux axes des x , y , f soient uniformes, on aura x= ai , y = b t , { = et, a, b, c étant les vitesses de ces mouvemens,. Éliminant t, on aura
y = et £ = , deux .équations rjui apparriennent à une ligne
droite passant par l’origine des coordonnées , et dont les projections sur les plans des x , y et des x , ç font ., avec t’axe des x , des angles dont
— — et — sont les tangentes. La partie de cette droite qui répond aux
coordonnées x,y,^, sera donc V ( ** -f- y* -j- f ) = r V ( + £* -f- c* );
ce sera l’espace décrit pendant le temps t , en .vertu des trois mouvemens .uniformes. Ce mouvement composé sera donc aussi rectiligne et uniforme , avec une vitesse égale à V ( û* -j- b 1 + c* ). A l’égard de sa direction , il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coordonnées x , y, ç, et il est visible que, puisque ai , b t , et sont les projections de la ligne
/V ( a* ■+* + c 1 ) sur les trois axes , les rapports
y (a - 4: 77 » y seront les cosiqus des aD S lcs <î ue
cette direction fait avec les mêmes axes, La somme des carrés de ces cosinus est , comme l’on voit , égale à l’unité , ce qui est la propriété connue des angles qu’une même droite fait avec trois autres droites perpendiculaires cntr’elles.
191.. Nommons A la vitesse du mouvement composé , et a, $ , y les angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes , on jaura A = V ( + b 1 = c* ) et
= co§. ft
= cos.
— cos, y i
d’où l’on rire
a = ^ cos. cl, b = cos. c = A cos. y.
On voit par-là comment la vitesse A d’un mouvement uniforme ,suivant une direction donnée , peut se décomposer dans trois vitesses v a , b , c sflivant des directions perpendiculaires entre elles.
Si donc un corps avait à la fois deux vitesses A et B suivant des directions données , faisant T avec trois axes perpendiculaires entre eux , les angles respectifs * , 3» y et X , fx , 1 , il en résulterait , suivant ces mêmes axes ,, les vitesses composées A cos. et + B cos. X, A cos. 3 -f*
B cos. /x -, A cos. y + B cos. » ; et ces vitesses donneraient une vitesse unique C, avec une direction qui ferait, avec les mêmes axes y les angles 7 r , p , <r , de manière que l’on aurait
C cos. 7 t = A cos. et + B cos. X,
C cos. p = A cos. J3 4 -B cos. /x ,■
C cos. <r = A cos. y 4 B cos. v.
Comme les lignes A cos. «, A cos. 3, A cos. y sont les projections sur les trois axes de la ligne A prise sur la direction de la vitesse A, et ainsi des autres quantités semblables, il est facile de conclure des équations^ précédentes , que , si on place les deux lignes A et B l’une au bout de l’autre , suivant leurs propres directions, la ligne C joindra ces lignes, de sorte que A , B , C seront les trois côtés d’un triangle ; et si , sur les deux lignes A et B partant d’un même point , on construit un parallélogramme , la ligne C en sera la diagonale. De cette manière , la composition et décomposition des vitesses se- réduit àr une considération géométrique très-simple ; mais pour lé calcul , il est plus simple encore dé tout rapporter à trois axes perpendiculaires entre eux par les formules précédentes, qu’on peur étendre à autant de vitesses qu’on aura à composer.
Nous remarquerons encore que si on nomme A l’angle des deux lignesr A et B partant d’un même point , le carré de la ligne qui les joindra, sera exprimé , comme l’on 'sait , par A 1 — ■ i. A B cos. A+B 1 . D’un autre côté , en considérant les projections de ces lignes , il est aisé de voir que ce. même carré sera exprime par ( A cos. «. B cos. X- )* 4?“
( A cos. 3 — B cos. ju )* -j- (4 cos. 7 — B cos. * )* = A* + B ! — ï A B ( cos. «. cos. X -f- cos. 3 cos. /x -j- cos. y cos. r ) , d’où l’on tire , par la comparaison , cos. A = cos. a cos. X -J- cos. 3 cos. p -+- cos. y cos. y , équaficn qui donne la relation entre l’angle A de deux lignes et les angles a, 3 > y et X , p , y que ces lignes font avec trois axes perpendiculaires entre eux. Cette relation est connue dans la trigonométrie sphérique ; mais comme nous aurons occasion d’en faire usage dans la suite , nous avons été bien aises de la démontrer par la méthode des projections.
193. La considération des mouvemens uniformes nous a donné la composition et la décomposition des vitesses ; celle des mouvemens uniformément accélérés nous donnera de même la composition et la décomposition des forces.
En effet , supposons que les trois mouvemens rectilignes suivant les axes des coordonnées x , y , ç , soient uniformément accélérés et produits par des forces accélératrices g , h , k , on aura ( n.‘ 1 8 g ) x = { g i z , y — i ht*, 1 — i ki\
L’élimination de t donne y = — — — , \ , ce qui fait voir
que la ligne décrire en vertu de ces mouvemens , est aussi une droite passant par l’origine des coordonnées. La partie de cette droite qui répond aux coordonnées x , y , ç .sera donc aussi V ( x* + y* -J- f- ) j t* V ( g 2 + h* -J- k* ) ; ce sera l’espace parcouru par le mouvement composé, pendant le temps t; d’où l’on voit que ce mouvement sera aussi uniformément accéléré , et dû à une force accélératrice égale à V (g* + h* -f- k 1 ). Et comme les lignes i g t* , iht*, i k t* sont les projections de la ligne J t* V -f- A* -j- k 1 ) sur les trois axes,
les rapports y * ) > v(r + /,■ -+- *•) ' Vu +A -f- k )
seront les cosinus des angles que la direction du mouvement composé fera avec les mêmes axes.
O.i voit par-là que laccmposition des mouvemensuciformément accélérés suit les memes règles que celle des mouvemens uniformes , et que par conséquent la composition et décomposition des forces se fait de la même
manière
manière que celle des vitesses ; de sorte que les formules trouvées dans le numéro précédent s’appliqueront également aux forces accélératrices , en substituant simplement les forces aux vitesses.
Ainsi, si un mobile est sollicité à la fois par deux forces G et H, suivant des directions données , dont les angles avec trois axes perpendiculaires entre eux soient respectivement «, , j 3 , y et À , fx , *, il en résultera , suivant les directions des trois axes , les forces composées G cos. a. + H cos. X , G cos. fi + H cos. [a , G cos. y -f- H cos. v ; et si K est la force unique résultant de celles-ci , en nommant tt , p , <r les angles que sa direction fera avec les mêmes axes , on aura les équations
K cos. 7 r = G cos. «c -f -H cos. X ,
K cos. p = G cos. fi + H cos. ai ,
K cos. or = G cos. y H cos. r.
194. Si les mouvemens , suivant les axes des coordonnées, étaient composés d’uniformes et d’uniformément accélérés , de manière que l’on eût x = at -f- îgt’j y = ht + | Af s , 3 = et -f- ikt 1 , alors la ligne décrite en vertu de ces mouvemens , ne serait plus droite , elle serait seulement dans un même plan passant par l’origine des coordonnées ; car , ea éliminant t et r 1 des trois équations , on aurait une équation de la forme Ix m y -f- = o. Mais on peut composera part les trois mouvemens
uniformes et les trois mouvemens uniformément accélérés ; et il en résultera un mouvement composé d’un simple mouvement uniforme suivant une direction donnée, et d’un simple mouvement uniformément accéléré suivant une autre direction donnée.
La nature nous présente aussi la combinaison de ces mouvemens dans les projectiles lancés obliquement à l’horizon , en faisant abstraction de la résistance de l’air. Le mouvement uniforme , effet de la vitesse imprimée, se continue en ligne droite , comme s’il était seul ; et le mouvement uniformément accéléré , effet de la gravité du corps , se continue aussi verticalement de haut en bas , comme s’il était unique dans le mobile de manière qu’au bout d’un temps quelconque , le corps se trouvera au même point où il serait si ces deux mouvemens s’effectuaient successivement
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et indépendamment l’un de l’autre ; et à chaque instant , Te corps a à 'a foi % la vitesse du mouvement uniforme et la vitesse du mouvement uniformément accéléré , et de ces deux vitesses suivant des directions différentes , se compose la vitesse du projectile.
Soit H la hauteur d’où il faudrait qu’un corps tombât pour acquérir la vitesse avec laquelle le projectile est lancé obliquement a l’horizon cette vitesse sera exprimée par ^ zH , en prenant la force accélératrice de la gravité pour l’unité ( n.° 18g ). De-!à , en prenant les abscisses x horizontales et dans le plan de la ligne de projection , et les ordonnées y verticales et dirigées de haut en bas , et nommant «. l’inclinaison de la ligne de projection avec l'horizontale et verticales : donc , les expressions de x et y deviendront x = t^zll cos. a. et y = t \j z H sin'. «. — j t%. parce que la direction de la gravité étant contraire à celle des ordonnées y, le terme j ? dû à l’accélération de la gravité , doit être pris négativement.
En éliminant t de ces équations , on aura y = x tang. a — 4^ cos
équation à une parabole , d’où l’on pourra déduire les propriétés connues^ de la trajectoire des projectiles dans le vide ; mais ce n’est pas ici le-lieu d’entrer dans ce détail.
inf. Considérons maintenant un mouvement quelconque , et supposons; que les coordonnées x , y , ^ de la courbe décrite par le mobile , soient des fonctions données du temps t , comme dans le n. # 190. Dans un* instant quelconque , au bout du temps t , le corps aura , suivant la. direction de l’axe des x , la vitesse x' et la force accélératrice x“ ( n.° 1 8g );. il aura pareillement , suivant la direction de l’axe des y, la vitesse y 1 et la force accélératrice y" ; et suivant la direction de l’axe des ^ , la vitesse ^ et la force accélératrice ç". Donc , les trois vitesses x 1 , y 1 , donneront la vitesse composée \J ( ad*»-}- y lz -{- f 1 ) , que nous appellerons u dont la direction fera , avec les trois axes, des angles dont les cosinus / / /
seront — ~ , --- ; de sorte que , nommant a , /3 , y ces angles r
on aura
x' = u cos. a , y' =: u cos. /B , = u cos. y ^
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. *3 y
c’est ce qui résulte de la théorie du n.® 1 83 , combinée avec celle du n.° 191. •
Nous remarquerons d’abord ici que l’expression de la vitesse u du mobile est la même que celle de la fonction prime de l’arc de la courbe parcourue (n.® dé sorte que nommant, en général, s l’espace cunilignc
parcouru par le corps , et le regardant comme une fonction du temps , on aura s 1 pour la vitesse réelle du mobile, comme si le mouvement- était rectiligne. Nous remarquerons ensuite que la direction de cette vitesse sera la même que celle de la tangente de la courbe ; car , par les formules du n.® 140 , on voit que y' et sont les tangentes des angles que la tangente de la courbe projetée sur le plan des x et y et sur celui des x et ^ , fait avec l’axe des x ,• mais comme , d3ns ces formules , y et f sont supposées fonctions de x , pour le* appliquer au cas où l’on suppose x,y , ç fonctions d’une troisième variable t , il faudra , suivant la remarque du
n.® 63 , substituer et à la place de y' et ç' , de sorte que les
tangentes des angles dont il s’agit seront exprimées par
et
ces angles seront donc les nfêmes que ceux des projections sur les mêmes plans de la ligne qui serait décrire par la vitesse composée de trois vitesses x y 7 1 (n* ig t ) ; par conséquent , cette ligne coïncidera avec la tangente de la courbe. De- la, il suit que si les causes qui empêchent le mouvement d’être rectiligne et uniforme , venaient à cesser subitement dans un instant quelconque , le mobile continuerait son mouvement pat la tangente , avec une vitesse égale à la fonction prime de l’arc décrit.
ig 5 . Les trois forces accélératrices x" , y", donneront de même ( n.®’ 1 88 et igy ) une force unique exprimée par V( x ,n -f- y "* -f- f 1 ), qr.j nous appellerons P , et dont la direction fera, avec les trojs axes des
coordonnées x , y , f , des angles dont les cosinus seront , ~jT > %
de sorte que, nommant X, fx, » ces angles, on aura
x" = P cos. X, y" = r cos. fx , = P cos. ».
Ala^ , connaissant la loi du mouvement clu corps, c’est-à-dire , les valeurs
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de x ,y , ç en / on pourra trouver, par ces équations, laiorce accéléra trier et sa direction à chaque insrant ; et réciproquement, connaissant la force P avec les angles A‘, ju, », on aura trois équations du second ordre qui serviront à déterminer x , y et ^ en t. Les problèmes de la première espèce ne dépendent que de l’analyse directe des fonctions, et sont, par conséquent, toujours résolubles; ceux de la seconde espèce dépendent* de l’analyse inverse des fonctions , et sont sujets à toutes les difficultés de cette analyse.
Si le mobile était sollicité à la fois par deux forces accélératrices P et Çl suivant des directions faisant, avec les axes des x, y , des angles A, /-t, * pour la force P, et 7r, p , <r pour la force Q, on aurait, par les formulesdes numéros cités r
x 11 = P COS. X + Q COS. 7T
y" = P cos. /x -f-* Q cos. p ,
f 1 = P COS. » + Q COS. cr ;
et ainsi dé suite, pour tel nombre de forces qu’on voudra;
197. Supposons que les directions des forces P , Q fassent , avec !à*i tangente de la courbe, les angles A, T, ptllsque , dans les formules dun.° 195, les angles a , 3 , y sont 1°* mêmes que ceux de la tangenteavec les trois axes, on aura , par la formule trouvée à la fin du n.° 191,, Cos. A = cos. a. cos. A + cos. /B. cos. /jl cos. y. cos. y,, et de même
Cos. T = cos. a cos. - 7 T -f- cos. (S cos. p -f* cos. y cos. cr.
Dont , multipliant les trois dernières équations du numéro précédent par cos. a, cos. j 3 , cos. y, et les ajoutant ensemble, on aura
x" cos. a. + y" cos. /B -f- cos. y — P cos. A + Ç cos. F.
Substituant pour cos. et , cos. (S , cos. y leurs valeurs — , -*£— , -
C n* 195 )* et remarquant que ■ ■ * — est la fonction'
prime de V ( 4 * y >z + f* ) > c’est-à-dire , de s', que pan
conséquent cette quantité est égale à s", on aura l’équation
s" = P cos. A + Q cos. T,.
qni est, comme' l’on voit, semblable aux équations du mouvement} rectiligne suivant les trois axes.
Cette équation sert à déterminer directement la vitesse réelle du corpsqui est exprimée par s 1 ; et l’on voit que lesforces perpendiculaires à la tangente , n’influent en rien sur la vitesse , puisque les angles A , T étant alors droits, leurs cosinus sont nuis, ce qui détruit les termes dus à ces forces dans l’expression de s". D’où l’on peut conclure , en général , que , lorsqu’un corps est contraint de se mouvoir dans un canal d’une figure donnée , comme l’action des parois du canal sur le corps ne peut s’exercer que perpendiculairement au canal même , la vitesse du corps ne sera nullement altérée par cette action. Au contraire , les forces qui agissent suivant la tangente , produisent sur la vitesse leur plein et entier effet , comme si le mouvement du corps était rectiligne , puisque les" angles A , T devenant nuis pour ces forces , leurs cosinus sent égaux àl’unité.- *
198. La gravité et toutes les forces d’attraction connues agissent égaler ment sur toutes les parties matérielles des corps , et y produisent le même mouvement , abstraction faite de l’inégalité des forces, à raison des distances ; de sorte que l’effet de l’action de ces forces est indépendan? de la masse du corps mu , et est le même par rapport à la vitesse imprimée,, que si la masse était réduite à un point. Dans les attractions réciproques des corps , la force d’attraction est proportionnelle à la masse du corps attirant , parce que chacune de ses particules attire également ; par conséquent , le mouvement absolu imprimé au corps attiré , est simplc-r ment proportionnel à la masse du corps attirant.-
Il n’en est pas de même des forces qui ne pénètrent point dans l'intérieur des corps , et qui n’agissent qu’à l’extérieur , comme l’action des ressorts , celle de la résistance des fluides, les forces produites par la pression par la tension des fils, &c. Il est clair que ces forces ne peuvent produire le même effet -sur différens corps , à moins qu’elles ne soient proportionnelles à leurs masses ; car, si une force double , par Ami pie r agit sur un corps de masse double , c’est la même chose que si deux-’ forces simples agissent séparément sur deux masses simples ; il est clair.'
aussi que l’effet produit sur une même masse ou des masses égales , par différentes forces, c’est-à-dire , le mouvement ou la vitesse imprimée doit être proportionnelle aux forces ; ainsi , si une force F agissant sur une masse Al, y imprime la vitesse V , une force m Fagissantsur la masse mM, y imprimera encore la vitesse F"; mais la force m F agissant sur la même masse Al, lui imprimera la vitesse m V : donc la même force m F imprimera à la masse m M la vitesse V, et à la masse M la vitesse m ; d’où il suit que les vitesses imprimées par une meme force à des masses differentes , sont en raison inverse des masses. Donc , en général , l’effef d’une force donnée sur une masse donnée , est en raison directe de la force et en raison inverse de la masse , ou comme la force divisée par la masse.
Ce principe est confirmé par l’expérience ; car un ressort placé entre deux corps , et agissant également sur l’un et sur l’autre , leur imprime des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps durs mus sur la même ligne en sens opposés , viennent à se choquer avec des vitesses en raison inverse de leurs masses , iis s’arrêtent après le choc , p3r la destruction réciproque de leur mouvement ; et s’ils sont parfaitement élastiques , ils sont réfléchis en arrière , -chacun avec la même vitesse qu’il avait avant le choc.
Dans les corps pesans , comme la gravité agit également sur toutes les parties de la masse du corps, son action absolue est proportionnelle à la masse ; donc , di\ isant cette action par la masse , l’effet de la pesanteur pour imprimer du mouvement aux corps , devient indépendant de leur masse , et est le même pour tous les corps. Mais , si deux corps pesans se tiennent par un4ï! passant sur une poulie, comme les forces qui résultent de leur pesanteur, et qui sont proportionnelles aux masses , tirent le fil en sens contraire il n’y a que la différence de ces forces qui puisse leur imprimer du mouvement ; et comme les deux corps doivent se mouvoir conjointement et parcourir le même espace vertical dans le même temps , la masse totale à mouvoir est la somme des masses ; ainsi , l’action de la gravité ^feur mouvoir ces corps, se trouve diminuée en raison de la différence des masses à leur somme ; par conséquent , les espaces parcourus gu bput d’un temps quelconque , seront à ceux d’un corps pesant qui tombe
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. i
F.bremsnr, dans la même raison. C’est ce que l’expéncr.ce confirme :!. la machine connue pour démontrer les lois de l’accélération dès grave
199. Il résulte du principe que nous venons d’exooser, que les forces accélératrices d’un corps doivent être estimées par les valeurs absolues des forces qui agissent sur le corps, divisées par la masse même du corps.. Ainsi, si P, Q, &c. , expriment les valeurs absolues des forces qui agissent sur un corps dont la masse est M , suivant des directions qui fassent , avec les axes des coordonnées x , y , ^ , les angles X,, ;x,i pour la force P , les angles 7 r , p , <r pour la force Q , et ainsi des autres , il faudra , dans les
PO
formules du n. 0 195, mettre par-tout —q~> ~aT > & c * à fa place cle
P , Q , Sic. , ou , ce qui reviendra au même , multiplier par M les quantités x ‘‘ , y", De cette manière, on aura donc pour les équations du mouvement du corps M, sollicité par les forces ou puissances quelconque^ P , Q , Sic. , les équations-
AI x" = P cos. X -j- Q cos. 7 r -f- &c. r
AI y" = P cos. jtt -j- Q cos. f> &e.
AI ç" = P cos. * -f- Q cos. es- + &c.
Lorsque des corps s’attirent mutuellement , comme l’attraction estf censée venir de toutes les parties de la masse attirante et agir, sur foutes les parties de la masse attirée , il s’ensuit que la valeur absolue de la force d’attraction entre deux corps doit être proportionnelle ait produit de leurs masses.-
100. Dans ces équations, les coordonnées x> y, fsont regardées comme des fonctions du temps r. Pour avoir les équations mêmes de la courbe décrite par le corps , il faudrait éliminer le temps et réduire les coordonnées y et { à de simples fonctions de x. Voici l’esprit et le fondement de cette réduction : ~ **
En regardant les quantités x, y , ç comme fonctions de t, lorsque t
• • ù 1 ûl
devient t + ô , ces quantités deviennent x + ô x 1 H — — x " + —- ■ ■■ x 111 , &c. r
7 + fl y + ■ 4 - y" + iTx &c -> ï + 0? + + -xTj- f . &c.
par les principes établis dans la première partie sur le développement des fonctions. En regardant , d’un autre côté , y et { comme fonctions de x , lorsque x devient x -+• * , ces mêmes quantités deviennent y -J- i (y 7 ) +
JL (y «) + (/") + &c„ { + ê ( { 7 ) + -f(î") + -éj (H + &c *
Je renferme ici les quantités y', y", &C., &c. , entre des parenthèses,
pour les distinguer des mêmes quantités relatives à la première hypothèse.
Donc , si on fart i <
Ôx 7 -~—x" H —
x 7 " + &c. , il faudra que
l’on ait , quel que soit $, l’équation i (y 7 ) + — - — ( y 77 ) H — z ^ - (y 777 ) - + &c. , = êy' H y 77 *-j- — y 777 + &c. , et de même
H — J~y ^ 77 -J- &c. Substituant la valeur de i , et comparant les
termes affectés de la même puissance de 0 , la première équation donnera y 7 = (y 7 )x 7 ,y 77 ==(y 7 )x 77 + (y 77 )x 7l ,y 777 =<y 7 )x 7 " + 3 (y")x 7 x 77 +(y 777 )x 7î ,' et ainsi de suite. D’où l’on tire
t t\ tu _ / u \ / // tn / tu _ jt tr _ f
— yy )x — 3 (.y )xz 2 y x 3/ x , Jy_r
et ainsi de suite. Et l’on aura , par la seconde équation , des formules semblables pour ({'), ( { 7/ ) » &c. > en changeant seulement la lettre y en Ces formules s’accordent avec celles que nous avons trouvées , d’une
autremanicre, dans la première partiefn.® 63), car on voit que (y')= -»
( y" ) = ( z * ; et ainsi de suite.
L’analyse précédente est plus directe , et résulte des premiers principes de la chose ; mais celle du numéro cité a l’avantage de faire
yoirl? loi de la progression, car elle donne immédiatement^- 7 ) = -J ,
Cf) =
{y") = — LI / — t ( yW ) ^ . ( ( /I L) — C t ainsi de suite , en
désignant , par un trait appliqué aux parenthèses , la fonction prime de la quantité renfermée entre les parenthèses.
Par le moyen de ces formules , on pourra transformer les équations qui contiennent les fonctions dérivées x 1 , x", &c. , y J , y", &c. , , &c. ,
relativement à t, en d’autres équations où il n’y ait que les fonctions dérivées ( y 1 ) , ( y 11 ) , &c. , ({')>( {" ) , &c. , relativement à x.
aoi. Pour en donner un exemple, supposons qu’on demande la résistance du milieu , en vertu de laquelle un corps pesant lancé dans ce milieu décrirait une courbe donnée. On regardera la résistance comme une force retardatrice qui agit dans la direction même du corps, c’est-à-dire, dans celle de la tangente de la courbe : ainsi , en nommant r la résistance , c’est-à-dire , l’action du milieu résistant sur la surface du corps , divisée par la masse même du corps , on aura — r cos. et , — r cos. fi , — r cos. y pour les forces accélératrices qui en résultent suivant les directions des axes des x , y , ^ , les angles a., fi, y étant ceux de la tangente avec ces axes. De plus, si on nomme g la force accélératrice de la gravité , et qu’on prenne les coordonnées y verticales et dirigées de bas en haut, on aura — g pour la force accélératrice provenant de la gravité suivant les coordonnées y .
Donc , les équations du mouvement seront x" = — r cos. a , y" = — g — r cos. fi , = — r cos. y ;
tir
substituant pour cos. a, cos. fi, cos. y, leurs valeurs — — ', -J—, - 5 —
( n* 195), où u , vitesse du corps, est = s' = V C* 71 + y 1 * + { , on aura celle-ci
La première et la dernière donnent - , d’où l'on tire, en
prenant les fonctions primitives, ^ = m x -f- n , m et n étant des constantes arbitraires. Cette équation , étant celle d’un plan vertical , fait voir que la courbe est nécessairement toute dans ce plan : ainsi , en
Hh .
pçenant Taxe des x dans ce même plan , on aura ^ = o et ç' = o , cr les équations de la courbe se réduiront aux deux premières.
Supposons , pour abréger , — L- = q , on aura x" = — q x y" = — g
— q y 1 ; substituant ces valeurs dans l’expression de ( y 11 ) du n.® 100 T
on aura ( y" ) = — • ; ainsi la valeur de q dépend de ( y m ). Or ,
on a , par le meme numéro , ( y 111 ) = -Z— 1 — LJ x i
mais ayant les valeurs de x" et y" , il n’y aura qu’à prendre leurs fonctions primes pour avoir celles de x " 1 et y" 1 ; et l’on trouvera, en désignant par q' la fonction prime de q , x"' = — q x ' 1 — q 1 x! = (q 1 q') x
y 1 " = — qy " — q' y' = q g -j- ( q* + q 1 ) y 1 - Ainsi , les deux premiers
termes de la valeur de (y'") donneront » et le terme ‘ —
donnera M, g -. De sorte qu’on aura ( y m ) = •’ or
o étant — T( — r —, rr > on ^ era cette substitution , et on chasserai
ensuite x' et y 1 au moyen des équations (y 1 ) = et ( y 11 ) = — — , lesquelles donneront x R y 1 (x 11 -}- y'’) = x 1 ' y' [ i -f- (y J )*] =s
. g V [ < (y \ . ] _ . jjg sorte qu’après toutes les substitutions , on aura
iy )
( v /;/ ) = r . Comme les fonctions dérivées (vM,
(y") et (y'") sc rapportent maintenant à la variable x, nous pouvons
les représenter simplement par y', y", y 1 " ; ainsi on aura
Or , la courbe étant donnée , on a y en fonction de x : de-là, on tirera les fonctions dérivées y', y" , y 111 ; et la formule précédente donnera , pour chaque point de la courbe , le rapport de la résistance à la gravité.
La vitesse u sera = y' ( x n -f- y 1 ' ) = x 1 y' [ i -}- ( y n ) ] =
—---'.y ^ 1 5 / - - - , c'est-à-dire , en changeanr ( y' ) en y 1 , u =
Si on suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse et à la densité du milieu , alors , nommant A cette densité dans un lieu quelconque , on aura r= m u 2 A, m étant un coèfficient constant ; donc ,
substituant la valeur de u, r =
mg ( 1 - 4 - y" ) a — y
; et mettant cette valeur
dans l’équation ci-dessu* , elle deviendra m A = ; — — tt- , par
où on déterminera la densité du milieu nécessaire pour faire décrire la courbe donnée. Réciproquement , cette équation servira à déterminer la courbe , lorsque la densité du milieu sera donnée.
Pour les projectiles lancés dans l’air , on peut supposer la densité du
milieu constante ; ainsi , faisant , pour plus de simplicité , a m A = — ~ *
l’équation de la courbe sera AL. — = K V ( 1 -j- y ,z ) = K s' , s étant
l’arc de la courbe , d’où l’on tire , en prenant les fonctions primitives , ÿ 1 = Ac k ’, A étant une constante arbitraire : c’est la forme la plus , simple sous laquelle puisse être mise l’équation de cette courbe. On peut tirer de ces équations les différentes approximations qui ont été données jusqu’ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets et les bombes ; mais les bornes de cet écrit nous empêchent d’entrer dans atjeun détail sur ce sujet.
102. Au reste , nous remarquerons encore qu’en aurait pu tirer tout de suite l’équation de la courbe , des équations du mouvement x" = —
— x — , y" = — g r -j— , par l’élimination du temps* r. En effet, x et y
étant fonctions de t , on peut réciproquement regarder y et t comme fonctions de x ; et par les principes du n.'63 , si en regarde, en général, x , y, t comme fonctions d’une autre variable quelconque il faudra
Hh z
substituer — j — et —4— à la place de x' , y 1 , et ' r ' , ' t ' à 1s
place de x", y " ; mais en prenant x à la place de { , l’on aura x* = x : donc ,, faisant xf = i dans ces forrjiules , on aura à substituer — 4 — et -4 —
à la place de x'ety' , et 4 ^— et à la place de x" et y".
Les deux équations deviendront donc , à cause de s' = V ( x n + y n ) ,
■ et
y t' g ry
d'où il faudra éliminer la fonction t 1 . Substituant , dans cette seconde-
équation , la valeur de — 4 — , tirée de la première , elle deviendra — y — - = — g ; divisant par y" , et prenant de part et d’autre les fonctions
primes , on aura == i valeur qui , étant substituée dans;
la première équation , donnera, comme plus haut, ■— = —
A l’égard de la vitesse u = s'
et comme on
V ( x n y h ) , elle deviendra
vient de trouver t' = V - y - — , la
vitesse deviendra — L > comme ci-dessus.
De cette manière , on pourra toujours éliminer le temps dans les; équations du mouvement , pour avoir tout de suite celles de la courbe décrite ; et nous aurions pu eu user d’abord ainsi : mais l’analyse que nous avons donnés , nous sera utile pour découvrir", comme nous l’avons annoncé au commencement de cet écrit, la véritable source de la méprise où Newton est tombé dans la première édition des Principes , en résolvant le problème dont nous venons de nous occuper , et qui est le troisième du second livre de cet ouvrage.
2.03. Voici la première solution de Newton réduite en analyse ( Œuvres de Jean Bernoulli, tom. I, pag. 481 ). Le mobile étant parvenu à un point quelconque de la courbe , sans la résistance et la gravité i! décrirait dans un temps donné très-petit , une partie très-petite de la
tangente que nous désignerons par a; soit y le petit espace que la gravité ferait décrire dans le même temps perpendiculairement à l'horizon , et p le petit espace dont la résistance diminue l’espace «. parcouru sur la tangente , il est clair que le rapport de p à y sera celui de la résistance à la gravité. Ainsi, le corps , dans le temps qu’il aurait parcouru sur la tangente l’espace «, — p , sera descendu verticalement de la quantité y ,• par conséquent y sera la flèche de l’arc a — p. Maintenant , si on considère le corps comme partant du même point et rebroussant chemin pour décrire en sens contraire le même arc de courbe qu’il a parcouru , il faudra regarder la résistance comme négative, et par conséquent comme une force qui accélère le mouvement au lieu de le retarder. Ainsi , le corps décrira , dans le même temps très-petit , l’espace a + p sur la même tangente dans une direction contraire , et descendra en même temps verticalement de l’espace y , en vertu de la gravité. Far conséquent y sera la flèche de l’arc a + p , pris de l’autre côté du point de la courbe dont il s’agir. Or , les flèches étant pour les arcs infiniment petits, comme les carrés des arcs ou des tangentes , la flèche de Tare «. — p , pris du même-
côté que l’arc a. -j- p , sera y ( * - )*; donc , la différence des flèches
pour les arcs égaux a. — p , pris de part et d’autre du point donné de
la courbe , sera y [ 1 • différence 5 " , on aura
( * 4“ f )* ^ ( *~rr)‘
nommons cette
4» y r $ j, lS ?+/ y J «
à cause que la petite ligne p, parcourue d’un mouvement uniformément accéléré , est infiniment plus petite que la ligne a parcourue dans le même temps d’un mouvement uniforme. Tel est le raisonnement de Newton , présenté de la manière la plus claire ; et le résultat que nous venons de trouver , s’accorde avec celui du corollaire II du problème cité , où il est visible que les lignes C F et F G sont ce que noirs avons nommé a. et y , et que la différence F G — Kl est ce que nous avons nommé S.
Maintenant , en prenant les abscisses x horizontales et les ordonnées y verticales et dirigées de bas en haut , Newton suppose que pour l’abscisse x -J- o , l’ordonnée , exprimée en série, est y 4- Qo — Ro 2 — St , 3 -j- &c..
et il remarque que la partie de la tangente qui répond k la partie o de l’axe, est o V ( i + ÇJ' ) , et que la flèche , c’est-à-dire , la partie de l’ordonnée comprise entre la courbe et la tangente, est R o z -j- S o 3 -j- &c. En faisant o négatif , on aura la flèche qui répond à la meme partie de la tangente prise de l’autre côté du point de contact , et qui sera , par conséquent, R o’ — S o 3 -f- & c. ; et la diff érence des deux flèches sera 2 S o 5 — &c. : or , il est visible que les quantités o V ( 1 + Q 1 ) , Ro 1 -|- 5 o 3 + &c. : et 1 S o 5 • — &c. , répondent à celles que nous avons nommées a . , y et S ;
donc , la quantité ~~p — > qui exprime le rapport de la résistance à la gravité , deviendra , en divisant le haut et le bas par o 3 , ,? ■
= ■{-' , en faisant évanouir la quantité infiniment petite o.
C’est aussi le résultat trouvé par Newton dans l’exemple premier du meme problème.
Suivant notre notation , lorsque x devient x -f- o , y devient y -J- oy 1 » _»
4 — — y " -f- y'" * ^ onc > comparant avec la série de
Newton , on a Q = y 1 , R = — , S = * substituant
ces valeurs dans la formule précédente , le rapport de la résistance à la
gravité deviendra — t au lieu que nous l’avons trouvé
ci-dessus ( n.’ 201 ) / _ V. I. LldljL- j_I . D’où il suit que la solution
de Newton est fautive.
Il est remarquable que si on substitue simplement y 1 , y ", y 1 " pour Q, ù — R , — S , on a un résultat exact : c’est ce qui a fait croire aux Bernoulli qui ont découvert les premiers l’erreur de Newton , et à tous ceux qui en ont parlé depuis , que cette erreur venait de ce que Newton avait pris les termes de la série Q 0* — R o z — S o 3 — &c. , pour les différences premières, secondes et troisièmes de l’ordonnée, tandis que ces termes ne sont égaux qu’à ces différences divisées par 1,2,6, &c. Mais , d'après l’analyse que nous venons de donner de la solution de Newton ,
il est facile de voir que sa méprise ne vient point de la considération des différences dont il n’est point question dans sa solution , et que la substitution des termes R o 1 et S o 5 de la série dont il s’agit , a la place
des quantités y et dans la formule -^r , est légitime: ainsi , l'erreur 1 4 r
doit être dans cette formule même , qui donne le rapport de la résistance à la gravité.
104. La solution de Newton peut être rendue plus simple et plus directe de la manière suivante. En nommant u la vitesse dans un point quelconque de la courbe , w0 est l’espace que le corps parcourrait sur la tangente dans le temps 0, en faisant abstraction de la gravité et de la résistance. Nommant g la force absolue de la gravité , et r celle de la
résistance , et —--seront les espaces parcourus, en vertu de cesforces,
dans le même temps 0y ainsi , le corps aura parcouru, suivant la tangente, la
ligne uû — , et , suivant l’ordonnée y , la ligne — ^ - , dans une
direction contraire b celle suivant laquelle cette coordonnée croît. Soit A l’angle de la tangente avec l’axe des x , il en résultera , suivant la direc-
tion de l’axe des x , l’espace ( u ô — ) cos. A , et , suivant la direc-
tion de l’axe des y , l’espace ( u ô — — — - ) sin, A ■' j — . Or , y étant
fonction de supposons , avec Newton , que x devenant x -j- o , y devienne y + Q o — Ko 1 — S o 3 — &c. -, il faudra donc qu’en faisane
o = (eô ^ — ) cos. A , on ait Q o — Ro 1 — S o 3 , &c. = («ô —
) sin. A , quelle que soit la valeur de ô , qu’on suppose
très- petite.
Substituons , dans la seconde équation , la valeur de o donnée par lapremière , et ordonnant les termes par rapport aux puissances de 0, on aura
fi Çu cos. A — ( - 2 ücos. A -f- Ru 1 cos. A ') 0 1 — ( Rur cos. A 1
+ Su 3 cos. A 3 ) 6 1 + &c. = 0 u sin. A — ( -- - -j L- ) Q\
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développées clans le nun^ro précédent , x -f- 6 û cos. A -
r cos. A
et y + 6 // sin. A — ( r sln. A -f- g ) : ces séries étant comparées
avec la forme générale x 4* 0 x 1 H — x" H — — — x 1 " + &c. , et
y *+■ 6 y 1 4 — - — y" -f- ~ T ~ 3 ~ “t* & c - » on aura x< == u cos * ^ •
x" = — r cos. A , et y’ = u sin. ./? , y" = — r sin. ^ — g , d’où l’on tire d’abord x 1 " = — ( r cos. .ci )' , y" 1 = — ( r sin. A y , en dénotant par un trait appliqué aux parenthèses , la fonction prime de la quantité renfermée entre les parenthèses. Ainsi , les troisièmes termes des
séries dont il s’agit, seront ( r cos. A )'et — - ( r sin. A )'.
Or , ( r cos. . A . y = r 1 cos. A — r A 1 sin. A , et ( r sin. A )' =
/■' sin. A + /• A 1 cos. 4 ; mais les valeurs de x J et x " étant comparées, donnent — r cos. A = ( u cos. A y = u 1 cos. A — u A' sin. A , et de même celles de y' et y" donnent — r sin. A — g =( u sin. A )' = u‘ sin. A -f- u A' cos. A , d’où l’on tire , en éliminant u 1 , — g cos. A
= u A' : savoir , A 1 =^= — r- ■ * cos ' • . Substituant cette valeur de A!
dans les formules ci-dessus , on aura
/ a \i ai Z r fin. A cos. A
( r cos. A Y — r 1 cos. A ^
, ( r sin. A y =s
r 1 sin. A
pr cos. A *
On ajoutera donc ces nouveaux termes aux valeurs des quantités 0 et Ç o — R o 1 — 5 o 1 — &c. du numéro précédent , et l’on aura
0 = 6 u cos. A
r cos. A
( R cos. A +
? f SU1. ^ DIS* -r) 9 p J A * jâ
— ) , et Qo — Ro 2 — 5V = Bu sun A —
( r sîn. 4 -f g ) -^- 7 - ( r 1 sin. A — )•
ri •
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Éliminant o et poussant la précision jtisqu’a^o 3 , oa aura l’équation
ù Qu cos. A — 6 S ( I Qr cos. A 4* R u% cos. A' ) — ô 1 [ — ^ -
( r 1 cos. A 4-
ç r sin. A co?- A
) — R u r cos. A z 4~
5 u 5 cos. A 5 ] = S u sin. 'A — — (rsin. A -J- g ) —
S* / • a e r cos. zi* .
. ( / sin. yf — -S ) ■
d’où l’on tire , par ta comparaison des termes , les équations Q u cos. A =s= u sin. A , Q r cos. A 4 - x R u* cos. A 1 = r sin. A 4" g >> Q ( r' cos. yf 4* g r ^ ri *• ^ . ) — 6 Rur cos. .4* 4'"
6 5 u s cos. A 5 = r' sin. ./I — — .
Les deux premières étant les mêmes que clans te numéro 2.04 , elles»
donneront également tang. A = Q et tr — ■ ' ' ' 4 ; ^ -- - ,• mais la;
troisième , en y substituant Q cos. A à la place de sin. A , ensuite divisant: par cos. A 1 , et multipliant par u , deviendra. Q 1 g r — 6Ru'r 4~' 6 S u 1 cos. A = — g r ; substituant la valeur précédente de u ~ , on aura»
— igr( 1 4 -Q ) -1 J K = 0 ,
d’où l’on tire , à cause de cos. A =
V C 1 4- Ç>* )~ ’ s ~ ~ TÏT-
c’est la valeur que Newton donne dans la seconde et dans la troisième édition des Principes ( livre II , problème III ) ; et on voit qu’en substituant
dans cette valeur les quantités y 1 , — à la place de-
Q , R , S ( n.“ aoj) , elle devient — " " % — ~ » tc ^ c qu’elle •
doit être ( n.‘ zoi ).
Comme Newton n’est parvenu ù ce dernier résultat qu’en suivant une marche analogue à celle du calcul différai tief , nous avons ctu qulifi
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n’était pas inutile de faire voir, comment la méthode des séries pouvait y conduire, et cju’on nous saurait gré d’éclaircir, en même temps, un point d’analyse sur lequel les plus grands géomètres s’étoient trompés, et qui peut intéresser l’histoire de la naissance des nouveaux calculs.
ao 5 . Reprenons les formules générales du numéro 199, et supposons que la force P soit dirigée vers un point déterminé par les coordonnées a, b , c ; si on nomme p la distance rectiligne de ce point au point de la courbe qui répond aux coordonnées r, y, on aura p = yj [ (x — a ) J
+ (y — b y -j- ( 1 — c )’ ] , et il est visible que — * ~~~ÿ~ e
seront les projections de la ligne p sur les axes des x, y, ^ ; donc -d— — >
„. y ' t - Â ~~ - - seront les cosinus des angles que la ligne p fait avec
ces axes , c’est-à-dire , des angles X , fx, r , que la direction de la force P
fait avec les mêmes axes. Donc , les termes P cos. X, P cos. /.i , P cos. » ,
dus à la force P dans les valeurs de Mx", AI y", AI ç", pourront être
urepresentes par P — , i — , P ~~ p •
Si maintenant on suppose p égal à une constante d, on aura l’équatioa de la surface d’une sphère dont d ou p sera le rayon , et dont le centre sera déterminé par les coordonnées a , b , c t - et la direction de la force P sera perpendiculaire à la surface de cette sphère, puisqu’elle tend à son centre*. Donc, si une autre surface quelconque représentée par l’équation f{ x, y, j) = o c-st tangente à la sphère, la direction de la force P sera aussi perpendiculaire à cette surface, et l’on aura, par le n.° 151 ,
en substituant p à d, K,
OÙ
et sont les fonctions primes relatives à x et y de la quantité j regardée comme une fonction de x et y donnée par l’équation de la surface! Or, en prenant les deux équations primes de /(x, y, ^ ) = ô relativement à x et y on a ( n.* gz ) /' ( x) + {'/'({) =
0 , et
ija THÉORIE-
/'(y) + (?) — ©> où/' (x)v f (y), /' (?) désignent les;
fonctions primes de la fonction / ( x , y , \ ) prises relativement à x , y ,
Donc , — — -jr-py- , = y ,• par conséquent * on aura*
p VL /(*)'.+ / {y ) -i~ f ( * )' J *'
j.—Jl ^
. . ; — r LAsl
Donc , si la force P agit dans une direction perpendiculaire à là; surface représentée par l’équation f •( .r, y , ç ) = o , il en résultera ,, dans les valeurs des quantités Mx", les termes respectifs
vT 7 u )* -F 7 (j )* +T 7 üT J *'
pjtj o
2.07. Si on suppose que le corps soit forcé de se mouvoir sur une 1 surface courbe représentée par l’équation j (x,y , j )= o , il est clair qire l’action de la surface sur le corps ne peut être que perpendiculaire à la surface. Nommant donc P la force qui résulte de cette action , et faisant
n = “V r/^Gn^A y)' + f (& .°nauran/'(r) t n/-'(y)„
n/ (?) pour les termes dus à cette force dans les équations du n.° 199. Or , la force P n’étant donnée que dans.sa direction , sa valeur demeurera inconnue : par.conséquentla quantité II entrera dans ces équations comme . line inconnue , mais comme on a l’équation f (x , y, { ) = o, à laquelle les va]eurs dex, y , ^ doivent satisfaire , quel que soit le temps t, en éliminant l’inconnue H , on aura encore autant d’équations qu’il sera, nécessaire pour la solution du problème..
Maintenant il est facile de concevoir que le même résultat aura lieu , si , en faisant abstraction de la surface , on considère seulement l’équation /(*> y> {) =. o , comme une équation de condition. donnée par fa nature de la question mécanique proposée , d’où l’on conclura que rqute condition du problème exprimée par l’équation f ( x , y , ç ) = o , donnera dans les valeurs de Mx" , My ", M des termes de la forme
n /'(*), 1 nf (?)•
Donc aussi , s’il y avait dans le problème deux conditions exprimées par les équations f(x, y, % ) , <p (xj y, ?) = o , ce qui est le cas des corps qui se meuvent sur des lignes de figures données , chacune de ces équations donnerait de pareils termes. Ainsi , on aurait , en vertu de ces * équations , les termes II/'(x) -j- d'p' (x) , H f' (y) + <p' ( y ) »
n f ( { ) + à ajouter aux valeurs de M x" , My" ,
Les quantités II et 'ic demeurent indéterminées , et doivent être éliminées ; mais les équations que •Ton aura de moins par ces éliminations , seront remplacées parles équatipns données f\x,y , {) = o, et f {x,y, ç ) = o ; et ainsi de suite-
2.08. Jusqu’ici , nous n’avons considéré que le mouvement d’un corps isolé ; mais les formules que nous venons de trouver s’appliquent également au mouvement des corps qui agissent les tins sur les autres d’une manière quelconque, soit en se tirant par des fils ou par des leviers, soit en se poussant immédiatement ou par l’entremise de verges ou de ressorts , &c.
Lorsque plusieurs corps sont joints ensemble et dépendent les uns des autres, de manière que l’un ne puisse être mil sans que ies autres ce participent plus ou moins à son mouvement, on peut toujours exprimer les conditions de ce système par des équations entre les coordonnées dés difFérens corps qui le composent; car, il est visible que ces conditions ne peuvent consister que dans des- relations données entre les lieux des corps dans l’espace. On aura donc, dans ce cas , différentes équations de la form e/(x,y, , y , Z, &c. ) = o, en nommant x>y, q les coordonnées
de l’un des corps du système dont M sera la masse , £ , n , les coordonnées d’un autrq-de ces corps, qui aura la masse N, &c. ; et chacune des fonctions /( x , y .... ) donnera , relativement au corps M, dans les valeurs-
de AI x' , AI y", Al ç", les mêmes termes II f ( x ) , Tîf 1 (y),n/ / (^), que si les quantités £,»,£, &c. , étaient constantes : car il est facile de concevoir que la direction des forces P , Q , &c. , doit être la même dans un*instant quelconque , soit que les corps se meuvent ou non , puisqu’elle dépend uniquement de la disposition mutuelle des corps dans cet instant.
Far la même raison , la même fonction donnera , relativement au corps N dans les valeurs de N N y'\ N les termes H /' ( 'c, ) » nf ( y ) , Tîf ( £ ) ; en dénotant par /' ( i; ) > /' ( » ) » f ( Ç ) les fonctions primes de _/*(*, prises relativement à
^ , y , (^; et ainsi de suite pour chaque corps du système, # et pour chaque fonction résultant des différentes équations données par les conditions 4u système.
î.09. Quand des corps s’attirent ou se repoussent par des forces intrinsèques, ou par l’action de ressorts auxquelsîk sont attachés , comme la force s’exerce suivant la ligne qui joint les deux corps qui agissent l’un sur l’autre , sa direction sera , pour chacun des corps , perpendiculaire à la surface sphérique qui passerait par ce corps , et aurait son centre dans l’autre corps. Ainsi , nommant d la distance des deux corps M et N, on aura , pour les deux surfaces l’équation V[(* — + ( y — ■ y )*
-j- ( ’ — ^ )- ] = d , en prenant x , y , ç pour les coordonnées de celle qui passe par Al , et £ , y , £ pour les coordonnées de la surface qui passe par N. Ainsi , suivant la théorie du n.° 107 , on fera f ( x ,y , ^ , y , ^ ) = V [ ( X — £ )* + ( y — »)*+(? — Ç y ] — d ; et comme cette valeur donne f 1 ( x ) = -J- f ( y )* + j‘ ( { )’ = 1 , en aura P = I I. Donc , puisque la quanlité d doit être regardée comme constante , en prenant les fonctions primes , on fera simplement
= — £) s -Hy — »)*.+ ({ — £)’]»
et prenant II pour la force absolue , qui agit sur les deux corps, on aura les mêmes formules que ci-dessus pour l’cfTet de cette force dans le mouvement des corps AI et 17 , où il faut remarquer que la force II devra être prise positivement lorsqu’elle tend à augmenter la di’stance entre les corps , et négativement lorsqu’elle tend à la dimiuuer.
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Ici , il est évident que la quantité TI doit être la même pour les termes qui- résultent de la meme fonction /( x , y . . . . ) dans les équations relatives aux corps M et N. On pourrait douter si cela doit avoir iieu en général , comme nous l’avons supposé , de quelque manière que les corps agissent entre eux ; mais on peut le-prouvcr par le moyen du principe connu des vitesses virtuelles.
xi o. Eît effet, de es qui a été démontré plus haut (n.° 207) , il résulte seulement que les forces dues à l’équation de condition J (x,y, ç , £ ,
= o , sont représentées par FI/' ( x) , Ylf 1 (y) , II/* ({) pour le corps Al, par 'F f (£) , * P ( » ) , * p ( Ç) pour le corps N, et ainsi de suite , les quantités TI , , &c. , étant nécessairement lés mêmes pour le même
corps. Ces forces rresont, àproprement parler, que desforces de résistance, qui naissent de l’action mutuelle des corps , ou qui viennent des obstacles qui , par la nature du système , altèrent et changent le mouvement des corps. Si donc on imprimait à chaque corps des forces égales et directement contraires à celles-là , l’effet de ces forces serait détruit par les résistances dont nous venons de parler ; par conséquent , le système devrait demeurer en équilibre. Donc, les corps AI, N , Scc. sollicités, suivant Tes directions de leurs coordonnées , par les forces — 17 f ( x ) , — U f 1 (y) , ~ — Tlp (ç ) pour le corps Af, par les forces — ^rf 1 (£), — ^P(») — •*' p (£) pour le corps N, et ainsi des autres .devront se faire équilibre..
Or , par le principe des vitesses virtuelles , la somme des forces multi- ' pliées chacune p3r la vitesse que le point où elle est appliquée aurait , suivant la direction de la force , si on donnait au système un mouvement quelconque , doit être nulle dans le cas de l’équilibre. Donc, prenant dans notre cas les vitesses réelles x',y‘,p, y’, &c., des corps AI, N, Scc. ,
suivant les directions de leurs coordonnées , pour leurs vitesses virtuelle* suivant ces directions, on aura pour l’équilibre des forces dont il s’agit , l’équation
• — np(x)x> — np(y)y> — np( { ){'— */(£)£—
et cette équation devra avoir lieu en général, en vertu de l’équation de condition / (x, y , {, £ , y , £...) = o, d’où dépendent les forces.
Il /' ( x ) , Il f' ( y) , Stc. Or, si on prend l’équation prime de cette équation , relativement au temps t , dont les variables x, y-, ç , £ , &c . , font censées être fonctions , on a ( n.° ji )
et il est visible que cette équation ne peut subsister avec la précédente , indépendamment ‘des valeurs des vitesses x', y 1 , &c. , à moins qu’on n’ait
On doit conclure de là , en général , que les forces qui peuvent résulter de l’action mutuelle des corps d’un système donné , se déduisent directement des équations de condition qui doivent avoir lieu entre les coordonnées des differens corps du sysrème , en prenant les fonctions primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces. équations. Les fonctions primes delà même fonction, prises par rapport aux différentes coordonnées , sont toujours proportionnelles aux forces qui agissent suivant ces coordonnées , et qui dépendent de la condition relative à cette fonction. J’étais déjà parvenu à un résultat semblable dans la Mécanique analytique ; la démonstration précédante est plus directe , et donne , pour ainsi dire , la métaphysique de la chose.
m. Supposons que les conditions du système soient indépendantes de l’origine des abscisses , c’est-à-dire , de la position du plan des y et ^ , et que , par conséquent , les fonctions désignées par les caractéristiques f <p , & c. , soient telles que si on augmente à la fois les abscisses x, £j, &c. des différens corps , d’une même quantité quelconque i , cette quantité disparaisse d'elle-même des fonctions ; ce qui aura lieu , lorsque ces fonctions ne contiendront pas les quantités isolées, x, ç, &c. , mais seulement leurs différences x — £ , &c.
En substituant x -J- i , £ -j- /, &c. , à la place de x, , &c. dans la fonction /( x, y , 7 ,£...) , elle deviendra , par le développement suivant les puissances de i 3
/(*. y> i.» $•••) + tir (*) + f U) + &c.] +
• Donc ,
Donc , on aura nécessairement l’équation du premier ordre
Ou trouvera , de la même manière ,
<p' (x) + tp 1 ( £ ) 4* & c.c= o;
et ainsi de suite.
Or , si le système n’cst soumis à d’autres forces que celles qui peuvent résulter de l’action mutuelle des corps , les équations du mouvement relatives aux coordonnées x , £, &c. , seront de la forme ( n.° 207 ).
Mx" = n /' ( AT ) + * <p‘ ( X ) + &C. i
iVf = n/' (^) 4- * 9' (£) + &c ->
Donc, ajoutant ces équations ensemble, on aura simplement M x " 4 - 4- &c. = o ,
équation indépendante des conditions du système.
Cette équation a l’équation primitive
et celle-ci a encore l'équation primitive
Mx 4- -N £ 4 - &c. =■ a t 4- £ , a -et b étant des constantes arbitraires.
Ainsi , on a tout de suite , dans ce cas , une relation entre les différentes abscisses x , £ , &c.
Il est facile de voir que le cas dont il s’agit , aura lieu dans tout système entièrement libre de se mouvoir dans la direction de l’axe des abscisses , quelle que soit l’action que les cot^s peuvent exercer leS uns sur les autres. Car, alors , relativement à cet axe , les conditions du système ne pourront dépendre que de la position respective des corps , et nullement de leur position par rapport à l’origine des abscisses ; par conséquent, les équations qui, exprimeront ces conditions , ne pourront contenir que les différences x — £ , &c. des abscisses. Et si les corps exercent les uns sur les autres des attractions ou des répulsions mutuelles , comme les
Kk
fonctions f (x, y, £ . . . ) dues à ces forces, sont représentées sim-
plement par les distances V[(* — £ )* + ( y — » )* + ({ — £ )* ] &c.
( n. a 205), ces fonctions auront aussi la même propriété.
Donc, lorsque le mouvement du système sera tout-à-fait libre-suivant la direction de l’axe des**, de quelque manière que les corps agissent les uns sur le* autres , soit par des forces quelconques de résistance ou par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, l’équation précédente entre les abscisses x , &c. des différens corps, aura toujours lieu.
Si l’on prend dans le système un point qui réponde à l’abscisse X, telle que l’on ait
Y M x -{- -"Ni -f- &c.
on aura X " = o, et de là X 1 = a, X = at, en supposant que l’espace X soit nul au commencement du temps. Ainsi , le mouvement de ce point suivant lu direction de l’axe des x sera uniforme avec la; vitesse constante a,
m. Si , dans le même système, on suppose que les corps M, N, Scc. soient de plus animés par des forces quelconques P, Q>,*&c. dirigées suivant l’axe des x et tendant à augmenter les x , &c. , il faudra dans
ce cas ajouter respectivement les quantités P, Qj &c.,-aux valeurs de Mx", &c. ; ce qui donnera les équations
M x 11 = P -f-n/ / (Ar) + 'ï , p / (x) + &c. ;
N%‘ = Q + nf (£) + *<pf (O + &c.„
dont la somme sera
Mx" + N g + &c. = P + Q + &c. ;
et si l’on substitue pour M x + N £ + &c. la quantité ( A I -f*
N -f» &c. ) X , on aura
( M + N + &c. ) X" — P + Q + &c. ; équation qui représente le mouvement rectiligne suivant l’axe des x d’un corps dont la masse serait M -J- N + &c. , et qui serait animé par une force égale à F + Q -j- &c.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 25 9 D’où l’on peut conclure que le point du système qui répond à l’abscisse X , aura, dans la direction de l’axe des x , le même mouvement qu’il aurait si tous les corps du système étaient concentrés dans ce point, et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la direction du même axe lui fussent appliquées.
213. Si le système est libre à la fois relativement à l’axe des x et à celui des y , il est visible que les mêmes résultats auront lieu pour le* mouvemens suivant ces deux axes ; et si le système est absolument libre dans tous les sens , alors les mêmes résultats auront lieu par rapport aux trois axes ; et on pourra en couciure que si on prend dans le système un point qui réponde aux coordonnées X , Y, Z , telles que l’on ait
AI x N £ -f- ftc.
AI y -f - N m &c.
At + M -f bc. ’
ce point , lorsque le système n’est animé par aucune force extérieure , se mouvra uniformément en ligne droite ; et que si les différens corps du système sont animés par des forets quelconques , le même point se mouvra comme si tous les corps y étaient concentrés, et que toutes les forces y fussent appliquées chacune suivant sa direction propre.
Le point dont il s’agit est connu , en mécanique , sous le nom de centre de gravité , et la proposition que nous venons de démontrer s’énonce ordinairement ainsi : L’état de mouvement ou de repos du centre de gravité de plusieurs corps , ne change point par l’action mutuelle des corps entre eux , pourvu que le système soit entièrement libre ; c’est ce qui constitue le principe ou la loi de la conservation du mouvement du centre de gravité.
Il est bon de remarquer que ce principe a lieu aussi , lorsque , par la rencontre et l’action mutuelle des corps , il survient des changemens brusques dans leurs mouvemens; car, on peut regarder ces changemens comme produits par l’action de ressorts interposés entre les corps qui se
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choquent , et dont la durée est presque momentanée. C’est ainsi qu’on peut envisager les changemens qui arrivent dans le choc des corps durs r et c’est par cette raison que le mouvement du centre de gravité n’est point altéré dans ces changemens.
114 . On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs corps à trois axes fixes , par le moyen des coordonnées X , Y , Z, données* ci-dessus ; si on voulait le rapporter à des points déterminés , alors nommant a , b , c les trois coordonnées d’un de ces points , et d la distance du centre de gravité à ce point , pn aurait
d'=(X— a y 4 - ( r— by + (Z — c y = X z 4 - Y-- + Z ! —
x a X — x b Y — x c Z 4" a* -j- b 1 4- cv
Or, si on fait le carré de la quantité M x + + &c. , il est:
facile de voir qu’on peut le mettre sous la forme ( AI + N -J- &c. ); ( Ad x 1 + N ^ + &c. ) — AIN (x — <-)’ — &c. ; doue om aura ( n.' précédent )
V* Mx' d- m' 4- &C. MN ( r ?)' -f- «rc.
M -f N + &c. { M -(- iV -j- &c.
et de là X 1 — x a X 4~ a * =
AI(x aV4W(f aV 4- &C- ■ MN {x £)'.+ &c;*
AI -f- jN 4" &c. t M -j- N 4" &c. )‘
On trouvera de même Y z — xb Y -(- b 1 =
AI (y b)' 4- N (» b -h&c. _MN (y — » )* 4- &c._ ..
et pareillement Z 1 — xcZ -j- c* =
m ( 7 — c y -f k (<r — <?)■ + &c. mn(i — ey + «k.
AI 4- N 4- &c. ( M 4- A' 4- &c. y
Si l’on fait ces substitutions dans l’expression précédente de d 1 , et qu’on* désigne , pour abréger , par A la somme des masses Al, N , &tc . , multipliées chacune par le carré de sa distance au point donné , cette somme étant de pjüs divisée par la somme des masses ; et qu’on désigne aussi par B la somme des produits des masses prises deux à deux et multipliées par le carré de leurs, distances respectives , cette somme étant divisée paiy
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 161 îe carré de la somme des masses , on aura d x = A — B , et par conséquent d = ^ { A — Æ ).
Ainsi , comme la quantité B ne dépend que de la position respective des corps , si on détermine les valeurs de A par rapport à trois points differens , pris dans le système ou hors du système , à volonté , on aura les distances du centre de gravité à ces points , et par conséquent sa position absolue. Si les corps étaient tous dans le même plan , il suffirait de considérer deux points; et il n’en faudrait qu’un seul si tons les corps étaient dans une même ligne droite. En prenant les trois points donnés dans les corps mêmes du système , la position du centre de gravité sera donnée simplement par les masses et par leurs distances respectives. Comme cette manière de trouver le centre de gravité est peu connue , j’ai cru pouvoir la donner ici à cause de l’utilité dont elle peut être dans plusieurs occasions.
.215. Supposons maintenant que les conditions du système soient indépendantes de Ja direction des axes des x et y sur le plan de ces coordonnées , en sorte qu’en faisant tourner ces axes autour de l’axe des { d’un angle quelconque i , ce qui changera les abscisses x , £ &c. en x cos. i — y sm. i , ^ cos. i — » vsin. t&c., et les ordonnées y , w &c. en y cos. i x sin. i r n cos, i -j~ jfsin. i &c. y les fonctions représentées par les caractéristiques f, <p &c. ne varient point par ces changemens, quel que soit l’angle i. 11 est facile de voir que cette propriété aura lieu , en général , dans toute fonction des quantités x 1 -f- y 3 > •+* »* ,
x i; + y» , x>; — y £ , &cv
Si l’on fait a = x ( cos. i — 1 ) — y sin. i , 6 s= y ( cos. i — 1 ) + x sin. J , a, = £ ( cos. i — 1 ) — y sin. i , fi = >1 ( cos. i — r j + é, sin. i , Sic. ; il faudra qu’en substituant à la- fois dans ces fonctions + * -h fi Scc. à la place de x , y , £ , » , &c. »
et développant suivant les puissances de i, la somme des termes affectés d’une même puissance soit nulle. Or, par ces substitutions, et par le développement suivant les puissances de a , b, et, | 3 , &c. , la fonction /(* » y » f » 0 devient f{x ,y , { , £ . . . ) + af ( * ) + bf (y ) +
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Mais on a sin. i = i -f- &c. , cos. i = i — — {- &c. ;
donc les termes affectés de i dans la formule précédente seront
*[ — yf (*) 4- *f (y) — v f (s) 4- £f (») — &c.];
par conséquent on aura pour la fonction j\x , y . . . ) l’équation de condition
x J'y — yf (*) + U 1 ( ”) — *f (.0 + &c * == °-
Cn trouvera de la même manière pour la fonction p l’équation * •
et ainsi des autres.
2.16. Maintenant, si les corps du système n’éprouvent d’autres actions que celles qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle , les équations du mouvement relatives aux coordonnées x , y , £ , * &c. seront de cette forme (n.° zcj ) ; .
My" — U f {y) + (y) -f- &c.;
Donc , si on ajoute la seconde de ces équations multipliée par y, la quatrième multipliée par £ et ainsi de suite , et qu’on en retranche la première multipliée par y , la troisième multipliée par >7, &c. , on aura, en vertu des équations de condition trouvées ci-dessus , l’équation
M(xy" — y x" ) -f W(£*" — *5") + &c. = 0,
qui est aussi , comme l’on voir , indépendante des conditions du système. En prenant son équation primitive, on aura
C étant une constante arbitraire. Ainsi on a tout de suite une équation du premier ordre entre les coordonnées x, y, ^ , r &:c. des différens corps. Or , .y y' — y x' = xy‘ -j* y x 1 — 2 y x' ; mais x y' -j- y x 1 est
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 163 la fonction prime de x y , c’est-à-dire , du .double de l’aire du triangle rectangle dont x est la base et y la hauteur , et y x 1 est la fonction prime . de l’aire de la courbe comprise entre l’abscisse x et l’ordonnée y ,■ donc
S era la fonction prime de la différence du triangL et de
l’aire dont nous parlons ; et i! est facile de voir que cette différence est en général , égale à l’espace compris entie la courte dont x et y sont les coordonnées , et la droite menée de l’origine de ces coordonnées à la courbe, c’est-à-dire, à l’aire du secteur décrit par cette même droite qu’on
nomme rayon vecteur.
Ainsi, nommant A cette aire, on aura xy' — y x‘= i A' ; et nommant de même x l’aire décrite par le rayon vecteur mené à la courbe dont £ et v sont les coordonnées , on aura pareillement £ »' — = 2 ,• et
ainsi des autres. De cette manière , l’équation précédente deviendra 2, M A’ + 2 N x' + &c. = C ; et comme les fonctions primes se rapportent ici au temps t , on aura cette équation primitive
D étant une constante arbitraire , qui sera nulle si on fait commencer les aires A , x &c. au commencement du temps t. Alors la somme des aires multipliées chacune par la masse correspondante , sera proportionnelle au temps.
II peut arriver , suivant la forme de la courbe dont x et y sont les coordonnées , que l’aire détrite par le rayon vecteur soit au contraire la différence de l’aire de la courbe et de celle du triangle „ auquel cas on aura x y 1 — y x' = — 2 A 1 ; mais il est facile de se convaincre que , dans ce cas , l’aire sera décrite dans un sens opposé. Donc , en généra! , la somme des produits des masses par les aires sera proportionnelle au temps , en prenant positivement les aires tracées dans le même sens , et négativement celles qui seraient tracées dans un sens opposé. C’est une remarque essentielle , et sans laquelle le théorème dont il s’agit ne serait pas vrai en général.
Cette loi des aires aura donc lieu dans le mouvement de tout système de corps agissant les uns sur les autres d’une manière quelconque ..
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pourvu que le système soit entièrement libre de tourner autour de l’axe des j perpendiculaire au plan des x et y ; car , il est visible que les conditions provenant de la liaison mutuelle des corps , seront alors les • mêmes , quelque direction qu’on donne aux axes des x et y.
Et Éles corps agissent les uns sur les autres par des forces d’attraction ■ou de répulsion , les fonctions dues à ces forces étant représentées simplement par les distances V [ ( x — £ )* + ( y — »)■•+• ({ — O* 3 ^ c *
( n.° zog ) , ces fonctions auront aussi la propriété que nous avons supposée , et par conséquent la même loi des aires aura encore lieu.
Enfin , si les corps M , N &c. étaient de plus animés par des forces quelconques P # Q , &c. , dirigées vers des points donnés de l’axe des f , éloignés du plan des x et y des quantités m, n , &c. , il est facile de conclure des formules du numéro 20 6 que l’on aurait à ajouter aux
valeurs de M x"
et N y", les termes respectifs
VU'+y-H î — «TT
et — tf— n — \—i-î m- ; et de même aux valeurs de M et N
VT* -r\y tU — m ) J *
les termes
VU* + »‘ + (f-
et
_£jl
; et
ainsi de suite. Donc , les valeurs des quantités M ( x y" — y x" ) ,’ M ( ^ v" — » t*" ) &c. seront indépendantes de ces forces , et la loi des aires subsistera également dans ce cas ; donc elle subsistera aussi si les corps ne sont'animés que par des forces dirigées parallèlement au même axe , et par conséquent perpendiculaire au plan des x et y. *
117. Donc , en général , si le système est libre de tourner autour d’un axe fixe , quelle que soit l’action que les corps peuvent exercer les uns sur les autres et de quelques forces qu’ils soient animés , pourvu qu’elles tendent à cet axe ou qu’elles y soient parallèles , la somme des produits de la masse de chaque corps par l’aire que sa projection sur un plan perpendiculaire au même axe décrit auteur de cet axe , est toujours prooortionnelle au temps. , j
Si dmc le système était libre de tourner, d’une manière quelconque,
autour
•autour d’un peint fixe , et qu’outre l’action mutuelle des corps , chacun d’eux fût encore sollicité par une force quelconque tendant à ce point, la même loi des aires aurait lieu relativement k tous les axes qui passeraient par ce même point. Ainsi , dans ce cas, en prenant ce point pour l’origine des coordonnées, on aurait, relativement aux trois axes des coordonnées, ces trois équations du premier ordre ( n.° précédent ) :
C, D , E étant trois constantes arbitraires.
zi8. Si le système était entièrement libre, et qu’il n’y eût aucun point fixe , ces équations et par conséquent la loi des aires auraient lieu par rapport à un point quelconque qu’on prendrait pour î’origlke des coordonnées , et pour tous les axes qu’on ferait passer par ce point.
Il en serait encore de même dans ce cas , si le point dont il s’agit , au lieu d’être fixe dans l’espace , avait un mouvement quelconque rectiligne et uniforme. En elFet , supposons qu’il parcourre dans le temps t ks espaces et t , fi t, y t suivant la direction des axes des x , y , ^ , les vitesses *, / Z, y étant constantes, et soient p , q , r les coordonnées du corps M , y x > P celles du corps IV, &c. , rapportées à ce même point pris pour leur origine , il est clair qu’on aura p = x — et f , q = y — fit , r = q
— y t , et de même •*- = ç — a. t , x — » — fi t y p — (^ — y t ; et ainsi des autres. Donc , on aura p q‘ — q p 1 = ( x — et £ ) ( y ' — fi)
— (y — fit ) ( x' — «.) = x y‘ — yx 1 — « (ty' — y) -f- fi (tx' — x), et pareillement tt x' — Z 7 t' = Ç »' — » s — «.(£»' — » ) -ffi ( £ £' — £ ) ; et ainsi des autres formules semblables. On aura donc
M { pq' — q p' ) H- N ( tt x! — Z ) + &c - = M. ( x y' — y x') + -N ( <; y' — n % ) + & c.
— et t (, My' -4- N n' + &c. ) H- et (Afy + -N» 4* &c. )
+ fit (M x 1 -f N% + &c.) — fi(Mx + N£ + &c.).
Or , dans ce cas ( n ,** xn et xi 3 ), Mx + -f* Sic. = a t b,
My + N n + &c. = c t + d ; a , b , c , d étant des constantes : donc, faisant ces substitutions , il. viendra #
= M ( x y! — yx‘) -b N (£>,' — „£) 4- &c.. ^
-j- et J |3 5 = C ~r cr.d jS b.
Ainsi la quantité M(pq' — q p 1 ) -J~ -N ( — X.’ 7r ‘ ) &c. sera
encore constante ; par conséquent , la somme des aires décrites autour de l’axe des r passant par le point mobile , multipliées chacune par la masse respective , sera aussi proportionnelle au temps.
On trouvera , de la même manière , que les deux autres quantités M ( p r 1 — r p' ) -H N ( 7r p' — p tt 7 ) H- &c. , M {q r‘ — r q 1 ) ~b -N ( x p' — p x! ) ~b &c. , seront constantes, et qu’ainsi la somme des aires décrites autour des axes de q et p passant par le meme point mobile , multipliées chacune par la masse respective , sera*eucore proportionnée au temps.
Donc , puisque , dans le cas d’or.t il s’agit , le centre de gravité du système ne peut avoir qu’un mouvement rectiligne et uniforme ( n.° 2. 1 3 ),. il s’ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rapport au centre de gravité et pour tous les axes qu’on fera passer par ce centre.
Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous parlons , a lieu aussi comme celle, du mouvement du centre de gravité , et par la: même raison ( n." xi 3 ) , lorsqu’il survient des changemens brusques dans les mouvemens du système , par l’action mutuelle des corps qui le composent. Ainsi , la même loi peut s’appliquer également au choc des corps durs et à celui des corps élastiques.
119. Quelles que soient les conditions du système , les équations de condition / ( x ,-y , ? , £. . . ) = o , p ( * , y ,{»£...) = o , &c. donneront toujours , en prenant les fonctions primes relativement au temps t , dont les variables x , y , &c. sont d^s fonctions , xf (.r) + y'f (y) + ?'/' (?) + %f(& + « + Çf‘ (Q + &c. = o ,
*'p'(*) + ÿç'iy) + ?'?' (?) + £p' (Ô 4 - »'p'W + Ç'p' {Q + &c. = o ; et ainsi de suite. . .
Or, si le système n’éprouve que l’action des forces qui résultent Je
ces conditions , les équations du mouvement des corps M , N , &c. seront ■de la forme ( h.° zo 8 ).
M x" = n f'(x) +•* <p‘ ( AT ) + &C.
Donc, multipliant ces équations respectivement par*', &c,
et les ajoutant ensemble , on aura celle-ci ,
qui est entièrement indépendante des conditions du système , et qui , par conséquent , aura lien en général , quelle que puisse être la disposition et la liaison mutuelle des corps qui le composent.
Cette équation a pour équation primitive
dans laquelle II est une constante arbitraire. Or , nous ayons vu (n.° igy) que V ( -v' 1 4* y' 1 *+■ ç'* ) exprime la vitesse du corps qui décrit la courbe dont x , y , { sont les ctMponnées ; donc , si on nomme u la vitesse du corps M , v celle du corps N , et ainsi dc$ autres , on aura -V* 4- y* + ï' 1 = u\ ¥ + * n + = v% &c. ,
et .l’équation précédente deviendra 31 ir 4~ -N v J + &c. = H.
Dans la fameuse dispute sur l’estimation des forces , on a appelé force vive d’un corps en mouvement , le produit de sa masse et du carré de sa vitesse. Ainsi , en conservant cette dénomination , on voit per l’équation qu’on vient de trouver, que la somme des forces vives de tous les corps d’un système , est constante , lorsque ces corps n’éprouvent d’autrqp actions que celles qui résultent de leur liaison , et , en général, de toutes les conditions qui peuvent être exprimées par des équations entre les différentes coordonnées du corps , sans que le temps y entre. C’est dans cette loi que consiste le principe de la conservation des forces vives.
j.6B THÉORIE
no. Si les corps agissant de plus les uns sur les autres par desforces d’attraction ou de répulsion quelconques , ces forces donneraient à la vérité , des termes de la niémg forme n/ > (jr) J II/ / (y), &c. dans les valeurs des quantités Mx n t My‘', &c. , en prenant pour la fonction / ( x- , y , . . . ) la distance v' [ ( * — T + ( T — »)* + ({ — ^ 7 ] entre deux corps , et pour II la force absolue que ces corps exercent l'un sur l’autre ( n.° 209 ) ,• mais il est évident que la condition x'/' ( x ) -J- y' f (y) -H &c. = o , n’aurait pas lieu pour cette fonction r comme pour celles qui résultent des conditions du système. Ainsi, ces termes subsisteront dans l’équation indépendante des conditions du système/, et l’on aura par conséquent
M ( x' x" + y' y" + p f ) 4 - xV( + »' y," 4- £ ) *4- &c.
~n [x’f 1 (x) + y'/' (y) + ïf‘ (y) + U' (0 4 * + <pf’(Q 1 + &C.,-
où l’on voit que la quantité x'f (x) 4 - y'f 1 (y) -J- &c. est la fonction* prime relativement à t de la fonction J ( x , y , ç , qui est ici’
Donc , en général , si on désigne pa r p la distance rcctiiignc entre les corps M et N , et par P la force absolue d’attraction ou de répulsion que ces corps exercent l’iin sur l’autre , si on désigne de même par q la distance rectiligne errrr; deux autres corps du système , et par Q la force absolue d’attraction ou de répulsion entre ce^»ps , et ainsi de suite , en prenant les quantités P , Q , &e. , positivement lorsqu'elles tendent à augmenter les distances p, q , & c. , et négativement lorsqu’elles tendent à diminuer ces distances , et qu’on nomme u , v, &c. les vitesses des corps M, N, &c,,. l’équation précédente deviendra
Mu u’ -j- N v v 1 4 * &c. = P p' 4 ~ &c..
qui est également indépendante des conditions du système , mais qui renferme , comme l’on voit , les forces F, Q>, &c. d’attraction ou de répulsion mutuelle. . .
121. Enfin, si le? corps étaient en même temps attirés vers ces centres fixes ou repoussés de ces centres , la meme équation aurait encore lieu en prenant , par exemple , p pour la distance du corps ili à un centre
fixe , et P pour la force qui \ient de ce centre ; et ainsi des autres. Car, en peut déduire le cas des forces tendantes à des centres fixes , de celui des actions mutuelles des corps , en supposant que quelques-uns de tes corps deviennent immobiles , ce qui a lieu .lorsque leurs masses sont infinies ; mais , sans avoir recours à cette démonstration indirecte , il n’y a qu’à considérer que si le corps M , par exemple , éprouve l’action: d’une force P qui part d’un centre fixe dont la position soit déterminée par les coordonnées / , m , n , etdonr la distance à Msoltp , il en résultera ( n.° 206) dans les valeurs des quantités Mx" , My" , les termes
respectifs . p L f _ rr~ m ^ F ( * ~ Ai et par conséquent
dans la valeur de M(x'x" -fi- y'y-" -fi- ou de Muu'Jes termes
PI x — l)
p (. — „) fi
[ ( X — I y + (y — m y + ( 1 SjLzz J\ x r " 1 y 1 5 zz: .ILLà— . donc , les termes dont
; qtais p étant n y ] , on a
il s’agit se réduisent à P p'.
D’où l’on conclura , en général , que l’équation
Mu u 1 -fi- Nw' 4“ &c» = P p' "h Q.Ç 1 H - &c. a lieu pour un système quelconque de corps disposés ou liés entre eux d’une manière quelconque, et qui s’attirent ou se repoussenr réciproquement , ou sont attirés vers des centres fixes , ou repoussés par des forces quelconques P , Ç) , &c. , en nommant p , q, &c. les distances mutuelles des corps qui s’attirent ou se repoussent , ou leurs distances aux centres fixes d’attraction ou de répulsion , et prenant les quantités P , Q j &c. , positivement ou négativement , selon que ces forces seront répulsives ou attractives , parce que les premières tendent à augmenter les distancesp , q , &c. , et les secondes à les diminuer.
xii. Si les forces P , Q , &c. sont respectivement des fohetions quelconques des distances p, q, &c. , suivant lesquelles elles agissent , ce qu’on peut toujours supposer lorsque ces forces sont indépendantes les unes des autres , ou , en général , si les quantités P , Q , & c. sont des fonctions de p, q, &c. , telles que la quantité P p‘ . 4 - Q q 1 4~ &c.
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soir la fonction prime cTune fonction de p , q , Scc . , que nous désigneront par F(p, q l’équation primitive de l’équation ci-dessus sera
Mur -f- N v 1 -f- Scc. = /f -f- z F (p , q . . .)
K étant une constante arbitraire ; et , dans ce cas , les forces P , Q , 6c c. t qui agissent suivant les lignes p , q , &c. , seront représentées par les fonctions primes P (p), F' (q) , Scc.
■ Soient a , b , Scc. les valeurs de p , q , &c. dans un instant donné, et U, V , 6cc. % les vitesses de M , N , Scc. dans cet instant , l’équation précédente rapportée à ce meme instant , donnera
MU * + NV* + &c. = K -f z Fia, b...),
d’où l’on tire K = MU'- -J- N JS* + &c. — z F (a, b ...); donc , substituant cette valeur , on aura l’équation générale Mu 1 -f- N v ’ ri - &c. = FI U- -j- M V z + Scc. -f* 2 . F(p, q . . . ) — z F(a, b. .
Cette équation renferme le principe de la conservation des forces vives pris dans toute sa généralité. Elle fait voir que la force vive totale du système ne dépend *que des forces actives qui animent les corps , et de la position des cürps relativement aux centres de ces forces ; de sorte que si , dans deux instans , les corps se trouvent à mêmes distances de ces centres, la somme de leurs forces vives sera aussi la même.
J'entends par force s actives , les forces que les corps exercent les uns sur les autres, et dont l’effet est de changer leurs distances ou leurs positions respectives , comme les forces intrinsèques d’artracrion ou de répulsion , les forces des retsorts placés entre les corps , Scc. Au contraire , j’appelle /brccs passives les forces de résistance produites par les pressions des corps , les tensions des fils ou des verges , Scc. , et dont l’effet est de maintenir les corps dans une même position respective , et d’empêcher que les conditions du système ne soient violées. Ces forces passives ne contribuent en rien , comme l’cn voit , à la production de ia force vive ; les forces actives seules l’augmentent ou la diminuent. , comme elles feraient , si les corps , étant mus librement , partaient des mêmes points et arrivaient aux mêmes points, en décrivant des ligaes quelconques.
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113. Nous avons vu qae la loi du mouvement du centre de gravité , et celle des aires , sont indépendantes de l’action mutuelle des corps , quelle que soit cette action , soit qu’elle vienne des forces passives ou actives ; ainsi , à cet égard , ces deux lois ont une plus grande étendue que la loi de la conservation des forces vives , qui n'est indépendante que de l’action des forces passives, il résulte de la que cette derniere loi ne peut pas subsister, comme les deux premières , dans les cas où , par l’action mutuelle des corps , ou par la rencontre d’obstacles, il survient des changemens brusques dans leurs mouvc-inens , parce que ces changemens sont ou peuvent toujours être regardés comme l’effet des forces actives de ressorts placés entre les corps , ou en#re eux et les obstacles , et qui , en se contractant ou se dilatant très-peu, maintiennent la loi de continuité dans la variation des mouvemens. La force vive des corps qui subissent ainsi des changemens brusques , reçoit , à chacun de ces changemens, une augmentation ou une diminution égale à la force vive que l’action de ces ressorts produiraient si les corps n’étaient soumis qu’à cette action.
Ainsi , si les corps M , N, &c. viennent à se rencontrer , ou à rencontrer des obstacles, de manière qu’il en résulte des changemens brusques dans leurs mttuvemens , on pourra appliquer à ces corps , pendant leur action , quelque courre qu’elle puisse être , la formule du numéro précédent ; de sorte qu’en nommant U, V, &c. leurs vitesses au commencement de * Faction, u,v les vitesses à la fin de l’action , désignant de plus par
les valeurs des distances p , cj , &c. au commencement , et par a., (è, &c. leurs valeurs à la fin de la même action , on aura MU'+NV'+frc.— Mtf-T-Nv*— 6 cc.==iF{a,b'.,.)~ 1 F( a ; £...). Ce qui montre que la différence des forces vives , au commencement et à la fin de l’action ,* sera % F {a, b . . . ) — * F ( «. , jS . ... ) , où Fon remarquera que, quoique les quantités a,./ 3 , &c. diffèrent- très-peu des quantités a, b , 6 c c., la différence des fonctions semblables F {a, b...) er F {cl, @ . . . ) peut avoir une valeur finie quelconque.
114, Comme ces fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas déterminer , de cette manière , la variation de la force vive ; mais, dans les cas partieti îiers , on pourra la trouver d’après les conditions du problème.
Lorsque des corps se choquent, soir immédiatement, soit par l’entremise de leviers ou c!e machines quelconques, si les corps sont parfaitement élastiques , la compression et la restitution se font suivant la même loi , et l’action est censée durer jusqu’à ce que les corps soient revenus , par la restitution du ressort , à la même position respective où la compression a commencé. On aura donc pour ce cas , dans l’équation' précédente , a. = a , 3 = h , & c. , et par conséquent F ( a., jS . , . ) = F( a, b . . . ) ,* d’où il suit que la force vive sera la même avant et après le choc ; ce qu’on sait depuis long- temps , mais dont on n’avait pas, que je sache, une démonstration simple et générale.
Au contraire, dans le choc des corps durs, l’action n’est censée durer que jusqu’à ce que les corps aient acquis des vitesses en vertu desquelles ils ne se nuisent plus , et qui , par conséquent , ne produisent point d’action entre eux. Ainsi , l’etTet de ces vitesses sur l’action mutuelle des corps étant nul, si on leur imprimait ces mêmes vitesses avant l’action f elle serait la même en vertu des vitesses composées de celles-ci et des vitesses propres des corps. Donc , elle serait encore la même , si les vitesses imprimées étaient égales et directement contraires à celles dont nous parlons , car l’action ne varierait pas , en supposant qu’on détruisît ces vitesses imprimées , par des vitesses opposées.
Il s’ensuit de là que , dans le choc des corps durs, les vitesses u , v, & c. , après le choc , doivent être telles que, si on imprime aux corps AI, N, &c. •
ces mêmes vitesses en sens contraire , l’équation AI U 1 + N V z + &c. —
Ain 1 — N v 1 — &c. = x F {a , b . . ) — iF(«,$..)du numéro précédent subsiste également. Or , les termes qui en composent le second membre , ne dépendant que de l’action mutuelle des corps, demeurent nécessairement les mêmes ; donc la valeur de Al U x -f- N F” 1 + &c. —
AI u z — À r v" — &c. , ne changera pas en composant lés vitesses U , V, &c. et les vitesses u , v , &c. avec les vitesses — u , — v , & c. Si donc on nomme A la vitesse composée de U et de — u , B la vitesse composée de V et de — v, &c. , on aura l'équation AI U 1 -j-.N V'- + &c. — M u r — N v~ — &c . = AI A 1 -}- N B 1 -j- &c. , puisque les vitesses composées u — u , v — v, &c, sont nullcs.
Gemme U, V, &c. sont les vitesses avant le choc, et //, v les vitesses
après
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. i 7 j après le choc , il est clair que A , B , & c. seront les vitesses perdues par le choc ; par conséquent , M A} -J- N B* -f- Sec. sera la force vive qui résulterait de ces vitesses ; d’où l’on tire cette conclusion : que , dans le choc des corps durs , il se fait une perte de forces vives égale à ia force vive que les mêmes corps auraient s’ils étaient animés chacun de la vitesse qu’il perd dans le choc. Ce théorème remarquable est dû , je crois, à Carnot , qui l’a trouvé d’une autre manière dans son Essai sur les machines en général ; il est utile pour compléter l’équation des forces vives , dans les cas où il se fait une perte de ces forces par le choc.
nj. Dans l’équation du n.° m
Mu u' - 1 - Nvv 1 -j- &c. = P p' -j- Qq 1 + &c. , les quantités p , q , &c. désignent les distances rectiligues des points où les forces P , Q , &c. sont appliquées, aux centres de ces forces; ainsi , les quantités p‘ , q' , Sec. expriment les vitesses de ces points suivant les directions de ces mêmes forces, et comme les quantités p, q , &c.n’enrrent point dans l’équation , il s’ensuit qu’elle a toujours lieu , quelles que soient les forces P, Q, & c. , soit qu’elles tendent à des poiors donnés ou non, pourvu que l’on prenne pour p',q' , Sec. les vitesses respectives des points où ces forces sont appliquées suivant les directions mêmes des forces.
Si les forces P, Q , &c. étaient en équilibre, la quantité Pp' -j- Qq' -f- Sec. serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (n.° z i o ) : ainsi l’équation précédente montre ce que cette quantité devient lorsque les forces produisent du mouvement ; et l’on voit qu’elle est alors égale à la fonction prime de la moitié de la force vive de tous les corps du système , quelle que soit d’ailleurs la disposition et la liaison mutuelle de ces corps.
Donc si , dans un instant quelconque , les forces qui agissent sur le système viennent à se contre-balancer , la fonction primd de la force vive sera alors nulle, et par conséquent, la force vive sera un maximum ou un minimum ( n° 1 31 ). En général , de toutes les situations que le système peut prendre , celle où il serait en équilibre , est aussi celle où sa force vive serait un maximum ou minimum , s’il était en mouvement ; et il est démontré que l’équilibre sera stable lorsque la force vive sera un maximum , et qu’il ne le sera pas , lorsque la force vive sera un minimum. ^
Mm
174 TI-IÉORIE
Mais la démonstration de cette propriété singulière de l’équilibre ne peut pas ctre insérée ici. V oye^ la Mécanique analytique.
xrS". Puisque les quantités p', q ' , & c. n’expriment que les vitesses des points où sont appliquées les forces F , Q , &c. , estimées suivant la direction de ces forces, on peut prendre pour p,q, 8 tc. les espaces simultanés parcourus par ces points , suivant ces directions. Ainsi P p 1 sera la fonction prime de l’aire de la courbe dont l’abscisse serait égale à p et l’ordonnée rectangle serait P et de même Qq 1 sera la fonction prime de l’aire de la courbe dont l’abscisse sera q et l’ordonnée Q; et ainsi des autres ( n. c 1 35 ). Donc , si on désigne respectivement ces aires par (F), ( Q), &c. , et qu’on prenne les fonctions primitives des deux membres de l’équation dont it s’agit ( n 0 prie. ) , on aura , en multipliant par 2 et nommant U, V les vitesses de M, N, & c. lorsque les aires ( F ) , ( Q ) , &c. sont supposées commencer :
Mu* -\*Nv' -f- &c. — MU 1 — NV 1 — &c.=i= 1 (F) + i( Q) -f- &c.
Cette équarion est la même que celle du n.° 221 , qui renferme le principe de la conservation des forces vives ; mais elle est présentée ici d’une manière indépendante des fonctions qui peuvent représenter les forces P, Q, &c.
Si on suppose que ces forces agissent chacune séparément sur des corps libres dont les masses soient m, n, & c. , on aura, par les équationsfondamentales du n.° 199 , mp' , =: P , nq" = Q, & c. ; donc , multipliant respectivement par 2 p ' , 2 q 1 & c. , et prenant les fonctions primitives r on aura mp)' m = a + 2 (F), nef 1 = b + 1 ( Q), et ainsi des autres , a et b érant des constantes arbitraires. Donc, si on suppose , pour plus de simplicité , que les vitesses p 1 , q 1 , &c. soient nulles, lorsque les aires (F) , ( Q ), &c. commencent , on aura a = o , b = o , & c.; et par conséquent
mp n == 2 ( F ) nf = 2 (Q), &c. ,
où l’on voit que mp lz , n q 1 ' , &c. sont les forces vives produites séparément et librement par les forces F , Q , &c. pendant la génération des aires ( P ) , ( Q ) , &c. ; de sorte que ces aires elles-mêmes sont égales à h» moitié des forces vives produites.
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. lyj
Donc , lorsque ces forces agissent sur des corps liés entre eux d’une manière quelconque , elles produisent , dans tout le système , une augmentation de force vive égale à la somme des forces vives que chaque force produirait en particulier si elle agissait seule sur un corps libre , et qu’elle lui fît parcourir , suivant sa direction ,• un espace égal à celui qtie le corps parcourt réellement , suivant la même direction. C’est proprement ce qui constitue le principe de la conservation des forces vives.
xiy. Cette loi des forces vives est d’une grande importance dans la théorie des machines. L’objet général des machines est de transmettre l’action des puissances motrices , de la manière la plus propre à vaincre les résistances qui s’opposent au mouvement qu’on veut produire. Ces résistances n’étant que des forces qui agissent dans un sens contraire a celui des puissances , on peut les regarder et traiter comme des puissances négatives. Ainsi , dans une machine quelconque en mouvement , l’augmentation de la force vive totale est toujours égale à la somme des forces vives que les puissances auraient produites , moins la somme de celles qui auraient pu être produites par les résistances , si les points sur lesquels . ces forces agissent s’étaient mus librement*
On peut réduire à la gravité et aux ressorts presque toutes les forces dont nous pouvons disposer. Un poids P , en descendant librement d’une hauteur h, acquiert une force vive égale à a Ph; car , dans ce cas, la force P étant constante, l’air ( P ) est égale au produit de l’ordonnée P par l’abscisse h(n,° 2x6). Ainsi, lorsqu'on a à sa disposition une chute verticale h d’un pui^fc P f on peut dépenser une force vive égale à a P h, laquelle peut être employée da»s une machine comme puissance ou comme résistance. Un ressort bandé , produit, en se débandant librement , une force vive qui dépend de la force du ressort et de l’espace par lequel le ressort peut se débander , et qui est égale au double défaire (P) (n/ 2x6). Donc , si on a à sa disposition un ressort bandé jusqu’il un certain point , et qui puisse se débander par un espace donné , on est le maître de dépenser une force vive donnée et de l’employer dans une machine quelconque. Ainsi , on peut dire qu’une chute d'eau , dont la quantité et la hauteur sont données; qu’une quantité donnée de charbon, eu tant qu’elle peut
T H É O R I E , Sic:
être employée à vaporiser une quantité donnée d’eau ; qu’une quantité donnée de poudre à canon ; qu’une journée de travail d’un animal donné , &c. renferment une quantité déterminée de force vive , dont oa peut disposer , mais qu’on ne saurait augmenter paraucun moyen mécanique.
On peut donc toujours regarder une machine comme destinée à détruire une quantité donnée de force vis e en consumant une autre force vive donnée. Et il suit du principe général , que la force vive des puissances motrices doit surpasser celle des résistances , de la quantité dont la force vive totale de tous les corps qui se meuvent eu vertu de ces forces augmente pendant que ces mêmes forces vives se consument; et s’il arrivait des changemens brusques dans leurs mouvemens, il y faudrait ajouter la somme des forces vives qui résulteraient des vitesses perdues dans les choes ( n.° 22^. ).
On peut calculer de cette manière l’effet de toute machine , et déterminer les conditions nécessaires pour que cet effet devienne le plus grand qu’il est possible , relativement aux circonstances de la machine donnée.
atS. Je ne m’étends pas davantage sur les applications a la mécanique*, et je ne m’arrêterai pas à résoudre des problèmes particuliers. Comme mon dessein n’est pas de donner un Traité de mécanique, je me contente d’avoir déduit de la théorie des fonctions * les principes et les équations fondamentales du mouvement , qu’on ne démontre ordinairement que par la considération des infiniment petits. Je m’étais proposé de montrer , dans une troisième partie, la correspondance du calcul différentiel avec la théorie des fonctions, et d’y faire voir principalement que lata^thode des infiniment petits n’est qu’un instrument ingénieur fondé sur cette théorie , et destiné abréger les opérations qui en dépendent ; mais comme ces rapprochemens .'ne sont pas difficiles, pour ne point trop grossir cet Ouvrage, je les fi laisse à foire à ceux de mes lecteurs qui possèdent le calcul différentiel ; et d’ailleurs- , je si’en crois dispensé par le nouveau Traité du calcul différentiel de Lacroix , où ce calcul est présenté sous tous ses points de.
(lie , et développé avec tour le détail qu’on geur désirer.
: v fin : ..
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