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CHAPITRE PREMIER
DES LIEUX IMAGINAraES DO.NT IL SERA QUESTION DANS CET OUVRAGE
1 . Les solutions imaginaires d'une équation indéterminée sont infiniment plus nombreuses que les solutions réelles de la même équation.
Une équation f {x, y) == 0, ne contenant qu'une variable indépendante, ne l'ournit qu'un nombre limité de suites de solutions réelles, embrassant des espaces plus ou moins étendus entre -\-(X) et — oc , soit par rapport à x, soit par rapport ky ; mais si, dans la même équation, on remplace x par
et y par
comme on n'aura entre les quatre variables a, ,^, a', fi' que deux rela-" lions, provenant de la décomposition du premier membre de l'équation
en ses deux parties réelle et imaginaire, l'indétermination deviendra
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double, de sorte que deux des quatre nouvelles variables pourront être regardées comme indépendantes.
De même, dans une équation f{x, rj, z) = 0, l'indétermination n'est que double tant qu'on n'en considère que les solutions réelles, et devient quadruple lorsqu'il s'agit des solutions imaginaires.
2. On pourrait donc étendre considérablement le champ d'une équation indéterminée, en s'habituant à en étudier les solutions imaginaires aussi bien que les solutions réelles; on les classerait d'abord afin d'y réduire l'indétermination au même ordre que celle des solutions réelles de la même équation, et si l'on pouvait ensuite attacher à des choses réelles et sensibles la représentation sous forme imaginaire, il est clair qu'on serait parvenu à exprimer, sous une même formule, d'abord la loi principale et caractéristique observée par les variables réelles, et, en outre, une infinité d'autres lois analogues à la première.
Ainsi, l'emploi des formes négatives aurait permis de condenser dans une même formule l'expression des lois correspondant aux différentes phases d'un même phénomène, et l'emploi des formes imaginaires permettrait d'y lire encore l'expression' des lois d'une infinité de phénomènes analogues au premier.
Une équation à deux variables pourrait représenter une courbe réelle et une infinité de courbes imaginaires; une équation à trois variables représenterait une surface réelle et une infinité d'infinités de surfaces imaginaires. On conservera, par abréviation, la qualification d'imaginaires aux courbes et surfaces fournies par les solutions imaginaires des équations étudiées, mais elles seront parfaitement réelles, les coordonnées de chacun de leurs points n'étant construites qu'après avoir été préalablement débarrassées du signe de l'imaginarité.
5. La réalisation du plan qui vient d'être indiqué nécessite la solution de deux questions préalables : comment classera-t-on les solutions imaginaires d'une équation à deux ou à trois variables; et comment ensuite construira-t-on le point correspondant à chaque solution imaginaire? Car en résolvant arbitrairement ces deux questions, on pourrait associer au lieu géométrique représenté réellement tous les lieux imaginaires que l'on voudrait et qui n'auraient avec le premier aucune propriété commune, présentant quelque intérêt.
Avant tout, il faudra que les lieux imaginaires, associés au lieu réel, restent les mêmes quels que soient les axes auxquels le lieu réel vienne à être rapporté; c'est-à-dire que les coordonnées réelles de chaque point imaginaire devront se former des parties réelles et imaginaires de ses coordonnées imaginaires, suivant une loi telle que ce point se retrouve toujours à la même place sur le plan ou dans l'espace, soit qu'on le construise par rapport aux anciens axes, au moyen de ses coordonnées fournies par l'équation proposée, soit qu'on le construise par rapport à un nouveau système quelconque d'axes, au moyen de ses nouvelles coordonnées composées des anciennes, d'après les formules
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propres à passer de l'un des systèmes d'axes à l'autre, pour un point réel.
Cette question étant supposée résolue, il faudra en second lieu que les lieux imaginaires associés au lieu réel étant définis et construits, on puisse les étudier aussi bien dans l'équation qui les représentera imaginairement que dans celles qui les représenteraient réellement; il faudra que les mêmes questions posées par rapport au lieu réel ou par rapport à l'un quelconque des lieux imaginaires représentés par la même équation, puissent être résolues au moyen des mômes calculs, de façon que pour passer de l'un des lieux aux autres, il n'y ait jamais qu'à substituer, dans les résultats obtenus, des coordonnées imaginaires à des coordonnées réelles, et non pas, ce qui est bien différent, de certaines fonctions, plus ou moins faciles à découvrir, des paramètres des lieux imaginaires à des fonctions analogues dés paramètres du lieu réel, comme on l'avait fait jusqu'ici dans toutes les tentatives de géométrie comparée, comme on fait, par exemple, lorsque, pour passer de l'ellipse à l'hyperbole, on remplace, dans les résultats, le carré de l'un des axes de la première courbe par le carré affecté du signe moins de l'axe non transverse de la seconde.
L'être géométrique alors ne serait plus, comme dans l'antiquité, une branche ou nappe de courbe ou de surface, jouissant dans toute son étendue, et sans aucune modiOcation quelconque, de propriétés absolument identiques ; ni, comme dans la géométrie moderne, un assemblage de plusieurs branches ou nappes dont les points jouiraient de propriétés pareilles, à la différence près de quelques changements de sens ou de direction; mais une courbe ou surface, lieu principal dans la question qui en aurait fourni l'équation, accompagné d'une intinité d'autres lieux secondaires, jouissant de propriétés analogues, et qui se substitueraient au lieu réel toutes les fois qu'il ne pourrait plus fournir les solutions déterminées des problèmes qu'on se serait proposé de résoudre.
Il est clair au reste que les deux questions, bien qu'elles puissent être posées séparément, devront être résolues simultanément, en quelque sorte l'une pour l'autre ; il eût été effectivement impossible de les séparer à l'origine : toutefois nous pourrons nous borner ici 'à donner successivement la solution de chacune d'elles, sauf à vériGer ensuite que ces deux solutions concourent bien au but proposé.
Nous nous occuperons d'abord des équations à deux variables, c'està-dire des lieux plans.
Des courbes imagitiaires.
4. Mettons de côté, pour un moment, la question de construction : la suite de solutions imaginaires de l'équation proposée, qui devra présenter le plus d'intérêt et fournir le lieu le plus analogue au lieu réel, sera évidemment celle qui comprendrait toutes les valeurs réelles de x, auxquelles correspondraient des valeurs imaginaires de y. De toutes les suites de solutions imaginaires de l'équation proposée, ce sera celle
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qui s'éloignera le moins de la suite des solutions réelles de la même équation.
Mais cette première idée en suggère immédiatement une autre : si la seconde question, qui doit nous occuper bientôt, peut être résolue, si l'on peut trouver, pour construire le point correspondant à un système de valeurs imaginaires de x et de y, une règle qui fournisse toujours le même point pour la même solution, transformée en raison d'un changement d'axes, à chaque système d'axes correspondra une suite de solutions imaginaires, par rapport à y seulement, présentant tout autant d'intérêt que la première.
En conséquence, on réunira dans une même suite toutes les solutions imaginaires de l'équation proposée qui pourraient devenir en même temps réelles par rapport à x, moyennant un changement d'axes convenable.
Ainsi se trouvent définies toutes les suites de solutions imaginaires de l'équation proposée qui fourniront les différents lieux imaginaires que nous considérerons comme représentés par cette équation.
S. Il est facile de découvrir le caractère analytique commun à toutes les solutions qui formeront une même suite; et ce caractère étant connu, la transformation préalable de coordonnées deviendra superflue, on pourra rechercher toutes ces solutions dans l'équation proposée ellemême, en sorte qu'il ne restera plus qu'à construire le point représenté par chacune d'elles.
Soient
les coordonnées d'un point imaginaire : une transformation d'axes les
changera en
a;' = mx A^ ny ■= m'x -\- na' -f- (m^ -|- nfi') y — 1,
y = rdx -\- n'y = m'a -f- w'«' + {^'^ + «T^') V— 1 î
m la nouvelle abscisse du point considéré serait donc réelle si — se trou-
vait égal à — ^. On voit que, quelles que soient les équations qu'on ait
l'intention de traiter, ensemble ou séparément, une même transformation de coordonnées pourra rendre en même temps réelles les abscisses de tous les points représentés par celles de leurs solutions dans lesquelles le rapport des parties imaginaires de y et de x aurait la même valeur.
Chacun des lieux imaginaires que nous nous proposons d'étudier, concurremment avec le lieu réel représenté par une équation quelconque, sera donc fourni par les solutions de cette équation où le rapport des parties imaginaires de // et de x aurait la même valeur.
Nous désignerons habituellement ce rapport par la lettre C, et nous lui donnerons le nom de caractéristique du lieu imaginaire correspondant, qui lui-même, lorsqu'il aura été construit, prendra le nom de conjuguée du lieu réel.
Les caractéristiques d'un même lieu imaginaire rapporté successivement à deux systèmes d'axes différents, sont liées par une relation qu'il sera utile de connaître.
Les formules de transformation
x' sin XY -\-y' un Y'Y
^"" sinYX
et
x' sin X'X -\- y sin Y'X ^ sin YX
donnent, pour la solution x = a-}-fiv^ — 1» y^=^' -\-^^^ — ^ qui correspond à la solution
et
d'où
^ fit (sin X'X -F G' sin Y-X) ^ sin YX
fi, (sin XT -1- G' sin Y'Y)
SinYX sin X'X + G' sin Y'X
sin X'Y + G' sin Y'Y '
équation que l'on peut mettre sous la forme
GC' sin Y'Y -f- C sin X'Y — G' sin Y'X — sin X'X = 0.
6. Il suffirait de changer convenablement la direction de l'axe des y pour rendre réelles par rapport à x telles solutions que l'on voudrait,
fi' oîi - aurait la même valeur; en effet, des solutions actuellement réelles
par rapport à x resteraient telles, quelque nouvelle direction qu'on donnât à l'axe des x sans changer celle de l'axe des y, puisque la nouvelle abscisse ne dépendrait que de l'ancienne.
Si l'on ne fait varier que l'axe des y, la relation précédente se simplifie : elle devient
CG' sin Y'Y + G sin XY — G' sin Y'X = 0.
On peut tirer de cette équation une relation entre la caractéristique du lieu imaginaire qu'on veut considérer et la direction qu'il faudrait donner à l'axe des y, pour rendre ses abscisses réelles.
C étant la caractéristique du lieu, si ses abscisses sont devenues réelles, G' est inûni et la relation précédente se réduit à
C sin T'Y = sin Y'X, ou
sin Y'X
sin Y'Y
C'est-à-dire, que la caractéristique de chaque conjuguée est le coefficient angulaire de la direction qu'il faudrait donnera l'axe des y, pour rendre ses abscisses réelles.
. 7. Arrivons maintenant à la construction du point représenté par chaque solution imaginaire.
Toute équation pouvant être théoriquement considérée comme décomposable en équations du second degré par rapport à la variable dépendante, et toute conjuguée pouvant, d'un autre côté, être ramenée à avoir ses abscisses réelles : la marche à suivre consistait à choisir d'abord un mode convenable de construction de la conjuguée à abscisses réelles de la courbe représentée par une équation du second degré en y
et, ce mode de construction adopté, à voir ensuite quelle serait la règle à suivre pour retrouver la même conjuguée à l'aide des coordonnées imaginaires nouvelles de ses différents points, fournies par l'équation du même lieu, transformée à la suite d'un changement quelconque d'axes.
Or il paraissait naturel, pour prolonger la courbe
dans les intervalles où ^{x) se trouvait négatif, de lui associer la courbe
de façon que toute parallèle à l'axe des y coupant toujours en deux points soit la courbe réelle, soit sa conjuguée à abscisses réelles, elles occupassent à elles deux tout l'espace compris dea^= — oo àa; = -(-ao.
Cette règle s'étend sans difficultés à une équation de degré quelconque.
La conjuguée à abscisses réelles de la courbe représentée par une équation
f{x,y) = Q, c'est-à-dire la conjuguée fournie par les solutions de la forme
de cette équation, s'obtiendra en substituant à chacune de ces solutions le système de valeurs
de sorte que si l'équation proposée e'st de degré m en y, toute droite parallèle à l'axe des y coupera toujours en m points soit la courbe réelle, soit sa conjuguée à abscisses réelles."
8. Ces règles posées, il reste, comme nous l'avons dit, à voir comment la conjuguée, qui vient d'être définie, pourra être construite, par rapport à un nouveau système d'axes, au moyen des solutions qui lui correspondront dans l'équation nouvelle du lieu, solutions qui d'ailleurs ne devront être que les transformées de celles qui la fournissaient précédemment.
Or soient généralement
X=ra-f [A y— 1,
les coordonnées d'un point imaginaire quelconque : une transformation de coordonnées les changera en
x = mx -\- ny =. mai -\- na -\- {mp -\- n^') \—l, y' = m'x -f- n'y = m'a -f- n'ot! -\- (m',3 -\- n'p') yj — I ;
et il est évident que si dans les anciennes, aussi bien que dans les nouvelles coordonnées, on remplace y — 1 par 1, et qu'on construise, par rapport aux deux systèmes d'axes, d'une part le point
et de l'autre le point
x' = ma. -f- na' -j- (m^ -\- w^'), y' = m'a -\- nV -f (w'^ -f- n^'},
ces deux points coïncideront.
On peut donc adopter la règle qui vient d'être énoncée ; elle revient
à regarder yj — 1 comme un signe caractéristique de la nature de la grandeur représentée, mais qui ne saurait en modifier l'étendue.
On peut concevoir celte règle sous un autre point de vue : si l'on imagine menées de l'origine les lignes qui aboutiraient aux points [a, a'] et [fi, ^'] dans l'ancien système d'axes, ou aux points [ma -{- na', m'a.-\-n'(x] et [7n^-\-n'^', 7n<^-\-îi'^'] dans le nouveau, les deux premières coïncideront avec les deux dernières; d'un autre côté, on pourrait se rendre de l'origine au point [xy] ou [x'y'], en décrivant la ligne brisée dont les côtés seraient égaux et parallèles aux lignes qui joindraient l'origine aux points [a, a] et [,ft, ^'] ou [ma -\- net, m'a-)- n'a'] et [m[i-|-n^', m'^-\-n&']; on aurait dans les deux cas décrit la même ligne, brisée au même point.
Or, ^ restant constant le long d'un même lieu imaginaire, le second r côté de la ligne brisée conserverait une direction parallèle à celle qu'il faudrait donner à l'axe des y pour rendre réelles les abscisses de tous les points de ce lieu.
Cela posé, dans le cas où l'équation considérée aurait ses coefficients réels, à la solution
il en correspondrait une autre
X = a — ^ y/ — i , y = a' — |à' sj^^l,
appartenant à la même suite, c'est-à-dire que les deux points
[a-t-^v/— ï, «' + ^'V"— ï] et [a — ^v^. a— p'v/"^]
appartiendraient à un même lieu imaginaire ; or les seconds côtés des deux lignes brisées qui mèneraient de l'origine à ces deux points, seraient égaux et opposés ; ce seraient les moitiés d'une corde du lieu, menée parallèlement à la direction qu'il faudrait donner à l'axe des y pour rendre ses abscisses réelles, et le point [a, a'] où les deux lignes se briseraient serait le milieu de cette corde : ce serait donc un point du diamètre du lieu considéré, correspondant aux cordes parallèles à la direction qu'il faudrait doijner à l'axe des y pour rendre ses abscisses réelles. Ainsi la construction d'une conjuguée devenue quelconque, par suite d'un changement d'axes, est entièrement calquée sur la construction de cette même conjuguée dans le système d'axes où ses abscisses sont réelles. •
Du caractère obligatoire des règles précédentes.
9. Je n'avais dans l'origine aucune opinion exclusive à l'égard de la représentation des imaginaires : ce qui est bon et utile me paraissant se justifier suffisamment par cela même.
Toutefois la seconde des règles que j'ai adoptées ayant autrefois donné lieu à des critiques, je ne crois pas inutile d'établir que seule elle pouvait remplir la condition fondamentale de conserver au pointreprésentatif d'une solution imaginaire une position fixe sur le plan du tableau, quelque transformation d'axes qu'on dût faire subir à l'équation du lieu.
Cette démonstration ne servira pas seulement à imprimer un nouveau caractère de certitude à la méthode ; en fermant le champ des hypothèses, en matière de représentation des imaginaires, elle enlèvera en même temps tout prétexte à la critique.
La question est celle-ci :
En supposant qu'on veuille figurer une solution imaginaire
d'une équation
par un point du plan, quelles fonctions de a, ^, a' et V, faudra-t-il choisir pour former les coordonnées réelles de ce point, si l'on s'impose la condition que la position de ce point ne change pas quelque transformation d'axes qu'on fasse intervenir?
En premier lieu, si l'abscisse x^ du point est représentée par
son ordonnée devra l'être par
sans quoi l'échange des deux axes de coordonnées ne laisserait pas à la même place le point représentatif de la solution.
D'un autre côté, si l'on transporte l'axe des y parallèlement à luimême à une distance a, la solution
deviendra
les nouvelles coordonnées du point représentatif de la solution deviendront donc
et, pour que ce point ait conservé la même position, il faudra que
et que
cp (a, P', a -f a, ^) = cp (a, f>', a, P),
quel que soit a.
Ces conditions exigent évidemment d'abord que y^ ne contienne pas a et, par suite, que Xj soit de même indépendant de a' ; en second lieu que Xi se compose de a et d'une fonction de p et f>', et, par suite, que r/i se compose de a' et de la même fonction de ^' et p.
Ainsi déjà, Xi et y^ seront nécessairement exprimés,
x, par a + ç (^, |i% et
^1 par a' + ? (|â', p).
Rapportons maintenant le lieu au même axe des a? et à un nouvel axe d'ordonnées faisant avec l'ancien axe des x l'angle supplémentaire de l'ancien angle des axes ; les formules de transformation seront
y' = y et x' = x-{- 1y cos 6, de sorte que la solution
sera devenue
x' = a+2a'cose + (|i-f-2^'cos6)v/— 1, y' = ^'.-\-^' sf^X,
et que, par suite, les coordonnées du point représentatif auront dû prendre les valeurs
x\ = <f\- 2a' cos 6 4- 9 (p -f- 2^' cos 6, p') et
y'i = «' + f(^',^ + 2fi'cos6).
Mais, d'un autre côté, elles auront dû devenir
■ ^'i = « + ? (P; ^').+ 2 COS 6 [a' + cp (^', ^)]
et
? (^', ^) devrait donc être égal à ç ([i', p-|-2p' cos6), quels que fussent p, ^' et 6. Cette condition exige évidemment que y^ ne dépende pas de [â et, par suite, que ic^ ne dépende pas de ^' : j?, et î/i se trouveraient donc réduits,
^iàa + cp(P) et î/ià a' 4- çp (^');
mais l'homogénéité exige que x^ et y^ soient des fonctions linéaires de a, P, a' et ^' : par conséquent la seule forme admissible serait
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Jf 1 = a -f- A-,^ et ^j = a' -[- A"?'»
A- désignant une constante numérique.
Il est bien certain que rien ne s'opposerait absolument à ce qu'on donnât à la constante k une valeur différente de 1 ; cela reviendrait à
voir dans y — 1 à la fois un signe et un nombre, tandis que nous n'y avons vu qu'un signe ; mais d'abord la multiplication, dans un rapport quelconque , des parties imaginaires des deux coordonnées x et y n'aurait aucun avantage quelconque ; en second lieu, cette transformation purement arbitraire romprait fort inutilement la continuité entre la courbe réelle et ses conjuguées; enfin, si l'on voulait considérer la courbe
y = o{x)±k v'— •! {x) comme conjuguée de la courbe
y =o{x)± Vj' {x), il faudrait, par les mêmes motifs, regarder la courbe
y = f{x)±k^ yff^) comme conjuguée de la courbe
ce qui détruirait la réciprocité entre deux courbes conjuguées.
On voit donc que la règle, que j'ai proposée, de représenter la solution
par le point
n'offrait rien d'arbitraire, qu'elle tient à la nature des choses et qu'il serait impossible de s'y soustraire.
En résumé, les lieux imaginaires que nous nous proposons d'étudier, que nous associons à chaque lieu réel et que nous regardons comme représentés aussi bien que lui par son équation, sont toutes les courbes que l'on obtiendrait en prenant les solutions de l'équation proposée, où le rapport des parties imaginaires de y et de x serait une constante arbitraire C, et construisant, pour chaque solution, le point qui aurait pour coordonnées les mêmes valeurs de jp et de y dans lesquelles on
aurait remplacé y/ — Iparl.
10. On voit par ce qui précède que les ordonnées, l'une réelle, l'autre imaginaire, d'une courbe réelle et de l'une de ses conjuguées, rapportées à un système convenable d'axes, pourront toujours être
considérées comme formant une seule et même fonction d'une même abscisse réelle, variable seulement dans des intervalles contraires, pour la courbe réelle et sa conjuguée.
C'est de cette quasi-identité algébrique que naîtront toutes les analogies remarquables que présenteront les deux lieux.
11. D'un autre côté, en ce qui concerne les recherches purement analytiques, la marche que nous avons proposée aura l'avantage considérable de substituer l'étude d'une fonction imaginaire d'une variable réelle à celle, bien plus compliquée, d'une fonction imaginaire d'une variable imaginaire. A la vérité cette substitution paraîtrait exiger celle d'axes mobiles à des axes fixes, mais, en fait, on n'a jamais à effectuer la transformation ; il suffit toujours de la supposer faite.
CONSTRUCTION PAR POINTS DES CONJUGDÉES
12. On peut, pour discuter et construire une des conjuguées d'une courbe, soit rendre ses abscisses réelles en donnant à l'axe des y une nouvelle direction convenable et faire ensuite passer x par toutes les valeurs réelles, dans la nouvelle équation ; soit calculer et construire les coordonnées des rencontres imaginaires de la courbe proposée avec des droites réefles ayant pour coefficient angulaire la caractéristique de la conjuguée qu'on veut obtenir.
L'équation y = Car-|-«^, en effet, n'admet de solutions que du système C, car, pour que
X = a -j- ? V— 1 et y
y satisfassent, il faut que
a' = Cx-\-d et
d'où
Au reste les équations
a' = Ga + </ et
ajoutées, donnent
a'-f^' = C(a + ^)4-rf.
ce qui montre que le point corrrespondant à une solution imaginaire de l'équation
y = Cx -]- d
appartient à la droite réelle représentée par cette même équation.
15. Ces mêmes faits pouvaient être aperçus d'une autre manière, car les points de la conjuguée G d'un lieu devant être fournis par les solutions réelles par rapport à x de l'équation nouvelle de ce lieu rapporté au même axe des a; et à un nouvel axe d'ordonnées parallèle à la direction
y = Cx,
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c'esl-à-dire par les solutions communes à l'équation nouvelle du lieu et à l'équation générale,
dans le nouveau système, des parallèles au nouvel axe des y, ces mêmes points devaient s'obtenir aussi au moyen des solutions communes à l'équation primitive du lieu et à l'équation générale
y = Cx -]- d »
de ces mêmes parallèles, dans l'ancien système.
D'ailleurs, le point correspondant à l'une des solutioiis dont il s'agit, se trouvant sur l'une des droites
devait par cela même se trouver sur la droite représentée, dans l'ancien système, par l'équation correspondante
y = Cx-{- d.
14. L'un des buts que nous nous proposons est d'arriver à construire les conjuguées aussi bien que le lieu réel. Les théories qui vont suivre nous en donneront les moyens, mais nous pouvons déjà remarquer qu'il suffira presque toujours d'avoir construit avec soin la courbe réelle pour se faire une idée générale de la distribution de ses conjuguées, et même de la figure de chacune d'elles. Il ne s'agira, en effet, pour cela, que d'appliquer les remarques suivantes dont l'évidence dispense de toute démonstration.
Si des parallèles menées dans le plan de la courbe réelle ne la coupent pas toutes en autant de points qu'il y a d'unités dans le degré de son équation, il existera nécessairement une conjuguée ayant pour caractéristique le coefficient angulaire commun de ces parallèles, et les rencontres tant avec cette conjuguée qu'avec la courbe réelle devront être, pour chaque parallèle (sauf le cas où elles auraient une des directions asymptotiques), en nombre égal au degré de l'équation.
Si l'on peut mener à la courbe réelle des tangentes parallèles à la direction qu'il faudrait donner à l'axe des y pour rendre réelles les abscisses d'une conjuguée, cette conjuguée passera évidemment par les points de contact de ces tangentes; elle sera elle-même tangente en ces points à la courbe réelle, et les deux courbes y auront leurs concavités tournées en sens contraires. La courbe réelle est donc l'enveloppe de ses conjuguées, ou, du moins,. d'une partie de ses conjuguées.
Si toutes les droites imaginables, menées, dans le plan de la courbe réelle, parallèlement aux rayons d'un secteur circulaire, coupent toujours cette courbe en autant de points qu'il y a d'unités dans le degré de son équation, la courbe n'aura pas de conjuguées dont les caractéristiques soient comprises entre les coefficients angulaires des rayons
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extrêmes de ce secteur. Si l'on ne peut pas mener de tangentes à la courbe réelle parallèlement à une direction donnée, et que cependant les parallèles à cette direction la coupent en un nombre de points moindre que le degré de son équation, il existera une conjuguée ayant pour caractéristique le coefficient angulaire de la direction considérée, mais cette conjuguée ne touchera pas la courbe réelle.
Les courbes imaginaires représentées par une même équation, soit qu'elles touchent ou ne touchent pas la courbe réelle, peuvent avoir une seconde enveloppe, nécessairement imaginaire, qui sera déterminée plus tard.
Nous désignerons habituellement les droites parallèles à la direction î/= Ca; sous le nom de cordes réelles de la conjuguée C.
Extension de la méthode aux équations algébriques à coefficients imaginaires et aux équations transcendantes.
li>. Nous.supposions implicitement, dans ce qui précède, non-seulement que l'équation proposée eût ses coefficients réels, mais encore représentât un lieu réel. Ces restrictions doivent être abandonnées.
Pour nous une équation
à coefficients réels ou imaginaires, représente, par ses solutions de la forme
réalisées par
une infinité de courbes imaginaires, dont chacune est déterminée par la valeur de C. Les points de la courbe réelle, si elle existe, se trouvant répartis sur les conjuguées, le lieu complet pourrait même être regardé comme ne se composant en réalité que de ses conjuguées.
16. Si la courbe réelle fait défaut, elle sera généralement suppléée dans sa fonction de lien entre les conjuguées par une autre enveloppe imaginaire; mais les conjuguées, outre cette enveloppe imaginaire, ont encore, dans ce cas, une sorte d'enveloppe réelle composée des points dont les coordonnées réelles peuvent satisfaire à l'équation du lieu; car chacun d'entre eux pouvant être considéré comme ayant sa caractéristique indéterminée, c'est-à-dire comme appartenant à une conjuguée quelconque, toutes les conjuguées viendront en général s'y croiser.
17. Si l'on voulait obtenir en coordonnées réelles l'équation de la conjuguée G d'un lieu
4 6 CHAPITRE il.
il faudrait poser
et
substituer dans l'équation proposée, qui se décomposerait en deux /(«,|â,a')=0 et /;(a,^,«')=0,
poser ensuite
^1 = « + [^ et
enfin éliminer a, p et a' entre les quatre équations obtenues.
Si l'équation F, de degré m, avait ses coefficients réels, l'une des équations f et ^ serait de degré m et l'autre de degré m — 1, parce que p se serait trouvé facteur commun dans l'ensemble des termes imaginaires de
F(a + [iv'I^, a'-f-^Cv-T)==0;
les deux autres équations étant donc du premier degré, le lieu cherché, c'est-à-dire la conjuguée G, serait du degré m (m — 1).
Si l'équation F avait au contraire ses coefficients imaginaires, les conjuguées composant le lieu qu'elle représente seraient de degré m^.
On voit par là que les conjuguées d'un lieu étant généralement de degré bien supérieur à celui de l'équation de ce lieu, l'inconvénient, peu considérable d'ailleurs, comme on le verra par la suite, de la représentation sous forme imaginaire, sera largement compensé par l'avantage toujours si considérable que présente l'abaissement dans le degré des équations.
18. Au reste il faut bien remarquer que si, comme l'ensemble des théories de géométrie analytique a amené les géomètres à le faire, on doit regarder comme une courbe complète et distincte le lieu de tous les points réels représentés par une équation rationnelle à coefficients réels, il n'y a pas à craindre qu'une conjuguée d'un lieu
dont l'équation aurait ou non ses coefficients réels, ne soit composée que de quelques branches d'une courbe de degré supérieur, auquel cas le bénéfice de l'abaissement dans le degré de l'équation de cette courbe, parla représentation" sous forme imaginaire, serait compensé et au delà par la suppression effective de quelques branches de cette courbe. Les équations f et /", du numéro précédent étant algébriques et en-
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tières, conduiront en effet, pour la conjuguée G, à une équation algébrique et entière, représentant par conséquent une courbe algébrique complète, contenant tous les points de caractéristique G du lieu Fi=0.
19. Toutefois les courbes définies comme conjuguées d'autres courbes subissent effectivement une réduciion que ne comporterait pas leur représentation en coordonnées réelles : la représentation sous forme imaginaire les débarrasse des branches parasites qui se présenteraient sous forme imaginaire dans leurs équations en coordonnées réelles. En effet, les cordes réelles d'une conjuguée d'un lieu de degré m ne coupent cette conjuguée qu'en m points au plus, quoique son degré soit m{m — 1) ou m^ suivant que l'équation du lieu a ses coefficients réels ou imaginaires et les rencontres omises seraient fournies sous forme imaginaire dans l'équation en coordonnées réelles de cette même conjuguée.
G'est du reste précisément à la suppression des branches parasites des courbes, dans leur représentation en coordonnées imaginaires, qu'est dû l'abaissement indirect de leur degré et par suite la diminution des difficultés analytiques que comporte leur étude.
20. Une équation transcendante représente, comme une équation algébrique, une infinité de lieux imaginaires, capables de la même classification en conjuguées caractérisées par le rapport constant des parties imaginaires des deux coordonnées.
Par exemple, si dans l'équation de la sinussoïde
y=smf-— xj=cosx== ,
on fait
y sera réel et les solutions obtenues appartiendront à la conjuguée C = 0 du lieu.
La substitution donne
puisque
Ainsi la conjuguée C = 0 du lieu comprendra d'abord la chaînette
reproduite une infinité de fois à des intervalles égaux à 2ir, parallèlement à l'axe des x.
iS CHAPITRE 11.
Si l'on fait x={'^k-\-i)T,-{-p\/ — i, y sera encore réel ; les solutions obtenues appartiendront donc encore à la conjuguée C = 0, la substitution donnant
puisque e^'^" ■''**'' ^ * = — 1, la conjuguée G = 0 du lieu comprendra donc encore la chaînette ,
également reproduite une infinité de fois à un intervalle constant, 27r compté parallèlement à l'axe des x.
Toutes les chaînettes de la première série touchent la courbe réelle en ses sommets situés au-dessus de l'axe des x, tandis que celles de la seconde la touchent en ses sommets situés au-dessous du même axe.
La conjuguée G = x du lieu est évanouissante, parce que, quelque valeur réelle qu'on donne à x, y n'a jamais qu'une valeur réelle.
Les autres conjuguées du lieu seraient des courbes analogues à la chaînette, quant à leur forme, tournées les unes vers les y positifs, les autres vers les y négatifs et toujours tangentes à la sinussoïde, tant que leur caractéristique ne surpasserait pas 1 en valeur absolue.
Celles dont la caractéristique dépasserait les limites — 1 et -|"1 ^^^ seraient plus tangentes à la courbe réelle.
21. Nous terminerons ces considérations générales par la démonstration du théorème suivant :
Si une courbe est conjuguée d'une autre courbe, réciproquement celle-ci est conjuguée de celle-là, et les caractéristiques des deux courbes, considérées chacune comme conjuguée de l'autre, sont égaies.
La démonstration de ce théorème n'exige évidemment que celle de cet autre plus simple : la conjuguée à abscisses réelles d'une courbe a la première courbe pour conjuguée à abscisses réelles.
Soient y^ et y^ deux ordonnées d'une même courbe réelle f{x, y) = 0, qui deviennent égales pour une même valeur réelle de l'abscisse, et ensuite imaginaires; <p(a;) la demi-somme constamment réelle de ces deux ordonnées et 'i^{x) leur demi -différence qui doit devenir imaginaire, lorsque x dépasse certaines limites :
Ces deux ordonnées seront représentées par
y, = ç> (x) + ^ {x) et
ys = ? (^') — H«^)-
La conjuguée à abscisses réelles de la courbe proposée contiendra, entre autres, les deux branches représentées par les équations
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dans les intervalles où 'l(x)\/ — 1 est réel; et l'équation en coordonnées réelles de cette conjuguée sera l'équation algébrique et entière qui admettrait l'une ou l'autre des solutions
Celte équation existe toujours, puisque, pour l'obtenir, il suffirait d'éliminer a' et 'i' entre les équations
et
Imaginons que cette "équation, que nous désignerons par
fi {x, y) = 0,
ait été trouvée : la courbe /"j(a,\ t/) = 0 se composera entre autres des deux branches représentées par les équations
dans les intervalles où •\>{x)\' — 1 est réel; les ordonnées de ces deux branches deviendront égales, lorsque 'l(x) passera par zéro, et ensuite imaginaires ; la conjuguée à abscisses réelles de la courbe fi{x, y)=0 contiendra donc, entre autres, les deux branches représentées par les équations
y. =?(•») + 'f (^) yi = o{x) — ^{x),
dans les intervalles où -i {x) est réel ; l'équation de cette conjuguée, en coordonnées réelles, sera donc l'équation algébrique et entière qui admettrait l'une ou l'autre des solutions
l'équation f{x, y)=0 admettant ces deux solutions sera donc l'équation de la conjuguée de fi{x, y)=0.
22. On peut remarquer sur ce théorème qu'une courbe quelconque se trouvant au nombre des conjuguées de ses conjuguées, a avec elles des propriétés communes qui l'en rapprochent et qui peuvent servir de
point de départ pour former des groupes naturels de courbes distinctes, il est vrai, sous quelques rapports, mais presque identiques sous d'autres.
25. On peut ajouter comme corollaire au théorème précédent cette curieuse remarque :
Lorsqu'un problème, proposé sur une courbe réelle, devient impossible, les solutions imaginaires que fournissent les équations de ce problème donnent, comme on le verra, les solutions du même problème relatif à quelques-unes des conjuguées de la courbe réelle proposée.
D'ailleurs on peut toujours, par une méthode plus complète qui sera bientôt exposée, mettre le problème en équations de manière que la solution obtenue se rapporte à l'une quelconque des conjuguées de la courbe proposée.
Mais si le problème, déjà impossible par rapport à la courbe réelle, l'est encore par rapport à une de ses conjuguées, la solution relative à cette conjuguée sera de nouveau imaginaire ; elle le sera au second ordre, si l'on peut parler ainsi.
Or il est facile de voir que cette solution doublement imaginaire se rapportera à l'une des conjuguées de la conjuguée en question.
Ainsi, supposons que le problème ait pour objet la détermination d'un point jouissant d'une propriété définie et que G soit la caractéristique de la conjuguée sur laquelle on cherche ce point, ses coordonnées auront dû être introduites dans le calcul sous la forme
X = a.-\- {i sj — 1 ,
de telle sorte que les inconnues se soient trouvées être a, [i et «'; or soient
l'équation de la courbe réelle, et
celle de la conjuguée G, en coordonnées réelles : les équations du problème ayant donné pour inconnues des valeurs imaginaires, on aura trouvé par exemple
et je dis que le point
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appartiendra à l'une des conjuguées de la conjuguée C du lieu f{x, y)^0. En effet, les équations du problème devaient nécessairement comprendre les deux équations renfermées dans
/•(a 4- p \f^^, a' -f se yf^i) = 0. Or ces deux équations, jointes à
et
donneraient, par l'élimination de a, ^ et a, l'équation de la conjuguée C en coordonnées réelles, c'est-à-dire
mais a, f> et a ayant les valeurs imaginaires supposées plus haut, celles de X et de ^ seront
y=r'+C<r-f(6'-f-Cp)v/-l,
et formeront une solution imaginaire de l'équation
/,{x,y) = 0; cette solution réalisée sous la forme
X, = T-f-6-|-<7-fp
yi = ^'+^' + G(7-i-p)
représentera un point de l'une des conjuguées de f^ {x, y) = 0, c'est-àdire de la conjuguée C de f{x, r/)=0.
La caractéristique de cette conjuguée seconde sera au reste
e' + Cp
La théorie des conjuguées du premier ordre pourrait ainsi s'étendre d'ordre en ordre sans difficultés. Nous n'avons pas Tintention de lui donner une pareille extension, qui serait sans utilité immédiate ; mais comme la pratique fournit d'elle-même des exemples auxquels il faut bien appliquer la méthode d'interprétation qui vient d'être indiquée, nous avons cru devoir en dire au moins un mot.
24. Nous construirons, comme en géométrie plane, le point correspondant à une solution imaginaire quelconque d'une équation à trois
variables, en remplaçant le signe y— 1 par 1 dans les valeurs trouvées pour ses coordonnées. La position du point ainsi obtenue sera indépendante du choix des axes, c'est-à-dire que le même point sera toujours fourni par la solution primitive et par cette solution transformée en raison d'un déplacement quelconque des axes; car les formules qui servent à passer d'un système à un autre dans l'espace, sont linéaires comme celles qui servent à effectuer le même passage dans un plan, et c'était là en définitive la raison de la permanence du point obtenu. La vérification du fait est d'ailleurs facile à faire. En effet, si les formules correspondant à la transformation effectuée sont
x' = a •\- mx -\- ny -\- pz^
deux solutions correspondantes, ancienne et nouvelle, seront :
et
x'= a -{■ ma + m' -f pa" + (m^ -f n[i' + p^") \/^i , y = 6 4- m'a + n'a + p'a!' -f (m'^ -f w'[i' -f p'f) sj'^i , 2' = c + w"a -f n"a'-f //a" + {m"[i -f n"^' ^py) V^,
les points réels qui y correspondront auront donc pour coordonnées anciennes et nouvelles
( a-j = a -f fà,
Ces deux points coïncideront donc.
Il est au reste facile de voir que ce mode de construction est, comme en géométrie plane, le seul qui assure la permanence des lieux représentés par là même équation modifiée à la suite d'une transformation arbitraire de coordonnées.
En effet, pour que le point représenté par une solution imaginaire
^=a+^V-^, 2/ = «' + fi' V'-l, s = a" + ^"V^^
reste fixe dans l'espace, quelque transformation qu'on fasse subir aux axes, il faut notamment que sa projection sur le plan des xy reste la même, quelque transformation qu'on fasse subir aux axes des x et des y, dans leur plan, sans changer la direction de l'axe des ;;. Il faut donc que les coordonnées de cette projection du point soient réalisées par
X, = a -h fi et y, = a + ^'.^
Mais ^a règle relative à l'ordonnée z devant être la même que celle que l'on adopte pour x et y, le z du point représentatif de la solution devra donc être
2o. Quant aux conjuguées de la surface réelle représentée par l'équation proposée, nous formerons chacune d'elles de la réunion des points correspondant aux solutions de cette équation dans lesquelles les rapports des parties imaginaires de z et de x, de - et de y seraient des nombres constants C et C ; ces rapports seront les deux caractéristiques de la conjuguée correspondante.
Il est facile de voir que les solutions de l'équation proposée dans lesquelles z seulement serait imaginaire, se changeraient, par suite d'une transformation d'axes, en d'autres dans lesquelles les rapports des parties imaginaires de z et de x, de - el de y seraient constants; et que réciproquement on pourrait rendre réelles par rapport à j: et à y, en dirigeant convenablement l'axe des ::, toutes les solutions dans lesquelles les parties imaginaires des trois variabl'es seraient dans des rapports constants.
En effet, en premier lieu, si x et y sont réels, les formules précédentes donneront
x'= a-\- moi + wcc' -f- p-x" -{- p'^" yj— 1, y = b -\- m'oi + nV -|- pW -f- p'^" V — i,
z' = c-i- m"a -|- n"a' + p"<x" + p'^ yj'^ ,
en sorte que les parties imaginaires de s et de ar seront dans le rapport constant
et les parties imaginaires de :; et de ?/, dans le rapport constant
P En second lieu, si l'on suppose
les mêmes formules montrent que pour que x' et y' deviennent réels, il suffira que
et
Ces deux conditions détermineront la direction du nouvel axe des z, sans d'ailleurs assujettir les nouveaux axes des x et des y à aucune obligation. Car si l'on avait une fois rendu réelles les abscisses et les ordonnées d'une conjuguée, toute nouvelle transformation oii l'axe des z ne subirait aucun nouveau déplacement laisserait toujours réelles les jibscisses et les ordonnées de cette même conjuguée.
Les rapports G = — et C = — • définissent une conjuguée et la déterminent,
26. Les conjuguées d'une surface seront donc toutes les surfaces qu'on obtiendrait en donnant successivement à l'axe des z toutes les directions possibles et construisant, pour chacune d'elles, les valeurs imaginaires de z qui correspoiidraient à des valeurs réelles de x et dey.
Chaque conjuguée touchera la surface réelle suivant son contour apparent, parallèlement à la direction qu'il faudrait donner à l'axe des z pour rendre réelles les abscisses et les ordonnées de cette conjuguée ; la surface réelle sera donc l'enveloppe de ses conjuguées.
Si la surface réelle n'avait pas de tangentes parallèles à la direction qu'il faudrait donner à ï'axe des z pour rendre réelles les abscisses et les ordonnées de la conjuguée considérée, et que toutes les parallèles à cette direction coupassent la surface réelle en un nombre de points égal à son degré, la conjuguée en question n'existerait pas.
Si ces mêmes parallèles coupaient la surface réelle en un nombre de points inférieur à son degré, la conjuguée considérée existerait bien, mais ne toucherait plus la surface réelle.
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27. On verra plus loin que les conjuguées d'une surface, qu'elles la touchent ou non, ont généralement une seconde enveloppe imaginaire ; mais cette seconde enveloppe différera essentiellement de l'enveloppe réelle en ce que chaque conjuguée ne la touchera généralement qu'en un nombre limité de points.
Les équations d'une droite réelle
n'admettent de solutions que du système [C, C], car si l'on y fait
elles donnent
et
au reste la solution réalisée représente un point de la droite réelle ellemême, car les équations précédentes, ajoutées deux à deux, donnent
« + i^ = ^(a" + n + rf
et
On voit par là d'abord que pour construire par points la conjuguée [C, C] d'une surface, au lieu de commencer par rendre réelles ses coordonnées x et y, on pourra préférablement la considérer comme le lieu des intersections imaginaires de la surface proposée et de toutes les droites réelles parallèles à la direction
en second lieu que les inverses des caractéristiques d'une conjuguée ne
sont autre chose que les coefficients angulaires de la direction qu'il faudrait donner à l'axe des z pour rendre réelles les abscisses et les ordonnées de cette conjuguée. Nous désignerons habituellement les droites parallèles à la direction
sous le nom de cordes réelles de la conjuguée [C, C'].
L'équation d'un plan réel
Mar + N?/ + Pz 4- Q = 0
n'est pas non plus capable de solutions de tous les systèmes; si l'on y fait
il en résulte et
Ma + Na' + Pa" + Q =0
La seconde de ces équations constitue une relation entre les caractéristiques des solutions dont est capable l'équation du plan. D'un autre côté, l'addition des mêmes équations donne
M(« + p) + N(«' + !i') + P(oc" + n + Q = 0,
d'oîi l'on voit que la solution réalisée représente un point du plan réel lui-même.
La section totale d'une surface
f{x,y,z)=0, par un plan réel
Ma?+ % + Pz+Q=0,
c'est-à-dire le lieu des points réels ou imaginaires fournis par le système des deux équations ne peut se composer, d'après ce qu'on vient de voir, que des sections effectives par ce plan, de la surface réelle et de toutes celles de ses conjuguées dont les caractéristiques satisfont à la relation
or les cordes réelles de la conjuguée [C, C'J sont parallèles à la droite
la condition
exprime donc que le plan sécant est parallèle aux cordes réelles des
conjuguées dont il contient les sections.
En d'autres termes, la section totale faite par un plan dans une surface quelconque se compose exclusivement de la section faite dans la surface réelle et des sections faites dans les conjuguées dont les cordes réelles sont parallèles au plan sécant.
Au reste, les courbes imaginaires qui font partie de cette section totale sont les conjuguées mêmes de la courbe réelle qui y est comprise, si du moins cette section réelle existe ; car, si l'on prenait le plant sécant pour l'un des plans coordonnés, ce qui ne saurait altérer la section, on obtiendrait bien un lieu plan composé, en général, d'une courbe réelle et de toutes ses conjuguées.
51. Nous pourrons avoir à nous occuper d'équations à coefficients imaginaires, le lieu total représenté par une pareille équation comprendra en général une courbe réelle représentée par le système des deux équations dans lesquelles se décomposerait la proposée en y séparant les parties réelles et imaginaires.
Cette courbe réelle, pouvant être considérée comme fournie par des solutions.de caractéristiques indéterminées, devra appartenir à toutes les conjuguées, c'est-à-dire qu'elle en sera, en général, l'intersection commune.
32. Pour obtenir en coordonnées réelles l'équation de la conjuguée [C, C] d'un lieu
il faudrait poser
substituer dans F = 0, qui se décomposerait en deux équations
et
poser alors
et éliminer «, a, a" et ^" entre les cinq équations obtenues.
Si l'équation F = 0, de degré m, avait ses coefficients réels, l'une des équations f=0 et /i = 0 serait de degré m et l'autre de degré m — j , en sorte que la conjuguée serait de degré m{m — 1).
Au contraire si l'équation F=0 avait ses coefficients imaginaires, le degré d'une de ses conjuguées serait m^.
55. Le théorème du n" 21 et la remarque contenue au n" 23 s'étendent sans difficulté aux surfaces : nous nous bornerons à en reproduire les énoncés.
Si une surface est conjuguée d'une autre surface, réciproquement celle-ci l'est de celle-là, et les caractéristiques des deux surfaces, considérées chacune comme conjuguée de l'autre, sont égales, c'est-à-dire que les cordes réelles des deux conjuguées ont la même direction.
La solution d'un problème impossible par rapport à une conjuguée se rapporte à une conjuguée de cette conjuguée.
Des lignes imaginaires dans r espace.
54. Les solutions imaginaires communes à deux équations à trois variables, prises arbitrairement, comporteraient une double indétermination, c'est-à-dire que deux des six variables a, ^, a, [à', a", f>" seraient indépendantes, en sorte que la section commune aux deux heux serait une surface ; mais eu général les points de cette surface dont les coordonnées auraient mêmes caractéristiques, c'est-à-dire qui appartiendraient à deux conjuguées de mêmes caractéristiques des deux lieux proposés, ces points seraient en nombre limité.
Cependant il pourra arriver que les solutions communes à deux équations f{x, y, z) =0, f^{x, t/, z) = 0, doivent avoir leurs caractéristiques liées par une relation particulière; dans ce cas la section totale ne se composera que de points appartenant à des conjuguées des deux lieux dont les caractéristiques seraient liées par cette relation ; alors naturellement les solutions communes, ayant des caractéristiques données, seront en nombre infini, et par suite la surface de section se composera des sections deux à deux des conjuguées des lieux primitifs dont les caractéristiques satisferaient à la condition supposée.
C'est ce que nous avons déjà vu lorsque nous nous sommes occupés de la section totale d'un lieu, quelconque d'ailleurs, par un plan réel.
Le même fait se représentera, par les mêmes motifs, dans tous les cas où les deux surfaces réelles considérées auraient leur intersection plane, ou, plus généralement encore (car il n'est pas nécessaire que les deux surfaces réelles se coupent effectivement), dans tous les cas où une combinaison des équations proposées fournirait comme conséquence l'équation d'un plan réel.
Mais il est bien clair que l'hypothèse que les deux lieux aient leur intersection plane n'est aucunement nécessaire à la réalisation du fait dont il s'agit, qui pourra se présenter dans une foule d'autres circonstances.
3o. Pour obtenir celle des conjuguées d'une ellipse dont les cordes réelles auraient une direction donnée, on pourra prendre pour axes le diamètre parallèle à cette direction et son conjugué : l'équation de la courbe prendra alors la forme
et si Ton fait varier x en dehors des limites — d et -\- o!, xj prendra la valeur
qui, réalisée, n'est autre que celle de l'ordonnée de l'hyperbole
Ainsi les conjuguées d'une ellipse sont toutes les hyperboles qui ont avec elle un système de diamètres conjugués commun; elles recouvrent tout le plan sauf l'intérieur de l'ellipse.
56. On obtiendra de même celle des conjuguées d'une hyperbole dont les cordes réelles auraient une direction donnée, en rapportant cette hyperbole au diamètre parallèle à la direction donnée et à son conjugué.
L'équation de la courbe prendra alors l'une des formes
a Y - *'V =—d^b'\ ou
suivant que le diamètre parallèle à la direction donnée sera non transverse ou transverse, c'est à-dire suivant qu'on pourra, ou non, mener à la courbe réelle des tangentes parallèles à cette direction. Dans le premier cas, si l'on fait varier x entre — a' et -|- a', y prendra
la valeur
Il ____
qui, réalisée, est celle de rordonnée de l'ellipse
dans le second, y étant toujours réel quelque valeur réelle qu'on attribue à vC, la conjuguée correspondant à la direction donnée n'existerait pas, ce qu'il est du reste facile de vérifier, car l'équation
pour une solution j; = a-|-^v — ^ > ^ = *+?Cv — <> donne
aVG — i-a = 0,
d'où, en éliminant a,
a» (a'* - ^*G*) - b^ {^^ - >^) = - a^b\ équation qui revient à
pï — ' ' ' :^^ L
b-^ ce qui confirme que G* ne saurait être moindre que — - .
Ainsi les conjuguées d'une hyperbole sont toutes les ellipses qui ont avec elle un système de diamètres conjugués commun; mais leur caractéristique ne peut prendre les valeurs des coefficients angulaires des rayons menés du centre aux points de la courbe réelle. Ghaque conjuguée louche encore la courbe réelle en deux points ; mais elles ont une autre enveloppe, imaginaire ; c'est le lieu des extrémités des diamètres non transverses de la courbe réelle, c'est-à-dire l'hyperbole qu'on appelle habituellement conjuguée de la première, et que nous nommerons préférablement sa supplémentaire.
Gette hyperbole supplémentaire, lorsque la courbe est rapportée à deux de ses diamètres conjugués, et que son équation, par conséquent, est
aY — b'^x"- = — a'*6'% est fournie par les solutions de la forme
car la substitution donne
ay^ __ ô'î^s = a"b\
Les conjuguées recouvrent tout l'espace compris entre les deux hyper-, Doles et ne pénètrent à l'intérieur ni de l'une ni de l'autre.
57. Lorsque la caractéristique se rapproche du coefficient angulaire de l'une des asymptotes, la conjuguée s'allonge de plus en plus en s'aplatissant. A la limite, la conjuguée se confond avec l'asymptote elle-même qu'elle recouvre deux fois.
Au reste les coordonnées d'un quelconque des points de l'une des conjuguées limites, analytiquement, sont infinies.
En effet l'équation
a^ — èV =: — a'b^ pour une solution
donne
et
ab%'^ — b-aJ^ = 0,
C'est-à-dire, puisque ^ ne saurait être nul qu'au point de contact de la conjuguée avec la courbe réelle,
a = - a et oroî' — è V = — aW. a
^, d'après ces équations, serait complètement indéterminé, tandis que a et a' seraient infinis, car en éliminant entre elles l'une de ces deux variables on tombe sur une impossibilité
mais si a et a' sont infinis, fi doit l'être aussi pour que a -|- ^ et a'-j- fi -
restent finis.
Ainsi les points de la conjuguée qui se confond avec l'asymptote y = — x sont fournis par les solutions de la forme
a; == a -|- fi y — d ,
2/ = ^(« + fiv/31),
dans lesquelles à et ^ sont infinis, mais a -f ^ fini et variable.
58. Pour obtenir celle des conjuguées d'une parabole dont les cordes réelles auraient une direction donnée, on pourra prendre pour axes la
tangente parallèle à cette direction et le diamètre correspondant. L'équation de la courbe prendra alors la forme
et, si l'oii fait varier x de — x à 0, y prendra la valeur
qui, réalisée, n'est autre que celle de l'ordonnée de la parabole
Ainsi les conjuguées d'une parabole sont toutes les paraboles égales à la proposée, ayant avec elle un diamètre et une tangente commune, mais l'ouverture dirigée en sens contraire. Elles recouvrent tout le plan excepté l'intérieur de la courbe réelle.
L'équation de l'ellipse évanouissante
ay -f b'x' = 0 ou
doit nécessairement représenter les hyperboles réduites à leurs asymptotes qui correspondent à cette ellipse évanouissante. Chacune des équations
y = -\--\—ix et j/ = \ — \x.
considérée isolément, représente donc un faisceau de droites divergeant de l'origine, centre de l'ellipse évanouissante. L'enveloppe réelle des conjuguées est alors réduite à un point.
L'équation
ay--\-b'x- = —a'b'
offre un exemple où l'enveloppe réelle n'existe plus. Le lieu total qu'elle représente, rapporté à de nouveaux axes dirigés suivant deux diamètres conjugués de l'ellipse
ay- 4- b'x- = a-b\.
fcfurnie par les solutions de la forme
x = 'ps — \, >/=,^5'v — 1 de l'équation proposée, aurait évidemment pour équation nouvelle
La conjuguée dont la caractéristique aurait eu la valeur du coefficient angulaire ancien de la direction qu'on a donnée au nouvel axe des y n'est donc autre chose que l'hyperbole
— dhf -f- b'^x^ = — d^b'\ qui touche l'ellipse
ah/ + b^x'' — a'b^
aux deux extrémités de son diamètre couché suivant le nouvel axe des y.
Ainsi les conjuguées qui composent le lieu
a-y^ + Px^ = —a?b^
sont encore toutes les hyperboles qui ont, avec l'ellipse
un système de diamètres conjugués commun; mais cette ellipse n'en est plus que l'enveloppe imaginaire.
Au reste la caractéristique d'une quelconque des conjuguées n'est plus, comme pour les conjuguées de l'ellipse réelle, le coefficient angulaire du diamètre non transverse qu'elle a de commun avec l'enveloppe, mais celle du diamètre transverse.
Le renversement de la courbure d'une conjuguée, et le changement dans le mode d'accouplement de ses quatre branches, s'est produit au moment où, l'ellipse s'évanouissant, les quatre sommets ont été un instant confondus et la courbure nulle.
Application aux surfaces du second ordre.
41. Les conjuguées d'un ellipsoïde sont les hyperboloïdes continus qui ont avec lui un système de trois diamètres conjugués communs.
En effet, si l'on dirige l'axe des z de manière à rendre réelles les abscisses et les ordonnées de la conjuguée qu'on veut obtenir, et ceux des x et des y suivant deux diamètres conjugués de la section faite par le plan diamétral conjugué de l'axe des z, l'équation de la surface deviendra
la conjuguée cherchée aura donc son z imaginaire sans partie réelle, par conséquent son équation en coordonnées réelles sera
qui représente l'hyperboloïde à une nappe circonscrit à l'ellipsoïde le long de la section faite dans cette surface par le plan des x, y.
Les conjuguées de l'ellipsoïde remplissent donc tout l'espace, sauf l'intérieur de cet ellipsoïde.
42. Les conjuguées de l'hyperboloïde à une nappe sont des ellipsoïdes ou des hyperboloïdes à deux nappes selon que les parallèles à leurs cordes réelles, menées par le centre, sont intérieures ou extérieures au cône asymptote.
En effet, les mêmes dispositions étant prises que dans le cas précédent, l'équation de l'hyperboloïde prendra l'une des deux formes
ou
la conjuguée cherchée, dont les x e,iy seraient réels, aura donc son z imaginaire sans partie réelle; son équation en coordonnées réelles sera, suivant l'hypothèse,
ou
Ces deux équations représentent l'une un ellipsoïde, l'autre un hyperboloïde à deux nappes.
Chaque conjuguée a encore trois diamètres conjugués communs avec la surface réelle.
45. Les conjuguées dont les cordes réelles seraient parallèles aux génératrices du cône. asymptote sont évanouissantes ; mais il convient de remarquer que, lorsque la direction des cordes réelles d'une conjuguée se rapproche de celle d'une génératrice du cône asymptote, la courbe de contact de cette conjuguée avec la surface réelle tend à se réduire à deux droites parallèles, tandis que le diamètre conjugué du plan de cette courbe tend à venir se placer sur ce plan. Suivant donc que la conjuguée limite est considérée comme un ellipsoïde ou un hyperboloïde à deux nappes, elle se réduit elle-même à un cylindre elliptique aplati sur le plan des deux parallèles et dans leur intérieur, ou à un cylindre hyperbolique aplati sur le même plan, mais en dehors des mêmes j)arallèles. Le double du plan diamétral singulier, correspondant à la direction donnée, forme donc l'ensemble des deux conjuguées évanouissantes.
44. Les ellipsoïdes conjugués d'un hyperboloïde à une nappe remplissent l'espace compris entre cet hyperboloïde el l'hyperboloïde h deux nappes de mêmes axes qui aurait le même cône asymptote.
Quant aux hyperboloïdes à deux nappes conjuguées du même hyperboloïde à une nappe, ils occupent tout l'espace compris en dehors de la surface réelle.
Les ellipsoïdes conjugués d'un hyperboloïde à une nappe ont, pour seconde enveloppe imaginaire l'hyperboloïde à deux nappes supplémentaire; mais, conformément à ce qui a été dit au n" 27, chaque conjuguée ne touche cette enveloppe qu'en deux points.
45. La parallèle menée par le centre aux cordes réelles d'une conjuguée de l'hyperboloïde à deux nappes ne peut être qu'extérieure au cône asymptote, puisque toute parallèle à une droite menée du sommet à l'intérieur de ce cône couperait nécessairement la surface réelle en deux points.
Cela posé, si l'on prend pour axe des z une parallèle menée par le centre aux cordes réelles d'une conjuguée de l'hyperboloïde à deux nappes, et pour axes des x et des y deux diamètres conjugués de la section faite par le plan diamétral conjugué de cette direction, l'équation de la surface réelle aura l'une des formes
selon que ce sera l'axe des x ou l'axe des ?/ qui sera transverse, mais l'axe des z sera toujours non transverse.
La conjuguée dont les x et y seraient réels et par suite les z imaginaires sans parties réelles, aura donc pour équation en coordonnées réelles
Ce sera donc toujours un hyperboloïde à une nappe. Les conjuguées de l'hyperboloïde à deux nappes sont donc les hyperboloïdes continus qui ont avec lui un système de diamètres conjugués commun et le touchent suivant ses sections centrales réelles.
46. Les conjuguées dont les cordes réelles seraient parallèles aux génératrices du cône asymptote sont évanouissantes. Mais lorsque la direction des cordes réelles d'une conjuguée se rapproche de celle d'une génératrice du cône asymptote, la section de la surface réelle par le plan diamétral conjugué de cette direction, a son axe transverse infini et une ouverture nulle ; en même temps le diamètre conjugué du plan de cette section tend à venir se placer sur ce plan. La conjuguée se réduit donc encore dans ce cas au double du plan diamétral singulier correspondant à la direction de ses cordes réelles.
47. Les conjuguées du paraboloïde elliptique sont des paraboloïdes hyperboliques de mênnes paramètres, et opposés à lui par un diamètre commun.
En effet, si l'on prend pour axe des - une quelconque des tangentes menées à la surface parallèlement à la direction des cordes réelles de la conjuguée qu'on veut obtenir, pour origine le point de contact de cette tangente, pour axe des x une parallèle à l'axe de la surface, pour plan des zy le plan tangent à l'origine, enfin pour axe des y le diamètre conjugué de l'axe des z dans la section évanouissante faite par le plan des zy, l'équation de la surface aura la forme
la conjuguée dont les x e,iy seraient réels, et dont par suite les :; seraient imaginaires sans parties réelles, aura donc pour équation en coordonnées réelles
ce sera donc un paraboloïde hyperbolique circonscrit au paraboloïde elliptique le long de la section faite dans cette surface par le plan des xy. La conjuguée dont les cordes réelles seraient parallèles à l'axe de la surface serait rejetée à l'infini.
48. Les conjuguées du paraboloïde hyperbolique sont des paraboloïdes elliptiques de mêmes paramètres et opposés à lui par un diamètre commun.
Il n'y aurait pour le voir qu'à renverser la démonstration précédente.
Mais il faut remarquer que selon que la parallèle menée par un point de l'axe aux cordes réelles d'une conjuguée sera comprise dans l'un ou l'autre couple des angles dièdres formés par les plans directeurs, la conjuguée aura sa concavité tournée vers une des directions de l'axe ou vers l'autre.
En effet, si l'on fait mouvoir un plan, non parallèle à l'axe, parallèlement à lui-même, selon qu'il se trouve d'un côté ou de l'autre de la position qu'il occupe lorsqu'il est tangent, l'hyperbole de section a ses branches comprises dans un des couples des angles dièdres formés par les deux plans directeurs menés par le diamètre lieu de ses centres, ou dans l'autre couple.
Or, pour qulme droite réelle coupe imaginairement une hyperbole, il faut que sa parallèle menée du centre ne soit pas comprise dans les mêmes angles, formés par les asymptotes, où se trouve la courbe ellemême.
Suivant donc que la direction donnée aura sa parallèle contenue dans l'un ou l'autre couple des angles dièdres formés par les deux plans directeurs, il faudra, pour obtenir la conjuguée correspondante, faire mou-
voir la corde idéale vers la droite de l'axe ou vers la gauche à partir de la parabole de contact du cylindre circonscrit au'paraboloïde parallèlement à là direction donnée.
49. La conjuguée dont les cordes réelles seraient parallèles à l'axe même de la surface, serait rejetée à l'infini.
Quant à celles dont' les cordes réelles seraient parallèles aux plans directeurs, elles seraient évanouissantes; celle dont les cordes réelles seraient parallèles à une génératrice rectiligne désignée de la surface, se réduirait au double du plan mené par cette génératrice parallèlement à l'axe.
En effet, si l'on coupe la surface par une série quelconque de plans parallèles à cette génératrice, le lieu des centres des sections hyperboliques obtenues sera une parallèle à Taxe, menée par le point de la génératrice où le plan tangent à la surface est parallèle aux plans considérés; celle des asymptotes de l'hyperbole de section qui sera parallèle à la génératrice désignée, décrira donc toujours le même plan directeur quelle que soit la direction donnée aux plans sécants. Mais, dans chaque position du plan sécant, l'asymptote dont on vient de parler, doublée, sera précisément la conjuguée de l'hyperbole de section, correspondante à la direction assignée pour les cordes réelles ; le lieu de ces courbes conjuguées n'est autre chose que la surface conjuguée cherchée.
Cette surface conjuguée se confondra donc avec le plan directeur doublé que l'on mènerait par la génératrice désignée.
50. Pour déterminer les conjuguées d'un cône du second degré, on pourra l'assimiler à l'un deshyperboloïdes, par exemple à l'hyperboloïde à une nappe; on verra dès lors immédiatement que, si les cordes réelles d'une conjuguée sont parallèles à une droite menée du sommet à l'intérieur du cône, la conjuguée se réduira au sommet; que, si les cordes réelles sont parallèles à une génératrice du cône, la conjuguée se réduira au double du plan tangent mené suivant cette génératrice ; enfin que les conjuguées non singulières sont des cônes du second degré ayant même sommet que le cône réel donné.
Pour préciser davantage, il suffira de rappeler ce qui a été dit plus haut sur les sections faites par un plan réel dans une surface et dans ses conjuguées. On verra ainsi que les conjuguées d'un cône du second degré sont tous les cônes qui auraient même sommet et pour directrices, dans tous les plans imaginables, les conjuguées des sections faites par les mêmes plans dans le cône réel, chaque plan sécant fournissant les directrices des cônes conjugués dont les cordes réelles lui seraient parallèles.
81. En considérant les cylindres du second degré comme des cônes dont les sommets seraient à l'infini, on pourra leur appliquer les considérations précédentes, et l'on en conclura que les conjuguées d'un
cylindre du second degré sont tous les cylindres du second degré qui auraient leurs génératrices parallèles aux siennes et, pour directrices, dans tous les plans imaginables, les conjuguées des sections faites par les mêmes plans dans le cylindre réel; mais les plans réels, dont les sections pourraient fournir les directrices d'un des cylindres conjugués, devraient être parallèles aux cordes réelles de ce cylindre.
o2. Le lieu représenté par l'équation de l'ellipsoïde imaginaire
si on le rapportait à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde réel, mais semblable
conserverait une équation de même forme x^ V* z^
a, h', c désignant les longueurs de ces trois diamètres. Or la conjuguée à abscisses et ordonnées réelles fournie par cette dernière équation, ayant ses z imaginaires sans parties réelles, serait représentée en coordonnées réelles par l'équation
c^ serait un hyperboloïde à deux nappes : les conjuguées de l'ellipsoïde imaginaire sont donc les hyperboloïdes à deux nappes qui ont avec l'ellipsoide réel de mêmes axes un système [de diamètres conjugués commun.
L'ellipsoïde réel
enveloppe imaginaire des conjuguées de l'ellipsoïde imaginaire
est représenté dans l'équation de ce dernier par les solutions de la forme
L'enveloppe imaginaire des conjuguées n'est touchée encore ici par chacune d'elles qu'en un seul point.
35. Le cône imaginaire ou ellipsoïde évanouissant a encore pour conjuguées des cônes du second degré, par cette simple raison que lorsque l'ellipsoïde se réduit à un point, les hyperboloïdes continus qui en sont les conjuguées se transforment en cônes.
Au reste les sections faites par un plan réel dans les conjuguées du cône imaginaire seront toujours les conjuguées d'un rhême lieu; l'équation de la section toUle étant donc celle d'une ellipse imaginaire, les hyperboles circonscrites à cette ellipse imaginaire seront les directrices, sur le plan sécant, des cônes conjuguas dont les cordes réelles lui seraient parallèles.
Le cône qui, sur l'un des plans de section, aurait pour directrice l'ellipse de mêmes axes que l'ellipse imaginaire trouvée, sera l'enveloppe de ces cônes conjugués.
L'équation du cône imaginaire étant ramenée à la forme
la trace du cône enveloppe imaginaire, sur un plan z=.hy sera l'ellipse
les points de ce cône seront représentés dans l'équation du lieu par les solutions de la forme
Pareillement les conjuguées du cylindre elliptique imaginaire seront les cylindres qui auraient pour bases, dans tous les plans imaginables, les conjuguées des ellipses imaginaires de section.
L'ellipse réelle de mêmes axes que l'ellipse imaginaire de section, par un plan quelconque, sera la base, sur ce plan sécant du cylindre enveloppe, de tous les cylindres conjugués.
Quant aux conjuguées du cylindre elliptique évanouissant, ce seraient des plans passant tous par l'axe de ce cylindre.
54. Les courbes sur lesquelles on spécule dans une même recherche sont de deux sortes : la première sorte comprend les courbes que l'on veut étudier, et la seconde celles qui, parfaitement connues d'avance, sont employées à l'étude des autres.
La ligne droite, le cercle sont les lignes de la seconde sorte qui se présentent les premières dans l'ordre croissant de difficulté des recherches.
Or, que les courbes à étudier soient représentées en coordonnées réelles ou en coordonnées imaginaires, leurs équations seront toujours imposées par la question même que l'on traitera.
Tandis que les équations des lignes employées à l'étude des autres devront au contraire être choisies par l'opérateur, de façon à pouvoir remplir le but proposé : car un même lieu peut être imaginairement représenté par une infinité d'équations distinctes, puisque les coordonnées de ses points peuvent être successivement partagées suivant des lois toutes différentes en parties réelles et imaginaires. Il est clair d'ailleurs que le meilleur choix à faire sera déterminé par des conditions souvent très-délicates.
Les plus impérieuses de ces conditions peuvent toutefois être formulées à l'avance d'une manière générale.
En premier lieu, si la courbe à étudier a pour caractéristique C, les lignes au moyen desquelles on voudra l'étudier devront naturellement être représentées dans le même système.
En second Ueu, comme la condition, pour une courbe imaginaire, de passer par un point imaginaire, donné par ses coordonnées, s'exprime par deux conditions, pour qu'on puisse établir entre une courbe imaginaire donnée et celle dont on voudra se servir pour l'étudier, le même degré de contingence dont ces deux lignes sont capables, lorsqu'elles sont représentées en coordonnées réelles, il faudra que l'équation de la seconde courbe contienne deux fois plus de paramètres arbitraires que son équation en coordonnées réelles.
Enfin la condition de conserver à l'équation du lieu employé son degré minimum pourra achever de déterminer cette équation.
oo. Je m'étais d'abord exclusivement posé la question dans les termes qui viennent d'être rapportés, et c'est ainsi que j'avais été amené à
former l'équation en coordonnées imaginaires de la ligne droite sous la forme, d'ailleurs convenable, qui lui sera conservée, puis celle du cercle. Mais je n'ai pas tardé à m'apercevoir que, parallèlement à l'ancienne méthode, malgré les grands services qu'elle est encore appelée à rendre, on pouvait en instituer une autre plus aisée à mettre en pratique et souvent plus féconde.
5G. La simplicité de la figure géométrique d'un lieu entraîne naturellement la simplicité de la forme algébrique de son équation en coordonnées réelles, en sorte que l'emploi des lignes les plus simples, la droite, le cercle, etc., à l'étude des lignes plus compliquées, devait se réaliser par la mise en rapport des équations des lieux à étudier avec des équations plus simples.
Mais si la représentation sous forme imaginaire altérait un peu la simplicité de l'équation d'un lieu naturellement simple, il pourrait devenir préférable d'employer à l'étude des autres lieux des lieux géométriquement plus compliqués que les lieux les plus élémentaires, mais représentés par des équations plus simples que les leurs.
En d'autres termes, dès qu'au point de vue où l'on se place, les considérations algébriques prennent une plus grande importance que les considérations géométriques, c'est aux convenances algébriques qu'il faut demander un guide dans la méthode à suivre.
Si l'on a fait choix, comme terme de comparaison, d'un lieu représenté par une équation simple et défini d'abord par cette équation seulement, on devra, bien entendu, commencer par constituer la théorie de ce lieu ; mais quand cette théorie sera faite, le lieu en question servira aux mêmes usages, relativement à l'étude des lieux imaginaires, auxquels servait, relativement à l'élude des lieux réels, le lieu représenté en coordonnées réelles par l'équation analogue à celle qu'on aura choisie.
Ainsi les lieux employés à l'étude des autres pourront être ceux dont les équations seront les plus simples, quelle qu'en soit d'ailleurs la figure : par exemple le lieu représenté par l'équation du premier degré
= {m + wv"— i)^- + /> -\-g\J— 1
aurait pu être choisi à priori comme terme de comparaison, pour jouer dans la théorie des courbes imaginaires le rôle que joue la ligne droite dans la théorie des courbes réelles.
Les lignes représentées par cette équation se trouveront être des droites, mais elles eussent pu servir à l'étude des autres lignes non comme droites, mais comme représentées par une équation analogue à celle de la ligne droite.
Quels qu'eussent pu être les lieux représentés par l'équation
y = {m + n \' — i) x ^ p -\- q \' — i , la mise en rapport de cette équation avec celle d'un lieu quelconque
aurait toujours pu fournir les solutions de toutes les questions relatives aux tangentes et aux asymptotes de ce lieu et de ses conjuguées.
o7. Pareillement les lieux représentés par l'équation
(a: _ a - a'v - l)' + (y - 6 - b'\- if = (r + r y'- if,
lieux qui différeront totalement du cercle, le remplaceront complètement dans l'étude de la courbure des courbes ; et il sera même beaucoup plus aisé d'obtenir le rayon de courbure d'une conjuguée d'un lieu, en un de ses points, au moyen des éléments r et r', déterminés par la formule ordinaire
où -j- et — 4 auraient les valeurs réelles ou imaginaires des deux predx dx'^
mières dérivées de y par rapport à x, au point considéré du lieu, que de
former directement l'équation en coordonnées imaginaires du cercle,
pour chercher ensuite à établir un contact du second ordre entre ce
cercle et la conjuguée considérée du lieu à étudier.
S8. Pour obtenir les éléments de l'osculatrice du second degré à une conjuguée en un de ses points, nous n'hésiterions pas davantage à les chercher dans l'équation complète du second degré à coefficients imaginaires, construits d'après les mêmes formules qui donneraient l'équation de l'osculatrice du second degré d'une courbe réelle.
Cette méthode est évidemment la seule qui, en supprimant tout arbitraire, puisse offrir un guide certain. Elle aura d'ailleurs beaucoup d'autres avantages.
On remarquera d'abord que les équations des lieux choisis comme il vient d'être dit pour être employés à l'étude des autres, se trouveront toujours d'elles-mêmes chargées du nombre de paramètres arbitraires exactement convenable aux recherches tentées.
En second lieu l'institution des calculs nécessaires à chaque recherche n'aura jamais besoin d'être reprise directement : les formules employées seront toujours les mêmes que celles qui fourniraient les résultats des mêmes recherches par rapport à des courbes réelles. En sorte que la question ne sera jamais que de donner, dans chaque cas, une bonne interprétation des résultats obtenus.
Ces principes rendent d'avance compte de la manière dont les questions vont être posées et résolues dans ce chapitre où il est question des lieux du premier ordre.
îï9. 11 nous reste, pour compléter ce qui se rapporte à la méthode, à
4i CHAPITRE V.
expliquer comment les données devront être introduites dans les calculs.
On introduit sous forme réelle les données géométriques d'un problème lorsque l'on suppose ce problème possible ; si la solution se rapporte effectivement au lieu réel considéré, le problème est résolu ; si au contraire la solution est imaginaire, elle se rapporte à l'une des conjuguées du lieu ; mais cette conjuguée, dont la caractéristique variera d'ailleurs avec les données, n'aura pas été choisie : elle se sera présentée d'elle-même pour suppléer la courbe réelle.
Si l'on veut disposer le calcul de manière que la solution obtenue puisse se rapporter à une conjuguée quelconque, il faudra nécessairement introduire les données sous forme imaginaire, en ayant soin de conserver l'indétermination qui les affectera nécessairement, jusqu'à ce que, le problème étant résolu dans toute sa généralité, on soit arrivé au point où il ne s'agirait plus que de rendre la solution obtenue propre à celle que l'on voudra des conjuguées.
Un exemple suffira pour expliquer ce que nous venons de dire. Supposons qu'on voulût par un point donné mener une tangente à une courbe définie. Si l'on veut étendre l'énoncé jusqu'à supposer que la question soit de mener par le point donné toutes les tangentes possibles à la courbe et à ses conjuguées, au lieu de représenter le point donné par ses coordonnées réelles a et b, on, les représentera par
y, = a'i -f fi'i y/ ~ 1 ,
en supposant bien entendu
«1 + I^i = n et
a', + [ii'i = h.
On posera alors les équations du problème, et, la solution obtenue, il ne restera plus qu'à achever de déterminer aj, [ij, a.\ et ^\ par la condition que cette solution se rapporte à une conjuguée désignée du lieu proposé.
60. On a vu au n° 17 que les lieux conjugués que représente une équation de degré m à coefficients imaginaires sont du degré ni^. 11 en résulte que les conjuguées du lieu
sont du premier degré, c'est-à-dire des droites.
Leur équation admet pour solution réelle, unique d'ailleurs, le système des valeurs de a; et y tirées de
y = nix -\- n
et
nx -{- q = 0;
le point correspondant à cette solution peut être considéré comme Tenveloppe réelle des conjuguées du lieu, c'est-à-dire que sa caractéristique étant -, ce point peut être considéré comme appartenant indifféremment à toutes les conjuguées; les droites représentées par l'équation forment donc un faisceau divergeant du point
mq
61. On pouvait parvenir aux mêmes conclusions d'une autre manière.
Les deux équations
y = \m ± n\l — \) X -\- p ± q\l — 1, réunies, forment l'équation
(,y — mx — pf + [nx -\- qf = 0," qui est celle d'une ellipse évanouissante réduite à son centre
Les conjuguées du lieu
y = [in ± n V — l) X -\- p ± q y' — 1
devaient donc coïncider avec les hyperboles, réduites à leurs asymptotes, conjuguées de cette ellipse évanouissante, c'est-à-dire former deux faisceaux de droites issues du point
Il convient au reste de remarquer que, lorsque la caractéristique change, les deux droites qui forment la conjuguée correspondante de l'ellipse évanouissante tournent en même temps autour de leur point de concours fixe et ne se confondent ni, par conséquent, ne s'intervertissent jamais ; d'où il résulte que chacune d'elles prend successivement toutes les directions imaginables.
Le faisceau de droites représentées par la seule équation
{?n + nv— l)a;-f /) + îV— 1
comprend donc toutes les droites qu'on peut mener du point
q ma .
et. par conséquent, recouvre tout le plan du tableau, sauf, bien entendu, les cas particuliers.
62. Il sera souvent nécessaire de repasser de l'équation d'une droite en coordonnées imaginaires à l'équation de cette mêm^ droite en coordonnées réelles.
L'équation générale des droites du faisceau
= (m + nV— \)x^p^q\i— 1,
en coordonnées réelles, s'obtiendra par la méthode indiquée au n° 17. - L'équation en coordonnées réelles de la droite, de caractéristique C, du faisceau
résultera de l'élimination de a, [à et a' entre les équations
(1,2) a'-f ^Gv/-1 =(m + n^-l)(a + p/:il)4-p + ^V-l.
d'où l'on lire
Cette équation donne lieu à plusieurs remarques
On voit d'abord que le coefficient angulaire varie en général avec C, de manière h pouvoir prendre toutes les valeurs, ce qui confirme ce qui a été dit plus haut.
Si l'on fait G infini, l'équation se réduit à
c'est-à-dire que la conjuguée à abscisses réelles du lieu se forme en remplaçant sj — 1 par 1 dans l'équation de ce lieu. Ce résultat sera fréquemment utilisé, parce que dans les démonstrations théoriques, on ramènera habituellement la conjuguée qu'on voudra étudier, du lieu en discussion, à avoir ses abscisses réelles.
64. Nous donnerons habituellement le nom de faisceau elliptique au faisceau représenté par l'équation générale du premier degré. Son équation, aussi simplifiée que possible, se réduit à
n étant moindre que \, si l'ellipse évanouissante dont les diamètres forment ce faisceau a été rapportée à ses axes et que le grand axe ait été pris pour axe des x.
Nous dirons que le faisceau est circulaire lorsque l'ellipse évanouissante qui lui correspondrait sera un cercle. Un pareil faisceau, quel que soit le système d'axes rectangulaires auquel on le rapporte, aura toujours son coefficient angulaire égal à V — 1 ; il sera représenté par
y = ±isl~\x-^p-\-q\l—i.
Enfin le faisceau sera parabolique si l'ellipse qui lui correspondrait a l'un de ses axes infiniment petit par rapport à l'autre, c'est-à-dire si le coefficient angulaire de ce faisceau est réel. L'équation générale des faisceaux paraboliques est
y = mx -\-p-\-q\/ — i;
un pareil faisceau ^st composé de droites repliées toutes les unes sur les autres ; en efi"et, si dans l'équation
y = mx + /> + ^ V' — « »
on fait il vient d'où, en ajoutant,
X = a-\-^\l — l et ^^a'-f- ^Cy/— 1, ai^mai-{-p et ''^C = m'^ -\- ç ,
c'est-à-dire, suivant notre notation habituelle,
yi = mx, -\-p + q.
Le faisceau parabolique donne encore lieu à une autre remarque importante, qui sera utilisée dans la théorie des asymptotes; l'équation
qui donne
montre que tout le long d'une même droite du faisceau, les parties imaginaires des coordonnées sont absolument constantes. Elles sont d'ailleurs infinies sur la droite dont la caractéristique est le coefficient angulaire du faisceau.
L'équation du premier degré entièrement réelle
y = mx -J- p
paraîtrait ne représenter que deux droites confondues, l'une réelle et l'autre ayant pour caractéristique le coefficient angulaire m. Mais on peut remarquer que les deux équations
a := Wa -|- /),
qui donnent les solutions imaginaires de l'équation, laissent [i complètement arbitraire, par rapport à a, d'où il résulte qu'il vaudra mieux dire que l'équation représente une infinité de droites confondues, l'une réelle et les autres ayant toutes pour caractéristique commune le coefficient angulaire de la droite réelle.
De cette manière, l'équation
y = mx -f- p
pourra encore être considérée comme représentait un faisceau de droites.
66. D'après ce qui a été dit dans le chapitre précédent, l'équation
ne saurait être considérée comme l'équation la plus générale de la ligne droite, en coordonnées imaginaires; mais il n'est pas de circonstances où elle puisse être insuffisante, par la raison que chacune des droites qu'elle représente pourra être assujettie à passer par deux points donnés à volonté par leurs coordonnées imaginaires, pourvu que ces deux points aient même caractéristique, ce qui est la condition indispensable pour qu'ils puissent faire partie des données d'une même question. ■
D'un autre côté, la représentation de la droite, sous forme imaginaire, par l'équation
conserve à ce lieu sa propriété la plus caractéristique, que le rapport des différences des coordonnées de deux quelconques de ses points reste constant.
Ces deux remarques font pressentir la facilité avec laquelle la représentation de la droite par l'équation
s'adaptera à la recherche des tangentes et asymptotes aux courbes imaginaires.
67. La théorie géométrique des angles imaginaires formera un chapitre important de cet ouvrage, mais nous ne pourrions pas dès maintenant résoudre convenablement les questions relatives aux inclinaisons mutuelles de droites imaginaires.
Provisoirement, lorsqu'on en aura besoin, on pourra recourir au coefficient angulaire
de la droite C d'un faisceau, soit pour arriver à l'interprétation des résultats de calculs achevés, soit même pour disposer un calcul conformément aux conditions imposées par la .question.
Si l'on voulait mettre le coefficient angulaire (?/? -|- n y^ 1 ) d'un faisceau de droites, rapporté à des axes rectangulaires, sous la forme
tang(!p -{- Is' — 1 ), l'analyse algébrique ferait aisément connaître © et '^. D'un autre côté, si l'on faisait ensuite tourner les axes d'un angle (jl, le coefficient angulaire du faisceau deviendrait évidemment
tang((p — fx-|--J/v — l) ;
d'où l'on voit que <p n'est autre chose que l'angle que fait avec l'axe des X le grand axe de l'ellipse évanouissante qui correspond au faisceau,
tandis que la valeur absolue de tang -^ y/ — 1 est le rapport du petit au grand axe de cette ellipse. Car si Ton supposait p =9, le coefficient angulaire du faisceau se réduisant à tang {<\i \—i), le faisceau serait bien rapporté au grand axe de l'ellipse évanouissante correspondante, pris pour axe des x. Mais la transformation ne présenterait maintenant aucun intérêt, parce qu'elle ne pourrait pas encore recevoir d'interprétation nette.
(58. L'expression analytique de la distance de deux points recevra un sens défini de la discussion du heu représenté par l'équation du cercle imaginaire
. (^^-a-a's-lf-\-(y-à-b'^/—^y = (r-]-r\-lf;
mais les questions oti entreraient des distances, soit comme données, soit comme inconnues, devront être provisoirement écartées, comme celles où entreraient des grandeurs angulaires.
69. Nous pouvons toutefois remarquer que les demi-sommes des coordonnées Je deux points, de même caractéristique, représentent, dans le même système, le milieu de la droite qui joint ces deux points.
Cette remarque suffira pour étendre aux courbes imaginaires les deux théories des centres et des diamètres.
Du plan.
L'équation générale du premier degré à trois variables
(m -f N V - l)^- + (P + QV'- l)^ + (r 4. s V™ l). + H = 0
représente des lieux du premier ordre, c'est-à-dire des plans. Ces plans se coupent tous suivant la droite
j Mx + P?/ + Rz -(- H = 0,
leur équation générale, en coordonnées réelles, s'obtiendrait en éliminant a, a', a" et [i" entre les équations
Ma _ n|- + Pa' - Q^ + Ra" - Sf/' + 11-0, M^ + Na + P?!J + Qa -f R.ft" + Sa" = 0,
On trouve ainsi
= 0; les trois formes principales de cette équation sont
(M.. + Py + R^ + H) + (N.r + Qy + Ss) 5-±^ = 0,
(Mx+ Py + R0 + H) -f- (N^ + Qy + Sz) ?-£-^ = 0,
(i\U- + Py + R.- + H) + (Nx- + Qy + Sz) Ji^ = 0;
elles représentent les plans conjugués dont les x et y, ou les x et z, ou les y et z, sont réels.
L'équation
(M _|_ N ^fZr\) j- + (P + 0 v"^) .y + (r + s sT^i) z -I- H = 0,
contenant six paramètres arbitraires, suffira à la représentation du plan dans toutes les circonstances possibles, puisqu'un plan représenté par cette équation pourra toujours être assujetti à passer par trois points donnés à volonté, géométriquement et analytiquement.
De la ligne droite dans l espace.
72. Nous avons déjà dit que deux équations à trois variables, à coetlicients réels ou imaginaires, prises au hasard, ne fourniraient généralement qu'un nombre limité de solutions appartenant à un même système [C, C']. Pour que le contraire arrivât, il faudrait que les quatre équations dans lesquelles se décomposeraient les proposées, lorsqu'on y supposerait les variables imaginaires et telles que les rapports deux à deux de leurs parties imaginaires fussent des nombres donnés C et C, se réduisissent à trois ; et dans ce cas, en général, C et C dépendraient l'un de l'autre.
On pouriait rechercher, d'après ces indications, les conditions auxquelles devraient satisfaire les équations de deux onglets
(m + N V - l ■ .r 4- i P -h Q V — I ) // -f ( R -f S \ — l'; -- + II = 0
,M'+N'V -l)x-{-lP'-f U's — Dy-f (R'-f S'v— I)z4-H' = 0
de plans imaginaires, pour que leur intersection totale se composât de séries de points de mêmes caractéristiques ou de lignes droites, ce qui conduirait aux équations de la droite, considérée dans l'espace.
Mais l'intersection totale de deux lieux n'élant en rien changée lorsqu'on substitue au système de leurs équations tout autre système équivalent, nous pourrons supposer que des équations proposées, en éliminant entre elles successivement y et x, on ait tiré deux équations telles que
ij—[m'^n\—\ :. ---//— y' s -- I :
les conditions cherchées, alors, s'obtiendront en éliminant a, a', a" entre
et exprimant que l'équation résultante en |i" est identiquement satisfaite.
Or l'élimination de a" entre les deux dernières donne
' ( g" ~ (T ~~ "'" "^ ""/ ~ ^'* — ^'^ i les conditions cherchées sont donc
, , r. on
an — qn :=. 0 ou -^ = -y q n
et
La première doit être remplie par les coefficients des équations des deux plans, et la seconde lie entre elles les caractéristiques d'une des droites d'intersection. . ■ ,
75. Gela posé, il est facile de revenir du cas particulier qu'on vient d'examiner, au cas général : il suffira pour cela d'interpréter la condition obtenue.
q n Or on voit immédiatement qu'en supposant ■Ît= -, dans les équations
X = \m -f- n \ — l) - + /> + ^ V — 1 et
y = {m -{- n' V — l) s + ;/ + q'sj — \,
on pourrait tirer de leur système, en les retranchant membre à membre, une équation à coefficients réels.
La condition est donc que l'intersection totale des deux lieux soit contenue dans un plan réel : cette condition, dans le cas général, s'exprimera par
et en désignant par K la valeur commune de ces rapports, si la condition est remplie, la relation entre les caractéristiques d'une des lignes formant l'intersection totale sera
M_KM' P-KP
puisque l'équation du plan réel contenant cette intersection totale sera (M — KM) * + (P — KP) ?/ + (R — KR') z -}- H — KH' = 0.
DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN. oà
7/i. Il est important de remarquer que dans le cas qui vient de nous occuper, l'intersection totale des deux plans n'est autre qu'un faisceau plan de droites, tel qu'il se trouvait défini par la discussion de l'équation du premier degré à deux variables.
En effet, en prenant pour plan des xy\e plan réel qui contient l'intersection totale, on ramènerait nécessairement le système des équations des deux plans au système
75. Les équations générales de la droite dans l'espace seront, d'après ce qu'on vient de voir,
X = [m -f- 'î \ — 1 ■' - ~h P "h ^ V — ^ et
et les caractéristiques d'une des droites représentées par ce système d'équations seront liées entre elles par la relation
— r = otK. -^ m .
76. Les équations de la droite, dans un système donné [C, G], ne contiendront donc effectivement que six constantes arbitraires ?», n, p, q, m et />', puisque G et G' étant donnés, K serait déterminé par la condition
Mais on aurait tort de croire qu'elles en dussent contenir huit, car la condition, pour la droite, de passer par un point
du système [G, G'], s'exprimera par trois conditions seulement au lieu de quatre, parce que les équations de la droite auront justement été préparées de telle manière que l'une des quatre équaiions rentre forcément dans le système des trois autres.
77. Les équations d'une droite assujettie à paisse i par un seul point
donné géométriquement et analytiquement seront
Mais si les coordonnées du point donné [x\ y, z'] sont
qui se réduit à
2 se traduira pa
^Tîfi" —
7la"
— ni
Ainsi les équations générales des droites passant par un point [x', y', z'\, de caractéristiques G et C, sont
X — X = [m -f- n y/ — l) (- — ^') et
y — y' = (m' ^ n' yj — i) {z — z),
avec la condition
1 — m C nC
78. Les équations de la droite assujettie à passer par deux points [x, y', z'], [x", y", z"] de mêmes caractéristiques C et C' seraient, dans le même système [G, G'],
Dans ces deux dernières les conditions
et
^ = — q' ri
n n , , -, = mn — nm
seront satisfaites d'elles-mêmes, par cela seul que les deux équations admettront deux solutions d'un même système.
79. Si l'on voulait que l'un des plans représentés par l'équation
contînt l'une des droites représentées par
X =i {m-\- n ^ — l) z -\- p -\- q \ — 1 et
= (m'+nKv — 1) z+p'^qK\ — 1.
bien que le - d'un point de cette droite ne fût pas complètement arbitraire, puisque ses parties a" et [i'' devraient être assujetties à l'une des relations
^ = mr + «a" -f q
et
sL. = n,y-\-nKoL"-\-qK
du n° 72, relations qui rentrent l'une dans l'autre dès qu'on suppose, comme on doit le faire,
il n'en faudrait pas moins toujours exprimer que l'équation en:: résultant de l'élimination de x et de y est satisfaite d'elle-même, ce qui exigerait* toujours les deux conditions
(M-hXv^ (m-\-n\/^) + (.M'-f N V^) (m'-|-nKv/^)-t- 1 =0
et
(M+Nv^)(/. + Vv3ij + (M'+NV^(//+îKv^)-hP+Qv'^=0.
analogues à celles qui expriment qu'une droite réelle est contenue dans un plan réel.
Mais si l'un des plans représentés par
(m + N v/^)x 4- (M'+N'v^)y + .' + P + 0\/^ = 0 contient l'une des droites
X = [m -\- n V— ijz -{- jj -f- g V — '»
comme toute solution quelconque du système des deux dernières équations formera solution de la première, le faisceau entier des droites sera compris dans le système des plans, chaque droite d^ faisceau étant contenue dans l'un des plans.
Les solutions imaginaires communes à deux équations
à coefficients réels, sont deux à deux conjuguées; un couple de ces solutions peut donc être représenté par
x= '/ itS \ — 1,
Ces deux solutions ont même caractéristique -—^ = C, les deux points
correspondants
appartiennent donc aux conjuguées de caractéristique G des deux lieux proposés, la droite qui les joint d'ailleurs a pour coefficient angulaire G ; ces points sont donc les extrémités d'une corde réelle commune aux deux conjuguées; enfin le point milieu jc = a. y = a' de cette corde commune est commun aux diamètres correspondant aux cordes réelles de ces mêmes conjuguées. Ainsi les solutions imaginaires communes aux équations à coefficients réels de deux lieux fournissent, par couples, les points de rencontre des conjuguées, de même caractéristique, qui, en Tun des points de rencontre de leurs diamètres respectifs, correspondant à leurs cordes réelles, ont même ordonnée à partir de ces diamètres, les ordonnées étant prises parallèlement à la direction commune des cordes réelles.
82. Les solutions communes à deux équations à coefficients imaginaires
P + Q N - ' = o> R-fSs —I =0
auraient leurs conjuguées dans les solutions communes à
P_ Q y/ _ i = 0, Il — S V ^ = 0.
Elles fournissent la moitié des solutions communes aux équations à coefficients réels
et par conséquent l'énoncé précédent, convenablement modifié, s'y applique aisément. '*
Cet énoncé même montre pourquoi le nombre des solutions communes à deux équations reste fini, tandis que le nombre des points de rencontre deux à deux des conjuguées des deux lieux est infiniment grand.
85. Si des lieux plans on passe aux surfaces, on verra de même que toute solution commune à deux équations
à coefficients r^els, ne peut fournir qu'un point tel que la droite menée de ce point parallèlement aux cordes réelles des conjuguées de mêmes caractéristiques qui le contiendraient, aille rencontrer l'intersection commune des surfaces diamétrales correspondant à l^urs cordes réelle^^.
Or si par un point choisi à volonté de l'intersection des surfaces diamétrales correspondant aux cordes réelles de deux conjuguées de mêmes caractéristiques, on mène une parallèle à la direction commune de ces cordes réelles, en général les points de rencontre de cette parallèle avec les deux conjuguées seront différents.
Il en résulte que l'intersection totale des deux lieux
ne doit en général comprendre qu'un nombre limité de points appartenant à un même système [G, G'], mais qu'en général aussi, quels que soient G et G', on devra trouver sur l'intersection totale quelques points appartenant aii système [G, G'J.
L'ensemble des solutions communes aux équations de deux lieux à trois dimensions, devait donc fournir une surface, puisque chaque solution était déterminée par le choix de deux constantes complètement arbitraires G et G'.
Une droite réelle
^ = G^- + cl
INTERSECTIONS SIMPLES. o'J
ne peut couper que la>conjuguée G d'une courbe
fix,y)=i}.
mais elle la peut couper en un nombre de points qui atteigne le degré de l'équation de cette courbe.
D'un autre côté une droite non parallèle aux cordes réelles d'une conjuguée G ne peut la couper qu'à la condition d'être représentée imaginairement.
Mais si cette droite dont l'équation en coordonnées réelles serait y^ux-\-b, est représentée en coordonnées imaginaires par une équation du premier degré
comme les coefficients m, n, p^ q ne seront encore assujettis qu'à deux conditions exprimées par
/Il — n — Li
on pourra l'assujettir à rencontrer effectivement la conjuguée G du lieu
en deux points, puisqu'il restera dans son équation deux constantes arbitraires.
80. Inversement, sans se donner géométriquement la droite à représenter, on peut se proposer de déterminer la forme de son équation sous la condition que le système de cette équation et de celle du lieu ait deux solutions appartenant au système G.
Cette condition s'exprimera par deux relations entre m, n. p ei y et il restera encore, dans l'équation, deux constantes arbitraires dont on pourra disposer pour fixer la position géométrique de la droite.
On conçoit sans peine l'utilité de la recherche théorique de l'équation générale des droites capables de couper la conjuguée G d'un lieu f{x, y) := 0 en deux points effectifs, puisque, à défaut de méthodes directes, ce serait dans cette équation générale qu'on trouverait, en particularisant davantage, l'équation des cordes de cette conjuguée parallèles à une direction donnée, l'équation générale de ses tangentes, les équations de ses asymptotes, etc.
La solution tie cette question serait du reste toujours très-simple, au moins en principe, puisqu'il ne s'agirait que d'exprimer que deux des solutions communes aux équations
y ==(«-}-«' si— I ) X-\-h -{- 1/ \' — I , f{x,jj) = i)
appartiennent au système G.
En supposant le degré de f{x, y) égal à. m et en admettant qu'on eût pu résoudre le système des deux équations, on pourrait combiner deux
à deux les m solutions trouvées de — ^^ '- manières différentes, et
par conséquent en cherchant à exprimer que deux solutions, prises au hasard, dussent appartenir simultanément au système G, on Irouve-
. m (m — 1) rait lormes de l'équation cherchée.
Mais en fait celte question ne présente qu'un intérêt purement théorique, car on n'aura jamais besoin de la résoudre effectivement. Nous nous bornerons en' conséquence à la traiter sur les exemples les plus simples.
86. Supposons d'abord qu'il s'agisse de l'ellipse : pour obtenir l'équation générale des droites capables de couper l'une de ses conjuguées en deux points, nous pourrons imaginer que la courbe réelle ait été rapportée au système des deux diamètres conjugués qu'elle a en commun avec cette conjuguée, de manière, par exemple, que ce soit Taxe des x qui soit le diamètre transverse de la conjuguée ; l'équation cherchée étant obtenue dans ce système, il ne s'agira plus que de ramener les axes des coordonnées à coïncider par exemple avec les axes principaux de la courbe réelle.
Soit
a'\if -j- Px- = d^U-
l'équation de l'ellipse rapportée au système choisi de diamètres conjugués : pour que les solutions communes à cette équation et à l'équation
y = [m -f- 11 \/— l) xA^]-)^-q\i — \.
/ournissent deux points de la conjuguée désignée, dont les abscisses sont devenues réelles, et dont les ordonnées sont imaginaires sans parties réelles, il faudra que l'équation
ait ses deux racines réelles, et que ces racines substituées dans
donnent pour y des valeurs débarrassées de parties réelles.
Ces valeurs de x devront satisfaire à la condition
mx -|- ^ =r 0 ;
mais celle-ci ne peut être satisfaite par deux valeurs différentes de x à moins que m et p ne soient nuls.
L'équation générale des droites qui peuvent couper la conjuguée à abscisses réelles de l'ellipse
est donc
y — n\—\x^qS—^-
Au reste les hypothèses m=^<) et ;:» = 0 réduisent l'équation propre à donner les valeurs de a- à
{Ir — n-LÎ-) x^ — 2nga-x — a'^b'*- — a Y = 0, qui donne
nqo'- =t a'b' y' b'^ — n-o'^ -\- q* ^"" b-- - n'a'
Ces valeurs ne sont réelles qu'autant que
b'- — ii-a'- -{- ç* >> 0.
87. Pour interpréter cette condition il suffit de remarquer que la droite C = cc du faisceau
qui est celle qui contient les points de rencontre, aurait pour équation en coordonnées réelles
y = )ix -}- g.
11 en résulte que la condition
//* _ n'a" -h ^' = 0 ou
est celle qui exprimerait que cette droite est tangente à l'hyperbole conjuguée dont il s'est agi dans la question.
88. Si l'on voulait maintenant avoir l'équation générale des droites qui couperaient en deux points la conjuguée G de l'ellipse
rapportée à ses axes, il n'y aurait qu'à faire la transformation de coordonnées.
Les formules seraient
X sin a' — y cos a' sin (a — a) ' y cos a — a: sin a
sin (a — a)
a' et a désignant les angles des diamètres a', h' avec l'axe a; la substitution dans
donnerait
n V — 1 sin a' -j- sin a , r/ \/ — 1 sin (a — a)
n V — 1 cos a -|- cos a w y — 1 cos a' -|- cos o Sachant d'ailleurs, que
tang a = C et
tang a = ^
il ne resterait plus qu'à substituer dans cette dernière
sin a = - , sm a
cos a = - , cos a
ce qui la réduirait à
_ ns!— 1 C y/ Q^C + A^ + ^>^>1 4- C^
n v — 1 \' rt*r/ + é' — «T. V 1 + Û'
Telle est l'équation générale des droites qui peuvent couper en deux points la conjuguée C de l'ellipse a^y^ -\- b^x^ ^=.o^b^.
On trouverait de même, pour l'équation générale des droites qui peuvent couper en deux points la conjuguée C de l'hyperbole
n \i — \ C \ aHV' -j- 6* — b^ \'. 1 + C^
— qsj — i
y/ — 1 V fl*C^ + // — a^Q. \J l -\- C-
89. L'équation générale des droites qui peuvent couper en deux points la conjuguée C de la parabole y-=2px, serait plus simple : on l'obtiendrait aussi en faisant subir à l'équation générale
de ces droites rapportées au diamètre commun et à la tangente commune aux deux paraboles, la transformation correspondant au retour aux anciens axes.
Les formules seraient alors
X = j- — y cotang a — — ^— , ,
2 lang- a
el
sina' lang a" où l'angle a' serait déterminé par la condition
tangage, ce qui les réduirait à
.v = fs<+c.-f
substitution donnerait
nCs -\ , ffi\—i
IL
fj /? \ — 1
90. Les calculs, dans ce qui précède, ont pu être abrégés parce que l'on savait que la conjuguée rapportée aux axes choisis devait avoir ses ordonnées imaginaires sans parties réelles : s'il s'agissait par exemple de trouver l'équation générale des droites capables de couper en deux points la conjuguée à abscisses réelles du lieu
-h2(e+ev/-4)-z^-hl=0, on pourrait observer que la substitution à y de
dans cette équation, donnant en x une équation de la forme
(p + p' y/Z~[) ^.2 + (q -f Q' s[Zr\) X + H + R' v'^ = 0,
les racines de cette équation, supposées réelles, devraient satisfaire aux deux équations
P^-^ + Qar + R = 0, et
PV^ -i- Q'^ -f R' = 0,
ce qui exigerait que ces deux dernières fussent identiques, de sorte que les deux conditions cherchées entre m, n, p et q seraient exprimées par
91. Plus généralement, si l'on voulait obtenir l'équation générale des droites capables de couper la conjuguée C=oo d'un lieu quelconque f{x, y) = 0, il faudrait exprimer que l'équation
f[x, (m-^ nsfZri) ^. J^p J^ r^sj^ri] = 0
eût deux racines réelles; or ces racines, en supposant l'équation développée et mise sous la forme
devraient satisfaire aux équations
On obtiendrait donc les deux conditions cherchées entre m, n, p etg en exprimant que P et Q aient un diviseur commun du second degré.
92. Les équations générales de la droite capable de couper en deux points une conjuguée [G, C] d'une surface
s'obtiendraient par une méthode identique à celle qu'on a employée dans les numéros précédents.
Les équations de cette droite, d'après ce qu'on a vu au n° 72, devraient être prises dans le type
X =^\m -\- n v' — \) z -\- p -\- q \ — 1 , y =[m'^nK\n^\) z +p' ^ q^s"^^, les constantes devant d'ailleurs être assujetties à la condition
Si l'on avait préalablement rendu réelles les coordonnées ar et y de la conjuguée considérée, en dirigeant convenablement l'axe des z, C et C seraient infinis, la condition précédente se réduirait par conséquent à
mK = m',
et par suite les équations de la droite devraient être prises dans le type
j: = (m -{- n s - i) z ^ jj -\- q ^ _ 1 y = (m -f- n s/'^^ï) Kz-\-p'-{- qK V"^» ou mieux
.i: = {m -)- n V — i) - + /J + ^ V — 1 Kx — y = pK — p.
Cela posé, il faudrait exprimer que deux des solutions communes à ces équations et à l'équation f{x, y, r)=0 eussent leurs x et ^ réels. Mais l'équation
Kx— y =pK — p',
obligeant d'elle-même y à être réel dès que x le serait, il suffirait en définitive d'exprimer que l'équation en x résultant de l'élimination de y et s entre les trois équations, c'est-à-dire
eût deux de ses racines réelles ; conditions qu'on obtiendra, comme au numéro 91, en exprimant que les équations
dans lesquelles se décomposerait la précédente, dès qu'on supposerait x réel, eussent deux solutions communes.
Les deux conditions ainsi obtenues réduiraient à quatre le nombre des constantes contenues dans les équations de la droite, c'est-à-dire que cette droite pourrait, comme cela devait être, occuper toutes les positions imaginables.
Des modes de génération comparés de la courbe réelle et de ses conjuguées.
93. On verra dans le troisième volume de cet ouvrage comment en cherchant à découvrir, dans l'équation d'une courbe, les modes de génération dont elle serait susceptible, j'avais été conduit à remarquer que ses conjuguées pourraient être engendrées par le point de rencontre
des mêmes courbes mobiles, mais groupées difléremment, dont les intersections successives fournissaient la courbe réelle elle-même.
L'espèce d'assimilation que j'avais établie par ce moyen entre la courbe réelle et l'une de ses conjuguées, outre qu'elle est peu naturelle, ne pouvait s'obtenir que dans des cas particuliers, et j'ai bientôt renoncé à poursuivre mes recherches dans la voie où je m'étais primitivement engagé.
Si l'on voulait comparer entre eux les modes de génération qui pourraient convenir à nne courbe réelle quelconque, d'une part, et à toutes ses conjuguées, de l'autre, on y arriverait bien plus naturellement et avec des ressources bien autrement fécondes au moyen de cette simple remarque que si la courbe réelle
F {x, y) = 0 est le lieu des intersections des deux courbes mobiles
/' {x, y, a) = 0, fi{x,y,a) = 0,
où le paramètre a prendrait toutes les valeurs réelles de — x à -j-^ , chaque conjuguée G de cette même courbe réelle pourra être considérée comme le lieu des intersections des conjuguées G des lieux représentés par les deux équations
f {^'^ y,p + fi V— 0 = 0,
oh p ei q seraient assujettis à la condition que l'un au moins des points de rencontre appartînt au système G.
Il résulte en eflet de là qu'à chaque mode de génération de la courbe réelle il en correspond un entièrement analogue pour chacune de ses conjuguées.
Ces considérations ne me paraissent plus offrir qu'un intérêt relativement médiocre, aussi ne m'y arrêterai-je que fort peu, mais il m'a paru utile de mentionner au moins la méthode.
J'en ferai seulement l'application à l'ellipse et à ses conjuguées pour un seul mode de génération.
L'ellipse
ay -}- b'x^ = o}^
est le lieu des points de rencontre des droites
y z=i m ix -\- ci) et V = T- {x— a\\
si l'on veut déduire de là un mode de génération de la conjuguée G= x de cette ellipse, on remplacera la constante arbitraire réelle m par une
constante imaginaire m -\- n^ — 1 et on liera m à n par la condition que le point de rencontre des deux faisceaux
y = (w4-nv— l) (x-^a),
a*(w-J-wV— l)
ait son abscisse réelle.
L'élimination de y donne
b^ — a-m^ -f- arn- — Imna- sJ — i X = a : ,
b^ -\- a^m} — aV -f- 2mna- \ — 1
en sorte que la condition serait
b^ — a^m^ -\- a-n* mn
b^ -\- a^m^ — a-n- mn '
elle se réduit en apparence à
fflYl
si l'on remplace — — par — 1 ; mais cette impossibilité montre mn
mn 0 ;
que doit être -•> c est-à-dire que l'une des parties m ou n v — 1 de
mn 0
la constante doit disparaître.
En faisant évanouir n on retrouverait naturellement l'ellipse ellemême, il faudra donc pour obtenir sa conjuguée faire au contraire disparaître m.
Ainsi la conjuguée C =x de l'ellipse
aY + **-i' = û*ô' est le lieu des intersections des droites C = oo des deux faisceaux
y = n V— 1 {x + a) et
yz= = {X — a).
Or ces droites sont représentées en coordonnées réelles par
y = n{x-^a) et
On connaît donc ainsi les deux génératrices réelles de Thyperbole éy^ — è V = — û'é2.
De l'extension qu'on peut donner à la définition d'un lieu pour y comprendre celles de ses conjuguées, et de la construction graphique de l'une des conjuguées au moyen de la définition de la courbe réelle.
94. L'importante question indiquée dans ce titre est indéfinie de sa nature, elle se reproduira sous une infinité de formes, selon que la définition de la courbe réelle se rapportera à sa génération par points, ou qu'elle contiendra renonciation d'une propriété de ses tangentes ou de ses normales, de son cercle osculateur, etc.
Nous aurons donc à y revenir dans le chapitre où nous traiterons des tangentes aux courbes imaginaires.
Nous ne nous occuperons ici que du cas où la courbe réelle serait définie par la construction propre à en fournir un point quelconque. La question proposée ne comporte évidemment pas de solution générale ; nous nous bornerons donc à l'examen d'un cas simple, présentant de l'intérêt.
93. La cissoïde de Diodes se tire du cercle, comme on le sait, en menant d'un point A de la circonférence une transversale quelconque APN et portant sur cette transversale, à partir du point A, une longueur AM égale à la portion de cette même transversale comprise entre le second point P où elle coupe la circonférence, et le point N où elle coupe la tangente à cette circonférence menée par la seconde extrémité du diamètre passant en A. Le sens de AM doit d'ailleurs être le même que celui de PN.
Pour généraliser cet énoncé il suffira de le transformer de la manière suivante :
Que l'on imagine par le point A, pris pour origine des coordonnées,
Fig. 1.
une droite quelconque
c'est-à-dire un faisceau de droites ; que l'on détermine d'une part les coordonnées du second point de rencontre de ce faisceau avec le cercle ou avec l'une des hyperboles ses conjuguées, et de l'autre les coordonnées du point de rencontre du même faisceau avec la tangente TT' représentée par l'équation
enfin que l'on forme Jes différences des coordonnées des deux points obtenus (en retranchant les coordonnées du point du cercle des coordonnées du point de la tangente) : le point qui aurait pour coordonnées les différences obtenues sera un point du lieu cherché.
Les coordonnées de ce point, en raison même de l'identité de marche suivie dans le calcul, satisferont à l'équation de la cissoïde,
ce sera donc un point de cette cissoïde ou de l'une de ses conjuguées. Cela posé, le second point de rencontre du faisceau
avec le cercle
a pour coordonnées
y =i {m-\-n \/ — 1 ) X y^ = :2Rj? — x- 2R
le point de rencontre du même faisceau avec la droite
x = 2R a pour coordonnées
les différences des coordonnées des deux points, ou les coordonnées du point du lieu, sont donc
(m-fnv— l)'-f 1/ " {m-\-ny/—^y-\-i'
la partie imaginaire de x est
Si l'on veut que le point obtenu appartienne à la conjuguée à abscisses réelles de la cissoïde, c'est-à-dire à la courbe représentée en coordonnées réelles par l'équation
il faudra faire nulle l'une des parties m ou n ; en supposant n = 0 on trouverait la cissoïde elle-même, pour avoir sa conjuguée G =x il faudra donc faire m =: 0.
Mais si?M=0 le point de rencontre du faisceau avec le cercle appartiendra à la conjuguée à abscisses réelles de ce cercle, car l'abscisse de ce point de rencontre se réduira alors à
c'est-à-dire sera réelle ; l'abscisse 2R du point de rencontre du même faisceau avec la droite
étant aussi réelle, les deux points de rencontre du faisceau avec le cercle et avec sa tangente appartiendront à la même droite G =oo du faisceau ; enfin le point du lieu ayant encore son abscisse réelle, se trouvera aussi sur la même droite G = oo du faisceau.
On voit donc que la conjuguée G =00 delà cissoïde se tire de la conjuguée G=x du cercle exactement de la même manière que la cissoïde elle-même se tire du cercle.
Pour construire cette conjuguée G = ao de la cissoïde, il faudrait, sur chaque transversale APNPj, issue du point A, porter, à partir de ce point, une distance AM^ égale à la distance NPj, comprise sur la même transversale entre la tangente TAï' et l'hyperbole équilatère conjuguée du cercle, en ayant soin de donner à AMj le sens P^N.
On pourrait sans doute étendre la même étude aux autres conjuguées de la cissoïde, mais les résultats seraient alors moins intéressants parce que chaque point du lieu proviendrait des points de rencontre de deux droites différentes du faisceau
= (m -f- wy — V X
avec le cercle et avec sa tangente, et que du reste non-seulement la caractéristique du point du lieu différerait de la caractéristique du point du cercle dont il proviendrait, mais que les points d'une même conju-
guée de la cissoïde ne seraient plus fournis par les points d'une même conjuguée du cercle.
Discussion de quelques problèmes de géométrie élémentaire.
96. La discussion complète des problèmes relatifs au cercle est généralement impossible par les éléments parce que l'une des hyperboles équilatères conjuguées du cercle vient toujours jouer un rôle plus ou moins important dans la question, le problème posé relativement au cercle l'étant en même temps par rapport à toutes ses conjuguées, si l'on en entend l'énoncé aussi largement que possible, et au moins par rapport à une conjuguée convenablement choisie tant que les données restent réelles.
Nous citerons ici quelques exemples choisis parmi ceux où il n'y ait à considérer que des intersections de droites et de cercles : on en trouvera d'autres dans le chapitre des tangentes, mais la goniométrie imaginaire en présentera de plus importants, dont l'étude méthodique est devenue indispensable aux théories des fonctions circulaires et des fonctions exponentielles.
97. Soit proposé d'inscrire dans une sphère un cylindre de volume donné :
En désignant par x le rayon de ^
base du cylindre et par y la moitié v\
de sa hauteur, les équations du pro- nN^/
blême seront
^■KX'y = V = irf ;
éliminant x entre ces équations^, on trouve :
L'expression du volume change de
signe avec y parce qu'en réalité, ^^' "
dans la mise en équation, on n'a évalué que la moitié du cylindre, soit la
partie ABEF, soit la partie CDKF. C'est le double de cette moitié qu'on
a égalé à m^ ; nous pourrons donc borner la discussion aux variations
de ?/ de 0 à -f- 00 •
Tant que y est moindre que R; le volume du cylindre est positif, le cylindre est alors réellement inscrit dans la sphère.
Mais dès que y surpasse R, le volume du cylindre devient négatif, il reste réel quoique le cylindre lui-même devienne complètement imaginaire.
L'explication de ce fait est très-simple. L'équation
exprime que j? et y sont les coordonnées d'un point du cercle générateur de la sphère, rapporté aux axes Ox et Oy : si y est plus grand que B, X est imaginaire sans partie réelle, le point [x^y] appartient à l'hyperbole équilatère A^MEj, par conséquent l'expression en discussion estcelledu volume d'un cylindre inscrit dans l'hyperboloïde engendré par la révolution de l'hyperbole AiMBj autour de l'axe des y. Ce cylindre est en continuité concrète avec le cylindre inscrit dans la sphère, comme l'expression de son volume est en continuité analytique avec l'expression du volume du cylindre inscrit dans la sphère.
98. Les mêmes remarques s'appUqueraient au cône inscrit dans la sphère.
99. Voici une question encore plus simple et où cependant la discussion des résultats obtenus est encore plus impossible par les éléments.
Supposons que d'un point A pris à volonté dans le plan d'un cercle 0, de rayon R, on mène à ce cercle une sécante variable qui le rencontre en M et N : on pourra demander le maximum et le minimum de la somme des produits des distances AM et AN par des nombres donnés m et n.
Soient d la distance du point A au centre 0 du cercle, et x' l'une des longueurs AM ou AN, que nous prendrons pour variable indépendante, l'autre x'\ si l'on suppose le point A pris hors du cercle, sera donnée par l'équation
en sorte que la fonction dont on demandait le maximum et le minimum sera
mx -kw ; — .
Pour lui faire prendre la valeur S il faudrait donner à x' la valeur
le minimum de la somme cherchée serait donc
2\/mn(d^—ii^), tandis que le maximum serait
— ^s/mnid^ — R^),
Mais si iron fait application de cette formule, on reconnaît que ni ce minimum ni ce maximum ne se rapportent toujours à la question proposée.
En effet, soient
R = l'", f/ = 2^ n=9, m =0,0001, les valeurs limites de la fonction, fournies par l'équation
S^ = 4mn((f-— R-), seraient
— 2X0,01 XV3X 3 et + 2x0,01 Xv3X 3 ou
— 0^^,06 X v'3 et + O^Oe X ^3,
S et les valeurs correspondantes de la variable x, réduite alors à -— ,
seraient
— SOO'-XvS et 4-300° XV 3.
Ainsi l'analyse prescrirait, comme moyen de solution, de décrire
du point A comme centre un cercle de rayon égal à 300° X V 3 et de joindre au point A les points de rencontre de ce cercle avec le cercle proposé !
Ces rencontres n'existant pas, il faut en conclure que les équations du problème en comprenaient un autre que le proposé.
Pour justifier cette conclusion, on remarquera d'abord que les deux variables x' et x" liées entre elles par l'équation
sont toujours réelles en même temps; qu'à la vérité, lorsque la somme S est comprise entre
— 2 \/mn {d- — R-) et +2 ymn (d- — R-) ,
x et par suite x" sont réels ; mais qu'il ne suffit pas que x' et xf' soient réels pour que ces quantités représentent les distances du point A aux points de rencontre d'une transversale issue de ce point avec la circonférence du cercle donné, la formule symbolique de la distance d'un point ■ ,
au point
c'est-.'i-dire la formule
pouvant représenter une quantité réelle dès que
x' et x" pouvaient donc rester réels bien au delà des limites en deçà desquelles le problème proposé serait encore possible et par conséquent on pouvait être induit en erreur en cherchant les limites de S dans les conditions de réalité de x' ou de x".
Quant aux résultats obtenus, on s'en rendra compte en remarquant que lorsque x' et x" sont réels, sans que le problème soit possible par rapport au cercle, ces variables représentent les distances figurées du point A aux points de rencontre d'un faisceau imaginaire issu du point A avec l'hyperbole conjuguée du cercle fixe qui a pour axe transverse la ligne OA.
En effet, si x = (x-\-^\/ — 1 et y = a -\- ^' \/ — 1 désignent les coordonnées d'un point du lieu
x'-^f = R\ a, f>, a' et ^' devront satisfaire à la condition
et si l'on tient compte de celle qu'on a trouvée plus haut
pour exprimer la réalité de la distance x' ou x" du point [x, y] au point A, il en résulte
^^ = 0, c'est-à-dire
condition qui exprime que le point [x, y] appartient à la conjuguée à abscisses réelles du cercle x^-{-y^=: R^.
Les deux points de cette hyperbole dont les distances figurées au point A seront x et x", appartiendront naturellement à url même
Fig. 3.
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laisceau issu du point A; mais comme ils auront tous deux leurs abscisses réelles, ils appartiendront tous deux à la droite C = x de ce faisceau, dont l'équation sera dès lors nécessairement de la forme
Il est au reste facile de voir ce que sont effectivement les distances x' et x" correspondant à une transversale AMN : les abscisses des points M et N étant réelles et leurs ordonnées étant imaginaires sans parties réelles, l'expression de l'une des distances,
représentera le second côté de l'angle droit du triangle rectangle dont d — X serait l'hypoténuse et dont y serait l'autre côté.
Ainsi les longueurs que désigneraient x' et x" seraient AM, et AN,, d'où l'on voit à quel problème se rapportera effectivement la solution lorsqu'elle ne conviendra pas au cercle proposé.
Les deux circonférences AM,P, AN,Q ayant pour centre de similitude le point A et les distances PM et QN étant dans le rapport de similitude, les trois points A, Mj, N, seront en ligne droite, comme les trois points A, M, N.
Sur un paradoxe de la géométrie des *sur faces.
100. Supposons, pour prendre un exemple simple, que nous fassions glisser un cercle parallèlement à lui-même de manière qu'il rencontre toujours en deux points un autre cercle fixe, de moindre rayon, do"nt le plan serait perpendiculaire au sien, le cercle mobile engendrera une surface définie dans tout l'intervalle compris entre les plans parallèles à celui du cercle mobile menés tangentiellement au cercle fixe ; mais, la génération de la surface n'étant plus définie en dehors de ces deux plans, il semblerait qu'elle dût être limitée par eux.
Cependant, si l'on soumet la question au calcul, on trouve que la surface engendrée s'étend indéfiniment et que le cercle mobile se transporte d'une manière aussi parfaitement régulière après avoir perdu ses guides que lorsque son mouvement était déterminé par eux.
Ainsi soient
les équations du cercle fixe, dans le plan des yz, et
y^-J^(x-df = K\ Z = h
celles du cercle mobile dans un plan parallèle à celui des xy, la condition de rencontre sera exprimée par
de sorte que l'équation de la surface, qui sera double, parce que le cercle mobile peut se présenter d'un côté et de l'autre du cercle fixe, sera
(x dz \/W—y^y — z^ = W— r\
Or, quelque valeur que l'on donne à z dans cette équation, l'équation résultante
représentera toujours deux cercles réels de rayon R.
Gela posé, on demande comment le cercle mobile est guidé dans son mouvement en dehors des plans
La réponse à cette question est extrêmement aisée à trouver : la condition de rencontre
n'exprime pas exclusivement que les deux circonférences se coupent effectivement, mais que si elles ne se coupent pas, une conjuguée de l'une coupe une conjuguée de l'autre.
Les points de rencontre auront nécessairement leur abscisse nulle, par conséquent réelle, puisque l'une des équations de la circonférence fixe est j? = 0 ; ce sera donc la conjuguée à abscisses réelles du cercle mobile qui rencontrera une conjuguée du cercle fixe, mais les ordonnées z des points de rencontre devront aussi être réelles, puisque l'une des équations de la courbe mobile est z=h; par conséquent ce sera la conjuguée à z réels de la circonférence fixe qui sera rencontrée par la conjuguée à abscisses réelles de la circonférence mobile.
Ainsi, à partir du moment où les deux circonférences deviennent tangentes et vont se quitter, les deux hyperboles équilatères symétriques par rapport aux axes, et conjuguées de ces circonférences, viennent se substituer à elles de telle sorte que le glissement de l'une d'elles entre les branches de l'autre continue de régler le mouvement du cercle mobile.
Il est clair que la même question pourrait être reproduite pour une surface quelconque, car on pourrait toujours définir cette surface comme engendrée par le mouvement d'une courbe mobile plane variable de grandeur en même temps que de position et assujettie à glisser entre les branches d'une autre courbe plane fixe, de manière que son plan restât parallèle à lui-même.
En donnant à la courbe fixe des dimensions aussi petites qu'on le voudrait on restreindrait à volonté les limites entre lesquelles le mouvement de la courbe mobile pourrait être réglé par les conditions mêmes de l'énoncé.
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La solution de la difficulté du reste serait toujours identique à celle que nous avons donnée dans le cas précédent, et les conjuguées des deux courbes planes qui se substitueraient à elles, après qu'elles auraient cessé de se couper, seraient encore définies de la même manière.
En effet, si l'on prenait toujours le plan de la courbe fixe pour plan des zyQi un plan parallèle à celui de la courbe mobile pour plan deso:^, d'une part, l'une des équations de la courbe fixe étant
les points de rencontre ne pourraient se trouver que sur la conjuguée à abscisses réelles de la courbe mobile, et de l'autre, l'une des équations de la courbe mobile étant
les points de rencontre ne pourraient se trouver que sur la conjuguée à 2 réels de la courbe fixe.
Ainsi le mouvement de la courbe mobile serait toujours réglé d'après les mêmes conditions.
Quoique la question qu'on vient d'examiner soit toute particulière, en ce que l'on a supposé planes la directrice et la génératrice de la surface, il est bien clair que les mêmes principes s'appliqueraient d'une manière analogue dans tous les autres cas. Mais il est inutile d'insister.
101. Lorsqu'une courbe réelle a un centre, ce point est centre commun de toutes ses conjuguées : en effet, si on l'a pris pour origine, les solutions de l'équation de la courbe seront deux à deux égales et de signes contraires, c'est-à-dire que si
est une solution de cette équation,
en sera une autre. Or ces deux solutions ont même caractéristique
ft' G= ~; les deux points correspondants
et
appartiennent donc à la même conjuguée G, et comme leurs coordonnées sont égales et de signes contraires, la corde qui les joint passe par l'origine et y est divisée en deux parties égales.
L'origine est donc le centre de la conjuguée G, c'est-à-dire d'une quelconque des conjuguées.
102. Réciproquement, si l'une des conjuguées d'une courbe réelle a un centre réel, ce point est aussi le centre de la courbe réelle et par suite de toutes les autres conjuguées.
Cela résulte évidemment de ce qu'on a vu au n° 21, que toute courbe réelle est une conjuguée de l'une de ses conjuguées.
105. Au reste les équations du centre d'une courbe algébrique dont l'équation aurait ses coefficients réels ne pourraient en aucun cas
-a'- fi'
donner de valeurs imaginaires pour les coordonnées de ce point ; en effet, si elles admettaient une solution
x= a -\- h V — l, y=a'+6'V— 1, elles admettraient aussi la solution conjuguée
X = a — h V — Ij »
et cette simultanéité est contraire à ce que l'on sait, qu'une courbe algébrique ne saurait avoir plus d'un centre.
A la vérité on pourrait bien objecter que la présence de deux centres imaginaires ne contredit pas le principe, puisque la courbe dans ce cas n'en aurait même pas un seul.
Je pense qu'on pourrait se contenter de répondre que si les équations du centre du lieu considéré comportaient, pour de certaines valeurs des coefficients, les deux solutions
X = a àz b \l — \ ,
on pourrait changer ces coefficients de manière à rendre réelles les deux solutions trouvées, ce qui ferait reparaître les deux centres.
Mais une preuve directe du fait nous enseignera quelque chose de plus.
Si, dans une équation
on remplace
£ par X ■\- a ■\- b y — 1 et
y par s/ -!-«'+ *'V— 1.
les solutions dont la caractéristique était G = — se transformeront en
d'autres dont la caractéristique restera la même. D'un autre côté, si en même temps on suppose les axes des coordonnées transportés parallèlement à eux-mêmes au point
les nêuvelles solutions, de caractéristique G, de l'équation transformée, rapportées au nouveau système d'axes, reproduiront tous les points de la conjuguée G du lieu, dan-; l'ancien système.
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Mais sia -j- * V^ — ^ eta'-\-b' y — 1 formaient une solution des équations du centre, les solutions de l'équation transformée seraient deux à deux
égales et de signes contraires, et la conjuguée G = - du lieu proposé,
qui n'aurait pas changé, aurait pour centre le point a^j = a -|- b,y^= a'-\-b'. Mais, pour les mômes raisons, elle admettrait aussi pour centre le point x/ = a — b,y\ = a' — b', ce qui est impossible.
Ainsi il est impossible que les équations du centre d'un lieu algébrique à coefficients réels admettent une solution imaginaire.
104. Mais s'il s'agissait d'un lieu à coefficients imaginaires, il n'y aurait évidemment aucun empêchement à ce que les équations du centre fournissent une solution imaginaire
Dans ce cas, le point
b' serait le centre de la conjuguée G = - du lieu. Il n'y aurait d'ailleurs
aucune raison pour que le même point fût en même temps centre géométrique desautres conjuguées.
Par exemple, en général, parmi les conjuguées du lieu,
ia+a\/^)if-+2{lj+bW—i)xy+{c+cV^)x'i + 2{d+dW^)>j+2{e+e'\/^)x+ 1 =0,
il y en aura une pourvue de centre, tandis que les autres n'en auront pas.
Mais si les équations du centre de ce lieu,
(a -f a' y/Zrr) y + (b -\- b' ^^) X -\- d + d' ^''^ = 0 et
(b + b'sj'^l) y + (c+ c'sj'^l) x+e + e'V^T^ 0,
fournissaient pour x et y des valeurs réelles, ce qui exigerait que les quatre équations
ay -}- bx -\- d := 0,
by -\- ex -\- e = 0,
b'y -f- ex -|- e' = 0,
se réduisissent à deux, dans ce cas, toutes les conjuguées du lieu auraient pour centre commun le point représenté par la solution obtenue.
lOS. Ce qui précède s'applique sans difficultés et sans modifications aux conjuguées des surfaces réelles ou imaginaires.
Diamètres et surfaces diamétrales.
106. La théorie des diamètres se fonde sans difiîcultés sur ces remarques : 1° que le point dont les coordonnées imaginaires sont les demi-sommes des coordonnées imaginaires de deux points quelconques, de même caractéristique, ou de caractéristiques différentes, est toujours le milieu de la corde qui joint ces deux points ; 2° que si les deux points extrêmes ont môme caractéristique, le troisième est représenté dans le même système ; 3° enfin que si les deux points extrêmes appartiennent à une même droite d'un faisceau
le troisième se trouve aussi sur cette droite.
Il résulte de là que si x^ et y^ désignent les demi-sommes des coordonnées de deux points communs au lieu
et à un faisceau
d'une part, la solution [x^^y^ réalisée fournira le point milieu de la droite qui joindrait ces deux points, tandis que d'un autre côté, si dans les deux équations
et
on remplace x par x -{- x^Qi y par y -{- y^, les coordonnées nouvelles des deux points considérés, égales alors et de signes contraires, devront nécessairement satisfaire aux équations
et
y = (m-\-n y'^^ x, c'est-à-dire que l'équation
f[x-\-x^, {m-\-nyf^x-\-y,\ =0 devra avoir deux racines égales et de signes contraires.
Si P et Q désignent, dans cette équation, l'ensemble des termes de degrés pairs et l'ensemble des termes de degrés impairs, la condition énoncée s'obtiendra en exprimant que les équations
P = 0 et Q = 0
ont une solution commune.
Or cette condition
tû(x\,y^,7n-{-n\/—\) = 0
ne différera de l'équation générale des diamètres de la courbe réelle représentée par l'équation,
f{x,y) = 0, qu'en ce que le coefficient angulaire des cordes sera remplacé par
Ainsi donc, si
est l'équation générale des diamètres d'une courbe réelle
nx,y) = 0, toute solution de l'équation
C6 [x, y, m -f- n sj — j ) =: 0,
quels que soient m et n, fournira toujours le milieu d'une corde joignant deux points pris sur deux conjuguées du lieu/*(x, y)=0, ou, en sens inverse, l'équation
dans laquelle on pourra faire varier m et n à volonté, représentera l'ensemble de tous les points milieux de toutes les cordes que l'on pourrait mener d'un ppint quelconque d'une quelconque des conjuguées (Ju lieu
nx,y) = 0
à un autre point quelconque d'une autre conjuguée quelconque.
108. Mais il ne faudrait pas croire que met n restant fixes, les solutions d'un même système G de Féquation
'-i(x,y, m + wv— l) =0
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dussent fournir les différents points du diamètre lieu des milieux des cordes menées dans la conjuguée C de la courbe f{x, y)=0 parallèlement à la droite
ax.
En général, pour obtenir la suite de ces points, il faudrait faire varier m et n tout en les assujettissant à la condition
et, pour chaque système dé valeurs de m et de n, ne prendre que certaines des solutions du système C de l'équation
<p(jc, y, OT-f n\'— l) =0.
Si l'on prolonge l'un des diamètres
d'une courbe réelle
au delà des limites en deçà desquelles les cordes parallèles à la direction y=ax coupent effectivement cette courbe, le prolongement fournit naturellement le diamètre correspondant aux cordes parallèles à la même direction ^ = ax de la conjuguée 0=0 du lieu. Ce diamètre est réel dans toute son étendue parce que les extrémités des cordes de la conjuguée qu'il coupe en parties égales ayant leurs coordonnées conjuguées, c'est-à-dire telles que
X = a. zh f> V — 1,
les demi-sommes de ces coordonnées sont réelles.
La définition même des conjuguées d'une courbe réelle contenait au reste cette propriété.
Les conjuguées d'une courbe ne sont en effet que les courbes qui ont en commun avec elle un diamètre et dont les cordes, comptées à partir de ce diamètre, parallèlement à la direction correspondante, sont en continuité avec celles de la courbe réelle.
ilO. Si l'on voulait obtenir spécialement le diamètre lieu des milieux des cordes parallèles à une direction
y = ax
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d'une conjuguée désignée G d'un lieu
il faudrait d'abord déterminer, conformément aux prescriptions du n° 92, l'équation générale des droites capables de couper cette conjuguée G en deux points.
Cette équation
où m, n, p et q seraient assujettis à deux conditions, étant obtenue, on achèverait de la particulariser en exprimant le parallélisme de la droite C du faisceau et de la direction y = «j-, au moyen de la condition
elle ne contiendrait plus alors qu'un paramètre arbitraire, et pourrait par conséquent recevoir par exemple la forme
pour chaque valeur de m, cette équation et f\x,y] = 0 auraient deux solutions communes appartenant au système C et auxquelles correspondraient deux points situés sur une même parallèle hy = ax.
Le milieu de la corde qui joindrait ces deux points devant appartenir d'une part au lieu
cp [x, y, m-\-'k (m) sj — l) == 0
et de l'autre au faisceau
y = [m-\-'k{m) \l — 1 ) a^ -|- fx (w) -j- V (m)y'— 1,
on obtiendrait le lieu de ces milieux, ou l'équation du diamètre cherché, en éliminant ?n entre ces deux dernières équations.
Il pourra arriver que l'une des deux conditions propres à exprimer que le faisceau
coupe la conjuguée G du lieu /[x, ?/] = 0 en deux poinls, ne contienne que m ein; dans ce cas m et n assujettis d'autre part à la condition
seront complètement déterminés et l'équation du système des cordes à considérer sera de la forme
M désignant une expression connue dépendant de a et des paramètres du lieu et P une fonction connue de la variable p.
Pour avoir le diamètre cherché, il faudrait éliminer/) enlre
o {x, y, M î = 0 et
y = Mx' + P ; mais
ne contenant pas/j, cette équation sera précisément celle du lieu.
Par exemple l'équation, trouvée au n° 92, des droites qui peuvent couper en deux points la conjuguée C de l'ellipse
a-y- -\- fj-jr = (âtr étant
i\/-lC\/'/'C^+/.>-f-'î'Wi4-C^ . • fliCi+/>2
l'équation générale des diamètres de cette conjuguée G sera
_ Ir n\—\ \ rt'C- + ^' — fl'C \ l -f- C- ^'S* V ^ G V a'G- + 6^ -f i^ 1 J- C-
c'est-à-dire que, pour chaque valeur de n, la droite C du faisceau représenté par cette équation sera un diamètre de la conjuguée C de l'ellipse.
Cette équation, s'il s'agissait de la conjuguée C = x de l'ellipse se ré-
duirait à y = x=: —\ — i ^' et pour chaque valeur de n
a^ns — 1 «""
fournirait le diamètre de Thyperbole a^y- — h-x^= — o/^b^ correspondant aux cordes parallèles à la direction y^=nx.
111. La même théorie s'applique évidemment et sans d'ailleurs aucune modification aux surfaces diamétrales des conjuguées d'un lieu à trois dimensions.
112. La recherche du lieu des points milieux des cordes d'une courise f{x,y) = 0 qui divergeraient d'un point fixe [j? = a, y= ô], se lie intimement à la précédente et présente un intérêt analogue.
L'équation de ce lieu étant une fois trouvée, le coeflicient angulaire variable de la transversale menée du point [a, b], après qu'il aura été éliminé, pourra aussi bien être supposé avoir été imaginaire que réel ; le lieu complet représenté par l'équation obtenue, se composera donc non-seulement du lieu réel, qu'on avait en vue, mais du lieu des milieux de toutes les cordes qui joindraient les points d'intersection de la courbe /(^, 2/)^0 avec tous les faisceaux imaginables que pourrait représenter l'équation
y — h =. (m -|- n si — l) [x — a),
qui contient les deux constantes arbitraires m et n.
Au reste la partie réelle du lieu représenté par l'équation trouvée n'appartiendrait généralement pas tout entière au lieu qu'on avait d'abord en vue. '
En effet la transversale mobile, menée du point [a, b], à partir de l'une des positions où elle serait devenue tangente à la courbe
ne fournirait plus d'intersections réelles, et cependant le lieu réel se prolongerait sans solution de continuité au delà du point de contact, car les abscisses, par exemple, des deux points de rencontre, devenus imaginaires, de la transversale réelle et du lieu
étant imaginaires conjuguées, leur demi-somme serait restée réelle et la demi-somme de leurs ordonnées le serait pareillement.
Au reste la caractéristique commune des deux points imaginaires auxquels correspondrait un point réel du lieu ne serait autre que le coefficient angulaire actuel de la transversale mobile.
En général donc, la partie réelle du lieu trouvé se composera du lieu des milieux des cordes menées effectivement du point donné au travers de la courbe réelle .
et de la suite des points milieux des cordes menées du même point au travers des conjuguées de cette courbe, mais avec cette restriction que chaque conjuguée n'apportera au lieu d'autre contingent que le système des points milieux des cordes qu'elle pourra intercepter sur la seule transversale menée du point donné parallèlement à ses cordes réelles. Par exemple le lieu des milieux des cordes menées d'un point à un cercle est fourni par l'équation de la circonférence ayant pour diamètre la droite qui joint le point donné au centre du cercle donné : lorsque le point donné est intérieur au cercle donné, la partie réelle du lieu appartient tout entière au lieu qu'on avait en vue ; mais lorsqu'au con-
traire le point est extérieur au cercle, la partie de la circonférence obtenue qui se trouve en dehors du cercle donné, est étrangère à la question.
Cette partie extérieure est le lieu des milieux de cordes menées du point donné aux hyperboles conjuguées du cercle donné ; mais chacune de ces hyperboles ne fournit au lieu que le milieu de la corde menée du point donné perpendiculairement à son axe transvérse.
113. Si au lieu des milieux des cordes NN' menées d'un point fixe A à une courbe f[x\ y] = 0 on voulait considérer le lieu des points M tels que
AM = A-AN -f A'AN',
on arriverait naturellement à des conséquences analogues ; c'est-à-dire que la partie réelle du lieu se prolongerait encore sans aucune solution de continuité, à partir du point où elle traverserait la tangente menée du point A à la courbe réelle.
Mais il est important de remarquer qu'un point réel du lieu, voisin du point situé sur cette tangente ne proviendrait plus alors de points N et N' ayant leurs coordonnées imaginaires conjuguées, et que, par suite, la transversale qui le fournirait n'aurait plus son coefficient angulaire réel.
Le coefficient angulaire variable de la transversale, en tant que cette transversale dût fournir un point de la pt)rtion réelle du lieu, resterait réel jusqu'au moment où la transversale deviendrait tangente, mais ce coefticient angulaire deviendrait ensuite imaginaire et sa partie imaginaire, d'abord nulle, commencerait par être infiniment petite pour n'atteindre une valeur finie qu'à une distance finie de la tangente.
Au reste dès que le coefficient angulaire de la transversale serait devenu imaginaire, naturellement les expressions analytiques des distances AN et AN' le seraient devenues en même temps et ces expressions
débarrassées du signe y — î» c'est-à-dire construites comme nous" avons construit les coordonnées d'un point imaginaire, ne représenteraient aucunement les distances effectives du point réel A aux points imaginaires N et N'.
Enfin les caractéristiques des deux points N et N' étant différentes, ces deux points n'appartiendraient plus à une même droite du faisceau représenté par l'équation de la transversale imaginaire.
Intersection de deux courbes du second degré.
114. Les quatre points d'intersection de deux courbes du second degré sont deux à deux les extrémités de cordes égales de ces deux courbes, menées par les points d'intersection des diamètres correspondants. Le nombre des points d'intersection est limité parce que, si l'on choisit au hasard une direction commune de cordes et qu'on construise
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les diamètres correspondants, en général la corde parallèle à la direction choisie, menée par le point de rencontre des deux diamètres, n'aura pas la même longueur dans les deux courbes ou dans leurs conjuguées. Celle droite pourra d'ailleurs couper l'une des courbes et la conjuguée de l'autre.
Lorsque les quatre points d'intersection sont réels, les trois systèmes de sécantes communes se composent de droiles réelles.
Dans les deux autres cas les sécantes réelles communes sont la droite qui joint les deux points de rencontre réels et celle qui joint les deux points imaginaires conjugués, ou les deux droites qui joignent les points imaginaires conjugués.
La droite qui joint deux points imaginaires conjugués est, dans tous les cas, une corde réelle commune à deux conjuguées de même caractérislique.
Si deux des quatre solutions communes se confondent, les deux autres pourront être distinctes, si les premières sont réelles, mais elles se confondront nécessairement si les premières sont imaginaires, parce qu'elles en seront les conjuguées.
On voit par là que deux courbes du second degré non bitangentes ne peuvent se toucher qu'en un point réel. Mais du reste le cas où deux conjuguées seraient bitangentes peut
évidemment se réaliser. En effet, si l'on considère deux coniques MANBP et M'AN'BP' tangentes à la fois en A et en B, les coniques réelles dont elles pourraient être les conjuguées, sous une caractéristique commune égale au coefficient angulaire de AB, auront pour diamètre commun, correspondant aux cordes paral- *^' ' lèles à AB, la droite TC menée du
point C milieu de AB au point de concours T des tangentes communes en A et en B aux deux coniques proposées; et les équations de ces coniques réelles rapportées aux droites CT et CA, prises pour axes des x et des y, admettront pour solutions doubles
^t- = 0 et y = ±kC\l—\.
llo. Une ellipse imaginaire peut de même, évidemment, être bitangente à une elHpse réelle ou à une hj^erbole. Les deux lieux auront encore dans ce cas un diamètre commun conjugué, dans l'un et l'autre, de la corde double commune. Les deux conjuguées bilangentes admettant l'une et l'autre la corde double pour corde réelle, auront encore même caractéristique.
IIG. Lorsque l'ellipse imaginaire est rapportée à son centre, les coor-
données des points de l'enveloppe sont imaginaires sans parties réelles. Il en est de même des coordonnées des points de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'une hyperbole, lorsque cette hyperbole est rapportée à son centre. Quant à l'ellipse réelle, elle ne présente pas d'enveloppe imaginaire. Les parties réelles des coordonnées des points de l'enveloppe imaginaire d'un lieu du second degré à coefficients réels, sont donc dans tous les cas constantes et se confondent avec les coordonnées du centre.
Cela posé, si deux lieux du second degré se touchent en deux points
./; = a±'^ V — J ' ;'/ = a' =t ?' V— I dont l'un
appartienne à l'enveloppe imaginaire de l'un de ces deux lieux, comme les coordonnées du centre de ce lieu seront a et a', le second point de contact
appartiendra aussi à l'enveloppe imaginaire du même lieu et sera diamétralement opposé au premier.
Les tangentes aux deux points de contact seront donc parallèles et par suite ces deux points de contact seront aussi diamétralement opposés sur le second lieu, de sorte que les deux lieux auront même centre.
Mais alors les coordonnées du centre du second lieu étant aussi a et a', les coordonnées, des deux points de contact
rapportés au centre du second lieu, seront aussi db^y — 1 etzh^'y — 4, c'est-à-dire imaginaires sans parties réelles et par conséquent ces mêmes points de contact appartiendront aussi à l'enveloppe imaginaire des conjuguées du second lieu.
Ainsi deux lieux du second degré à coefficients réels ne peuvent se loucher en un point de l'enveloppe imaginaire des conjuguées de l'un d'eux sans se toucher également au point diamétralement opposé au premier, sans être concentriques et sans que les deux points de contact appartiennent aussi à l'enveloppe imaginaire des conjuguées du second lieu.
Il «est clair d'ailleurs qu'on pourra toujours d une infinité de manières établir un double contact entre les enveloppes imaginaires des conjuguées de deux hyperboles, entre deux ellipses imaginaires, ou entre une ellipse imaginaire et l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'une hyperbole.
i>0 CHAPITRE VII.
S'il s'agissait d'une hyperbole et d'une ellipse imaginaire et que cette ellipse imaginaire dégénérât en cercle^ il est clair que les points de contact ne pourraient plus se trouver qu'aux extrémités de l'axe non transverse de l'hyperbole considérée.
Ces explications étaient peut-être nécessaires pour rendre compte de la méthode qu'on emploie depuis quelque temps pour la recherche des longueurs des axes d'une conique.
Tangentes aux courbes planes.
1 1 7. La théorie des tangentes aux courbes représentées en coordonnées imaginaires exigerait une révision préalable de la théorie des dérivées dont la notion doit recevoir une plus grande extension que celle qu'on lui donne ordinairement dans les éléments.
Lorsqu'on définit la dérivée d'une fonction, pour un système particulier de valeurs de cette fonction et de sa variable, comme étant la limite du rapport des accroissements infiniment petits que prendraient simultanément la fonction et la variable, à partir de leurs valeurs initiales, on laisse planer sur la définition cette restriction que l'accroissement de la variable, au moins, doive être réel.
Quoique cette restriction n'ait peut-être jamais été expressément énoncée, elle est restée d'abord tacitement consentie et il en est résulté des habitudes d'esprit dont il faut aujourd'hui se débarrasser, après réflexion.
La limite du rapport des accroissements infiniment petits d'une fonction et de sa variable reste toujours la même, pour chaque système de valeurs de cette fonction et de sa variable, quel que soit l'accroissement de la variable, réel ou imaginaire et, s'il est imaginaire, quel que soit le rapport de ses deux parties. Mais ce fait d'abord inaperçu a été ensuite accepté comme n'ayant pas même besoin d'explication.
Quelques mots à cet égard seront d'autant moins superflus que la démonstration du fait ne pourra être convenablement présentée, relativement aux fonctions transcendantes, que lorsque la théorie de ces fonctions, trop peu satisfaisante aujourd'hui, aura été reconstituée sur de nouvelles bases.
La raison générale du fait en question consiste en ce que, bien que zéro soit essentiellement indéterminé, puisque son argument peut avoir toutes les valeurs comprises eutre 0 et 2-k, néanmoins ia substitution de zéro à une variable, dans une fonction quelconque, donne toujours un résultat déterminé. 11 résulte de là en effet que, lorsqu'après avoir introduit sous un symbole quelconque, dx, par exemple, l'accroissement donné à la variable x, dont dépend une fonction, et exprimé en conséquence l'accroissement de cette fonction, si l'on fait ensuite tendre vers zéro cet accroissement dx, on n'a pas besoin de spécifier la loi de
92 CHAPITRE VIH.
variation de ses deux parties réelle et imaginaire, le résultat iinal, au moment où dx est arrivé à la valeur zéro, restant toujours le même.
Mais encore faudrait-il, pour que cette raison pût acquérir toute sa valeur, que la fonction considérée, quand elle portera sur une valeur imaginaire de sa variable, fût nettement intelligible, et c'est justement ce qui manque encore à la notion des fonctions exponentielles et circulaires.
Provisoirement, nous n'accepterions donc môme pas le théorème en ce qui concerne les fonctions transcendantes ; mais quant aux fonctions algébriques explicites ou implicites dont la notion est toujours claire, la raison que nous venons de donner de la réalité du fait qui nous occupe est suffisante. Au reste il serait bien facile, en passant en revue les calculs si simples au moyen desquels on a établi lès règles de dérivation de ces fonctions, de s'assurer que la limite du rapport de leiir accroissement à celui de la variable reste toujours la même, quelle que soit la loi suivant laquelle ce dernier tende vers zéro.
Nous regarderons donc le fait comme établi en ce qui concerne les fonctions algébriques, dont nous nous occupons presque exclusivement, et nous l'admettrons provisoirement pour les fonctions transcendantes, relativement auxquelles il prendra le caractère d'un principe, lorsque ces fonctions seront définies, comme elles doivent l'être, par leurs dérivées.
118. Quoi qu'il en soit, si l'on a trouvé que la dérivée de y par rapport à X, en un point d'un lieu
est
cela signifiera qu'à un accroissement infiniment petit de x,
dx ^= dy. -\- d^ V — 4 , il correspondrait pour y un accroissement donné par l'équation
dy = doL + rffi' sT^i = (m -f n v'— l) (^« + d^ sj—i),
qui se décompose en
f/a' ^=. md^ — nrfjà
et
r/,S' = md^ -f- ndo.,
d'où
m 4- n -j- (m — «) -r (UJ^d^ _ (m-f n)(/a + (?;2 — n)(/l^ _ __________Jl
dtx -\-d^~ dx^d<^ ~ i4_$
Cela posé, si deux lieux
f{^^y)=^ et <f{x,y) = 0
ont un point commun réel ou imaginaire, [x, y], et qu'en ce point les
dérivées de y par rapport à x soient les mêmes et égales à m -|-^ V — 1 » quelque accroissement infiniment petit qu'on donne à x, les accroissements correspondants de y seront les mêmes sur les deux lieux; ces deux lieux auront donc une infinité de points communs infiniment voisins du point [x, y], de sorte que les deux portions du plan recouvertes par les points imaginaires fournis par les équations des deux lieux auront généralement en commun un disque infiniment petit s'étendant dans tous les sens autour du point [x, y], à moins que n ne soit nul, car excepté dans ce cas, qui sera examiné à part,
m 4-n -^ Cm — «) -yff a
pourra prendre toutes les valeurs de — x à -f-'* lorsqu'on donnera à -j- des valeurs convenables.
120. Supposons que sur les deux portions du plan recouvertes par les points imaginaires fournis par les deux équations
f{x,y) = 0 et <f{x,y) = à,
on trace, à partir du point [x, y], les deux courbes définies par une équation complémentaire
satisfaite, bien entendu, par les parties des coordonnées du point [x^ y], il est facile de voir que ces deux courbes seront tangentes au point [x, y]. En effet, les accroissements da, d^^, doL et d^' des parties des coordonnées seront, sur l'un et l'autre lieu, liés entre eux par les mêmes relations
daî _ dp
doL da. '
<i' dp
ff'X ut
et
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qui donneront la même valeur pour -j-, de sorte que le coefficient an-
gulaire
du cheminjoignantle point de départ [.r, y] aupoint[a:-|-c?x, y-j-di/] aura la même valeur dans les deux cas.
Si en particulier on choisit pour équation complémentaire
C désignant la caractéristique du point [x,y], c'est-à-dire si on considère entre autres courbes fournies par les points correspondant aux solutions des deux équations f{x, y)^0 et to(x, y) = 0, les conjuguées des deux lieux qui passent au point [x, y], ces deux conjuguées seront tangentes en ce point.
Or les deux équations
et
où X et y forment une solution de /"(X, Y) = 0, sont précisément dans le cas qu'on vient de supposer : elles admettent l'une et l'autre la solution X = x, Y = y et la dérivée de Y par rapport à X, pour X = a: et Y=y, est la même, soit qu'on la déduise de l'une ou de l'autre équation. Les lieux que représentent ces deux équations ont donc une infinité de points communs infiniment voisins du point [x, y] et en particulier les conjuguées de ces deux lieux qui ont pour caractéristique commune celle du point [x, y], sont tangentes en ce point. Or l'équation
^ fy {^, y) ^
se réduit, tous calculs faits, à une équation telle que
elle représente donc un faisceau de droites issues du point
Y = mX 4- p, 0 — nX-f- y;
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celle de ces droites qui passe au point [x, y], ou qui a pour caractéristique la caractéristique C du point [x, y], est donc tangente en ce point à la conjuguée G du lieu
121. Le disque élémentaire de contact entre deux lieux tangents change de forme avec la valeur de la dérivée commune de y par rapport à X. Si la dérivée de y par rapport à j? en un point [x, y] d'un lieu, est m-\-n\' — i, les éléments de ce lieu à partir du point [x, y] sont fournis par l'équation
dy = [m -\- n y — i J dx.
En donnant à dx, dans cette équation, une valeur infiniment petite quelconque on en tirera la valeur correspondante de dy, et l'on aura les coordonnées d'un point du lieu infiniment voisin du point [x, y]. Si l'on fait
dx = da -\- d^ \ — 1
et
dy = d^-\- d'i>'\^—i,
on pourra achever de déterminer la direction de l'élément en posant -i- = C. D'un autre côté, si l'on considère le faisceau de droites dp
représentées par Téquation
y = [mJrnsh^x et que l'on fasse dans cette équation
et ^ = C,
les valeurs finies de a, ,S, «', ^'seront proportionnelles aux valeurs infiniment petites de d%, d^, di' et rf,^' tirées des équations précédentes. On conclut de là que les éléments d'un lieu à partir d'un de ses points
où la dérivée de y par rapport à x est m-\-n\/ — 1 forment un faisceau semblable à celui des droites représentées par l'équation
Ce faisceau dont on peut toujours réduire l'équation à la forme
96 CHAPITRE Mil.
par un choix convenable d'axes rectangulaires, si elle n'est pas d'avance de la forme
est généralement elliptique, c'est-à-dire qu'il se compose habituellement des rayons d'une ellipse évanouissante.
Si n' = i le faisceau devient exceptionnellement circulaire, son cçelficient angulaire est alors indépendant du choix du système d'ajçes rectangulaires auquel on le rapporte. . ,
Si le coefficient angulaire du faisceau des éléments du tieu'est^xceptionpellement réel, ce faisceau s'aplatit de manière que tous ses éléments se confondent géométriquement en un seul, parce que l'équçition
di/ = doL' 4- d'^' V — T = m (/7a + c?^ s/^i)
donne
dix = ni'dy.
et
flfjii' = in'd{i,
d'où l'on conclut
dcfi -\- d^' =: m {du -j- d^).
dy Les points d'un lieu où -^ est réel forment une courbe remarquable
que nous caractériserons dans le chapitre suivant.
122. Le problème de mener par un point extérieur une tangente à une courbe f{x, y) = 0 peut être entendu de deux manières selon qu'on suppose les coordonnées du point extérieur données de façon que l'équation de la tangente doive être satisfaite par ces coordonnées, d'ailleurs réelles ou imaginaires, ou que l'on demande seulement que la tangente passe par le point géométriquement donné.
Dans le premier cas, le problème est déterminé et les solutions qu'on en obtient se rapportent partie à la courbe réelle, partie à quelques-unes de ses conjuguées qu'on n'est plus maître de choisir dès que le problème est posé.
Dans le second cas, au contraire, le problème est naturellement indéterminé et on peut à volonté en rendre la solution relative à celle que l'on veut des conjuguées du lieu.
Nous supposerons d'abord, que les coordonnées du point extérieur soient données et réelles, le cas où elles seraient imaginaires devant se trouver compris dans celui où elles seraient laissées indéterminées dans l'énoncé de la question.
Soient x^ et i/^ les coordonnées du point donné, celles du point de contact seront déterminées par le système des deux équations
yo f'yi^', y) H- •^0 / ^' '.^» y) = yf'y (-^^ y) + ^ A i-^"» y) — ^fi^^ y)^
l'une de degré w, et l'autre de degré m — 1.
Les solutions réelles du système de ces deux équations fourniront naturellement les coordonnées des pomts de contact des tangentes qui pourront être menées du point réel \x^, yj, à la courbe réelle représentée par l'équation f{x, y) = 0; quant aux solutions imaginaires de ces mêmes équations, elles fourniront les coordonnées de points remplissant à la fois les deux conditions que la tangente menée en chacun d'eux à la conjuguée qui y passe contienne de fait le point [a'„, yj et que l'équation de cette tangente soit satisfaite par les valeurs jc^x^, y=yo, ce qui explique pourquoi le nombre de ces solutions restera limité.
Au reste le point réel donné [Xq, yj sera le centre commun des différents faisceaux tangents obtenus comme solutions et si Féquation f(x, y) = 0 a ses coefficients réels, les coordonnées des points de contact seront conjuguées deux à deux, c'est-à-dire appartiendront deux par deux à une même conjuguée.
125. Lorsque la courbe proposée est du second degré, la seconde équation du problème s'abaisse au premier et, par conséquent, représente une droite, qui porte, comme on le sait, le nom de corde des contacts OU' de polaire du point extérieur. Les solutions du problème sont fournies par les intersections de la courbe proposée avec cette droite.
Cette droite est toujours réelle, quelque part que l'on place le point réel [a?o, yj dans le plan de la courbe, c'est-à-dire lors même qu'on ne peut mener de ce point aucune tangente réelle à la courbe. L'équation du second degré étant en effet représentée par
At/'- + 2Bxy -h Ci* + Wy + 2Ex -f F = 0,
on trouve pour équation de la polaire du point [x„, yj
y(Ayo-f Bx„+D) -^x{By,-\-Cx;-^E) -f D,y, -f Eu„ + F = 0
Cette polaire contient effectivement les points de contact des tangentes menées de son pôle, alors même que ces points de contact sont imaginaires, puisque son équation ne représente qu'un faisceau de droites confondues en une seule.
D'un autre côté les coordonnées des points de contact devant satisfaire à l'équation de cette polaire, ont nécessairement pour caractéristique son coefficient angulaire, c'est-à-dire que la polaire est une des cordes réelles de la conjuguée à laquelle appartiennent les points de contact.
Enfin la droite qui joint effectivement les points de contact des tangentes menées d'un point extérieur à une courbe du second degré, étant toujours conjuguée du diamètre de cette courbe qui contient le^ point
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extérieur, il en résulte que les points de contact des tangentes imaginaires menées d'un point réel à une conique appartiennent toujours à la conjuguée de cette conique qui la touche aux extrémités de celui de ses diamètres qui passe par le point d'oii les tangentes sont menées.
Cet énoncé doit être un peu modifié lorsqu'il s'agit d'une ellipse imaginaire : si on rapporte cette ellipse au diamètre passant par le point donné, pris pour axe des x, et au diamètre conjugué pris pour axe des y, son équation prend la forme
et les coordonnées du point donné sont
57 = a^o et y == 0 ; la corde des contacts est alors
elle est toujours parallèle au diamètre conjugué de celui qui contient le pôle, mais la conjuguée qu'elle coupe, dont les abscisses sont actuellement réelles, touche l'ellipse imaginaire, qui est alors l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu, aux extrémités du diamètre couché suivant l'axe des y, c'est-à-dire aux extrémités du diamètre conjugué de celui qui contient le pôle.
Les points de contact des tangentes menées d'un point réel à l'ellipse imaginaire n'appartiennent jamais à cette ellipse, à moins que le point de contact ne soit à l'infini,, puisque les coordonnées des points de l'ellipse elle même sont toutes imaginaires, mais en supposant Xq=cc dans l'équation de la corde des contacts
on trouve
ar =r: 0 et par suite y = ±b'\J — 1.
124. Si la courbe considérée étant une ellipse, d'ailleurs réelle ou imaginaire, on place le point donné en son centre, on trouve pour les coordonnées des points de contact des valeurs infinies. C'est qu'en effet les tangentes fournies par le calcul doivent alors se confondre avec les asymptotes des conjuguées.
125. L'équation d'une conique rapportée à Tun de ses fo5'ers et à son axe focal est
y^ -{- x'^ — r [nx -\- pf = 0 ;
la polaire de ce foyer est
nx ^ p = 0;
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c'est la directrice correspondante. Les points de contact des tangentes sont les points de rencontre de la directrice
nx -\- p =Q et du lieu
ou
D'un autre côté, comme l'abscisse commune, , de ces points de
contact est réelle, et que les tangentes partent de l'origine actuelle,
leurs équations en coordonnées réelles sont
ces tangentes sont rectangulaires L'équation de l'ellipse imaginaire peut recevoir la forme
y'-\-a^ = -{nx-\-py,
et l'origine jouit alors des propriétés des foyers réels des coniques réelles.
L'équation
y'-^x'=~{nx+pY
peut s'écrire
//- -f (i -f n-) X- -f 2npx + />* == 0
ou
le centre de la courbe est au point x = — T-p-ji y = ^ et, en rapportant la courbe à ce point, on fait prendre à son équation la forme
Si l'on pose
l + ,-^_ et p^=-,
cette équation devient
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OU
iry- -j- b^x^ = — a^b- ;
-JJ—-est d'ailleurs égal à ±:na, c'est-à-dire à dza\/ 1 ou
±: \/b^ — a^, puisque b est plus grand que a.
Les points réels qui jouissent par rapport à l'ellipse imaginaire des propriél'és des foyers des coniques sont donc situés sur le petit axe et à une distance du centre marquée par la racine carrée de la différence des carrés des deux axes.
126. Supposons maintenant que le point donné soit connu de position seulement : ses coordonnées pourront être représentées par
et,
^0 = ««'0 + [^'oV'— 1,
%, 1^0, «0 et P'o n'étant encore assujettis qu'aux deux conditions
et
a et 6 désignant les coordonnées du point géométriquement donné. Lès équations
et
ne fourniront pas nécessairement dans ce cas, pour chaque système de valeurs de «q.^q, a'^ et[i'„, les coordonnées des'pointsde contact de tangentes menées du point donné à des conjuguées du lieu, mais seulement les coordonnées des points de contact de tangentes appartenant h. des faisceaux contenant le point donné représenté par ses coordonnées imaginaires actuelles. Pour que les tangentes obtenues passent effectifs' vement par le point donné, il faudra que ^ soit égal à la caractéristique
ro du point de contact ; cette condition étant remplie, on pourra ensuite achever de déterminer a^,, [i^, a'^ et ^\ de façon que l'une des solutions doive se rapporter à une conjuguée désignée du lieu.
Supposons par exemple que le lieu proposé soit une ellipse, et que la conjuguée à laquelle on veut mener une tangente par le point donné ait été désignée par sa caractéristique, on pourra supposer que l'on ait pris pour axe des x le diamètre conjugué des cordes réelles de celte con-
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juguée et pour axe des y le diamètre conjugué de l'axe des a*. L'équation de la courbe aura alors pris la forme
a -y -j- fj-x- = a-o-\
quant aux coordonnées du point donné, on devra les introduire sous la forme
et
a'o et ^'o n'étant encore assujettis qu'à la condition de fournir une somme égale à l'ordonnée, dans le nouveau système d'axes, du point géométriquement donné. Les coordonnées du point de contact, fournies par le calcul, seront
et
il ne restera plus qu'à déterminer a'^ et ^\ sous la condition que x soit réel. Or on voit immédiatement que celte condition donne soit .S'o=0, soit a'„=0. Si l'on fait 'p\ nul, le point donné redevient réel et la solution s'applique soit à lellipse elle-même, si le point? donné est en dehors de cette courbe, soit, dans le cas contraire, à celle de ses conjuguées qui la touche aux extrémités du diamètre passant par le point donné. Si l'on fait a'„ nul, l'abscisse du point de contact devient
si elle est réelle, c'esl-à-dire si a-^'^^ — fj\--\- o-O- est positif, la solution appartiendra bien effectivement à la conjuguée que l'on voulait considérer, et il est remarquable que les deux points de contact fournis par le calcul se trouveront tous deux sur cette même conjuguée, ce qui n'arriverait pas en général, c'est-à-dire si l'on n'imposait pas aux coordonnées du point donné la condition de fournir un point de même système que le point de contact,
Si a-^'o' — ^' V + o-ô- est négatif, le problème sera impossible pour la conjuguée considérée, parce que le point donné sera dans son intérieur, mais la solution, en quelque sotte imaginaire au second degré, à laquelle on sera parvenu, fournira le? points de contact des tangentes menées du
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point donné à la conjuguée de la conjuguée de la courbe proposée, qui touchera cette conjuguée aux extrémités de celui de ses diamètres qui passe par le point donné.
127. On peut tout aussi aisément faire porter la discussion du problème sur la corde des contacts. Cette corde est généralement représentée, dans le cas de l'ellipse, que nous continuons de prendre pour exemple, par l'équation
</o et ^0 étant maintenant imaginaires, il ne faut plus regarder cette équation comme représentant une droite unique, mais bien un faisceau de droites, et en général les points de rencontre de ce faisceau avec la courbe appartiendront à des conjuguées différentes.
Supposons qu'on ait pi^s pour axe des y le diamètre parallèle aux cordes réelles de la conjuguée à laquelle on veut qu'une des solutions se rapporte et pour axe des x le diamètre conjugué de l'axe des y. L'équation de la courbe sera devenue
et pour que le point donné appartienne effectivement à la tangente obtenue comme solution, il faudra supposer x^^ réel. L'équation de la corde des contacts sera donc
tto étant l'abscisse du point géométriquement donné et la somme a'^-}" [^o formant son ordonnée.
On aura, pour achever de déterminer a'„ et [i'^, à exprimer la condition que l'un des points de rencontre du faisceau
avec la courbe ait son abscisse réelle. Or l'équation aux abscisses des points de rencontre est
dont les coefficients deviennent réels si l'une des quantités a'^ ou ^^^ est annulée.
L'hypothèse P'o = 0 se rapporterait au cas où les tangentes devraient être menées à la courbe réelle ; on supposera donc a'o = 0. Alors l'équation de la corde des contacts deviendra
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«0 et fi'o étant les coordonnées du point géométriquement donné.
128. Considérons le cas où le point donné serait l'un des foyers imaginaires de l'ellipse et supposons que ses coordonnées aient été introduites précisément sous la forme
.c, = 0 et y^=>,/a'-b'sl—i; l'équation de la corde des contacts sera
c'est-à-dire l'équation analytique de la directrice correspondant au foyer considéré.
Les points de contact des tangentes auront leurs abscisses déterminées par l'équation
//-V = aW- 4- ,
d'où
quant à leurs ordonnées elles seront
Ces points de contact sont justement les points de contact des tangentes menées par les foyers réels. 11 en résulte que les tangentes menées par les foyers réels passent par les foyers imaginaires et réciproquement; ou que les droites qui joignent dans l'ellipse les deux points pris sur les lieux axes à la distance c du centre sont tangentes à l'hyperbole de mêmes axes.
L'équation générale des tangentes à l'hyperbole
ahf — V-x^ = — a'b' est en effet
y = mx ± V û wi" et si l'on y fait ;« = rb 1 , elle devient
y = dz X ±: V a^ — b^-
Les tangentes menées du foyer imaginaire sont naturellement rectangulaires entre elles comme celles qui sont menées du foyer réel, les quatre tangentes formant un carré.
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lîJÎ). Les mêmes principes nous serviront à compléter la solution du problème des tangentes parallèles à une direction donnée et à interpréter les résultais obtenus, dans tous les cas. Le problème pourra encore être étendu de la courbe réelle à ses conjuguées et comportera par conséquent comme solutions Jes tangentes menées parallèlement à la droite donnée, à la courbe réelle et à celles de ses conjuguées pour lesquelles la condition imposée sera réalisable. Le même problème pourra ensuite subir une nouvelle généralisation, lorsque Ton supposera que la direction donnée soit fournie géométriquement, sans que la forme analytique du coefficient angulaire de cette direction soit déterminée à l'avance.
En désignant par m le coefficient angulaire de la direction donnée, les équations propres à déterminer les coordonnées du point de contact sont
et
Occupons-nous d'abord du cas où m serait donné sous forme réelle. ■ Les solutions réelles du système des équations
/■(x, ?/) = 0 et mf'y -\- f'x={)
fourniront les coordonnées des points de contact des tangentes t|ui pourront être menées parallèlement à la direction
y = mx
à la courbe réelle.
Quant aux solutions- imaginaires de ces mêmes équations, elles fourniront les points remplissant la double condition non-seulement que la tangente menée en chacun d'eux soit de fait parallèle à
y = mx,
mais encore que le coefficient angulaire
ait identiquement la valeur m.
Ce coefficient angulaire étant réel, les points de contact trouvés appartiendront à un lieu particulier que nous verrons, dans le chapitre suivant, être l'enveloppe imaginaire des conjuguées du Ueu. Ainsi le problème se sera trouvé être de mener parallèlement à une direction donnée y =mj?, toutes les tangentes possibles à l'enveloppe totale des conjuguées du lieu.
Supposons par exemple que la courbe proposée soit une hyperbole, qu'on ait pris pour axe des x le diamètre parallèle à la direction donnée et pour axe des y le diamètre conjugué correspondant, l'équation de la courbe sera
a'-y- — b'-jr- = — (ri)'* ou
Ion que l'axe des x sera transverse ou non transverse. Les tangentes ront dans le premiei* cas représentées par l'équation
y = dzb'sf^,
et dans le second par
quant aux coordonnées des points de contact, elles seront
y — ±b'\—i, j: = 0 ou
Le lieu des points de contact de celles de ces tangentes qui seront imaginaires sera le lieu des extrémités des diamètres non transverses, •'est-à-dire précisément l'enveloppe imaginaire des conjuguées.
. 150. Supposons maintenant que la direction donnée soit fournie géométriquement : le coefficient angulaire de cette direction pourra être représenté par
m' et a' n'étant encore assujettis qu'à la seule condition
m désignant le coefficient angulaire réel de la droite donnée et C la caractéristique de celle des droites du faisceau
qui devra être parallèle à cette droite donnée. Les équations
f{x,y)=0 et
(ya' 4- n' s ITT) f'y 4- f, = 0
ne l'ournironl pas nécessairement, pour chaque système de valeurs de m\ et n', les coordonnées de points de contact de tangentes effectivement parallèles à la direction donnée, mais seulement les coordonnées des points de contact do tangentes appartenant à des faisceaux dont les droites de caractéristique C seraient parallèles à la direction donnée. Pour que les tangentes obtenues soient parallèles à la direction donnée, il faudra que les points de contact appartiennent au système G. Cette condition jointe à
ni -\- n A ; ; = m
déterminera m' et n en fonction de C ; on pourra ensuite faire varier C de manière à obtenir successivement toutes les tangentes parallèles à la direction donnée que Ton pourrait mener à toutes les conjuguées du lieu proposé.
Supposons par exemple que le lieu proposé soit une ellipse et donnons-nous d'avance la conjuguée à laquelle devra s'appliquer la solution ; si nous prenons pour axes les diamètres conjugués communs à la courbe réelle et à cette conjuguée, la caractéristique G sera infinie par exemple et la première équation de condition entre m' et n' se réduira à
m désignant la valeur nouvelle du coefficient angulaire de la droite donnée. Les coordonnées des points de contact seront
a'^ (ni 4-n' J— l) X ■=. ± ..
\l à- (m' + wV— l)*4- *'^ .
et
pour que x soit réel il faudra que n'=0 ou m'=:0 ; dans la première hypothèse, les tangentes appartiendraient à l'ellipse elle-même, dans la seconde elles appartiendront à la conjuguée G = x si
est négatif. Dans le cas contraire, on aurait obtenu les points de contact des tangentes menées pa,rallèlement à la droite donnée à la conjuguée G = 0.
151. La question générale des tangentes parallèles à une direction donnée à une courbe
OU à ses conjuguées, peut être traitée d'une autre manière : si l'un exprime la condition pour que la droite
y = mx -f^p rencontre la courbe
en deux points confondus en un seul, on trouvera une condition
propre à déterminer p lorsque m serait donné.
Supposons que cette équation puisse être résolue par rapport à/j et qu'on en tire
l'équation
y = mx -f tf (m)
représentera une tangente à la courbe f{x, y) = 0 ou à l'une de ses conjuguées, quel que soit m. Si on remplace m par m-\-n\l — 4 , on aura sous la forme
l'équation générale de toutes les tangentes imaginables à la courbe proposée et à toutes ses conjuguées.
Si l'on veut que la solution se rapporte à l'une des conjuguées en particulier, on aura à exprimer, par une condition à remplir par m et n, que le point de contact appartient effectivement à la conjuguée désignée.
Supposons par exemple qu'il s'agisse d'une ellipse
ay -f- f/-x' = a^\ l'équation générale des tangentes sera
Pour que l'abscisse du point de contact soit réelle, il faut, comme on l'a déjà vu, que w ou m soit nul: si>i = 0, on retrouve l'équation générale des tangentes à l'ellipse elle-même ; si m =0, on a l'équation générale des tangentes à la conjuguée C = x
ensupposantrî2>-^ car dans le cas contraire la tangente se rapporterait à la conjuguée G = 0.
Ta7igentcs aux courbes à double courbure.
132. Les équations d'une droite assujettie à passer par deux points [x', y', s'], [x", y", z'% de mêmes caractéristiques, sont
et
AI
-ÏA---^).
Si deux équations
sont capables d'une infinité de solutions continues d'un même système [G, C], solutions auxquelles il correspondra alors une courbe représentée dans ce système [G, G'], les équations
et
dans lesquelles on substituerait à x\ y\ z et à x", y", z" les coordonnées de deux points de la courbe en question, représenteront, par leurs solutions du même système [C, G'], la corde menée entre les deux points [x, y' , z'\ et {x", y" , z"] de la courbe ; et si x'\ y", z" sont les coordonnées d'un point infiniment voisin du point x', y\ z', les mômes équations représenteront, toujours dans le système [G, G'], la^ tangente à la courbe au point \x\ y\ 2'].
D'un autre côté, si x" , y" et -" diffèrent infiniment peu de x\ y' et z ,
— ;; et '— — ^ auront pour valeurs limites
_rA^z) ^^ t\.{y,z)
f'r\x,z) f\yiy,-)'
Les équations de la tangente à une courbe
en un de ses points [x, y, z] sont donc, dans le système où est représentée la courbe,
X-'X--^(Z-z) et Y_y = _^(Z
TANGENTES ET PLA\- lANGEMS. i09
Tangentes aux surfaces courbes.
155. Une tangente à une surface passe par deux points infiniment voisins de cette surface, c'est une sécante dont deux points de rencontre sont venus se confondre en un seul.
Soit
l'équation d'une surface, les différentielles des coordonnées x, y, z d'un point de cette surface sont liées entre elles par l'équation
dx ^ dy ^ ^ dz *
les coefficients angulaires -^ et - - de la droite menée entre les deux
az dz
points [x, y, ::] et [jc+Vx, y-\-dy,z-\- dz] sont donc liés entre eux par la
condition
(Ifdx d£dy d£_ dx dz "^ dy dz '^ dz~ '
par suite les équations d'une tangente quelconque à la surface au point [x, y, z] sont
X — X =m{Z — z) et
Y-y=n{Z-zl
m et n étant assujettis à la seule condition
df , df . df
Si le point [x, y, z] est imaginaire et appartient àla conjuguée [C, C'J de la surface, la droite représentée dans le système [G, C] par les équations précédentes sera tangente à la conjuguée [G, G'] au point [x, y, z]. Les coefficients de ces équations rempliront d'eux-mêmes les conditions nécessaires pour qu'elles aient une inflnité de solutions du système [G, G'],* parce que le point [x-\-dx, y + dy, z-\-dz] pourra être supposé pris dans le système auquel appartient le point [x, y, 2].
1 54. Si l'on propose de mener une tangente à une surface f{x, y, z)=0 par un point extérieur [x^, y^, rj, les équations propres à déterminer les coordonnées du point de contact seront
•^V, — •-/-■ = m fz,, — z) , //„ — // = H {z„ — z)
no
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el
df df . df
"'d:c-^^iy^Jz^=''^
ou simplement
■•^ ^f j,yo — y df df
-z dx~^ z, — z dy "^ dz
avec
Les points de contact formeront donc l'intersection des deux surfaces représentées par les équations
f{x,y,z) = 0 et
dx^'^ dy^-'dz-'"' dx ^^Uy^ " dz '
dont la seconde pourra être abaissée au degré m — 1, si m est le degré de f(x, y, z), en retranchant mf{x, y, z) de son premier membre.
L'intersection de deux surfaces, en y comprenant les. points représentés par les solutions imaginaires communes à leurs équations, forme une surface dont, en général, les points de mêmes caractéristiques sont en nombre limité. La solution analytique ne fournira donc de chaque conjuguée de la surface proposée que les quelques points remplissant la double condition que, joints au point donné, ils donnent effectivement des tangentes à la conjuguée 'qui les contiendra, et que les équations analytiques de ces tangentes soient satisfaites par les coordonnées du point donné.
Supposons que la surface proposée soit du second degré et que le point donné x^, y^, z^ soit réel, l'équation
*''■« ~ ^'^ % +^ ^^" ~ ^^ f + ^'^ ~ '^ Tz + '^^'^' ^' '^ "" ^'
représentera un plan réel
Ma?+ Ny+Pz -1-0 = 0;
or une pareille équation n'admet que des solutions où les rapports C et G' des parties imaginaires de - et de x, de z et de y satisfassent à la condition
les points de contact des tangentes imaginaires menées du point donné
se trouveront donc exclusivement sur les conjuguées de la surface proposée dont les caractéristiques rempliront cette condition ; mais-, par compensation, les points de contact appartenant à un même système [C, C] seront en nombre infini et formeront une courbe qui ne sera autre que l'intersection du même plan
Mx -f Ny 4- Pz + Q = 0
avec la conjuguée [G, C] de la surface. Toutes les cdurbes de contact des cônes circonscrits aux conjuguées dont les caractéristiques rempliront la condition
seront d'ailleurs les conjuguées, dans son plan
de la courbe de contact du cône circonscrit à la surface réelle ellemême. En effet, si l'on prenait pour plan des xt/ le plan de la courbe de contact avec la surface réelle, les points imaginaires formant les courbes de contact avec les conjuguées [C, C] ne seraient plus déterminés que par la même équation qui représenterait la première courbe. On pourrait généraliser le problème en attribuant des coordonnées
imaginaires «„ -\- \ \/ — l, « „ + ?'o V' — 1 , «"o + ?"o v' — * au point géométriquement donné. Si l'on voulait que le point de contact appartînt à une conjuguée [C, C] de la surface el qu'en même temps la tangente menée en ce point passât effectivement au point donné, il faudrait d'abord faire
A-i et ?i-i ro~G ^0 G"
et exprimer en outre la condition pour que le point de contact appartînt au système [C, G'J. Les deux équations propres à exprimer la dernière condition se réduiraient à une seule parce que, les équations de la tangente étant déjà satisfaites par les coordonnées d'un point appartenant au système [C,C'j, celles d'un autre point ayant. sa première caractéristique égale à C, ne pourraient les vérifier qu'autant que la seconde caractéristique serait C. On n'aurait donc à exprimer entre a^, ^^, a'„ ^i'^, a% et fV'g que trois nouvelles conditions qui jointes à
«0 + ?o = -^'o' ^'o + ?^'o = î/o et ct\ -\- ^\ = Z„,
achèveraient de les déterminer. Cela fait on aurait obtenu les équations propres à représenter la courbe de contact du cône circonscrit à la conjuguée [C, G'] et ayant son sommet au point donné.
H2 CHAPITIIE Vin.
Soit proposé par exemple de déterminer le cône, de sommet donné, circonscrit à la conjuguée à abscisses et ordonnées réelles de l'ellipsoïde
l'abscisse et l'ordonnée du sommet donné ne devront être introduites que sous forme réelle, ce seront donc a„ et a'^ ; quant à l'ordonnée parallèle aux z, elle sera provisoirement représentée par a'^-j- ^\\/ — 1. Les équations propres à déterminer les coordonnées de l'un des points de contact seront
et
cr tr c
Mais X et y devant être réels et z imaginaire sans partie réelle, cette seconde équation se décomposera en
et
ce qui montre que a''^ devra être nul ; le sommet du cône devra donc avoir pour coordonnées
«o «0 et Tos/— ï;
le plan de la courbe de contact sera alors donné par l'équation
dont on ne construira que les solutions réelles par rapport ù x el à //.
15o. Le problème de mener une tangente à une surface parallèlement à une droite donnée peut être considéré comme un cas particulier du précédent : soient
X = mz et y = nz
les équations de la parallèle menée de l'origine à la direction donnée : les équations propres à déterminer les coordonnées du point de contact seront
f{xry,z)=:0
dx dy dz
L'ensemble de ces deux équations fournira en général, pour la surface réelle, une courbe continue, mais il ne donnera de chaque conjuguée que les quelques points remplissant la double condition, que des parallèles à la direction donnée, menées de ces points, soient effectivement tangentes à la conjuguée et que les coefficients angulaires des projections de ces tangentes sur les plans des xy et des xz soient m et n. Lorsque la surface proposée sera du second degré, l'équation
dl,df_dl_ dx dy dz
sera du premier degré,
Mx -h N^ -I- P2 -f Q = 0 ;
elle n'admettra que des solutions où les rapports C et C des parties imaginaires de z et de x, de - et de y satisferaient à la condition
Les points de contact des tangentes imaginaires menées parallèlement à la direction donnée se trouveront donc exclusivement sur les conjuguées de la surface proposée dont les caractéristiques rempliront celte condition; mais par compensation les points de contact appartenant à une même conjuguée formeront une courbe continue. Toutes les courbes de contact des cylindres circonscrits aux conjuguées dont les caractéristiques rempliront la condition
seront d'ailleurs les conjuguées de la courbe de contact du cylindre circonscrit à la surface réelle parallèlement à la même direction.
136. On pourrait généraliser le problème en attribuant des coefficients imaginaires à la direction donnée. Les parties réelles et imaginaires de ces coefficients angulaires seraient assujetties à deux conditions et on achèverait de les déterminer en exprimant que le point de contact dût appartenir à une conjuguée désignée.
137. Si l'on avait déterminé les équations générales des tangentes à une surface /"(x, y, z) := 0 sous la forme
x = mz-\-^{m,p), y = pz -\-'if (m, f)),
les équations générales des tangentes aux conjuguées de la même surface seraient
et
7j =z{p -^gs/—{) z^^ (m 4- n V— 1, i» + ? sT-î) ;
mais il faudrait y joindre deux conditions particulières entre w, n^petq pour exprimer que les points de contact appartiennent à une conjuguée désignée.
Pla?is tangents aux surfaces courbée. *
158. Le plan tangent à une surface en un de ses points est le plan qui la coupe suivant une ligne dont ce point soit un point double, au moins.
On peut aisément déduire l'équation du plan tangent de cette définition ; mais on arrive également au but en cherchant le lieu des tangentes à la surface au point considéré.
Les équations d'une quelconque de ces tangentes sont
X — x = -^{Z — z) dz
et
x-\-dx, y-{-dy Qi z-\-dz désignant les coordonnées d'un point quelconque de la surface, infiniment voisin du point [j?, y, z]. Si f{x, y, z)=0 est l'équation de la surface considérée, dx, dy et dz sont assujettis à la condition
d'où l'on tire
dx ^ dy ^ ^ dz
df dx df dy ^.df
dx dz dy dz dz
le lieu des tangentes est donc représenté par l'équation
dl X — x df Y— y , df _ dx Z — z '^ dy Z — z ~^ dz '
ou
qui représente un plan.
On donne souvent à l'équation du plan tangent une autre forme en y
dz dz
introduisant les dérivées partielles ---=:net-T-=vdez par rapport
dx dy
à A- et à ^ au point de contact : les valeurs de ces dérivées sont
df^ . rf/-
dx dy
dz dz
de sorte que l'équation du plan tangent peut être écrite sous la forme
z-z = p{x-x)Jrq{'^-y)'
Si l'on suppose que x, y et z prennent des valeurs imaginaires
satisfaisant, bien entendu, à l'équation de la surface, l'équation
Z-z = p{X-x)-\-q{Y-y) qui, les substitutions faites, se présentera sous une forme telle que
Z = (m + w' V^) X + (n + n' y'— T) Y -^ k -\- h' V^, représentera une infinité de plans imaginaires contenant tous la droite
Z = mX ~\- nY + k,
mais celui de ces plans qui appartiendra au système [C, C] passera au point [x, y, z] et sera tangent en ce point à la conjuguée [C, C] de la surlace proposée. En effet les dérivées partielles de z par rapport à x et à y gardant les mêmes valeurs au point [x, y, z], soit qu'on les tire de l'équation de la surface ou de celle du lieu
on aura dans l'un et l'autre cas, pour un même système de valeurs i'ij dx et de dy, la même valeur de dz,
dz = [m -f- m V — i) dx -\- [n -\- n \/ — i) dy ;
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d'un autre côté, si l'on veut que le point x-\-dx, y-\-dy, z-\-dz appartienne à la conjuguée [C, C'J soit de la surface, soit du lieu
il faudra que dx, dy et dz aient respectivement les formes
^« + F 4=^ V^—^ ' da -^ — 6?fi V— î et dcf!' + d[i> sj'^. Ci L
Il n'y aura donc d'arbitraires que c?a et da', par exemple, puisque l'équation
dz = \m-\- m' \j — i) dx -^ [n -\- n' \j — 1 ) dy
se décompose en deux. Ainsi c?a et d(x recevant les mêmes valeurs dans les deux cas, dx\ dy et dz prendront aussi les mêmes valeurs. Les cordes élémentaires de la conjuguée [G, C'j de la surface proposée, qui rayonneraient du point [x, y, z] de cette conjuguée, appartiendront donc bien au plan déterminé par les solutions du système [C, C] de l'équation
c'est-à-dire que ce plan sera bien tangent au point [x, y, z] à la conjuguée de la surface proposée qui passe en ce point.
159, Les mêmes considérations prouvent que si deux lieux
/ {^, ^, 2) = 0 et /; {x, y,z) =0
ont un point commun [x, y, z] et qu'en ce point les dérivées partielles de z par rapport h x et h y aient les mêmes valeurs, soit qu'on les tire de la première équation, soit qu'on les tire de la seconde, les conjuguées des deux lieux qui passeront au point [x, y, s] seront tangentes en ce point.
Mais il y a plus : deux lieux tangents en un point [x, y, z], c'est-à-dire tels qu'en ce point les dérivées partielles de z par rapport h x et h y soient les mêmes de part et d'autre, ont en commun un volume infinitésimal entourant le point de contact. Car dz conserve la même valeur sur l'un et l'autre lieu, quelques valeurs que l'on donne k dx et h dy, c'est-à-dire quand bien même le point [x-\-dx, y-{-dy, z-\-dz] n'appartiendrait plus au même système que le point [x, y, z].
140. Si l'on propose de mener un plan tangent à une surface parallèlement à un plan donné, on pourra prendre pour inconnues soit les coordonnées du point de contact, soit le paramètre linéaire de l'équation du plan cherché. Dans le premier cas, quelques formes qu'on ait données aux coefficients angulaires du plan, le plan tangent au point
trouvé sera bien représenté par une équation du premier degré ayant ces coefficients angulaires, mais il ne sera pas nécessairement pour cela parallèle au plan géométriquement donué. Il faudra pour qu'il en soit ainsi que les coefficients angulaires aient reçu des formes convenables. D'ailleurs le point de contact n'appartiendra aune conjuguée désignée de la surface que si on a achevé convenablement la détermination des coefficients angulaires en question.
Le second cas est plus simple : si
z = mx + wy -f~ ? {^^ ^) estl'équation générale des plans tangentsàunesurface réelle /"(a;, y, -)=0,
sera l'équation générale des plans tangents à toutes ses conjuguées. Si l'on veut en particulier l'équation générale des plans tangents à l'une des conjuguées, on aura à établir en conséquence deux conditions entre m, m , n et n'.
Ainsi l'équation générale des plans tangents à l'ellipsoïde
est
:; = 7nx -\- ny dz \l m^a* -\- n-b- -(- c-,
et celle des plans tangents à la conjuguée à abscisses et à ordonnées réelles de cet ellipsoïde est
m*â' -|- n^b^ étant supposé plus grand que c-, - ^
141. Les problèmes qui consisteraient à déterminer les plans tangents à une surface menés par un point extérieur ou parallèlement à une droite donnée, n'ont pas d'autres solutions que ceux qui consistent à déterminer les tangentes à cette surface dans les mêmes conditions. Ces derniers ayant été traités plus haut, nous n'avons pas à revenir sur ceux qui s'y ramènent.
142. Toutefois nous présenterons ici une remarque d'une certaine importance.
Un lieu f{x, y, z) = 0 a bien une infinité de plans tangents parallèles à un plan donné, puisque chaque conjuguée de ce lieu* en a quelquesuns, mais, du moins, dès que les coefficients du plan tangent cherché sont donnés sous une forme particulière, le problème ne comporte plus en général qu'un nombre limité de solutions, parce que les équations
du problème sont alors en même nombre que les inconnues. Les solutions trouvées se rapportent alors à quelques conjuguées particulières, à l'exclusion des autres. En sorte que l'introduction volontaire de la considération des surfaces imaginaires n'ajoute rien au fait.
11 n'en est plus de même lorsqu'il s'agit de mener à une surface un plan tangent par un point extérieur dont les coordonnées soient fournies sous une forme particulière, ou parallèlement à une droite donnée dont les coefficients angulaires soient fournis sous une forme particulière. Dans l'un et l'autre cas la solution trouvée doit être interprétée d'une façon plus large qu'on n'avait autrefois l'babitude de le faire. Il ne suffît pas de prendre les solutions réelles des équations du problème, il faut aussi en prendre les solutions imaginaires et alors on obtient outre le contour apparent de la surface réelle, d'autres contours apparents en nombre infini.
143. S'il s'agit de mener un plan tangent par un point extérieur et que ce point soit donné sous forme réelle, l'ensemble des points formant solution sera l'intersection totale du lieu représenté par l'équation proposée et du lieu représenté par l'équation de la surface polaire. Cette intersection se composera soit de points appartenant aux conjuguées de mêmes caractéristiques, d'ailleurs quelconques, des lieux représentés par les deux équations, soit des intersections des conjuguées dont les caractéristiques communes satisferaient à une condition que l'on obtiendra en éliminant, lorsque ce sera possible, a, p, a', p', a" et ^" entre les quatre équations dans lesquelles se décomposeront les équations des deux lieux et les équations
p" = cp et f = G'^'.
S'il s'agit d'une surface du second degré, la surface polaire se réduisant alors à un plan réel, et l'intersection de ce plan avec la surface totale se composant de ses intersections avec toutes les conjuguées de la surface proposée dont les cordes réelles lui seraient parallèles, les contours apparents fournis par les équations du problème seront ceux des conjuguées dont les cordes réelles seraient parallèles au plan trouvé ; et ce seront aussi les conjuguées du contour apparent de la surface réelle.
144. S'il s'agit de mener un plan tangent parallèle à une direction donnée sous forme réelle et qu'on ait pris l'axe des z parallèle à cette direction, il n'y aura d'autre condition à exprimer que
df
l'élimination de z entre cette équation et
fournira entre x et y une équation
dont toutes les solutions réelles ou imaginaires fourniront des solutions de la question. Or ces solutions formeront une suite réelle à laquelle correspondra le contour apparent, sur le plan des xy, de la surface réelle et une infinité de suites imaginaires constituant les conjuguées du contour apparent réel.
Les points correspondant aux solutions imaginaires de l'équation
appartiendront à toutes les conjuguées de la surface proposée, mais en nombre limité pour chacune, ou bien aux conjuguées dont les caractéristiques satisferaient à une condition que l'on obtiendra en éliminant, lorsque ce sera possible, a, ^, a', ,^', a" et [â" entre les quatre équations dans lesquelles se décomposeront
f[x,y,z) = 0 et ^=0
et les conditions
^i" = cri, p" = C>'.
Dans ce dernier cas, le contour apparent
se composera du contour apparent de la surface réelle et des contours apparents de celles de ses conjuguées dont les caractéristiques satisferaient à la condition trouvée.
C'est ce qui arrivera toujours pour une surface du second degré, parce qu'une combinaison convenable des équations
f{x,y,z)=0 et ^ = 0
fournira l'équation d'un plan réel dont l'intersection complète avec la surface proposée se composera exclusivement des sections faites dans la surface réelle et dans celles de ses conjuguées dont les cordes réelles seraient parallèles au plan trouvé.
Ainsi s'il s'agit de l'ellipsoïde
la condition
dz
se réduisant à
le contour apparent par rapport au plan des xy,
se composera du contour apparent de la surface réelle et des contours apparents de toutes celles de ses conjuguées dont les cordes réelles seraient parallèles au plan des xy.
Discussion d'un problème du second degré.
145. J'ai déjà donné plusieurs exemples de problèmes de géométrie élémentaire dont la discussion ne pouvait être complétée que par l'intervention des méthodes exposées dans cet ouvrage. Les exemples précédents se rapportaient à des questions d'intersections simples, le suivant est relatif à une question où intervient la considération d'une tangente au cercle, capable de devenir imaginaire. On verra que la solution que fournit l'algèbre élémentaire comprend le cas oh le cercle serait remplacé par sa conjuguée hyperbolique, de façon que l'interprétation des résultats obtenus n'est possible que par l'intervention de cette conjuguée qui se trouve jouer dans la question un rôle nécessaire quoique entièrement imprévu d'abord.
Supposons qu'on demande les éléments du cône de volume donné circonscriptible à une sphère de rayon donné : en prenant pour inconnues le rayon de la base de ce cône et sa hauteur, et désignant par Tzm^ le volume donné et par Rie rayon de la sphère donnée ; on a àrési^udre les deux équations
et
La seconde donne
yJx'-^-y^ ^y — R X R
et il en résulte pour déterminer y,
RV
Cette équation donne
y — iiR
On en conclut que le minimum des valeurs positives de m^ est -x-R^
Mais si m' est négatif, y reste constamment réel, ses deux valeurs sont l'une positive et l'autre négative, la première est moindre que 2R et la seconde quelconque; x- est aussi réel, d'ailleurs négatif ou positif suivant que y est positif ou négatif.
D'un autre côté, si on discute la marche du volume, considéré comme fonction de y, on voit que y partant de + oc, m part aussi de -\-x; que m décroît d'abord avec y et atteint son minimum pour y = 4R ; que pour y = 2R,7« redevient infini; que si ?/ décroît au-dessous de 2R, m devient négatif; que pour y =R, 3m^ = — R' ; que pour y = 0, m = 0; enfin que si y décroît de 0 à — x, m décroît aussi de 0 à
Que signifient tous ces résultats et quel lien peut-on établir entre eux?
Si l'on prend pour axe des x un des rayons de la base du cône et pour axe des y la hauteur de ce cône, l'équation du grand cercle de la sphère compris dans le plan des xy est
X* 4- Y^ — 2RY
et l'équation de la corde des contacts des tangentes menées du point situé sur l'axe des y à. la distance y de l'origine est
Y(y-R)-Ry = 0; les coordonnées des points de contact sont donc
Y=-^ et x=±^-^^l^^y-R y — R '
par suite les équations des tangentes sont
RY ± \lf—my X — Ry = 0.
Si on cherche la demi-distance de leurs pieds sur l'axe des x on retrouve
slf-2Ry'
c'est-à-dire la valeur du rayon de base du cône.
Mais le calcul précédent s'applique aussi bien à celle des conjuguées du cercle qui le touche aux extrémités de son diamètre couché suivant l'axe des y qu'au cercle lui-même. En effet quand y est compris entre 2R et 0, l'ordonnée commune des deux points de contact est réelle et leurs abscisses sont imaginaires, de sorte que les deux tangentes sont données alors par les solutions réelles par rapport à X de l'équation
RY ± \j2\iy — y'- yj—i X — Ry = 0.
En faisant dans cette équation Y = 0 on en lire
Lors donc que y est compris entre 2R et 0 le cône est circonscrit à l'hyperboloïde engendré par la rotation autour de l'axe des y de l'hyperbole dont il vient d'être question.
Si y = R, ce cône devient le cône asymptote de l'hyperboloïde, il est isocèle, c'est-à-dire que le rayon de sa base est égal à sa hauteur, ou à R ; son volume est par conséquent
i TtR' ;
c'est justement ce qu'on a trouvé plus haut.
Si y est négatif, le sommet du cône passe au-dessous de l'axe des x et ce cône redevient tangent i\ la sphère.
Enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu plan.
146. On a vu aun" 421 que lorsque la dérivée de y par rapport à x en un point [jc, y] d'un lieu plan, est imaginaire, les éléments du lieu rayonnent autour de ce point dans toutes les directions, d'où il résulte qu'un pareil point ne peut pas appartenir à l'enveloppe des conjuguées.
Au contraire en un point {x,y] ou — est réel les éléments du lieu se dirigent tous suivant la droite menée du point [x, y] parallèlement à la
dy droite réelle qui aurait pour coefficient angulaire la valeur de —-. Un
pareil point jouit donc de la propriété que toutes les courbes continues qui y passent, dans le champ recouvert par les points représentés par les solutions de l'équation du lieu, y ont même tangente. C'est par conséquent un point de l'enveloppe des conjuguées du lieu.
-y- est réel en un point quelconque de la courbe réelle et l'est enax
core en tous les points du lieu déterminé par la condition que dans
f'.^^.czi (a + ^ V^, «' + ?' N ^) et dans
les parties réelles et imaginaires soient proportionnelles. Cette condition ■jointe aux deux équations dans lesquelles se décompose
laissera en général arbitraire l'une des quantités a, ;i, a' et ^', il y correspondra donc une certaine courbe qui sera l'enveloppe imaginaire des conjuguées.
Ainsi l'enveloppe totale des conjuguées d'un lieu plan est caractérisée par la condition
dy
-^ = réel, /
dx
et cette enveloppe se compose en général de deux parties, la courbe réelle et une courbe imaginaire que l'on verra s'associer à la courbe réelle dans un grand nombre de recherches et la suppléer relativement à d'autres.
147. Les conjuguées de l'ellipse réelle ni celles de la parabole n'ont d'enveloppe imaginaire ; nous avons trouvé que l'ellipse
aY + b^x^ — aW
est l'enveloppe imaginaire des conjuguées de l'ellipse imaginaire
aY + h'-x^ — — a«èS
et que les conjuguées de l'hyperbole
aY — h^x^ — — éW
ont pour enveloppe imaginaire l'hyperbole supplémentaire
a'?/2 — IP-x^ = c^h^.
On peut se proposer d'obtenir directement ces deux enveloppes. Soit d'abord l'ellipse imaginaire
aY + * V = — c?h^ :
j- en un point a? = a -|- fi v^ — 1» y =«' + P' V^ — 1 de ce lieu est
dy
eii uii puuii x' = a -f- p y
pour que ce coefficient angulaire soit réel, il faut que
aV~a^fi'' d'un autre côté l'équation du lieu donne
a^a'^' + é^ap = 0.
La dernière donne
hH _ __ 5;
et de celle-ci, combinée avec la première, on tirerait
ce qui est impossible. On ne peut rétablir la compatibilité entre les équations
aV a}^' a-a! ^
qu'en faisant soit ji et ^' nuls, soit a et a' nuls, mais l'équation proposée n'ayant pas de solutions réelles, ^ et fi' ne sauraient être en même temps nuls, il faut donc faire a et a' nuls. Les coordonnées d'un point de l'enveloppe sont donc de la forme
et comme l'équation du lieu donne entre [i et ^' la relation on voit que l'enveloppe est bien l'ellipse
Soit maintenant le lieu
a^y^ — b^x^ == — arb^ :
dy
-f- en un pomt
ax
est
Z>^ (g 4- ^ V'-Tl) .
la condition de réalité est donc
d'un autre côté l'équation du lieu donne
La dernière donné
d'où l'on tirerait, en tenant compte de la première,
by = a*,a^
et
de sorte que la seconde »
se réduirait à
On peut encore rétablir la compatibilité entre les équations en faisant a et a', ou [i et [i' nuls. Si on fait ^ et ^' nul's, on trouve la courbe réelle ; pour avoir l'enveloppe imaginaire il faut donc faire a et a' nuls. Ainsi les coordonnées d'un point de l'enveloppe imaginaire sont de la forme
x = [^s[—{ et î/ = ^'v/— 1, l'équation du lieu donne d'ailleurs entre [i et ^' la relation
Par conséquent l'enveloppe imaginaire est bien l'hyperbole
On trouvera plus loin d'autres exemples relatifs à difï'érents lieux. Nous citerons ici seulement celui qui se rapporte au cercle imaginaire
(x — a — a \/^f -\-(t/ — ù — b' \/^)' = (r + r \/^)\ dont les conjuguées ont pour enveloppe imaginaire le cercle {x — a — a'f -\-{y — b — b'f = (r -f r'f.
148. Lorsque la courbe représentée par l'équation proposée, tout en restant réelle, comprend un point réel isolé, toutes les conjuguées, ou au moins celles d'une certaine classe passent par ce point. Gela résulte évidemment soit de ce qu'un point isolé peut être considéré comme un anneau évanouissant qui, avant de disparaître, formait l'enveloppe d'une certaine catégorie de branches de conjuguées d'une certaine classe ;
soit de ce que -j- se présentant en un pareil point sous la forme -, la
condition que les parties réelles et imaginaires de fx et de fy soient proportionnelles, est satisfaite d'elle-même.
Il convient toutefois de remarquer que cette dernière raison pour être probante exige qu'il puisse en effet partir du point considéré une infinité de branches imaginaires composées de points de caractéristiques diffé-
du rentes, ce qui suppose que les valeurs de j-, après leur séparation, se
trouvent imaginaires, ce qui était précisément l'hypothèse.
En effet il ne pourrait partir d'un point double, oti — aurait les deux
valeurs réelles m et m', que deux branches imaginaires composées de points ayant pour caractéristique soit m, soitw'. Car le rapport
dy _ da 4- rfy y/^
^ doL + d^ V— î^'
d^' ayant nécessairement pour valeur m ou m', — ne pourrait prendre que
l'une ou l'autre de ces valeurs.
Les points de rebroussemenl cependant feront exception à la règle parce qu'une droite réelle qui en se déplaçant parallèlement à elle-même viendrait à passer par un point de rebroussement de la courbe réelle coupera ensuite cette courbe en un nombre de points réels plus grand
ou plus petit de deux unités. Mais c'est qu'aussi -7-^ étant infini en un
point de rebroussement y n'est plus développable par la série de Taylor à partir d'un pareil point, d'où il résulte qu'on ne peut plus égaler le
rapport -^ au coefficient angulaire de la tangente double obtenue.
149. Lorsque l'équation proposée, quoique ayant encore ses coefficients réels, ne représente plus aucune courbe réelle, l'enveloppe réelle des conjuguées n'existe plus : elle est généralement suppléée par quelques points qui forment les seules solutions réelles de l'équation. Les conjuguées passent généralement toutes par ces points, par les mêmes motifs qui viennent d'être énoncés.
loO, Lorsque l'équation proposée a ses coefficients imaginaires, elle ne représente plus aucune courbe réelle, à moins que les parties imaginaires des différents coefficients ne soient proportionnelles à leurs parties réelles.
L'équation admet encore dans ce cas quelques solutions réelles fournies par les intersections des deux courbes représentées par les équations à zéro des deux parties réelle et imaginaire du premier membre.
Les conjuguées du lieu passent généralement par ces différents points, qui peuvent être considérés comme résumant l'enveloppe réelle.
loi. Lorsque les coefficients d'une équation variant d'une manière continue passent de l'état réel à l'état imaginaire, l'enveloppe réelle disparaît instantanément, à moins que les accroissements imaginaires acquis par tous les coefficients ne soient proportionnels à leurs valeurs antérieures, auquel cas le lieu ne changerait aucunement, mais la portion de l'enveloppe imaginaire qui la remplace est en continuité géométrique avec l'ancienne enveloppe réelle.
En effet, soient a et a' les coordonnées d'un point de l'enveloppe restée encore réelle, si l'on fait prendre aux coefficients des accroissements imaginaires infiniment petits et qu'on donne ensuite à x la valeur a, d'une part la nouvelle équation fournira- pour y une valeur infiniment peu différente de a, de sorte que le point correspondant sera infiniment voisin de l'ancienne enveloppe réelle; et, de l'autre, le coefficient angulaire de la tangente en ce nouveau point, différant infiniment peu de ce qu'il était en [a, a'], la partie imaginaire en sera infiniment petite, de sorte que le point lui-même sera infiniment voisin de l'enveloppe imaginaire des conjuguées du nouveau lieu.
L'enveloppe imaginaire du nouveau lieu et l'enveloppe réelle de l'ancien différeront donc infiniment peu de forme et de position.
132. Dans cette même hypothèse où les coefficients, d'abord réels, d'une équation représentant un lieu réel, viennent à prendre des accroissements imaginaires, les conjuguées qui tout à l'heure touchaient la courbe réelle, subissent une modification instantanée considérable qu'il est important de signaler.
Les courbes qui formaient ces conjuguées sont remplacées par d'autres qui en diffèrent infiniment peu de forme et d'étendue, mais il s'y ajoute instantanément des branches finies ou indéfiniment étendues qui proviennent de l'ancienne courbe réelle, laquelle donne naissance d'abord à une enveloppe imaginaire, destinée à la remplacer, mais aussi à une infinité de branches de conjuguées qui se séparent plus ou moins de la courbe réelle.
En effet, tant que la courbe réelle existe, elle fait partie de toutes les conjuguées qui la touchent, parce qu'elle a sa caractéristique indéterminée, mais dès qu'elle cesse d'exister elle est forcément remplacée par une infinité de courbes approchant plus ou moins de son ancienne forme, mais de caractéristiques toutes différentes.
Ces caractéristiques sont dans ce cas constituées par des rapports de quantités d'abord infiniment petites, puisque si les coefficients de l'équation n'ont varié que de quantités infiniment petites, les solutions de cette équation n'ont pu varier non plus que de quantités infiniment petites, mais les rapports des parties imaginaires de ces quantités infiniment petites peuvent avoir toutes les valeurs.
Le même fait s'explique aussi bien par cette considération que tantque la courbe réelle existe, ses différents points sont reproduits dans les intersections successives du lieu avec toutes les droites réelles imaginables, tandis que, au contraire, dès qu'elle cesse d'exister, les intersections avec les mêmes droites réelles cessent de se confondre, A chaque direction de cordes réelles, il correspond alors un système particulier d'intersections qui n'est plus reproduit lorsque la direction des cordes change.
Un exemple simple achèvera de faire comprendre ce qui vient d'être dit. Supposons qu'il s'agisse d'une hyperbole d'abord réelle, la conjuguée dont les cordes réelles seraient parallèles à un diamètre non transverse de cette hyperbole serait une ellipse limitée aux deux tangentes à
l'hyperbole parallèles à ce diamètre non transverse. Si la sécante parallèle à ce diamètre ne passait plus entre ces deux tangentes, il n'y aurait plus d'intersections imaginaires. Mais si les coefficients de l'équation de l'hyperbole recevaient des accroissements imaginaires même infiniment petits; aussitôt la sécante, transportée en dehors de ses anciennes limites, fournirait une suite indéfinie de points imaginaires qu'il faudrait joindre à ce que serait devenue l'ellipse pour avoir la conjuguée du nouveau lieu, ayant pour caractéristique le coefficient angulaire de cette sécante mobile : la courbe réelle se serait donc transformée instantanément en une infinité de courbes imaginaires.
La théorie des asymptotes permettra d'éclairer encore mieux ce point important.
lo5. Le problème de mener une tangente à une courbe réelle parallèlement à une droite réelle donnée, y = ax, comprend à la fois comme solutions toutes les tangentes réelles que l'on peut mener à la courbe réelle parallèlement à cette droite et toutes les tangentes imaginaires qu'on peut mener dans la même direction à l'enveloppe imaginaire des conjuguées. En efi'et, sien un point de l'enveloppe la tangente est effectivement parallèle h y = ax, le coefficient angulaire réel de la tangente en ce point ne pourra pas différer de a, puisque une équation du premier degré dont le coefficient angulaire est réel, ne représente qu'une parallèle à la droite réelle de même coefficient angulaire.
D'un autre côté on sait que le problème de mener une tangente à une courbe de degré m parallèlement aune direction donnée a généralement
solutions. Ces m {m — 1) solutions se partagent donc entre la courbe réelle et l'enveloppe imaginaire des conjuguées: si l'une de ces courbes a /> tangentes parallèles à ladirection donnée, l'autre en a m (m — 1) — />. Si la courbe réelle n'en a pas, l'enveloppe en a m {m — 1). Cependant le degré de l'enveloppe est
ïn(m — l)(27n— 3) ou
suivant que l'équation du lieu a ses coefficients réels ou. imaginaires. Les courbes de son degré pourraient avoir
m {m — 1) (Sot — 3) [ m (m — 1) (2;n — 3) — 1 1 ou 2»i'- {m — l) ( 2m^ (m — 1) — l 1
tangentes parallèles à une droite donnée, d'où il résulte que l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu de degré m a toujours au moins
m* (w — if (2m — 3)- — 2m {m — 1 ) [m — 2) ou
tangentes de moins, parallèlement à une direction donnée, que celle des courbes de son degré qui en a le plus.
Lorsque les coefficients de l'équation proposée sont imaginaires, l'enveloppe a toujours m {m — 1) tangentes parallèles à une direction quelconque puisque la courbe réelle n'existe pas.
1S4. Il est important de remarquer que le coefficient angulaire de la tangente en un point de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu plan ne saurait que très-exceptionnellement coïncider avec la caractéristique de la conjuguée qui touche l'erLveloppe en ce point, c'est-à-dire avec le coefficient angulaire des cordes réelles de cette conjuguée. En effet si
x=(x-\-^sl—i et y = a + [àC V— 1
sont les coordonnées d'un point de l'enveloppe imaginaire, C est la caractéristique de la conjuguée à laquelle ce point appartient, mais il n'y
dy a aucune raison pour que -~ en ce point soit égal à G.
Il en résulte que parmi les m (m — 1) points de contact des tangentes menées parallèlement à une droite
à un lieu de degré m^ ceux qui sont réels appartiennent bien à la conjuguée G, mais que les autres appartiennent en générale des conjuguées quelconques.
133. Une valeur infinie de -r- doit toujours être considérée comme
dx
réelle, parce que
/ . , \ tang cp -4- tang J^ V — 1
tang(<pH-^S/-0 ou ^^-t ^XV^
1 — tang cp tang <{/ y — 1
n'est infinie que pour
vj, = 0 et (û = (2K + 1) ^ ;
car, d'une part, tang ^ sj — 1 est fini quel que soit «];, de l'autre l'hypothèse
1 — tang 9 tang ^ \l — 1 =: 0
est impossible, et enfin si tang cp était infini sans que tang ^ \/— 1 fûtnul, tang(cp+<L\/— 1) se réduirait à
tang ^ \/ — 1
dy Il résulte de là que les points d'un lieu oti j- est infini appartiennent
toujours à l'une ou à l'autre enveloppe. S'ils sont réels, ils appartiennent de plus à la conjuguée G = oo, mais s'ils sont imaginaires ils appartiennent généralementà des conjuguées quelconques et on peut toujours diriger l'axe des y de manière qu'aucun de ces derniers n'appartienne à la conjuguée G ^ oc , car les points de l'enveloppe où la caractéristique coïncide avec le coefficient angulaire sont toujours en nombre limité. ,
156. L'enveloppe imaginaire des conjuguées d'une courbe réelle toucbe toujours cette courbe en ses points d'inflexion et s'y infléchit comme elle.
En effet le problème de mener à une courbe une tangente parallèle à une direction donnée fournit encore, comme solution réelle, un de ses points d'inflexion lorsque la direction donnée se confond avec celle de la tangente en ce point ; mais si le coefficient angulaire donné s'éloigne infiniment peu, dans un sens convenable, de celui de la tangente au point d'inflexion considéré, la solution réelle qui correspondait' à ce point, et qui du reste était double, disparaît aussitôt et est remplacée par deux solutions imaginaires infiniment voisines.
Les deux points de contact correspondants appartiennent naturellement à l'enveloppe imaginaire des conjuguées, puisque le coefficient
différentiel -f- y est réel; ils sont d'ailleurs infiniment peu distants du dx
point d'inflexion de la courbe réelle ; les tangentes à l'enveloppe y ont des directions infiniment voisines de celle de la tangente au point d'inflexion de la courbe réelle ; enfin le parallélisme des tangentes à l'enveloppe en ces deux points indique qu'ils comprennent un point d'inflexion de cette enveloppe.
On voit donc que l'^enveloppe imaginaire passe par les points d'inflexion de la courbe réelle, que les deux enveloppes sont tangentes en ces points et que l'enveloppe imaginaire s'y infléchit comme la courbe réelle.
lo7. Du reste, l'enveloppe imaginaire ne peut toucher l'enveloppe réelle qu'aux points d'inflexion de celle-ci. Car si le point de contact n'était pas un point d'inflexion, la courbe réelle aurait, dans les deux sens opposés, deux tangentes infiniment peu inclinées sur la tangente au point commun ; d'un autre côté l'enveloppe imaginaire en aurait au moins une inclinée dans un certain sens sur la même tangente : de sorte que m étant le coefficient angulaire de la tangente au point commun, et m-\- dm le coefficient angulaire delà tangente à l'enveloppe imaginaire en un point infiniment voisin du point commun, le problème de mener une tangente au lieu parallèlement à la direction w-f-c?/« aurait une solution réelle etunesolution imaginaire infiniment voisine de la première. Gette solution imaginaire ne pouvant aller seule, il en existerait forcément une troisième, imaginaire conjuguée de la seconde et par conséquent infiniment voisine des deux premières, de sorte que Tenveloppe imaginaire
aurait deux tangentes infînimeni: voisines, parallèles à la direction?n-|-(/?/i et que le point communaux deux enveloppes serait au moins un point d'inflexion par rapport à l'enveloppe imaginaire. Mais alors le point commun correspondrait à une solution double du problème de mener au
lieu une tangente parallèle à la direction m, c'est-à-dire que -^^ serait
nul en ce point, qui dès lors serait un point d'inflexion de la courbe réelle.
Réciproquement les points d'inflexion de l'enveloppe imaginaire appartiennent à l'enveloppe réelle dont ils sont aussi des points d'inflexion, car la tangente en un point d'inflexion de l'enveloppe imaginaire étant la réunion de deux tangentes imaginaires conjuguées est entièrement réelle, c'est une corde réelle de cette enveloppe imaginaire, mais une corde réelle tangente ne peut être tangente qu'en un point réel, puisque deux points imaginaires conjugués ne peuvent se réunir qu'en devenant réels.
On verra, au chapitre des Asymptotes, que l'enveloppe imaginaire des conjuguées touche encore la courbe réelle en ses points situés à l'infini. Du reste les points d'une courbe situés à l'infini peuvent toujours être
considérés comme des points d inflexion de cette courbe puisque j^ y est
nécessairement nul.
Si
y = mx -\- cp {ni)
est l'équation générale des tangentes à la courbe réelle, cette équation, pour chaque valeur de m qui rendra ç (m) imaginaire, représentera une seule droite tangente à l'enveloppe imaginaire ; l'ensemble des deux enveloppes forme donc l'enveloppe des droites réelles ou imaginaires représentées par une équation telle que
y = mx -\- cp(/w).
Cette communauté de définition constitue entre elles une réciprocité évidente.
En effet si un lieu a une enveloppe imaginaire, c'est que «p (m) peut devenir imaginaire pour des valeurs réelles de m. D'ailleurs le problème de mener à une courbe réelle, représentée par une équation à coefficients réels, une tangente parallèle à une droite donnée, ce problème qui peut se réduire à la résolution des équations
f{x,y) = 0, m= — jr.
fournit pour x et y, lorsque ces coordonnées sont imaginaires, des valeurs conjuguées deux à deux, et par conséquent, pour les tangentes aux points correspondants, des équations
Y — ^ = ju (X — a'),
ayant leurs coefficients conjugués.
Les valeurs imaginaires de o (m) correspondant à des valeurs réelles de w. seront donc conjuguées deux à deux et par conséquent o (w) pourra se mettre sous la forme
ç, et Çj pouvant d'ailleurs avoir chacun plusieurs valeurs. Cela posé, lorsque cp^ (m) sera positif,
y = jnx-\- ©1 {m) ± \/f^{m)
représentera une tangente à l'enveloppe réelle et lorsque Çj (m) sera fiégatif, la même équation représentera une tangente à Tenvèloppe imaginaire.
Mais si cp^ (m) est négatif, l'équation
y = wx 4- ç, {m) ± s' <p, {m) représentera effectivement la droite
y = mx + ç, (»0 ± \ — <^i («O-
Ainsi, les deux enveloppes étant prises dans leurs équations en coordonnées réelles, l'équation générale des tangentes à la première serait
y^mx + s,{w)± v>,(m), et l'équation générale des tangentes à la seconde serait
y =z mx + Oj (m) ± \/— ©.(w) ;
mais alors le retour de la seconde courbe à la première se fera comme le passage de la première à la seconde.
Les deux enveloppes d'un même lieu sont donc réciproques l'une de l'autre.
Enveloppe imaginaire des conjuguées dune surface.
io9. Nous avons dit plus haut que deux lieux qui ont un point commun [x, y, z] et dont les équations fournissent d'ailleurs en ce point les mêmes valeurs pour les dé^:ivées partielles de :; par rapport à :r et à y, ont en commun autour de ce même point un volume infinitésimal.
Ce volume s'aplatit en un disque plan lorsque les coefficients angu-
laires du plan tangent commun, ou les valeurs des dérivées partielles
dz dz
-— =pGi —- = q deviennent réels. En effet les rayons vecteurs menés
dx ^ dy ^ •'
du point central [x,y,z], à la surface qui limite le volume commun, sont
dans tous les cas, parallèles aux droites menées de l'origine aux points du
lieu représenté par l'équation
Z = pX-\-qY;
quand p et q sont imaginaires, ce lieu se compose d'une infinité de plans se coupant suivant une droite menée de l'origine, en sorte que les éléments de ce lieu qui émergent de l'origine peuvent avoir toutes les directions imaginables : mais quand p et q deviennent réels, tous les plans représentés par l'équation
Z=pX + qY,
plans dont au reste les caractéristiques sont alors liées entre elles par la condition
G ^ C" se confondent géométriquement avec le plan réel
Ainsi en un point réel ou imaginaire où les dérivées partielles de z par rapport k x et k y sont réelles, les éléments du lieu s'aplatissent en un disque plan.
Cette propriété est évidemment caractéristique d'un point de l'enveloppe, soit réelle, soit imaginaire, des conjuguées du lieu.
L'enveloppe totale des conjuguées d'un lieu sera donc définie par les conditions
f{x,y,z) = 0, — = réel et -^ = réel. dz dz
160. Mais il y a pour les lieux superficiels une différence essentielle entre les deux enveloppes réelle et imaginaire, c'est que chaque conjuguée touche en général l'enveloppe réelle, qui n'est autre que la surface réelle représentée par l'équation considérée, suivant toute la courbe de contact de cette surface réelle avec le cylindre qui lui serait circonscrit parallèlement aux cordes réelles de la conjuguée en question ; tandis que au contraire chaque conjuguée ne touche l'enveloppe imaginaire qu'en un nombre limité de points.
En effet si
^ = *+^v/^, y = «' + |?V^ et 2 = a" + pV^
désignent les coordonnées d'un point de l'enveloppe appartenant à la conjuguée [G, C], on aura pour déterminer a, p, <x, a", d'abord les deux équations dans lesquelles se décomposera l'équation delà surface et ensuite les deux conditions de réalité de p et de g; a, ,3, a' et a" seront donc en général déterminés.
Considérons par exemple l'équation
de l'hyperboloïde à une nappe, les dérivées partielles de z par rapport à X ei hy seront
ar X b^ y
z z pour qu elles soient réelles il faudra que - et - soient réels. Soient
x^a + ^sf^i, ^ = a'+^'v':rï, z = «" + p"v/^,
on aura donc
d'un autre côté l'équation de la surface donnera
et
x^ — fi^ %"- — ^'^ _ a"* — ^"*
En divisant cette dernière par a", remplaçant ^ par -^ et ", par 4-» puis multipliant par p", il viendrait
l'équation
g' — fi^ g^ — [^'^ __ «^^^ — ^"* _
se réduirait donc à
-) /■) lit
d'un autre côté, en divisant
par ^", remplaçant ^, et — par — et -;,, puis chassant le dénominateur a",
il viendrait
l'incompatibilité entre cette condition et
prouve que [3, p' et ^" doivent être nuls, ou bien a, a et a". Dans la première hypothèse, on retrouverait la surface réelle ; dans la seconde, x, y et z se réduisent à
x = ^sP^i, y = i>.'sl^i et z = fsj-~i, et les coordonnées du point correspondant satisfont à l'équation
Si l'on fait(i" = Cj^ et ^" = G',^', il vient
et ^" se trouve déterminé, la conjuguée G, G' de la surface n'a donc que deux points communs avec l'enveloppe imaginaire.
161. Le plan tangent à une surface en un point de l'enveloppe imaginaire des conjuguées, a naturellement ses coefficients angulaires réels, et, réciproquement, si l'équation générale des plans tangents à une surface est
z = mx -{- ny -{- (û {m, ri),
et qu'on donne dans cette équation à m et à n des valeurs qui rendent <f {m,n) imaginaire, le plan correspondant sera tangent à l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la surface proposée.
On tirerait de là, comme pour les lieux plans, cette conséquence que les deux enveloppes sont réciproques l'une de l'autre.
162. La section complète d'une surface par un plan réel se compose de la section faite par ce plan dans la surface réelle et des sections faites dans les conjuguées de la surface réelle dont les cordes réelles sont parallèles au plan sécant. Ces dernières sections sont d'ailleurs les conju^ guées de la section réelle. Ces conjuguées ont généralement dans leur plan une enveloppe imaginaire, mais cette enveloppe imaginaire n'a en général qu'un nombre limité de points communs avec la section, par le plan réel considéré, de l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la surface réelle proposée. En effet si l'équation du plan sécant est
ce plan ne peut contenir que des points dont les caractéristiques G et G' satisfassent à la condition
or si les points de l'enveloppe contenus dans un plan parallèle à
Mx + Ny + P:; = 0
formaient une courbe continue, comme ces points ne pourraient pas se présenter de nouveau dans une autre série de plans parallèles, l'enveloppe imaginaire se composerait d'une infinité de surfaces. Supposons qu'on ait pris le plan des xz parallèle aux plans sécants,
—, en un point de la section par un plan ij = h, se confondra avec le
dz coefficient angulaire de la tangente à cette section, -j- sera donc réel en
ax
un point quelconque de l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la
. dz section, mais — ne se trouvera réel qu'en quelques points de cette
enveloppe .
Asymptotes aux courbes planes.
165. La théorie des asymptotes aux conjuguées des courbes planes se résume dans l'énoncé suivant :
La recherche des asymptotes d'une courbe quelconque fournit en même temps les asymptotes de toutes ses conjuguées; les conjuguées du lieu représenté par l'équation d'une asymptote au lieu considéré sont les asymptotes des conjuguées de mêmes caractéristiques de ce lieu.
Considérons d'abord une asymptote réelle, effectivement asymptote à une branche infinie de la courbe réelle. L'équation
y = ÇiX -\- d
de cette asymptote étant capable de solutions imaginaires ayant pour caractéristique C, les valeurs infinies de a? et de y qui satisferont à la fois à l'équation de la courbe et à celle de l'asymptote ne seront pas plus réelles qu'imaginaires de la forme
Mais pour que x=a-|-^v — 1 et î/=a'-|- i^Cy — 1 forment une solution de l'équation
y = Cx-\-d, il faut que
a' = Ca -j- d;
en ajoutant pC de part et d'autre, il vient
a' + pG = G(a + ^) + C?,
d'où l'on voit que le point correspondant à la solution imaginaire considérée appartient à la même droite
y z=z CiX -\- d.
Ainsi, une asymptote réelle d'une courbe réelle est aussi asymptote à
la conjuguée dont la caractéristique est égale au coeflicient angulaire de cette asymptote.
Considérons par exemple l'hyperbole
dont l'une des asymptotes est
cette asymptote conviendra à la conjuguée dont la caractéristique
est — . En effet posons a
et ^' = P-,
l'équation de l'hyperbole donnera
a*a'* — a^p — é*a* + **,^* = — a*b^ et
en vertu de la condition p' = ^ - ou a-p = ô*,^*, la première relation se réduira à
a-a'- — b-or = — a*i*,
et la seconde à
Oa' — />a = 0 ou a-a'* — i*a* = 0 ;
lès deux conditions tirées de l'équation de l'hyperbole étant donc incompatibles, a et a' devront être infinis. Quant à [i et à ^', ils ne sont assujettis
ô' b qu'à la condition ^ = - : en les faisant infinis et tels que a' -f- ^' et a -[- P
restent finis, on obtiendra tous les points de la droite
c'est-à-dire que la conjuguée de l'hyperbole, dont la caractéristique
est -, se confond géométriquement avec l'asymptote yz=- x de la
courbe, ce que l'on savait déjà, les conjuguées de l'hyperbole étant toutes les ellipses qui ont avec elle un système de diamètres conjugués commun.
Mais si on laisse p' et [â finis, «'-[-&' et a-fli restent infinis et l'on obtient les points à l'infini de la conjuguée, points qui appartiennent à la
droite ?/=-x. Cette droite est donc bien une asymptote commune à la courbe réelle et à celle de ses conjuguées qui a pour caractéristique -.
164. Supposons en second lieu que l'asymptote restant réelle,
y=Cx-}-d,
la courbe réelle n'ait pas de branche infinie correspondante, ou même n'existe pas : Tune des formes de la fonction y définie par l'équation de la courbe devant toujours être
y=Gx-{-d-}- V,
V désignant une fonction de x qui s'annule quand x devient infini, si l'on fait varier x par valeurs réelles dans les deux équations
y = Cx -\-d et y = Cx-\-d -{-Y,
on obtiendra d'une part la droite réelle y = Gx-\-d et de l'autre une branche de conjuguée à ^abscisses réelles de la courbe proposée, et l.es deux lignes seront asymptotes l'une à l'autre.
Mais si l'on faisait subir aux axes une transformation quelconque et qu'on recommençât les calculs, on trouverait, pour équation de l'asymptote, la transformée de y=Cx-\-d et le raisonnement précédent ferait voir que la nouvelle conjuguée à abscisses réelles de la courbe proposée, c'est-à-dire la conjuguée dont la caractéristique aurait eu anciennement pour valeur le coefficient angulaire du nouvel axe des y, serait également asymptote à la même droite.
La même asymptote réelle à une courbe qui n'a pas de branche infinie correspondante convient donc à toutes les conjuguées de cette courbe.
Ce résultat pourrait paraître singulier parce qu'en effet une équation du premier degré à coefficients réels, y = Cx -{-d, n'admet de solutions imaginaires que du système C. Mais cette contradiction apparente est facile à lever. Quelle que soit la direction que l'on donne à l'axe des y, la partie imaginaire de y tend vers zéro, lorsque x croît indéfiniment par valeurs réelles, les parties imaginaires des coordonnées des points situés à l'infini sur une conjuguée quelconque, tendent donc vers zéro,
ou en d'autres termes les caractéristiques de ces points sont en réalité -.
16o. Examinons maintenant le cas où l'asymptote trouvée serait imaginaire, mais aurait son coefficient angulaire réel et serait par conséquent représentée par une équation de la forme
y = Cx + ;j 4- 5- \/— 1 :
si x = a-|-?v' — 1 G*' y = '^'-\-'P'^ — 1 forment une solution de cette équation, on devra avoir
■X = Ct \- p
d'où
ft' la caractéristique ^ d'un point appartenant à l'asymptote pourra donc
varier dans ce cas; mais quant au point lui-même, il appartiendra toujours à la droite unique
y, = Cxj +p + q; d'ailleurs, l'une des formes de la fonction y sera
y = Cx^p + q^[^i+y,
Y désignant toujours une fonction de x qui s'annule pour x=oc ; cette dernière équation, ou sa transformée, si l'on a changé la direction de l'axe des y, donnera donc toujours, lorsqu'on fera croître x par valeurs réelles, une branche de conjuguée asymptote à la même droite
y = Gx-{-p-\-q.
Dans le cas donc où l'on aura trouvé une asymptote imaginaire à
coefficient angulaire réel, y = Cx-\-p-\-q\l — i, la même droite i^=Cx-{-p-\-q sera asymptote à toutes les conjuguées du lieu.
166. Supposons enfin que le calcul ait donné pour asymptote d'un lieu réel ou imaginaire une droite complètement imaginaire
il est aisé de voir que la droite de caractéristique G que fournira cette équation, sera effectivement asymptote à la conjuguée G du lieu.
En efi'et, il est clair d'abord que si l'on faisait croître x par valeurs réelles dans l'équation
y={m + n V— ^)'^'+p-\- g V'— 1 et dans l'équation
y = (m + nyj^) x i- p + q sl^ -\-Y
de la branche correspondante du lieu, on obtiendrait d'une part la droite
et de l'autre une branche de la conjuguée G = oo du lieu, asymptotes l'une à l'autre. D'un autre côté, si l'on faisait subir aux axes une transformation préalable quelconque et qu'on recommençât les calculs, on trouverait pour équation nouvelle de l'asymptote la transformée de
(m -f- n v/^) x + p-{-q sf^;
or, en faisant croître x par valeurs réelles dans les nouvelles équations des deux lieux, on retrouverait les conjuguées du faisceau et de la courbe proposée qui auraient pour caractéristique le coefficient angulaire ancien du nouvel axe des y, et ces deux lignes seraient toujours asymptotes l'une à l'autre, en vertu de la démonstration qui précède.
Dans le cas donc où l'on trouvera pour une courbe une asymptote complètement imaginaire, l'équation de cette asymptote représentera un faisceau d'asymptotes à toutes les conjuguées de la courbe proposée.
Considérons par exemple l'ellipse
dont les asymptotes sont
les conjuguées de l'ellipse sont toutes les hyperboles qui ont avec elle un système de diamètres conjugués commun ; or, si l'on rapporte l'ellipse et le lieu
y = zt-\/—lx
à un système quelconque de diamètres conjugués de l'ellipse, les deux équations deviendront simultanément
et
si l'on fait varier x par valeurs réelles, la première fournira l'hyperbole a'Y— b'^x^ = —a"b'\
et la seconde ses deux asymptotes
167. Lorsque le coefficient angulaire d'une asymptote imaginaire est réel, cette asymptote est tangente en un point situé à l'infini au lieu
des points fournis par l'équation proposée où —- est réel, c'est-à-dire à
dx
l'enveloppe imaginaire des conjuguées.
Les asymptotes réelles auxquelles il ne correspond aucune branche de la courbe réelle sont, de même, évidemment asymptotes à l'enveloppe imaginaire des conjuguées ; mais une asymptote réelle effectivement asymptote à la courbe réelle, est encore asymptote à l'enveloppe imaginaire des conjuguées.
Il suffira, pour le démontrer, de remarquer d'une part qu'une équation y = mx -\-p est capable de solutions imaginaires où le rapport des parties imaginaires de y et de x soit m et, de l'autre, que l'infini est naturellement indéterminé. On en conclura que l'équation du lieu ayant fourni une asymptote y =: mx -\- p, \\ y a. nécessairement dans le
lieu, à l'infini, un point imaginaire tel que ~ y soit égal à m et que
y — mx soit égal à p.
Ainsi l'enveloppe imaginaire des conjuguées a en général les mêmes asymptotes que la courbe réelle ; elle a en plus les asymptotes à coefficients angulaires réels dont les ordonnées à l'origine sont imaginaires ; mais les asymptotes à coefficients angulaires imaginaires n'appartiennent ni à" l'enveloppe réelle ni à l'enveloppe imaginaire des conjuguées.
Ainsi dans l'exemple traité plus haut de l'hyperbole
aY — b^x^ = — a^b\ les asymptotes réelles,
appartiennent aussi à l'enveloppe imaginaire des conjuguées, représentée par les solutions de la forme
de l'équation du lieu .
i68. Nous avons, incidemment, dans le chapitre relatif à l'enveloppe des conjuguées d'un lieu plan, expliqué ce que devient la courbe réelle lorsque les coefficients de l'équation prennent des accroissements imaginaires et nous avons choisi pour exemple celui que présente une hyperbole. Nous pouvons compléter ce que nous avons dit alors.
Considérons une hyperbole
et imaginons que les coefficients a et b prennent des accroissements infiniment petits a'\' — 1 et b'\/ — 1, l'équation du système des asymp-
totes deviendra
a-\- a' V — l fb
Chacune de ces équations représentera une infinité de droites qui seront les asymptotes des branches de toutes les conjuguées dans lesi quelles se sera transformée l'hyperbole précédemment réelle.
Les asymptotes des branches indéfinies de la conjuguée C seront parallèles à la direction
elles seront infiniment peu inclinées sur les asymptotes de l'ancienne courbe réelle tant que S et S' resteront infiniment petits, mais elles s'éloigneront de ces directions à mesure que S etT croîtront davantage.
Des plans asymptotes aux surfaces courbes et de leur enveloppe.
169. Nous désignons sous le nom de plans asymptotes à une surface courbe les plans tangents à cette surface en des points situés à l'infini. L'équation du plan tangent à une surface
f{x,y,z) = 0, en un point [x, y, z], est
Les coefficients angulaires sont A, f'y et /'z ; si x, y ei z sont infinis, ces coefficients angulaires se réduisent aux dérivées partielles par rapport à a;, à ?/ et à z de la partie homogène du plus haut degré de f{x, y, z) : soit
^ix,y,z)-\-'^{x,y,z) -f x{x,y,z)+ ....
le premier membre de l'équation proposée, décomposé en parties homogènes, le plan tangent en un point situé à distance infinie sera donc parallèle au plan
Xç'a; -f- Yç'y -f- Ztp'^ = 0.
Soient
les équations de la droite dans la direction' de laquelle le point [x, y, z] s'est éloigné à l'infini, o'x, s'y et o: étant trois fonctions homogènes de degré m — 1, on pourra y remplacer, dans l'équation précédente, x, y et - par a, ^ et y, ce qui donnera pour l'équation du plan parallèle au plan tangent au point [x, y, z], situé à l'intini,
Xcp'. + Yo\ + Zo', = 0.
Ce dernier plan est le plan tangent, suivant la génératrice
au cône
Ainsi les plans asymptotes à une surface
sont parallèles aux plans tangents au cône lieu des rayons infinis,
L'équation
peut s'écrire
XA + YA + ZA = xf, + yfy + z/,, c'est-à-dire
XA'x + Y/"î, + ^f: = "»? (^,y,=^) H- (m - 1) V (a",y,z) + (m - 2) x {x,y,z) -f . . . . ou, en retranchant du second membre la quantité
mo {x, y, z) 4- m'j/ (x, y, z) + w^x (^» y> 2) -f-
qui est nulle d'elle-même, puisque le point [x, y, z] appartient à la surface,
Xrx + YA-fZA = --H^,y,z)-2x{x,y,z)-....
Si le point [x, y, z] est renvoyé à l'infini, les termes, qui au second membre, suivent le premier, disparaissent devant ce premier terme.
D'un autre côté, on a déjà vu que fx, f'y et /'-, dans le premier membre, peuvent être réduits à <p'x, cp'y et cp'-, de sorte que l'équation du plan asymptote, tangent au point [ar, y, z], peut être réduite à
cp'.X + cp'yY 4- ç'.Z + ^ {x, y, z) = 0,
ou^ comme tous les termes sont maintenant de degré m — i GXix,y et z,
cp'„X + cpVY + cp',Z-f <f(a,^,Y) = 0, a, p et Y désignant les coefficients directeurs d'un rayon inSni.
169. Rien ne sera changé aux conclusions du numéro précédent si a, ^ et 7 deviennent imaginaires ; le plan
ç',X + cpVY+cp',Z + J.(a,p,y) = 0
sera alors asymptote à la conjuguée de la surface
f{x,y,z) = 0, qui contiendra le point imaginaire situé à l'infini dans la direction
Soient
et
Y de sorte que les équations de la direction considérée soient
X = [în -\-n V — i) z et
y = [m' -\- n' sj — {) z\ soient d'ailleurs
^ = a + -V^, y^d-\.^-^J^ et z = a"^b"sj^i les coordonnées d'un point satisfaisant aux équations
X = [m -\- n \/ — i) z et y z=^ [m' -\- n' y — 1 ) z,
on aura, d'une part,
b" a z= ma" - nb" et — = ^à" -f na",
et, de l'autre,
a = m'a" — n'b" et 77; = >n'b" -f- '*'«" î en éliminant a" entre
— = mô" -f- na" et ttt = '^t'^" + ^0,",
il vient
--- = mn-nm.
Les points de la surface f{x, y, z) = 0, situés à l'infini dans la direction
appartiendront donc aux conjuguées de f{x, y, z)=0 dont les caractéristiques satisferont à la condition
— — — = mn — nm :
les plans, de mêmes caractéristiques, représentés par l'équation
seront asymptotes à ces conjuguées.
Par exemple
où a, ^ et Y seront supposés satisfaire à la condition
sera l'équation générale des plans asymptotes aux conjuguées de l'ellipsoïde
Considérons en particulier la direction
m, n et m seront nuls et n' sera égal à ±:-, Téquation
y-v/~ÏY + -Z 0 c
représentera donc les plans asymptotes aux conjuguées de l'ellipsoïde dont les caractéristiques satisferont à la condition
= 0 ou C = GO ,
G c'est-à-dire aux conjuguées ayant leurs abscisses réelles.
1 70. Toute asymptote à une section plane d'une surface est asymptote à la surface, en ce sens qu'elle lui est tangente à l'infini. Une surface a donc une infinité d'infinités d'asymptotes.
Mais il sera intéressant d'en considérer une classe particulière que nous allons faire connaître.
L'intersection de deux plans tangents à une surface en deux points infiniment voisins [x, y, z] et [x -\- dx, y-\-dy, z-\- dz] passe au point [x, y, z] et y est tangente à la surface, puisqu'elle est contenue dans le plan tangent en ce point.
L'intersection de deux plans asymptotes infiniment peu inclinés l'un sur l'autre, correspondant à deux rayons infinis
et
a-f rf* ■ ^-{-dp y + c/y'
sera de même une asymptote de la surface, mais d'une classe particulière.
Ces asymptotes formeront une surface réglée et développable, enveloppe des plans asymptotes, qu'il est intéressant de considérer.
L'équation de cette surface s'obtiendra évidemment en éliminant a, {i
et -7- entre les équations ofa
et
i-^W'^yM, 1)X +<?'>{«,>,!) Y + o%(«,P,l)Z + •yyM,i)] = 0.
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Les conjuguées de la surface obtenue seront également des surfaces réglées et développables. Car le système des équations de deux plans asymptotes en deux points infinimeilt voisins d'une même conjuguée de la surface proposée, représentant entre autres une asymptote de cette surface, remplira de lui-même la condition pour que ces équations admettent une infinité de solutions de mêmes caractéristiques, de sorte
que les équations entre lesquelles on aura éliminé a, ^ et -7^ seront capables d'une infinité de solutions de mêmes caractéristiques représentant des points en ligne droite.
Ces conjuguées de l'enveloppe des plans asymptotes à la surface réelle seront donc les enveloppes des plans asymptotes aux conjuguées de la surface réelle.
Considérons par exemple l'ellipsoïde
pour trouver l'enveloppe des plans asymptotes, on aura à éliminer «, ^
et -7- entre les équations
1 ,, , 1 ,, cVi»
-X4--Y-^ = 0, a- 0- dx
qui donneront
c'est-à'dire le cône asymptote de l'ellipsoïde. Les conjuguées de ce cône seront les cônes asymptotes des conjuguées de l'ellipsoïde.
L'enveloppe des plans asymptotes à une surface se réduira à un cône toutes les fois que Téquation de la surface manquera des termes de degré m — 1. Le sommet de ce cône sera l'origine des coordonnées correspondant à cette forme de l'équation.
DU CERCLE lUAGINATRE
171. Nous nous proposons dans ce chapitre de construire les conjuguées du lieu représenté par l'équation
en coordonnées rectangulaires, lieu dont la connaissance est indispensable à la théorie de la courbure des courbes imaginaires.
Nous ferons d'abord tourner les axes autour de l'origine d'un angle tel, que la partie imaginaire de l'ordonnée du centre disparaisse.
La transformation n'affectera pas le rayon, qui restera toujours représenté par r-\-r' \J — 1 ; quant aux coordonnées du centre, la transformation les changera de la même manière que si elle ne se faisait que pour ce point. De sorte que si m désigne l'angle dont on aura fait tourner les axes, l'équation nouvelle du lieu sera
\x — \a -\- a' V — l) cos o> — \b -\- b' sj — l) sin wj' -\-[y •{. (a + a' V^) sin to — (é -|- // V— 1 ) cos w]' '— (r + / V^)'-
On fera donc disparaître la partie imaginaire de l'ordonnée du centre en faisant
tang co =: — .
L'équation du lieu ainsi simplifiée sera
{x-a-a' v/^)' -h (y - bf = (r -{- r' ^J^if ;
en transportant ensuite les axes parallèlement à eux-mêmes au point réel [a, b], on ramènera cette équation à la forme
(x - a v/^)' -}-y'- = {r + r' sj'^if. C'est cette équation que nous allons discuter.
172. Nous déterminerons d'abord l'enveloppe imaginaire des courbes qu'elle représente.
Les coordonnées d'un point de l'enveloppe étant
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la condition que devront remplir les variables a, ^, a', [à' sera
dy
dx
c'est-à-dire
équation qu'il faudra adjoindre à celles qui exprimeraient que le point [x, y] appartient au lieu proposé, et qui sont
«2 — Ci — ay + a'- — ^'^ = r* — r'S a (,^ — a) + a>' = rr'.
• En éliminant successivement ^ et ^' d'abord, ensuite a et a' entre ces équations, on trouve
a^ + a'^ = rS
Il résulte de ces équations que l'enveloppe cherchée est la circonférence décrite du point [x = «, y = 0] comme centre, avec un rayon égal à r -j- 7'',
En effet, d'après l'équation
les coordonnées d'un point N quelconque {fiy. 5) de la circonférence décrite autour de l'origine, avec un rayon r, sont des valeurs conjointes de a et de a'; et de même, d'après l'équation
les coordonnées d'un point N' quelconque de la circonférence décrite autour du point 0' {x = a, y=0), avec un rayon r', sont aussi des valeurs conjointes de ^ et de ,^'; mais d'un autre côté, en raison de l'équation
les quatre valeurs conjointes de a, a, ,^, f>' doivent être les coordonnées de points N et N' situés aux extrémités de rayons parallèles ON, O'N' des deux circonférences.
a-fl^ et a'-f-|^'sont donc les coordonnées du point M situé sur la circonférence décrite du point 0' comme centre, avec un rayon égal à r-{-7'', à l'extrémité du rayon de cette circonférence qui se trouve couché sur O'N'.
Fig. 5.
Ainsi l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu
est le cercle
{x-af^y^^^{r-^r')\
Si l'on avait conservé à l'équation du cercle imaginaire sa forme primitive
[a: -a- a' y^)* J^ [y - h - h' ^flZif = (,. + / s/^lY,
on aurait trouvé pour équation en coordonnées réelles de l'enveloppe imaginaire
(x-a- af J^{y-b- br = {r + rj.
Ce résultat est remarquable.
175. Pour obtenir le point de contact M d'une conjuguée désignée C avec l'enveloppe, il suffira de constiniire le point N' qui lui correspond, car en prolongeant ensuite O'N' on aura le point M; or les coordonnées [i' et ^ du point N' devant fournir un rapport égal à C, on obtiendra ce point en menant la droite ON' dont l'angle avec l'axe des x ait pour tangente C.
Lorsque l'origine sera dans l'intérieur du cercle O'N', le rapport des
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coordonnées du point N' pourra passer par tous les états de grandeur et, dans ce cas, toutes les conjuguées toucheront l'enveloppe chacune en deux points. Dans le cas contraire, les valeurs extrêmes du rapport des coordonnées du point N' seront les coefficients angulaires des tangentes menées de l'origine au cercle O'N'; les conjuguées dont la caractéristique resterait comprise entre ces limites toucheront donc seules l'enveloppe imaginaire.
L'équation
{x - a V-TT)' -\-y' = (r + r s' -7)*
fournira dans ce dernier cas deux points réels par où passeront toutes les conjuguées. En effet les valeurs réelles de x et de y que pourrait comporter cette équation seraient
rr' ^ \l{a*-\-r^)(a* — r''
— — et y=±
mais la réalité des ordonnées dépend de la condition ar'^r'^.
Si a^ était égal à r'^, c'est-à-dire si le cercle O'N' passait par l'origine, les deux points réels se confondraient en un seul et avec l'une des extrémités du diamètre horizontal du cercle ON.
Nous avons supposé, en faisant la figure, que r et r' fussent de même signe ; autrement les rayons ON et O'N' devraient être de sens contraires, et, par suite, le rayon O'M de l'enveloppe, toujours représenté par r-\-r\ serait la différence des rayons ON et O'N'. En effet, les équations
ei
a (â — o) -j- a',3' = rr,
qui se rapportent à un point quelconque de l'enveloppe, montrent, la a a'
première, que et -, ou, par suite, a(,S — a) et o'^', sont tou-
jours de même signe, tandis que la seconde exige ensuite que ces produits ou rapports aient le signe de rr. De sorte que si rr' est né-
g^^^fj ô et - étant négatifs, les rayons ON, O'N' sont de sens con-
traires.
On peut construire par points, avec la règle et le compas, les conjuguées du cercle imaginaire
{x — as—\ / -;- y'- = (r -f r' \/^)'.
En effet,
x = oi-{-py/^l et y= y.' -f ^' v/Hl
désignant maintenant les coordonnées d'un point de la conjuguée C, on doit avoir
«2 4- «'^ _ r' = (^ ~ af + fo'^ — r'-,
a ([i — a) -|- a'^' = rr' et
La première de ces équations exprime»que les tangentes menées du point [a, a'] au cercle
y^ -\- X- = rsont égales aux tangentes menées du point [p, P'] au cercle
f+{x-ay = 7^'\
LL' étant donc l'axe radical de ces deux cercles 0 et 0', si l'on marque un point S quelconque de cet axe et qu'on décrive les deux circonférences OS et O'S, [«, a] seront les coordonnées d'un point de la pre-
mière et [^, [i] celles d'un point de la seconde. Comme -^^ C, le
point [^, ^'] se trouvera au point de rencontre de la circonférence O'S et de la droite fixe ON' que l'on aura menée pour obtenir le point de contact M de la conjuguée G avec l'enveloppe. Ce point [f>, [â'J sera en P par exemple. D'un autre côté, a et a' doivent satisfaire à la condition
a (fi — ft) + Ca'fi = n- OU
^ (a + Ga') — aa — rr' = 0.
Or cette équation, en y considérant a et a' comme les coordonnées courantes, représente une droite qui, quel que soit [â, passe toujours au point fixe
rr' , 7'?"'
et dont le coefficient angulaire *
--cT °" ~
est l'inverse changée de signe du coefficient angulaire de O'P. Ges deux conditions la déterminent, et il en résulte que le point [a, a'] de la circonférence OS, qui correspond au point [[â, f>'] de la circonférence O'S. doit être sur la perpendiculaire menée à O'P du point fixe
r rr' rr' "j
DU CERCLE IMAGINAIRE
Ce dernier point est en I, à la rencontre de la ligne HI,
qui passe par les deux points réels, et de la perpendiculaire 01 à ON'. Par conséquent si IQ est perpendiculaire h O'P, Q est l'un des points cherchés.
Les points P et Q étant ainsi déterminés, le point correspondant V du lieu s'obtiendra en menant de Q une droite QV égale et parallèle à OP.
Les asymptotes de toutes les conjuguées sont représentées par les équations
y==± V— 1 {x — a V— l) ; celles de la conjuguée C sont donc, en coordonnées réelles,
Les deux asymptotes d'une même conjuguée sont en conséquence toujours perpendiculaires l'une sur l'autre ; elles partent respectivement des points (0, -{- a), (0, — a) et enfin sont inclinées de 45° sur la droite y = Cx. Quant à leur point de rencontre, il décrit la circonférence du cercle y- -\- x^ = a^ et de plus appartient à la perpendiculaire O'X menée à la droite ON', y = Cx, car les équations de ces asymptotes donnent
(C + l)y = (C-l)x'-|-«(C + l) et
(l-C)?/ = {l + C)a--a(i-C), d'où l'on tire par soustraction
Au reste la ligne O'X,
est un axe de symétrie de la conjuguée C. La règle qui a été dopnée pour la construction des points de cette conjuguée, le montre suffisamment.
1 74. Les formules qui donnent les coordonnées du centre et le rayon de courbure d'une courbe réelle en un de ses points [x, y] sont
Hm\
dx^ . dx* dx^
nous nous bornons ici à les rappeler.
Si on les applique à un point quelconque d'une conjuguée, d'un lieu plan quelconque, elles donneront en général, pour les coordonnées du
centre, des valeurs imaginaires X := a -f~ * V^ — 1» Y= a' -\-b' \J — 1 et, pour le rayon, une valeur aussi imaginaire R = r -[- ^'y — l* Nous nous proposons dans ce chapitre de tirer de ces données les coordonnées réelles da centre de courbure et le véritable rayon de courbure de la conjuguée au point considéré. Mais auparavant nous déterminerons la courbure de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu plan en un quelconque de ses points.
De la courbure de renveloppe imaginable des conjuguées crun lieu plan.
173. Lorsque deux équations admettent une solution commune et
dy qu'au point correspondant les valeurs de -j- sont, de part et d'autre,
réelles et égales, les enveloppes des deux lieux passent en ce point et s'y
d'^y touchent : il était donc presumable que si les valeurs de -j^ se trouvaient encore les mêmes, de part et d'autre, au point considéré, les deux enveloppes y auraient un contact du second ordre et par conséquent mCme centre et même rayon de courbure.
La démonstration positive du fait présentait toutefois des difficultés inattendues. Les deux enveloppes, une fois tracées, remplissent bien
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en effet la condition graphique énoncée, mais sans cependant que les conditions supposées entraînent l'existence simultanée, sur les deux enveloppes, de trois points ayant identiquement les mêmes coordonnées. Les grandeurs des coordonnées du troisième point, réalisées, sont bien les mêmes de part et d'autre, mais les valeurs algébriques imaginaires de ces coordonnées ne sont point pareilles. La répartition en parties réelles et imaginaires des coordonnées réalisées du troisième point peut différer d'une enveloppe à l'autre, les sommes seules des parties réelles et imaginaires des deux coordonnées restent identiques.
Lorsque ce théorème sera établi, on pourra prendre pour centre et pour rayon de courbure de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu quelconque, en un point de cette enveloppe, le centre et le rayon de courbure de l'enveloppe imaginaire des conjuguées du cercle osculateur, en ce point, au lieu considéré.
Soit donc [x, y] le point commun aux enveloppes imaginaires des
conjuguées de deux lieux, et supposons que-r^et-r^ aient de part et
ax dx^ ^
d'autre les mêmes valeurs en ce point, -^ y étant d'ailleurs réel.
Si p désigne la valeur réelle de -^,
du:
dy = (/a' -|- dy \ — I
dx = d% -\- dj> \ '— 1 devront satisfaire à la condition
c?a' -\- dy \/— T
qui donne
dx + d'^ \/— 1
dx dV dx
rfa ' d} dp '
d'un autre côté, si f -f- m y — i est la valeur de -j^ au point [x, y], la
, , du valeur de -j- en un point du lieu, voisin de [x, y], sera représentée par
dX et pour que le point
[x-\-da-\-d}\'^, y + tia'-f rf^'yCIT]
i rj8 CHAPITRE XII
appartienne aussi à l'enveloppe, il faudra que l'accroissement
qu'aura subi la dérivée de Y par rapport à X, en passant du prenaier point au second, soit réel. Cette condition donne
wrfa 4- td{i = 0 ou
da t '
Ainsi au point commun aux deux enveloppes considérées, puisque p,
. . ., . d& da 4i' ^ et M sont supposés les mêmes de part et d autre, -7- , -7- et -7- auront
«a «a aa.
les mêmes valeurs d^ part et d'autre.
Passons aux dérivées secondes -7-7» tt- et -7V : de quelque pomt
[x, p] qu'il s'agisse, on a toujours identiquement
f/Y dY doL (d^ d^ r—\ 1
et, par suite,
rfX2 ^/a U-iJ-'^
\d<x^^da^^ jy^da^ V \da.^ da.^ ) da.'-^
Les dérivées secondes de Y par rapport à X au point [x, y] étant donc supposées égales de part et d'autre et leur valeur commune
étant t -^-usj — i, on aura pour l'un et l'autre lieu . ,
, _\doL^^da^^ /\^dx^ 7 {doi^da:^ Jda"-^
t + uM-^
. d^ u du d&'
En remplaçant dans cette équation -7- par ,— par p, et -j- par
— — , valeurs trouvées plus haut, et décomposant, on trouve
et
d'où l'on conclut
rf-a' _ t- 4- u^
ly} ~ ~t
Ces deux dernières équations ne se rapportent pas plus à l'enveloppe imaginaire des conjuguées qu'à tout autre lieu partant du point
[^4_^a + rf^V-l, y -\- d^' -\- d^' sf-i\
,. , * .• . „ . . d'%' d'^ dy
de 1 enveloppe. Aussi contiennent-elles trois inconnues -— r>-ï-ret -7-r
rfa- dotr dcr
et, par suite, laissent-elles l'une d'elles indéterminée.
Mais ce que la question offre de particulier, c'est que les données ne
suffisent pas pour achever la détermination de -7-- et de -p^ qui restent
fla* dcr
liées entre elles par la seule condition
-rr — P-r-, = ; (^ + " )•
dy} ' d%' t-^ ~ '
Il est évident en effet que, pour exprimer que le troisième point est aussi resté sur l'enveloppe, il faudrait exprimer que le nouvel accroissement subi par — est encore resté réel ; or l'expression de cette con-
[*] L'équation
se retrouverait en dérivant par rapport à a l'équation
dl da' da
da.
qui exprime que ~ est resté réel en passant du point [x, y] au point
[x + da + rf? V^., î/ -i- rfa' + d^' V^] •
dition renfermerait les parties réelle et imaginaire de —- au point
CDSl'.
[x, y], parties que Ton ne connaît pas. Les' valeurs de — ^ n'étant donc pas supposées les mêmes pour les
deux lieux, au point [x, y], —j aura bien de part et d'autre la même
Mot
valeur, puisque les conditions précédentes l'ont séparé ; mais -p- et
aor
~- pourront être différents et seront seulement liés l'un à l'autre par
,1a même condition
Les deux enveloppes auront cependant au point [x, y] la même courbure et le même centre de courbure, puisqu'elles passent toutes deux au point [x, y], qu'elles y ont la même tangente sous le coefficient angulaire jo; qu'elles contiennent par conséquent toutes deux le point
[x -\-doL-{- d^ V— 1 , y + c^«' + <^' V— ÏJ, défini par les conditions
da! dp u dp' u
et qu'enfin elles ont encore en ce point
[a; -f rfa + dp v/^, y + da -f- dp' sj'^]
même tangente, sous le coefficient angulaire
p -\- tdct — udp.
Pour concilier ces résultats, en apparence contradictoires, il faut
donc que la courbure de l'une et de l'autre enveloppe ne dépende pas
séparément de-jY ^^ de , ^^ ^^ pomt commun, mais seulement ce la
somme
La vérification de ce point est en effet aisée à produire.
Car si Xj et y» désignent les coordonnées réalisées d'un point quel-
conque d'un lieu imaginaire, la courbure de ce lieu au point [x^, yj
dépend de -5^^ et de -7^ ; or dx\ dxi
dx d^ dy^ dx -j- d'p' 1^ ■" ~d^
et
dx, dx 4- <i <i
dx! dy dx dy , dx dx , dx dx
dx dx dx \
dx\
dx dx, dx ' d'i
fd^-x! rf^^'N / d'r,\ /dx f/3'\ d"} [dx' ' f/aV V fW U^^ f^^/ d'Ji'
Mais au point commun aux deux enveloppes qui nous occupent,—,
dx
dnî d%' . , . , du. . ,
-y-et -;- ont identiquement les mêmes valeurs: — a [donc de part et
dcc dx ^ ' dx,
d'y, d'autre la même valeur; d'un autre côté, si , dans l'expression de -j—^,
, d-i dx d}' ' , , ^ , U .
on remplace x"? t" 6t ^ par leurs valeurs trouvées plus haut, dx dx dct
il vient
d'p II dx dy pu
dx^~l' d^^^' ~d^~~T'
J^.fA (. _'!!\_f _P!!\ 2 d'y, _ {dx''^da')\ t) [^ tjd:' dx' [ u
cette expression ne dépend en effet que de la somme
'dry__ (P^ dx' P rf? •
Ainsi quand on applique à un. point [x, y] de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu f (x, y) = 0, les formules qui fourniraient le centre et le rayon de courbure de la courbe en un de ses
points réels, l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu représenté par l'équation du cercle osculateur, alors imaginaire, que donnent les formules, passe au point [x, y], et les deux enveloppes y ont même centre et môme rayon de courbure.
Mais si l'équation du cercle osculateur est
(x-a-a' V'=^)' + {y-b-b' sj~iy = (r + r' s/'^)\
l'enveloppe imaginaire des conjuguées coïncide avec le cercle réel
c'est-à-dire que le centre de courbure de cette enveloppe est le point
(a -h a', é + 6] et sa courbure — ; — ,.
Par conséquent donc, si en un point quelconque [x, y] de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu f{x, y) = 0, on a calculé les
valeurs a-\-(i\J — 1, b-\-b'\J — 1 et {r-\-r'\/ — iY de
}HÏ)'
dy dx
dx^
et
(ày
'^\dx)A
fyV dxi
le cercle osculateur de cette enveloppe au point considéré sera {^jc — a — ay + {y — b — bj = {r-\-ry.
Ce théorème aidera beaucoup à la construction toujours si importante de l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu dont on s'occupera.
Des contacts des divers oi^dres des lieux plans en général.
176. Avant d'aller plus loin, nous établirons un théorème général sur les contacts des divers ordres des lieux imaginaires. — Deux courbes réelles,
.f{x,y) = 0 et f\{x,y)=zO,
qui passent en un même point réel [x, y], ont en ce point un contact
du d'u d"u de l'ordre w, lorsque --, -7^,..., t^, tirées des deux équations séparéax dx- dx'^
ment, y ont les mêmes valeurs.
On serait disposé à appliquer, sans nouvelle démonstration, le même
principe aux courbes imaginaires : cependant, outre que l'énoncé doit
en être complété alors par une restriction spéciale destinée à faire
connaître expressément les lieux conjoints auxquels le théorème est
applicable, la vérification en est en quelque sorte rendue nécessaire par
la composition des coordonnées en parties réelles et imaginaires, et par
l'obscurité qui s'attache en conséquence à la notion môme des coef-
ficients différentiels -y-, -j4, etc.
dx dx-
Nous croyons donc devoir établir directement le théorème suivant .
Si deux équations
ont une solution commune, réelle ou imaginaire, [x, y], et qu'au point
du d-tj d"u . , , , , ,
correspondant, —, Tl"-*' "TZ' tirées séparément des deux équations,
présentent les mêmes valeurs, -les lieux partant du point [or, y], qui seraient définis par les équations
et par une relation complémentaire commune, o(a, |i) = 0, établie entre les parties réelle et imaginaire de x, auront au point [x, y] un contact de l'ordre n, c'est-à-dire que x^ et y^ désignant les coordonnées
réelles de l'un ou de l'autre des deux lieux, -p-, -—r,..., -—-, auron
dx^ dx\ ' dxi"
les mêmes valeurs de part et d'autre, au point commun à ces deux
lieux.
• Il suffira pour cela d'établir que
auront les mômes valeurs de part et d'autre ; car -— , —',.., ~r^, dé-
j,dx,'dx\' ' dxf
pendant de
dx\
d"-Xi
d"Xj
dx^'"
dy.
dT. '
■•' dx'
idi
et do
xi:.
dx.
auront par suite aussi les mêmes valeurs, de part et d'autre.
Or la loi de progression de x^ étant, de part et d'autre, réglée par les mêmes équations
les dérivées de tous les ordres ùe, x,, par rapport à a, seront d'ellesmêmes égales de part et d'autre ; de sorte que la démonstration doit porter seulement sur les dérivées de y^ par rapport à a. Mais les dérivées de y^ par rapport à a se déduisant de celles de ?/,
par rapport à la même variable, en y remplaçant y — 1 par 1, tout se réduira, en définitive, à établir l'identité des valeurs de
* dy d-y d"y
tirées séparément des deux équations proposées. Or
i + '^sF^Y+^J^'Il
dct. J dx dy.-
dy
da
' dx
dhj
dr,'
dx"
Ces équations montrent suffisamment que les dérivées de y par rapport à a ne dépendant que de celles de y par rapport à x, qui sont supposées égales de part et d'autre, et de celles de ^ par rapport à a, qui sont identiques, seront aussi égales.
On pourrait évidemment substituer à la relation cp(a, ,^) = 0 une équation quelconque entre a, fi, a' et fi' : mais la démonstration du théorème montre même qu'à une relation commune cp (a, 1^) = 0, on pourrait substituer deux relations différentes i]/(a, ^) = 0, /(a, li)=0 qui donnassent au point [x, y] les mêmes valeurs pour
rfi^ d-^ d"^
Des contacts des clivei^s ordres des conjuguées, de m^me rnrnrfôristique^ de deux courbes quelconques.
177. Le théorème précédent s'applique de lui-même aux conjuguées de deux courbes
f{x,y) = Q et f,[x,y) = Q
qui passent en un point réel ou imaginaire commun aux deux lieux. C'est-à-dire que si deux équations
f{x,i/) = 0 et f,(x,y) = 0
ont une solution commune [x, y\ et qu'au point correspondant les n premières dérivées de y par rapport à x aient mômes valeurs de part et d'autre, les conjuguées des deux- courbes, dont la caractéristique serait celle du point [x, y'], auront en ce point un contact de l'ordre n. Car la condition que la caractéristique reste constante, fournira une équation '^' =z ^C parfaitementléquivalente à une condition !p(a, ^) = 0.
178. Il résulte de ce qui précède que si l'on détermine, au moyen des formules usuelles, les coefficients A, B, R de l'équation
de manière que cette équation admette une solution réelle ou imaginaire [x, y], d'une équation f{x,y) = 0, et fournisse de plus, au point
correspondant, pour -/■ et -~, les mêmes valeurs que donnerait l'éax dx
quation /"(x, î/) = 0 elle-même, les conjuguées des deux lieux auront au
point [x, y] même centre et même rayon de courbure.
La recherche du centre et du rayon de courbure d'une conjuguée
d'une courbe quelconque en un point de cette conjuguée reviendrait
donc à la recherche du centre et du rayon de courbure de la conjuguée
du cercle imaginaire osculateur en ce point à la courbe proposée; et la
question des courbures des courbes imaginaires serait ramenée à celle
des courbures des conjuguées du lieu
(x-A)^ + Cy-B)^ = R^
C'est en effet la méthode que nous avions en vue d'abord et qui nous a servi effectivement à déterminer les courbures des conjuguées aux points où elles touchent l'enveloppe réelle ou l'enveloppe imaginaire, mais elle ne présente plus d'avantages lorsqu'il s'agit de la recherche de la courbure d'une conjuguée quelconque en un quelconque de ses points, ou du moins le calcul du rayon de courbure dans ce cas général n'est
ni plus simple ni plus compliqué, soit qu'on attaque directement la question ou qu'on la transforme en substituant au lieu proposé son cercle osculateur, parce que ce calcul prend pour données les dérivées première et seconde de l'ordonnée par rapport à l'abscisse, au point considéré et que ces dérivées, étant supposées données numériquement, peu importe de quelle équation elles ont été déduites, pourvu qu'elles aient les mêmes valeurs.
La formule qui donne le rayon de courbure d'une conjuguée quelconque, en un quelconque de ses points, s'applique naturellement en particulier aux points oh la conjuguée touche l'une ou l'autre enveloppe. Nous pourrions donc passer immédiatement à la recherche de cette formule.
Mais nous croyons devoir laisser subsister les solutions des deux questions particulières, à côté de celle de la question générale, à cause d'abord de la différence des méthodes et en second lieu de la simplicité des premiers résultats.
Le la courbure d'une conjuguée en un point où elle touche l'enveloppe réelle.
179. Les courbures de la courbe réelle et d'une de ses conjuguées, aux points où elles se touchent, sont toujours égales et opposées. En effet, quelle qu'en soit la cause, le fait est vrai, comme on le vérifiera aisément, pour le cercle et ses conjuguées. Or il en résulte qu'il est général : car si l'on a déterminé le cercle osculateur à une courbe réelle en un de ses points, la conjuguée de ce cercle qui passera au même point y aura avec la conjuguée de la courbe en question un contact du second ordre, et la conjuguée du cercle ayant en ce point une courbure égale et opposée à celle du cercle, la conjuguée de la courbe aura aussi au même point une courbure égale et opposée à celle de cette courbe.
De la courbure d'une conjuguée en un point oii elle touche l'enveloppe imaginaire.
180. Si l'on a déterminé le cercle imaginaire osculateur à une courbe f (a?, y) = 0 en un point \x, y\ pris sur l'enveloppe imaginaire des conjuguées de cette courbe, les deux enveloppes seront bsculatrices l'une à l'autre, en ce point, et les conjuguées qui y passeront le seront aussi.
La recherche de la courbure d'une conjuguée en an point où elle touche l'enveloppe imaginaire revient donc à celle de la courbure en ce point de la conjuguée du cercle osculateur qui y passe.
Ainsi tout se réduit à obtenir le rayon et le centre de courbure d'une des conjuguées du lieu
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{x-a-a' yj'^if +{y-b-b' s^^î = ('' + r y -T)'
au point où elle touche l'enveloppe imaginaire de ce lieu.
Soient en conséquence x Qi y les coordonnées d'un point de l'enveloppe des conjuguées du cercle imaginaire
[x — a — a' ^^y -\-{y — b~b' y ^)' = (r -f / \—T)\ si l'on pose
X = oi-\-'i\'—i et ?/ = a' + '5'v— 1, iUèn résultera
[1] (a_a)^ _ {}-a'r 4- {<x'-bf - Cf-f^f = '•'- - r"-
et m (a - a) (? - d) + (a' - b) 0' - b') = rr,
et, pour exprimer que le point [ar, y] appartient à l'enveloppe, c*est-à-
dy dire que -f- est réel en ce pomt, dx
% — fl "i — a' [3]
Mais ces trois équations n'entreront pas dans le calcul aux mêmes titres : les deux premières expriment simplement que le point
x — 'x-^-'ps — l,
appartient au lieu considéré; on pourra donc les différentier une et deux fois pour passer du point Yx. y] aux points voisins de la conjuguée qui passe en ce point; tandis que l'équation (3) exprimant en outre que le point [j?, y\ appartient à l'enveloppe, ne convient qu'au point de départ.
Ainsi en désignant par x^, ^j, les coordonnées réalisées d'un point quelconque de la conjuguée qui touche l'enveloppe imaginaire au point [jc, y\ on pourra poser
et les dérivées de y^ par rapport à x^ résulteront indirectement des équations dérivées des équations (1) et (2) et d'une condition particulière qui exprimera que le point [j:„ yj se déplace sur la même conjuguée.
On aura en effet pour déterminer -~ et — ^ les formules
dx^ dx\
dy^ d%' -\- d'*! dt*. ~d^
dx, ~ doL-\-d^ ~ ~~~df~ ^ + d-a
et
dv.' d{6' da! d^'
j dct dct da. doi
d^y^ d(x da. ' rfa 1
dx\ da. dxi da. rfS
id-a! d^\ /. 1 6Ç\ _ (da! d}'\ ^
Ainsi il ne reste qu'à tirer, en fonction de a, [i, a! et ^', les valeurs
^ da! d^ df>' d'à' d'P ^ d'^' ^. V, ^ j . ..
de -T- , ~-, -7-, TT, -7^^ et -rr» au moj^en d abord des équations da da da da- da- da-
différentielles des équations (1) et (2) et de la condition complémentaire - égale constante.
Mais on peut simplifier le calcul en se servant d'une remarque bonne à consigner, du reste, parce qu'elle pourra être souvent utile.
181. Lorsqu'on s'éloigne, sur une conjuguée quelconque, du point
oti elle touche l'une des deux enveloppes, les parties imaginaires des
coordonnées varient seules, lorsque ce .point appartient à l'enveloppe
réelle, tandis que, dans le cas contraire, ce sont les parties réelles qui
, , ,. da da
varient; cest-a-dire que, dans le premier cas, — et ont pour li-
d'i' mites 0, tandis que -^ a pour valeur la caractéristique de la conjuguée,
ou le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppé réelle au point
considéré ; et que, dans le second cas, , et j- ont pour limites 0,
da tandis que — a pour valeur le coefficient angulaire de la tangente à da
l'enveloppe imaginaire au point considéré.
En effet, dans le preniier cas, où le point considéré appartient à l'enveloppe réelle, si l'on regarde la caractéristique G comme une fonction de a et de ^, on pourra poser
de , , dC ,„
Or la dérivée partielle —, prise en un point de l'enveloppe réelle, est toujours identiquement nulle ; car si ^ varie seul, pour que —, qui
petit alors se mettre sous la forme — ' — , ait la valeur G, il
rf.3 \' — 1 faut que f/a' = 0, et que dV = Cd"i; de sorte que
et que par suite la dérivée partielle -r est identiquement nulle ; d'un
dp
autre côté, la dérivée partielle y- ne se trouve nulle qu'en des points
singuliers du lieu, sa valeur est habituellement donnée par celle de -j^.
ax-
prise au point considéré de la courbe réelle.
Dans le cas donc où nous raisonnons,
dC=p-,da:
dx^
pour que dQ. soit nul, c'est-à-dire pour que le point [x, y] soit resté sur la même conjuguée, il faut donc que dx soit nul, et alors d%, comme on l'a déjà dit, est nul aussi.
Dans le second cas, où le point considéré appartient à l'enveloppe imaginaire, il suffit d'observer que si
dx = dx-\- <i V — 1
ésigne la valei de dy sera
et que p désigne la valeur réelle de -j- au point considéré, la valeur
dy = pdx -\- pd'^ti \ — 1 ,
de sorte que — ayant d'une part la valeur /;, et devant de l'autre être
égal à C, la conciliation n'est possible qu'en faisant d^ et d^' nuls, c'est-à-dire
df>'
da
dp ~
d[i dv.
à moins que p ne soit égal à G, ce qui n'arrive qu'en des points particuliers de l'enveloppe imaginaire.
182. Dans le cas qui nous occupe, du cercle imaginaire, p est toujours dillerent de G ; car la valeur de p, au point M de l'enveloppe, est le coefficient angulaire réel de la tangente à cette enveloppe, en ce point, tandis que la caractéristique du point M est le coefficient angulaire de ON'. Ainsi dans le calcul que nous nous proposons de faire,
rfô d[i' ,
-j- et -r- devront être faits nuls.
aa dcf.
Gela posé, nous pourrons, pour simplifier les calculs, réduire notre
recherche à ce qui concerne la conjuguée C = 0; cette hypothèse ne
constitue pas un cas'particulier, puisque les axes sont quelconques.
Dans ce cas, S' restant constamment nul, -— sera nul aussi et les valeurs de -~ et de -— se réduiront à
dy.
dXi
dx\
da-
da! d^[i da da-
Les équations (1) et (2) différentiées une fois, par rapport à a, en tenant compte des conditions
(la (la
donnent
, ' , , ,, da
da
mais ces deux relations se réduisent à une seule
doL
en vertu de la condition (3)
qui se réduit ici à
Les mêmes équations (1) et (2) différentiées deux fois, par rapport à a, en tenant compte des conditions
donnent
on en tire
et
d^-rt' _ — (g — d) [(g — g)^, -f (g' — é)^]
'dôtF~ {pi~ b)- [(g — i) (a — a) — b' (> — a')]
f/g- ~" (g' — bf [(g — 6) (g — fl) — b' (3 — a')] "'
ou, en remplaçant ^ — a! par sa valeur tirée de l'équation (3), réduite à a — a ^ — a!
ou bien
et
tP(t _ — [(g — fl)- + (g— 6)'j rfa^ ~ (g' — b) [(g — bf + 6'^]
et
rf-,^ — 1^' [(a — a)' + (a' — ^)']
rfa^ (a' _ 6) (g — a) [{g' — bf -\- b'^] '
Il en résulte d'abord
^ ^ — ^'[(« — ^)- + (a— ^)'] rfa* </a ~ (g' — b; [(g' — 6)* + b'^)] '
et, par suite,
dj/i g — a
dx\ . OL — b et
d% _ ia-ofJr(^'-bf
■^ - - («'_ôf[(a'-^)^ + Pj t(« - *) +.*J-
Cela posé, il ne reste plus qu'à obtenir g — a et a — b; on les tirerait des équations (1), (2) et (3), après y avoir fait [i' = 0 et avoir éliminé entre elles f> — a'.
Mais on a vu plus haut que ces équations donnent
(g — a)- + (g — b)- = >■' et
{^-a'f+.{^'-br-=7^'K
11 suffira donc de Taire dans celles-ci ^' = 0 et d'y remplacer [â — a
j, ce — a par — b —
u' — b' On en tire alors
du d^ti
En substituant dans les expressions de -~ et de -~, il vient
dx^ dx\
dxj^ , v '" ' — ^'^ dx^ U
et
rfVi _ '' /r/y\ __;■'»(;•' ±?-)
Par conséquent le rayon de courbure cherché serait
"(Si).
cette formule, qui se réduit à
quand r' = 0, redonne bien le résultat obtenu précédemment lorsqu'au lieu d'un point de l'enveloppe imaginaire, il s'agit d'un point de l'enveloppe réelle.
183. Mais il est impossible d'admettre concurremment pour R* les deux valeurs qu'on vient de trouver. En effet, chaque conjuguée qui touche l'enveloppe la louche bien en deux points, mais ce ne pourrait être, en tous cas, à cette circonstance que fût due l'ambiguïté qui affecte R-, puisque la conjuguée ayant pour axe de symétrie un diamètre de l'enveloppe elle-même, les deux points de contact doivent être symétriques l'un de l'autre et la conjuguée doit y avoir même courbure.
L'ambiguïté du double signe qui se trouve dans la valeur de R- tient à une autre cause. Si l'on reprend les équations (1), (2), (3) :
f 1] (a _ a)^ - (^ _ a'f + (a - i/ - (^' - hj = r- - r\
L2J (a - a) (? - a') + (a - b) (.V - b') = rr
et
on voit que les deux dernières seules établissent de certaines dépendances entre les signes des quantités a — a, a — b, ,^ — a' et ^' — b'. Or l'équation (3) montre que les produits
(a — û) (^i — d) et (a — b) (.^' — b')
sont toujours de même signe, et l'équation (2) ensuite exige qu'ils aient le signe de rr.
Dans le cas donc où r et r auront le même signe, a' — ô eif>' — b' devront aussi être de môme signe, et par conséquent si l'on a supposé que p' fût nul, ce qui aura réduit ^' — b' k — b', bien qu'on ait trouvé pour a' — è la valeur
on ne devra prendre que la valeur
et si r et / sont de signes contraires, a' — 6 et ^' — h' devant être aussi de signes contraires, on devra prendre encore
Ainsi a' — 6 ne doit jamais recevoir que la seule valeur
d'oîi il résulte que R^ en réalité se réduit à
184. Quant au centre de courbure, il se trouve naturellement sur la normale à l'enveloppe, mais rien, dans ce qui précède, ne prouve qu'il doive être plutôt d'un côté que de l'autre du point de contact.
Pour trancher' la question, il faut calculer l'une au moins des coordonnées de ce centre. Nous allons en déterminer l'y.
L'ordonnée réalisée du centre de courbure est
Or les formules précédentes donnent
^ \dxj _ __ b'{r'-\-r' ' d^i/i r {r — r
dx\
quant à y^, qui se réduit à a, puisque p' est nul, sa valeur est fournie par l'équation
, _ _ rô'
qui donne
br — rb'
Cela posé, il s'agit de savoir si le centre de courbure de la conjuguée du cercle imaginaire, au point où elle touche son enveloppe, est, par rapport à ce point, du même côté que le centre de courbure de l'enveloppe ou du côté opposé : cela se réduit à savoir si les différences des ordonnées du point de l'enveloppe et des deux centres, sont de même signe ou de signes contraires, c'est-à-dire si
et
sont de même signe ou de signes contraires. Or ces différences se réduisent à
dont le quotient est
de sorte que selon que r* — r^ sera positif ou négatif, le centre de courbure de la conjuguée sera, par rapport au point où elle touche l'enveloppe, du même côté que le centre de courbure de cette enveloppe ou du côté opposé.
183. Tous les calculs qui précèdent se rapportaient à la conjuguée C = 0 du cercle imaginaire
{x — a — a' yf^lY -^ {y — b — b' V^' = (r + r' ^f^)\
mais les résultats auxquels on est parvenu ne contenant aucune des constantes a, a', b, b', qui seules pourraient changer lorsqu'on changerait les axes, ces résultats conviennent à une conjuguée quelconque.
La forme circulaire de l'enveloppe pouvait permettre de présumer cette permanence dans les résultats, et c'est du reste ce qui a engagé à les chercher.
De la courbure d'une conjuguée en U7i quelconque de ses points.
186. On pourrait bien déterminer le centre et le rayon de courbure d'une conjuguée G d'un lieu
en un de ses points, au moyen des éléments a, b, a', b', r, r du cercle osculateur au lieu, en ce point.
L'équation en coordonnées réelles de la conjuguée G du cercle osculateur
serait fournie par le système
(a _ a)' - {^ - df + (a' - br - (.^C - U'f = r'- - r\ (a — a) (^ — df + (a — b) (fiC — b') = rr,
. ^, , . du d-y , d[i dd d^9> d^d
oui permettrait d obtenir -f- et -~ au moyen de -—, -r-, -A et -7—, ^ *^ dx dx- dot. d<x dar dd^
qu'on pourrait exprimer d'autre part en fonction de a, d et ^.
Mais une pareille solution, capable seulement de fournir les valeurs numériques des résultats dans chaque cas, ne saurait conduire à la constatation d'aucune loi.
Pour arriver à résoudre la question générale de la courbure d'une conjuguée en un quelconque de ses points, nous avons dû la généraliser et considérer toutes les courbes que l'on pourrait déterminer à partir d'un môme point du lieu
•»=«o+?oV— i, y = a'o + f^'o V— 1
au moyen des équations complémentaires renfermées dans
ft' ft'
■- = constante arbitraire.
P ro
La solution obtenue pour une valeur quelconque de la constante se
trouvait comprendre le cas où elle aurait la valeur -^^ c'est-à-dire le cas
ro
OÙ le point mobile [x, y] aurait décrit la conjuguée issue du point de départ.
187. La théorie des courbures des courbes que Ton peut tracer d'un point [x, y] d'un lieu f{x, y) = 0 sur la portion du plan recouverte par les conjuguées de ce lieu serait analogue à celle des courbures des sections planes qu'on peut, obtenir dans une surface à partir d'un point de cette surface. Car la courbure d'une courbe définie par une condition complémentaire
jointe à l'équation
rfô' du lieu total, ne dépend en un de ses points [x, y] que de ■—, si la
dp
condition © donne au point [x, y]
et ne dépend, dans le cas contraire, que de -^ et de ■^.
Dans le premier cas, la courbure de la courbe ne dépend que de la direction de sa première tangente, comme la courbure d'une section normale ; dans le second elle dépendrait de la direction de sa première tangente et d'une quantité analogue à l'inclinaison du plan d'une section oblique sur le plan de la section normale qui a même trace sur le plan tangent, mais nous n'examinerons que le premier cas, qui seul se rapporte à Tobjet que nous nous proposons.
rfô' 188. Nous désignerons par G la valeur de ■—■ le long du chemin con-
sidéré. Ce rapport ne sera autre chose que la caractéristique constante de celle des droites du faisceau variable
dx
qui sera parallèle à l'élément de la courbe, issu du point mobile [x, y].
Nous supposerons, pour simplifier les calculs, qu'on ait pris l'axe des X parallèle au grand axe du faisceau des éléments du lieu au point [x, y],, de façon que l'équation du faisceau des droites parallèles à ces éléments soit réduite à la forme
n étant moindre que 1.
La direction du premier élément de la courbe décrite est celle de- la droite représentée dans le système G par l'équation
c'est-à-dire de la droite
la difiérentielle de x étant
dx = «fa -j- c^fi V — 1 , celle de y est
dy = dit -\- d^' \J-~ i = n \j — 1 ((ia -f- d[^ \j— l) = — nd[^ -\- nda. y — 1 , de sorte que la condition que
revient à
ou
nda.
c?p = - 6/a, et que, par suite, dx prend la forme
dx = c/a M + ^ V=T
La différentielle de -^ s'exprime donc par
= P±Zlld. + 'iS±I±d.sJ—i.
Le faisceau des droites parallèles aux éléments du lieu au- point [x -{-dx, y -\- dy] est donc
et par suite le second élément de la courbe décrite est parallèle à la droite
pG — ng-\-qC + np , , V "'" C 7
doi-\-n-\ — ^
pC-ng--qC-np^^_^_^
Xy
qui est la conjuguée C du faisceau. L'angle de contingence <i» est donc
pL-nr^^_±n2 ^ ',. <i^
ou
_ (/>C — nq) {C -f 2C« — n») + (^C -f- np) (C^ — ^G» — «*-) '^- C[(n4-C/ + nVn-C)-']
ou
' C[{n + CY-\-n^n-Cy] '''
ou encore
_(p-{-q) (C^ — 3Cn^) -\- jp — q) (SCn — n^)
D'un autre côté, l'élément de chemin réellement parcouru du point [x-, y] au point [x -\- dx, y -f- «?y] est
ds = V(rfa -f d'^f -\- {d%' + rfS7
de sorte que la courbure cherchée est
rfo ^ (/> 4- q) (C^ — 3Cn') + (/> — g) 1 3C^^ — n^) 1 ^*' [(n 4- C)- + «» (n — C)*] î ~ "h" *
189. On peut, dans cette formule, aux constantes /> et ^ substituer les parties r et r du rayon de courbure r -{-;•' y' — 1 au point [x, y].
180 CHAPITRE Xll.
La formule générale de r -f r' y/ — 1 est
ici elle devient
et comme n^ est moindre que 1, on en tire
Il en résulte pour le rayon de courbure R la nouvelle valeur
_ r(n + C)' + n^(n-Cn 2
3Cn^) + (y + r') (3G*n — n«) *
190. On peut aussi introduire dans la formule, au lieu de la variable C, la tangente a de l'angle que la tangente à la courbe tracée, au point [x, y], fait avec le grand axe du faisceau des éléments du lieu en ce point, grand axe qui est actuellement parallèle à l'axe des x. Cette substitution présente plusieurs avantages évidents.
La valeur de a est fournie par la formule
_ rfoe' + 4V _ ~"g"~*" " _ — n^ + Cn ^~ dai-\-d^~ n_ ~ G + w '
d'où l'on déduit
±r? „ n-l-G 2an
n + G = et n — C= — a- —
n — a rt n — a
La substitution donne
f}' -j- 'Snah' — 3n-ar — n^r' 191. On peut vérifier sur cette formule celle que nous avons donnée
plus haut, du rayon de courbure d'une conjuguée au point où elle touche l'une des enveloppes. Cette formule était
des X, -j- est nul, par conséquent
^ dy
Or en un point de l'une des deux enveloppes n est nul, puisque -^ est
réel ; d'un autre côté, si la tangente à l'enveloppe a été prise pour axe
nséquent
doL -\- <i V— i
ce qui exige que dct et d^' soient nuls, d'où il résulte que C est nul aussi et par suite a, qui du reste doit être préalablement remplacé par n, comme on le verrait aisément dans les formules posées plus haut.
La substitution donne immédiatement
Les valeurs remarquables du rayon de courbure
\v —r n-) fj?r -\- 3a*«r' — San*/* — nV
sont, pour a = 0,
et, pour a = X ,
La loi de variation des autres valeurs de R dépend essentiellement de- la marche de la fonction
aV + 3a-nr' — 3anV — nV
considérée comme dépendante de a, puisque w, r et r' sont constants en un même point [x, y] ; il sera donc intéressant d'étudier l'équation
aV + Sa^nr', — 3anV — vi^r = 0.
182 CHAPITRE XII i
On peut d'abord la réduire à
u» 4- dku^ — 'Su — A- = 0,
en posant - = A- et prenant pour variable -au lieu de a. r n
Si l'on fait ensuite disparaître le second terme en posant
u=. t — k, elle devient
La fonction -- +^des coefficients de cette équation est
k^ (k^ -{-ly — {k' -\-]Y== — {k^^ If.
Ainsi les trois racines sont toujours réelles.
Pour obtenir ces trois racines sous leur forme trigonométrique, il faut poser
t = 2 \Jk^-\-i. s;
l'équation devient alors
de sorte que l'angle à diviser en trois parties égales est celui dont la tangente est k.
L'élimination des intermédiaires donne pour a les trois valeurs
arc tang — , \ r 7]
a = n \ 2 ■ sm
( v/;^q:7^ 2^ + arc tang'- ^, a := n \ 2 ■ sin
et
( J'^^+V' 47: + arc tang a = w \ 2 — — sin —
Pour déduire de la formule
\1 — ny a'^r
-f- Sa^nr' — San^r — n^r
celle du rayon de courbure d'une conjuguée quelconque C en un quelconque de ses points [x, y], les axes étant d'ailleurs quelconques, il n'y aura qu'à substituer h x et h a leurs valeurs qu'il sera facile d'obtenir de la manière suivante.
En premier lieu, n\ — i est la racine moindre que 1, en valeur absolue, de l'équation qui donne la tangente de la partie imaginaire
'I' V — 1 de l'angle avec l'axe des x du faisceau des tangentes à la courbe au point [x, y].
Ainsi, si au point [x, y\
du ,
on tirera n de l'équation connue
w,ïï* _ (w« -f n* + i) « + «1 = 0, qui donne
i\-\- ni -j- ^±^/(:ml-\-nl + ly -An\._
on prendra donc pour n la valeur
_m\ + nl-{-l-y,'{m\+n\ + iY-An\
:Jrj.
puisque c'est la plus petite.
Quant à a, c'est la tangente de l'angle que la tangente à la conjuguée fait avec le grand axe du faisceau des tangentes à la courbe au point [x, y].
Or la tangente à la conjuguée a pour coefficient angulaire
tang Y = m, -f /î, 4- -
d'un autre côté, la tangente de l'angle <p que le grand axe du faisceau des tangentes à la courbe, au point [x, y], fait avec l'axe des x serait donnée par l'équation
m^ tang'<p — (m* + «f — 1) tang cp — m^ = 0 ;
mais on ne devrait prendre que celle des racines de cette équation qui
• • X , tang^J — { conjomtement avec n ou — " ' satisferait à l'une des conditions
V-1 renfermées dans
tang (p-f- tang 'iv — 4
i — tang o tang <]* \/ — 4
par exemple à la condition
tang f = m^ — n^ y— i tang cp tang (4* y — l) = m, -{- nn^ tang f. Il vaudra donc mieux poser tout de suite
tang (f =
nn.
Les angles y et cp étant ainsi connus, la valeur de a s'en déduira par la formule
a = tang (y — ?).
Développées.
194. La théorie des développées des courbes imaginaires résulterait sans difficultés de ce qui précède, mais elle est trop étrangère au but final de cet ouvrage pour que je m'y arrête,
. Je me bornerai à signaler une relation remarquable entre les développées des deux enveloppes. On possède si peu de théorèmes généraux sur la théorie des courbes que je ne crois pas devoir passer celui-ci sous silence : La développée de l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'une courbe est l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la développée de cette courbe^ et réciproquement, puisque les deux enveloppes sont réciproques. En effet, le coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppe imaginaire en un quelconque de ses points étant réel, celui de la normale l'est aussi ; d'ailleurs x et y désignant les coordonnées d'un point de l'enveloppe, chacune des équations
et
^dxj
représente une seule droite, la première réellement tangente à l'enveloppe imaginaire et la seconde effectivement normale, de sorte que la développée de l'enveloppe imaginaire est l'enveloppe de la droite unique représentée par l'équation
mais, d'un autre côté, la développée de la courbe réelle étant l'enveloppe de la droite représentée par l'équation
\dùj)
lorsque x et y sont réels, il en résulte que, quel que soit le point du lieu dont X et y soient les coordonnées, le faisceau
"'Wf-'
est toujours tangent au lieu représenté par l'équation de la développée ; et enfin si le point [x, y] appartient à l'enveloppe imaginaire,
-p étant réel, la droite
ax
est effectivement tangente à l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la courbe qu'elle enveloppe, lorsqu'elle est réelle, c'est-à-dire "de la développée de la courbe réelle proposée.
On vérifie aisément cette proposition sur l'hyperbole et l'enveloppe imaginaire de ses conjuguées.
En effet l'équation de la développée de l'hyperbole
est
et par conséquent celle de l'hyperbole
yL — — = 1 6* a"-
est
Les deux hyperboles sont chacune l'enveloppe imaginaire des conjuguées de l'autre et il doit en être de même de leurs développées. Or le coefficient angulaire
de la tangente à la développée de la première hyperbole est réelle aux points fournis par les valeurs de a? et de y qui ont la forme
mais ces points appartiennent à la développée de la seconde hyperbole.
De la courbure de l'enveloppe imaginaire.
19o. Les dérivées partielles du premier ordre de z par rapport à x
el h y, -j-*^^ -y- étant réelles en un point quelconque de l'enveloppe
imaginaire des conjuguées d'une surface, nous les désignerons, suivant l'usage, par p et q. Quant aux dérivées secondes,
rf*z (Pz (Pz
et
djc^ ' dx dy dy^
comme elles seront généralement imaginaires, nous les représenterons respectivement par
r -f- r' \f^\, s 4- s' \— i et t -{- 1' \/— 1 . La substitution simultanée de
x'-\-a-}- h V' ^, y + «' + à' V^ et z' -f- a" -f b" V^ h X, y et z dans une équation
fi^^y, s) = 0
n'altère en rien les dérivées de z par rapport à ar et à y, aux points représentés par les solutions correspondantes des deux équations; l'enveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu
rapporté à certains plans coordonnés, coïncide donc avec l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu
/•(x-|-«+ô v/^, .y + o' + '/ V — T. z + a" -\-b" sPl)=0
/•apporté aux plans parallèles aux anciens plans coordonnés représentés dans l'ancien système par les équations
Ainsi nous pourrons supposer que le point considéré de l'enveloppe soit devenu l'origine des coordonnées.
Nous pourrons en outre supposer qu'on ait pris pour plan des xy le plan tangent réel à l'enveloppe, en ce pqint, et pour axe des z la normale réelle à cette même enveloppe au même point.
p eXq seront alors nuls.
Le z d'un point du lieu, infinimefnt voisin de l'origine, se tirerait de l'équation de ce lieu où l'on aurait fait
x = da.-\- d^\l—\ et y = cfa' + d^' \l^\ .
Si l'on veut que ce point appartienne à l'enveloppe imaginaire des conjuguées, il faudra que
dp = ^ (d<x -\- d^ v/^) + j^ (doi' + d^' \/^l)
= (r^r' 4^i) {d<x + d^ V^) + (« + «' V^) (^«'+..4' V^^) et
rf^ = ^ {da 4- d^ V^) + T {dol + d^' sl'^i)
= (s-^s' sPl) [dt -f d^ sT^i) + (^ + ^' vCT) [dol -f d[i>' sl^\)
soient réels, c'est-à-dire que
rd^ -\- r'da + sd^' -f s'da! — 0 et
sd^ + s'doi -\- tdp' + tW = 0.
Si l'on suppose que da., rf(à, da et dp' satisfassent à ces deux conditions, le point
x = d<x-\-dp\l^, y = da -\- dp'sl~\, z = da" -^ d^" \f^\
appartiendra à l'enveloppe imaginaire des conjuguées. Ce point se trouvera sur celui des plans représentés par l'équation
dy! 4- d^ v/— ï y = ■ — ■ — -== X
rfa + c?p V— 1 dont les caractéristiques satisferaient à la condition
dix d'i' Pour que ce plan fût réel, il faudrait que :t- et -^ fussent égaux.
act. ap
Si l'on introduit cette condition et que m soit la valeur commune des deux rapports, les équations
doL = mdoi et d^' = mdp
jointes aux précédentes, donneront
(r -\-ms)dp-\- (r' + ms') </a = 0 et
(s + 7nt) d^ -f- (s' + mt') d<x = 0.
Ainsi le coefficient angulaire d'un plan réel, passant par Taxe des - et contenant un point de l'enveloppe imaginaire infiniment voisin de l'origine, serait racine de l'équation
r -\- ms r' -f- ms' s -\- mt s -f- ?tit' ou
{sf — ts) ?>i* -j- {rf — rt') m -\- {rs — sr) = 0.
Il n'y aura donc généralement que deux pareils plans, et encore pourront-ils manquer, lorsque l'équation précédente aura ses racines imaginaires.
Supposons que dx, d^, da et d^' soient simplement assujettis aux deux conditions
rd^ -\- r'dt -f sd'{! ■\- s'dv! = 0 et
sd^ -f s'rfa -f- td^' -f- (doî = 0,
d^ de sorte que — restera arbitraire : ces équations donnent uct
,^, {rt' — ss) d'^ -\- {r't — s'-) </a
^ ~ ti — sf
et
d'où
(s' — rt) d'p -\- {ss' — tr') d%
rfœ = ; ,
ts' — St '
rfa' + rfp' v/^ ^'' - ''') "^^ + ^''' - ^''"> "^'^ + ! ^'''' ~ '"'"'^ ''^ + ^'■''' ~ *'''^ ''* î V^-ï (/a + dp V^ ('«' — si') (rfa + dp v^^)
ss' — /r' + (s« _ r/) ^ + ! r7' — s'* + {rf — ss') ^ \ V^
'Toc f «Ot 1
Soit m -|- n y/ — 1 la valeur de ce rapport correspondant à une valeur k
de -7- , l'onglet de plans
contiendra un point de l'enveloppe imaginaire infiniment voisin de l'origine et ce point se trouvera d'ailleurs dans celui de ces plans dont les deux caractéristiques C et C satisferont à la condition
rt — ss -f- {rt' — s"')
drs.
t^ — st'
Cherchons le rayon de courbure de la section faite dans l'enveloppe imaginaire par le plan déterminé comme il vient d'être dit, parmi les plans composant l'onglet
Soit OC le cercle de courbure de cette section, rapporté à l'axe des z et à la trace Oa' du plan sécant sur le plan des xy ; soient d'ailleurs M un point de l'enveloppe infiniment voisin du point 0, OP et OQ ses coordonnées z et x', l'équation du cercle osculateur sera
d'où
Hz
0 Q iC'
Fig. 6. «^'
Celte dernière équation donne pour z = 0 et x'=()
ijPz\ .dxVo
l'équation du cercle est donc
d'où
OQ'
il ne reste qu'à calculer OP ou doi" -\- d^", d'une part, et OQ ou
(doL 4- d^y- -f {doi -\- d'^y- + %doL -f d^) (rfa -|- d'^') cos 6, 6 désignant l'angle yOx, s'il n"est pas droit.
Or d<x" et d'^" résulteraient de Téquation
d'un autre côté, d^' et rfa se tireraient des équations,
rd^ -\- r'doL + sd^' -f- sWa = 0 et
srf^ + sWa -f td^' + /Wa' = 0 ;
d% quant à -7-, qui reste arbitraire, il déterminerait, comme on l'a vu «a
plus haut, la direction du plan sécant normal.
Mais il convient, pour achever le calcul, d'en simplifier les éléments par un choix convenable du système des axes des x et des y, dans le plan tangent à l'origine.
L'équation
(;. _|- r' v-T) ^^ + 2 (s + s' v/^) xy + (^ + ^' v'^) !/ = h
est celle de la section de la surface proposée par le plan z=^h. Cette section restera toujours la même quel que soit le système d'axes auquel elle soit rapportée, mais son équation pourra être simplifiée.
196. Si l'on suppose les axes primitifs rectangulaires, comme on veut conserver la môme origine, les formules de transformation seront
X =^ x' cos a + y' cos a'
et
y = x' sin 0L-\- y' sin a ;
si d'ailleurs on a divisé tous les termes de l'équation par (s -j- s' y — \), celte équation aura pris la forme
[a + o' V— î) y^ + 2xy 4- (c -f c vÇli) x- = h\
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la substitution la changera en
{a+a'\j—l)sin^a' + 2 sin a' cos a' 4-(c+c'/T^)cos«a'
î/H-2(a+fl'V— Osinasina' a;y+(a+fl'V— î)sin'a
+2(c+c' V— l) cos a cos a' +2 sin a cos a' -\-1 sin a' cos a
+ 2 sin a cos a
+ (c+c' V— I )cos%
Pour faire disparaître le terme en xy il faudrait poser
a tang « tang a' -f- c -|- tang a -|- tang a' = 0
et d'où
et
a' tang a tang a -f e' = 0
tang a tang a' = ;
tang a -j- tang a =
ac
ca
ces équations donnent pour tang a et tang a' les valeurs
tang a ] tang a' j
ac
ca
' rt \/(«c' — cdf -f- 4a'c'
La transformation pourra se faire lorsque ces valeurs seront réelles et inégales, et dans ce cas l'équation pourra être réduite à la forme
(a + d sf^i) f~ +{c-\-c' \J^) x^ = h'
Si les valeurs qu'on vient de trouver pour tang a et tang a' étaient égales ou imaginaires, on ne pourrait plus faire disparaître le terme en xy; mais comme alors a' et c' seraient de signes contraires, on pourrait faire disparaître les parties imaginaires des coefficients de x'^ et de y^. Il suffirait en effet pour cela de poser
tang a tang a'
l'équation du lieu deviendrait alors
ay' 4- 2 (ô -f- b' \J— l) xy-\-cx''=h. t)ans le cas particulier oîi les valeurs de tang a et de tang a'
tang al ac' — ca' -f- \/{ac' — ca'f -\- Aa'c'
tang a ) 2ft'
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seraient égales, la transformation précédente ferait disparaître l'un des carrés et l'équation se réduirait à
2 (é -f *' V^^) xy + cx^ = h'.
'ficients de y- et de x-, réduits ]
a sin* a' -j- 2 sin a' cos a! -\- c cos^ a et
a sin^ a -}- 2 sin a cos a -|- cos^a,
En effet les coefficients de y- et de x-, réduits par cette transformation à
/ C prendraient, en y remplaçant tang a' par -\- \/ — -, ^^ tang a par
- , les valeurs
et
c'est-à-dire soit
CCI — ûc' 4- 2 V — û'c' cd — ac' — 2 \j — de -. — et ■ ,
a si a' était positif; soit
cd — ac' — 2 V — o!c' cd — oc' -}- 2 \l — de
- et ■ ,
si d était négatif.
L'une de ces quantités sera toujours nulle dès que l'on supposera
{ad — caj + 4a'c' = 0.
Ainsi on pourra toujours faire disparaître soit s et s', soit r et /', soit r et r.
197. Supposons d'abord qu'on ait pu réduire à zéro la dérivée
seconde de z par rapport à x- et à y, c'est-à-dire s -|- s' y — 1, les conditions pour que le point de la surface correspondant à
x = d(t-{- d^ v/— 1 et y = da -\- <5' v'— 1 appartienne à l'enveloppe imaginaire, deviendront
rd^ -f r'doc = 0
el
elles donneront
dct r d% t
quant à J^, qui restera arbitraire, nous le représenterons par K.
L'équation de l'onglet de plans mené par l'axe des z, qui contiendra le point correspondant h x^da.-\- d^\ — 1, et y = d(x' -{- d^'s/ — 1 sera
{ 1 / — 7\ da! -\- df,' \/— l
et K sera le rapport des caractéristiques G et G' de celui de ces plans qui contiendra le point en question.
Gela posé on aura
2c?a" = r (6?a^ — d^^) — 2r'daid^ -\- t {da'' — d^") — 2t'doi'di^'
et
2d^" = 2rdoLd^ + r' {du'- — d^p) + 'àtda.'d^^' + t' {doî' — dp)
d'où
2 {du" + ^n = ^^-^ '^^±^ {r - r') -\- dp !1±^ [t- 0;
d'un autre côté, OQ ou
{du -t- d{if + (^a + dP'- +2 (</a + <i) (rfa + d{i') cos 6 sera représenté par
le rayon de courbure cherché sera donc
198. Dans le cas qu'on vient d'examiner, les nouveaux plans des xz et des yz seront précisément les plans normaux réels capables de contenir un élément de l'enveloppe imaginaire. En effet s et s' ayant été réduits à zéro, l'équation propre à déterminer ces plans sera devenue
qui donne w = 0 et m= ce . Considérons l'un d'eux
y=0 par exemple, a' et fi' étant nuls, l'équation
td^' -f t'do^ — 0
sera satisfaite d'elle-même. Mais rfa et d^ devront toujours satisfaire à la condition
rd^ -f- rd% = 0 ;
2(</a" -f- d'fi") se réduira dans ce cas à
et 00^ à
r' + r'* d^'-^ir-r')
{da-\-d^y = d^^^'' ^^'
par conséquent le rayon de courbure sera
On trouverait de même pour le rayon de courbure de la section faite par le plan x =0
Ces formules ne sont qu'une conséquence de celle qu'on a trouvée au n° 175 pour le rayon de courbure de l'eijveloppe imaginaire des conjuguées d'un lieu plan. En effet le plan y = 0 par exemple étant réel, et le plan tangent à l'enveloppe imaginaire au point
= 0, x = d^{--'--^yJ-iy
ayant d'ailleurs ses coefficients angulaires réels, l'intersection de ces deux plans a aussi son coefficient angulaire réel, de sorte que le point
appartient ainsi que l'origine à l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la section faite dans la surface considérée par le plan ?/ = 0; mais l'expression analytique du rayon de courbure de cette section à l'origine serait
on devait donc trouver, pour le rayon de courbure de l'enveloppe des conjuguées de la section, à l'origine, ou pour le rayon de courbure de la section de l'enveloppe imaginaire, la valeur
Les mêmes plans réels dont il vient d'être question présentent une particularité remarquable : leurs traces sur le plan des xy sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice de l'enveloppe, en sorte que les courbures, fournies par les expressions très-simples qu'on vient d'obtenir, des sections de l'enveloppe qu'ils contiennent, déterminent entièrement la courbure de cette enveloppe.
Il suffit pour cela de prouver que les nouveaux axes des x et des y sont deux tangentes conjuguées de l'enveloppe, ou que le plan tangent à l'enveloppe en un point de cette enveloppe situé à une distance infiniment petite de l'origine, dans le plan des xz par exemple, coupe le plan des xy suivant l'axe des y.
Or l'équation de ce plan tangent est
Z_i (r+r' V^) (c?a-hrfp V'^)^ = O'-K V~) (c?a+o?fi V^) (X-rfa-rfp V^)r
dft et d^ étant d'ailleurs liés entre eux par la condition trouvée plus haut
{rd^ + rWa) = 0.
Mais ce plan, par suite même de cette condition, a ses coefficients angulaires réels et par conséquent son équation ne représente qu'un seul plan parallèle à
Z = (rrfa — r'd'^) X
c'est-à-dire parallèle à. l'axe des y.
Si l'on n'avait pu faire disparaître que r' et t' ou r et ^, des calculs analogues aux précédents feraient aisément connaître la courbure d'une section normale quelconque de l'enveloppe, mais comme il n'existerait plus de plans normaux réels pouvant contenir un élément de cette enveloppe, le dernier théorème qu'on vient d'établir n'aurait plus d'analogues ; ou du moins, pour en retrouver les analogues, il faudrait recourir à une transformation imaginaire de coordonnées qu'on peut juger
superflue, puisque la question peut être résolue d'autre manière et dont, en tout cas, la théorie ne serait pas ici à sa place.
De la courbure d'une conjuguée en un des points où elle touche
V enveloppe réelle.
199. Les conjuguées d'une surface réelle la touchent suivant les courbes de contact des cylindres circonscrits à cette surface parallèlement aux directions de leurs cordes réelles ; de sorte que chaque conjuguée contient une courbe tracée sur la surface réelle.
Le plan osculateur à cette courbe en l'un de ses points coupe la surface réelle et la conjuguée suivant deux courbes ayant même courbure au point considéré et, par suite, d'après le théorème de Meusnier, tout plan mené par la tangente à la courbe de contact des deux surfaces, et notamment le plan normal commun aux deux surfaces, mené par cette tangente, les coupe suivant deux courbes. ayant même courbure au point considéré.
D'un autre côté, tout plan réel mené par la corde réelle de la conjuguée qui passe au point considéré coupe les deux surfaces suivant deux courbes conjuguées l'une de l'autre et qui, d'après ce qu'on a vu au n° 179, ont leurs courbures égales et opposées. Les sections faites dans les deux surfaces par leur plan normal commun, mené par la corde réelle considérée, entre autres, ont leurs courbures égales et opposées.
Ainsi la surface réelle et sa conjuguée, en un quelconque des points de leur courbe de contact, fournissent, dans deux plans normaux différents, des sections de même courbure, de même sens dans l'un des deux et de sens contraires dans l'autre.
Mais il y a plus : les plans tangents communs aux deux surfaces en tous les points de leur courbe de contact étant parallèles aux cordes réelles de la conjuguée, l'intersection de deux de ces plans tangents, inGniment voisins, est la corde réelle de la conjuguée qui passe au point de contact de celui des deux qu'on considère comme fixe, c'est-à-dire que la corde réelle de la conjuguée qui passe par un des points de la courbe de contact et la tangente à cette courbe de contact au même point sont deux tangentes conjuguées soit de la surface réelle, soit de sa conjuguée, ou encore, sont deux diamètres conjugués communs aux indicatrices des deux surfaces au point considéré.
Les courbures des sections normales menées par ces diamètres conjugués communs étant d'ailleurs égales et de même sens dans l'une, égales et de sens contraires dans l'autre, il en résulte que les deux indicatrices sont deux coniques conjuguées, la direction des cordes réelles de l'indicatrice de la conjuguée coïncidant d'ailleurs avec celle des cordes réelles de cette conjuguée.
Toutes les conjuguées dont les cordes réelles sont parallèles au plan tangent à une surface en un de ses points touchent cette surface en ce point : on conclut donc immédiatement du théorème précédent que les indicatrices des conjuguées d'une même surface qui la touchent en un même point sont les conjuguées de l'indicatrice de la surface réelle en ce même point, les cordes réelles de chaque indicatrice conjuguée étant d'ailleurs parallèles aux cordes réelles de la surface conjuguée correspondante.
De la courbure d'une conjuguée au point où elle touche l'enveloppe imaginaire.
200. Si l'on prend pour axe des z la parallèle aux cordes réelles de la conjuguée, qui passe par le point où elle touche l'enveloppe imaginaire et pour plan des xy le plan réel tangent en ce même point à l'enveloppe, l'équation de la surface sera
z-a{\-\l'^\) = \{r + r'\l~) x^ ^ (s + s'\~)xij+ (<+r V^) 2/^+ . • • •
D'ailleurs pour lui faire représenter la conjuguée, il ne faudra y donner hx &ik y que des valeurs réelles.
Si l'on changeait les directions des axes des x et des y dans le plan des xy, r, /•', s, /, t et t' varieraient en inême temps ; pour avoir leurs nouvelles valeurs il n'y aurait qu'à effectuer la transformation relativement au lieu
(^_|_/ y/Zl) ^^ ^_ 2 (s-j-s sf^\) xy -^{t-\-t' V^) f = 0.
Cette transformation étant très-aisée à faire, il nous suffira, pour traiter des courbures à l'origine des sections faites dans la conjuguée par tous les plans menés par l'axe des z, de rechercher celle de la section par le plan des xz, qui est quelconque.
Le plan des xz coupe la conjuguée suivant la courbe fournie parles solutions réelles par rapport à x de l'équation
qu'il faut réduire à
dans les environs de l'origine. ,
Or la tangente à l'origine à cette courbe étant l'axe des x, c'est-à-dire
ayant son coefficient angulaire réel, ce point appartient à l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu
de sorte que si R -|- R'\/ — 1 est la valeur de l'expression analytique du
Rî _j_ R'â
rayon de courbure de l'enveloppe imaginaire, - — !— — ■ est le rayon de
courbure de la conjuguée.
On peut du reste le calculer directement : soit 9 l'angle de l'axe des z
avec l'axe des x, si l'on prend pour nouvel axe des :; la perpendicula,ire
à l'axe des x, les formules de transformation seront
X = x' — cotang G z et
sinô
L'équation de la section du lieu par le plan des xz, qui sera d'ailleurs restée la même qu'avant, sera donc, dans les environs de l'origine
^ z' = fl (l - y/-^) + ^ (r + r s/^) {x - cotang 6 zj ;
cette équation donne 1 dz
sli^ ^ = ^' + '■' V- ^) (^' - ^«tang e .') (l - cotang 0 ^£j
1 dîz' sini)
d^'' I I « / dz' \* , . <flz'
j^^ = (r + r' \l—\) \ 1 — cotang 9 ^ j — cotang t [r + r' V^-T) {x' — cotang 9 z') j-^ .
Cette dernière équation, en y faisant x = 0, z = a(l — J — i) sin ô dz' ^ et -7-7 = 0, devient
iiïïê ê = ('■ + '•' ^=^ + (-■ + >■' ^^ ^tang^O . a (l - V^ g,
d'oii
^^ (r + r y/UTl'sin^e
^•^'' sin 0 — « (l — v/^) (/■ -I- r' v/^) cos^ 6 '
l'expression analytique du rayon de courbure est donc
sin 0 — (r -|- /•' \J— l) a cos^ô (l — V— ^)
ou
r -f- 7-' sf^i sin 0 „ / , X
ou encore
sinô (?• — r' sj — 4) „ / / x
le .rayon de courbure réel de l'enveloppe est par suite
/ r sin 6 ^ \ / r' sin 6 \
et celui de la section de la conjuguée est en conséquence /rsine ' V , /r'sin6 V
(r -|- r) sin 6
De la courbure d'une conjuguée en un quelconque de ses points.
201. Si l'on coupe la conjuguée par des plans parallèles à ses cordes réelles, passant par le point eonsidéré, on obtiendra le rayon de courbure de chacune des sections à l'aide de la formule du n° 190; on en conclura ensuite, par le théorème de Meusnier, le rayon de courbure de la section normale faite dans la conjuguée par le plan passant par la même tangente à cette surface. On aura ainsi tous les éléments de la courbure de la conjuguée au point considéré.
POINTS REMARQUABLES OU SmGCLIBRS DES COURBES PLANES
Points maximums ou minimums.
202. Les points maximums ou minimums d'une courbe, c'est-à-dire les points où l'ordonnée est maximum ou minimum, sont compris
parmi ceux où -^ esl nul, puisque la tangente y est parallèle à l'axe
des X. On les trouvera donc en résolvant le système des deux équations
f{x,y) = 0 et f'^{x,y) = 0.
Si la première de ces deux équations est de degré m, la seconde sera généralement de degré m — 1, de sorte que le nombre de leurs solutions communes sera m {m — 1). C'est le nombre maximum des tangentes qu'on puisse mener à une courbe de degré m parallèlement à une droite donnée.
Mais les deux équations
nx,y) = 0 et f'. = 0
peuvent fournir plusieurs sortes de points distincts des points maximums ou minimums proprement dits.
En premier lieu ces deux équations peuvent admettre quelques solutions finies par rapport à ?/ et infinies par rapport kx. C'est le cas où la courbe a des asymptotes parallèles à l'axe des x, ou plutôt des asymptotes dont le coefficient angulaire soit nul, car ces asymptotes peuvent aussi bien appartenir à l'enveloppe imaginaire des conjuguées qu'à la courbe réelle. Les points situés à l'infini sur les branches de la courbe réelle qui ont leurs asymptotes parallèles à l'axe des x se distinguent des points maximums ou minimums proprement dits, en ce que si l'on considère en même temps les deux branches de la courbe qui, généralement, touchent l'asymptote à l'infini dans les deux sens et de côtés opposés, l'ordonnée reste croissante ou décroissante de part et d'autre de la valeur correspondante de x, ou plutôt de son inverse.
En second lieu, les équations f {x, y) =0 et f'x (x, y) = 0 peuvent admettre des solutions qui conviennent aussi à l'équation f'y {x, y) z=0, La dérivée de y par rapport à x, aux points correspondants, est indéterminée et ces points appartiennent à une catégorie particulière.
Enfin il peut encore se faire qu'en quelques points correspondant aux solutions des équations f{x, ?/) = Oet f'x = 0, la première dérivée de ij par rapport à a? ne change pas de signe, ce qui arrivera généralement lorsque ~ s'annulera en même temps que —, parce qu'alors
0 sera une valeur maximum ou minimum de -j-. Dans ce cas le point obtenu sera un point dlnflexion.
205. Quant aux solutions finies des équations /"(x, y) = 0, f'x = 0 qui ne rentrent pas dans les cas d'exception qui viennent d'être mentionnés, ils peuvent être réels ou imaginaires. S'ils sont réels, ce sont des points maximums ou minimums de la courbe réelle, et s'ils sont imaginaires, ce sont des points maximums ou minimums de l'enveloppe imaginaire des conjuguées. En eff"et, ils appartiennent à l'enveloppe imaginaire des conjuguées, puisque le coefficient angulaire y est réel^ et ce sont des points maximums ou minimums de cette courbe, puisque la tangente y est parallèle à l'axe des x.
Les points maximums ou minimums réels sont les points minimums ou maximums de la conjuguée 0=0 et ce sont, en général, les seuls
pomts maximums ou mmimuras de cette conjuguée, car si ~, en un
point d'une conjuguée C, a pour valeur m-\-n\l — i, le coefficient angulaire de la tangente à la conjuguée en ce point est
S'il s'agit de la conjuguée G = 0, cette expression se réduit à
qui ne peut être nulle qu'autant que m et w le sont séparément, c'est-à-
dy dire que -^ est nul ; or en général les points de l'enveloppe imaginaire
dy des conjuguées où -^ sera nul n'auront pas leurs ordonnées réelles et
n'appartiendront par conséquent pas à la conjuguée G = 0. Ces points maximums et minimums de l'enveloppe imaginaire seront des points maximums ou minimums de conjuguées quelconques.
Pour avoir les points maximums ou minimums d'une conjuguée C, il faudrait exprimer séparément les deux parties réelle et imaginaire du
dy
IttUB
deux équations
coefficient angulaire-;^ = m 4- n J — 1 et résoudre concurremment les dx
/(« + ^V/=~l,«'-fPcv/-l) = 0, m-fn+— ^^=0.
Pohits limites,
204. On peut appeler j5om^s limites d'une courbe les points où l'abscisse est maximum ou minimum ; on les déterminera comme les points maximums ou minimums au moyen des équations
f{x,y) = 0 f'yix,y) = 0
et les solutions obtenues seront sujettes à des exceptions analogues.
Les points limites réels appartiennent à la courbe réelle et à sa conjuguée G = X . Les points limites imaginaires appartiennent à l'enveloppe imaginaire des conjuguées et aux conjuguées dont les caractéristiques sont celles des points obtenus comme solutions.
203. Nous ferons seulement remarquer, à ce sujet, que, en un point oti l'ordonnée est infinie, ^, qui est le coefficient angulaire de l'asymptote à la branche qui passe par ce point est aussi infini, que ^4 l'est pareillement, puisque c'est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe dont l'ordonnée serait la valeur de -p- relative à la première
courbe, et ainsi de suite, d'où l'on voit que les valeurs finies delà variable qui rendent infinie une fonction, rendent en même temps infinies toutes ses dérivées à l'infini et que les valeurs finies de la variable qui rendent infinie la dérivée n'"« d'une fonction rendent aussi infinies toutes ses dérivées d'ordres supérieurs au n'"«.
Points d'inflexion.
206. Les points d'inflexion d'une courbe sont ceux où la tangente traverse la courbe, avec cette condition que les deux éléments de la courbe qui partent du point de contact soient en prolongement l'un de l'autre, sans quoi ces points seraient de rebroussement et seraient déterminés par des conditions toutes difi'érentes.
Le coefficient angulaire atteint aux points d'inflexion des valeurs maximums ou minimums, par conséquent ces points sont caractérisés d'une manière générale par la condition
[*] La dérivée seconde, dans cette théorie et dans quelques-unes de celles qui suivent, joue un rôle trop important pour que nous puissions nous dispenser de présenter une
Si /"(x, y)=0 est l'équation du lieu,, on en tire d'abord
et ensuite
r. + .r.|+rv (|y+Ag=o,
la condition -r-^ = 0 se traduit donc généralement par
,,. + sr.| + A.(|) = o
ou, en remplaçant -f- par — -7-,
fil a fil I ^ l_ fil I ^ A
c'est-à-dire
f'-l fil , a fil f f \ fil , fi
remarque que l'on n'omet ordinairement que parce que l'on se borne à la considération des solutions réelles des équations que l'on discute.
Les points d'un heu où -v^ est nul ou infini sont les points d'inflexion ou de re-
broussement de ce lieu. Si les axes viennent à changer, ces points conservent leur caractère géométrique et l'on en conclut avec raison qu'ils doivent conserver leur
caractère analytique. Aussi admet-on toujours sans démonstration que si -— est actuellement nul ou infini, il resterait nul ou infini au point fourni par la solution transformée de celle que l'on considère, quelque changement qu'on eût fait subir aux axes.
Mais d'abord, il est intéressant de connaître la relation qui lie effectivement les valeurs des secondes dérivées de l'ancienne ordonnée par rapport à l'ancienne abscisse et de la nouvelle ordonnée par rapport à la nouvelle abscisse en un même point quelconque d'un lieu, lorsque les axes ont subi une transformation quelconque; et d'un autre côté, les identités que l'on admet ordinairement sans démonstration ont besoin d'être établies directement lorsque le point considéré étant imaginaire n'a plus un caractère géométrique connu à l'avance.
Soient
x' = mx -\- mj et y' = m'x + n'y
les formules de transformation résolues par rapport aux nouvelles coordonnées, on en tire
et
di,'
,dy dx
dx
dx' dx
dy
dx'
équation que l'on réduira ordinairement à
r-y f"^- - 2/% Tx A + /"r r-^ = 0- Mais les solutions communes aux deux équations
f (x, y) = 0 ei r-y /"x- - V'^.y A f'y + f't P- = 0
ne correspondront pas plus toutes à des points d'inflexion que les solutions des équations /"(j;, 7/) = 0 et/'jr = One correspondaient toutes à des points maximums ou minimums. Les exceptions seront d'ailleurs analogues, puisque les points obtenus auront été déterminés comme points maximums ou minimums de la courbe dont l'ordonnée serait le coefficient angulaire de la tangente à la courbe proposée. On rencontrera notamment parmi eux ceux où -~ se présenterait sous la forme -
et ceux ou ^^ serait aussi nul.
Si m est le degré de f{x, y) = 0, celui de
A rV - 2/%, A fy + {"t A = 0
d'où
dij dx
dx!
En dérivant de nouveau, on trouve
«/x* . dy
dx
d^y' _ ^ ' dx*' 1
r+"rf^) d£
dx* ou, en remplaçant encore -j- par sa valeur,
d^y' ^ ' dx^
On voit bien ainsi que -^ est nul ou infini en même temps que ^•
Si les anciens axes sont rectangulaires ainsi que les nouveaux, et que l'angle de rotation soit a,
m = cos a, H= — sin a, rn' = sin a et n' = cos a. Il en résulte
diy
dx'^
(ces a — sina -T^ I
sera généralement 3m — 4, par conséquent le nombre des solutions communes aux équations
/ {X, y) = 0 et A fa:' - Sf. f'y f\y + r f't = 0 sera
mais un certain nombre des points correspondants pourront rentrer dans les cas d'exception mentionnés plus haut.
207. Occupons-nous des points d'inflexion proprement dits, où
— = 0, sans qu aucune autre condition particulière se trouve remplie.
Quelles que soient les coordonnées d'ua point d'inflexion, toutes les
Jfyi
courbes déterminées par la condition -J- =r G, qui en émergeront, au-
ront en ce point leur rayon de courbure infini, car la formule du n" 188
^ _{p-\-q) (G' — 3Gn^) -\-{p--q) (3C^n — n^)
donnera alors — = 0, puisqu'il faudra y faire jt> et q nuls.
Les points d'inflexion d'un lieu sont donc tels que toutes les courbes qui en émergent et le long desquelles les parties imaginaires des deux coordonnées croissent proportionnellement y éprouvent une inflexion. Ces points sont, dans tous les cas, des points d'inflexion des conjuguées qui y passent.
S'ils sont réels, nous avons vu au n° 1S6, qu'ils appartiennent à la fois à l'une et à l'autre enveloppe, et il est facile de vérifier que ce sont des points d'inflexion pour l'une et l'autre.
En effet, il n'y a pas de doute relativement à la courbe réelle et quant à l'enveloppe imaginaire des conjuguées, le fait résulte de la formule du rayon de courbure de cette enveloppe en un quelconque de ses points. Cette formule R = r -}- r, où r et r', sont les deux parties réelle et imaginaire de
v^mi
montre, en efî'et, que R est infini quand y^ est nul. Ainsi les solutions fournies par les équations propres à donner les
points d'inflexion de la courbe réelle fourniront soit les points d'inflexion de cette courbe et de l'enveloppe imaginaire des conjuguées, lesquels sont communs, soit des points d'inflexion de quelques conjuguées. D'ailleurs les points qui appartiendront à l'enveloppe totale seront aussi des points d'inflexion pour les conjuguées qui y passeront.
Mais les mêmes équations fourniront-elles tous les points d'inflexion soit de l'enveloppe totale des conjuguées, soit des diverses conjuguées? Pour les conjuguées la réponse est évidemment négative : en effet, le rayon de courbure d'une conjuguée G en un quelconque de ses points est, d'après la formule du n° 190,
1 — n*/ a^r -\- 3nah'' — Sn^ar — n'r'
où n désigne le rapport du petit au grand axe du faisceau des éléments du lieu au point considéré et a la tangente de l'angle que l'élément de la conjuguée fait avec le grand axe de ce faisceau. Or R devient infini quand r et r' le deviennent, mais il devient aussi infini quand n =± 1, ou quand
a^r -\- Sna^r' — 3n^ar — nh'' = 0.
Quant à l'enveloppe totale des conjuguées, au contraire, tous ses points d'inflexion seront donnés par les équations des points d'inflexion du lieu. En effet, le rayon de courbure de l'enveloppe en un quelconque de ses points étant ?' -f- r', tous les points d'inflexion de cette courbe sont nécessairement caractérisés par l'une des conditions r = oc ou^
r' = oc qui exigent l'une et l'autre que —2 = 0.
Ainsi en résumé les équations
f{x,y) = 0 et ^ = 0
fourniront, outre des solutions singulières, tous les points d'inflexion de l'enveloppe totale, et quelques points d'inflexion de quelques conjuguées, caractérisés par cette condition que toutes les courbes partant de ces points et le long desquelles les parties imaginaires dey et de a; croîtraient proportionnellement, auraient leurs rayons de courbure infinis. Les points d'inflexion qui ne rempliraient pas cette condition resteront à l'écart.
Points multiples.
208. Les points multiples d'un lieu sont les points tels qu'un faisceau de droites qui y passe ne coupe la courbe qu'en m — 2 autres points, au plus, si m est le degré de l'équation du lieu. Un point est double lorsqu'un faisceau quelconque de droites qui y passe ne coupe la courbe
qu'en m — 2 autres points, il est triple lorsque les autres rencontres du même faisceau et de la courbe ne sont plus qu'en nombre m — 3 et ainsi de suite.
Lorsque plusieurs branches de la courbe réelle passent en un même point, les coordonnées de ce point ayant la forme réelle, sont nécessairement identiques sur les différentes branches auxquelles il appartient. Mais lorsque plusieurs branches d'une même conjuguée passent effectivement au même point, il n'en est pas de même, les coordonnées réelles de ce point pouvant être partagées de différentes manières en parties réelles et imaginaires, sur les différentes branches de la conjuguée.
Du reste un point multiple, ayant les mêmes coordonnées sur les différentes branches qui y passent, ne saurait appartenir qu'à deux ou plusieurs branches d'une même conjuguée, puisque sa caractéristique est invariable.
Les points oîi l'enveloppe imaginaire se coupe elle-même ne sont pas plus nécessairement multiples que ceux oti passent deux branches d'une conjuguée quelconque.
Une courbe de degré m qui a un point multiple est la section d'une surface de degré m par un de ses plans tangents. La présence de points multiples caractérise donc d'une certaine manière les lieux dans leurs degrés.
Le coefficient angulaire de la tangente en un point [x, y\ d'un lieu
f'x (x y) f[x, y) = 0 est donné par l'expression — 'f ' , qui ne comporte gé-
néralement qu'une valeur, lorsque l'équation du lieu a été ramenée à la forme entière; tandis que le coefficient angulaire doit avoir, en un point multiple, autant de valeurs qu'il y passe de branches distinctes de la courbe.
fx
Il faut donc, pour que l'accord se rétablisse, que l'expression — y
Jy
se présente, aux points multiples, sous la forme -, c'est-à-dire qu'en ces
points f'x et f'y s'annulent.
Ainsi on obtiendra les points multiples d'un lieu f{x, ^/) = 0 en cherchant les solutions communes aux équations
f{x,y)=0, A = 0 et f'y = 0.
Gomme trois équations à deux inconnues sont généralement incompatibles, on retrouve ici, sous une autre forme plus explicite, l'expression de ce fait que les lieux qui ont des points multiples sont plus ou moins particuliers.
Cela posé, nous appellerons points multiples d'un lieu f {x,y) = 0 les points correspondant aux solutions communes que pourront avoir les équations
f{x,y) = 0 A=0 et A=0,
soit que ces solutions soient réelles ou qu'elles soient imaginaires.
Ainsi la méthode est toujours la même: les objets sont définis par rapport au lieu réel; les propriétés dont ils doivent jouir lorsqu'ils sont réels font connaître les équations propres à les déterminer, et ces équations servent ensuite de définitions aux objets eux-mêmes, lorsqu'ils deviennent imaginaires : reste alors la question de savoir ce que donnent ces équations.
Ici la réponse est facile : les lieux de degré m qui ont des points multiples sont les sections de surfaces de Tordre m par leurs plans tangents et les points de contact sont les points multiples ; si les contacts ont lieu sur les conjuguées de la surface, les points multiples sont imaginaires.
Toute droite réelle ou imaginaire dont l'équation est satisfaite par les coordonnées d'un point multiple d'un lieu, peut être considérée comme tangente au lieu en ce point, puisqu'elle coupe effectivement le lieu en deux points confondus en un seul.
Les points multiples, satisfaisant aux conditions f{x, y) =0 et f'x = 0, sont compris parmi les solutions des équations qui donneraient les points maximums ou minimums, et parmi celles des équations qui donneraient les points limites, comme satisfaisant aux deux conditions f{x, y) = 0,
Ils seraient, du reste, aussi bien compris parmi les solutions des équations qui donneraient les points de contact des tangentes menées au lieu parallèlement à une direction quelconque.
209. Les accroissements correspondants dx et dy de x et de y, en un point [Xy y] d'un lieu /"(x, y] = 0 sont liés entre eux par la relation
^ dy ^ • ^dx.dy 1.2 ^ ' * * "
^ dy^i.2^ ""
f{x, y) est nul de lui-même, par hypothèse, et en général la limite da rapport de dy à dx est fournie par l'équation
fdx+'^-fdy^O.
dx dy ^
En un point multiple, cette équation s'évanouit d'elle-même, puisque
-7- et -7^ se réduisent a zéro.
dx dy
Si les coefficients des termes du second degré en dx et dy ne s'éva-
nouissenfc pas, la limite du rapport de dy à 6?.r est fournie par l'équation du second degré
di/ \dx} " dy dx \dx) dx^
et le point est simplement double.
Si le point était triple, on devrait trouver trois valeurs pour la limite
dy d^f d^f d^f
-du rapport -r- et, par conséquent, les trois coefficients -rr, , ' et -r-i
dx 1 ' ^yï (ly dx dx^
dy devraient aussi disparaître. La valeur de -j- serait alors fournie par l'équation
dy^ \dx) dy^dx \dxj dydx^ \dxj dx^
et ainsi de suite.
Quel que soit l'ordre de multiplicité du point considéré, les éléments
du lieu en ce point formeront autant de faisceaux qu'il y aura d'unités
dans le numéro de cet ordre ; et si quelques valeurs de —y sont réelles,
les faisceaux correspondants s'aplatiront chacun en une droite.
Omhilica.
210. M. Ghasles a nommé ombilics d'un lieu rapporté à des axes rectangulaires, les points où la dérivée de y par rapport à a; a la valeur
V' — \ . En ces points le coefficient angulaire est indépendant de la direction des axes, de sorte que le faisceau des éléments du lieu y est symétrique par rapport à toute direction. Nous avons donné au faisceau, dans ce cas, le nom de circulaire.
On voit par la formule du n° 190,
/l-j-rt'\2 2n=^ (r^ -f r'^)
a¥ + 3a*w;'' — 3fm-;- — nV"
où n représente le quotient par y — 1 de la tangente de l'angle i]/ y' — ^ » défini par l'équation
^=tang(^ + ^V3ï),
que si n se réduit à 1, c'est-à-dire si le point \x, y] est un ombilic, les courbes qui émergent de ce point et le long desquelles les parties ima-
ginaires de y ei de x varient proportionnellement, y ont toutes leurs rayons de courbure infinis.
Les ombilics sont, en particulier, des points d'inflexion des conjuguées qui y passent'.
Ils ne sauraient appartenir à l'enveloppe imaginaire des conjuguées puisque le coefficient angulaire n'y est pas réel, mais ils peuvent être eux-mêmes réels. Ce sont alors des points isolés de la courbe réelle, mais des points isolés circulaires, c'est-à-dire des anneaux évanouissants qui ont pris à la limite la figure circulaire.
Un ombilic imaginaire n'appartient qu'à une conjuguée, mais un ombilic réel est un point de concours de tou.tes les conjuguées d'une certaine catégorie, et toutes les conjuguées qui y passent s'y infléchissent.
Points de raccord.
211. Lorsqu'au un point double d'un lieu /(ar, y) = 0, l'équation
dy^ \dx) dy dx dx dx^
donne deux valeurs égales pour -j-, les deux branches du lieu qui passent en ce point y sont tangentes, mais ce point peut être un point de cpntact entre deux branches distinctes, un point double d'inflexion, ou un point de rebroussement ; il est important de distinguer les trois cas les uns des autres.
Nous nommerons points de raccord les points où deux branches du lieu se touchent et se prolongent séparément, dans des conditions diffé-
dv rentes. En ces points ou y et -^ ont déjà chacune deux valeurs égales,
— a en général deux valeurs différentes, les deux branches n'ayant pas
d^'u nécessairement même courbure, et si ^ a deux valeurs égales diffé-
ax'^
rant à la fois de zéro et de l'infini, les deux branches considérées ont même courbure, à moins d'autres conditions particulières; c'est tout ce à quoi se réduit le fait.
Si le point considéré est réel et que l'équation du lieu ait ses coefficients réels, les deux valeurs égales de ~- sont aussi réelles et le point appartient à la courbe réelle. Si le point est imaginaire, en général les deux valeurs de -7-, quoique égales, sont imaginaires; le point est
alors un point de raccord de la conjuguée qui y passe. Mais si les deux valeurs égales de j- sont réelles, le point appartient à l'enveloppe imaginaire des conjuguées et en est un point de raccord.
Points doubles d'inflexion.
du 212. Ces points, Ghy qï -j- ont déjà séparément des valeurs égales,
sont caractérisés par la condition que -7^ ait aussi deux valeurs égales
mais nulles.
Si le point est réel et que l'équation du lieu ait ses coefficients réels,
dy les deux valeurs de -j- seront aussi réelles et le point appartiendra à la
fois à la courbe réelle et à l'enveloppe imaginaire des conjuguées. Il sera point double d'inflexion à la fois pour la courbe réelle, pour l'enveloppe imaginaire des conjuguées et pour la conjuguée qui y passera.
Si le point est imaginaire, ce sera un point double d'inflexion pour la conjuguée qui y passera.
Points de rebroiissement.
dii 213. Les points de rebroussement sont les points doubles où ~ a
dx
d^y deux valeurs égales, mais oti ~ est infini.
Les branches de la courbe réelle qui passent en un point de rebroussement s'y arrêtent généralement, mais il peut arriver que deux points de rebroussement se rejoignent, les branches qui y passent ayant d'ailleurs même tangente". La figure de la courbe serait alors la même que si au lieu d'un point double de rebroussement on avait affaire soit à nn point de raccord, soit à un point double d'inflexion. La distinction se
d}y fera par la discussion de -— qui ne présente rien de particulier en un
point de raccord, s'annule en un point double d'inflexion, et passe par l'infini en un point de rebroussement.
On distingue habituellement deux genres de points de rebroussement : le rebroussement est dit du premier genre lorsque les deux branches sont séparées par leur tangente commune, ou, ce qui revient au même, lorsque les courbures de ces deux branches sont en sens contraires et du second genre dans l'autre cas.
Les deux cas se distinguent l'un de l'autre en ce que dans le premier la dérivée seconde change de signe en passant par l'infini, ce qui fait changer de sens la courbure, tandis que dans le second elle conserve son signe.
214. La dérivée seconde dey par rapport à a^ en un point double où les tangentes se confondent, est généralement infinie parce que c'est le
coefficient angulaire de la courbe dont l'ordonnée serait -j-.
Mais il importe d'avoir une méthode pour distinguer à cet égard les cas les uns des autres.
Si le point considéré était réel, on y transporterait l'origine des coordonnées; s'il est imaginaire, on fera le changement analogue de variables, qui n'allérera ni le degré de multiplicité du point, ni les valeurs des dérivées de y par rapport à x.
S'il ne s'agit que d'un point double, les deux tangentes étant supposées se confondre, l'équation du lieu prendra la forme
{y — mxf + Ay' -f By^x + Cyx' + Dx' + =0.
La première dérivée de y par rapport à x sera fournie par l'équation
[2 [y — mx) + 3Aj(» + 2Byx -\- O*] y'— 2m {y — mx) -\- By* + 2Cy« + SDx* -f . . . = 0
et la seconde le sera par
[2{y-mx) + ZAy* + 2Byx + Cx^]y"+[-2 + 6\y+2Bx]y'* + [—Am-\-hBy-\-iCx\y + 2m^ + 2Cy + &Dx+ ,...=0.
Si l'on veut la valeur de y" à l'origine, il faudra d'abord remplacer dans cette dernière équation y' par m, puisque c'est la valeur de la première dérivée en ce point. On aura ainsi •
[2 (y — mx) + 3A!/2 4. 2Byx + Cx«] y" + (6Ay -+- 2Ba;) m» ^- (4By -\- iCx) m + 2Cy4-6Da;+ =0;
Il faudra, en outre, faire tendre y et j? vers zéro, en établissant entre eux, à la limite, un rapport égal à m .- cela revient à diviser tous les
y termes par xeih remplacer - par m. L'équation devient alors
[3kmy -f 2Bmx -f C^] y" -f 6Am' + 6Bm* + 6Cm + 6D -f . . . =0
d'où l'on tire
„ _ __ 6 Am^ -f Bm' 4- Cm -I- D -f . . . . ^ ~~"ï 3Am^-f 2Bm + C
les termes omis au numérateur contenant tous y ou x en facteur disparaissant à la limite.
Cela posé, on voit que y" sera généralement infini, ou du moins qu'il faudra introduire une hypothèse nouvelle pour qu'il conserve une valeur finie. Cette hypothèse est
km^_ 4- Bm^ + Cm -f- D = 0 ;
elle signifie que y — ma? doit se trouver facteur dans l'ensemble des termes du troisième degré de la nouvelle équation.
Lorsque cette condition ne sera pas remplie, la dérivée seconde, au point considéré, sera infinie. Dans le cas contraire elle se présentera
sous la forme - et pourra alors être quelconque.
215. Ce qui vient d'être dit permettra d'assigner d'une façon plus
du précise les caractères distinctifs des différents points doubles où -4-
aurait deux valeurs égales. Ainsi, pour que le point considéré soit simplement un point de raccord, ou un point double d'inflexion, il faudra que le premier membre y — mx de l'éqnatioji de la tangente se trouve facteur dans l'ensemble des termes du troisième degré de l'équation de la courbe rapportée au point considéré pris pour origine.
Si cette condition est remplie et que d'ailleurs les valeurs de y" ne soient pas infinies, le point ne sera pas de rebroussement; d'ailleurs suivant que y" sera différent de zéro ou égal à zéro, le point sera de raccord ou d'inflexion.
Si y — mx étant facteur dans l'ensemble des termes du troisième degré, y" est encore infini, le rebroussement sera du second genre; en effet, dans le cas où l'équation de la courbe se présente sous la forme
{y — mxf -{- {y — mx^ [Ay^ -\- Bxy -)- Gx^) -j- . . . . = 0,
on voit que la droite y=zmx coupe la courbe en quatre points confondus à l'origine, ce qui ne doit pas arriver en général dans le cas du rebroussement de premier genre. 11 faudrait, dans ce cas, pour avoir y" et savoir s'il change de signe, tenir compte des termes du quatrième degré.
210. Un point de rebroussement pouvant être considéré comme un anneau évanouissant doit tenir lieu, lorsqu'il est réel, d'une portion de l'enveloppe réelle des conjuguées, c'est-à-dire appartenir à toutes les conjuguées -dont les caractéristiques restent comprises entre de certaines limites ; et en effet, lorsqu'une droite qui se déplace parallèlement à elle-même arrive en un point de rebroussement de la courbe réelle et le dépasse ensuite, le^ nombre des points réels suivant lesquels elle coupe Je lieu change alors habituellement; la conjuguée dont les cordes réelles seraient parallèles à la direction constante de cette droite mobile doit donc prendre naissance au point de rebroussement. Du
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reste ce point est aussi de rebroussera ent pour toutes les conjuguées
dry •qui y passent, car j^^ y étant infini, le rayon de courbure d'une quelconque des conjuguées qui y passent s'y annule comme celui de la courbe réelle.
Un point de rebroussement imaginaire, mais où le coefficient angulaire de la tangente serait réel, appartiendrait à l'enveloppe imaginaire des conjuguées, mais il n'y passerait que la conjuguée dont la caractéristique serait celle de ce point. Cette conjuguée y éprouverait en tout cas un rebroussement.
Points conjugués.
217. Un point double réel où les tangentes sont imaginaires prend ordinairement le nom de point conjugué. Mais il ne se distingue des points multiples des conjuguées qu'en ce qu'étant réel il tient lieu d'un anneau de la courbe réelle et que, par conséquent, il y passe une infinité de conjuguées.
Lignes multiples des surfaces.
218. Si l'un des coefficients différentiels -/-, -/-, -f- est nul en un point
dx dy dz
[x, y, z] d'une surface, le plan tangent en ce point est parallèle à l'axe correspondant; si deux des trois coefficients sont nuls, le plan tangent est parallèle au plan des deux axes correspondants; mais si les trois coefficients différentiels s'annulent en même temps, le plan tangent devient en apparence indéterminé. Le fait tient en général à ce que la surface a plusieurs plans tangents au point considéré, ce point se trouvant être un des points de l'intersection de deux nappes de la surface. Pour obtenir séparément, dans ce cas particulier, les divers plans tangents qui peuvent exister, il suffira de distinguer les diverses séries de tangentes aux sections faites dans la surface par des plans contenant le point considéré et de chercher ensuite séparément les lieux de ces tangentes dans chaque série.
Les plans sécants pouvant être dirigés arbitrairement, nous les supposerons, pour plus de simplicité, parallèles à l'axe des -, ils auront alors pour équation générale
Y— yr^m (X — a:).
L'équation de la projection sur le plan des xz de la section faite par l'un d'eux résulterait de l'élimination de Y entre les équations
/•(X.Y, Z) = 0 et Y — y^Tn{X—x).
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Si cette élimination avait été effectuée et qu'elle eût donné pour résultat
les équations des tangentes à la section au point [a?, z,] en supposant que ce point fût simplement double, seraient
n étant l'une des racines de Téquation
d\ „ , d\ , d^(û dz^ ' dxdz ' dx^
l'équation du système de ces tangentes serait donc
d\ (Z — zV' , d\ Z — z ^ d\
dz^ \X — xj dx dz X — X dx^
enfin le système des tangentes à la section dans son plan serait représenté par l'ensemble de cette dernière équation et de
et l'équation du système des deux plans tangents i-ésulterait de Télimination de m entre ces dernières.
219. Telle est la marche qu'il y aurait à suivre dans chaque cas particulier; mais pour arriver à une formule générale, nous n'effectuerons pas l'élimination de Y entre /"(X, Y, Z) =0 et Y — y = m (X — x), mais nous exprimerons les coefficients diflerentiels
dx^'' dxdz dz^
au moyen des dérivées de /"(X, Y, Z), oii Y sera considéré comme une fonction de X, ayant d'ailleurs pour dérivée
les dérivées premières de <p par rapport à X et à Z sont
^"rfX + '^rfY rfz""rfZ'
Y étant supposé remplacé par la valeur ?/ -f- w (X — a;) ; de même
et
rfX^Z d\dZ ' dXdZ
£? _ ^ d7J ~ dZ^
Y étant de même supposé remplacé par sa valeur. L'équation
^ (^-'\ ' 4- 2 -^ ^^If 4-^-0 dz^ {X—xJ '^ dxdzX—x~^ dx"
revient donc à
dz-\\—xJ [dxdz dy dz]\—x dx^ dxdy dy-
et il ne reste plus qu'à éliminer m, c'est-à-dire à le remplacer par -.
Cette élimination donne pour l'équation du système des plans tangents
On trouverait aussi aisément l'équation du système des trois plans tangents en un point où trois nappes d'une même surface viendraient se couper. Un pareil point serait caractérisé par les conditions
^=0 ^=0 ^-0 ^-0 ^-0 ^-0 -i^-O -^-0 et -^ rfx r/y dz dx^ dy^ dz^ dx dy dy dz dz dx
Quadrature de la conjuguée dont les abscisses sont réelles,
220. L'aire comprise entre l'axe des x, deux ordonnées et un arc de la conjuguée qui a sa caractéristique infinie, s'obtient par la même intégration qui fournirait l'aire d'un segment analogue de la courbe
réelle : la même intégrale sin YX i y dx prise entre des limites réelles
par rapport à x, représentera soit l'aire d'un segment de la courbe réelle, soit l'aire d'un segment de la conjuguée C ^ oo , suivant que les valeurs de y correspondant aux valeurs qu'aura prises la variable x, seront réelles ou imaginaires.
Dans le second cas, l'intégrale aura la forme A -|- B y— 1 : A représentera l'aire d'un segment du diamètre correspondant aux cordes parallèles à l'axe des // de la conjuguée G = x , et B l'aire comprise entre cette conjuguée et son diamètre.
Quadrature d'une conjuguée quelconque.
221. On pourrait évaluer l'aire d'une conjuguée quelconque de la courbe réelle, en reridant préalablement ses abscisses réelles. Après avoir donné à l'axe des y une direction convenable, on obtiendrait, comme dans le cas précédent, la mesure de l'aire comprise entre l'ancien axe des x, deux parallèles au nouvel axe des y, et un arc quelconque de la conjuguée considérée; pour avoir l'aire qu'on se proposait d'obtenir, et qui devait être comprise entre l'axe des x, deux parallèles à l'ancien axe des ?/ et l'arc de la conjuguée, il ne resterait qu'à corriger le résultat obtenu, en y ajoutant la différence des aires des deux triangles qui auraient pour sommets les points extrêmes de l'arc de la conjuguée, pour côtés, des parallèles à l'ancien et au nouvel axe des y, et pour bases, les segments de l'axe des x interceptés entre ces parallèles.
Mais alors on aurait, pour chaque conjuguée, à effectuer une transfor-
mation de coordonnées, la résolution par rapport h y de la. nouvelle équation de la courbe, et, ce qui serait pis encore, une nouvelle intégration. Toutes ces complications peuvent être évitées, et la seule intégration qu'exige la quadrature de la courbe réelle suffira à la quadrature de toutes ses conjuguées.
La direction des ordonnées qui limitent le segment qu'on veut calculer est presque toujours indifférente par elle-même; un changement dans cette direction n'entraîne qu'une correction toujours facile à faire et qui n'affecte pas la partie intéressante, au point de vue analytique, de l'intégrale qui représente le segment considéré. Pour cette raison, et pour fixer le langage, lorsqu'il s'agira d'une conjuguée quelconque, nous ne nous occuperons que de l'aire comprise entre un arc de cette conjuguée, deux de ses cordes réelles et l'axe des x; c'est toujours d'un segment pareil que nous entendrons parler, lorsque nous nous occuperons de l'aire de la conjuguée, et c'est ce segment que nous allons nous proposer d'évaluer.
Le principe qui va nous servir à ramener à une seule toutes les intégrations, en apparence différentes, qu'il faudrait effectuer pour quarrer les différentes conjuguées d'une même courbe, résulte de la remarque suivante : Une seule intégration effectuée par rapport à la courbe réelle, rapportée à cerlains axes, suffirait pour qu'on put, par des transformations algébriques simples, former l'expression analytique de l'aire d'un segment de la même courbe rapportée à d'autres axes.; mais on sait, d'un autre côté, que chaque expression de l'aire de la courbe réelle rapportée à des axes quelconques convient à l'aire de la conjuguée dont les abscisses sont alors réelles. Il est facile de préjuger de là qu'une seule et même intégration doit suffire pour quarrer la courbe réelle et toutes ses conjuguées.
222. Soit AB un arc de la courbe réelle rapportée successivement aux axes OX, OY et OX, OY', l'aire à calculer sera PABQ ou P'ABQ', et sera représentée par
ou par
sin Y
iXjy dx, XJ xj dx.
Fig.
ces intégrales étant prises entre les limites [Xç^^y^, [^vy^ ou [x',,, y'o], [x\,y'^ qui correspondent aux extrémités A et B de l'arc considéré ; la différence de ces deux intégrales est celle des aires des deux triangles QBQ' et PAP', qui ont pour mesures
sinYT.Mi et sinY'Y^.
En remplaçant y\ et y\ par leurs valeurs en fonction de y^ et y,, tirées des formules de transformation
X sin YX = x' sin YX + y' sin YT, y sin YX = y' sin Y'X,
on obtient, pour expression de cette différence,
/^\v\ r^iVi \ sin YX
, ^ y'dx',- sinYX [ ydx = -\ sin Y'Y^ (yf-y„«),
ce qui donne
sm
.^ ^ 3/V^'=sinYX/ yrf^_ sinY'Yi-4;|(y?-y^),
l'angle Y'Y étant compté positivement de l'axe des y vers l'axe des x.
Cette égalité, qui subsiste toujours vraie quels que soient a^^, y^, x^, y^ réels, est une identité absolue. La fonction analytique qui représente l'aire d'une conjuguée quelconque comprise entre des cordes réelles partant de deux de ses points L^o2/o]> [^i^il ^st donc
SinYX
ydx
1 sin y Y
2 sin Y'X
{y\-yl)
ou, en remplaçant . par la caractéristique C,
sin Y'Y sinYX
ij^r'-ydx
La partie réelle de cette quantité représente Taire du diamètre de la conjuguée qui di\ise en parties égales ses cordes réelles, et la partie imaginaire l'aire comprise entre la conjuguée et son diamètre. Lorsque les limites de l'intégrale correspondent à des points où la
conjuguée touche la courbe réelle, la partie — sin YX ' 'ap. ^^^ réelle
et représente alors effectivement la différence des deux triangles, l'un ajouté, l'autre retranché au segment qui serait compris entre des parallèles au premier axe des y; de sorte que
y dx,
X^Vo
SinYX
dans ce cas, représentCi par sa partie imaginaire, l'aire fermée comprise entre la conjuguée et le diamètre qui divise en parties égales ses cordes
réelles, et par sa partie réelle l'aire comprise entre le diamètre, l'axe des ar et les deux ordonnées x=Xq, x=:.x^.
225. La théorie précédente ne suppose aucunement que l'équation
qui définit ^ ait ses coefficients réels. Par conséquent, si l'on sait quarrer les courbes renfermées dans une même équation littérale, on saura, par là même, non-seulement quarrer toutes les conjuguées de ce^ courbes, mais encore celles qui seraient fournies par la même équation où l'on aurait attribué aux constantes des valeurs imaginaires.
Par exemple, les aires de toutes les courbes imaginaires que peut représenter l'équation générale du second degré à coefficients imaginaires pourront s'exprimer au moyen seulement des fonctions circulaires et logarithmiques.
224. L'intégrale j ydx prise entre deux limites dont Tune est celle
d'une valeur de x pour laquelle y est infinie, peut être finie ou infinie : il est important d'établir la condition relative à chacun des deux cas. Soit
<f{x) ne s'annulant ni ne devenant infini pour x'=a.
Si X s'éloigne très-peu de a, ç {x) s'éloignera très-peu de cp (o), de sorte que l'intégrale
'^ ^(^^ dx
Jx (x — a)
{x — a) différera aussi peu qu'on le voudra de
'« dx
ou de
c'est-à-dire de
Cette quantité est finie ou infinie, suivant que a est pfe petit ou plus grand que 1. Pour a=rl, elle se présente sous une forme illusoire; mais on sait que, dans ce cas, l'intégrale est infinie.
Par conséquent, l'inlégrale / ydx, prise entre deux limites dont l'une,
a, fournit une valeur infinie pour y, reste finie ou devient infinie suivant que la limite du produit de y par a;— a est nulle ou ne Test pas.
Rectifications.
La formule de la distance de deux points
ne représente plus, lorsque ces points sont imaginaires, que le rayon du cercle imaginaire qui aurait pour centre l'un d'eux et qui passerait par l'autre; la distance vraie des deux points n'y a qu'un rapport trèsindirect. Il en est naturellement de même de la formule
sjdx^ + dy^
de la distance de deux points infiniment voisins. Par conséquent, l'intégrale
prise le long d'une conjuguée quelconque d'un lieu [x,y'\, représentera une grandeur que l'on pourrait définir, mais qui ne sera pas la longueur de l'arc de cette conjuguée compris entre les limites de l'intégration.
La même intégrale, qui sert à rectifier une courbe réelle, ujb donnerait donc pas les longueurs prises sur ses conjuguées.
Mais le long de l'enveloppe imaginaire des conjuguées -^ est réel et
représente le coefficient angulaire de la tangente à cette courbe.
dx \/ i -\- i-j-\ , abstraction faite du signe \j — 1 qu'on remplacerait par 1, représente donc l'élément de la courbe et ,
en représente un arc quelconque.
Si donc, pour avoir l'arc de la courbe réelle représentée par l'équation proposée, on a posé
de sorte que l'aire de la courbe [2, x] représente l'arc de la courbe [y, x], l'aire de la conjuguée à ordonnées réelles de la courbe [z,x] représentera proportionnellement l'arc de l'enveloppe imaginaire des conjuguées de la courbe proposée.
En d'autres termes, l'arc de l'enveloppe imaginaire des conjuguées est fourni par la même intégrale qui donne l'arc de l'enveloppe réelle, ou de la courbe proposée.
On verra dans le second volume une application intéressante de cette remarque à la théorie des fonctions elliptiques.
Gubature de la conjuguée dont les ordonnées z sont seules
imaginaires.
226. Les axes étant supposés rectangulaires, l'élément du volume droit compris entre le plan des xy et la surface que l'on veut cuber est
' zdx dy
ou
F {X, y) dx . dy,
si l'équation de la surface a donné
z = Y{x, y). Ce volume droit indéfini est représenté par l'intégrale
jdy JV {x,y)dx;
pour le limiter, on se donne habituellement la trace horizontale, fermée, du cylindre qui doit en former le contour. Si cette trace est représentée par une équation f{x, y) = 0 qui donne
le volume considéré est représenté par
(i) / dy F{x,y)dx,
^ y« -J tiv)— V'!/ (y)
y^, et yi étant les ordonnées maximum et minimum de la courbe f{x,y)=0.
Si la trace horizontale du cylindre est sinueuse et que son équation fournisse plus de deux valeurs de :c en y, le volume s'exprime par plusieurs intégrales doubles dont les limites par rapport à x sont les différentes valeurs de x en fonction de y, prises deux à deux en ordre con-
venable, et les limites par rapport à y, les ordonnées maximum et minimum des différentes branches de la courbe sinueuse.
Le cas qui se présente le plus fréquemment est celui où le cylindre, qui comprend le volume à cuber, projette sur le plan horizontal le contour apparent de la surface. Si ce contour est limité dans les deux sens des X et des y, on calcule, comme il vient d'être dit, le volume droit compris entre la surface entière et le plan horizontal.
Si le contour est illimité, par exemple, dans le sens des x positifs et limité dans le sens des x négatifs, on peut le terminer, dans le sens des x positifs, par une parallèle x= x^k l'axe des y; alors x = -/{y) étant la valeur de x tirée de l'équation du contour apparent, le volume est représenté par
(2) r^yp F{x,y)dx,
y^ et y^ étant les ordonnées limites de la base du cylindre sur la droite x=Xj, ou par plusieurs intégrales de même forme avec d'autres de la forme (1) si la base du cylindre comprend plusieurs branches du contour apparent, et que ce contour présente des points maximums et minimums par rapport à y.
Si le contour apparent est illimité dans les deux sens des x positifs et négatifs, on le termine par des parallèles à l'axe des y,x = XQetx==x\ qui rencontrent le contour apparent et forment avec lui un espace clos sur le plan des xy; alors, outre des intégrales de la forme (1) ou (2), l'expression du volume en comprend d'une troisième forme
(3) C^dyr¥(x,y)dx.
t/y„ Jx,
Si la surface n'a pas de contour apparent sur le plan horizontal, en ce sens que ses points projetés parallèlement à l'axe des z recouvrent tout le plan des xy, on peut former sur ce plan un contour rectangulaire au moyen de deux parallèles à l'axe desy, u.= Xo, x = x^, et de deux parallèles à l'axe des x,y^=yf^^y=.y^^ et le volurhe s'exprime par une intégrale de la forme (3).
Cela posé, la conjuguée à abscisses et ordonnées réelles se cubera exactement comme la surface réelle, car dx et dy étant réels et F (x, y) seul imaginaire, la partie réelle de l'intégrale
j dy j F {x, y) dx
représentera le volume terminé à la surface diamétrale, correspondant aux cordes parallèles à l'axe des -, de la partie considérée, et la partie imaginaire le volume compris entre la surface diamétrale et la conju^ guée.
227. Si l'on prenait dans le plan horizontal un contour fermé quelconque, partie placé au-dessous de la surface réelle, partie au-dessous de la surface imaginaire, l'intégrale, abstraction faite du signe
V — 1 qu'on remplacerait par 1, représenterait la somme des volumes cylindriques terminés à la surface réelle et à la surface imaginaire.
On peut trouver dans cette remarque le moyen desimpliuer quelquefois le procédé de calcul habituellement employé pour cuber la surface réelle. En effet, une intégrale de la forme
(3) rdyrY{x,y)dx
est généralement plus aisée à obtenir que celles des deux autres formes, parce que les limites x^ et x^ y sont constantes au lieu d'être des fonctions de y ; cette intégrale donne un volume à base rectangulaire et non pas terminé au contour apparent de la surface, ce qui est habituellement ce dont on a besoin.
Mais si ce contour rectangulaire dépasse le contour apparent de la surface réelle, l'intégrale représentera sous forme réelle le volume cylindrique compris entre la surface réelle et le plan horizontal, volume qui aura pour base toutou portion du contour apparent, plus le volume de la surface diamétrale compris dans l'intérieur d'un cylindre limité au contour apparent de la surface réelle et au contour rectangulaire, et sous forme imaginaire, le volume compris dans ce même cylindre entre la surface diamétrale et la surface imaginaire.
Or, si la surface diamétrale est précisément le plan des xy, son volume sera nul, et l'intégrale ne se composera plus que de deux parties, l'une réelle qui sera ce que l'on Cherchait, et l'autre imaginaire qui se séparera aisément.
Si la surface diamétrale était quelconque, il faudrait la cuber à part, et cela ramènerait en général la difOcuUé qu'on voulait éviter; cependant, quand il s'agira de trouver le volume compris entre les deux nappes de la surface réelle, que sépare le plan diamétral qu'elle a en commun avec saxonjuguée, ce volume devant s'obtenir par une soustraction où le volume de la surface diamétrale disparaîtrait comme partie commune, rien ne s'opposera plus à la réussite de l'artifice que nous signalons.
Pour calculer le volume compris entre le plan des xy et une conjuguée quelconque, on pourrait rendre d'abord ses abscisses et ses ordonnées réelles, en changeant la direction de Taxe des z; mais nous allons voir qu'il est représenté par la même intégrale double qui donne le volume de la surface réelle, à la différence près toutefois d'une intégrale simple qui formera une partie complémentaire analogue à celle qu'introduit la recherche de l'aire d'une conjuguée quelconque d'une courbe plane.
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Cubature (Tune quelconque des conjuguées dont les ordonnées i et x seules sont imaginaires.
228. Les ordonnées r et x de la conjuguée considérée étant seules imaginaires, pour rendre réelles ses abscisses, il suffirait d'incliner convenablement l'axe des z dans le plan des zx; en d'autres termes, les cordes réelles de la conjuguée seront parallèles au plan des zx.
Gela posé, la question peut, sans inconvénient, être réduite à déterminer le volume compris entre la conjuguée considérée, un cylindre parallèle à ses cordes réelles et le plan des xy : si l'on voulait ensuite donner aux génératrices du cylindre une autre direction, sans changer la courbe suivant laquelle il devrait couper la conjuguée, la correction à faire se réduirait à l'introduction de l'intégrale simple qui exprimerait la différence des volumes des deux cylindres.
La question ainsi posée n'exige aucune invention nouvelle ; chaque plan parallèle aux xz donne dans le cylindre considéré une section trapézoïdale dont l'aire, les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, est exprimée, comme on l'a vu au n° 222, par
-j ' " F {^, y) dx,
[xq^Zq], [x,, :,] étant les deux points où le plan parallèle aux xz, dont il s'agit, coupe l'intersection de la conjuguée et du cylindre, et l'intégrale étant prise comme si y était constant.
Le volume compris dans le cylindre entre deux plans parallèles aux xz, infiniment voisins, est donc
et le volume cherché, si y^^y^ eL y=yi sont les deux plans limites qui comprennent le cylindre, est représenté par
expression qui ne diffère que par une intégrale simple de la formule du volume indéfini de la surface réelle.
Dans cette expression, la partie réelle représente le volume compris dans le cylindre considéré entre le plan des xy et le diamètre qui partage en parties égales les cordes réelles de la conjuguée, et la partie imaginaire, le volume compris dans le même cylindre entre la conjuguée et son diamètre.
Si le cylindre est circonscrit à la surface réelle, l'intégrale simple
représente le volume compris entre ce cylindre et un autre qui, coupant la surface réelle suivant la même courbe, aurait ses génératrices parallèles aux z; en supprimant donc cette intégrale simple, l'intégrale double qui reste
dy j F {x, y) dx
représente le volume de la conjuguée compris dans un cylindre parallèle aux z.
Cubatnrc d'une conjuyuée quelcoïKjiœ.
229. C et G' étant les deux caractéristiques de la conjuguée considérée, ses cordes réelles seront parallèles à la droite
pour trouver l'expression du volume compris entre une portion de cette surface, un cylindre parallèle à ses cordes réelles et le plan des xy, nous raisonnerons comme en géométrie plane.
S'il s'agissait de la surface réelle, et que la rapportant successivement aux axes primitifs {x, y,z) et à de nouveaux axes {x, y, z') dont le dernier fût parallèle à la droite anciennement représentée par les équa-
tions x= -z, y=-z, on formât les deux intégrales
j dy j zdx et sin (Y, Z'X) C dy Um. Z'X fz'dA
en prenant pour limites les coordonnées, dans l'ancien et le nouveau système, des points d'une même courbe tracée sur la surface : ces deux intégrales différeraient entre elles de l'intégrale simple qui exprimerait la différence des volumes des deux cylindres parallèles l'un aux z, l'autre aux z', terminés d'une part à la courbe choisie et de l'autre au plan des xy.
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Cette intégrale simple, en désignant par u une ordonnée perpendiculaire à la fois aux z et aux z, est
sinZZ' f , ,
qu'on peut exprimer en fonction de z, x et y de la manière suivante :
D'abord -'= — - — ,, ce qui réduit l'intégrale considérée à cos ZZ
tang ZZ'
y^f.'du.:
en outre des plans parallèles aux z' et aux s, puisque les z sont parallèles
à la droite x=-z, // = — z, ont pour équation générale
C'y — Cx = k, la distance u d'un point x, y, z à l'un de ces'plans est donc
C'y — Cx — k
par conséquent
C'dy
— Cdx
cos
ZZ
d'un autre côté
et par suite
taug ZZ' = VC* 4- C-,
La substitution donne pour la partie complémentaire cherchée ^-jz^(cdy-Cdx),
expression dans laquelle x, y, z sont les coordonnées des points de la courbe qui limite la portion de volume qu'on voulait calculer, de sorte que dx et dy peuvent y être exprimés en fonction de :; et de dz au moyen de l'équation de la surface et de la condition qu'on y a adjointe pour définir la courbe en question.
En résumé donc, s'il s'agissait de la surface réelle, on aurait identiquement
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sin (Y, Z'X) sin (Z'X) Cdy' fz'ch' = f dy C zdx — 1 fz'{C'dy — Cdx),
xy:^, x'y'z' désignant dans les deux intégrales doubles les coordonnées anciennes et nouvelles des points correspondants de la surface, tandis que dans l'intégrale simple' a?, y, z seraient les coordonnées des points de la courbe tracée sur la surface pour limiter la portion à laquelle correspondraient les deux volumes considérés.
Or cette identité, absolue de sa nature, convient aussi bien à des valeurs imaginaires des coordonnées qu'à des valeurs réelles ; si donc,
étant toujours l'équation de la surface réelle,
est l'équalion du cylindre réel qui doit, dans la conjuguée dont les ca-
ractéristiques sont - et —, intercepter le volume considéré, et que les
équations
z = F{x,y) et .r — -z = f (y — - zj donnent
le volume cherché, représenté par l'intégrale
sin (Y, Z'X) sin Z'X Cdy' fz'dx'
où les limites, qu'il est inutile d'indiquer, auraient été prises convenablement, sera aussi représenté par
1 dy F {x, y) dx
- 5 f' ! F [cp (//) ± '^ {!/), y] 1 ' [C - C cp' (y) + G ^' (y)] dy,
dans laquelle les constantes y^ et ?/j seraient les ordonnées maximum et minimum de la courbe qui limite, sur la conjuguée, la portioa de la surface à laquelle correspond le volume cherché.
Quadratures des surfaces.
S550. L'intégrale qui donne l'aire d'une surface /" (x, ?/, v) = 0 est
JJdxdyy/TTVTf
j) el q désignant les dérivées partielles de z par rapport à x et par rapport à y.
Cette formule ne pourrait pas être utilisée à la quadrature des conjuguées; elle ne pourrait même généralement pas l'être à la quadrature de l'enveloppe imaginaire, quoique p ei q fussent réels le long de cette
enveloppe et que ■== représentât bien le cosinus de l'angle du
plan tangent à cette enveloppe avec le plan des xy, parce que dx . dy ne représenterait généralement pas la projection sur le plan des xy de 1 élément de l'enveloppe.
Toutefois la formule redeviendrait applicable si les coordonnées x et y de Tenveloppe étaient imaginaires sans parties réelles, comme cela arrive pour les enveloppes imaginaires des conjuguées des surfaces du second ordre, rapportées à leurs centres.
DES ANGLES IMAGINAIRES AU CENTRE DU CERCLE RÉEL ET DES TRIANGLES IMAGINAIRES DÉFINIS PAR DES DONNÉES RÉELLES
Construction d'un angle imaginaire sans partie réelle ^ dont on donne les lignes trigonométriques.
L'intégrale
J' dx \a^ — x''
représente l'aire du demi-segment intercepté dans le cercle y^ -f- x^ =a^ par les ordonnées menées à des distances x^ et x du centre ; la même aire est aussi représentée par
X \a' — a-fl
- a^ arc cos — — arc cos - ) 4- - va
de sorte que
1 dxsla^ — x-^=-é (arc cos— — arc cos- ) + -\ja^ — x^ ^\[c^—xl.
Jx, 2 \ a a) "1 2
Si l'aire miesurée est limitée à droite par la tangente x^^a, l'égalité précédente devient
\ dx V « — x^ = — arc cos — — -^ \a} — xi
ou bien
I dx \a? — x^ = — — arc cos — }- - v« — ^7% Si X devient plus grand que a, cette égalité peut s'écrire
J — \ i dx Jx- — a^ = — -" arc cos — [-•- yj — 1 y/x^ — a^
^ Jn 2 « 2
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OU bien
' dx six'- — n- — — ^- arc cos - -|- - y x' — o,-, „ ^ a 2
Mais l dx\/x- — a* représente l'aire du demi-segment intercepté dans
l'hyperbole équilatère 1/ — x^ = — a^, entre le sommet de cette courbe et l'ordonnée menée à la distance x du centre : l'aire de ce segment est donc
— -- — arc cos — \- ^\-^' — « ^ 2 a z
d'un autre côté, l'aire du triangle compris entre l'axe des x, l'ordonnée de l'hyperbole menée à la distance x de l'origine et le rayon mené du centre au point [x, y] de la courbe est
par conséquent le secteur hyperbolique, compris entre les rayons dirigés au sommet et au point [x,y], étant la dill'érence du triangle et du segment, son aire sera
arc cos - .
En désignant donc par 'S^ le rapport de l'aire de ce secteur à celle du carré construit sur le rayon a comme diagonale, on pourra écrire
ou
arc cos - = — ^,
• arc cos - = 0 \a '
Ainsi la valeur absolue de l'angle imaginaire, sans partie réelle, dont
le cosmus est une quantité réelle -, plus grande que 1, est le rapport
a* à— ou au carre construit sur a comme diagonale, du secteur intercepté
dans l'hyperbole équilatère y^ — a^ = — a*, entre l'axe transverse, la courbe et le rayon mené au point dont l'abscisse est x. Lorsque a et x varieront proportionnellement, le rapport des aires
du secteur hyperbolique et du carré -restera constant , en sorte que
23i CHAPITRE XVil.
l'angle imaginaire t]; v — 1 ne variera pas ; d'ailleurs, :r et y se trouvant multipliés par un même nombre, l'angle réel formé, avec, l'axe transverse, par le rayon de l'hyperbole, mené au point [j^, y], conservera aussi la même ouverture. L'angle réel et l'angle imaginaire dépendant donc l'un de l'autre, ils pourront être figurés l'un par l'autre.
252. Pour résumer ce qui précède, et le compléter de manière à définir à la fois les six lignes trigonométriques d'un angle formé d'une seule partie réelle ou imaginaire, c'est-à-dire ayant l'une ou l'autre .des
formes ç ou <]/ y — U nous dirons :
Si dans l'équation y^-\-x^ = l on donne à x une valeur réelle quelconque et qu'on prenne la valeur correspondante dey, réelle ou imaginaire, X et y seront le cosinus et le sinus de l'angle réel, ou imaginaire sans partie réelle, dont la valeur absolue serait le double de la mesure du secteur circulaire ou hyperbolique intercepté entre l'axe des x et le
rayon mené au point [x, y] ; - sera la tangente de cet angle, - en sera la
cotangente, - la sécante et - la cosécante. "= X y
Le cosinus et la sécante d'un angle imaginaire sans partie réelle seront réels; le sinus, la tangente, la cotangente et la cosécante seront imaginaires, mais n'auront pas de parties réelles [*],
Construction d'un angle en partie réel^ en partie imaginaire^ dont les lignes trigonométriques sont données.
255. Si dans l'équation y^--\-x'^=\ on attribue à x une valeur imaginaire a -|- ^ V — 1> et qu'on tire la valeur correspondante de y,
a' _[_ ^ C V— ' ) * + P V — 1 et a' -f- 1^ G \l — 1 seront Je cosinus et le sinus
d'un angle en partie réel, en partie imaginaire, cp + ^ V — ^ '• les deux parties 9 et <|^ de cet angle s'obtiendront aisément par la règle suivante. Le point {x, y] appartenant à la conjuguée C du cercle, si l'on joint le centre à ce point, au point où la conjuguée C touche la courbe réelle, enfin à l'origine de tous les angles, c'est-à-dire à l'extrémité droite du diamètre du cercle couché sur l'axe des x, les trois rayons ainsi menés intercepteront un secteur circulaire et un secteur hyperbolique : © sera
[*] Tous les faits que nous venons de rapporter étaient connus depuis la fin du dernier siècle. Mais la découverte en était restée stérile jusqu'ici, parce qu'elle avait été entièrement fortuite.
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le double de la mesure du secteur circulaire et J/ le double de la mesure du secteur hyperbolique.
En effet, si l'on fait tourner les axes de l'angle dont la tangente
est — — de manière à amener 1 axe des x en coïncidence avec le rayon
mené au point Ae contact de la circonférence et de la branche de la conjuguée C, sur laquelle se trouve le point [x, y], la nouvelle abs-. cisse x' du même point [x, y] sera réelle et son ordonnée y' imaginaire sans partie réelle; l'angle du rayon mené au point [x\ y] avec le nouvel axe des x sera donc imaginaire sans partie réelle; d'un autre côté, sa valeur algébrique sera
r + t v' — ^ — arc tang
l'angle 9 ne différait donc pas de arc tang | — - j, c'est-à-dire que sa mesure était bien le double de la mesure du secteur circulaire.
Quanta (|^\/— 1, sa tangente— , étant aussi celle du double du secteur hyperbolique, le double de ce secteur et l'angle J/ ne feront donc qu'un.
On pourrait donner de ce théorème la démonstration suivante qui, sans rien ajouter à l'évidence des faits, présente cependant une analogie assez remarquable avec la démonstration la plus usuelle des théo- ^ ' rèmes relatifs à l'addition des arcs I , réels, pour mériter d'être consignée, i '
Soient M {fig. 8) un point quelconque d'une conjuguée TNT' du cercle OA, dont le rayon sera pris pour unité, N le point de contact des deux courbes, o le double de l'aire du secteur circulaire AON , •| le double de l'aire du secteur hyperbolique NOM, enfin x ei y les coordonnées imaginaires du point M : on sait que les parties réelles de a: et de y seront les coordonnées du milieu Q de la corde réelle de la conjuguée, menée par le point M, c'est-à-dire OS et SQ, et que leurs parties imaginaires seront les différences des coordonnées des points Q et M, c'est-à-dire — QI et IM, de sorte que
X = OS — 01 V
Fig. 8.
et
;y = SQ-f IM v^— 1.
Cela posé, comme
NP=rsinçp, OP=cos(}», MQ y/^ = sm<f v^^,
enfin
OQ = cos>{/ yj—i,
les triangles semblables OQS et ONP d'une part, OQS et MQI de l'autre donneront
^o /. \ ..T sin co sin (4' v/ — 0
OS = coscp cos (^ V— -l), QI = '■ ==2=r^^ -,
ne • /i / — 7\ Ti»»' coscpsinUy' — 0 QS = sm© cos [<\> y' — Ij. IM = ^ -^^-^ i,
d'où
:f ~ cos çp cos (<^ \/— l) -^ sin cp sin (<\> \J— i) — cos [<s^ -\- ^ \/— l) et
y = sin <p cos [^ \l — l) -f cos <p sin ('|/ y/ — l) = sin (tf + 'I' V — v-
La règle à suivre pour construire l'angle imaginaire dont on donne le sinus ou le cosinus, ou toute autre ligne trigonométrique, se déduit immédiatement de ce qu'on vient de voir.
La droite qui va du centre au point dont les coordonnées sont les parties réelles du sinus et du cosinus donnés, fait avec le diamètre origine un angle égal à la partie réelle de l'angle cherché, et le point de rencontre de cette droite avec la circonférence est le sommet de l'arc d'hyperbole qui doit servir de base au secteur dont l'aire doublée sera la partie imaginaire de l'angle cherché ; enfin les parties imaginaires du sinus et du cosinus donnés, ajoutées aux parties réelles des mêmes lignes, fourniront les coordonnées de la seconde extrémité de l'arc hyperbolique en question.
La partie imaginaire ^ y/ — 1 de l'angle ? + 'l' v' — 1 ^^ compte comme la partie réelle de droite à gauche ou de gauche à droite, selon qu'elle
est positive ou négative. De sorte que les deux angles ^-\-'^ y/ — 1 et
cp — ij; y/ — 1 sont les inclinaisons, sur l'axe des x^ des rayons menés aux extrémités d'une même corde réelle de la conjuguée dont l'axe transverse fait avec l'axe des x l'angle réel ç, ou dont la caractéris-
tique est — — ^- . .
tang (f
A.NGLES LMAGLNAIRES AL CENTRE DU CERCLE RÉEL. 237
On retrouve aisément sur la figure les formules analytiques des angles qui correspondent à une ligne trigonométrique donnée. Ainsi à un sinus y correspondent, en vertu de l'équation y- -\- x-=\.y deux cosinus X égaux et de signes contraires; or la partie réelle de x changeant de signe, l'angle ^, d'après la règle énoncée, se change en r. — ©; d'un autre côté, la partie imaginaire de x changeant de signe
en même temps que la partie réelle, 4 V — ^ se trouve changé en — .J; y' — ^ , de sorte que l'angle devient
OH
^ _ (^ + .^ ^/ZT).
Ainsi tous les angles qui répondent à un même sinus sont donnés par les formules
et
Le mode de représentation que nous proposons pour les angles imaginaires est donc aussi fidèle que propre à faire image. La formule
cos^ VI V— 1) = V f-
sVi' s— ij
cos • ' ■' " ' « ■ — - '
fournit une construction simple de la bissectrice du secteur hyperbolique. De même la formule qui donne cos (m -^ y — 1) en fonction de cos ('j' V — 0 pourrait être employée à la répétition d'un secteur hyperbolique. Mais il est important d'observer que, bien que dans l'addition des angles imaginaires les secteurs imaginaires se comptent les uns à la suite des autres, cependant le secteur hyperbolique propre à figurer un
angle imaginaire -J/ V — 1? considéré isolément, ne peut jamais être compté à partir d'un rayon incliné sur l'axe transverse de l'hyperbole à laquelle ce secteur doit appartenir; l'origine de l'arc d'hyperbole qui correspond à un angle imaginaire isolé est toujours l'un des somnlets de cette hyperbole.
La tangente d'un angle imaginaire sans partie réelle ne peut
croître que de — y — ^ à -f- y — 1> lorsque l'angle lui-même croît de
— X y — 1 à -j- X y — 1, L'inclinaison réelle qui correspond à un
angle imaginaire ± 00 y^ — 1 n'est que de ± - ou ± 45°.
L'inclinaison réelle |jl correspondant à un angle imaginaire <^yj — 1 serait fournie par l'équation
tang (<]> \J— l) = V— 1 tang [x, qui donne
d'où l'on tirerait facilement y. en fonction de ^.
Mais le but que nous nous proposons est de faire intervenir directement l'angle imaginaire dans la solution de toutes les questions qui en exigent l'emploi, sans retourner jamais à l'angle réel correspondant.
Des tricmgles imagmaires en général.
254. La manière la plus convenable, parce qu'elle est la plus générale, de définir un triangle quelconque, réel ou imaginaire, est de donner les coordonnées de ses trois sommets.
\_x\y'\ [x",y"], [x"',y"'] désignant les coordonnées des trois sommets, d'un triangle rapporté à des axes quelconques, faisant entre eux un angle ô, les mesures des côtés de ce triangle seront pour nous, par définition,
V'(^' _ a;"y- + {y' - ff -f 2 [x - x") {y' - y") cos ô,
■ ^(^.' _ ajj -!_ (y _ y'y + 2 (x' - X") {y' - y'") cos 6 et
sl{x" - x"J + (/ - y"J + 2 {x" - x'") {f - y'") cos 6 ;
les angles de ce triangle pourront être fournis, par exemple, par les formules
a^ = b^ -\- c^ — ^bc cos A,
h- = a} -\- c- — 2ac cos B,
c- = a"- -\- b'^ — 2ab cos C,
qu'on pourrait remplacer, en tout ou en partie, et à volonté, par
abc sin A sin B sin C '
ou toutes autres formules qui s'en déduiraient.
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La surface sera
\lp{p — a){p — b){p — c);
et de môme, tous autres éléments constitutifs du triangle, tels que hauteurs, bissectrices, médianes, etc., seront fournis par les mêmes équations qui les donneraient dans un triangle réel.
La question ne consistera donc pas dans la détermination des éléments inconnus d'un triangle suffisamment défini, ou dans la résolution analytique de ce triangle, puisqu'elle se bornerait dès lors à la répétition de calculs déjà faits dans l'hypothèse de triangles réels: elle sera de donner à chacune des équations qui devraient entrer dans le calcul un sens précis et intelligible, qui fournisse l'expression de la condition graphique, correspondante, à laquelle devraient satisfaire les inconnues; de manière qu'il suffise ensuite de rapprocher les trois conditions propres à chaque groupe de données pour en déduire la règle à suivre dans la construction effective du triangle inconnu.
25o. Mais la question même supposant la démonstration préalable de ridentiXé permanente du triangle et de ses éléments, nous devons d'abord établir cette identité. .
Or, en premier lieu, si les a.xes viennent à changer d'une manière quelconque, les coordonnées nouvelles des trois sommets du triangle, tirées des formules vulgaires de transformation, fourniront toujours, on le sait, les trois mêmes points du plan-; ce qui suffit pour établir l'identité graphique du triangle imaginaire, aussi bien que réel.
D'un autre côlé, aucune transformation de coordonnées ne pourra jamais altérer les expressions algébriques ni des côtés, ni des angles, ni de la surface, ni de tous autres éléments du triangle, quelles que soient les données qui le déterminent.
Parce que d'abord l'identité de la chose, qui va de soi quand cette chose est réelle, entraîne nécessairement l'identité analytique de la formule qui la représente, dans un mode quelconque ; et qu'il suffit d'ailleurs de savoir que cette identité analytique subsiste pour toutes les valeurs réelles des variables contenues dans la formule, pour pouvoir affirmer qu'elle ne serait pas troublée par l'attribution à ces variables de valeurs imaginaires.
Il résulte de ce qui vient d'être dit que, quel que soit le triangle que nous ayons à étudier, nous pourrons toujours choisir les axes à volonté, sans risquer d'altérer la question en quoi que ce soit.
256. Gomme nous l'avons dit précédemment, la définition des éléments inconnus d'un triangle imaginaire se trouve dans les formules mêmes qui doivent fournir ces éléments el qui les donneraient dans le cas analogue d'un triangle réel ; il est donc bien entendu que ce sera toujours de ces formules qu'il faudra se servir pour résoudre le triangle
proposé, mais l'usage à en faire doit être réglé par une restriction indispensable.
La plupart des formules de trigonométrie rectiligne attribuent en effet le double signe ± à toutes les inconnues qu'on en veut tirer. L'espèce d'ambiguïté qui en résulte ne présente aucun inconvénient lorsque le triangle doit être réel ; mais elle subsisterait d'une manière fâcheuse dans le cas d'un triangle imaginaire, si l'on ne prenait soin de définir plus exactement cette figure.
De quelques formules qu'on se soit servi pour résoudre un triangle, il conviendra toujours de soumettre les résultats à la condition de vérifier les formules
sin A sin B sin C
abc A -f- B +C = Tr.
Si l'indétermination n'est pas alors complètement levée, elle n'affectera pas du moins chacun des éléments en particulier : elle portera sur tout le triangle.
En effet, si d'abord on donne deux angles et un côté, dans ce cas la condition A -|- B -|- ^ = '^ déterminera le troisième angle sans ambiguïté ; dès lors les numérateurs des rapports
sin A sin B sin G
, —}— et
au c
étant connus ainsi que l'un des trois dénominateurs, les deux autres seront absolument déterminés.
Si l'on donne deux côtés et l'angle compris, on connaîtra la somme des deux autres angles, et, à la vérité, on pourra partager cette somme d'une infinité de manières en parties dont les sinus soient proportionnels aux deux côtés donnés, mais ce ne pourra être qu'en ajoutant un multiple quelconque de tt à l'un des angles inconnus et retranchant le même multiple à l'autre. Quant au troisième côté, il changera de signe ou repre'ndra son signe primitif, selon que l'on aura ajouté à l'un des angles inconnus et retranché à l'autre un multiple impair ou pair de tt.
Si l'on donne deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, les deux termes d'un même rapport étant déterminés, ainsi que le dénominateur d'un second rapport, le numérateur de ce second rapport sera complètement déterminé, mais les deux angles inconnus pourront encore être l'un augmenté, l'autre diminué d'un même multiple de tt : par suite le troisième côté pourra changer de signes
Enfin si Ton donne les trois côtés, pour que les égalités
sin A sin B
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restassent satisfaites, on ne pourrait qu'augmenter l'un des trois angles d'un multiple de 2-, en diminuant les deux autres d'autres multiples de 2-, qui formassent la même somme.
257. Les observations que nous venons de présenter conviennent à toutes les hypothèses ; mais nous nous bornerons ici à étudier le cas où les triangles en question, bien qu'imaginaires, seraient définis par des données réelles.
238. Les deux premiers cas, où l'on donne soit un côté et les deux angles adjacents, soit deux côtés et l'angle compris, ne pouvant alors fournir de valeurs imaginaires pour les autres éléments du triangle, nous n'aurons pas pour le moment à nous en occuper.
Dans le troisième cas, où l'on donne deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, le triangle peut être imaginaire.
Soient CAD {fig. 9) l'angle donné, AC = b celui des côtés donnés qui doit être adjacent à l'angle A, CD la perpendiculaire abaissée de C sur AB, enfin CE = a celui des côtés donnés qui doit être opposé à l'angle A.
Le côté CE, qui doit être opposé à l'angle A, étant moindre que la perpendiculaire CD, le triangle sera impossible.
Les formules
♦ a^ = b' -\- c^ — 2bc cos A
et
sin G sin A
donnent
c= b cos A zt: v «' — ^" sin- A
et
sin c ==- sin A cos A ± sin A 1/1 r
y yy/
"xS
sin- A
Vig. 9.
sin C étant composé d'une partie réelle
et d'une partie imaginaire , il en sera
de même de G. Nous commencerons par déterminer la partie réelle
de G. Pour cela, nous retrancherons de cet angle un angle réel q tel,
que sin (G — o) n'ait plus de partie rçelle :
sin (G — o) = sin C cos <p — cos G sin cp ; pour abréger le calcul, nous tirerons cos C de la formule
cos G =
a^-\-b^- 2ab
qui, en y remplaçant c par sa valeur, donne
cos
C = — sin^ AzpcosAV/l sin^ A.
a y cr
En substituant les valeurs de sin G et de cos G, on trouve
sin (G — 9) = - sin A cos A cos cp sin^ A sin «p
± y/ — 1 (sin A cos 9 -[- cos A sin cp) \ / — sin^ A — 1 ;
la condition qui détermine <f est donc
- sin A (cos A cos 9 — sin A sin cp) = 0,
qui donne
Ainsi la partie réelle de G e st- — A ; quant à la partie imaginaire
<l V — 1, elle est donnée par l'équation
sm
^ V/_1 = sin(C— cp) = ± V— 1 W-sin^A— i
L'interprétation de ces résultats est facile- à former : La circonférence décrite du point G comme centre, avec a pour rayon, ne coupant plus la droite AB, elle a été suppléée par celle des hyperboles équilatères, de même centre et de même rayon, qui pouvait, comme la circonférence, couper AB en deux points symétriquement placés par rapport à D, c'est-fi-dire par l'hyperbole ayant son sommet en E ; de telle sorte que cette hyperbole coupant AB en B et B', le troisième sommet du
triangle est B ou B', le troisième côté c est AD ±: DB \J — i , l'angle G est
/^^ . ^ secteur GEB / — - AGD ±: 2 \/—i,
• et enfin l'angle B est
<C^ ^ secteur GEB / — -
t: — AGD =p 2 V— 1-
En effet, si nous prenons pour axe des x la droite CD et pour axe des
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y une perpendiculaire à CD, au point G, l'équation de l'hyperbole dont il s'agit sera
y^ — x^ = — a*, d'un autre côté, l'équation de AB sera
X = b sin A,
BD sera donc égal à v^^^sin* A — a^; ainsi, puisque
c = 6 cos A ± sja^ — h^ sin* A,
sa valeur est bien AD ± BD y — 1 ; quant à l'angle C, nous avons déjà vu qu'il a pour partie réelle ACD, et que le sinus de sa partie imagi-
DB / — - . DB
naire est ± 1/ 1 :Sin*A, ou — v — * • Daais — y — \ est aussi le
secteur CEB / — - ,
sinus de 2 ^ y — 1 ; par conséquent
<C> , ^ secteur CEB / — - G = ACD i 2 ; V— 1-
La surface du triangle considéré, donnée par la formule
bc . .
— sin A,
est évidemment
ACD ± DGB V— ï.
En sorte que si, dans l'expression analytique de cette surface, on
remplace V — 1 par 1, il reste l'expression de la surface du même triangle supposé réel.
259. Supposons maintenant qu'on donne les trois côtés d'un triangle et que l'un d'eux se trouve plus grand que la somme des autres
Soient {fig. 10) BG = o, BD = c, CE = è. Les deux circonférences décrites des points B et G comme centres avec c et ô pour rayons ne se coupant plus, seront suppléées par celles de leurs conjuguées hyperboliques qui peuvent se couper en deux points symétriquement placés par rapport à BG.
En effet, les formules donnent
ii44
et
cosB
cosC
lac
BD LL
à-dire les cosinus des angles
secteur BDA ,
2 li V-i
secteur GEA 6^
En effet, si l'on prend BG pour axe des X et pour axe des y la perpendiculaire à BC élevée au point B, les équations des deux hyperboles seront
et
y^ — {x — af = — è^, en sorte que l'abscisse du point de rencontre, ou BF, sera
BF et que, par suite, •— ■ sera
DU
'±ac
d'un autre côté,
GF = a —
et ainsi
GF a^-\-b' — e
GE
Le triangle imaginaire cherché est donc bien BAC ; les angles B et G sont
secteur BDA
/ secteur GEA /
s/— 1 et 2 \l—\,
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et l'angle A = - — B — C.
Quant à l'expression analytique de la surface de ce triangle, elle est
ac sin B
ou
ac AF V — 1 ¥ ~c
ou
^AP.v'-l,
et si l'on y remplace V* — 1 P^r *> ^lle donne la surface du même triangle supposé réel.
Si l'on avait pris pour base des constructions l'un des petits côtés, b par exemple, l'interprétation des résultats du calcul se serait faite de la même manière.
Si {fig. 11), AC = 6, CD ^ a, AE = c, les deux circonférences dé-
fi-^. 11.
crites des points A et C comme centres avec e et a pour rayons seront suppléées par les hyperboles équilatères BEB', BDB' et le troisième sommet du triangle sera en B ou en B'.
Insuffisance du cercle réel.
Les droites représentées par l'équation
Q TflQ
partent toutes du point x ■= — -, y=p i,et sont respectivement
parallèles à celles de mêmes caractéristiques que représente l'équation
y =z\jn-\-n Y — l) X.
Si l'on cherche l'angle ? -j- 'i' ^— 1 dont la tangente serait m-\-n sj— i , on trouve
m tang^ ç — (m^ -f- n^ — 1 ) tang ç — m = 0 et
n v^ tang^ (<]^ \/— l) -f (m^ -\- n^ + 1) tang (<]> y/^) — n sj^ = 0 ;
les deux valeurs de tang ç sont réciproques et de signes contraires,
ainsi que celles de tang [^ \J — l) ; il en résulte que les valeurs de cp sont renfermées dans les formules
A-i: + (p et ^7C + - -f cp,
et celles de '^ \ — 1 dans les formules
k-K -{- 'S^ \/— \ et ^Tî-f-^-f--]/ y/— 1- D'un autre côté, comme l'équation
tang («p }- «I' y— ï) ^m -\- n \/ — 1
n*admet que les solutions renfermées dans la formule ki: -\-<f-\-<^ yj — 1 , il en résulte que si k-K -{-oeik-r.-\-^ \l — l sont des valeurs conjointes des
angles inconnus, les autres seront A-- -[--■' + ç et A:: + - -|- •} y — 1.
Ainsi, bien que l'équation
représente une infiiîité de droites, la recherche des angles que ces droites font avec l'axe des x, instituée comme elle vient de l'être, ne fournirait que les angles
A-:: -I- ? + ^ y/rr,
auxquels il ne correspondrait, dans le cercle réel, conformément à ce qui a été dit dans le chapitre précédent, que deux directions opposées, qui, par conséquent, ne se rapporteraient qu'à une seule droite. Cette droite du faisceau
y=(rn-\-n s^-i) x,
dont l'angle avec l'axe des x se trouve défini dans l'équation
tang (<p -f- ^ V — l) = ""^ + ^* V — 1 >
peut être aisément distinguée des autres : c'est l'une des asymptotes communes aux deux hyperboles conjuguées de l'ellipse nulle
{y — mxY + nV = 0,
qui ont les mêmes axes de symétrie qu'elle. En effet, si l'on rapporte le lieu
y=[^m-\-n V— l) x = x tang [^-\-^ y/— l)
aux axes de l'ellipse
[y — mx)' -f- f^'x^ = 0,
d'une part, l'équation prendra la forme
et de l'autre l'angle o -|- J; \/— 4 n'aura dû être altéré que par la soustraction de l'angle réel dont on aura fait tourner l'axe des x.
On voit par là : 1° que l'angle © devait être l'inclinaison sur l'axe des x de l'un des deux axes de symétrie de l'ellipse
{y — mxf -f- n^x^ = 0, ce qui explique pourquoi l'on a trouvé pour ç les valeurs
^'TC -j- cp et ^''^ "f" Q 4" <f ;
2° que si l'on a pris pour nouvel axe des x le grand axe de l'ellipse
{y — mxf -|- rrx^ = 0,
n' étant alors moindre que 1, n'y/ — 1 pourra être la tangente d'un angle imaginaire sans partie réelle, qui dès lors ne différera pas de
Enfin comme l'angle réel (x qui correspond à un angle imaginaire <]) y — 1, sans partie réelle, est défini par l'équation
tang (<^ \/— l) tang (X = — ^^= i,
la direction cherchée sera en définitive
y = — . X =nx,
c'est-à-dire qu'elle coïncidera avec celle de l'une des asymptotes de Thyperbole
construite sur les axes de l'ellipse
(y — mxy -f~ ^^-^^ = 0-
242 II convient toutefois de signaler ici une exception remarquable aux conclusions portées dans les deux numéros précédents. Si à l'ellipse
{y — mxy -j- nV = 0
on substituait le cercle
ce cercle ayant une infinité de systèmes d'axes de symétrie rectangulaires, la droite du faisceau
y = sj^ X,
à laquelle s'appliqueraient les résultats des calculs précédents, deviendrait indéterminée; ou plutôt, les conclusions précédentes convenant
également bien à toutes les droites du faisceau, Tangle ç.-f-'j' \— i, fourni par le calcul, devrait donner l'inclinaison, sur l'axe des x, d'une quelconque des droites du faisceau.
C'est en effet ce qui est : l'équation
tang (o "h «^^ V'— l) = '" + ^ s/ — ^ se décompose en
n \f—-i tang ç . tang [^ sj — l) -f- tang ç — ??i = 0 et
m tang © tang (■} \J—i) -\- tang {'^ \/ — l) — n y/ — 1=0, qui, si l'on y fait m-=Oetn = 1, donnent
tang (<|; V^) = V^^
et
tang<p = -,
ce qui s'accorde avec les prévisions énoncées : l'angle <]^ y/ — 1 est infini, il correspond à 45° réels et l'angle ç reste complètement indéterminé. L'angle ® + "]> y — 1 que -donne le calcul convient donc à l'inclinaison sur l'axe des x d'une quelconque des droites du faisceau.
Cette exception est remarquable en ce que la question qui nous occupe, de représenter les inclinaisons sur l'axe des x des droites qui composent un même faisceau, se trouve ainsi capable d'une solution complète, sans l'intervention d'aucun artifice nouveau, quand il s'agit d'un faisceau circulaire
y=sl—\x, tandis qu'elle ne pourra être résolue pour un faisceau elliptique
y=[m-\-nsl— l) X,
qu'en employant de nouveaux moyens.
Quoi qu'il en soit, l'angle que fait avec l'axe des x la droite du faisceau
y = si— 1 X,
dont la caractéristique est C, se trouve représenté par
cp-fxV— 1,
(p désignant l'angle dont la tangente est — -, ou l'angle que fait avec
l'axe des x le diamètre transverse de la conjuguée du cercle que rencontre la droite considérée.
On pourrait regarder le faisceau elliptique
comme la projection d'un faisceau circulaire,
y = y— 1 Xj
tracé dans un plan oblique au plan des coordonnées, et qui, le coupant suivant le grand axe de l'ellipse
{y — mx)^ -\- n^x^ = 0,
ferait avec lui un angle ayant pour cosinus le rapport du petit au grand axe de cette ellipse.
Cette manière de concevoir le faisceau elliptique suffirait à la représentation graphique; mais je ne pense pas qu'il soit possible d'en tirer la formule de l'angle d'une quelconque des droites qui le composent, avec l'axe des x.
244. Ce qui particularise l'angle imaginaire défini par l'équation
tang (<ï> + 4* V~^ i) = m-\- n y — 1, et en restreint l'appartenance à une seule droite du faisceau
y =z\rn -\- n y — l) x, c'est évidemment qu'il est pris dans le cercle réel
y'^-\-x^ = i', et, en effet, le faisceau
ne coupant le cercle
qu'en deux points diamétralement opposés, l'angle cp -f <]^ — 1 défini par l'équation
tang (<p + ']' sf^) = (rn-\-n \f^\),
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ne pouvait être que l'angle avec l'axe des x du diamètre qui passe par ces deux points.
C'est, au reste, ce que l'on vérifiera aisément en constatant que les points de rencontre dont il s'agit, appartiennent effectivement à la droite du faisceau à laquelle convient l'angle trouvé.
Si l'on suppose qu'on ait pris pour axe des x le grand axe de l'ellipse
(y — mx)- -\- n^x^ = 0,
l'équation de ce lieu sera devenue
y^ -}- n"-x^ = 0, où n'2 sera moindre que 1 ; l'équation du faisceau sera donc alors
y = n' \l—\. x; quant à l'équation du cercle réel, elle sera restée
fJ^x' = i;
mais d'ailleurs les points de rencontre du faisceau avec le cercle n'auront point changé.
Or les coordonnées actuelles de ces points seront
et
et représenteront le point
r — Il —
VI— n'* \\ — n''
qui appartient bien à la droite
y = rix
du faisceau, à laquelle se rapportait, comme on l'a vu.
l'angle
o -\- ji V — 1.
24o. Ce qu'on vient de dire montre clairement ce qu'il y a à faire pour comprendre indifféremment, dans le calcul, toutes les droites d'un même faisceau
la méthode devra évidemment consister à substituer au cercle réel
un cercle imaginaire
où r et r' puissent être déterminés de manière que les points d'intersection de ce cercle imaginaire et du faisceau
y =. \m -\- n V — l) Xy appartiennent à telle droite que l'on voudra du faisceau.
246. Cela posé, nous devons d'abord compléter la discussion du cercle imaginaire dans le cas où, ayant son centre réel, son équation serait de la forme
{x-af + {y-bf= [r^r' sl^)"
et pourrait, par conséquent, être réduite à
x" + y^ = [r -I- r' sj'^xf^
par un changement d'origine.
L'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu
f + x'=[r^r'sF^\)' est, comme on l'a déjà vu, le cercle
si
a? = a + ^ V— 1 et
sont les coordonnées d'un point de cette enveloppe, a, a, p et p' satisferont aux équations
«2 + a'^ = r\ ^^ 4- p = r"et
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Les deux points où la conjuguée C touchera l'enveloppe seront donc aux extrémités de son diamètre couché sur la droite y = Cx.
Toutes les conjuguées du lieu étant égales et superposables, puisque l'équation ne change pas lorsqu'on fait tourner les axes d'un angle quelconque autour de l'origine, il suffira de discuter, par exemple, celle qui a ses abscisses réelles.
Si l'on ne donne à x que des valeurs réelles, celle de y pourra s'écrire
y = }/)-^ — r- — X- -h ^rr' \'— i ,
+ -^ \f^ \/\{r' — r* — J^Y + Ai^r'*- — {r' — r' — x').
Les deux radicaux devant être affectés du même sigae ou de signes contraires, suivant que r et r' seront eux-mêmes de même signe ou de signes contraires.
La courbe est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées ; elle touche l'enveloppe aux extrémités de son diamètre dirigé suivant l'axe des y, puisque sa caractéristique est infinie; d'ailleurs, en faisant x=0, on trouve
Le faisceau des asymptotes de toutes les conjuguées étant représenté par l'équation
celles de la courbe qui nous occupe se confondent donc avec les bissectrices des angles des axes.
La figure de cette courbe changç considérablement lorsque change l'ordre de grandeur de ;** et de r'-. En effet, le rayon de courbure de la courbe au point où elle touche son enveloppe est
d'ailleurs les deux courbures sont de même sens ou de sens contraires^ suivant que r^ est plus grand ou plus petit que r'^.
Lors donc que r'* est plus grand que H, la courbe tournant sa convexité à l'enveloppe, s'éloigne peu de la figure de l'hyperbole équilatère qui toucherait l'enveloppe aux mêmes points ; toutefois elle embrasse cette hyperbole, car son rayon de courbure
est toujours plus grand que celui de l'hyperbole qui est
dz (r + /),
En effet, si r' est positif, comme il est plus grand en valeur absolue que r, les deux rayons de courbure sont
— ; et r' 4- r:
si, au contraire, r' est négatif, il faut prendre pour les deux rayons de courbure les formules
_^_ et -{r + r');
dans Tun et l'autre cas le premier est plus grand que le second.
Au contraire, lorsque r^ est plus grand que r% la courbe et l'enve- . loppe, au poiitt où elles se touchent, ont leurs courbures tournées du même côté. Au reste, le rayon de courbure de la conjuguée est toujours plus grand que celui de l'enveloppe, puisque ce dernier est encore ±(r-)-r').
On peut vérifier aisément de la manière suivante ces indications de la théorie. Pour savoir si la courbe coupe ou non ses deux tangentes y = ± (r -f- r'), posons
y = y r- — r'^ — x^ -\- '2rr' y — i = z -\- u s/ — 1,
les X des points de rencontre cherchés seront dès lors fournis par les équations
z^ — u^ = r- — r"^ — x"^, zu = rr' et
Or, les deux dernières donnent
z = r et ^^ = r',
ou bien d'où résultent ou bien
2 = r' et M = r, x^ = 0,
On voit donc que la courbe ne coupe sa tangente y = r-\-r' que lorsque r^ est plus grand que r'^.
On peut encore remarquer que le rayon de courbure de la courbe, au point où elle touche l'enveloppe, devient infini lorsque r = r'. Mais cette condition suppose r et r' de même signe, de sorte que r et r' variant d'une manière continue, si r* dépasse r'^ dans un sens ou dans l'autre, le sens de la courbure de la courbe au point où elle touche son enveloppe, change dans tous les cas, mais avec des circonstances différentes, suivant que r et r' sont alors de même signe ou de signes contraires. Dans le premier cas, le rayon de courbure devient infini au moment où la courbure change de sens, tandis qu'il reste fini à ce moment dans le cas contraire.
' Pour se rendre compte de cette singularité, il suffira d'observer que dans le dernier cas, l'enveloppe s'étant trouvée momentanément réduite à un point à l'origine des coordonnées, les branches supérieure et inférieure de la conjuguée se sont rapprochées jusqu'à se toucher en ce point, ensuite de quoi chacune d'elles continuant son mouvement, le point de contact de celle qui touchait l'enveloppe au-dessus de l'axe des x passe au-dessous, et réciproquement; de sorte qu'en réalité la courbure de chacune des branches reste tournée du même côté, comme cela devait être.
Lorsque r^ est plus grand que /^ la courbe affecte deux formes entièrement différentes, selon que ;• et r sont de même signe ou de signes contraires.* Dans le premier cas, les parties gauche et droite de la branche qui touche l'enveloppe au-dessus de l'axe des x, après être descendues au-dessous de la tangente menée à l'enveloppe au point de contact, remontent sans couper l'axe des x et prennent pour asym ptotes les parties supérieures des bissectrices des angles des axes, tandis que dans le cas contraire les mêmes parties coupent l'axe des x et ont pour asymptotes les parties inférieures des bissectrices des angles des axes.
On vérifie ces indications, que la condition de continuité impose suffisamment, en cherchant les points de rencontre de la courbe avec l'axe des x.
Si l'on pose, comme précédemment,
y = z-{-us'—i,
II- = 7- — r- — X
zu = rr ,
on obtiendra les x des points de rencontre de la courbe avec l'axe des x en joignant aux précédentes la condition
Mais 2 -}- M = 0 et SM = rr ne sont compatibles qu'autant que ;■ et r sont de signes contraires, et il en résulte alors
Dans le cas où r et r' sont de même signe, la courbe a, d'après ce qu'on vient de dire, deux tangentes horizontales outre les droites y = ±: (r -f- r'). Pour les trouver, il faut faire
d[z-\-u) _ dx ~ '
on a ainsi à résoudre les équations
ou bien
i — u'- =. r" — r ^ — Xzu = rr', dz du
dx dx
du dz ,
dx dx '
dz du dx dx '
dz , s ^
Si )■ et r' étaient de signes contraires, il en serait de même de z et u, de sorte que l'équation
dz ,
ne donnerait que
dz ^ „ ^ , , ,
— = 0, d ou x = 0, z = zt.r, u:=dzr ■
mais si r et ?'' sont de même signe, on peut satisfaire à l'équation
dz ,
en posant et il en résulte
= z = ± ^rr'.
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Il serait facile, d'après toutes ces indications, de construire la courbe dans chaque cas distinct.
On peut encore remarquer que, si r' était nul, la courbe se composerait de la circonférence du cercle
et de l'hyperbole équilatère
y* — or* = — r^,
et que si r était nul, elle se réduirait à l'hyperbole équilatère
Des angles au centre du cercle imaginaire.
Si X et y désignent les coordonnées d'un point du lieu
x^ = et y, =
satisferont à l'équation
et seront le cosinus et le sinus d'un angle défini analytiquement et géométriquement, 9 + l' V— 1 •
Nous avons regardé l'expression 9 + "f V — \ comme représentant l'inclinaison sur l'axe des x du rayon mené de l'origine au point [x^, y^]. Nous regarderons de même l'expression
(r + r \~if (? 4- ^ V— 1) = <I> + ^' V--Ï
comme représentant l'inclinaison sur Taxe des x du rayon mené de l'origine au point [jc, y].
Les valeurs conjointes de x et de y déterminent évidemment
O -|- V \j — \ à un multiple près de
et réciproquement.
248. L'anyle <l> -{- W y/ — I est déjà défini géométriquement, d'unr
manière indirecte, par sa relation avec l'angle (? + <]> v — ^ 5 ^^^^ ^°'^* allons voir qu'il comporte par rapport à la conjuguée du cercle
sur laquelle se trouve le point correspondant [x, y\ et, par rapport à l'enveloppe, une définition directe, analogue à celle que nous avons donnée dans le chapitre précédent de l'angle cp -|- 4" V — 1 tracé au centre du cercle réel.
Nous supposerons d'abord que le point [x^ y] appartienne à la conjuguée G= 0 du lieu, qui touche l'enveloppe aux extrémités du diamètre couché sur l'axe des x : les autres cas se ramèneront aisément à celui-là, puisque, pour effectuer le passage, il suffira de faire tourner les axes d'un angle réel, autour de l'origine.
Supposons que le point [x^ y] appartienne à la portion supérieure de la branche de droite de la conjuguée G =0; soient M ce point, P le pied de son ordonnée, A l'extrémité droite du diamètre horizontal et 0 le centre de l'enveloppe.
L'intégrale
dx ^{r + r' v/— \ f — xest
l(,.+,Vrï)T_^t/l_/_L=y_a,.ecos--i=].
2 lr-\-r'\J—l\ \r+rV— 1/ r-\-r'\/—U
si l'on prend pour limite inférieure l'abscisse du point A, c'est-à-dire r + ^' V — 1 , on a donc
__ dx >/(r -f r' \J— l)' — x^
2 [_r-|-rV-l V \r-\-r'\l-i) r+r'sf^i}
d'où
arc cos = cp -j- <]; \J — i
. _^____ çyXy \r-\-r'\l — l) — x^
et par conséquent
A.NGLES AL CENTRE DU CERCLE LMAGI.NÀIRE. 259
^"^Kf {r^r'sj^^Vf — x'' étant vée\.^ xKJ {r ^r sf^f —x" en y
remplaçant \j — 1 par 1 (tous calculs faits, bien entendu), représenterait l'aire du triangle OMP ; d'un autre côté
r _dx sj{r -\- r' \j— if— x^,
J r+rV— 1
en y remplaçant aussi y — 1 par 1, donnerait l'aire du segment AMP; par conséquent en remplaçant de même y — 1 par 1 dans
•^ J r-f-ry— 1
on obtiendra l'aire du secteur AOM compris entre la conjuguée et les deux rayons OA et OM, de sorte que
^x\J{r -\- r' sf^Af—c^ — f _ dx \/{r -f r' \/^^' —~7^ 2 J ,-+rV— 1
pourrait être considéré comme l'expression de l'aire du secteur AOM, convenablement décomposée en parties réelle et imaginaire, ce qui permettrait d'écrire
a> + ^" V^ = 2 sect AOM.
Quoi qu'il en soit, la somme <& -j" ^ des deux parties réelle et imaginaire de la quantité 0 + ^ V — !> définie plus haut, est le double de l'aire du secteur AOM.
Pour connaître * et ^, il resterait donc seulement à savoir comment se décompose
Or l'angle
est, par hypothèse, tel que son sinus multiplié par r-^r'yj — 1 se trouve réel, puisque ce produit n'est autre que Vy du point décrivant que l'on suppose appartenir à la conjuguée G = 0. Ainsi ç et »|^ sont liés par la condition que
sin (ç -h «1^ V — ^ ('' + ^' V— l)
soit réel, c'est-à-dire
/ \/ — 1 sin 9 cos ^j^ V — 1 -|- ^ cos 9 sin ^ \/ — 1=0, d'où
tang cp cot <|/ V — i = — ^ — .
Cette relation entre 9 et <]> en fournirait une correspondante entre <î> et W, qui, jointe à
O-i-W = 2sectA0M, achèverait de faire connaître O et W.
249. Supposons maintenant que le point [.r, y] appartienne aune conjuguée quelconque dont la caractéristique sera C = — cot y, ce qui signifie que la conjuguée C touchera l'enveloppe aux extrémités du diamètre incliné de l'angle 7 sur l'axe des x.
On rentrera dans le cas précédent en faisant tourner d'abord les axes de l'angle y autour de l'origine : par conséquent x' et y' désignant les coordonnées nouvelles d'un point M dont les coordonnées anciennes étaient xety, B désignant l'extrémité du rayon incliné de l'angle Y sur l'axe des x, Q le pied de la perpendiculaire abaissée du point M
sur OB prolongé, 9' +4*'^ — 1 l'angle dont le cosinus et le sinus seraient
y _ = et y\ — ^ :
r -\- r sj — 1 r -\- r \j — i
l'angle 9+4' V — * sera égal à
par conséquent l'angle O -|- Q*" sJ — 1 aura pour valeur
Y {r + r' sf^if + (9 + 4' V^) (^ + r y-ï)'
La seconde partie (9 -|- 4' V — l) \r-\-r' y — l)^ de cet angle se lie au double du secteur BOM parles relations qu'on a établies précédemment,
et, quant à la première, elle représente le produit par {r-\-r\J — i) du double du secteur AOB.
De l'angle dtun faisceau de droites imaginaires avec l'axe des x.
2S0. Ce qui précède suffira pour expUquer la multiplicité des angles correspondants à un même coefficient angulaire.
Quel que soit le point que l'on considère du lieu
on trouve que — — et . sont toujours le sinus et le cosinus du
même angle ? + 4* V^ — ^ \ xim:i ce résultat doit être interprété en ce ;ens que , quel que soit le point [jc, y\, le rapport à (x* + y"-) de
l'angle 4>-|-^' V — 1> que fait avec l'axe des x le rayon du cercle décrit de l'origine comme centré, auquel appartient le point [x, y\ donne
toujours la même quantité o + 4' V — 1 • quant à l'angle <t» -f- *!'* V — ^ > il varie avec le rayon de ce cercle, par conséquent avec x et y.
Pour exprimer l'angle avec l'axe des x d'une droite quelconque du faisceau
ayant pour caractéristique C, il suffira d'exprimer en fonction de C le rayon du cercle sur lequel se trouve un des points de cettedroite.
Nous supposerons d'abord, pour simplifier le calcul, que le faisceau
ait son équation réduite à la forme y = ny — 1 ; on rentrera ensuite dans le cas général au moyen d'une transformation de coordonnées. Soit
une solution de l'équation
on aura :
d'où
et par suite.
n^ et JsC = na,
— et a =: — - — :
d'oti
= '('+Êv=^> , = „(_^'^,„-7),
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Le point
appartiendra donc au cercle
f + x^ = c.'^^(G + ns/^l)\
Par conséquent l'angle de la droite C du faisceau
y = n V — -1 X avec Taxe des x, sera
O + W V— 1 = a' ^ ~^ (c + n v/^^' arc tang (n V^^,
cet angle étant pris dans le cercle de rayon
231. L'angle O-f-^y — 1 que l'on vient de calculer contient, comme on devait s'y attendre, un facteur arbitraire a^, mais ce facteur entre aussi dans l'expression du carré du rayon, de sorte que l'angle croît comme le carré du rayon du cercle dans lequel on le prend, comme cela devait être.
Mais il sera souvent préférable de faire disparaître ce facteur, ce que l'on fera en prenant pour unité le rayon r-f-^' de l'enveloppe des conjuguées du cercle au centre duquel on voudra porter l'angle.
Or, d'après la formule précédente,
on exprimera donc les résultats obtenus en disant que la droite C du faisceau
fait avec l'axe des x l'angle
[iu -f- n)
compté dans le cercle de rayon
dont les conjuguées ont pour enveloppe imaginaire le cercle
Si le faisceau considéré se trouvait dans une position quelconque par rapport aux axes, son équation serait
y := [m-^n \/ — i) X = x tang (? -(- •l' V — l) î
l'expression de l'angle avec l'axe des x de la droite C de ce faisceau se tirerait de la formule précédente en substituant à C la tangente de l'angle de la droite y = Cx avec la droite y=xta.ng ç, c'est-à-dire
ce qui donnerait
c — tangtp 1 -f Gtang<p'
r— G — tangi
Ctangç
+ tang(4;v— l)
(cp + J.v/-l)
G — tango , i /. <,
^ + -=tang(<].v'-i;
_14-Gtang!f V— 1
ou en désignant par y l'angle dont la tangente est G,
* + -»■ V'=^ = r tang(,-,)+_U.g(.^V-T^X ^ ^ ^-^y
Ltang (y — (p) — V— 1 tang [}^ V— VJ cet angle devant être pris au centre du cercle dont le rayon serait
tang (y — ?) + tang {-b y^^ tang (y — ©) — v' — ' tang (<!/ \/ — l)
De rang le de deux faisceaux de droites imaginaires.
2o2. Le calcul ordinaire appliqué à la recherche de l'angle de deux faisceaux
et
y = U + '* V— i) ^ = tang (? + «j^ V— l) ^ y = (m' -|- rî \j — i) x=. tang (o' -|- ^|^' sf — l) x
ne fournit, pour l'angle inconnu, que la seule valeur
mais à^cette valeur unique correspondent des angles en nombre infini lorsqu'on les recherche au centre de tous les cercles imaginaires dissemblables.
Le résultat obtenu, au reste, pourrait s'interpréter d'une infinité de manières différentes, puisqu'il se rapporte à deux quelconques des droites de l'un et de l'autre faisceau.
Mais il est clair qu'il n'aura de sens net, qu'autant qu'on le rendra relatif à des droites de Tun et l'autre faisceau pouvant couper un même cercle. Or les caractéristiques G et G' de deux droites de l'un et l'autre faisceau remplissant cette condition, seraient liées entre elles par la relation
tang (y — (p) -f tang (4; y^) tang (y' — cp') -f tang {^' V^^
tang(Y — ?)— s/— 1 tang («L \f^) tang (/— cp') — V— Ttang {■V'^—i) ou
tang (y — cp) _ tang (y — ?')
tang (^ s/^) tang (f v^— l)
Dans ces conditions, y et y' désignant les angles'dont les tangentes seraient G et G', l'angle des deux droites G et G' des deux faisceau sera
Ltang (y — ?) — V— ^ tang (^ V— IJJ
quantité qui se lie, comme on l'a vu précédemment, à l'aire du secteur de la conjuguée considérée comprise entre les deux droites choisies dans l'un et l'autre faisceau.
De l'angle de contingence d'un lieu en un point imaginaire, 235. L'équation
représente le lieu f{x,y) = 0 dans un espace infiniment petit tracé autour du point [x,y] de ce lieu; c'est-à-dire que les droites du faisceau
Y = (m + n y/^) X sont parallèles aux tangentes à toutes les courbes que l'on pourrait
tracer à partir du point [x, y] dans la portion du plan recouverte par les conjuguées du lieu
nx,y) = 0.
Si l'on donne à x un accroissement infiniment petit,
dx = da -\-d^\l—^, il en résulte pour y l'accroissement
dy = im -f- n V^^^ ((/a + rf^ V^HT) =m</a— m^-|-(nrfa + wd%) \/^, et le point [x,y] a décrit un élément parallèle à la conjuguée
nda -j- TTjrfS
du faisceau
dy Si le point [x. y] se déplace infiniment peu, -^ change et devient
^4-^rfxdx^da^ ^'
en posant donc
^ = p + îv/ri,
le faisceau des éléments du lieu devient
y = [w -f- « yCIï _j_ (^ 4_ ^ y/ZTT) dx] X,
l'angle de ce nouveau faisceau avec l'ancien est l'angle de contingence du lieu au point [x, y] ; il reçoit son interprétation de ce qui précède.
De la courbure d^un lieu en vn point imaginaire.
2o4. L'angle de contingence défini comme il vient de l'être a pour expression
dx.
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Le rapport de cet angle à la différentielle de l'abscisse, et par conséquent à l'expression ds = \/dx^-{-dy^, est indépendant du chemin suivi par le point [a;, y]. Cela ne signifie pas que l'angle que fait le faisceau des éléments du lieu au point [x, y], avec le faisceau voisin reste le même tout autour du point [x,y], mais que le rapport de cet
angle à ds ou \dx^ -\- dy^ reste toujours le même.
Ce rapport est la courbure du lieu au point considéré, et cette courbure reçoit de ce qui précède une interprétation simple.
Transformation imaginaire des coordonnées.
2S5. Si dans une équation f{x, y)= 0 on remplace x par
X -{- a -{- a' \ — i , y it3Lr y -\- b -\- b' \ — 1, et qu'on suppose en même temps l'origine des coordonnées transportée effectivement au point dont les coordonnées anciennes étaient x = a-\-a\y = b-^b', l'ensemble du lieu représenté par la nouvelle équation, rapporté aux nouveaux axes, coïncidera avec l'ancien lieu ; c'est-à-dire que le lieu entier recouvrira les mêmes portions du plan et le même nombre de fois pour chacune d'elles. Mais les conjuguées se trouveront changées; les points d'une des conjuguées du nouveau lieu dériveront en effet par transformation de points pris sur toutes le conjuguées du premier.
La substitution des expressions
X cos a — y sina, et y sina -{- y cos a
à la place de x et de y, dans une équation f{x, y) =0, a pour effet, lorsque a est réel, ou bien de faire tourner les axes autour de l'origine d'un angle a, de droite à gauche par exemple, en laissant fixe le lieu représenté par l'équation primitive, ou de faire tourner au contraire de gauche à droite de l'angle a le lieu en question, en laissant les axes primitifs fixes. Les deux opérations rentrent l'une dans l'autre et servent par conséquent aux mêmes usages.
Dans le cas, au contraire, où l'angle a serait imaginaire sans partie réelle, il serait impossible de considérer la transformation comme revenant à un changement effectif d'axes.
En effet, d'abord le lieu représenté par la nouvelle équation ne sera jamais, sauf un cas particulier que nous examinerons, superposable à l'ancien, c'est-à-dire qu'il ne sera pas seulement transporté, mais en même temps déformé.
D'un autre côté, si l'ouverture effective correspondant à un même angle réel est toujours la même, quel que soit le cercle réel ou imaginaire au centre duquel on place cet angle, ce qui permet de concevoir
sans ambiguïté possible une rotation réelle ; au contraire, l'ouverture réalisée d'un angle imaginaire sans partie réelle dépend essentiellement
du rapport -, qui définit le cercle imaginaire au centre duquel on place
cet angle. D'où il résulte que faire tourner les axes autour de l'origine
d'un angle imaginaire a y — 1 n'aurait de sens clair qu'autant qu'on aurait choisi d'avance, ce qui ne pourrait se faire qu'arbitrairement, le rapport des parties imaginaire et réelle du rayon du cercle au centre
duquel on devrait compter l'angle a y' — 1.
La question posée doit donc ^tre réduite à savoir comment se déduisent l'un de l'autre les lieux représentés par deux équations
f[x,y) = (i et
/ \x cos a \l — 1 — y sin o sf—i, x sin a y^ — 1 -f y cos a sf—i) = 0,
rapportées à un même système d'axes rectangulaires.
Cette question est facile à résoudre.
Si X et y désignent les coordonnées d'un point quelconque du premier lieu et x\ y' celles du point correspondant du second, les relations
X =: x' cos a v^ — 1 — y' sin a sj — i et
y = x' sin a V — ^ -\- y' cos a V— i,
d'où l'on déduit immédiatement
x^-Jrf = x'' + y'\
montrent d'abord que les deux points [x, y] et [x, y'] appartiennent au même cercle imaginaire.
Ainsi chacun des points du premier lieu ne s'est déplacé que sur le cercle imaginaire où il se trouvait d'abord.
De plus, les mêmes équations donnent
l+tangav^ITI
c'est-à-dire
^-^tangay'-l arc tang ^ = « y/_ i ^ arc tang ^.
Ainsi le point [a?, y] s'est déplacé sur le cercle qui le contenait de façon que l'angle décrit par le rayon vecteur eût pour mesure constante a y — 1.
Si, dans l'équation
on remplace x et y respectivement par
j?cosa — ysina et .2; sina -j- y cos a,
elle reste identiquement la même, quel que soit a, réel ou imaginaire, composé d'une ou de deux parties, de sorte que le lieu ne subit aucune modification.
Ce résultat s'explique tout naturellement, car tous les points du lieu appartenant au même cercle et chacun d'eux ne décrivant qu'un arc de ce cercle, le lieu des nouveaux points ne pouvait pas différer de l'ancien.
Des coordonnées polaires.
2S6. La règle que nous avons adoptée pour figurer les lieux imaginaires représentés par une équation entre les coordonnées rectilignes d'un point, avait été éprouvée dans trop de circonstances diverses pour que nous ne dussions pas renoncer à l'emploi des coordonnées polaires, tant qu'il serait impossible de retrouver dans une équation
f (p cos tù, p sin 0)) = 0,
les mêmes points qu'avait fournis l'équation
11 eût été absurde d'imaginer arbitrairement un mode de représentation des solutions imaginaires d'une équation en coordonnées polaires, sans se préoccuper de savoir si les lieux que l'on supposerait dès lors représentés par cette équation, coïncideraient ou non avec ceux qu'avait fournis l'équation correspondante en coordonnées rectilignes.
Mais la théorie précédente fournit d'elle-même la règle à suivre dans la représentation graphique des coordonnées polaires, lorsqu'elles cessent d'être réelles.
Il est facile de voir que dans l'équation
f (p cos (I), p sin w) = 0, u) ne doit être regardé que comme la mesure de l'angle que fait, avec
l'axe des x, le rayon vecteur mené au point mobile, l'angle lui-même devant être pris dans le cercle dont le rayon est p.
Moyennant cette manière d'entendre les coordonnées polaires, les lieux fournis par les deux équations
f {x, y) = 0 et / (p cos «j, p sin «) = 0
coïncideront toujours évidemment.
En effet, pour construire l'ensemble des lieux représentés par une équation / {x, y) = 0, on pourrait poser x = p cos w et y =^ p sin a» ;
donnant alors à oj une valeur quelconque <p + <!' y' — 1 , on trouverait , daps le cercle réel de rayon 1, le rayon dont l'angle avec l'axe polaire
serait o -f- ^ \l — 1, les coordonnées de l'extrémité de ce rayon fourni-
raient les valeurs de - et de - , qu'il suffirait donc de multiplier par p
pour obtenir x et y. Or, par cette opération, l'angle s -|- J^ y — * ^e trouverait transporté au centre du cercle de rayon p, et le point [x, y] obtenu appartiendrait à ce cercle.
Pour retrouver dans une équation
f (p cos to, p sin (o) = 0
les conjuguées du lieu
il suffira d'assujettir les parties réelles et imaginaires de p et de oj à une condition convenable. Cette condition est facile à exprimer. Soient
p = /■ -j- r' \j — 1 et (a= Q -\- 'b \j — 1 ; les valeurs correspondantes de a? et de y seront
X = (r -f- r \1 — i) (cos çp cos ^ \j — 1 — sin 9 sin <j/ \l — 1 j,
y = (r -j- r' \[—i) Vsin cp cos i|/ sf—i -\- coscp cos <f >J — i);
pour que le rapport des parties imaginaires de y et de x reste constant et égal à la caractéristique G de la conjuguée qu'on voudrait obtenir, il faudra donc que
r cos <p sin J/ \J — 1 -\- r' \—-i sin <p cos ^\' — 1
ou
— r sin <p sin (|/ \/ — i -\- r' \— 1 cos «p cos ^ \'—w 1
/ V — 1 tang ç + /• tang 'i>\ — 1
r' \/ — 1 — r tang <p tang <^ \/ — 1
270 CHAPITHB XVIII.
OU encore
tang<pH ""Ll-
r tang (L V — 1 1 — tangcp "^ L—
r' \J—l En posant ,
1 , r tang J> v/ — 1 tang Y = — p et tang (i = j= — ,
cette condition revient à
d'où
par conséquent
tang (<p — y)
r tang {<\) y — l) ou enfin
tang (tp — y) tang -l^ V— 1 = î^ — ^^—,
condition très-simple et dont la forme est remarquable. Quand il s'agit de la conjuguée C = oc , cette condition devient
tangcp tang ^ y — 1 = - y' — 1.
Application aux courbes du second degré.
Si Ton veut, dans l'équation
_ P ^ \ — e cos w'
retrouver, par eîcemple, la conjuguée C = oo de la courbe réelle qu'elle représente, il faudra faire ç = 0 et / = 0 ; en effet, l'équation
rJ\-r' \l~ = /■ =r
1 — e cos (cp -f- l' V — V
se décompose en
r{i — e cos cp cos <j> V — 0 + ^' V— * ^i^i ? sin -^ v/— i = /> et
er sin o sin i|/ y/ — 1 -|- r' \/ — 1 (,1 — e cos © cos 4' v — */ = 0>
la dernière donne
r e cos <p cos ^j; y — 1 — 1
^' V 1 e sin ç sin <]/ y — i
de sorte que la condition à remplir serait
1 e cos 9 cos <]> si — 1 ' — 1
tang <p tang ■} V— 1 e sin (p sin 4* v^^
d'où
tang f tang «j/ y/ — 1 = 0.
En faisant tang ^ y — 1=0, on aurait évidemment la courbe réelle ; par conséquent on obtiendra la conjuguée C =: oo en faisant tang(j) = 0, mais alors l'équation
er sin cp sin ij^ y' — 1 + r' \J — 1^1 — e cos 9 cos <^ \-~i) donnera r = 0.
Ainsi la conjuguée C = oc de la courbe p = sera donnée
1 — e cos oj
par les solutions de la forme
(o = «I* y — 1 et p = r.
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